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I N T R O D U Ç I O 

• Segundo entrevista dada a imprensa pelo prqfes-

sor D. Gorenstein, da Universidade de Rugters, a principal 

linha de pesquisa, para a qual estão voltados os matemáticos 

que trabalham em grupos finitos, é a classificação dos gru­

pos finitos simples. Acredita ele que nos prÓximo~ dez anos 

' este problema estara solucionado. 

Nesta dissertação contribu!mos para mostran a 

importância dessa linha de pesquis~ para toda a teoria de 

grupos finitos, pois demonstramos que cada grupo finito p~ 

de ser imerso num produto "wreath" clássico de grupos sim 

ples. 

Nosso principal objetivo neste trabalho foi 

criar condiçÕes para a prova do teorema de Kaloujnine -

Krasner. 

Nos caPítulos iniciais apresentamos um resumo 

de conceitos ' e resultados basicos sobre semigrupos. Depois 

desenvolvemos a teoria de semigrupos .agindo sobre conjuntos 

e semigrupos agindo .sobre semigrupos. ' Nos cap~ tul.os 4 e 5, 

-com base em açoes de semigrupos,. definimos produto direto e 

produto "wreath". No cap:Ítulo 6 apresentamos pi"O!Jriedades 

de açÕes de grupos e semigrupos, algumas Pnvolvendo produto 

"wreath". Finalmente temos a decomposição de açães de semi­

grupo em produto "wreath", culminando com o teorema de Ka-



loujnine-Krasner, que trata da imersão de grupos finitos num 

produto "wreath 11 de grupos simples. 

Tomemos como ponto de pa-rtida do nosso traba -

lho o artigo "Some Applications of the \\Teath product cons­

truction", de Charles Wells~ usando uma notação uniformizada. 

Demonstramos as proposiçÕes, observaçÕes e le­

mas seguintes, apenas enunciados por Wells: 

ProposiçÕes: (6.7), (6.8), (6.9), (7.1), (9.2). 

ObservaçÕes: (5.9), (7.2.iv). 

Lemas: (3.2), (3.7.14), (4.5), (4.6), (6.4). 

Fizemos correção no enunciado de teorema (8.4h 

"Esquema de Decomposição", e corolários do mesmo. Detalhamos 

as demonstraçÕes deles~ .. -No ce.pJ. tulo 9 completF.mos a demonstraçao do coro-

lÉrio (9.13) e da proposição (9.2). DetalhEmos a demonstração 

do· teorema de Kaloujnine-Krasner e d2mos um e_ aplicação, usan­

do o grupo dos quatérnios. 
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C A P I T U L O 1 

DISCUSSÃO INTRODUTÓRIA SOBRE O PRODUTO "WREATH" 

Nas situaçÕes a serem estudadas estarão envol-

vidas um conjunto X, um semigrupo S e uma função ~ 1 onde 

~:S ~peradores de x} , tal que, s ____ ~s~. 

(1.1,) Exemplos: 

(1,1.1.) Em teoria de grupos, X é um espaço vetorial comple­

xo e s um grupo, olh~do-s9 s~ como uma matriz inversível. 

(1.1.2.) Em mu.itas aplice.çÕes da teorie_ abstrata de grup_os, 

X é o "conjunto por trás" de um grupo S e s~ é a multiplica-

- ' çao a direita por s. 

{1.1.3.) EJD. combinatÓria, X é frequentemente uma estrutura 

combinatÓria (um gráfico por exemplo) e S é seu grupo de au­

tomorfismos. 

Costuma-se paremetrizar o conjunto x, de tal 
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modo que a ação de s é analisada dentro de açÕes mais simples 

sobre os parâmetros, isto é, pode-se olhar X como um conjunto 

de vetores, no sentido mais amplo de n-uplas de algum pro-

- ' duto cartesiano de conjuntos e descrever a açao de S, atraves 

das mudanças que faz nas coordenadas. 

Em geral, o efeito de s~, sobre uma dada coor­

denada, depende de alguma ou todas as outras coordenadas. 

Frequentemente, pode acontecer que estas coordenadas estejam 

ordenadas de tal modo que o efeito de s~ em uma dada coorde­

nada depende sómente daquela coordenada e das coordenadas 

que a seguem. A ação é dita, então, triangular. 

Em muitas aplicaçÕes é conveniente tomar S co­

mo um semigrupo. Se S não ·é semigru-po ele -á, usUalmente, re­

presentado por um semigrupo livre ou, às vezes, pelo semigr~ 

po gerado pelo conjunto de funçÕes s~, com a compo-sição fun-

-cional como operaçao. 
' o produto "wreath", .c_omo veremos, e descri to 

através de açÕes de semigrupos. 



C A P I T U L O 2 

SEMIGRuPOS 

(2,1,) DefiniçÕes: 

(2,1.1,) Semigrupo. Um semigrupo é um conjunto S, munido de 

uma multiplicação associativa sobre S • 

(2.1.2.) Unidade. • Uma unidade em S e um elemento 1 E s, sa-

tisfazendo ls = sl = s, para todo s € S. 

(2.1.3.) MonÓide. Um monÓide é um semigrupo com unidade. 

(2,1.4.) Subsemigrupo. Um subsemigrupo· de um semigrupo S • e 

um subconjunto de s, fechado para a mUltiplicação. 

(2.1.5.) sl su 1 onde s ' semigrupo unidade 1 ' = • e sem e e 
-um elemento que na o pertence a s, tal que, ls = sl = s, para 

todo SE S. Se s tem unidade sl = S. 

(2,1.6,) Trans X. • Seja X um conjunto. Trans X e o conjunto 

de todas as funçÕes de X em X, juntamente com uma operação 
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binária,. composição de funçÕes. Uma função em Trans X é cha­

mada uma transformação de X. 

(2.1.7.) Subgrupo. Seja S um semigrupo. G é subgrupo de S se 

G' é subseffiigrupo de S e G é grupo. 

(2.1.8.) Sim X. É o subgrupo unitário de Trans X, constitui­

do de todas as permutaçÕes de X, isto é, lsim X = lTrans X• 

(2.1.9.) PF(X). f o monÓide, constitUÍdo de todas as funçÕes 

f: A Ç X -~;,X. Trans X C PF(X). 

(2.1.10.) Zero de S. Seja S um semigrupo. Se z éS satisfaz 

zs = sz = z, para todo sE S, então z é um zero de s. 

(2.1.11.) Idempotente. Seja S um semigrupo. O elemento e € S 
2 é idempotente se e = e. 

(2.1.12.) Ideal à direita. SejaS um semigrupo. um, subconjun­

to I S é um ideal à direi t-a se is ~ I, para todo i E. I e 

s € S. Ideal à esquerda é definido de modo semelhante. 

(2.1.13.) Homomorfismo de semigrupos. Sejam S e T, semigrupos. 

Uma função ~:s ___ 7T é um homomorfismo se (s.s')~ = s~ • s'~ 
' 

para todo s 1s• € s. 

(2.1.14.) Imagem homomórfica. Seja ~:S--->T homomorfismo 
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de· semigrupos. T é imagem homomÓrfica de s, se ~ é sobrejeto 

ra. 

(2.1.15.) S "divide" T. Sejam Se T semigrupos. Dizemos 

que S "divide"T(S/T) , se S é imagem homomÓrfica de um sub­

semigrupo de T. 

(2.2.) Lema. Seja S um semigrupo finito e sés. Então al@ 

ma potência de s é idempotente. 

Prova: 

Sejam k 
k n -s = s . Entao 

e n os 
k+n-k 

s 

inteiros 
k 

= s .. 

mÍnimos, tal que 

Suponhamos que para algum inteiro m~ O , . 

k+m(n-k) k s = s . 

0< k<n e 

Então k+(m+l) (n-k) k+m(n-k) (n-k) k (n-k) 
s = s . s = s .s = 

k+n-k k 
= s = s • 

Assim, por indução, 

inteiros m>,. O. 

sk+m(n-k) = sk , para todos os 

Seja p um inteiro positivo, para o qual k+p = m(n-k), 

para algum m. 



- 06 -

Então sk+P ' idempotente·, pois: e 

k+p k sp k+m(n-k) sp k+p m(n-k) 
s = s s s s • = • = • = 

= s 
k+p 

• s 
k+p 

= (sk+p)2. 

(2.2.1.) Corolário. Seja G' um semigrupo finito com um Úni 

co elemento idempotente, e. Se e for identidade de G, en­

tão G é um grupo. 

Erova: 

Seja ' . o un~co idempotente de G e seja 

k 
Pelo lema 3.2., x =e pa~a algum k, 

Então k-1 
X ' e o inverso de k, pois: 

k-1 k-1 
X • X =X 

' Logo G e grupo. 

X E G. 

(2.3.) Lema. Sejam: S um semigrupo finito , $ um homomorfis 

mo de semigrupo, com domÍnio S e 

subgrupo 

grupo de 

G de 

S se 

Prova: 

s, 
G é 

tal que = s~. 

subs~migrupo de.s 

- . grupo. Entao hã um um 

(Por definição G é sub-

' e G e grupo). 

Seja G um subsemigrupo minimal de S, tal que G~ = S~. 
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Vamos mostrar que G ' e grupo. 

Seja e E G um idempotente arbitrá rio, cuja existên-

' cia e garantida por 3.2. 

Então e~ ' e idempotente em 

e~ , e~ = (e.e) ~ = e~ 

e~ é, portanto, a unidade de s~,. pois o Único idempo­

tente num grupo é sua unidade. 

Temos então q~e~ 

(eGe)~ = e~ , G~ • e~= e~ • S~ • e~= s~ ,e assim p~ 

la minimalidade de G , eGe = · G· .. 

Como (ege) = ·e(ege) = (ege") e 
, 

= ege , temos que G e um 

monÓide com unidade e • 

Como e é .um idempotente arbitrário, então e é o iínico 

idempotente de G. 

Pelo corolário 3.2.1., G ~um grupo. 



C A P I T U L O 3 

AÇÕES DE SEMIGRuPOS 

(3.1.) Definição. - . Uma açao a direita, por um semigrupo s em 
' -um conjunto X, e uma funçao: 

X x S ----7 X , satisfazendo : 

(x,s) --~;;> xs. 

x(st) = (xs)t , para todo x € X, s, tE s. 

-(3.2.) Lema. i) Uma açao determina mn homomorfismo 

$ : S--7 Trans X , definido por x(s~) = xs , (xe X, se S), 

ii) Qualquer homomorfismo $ : S , Trans X, 

determina uma ação em X por S , dada por (x,s)->x(s~)_ •. 

Prova: 

i) ~ ' e um homomorfismo, pois x(s~ o s. ~) = 

= (xs~) s•$ = (xs) s•~ = (xs) s'= x (ss•) = x (ss•~). 
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ii) (x,s) _ __,x (s~) ' -e uma açao pois: 

x (st) = x (st~) = x (s$ o t~) = (xs~) t$ = (xs) t , 

(3.3.) 

para todo xE X, s,te s. 

~ 

Notaçao: 

AçÕes serão denotadas por 

~ : Si----'> Trans X • 

... 
(Trans X) e (Sim x)*' 

Trans X e Sim X sobre X. 

"' s ou (s,~,x), 

-denotam as açoes de 

onde 

(3.4.) Definição: Uma ação à esquerda, por um semigrupo s, 

em um conjunto x, é um;:t :função de Sx X em X, satisfazendo: 

(st) x = s (tx) , para todo s,t E S , X E. X. 

(3.5.) ObservaçÕes: 

~ . 
Consideraremos apenas açoes a direita, exceto quando 

' . 
especifica~o o contrar1o. 

Se s*" = (3, $, X) é uma ação, S é também chamado 

semi-autômato ou máquina e X pode ser chamado um s-conjunto 

ou s-operando. 
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(3.6.) -Exemplos de açoes: 

(3 .6 .1.) Qualquer semigrupo de transformeçÕes de um conjunto 

X , age sobre X. Em particular qualquer grupo de permutações 

' -em X e exemplo de uma açao. 

' . (3.6.2.) Qualqu~r semigrupo S age sobre seu propr1o conjunto 

de elementos, pela multiplicação à direita. Esta ação ser.á 

denotada por s . s. 

(3.6.3.) Se I é um ideal à direita de S, então S age sobre I, 
- ,. ,.. I 

pela multiplicaçao a direita. Esta açao sera denotada por s
1

• 

(3.6.4,) Um grupo G, com subgrupo normal N, age sobre N à di 

rei ta, colocando-se ng = g-1ng, para todo gE G e nG N. 

-(3.7.) Morfismo de açoes, 

(3.7.1.) Definição, Sejam: s*= (S,~,X) e T*= (T,o/,Y). Um 

par ( D( , e) é um. morfismo de. açÕes de S' .. para T""" se: 

i) .,;. : S T ' e homomorfismo. 

ii) e : X--:>Y é função. 

iii) Pa.ra todo seS , o diagrama abaixo ~·omuta: 
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Para todo X é X, sE S , (X6) (so<) = (xs) 8. 

Dizemos, ·então, que (S, o( Y-' , Xe) é uma ação de S so-

bre xe. 

(3.?.2.} Definição. Um morfismo (<>< 1 é) 
, 
e injetivo, (res-

pectivamente sobrejetivo) se~ e 8 são ambas injetivas (res­

pectivamente sobrejetivas). 

(3.?.3.) Definição. 

inclusões. 

é uma sU:bação de T* , se « e e -sao 

(3.7.4.) Definição.· T é imagem ho~omÓrfica de um subsemigru 

podeS;se há um morfismo sobrejetivo de açÕes, de uma subação 

de S em T, onde S~ e T* são ações. 

(3.7.5.) Definição. Uni S-morfisroo ou mapa equivariante de' 

(s, ~. X) para (S, '!! ,Y) é um morfismo (o<,e) , tal que: 

i) (xs) e = (X9) S , para todo X<õ X, sé S. 

ii) 
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(3.7.6.) Definição. Morfismo de c"= (C,~,X) , (Morf c"), 
é morfismo de G * para G* • 

(3.7.7.) Lema. O conjunto dos morfismos de C~= (G,~,X) é 
um semigrupo, com a operação de composição de funções: 

(o<.,, e,) o (o<.._, e,.)= («,oo<,_ ) e, o e,.) ' para todo 

( "'<J e 1 ) , (o<~ 1 e.._) € Morf C .... 

i) A propriedade de fechamento é válida para todos os 

morfismos de G~, isto é: 

(o<,, e, ) o ( "'"' 8._) = (o<, o o(&) e, o e .. )' para todo 

( o<
11 

e 1 ) , ( c<,_ 1 e"' ) E Morf C 1< • 

' . -_ o<_, o ot-2., e homomorfismo como compos~çao de -homomor-

fi_smos. 

- e1 o eal é funçã.o como composição de frmções. 

Verifiquemos que (xg) ( 810 8~) = x( 8
1

, e.,.) .g(o<
1 

o oi.,.), 

para todo xE X , gE c. 

Como ( o<1, e 1 ) e (c<._
1 

e"') E Morf c'~'- temos: 

(xg) (e, o e.,) = c (xg) e,) 8.2. = ( (:X: e, ) (';}o<, l) e... = 

= 



- 13 -

Logo ( oi, o o<~ , e, o e~ ) E Morf G* • 

i i) É válida a propriedade associativa para os morfis 

* mos de G • 

mos: 

= ( (o<, o o:, ) o o/3 , ( e
1 

o e._) o e,)= (o(' o ( <X., o o<3 ) , e1o( e~ o 8 3 l) = 

= ( ( ~ , e.,) o ( <{" e3 ) ) • 

(3.7.8.) Definição. Aut G* onde G" = (G, ~. X) ' , , e o 

conjunto dos (o~,e) tal o( G->G ' isomor pares que, . e • . 
fismo, e , . . - (xg) e = (x e) (g o() . X X e b~Jeçao e para . , 
todo X E: X, g6 G. 

(3.7.9.) Definição. G-Aut G"' = ( (idG ,e) E. Aut G"}. 

(3.7.10.) Lema. Os automorfismos de G" formam um grupo 

sob a operação de composi9ão. 

i) Propriedade associativa-trivialmente váiida 

ii) Existência do elemento neutro 
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_ (idG , idx) E: Aut G"', pois, "d 
~ G ' e isomorfismo e 

i~ é bijeção. 

_ (idG , idX) é o elemento neutro de Aut G~ , pois , 

pera todo (ol 1 e ) E:. Aut G* temos: 

(idG , idxl <o<, e ) = (idG o o< , idx o e ) = (o<, e) . 

iii) Existência do elemento inverso 

Mostraremos que ( o(-
1 . I e- 1 

) ~ ( o( I e f 1 
• 

) · ( -' e-1) G" • iii .1. Primeiramente verifica:remos que « 1 E Aut 

G G . f. -:> o<-1 G G o< : ~ , ~somor 1smo , )'~ : -----77 , 

isomorfismo. 

jeção. 

-1 . -1 -1 
Provaremos que (xg) 8 = (x $ ) (g o< ) , pa-

ra todo x€ X , g€.. G. 

(o( 1 9 ) € Aut G ~=diagrama I comuta: 
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X 

e I e 

X ----,--;---,-----,> X 
(~«) ~ 

(xg)8 = (xS) (go<), para todo xEX e gEG. 

Consideremos os diagramas abaixo: 

-1 e 

e 

'à" I/) 
X ---~----->X 

II 

III . e 

O diagrama III comuta: 

(1) 
(x (gc('J)e = (xS) ( (g-<-1Jc<)= (x9)g , para todo 

xéX e géG. 

' Verifiquemos que o diagrama II comuta, isto e, 
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(X e_, l (g ~- 1 l < l e-' t d ~ = xg , para o o xEX e gE G. 

(xg e-1) 6 = xg , para todo xe X e gE G. 

e
_, 

Seja x = y • 

Como o diagrama III comuta, então : 

-1 El -1 -1 A 
(yg o( ) e = (y )g => {x e g « ) e = {x e- e )g = xg, 

para todo xEX e g€ G. 

Então 
-i -1 _.f 

(x 6 g "'- ) = (xg) 6 , para todo X E. X 

e gE G. 

Logo ( <><-' 1 e-1
) E Aut G"" • 

iii. 2.) Para todo (o( I e ) G Aut G,. ' temos: 

< o( 
1 
e ) o ( cJ.-

1 
1 e- 1 1 = (o< o [ 

1 
, e o e-' ) = 

= 

Por {111.1.) e {111.2.) concluimos que 

<<><,e )
1
= {<><-',e-'J. 

{3.7.11.) Corolário. O morfismo {o< 1e) tem inverso, se e 

somente se, d.. e 9 são embas bijetivas. 
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* (3.7.12.) Os G-automorfismos de G formem um subgrupo dos 

automorfismos de G'*- • 

Prova: 

(D(,8)E. 
,._ 

G - Aut G >c<= idG • 

Sejam (1 .e,) e (1 • e~) E. 
.. 

G - Aut G • 

Então: 

-1 -1 
_, 

G-Aut G": (1 ' e, l o (1 • e., ) = (1 o 1 • 6 1 o8~) = (1 , e
1 

o e2 ) E: 

"*" - a* • 
. 

Logo G - Aut G C Aut como subgrupo. 

(3.7.13.) Lema. Sejam: G um grupo de permutaçÕes e C(G) = 
= centralizador de G em Sim X. A aplicagão, 4-': G-Aut G~ 

_-.Sim X , tal que, (1, 8 )'l' = 6 , é isomorfismo 
' 

sobre 

C(G). 

i) Se (1, 8) € G-Aut G* =6 é bijeção . >Pé Sim X. 

ii) 'V ' e homomorfismo 

Para todo (1,61), (l,E1_) E G- Aut G" • 

(<1,e1 ) o (l,G,_l) '+' = (1, e1 o e,., 'V = e1 o e~ 

(1,8,)'\' o (1, e.,> '+' = e, o e:. 
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iii) 't! é injeção 

Se (1, ~)'f = (1, ~) '\' =fl.= 8.1.==? (1, Ejl = (1, Eil. 

i v) Jm, I.Jl C C(G) 

Seja 8 G ~ ('f}). 

(1,8) E: G-Aut G"'=xg&= x6g, \f xEX, V gEG. 

Pará todo g E <r, g 8 = 8 g. Entiie> 8 E C(G'). 

v) j.tm 't' = C(G). 

Basta mostrar que C(G) c 3m, '+'. 

Se 8 E C(G), g8 = 8g=xg.8 =x9g, V xEX 

e gE G. 

Então (1,8) € G- Aut a* e (1,8)'+' =e• 

(3.7.14.) Lema. Seja G um grupo de permutaçÕes. Os automor­

fismos de G~ podem ser identificados com o normalizador de 

G em Sim X , isto é, Aut-G * ~ N( G) • 

Prova: 
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Seja lfJ : Aut - G"'---> Sim X • . 

(o~,el >e 

i) '+' ' e homomorfismo. 

< o~ o o1 , e, o e .. l '+' = e, o e .. 1 .:t ., = 

ii) Im '!' C N(G). 

Seja 8Eim<l'. 

xg G = x8go< , para todo xE X e gEG. 

Logo g9 Eí' < e g o~. l 

8-
1
g8 = gcJ. E G •·. 8 E N(G) Im C N(G). 

iii) Im \.}! = N(G). 

Basta mostrar que N(G) C Im 'l' • 

Seja 8 E N(G) e o< : G _ __, G , o automorfismo de 

finido por g o( = e-'g e . 

-' Para todo xEX, (x8) (go<) = x (8go<) = x(88 gS) = 

= xg 8, Então ( 0\ , 9 ) E Aut - r;; 

Portanto, e E Im 'l'. 



iv) ljJ é injeção. 

Sejam. (<>), e) e ("(,., e) E. Aut - G*. 

Para todo x€ X e gE. G,, xge = x9g<><, e 

xge = xeg~. 



G A P I T U L O 4 

PRODUTO SEMI-DIRETO 

(4.1.) Definição: 

i) Um semigrupo S age sobre um semigrupo E • 
• a 

direita, se existe uma função f : E x S -->-E , que leva 

(e , s) __ ., es , tal que: 

e (st) = (es)t , (s,t E S ; e E E) , 

(e+f)s = es+fs , (séS ; e,:fE E). 

ii) Um semigrupo s age sobre um semigrupo • E , a es-

querda, se existe uma função f : S x E __ _,.E, que leva 

(s , e)---> se , tal que: 

(st)e = s(te) , (&,t E s ; e,f 6 E). 

s (e+ f) = se + sf , (sE S ; e, f E E) • 

(4.2.) Definição: Se o semigrupo S age sobre o semigrupo E , 
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à esquerda, um novo semigrupo pode ser construido: o produto 

semi-direto de E por S , (E sd S) , onde o conjunto sob 

(E sd S) é (Ex S) e a multiplicação é definida por: 

(e,s) (f,t) = (e+sf , st) , para todo e,f E E 

e s,tES. 

Observação: (E sd S) é semigrupo, pois, para todo· 

e,f,g6E e s,t,uES temos: 

[<e,s) (f,tl] {g,u) = (e+sf , st) (g,u) = 

= ((e+ sf) + (st)g , (st)u), 

Como E e s são semigrupos e s age sobre 

esquerda,==='} ((e + sf) + (st)g ' ( st)u ) = 

= ( e+sf+s(tg) , s(tu) ) = (e+s(f+tg) , s(tll.)) = 

= (e,s) (f+ tg , tu.l = (e,s) [ (f,t) • (g,u) J • 

E ' a 

(4.3.) Definição, Sejam: 

menta neutro de E. 

S semigrupo, 

Dizemos que 

' . 
E monoide e OE' ele-

S age sobre E, à es-

querda, se S age sobre E, considerando apenas E como 

semigrupo, e sOE = OE'. para todo s € S. 
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(4;4,) Definioão. Seja S~ = (S,~ ,X) , ação à direita, on-

de S é monÓide, com unidade 1 e X 
s 

mos que a ação s* é unitária, se: 

x 1 s = x , para todo x E X. 

Então 

' . e conJunto. 

Vamos assumir que se ' -s e grupo a açao por S 

tária. 

Dize-

' e uni 

Nota: Se s"" é ação à esquerda ===;> ls X = X • 

para todo x€ X , 

(4.5.) Lema. 

i) Se S e E são monÓides, com unidades 1
8 

e OE , 
- , • J • 

respectivamente, e a açao de S sobre E e un~tar1a, en-

tão (OE, 1
8

) é a unidade de (E sd S), que é também um mo 

nÓid·e. 

Prova: 

Já foi verificado em 4,2, . que (E sd S) 

po. 

Basta, portanto, mostrar que (OE , 18) 

de (E sd S), 

' e semigru- _ 

< 
e a unidade 
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Para todo (e,s) E: Ex S , (e,s) = 

= = = (e,s) e 

= (e,s) • 

ii) (E sd S) tem submonÓides: 

ii.l.) 

Pro·va: 

' e isomorfismo. 

Como s* é unitária e S monÓide, temos: 
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= 

• ~ e injetiva e sobrejetiva - trivialmente se verifi 

ca. 

ii.2.) toE) X s .~ s • 

A função (3 l{oE} • isomorfismo. . s X s e . 
s l> (OE ' s) 

= 

(l e' r- injetiva e sobrejetiva - trivial 

(4.6.) Lema. Se s é inversivel em S , então: 

i) • 
~ o elemento inverso de 

em (E sd S). 

Prova: 

-1 ( OE , s ) = (O + 
E 

-1 
s .OE , s. s ) = 
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, 
Tambem, 

' s) = 
-1 -1 

s • OE , s s) = 

ii) Para todo e€ E , conjugando (e , 1
6

) por (OE , s) 

temos: 

-1 
= (se,s) (OE,s ) = 

s1 ) 
s 

-1 
(se + soE , ss ) 

-1 
( OE , s ) = 

= (se , 1 ) • 
s 

- . 
Podemo~ portanto, concluir que a açao a esquerda de 

um monÓide sobre um monÓide pode ser imerso em um monÓide 

maior, em que os elementos inversÍveis agem por conjugação. 

(4.7.) 
, . 

Corolar~o. Sejam G e N grupos. -A açeo de G 

sobre N , à esquerda é o mesmo que conjugação em N sd G , 

de (O · , G) 
N 

sobre 

Então a. ação de grupos sobre grupos esta contida no 

produto semi-direto de grupos. 



CAPITULO 5 

PRODUTO "WREATH" 

(5.1.) Definição. Sejam S semigrupo e Y conjunto. 

(5.2.) 

(5.3.) 

SY = conjunto das funções de Y em s. 

Definição. Para 

F+ G' E sy- como 

y­
todo y6 y~, F,G' f: S , 

y(F+ G) = yF • yG', 

y 
Lema. S 

. ~ 

e semigrupo sob a operaçao 

definimos 

( +). 

i) Sy é fechado para a operação ( +) , (de f, 5.2), 

i i) y ( (F+ G) + H) = y(F + G). yH = (yF • yG). yH = 

= yF • (yG • yH) = yF • [ y(G+H)l = y (F+ (G+ H)), 

(5.4.) Definição. Sejam: * . T = (T, 'I' ,Y) e S semigrupo. 
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y (tG) = (yt) G , para todo yE Y, t€T e 
y 

G E S • 

5.5. Lema. Syx T, com a multiplicação abaixo definida, é 
semigrupo: 

(F,t) • (G,u) = (F+ tG, tu) , para todo F,G E SY, t, u E T. 

Prova: 

i) sy x • fechado para a - definida. T e operaçao acima 

Para todo Y€ Y; t,uE T • F,G E sy mostraremos que: • 

(F,t) • (G,u) = (F +- tG, tu) E sy" T. 

. . 
e 

u,t E T i semigrupo, ===:)tu E T, 

Logo (F;- tG, tu) E 
y 

3 x T. 

ii} Propriedade associativa 

Para todo F, G, H E e t,u,v € T , temos: 

[<F,t) • (G,u)] • (H, v) = (F+ tG , tu) • (H, v) = 
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=. ((F+ tG) + (tu) H , (tu) v) • Também, 

(F,t) • [ ( G, u) • (H,v) J = (F,t) • (G + uH, uv) = 

= (F+ t(G +uH) ' t(uv)) • 

i) Para todo YE Y , temos: 

y (t(G+ uH)) = (yt) (G+ uH) = (yt)G • (yt) (uH) = 

= y(tG) • y c t(uHJ) = y(tG) • y I<tu)H). 

ii) T semigrupo= (tu)v = t(uv). 

Logo: 

l_(F,t) • (G,u)] (H,v) = (F,t) [ (G,u) • (H,v)J • 

( 5. 6.) Definição. S wr T* = ( SY sd T) , com a mul tiplicagão · 

acima definida, -onde 

grupo e T* = (T, ~ 

s 

'Y) • 

' e sernigrupo, y conjunto, T 

(5.7.) Definição. Umá ação de semigrupo s" = (S, ~. X) 

leal se ~ é injetiva, isto é: 

(xs1 = xs 2 para todo xE X)=\ = s
2

• 

semi 

' e 

(5.8.) Lema. Se s" é uma ação leal, então, a multiplica­

ção em S é determinada por composição de funçÕes. 
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Se 4 : S_/Trans X é injeção, então ~ ' e isomor-

fismo sobre (S~ , o), 

(5,9.) Observação. 

Seja y·= l, 2, ..• ,n- • Então S wr Tot pode ser re-

presentàdo por um semigrupo de matrizes com a operação de mU! 

tiplicação, Se (F,t) é S wr T~ • definé-se a n x n matriz 

M(F,t), por: 

i F se j = i t· 

M(F,t). j = 
~. 

O se j ,i it 

Seja M(Sy· x T) = ( M(F,t) tal que (F,t) E S wr é} , 
<) A funça-o -.- Sy T "( y T) ' h f ... o : x --:> 111 S x e omomor 1smo 

(F,t) ·-->M(F,t) 

de semigrupos. 

Sejam M(F,t) 
y 

e M(G,u) E: M(S x T). 

-Entao: 

={:F 
j it se = 

M(F,t). j 
~. 

se j I it 

iG se j = iu 

!.!(G,u). . = 
~. J 

o se j I iu 
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Verif~quernos que o (F,t) • (( (G,u) = o ( (F,t) • (G,u)) 

1) (F,t) .o(G,,u) = M(F,t) • M(G,u). 

Logo: ( M(F,t) • M(G,u)) i,j = iF • Ll(G,u)it,j" 

i F • (i t)G' 

Mas i F • M ( G, u) . t . = 
1 • J 

~ 

Entao 

o 

M(F,t) • !.!(G,u) i . = 
• J 

i(F+ tG) 

o 

se j = (it)u 

se j f (it)u 

se j = :!(tu) 

se j f *u) 

Logo D' (F,t) .õ(G,u) = M(F,t), .M(G',u) = M(F + tG,tu). 

Tarnbem I( ((F,t) • (G,u)) = 11 ( (F,t) • (G,u)) v M(F+ tG,tu). 

Portanto 7í (F,t) • (j (G,u) = õ (<F,t) • (G,u)) • 

ii) Õ é isomorfismo se T* é leal. 

l,; i,j~ n. 

Se M(F,t) = M(G,u) então = M(G,u). j , 
1, 

lfa linha i o unico elemento diferente de ' Q. e o 

que está na coluna (it) pare M(F,t) e o que está na colWla 
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(iu) para M(G,u). 

Como º -na o pertence a s, então it = iu e i F = iG, 

para todo i. Portanto F = G. 

T"' é leal -Como entao t = u. 

Logo lf(F,t) = lf (G,u) ==>o é injetora. 

(5.10.) Definiç~. Produto "wreath". 

Sejam : S = (S, ~. X) e T = (T,~ , Y) açÕes. 

S'_ wr T" = produto "wreath" de s-~' por T*' , 

Por definição s~ wr T" = ( s wr T1-, 4 , X x Y); onde: 

/!, : (X X Y) X (S wr T ) ---~X X Y 

(x,y) • (F,t) ~ (x(yF) ,yt), para todo 

xE: x, y E: y-, te- T,, e Fê sY. 

(5.11.) Lema. O p:l'oduto "wreath" é uma ação de (S wr T") so-

bre X x Y. 

Basta verificar que (x,y) (F,t) • (G,u) = 

= (x,y)(F, t) (G,u), 

(cx,y) (F,tl) (G,u) = (x(yF),yt) (G,u) = 

= ( x(yF) (yt)G, (yt)u) 

Por outro lado (x,y) ( (F,t) (G',u)) = 

= (x,y) (F+ tG,tu) = ( x(y(F+ tG),y(tu))= 

= (x (yF). y(tG) ,y(tul) 
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s" e T' açÕes==">0{yF. y(tG),y(tu))= 

= (x{yF). (yt)G,(yt)u). 

Logo ( {x,y) (F,t)) {G,u) = (x,y) ((F,t). (G,u)) e o produ-

to "wreath" , portanto, é ação. 

( 5.12.) Definição. Produto- 11 wreath" clássico. 

s wr T;t< 
, ' . e chama à. o produto "wreath" class1co, quan-

do T = y - , e a eçao de T sobre Y e a multiplicação 

à esquerda, 



C A P I T U L O 6 

PROPRIEDADES DE AÇÕES DE SEi\!IGRUPOS E GRUPOS 

(6.1.) Definição. Constituinte de S • 

Seja S = (S, ~' X) -uma açao de semigrupo. Gonsti-

tuinte de S ' e o semigrupo de transformações sobre X • 

(6.2.) Observação. 

Se S., = ( s, ~, X) é uma ação de semigrupo e Y um 

subccnjunto estável de X, então há uma natural ação (s,tyrY) 

e um morfismo (ids , iyl de (S, ~Y' Y) para (s, ~. X) 
., . . -que e uma lnJeçao. Definimos ~y = ~/Y • 

(6.3.) Definição • s-~ é transitiva se para todo par ordena-
• 

do (x,x ) E X x X , 
' . . ha algum se S , tal que, xs = x • Se 



x E X , então : xs = ( xs / sE S} • 

(6.4.) Lema. s* é tre.nsitiva, se e sómente se, xS =X , pa 

ra todo x • 

Prova: 

> 
i) xs = X • 

X Ç xS 
• s·'l' transitiva_>v X E X, "3 S€ s , tal que, 

• 
X = XS E. XS • 

xSçX , pois, S"' e' -açao de s sobre X • 

< 
i i) s:#- é transitiva·-

• (x , x ) Seja 

Como xS = X , 3 • sE S , tal que,. x = xs =='> s" é 
transitiva. 

(6.5.) Definição. 

constante ' c e 
z 

(6.6.) Definição. 

semigrupo. 

Seja X 

dada por: 

Seja 

um conjunto e ZE X • A função 

>X c : X z 
X >XC = z . z 

s*" = (S, ~' X) -uma açao leal de 
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' e o semigrupo < s~ , ex') c Trans x , onde ex • e 

o semigrupo de funções constantes sobre X • Como s"' ' e 

leal pode-se identificar os elementos de S e S~. A ação 

natural de 
. c 
SX sobre X ' · (s:cl>lt. e denotada por X: 

s~c é o subsemigrupo de s~ ' gerado pelas funções não 

constantes em s~ . Se toda função em S~ 

~ -SX = idx , por convençao. 

(6.7.) Proposição. 

uma ação então~ 

Se s ' e um grupo e 

• e constante , 

s" = (S, ~' X) 

i) s:y.. é leal '7 o Jbico elemento de s ' fixando 

tudo em X • e a unidade de 

ii) s*" é transitiva <===:>XS = X para pelo menos 

um XEX • 

Prova: 

i)==> 

Seja sE 3 , tal que, xs = x , '>rf xE..X • 



37 

. 
~· Xl 8 = X= 

S leal ?B = 

xs. 

Se ' ( s•-l) XS = XS ===;.x S = 

='>s = s' ===> S li' é leal. 

ii} 

s'"' trens i ti va . xs = X • para todo X Eo X • 

(lema 6.4.) 

Por ' hipotese ,3 xE X • tal que, xs =X • 
(x • X' I) Então • .. 

Seja • E X X X • existe s e s 

tal que , x' = xs • e x" = xs'' • 
x' xs' • s'-1 = X = X • 

.-1 .. .. .. .. (x's'-1 ) .. • (s s ) = 
X = xs X = s = X 

(6.8.) Proposição. Se s ' e um 

à direita é trarisitiva , então 

semigrupo e a multiplicaçãO 

s1 ~ grupo. 

Basta verificar a existência do elemento inverso 

S X S • 

s* transitiva ==$>3 s' E: s , tal que, • s s = 1 9 • 

Por outro lado, • • • ( S S ) ( S 6) = S B e existe 

, 

• X s • 
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" s E. s , tal que, (s• s) s'' = 1.
8 

• 

. 
• • s's = (s•s) (s• s s") = s• s s" = 1 

s • 

(6.9.) Proposição. Sejam S*= (S , ~~ X) e T* = (T, 'i' ,Y) 

i) Se s* e T* são unitárias '> s~ T* ' . , . 
wr e un2tar1a. 

ii) Se s" e T* - ambas leais )S* wr T'*' é leal. se.o 

iii) Se s" T* - ambas transitivas >S* wr T" ' e se. o e 

transitiva. 

iv) Se s e T são ambos grupos -~ s wr T* é grupo. 

Prova: 

i) Por definição s• wr T* = (SysJ T, 6, XxY) • 

y 
i.l.) verifiquemos que para qualquer (F,t) E. S sd. T , 

(F,t) • (CS , lT) = (F,t) , sendo Cs : Y --~ s , tal que, 

cs (y) = ls • 

Para todo yE.Y , y(F + tCS) = yF • y(tC
3

)· = 

= yF • (yt) c
5 

= yF • _ls = yF , . 



- 39 -

Verifica-se facilmente que (C
8

,1T) • (F,t) = (F,t). 

i.2.) Verifiquemos que (x,y) (c
5 

, lT) = (x,y) , para 

todo (x,y) E X x Y • 

s" e 

Logo s'lr wr T"" é unitária. 

ii) Mostraremos que s*wr T* é leal, se s" e T"' são 

leais. 

Suponhamos que para todo (x,y) E X X Y , F E Sy 

e tE T , (x,y) (F,t) = (x,y) (G,u) • 

.'. (x (yF) , yt))= ( x (yG) , :ru) • 

Como s"'"" e T*" são leais, se para todo x,y 

x (yF) = x (yG) ';> yF = yG . ~ F = G • 

• 
'' 

Para todo 

para todo 

y , yt = yu '? t = u , pois 

(x,y)E Xx Y, (F,t) = (G,u) 

s* wr T'~' ' e leal • 

, 

' e lee.l_. 
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iii) s'l e T;,- transitivas . s"'" wr T* transitiva. 

s" e T" transitivas ==;.as € s , tal que, "1 s = x2 e 

3 t € T, tal que, y
1

t = y 2 • 

Seja F: Y-~S, tal que, F(y) = s, \1 y€Y. · 

iv) Mostraremos que são vá~idas as propriedades de ~ 

po para S wr T*. 

' _Propriedade associativa - trivialmente · ~alida, pois 
, 
e semigrupo • 

_Existência do elemento neutro 

Provado em (6.9. i.l.) que o elemento neutro 
, 
e 

Existência do elemento inverso 
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Seja (F,t) E Sy x T • 

Definimos G E Sy como yG = ( (yt-1 )F) - 1 • 

Portento se yE Y ==;>Y (F + tG) = yF • (y~G. = 

( 
-1 ) -1 -1 = yF (yt)t F = yF (yF) 

Logo 

-1 -1 
(G,t ) (F,t) = (G+ t F , 1T) • 



CONSIDERAÇÕES SOBRE Sy e S wr T~ 

(7.1.) Lema. Seja Y um conjunto e S um semigrupo. Se 

(T,'t',Y) . -e uma açao de 

nÔnica à esquerda de T 

semigrupo à direita, há uma ação ca­

sebre Sy , semigrupo, assim defini -
da: 

y(tG) = (yt}G , para todo. yE. Y , t€ T e G E Sy • 

verifiquemos que, realmente, 

i) Para todo t 1 ,t2 E T e 

= t 1 (t 2 F).~ y(t
1

t
2

)F = (yt
1 

t
2

)F = 

para yE Y • 

ii} Para todo y E. Y , tE. T e 

temos -uma açao. 

FE sy • (t
1

t
2

)F = 

(ytl)t2 F= (yt
1 
)(t

2
F), 

y 
F,G E. S , 

y ( t(F-t-G)) = (yt)(F-t- G) = (yt)F • (yt)G = y(tF+ tG) • 
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(7.1.1.) Exemplo: 

Suponhamos Y ={ 1,2, ••• ,n} . 

sy pode ser identificado com sn ' olhando F:Y_,.s, 

como uma n-upla (1F,2F, ••• ,nF) • 

.. - de sy escrita A açao T sobre pode ser como: 

tF = t(s1 ,s2 , ••• ,sn) = ( 81 t' s2t' • • • ' 8nt) ' para 

todo 

Então: 

(tt')F 

Seja 

sl ,s2, • •• ,sn é s e t E. T • 

= t(t'F) = t (slt' ' 6 2.t• ' ••• ' 8nt• ) • 

= 

• 
' • • • ' snt') = t (si ' s2 ' • • • ' s•) = 

n 

' . . . ' , •••. , 9ntt) • 

·• 
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(7.2.) ObservaçÕes: 

Sejam (S, ~. X) e (T, '!' , Y) 

S wr T$. Então: 

-açoes. Consideremos 

i) 

ii) 

iii) 

M(F9 , 

s ' e chamado semigrupo de baixo de s wr T'" e T 

semigrupo de cima. 

' e chemado semigrupo de base. 

Quando S e T são monÓides, e T -sao ca-

nonicamente subsemigrupos de S wr T~ e S 

encaixado em S wr T~ de várias maneiras. 

' esta 

Um P"!: 
' ticular exemplo disto e o "encaixe d:i.agonal" , 

l.evando se:S sobre M(F5 , l.T). O "encaixe 

diagonal" leva S sobre as matrizes escalares , 

onde S wr T~ é es·cri to como um semigrupo de ma­

trizes. Sy corresponde à matriz diagonal. , 

M (F ,l.T). ' = i F = s , j = i s l. ,1 s 

l.T)i,j = 

M (Fs,l.T). · = 
~.J 

o , i ! j 
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Então 

i v) Quando s T - então sy ' e sao grupos, e um sub-

s wr T""= s1 - 'Y ' grupo normal de sd T e a açao e 

conjugação de sy ' • pela copia ce.nonica de T em 

Swr "' T • ( T ~tos) x T) 

sy ~ sy X { lT} c s1 
sd T • 

sy L', Swr T"' 
~ 

Afirmamos que (G,t) (F,lT) (G,t)-l E: sy , para to-

( 
-1 

'> (G+ tF) + t(t 

A ação ~ de SY pela cÓpia canÔnica de T um 

S wr T~ é conjugação de Sy pela cÓpia canÔnica de T • 
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Eara todo F ,.. sy e t,t-1 , ,. 1TE T, temos: 

= ((1+tF)+ t1,tt-1 ), 
S T 

Para todo y, y (<1+tF)+ t~) = (y~) • (y(tFl). y(tV = 

~ 1
8 

• y(tFl • 1
8 

= y(tF). 

Logo: (<~+ tF)+~,tt- 1 ) = (tF,1T), 

I 



CAPITULO 8-

ESQUEMA DE DECOMPOSIÇÃO 

(8.1.) Decomposição de s* ou imersão de s* em M'~'- wr N" • 

Sejam• sl'- = (S, ~' X) ' M'*" = (M, 'I' , Y) e 

N*". = -(ll,f ,P) , açoes. 

S * é di ta imersa em M* wr N~ se divide M"'* wr N*, 

isto -é, se existe um morfismo sobrejetivo, (d ,e): T"""t--?-s*, 

onde T* é alguma subação de 1\l* wr N* • 

Se (o<., e) é morfismo injetivo dizemos que s* es-

tá ·homomorfi.camente imerso em 

(8.2.) Definição. s,... - partição de X • 

Seja s* = (S, ~, X) • Uma S *" _ partição d.e X 
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• e uma partição de X, tal que: 

1T = t x1 c X, tal que, U X i = X e para "f i, 

(8.3.) Definição. Sistema de coordenadas. 

Seja s* = (S, ~. X) uma ação de semigrupo e TT uma 

s'~'- _ partição de X , 

Um sistema de coordenadas para 1T é um par ordenado 

injeção, tal que, dado sE S e BélT: 

xEB}-/~ • 

(8.4.) Teorema. Esquema de Decomposição. 
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Sejam: s*" = (S, ~' X) wna eçaõ leal de semigrupo , 

com 1T urna S"'" _ partição de X e (m* , W) um sistema de 

coordenadas. 

Então s,.. di vide 11* wr s* ' oncle s ' e, por defini-

-çao, o constituinte de (s" )'Ir e -+ s = (S, trans,TT ) • 

Para provar este teorema basta, então, 

morfismQ sobrejetivo (o< , e) : T"' ;, s* , 
alguma subação ele M *" wr S" = (M. wr s'" , 6 

Prova: 

encontrar um 

onde T*" é 

' Y><1T). 

7r 
Parte I - Definiremof? T ç M )( S ; T* e mostrare-

mos que T~ é subação de M~ wr sy. ~ • 

Farte II - Mostraremos que (o< , 8) , clefiniclo na 

parte I , é morfismo sobrejetivo de ações. 

Parte I 

i) Sejam as funções: 

1.1.)?.: x_~,.Y><lf 

X---,? (xfi, B) , x E B E1T • 



x = y , pois A \- B 

i.2.) e = 11 -~ : 
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' e injetiva. 

Im 1- ;>X • 

ii) Seja MS 
B = ( m fó M (x r B) m = 

Sejam: sE S • F :Tf ~ M ' ta~ que, 
s 

xs rBs' xs B} 

BF E MS 
s B 

e s ' e o correspondente de 6 em s . (s E Trans 1T , com 

B s !f B s). 

Para todo x 6 B , B E TI , mostraremos que·: 

ii.~.) B) (F 
s E Im-:>. • 

ii.2.) [ (x rB , B) (F s , s)] 8 : xs • 

Usando a definição de produto "wreath", definição 

e definição S * _ p!ú'tição temos: 

ué' . - .~ ~,· >)> 
.. ',--> ,.d é 

F 
s 



= 
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(xpB (BF
6

) , Bs) = ( ( xs) r Bs , Bs ) = 

( (xs) 0 Bs ' 
BS ) E Im ?- ' o que prova (ii.l.). 

Como e ':À 
-l temos: = 

(<xsl(\s, Bs) 8 = xs • 

Portanto: 

(cxpB' B) (F
5
,s)) 8 = xs , o que provs (ii.2;) • 

iii) Lema. Seja T = Z (F, z) zESe3sES 

s = z e F:IT M ' com BF E s } . 
MB • Dado 

(Fj z) E T , 31 SE s s = z e BF E MS 
B ' 

B ETT • 

Prova: 

Suponhamos s = S• = z 
s s• 

com BF E MB , BF E MB , 

B E lT • 

(xrB, B) (F,s) 9 · = xs e (x rB' B) (F,s)9= xs• , 

para todo x El>. Como U B = X, xs = xs •, \f x G X. 
1T 



o(! T 

MS 
B = 

s• 
MBs = 

ss• 
11! = 

- 5? -

Como S* é leal -> s = s' • 

Definição. Pelo lema anterior podemos definir 

s • com (F,z)o< = s • onde s E S • s = z e 

BF E 
a 

BEIT M • • B 

i v) T-'~' • sub ação de li* -;r 
onde T"'= (T, S ,Im ~) e wrs • 

e 

Prova: 

. ) li' a• 1v.1. B • MBS c 

{_mE M I (x rB) m 

~ m•€ M I (x rB) m• 

t m"E M (x rB) m" 

Sejam ·mE. M~ m'E 

= 

= 

= 

= ( (xs) ~Bs ) m• 

• 

, onde: 

(xs) r Bs' )x E; B 1 1 

(xs•) rBss• )X e ·B}, 

(xss•) rBss' )x E B} • 

= (x s s•) PBss• • 

• 



(F,s) 

B(F + 

todo 
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Logo m • m• 

iv.2.) T é fechado em relação à multiplicação. 

(F,ã) • (F•,s•) = (F+ aF' , s.s•) • para todo 

• (F' ,s• l ./E T • BF E MS 
B 

BF' 
s• , <õ MB • 

sF' l B - E: = BF • s F' MS s• ss• 
• MBs c MB , para 

B 

B E rr • 

Logo: 

(F,'S). (F•,s•) = (F+sF',ss')é T. 

iv.3.) Conclusão: T • e subsemigrupo de -· MwrS 

T age sobre Im?\, (ii.l). 

Logo T* é subação de M* wr s"'". 

Parte II 

• 

llostraremos, agora, que (o( , e ) 
jetivo de açÕes. 

' e morfismo sobre-
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i) o( :T~· -~,s 
• e homomorfismo sobrejetivo. 

' sobrejetiva, pois, o( e para cada sE- s e todo 

B E Tf • :J m E 1<9 .B e definimos BF = m • Então: 

(F,sl E T e (F,sl"" = s • 

• o<. e homomorfismo. 

(F,s)"" • (F• ,s• lo< = s • s• e (<F,s) • (F,s') )d.= 

= (F+ sF' , s • s•) o< = s • s• , para todo (F,s) , 

(F' ,s•) E T • 

e . 8 = , -1 • ii) e sobrejetiva pois '' 

iii) Mostraremos, agor?-, que o diagrama abaixo comuta, 

isto ~, (x ~B , B) 8 • (F,z) d.. = 

= (xpB 1 B) • (F,z)8 , para todo X E. B • 

e (F,z) E T. 

Im?-. (f,),) > Im~ 

ej e 
~ 

X ;. X 
-"'= (F, ?l)"" 
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(xpB' B)E! • (F,z) c< = xs , pois 

= 'À (x) e e = "' -1 e (F,z)o( = s • 

Em (ii.2) já foi provado que: 

( <xPB • Bl (F,zl) e = xs. 

Logo o diagrama acima comuta. 

Conclusão: 

Logo ~ é imagem homomÓrfica de T~ e 

(8.5.) Corolário. 

s" divide * -"' M wr s • 

Seja s*" = (s, ~. X) -uma açeo leal de se 

migrupo , com Tf uma s:t- par~ição e sistema de coordena­

das (M'ir, W) , M* leal , M" = (M,'I',Y) e as rB bijeçÕes. 

Então há uma imersão homomÓrfica de S :t em ru:* ~ S *" • 

Prova: 

Basta verificar que ( "- , 8 ) ' e morfismo inj~tivo. 
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i) Verifiquemos que 

Sejam m' e m" E 

Para XEBeB€Tf , temos: 

e m •' = xs A • 1-Bs 

.. = 

Como ~B : B ,.Y ' sobre m• \V m" 't' e = • 

M~ leal > m• = m" . IM; I= l • • • 

ii) ~ é injetiva. 

' o( e injetiva , pois, 

I MS I l .,\ F t l BF c MB
8 

• e como B = , :o , a que, ~ 

iii) e , 
e injetiva , pois e = "' -l • 
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(8,6.) Corolário, Seja S~ uma ação leal de semigrupo onde 
, ' y e subconjunto estavel de s e o conjunto 

Tf \_y} u ( (x} E X y f , 
s"' partição = ' X e uma • 

~ 

*" divide M"" wr s,.. onde M ((1\, CY> trans, Entao s ' = ' 
y ) • 

Prova: 

' Y estavel ) para todo s Eo S , ys E Y • 

Seja y
0

E. Y e seja ry =i~ , X f{x} = Y
0 

' P~ 
ra x 6 X - Y , 

Se s E S e B ElT 

s~Y ' se B = y 
' 

s c B =tx) mB = ' se 
' xs 

C , se B ={x} 
Yo 

verifiquemos que 

rema da decomposição. 

i) 

, 

= 

definimos • 
' • 

~y - de = açao s sobre y • 

X E X-Y ' xs E y • 

xE X-Y, xsE X-Y·, 

satisfaz as condiçÕes do teo-

onde CY ' e o semigrJ:! 

po das funções constantes de Y • ' Isso acontece pela pro-

pria definição de • 
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ii) 
s 

satisfaz (x ~B) 
s (xs) PBs • mB mB = 

s 
s~y B = Y=mB = (y ryl sjy = ys e 

(ys) rYs = ys py = ys • 

B = {x} ' X E X- y e XS E y q c ' m\.x} = • xs 

(x~(x}) s 
(xP(x}) c c m\_x} = = Yo = XS = xs r . xs XS Bs 

' x E X- Y e xs E X - Y ' c 
y o 

• 

Estamos, 

posição. Logo 

' 
xs (l 

rxs 
= y , xs E X - Y • 

o 

portanto, nas· condiçÕes 

s* divide M~ wr s"". 
do teorema ·da decom-



C A P I T U L O 9 

DECO~POSIÇÃO DE AÇÕES DE GRUPOS 

Demonstraremos uma série de proposiçÕes que 

culminam no importante teorema de Kaloujnine - Krasner . 

(9.1,) Proposição. Seja G~ = (G, ~' X) -uma açao le~ü de 

grupo e 1T uma G* _ partição. Suponhamos que a aç·_ão in-

duzida por G sobre lT é transitiva. Seja Y E. 1T e 

G(Y) , (G(Y) I ~) , o subgrupo de G que fixa Y como con 

junto. 

* Seja G(Y) = (G(Y) , trans Y, Y) -tuna açao 

tão G~ está homomÓrficamente imerso em "' G (Y} 

leal. En­

wr (GT i"' • 

Prova: 

i) verifiquemos que se Bgc B' ;;-Bg = B' (B,B'€1Te 

g e G), 
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-1 -1 -1 
BgC B' ;>Bgg C B'g ~BÇ B•g C B" ,•. B = B" e 

B • g -l = B . •. B' = Bg • 

ii) ~B : B -y.Y , abaixo definida, é bijeção. 

Como 

BeY<STf, 

-a açé;o de G 

sempre 3 g 
. B 

sobre lT - . e transitiva , dados 

y • 

Para cada 

finimos então 

B E 11 , fixemos gB E .G tq. BgB = Y • De 

xrB = xgB , X E B • 

' e sobre (BgB = Y)e é injetiva, pois, 

po • 

iii) Mostraremos que 

hEG, BETI". 

Se X€ B Elf -) xh E. Bh E.Tf • Então: 

(Y.h) r Bh = {xh)gBh = xgB 
-1 

g­
B 

G -e gru-

onde 

pB sobre >'rfY E Y , 3 x E B tq. x pB = y • 
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Logo, se y E Y , y 

-1 h h 
f~,VhEG. gB h gBh E (G(Y))B e (G(Y))B 

Então z G7Y) { ~B} BéÍI} 
' sistema de coordena ' e 

das que satisfaz as -condiçoes 
. 

requeridas pelo Corolário 

(8.5.) • 

Portanto G~ est~ homomÓrficamente imerso em 

(9.1.1.) Lema. Se a ação G* = (G, ~. X) ' e transitiva en-

tão a ação de G sobre TT é trandtiva. (G = grupo) • 

Prova: 

Seja (B,B') E; lT" lT • 

_,. 
G • 

... 
G transitiva ==>t/(x,x•) E B x B' , 3 g € G I xg = x• 

BgC B' • 

Logo a ação de G sobre 1T é transitiva. 

(9.1.2.) ObservaçÕes: 

i) Se G ' e um grupo com subgrupo H , en1;ão G age 

transitivamente sobre o conjunto de cosse~s à direita Hg de 
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H , por (Hg)g' = Hgg' , 

Para qualquer (Hg, Hg') E G/H temos: 
-1 

(Hg) (g g•) = Hg' , 

ii) G* -G - (G, trans, G) = G agindo sobre si mesmo, 

pela multiplicação à direita. 

(9.1.3.) Corolário, Seja G um grupo com subgrupo H 

Então G~ está homomÓrficamente imerso em 
G 

• 

~ wr ~ , onde ã* é o constituinte de G agindo sobre 

1T ' sendo 1T = G/H , 

Prova: 

verifiquemos qu€ estão satisfeitas todas as condiçÕes 

exigidas pela proposição (9.1.). 

G" ' leal. e 
G 

Sejam g' e g' ' E. G • Se gg• = ggt I 

' para todo 

g6 G g = g' • 

G"' ' transitiva e • 

Sejam (Hg Hg') G/H Como G ' 
' 6 • e grupo 

g" 
-1 

g' Logo (Hg) g" Hg' = g • = • 
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Seja y = H 
, 

bloco de a* o subgrupo ' 
que e wn 

G • 

de G fixa H conjwlto ' H En-que como e mesmo. 

tão G(Y) =H • Portanto 
-.-

G(Y) = (H, _ trans, H) = 

H" " leal. = • que e H 

Logot pela -proposiçao (9.1.) G" 
, 

homomÓrfica esta 
G 

mente imerso " wr G"' em HH • 

' . Notemos que o corolar~o acima emerge G 
_,... 

em HwrG, 
, , ~ -* que e o grupo "atras" .de HH wr G • 

Como -* sd G , temos que G 
, 

esta 

imerso em (H G/H) sd -* G • 

-* Se H age sobre X , como G age sobre 

X x G/H , então G age sobre X x G/lf. 

(9.2.) Pro~osição. Seja G um grupo com subgrupo normal H • 

Então (G)"' -;;;; 
... 

(G/H)G/H e portanto G ::: G/H , 

Fara isto basta verificar que o morfismo abaixo defi-
, , e nido e isomorfismo sobre, isto e, ç<. e são bijeçÕÉls: 

(o< 'e l 
_,. ... 

: G --->- (G/H)G/H ' tal que : 
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iJ e = 'd 
~ G/H ~==~e é bijeção. 

ii) o< : G ~G/H , G ç Trans G/!1 , tal que : 

g""' = Hg , sendo que (Ha) g = Hag • 

c< está bem definida. -
~ 

Se a, f, g E G e f = g , então Ha f = Ha g • , 
isto e, Haf = Hag • Se a=l=Hf = Hg • Portanto fc< = go<. 

, 
o( e injet~va. 

-Sejam feg6G. 

Se f o< = g"' H f = Hg 

Seja a é G • Como H C> G , 

gf-1 E H • 

(a (gf-1 ) a -1) E H • 

Então -1 -1 
Ha g f a = H Hag = Haf '/ g = i' •. 

, 
_ <>< e sobre. 

Seja Hg é G/!1 • Para todo g € G , 3 gE G Ç Trens G/H. 
, 

Portanto o< e sobre. 

, 
o{ e homomorfismo. · 



(g o<) • (ii o<) = Hg • Hh = Hgh 

_ O diagrama abaixo comuta: 

G/H % >G/H 

e e 
."1 

G/H ,G/H 
~o( 

(Ha)g 8 = Hag = Ha • Hg = (Ha e) • (g o() • 

Logo (o< , e ) é isomorfismo sobre > (G)"' ~ ( G/H)~/H • 

(9.2.1.) Corolário. Seja G _um grupo com subgrupo normal-

H • Então G 
, 
e isomorfo a um subgrupo do produto "wreath" 

clássicO_ Hwr 
,_ ·G/H 

( G/H) · =·H sei 
G/H 

Pelo corolário (9.1.3.) e pela proposição anterior 

G ' e isomorfo a algum subgrupo dó produto "wreath" 

H wr ( G/H)*G/H 
. G/H 

= H sd 
. :'f 
(G/H)G/H • 
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(9.2.2.) ObservaçÕes: 

i) Um grupo G ' -e uma extensao de H por B se exis 

te uma sequência exata 1----?'H~G-,B -i>l • Isto 

significa que há um monomorfismo de H em G e 

um epimorfismo de G sobre B , tal que a imagem 
• do monomorfismo e exatamente o Kernel do epimor-

fismo. 

O corolário anterior afirma que toda extensão G de 

H por B 

isto é, 

' . esta ~mersa no produto "wreath" de H por B , 

(B )"' 
B 

, pois 

. .. 
(G/H)G/H • 

ii) Seja G um grupo finito. Sabemos que existe uma 

sequência , não necessáriamente única, de subgrupo 

de G , com a 

proprie&ade que para i= 0,1,~ •• , k-1, ' e um 

subgrupo normal de Ni+ 1 
' e simples 

(não tem subgrupos normais não triviais) •. ' Alem 

disso, o número de grupos simples, de um dado tipo 

de ·isomorfismo , é Única:mente determine do. Esta 52._ 
... , " . -quencia e chamada uma ser1e de composiçao para G • 

Então G . -e uma extensao de Nk-l por Nk / ~-l , 
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Nk~l é uma extensão de Nk_2 por Nk-l / Nk_2 e , em geral , 

Ni é uma extensão de Ni-l por Ni / Ni-l pa~a 

i = 1,2,3, ••• , k • 

O teorema de Kaloujnine - Xrasner 

rio ( 9. 2 .1.) por indução. 

'• segue-se do corola 

(9.3.) Teorema de Kaloujnine - Krasner 

Um grupo finito pode ser imerso em um produto "V'.rreath" 

clássico de grupo .simples~ 

Prova: 

Seja 

Pelo corolário anterior (9.2.1.) G ' esta imerso em 

Se --~'> O , então : 
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' 
(Nk-1 r Nk-1 esta imerso em Nk-2 wr • 

Nk-2 

Nk-1/ 
Nk-2 

Então G ' esta imerso em Nk-1 wr 

(Nk/ ~-J ' e Nk-1- wr esta imerso em 

Nk/ 
Nk-1 

Nk-2 wr 
( ~- 1 /Nk_J 

Nk-1/ 
Nk-2 

pois 8
1 ' 

5
2 ' s3 - conjuntos, s'" ' - então se sao 

3 
e açao. 

s
1 

wr s* c 3
2 

wr "' 3 33 • 

Então se ~-1 ç ~-3 w:r 
( Nk-

2 1 Nk-3) 
> 



• .. 
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Continua-se o processo por indução. 

Exemplo: Consideremos o grupo dos quatérnios Q ' 
que tem 8 elementos e geraUores i, j, k, tal que ij = k , 

"k . ki j . 2 - j 2 - k2 
J=~. =.~--. 

N3 = Q • 

Então: N3 I N2 """2 - 2 ' 

N3 I N2 ={ 1N2 jN2} "' ' ~ 

N2 I NJ. ~ 2 
2 

e 

N 7! "' "Z wr 
2 "' 2 • o 

Logo Q c___...? 

N2 

7l 
2 

I NJ. N 
2 

2 

? 
2 

' No I N "' J.-

z* ) wr 
272 

2 

;i• 
2;;1' 

2 

= 

7! 
2 

.... 
G 

• 



Zwr 
2 

portanto 

ordem l28. 

70 -

sd 7:
2

, de ordem 8. 

sd 7l 
2 

e tem, portanto, 

(9.3.1.) Corolário. Conhecendo-se o produto "wreath" e os· 

grupos simples estarão conhecidos todos o grupos 

finitos. 
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