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INTRODUCAEOD

5égund6 entrevista dada 4 imprensa peio prqfesf
sor D. Gorenstein, da Universidade dé Rugters, a principal
linha de pesquisa, parsz a_qual estao voltados og matemidticos
que trabalhem em grupos finitos, & a classificegzo dos gru-
pos finitos simples, Acredita ele que nos proximos dez anos
este problema estard solucionado.
| Nesta dissertagfo contribuimos para mostrar a
importincia dessa linha de pesquisa para toda a teoria  de
grupos finitos, pois demonstrames que cada grupe finito po
de ser imerso_num produto ‘"wreath" cléssico de grupos sim
ples. _ _

Nosso principal objetivo neste trabalho foi
criar condigoes para a prova do tecrema de Kaléujnine -
'Krasner. | | - |
a | Nos capitulos iniciais sapresentamos um resumo
de conceitos e resultados bésicos sobre semigrupes. Depols
desenvolvemos a teoria de sémigrupos,agindo sobre conjuntos
e semigrupos agindo,sobre-semigrupos. Nos cap{tulos 4 e 5
com base em agges-de semigrupos, definimos produto_direto‘é
produto ‘"wreath". No cap{tulo .6 apresentamos propriedades i
 de agges de grupog e semigrupos, algumas envolvendo produto
*wreath". Finalmente temos a decomposiggo de agees de semi-

grupo em produto "wreath", culminzndo com o teorema de - Ka-



loujnine-Kresner, que trata da imerszo de grupos finitos num
produte "wreath" de grupos simples.
' Tomegmos como ponto de partida do nosso traba -
lho o artigo "Some Applications of the wreath product cons-
truction", de Charles Wells, usando uma notaggo uniformizsda,

Demonstramos as proposigoes, observacces e le-
mas seguintes, apenas enunciades por Wells: |
Proposicoes: (6.7}, (6.8), (6.9}, (7.1), (9.2).
Observagges} (5.9), (7.2.iv).
Lemas: (3.2), (3.7.14), (4.5), (4.6), (6.4).

Fizemos corre¢ao no enunciado de teorema (8.4),
"Esquema de Decomposiggo", e éorolérios do mesmo. Detalhamos
as demonstracoes deles:

Ko caéitulo G completemos g demonstraggo do coro-
1ério (9.13) e da proposigZio (9.2). Detelhsmos a demonstragfo
do teorema de Kaloujnine-Krasner e demos uma aplicaggo, usan-—

do o grupo dos quatérnios.
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CAPITULO 1

DISCUSSEO INTRODUTORIA SOBRE O PRODUTO "WREATH"

Nas situacbes a serem estudadas estarzo envol—

vidos um conjunto X, um semigrupoc S e uma fung8o ¢‘,onde

_¢:S_____9%peradores de X] s tal que, S_F;,_;s¢.
(1.1.) Exemplos: |

(1.1.1.) Em teoria de grupos, X & um espago vetorial comple-

x0 € S um grupo, olhando-se s¢ como umg matriz inversivel.

(1.1.2.)'Em muitas aplicagaes da teoris sbstrata de grupos;
X é o "conjunto por trés” de um grupo S ¢ s¢ é a multiplica-

¢80 & direite por s.
(1.1.3.) Em combinatdria, X é frequentemente uma estrutura
combinatoria (um gréfice por gxemplo) e S e seu grupo de au-

tomorfismos.

Costuma~se parsmetrizar o conjunto X, de tal
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modo due a agao de S & gnalisadza dentro de agSes mais simples
sobre os parémetros, isto é, pode-se olhar X como um conjunto
de vetores, no sentido mais amplo de n-uplas de algum pro-
duto cartesiano de conjuntos e descrever a agao de S, através
des mudangas que faz nas coordenadas,

Em geral, o efeito de s¢, sobre uma dada coor—
densda, depende de alguma ou todas as outras coordenadas.
Frequentemente, pode acontecer que estas coordenadas estejam
ordenadas de tel modo que o efeito de s¢ em'uma dada coorde-
nada depende somente daquela coordenada e das coordenadas

que & seguem. A acso e dita, entfo, triangular.

Em muitas esplicagoes & conveniente tomar S co-
mo um semigrupo, Se S nfo & semigrupo ele &, usualmente, re-
presentado por um semigrupo livre ou, és‘vezes, pelo éemigqg
po gerado pelo conjunto de fungGes sd, com a composigio fun- .
cional como operagao. |

0 produto "wreath", como veremos, & descrito

’ "~ '
atraves de agoes de semigrupos,



CAPITULO 2

SEMIGRUPOS

(2,1.) Definicgoes:

(2.1.1,) Semigrupo. Um semigrupo & um conjunto S, munido de

uma multiplicegao associativa sobre S.

(2.1.2.) Unidede, Umag unidade em S é& um elemento 1 € S, sa—

tisfazendo 1s = sl = s, pare todo 3 € 8,
(2.1.3.) Monéide. Um mondide é um semigrupo com unidade.

(2.1.4;) Subsemigrupo. Um subsemigrupo-de_um semigirupo S &

um subconjunto de S, fechado pera a multiplicaggo.

(2.1.5.) St =sU1 ., onde S é semigrupo sem unidade e 1 &
um elemento que nao pertence a S, tal que, 18 = sl = 8, pafa,

todo g€ S, Se S5 tTem unidade.sl = S.

(2.1.6.) Trans X. . Seja X um conjunto. Trans X é o conjunto

de todas as fungdes de X em X, juntamente com uma operagaoc
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. £, W -
binaria, composicao de fungoes. Uma funcao em Trans X é cha-

mada uma transformagszo de X,

(2.1.7.) Subgrupo. Seja S um semigrupo. G & subgrupo de S se

G é subsemigrupo de S e G é ETupo.,

(2.1.8,) Sim X. % q subgrupo unitario de Trans X, constituf-
do de todas as permutagoes de X, isto e, 1Sim.X = lTrans Xo
(2.1.9.) PF(X). B o mondide, constitufdo de todas as funcdes
f: ACX >X. Trans X C PF(X).

(2.1.10.) Zero de S. Seja S um semigrupo., Se ze S satisfaz

zg = 8z = 7, para todo s€ S, enfao z & wn zero de S.

(2.1.11,) Idempotente. Seja S um semigrupo. 0 eilemento e € 3

p 2
- @ idempotente se e = e,

(2.1.12,) Ideel & direita., Seja 5 um semigrupo. Um subconjun-
to I S é um ideal & direita se is€ I, para todo i€ I e

se S, Ydeal a esquerda & definido de modo semelhante.

(2}1.13.) Homomorfismo de semigrupos. Sejem S e T, semigrupos,

Uma funggo @:S

>T & um homomorfismo se (s.s')§ = s¢ . s*¢

para todo s,s' € S.

(2.1.14.) Imagem homomorfiea. Seja ¢:S___QT homomorfismo
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de semigrupos. T é imagem homomdérfica de S, se ¢ e sobrejetc

ra.

(2.1.15.) S "divide" T. Sejam S e T semigrupos, Dizemos
que S "divide"T(s/T) , se S é imagem homomérfica de um sub-

semigrupo de T,

(2.2.) Lema. Seja S um semigrupo finito e s€ S. EntZo algu

ma poténcia de ¢ & idempotente.
Prova:

Sejem k e n os inteiros minimos, tal que '0<1£<11 e

sk = s°. Entio sk*n'k = sk.

| Suponhamos que para algum inteiro m» O , -
Sk+m(n-—k) - sk.

Sk+(m+1)(ﬁfk) =_Bk+m(n—k)l .s(n;k)_=

sk.s(n—k)

Assim, por inducao, getmin=k) _ Kk

inteiros m> 0.

" Seja p um inteiro positivo, para o qual k+p = m{n~k),

para algum nm.

—_

s, para todos os
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Entho &5 é idempotente, pois:

B0 N S Serm(n-k) T S Sm(n_k) _

k+p k+p _ (sk+p)_2

- (2.2.1.) Corolério. Seja G um semigrupo finito com um tni
co elemento idempotente, e. Se e for identidade de G, en—
t80 G & um grupo.

Prova:

Seja e&ef o unico idempotente de G e seja XE€ G,

Pelo lema 3.2., xk = e peara algum k.,

CEntSo =1 & o inverso de k, pois:
i k-1 k-1
X = X X = X « X = €

Zogd ¢ é grupo.

(2.3.) Lema., Sejam: S um semigrupo finito , 0 um homomorfig

mo de semigrupo, com dominic S e S¢ wun grupo. Entdo nd um
' subgrupo G de S, tal que G¢ = S§. (Por definigdo G & sub-
grupo de 5 se G ¢ subsemigrupo de .S e G é grupo). o |

. Provars

Seja'G um subsemigrupo'minimal de S, tal que G¢ = S¢.
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Vamos mostrar que G & grupo.

Seja e€ § um idempotente arbitrério, cuja existén-

cia é garantida por 3.2.
Entao  ed ¢é idempotente em S¢:
ed . e¢ = (e.e) ¢ = e

e¢ é, portanto, a unidade de S¢,‘pois o unico idempo~

tente num grupo é sua unidade,

Temos entao ques

(eGe)d = ed . GO . ed = ef . $¢ .Ie¢ = S0 e aésim ve

la minimalidade de G , eGk = G.

Como (ege) = e(ege) = (ege)e = ege , temos que G & m

monoide com unidade e .

Como e é um idempotente =rbitrario, entZo e é o unico

idempotente de G.

Pelo corolario 3.2.1., G é um £rupo.



CAPITTULO 3

ACUES DE SEMIGRUPOS

(3.1,) Definigao. Uma agf@o a direita, por um semigrupo S em

un conjunto X, é uma fungao:

XxS8_ s X, satisfazendo :

(x48) ~——— > x8.
x{st) = (xs)t , para todo xe:X5 s, te 8.

(3.2.) Lema. i) Uma acao determina um homomorfismo

$ : S___»Trans X , definido por x(s) = xs , (X€ X, s€ §).

ii) Qualquer homomorfismo ¢ : S > Trans X,

determina uma agcso em X por S , dada por (x,s)___?x(s¢)}‘
Prova:

i) ¢ é um homomorfismo, pois x(s¢ o 8'¢) =

= (xs¢) sf¢ {xs) s'¢ = (xs) 8= x (ga') = x (ss'¢). |

]
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ii) (x,s)_____ .x (s§) ¢é uma agio pois:

x (at) = x (st¢) =x (s o t9) = (xs¢) t) = (xs) t ,
para tedo x€ X, s=,t€ S.

(3.3.) ﬁotéggo:
AcOes serao denotadas por s ou {s, ¢, X), onde
¢ : S—— 5 Trans X.
(Transixf* e (Sim Xf* denotam as aqaeg de
'Traps X e Sim X sobré X.

(3.4.) Definiczo: Uma ag¢do & esquerda, por um sSemigrupo S,

em um conjunto X, é uma fungdo de Sx X em X, satisfazendo:

(st) x = s (tx) , para todo s,tesS , xe X.

(3.5.) Observacoes:

Consideraremos apenas agoes a direita, exceto quando

especificado o contrario.

se 87 = (s, b, X) é uma agdo, S é também chamado

semi-autémato ou maquina e X pode ser chamado um S-conjunto

ou S-—operando.



- 10 -

(3.6.) Exemplos de acoes:

(3.6.1,) Qualquer semigrupo de transformecOoes de um conjunto
X , age sobre X. Em particular gqualquer grupo de permutacoes

em X é exemplo de uma agsdo.

(3.6.2.) Qualguer semigrupo S age sobre seu préprio conjunto
de elementos, pela multiplicagcao & direita. Esta agao sera

denotada por Ss.

(3.6.3.) Se I é um ideal & direita de S, entZo 5 age sobre I,

pela multiplicagao & direita. Esta agho sers denotada por S

»

I

(3.6.4,) Um grupo G, com subgrupo normel N, age sobre N & di

reita, colocando-se n® = g ~ng, para todo gc G e né&N,

(3.7.) Morfismo de acoes.,

par (e, ©) é wm morfismo de acoes de s¥para ™ se:

i) &z S_H_;_;T & homomorfismo.

r -

ii) 61X 5Y e funcgao.

iii) Pera todo s€S , o diagrama abaixo comuta:
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>

@
(—._.._..—.—
©

(24

_)ac?(‘v
Para todo x€X, 8¢5, (¥6)(sx) = (x3) 6.

Dizemos, entdo, que (S,x ¥ , X0) é uma agao de S so-
bre Xe, |

(3.7.2.) Definiczo. Um morfismo (¢, o) ¢ injetivo, (res-
pectivamente sobrejetivo) se < ¢ © sao ambas injetivas (res-

pectivamente sobrejetivas).

(3.7.3.) Definicszo. s* & wa sxiba.r;ao de ¥, sex e B s3o

inclusdes.
(3.7.4,) Definicdo. T é imagem homomdrfica de um subsemigru -
pode §;se ha um morfismo sobrejetivo de agoes, de ume subagao

de S em T, onde 5* e T* 580 acgdes.

(3.7.5.) Definicao. Um S-morfismo ou mapa equivérilante de

(s, ¢, X) para (S,¥ ,Y) é um morfismo («,8) ', tal que:
i) (xs) © = (x8) 8 , para todo xe&X, s€S.

i o/ = id .’
ii) id
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(3.7.6.) Definicio. Morfismo de G* = (¢,9,%x) , (morf ¢*),

é morfismo de G¥ para G¥ ,

(3.7.7.) Lema. O conjunto dos morfismos de G~ = (G,0,X) &
um semigrupo, com a operagio de composicdo de fungdes:
(%4,81) 0 (4,8) = («oay , G406, ) , para todo

(«, 01) 5 (%,8,) ¢ MHort G¥.

i) A propriedade de fechamento & valida para todos os

morfismos de ¢¥ , isto &:

[}

(¢4, 84 ) 0 (g, 8y) = (0 y 6,08, ), para todo
(o<“ 8, ) » (x;, ©3) € Mort G*'.

£ - " . [ .
_ oo ol € homomorfismo come composicao de homonor-

fismos.

_ 6,06, ¢é fungio como composigho de fungles.

Verifiquemos que (xg) (8,0 902-) = x(8,0 8,) -g(dqoéfg,) y

para‘todo XGX y {-_’,‘6 G.
Como (o, O ') e (o(g_, ©,) € Morf G¥ +temos:
(xg) (60 6,) = [ (xe)0,) @ = ((x6)(ge))02 =

= ‘(_(‘DC.S,’) 93) ( (%0(4 )%):X( 810.6&) . g. (0(1-0 0(_?').
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Logo (,,(doo(&)e‘o(—);) € Trorf ¢¥ .

ii) B valida o propriedade associgtiva para os morfis

mos de (}=jé .

Para todo (e, 84), (=, €1), («;,©:) € Morf G¥ te

nos:

(0(400(93.)8109‘3) 0 (o(a) 93) =

((05“94) o ("49_, 6,2).) 0 (0(3)93)

(o) ocy , (8,06) 08)= (K 6 (o), €(6;085))=

I

.(d4,94) 0 ((%)9,1)'0 ("‘3)93)') .

(3-7080) DefiniggC)o Aut G'* y onde G'*= (G, ¢, X) ’ é 0
conjunto dos pares {«,0) , tal que, « : G——>G & isomoxr
fismo, © : X ——»X € bijegéo e (xg)0 = (x8) (g«) , para

todo xe&X, g€ G.
(3.7.9.) Defimigo. G-Aut ¢~ = {(idG ,0 ) € Aut G“"}.-

(3.7.10.) Lema. Os gutomorfismes de ¢*¥ formam um grupo

sob a operagao de composigao,
i) Propriedade associativa-trivialmente valida

ii) Existéncia do elemento neutro
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_ (da,, 4a.) € aut ¢¥*, pois, id, & isomorfismo e
id e bijecao.
X

(ia

_ o’ idX) é o elemento neutro de Aut ¥ , pois ,

perz todo (,8) &€ Aut 6% temos:

(id

¢ idy) (e(,0) = (id, 0o %, idy 0 © ) = («£,8) .

(«t,0) (id, , idy) = (§< o id

G ! o Oldx)=(°<;9) .

iii) Existéncia do elemento inverso

- A4 a1 -1

Mostraremos que ( « -, 0 ') = (x,0 ) .
Cas o . - . . s - 1, o o
iii,1l.) Primeiramente verificaremos que (o ,8 e aut G* .

o . -4 .
<L G——>CG , isomorfismo , —>d ¢ G —>@C,
isomorfismo, | o | | | |

B

-~ ; ) : .
X—>X , bijegao =>4 0 : X_5X, bi

jegao,

| -1 —1
_ Provaremos que (x2)0 = (x9 ) (g« ) , pa—-
ra todo X€X , gEG. | -

(,0) € mut 6¥—sdiagrama I comuta:
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> X

(g) 1)

(xg) 0 = (xe). (go(-_) , para todo Xx€X e gEG.

Consideremos 08 diagramas abaixo:

N L
= -4
e II &
v v
(=) ¢
e III - [
v v
X . .>x
((30("1)0(4) |
0 diagrama III comuta:
-y y (1) o
(x (gt))0 = (x6) ((g") )= (x©)g , pera todo

XX e gé&gG.,

Verifiguemos gue o diagrsms II comuta, isto &,
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-1
(x 6" (g a<'1) = (xg)8  , para todo xX€X e g€4@G.
(xg 9'1) 8 = xg , paera todo XCX e g€4G.
A
seja x© =y .
Como o disgrama III comuta, entdo :
4 o -1 1 _# .
(yge{' )8 = (78 )g =—=> (x® g« )6 = (x0O 0)g-= xg,
para todo x€X e g€ G.

Bntso (x 6 g« ) = (x2)© , para todo x€ X
e ge€G, ' )

- 4 '
Logo («",9 } € Aut ¥ .

iii.2,) Para todo (,® ) & Aut G¥* , temos: =

1 4

o 1 A - o
(:;(1,(-}) o(o!.-)e Y = (ot _,908. ) = (1_dG’idx)"
ICaCE 8) = (i 600 ia, , id
(= ) ) 0.("<} ) = (ot o ;90 ) = '.(lG r X).
Por (iii.l.) e {iii,.2.) concluimos N cjue

(«,0 ] = (0™,

{3.7.11.) Corolsrio. O morfismo (X,®) tem inverso , se. e

somente se, o{ ¢ € s8o embas bijetivas.
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(3,7.12.) 0s G-automorfismos de G* formam um subgrupo dos

. +
sutomorfismos de G .

Provas
(x,8) € 6 - ut 6¥ == id,.
Sejam (L ,8,) e (1,8) € G- Aut G,
Entéos

*
-

- ' A -1
(1,6)0(1,8)=(1o1,808)=1(1,609 )ec 6-tut G

Logo G -;_Aut G%—C Aut - G* ’- como subgrupo.,

G um grupo de permutagoes e C(G) =

(3.7.13.) Lema. Sejems
centralizador de G em Sim X, A aplicagso,¥: G-aut ¢¥*__

—>.5im X , tal que, (1,0)¥=0 , ¢ isomorfismo  sobre

il

c(e).
: '>9.é; Sim X.

i) Se (1,0) € G-aut G*—'-__—;}Gé bijecao

ii) Y ¢é homomorfismo

Para todo (1,6,) , (1,§) € G- Aut 6*,

((1:94) 0 (1183,))W = (1, e{ Oe&.)w = 64099- |
=69

(1, 94)\"] © .(1:8’1) Ng
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Logo: ((;,94) 0 (1,8))¥ = (1,9)¥ o (1,@)¥.
iii)'}’ e injecgzo

Se (l:q)“l" = (1,%)"1’ _—_—_-_—:;9,,=9;:———>(1,91) = (1, 6).
iv) ﬂm'“.l’@_c‘(c)

Seja B ¢ 355(‘P).

(1,0) € G-Aut G*__—_-_-;,xg9= xBg , Y xex , Y gEG'.

P'al‘é todo’ g€ G, g B = Qg.;Entéa © € c(e).

v) Sm ¥ = c(e). .
| Bésta mostrar que é(G) c Jdm V.

Se 8 € ¢(G) ,.'gle = Bg?___}xg.e =xBg , ‘v"xe'x

e g€G.

Entdo (1,0) € 6 - sut e’ e (1,0)W =9,
(3.7.14.) Lema. Seja G um grupo &e permutagoes. Os automor-
fismos de G* podem ser identificsdos com o normalizador de
G em Sim X , isto §, sut-c¥2 nN(@). |

Prova:s
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Seja ¥ : Aut - g™ , Sim X .
(d’e) > B

i) ¥ & homomorfismo.

((0(4)94) o (."(&; @g)“_)\\’= (o(1 0 ds?,’ 6‘40 ez.l) ¥ = _94 o. 92 =

(4,00 o («,8,) , ¥ (,8), (£,8) € aut-c*

ii) m Y € N).
Seja B€Im¥.
xg9= xego( y Pera todo x€X e g€,

e'l(e_go()

It

Togo .ge _-_I@gr-x = 8."38
526 = g €6 . B E NE) — Im C N(s).
111) 1 ¥ = §(6).
Basta mostrar que hN(G) C Im Y.

Seje 6 € N(G) e « :CG__ -G, o automorfismo Id_e__

finido por g« = O g O .
|
Para todo x€X , (x0) (gX) =x (BgX) =x(86 g8) =

= xg0, Entio (x,0)€ Aut - G~

__Portanto, € Invy.,.



=00 -

- iv) ¥ é injecBo.

Se jam. (a-g, , 8) e (a{’1 ’ e)eAuf - G*; |
Para todo x€ X e ge G, x£g6 = :@cegm1 e

Xge = x0go .

Logo }Cego(d = Xego(g-__—'__peg“‘ = 8g X > g o= gOSL :)o:ﬂ’fal



CAPIZULO 4
PRODUTO SEMI-DIRETOQ

(4.1.) Definigao:

.

i) Um semigrupo S age sobre um semigrupc E , a

direita, se existe uma funcao f:Ex S >B , que leva

(e , 8) — > es , tal que:
e (st) = (es)t , (s,t € 5 ; e€c By ,
(e+f)s = es+fs , (s€5 ; e, f€E).

P - ) N b .
ii) Um semigrupo S age sobre um semigrupo E , a es-

querds, Sse exis‘te ung fungao f: 8 E____ . E, que leva
(s, e) >se , tal gque:
(st)e = s(te) , (s,t € S ; e,f € E).

s(e+f) = se+ sf, (s€8 ; e,f€ E).

(4.2,) Definig3o0: Se o semigrupo S age sobre o semigrupo E ,



- DD -

& esquerda, um novo semigrupo pode ser construido: o produto
semi-direto de E por S5 , (E sd S) , onde o conjunto sob

(E 84 S) é (Ex5) e a multiplicacao é definida por:

(e,8) (£,%) = (e+sf , st) , pare todo e,f€ B
e 8,t€S.

Observacao: (E sd §) é semigrupo, pois, para todo-

e, f,g€E e s,.‘h,l_J.GS .temos:
Less) (£,1)] lgw) = (e+sf, st) (gu) =
= ((e—l— sf) + (g‘b)g , (st)li) .
Como E e S sao semigrupos e S age sobre E &

esquerda, ——-—y ((e + sf) + (st)g , (st)u ) =

(e+sf+s(tg) ’ s('i:u) ) = (e-i— s(f+ tg) ' S(tl_l)) =

(o)) (fate, tw) = (e [ (6,8 . (&) | +

(4,3.) Definigé’o. Sejam: S semigrupo, E monéidé e OE,- ele~
mento neutro de E, Dizemos que S age sobre E, 3 es5—

querda, se S5 age sobre R, considerando apenas E como

semigrupo, e sOE = OE’ para todo s € S.
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(4.4,) Definiczo. Sejs S*-= (s, ,x) , agao a direita, on-

de S ¢é mondide, com unidade 1, e X ¢ conjunto. Dize-
e

S

Ed - - -, -
mos que a agao e unitaria, se:

e 1S = X , para todo x€X.

Entao 1sd>= idy .
Vamos assumir que se S & grupo a agao por S 6 uni

taris.,

Nota: Se S¥* & acso a esquerda =——31_ X = X,

~para todo x€X .

(4.5.) Lema.

i) Se S e E sz0 mondides, com unidades 1,04,

L3 Ll -, * »
respectivamente, e a agao de S sobre E e unltérla, en-—

t3o (O 1,) é & unidade de (E sd S5), que & tazmbém um mo

E »
noide,

Prova:

Ja foi verificado em 4.2.. que (E sd S) & semigru-

PO.

Basta, portanto, mostrar que (0p , 1.) & a unidade

de (B sd 8).
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Para todo (e,s) € ExS , (e,8) (OE » 1) =

= (e4—soE , sls) = (e+ 0E y S) = (e,s) e
(OE ’ 15) (e;S) = (OE~F ls e € , 15-3)' = (OE-# €,s8) =
= (E,S) .

ii) (B sd S) +tem submonoides:
ii.l,) E__x{ls}'_‘-&‘ E, E x{is}g (E sd.S).
. 112) {oE]gs.:‘—;"' 5 {OE] x 5 C (E sd 8).
Prova:
i'a‘l..l_.) B x{1}E

A.fungao A * B SE % {151' e isomorfismo.
e

7(9 ) lS)
Como S*' é unitaria e 8 monoide, temos:
- X (e} ol(e,) = (e;51.) (ey51.) = (et 18.92,18.;3) =

= _(914— ey s 15) = (elﬂ— 92)
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~x(0) = (0p, 1) = unidade de E x{;ﬂ} .

_ X e injetiva e sobrejetiva -~ trivialmente se verifi

ca,
11.2.) {ofx s 2s.
4 fungao | (é : >{OE} x S .é isomorfiﬁmo.
s >(0E s 8)
__{3(31). IB(SQ) = (OE',-S )(0E ’ s?) & (OETF Bl'OE flsl's2) =

= (0 + 0y s él.s ) = (05 , 8;.9,) = ﬁ (31'92)_

F(l) (0p » 1) = unidade de {o}x 5.

p e 1nget1va e sobrejetiva - trivial

: I , . ! - ~
(4.6,) Lema, Se s e inversivel em S , entao:

i) (0E ’ s_l) & o elemento inverso de (0E , 8)

em (E sd 8).

Prova:

-1 -1 S
(0E s 8) (0E y S ) = (OE‘+ s.OE y 8.8 ) = (OE_p 0E ’ ls) =
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= (OE ’ 13) . Também,

sy 8 78) = (0E+ OE' ’ 15)

-1 -1

= (OE ’ 13) *

ii) ©Para todo e€ E , conjugando (e , 1s)lpor (0E y 8)
temos: ' '
-1

(OEsS) (e’ls) (OE:55—1I= (OE-+ 5¢ , Sls) (OE_, s ).=

~1 o -1 '
= (se,s) (OE,S } = (se 4+ sO_, , 88 ) = (se, 13) .

Podemos, portanto, concluir que a ag¢ao & esquerda de
um mondide sobre um mondide pode ser imerso em um mondide

. . e . ' -~
maior, em que oS elementos inversiveis agem por conjugagazo..

(4.7.) Coroldrio. Sejam G e N grupos. A agéo de G
sobre N , & esquerda é o mesmo que conjugagso em N sd G ,

de (ON-, 3) sobre (N, lG), |
Entdo a agdo de grupos sobre grupos esta contida no

produto semi-direto de grupos.



CAPITUL QO 5

PRODUTO "WREATH"

(5.1.) Definicsao. Seja_’m‘ S semigrupo e Y conjunto.

SY = conjunto das fungoes de Y em §. .

~ | Y .
(5.2.) Definicao., Pare todo ye Y, F,G6 € 57, definimos.
F+ G € SY' como y{(F+ G) = yF . yG.

(5.3.) Lema, SY- & semigrupo sob a operagzo (+ ).

i) SY é fe_'clhadd ﬁara a olpereigao (+) , (def, 5.2).
ii) y ((F+@) + H) = y(F+6). yH = (yF . yG). yH =
=y3. (yG..yH) = yF . [y(Ga—H)__l = ¥y (F-i-— (¢ + H))-.

(5.4.)'Befinig§o. Sejam: T*——. (T,¥,Y) e S “semigrupo.
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y (tG) = (yt) @ , para todo yeY, teT e G¢ SY.

5.5. Lema, SYx T , com a multiplicacgso abaixo .definida, e

semigrupo;

(r,t) . (G,u) = (F+ tG, tu) , para todo P,GC SY; t, ue T,

Provas

i) 'éYx ? & fechado para a operagSo acima definida.

Para todo yeY; t,ueT ; P,G€ S¥ mostraremos que:

.(F,t) . (G,u) = (F+ 6, tu) € Sx 7.

Como yte€e Y e G¢€ SY::::>tG € SY.
Y e FES— SF+ tGe S,

tG € S

u,t € T , semigrupo, stu € T,

Logo (F4 tG, tu) & sYx T.
ii) Propriedade associativa
Para todo P, G, H € SY e tyu,ve T , temos:

[(F,t) . (c-,u)] . (H,v) = (F+ t¢, tu) . (V) =
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- ((F+ tG) + (tu)H y (tu) v) » Também,
(F,%) . [(G,u) CEM] = (B L (G ow, w) =

= (F-}-.'t(G + uH) , t(ﬁVJ) .

i) Para todo yeY , temos:

y (te+ um)) = (r1) (Grul) = (y)6 . (y8) (wi) =

=y(tG) . ¥ (t(uH)) = y($G) . ¥y "((tu)H-).
ij.) T semigrupo-—= (tu)v = t{(uv).

Logo:
o . ew] @v = @ [Ew . @],

(5.6.) Definicdo., S wr T = (SY sd T) , com a multiplieagso -
acima definida, onde S é semigrupo, Y conjunto, T semi
grupo e T* = (T, 4) ,Y). |
(5.7.) Definicao. Umé& agao de semigrupo s¥ = (3, ¢, X) & -
leal se (}5 é injetiva, isto é: - |

(xsl = Xs, para todo x€ X):¢31 = 8,

(5.8.) Lema. Se 5* & una agfo leal, entfo, a multiplica-

¢eo em S & determinada por composigao de fungoes.
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[ - - .
Se t S___-Trans X e injecao, entsao é isomor-
> Gady

fismo sobre (S¢ , o).

(5.9.) Observacao.

Seja Y = 1,2,...,m o Entdo S wr T' pode ser re-
presentado por um semigrupo de matrizes Icom' a operag’go de mul
tiplicagao., Se (P,t) € S wr T', define-se a n X n matriz
M(F,t), por: '

iF se J =it

M(F’t)i’j ] ) A it
s€ 1

Seja IBE[(SY x T) ={M(F,t) tal que (®,t)¢ S wr T*} .
i) A fungdo T : st x
I (Fs't) .

_— 4 .
SM{S" x T) e homomorfismo
>M(P,t) |

de semigrupos.

Sejam M(F,t) e M(G,u) € M(SY X T).

Entao :

iF se J it

M(F,t)i’j

iG se J = iu

M(G,u)i 3
’

0 se j #£iun
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Verificuemos que -X(F,t) . Y (Gu) = F((F,t) . (G,u))
¥ (F,t) .¥(G,u) = M(F,t) + H(G,u).

Logo: (M(F‘,t) . M(G,u)) i3 = iF . M(G’u)it,j'

iPF L(it)& gse J = (it)u
Mag iF . M(G’u)it .j =
}

0 | se §# (it)u

i(F+t6) se J = iftu)
Entao M(F,t) . ¥M(G,u) 5= |
’

0 | se j # iftu)
Logo ¥ (F,%) () = (P, ). M(E,u) =Py %a,tu).
pamben: X((F,'l:) (G,u)) . ((F,t.) . (G,u)) 5 M(F+ 'I;G,tu)_..
Poﬁanto TR 2T (6w =T (7,1 . (G;u)) .

ii) ¥ & isomorfismo se TF é leal.

Se M(F,t) = M(G,u) entdo H(F, 1), 5 = M(C,u),

Na linha i o Unico elemento diferente de QO ¢é o

que esta na coluna (t) pars M(F,t) e o que esta na coluna
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(in) para M(G,u).
Como @ nao pertence a S, entao it = iu e iF = i@,

para todo i. Portanto P = G.
Como T & lesl entao t = u,

Logo B(F,t) = ¥ (G,u) =——27 ¢ injetora.
(5.10.) Definigao. Produto "wreath",

Sejam : S = (S, ¢, X) e T = (T,¢, Y) acdes.
S'wr T¥= produto "wreath" de S* por T ,
Por definigfo S'wr T¥ = (S wr T¥%, A, X x Y), onde:

A (XxYT)x(SwrT)_  _>XxY
(x,7) « (Fy¥) ——— 5 (x(yF) ,7t), para todo

x€ X, yEY, t€ T, e Fe .

(5.11.) Lema. O produto "wreath" é uma agao de '(S vr %) so-
bre X x Y.
Basta verificar.Que (x,&) (F,t) ; (G,n) =

= (isy)(Fst) (Gru)a |

((x,3) (B,1)) (6,u) = (xGF),¥%) (Gm) =
= (x('yF) (yt)6, (yt)ﬁ)

Por out'ro.lado (x,7) ((F,'t:) I(G',u).) =

- (x,y) (F+ tG,tu) = (X(y(F+ tt‘;),y(t'u))=
(x (37). y(te) ,y(a))
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s* e T¥ agles

ST . 7(56) 3 (tu)) =
= (x4P) . (r0)E, (yt)u )

toge ( (x,y) (F,%)) (&,u) = (x,y) ((F,4)- (G,u)) e o produ-

to "wreath" , portanto, & agfo.

(5.12.) Definiggo. Produto "wreath" classico,
S wr T¥ & chamado produto "wreath" cléassico, quan-
806 T =Y e a agao de T sobre Y é a multiplicecao

. .
a esguerda,



CAPITULO 6

PROPRIEDADES DE AQOES DE SEMIGRUPOS E GRUPOS

(6.1.) Definiczo., Constituinte de § .

Seja 8 = (S, ¢, X} ume agao de semigrupo. Consti-

tuinte de S € o semigrupo S¢ de transformacdes sobre X .

(6.2.) Observacao.

Se S*:= (s, b, X) & uma ag§0'de semigrﬁpo e Y  um
subcenjunto estivel de X, ent8o hé uma natural agzo (S,¢Y,Y)
| g+ 1y) de (5, ¢Y, ¥) para (S, ¢, X)
que & uma injegao, Pefinimos ¢Y = ¢]Y-.

e um morfismo (id

Y. 4 &

¥
~
B e
: ~

=r
rd

»idg ¢

(6.3.) Definicdo, S¥ & transitiva se para todo par ordena-

¢ [ 4 .
do (x,x )€ XxX , ha algum s5¢S5 , tal que, xs =x , BSe
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x€X , entao : XS = {xsf SES}. :

¥ s s
(6.4.) Lema. S  é trensitiva, se e somente se, xS

]

P4
3
o

rg todo X .

X C xS
s¥* transitive—s¥ x'€ X, 3 se€§ , tal que,

x‘:xséxs.

x8cX , pois, S' é agSo de 5 sobre X .
—

ii) 87 é transitiva.

Seja (x , x') € XxX.

e

Como xS =X, 3 s€8 , tal que,. x = X8 > S

transitiva.

(6.5.) Definiggo. Seja X wum conjunto e 2z€ X . A fun¢zo
constante ¢, ¢ dada por: c, * X — X

X — X, =2 .
(6.6.) Definicso. Seja s¥ = (s, 4), X) uma agao leal de

semigrupo.
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S; é o semigrupo < Stb , CX7 C Trans X , onde CX &

o semigrupo de fungoes constantes sobre X . Como s* &

leal pode-se identificar os elementos 8¢ S5 e SO. A agdo.

natural de “S; sobre X & denotada por '(S;c)ﬂf
S;c. € o subsemigrupo de Sq) , gerado pelas funcoes ngo

constantes em S . Se toda fungSo em S§ & constante ,

s-° - ia or convencao
_I - x 4 P ._ 9 - .

(6.7.) Proposicao. Se S é um grupo e s¥ = (s, 43, I)

uma acgao entao:

i) S)* € leal&—yo finico elemento de S , fixando

tudo em X ¢ a unidade de S .

ii) 8¥* é transitiva e——=xS = X para pelo menos -

S um Xe X .
Provas:

1) —
3 _grupo___.__;.s* unitaria

>xls=x,’v"xex.
Seja s€S , tal que, X8 =X , ¥ x&X .
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S X1 = x = X8,
)

s¥leal=yps = 1_ .
s ' 1~1 -1
& X8 = X8 ——2%(8S 8 ) = X==—=28 8 =1, ===

=8 = S':::::b s¥ & 1ea1.

33)
S* trensitiva——3 xS = X , para todo xeX .

(lema 6 041)

<;:::: 
Por hipdtese , 3 x€X , tal que, x5 =X .
(x'; x'') € Tx X . Entio existe s' e g''

Sejea
tel que , x' =x8' e x'' =xs"",
' = x8'———>» x = x" "1, '
re L v T P ' -1 S") = x's
X = X8 o X = (x 8 ) s = X (s .

{6.8.) Proposicao. Se S & um semigrupo e a multipliceg8o

% direita é trensitivae , entzo st ¢ grupo.

Basta verificar & existéncia do elemento inverso
Seja - (8 , 13) € Sx8S.
:}u— . _‘ . L]
ST 4transitiva —>d3s € S, tal que, s 8 = g

Por outro lado, (s 8') (s' 8) = s's e existe
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' ' .
s € S8, tal que, (s* s) s** =1S .

. 8's = (s's) (s* s s"). =8 gs'""=1_.

(6.9.) Proposicio. Sejam S¥= (s, ¢, X) e T¥= (T, V¥ ,¥)

» 8% wr T* ¢ unitéria,

>5* wr 7Y é leal.

i) se s* e T* s3o0 unitarias

ii) Se 8% e T¥ sio embas lesis

>5* wr T¥ §

iii) Se 5* e T* sgo ambas transitivas
transitiva. |

iv) Se S e T s3o ambos grupos =——= S wr T* é grupo.
Prova:
i) Por definigao S¥ wr TF = (SYSA T‘,A y Xx¥) .

i.l.) Verifiquemos gque parz quelquer (F,t)e SYs-d T,

(F,%) . (g » 1) = (F,%) , sendo Gt X > S , tal que,

(Fyt) (Cg 5 1p) = (Fy %05, £ 1p) .
Para todo yeY , y(F+ tcs)"= yF . y(tcs)_‘=

= yF . (yt)_cs= yF . 1

s = YF .

- Logo F.-}- 'tCS = F :—_—? (F,-t) - ‘(CS’I-T).‘: (F , t.lT) .
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¥ unitérias ==ty = 8 == (F, t.1;) = (F,1) .

Verifica-se facilmente que (€ 1p) - (Fyt) = (F,).

i.2.) Verifiquemos que (X,y) (CS . 1’.1‘) = (x,y¥) , para
todo (x,v)€ X xY .

(xy) (05 1) = (x 08g) v v 1) = A, . 71y -
s* e 7% unitdrias ::::»(xls s ¥ 11‘) = {x,¥).
Logo ¥ wr T™ & unitiria.

_ ii) Mostraremos gue .S#wr r* & legl, se s* ¢ 7% sao
legis,. |
Suponhaﬁms que para todo (x,y) € Xx Y, P € _SY
e te T, (x,v) (F%) = (x,¥) (G,u) .

ox @B, y0))= (x (v&) f“).

| Como 3% e T’"r sa0 leais, se para ‘tod_o x,y' ’
x (yF) = x (y6)

—— yF = 36 === F =0 .

[

Para todo y , Yt =yu =—= t u , pois ¥ & lesl.
,» para todo (x,y)e Ix Y, (F,t) = (G,0) ——>

s* wr 7% & leal .
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_\*.

iii) s* e T +transitivas *__.__}S*wr T {ransitiva.

Mostraremos que para todo (%, » yl) , (x2 'y ¥,)
EIXX Y K. —3 (Fst) € -SYX T 4 tal que, (leyl) (F!t) =
= (%575 ¥,) »

32 a

s¥ e T*. transitivés:ﬁ;gs € 5, tal que, xls =
P ﬁ_e T , tal que, ylt =Y, .
Seje F :Y.__ 5, tal que, F(y) =8, ¥ yevy .-

(xl’jl)(Fft) = (: xl(ylF).’ Ylt_) = (xls ) ylt) = (x2 ’ 32)'

iv) Mostraremos gque 830 velides as propriedades de gru
po para S wr T,

_Propriedade azssociativa - trivialmente -.}rélida, pois

Sgsd T €& semigrupo .

_Exigténcia do elemento neutro
Provado em (6.9. i.1.) que o elements neutro &
(CS ' 1'.1') *

_Existéncis do elemento inverso
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Seja (F,t) € SYx T .

Definimos G € SY como yG = ( (ytﬂl)F ) - .

Portento se yEY——sy(F + t6) = yF .(y96 =
-1_Y-1 -1 |

yF ((yt}t F) = yF (yF) = 1S .

Logo (F,t). (G,t™) = id .
5Teq T

- | _ |
(G,t ) (F,t) = (G4 t 17 , 1) -

=1 -1.
Se yeY¥, y(G+t F) =36 .y3% F =

= ((ytfl)f ) B e I 14 -



" CAPITULO T

CONSIDERAGOES SOBRE S e S wr T

(7.1.) Lema. Seja Y wur conjuntoc e S um semigrupo. Se
(1,%,Y) € uma ag3o de semigrupo & direita, hé ume ag¢do ca-
‘ndénica & esquerds de T sobre st , semigrupo, assim defini

da:

y(t@) = (yt)6 , pera todo JEY , €T e GE S .

Verifiquemos que, rezlmente, temos uma agfo.

. N ) . . . ) Y
i) Para todo t,t,€ T 8 FE ’ (tltz)F =

= tl(tzF)..:. y(tltz)]? = (yt1t2)F = (ytl)tz F = (y_tl)(tzF),
para er .

ii) Pare todo yEY , tET e F,0 € S' ,

y(t(?J}G)) = (3t)(F+ ) = (yOO)F . (3¥)C = y(+F + t6) .
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{(7.1.1.) Exemplo:
Suponhamos Y ={1,2,...,n} .

s*  pode ser identificado com S° , olhando F:Y_ S,

como umza n-upla {(1F,2F,...,nF) .
A aqgo de T sobre SY pode ser escrita como:

tPF = t(sl,sz,...,sn) = (Sl-_t,szt.,otogsn_b) y Para

todo 91’52""?Sn ES e t& T,

Entaos

(Pt*)F = $(4'F) = ¢ ( y S

Spge 7 Spge 7 ocer v S ) e

o '
Seja 8, 8

i ='I.it' *

| = t(s‘ ] y smns 3 S;l) =.

s bls Spge 0 cc 0 Spg) 1’ %2

1ty ! :

— (o S __( _ - T
= (élt » Bpg v vce 0 Fpy ) = (514t * Sopge recd snt;) y

]

M - ) ' ;
"I | tt (Sl,..l,sn) — (Sltt. : ] sett' ] .... [ ] Sn‘bt' )

= t (= y S

Ttr 7 Spge v cve o Spe. )
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(7.2.) Observacoes:

sejam (5, ¢, X) e (T,#’, Y) acoes. Consideremos

s wr T, Entao:
i) 8 & chemado semigrupo de baixo de S wr T* e T
semigrupo de cima,
. Y - .
ii} S & chamado semigrupo de base.
iii)}) Quando S e T szo0 monoides, s e T sho ca-
| nonicamente subsemigrupos de § wr ™ e S esta
enceixado em S wr T* de varias meneirss. Um par
ticular exempleo disto é o mencaixe diagonal®™ ,
levando sSe& S sobre M(?S ;.1T). - 0 "encaixe
diagnhalﬂ leva S sobre as matrizes escalares y
onde S wr TF & escrito como um semigrupo de ma—
trizes. SY corresponde & matriz diagonal.‘
8 ;,FS s (Fs ’ lT)”‘“"“%’M(Fs y 1T) , onde :
i (?S’lT)i,i = 1Fs= Sy J = i
M(Ps ’ 1T)i,j =
M (Fs'l'l‘)i,j =0 s 1 #£ 3
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Entzo M _(Fs ’ 1T) = 8.1

iv) Quando S e T sao grupos, entao SY & um sub-

grupo normgl de S wr =S sa T e a acao VY &

congugaqao de Y pela copia cendnica de T em
S wr T¥. (T"’{o}x{r)

§§ gsdm

e

Y Y ' Y
s s X {1T} C s sacT,
YA
Afitmemos que (G,t) (F,lT) (G,'l:)"1 € S , para to-
. . Y ) | '
do G,F = S ’ + ? 1TE T »
G- (o, 1), ces, ten.
(1) (F1) (6,077 = (6,8 (1 (T T, ) -
| : -1 .1 - -1 -1y
= (e+t®, 1) (707, +7) = ((ert®) + 1T a7 =
A agcao W de st pela cépia cendnica de T em

S wr TV é conjugacao de st pela.cépia cenonica de T .



Pare todo F¢ SY e t,t"l, 1Te T, temoss

-1 ' -1, _
(35,1?) (Fy1,) (35,17 ) = (}3+tF,tlT) .(35,17 )_-_
P -1
P.ara to_do-y', v <(]5_-}—tF)+ ﬂf) = H(y%_) .'(y(tF))-. y('t:_Ll_), =

_,,-—..ls . y(tF) . 1S = y(tF)o

| —1) _ |
Logo.. ((Jé+ tF)+]j._,1:t = (-I:F,].T). |



CAPITULO 8-

ESQUEMA DE DECOMPOSIGEO

(8.1.) Decomposigzo de s* ou imersao de s*

em h‘i*wrN*.

Sejem: -5* = (5, ¢, %) , ¥ - @,V e
N’*’ = (N,p ,P) ,. agoes, ' '

8¥ & dita imersa em M* wr N* se divide M¥ wr N*,
isto €, se existe um morfisme sobrejetivo, (« ,8 ): T"*’._._.; s*,
onde T¥ & alguma subacio de ¥ wr ¥* ,

Se (x,8) & morfismo injetivo dizemos que S* es-

. t4 homomorficamente imerso em MY wr N¥* .

(8.2.) Definiczo. S¥* - partigso de X .

Seja s¥ = (S, ¢, X) . Uma sS*_ parti@go de X
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é uma particao de X, tal que:

L~

1T={Xic; X, tal que, U X, =X e para Y i,

h | ’ Xi.S'='XJ.} .

(6.3.) Definiggo; éistema de coordenadas.

Seja S¥ = (s, ¢, X) uma agao de semigrupo e Tl uma
S_*' - partig:ﬁo de X .

Un sigtema de cpordenadas pera ™ é um par ordenado

* _ _ o .
ot W)I ! onde I _.(M'? YY) e W= {@B}Bm ’PB $ BT,

inje¢fo, tal que, dado s€3S e BeT :

Mg - {me u ! (xPB).m =.,(1.cs-){3..BS , x_e.B..} £ ¢ _._

(8.4.) Teorema. Esquenma de Decompoéig'éo.
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Sejam:? s¥ = (s, ¢, X} uma Lad leal de semigrupo ,
com T wuma S% _ perticao d¢ X e (W%, W) um sistema de

coordenadas.

i

Entio S§¥% divide N* wr S¥ , onde 5 ¢, por defini-

~ - —% -
¢a0, o constituinte de (S )* e 3 = (S, trans,T7 ) .

Para provar esite teorema basta, entao, encontrar um

3 L
T &

morfismgo sobrejetivo (.cx ,0) 2 TF 58¥ , onde
alguma subagao de u¥ wr 57 = (M wr g% s D\ 9 X x T ) .

Provas
| - T .
Parte 1 - Definiremos T < Mx S 3 T e mostrare—

mos que T* & subagfo de M™ wr 57,

Parte II - Mo'straremos que I(o( , &) , definido na

parte I , é morfismo sobrejetivo de acdes.
Parte 1

i)_ Sejam as fungoes:

>YxT.

i.l.)%: X _
>(x(53, B) , x€ BeT ,

X
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A & injetiva (XP . ,.'B) = (y{gB'. y B')ﬂB = B —

Xx=7v , pois (}B é injetiva.

1.2.) B = ,)\—i : Imﬁ_?_;>x.

ii}) Seja M; = {me | (x (3.5) ﬁl_.—: Xs sz, X & Bi}.

8
B

Sejem: ses, F_ :T >M , tal que, BF_€ ¥

e 8 é o correspondente de s em S . (§ € Trans 1T , CcOm
BE = B ). R
Para todo_l XE B ’ BeW , .- @ostraremos que':_
ii;l;) [(x PB‘: B) (F;s , El}} (-:_ Tm A
ii.2.) [ (x PB_ ’ -B)I‘(Fs. 'y 'é}] B = .xs .

Usando o definicio de produto "wreath®, definigio F

e definigio S* _ parti¢so temos:
(x BB (r,B) = { =Py (Br) 1 BF) € TxT e

s .
BFS E.MB .

SRR
ViR L0 {RAL
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|

-((xls)pﬁs’Bg) -

= ((xs) PBS ' Bs) € Im> , o0 que prova (ii.l.).

(xﬁB (BF_) , B‘s?)

Como O = A ~* temos:
((xs) PBS R Bg) & = X8 .
Portantos;
((xPB, B) (FS,E)) 6 = x=, o que prova (ii.2.)) .
iii) Tema., Seja T = {_(F,z) ‘ zé § e 3 segl

s =2z e F:i’l’__.__;.M,com'BFe Mg}.'nado

(Fz)e 1,9 ses | B=2z e BPE m; ,

BeTr.
Prova:
s [ 5‘ st
Suponhemos 8 = 8' = 2z com BFE MB y BF e MB ’
Bell.

(xﬁB.l B).{F’E)e’ =' X3 e ‘(X ﬁB' B) (F,-S-.)B= xg? ,

para todo x€B, Como UB =X, xs = xs',"\?’ xe X.
_ T _
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Come S¥ & leal —»> s = 8" .

Definigé'o.- Pelo leme anterior podemos definir
Kt T »5 , com (Fy8)X =8 , 0onde 8 €S, 8=z e

g
BF € M

as BET.

—

iv) 1% & subagfo de u* wr 5" , onde T*= (1,5 ,Im%) ,

InAC YT e Ss=4A1 .

Prova:

. s gt _sst
iv.1l.) MB . MBS C MB_ ’ onde:

il

MB. =.{'m e n | (XGB) m .(xs) I@BS’)?{G:B]’

]
n

ﬁ;; {_m'é i l .(XIFB) m;- (xs')P’.’Bas")x E'B'}' .
| I&{gs'= {.mué !d I (xFB) m't = (IXSS'.)IPBsS,)XE B}.

Sejom mé& ME e m'e MO .
' B Z Bs

o) ) - () = a0 Py
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Logo m .ot 6_‘MB .

iv.2.,) T ¢ fechado em relacgao a multiplicagao.

(F,8) . (¥*,8') = (F4+8F* , §,85') , para todo

. ]
(F,8) , (P*,5') g T, BFE Mg , BF' ¢ MZ .

B(P+ 8F) =8F .B5F € u.ud < ¥, para
B * "Bs — B !

todo B € 711 .
Logo:
(F"-é.) » (F"‘S-') = (F-{"‘éF',é—é') 6 T.

iv.3.) Conclusdo: T ¢é subsemigrupo de ¥ wr S

T age sobre ImA. '(ii.ll). o

Logo T* é subagio de ¥ wr 5.

Parte 11

" Mostraremos, égora, que (o4 ,8) & morfismo sobre=

jetivo de agodes.
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i) o :T. >S & homomorfismo sobrejetivo.

~ & sobrejetiva, pois, para cada s & S e todo

Betl, 3 n € M; e definimos BF =m . Entdo:

(F,8) e T e (P,8)%x =8 .
_ o4 & homomorfismo.
(Fy8)ex » (F',8') X =8 , 8' e ((F,s) . (F,s')}'o(=

‘'YX =8 . 8' , para todo (F,8) ,

ol

= (F+ art ? s »
(P',8') ¢ T .
ii) © é sobrejetiva pois © =7 -1,

- iii) Mostraremos, agora, que o diszgrema abaixo comuta,

isto &, (xpB , 5)-9 . (F,2) & =

—

= (xPB , B) « (F,2)® , z=7%§, péra todo xe& B .,'

e (F,z) e T.

Tm /A (F:%) o Im A

s| 6

/
RS

o A= (_F)%)cﬂ
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(xPB; B)O . (F,2) & = xs, pois (x (53 y Bl=
= AN(x) e 9=’?\-1 e (F,2)x = s .

Em (ii,2) ja foi_ provado gque:

<(x(33‘ y B) (Fsz)) o = X8,

Logo ¢ diagrama acima comuta.

GConclusgo:

Logo S' & imsgem homomdrfica de T o

st aivide ¥ wr 3 .

(8.5.) Corolério, Seja s¥= (s, ¢, X) uma eczo leal de se
migrupo , com TI umna S*_ partigao_ ¢ sistema de coordena—
das (¥ , W), MY leal , ¥M¥ = (M,v,Y) e as ﬁ'B bijegoes.

"~ . ~ ' d . ' . o
Entso ha uma imersdo homomdrfica de S¥ em M¥ wr S7.

Provas

" Basta verificar que (< ,8) & morfismo injetivo.
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i} Verifiguemos que Imgl =1,
. 8

Sejam m' e m'' E MB .

Parsa X B e Be TF N temos:,_

(x pB) m'l= xS sz e (x ﬁB) m*'t = xs PBSI .

ii) & € injetiva.
‘.. . . -1 ' — . ' 8 .
« e injetiva , pois, A (8) = {(F,s) , BF € ‘MB'} cC T
8] N
e como IMB’=1 , 3l P, tal que, BFg¢ Mo .

il
e
L ]

. lo{_l(s)

iii) 8 ¢ injetiva , pois =~ 8 = A -1,



- 57 -

(8.6.) Corolério., Seja S* uma acao leal de semigrupo onde
Y ¢é subconjunto estivel de S e o conjuﬁto
T = &Y} U.{\r_x} ; xEX-Y} é una S* _ partigzo .
EntSo S¥ divide MY wr §° , onde ¥ = ({5, CY), trams,
Y ) . '

Prova: _
Y estavel — para todo se S, yse Y .
Seja yoeY e seja PY=_1%, xﬁx}=yo y Pa

ra XGX_Y.

Se s€ 85 e B g , definimos ¢

sﬁy,sé B Y,.¢Y=a950de S sobre Y .

= st,seB={x},-x€X—Y,xs€Y.

3w

1 ¢ s Se B={x}'h, X € X—Y,xse-X-Y'.

. o ' S . ' .~ -
Verifiguemos que mB gatisfaz as condigoes do teo-

" rema da decomposigzo.

i) mg € 'Sg = S¢YU CY , onde CY & o semigru

po das fungOes constantes de Y . Isso scontece pela pro-

pria definigéo de mg .
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s ) s
ii) m sptisfaz (x@B) my = (XS_) (st .
s
B=Y=2mn, = sgﬁY e, (y(i\Y) s;f),f = ys e
(YS)PYS = s ﬁY = ¥ys.
- S
B={x}, x€ X-Y e xEY, m 4= C .

() = (Fe) oo o st

{x] ’ xeX—Y e xse X-Y , ms{}t}z_(}:’ir
(XF{X}) CYO =y° .y X8 (Bxs_; = y°, y XS € X-_? ..

Estamos, portanto, nas condigbes do teorema da decom—

posigao. . Logo S¥ diiri'gié u* wr 5%,
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DECOEPOSICAO DE ACOES DE GRUPOS

- F . P
Demonsgtraremos wma serie de proposicoes que

culninam no importante teorema de Ksloujnine - Krasner .

{9.1.) Pro'posig_é'td._ Seja ¢* = (G, qﬁ, X) wuma sczZo leazl de

grupo ¢ T  uma G* _ partigBc. Suponhamos que a agéo in-
duzgida por G sobre T & tramsitiva. Seja Ye T e

Giyy (G(Y) £ ¢) , o subgrupo de G que fixa Y como con
juntb.

o | . -
Seja G(Y') = (G(Y) , trans Y, ¥Y) uma agao leal. En-

o L4 ’ ] ] ¥ .
tao 67 esta homomorficemente imerso em G (Y) wr (GTr )*'

Prova:

i) Verifiquemos que se Bg& B'==>Bg = B' (B,B'¢Tre
gE G‘) .
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ng B':}ng_l(;_ B'g_l_—_-._—'_——)B_C__ B'g-'lg._ B .- B = B¢ e
B'g-l = B . B* = Bg .
i) @B_'.- B 5Y , =baixo definida, & bijegdo.

Como & acso de G sobre 11 & trensitiva , dados

BeYell, sempre 4 gB tq-. Bg‘Bc_; Y . Por (i)mmgB =Y .

Parsz cade B €7V , fixemos 'gBe G 1q. Bgyp =Y . De

XxX€ B,

finimos entao '
(-)’B_: B >Y , por XGB = ng y

PB & sobre (Bgy = Y)e é injetive, poig, G ¢ gru-
PO . ' '

h

~ - |
hogp) € (&)p » onde

jii) Mostreremos que (gB
he G, BeTl .,
Se XE€B T :} xh € BheT ;o _Entgo:

(z8) P, = ey, = %8, &5 Boey = xf) (65 ney)

(xh)F’Bhe Y_—_:-.)(XpB) (ggl h gBh') E Y.

PB'sobre >*v‘ye¥,3 x€ B tq. XPB;__'y'
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-1
Logo, se y€ Y , y(gy begy) € ¥ =—=m

gglthhE (G(Y))g e (G(Y)g £¢ ,Yhea.

Entso { (¥) ? {@ }B T’} é sistema de coordeng
' ' el .

. . : , .
das que satisfaz as condigoes requeridas pelo Corolario

(8.5.) .
Portanto G¥ esta homomorficamente imerso en G( wr G .

Y)

(9.1.1,) Lema. Se a ac¢ao ¥ = (G, ¢, X) é trensitiva en-

tS50 2 agho de G sobre 7T & transitiva. . (G = grupo) .
Provas

seja (B,8') ¢ TxT ,

. N _ , _ -
G transitiva ____SV(x,x') € Bx B' ,3 gc ¢ Lxg = x!
BEC B' .. |

Logo a ac8o de @ sobre T & transitiva.

(9.1.2.) Observacoes:

i) Se G é um grupo com subgrupo H-, entdo G age

transitivamen{e sobre o conjunto de cossets a direita Hg de
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H, por (Hg)lg* = Heg' .
Para quelquer (Hg, Hg') € G/H temos:
-1
(Hg) (¢ ~ &') = Hg' .
ii) G: = (@, trans, G) = @& ggindo sobre si mesmo,

‘pela multiplicagac a direita,

(9.1.3,) Corolaric. Seja ¢ um grupo com subgrupo H .

- b3 ’ # . .
Entao GG esta homomorficamente imerso em

- =% s . .
H; wr Gf , onde G ¢é o constituinte de G agindo sobre

TT_ . » Sendo TT = G/H .
Prova:

Verifiquémos que estao satisfeitas todas as condiqSes'
exigidas pela proposiczao (9.1.).
*(

Sejem g'* e g''e G . Se gg' = gg'' , para todo

& leal.

' g€E G—>g=g8" .

¥ 7 s
G e transitiva .

Sejem (Hg , Hg') € G/H . Como & € grupo

="' = ghl g' . Logo (Hg) g'' = Hg* .
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_Seja Y =H , que é um bloco de Gz . 0O subgrupo

de ¢ que fixa H como conjunto 6 H mesmo., En-

~ *
¥* .
= HH § Que e leal.
Logo, péla proposicao (9.1.)::::;GE egts homomérficg

mente imerso em H; wr @ .

: _ , - "
Notemos que o corolario acima emerge G em Hwr G |,

que é o grupo "atras" de HE wr E%'.

* ( G/HJ - ¥ | | ¢
Como Hwr G =\H sd G , temos que G esta

G/H) éd 'E* .

imerso em (H
_ ' ' ¥

S¢ H age sobre X , como (H G/H) sd G =2ge sobre

X x G/H , entdo G age sobre X x G/H. | h

(9.2.) Proposicaso. Seja ¢ um grupo com subgrupo normal H .

Wi

Entao (G)*.Qé (G/H)G/H e portanto G | G/H .

Para isto basta verificar que o morfismo abaixo defi- °
- , - - . N L4 . . - . . ’ -~ ’
nido e isomorfismo sobre, isto &, & e €6 sac bijegles:

(x ,0) :’E*Lu_,u_;;(G/H)Z)H , tal gue :
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B -1, = S bijecdo.
i) 1dG/H ——= 0 e bijegao.

ii) «

"_é_..._;,G/H , G ¢ Trans G/H , tal que
g« = Hg , sendo que (Ha) g = Hag .
- X ests bem definida.

Se a; f, g€ G e E:g, entdo Ha f = Ha g
isto é, Haf = Hag . Se a=l——2Hf = Hg . Portanto

)
%
i
73
%

of € injetiva,

Sejam £ e EZ € G .

—

Se Tk = ks HE = Hg == gf '€ H .,

Seja aeG.. Como HA G s (a (gf_l) a_l) £ H.

Entio Ha g £ 7t L Y ——Hag = Haf

>g=fo.

L
_ o € sobvre,

Seja Hg € G/H . Para todo g€ G ,3 Ec¢ G & Trans G/H,
Portanto o & gobre.

_ ., -
o € homomoxrfismo.-

e

(Eoh)ot = gha =Hgh.
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() . (Ax) = Hg . Hh = Hgh

_ 0 diagrama abaixo comuta:

o/ ¥ N
6. e
~
G/H - o" > G/H
(3 .
(Ha)ge = Ha . Hg = (HaB) . (B)

Logo (£ ,8) 'é_' igomorfismo sobre —> (('})f* = (G/H)Z/H

(9.2.1.) Corolario. Seja G um grupo com subgrupd normal.
H . En‘tﬁo G é isomorfo a um subgrupo do produto "wreath®

cléssico H wr (G/H)G/H = /M sd. (G/H)G/H.

Pelo corolario (9.1.3.) e pela proposigao anterior

>Gg ests homomorflcsmente imersc em HH W (G/H)G/H :.}.

> ¢ € isomorfo =& algum subgrupo d¢ produto "wreath"

H wr (G/H)G/H .HG/H' sd tG/H)i/H .
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(9.2.2.) Chservacoes:

i) Um grupo G ¢é uma extensio de H por B se exis

te uma sequéencia exata 15H_G_3B-,1 . Isto
significa que hé um monomorfismo de H em G e
un epimorfismo de G sSobre B , tal que & imagem
do monomorfismo é exatamente 0 Xernel do epimor-

fismo.

0 corolério enterior afirma gque toda extensfo ¢ de
H por B esta imersa no produto "wreath"® de H por B ,
. » '
isto e,

6 c_»uwr (B) =8 sa () , pois (B} = (G‘»/H)’E/H .

ii) Seja ¢ um grupo finito. Szbemos que existe uma
sequéncia , nso necessarismente ﬁnica, de subgrupo

de G ’ l=,NO’ﬁ

1,N2’ooo,Nk=G’, com a-

propriedade que para i = O,1,..., k-1, N, é um

subgrupo normal de N, e Ni&-l/Ni é simples
(nao tem subgrupos normais nﬁo.triviais).‘ Mlém

disso, o ntmero de grupos simples, de um dado tipo

de‘iSomorfismo , € Unicezmente deéterminedo. Este se

quéncia & chamada uma série de composigfo para G .

Entao G ¢ uma extensao de N, Ppor N /‘Nk-l ’
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N, ., € una extensdo de N__, por N, / N, e, em geral

N, & uma extenszo de N, , por W, / N._, Dpara

i- =. 1,2,3,..., k .

0 teorema de Xaloujnine - Krasner segue-se do coroié

rio (9.2.1.) por indugao.

(9.3.) Teorema de Xaloujnine — Krssmer

Um grupo finito pode ser imerso em um produto "wreath®

cléssico de grupo .simples,
Provaf-
Seja M, = GAN AN AT s A ... é(_l} .

0

> W 4 >G >N /N, >0

Pelo coroldrio snterior (9.2.1.) G esta imerso em

¥

Nkfl wWr Nk Nk
' -1
b
k N
k-1
Se 0._eka_2 )Nk-l__"%mk—l >0 , entao
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, . *
Nk-l esta imerso em Nk-—? wr Nk— .
N
k-2 N
=i
k-2
*
o o . ’ . .
Entao G esta imerso en Nk—l wr Nk/N
le=]. Nk
| Nk—l
' Y .
e Nk_lrwr NK;NK | egta 1imerso em
-1
. N /
Tk X
k-1
| *
Nk:—2 wWr __1]N ) wI NKKN '
k-2 k-1
N N
k-—l.N Tk N
k-2 ) k-1

-~ . Y- i ~ ~
sao conjuntos, 5 €& agao, entao .

3

) =
k-3

Ny o W7 (Nk-l!Nk )Q<Nk-—3 we (N,k—2}fN ]) )"’? (Nk—l,N ) -,
L N k-1 k-2 v

Entzo se Nk—l C Nk-3 WY (Nk-z
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*
3
. ) ) wI (Nk / . ) g
k-2 k-1

‘ . * | \*
- @k—?; i Nk-zjm ) (Nk—_lfN )) “'r (Nklm ) :
| k-1 k-2 k~1

oo T2 T (Nk—-l

Continua-se o processo por indugao.

Exemplo: Consideremos o grupo dos quatérnios Q ’

que tem 8 elementos e geradores i, j, k, tal que ij
Jk =i,k =3, 1% =3° =x°.

Sabenmos gue {1} A .{_1,-1) A {1;..-1,1,-3’.} é,.l Q.....
seja N, = {1} , Ny = {1,-—1] ) N, = _{1,-1,:1,-,-1} e

N, = Q.

=
e
™~
=
)
f
N
=
o
\ .
P
1hA
o
o
o -
™~
=2
= .
jitd

Entaos:
- - | y ﬁ Z/ [
N, /W, —{1112 ’ ;;1\12} =%

N, /W =2 Z . e N/Nl-ﬁéz/

2 1 2 o}

- z ¢ Z
N, v 4 -

Logo @ > (Ez wr 4 w £ =

k
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de ordem 8.

2? wr Z ='_2?' sd 2?2,

=z
portanto & = (Z 2 a4 Zz) sd 2/2 e tem, portanto,

ordem 128,

{9.3.1.) Corolario, Conhecendo-se o produto "wreath" e os

grupos simples estarao conhecidos todos o grupos

finitos.
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