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Abstract

This work presents the Brahmagupta’s formula for cyclic quadrilateral (ins-
cribed in a circle) area and an expression for their diagonals. It is also crafted
an extension to any convex quadrilateral. Heron’s formula for area of trian-
gles, a particular case of the Brahmagupta’s formula, is also developed. The
focus of this thesis is to apply such content in class in high school.

Keywords: Brahmagupta’s formula, cyclic quadrilateral, quadrilateral ins-
cribed in a circle, Heron’s formula.

Resumo

Este trabalho apresenta a féormula de Brahmagupta para area de quadrilateros
ciclicos, ou seja, inscritiveis, além de uma expressao para suas diagonais.
Também ¢é trabalhada uma extensao para quaisquer quadrildteros convexos.
A férmula de Heron para area de triangulos, um caso particular da férmula
de Brahmagupta, também ¢ desenvolvida. O foco desta dissertacao ¢ aplicar
tais conteudos em sala de aula no Ensino Médio.

Palavras-chave: Formula de Brahmagupta, quadrilateros ciclicos, qua-
drilateros inscritiveis, formula de Heron.
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Introducao

Ao preparar uma aula sobre drea de triangulos, todo professor de matemaética
opta em ensinar por ultimo a férmula do grego Heron, ou simplesmente co-
menta como um conteido de rodapé de livro, pois geralmente assusta os
alunos pelo seu tamanho e por utilizar conceitos como raiz quadrada e semi-
perimetro. No entanto, pouco se fala sobre sua importancia, pois consegui-
mos calcular a area de um triangulo qualquer utilizando apenas as medidas
de seus lados, independente dos angulos ou de sua altura.

Neste trabalho mostraremos a féormula de Heron com demonstragoes desde a
mais elaborada, feita por ele, até as mais simples que podem ser trabalhadas
em sala de aula para retomar conceitos importantes ja vistos anteriormente
pelos alunos.

Como generalizacao desta féormula, temos a descoberta de Brahmagupta,
matematico e astronomo hindu, que descobriu como calcular a area de um
quadrilatero ciclico, ou inscritivel, em funcao das medidas de seus lados, prin-
cipal foco desta dissertacao.

Brahmagupta também calculou as medidas das diagonais do quadrilatero
ciclico em funcao dos lados, o que também demonstraremos. Depois dele,
o matematico alemao Bretschneider encontrou a féormula de Brahmagupta
generalizada para qualquer quadrilatero convexo.

Ao longo da construcao desta dissertacao, consultei livros didaticos de ma-
tematica para o Ensino Médio, a fim de algum deles citar a formula de Brah-
magupta para quadrilateros ciclicos. Nao encontrei nada a respeito, mas a
surpresa nao foi essa. Infelizmente percebi que o ensino de geometria plana
tem tido um papel secundario nas aulas de matematica.



A algebra ganha tal destaque que ofusca o porqué de estudarmos geometria.
Poderiamos buscar na origem de seu nome, “medir a Terra”, que ja teriamos
nocao de sua importancia. Vivemos num mundo de formas e a geometria é
nossa aliada para interpreta-lo num pedaco de papel, como em mapas, para
nos localizar, usando longitude e latitude, por exemplo, ou mesmo para co-
nhecer o tamanho deste planeta, como Eratéstenes fez na Grécia Antiga.

Em [8], p.15, lé-se: O conceito de espago comegou, naturalmente, como um
conceito de lugar, a Terra. Comecou com um desenvolvimento técnico que
0s egipcios e 0s babilonios chamavam “medida da terra”. A palavra grega
para isto € geometria, mas 0s assuntos nao sao totalmente iguais. Os gregos
foram os primeiros a perceber que a natureza poderia ser entendida usando-se
a matemdtica - que a sua geometria poderia ser aplicada para revelar, nao
apenas para descrever. Desenvolvendo a geometria a partir de descrigoes
simples de pedra e areia, os gregos extrairam a ideia de ponto, linha e plano.
Retirando a cortina que encobria a matéria, eles revelaram uma estrutura
possuidora de uma beleza que a civilizacao nunca tinha visto antes.

A geometria nao ajuda apenas nossa geografia, basta uma caminhada pelo
meio urbano e encontramos formas geométricas essenciais ao mundo mo-
derno. Nossa publicidade do mundo capitalista, que busca logos e formas
que chamem nossa atencao, consumidores. Basta um pouco de percepcao
para encontrar um octoégono formado por temakis, ou triangulos equilateros
que combinados representam uma marca de automaveis.

Em nossos computadores, tablets e smartphones a geometria plana aparece
novamente, sé6 que aliada a geometria analitica, que juntas trazem formas
para animacoes tridimensionais, como podemos ver num filme da Pixar ou
jogando videogame. A geometria plana também é a base para nossos estudos
da geometria espacial, que possibilita estudar os objetos ao nosso redor, e
criar novos, como podemos ver em embalagens industriais ou em lindas cons-
trucoes, por exemplo na arquitetura refinada de Oscar Niemeyer.

Dentro desse mundo de formas, uma figura muito comum de encontrar é
o circulo. E se colocarmos uma figura dentro deste circulo? E se essa figura
for um quadrilatero e caso queria o de maior area possivel? Teremos o qua-
drilatero inscritivel, e para calcular sua area podemos usar como ferramenta
a férmula de Brahmagupta.



Ao final desta dissertacao, mostraremos um plano de aula com a finalidade
de trabalhar a féormula de Brahmagupta em sala de aula no Ensino Médio,
principal propésito deste trabalho. O professor que consulta-lo tera o suporte
de um roteiro, para planejar sua aula, acompanhado de atividades, livre para
adapta-las conforme seus propésitos. No apéndice deste trabalho encontram-
se as resolucoes destas atividades.

No Capitulo 1 deste trabalho serd apresentada a férmula de Heron para drea
de triangulos e trés demonstracoes diferentes, além de uma breve historia
sobre quem foi Heron de Alexandria.

A seguir, no Capitulo 2, a generalizacao da férmula de Heron para qua-
drilateros ciclicos, ou seja, de Brahmagupta. Esta também ¢ demonstrada
de trés maneiras diferentes e, para auxiliar, também é apresentada a férmula
para as diagonais do quadrildtero inscritivel. Ainda, no mesmo capitulo,
¢ trabalhada a expressao para area de quadrilateros convexos quaisquer,
também chamada por férmula de Bretschneider.

Para finalizar, o Capitulo 3 é composto pelo plano de aula para professo-
res que queiram desenvolver tais assuntos no Ensino Médio.



Capitulo 1

Formula de Heron

Dado um triangulo cujos lados medem a, b e ¢ sua area S pode ser calculada
por S = \/ p(p —a)(p—b)(p — ¢), onde p é seu semiperimetro. Tal férmula,
foco de estudo deste capitulo, garantiu fama a Heron de Alexandria. Con-
taremos um pouco de sua historia e, em seguida, trés maneiras diferentes
para demonstrar sua férmula, em que a ultima utiliza os mesmos caminhos
escolhidos pelo préprio Heron.

1.1 Quem foi Heron?

Heron (ou Herao), de Alexandria, Figura 1.1, conquistou seu lugar nos livros
de historia da matematica ao demonstrar a féormula que aqui estudaremos
sobre area de triangulos. Considerado um génio, Heron viveu na segunda
metade do século I d.C. e trabalhou na Universidade de Alexandria apds um
periodo de decadéncia desta.

Além de matematico, foi fisico, astronomo e engenheiro, e adotava um perfil
mais pratico, as vezes inventor, inclusive. Isto justifica seu maior trabalho na
matematica estar ligado a mensuracao. E possivel encontrar em seus traba-
lhos uma maquina de vapor primitiva, bomba d’dgua para apagar incéndios
e até mesmo uma maquina para vender dgua.
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Figura 1.1: Heron de Alexandria, [14].

Na matematica, estudou problemas ligados a medida de area de algumas
figuras planas e de volume de sélidos geométricos. Heron também ensina
métodos, de seu perfil pratico, como, por exemplo, aproximar raizes de um
nimero inteiro. Sua principal obra foi “A Métrica” (em grego, Metrika),
dividida em trés livros, onde a demonstracao da férmula para calculo de area
de triangulo pode ser encontrada no Livro I, [4].

Embora Heron seja conhecido por esta formula, o arabe Abu’l Raihan Muham-
mad al-Biruni (973 - 1048) contestou a descoberta de Heron, alegando que
o devido mérito seria de Arquimedes. Como a demonstragdo mais antiga
conhecida por nods esta em “A Métrica”, nada mudou.

1.2 Primeira demonstracao

Dentre todas as demonstragoes da férmula de Heron esta é a mais simples, a
qual ¢ sugerida como exercicio em muitos livros do ensino bésico. Pode ser
trabalhada inclusive no Ensino Fundamental, quando o aluno ja estudou o
teorema de Pitagoras e areas.

Esta demonstracao (como a maioria apresentada nesta dissertagdo) é um
otimo exemplo para aplicacao de fatoracao, contetiido que ao ser ensinado
fica muito vaga sua importancia para os alunos.

Pode ser encontrada em [3], além de ser proposta como exercicio em outros
livros de geometria.
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1.2.1 Pré-requisitos

- Teorema de Pitagoras;
- Fatoracao;
- Area de triangulo dados um lado e sua altura relativa.

1.2.2 Demonstracao

Seja um triangulo qualquer ABC, tal que! AB = ¢, BC = a e AC = b.
Tracamos a altura relativa a um dos lados, como na Figura 1.2.

A

Figura 1.2: Demonstragao utilizando o teorema de Pitagoras.

O lado BC foi dividido tal que BH = x ¢ HC = a — . Aplicando o
teorema de Pitdagoras nos triangulos ABH e AC H, obtemos:

A =h?+ 22
V' =h*+ (a —2)?

Como z > 0, isolando z em ¢? = h? 4 2% temos:

x =Vc2— h2.

INesta dissertacao usaremos a notacio AB para o segmento de reta cujos pontos A e
B sao extremidades, e a notacao AB para sua medida.
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Substituindo este valor de z na outra igualdade encontrada, podemos es-
crever:

V=h+(a—VE-h)? b =hr+ad—2aVE - h?+ (Ve — h?)?,

ou ainda,
b =h?+a®> —2aVe2 — h? + & — k2,

de onde segue

2 2 2
/—CQ—hQZG +c —b.

2a

A partir deste momento serd necessario muita atencao em relacao as técnicas
de fatoracao utilizadas:

2 2 2 2 2 2\ 2
\/()2—h2=—a +2C —b :>c2—h2:<—a +20_b) .
a a

Logo, temos para h? a expressio:

Neste passo fatoramos, transformando a diferenca de quadrados em produto
da soma pela diferenca:

9 a’+c? — b? a? + 2 — b?
V={c-——m——||ct—F7F7 ],
2a 2a

ou ainda, na forma

B2 <2ac— (a* + 2 — b2)> <2ac+ (a? + ¢ —b2)) ‘

2a 2a

Notamos o trinomio quadrado perfeito em cada fator

[p* = (a = ’[[(a + ¢)* — V7]

B2 =
4a? ’
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de onde podemos escrever

a+b+c)b+c—a)a+c—Db)(a+b—c)
4a?

o

Seja p o semiperimetro do triangulo, entao:

b
p=¥@2p:a+b+c. (1.1)

Podemos expressar cada fator em funcao do semiperimetro p:
e a+b+c=2p;
ebtc—a=2p—2a=2p—a);
e a+c—b=2p—2b=2(p—0);
e a+b—c=2p—2c=2(p—c).
Substituindo estas expressoes obtemos:

2'p(p —a)(p —b)(p — ¢)
4a? ’

h? =

Extraimos a raiz quadrada dos dois lados da igualdade:

h= 2ol 0B 0.

Seja S a area do triangulo ABC em funcao do lado a e sua altura relativa h:

a 2

%-h@Szi-a p(p—a)(p—0)(p— o),

S:

de onde segue

S=plp—a)p—0b)p—-c)

que ¢é a expressao que fornece a drea do triangulo dados os lados.
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1.3 Segunda demonstracao

Outra demonstracao simples e inclusive menos extensa que a primeira, faz
uso da trigonometria, o que restringe tal demonstracao para alunos do En-
sino Médio, embora alguns materiais didaticos ja trabalham este contetido
no 9° ano do Ensino Fundamental II.

Caso haja os pré-requisitos necessarios, é preferivel uséd-la devido a fatoracao
ser mais simples.

1.3.1 Pré-requisitos

- Area de um triangulo em funcao de dois lados e do seno do angulo compre-
endido entre eles;

- Lei dos cossenos;

- Relacao fundamental da trigonometria;

- Fatoracao.

1.3.2 Demonstracao

Podemos calcular a area S do triangulo ABC, conforme Figura 1.3:

1 2S5
S = ibcsena & oseno = —

be

Figura 1.3: Demonstragao utilizando trigonometria.
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Utilizando o mesmo angulo « na lei dos cossenos, temos:

b2 2 2
a’> =b* 4+ — 2bccosa < cosa = %-
c

Pela relacao fundamental da trigonometria obtemos:

25\* | (V*+ 2 —a?)’
2 27 _— p—y
(sena)” + (cosa)” =1 < (bc) —l—( e ) L.

Isolamos a area S e fatoramos a expressao
165% = (2bc)* — (b* + & — a*)?,
podemos escrever

165 = (b+c+a)(b+c—a)a—b+c)a+b—rc).

Substituimos cada fator por uma expressao em funcao do semiperimetro p
do triangulo, conforme Eq.(1.1):

165% = 2p(2p — 2a)(2p — 2b)(2p — 2¢) & 165% = 2*p(p — a)(p — b)(p — ¢).

Extraimos a raiz quadrada dos dois lados da igualdade e obtemos

S=plp—a)p—0b)p—-c)

que ¢é exatamente a expressao para a area do triangulo de lados a, b e c.

1.4 Terceira demonstracao

Dentre as demonstragoes apresentadas neste trabalho, esta é a mais extensa
e elaborada. Segundo [5] foi a prova utilizada por Heron no seu livro “A
Métrica”. Nesta mesma referéncia, Gilberto Garbi cita: Trata-se de um
belissimo desfecho de uma longa cadeia de raciocinios em que, em alguns
momentos, tem-se a sensa¢ao de que Herdo estd vagando sem rumo, per-
dido a procura de algo que nao sabe o que €. Repentinamente, entretanto, a
notdvel formula surge, exprimindo um dos mazis belos teoremas da Geometria.
A mesma demonstracao pode ser encontrada como exercicio em [4], p. 222.
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1.4.1 Pré-requisitos

- Relacoes entre um triangulo e seu incirculo?;

- Area de um triangulo dados seu semiperimetro e o raio da circunferéncia
inscrita;

- Angulos inscritos numa circunferéncia;

- Congruéncia de triangulos;

- Semelhanca de triangulos;

- Fracoes equivalentes;

- Relacoes métricas no triangulo retangulo.

1.4.2 Demonstracao

Seja o triangulo ABC tal que AB = ¢, BC' = a e AC = b, como na Figura
1.4(a), e I o centro da circunferéncia inscrita ao triangulo (incentro), que o
tangencia nos pontos D, F e F.

(a) Relagoes entre as medidas do (b) Determinando os pontos G e H.
tridngulo e da circunferéncia.

Figura 1.4: Triangulo e sua circunferéncia inscrita.

Segmentos tangentes a circunferéncia que se interceptam num ponto externo
sao congruentes, entao AE = AF, BD = BF e CD = CFE.

2Em [4] usa-se incirculo para denotar o circulo inscrito na figura.
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Tracamos na reta % um segmento CG, tal que CG = AF. Também encon-
tramos o ponto H tal que seja a interseccao entre as retas perpendiculares
ao segmento BI (passando por I e cortando BC em J) e ao segmento BC
(passando por C'), como podemos ver na Figura 1.4(b).

Notemos que os pontos B, C', I e H estao numa mesma circunferéncia, pois
ABIH e ABCH sao retangulos e inscritos na circunferéncia de diametro
BH.

Nesta mesma circunferéncia notamos que m, <CAB) 34+ m, (BAC> = 360°.

(a) Circunferéncia formada pelos pontos  (b) Arcos contidos nesta circun-
B, I,CeH. feréncia.

Figura 1.5: Relacionando os angulos CIB e BHC.

Um angulo inscrito na circunferéncia mede a metade da medida angular do
arco o qual determina, entao:

CB) +m, (BC) 3500

= 180°.
2 2

m (CfB) +m (Bﬁ[C) _ (

Portanto os angulos CIB e BHC sdo suplementares.

3Nesta dissertacio usaremos a notacio me (C’AB) para a medida angular do arco C’AB,

ou seja, o arco cujas extremidades sao os pontos C' e B no sentido horario.
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Nos pontos de tangéncia D, F e F' o raio da circunferéncia inscrita é per-

pendicular aos lados do triangulo. Como resultado temos ABE 1= AQDI ,

ACDI = ACEI e AAET = AAFI, entao EIA = FIA, EIC = DIC e

DIB = F1IB, conforme podemos observar na Figura 1.6(a). Concluimos que:
2.m (EfA) +2.m (DfB) +2.m (DfC) = 360°,

ou ainda, simplificando,

m (BLA) +m (CIB) = 180"
Notemos a seguinte relagao:

m (CiB) +m BHO) — 180°
m(CIB) +m EfA) — 180°

- BHC ~EIA

(a) O incentro do triangulo. (b) Triangulos semelhantes.

Figura 1.6: Algumas congruéncias e proporgoes.

A partir dessa igualdade concluimos que ACHB ~ AFEIA, conforme a Fi-
gura 1.6(b), e encontra-se a proporgao:

BC CH

AE  IE’
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Outra semelhanca notavel é AIDJ ~ AHCJ, pois IJD ~ HJC (angulos
opostos pelo vértice) e IDJ e HC'J sao retos, entao

cH_cJ
ID JD’
Como CG=AFE e lEFE =1D = r entao:
BC BC CH CH CJ
CG AE IE ID JD’

Aplicando as relagoes métricas do triangulo retangulo no ABIJ obtemos
(ID)?> = BD.JD, pois ID ¢ a altura relativa a hipotenusa e BD e JD sao
as projecoes dos catetos relativas a hipotenusa.

Estudando as proporgoes apresentadas temos:

B_C’_g@BCJrCG_OJJrJD@BG_CD
CG JD cG  JD CG JD

- (BG)? _CD-BD (BG)*  CD-BD
CG-BG JD-BD ~ CG-BG  (ID)? "’

de onde segue

(BG-ID)*=CG-BG-CD - BD.

Podemos concluir, a partir da Figura 1.7, as seguintes relacoes entre as me-
didas trabalhadas na proporcao anterior:

e /D =r, onde r é raio da cinfunferéncia inscrita;

e BG = p, onde p é o semiperimetro do triangulo;

e C(G=BG—-BC=p—BC=p—a;

e BD=BG-—-DG=p—AC =p—b;

e CD=BG—-(BD+CG)=p—AB=p—c.
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Figura 1.7: Relacoes entre as medidas dos lados do triangulo.
A area S do triangulo ABC pode ser calculada pela formula S = r - p, por-

tanto S = BG - ID.
Substituindo em (BG - ID)?> = BG - CG - BD - C'D encontramos:

S*=p(p—a)(p-0)(p - o).

Extraindo a raiz quadrada dos dois lados da igualdade temos

S=Vpp—a)p-b)p -0

que, mais uma vez, ¢ a expressao para a area do triangulo de lados a, b e c.




Capitulo 2

Formula de Brahmagupta

Apés estudar a férmula de Heron no capitulo anterior, agora chegamos ao
objetivo desta dissertacao: a férmula de Brahmagupta. Com esta calculamos
a drea de um quadrilatero inscritivel (ou ciclico) usando apenas as medidas
de seus lados.

Dado um quadrilatero inscritivel qualquer cujos lados medem a, b, ¢ e d, sua
drea S pode ser calculada por S = \/(p—a)(p—0b) (p—c)(p—d), onde p ¢
seu semiperimetro. Podemos interpretar a férmula de Heron para triangulos
como um caso particular, onde a medida de um dos lados do quadrilatero é
nula.

Ao longo deste capitulo trabalharemos com trés possiveis demonstragoes da
formula de Brahmagupta, um pouco sobre a historia deste matemaético, sua
conclusao sobre o calculo das diagonais do quadrilatero ciclico e também uma
extensao da formula de Brahmagupta para a area de quadrilateros quaisquer,
que também pode ser chamada por férmula de Bretschneider.

Para o estudo deste capitulo é recomendado ao leitor que se recorde que
para um quadrilatero ser inscritivel é necessario e suficiente que seus angulos
opostos sejam suplementares. Para maiores detalhes consulte a referéncia
3], p- 171

16
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2.1 Quem foi Brahmagupta?

Devido a uma série de invasoes, o povo hindu se consolidou através de in-
fluéncias de varios outros povos, entre eles os arianos, persas e macedonios
de Alexandre, o que contribuiu nao sé culturalmente, mas cientificamente
também. A matematica indiana teve grande progresso enquanto o Império
Romano do Ocidente caia, embora haja caréncia de registros e problemas
sobre a ordem cronolégica de seus estudos. Para a época, a I/ndiat7 Figura
2.1, era relativamente longe da Europa, seus estudos chegaram ao Ocidente
através de Bagda e da matematica arabe.

MDA
/’r \ 500-1150

- \(f
/—/J ” /'HL\XJ— {8

{ Ujjain T
/i ]

Fint
A

Figura 2.1: Mapa da India entre 500 a 1150, [4].

Os hindus consideravam-se astronomos e os estudos sobre a matemaética ser-
via como uma ferramenta. A mais famosa contribuicao indiana a nossa ma-
tematica atual foi o sistema posicional de numeracao na base dez, hoje usado,
embora ainda haja dividas sobre sua origem. Muito foi contribuido para a
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trigonometria, embora a geometria era o principal foco de estudo devido ao
interesse em construcao e medidas de templos sagrados, ou seja, era larga-
mente empirica e em geral se ligava & mensura¢ao, [4]. Também havia o
interesse por algebra e combinatoria.

Figura 2.2: Brahmagupta, [12].

Brahmagupta, Figura 2.2, compoe a lista dos matematicos hindus mais im-
portantes, junto com Aryabhata e Bhaskara. Viveu no século V, sob a di-
nastia Gupta, Figura 2.3, nasceu em 598 d.C. e viveu até 665, no minimo,
[10]. Morava e trabalhava em Ujjain, onde também viveu Bhaskara posteri-
ormente.

§ _:-Mpm"""g' GUPTA
por volta de 4900 d.C.

o

Figura 2.3: Império Gupta por volta de 400 d.C., [4].
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Sua principal obra é “Brahma-Sphuta-Sidd’hanta” (O Sistema de Brahma
Revisado), de 628 d.C., [4], sobre astronomia, onde dois dentre seus 21
capitulos trabalham matematica. Dentre os assuntos estudados por Brah-
magupta destacam-se equagoes lineares indeterminadas e do segundo grau,
método para formar ternas pitagéricas e aritmética com quantidades nega-
tivas, embora seu trabalho mais memoravel, foco dessa dissertacao, seja a
formula para drea de quadrildteros ciclicos e de suas diagonais. O equivoco
de Brahmagupta foi nao citar que tais féormulas eram restritas para qua-
drilateros ciclicos, embora nao superou o principal engano que cometeu, ao
afirmar que 0 =0 = 0.

2.2 Primeira demonstracao

Nesta primeira prova da férmula de Brahmagupta trabalhamos com assuntos
mais basicos da matemadtica, como semelhanca de triangulos e a féormula de
Heron, no entanto seu desenvolvimento nao ¢é trivial.

O grande truque ¢é prolongar dois lados do quadrilatero e trabalhar as areas
dos triangulos encontrados, semelhantes entre si. O aluno pode ter dificul-
dade ao manipular as proporcgoes encontradas e recordar a relacao entre as
areas de triangulos semelhantes.

Esta demonstracao pode ser encontrada de forma mais resumida em [7].

2.2.1 Pré-requisitos

- Semelhanca de triangulos;

- Razao entre areas de figuras semelhantes;
- Férmula de Heron para area de triangulos;
- Fatoracao;

- Razao e proporcao.

2.2.2 Demonstracgao

Seja ABC'D um quadrilatero inscritivel tal que AB =a, BC =b, CD =ce
AD = d, Figura 2.4. Se o quadrilatero ¢ inscritivel entao seus angulos opos-

tos sao suplementares, assim se m <DAB) = a entaom <BC’D) = 180° —q,
e, analogamente, se m (C’f)A) = [ entao m (ABC) = 180° — £.
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Figura 2.4: Angulos opostos no quadrildtero inscritivel.

Neste quadrilatero, prolongamos os lados AB e DC' até que se interceptem?
no ponto E, como na Figura 2.5. Admitamos que AE = x e DE = y, entao
temos BE =x—aeCE =y —c.

Figura 2.5: Lados AB e C'D prolongados.

Notemos que AADE ~ ACBE. Como a area do quadrilatero é a dife-
renca entre as areas desses triangulos, calculamos pela férmula de Heron a
area do triangulo ADFE, sendo = + y + d seu perimetro.

IEsta demonstragao nao é valida para o retangulo (paralelogramo inscritivel).
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r+y+d r+y+d r+y+d r+y+d
Sape = 5 5 T Y T—d 5

ou ainda, na forma

&wE:ivﬂx+y+dﬂ—x+y+dﬂx—y+dﬂx+y—d)

Pela semelhanca de triangulos encontramos a seguinte proporcao:

Ao desenvolver esta dupla igualdade é possivel encontrar as seguintes relagoes
entre x e y:

d(a+c)
CETYE T
d(a —c
o r—y= (d+b)'

Relacionando a medida d com essas igualdades encontradas, temos:

d(a+c)+d_d<a+c+1> _dlatctd-b)

d—>b d—1>b d—b ’

e r+y+d=

._x+y+d:—ﬂa—@+d:d(c—a+1):d@—a+d+@_

d+b d+b d+b ’
d(a — ¢) a—c dla—c+d+0)
—ytd= d=d 1) = :
R e S <d+b+ > b
d d b—d
A a5 B

Substituimos essas expressoes no calculo da area do triangulo ADFE, a qual
obtivemos pela formula de Heron
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S 1 d(a+c+d—b) d(c—a+d+b) d(a—c+d+b) d(a+c+b—d)
ADE = 4 d—b d+b d+b d—b

que, apos simplificagao, fornece

1 d?
SADE:Z‘m\/(a+c+d—b)(()—a+d+b)(a—C+d+b)(a+C—|—b—d).

Da semelhanca entre os triangulos ADE e CBE temos:

ScBE _ b  Sape — Sapcp _ b*  Sapep  d* =1
Sapr  d? SapE d? SapE az

Substuindo no calculo da area do triangulo ADFE, encontramos uma primeira
expressao para a area do quadrildtero desejado

Sipp = 1 SApE
4 Sapep

Via+et+d=b)(c—a+d+b)(a—ct+d+b)(a+c+b—d)

ou ainda, na seguinte forma

1
SABCD:Z\/(CL—FC—FCZ—b)(C—a+d+b)(a—C+d+b)(a+C+b—d).

Definimos p o semiperfmetro do quadrildtero, onde p = 2+ttetd

manipular a expressao para a area do quadrilatero e obtemos

. Podemos

1
Sapcp = 7/ (2p — 2b) (2p — 2a) (2p — 20) (2p — 2d),
ou ainda, na forma final

Sapep =+ (p—a)(p—0b) (p—c)(p—d),

que é a férmula de Brahmagupta.

Como foi mencionado no inicio deste capitulo, Brahmagupta cometeu um
equivoco ao nao mencionar que a férmula para area de quadrildteros é res-
trita aos ciclicos, cujos angulos internos opostos devem ser suplementares.
Um exemplo simples mostra que mantendo as medidas dos lados de um qua-
drilatero fixas e alterando seus angulos internos, sua area se altera também.
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Ao manipular os angulos internos de um quadrado, podemos transforma-lo
num losango, tal que diferenca entre as diagonais fique cada vez maior. Em-
bora as duas figuras tenham as mesmas medidas de lados, a area do losango é
claramente menor que a area do quadrado. Assim uma férmula para a area de
um quadrildtero convexo qualquer deveria conter também informacao sobre
os angulos internos, como sera visto mais adiante na Secao 2.6.

A
A,
C,
C

Figura 2.6: Um quadrado e um losango cujos lados tém a mesma medida.

2.3 Segunda demonstracao

Assim como a segunda demonstracao da férmula de Heron, essa também uti-
liza como base a trigonometria. Dentre as provas trabalhadas neste capitulo,
esta é a mais simples devido as ferramentas utilizadas, pois sao recursos que
geralmente trabalhamos com o aluno do Ensino Médio, como lei dos cosse-
nos e a area de um triangulo em funcao de dois lados e do seno do angulo
compreendido entre eles.

Esta demonstracao ¢ a mais adequada para o professor trabalhar em sala de
aula, embora seja necessaria muita pratica por parte do aluno para acompa-
nhar a fatoragao utilizada no desenvolvimento algébrico.

2.3.1 Pré-requisitos

- Seno e cosseno de angulos suplementares;
- Area de um triangulo em funcao de dois lados e do seno do angulo compre-
endido entre eles;
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- Lei dos cossenos;
- Relacao fundamental da trigonometria;
- Fatoracao.

2.3.2 Demonstracgao

Seja ABC'D um quadrilatero inscritivel tal que AB = a, BC = b, CD = ¢,
AD = d e diagonal AC' = z. Seus angulos opostos sao suplementares, como
esquematizado na Figura 2.7.

A

Figura 2.7: Os triangulos ABC e ACD formados pela diagonal AC.

A diagonal divide o quadrilatero em dois triangulos, ABC e AC'D, e a soma
de suas areas resulta na area desejada. Para a area de cada triangulo usamos
um dos angulos internos e a medida dos seus lados adjacentes ao angulo.

absenav  cdsen(180° — )

Sapcep = Sapc + Sacp € Sapcep = 5 + 5 :
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Da trigonometria, lembramos que sen(180° — a) = sena e cos(180° — «) =
—cos a. Aplicando este fato e fatorando a expressao encontrada, temos:

285
sena (ab + cd) < sena = 7@6144]—3(25.

Sapcp =

Nos triangulos ABC e ACD aplicamos a lei dos cossenos e obtemos, res-
pectivamente:

o 22 =a?+b*>—2abcosa;
o 12 =+ d? — 2cdcos(180° — a) & 22 = 2 + d* + 2cd cos a.
Como x > 0 podemos igualé-las:
a? +b* — 2abcosa = ¢ + d* + 2cdcos o &

a’ + b — ¢ — d? = 2abcos a + 2¢d cos a-

Fatoramos e isolamos cos «:
a?+ b — 2 — @2
2(ab + cd)

cosa =

Usamos a relacao fundamental da trigonometria para relacionar as igualdades
encontradas até entao, obtemos:

2 2 2Sa5cp )\’ a4 b2 — 2 — d?2\*
_1 =1.
(sena)” + (cos @) < < ab + cd * 2(ab + cd)

A partir deste ponto, desenvolvemos algebricamente a igualdade para a ex-

pressao da drea do quadrilatero desejado:
A(Sapcp)’  (a®+ 02— 2 — d?)?
(ab+ cd)? 4(ab + cd)?

=1,

ou ainda, na forma

16(Sapcp)” + (a® + 02 — & — d?)* = 4(ab + cd)?,
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que, apos a fatoracao, fornece

16(Sapcp)’ = (2(ab+ cd) — a® — b* + ¢ + d?) (2(ab + cd) + a® + b* — & — d?) .

Notemos que sao formados trindmios quadrados perfeitos nos fatores, logo
16(Sapcn)” = [(c+d)* = (a = b)*][(a +b)* = (¢ = d)?],
ou ainda, na seguinte forma

16(Sapcp)’ = (c+d—a+b)(c+d+a—b)(a+b—c+d)(atb+c—d).

W. Substituindo na

Seja p o semiperimetro do quadrildtero, onde p =
expressao anterior, temos:

16(Sascn)’ = (2p — 2a)(2p — 2b)(2p — 2¢)(2p — 2d)
que, apos simplificagao, fornece

16(Sapcn)’ = 16(p — a)(p — b)(p — ¢)(p — d).

Como o valor da area é positivo concluimos:

Sapcp =V (p—a)(p—b)(p—c)(p — d),

que ¢ a férmula desejada.
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2.4 Diagonais de um quadrilatero inscritivel,
em funcao das medidas dos lados

Como ja citado, Brahmagupta também calculou a medida das diagonais de
um quadrilatero ciclico em funcao de seus lados. Seja ABC'D um quadrilatero
inscritivel tal que AB = a, BC' = b, CD = ce AD = d. Suas diagonais
podem ser calculadas por:

AC? — (ad + be)(ac + bd)
B ab+ cd
¢
BD? — (ac + bd)(ab + cd)
B ad + bc '

Em [5], p.138, lé-se: Estas formulas apresentam uma simetria admirdvel. Da-
dos 4 entes quaisquer a, b, c e d, existem somente trés maneiras de agrupd-los
em dois pares: ab e cd, ad e bc e ac e bd. Todos os trés agrupamentos apare-
cem nas formulas das diagonais dos quadrildteros inscritiveis, em mais um
exemplo dos belos padroes dos quais a Matemdtica estd repleta.

A seguir mostraremos um possivel cdlculo para esta conclusao a fim de usar-
mos para a terceira demonstracao da férmula de Brahmagupta para area do
quadrilatero ciclico desta dissertacgao.

2.4.1 Pré-requisitos

- Cosseno de angulos suplementares;
- Lei dos cossenos;
- Fatoracao.

2.4.2 Demonstracgao

Neste tépico, demonstraremos a férmula citada para a diagonal AC. Supo-
nha a medida de AC seja x.

Notemos na Figura 2.8 que a diagonal AC' divide o quadrilatero nos triangulos
ABC e ACD.

No triangulo ABC' aplicamos o lei do cossenos:

a’ +v? — z?

22 =a®+ b —2abcosa < 2abcosa = a® + b? — 2?2 & cosa = 500
a
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Figura 2.8: As diagonais AC e BD do quadrilatero ABCD.

No triangulo AC'D também aplicamos o lei do cossenos:
2 =+ d® — 2cdcos (180° — a) & 2% = & + d° + 2cdcosa &
2 _ 2 2
xt—c"—d
2cdcosa =12 —? —d* & cosa = ————
2cd
Igualando as duas expressoes, obtemos:

-2 —d a+v-2?

2cd 2ab
Desenvolvemos algebricamente essa igualdade para x.
22ab — 2ab — d*ab = a’cd + b*ed — 22cd,

ou ainda, na forma

2*(ab+ cd) = ad(ac + bd) + be(bd + ac),
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que, apos a fatoracao, nos leva a
2%(ab + cd) = (ad + be)(ac + bd),

de onde segue

2 (ad + be)(ac + bd)
T ab + cd ‘

Demonstracao analoga para a diagonal BD.

2.5 Terceira Demonstracgao

Neste ponto apresentaremos uma demonstracao da férmula de Brahmagupta
usando os resultados da secao anterior.

Esta prova tem grande importancia, pois em [2| temos que a férmula para o
quadrilatero foi usada por Brahmagupta em conjuncao com as férmulas de
suas diagonais, entao é muito provavel que ¢ a demonstracao que mais se
aproxima do que foi feito por ele.

Embora seja um pouco mais extensa, a vantagem ao trabalhar com essa
demonstracao em sala de aula é poder mencionar e desenvolver também as
formulas para as diagonais do quadrilatero ciclico, além de sua proximidade
ao trabalho original de Brahmagupta.

2.5.1 Pré-requisitos

- Diagonais de um quadrilatero ciclico, em funcao das medidas dos lados;

- Area do triangulo em funcao dos lados e do raio R da circunferéncia cir-
cunscrita;

- Lei dos senos e lei dos cossenos;

- Teorema de Pitagoras;

- Fatoracao.
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2.5.2 Demonstracao

Para esta demonstragao ¢ preciso recordar primeiramente o célculo da éarea
de um triangulo em funcao das medidas dos seus lados e do raio R da circun-
feréncia circunscrita. Interpretemos a area do quadrilatero ciclico a seguir
como a soma das areas dos triangulos ABC e ADC'. Veja Figura 2.9.
Assim, temos:

abr  cdx T

AR T aR T CaBep =R

Como AC = z aplicamos a relacao exibida na secao anterior, logo

(ab + cd) \/(ad + be)(ac + bd)
4R ab + cd

Sapep = Sapc + Sacp = (ab+ cd).

SABCD -

Y

ou ainda, na seguinte forma,

1
Sapep = i (ab + cd)(ad + be)(ac + bd). (2.1)

Para concluirmos a férmula de Brahmagupta desejada devemos encontrar
o raio R em funcao das medidas dos lados do quadrilatero. Focaremos no
triangulo ABC, tracando sua altura relativa ao lado BC, como esquemati-
zado na Figura 2.10. Encontraremos trés relagoes neste triangulo que nos
permitira tal conclusao.

Aplicamos o lei dos cossenos no triangulo ABC', logo:

. BH
22 =a>+1*—2abcos B 2?2 =a?+ b —20b— = 2? = a®>+b*—2b- BH.
a

Assim a primeira relagao encontrada é:

a? +b> — 22

BH =
2b

No triangulo retangulo ABH podemos aplicar o teorema de Pitagoras, tendo
assim a segunda relacao:

a> =h?+ BH? < h? = a®> — BH?.
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Figura 2.9: Os triangulos ABC' e AC'D também inscritos na circunferéncia.

E, por fim, a terceira relagao no triangulo ABC, a qual envolve o raio R da
circunferéncia circunscrita: lei dos senos. Aplicando-a, obtemos:

x x ax
~-=2R& - =2R& h=—-
senB h 2R

a

Eliminando BH nas duas primeiras relagoes, encontramos:

2 2 2\ 2 2 2 2 2 2 2
o o (@ +b—u 2 a*+b"—x _a bt
h*=a (7% > & h' = <a+72b ) (a —

Desenvolvendo e fatorando a expressao anterior, obtemos:

s lla+0)?—2?z* — (a—b)?
= 402 '
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Figura 2.10: A altura AH do triangulo ABC.

Da terceira relacio obtemos h? e substituimos na expressao anterior

a*z?  [(a+b)? —2?|[z* — (a —b)?]
AR 402 ’
ou ainda, na seguinte forma
2 (abx)?

 lla+0)? —2?fa? = (a— b2’

Vamos estudar separadamente as expressoes ¥° — (a — )% e (a + b)? — 22,
lembrando que x é a medida da diagonal AC' (omitiremos alguns desenvolvi-
mentos, deixando a cargo do leitor):

2 (ad—i—bc)(ac—i—bd)_(a_b)Q: ab(c—i—d—a—i—b)(c—i—d—l—a—b):

ab + cd ab + cd

o (ath)?—a? = (aer)g_(ad—l—bc)(ac—l—bd) _ abla+b— c—i—d)(a+b+c—d)‘
ab + cd ab + cd

o 7°—(a—b)




CAPITULO 2. FORMULA DE BRAHMAGUPTA 33

Definimos p o semiperimetro do quadrilatero, onde p = w. Substi-
tuindo nas expressoes anteriores, obtemos:

2 ab(2p — 2a)(2p — 2b)

2_
o (a+ D) b+ cd ;
2 2 ab(2p—2c)(2p —2d)
 (atb) -7 = ab + cd

Voltamos ao cédlculo de R depois de estudarmos as expressoes 22 — (a — b)?
e (a + b)? — z? anteriores. Logo, podemos escrever

R — (abx)?
o (ab(2p72a)(2p72b)> (ab(2p72c)(2p72d)> ’
ab+cd ab4-cd
ou na forma
R z*(ab + cd)?

16(p —a)(p —b)(p — c)(p — d)
Novamente usamos a expressao para a diagonal de medida = e obtemos

R (ad + be)(ac + bd) (ab+ cd)?
(ab + cd) 16(p — a)(p = b)(p — c)(p — d)’
que nos leva a expressao

o (ad+bc)(ac+ bd)(ab + cd)
- 16(p—a)(p = b)(p—c)(p — d)

Extraimos a raiz quadrada desta expressao e como R > 0 temos:

B 1\/ (ad + be)(ac + bd)(ab + cd)

A\ p—a)p-b)p—c)(p—d)

Agora, com a medida de R, em funcao das medidas dos lados do quadrilatero,
voltamos ao ponto inicial, quando encontramos uma expressao para a area
do quadrilatero ABC'D. Substituimos R na Eq.(2.1):

1 (p—a)p—0)(p—c)(p—d
S“”D‘714'¢@m+¢@mc+mnmn+M)¢mb+“ﬁwd+“x“+b@’

ou ainda, finalmente, na seguinte forma

Sapcp = \/(]9 —a)(p—"b)(p—c)(p—d).
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2.6 Area de quadrilateros convexos quaisquer

Ao pesquisar sobre a féormula de Brahmagupta é comum encontrarmos uma
generalizacdo para quadrildteros convexos quaisquer, como em [2], [4], e [7],
devido ao equivoco de Brahmagupta ao nao mencionar que sua férmula era
restrita a quadrilateros ciclicos.

Num quadrilatero de lados a, b, ¢ e d e com dois angulos internos opostos
entre si de medidas a e 3, sua area S pode ser calculada por:

Sapon = \/ (0 a)(p— B)(p— )(p — d) — abed cos? (#)

No entanto é raro encontrar sua demonstracao, o que faremos a seguir, e a
relacdo com o matematico alemao Carl Anton Bretschneider, que a descobriu
em 1842, [13].

2.6.1 Pré-requisitos

- Area de um triangulo em func¢ao de dois lados e do seno do angulo compre-
endido entre eles;

- Lei dos cossenos;

- Férmulas de adigao (cosseno da soma de arcos) e multiplicacdo (cosseno
arco duplo);

- Relacao fundamental da trigonometria;

- Fatoracao.

2.6.2 Demonstracgao

Seja ABC'D um quadrilatero convexo tal que AB = a, BC = b, CD = ¢,
AD =d, m (ABC) =a,m (C’f)A) = (3 e sua diagonal AC = x, conforme
a Figura 2.11.

Para o calculo da area focaremos nos triangulos formados pela diagonal AC"

1 1
Sapcp = Sapc + Sapc < Sapep = 5(1[)5611(1 + §cdsenﬁ.

Elevamos ao quadrado os dois lados desta igualdade, podemos escrever:

4 (SABCD)2 = (absena)? + (cdsenf3)? + 2abed senarsen 3.
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Figura 2.11: Quadrilatero qualquer e sua diagonal AC.

Aplicamos o lei dos cossenos nos triangulos citados:
22 =a? 4+ b* — 2abcosa
2=+ d*—2cdcosf

[gualando-as, encontramos:

a’*+b*—2abcos o = A +d*—2cd cos f < a*+b*—c*—d* = 2ab cos a—2cd cos 3.

Elevamos ao quadrado os dois lados desta igualdade para depois comparar
com a expressao para area que ja obtivemos anteriormente:
(CL2 + b2 _ CQ _ d2)2
4

= (abcos a)? — 2abed cos acos 3+ (cd cos B)2.

Somamos, ja fatorando o que possivel, esta tltima igualdade com a expressao
encontrada até entao envolvendo a area do quadrilatero ABC'D. Ao fatorar,
encontrarmos (sena)? + (cosa)? e (senB)? + (cos8)?, o que pela relagio
fundamental da trigonometria podemos substituir por 1. Assim temos:

5 (a2+b2 _CQ o d2)2

4 (Sapep)™+ 1 = (ab)*+(cd)?—2abcd(cos o cos f— sena sen3).
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Neste passo utilizamos a formula para o cosseno da soma:

(a2 + b2 _ C2 _ d2)2

1 = (ab)* + (cd)? — 2abed cos(ar + f3).

4 (SABCD)2 +

Para fatorarmos a soma (ab)? + (cd)? adicionamos 2abed a fim de completar-
mos um trinéomio quadrado perfeito e simultaneamente subtraimos a mesma
expressao. Obtemos entao:

(a2 + b2 _ 02 _ d2)2
4

4 (SABCD)2 + = (ab + cd)? — 2abed[1 + cos(a + B)].

Da férmula do cosseno do arco duplo temos que cos(26) = cos? 0— sen?@, e uti-
lizando a relagao fundamental da trigonometria é equivalente a cos(20) +1 =
2 cos? . Para mais detalhes consulte [6].

Seja 20 = a+ [ & 0 = # Substituindo na férmula mencionada te-
mos cos(a + ) + 1 = 2cos?(242). Assim, nossa expressdo para a drea do
quadrilatero é:

(aQ L2 d2)2
4

4(Sapep)’ + = (ab+ cd)? — 4abed cos? <oz2j> :

ou ainda, na seguinte forma

16 (Sapep)’ + (a? + b* — & — d?)? = 4(ab + cd)? — 16abed cos? (#) :
Desenvolvemos esta expressao, a fim de encontrar a férmula:

16 (Sapep)’ = (2ab + 2¢d)* — (a® + b* — ¢ — d*)* — 16abed cos’ (a g ﬁ) :

que pode ser escrita como

16 (&4301))2 = [(a+b)* = (c—d)*][(c+d)* — (a—b)?*] — 16abcd cos® (#) .
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Fatorando mais uma vez, encontramos:

16 (Sapep)’ = (a+b4+c—d)(a+b—c+d(c+d+a—b(c+d—a-+
b) — 16abed cos? <#> :

Definimos p o semiperimetro do quadrilatero, onde p = W. Substi-
tuindo na expressao anterior, obtemos:

16 (SABCD)2 = (2p — 2d)(2p — 2¢)(2p — 2b)(2p — 2a) — 16abced cos® (#) ;

que pode ser escrita na forma

(Sasco) = (0 — a)(p— B)(p — c)(p — d) — abed cos’ (C“Qﬁ) .

Como o valor da area ¢é positivo, concluimos:

Sapcp = \/(p —a)(p—="0)(p—c)(p —d) — abed cos? (%),
que ¢ a expressao desejada.

Enfim, no caso em que a + = 180° (quadrildtero inscritivel) recuperamos
a formula de Brahmagupta, pois cos 90° = 0.



Capitulo 3

Plano de aula

Apés explorar as férmulas de Heron e Brahmagupta, chegamos ao principal
motivo desta dissertacao, o plano de aula. A seguir, orientacoes para o
professor que queira trabalhar area de quadrilateros ciclicos em sala de aula,
acompanhadas de atividades para um melhor aprofundamento.

3.1 Formula de Brahmagupta - Um olhar para
a geometria hindu

A férmula de Brahmagupta para o calculo da area de quadrilateros ciclicos,
tema principal desta dissertacao, sera o assunto da aula, como ja indicado no
titulo. Nesta secao, o professor encontrara através dos objetivos uma razao
para trabalha-la com seus alunos. Com os conteidos necessarios e as séries
recomendadas sabera se suas turmas estao aptas para explorar essa aula, e
também encontrara um possivel roteiro de como planeja-la.

3.1.1 Objetivo geral

Por meio de uma introducao sobre quem foi Brahmagupta e a matemaética
hindu, estudar areas de quadrilateros inscritiveis e estender para quadrilateros
convexos quaisquer.

38
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3.1.2 Objetivo especifico

Apresentar um tema mais aprofundado e pouco explorado em sala de aula,
oportunidade para o professor trabalhar assuntos bésicos do conteudo pro-
gramatico. Por exemplo, o primeiro passo em quadrilateros inscritiveis é
saber sua condicao necessaria e suficiente, ou seja, que seus angulos opos-
tos sao suplementares. Neste momento pode-se retomar angulos inscritos na
circunferéncia, um conteudo bésico do Ensino Médio.

3.1.3 Conteudos

Alguns contetidos dos Ensinos Fundamental 11 e Médio serao exigidos como
base para o aluno acompanhar a apresentacao do assunto.

- Angulos opostos no quadrilatero inscritivel.
Os angulos opostos num quadrilatero ciclico sao suplementares, relagao apren-
dida ao estudar sobre angulos inscritos na circunferéncia;

- Area de um triangulo em funcao de dois lados e do seno do angulo

compreendido entre eles.
Dado um triangulo ABC, de medidas AB = ¢, BC = a e AC' = b, sua area
S pode ser calculada por:

1 A 1 . 1 .
S = §absenC’; S = aacsenB; S = §bcsenA.

- Seno e cosseno de angulos suplementares.
sena = sen (180° — «v) e cosav = — cos (180° — «)

- Lei dos cossenos. Dado um triangulo ABC', de medidas AB = ¢, BC' = a
e AC' = b, o quadrado de um lado ¢ igual a soma dos quadrados dos outros
dois lados, menos o duplo produto desses dois lados pelo cosseno do angulo
formado por eles:

a® = b*+c*—2bcos C; b = a’+c2—2ac cos B; ? = a’+b*—2abcos C.

- Relagao fundamental da trigonometria.
Para todo z real temos: sen?z + cos?z = 1.
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- Fatoracao.

Fator comum: ab+ ac = a(b + ¢);

Diferenga de quadrados: a? — b* = (a + b)(a — b);

Trindmio quadrado perfeito: a®+2ab+0? = (a+0b)? e a*> —2ab+b* = (a—b)>.

Caso contrario, o professor pode buscar outra demonstracao trabalhada nesta
dissertacao que nao envolva algum desses assuntos. Ver [3, 6.

3.1.4 Séries

Ao estudar areas de figuras planas, na 1* série no Ensino Médio, o professor
pode estender o estudo sobre quadrilateros, que geralmente os livros limitam-
se aos quadrildteros notéveis (trapézios e seus casos particulares).

O professor também pode optar por trabalhar na 2* série no Ensino Médio,
depois que o aluno estudou a trigonometria necessaria para compreender a
demonstragao, embora na 1* série isto também seja possivel caso o professor
ja queira explorar a trigonometria no triangulo retangulo que o aluno ja tem
estudado desde o 9° ano do Ensino Fundamental II.

3.1.5 Desenvolvimento

A seguir, uma possivel ordem de etapas a serem produzidas pelo professor
em sala de aula ao apresentar a férmula de Brahmagupta aos seus alunos.

Introducgao histoérica

Trazer a historia que existe por tras da féormula, logo no inicio da aula, é es-
sencial para despertar o interesse do aluno e este entender o contexto. Como
o foco da aula nao é sua parte histérica, o professor pode trazer de forma
resumida, sem aprofundar.

Primeiramente, um pouco sobre o estudo da histéria da matematica na [ndia.
Enquanto o Império Romano do Ocidente caia, a matematica hindu florescia,
e como na época eram relativamente muito distantes entre si, foi s6 depois,
através da matematica arabe, que chegou ao Ocidente tais estudos. Ha certa
precariedade nos registros e ainda se estuda muito a respeito da historia da
matematica hindu.
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Comente que a contribuicao mais famosa dos indianos foi o sistema de nu-
meracao decimal e os algarismos, como conhecemos hoje. Dentre outros
estudos dos hindus (se preferir, complemente), a geometria teve grande im-
portancia devido a mensuracao, o que ja nos faz entender um possivel porquée
da férmula de Brahmagupta.

Brahmagupta, que viveu no século V, sob a dinastia Gupta, era astronomo
em Ujjain. A astronomia era a verdadeira paixao dos hindus e o estudo da
matematica uma consequéncia.

Cite alguns assuntos estudados por Brahmagupta, como equacoes lineares
indeterminadas e do segundo grau, método para formar ternas pitagéricas
e aritmética com quantidades negativas, embora seu trabalho mais famoso
¢ o estudo sobre os quadrilateros. No entanto, Brahmagupta cometeu um
grande equivoco ao nao citar que sua férmula era restrita para quadrilateros
inscritiveis.

Geralmente o aluno aprende a técnica para resolver equagoes do 2° grau
como féormula de Bhaskara, que leva erroneamente seu nome. Por ser um
matematico hindu muito famoso entre os alunos, procure relaciona-lo com
Brahmagupta, ja que ambos viveram em Ujjain e tiveram alguns estudos em
comum, como as equagoes de Pell (do tipo y* = az? + 1, onde a nio é um
quadrado perfeito, [4]), porém Bhaskara viveu muito tempo depois de Brah-
magupta.

Mais detalhes na Secao 2.1 desta dissertacao. Para um texto didéatico sobre
a histéria da matemética na India leia [1], p. 24-28.

Formula de Brahmagupta para quadrilateros inscritiveis
Com a férmula de Brahmagupta para quadrildteros inscritiveis (ou ciclicos)

podemos calcular sua area em funcao das medidas de seus lados.

Dado um quadrilatero inscritivel qualquer cujos lados medem a, b, ¢ e d,
sua area S pode ser calculada por

S=\lp-a)p-b)(p—c)(p—d

a+b+c+d
—

onde p é seu semiperimetro, ou seja, p =

Neste ponto da aula é importante retomar o que é um quadrilatero inscritivel
e também chamar a atencao para a notacao que usamos para semiperimetro,
pois os alunos podem confundir com o perimetro.



CAPITULO 3. PLANO DE AULA 42

Exemplo

Logo apés a apresentacao da formula é essencial para a aula um exemplo
numeérico para que o aluno saiba aplica-la e nao tenha duvidas sobre o que
significa cada letra que usamos como notacao. Uma sugestao ¢ mudar os
nomes dos pontos do quadrilatero para que o aluno interprete melhor.

a) Seja PQRS um quadrilatero ciclico tal que PQ =2, QR =6, RS =9 e
SP =17. Usando a férmula de Brahmagupta, calcule sua érea.

Resolucgao: Calculamos seu semiperimetro p, entao p =
Substituindo na férmula, temos:

S=4(12-2)(12-6)(12-9)(12-7) < S =V10-6-3-5

2464+9+7 _ 24 _
)

Neste passo é essencial incentivar os alunos a nao usar a calculadora.
Mostre que ao decompormos os nimeros este calculo torna-se bastante

simples:
S=v2-5-2-3-3-5& 5 =v22.32.52

Ao extrair da raiz quadrada obtemos
S =235« 5=30

unidades de area.

Demonstracgao

Como ja mencionado anteriormente, optamos por expor em sala de aula a
demonstracao para a formula de Brahmagupta trabalhada na Secao 2.3, no
entanto o professor é livre para substitui-la conforme seus propdésitos.

Seja ABC'D um quadrilatero ciclico tal que AB = a, BC = b, CD = c,
AD = d e diagonal AC = x, como na Figura 3.1. Relembramos com os
alunos que seus angulos opostos sao suplementares, uma condi¢ao necessaria
e suficiente para que o quadrilatero seja inscritivel, conforme aprendido em
angulos inscritos na circunferéncia.
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Figura 3.1: Os triangulos ABC e ACD formados pela diagonal AC.

Como o quadrilatero nao é notavel devemos recorrer a outras figuras que
sabemos calcular areas, no caso ao triangulo. A diagonal AC divide o qua-
drilatero em dois triangulos, ABC e AC'D, e a soma de suas areas resulta na
area desejada. Neste momento ¢ possivel discutir com os alunos as maneiras
para o calculo da area de triangulo e qual forma é conveniente conforme os
dados que estamos trabalhando. Desta maneira, temos:

absenav  cdsen(180° — «)
2 + 2

Sapcp = Sapc + Sacp & Sapep =

Retomamos os resultados: sen(180° — ) = sena e cos(180° — a) = — cosa.
Caso o ciclo trigonométrico nao tenha sido aprendido ainda, cite esta con-
sequéncia para angulos suplementares e que serd aprofundada mais tarde.

Substituimos sen(180° — a) por sena e fatoramos a expressao:

sena

SiBcp = (ab+cd).
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Aponte para os alunos que a formula de Brahmagupta envolve as medidas
dos lados, mas nao dos angulos internos e chegar a uma estratégia para a
area nao ficar em funcao do seno de algum angulo. No caso, a estratégia é
trabalhar com o cosseno do mesmo angulo, pela lei dos cossenos.

Nos triangulos ABC' e AC'D aplicamos a lei dos cossenos e obtemos, respec-
tivamente:

o 22 =a?+b*>—2abcosa;

o 12 =c?+d? — 2cdcos(180° — ) & 2% =  + d? + 2cd cos .

Como x > 0 podemos igualé-las:

a?+b*—2abcosa = A4d*+2cd cos a < a*+b*—?—d? = 2abcos a+2ed cos a.

Ao buscar maneiras de relacionar seno e cosseno chegamos a relacao funda-
mental da trigonometria, ou seja, sen’a + cos? a = 1. Esta pode ser incluida
no contetido de trigonometria no triangulo retangulo, no 9° ano do Ensino
Fundamental II, utilizando o teorema de Pitdgoras para demonstra-la.

Para isto, fatoramos e isolamos sena e cos a em cada uma das expressoes ja
encontradas:

o sonq - 29aBcp.
ab+ cd’
a’?+ b — - d?
® cosq = .
2(ab + cd)

Substituindo na relagao fundamental da trigonometria obtemos:

2SaBcp 2+ a?+ b —c?—d? 2_1
ab+ cd 2(ab+ cd) -

A partir deste ponto o aluno deve ficar atento a fatoracao utilizada. Se pre-
ciso, retome este conteido antes.

Encontramos 4(ab + ¢d)? como denominador comum e simplificamos:

16(Sapcn)’ + (a® + 0% — & — d?)* = 4(ab + cd)?
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Subtrafmos (a2 + b — ¢ — d?)* dos dois lados da igualdade a fim de obter
uma diferenca de quadrados:

16(Sapcp)’ = 4(ab + cd)? — (a®>+0* =% — d2)2

Fatoramos usando a diferenca de quadrados:

16.(Sapcp)® = [2(ab+ cd) — a® — b* + 2 + d?][2(ab+ cd) + a® 4+ b* — & — d?).

Notemos que sao formados trindmios quadrados perfeitos nos fatores. Pro-
cure relembrar com os alunos os quadrados da soma e da diferenca para evitar
possiveis dificuldades:

16(SABCD)2 = [(C + d)2 — (CL — b)2][(CL + b)2 — (C — d)2]

Fatoramos novamente usando a diferenca de quadrados:

16(Sapep)’ = (c+d—a+b(ct+d+a—b)lat+b—c+d)(a+b+c—d).

Seja p o semiperimetro do quadrilatero, onde p = W. Substituindo,
temos:
16(Sapcp)” = (2p — 2a)(2p — 20)(2p — 2¢)(2p — 2d),

ou ainda, na forma

16(Sapcn)’ = 16(p —a)(p — b)(p — ¢)(p — d).

Como o valor da area ¢é positivo concluimos a férmula de Brahmagupta:

Sapcp = \/(p —a)(p—b)(p—c)(p—d).
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Formula de Heron para triangulos

Para complementar a aula, é interessante trazer a férmula de Heron para
triangulos, a qual os alunos ja aprenderam quando estudaram as diferentes
maneiras para calcular a area de um triangulo.

Dado um triangulo cujos lados medem a, b e ¢ sua area S pode ser calculada
através da expressao

S=Vpp—a)p—-b)p-o)

atbte oy seja, seu semiperimetro.

onde p = “5+H,

Mostre para seus alunos que esta conclusao de Heron é um caso particu-
lar da férmula de Brahmagupta em que um dos lados do quadrilatero tem
medida igual a zero.

Se o professor preferir, pode explorar com seus alunos a demonstracao da
formula de Brahmagupta da Secao 2.2 que utiliza a férmula de Heron.

3.2 Atividades

A seguir propomos cinco atividades que envolvem a férmula de Brahma-
gupta e a complementam. Primeiramente os trapézios de Brahmagupta, caso
particular de quadrilateros inscritiveis, depois o teorema de Ptolomeu, uma
relacao para os quadrilateros ciclicos que Brahmagupta conhecia e que preci-
saremos para a proxima atividade, diagonais do quadrildtero inscritivel, em
que o aluno conclui a mesma relagao para diagonais em funcao das medi-
das dos lados que Brahmagupta apresentou, drea de quadrildteros converos
quaisquer, uma formula de Brahmagupta adaptada para quadrilateros que
nao sejam necessariamente inscritiveis e, por fim, usando o GeoGebra para
aplicar a formula de Brahmagupta, uma atividade para verificar a féormula
aprendida independente do quadrilatero inscritivel.

3.2.1 Trapézios de Brahmagupta

Brahmagupta também estudou um caso particular de quadrilateros ciclicos,
os trapézios de Brahmagupta, [4]. Dados inteiros positivos a, b, ¢, A, B e C
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tais que a? +0? = ? e A2 + B? = (2, ou seja, dois ternos pitagéricos, o qua-
drilatero inscritivel de lados consecutivos aC', ¢B, bC' e cA tem as medidas
da area e de suas diagonais nuimeros racionais. Nesta atividade, adaptada
de [4], ndo provaremos este fato, mas ao longo dos itens mostraremos que
suas diagonais sao perpendiculares, uma outra consequéncia importante dos
trapézios de Brahmagupta.

a) Mostre que a drea de um quadrilatero inscritivel e circunscritivel, simul-
taneamente, € igual a raiz quadrada do produto de seus lados.

b) Mostre que as diagonais de um quadrildtero convexo sao perpendiculares
se, e somente se, a soma dos quadrados de um par de lados opostos é
igual a soma dos quadrados do outro par de lados opostos.

c) Prove que as diagonais de um trapézio de Brahmagupta sao perpendicu-
lares, usando o item anterior.

d) Determine os lados, as diagonais, o diametro do circulo circunscrito e
a area do trapézio de Brahmagupta determinado pelos dois ternos pi-
tagéricos (3,4,5) e (5,12,13).

3.2.2 Teorema de Ptolomeu

Brahmagupta conhecia o teorema de Ptolomeu e ao longo de seus trabalhos
utilizou-o para algumas demonstragoes. Neste tépico exploraremos este te-
orema, para usa-lo no desenvolvimento da préxima atividade, e também por
sua importancia no estudo de quadrilateros inscritiveis.

Tal teorema afirma que para um quadrilatero ciclico ABC'D o produto das
diagonais ¢ igual a soma dos produtos dos lados opostos, ou seja, a relacao:

AC-BD =AB-CD+ BC - AD.

Este fato foi fundamental para Ptolomeu desenvolver a trigonometria, prin-
cipalmente na construgao da tabela de cordas (ou seja, de senos), [9].

a) Prove o teorema de Ptolomeu. L
Sugestao: Escolha um ponto M sobre a diagonal BD tal que a medida
do angulo AC'B seja igual a medida do angulo MCD, [9].
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3.2.3 Diagonais do quadrilatero inscritivel

No capitulo anterior trabalhamos na Secao 2.4 sobre as diagonais do qua-
drilatero ciclico, também objeto de estudo de Brahmagupta. Seja ABCD
um quadrilatero inscritivel tal que AB = a, BC = b, CD = ce AD = d.
Suas diagonais podem ser calculadas por:

AC? = (ad + be)(ac + bd)
B ab + cd
e
BD? — (ab + cd)(ac + bd)
B ad + bc '

Nesta atividade, adaptada de [4], vamos propor que o aluno demonstre uma
série de itens até que chegue nessas relacoes, de forma diferente do que foi
feito no capitulo anterior. O professor pode optar por substitui-la pela de-
monstragao ja trabalhada nesta dissertacgao.

a) Prove que o produto de dois lados de um triangulo é igual ao produto da
altura relativa ao terceiro lado pelo diametro da circunferéncia circuns-
crita.

b) Seja ABC'D um quadrilatero inscritivel tal que AB = a, BC' =b,CD = ¢
e AD = d, com diagonais AC = xz e BD = y e cuja circunferéncia
circunscrita tem raio R. Denote a medida do angulo entre uma das
diagonais e a perpendicular a outra por #, como na Figura 3.2.

Mostre que 2Rz cos = ad + bc e 2Ry cos ) = ab + cd.

c) A partir do item anterior, mostre que:

5 (ad+ be)(ac + bd)
22 =

ab + cd
e
o (ab+cd)(ac+ bd)
N ad + be
d) Mostre que se as diagonais do quadrilatero inscritivel sdo perperdiculares
entao:
AR — (ad + be)(ab + cd)

ac + bd
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Figura 3.2: O angulo de medida 6 formado entre uma diagonal e a perpen-
dicular a outra.

3.2.4 Area de quadrilateros convexos quaisquer

Um grande equivoco de Brahmagupta foi ndo mencionar que sua férmula,
para calcular areas de quadrilateros, era exclusiva para os ciclicos, [2]. A
formula correta para a drea S de quadrilateros convexos quaisquer é

S = \/(p —a)(p = b)(p = ¢)(p — d) — abed cos® (a—;rﬁ)

em que a, b, ¢ e d sao as medidas de seus lados e a e [ as medidas de dois
angulos internos opostos entre si.

Nesta atividade temos como objetivo demonstrar esta féormula, também co-
nhecida como formula de Bretschneider.

a) Mostre que cos(a + ) + 1 = 2cos? (2£2).

b) Demonstre a formula de Bretschneider.
Sugestao: Divida um quadrildtero convexo em dois triangulos usando
uma de suas diagonais e some suas areas.
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c) Mostre que dado quatro segmentos quaisquer o quadrildtero formado! de
maior area possivel é o ciclico.

3.2.5 Usando o GeoGebra para aplicar a formula de
Brahmagupta

Além do exemplo numérico, uma outra opcao para o aluno aplicar a férmula
de Brahmagupta ¢ usando o GeoGebra?. Com este software educativo, o
aluno pode construir um quadrilatero inscritivel qualquer e explicitar as me-
didas dos seus lados e de sua area. Para cada quadrilatero diferente que
encontrar, aplica a férmula da area para verificar sua veracidade.

Cada item a seguir corresponde a uma etapa para o professor construir a
atividade no Geogebra em sala de aula.

a) Ao abrir o GeoGebra, a barra de ferramentas fica exposta na parte supe-
rior da tela. Cada icone da barra é autoexplicativo, pois ao passar o
mouse aparece sua func<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>