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Resumo

Esta tese destina-se ao estudo do formalismo termodindmico em temperatura zero no
contexto de um subshift de tipo finito aleatério. Usamos resultados da literatura que
(sob algumas hipdteses) garantem a existéncia de estados de equilibrio p; para poten-
ciais aleatorios suficientemente regulares t¢, onde o parametro t é interpretado como o
inverso da temperatura absoluta. A partir do formalismo termodinamico em temperatura
zero caracterizamos a constante ergdédica maximal do potencial aleatorio ¢ de diferentes
maneiras e obtemos probabilidade maximizante. Fornecemos contribuicao para a teoria
de otimizacao ergddica ao generalizar o conceito de subagao para sistemas dinamicos
aleatorios e demonstramos que potenciais aleatérios suficientemente regulares admitem

subacoes calibradas.

Palavras-chave: Formalismo termodindmico; Operador de transferéncia aleatorio; Subshift

de tipo finito aleatoério; Subacao aleatoria; Constante ergédica maximal.



Abstract

The goal of this thesis is to study the thermodynamic formalism at zero temperature in the
context of a random subshift of finite type. We make use of results from the literature that
(under some hypotheses) guarantee the existence of equilibrium states p; for sufficiently
regular random potentials t¢, where the parameter ¢ is interpreted as the inverse of
the absolute temperature. From the thermodynamic formalism at zero temperature we
characterize the maximal ergodic value of the random potential ¢ in different ways and
we obtain maximizing probabilities. We provide a contribution to the theory of ergodic
optimization by generalizing the concept of subaction to random dynamical systems and

by showing that sufficiently regular random potentials admit calibrated subations.

Keywords: Thermodynamic formalism; Random transfer operator; Random subshift of

finite type; Random sub-action; Maximal ergodic value.
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Introducao

Na presente tese de doutorado, trabalhamos com uma versao aleatoria de
dindmica do tipo shift, denominada subshift de tipo finito aleatério (STFA). Consideramos
como base de resultados para este modelo de dindmica a referéncia [BG95] e importantes
generalizagoes que se encontram em [KL06, Gu97, DKS08, MSU10, St10].

Seguiremos a vertente do formalismo termodinamico que teve éxito em obter re-
sultados relevantes de mecanica estatistica sobre o modelo do STFA. A principal ferramenta
nesse contexto é o operador de transferéncia, utilizado para entender propriedades dos
estados de equilibrio (quando existentes) associados a potenciais suficientemente regulares,
ou seja, as medidas de probabilidade tais que a entropia métrica quando somada com a

integral de um potencial fornece a pressao deste potencial.

O foco do nosso trabalho é obter resultados de otimizacgao ergddica sobre
o modelo do STFA, ou melhor, estudar probabilidades que maximizam a integral de
um potencial, bem como caracterizar o valor maximal destas integrais. Tal estudo sera
realizado via abordagem do formalismo termodinamico em temperatura zero, que consiste
em multiplicar um potencial ¢ por parametro ¢ > 0, interpretado como inverso da
temperatura, e observar o comportamento da pressao e dos estados de equilibrio de t¢
quando t — o0, como feito, por exemplo, em [Sa99, CLT01]| para um sistema dindmico
topoldgico (SDT).

O STFA é um sistema dinamico do tipo fibrado. Mais precisamente, temos um
espago de probabilidade (€2, F,P) como base e, para cada w € €2, 3(w) é um subconjunto
compacto de um espaco de sequéncias X, representando a fibra sobre o ponto w. Para
que nao existam multiplas pré-imagens de cada ponto w € 2 e também nao haja uma
decomposi¢ao da base em subconjuntos invariantes, temos 6: {2 — €2 uma transformagao
P-ergbdica, inversivel e bimensuravel. Ja o deslocamento entre as fibras é dado por uma

transformacao de shift nas sequéncias

o: N(w) = X(0(w))

r = (zor123...) — ox = (T129...),
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Temos assim uma dindmica do tipo skew-product, dada por

O: Y -

(w,z) — (Qw,ox),

onde ¥ := {(w,x) € Q x X | z € X(w)}. Por questdes técnicas, como decomposigao das
medidas em X e separabilidade do espaco de fungoes continuas sobre ¥, assumimos no

texto que a o-algebra F em () é enumeravelmente gerada.

Tratando-se de uma dindmica do tipo fibrado, estamos interessados em proba-
bilidades sobre ¥ que sdo invariantes pela dinamica © e que contenham toda a informacao
de P. Em termos mais claros, focaremos em probabilidades que possuem P como marginal

em (2, admitindo, portanto, desintegragao {/i,} onde i, é probabilidade sobre ¥(w), e

we?

verificam a igualdade pg,, = 041, Denotamos o conjunto de tais medidas de probabilidade

por Mp(X).

Além disso, os potenciais aleatérios ¢ considerados sdo constituidos por fami-

lias de fungdes continuas {p(w,-): L(w) — R} que possuem regularidade localmente

we)?
holderiana nas fibras e norma do supremo sobre as fibras integravel com respeito a P.

Para esta classe de potenciais, obtivemos diferentes caracterizagoes da constante
ergodica maximal, ou seja, o valor maximo da integral de um potencial com respeito a
probabilidades em Mp(X). As apresentagoes alternativas sao feitas via médias de Birkhoff e
Teorema de dualidade, generalizando resultados bem conhecidos da literatura de otimizacao
ergodica no contexto de SDTs, cujos enunciados podem ser consultados, por exemplo, nos
Teoremas 2.1 e 2.2 de [CG93] e na Proposicao 2.1 de [Je06].

No contexto deterministico, a soma do potencial com cobordo dinamico definido
a partir de uma subacao estd sempre limitada pela constante ergdédica maximal deste
potencial. Deste modo, as subagoes agem como fungoes corretoras, permitindo evidenciar
o local geométrico do suporte das probabilidades maximizantes, isto €, as probabilidades
cuja integral realizam a constante ergdédica maximal. Ha ainda um subconjunto especial de
subagoes, chamadas de calibradas. Subacoes calibradas aparecem em diversos contextos,
como, por exemplo, na resolucao de problemas de minimizacao de energia em mecanica
estatistica [FG89, Nu91] ou entdo como solugoes de viscosidade da equagao de Hamilton-
Jacobi [Fa97, Co01].

Fornecemos neste trabalho contribuicao para a teoria de otimizacao ergddica

ao generalizar o conceito de subagao para sistemas dindmicos aleatérios (SDAs). Mais
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ainda, obtivemos resultado original nessa linha de pesquisa ao demonstrar a existéncia de
subagoes calibradas para potenciais aleatorios localmente holderianos no contexto de um
STFA.

Teorema 0.1. Para um STFA topologicamente mixing, todo potencial aleatorio holderiano
nas fibras que verifica hipoteses de integrabilidade e oscilacdo controlada admite subagdo

aleatoria calibrada.

Com respeito a estrutura da tese, a fim de fornecer uma boa compreensao do
texto ao leitor, destinamos a secao inicial do primeiro capitulo para as defini¢oes basicas dos
sistemas dinamicos aleatérios, os resultados preliminares que utilizaremos no decorrer do

texto e as dificuldades técnicas encontradas ao se desenvolver novas teorias nesse contexto.

Deixamos para a segunda secao uma revisao da literatura relacionada ao
formalismo termodinamico sobre um subshift de tipo finito aleatério. A principal ferramenta

da teoria é o operador de transferéncia

(Lo@)f)Bw,x) = > D f(wy), VfeC(Sw)).

oy=z,ye¥(w)

Empregamos fundamentalmente o Teorema de Ruelle-Perron-Frobenius, pre-
sente nas referéncias [BG95, KL06, DKS08, MSU10], o qual, em linhas gerais, permite
associar ao potencial aleatério ¢ uma tripla (A, h,v), onde A é uma variavel aleatéria
positiva, h é autofungao positiva do operador de transferéncia L4 e v automedida do
operador dual £}, ambas associadas ao autovalor X\, sendo que y = hv é probabilidade

invariante pela dinamica.

Em [DKS08] encontramos uma versao aleatéria do Principio Variacional, a qual

relaciona a pressao de Gurevich de ¢ com o autovalor A, a saber,

Ia(p) = JQ log A dP.

Por outro lado, ao considerar o conjunto de fibras mergulhado em um mesmo espaco
métrico compacto, as referéncias [Gu95, KL0O6] provam que a probabilidade p = hv é

estado de equilibrio para o potencial aleatorio ¢:

hiel(©) + L ¢pdp = max : [h;fl(@) + L Qﬁdm].

meM]p(E
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No segundo capitulo, consideraremos o processo de congelamento do sistema,
assim como feito em [Sa99, CLT01]|. Examinaremos, para cada parametro t > 0, a tripla

(A, he, 1), associada ao potencial t¢. O objetivo é estudar o comportamento assintdtico
1

de E log )\, ; log ht € Uy = ht]/t‘
Mostramos que, similarmente aos sistemas dinamicos topolégicos, a constante

ergddica maximal de ¢,

B(g) = sup qusdm,

mEM]p(E)

estd associada ao autovalor \; via o limite valido para quase todo w € €:

1 1
B(¢) = lim — | log\;dP = inf J log \; dP.
Q t 1t Jq

t—oo t

Caracterizamos a constante ergodica maximal de ¢ através de médias de Birkhoft

como em [CG93], obtendo que, P-q.t.p.,

lim max lSngb(w,x) = B(9),

n—0 ze¥(w) N

e estendemos o Teorema de dualidade de [CG93] para potenciais holderianos no contexto
do STFA, mostrando que

B(g) = veig(fz) fﬂ x:ga)[gﬁ(w, x) + v(w,ox) — v(w, x)] dP.

Obtemos ainda que, ao impor hipdteses de integrabilidade, estd bem definido

como um limite em quase todo ponto a variavel aleatoria
o1
A(w) = lim ~log As(w)

e que esta satisfaz

L Ao dP = B(6).

Provamos também que pontos de acumulagao da familia {4, = hv4},, quando
t — o0, sao probabilidades maximizantes para ¢ e de entropia maxima dentre as maximizan-

tes, bem como ocorre no caso deterministico (ver, por exemplo, [CLT01, Proposicao 29]).

Definimos entao uma generalizagao do conceito de subacao para o subshift

de tipo finito aleatorio. Dizemos que uma func¢ao aleatoéria u, continua sobre as fibras,
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¢ uma subacao aleatoria para o potencial aleatério ¢ se, para quase todo w, ha uma
variavel aleatéria v, com J Y dP = [(¢) tal que, para todo x € ¥(w), vale a desigualdade
Q

cohomoldgica
d(w, ) + u(fw, o) — u(w, z) < P(w).

Demonstramos que, no caso em que P dd massa para apenas uma orbita, o
comportamento do STFA aleatério é muito similar ao do caso deterministico. Ademais,
quando o STFA ¢ uniformemente aperiédico e ¢ cumpre hipoteses de integrabilidade e
oscilagao (ver Teorema 2.22), todo ponto de acumulagio u da familia { 1 log ht}, quando
t — o0, é subagao aleatéria calibrada para o potencial aleatério ¢, com 1(w) = Ay (w), ou
seja, u satisfaz

w(fw, r) = min [u(w,y) + Ap(w) — d(w,y)].

yeD(w)
oy=x
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1 Principios de SDAs fibrados e o subshift de

tipo finito aleatorio

1.1 Definices preliminares de dinamicas aleatdrias

No decorrer do texto, tentaremos manter grande parte das notacoes usual-
mente empregadas em trabalhos sobre otimizacao ergddica. Para que nao haja confusao,

enunciaremos algumas das notacoes e abreviagoes utilizadas.

Em otimizacdo ergddica é comum se referir as fungoes que estao sendo es-
tudadas chamando-as de observaveis ou potenciais. Ambas designacoes sdo motivadas
pela modelagem de problemas fisicos. Seguiremos o texto utilizando a nomenclatura de

potenciais para denominar as funcoes consideradas.

Utilizaremos as abreviagoes SDT e SDA quando nos referimos a um sistema
dindmico topoldgico e a um sistema dindmico aleatério, respectivamente. O modelo tipico
de um SDT é uma aplicagao continua e sobrejetiva 1" sobre um espago métrico compacto X.
Assumimos aqui o livro [Wa82] como referéncia de resultados em teoria ergddica para SDTs.
J& as dinamicas aleatorias estao presentes na literatura em diversos contextos. Nesta tese

seguiremos os modelos apresentados, por exemplo, em [Cr02, KL06].

Os SDAs aqui estudados serao do tipo fibrados, ou seja, teremos como base
um espago de probabilidade (2, F,P) e para cada w € § consideramos a fibra X(w),
um subconjunto compacto de um espago métrico (X, d). Durante todo o texto, supomos
que a o-algebra F ¢é enumeravelmente gerada, no sentido que esta contém uma algebra
enumeravel Fy tal que, para qualquer F' € F, hd Fy € o(Fy) (a o-adlgebra gerada por Fy)
satisfazendo P(F' A Fy) = 0, onde F' A Fy denota a diferenca simétrica entre F' e Fy.
Consideramos ainda #: 2 — ) uma aplicacao P-ergddica, inversivel e bimensuravel. O
deslocamento entre as fibras é dado por uma familia de aplicacoes {o,,: X(w) — X(6w)}, oo

a qual da origem ao skew-product
O(w, ) = (bw, o,),

onde ¥ := {(w,z) € 2 x X |z € ¥(w)}. Para simplificar a notagao, escreveremos simples-

mente o em vez de o,.
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A natureza fibrada dos SDAs aqui considerados leva a uma identificagao
conveniente que faremos no texto. Dado um subconjunto A < ¥(w), identificamo-no com o
produto {w} x A e vice-versa. Permitimo-nos assim fazer o abuso de notagao ao considerar

pontos (w, z) pertencentes a fibra X (w).

Para enunciar uma propriedade que se verifica em um subconjunto de €2
de medida total com respeito a P, diremos que esta propriedade ocorre w P-q.t.p., ou
simplesmente w q.t.p. Ao lidar com SDAs fibrados, estamos interessados em estudar
probabilidades p sobre ¥ que possuem P como marginal em €2, isto é, probabilidades u
tais que ,u((F x X)n Z) = P(F), para qualquer F' € F. Em outras palavras, temos que
Projou = P — denotaremos este espago por Mp(Q x X).

E bem sabido da literatura que, dado um SDT (X,T), ao tomar médias de
N-1

medidas empiricas dadas por N Z Oy, € fazer N tender para infinito, obtemos sequéncia
i=0
de probabilidades cujos pontos de acumulagao na topologia fraca-+ sdo probabilidades

T-invariantes.

Ressaltamos aqui o primeiro contraponto dos SDAs em relacao aos SDTs: nao
ha garantia que uma sequéncia de médias de deltas de Dirac sobre trechos da érbita de um
ponto (w, z) possua ponto de aderéncia. Observe, por outro lado, que existe resultado de
construgao de probabilidades invariantes para sistemas dindmicos aleatérios, o Teorema de
Krylov-Bogoliubov [Cr02, Teorema 6.12], porém esse resultado é valido apenas ao considerar

médias de pullbacks pela dinamica de uma probabilidade que ja possua marginal P em ).

Recorde que, tanto no contexto deterministico quanto no aleatério, uma pro-
babilidade p é ergddica se, para qualquer conjunto mensuravel invariante pela dinamica,
temos p(A) =0 ou u(A) = 1.

Para poder introduzir a nogao de suporte de uma probabilidade € Mp(Q x X),

precisamos definir primeiro os conjuntos topolégicos aleatdorios. Seguimos aqui [Cr02].

Defini¢ao 1.1. Um conjunto A < Q x X é chamado de fechado (compacto) aleatdrio
sew q.t.p. (a projecao de) A, = An ({w} X X) ¢ um fechado (compacto) e, para todo
r e X, a aplicagio w — d(z, A,) é mensurdvel. Os abertos aleatdrios sao definidos como

de costume por complementariedade.

Podemos identificar um fechado aleatério ao grafico de uma aplicagao A de €2
no conjunto das partes de X, para a qual A, é um fechado w P-q.t.p. Em particular, ¥ é

um fechado aleatorio.
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Como pode ser consultado, por exemplo, em [Cr02, Proposi¢ao 3.6], quando F é
uma o-algebra enumeravelmente gerada, o conjunto Mp(€2 x X) é identificado ao conjunto
de medidas desintegradas, ou seja, ao grafico de aplicagdes w +— p,, € M(X). Assim, toda
probabilidade g em € x X com marginal P em (2, possui uma tnica desintegragao {ji,},

onde P-q.t.p. u, é probabilidade em X = {w} x X.

Definicao 1.2. Definimos o suporte de uma probabilidade p € Mp(2x X) como o fechado

aleatdrio dado pelo grifico da aplicagao p.: w — supp(py,).

Consideraremos no estudo apenas probabilidades p € Mp(2 x X) de suporte
contido em Y e que sejam invariantes pela dinamica ©, ou seja, probabilidades que verificam

to(X(w)) = 1, para w q.t.p., e u(© tA) = u(A), para todo conjunto mensuravel A  X.

Enunciamos a seguir uma propriedade verificada por probabilidades invariantes,
a qual pode ser tomada como defini¢do para tais medidas. Para uma demonstracao, o

leitor pode consultar, por exemplo, [Ar98, Teorema 1.4.5].

Proposigao 1.3. Uma probabilidade € Mp(Q2 x X) € O-invariante se, e somente se,
How = Oxlhy-

A seguir, introduzimos precisamente o conjunto de probabilidades de nosso

interesse.

Defini¢ao 1.4. Denotamos por Mp(X) o conjunto de probabilidades p sobre Q x X que

possuem marginal P em Q e que verificam u(3) =1 € pgy = Oufiy W ¢.1.p.

Uma vez que as probabilidades nesta tese consideradas ndo dao massa para
pontos fora de ¥, ao mencionar uma probabilidade ©-invariante, estaremos a partir de

agora fazendo mengao a uma probabilidade em Mp(X).

No caso de um espago X compacto, a compacidade de Mp(2) na topologia
fraca-= é discutida, por exemplo, no Lema 1.7 de [BG95], via argumentos de anélise
funcional. Uma vez que o conjunto Mp(2) é tight, tal lema pode ser obtido como um caso
particular da versao aleatdria do Teorema de Prohorov (ver Teorema 1.7 abaixo), o qual é
aplicado para SDAs com fibras compactas sobre um espaco polonés qualquer. Para sermos

mais precisos, recordemos a definicao de tightness para medidas aleatorias.
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Definigao 1.5. Uma familia de probabilidades ' = Mp(Q2 x X)) é tight se, e somente se,

para todo € > 0 existe um compacto K < X tal que
J v,(K)dP>1—¢, Vwvel.
Q

Observacgao 1.6. Observamos que, seqgundo [Cr02, Proposicio 4.3], a defini¢io de tightness
acima pode ser equivalentemente introduzida ao solicitar que, para cada € > 0, exista um

compacto aleatdrio K(w) tal que, para qualquer v € ', tem-se
J Vo(K(w))dP > 1 —e.
Q

FEsta equivaléncia garante que Mp(X) € tight em geral, pois ¥ é um compacto aleatdrio e,

para qualquer p € Mp(X), temos p,(X(w)) =1, w q.t.p.

Enunciamos abaixo a versao aleatéria do Teorema de Prohorov. Sua demons-

tragao pode ser consultada, por exemplo, em [Cr02, Teorema 4.29].

Teorema 1.7. Seja T' « Mp(Q x X). Temos que T’ € tight se, e somente se, T’ é relativa-
mente compacto com respeito d topologia fraca-+ de M(Q x X). Nesse caso, T' também é

relativamente sequencialmente compacto.

Corolario 1.8. O conjunto Mp(X) é compacto na topologia fraca-x.

O conjunto de potenciais aleatorios que nos servira de pilar para o estudo é

formado pelas fung¢des que apresentam continuidade em cada fibra.

Definigao 1.9. Seja (2, 0) um SDA fibrado. Denotamos por C(X) o conjunto de potenciais

aleatorios ¢: 2 x X — R que satisfazem as condigcoes abaixo:
w— ¢(w,x) € mensurdvel para todo .,
bn = d(w, ): (w) >R € continuo w q.t.p.

Como estamos interessados em avaliar os potenciais aleatérios apenas sobre >3,
podemos pensar simplesmente que um potencial ¢ € C'(X) é uma familia de fungbes da
forma ¢ = {¢,: X — R}, onde ¢, é continua. Precisamos ainda nos atentar quanto a

integrabilidade dos potenciais considerados. Para tanto, definimos o espaco Lp(%).
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Defini¢do 1.10. Definimos Ly(X) como o conjunto de potenciais aleatérios ¢ € C(X) tais

que

9] := f 6]l dP < oo,

onde 6], = sup [6(w, 7).
zen(w)

Recorde que consideramos a o-dlgebra F enumeravelmente gerada. Assim, a
o-algebra em ¥, formada a partir de conjuntos (F' x B) nY, onde F' € F e B é boreliano de
X, também é enumeravelmente gerada. Consequentemente, Ly(X) é um espaco de Banach
separdvel. Como observado por Crauel em [Cr86], a demonstracao desse fato é facilmente
adaptada do Teorema B (pégina 168) e da Observagao 1 (pagina 177) de [Ha74].

Denotamos por MS(X) o espaco das medidas com sinal sobre X. Também é
assinalado em [Cr86] que o dual de Lyp(X) pode ser identificado com Ly (22, MS(X)), o
espaco das medidas com sinal m sobre €2 x X, de marginal P e essencialmente limitadas,

no sentido que

inf{a : P| supf d(w, x)dmy,(x )>a]—0}
lol<t

Em particular, Mp(X) é um subconjunto convexo e compacto (na topologia fraca-=) da

bola unitdria do dual de Lg(X).

Ao longo da tese, por diversas vezes, utilizaremos o Teorema ergddico de
Birkhoff e o Teorema ergddico subaditivo de Kingmann. Estes sdo teoremas classicos de
teoria ergddica. Referenciamos [AB09] para o leitor que desejar consultar uma elegante

demonstracao destes teoremas.

Um dos objetos centrais do estudo de otimizacao ergodica ¢é a constante ergodica

maximal do potencial estudado (seja ele aleatério ou nao).

Definicao 1.11. Dados um SDT (X,T) e um potencial f € C(X) ou um SDA fibrado
(X,0) e um potencial aleatério ¢ € Lp(X), em ambos os casos a constante ergédica mazimal

serd denotada por (3:

o VL T P

MEMT ;LEM]]»

O estudo da constante [ diversas vezes passa pelo calculo de médias de Birkhoff.

Tanto no contexto de um SDT quanto em um SDA, a soma de Birkhoff de um potencial f
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ou de um potencial aleatério ¢ é denotada por S, f(x) ou S,¢(w,x), respectivamente,

sendo dada como

n—1 n—1 n—1
Snf(z) = Z foT(x) ou Spo(w, ) = Z $o O (w,r) = Z P(0'w,o'x).
i=0 i=0 i=0

O leitor pode consultar, por exemplo, em [CG93, Teorema 2.1 e Teorema 2.2],
ou em [Je06, Proposigao 2.1}, caracterizacoes da constante 5(f) via médias de Birkhoff no

caso deterministico. Para ser mais preciso, é bem conhecido que, para f € C(X), ocorre

1 1
B(f) = limsupsup —95,, f(z) = sup limsup —S5, f(x).
n—o geX N xeX mn—o T
Uma versao aleatéria de caracterizagao andloga para [(¢) pode ser encontrada, por

exemplo, em [Cr02, Proposigao 6.21], da qual é possivel obter que, w q.t.p.,

1 1

B(p) = lim sup —S,¢(w,x) = sup limsup —95,¢(w, ).
n—w zeX(w) T ze¥(w) n—o T

Para o caso de potenciais aleatérios suficientemente regulares, o leitor encontrara no

Lema 2.5 dessa tese uma demonstragao alternativa destas caracterizagoes da constante

ergddica aleatoria, demonstracao esta obtida utilizando o formalismo termodinamico.

Outra caracterizacao de 5(f) presente na literatura de sistemas deterministicos

é obtida por uma representacao dual, como em [CG93, Teorema 2.2],

B(f) = inf sup[f(z) +g0T(x) - g(x)].

9eC(X) zeX

O formalismo termodinamico para potenciais aleatérios suficientemente regulares é 1til
também para obter esta representacao no caso de um SDA fibrado. No Teorema 2.6 desta

tese, demonstramos a igualdade a seguir

B(¢) = inf JQ sup [d(w,z) + v(0w, ox) — v(w, z)] dP.

veLi(2) Jq zeS(w)

Retornando a Proposicao 6.21 de [Cr02], 14 se garante a existéncia de probabi-
lidade ergddica maximizante para potenciais aleatérios ¢ € Li(X). Como de costume, as

probabilidades que realizam o supremo na defini¢ao de 3(¢) sdo chamadas de maximizantes.

Definigdo 1.12. Dados um SDA fibrado (3,0) e ¢ € Lp(X), definimos o conjunto de
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probabilidades ¢p-maximizantes como
M) = {ue Me(©) | [ odu =50}
b

Dado um SDA fibrado (3, ©), um cobordo dinamico, ou simplesmente cobordo,
¢ uma funcao aleatéria da forma u o ©® — u. Como consideramos apenas probabilidades
invariantes pela dindmica, é claro que, se u € Lp(X), entdo a integral do cobordo associado
com respeito a uma probabilidade p € Mp(2) é nula. Dizemos ainda que dois potenciais
sao cohomologos se sua diferenca é igual a um cobordo. E de imediata verificacio que dois
potenciais cohomdélogos possuem o mesmo conjunto de probabilidades maximizantes. O

mesmo ocorre para potenciais que diferem por uma constante.

O conceito de subacao é uma ferramenta ja bem difundida na literatura sobre
otimizacao ergddica para SDTs que auxilia, por exemplo, na localizacdo do suporte de

probabilidades maximizantes.

Definic¢ao 1.13. Sejam (X, T) um SDT e f € C(X). Uma subagio para f é uma fungio

continua u: X — R tal que, para todo x € X, vale a desigualdade cohomoldgica
f(@) +uoT(x) —ulz) < B(f)

Observe que a continuidade do potencial f e da subagdo u (se esta existir)
permitem concluir que o suporte de qualquer probabilidade f-maximizante p e My (X)

esta contido no conjunto

(f +uoT —u—p(f)"'(0).

Uma interessante aplicacao da existéncia de subagoes pode ser consultada
em [QS11]. Nesse trabalho, os autores provam que, em um subconjunto de C'(X), ou
melhor, no conjunto das fungoes ditas super-continuas, hd um aberto denso (na topologia
adequada) de fungbes que admitem uma tnica probabilidade maximizante, sendo esta
probabilidade suportada em uma 6rbita periddica. Na verdade, uma classe particular de
subacoes, conhecidas como subagoes calibradas, é uma ferramenta relevante utilizada pelos

autores em sua demonstragao.

Definigao 1.14. Dados um SDT (X,T) e um potencial f € C(X), uma subagio u para f
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¢ dita ser calibrada se satisfaz a equagdo

u(z) = min [u(y) - f(y) + B(f)], VeeX
Em geral, para obter a existéncia de subacgoes ¢ preciso assumir determinadas
hipéteses sobre a dinamica. Uma hipdotese comum é supor expansividade, no sentido que

existe g > 0 para o qual
d(T'z,T'y) <y, YieN = x=y.

A definicao de expansividade no contexto de uma dindmica aleatéria é bastante similar.

Defini¢ao 1.15. Seja 9 o conjunto formado pelas varidveis aleatdrias positivas e(w) tais
que o logaritmo da menor cardinalidade de uma cobertura de ¥(w) por bolas fechadas de
raio €(w) € integravel com respeito a P. Dizemos que um SDA fibrado (¥, 0) é expansivo se
existe uma varidvel aleatdoria eg € N tal que, para quase todo w e para quaisquer x,y € N(w)

com x # vy, hd i €N satisfazendo

d(o'z,o'y) > go(O'w).

Outra hipotese corriqueira para garantir a existéncia de subacoes é a transiti-
vidade, isto é, a existéncia de ponto cuja érbita é densa, ou ainda, mais restritivamente,
solicitar que a dindmica seja topologicamente mizing. Recordamos que um SDT é topolo-
gicamente mizring quando, para quaisquer abertos nao vazios U,V < X, ha N € N tal que
T7"(U) n'V # ¢ sempre que n = N. Na préxima secao, definiremos precisamente o que
vem a ser, no contexto simbélico, uma dindmica aleatdria topologicamente mizing (ver
definigao 1.25).

Sem embargo, é importante destacar que, além de hipdteses sobre a dinamica,
também ¢é preciso impor certa regularidade aos potenciais considerados. Isto porque uma
consequéncia do Teorema A de [BJ02] é que, para um SDT expansivo e transitivo, um
potencial genérico na topologia C° nao admite subacao. Por outro lado, por exemplo, em
[CLTO01, Teorema 9], os autores demonstram que, no contexto de uma dindmica expansiva
continuamente diferencidvel sobre o circulo, todo potencial holderiano admite subacgao de
mesma regularidade. A propriedade de continuidade holderiana para potenciais aleatérios

serd introduzida na definicdo 1.27 da proxima secao.

Ha uma vasta literatura que diz respeito ao estudo de subacoes e implicagoes
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de sua existéncia no caso deterministico [Sa99, Bou01, CLT01, LT03, Je06, GLT09, Gals].
Uma das técnicas utilizadas para se obter subagoes consiste em fazer uso de ferramentas

do formalismo termodinamico, como o operador de transferéncia £; dado por

Lrgx) = > e/Wg(y), VgeC(X),

Ty=x

ou ainda a pressao topologica, descrita pelo Principio Variacional como

P(f):= sup | {hu(T) + L fdp} . Y feC(X).

HEM(T

O Teorema de Ruelle-Perron-Frobenius é um classico teorema da literatura de
sistemas deterministicos e possui generalizagbes para SDAs, como veremos na proxima se¢ao
(consulte o Teorema 1.32). Ambientado no contexto de dindmica simbdlica, o leitor pode
consultar, por exemplo, em [PP90, Teorema 2.2 e Teorema 3.5, que para todo potencial
holderiano f: X — R ha uma tripla (A, h,v), onde h e v sdo autofungao e automedida do
operador de transferéncia e de seu dual, respectivamente, ambos com autovalor \. Este
autovalor estd associado & pressdo topolégica de f pela igualdade P(f) = e*. Por outro
lado, a probabilidade p = hrv é T-invariante e configura um estado de equilibrio para f,

isto é, uma probabilidade que realiza o supremo na definicdo da pressao acima.

A partir do formalismo termodinamico é possivel obter resultados de otimizagao
ergddica via processo chamado congelamento do sistema [Sa99, CLT01] sobre um potencial
holderiano f: X — R. Para ser mais preciso, multiplica-se o potencial por um parametro
t > 0, o qual tem a interpretacao fisica como inverso da temperatura absoluta, e se examina
na escala apropriada o comportamento assintético da tripla correspondente (A, by, 14).
Assim, ao fazer este parametro tender a infinito, entende-se que a temperatura esta indo
para zero. Em [CLT01, Proposigao 29] os autores assinalam como desse processo se pode
obter probabilidade f-maximizante como limite de estados de equilibrio e garantir a
existéncia de subacao calibrada. Para conveniéncia do leitor, reproduzimos este resultado

a seguir.

Proposicao 1.16. Considere um SDT expansivo e topologicamente mizing sobre S* e f

um potencial holderiano. Entao

(i) Quando t — o, qualquer ponto de acumulagdo py da familia familia de estados de

equilibrio p (cada um associado ao operador Ly) € mazimizante para f;
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(ii) Todo ponto de acumulagdo py é de mdzima entropia dentre as probabilidades f-

mazrimizantes;

(7it) Escrevendo a autofungao hy associada ao operador Ly como eVt qualquer ponto de

acumulagao da familia {V;} € uma subagdo calibrada para f.

Na Proposicao 2.2 e no Teorema 2.22 desta tese, o leitor encontrara resultados
que fornecem uma versao aleatoria da proposicdo acima. Sendo mais preciso, o processo
de congelamento do sistema nos permite concluir que, assim como ocorre no caso deter-
ministico, também no contexto aleatério, quando a temperatura tende a zero, pontos
de acumulagao da familia de estados de equilibrio sdo probabilidades maximizantes (ver
Proposigao 2.2). Além disso, estendemos o conceito de subagao para dindmicas aleatorias e
mostramos que potenciais aleatorios suficientemente regulares admitem subagao aleatéria

calibrada, obtida como limite de autofungoes em escala logaritmica (ver Teorema 2.22).

A nocao de subacao aleatoria aqui introduzida é original. No contexto aleatorio,
o cobordo dindmico de uma subagcao aleatéria deve satisfazer desigualdade cohomolégica
nao com a constante ergédica maximal, mas sim com uma variavel aleatéria cuja média é
a constante maximal (para detalhes, ver definicao 2.7). Na verdade, esta definigdo é uma
generalizacao do conceito de subagdo no contexto deterministico, uma vez que todo SDT
pode ser representado na forma de um SDA fibrado no qual P se reduz a uma delta de

Dirac sobre um ponto wq € €2.

Para o leitor que nao esta familiarizado com as nog¢oes basicas do formalismo
dinamico aleatorio, abordaremos brevemente as defini¢goes de entropia métrica relativa
e pressao topoldgica relativa para um SDA fibrado. Reproduzimos aqui as defini¢oes de
[KLO06], mas o leitor poderéd encontrar definigoes equivalentes, por exemplo, nas referéncias
[SU14, Bog92].

Consideramos um SDA fibrado (¥, 0) e p € Mp(X). Seja Fx, a o-dlgebra em %
gerada pelos conjuntos (F' x B) n X, com F' € F e B boreliano de X. Entao, a entropia
condicional de uma particao enumeravel P com respeito a u, dada a o-algebra Fy, é

definida como

H(PIFs) = = | 3 i P@) logu (P)) dP = | H,. (P(o)dP,

PeP

onde P(w) = P nYX(w) e H,,(P(w)) denota a entropia usual da partigdo P(w) de X(w).
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Definigao 1.17. A entropia métrica relativa de p é dada por
rel L rel
h, (0) = s%phﬂ (©,P),

sendo o supremo tomado sobre particoes enumerdveis P de ¥ e

re : 1 v —1
hul(@,P) = 7}1_1)1;10 EH” (\_/0@ (P)\fz) :

A entropia métrica usual e a entropia métrica relativa de © estao relacionadas
pela férmula de Abramov-Rokhlin [AR66, BC92]:

7, (©) = Br(O) + ha(6).

Como observado, por exemplo, no Teorema 1.3.5 de [KL06], quando o SDA
fibrado (X, ©) é expansivo, a entropia métrica relativa é semicontinua superiormente com

respeito a € Mp(2).

J4 a pressdo topolégica relativa de um potencial aleatério ¢ € Lp(¥), também
chamada de pressao topoldgica fibrada de ¢, estd presente na literatura usualmente
ambientada no contexto do espaco métrico X ser compacto. Para apresentar sua definigao,
precisamos primeiro definir dois conceitos: a fun¢ao de particao aleatéria e os conjuntos
(w, n, e)-separados. Recorde que as fibras ¥(w) estdo munidas da métrica induzida por d

(a métrica do espago X).

Definicao 1.18. Dados um SDA fibrado (X, 0) e uma varidvel aleatdria positiva € = e(w),
um conjunto F < X(w) € dito (w,n,e)-separado se, para quaisquer x,y € F com = # v,
d(o'z, c'y)

oI T ) -

Note que, como as fibras sdo compactas, existe sempre uma cota superior
s(w,n,e) < oo para a cardinalidade dos conjuntos (w,n,¢)-separados de ¥ (w). Sendo
assim, um conjunto (w,n,e)-separado F' é dito maximal se sua cardinalidade for igual a
s(w,n,e). Em particular, dado um conjunto (w, n, £)-separado maximal F', para qualquer

z e F' n S(w), temos que F U {x} ndo é conjunto (w, n, £)-separado.

Definicdo 1.19. Seja (X, 0) um SDA fibrado. Dados um potencial aleatério ¢ € Lp(%),

um inteiro n > 0, uma varidvel aleatoria positiva € = £(w) e um conjunto (w, n, )-separado
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F c X(w), definimos a fungdo de parti¢ao aleatdria por

w (b? Zesndnuz

zeF
Observe que, para qualquer conjunto (w,n,e)-separado F', ocorre sempre
Zuf0,6, F) < sl m,e)el 01
Entao, dado ¢ € L3 (X)), consideramos

I (¢) (w, n, €) := s%p Zn(w, ¢, F),

sendo o supremo tomado sobre os conjuntos (w, n, £)-separados maximais. A mensurabi-
lidade de II"(¢)(w, n,e) com respeito a w é discutida, por exemplo, no Lema 1.2.2 de

[KLO6]. Introduz-se a seguir

1" (¢) () := lim sup 1f log (I"(¢)(w,m,€)) dP.
Q

n—oo TN

Definicao 1.20. A pressdao topologica relativa de ¢ € dada por

IT"!(¢) := lim II"!(¢) (¢),

e—0

onde o limite é tomado para £ > 0 nao aleatorio, ou seja, identicamente constante sobre

as fibras.

Note que, quando tomamos ¢ = 0, temos II"(0) = hjc.(6), a entropia topolé-
gica relativa de ©. Enunciamos entdo o Teorema 1.2.13 de [KLO06], que trata do Principio

Variacional para SDAs fibrados com fibras mergulhadas em um espago métrico compacto.

Teorema 1.21. Sejam (X,0) um SDA fibrado e ¢ € Lp(X). Temos que

o) = s {hffl(@) 3l cbdﬂ} |

HEMp(Z

Observamos que a pressao topologica relativa de um potencial ¢ pode ser obtida
através de outras abordagens, como, por exemplo, pela utilizacao de coberturas abertas de
Y em vez de conjuntos (w, n, )-separados. Tal fato é discutido, por exemplo, em [KL06,

pagina 14]. Por outro lado, quando o espago métrico X nao é compacto, considera-se uma
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variacao da funcao de particao aleatoria para generalizar a pressao topolédgica relativa. Tal

generalizacao é chamada de pressao de Gurevich [DKS08, Teorema 3.2].

1.2 Subshift de tipo finito aleatério

O subshift de tipo finito aleatério (STFA) aqui considerado é um modelo de SDA
fibrado estudado por Bogenschutz e Gundlach em [BG95]. Ao longo dos anos, esse modelo
de dinamica aleatoéria desenvolveu-se em miltiplas vertentes, como, por exemplo, em
[Gu97, KL06, Ki08, DKS08, MSU10, St10, St17], sempre com hipéteses menos restritivas

que as iniciais.

Em todas as versoes de STFA presentes em nossas referéncias, sobre um espaco
de probabilidade (€2, F,P), onde F é uma o-algebra enumeravelmente gerada modulo P,
toma-se uma aplicagdo inversivel e P-ergddica 0: (2 — Q. Recorde que F é uma o-algebra
enumeravelmente gerada modulo P se ha uma algebra enumeravel Fy < F tal que, para
qualquer F' € F, ha Fy € o(Fy) (a o-dlgebra gerada por Fy) com P(F A Fy) = 0, onde

F A Fy denota a diferenca simétrica entre os conjuntos F' e Fj.

Para um melhor entendimento do leitor nao familiarizado com os SDAs, obser-
vamos que muitos resultados sao estabelecidos no contexto em que o espaco X ¢é suposto
compacto. Note que é sempre possivel passar a uma compactificagao de X e utilizar
métrica compativel, como em [BG95]. Porém, como os resultados técnicos sobre os quais
escolhemos nos basear estao ambientados em um contexto mais geral, onde apenas as
fibras do sistema dinamico sao compactas, sempre interpretaremos X como segue, o que

nos permitira trabalhar com modelos menos restritivos de dindmica.

Definicao 1.22. Definimos o espago métrico X como o conjunto de sequéncias
o0

X = H N,

i=0

)

min{i| z;#y;

munido da distincia d(z,y) :==r }onde 0 < r < 1 é uma constante fizada.

A aleatoriedade da dindmica reside em dois fatores: o tamanho do alfabeto
contendo o primeiro simbolo dos pontos de cada fibra e as diferentes permissoes de

concatenagcoes de simbolos entre as fibras.

Definicao 1.23. Seja £: Q — N uma varidavel aleatéria com {(w) = 2, para todo w € Q.

Definimos as matrizes de transicio aleatorias A, como sendo matrizes mensurdveis de



Capitulo 1. Principios de SDAs fibrados e o subshift de tipo finito aleatorio 28

dimensoes ((w) x £(0w), com entradas 0 ou 1, tais que hd pelo menos uma entrada nao

nula em cada linha e em cada coluna.

Definimos entao a dinamica denominada subshift de tipo finito aleatério.

Definicao 1.24. Para cada w € S, definimos a fibra
Sw)i={zeX: (Ap)am, =1, Vi=0,1,..}.

Consideramos o: L(w) — X(0w) o shift d esquerda, ou seja, (ox); = xi11. Assim, o

subshift de tipo finito aleatorio € a dinamica sobre o conjunto ¥ := H{w} x Y(w) dada

wed
pelo skew-product

O: (w,x) € X(w) — (Qw,oz) € X(Ow).

Note que X(w) < H {1,2,...,0(6'w)} . Assim, como X(w) é um fechado contido
€N
em um conjunto compacto, claramente ¥(w) é um compacto de X para cada w € Q. Em

particular, ¥ é um compacto aleatério como na definicdo 1.1, estando a condicao de

mensurabilidade 14 exigida assegurada pela equivaléncia

d(z,2(w)) =r" <  (Ap)wz, =1, parai=0,...,n—1 e (Apnw)znzn,, = 0.

Quando J log ¢ dP < oo, é facil perceber que o STFA (3, 0) é uma dindmica
Q
aleatéria expansiva no sentido da defini¢ao 1.15, bastando escolher, por exemplo, go(w) =7

como variavel aleatéria de expansividade.

Nogoes usuais de dindamica simbodlica e codificagdo admitem naturalmente
versoes aleatdrias. Chamamos de palavra de tamanho n qualquer sequéncia finita de n

para 0 < 7 < n — 2. O conjunto de palavras w-admissiveis de tamanho n serd denotado

simbolos ¢ = (cg, ¢1, ..., ¢p—1). Uma palavra ¢ é dita w-admissivel quando (Agiy)e;erys
por W). Dados um ponto z € ¥(0"w) e uma palavra ¢ € W, cx indica o ponto em X
obtido pela concatenacao de ¢ com z, ou seja, cx = (cq, ...Ch_1, To, T1, -..). Consideramos
ainda, para x € 3(0"w), o conjunto W' (z) := {ce W) : cxe X(w)}. Os cilindros de

tamanho n do STFA serdao denotados por

[clo ={reX(w) : z;=¢, i=0,...,n—1},
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onde ¢ € W. Podemos fazer um abuso de notacdo e dizer que o cilindro [c], é vazio

quando ¢ nao é uma palavra w-admissivel.

Na versao de STFA considerada em [BG95], impde-se que as matrizes de
transicao aleatorias sejam uniformemente aperiédicas, ou seja, que exista uma constante
M € N tal que, para quaisquer i € W e j € Wyu,, a entrada ij da matriz A, - ... Agu-1,,
¢ estritamente positiva. J& em [Gu97], STFA mais geral é levado em conta ao supor que a
familia {A,} é aperiddica. Mais precisamente, assume-se que o expoente M (w), responsavel
por tornar o produto de matrizes A, - .. .- Agmw) positivo em todas as suas entradas, ¢ uma
variavel aleatéria. Posteriormente em [St10], mostra-se que a aperiodicidade da familia de

matrizes de transicao aleatérias resulta da existéncia de conjuntos de medida positiva
QF ={weQ | #Wy., <K} e QF ={weQ|#W, <K},

o que se assegura de maneira imediata para K suficientemente grande, e da hipotese do

STFA ser topologicamente mixing.

Defini¢ao 1.25. O STFA (X, 0©) € topologicamente mixing se para quaisquer indicesi,j = 1
hd uma varidvel aleatoria N;;(w) a valores naturais tal que, para qualquer n = Nyj;(w), se

ie W) eje Wy, entio [il,no " ([flenw) # O, isto é, temosicj € W't com ce Wit

Na verdade, a propriedade suposta em [St10] é mais abrangente que a existéncia
dos conjuntos de medida positiva Q5 e QF e usualmente é referida como propriedade
BIP (Big Images and Preimages), sendo introduzida no contexto de cadeias markovianas
aleatérias, as quais podem assumir alfabeto infinito enumeravel para uma quantidade de
fibras de medida positiva com respeito a P. Trata-se, portanto, de um contexto mais geral

que os subshifts de tipo finito aleatérios nesta tese considerados.

Para o leitor nao familiarizado, fornecemos a seguir uma demonstracao da
aperiodicidade da familia de matrizes de transicao aleatérias. Em parte da literatura, como

[MSU10], shifts com a propriedade aperiddica sao chamados de topologicamente exatos.

Lema 1.26. Dado um STFA (X,0) topologicamente mixing, hd fungoes mensurdveis

M, J: Q — N tais que, w q.t.p., temos

oM ([i],) = S (0MWw), VieW,,
o’ ([ilg-s) = E(w), Vi€ Wy s,
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Demonstragio. Considere a constante K suficientemente grande para definir o conjunto Q%5
(como acima) com medida positiva. Seja i € W!. Tomamos N, (i) = max {N;;(w) | j < K},
onde N;;(w) é a variavel aleatoria da definicdo de topologicamente mizing, e consideramos

para quase todo w
po(i) == min{n = N,(i) | 0"w ¢ QF e 0" 'we QF}.

Entao, definimos w q.t.p.
M = (7).
(w) = maxp, (i)
E facil ver que o™@([i],) = 2(AM®w). Com efeito, fixado i € W}, temos =D+l e Q.

Assim sendo, como #W,,.w, < K e p,(i) = N, (i), vale que

207 Dw) = | Homowrw = 07O ([ils) = B(™Dw).

I<K

Consequentemente, para qualquer k € N, temos X (6P« O+Fy) = gP=O+k([4],).
Uma vez definido M (w), a variavel aleatéria J(w) é introduzida por
J(w) :=min{neN |wed"(T,)},
onde T, := {we Q| M(w) < n}. Note que Ty = {w' € Q [M (') < J(w)}. Deste modo,
utilizando a sobrejetividade de o, para qualquer cilindro [i]y-sw), ocorre a igualdade

o7 ([i]g-st10,) = E(w), para qualquer i € W) ). .

Recorde que a n-ésima variacdo de um potencial aleatério ¢ com respeito a

fibra ¥ (w) é dada por

varg(9) : = sup{|p(w, ) — d(w,y)| : d(z,y) <", com z,y e X(w)}
= sup{|p(w, z) — ¢(w,y)| : =,y € |[c]o, com ce W},

Defini¢ao 1.27. Um potencial aleatério ¢: ¥ — R € dito ser localmente holderiano (nas

fibras) se existe uma varidvel aleatoria k = 1, com J log k dPP < o0, tal que
Q

varl(¢) < k(w)r", ¥n = 1.

Consideramos sempre a menor varidvel aleatéria k que satisfaz a inequacao acima. Deno-
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taremos por H(X) o conjunto de potenciais aleatérios localmente holderianos.

Sendo uma das principais ferramentas do formalismo termodindmico para
sistemas dinamicos aleatorios, o operador de transferéncia aleatoério é introduzido como a

seguir.

Definigdo 1.28. Sejam (3, 0) um STFA e ¢ € Ly(X). O operador de transferéncia Ly age
em Lyp(X) de maneira diagonal nas fibras, mais precisamente L4(w): C(X(w)) — C(X(0w))
¢ definido por

Ly(w)f(bw,x) Z @V f(w,y), Y fel(Z(w)).

yeX(w)
oy=x

Note que podemos escrever para todo n € N

Eg(w)f(G"w,x)z Z eS"‘f’(“”Cx)f(w,cx).

ceW?r (z)

Uma vez que o conjunto de potenciais aleatérios Lp(¥) é um espaco de Banach,

sobre o seu dual estd naturalmente definido o operador L. Temos assim

| satesoma) = | 2oigam.,

onde m € Ly (2, MS(X)) e g € C(E(w)).

H& duas hipdteses fundamentais sobre o potencial aleatério ¢ € H(X) que sao
impostas para assegurar versoes aleatérias tanto do Principio Variacional e quanto do
Teorema de Ruelle-Perron-Frobenius. Assumidas em basicamente todas as referéncias aqui

citadas, estas sao abaixo reproduzidas:
(HB) J log B, dPP < oo;
Q

(HL) log [£41]. € L' (P),

onde B, ¢ a variavel aleatéria associada ao potencial aleatorio localmente holderiano ¢ via

= exp (i > : (1.1)

e L41 representa o operador de transferéncia £, aplicado a funcao aleatéria identicamente
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constante igual a 1.

Uma vez que estamos supondo log k integravel com respeito a P, seu crescimento

deve ser subexponencial, no sentido que klim z log k(67 %w) = 0, w-P q.t.p. Segue dai que,
—00

para quase todo w, B, é finito. Além disso, uma condicao suficiente para (HB) decorre de

J k(w) dP < oo, como observado em [DKSO08, Lema 2.1]. Por outro lado, a hipdtese (HL)
Q

é satisfeita ao considerar log ¢ € L'(IP), pois é facil ver que

log £o(w) (6, 2) < log £(w) + 8.

Em [DKS08, Teorema 4.2], é demonstrado o Principio Variacional para cadeias
markovianas aleatorias, que englobam os subshifts de tipo finito aleatérios. Para apresentar
o Principio Variacional naquele contexto os autores utilizam a pressao de Gurevich, a
qual, j& mencionamos anteriormente, é uma generalizacao da pressao topoldgica quando
se trabalha em espagos nao necessariamente compactos. Para tanto, é considerada uma

versao alternativa da fungao de particdo aleatoéria, como a seguir.

Defini¢ao 1.29. Sejam (X,0) um STFA topologicamente mizing e ¢ € H(X). Dados

1,7 € N, a n-ésima fungdo de particao aleatoria é definida por

onde o somatorio é tomado sobre as palavras c € W't tais que icj € W™ . Por convengio,

Z™M($,14,7) = 0 caso ndo erista palavra c € W, satisfazendo a condigdo.

Note que a nocao de fungao de particao aleatéria acima e aquela introduzida
na definicao 1.19 estao relacionadas. Como os cilindros sdo compactos, sempre ha pontos
z. € |icl, que realizam cada um dos supremos na definigdo de Z[ (¢, 1, j). Sendo assim, a
familia finita {x.}, obtida ao variar as palavras c € W ! tais que icj € W "', é claramente

um conjunto (w,n,€)-separado com € = r.

O Teorema 3.2 de [DKSO08| nos diz que, se ¢ € H(X) satisfaz as hipéteses (HB)
e (HL), entdao h&d um conjunto €' < © de medida positiva com respeito a P para o qual,

P-q.t.p. w € @, pode-se encontrar sequéncia de inteiros ny(w) / oo tal que o limite

)
v ()

log Z"“)(¢,1,1),
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existe e nao depende do ponto w € ' e do simbolo 7 com respeito aos quais é calculado.

Com isto, pode-se introduzir a pressao de Gurevich como a seguir.

Definigao 1.30. A pressio de Gurevich de um potencial aleatorio ¢ € H(X) € definida,

para w € Y, como o limite

o (6) = lim —— log 21 (¢, 1,1)

= 1y ()

A partir do Teorema 3.4 de [St10], pode-se concluir que, se um potencial
aleatério ¢ € H(X) satisfaz as hipéteses (HL) e (HB), ocorre Ilg(¢) < 0. Enunciamos

entdo versao do Principio Variacional presente em [DKS08].

Teorema 1.31. Sejam (X,0) um STFA topologicamente mixing e ¢ € H(X) um potencial
aleatdrio satisfazendo as hipoteses (HB) e (HL). Entao,

Ilg(¢) = sup {hfl(@ﬂfﬁbdu}.

peMp(%)

Outro resultado sobre o qual nos baseamos serd o Teorema de Ruelle-Perron-
Frobenius. Este teorema foi registrado na literatura de dindmicas simbdlicas aleatérias em
formas sucessivamente mais gerais (ver, por exemplo, [BG95, Ki08]). Uma interessante
demonstracao deste resultado fazendo uso de técnicas de transporte 6timo foi obtida

em [St17]. Consideramos abaixo uma adaptacao de versao presente em [MSU10].

Teorema 1.32. Sejam (2,0) um STFA topologicamente mizing e ¢ € H(X) um potencial

aleatdrio satisfazendo as hipoteses (HB) e (HL). Entao, sio validos os itens a sequir.

(i) Existe uma unica probabilidade v = {v,} em ¥ tal que w q.t.p. temos
(Lp(w)) Vg = Mw)vy, onde A w) = L( )£¢(w)1 dvge,.

(ii) Existe um unico potencial aleatdrio positivo h € H(X) que para quase todo w satisfaz
(Low)h) (0,2) = N)h(Bu,) e LUW”“%:L

Além disso, a autofuncao h verifica w q.t.p.

h(w,z) < h(w,y) - BEY) | VY ayeN(w), dlz,y) <,
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onde

J(w)—1
Cy(w) 1= By-sw - ( H 6(9‘7(“)*%)) - exp < max )QSkqugkw> . (1.2)
i=0

0<k<J (w

com B, como em (1.1) e J(w) como no Lema 1.26.

(iii) A probabilidade p dada pela desintegragio {p, = h(w, )v,} € O-invariante.

Para uma demonstracao dos itens do teorema acima, o leitor pode consultar as
Proposigoes 3.4 e 3.7 e os Lemas 3.9 e 3.11 de [MSU10].

E bem sabido na literatura de SDTs que, no contexto de uma dindmica expansiva
e de um potencial holderiano, a probabilidade p = hv associada ao operador L é o tnico
estado de equilibrio para f, isto é, a probabilidade que realiza o supremo da definicao da
pressao. Tal fato também é conhecido para STFAs, como pode ser consultado, por exemplo,
em [BG95, Proposicao 4.8] ou em [KLO06, Teorema 4.1.1]. Porém, tais resultados foram
estabelecidos em contexto mais restritivo, no qual o espago métrico X é compacto. Para
apresentar uma demonstracao de que p é estado de equilibrio também sob nosso conjunto

de hipdteses, definimos primeiro o que é uma medida de Gibbs, assim como em [MSU10].

Defini¢ao 1.33. Uma probabilidade m € Mp(X) é chamada de medida de Gibbs para
¢ € H(X) se existir funcdo mensurdvel Gy,: Q2 — [1,+00) tal que, para quase todo w, para

todo n = 0 e qualquer x € ¥(w), sdo verificadas as desigualdades

my([Toxy .. Tpo1]w)
exp (Spo(w, x) — S, log A(w))

(Go(w)Gy(0"w)) ™" < < Gy(w)Gy(0"w).

O Lema 3.28 de [MSU10] fornece a seguinte propriedade para a automedida v:

para quase todo w e para quaisquer x € X(w) e n € N, temos

Vo ([rox1 - @n1]w)

D(0"w) By, < exp (Spo(w, x) — Sp(log M) (w))

< Byn, (1.3)

M(w)—1

onde D(w) := <exp(2HSM(w)¢Hw) I g(giw)>1 <1.

1=0
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A fim de obter desigualdades similares para pu = hv, consideramos o potencial
aleatério ¢ := ¢+log h—log ho®—log \. Claramente ¢ € H(X). Observamos que o operador
L; estd normalizado, ou seja, este satisfaz L3(w)1 = 1. Em particular, ¢ cumpre (HL)

Alem disso, observamos que &(w) < 2r~ ' log By, pois, dados x,y € ¥(w) com d(z,y) < r",

com n = 1, temos

Bw,7) = $(w,y) = 0w, 7) = $(w,y) + log (ZEZ;; ) 1o <W)

< l{(w)d(x> y) + 10g(Bw)d(fL', y) + log(ng)d(cm, Oy)

0 0
< K(w)r™ + Z k(O Fw)rktr 4 Z k(O W)ttt =
k=1

k=1

2log By, ,,
—r"
,

Sendo assim, pelo Lema 2.1 de [DKS08], o fato de & pertencer a L'(P) implica que a
hip6tese (HB) é cumprida para a varidvel aleatoria B, associada ao potencial aleatério ¢

por (1.1).

A tripla associada ao operador L é composta pelo autovalor constante igual
a 1, pela autofuncao identicamente constante igual a 1 e pela automedida p = hv. Com

efeito, = hv é o tnico ponto fixo do operador dual E(’;, pois, para qualquer g € C(X(w)),

Jz(w) gdﬁ(j;(w)ugw = J;(am h(ng )‘C ( )g dV@w = ( ) J; ( )(h(wv )g) dV@w

)
= — h( )g dﬁ V@w J ngw - f gduw
AMw) S(w) ¢ S(w) 2 (w)

Ao aplicar as desigualdades (1.3) para be [, Obtemos

N | teo ([Tox1. Tpn1]w) .
D(0"w)Byn,, < o5 (Sud0,2) — 502 (@) < By, (1.4)

Recorde que, para quase todo w, B, = 1 e D(w) < 1. Assim, definindo G(w) := B,D~}(w),

podemos deduzir das desigualdades acima que

(Gw)G(E"w)) " < “gilgx(‘);é(i’:;)])“ < G(w)G(0"w), (1.5)

o que mostra que p é medida de Gibbs para ¢. Como veremos na proposicao a seguir, a
probabilidade p é um estado de equilibrio para ¢. Tal proposi¢ao é baseada na Proposicao 4.8
e no Teorema 4.11 de [BG95].
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Proposigao 1.34. Sejam (3, 0) um STFA topologicamente mizing, ¢ € H(X) um potencial
aleatorio satisfazendo as hipoteses (HB) e (HL) e u = hv a probabilidade associada ao
operador de transferéncia L4, como descrito no item (iii) do Teorema 1.32. Entdo, u é

um estado de equilibrio para ¢. Ademais,

(o) = JQ log AdP.

Demonstrag¢io. Dada uma palavra ¢ € W, hé x € [c],, que satisfaz

—po([clw) log (po([clw) + J[ ] Sngg(u), z2) dp(2) = —pw([clw) [log (Hw([clw)) — Snd(w, :L‘)] .

Utilizando a desigualdade (1.4), podemos minorar o lado direito da desigualdade acima
por —u([c].,) log Byn,,. Ao somar sobre todas as palavras ¢ € W e dividir ambos os lados

por n concluimos que

- [— 5% sullelo) og (na([el)) + | snczw,-)duw] >~ log B

(L =t S(w)

Integrando ambos os lados da desigualdade com respeito a P resulta que

1 n—1 A B 1 R
“H i du>—— | log B, dP,
. (\/@ <P|fz>> v [ danz | 1og

onde P denota a particio de X em cilindros de tamanho 1. Ao tomar limite em n — oo,

concluimos que

hel(O) + L ddp = 0.

Observe entao que, como J édu = J odyp — f log A dP, temos
) ) Q

hel(©) +J odp >J log A dP.
3 Q

De posse do Principio Variacional, a demonstracao decorrera de mostrar que

para qualquer probabilidade m € Mp(X), ocorre

hre (@) +f ¢dm <f log A dP.
% Q
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Para tanto, recordamos que, dados dois vetores de probabilidade (py, ..., p) e

(¢1,---,qx), com p; > 0 para 1 <i < k, entdo

k k
Zqi log p; —Z% logg; <0, (1.6)
i=1 i=1

sendo que a igualdade ¢é valida se, e somente se, ¢; = p; para todo 1.
Fixado w € Q, para 1 < i < {(w), definimos j,-q.t.p. = € 3X(w)

pilw,m) = Y V) e gilw, ) =By (xplo T B)(2),

yeX(w):oy=ocx

onde B denota a o-algebra dos borelianos de X e xj;,, indica a funcao caracteristica do
cilindro [i],,. Note que p;(w,z) = 0 implica ¢;(w,z) = 0 para p,-q.t.p. x € £(w). De fato,
ao definir o conjunto C' := {z € X(w) | p;(w,z) = 0} = {z € B(w) | 0~ (o) N [i]l. = T},

temos

Jl( o E,.. (Xp.lo ™ (B))(z) dp, = J Xiito (@) Aty = (0~ (0C) A [i]) = 0.

o~ 1(cC)

Supondo p;(w, z) > 0, temos entao que

£(w) Lw) }
J > ai(w, 2)logpi(w, w)dmy, = >0 | By (xpulo ' B) (@) log Y| @y, (y)dm,
S(w) i=1 i=1 Y2E(w) yes(w)
oy=ox
Lw)
= log Z e‘““’y (y) dmy,
i=1 Y[ie yer(w)
oy=ox
Lw) R R
= ¢(w,iox)dm,, = ¢ dmy,,
= Jii S(w)
sendo que a tltima igualdade vem do fato que ¢(w, z) Z d(w,iox) i, (x), onde iox

denota a concatenacao do simbolo 7 com o ponto ox. Por outro lado,

f S (or) log . ) i — Hy (Plo1B).

B(w) =1
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Logo, aplicando a desigualdade (1.6), obtemos
mo,(Plo™ J ¢ dm, <

Como P ¢é partigdo geradora de B, integrando a desigualdade acima com respeito a P

resulta

hrel(©) +J pdm <0
b))

Porém, como m é invariante pela dinamica, J ddm = J ¢odm — J log A dm. Portanto,
b b b

concluimos que

(C) +J ¢dm <f log A dP.
% %
O

Para conveniéncia do leitor, concluimos esta se¢cao com um resumo dos resultados
do formalismo termodinamico que utilizamos como base para nossa proposta de versao

aleatoria de otimizacao ergodica.

Teorema 1.35. Seja (3,0) um STFA topologicamente mizing. Considere ¢ € H(X) um
potencial aleatdrio satisfazendo as hipéteses (HL) e (HB). Entdo

(a) Existe uma unica tripla (X, h,v), com A(w) > 0 varidvel aleatdria, h e v autofungao

positiva e automedida do operador de transferéncia L, e seu operador dual L3,

respectivamente, tais que, para quase todo w

(Lo(w)h) (0w, ) = Mw)h(0w,x), LE(w)ve, = Mw)v,

Aw) =L(w)<£¢< )b ) () e | L(w w,) dugy () dP(w) =

(b) O potencial aleatorio log h pertence ao conjunto H(X), valendo var], (logh) < B,r",
Vn = 1. Além disso, existe varidvel aleatdria Cy(w) > 1, dependendo unicamente

de ¢, tal que, para quase todo w, ||log hll, < logCy(w). Mais precisamente,

(w)—1
Cy(w) 1= By-sw)y, - ( H 06 ) - exp (0<r]£1<a}% 2||Sk b6~ kw> :
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onde B, = 1 foi definido em (1.1) e J(w) foi definido no Lema 1.26.

(c) O Principio Variacional garante que

T(6) = wpﬁw%@+L¢m&.

meMp(E

(d) A probabilidade p = hv € estado de equilibrio para ¢ e ocorrem as igualdades

he (e dp =TI = | log \dP.
M)+L¢u &(0) L%
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2 Consequéncias do formalismo termodina-

mico em temperatura zero

Consideramos aqui um STFA topologicamente mizing, no sentido das defini¢oes
1.24 e 1.25. Estamos interessados em estudar probabilidades maximizantes associadas a
potenciais aleatérios localmente holderianos, introduzidos pela defini¢ao 1.27. No decorrer
deste capitulo, vamos empregar os resultados conhecidos do formalismo termodinamico
sobre este modelo de dindmica para estabelecer versao de teoria de otimizacao ergodica

em contexto aleatorio.

2.1 CaracterizacGes da constante ergdédica maximal

Nesta se¢ao, focamos no problema de caracterizar a constante ergédica maximal
de um potencial aleatério ¢ € H(X). Iniciamos colocando em evidéncia a relagao entre 5(¢)
e o autovalor aleatério maximal do operador de transferéncia L4. Para tanto, fazemos uso
do processo de congelamento do sistema como apresentado em [Sa99, CLTO01]. Recordamos
que tal processo consiste em multiplicar o potencial aleatério ¢ por um parametro ¢, o
qual possui interpretacao fisica como o inverso da temperatura absoluta, e em analisar
(na escala adequada) o comportamento assintético da tripla associada ao operador de
transferéncia Ly, constituida pelo autovalor maximal e pelas autofun¢ao e automedida

correspondentes.

No ultimo capitulo de [MSU10], os autores fazem estudo da analiticidade da
funcao t — Ilg(t¢). Como é bem sabido, em formalismo termodinamico, a perda da
analiticidade desta funcao é interpretada como transicao de fase. A estratégia empregada
no estudo passa por observar a dependéncia em ¢ da tripla associada ao operador de
transferéncia L;,. Em particular, denotando por B, ; a variavel aleatéria introduzida

por (1.1) para o potencial t¢, 14 conclui-se que B,,; < [B,]" e Ciy(w) < [Cy(w)]".

Recorde que todo potencial aleatério ¢ € H(X) satisfazendo as hipéteses (HL)
e (HB) possui pressdo de Gurevich finita. Em particular, como consideramos apenas

potenciais aleatorios de modulo integravel com respeito a P, temos  sup hde(@) < 0.
mEM[p(E)
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Com efeito, pelo Principio Variacional,

sup h,’fl(@)—J |¢), dP <Tlg(¢) =  sup h(O) < HG(¢)+J |4, dP < co.
HEMPp(X) Q HEMp(X) Q

No caso deterministico, a constante ergédica maximal de um potencial hol-
deriano f esta relacionada com a pressao topoldgica do potencial tf através do limite
B(f) = tli_)r& 215 log P(tf), como observado, por exemplo, em [CG93, Sa99, CLT01]. Nao é
surpreendente que este resultado se generalize para o caso aleatério. Na proposicao abaixo,

apresentamos uma prova desse fato.

Proposicao 2.1. Seja ¢ € H(X) um potencial aleatdrio satisfazendo as hipoteses (HL) e
(HB). Entao,
1
B(¢p) = lim — | log A\ dP.
Q

t—oo t

Demonstragio. Seja C' > 0 constante tal que sup A’ (©) < C. Entao, para qualquer
mGM]p(E)
t >0,

[g(tg) = sup {h:,fl(@) + ftgzﬁdm} < C+tB(9).

mGM[p(Z)

Por outro lado, quando v € Mp'**(¢), ocorre

B(O) + t6(g) = h(O) +J todv < sup {n(O) + f todm} = Tg(t9).
)

Q meM]p(E

Das duas desigualdade acima, resulta que

0 <Te(tg) —t8(d) < C.

Utilizando a caracteriza¢ao do item (d) do Teorema 1.35, llg(t¢) = J log A\; dP, basta
Q
dividir a desigualdade por t e fazer t — oo para concluir que

lim = [ log A dP — 3(6).

t—oo t Q

]

O processo de congelamento do sistema nos permite obter probabilidade maxi-

mizante para o potencial aleatério ¢. Tal fato é bem conhecido no caso deterministico,
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como o leitor pode verificar, por exemplo, no Teorema 3.2 de [CG93] ou na Proposigao 29

de [CLTO1].

Proposicao 2.2. Suponha que logl € L'(P). Seja {j; = by} a familia formada pelos
estados de equilibrio associados a to, t > 0. Entao, qualquer ponto de aderéncia da familia
{pe} € uma probabilidade maximizante para ¢ que apresenta entropia mdxima entre as

mazimizantes.

Demonstracao. Temos que, pelo Teorema 1.35,

@)+ [todm = s {17(6) + [roav} = Tatro).

VEMP(Z

Além disso, a existéncia de ao menos um ponto de aderéncia da familia {1} estd garantida,

vide observacao 1.6.

Seja t,, sequéncia crescente tal que py,, — p. Da igualdade

ao fazer n — o0, resulta que

Jqﬁdu = lim —[h“’l ©) + Jtngbdutn] — nlgrolotlj log A, AP = B(6).
Q

n

Por outro lado, para m € Mp'**(¢), temos
(©) +15(0) = H(©) + [todm < o(t9) = 2'(©) + [ todm.

Como fgzﬁdut < B(¢), segue que h'*(0©) < h;ﬁl(@), V¢t > 1. Em particular, recordando

que a expansividade de (X, ©) assegura que a aplicacido v € Mp(X) — h'¢ é semicontinua

superiormente, concluimos que p possui entropia maxima em Mp'**(¢). m

Também utilizando o processo congelamento do sistema vamos obter uma
funcao aleatoéria que generaliza o conceito de subacao para um SDA. Antes de introduzir o

que vem a ser uma subagao aleatéria precisamos de resultados preliminares.

Uma vez que para quase todo w €  a autofungdo hi(w,-) é positiva na
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fibra ¥(w), a menos de um conjunto de medida nula para P podemos escrever que

—tut(w,x)

1
hi(w,z) =e s w(w,x) = —Elog hi(w, ). (2.1)

Lema 2.3. Para quase todo w, as fungoes uy definidas em (2.1) sao equicontinuas e

equilimitadas sobre as fibras ¥ (w).

Demonstragdo. Pelo item (b) do Teorema 1.35, a autofunc¢ao do operador de transferéncia

associado ao potencial aleatorio ¢ satisfaz

hw,z) < h(w,y) - B V2 yeN(w), dz,y) <,

1
Cs(w)

< hw,z) < Cy(w), YVxel(w),

onde Cy(w) é dado pela equagdo (1.2). Dai, como mencionado no inicio desta segao, ao
multiplicar ¢ pelo pardmetro ¢t > 0, é observado em [MSU10] que

Buy <[B.]' e Cuyw) <[Co(w)]".

)

Dessas desigualdades resulta que as fungoes u; satisfazem equilimitacao e equicontinuidade,

pois, para quase todo w e para quaisquer x,y € ¥(w) com d(z,y) < r, temos
lug(w, ) — w(w, y)| <log B, - d(z,y) e —logCylw) < u(w,z) <logCy(w), Vit>0.
]

Dado potencial aleatério ¢ € H(X) satisfazendo as hipoteses (HL) e (HB),
recorde que podemos normalizar o operador de transferéncia ao considerar o potencial
aleatério ¢ = ¢ +log h —log ho© —log A, obtendo, em particular, qu(w)l = 1. Trocando ¢
por to, com t > (0, denotamos entao t¢ := t¢ + log hy —log hy 0 © —log \;. Observamos que,
para quase todo w e para todo z € ¥(w), a normalizacdo do operador de transferéncia Ly

pode ser apresentada da seguinte forma

Z exp (to(w, y) — log M (w) — tug(w, y) + tug 0 O(w,y)) = 1. (2.2)

yEX(w)
oYy=x

Como a soma de exponenciais em (2.2) é igual a 1, temos como consequéncia a desigualdade
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1 1
n log A\ (w) < 7 log {(w) + @] + log Cy(w) + log Cy(Ow). (2.3)
Com efeito, a equagao (2.2) equivale a Z expt(d)(w, y) —ug(w, y) +up 0 O(w, y)) = M(w).
yeX(w)

Da prova do Lema 2.3, temos que |[u; (6w, -)|, < log Cy(6’w). Ademais, o nimero de termos
desse somatorio estd limitado por ¢(w). Logo, o resultado é obtido ao se aplicar o logaritmo
e dividir por ¢ em ambos os lados de \(w) < £(w) exp [t(”gzﬁ”w + log Cy(w) + log C’¢(«9w))].
Uma outra constatacao direta da equagao (2.2) é que cada expoente das exponenciais é

negativo, donde

8(.9) + w0 O(w,y) — wlw,y) < log M(w), ¥y e Tew). (2.4

A partir da caracterizacao de [(¢) obtida na Proposigdo 2.1 e da equicon-
tinuidade e equilimitacdo da familia de potenciais u;(w, -) apresentada no Lema 2.3, é
sugerivel procurar passar ao limite em ¢ na desigualdade (2.4) a fim de obter potencial que
desempenhe o papel de subacao para ¢. Porém, como uma tal passagem ao limite se daria
essencialmente fibra a fibra, nao parece haver por ora garantia de resultar mensurabilidade
do limite com respeito a w. Portanto, evitaremos entrar agora em tais dificuldades técnicas

e veremos como a desigualdade (2.4) nos auxilia a obter novas caracterizagoes para [(¢).

A seguir, descrevemos [3(¢) via médias de Birkhoff, revisitando para o caso
aleatério, quando ¢ € H(X), as caracterizagoes presentes, por exemplo, em [CG93, Teo-
rema 2.1] e em [Je06, Proposicao 2.1]. Como mencionado anteriormente, uma tal descrigao
se encontra registrada na literatura, por exemplo, em [Cr02, Proposi¢ao 6.21]. Propomos
aqui uma demonstracao alternativa para este resultado. Na demonstracao utilizaremos um
lema bem conhecido na literatura de teoria ergddica, o qual deixamos enunciado abaixo

para a conveniéncia do leitor.

Lema 2.4. Seja =: Q0 — R uma varidvel aleatoria integravel. Entao,

=o0"

n

— 0, quando n — 0.

Para uma demonstragao deste lema, o leitor pode consultar, por exemplo, a
prova do Lema 2 de [AB09] ou a do Corolario A.6 de [Th87].

Lema 2.5. Dados um STFA (X,0) e ¢ € H(X) satisfazendo as hipéteses (HL) e (HB),
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para quase todo w € ), vale que

B(¢) = lim sup —S ¢(w,z) = sup limsup — S no(w, x).

n_)oozeE(w) zel(w) n—o N

Demonstragdo. Considere w q.t.p.

Bo() == max S,é(w, ).

zeX(w)

Uma vez que ¥ admite sele¢do mensuravel (ver, por exemplo, Teorema II1.7 de [CVT7T]),
nao é dificil argumentar que ((¢) é mensuravel para todo n € N. Note que, para quaisquer

n,m € N, temos
BT (@) < BIH(9) + Bime,(9)-

Assim, pelo Lema Subaditivo de Fekete, para quase todo w existe o limite

5.(6) = limy ~ 1(0) = inf ~ 6(0),

n—ow n

o qual define uma funcao mensuravel sobre 2. Observe que podemos estimar a diferenca

|59w(¢) - 6w = lim l

n—ow n

max S,¢(fw, ) — max S,o(w, 3/)’

€3 (fw) yeX(w)

1
< lim — max [¢(6"'w, 0" y) — d(w,y)|.

=00 yen(w)

Além disso, de |3(6)] < [0l + -+ + 160" gnor, temos | | 62(0)dP| < n [ Jolap,
Q Q

Logo, utilizando o Lema 2.4 e a ergodicidade de 6 com respeito a P, concluimos que (3, (¢)

é uma funco constante para quase todo w. Sejam entdo p € MP(4) e ¢ o potencial

~ 1
aleatério dado pelo Teorema de Birkhoff, ¢(w, z) := lirralO —Spd(w, ), o qual estd definido
n—o
(w,z) p— q.t.p. Temos que

o0 = | odn=| dan=| | Gamar=| | tm s.oande

< L L( lim ﬁ"duwdﬂm L Bu(@)dP = B.(¢), w q.t.p.

n—w n

Recorde que A\; depende apenas de w. Fixamos uma sequéncia crescente ¢; — o0
e tomamos ponto w € ) que é simultaneamente regular, no sentido do Teorema de

Birkhoff, para cada uma das fungoes log \;,, mais precisamente, consideramos w tal que
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1
lim —S,(log \¢,)(w) = f log A\, dP, para todo j € N. Seja {z,(w)} = X(w) sequéncia
Q

n—0o0 n
satisfazendo

Bi5(9) = Snd(w, zn(w)).

Decorre da desigualdade (2.4) que

1 n

n

n+l _
n .

J

Uma vez que, pelo Lema 2.3, as fungoes us(w, -) sdo equilimitadas P-q.t.p. com respeito

a t, podemos definir

Qo ={we Q| |ul, <C, Vt>0},

com P(Q¢) > 0. Da ergodicidade de 6, resulta que para quase todo w ha sequéncia ny, tal

que 0™ w e Q¢, ¥V k € N. Disto concluimos que

1 2C 1 1
—Bm(g) — = < —8, (—log . keN.
ng Bw (¢) n, < n, Snk <t_] 0g t]> (w)7 VkeN

Ao fazer k — o0, temos entao que

1
Bu(@) < . log A\, dP,  w P —q.t.p. (2.5)
QY

Gragas a Proposicao 2.1, podemos tomar o limite em j para concluir que 3,(¢) < 3(¢).

Das duas desigualdades resulta, w q.t.p.,

lim sup ~Sud(w,z) = Bu(d) = B(0).

=0 zesi(w) T

Para obter a outra igualdade, observe que, se u € Mp**(¢) é uma probabilidade

ergbdica, pelo Teorema de Birkhoff, para (w,Z) u-q.t.p., temos

B(¢) = lim lSngzﬁ((,u,f) < sup limsup lkSYngb(w,ac).

n—pL n, zeS(w) n—ow M

Por outro lado, pela definigdo de supremo, dado € > 0, hd z € ¥(w) tal que

sup Timsup S, 6(w, ) — < < limsup ~ §,0(0,7) < Jim, * 1(6) = 5(6),

zeX(w) n—oo N n—0o0 n—o0n,

onde a ultima igualdade é valida w q.t.p. pela argumentacao acima. Resta fazer ¢ — 0
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para obter o resultado. O

A partir da desigualdade (2.5) na prova do lema anterior, podemos concluir

que, assim como nos sistemas dinamicos topolégicos,
.1
B(¢) =inf — | log A, dP.
it g

Como pode ser visto, por exemplo, em [BLL11, Proposi¢ao 2.11], no contexto de um
full shift topolégico e um potencial holderiano f, o grafico da pressao topoldgica P(tf),
em fungao do pardmetro ¢, possui assintota t5(f) quando ¢ — c0. Desse comportamento
assintotico da pressao pode-se discutir, como fizeram os autores do referido trabalho, quais
sao as probabilidades maximizantes para f obtidas em situacoes particulares como limites

de p; quando t — c0.

Dando continuidade as caracterizagoes da constante ergédica maximal 5(¢),
vamos obter um Teorema de dualidade, generalizando aquele presente em [CG93, Teo-

rema 2.2], para o caso em que ¢ € H(X).

Teorema 2.6. Sejam (3,0) um STFA e ¢ € H(X) um potencial aleatdrio satisfazendo
(HL) e (HB). Temos que

B(¢) = inf sup [¢p(w,x) + v(0w, o) — v(w, z)] dP.

veli(2) Jo zeX(w)

Demonstragcio. Vamos utilizar a notacao

Yo(@,v) := max [¢p + v o O —v](w,x).

zeX(w)
Uma das desigualdades é trivial, pois, para qualquer v € C'(%),
V(P V) = d+v00O — 0.

Entao, sempre que integramos a desigualdade acima com respeito a uma probabilidade

maximizante p € M ($), temos

L Yo (0, 0) AP = B().

Basta agora tomar o infimo em v do lado esquerdo.
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Para obter a outra desigualdade, definimos

(6.5) = 1 Sl
5 = 7 Sn¢ )
vy (w, T N Z W, T
Temos que
N N
[gﬁ +uyo00O — ’UN](OJ, CL’) = gb(w,x) + ]i[ Z anb(Qw? O'ZL‘) o ]i[ Z anb(w,l’)
' N n=1 No1 n=1
= N Z Sn¢(9w,0$) - =~ Z Sn¢(9w70x)
1 n=1 1 n=1
- NSNgb(ew,UI) = NSN¢O O(w, )

Consequentemente, mantidas as notagoes da prova do Lema 2.5,

1u(6,08) = 6 (90 ©).

Assim, pelo lema anterior, para quase todo w, v, (¢,vy) converge para (¢ o ©) quando

N — oo0. Portanto, empregando o Teorema Ergddico Subaditivo de Kingman,

N—oo

| i [ Lo o1ap - [ 5 oe 1P — Hon 6 -
i | (60w P = Jim | 6200 ©)dP = | A.(600)dP = (6 20) = 3(o).

Em particular, dado € > 0, existe Ny suficientemente grande tal que

L Y0, vn, ) AP < () + €.

Entao,
inf
| ulov) < 506+
donde obtemos a outra desigualdade ao fazer ¢ — 0. O]

Note que este Teorema de dualidade generaliza aquele do caso deterministico
quando ¢ € H(X), pois, nesse contexto, P se reduz a uma delta de Dirac sobre um ponto
fixo wy. Dessa forma, a integracao aqui presente, no caso deterministico, consistiria apenas

em avaliar o valor de .
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2.2 Uma generalizacao do conceito de subacao aleatéria

Uma vez obtidas as caracterizagoes da constante ergédica maximal (), nosso
objetivo serd propor noc¢ao de subacao aleatéria e garantir sua existéncia. E natural pensar
que, na desigualdade cohomoldgica da subacao aleatéria, no lugar da constante ergodica

maximal, figurard uma varidvel aleatéria cuja média com respeito a P resulta em [3(¢).

Definicao 2.7. Dizemos que uma fungdo aleatoria uw é uma subagdo aleatoria para o
potencial aleatdrio ¢ se existir uma varidvel aleatoria ¥: Q — R, com | Y dP = p(¢),
Q

chamada de valor ergodico maximal aleatorio, para a qual vale a desigualdade
d(w,z) +uoB(w,x) —u(w,z) <Yw), w-—gqtp, ¥Vredlw).
Uma subagao aleatoria serd chamada de calibrada se para quase todo w verificar a igualdade

(b, ) = min [u(w,y) — 9lw,) + Y], Vo e D).
ye2(w
oY=
Claramente a definicao de subacao aleatéria generaliza o conceito de subagao
dos SDT’s. Caso P = §,,, s6 hd uma fibra a considerar (exatamente a fibra ¥(w)) e, nessa
situacao, basta tomar ¢ = 3(¢). Faremos a seguir a constru¢ao de um candidato a subagao

aleatéria para um potencial aleatorio ¢ € H(X) satisfazendo (HL) e (HB).

Considere um conjunto £ < €2 tal que, para todo w € €2, existe um tnico
we € € com w = @we, para algum j € Z. Particionamos o conjunto €& em conjuntos
enumeraveis &, 1= {wy, w1, ...}. Como as fungoes aleatérias u; e as varidveis aleatérias A
estao necessariamente definidas P-q.t.p., desconsideraremos elementos w € £ cujas érbitas
estejam contidas em conjunto de medida nula sobre o qual u; ou \; nao estdo definidas.
Levando esta observagao em conta, fixamos &, = {wg,ws, ...} = £. Pelo Lema 2.3, temos
que {u(wp, -)} é uma familia equicontinua e equilimitada de fungoes, de modo que podemos
aplicar o Teorema de Arzeld-Ascoli para obter sequéncia {t,(«)} da qual resulta o limite
uniforme

Ug(w(b ) = T}I_I)Iolo utn(oc) ((’UU) )

Obviamente, podemos escolher subsequéncia, ainda denotando-a por {t,(«)}, para a qual

existe o limite ug(#w;, ) = lm uy, (o) (6?w;, -), para indices i € N e j € Z fixados. Mais
n—
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ainda, por argumento diagonal, extraimos subsequéncia {t,, ()}, tal que
ug(w;, 1) = klirn utnk(a)(ﬁjwi,x), VieZ VieNVreX(¢w).
—00

Definimos entéo 1
A (#w;) = lim inf ——— log )\tnk(a)iji)?

k=00t ()

ASP (09 w;) := lim su
£ ( ) k—»oop tnk(a)

log At,,, (a) (67wi).

Note que o limite superior acima esta bem definido devido a desigualdade (2.3). Denotare-
mos por {tf:;f (a,i,7)} e {t;F(,4,7)} as subsequéncias sobre as quais passagem ao limite
fornece, respectivamente, o limite inferior e o limite superior nas defini¢oes de Aé”f (Bw;) e
A" (67w;). Naturalmente, esse procedimento, ao se variar o conjunto &,, permite definir

fungoes ug e A%, com = € {inf, sup}, para um conjunto de massa total em €.

Ainda que as fungoes limites construidas acima possam nao satisfazer mensurabi-

lidade com respeito a o-algebra JF, a proposicao abaixo garante propriedade de calibragao or-

log At,,, (a) (67wi).

bital. Além disso, concluiremos que esta bem definido o limite lim
ko by, (@)

Proposicao 2.8. A funcdio aleatoria ug definida acima satisfaz, para quase todo w,
ug(bw,z) = min [ug(w,y) — d(w,y)] + Ae(w), Ve T(0w),

yeX(Ow)
oy=x

e log Atnk(a) (w), P-q.t.p.

Demonstragio. A prova de que Ag(w) estd bem definido como limite sobre as sequéncias

{tn, (@)} seguird ao se concluir que ug(6w,z) = min [ug(w,y) — ¢(w,y)] + Ai(w), com

yeX(Ow)
ocy=z

* € {inf, sup}. Isto porque a diferenga entre colchetes ndo depende de *, forgando assim

AT (W) e AP (w) a coincidirem para quase todo w.

Seja w = §w;, com w; € &,. Note que os valores ug (0 w;, 1), ue(Fw;,y) e

A:(0’w;) sao obtidos, respectivamente, como limites das sequéncias ut;k(m@j)(m o, 1),

s, (i) (Pwi,y) e i) log )\tgk(a,i,j)(ej w;). Segue dai que, em virtude da desigual-
Nk VAR

dade (2.4), para pontos 6/w; pertencentes ao subconjunto de € sobre o qual estdo definidas

as funcoes ug e A%, o qual tem probabilidade 1 com respeito a P, observamos a desigualdade
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(07 w;,y) + ug (07w, oy) — ug(Pw;, y) — Ap(0w;) <0, VyeI(¢w). (2.6)

Dado entdo 6’w; que satisfaz a desigualdade acima, considere z € ¥(#/w;). Afirmamos

que ha y € 2(#w;), com oy = x, tal que

Com efeito, por reducdo ao absurdo, suponha que exista 1 > 0 tal que, para todo y € o~ 'z,
temos
G wi, y) + ug (07 wi, 0y) — ug(Bwi,y) — Ap(Fw;) < —n < 0.

. . N .
Resulta das convergéncias de ug e Ay sobre a sequéncia {t;, (c,4,7)} (a qual escreveremos

apenas t;k) que, para k suficientemente grande, temos

. . . 1 . tx
t;k (¢(9]Wu y) + Ugy, (9J+1Wi, 95) — Uy (9]%‘, y) - tT log At;k (9]%’)) < _nT,J?’

Nk

de modo que, ao fazer k — oo,

A A . 1 ,
exXp (t;k (¢(0]Wi7y) + U, (67w, @) — gy, ((Pwi,y) — P log )‘t;k (9]%>)> — 0.

Nk

1

Ora, como isto vale para todo y € o~ ", resulta que

Z exp (tzkﬁb(@jwi, y) —log Ay, (0'wi) — th, e (0wi,y) + 1, w0 O((ws, y)) — 0,

yes (67 w;)
oY=z

o que é um absurdo, pois, pela equagao (2.2), para qualquer valor de ¢, o somatdrio acima,

é sempre igual a 1. Portanto, ha ao menos uma pré-imagem y de x que realiza a igualdade
G0 wi, y) + ue (07w, 2) — ue((wi,y) — Ap (P w;) = 0.
m

Observe que o valor de Ag(w) estd entre h?l(ixljlf 1 log A\i(w) e lilglso(ljlp 1 log A\i(w)
e depende da escolha do conjunto £ que indexa as sequéncias sobre as quais sao tomados
os limites de sua defini¢do. No lema a seguir, mostramos que as médias temporais de Ag(w)
se comportam como médias de Birkhoff. Mais precisamente, mostramos que, independen-

temente da escolha de &, para quase todo w € €, hé sequéncia {n;} para a qual as médias
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nz—l

— Z Ag(0'w) convergem para 3(¢). Embora a mensurabilidade e integrabilidade de Ag
i 15

ainda nao estejam asseguradas, impossibilitando assim aplicar o Teorema de Birkhoff, o

lema a seguir nos da indicios que Ag se comporta como valor ergédico maximal aleatorio.

Lema 2.9. Para quase todo w € Q hd sequéncia {n;(w)}, independente da escolha do

conjunto &, para a qual

Demonstra¢io. Como no Lema 2.5 as caracterizagoes de [3(¢) sdao validas para quase
todo w, usando a f-invaridncia de P, podemos obter um subconjunto mensuravel €2, de
probabilidade 1 com respeito a IP, sobre o qual as mesmas descri¢oes sao verificadas ao

longo da érbita de qualquer elemento de Q, ou melhor,

B(¢) = lim  sup l‘S’ngzﬁ(@jw,x) sup hmsup S WO w, ) Vwe, VjeZ

O pen(@iw) T zen(fiw) n—o®©

Fixamos probabilidade ergédica p € My (¢) e consideramos (6”w;, T,eq), com w; € E N O
e j € Z, ponto regular (segundo o Teorema de Birkhoff) para ¢ com respeito a u. Note
que, se um ponto é regular segundo o Teorema de Birkhoff, todos os pontos de sua orbita
também sdo regulares, o que nos permitird examinar a 6rbita de (7w;, Treg) independente

do conjunto £ de representantes de érbitas considerado.

A fim de nao sobrecarregar demasiadamente a notagao, podemos renomear w;
como wy € escrevemos simplesmente w; = 6’ wo. Assim como na demonstracao do Lema 2.5,
consideramos o conjunto de probabilidade positiva Qo < Q para o qual |, < C,
VweQe, Vit > 0. Consideramos também a sequéncia {n;} formada pelos tempos de
retorno de w; em Q¢. Aplicamos a desigualdade (2.6) para as n primeiras iteradas do
ponto (w;, Trey) escolhido e tomamos suas médias a fim de obter a seguinte desigualdade

valida para todo n € N

1 ug(0"w;, 0" T pey) Ug(w,x 15
Lty 4 M) ) S

Quando n = n;, ou seja, 0"w; € Q¢, a desigualdade acima entao fornece

1 C ug(wj, Treg) 1 il

S By ) — — — e D) < LNT (B,
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Dado € > 0 arbitrario, considere ¢ € N suficientemente grande tal que

1 €
‘niismgb(wjaxreg) - B<¢)‘ < 3’
C ¢ luglw, €

Das desigualdades acima resulta para n; suficientemente grande

1 n;—1

B(g) —e < — Y Ae(f'wy).

i 15

Por outro lado, dado um indice n; satisfazendo (2.7), em virtude de estarmos tomando w;

pertencente a Q, podemos supor n; cumprindo também a desigualdade

1 €
| sup —Syd(wj.x) — B(9)] < -
reX(w;) T 3
Fixamos z,, € X(0"w;). Seja {(wj,xo), (Ow;,x1),. .., (0" w;,z,,)} um trecho de érbita

calibrada, ou seja, uma sequéncia finita tal que ox; = ;41 e
I+1 l l !
ue (07 wj, w1a1) = ug(Bwj, 1) — G(0'wj, 21) + Ae(0'wj),
cuja existéncia decorre da Proposi¢ao 2.8. Novamente considerando médias, temos:

U G”iw-,xn. —u(w;, x 1 n;—1 1
( j> Tn,) (wj» o) — Z Ag(ele) - ;Snﬁ(%‘ﬂ?o)-

i 120 k

n;

Observe agora que

n;—1

) > ; D As(Blw;).

=0

ug(0™w;, xn,) — ug(wj, o

1
sup 7Sn¢¢(wj>$> +
zeX(w;) T m;

Sendo assim, pelas estimativas agora adotadas para n; suficientemente grande, temos

1 n;—1

Bo) +e=— ), Ae(f'w;).

i 155
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Como € > 0 é arbitrario, fica bem definido o limite

TLi—l

lim — 3" As(B'e;) = B(0).

2.2.1 O caso de suporte em uma UGnica érbita

Lembre que ergodicidade assegura que um conjunto mensuravel invariante de
medida positiva de fato tem probabilidade total. Logo, se hd uma érbita O(wy) = {#7wo} ez
pertencente a o-algebra F, com P(O(wy)) > 0, obrigatoriamente O(wy) tem probabilidade 1.
Para este caso, veremos a seguir como construir subacao aleatéria para um potencial

aleatorio ¢.

Observamos que a existéncia de uma o6rbita mensuravel de probabilidade total
pode sempre ser reduzida ao caso particular no qual os conjuntos unitarios formados
por pontos da érbita sdo mensuraveis. Com efeito, suponha que a érbita de um ponto
wp seja mensuravel e de massa total com respeito a P. Denotamos por F' a o-dlgebra

induzida por F sobre a érbita O(wy). Seja Ey := ﬂ E o conjunto mensuravel minimal
est

contendo wy. Se Ey = {wp}, entdo todo subconjunto unitario de O(wy) é mensuravel, pois 0 é

transformagao inversivel bimensurével, e nada mais precisamos discutir. Caso Fo\{wo} # O,

existe j € Z* tal que §’wy € E;,. Dai, por minimalidade, Eg = ﬂ = Fj, pois claramente

EeF!
0JwoeE

Eg c Ej e, por outro lado, se D = EO\ES # (J, entdo ou wy € D ou wy € Ey\D, o que
produziria o absurdo de wy pertencer a um subconjunto mensuravel préprio de Ejy. Logo,
podemos particionar O(wy) em classes de equivaléncia de conjuntos minimais mensuréveis.
Afirmamos que ha uma quantidade finita de classes. De fato, considere o inteiro positivo
p = min{|j —i||#Fwy, 0wy € Ey, i # j}. Temos que 0°(Ey) n Ey # &, donde, por
minimalidade, 6”(Ey) = E,. Note que a definicio de p implica que 0'(Ey) n 6 (Ey) = &,
para 0 < i < j < p. Assim, fazendo uso da minimalidade das classes de equivaléncia, é

facil concluir que ha exatamente p classes Ey, 0(Ey), ..., 07 (Ep).

Note entdo que a mensurabilidade de ¢(w) e A, assegura que estas aplicagoes
devem ser constantes sobre cada classe §°(Ep), com 0 < i < p. Deste modo, as fibras
(0¥ w,), com k € Z, sdo idénticas entre si para cada valor fixo de 4. A mensurabilidade

de ¢ com respeito a w garante que, fixado x € X (6'wp), com i = 0, ...,p — 1, a restricdo da
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variavel aleatdria ¢(-,x) a classe 8°(Ey) é constante. Mais ainda, como PP é invariante com

153
respeito a 6 e a érbita de wy é suposta ser de massa total, temos que P = — Z 001 (o) -
P iz

Portanto, no caso em que ha uma o6rbita mensuravel de massa total, quando os
conjuntos unitarios formados por seus pontos nao sdo mensuraveis, podemos identificar
esta dindmica com um STFA no qual o espago de probabilidade é constituido por uma
orbita periodica de periodo p, pela o-algebra de todas as partes e pela probabilidade dada

pela média das deltas de Dirac sobre a Orbita.

Proposigao 2.10. Sejam (3,0) um STFA e ¢ € H(X) um potencial aleatdrio satisfazendo
(HB) e suponha que log ¢ € L'(P). Se hd wy € Q cuja érbita é mensurdvel e de probabilidade
positiva, entao ¢ admite uma subagdo aleatoria calibrada us. Mais ainda, caso log Cy seja

integravel, ug também € integravel.

Demonstrag¢io. Como P d4 massa para apenas uma orbita, todos os pontos fora desta
podem ser desconsiderados na discussao de existéncia de subacao aleatéria. Pela discussao
realizada antes do enunciado da proposi¢ao, podemos sempre reduzir a argumentagao ao

caso em que os pontos da érbita sdo mensuraveis.

Caso O(wy) seja periddica de periodo p, o STFA pode ser facilmente identifi-

cado a um subshift de tipo finito deterministico. Com efeito, convencionamos s(0) = 0
k-1

e, para 0 < k < p — 1, seja s(k) := ZE(@lwo). Consideramos alfabeto de tamanho
1=0

p—1

¢ = Z {(6"wo) e matriz de transicio A de dimensdes £ x ¢ definida por A(4, 7) = Agr,, (i, )
i=0

ses(k) < i < s(k+1)es(k+1) <j<s(k+2),e A(i,j) = 0 caso contrario. Em

notacao matricial, temos:

0 4, 0 0 |
0 0 Agy, O
e :
0 0 Apsy O
0 0 0 Agrzy,
| Apig, 0 .. 0 0 0 |

Seja (X4, 0) o subshift de tipo finito definido sobre o alfabeto de ¢ simbolos associado a

matriz de transicdo A. Definimos a distancia em ¥4 também como d(z,y) = rminlileiFvl,
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Identificamos as fibras X (wp), . . ., 2(6P *wy) com o subshift de tipo finito ¥4 pelo mapa
I(0Fwy, (w0, 71, 7o, ...)) = (zo+5(k (mod p)), x1+s(k+1 (mod p)), va+s(k+2 (mod p)), ...).
E consequéncia direta da definicdo de I que, para qualquer z € »(6Fw),
ol(0Fwo, z) = I1(0"wy, o).
Além disso, I é invertivel, sendo sua inversa dada por
I Yo, 21, 9,...) = (0Fwp, (xo — s(k), 21 — s(k + 1), 29 — s(k +2),...)),

para s(k — 1) < xy < s(k). Destacamos assim a conjugagao entre as dindmicas dada pelas
composicoes col =100 e Ool ' ="' oo0. Essa conjugacao pode ser vista como
topologica, uma vez que, convencionando 0y = 1 se k = [ e d;; = 0 caso caso contrario,

podemos adotar a métrica D((6%wy, ), (0'wo,y)) = 1+ 6k (d(z,y)—1), para 0 < k, 1 < p—1,
p—1

tornando entao I : U ¥(0%wy) — X4 uma isometria. Observe que f(x) = ¢oI~'(x) define
k=0

um potencial holderiano sobre (34, 0), com constante holderiana sendo dada pelo méximo

entre os valores 1 (6%wp) e 2|@|gry,, com 0 < k < p— 1. A conjugacio claramente fornece
B(f) = B(¢). Entao, pela Proposigao 29 de [CLT01], temos que f admite subagao calibrada
holderiana v sobre ¥ ,4. Assim, ao definir u := v o I, temos que u é subacao aleatoria

calibrada localmente holderiana para ¢ com valor ergdédico maximal aleatorio constante
igual a 5(¢).

Analisamos entao o caso em que O(wy) nao é periédica. Para tanto, basta con-
siderar simplesmente como familia de representantes de 6rbitas o conjunto £ = &, = {wp}.

Segue dai que sao mensuraveis as fungoes ug e Ag definidas em razao da Proposicao 2.8.

A hipétese de integrabilidade de log ¢ garante que ¢ cumpre (HL). Mais ainda,
resulta do item (a) do Teorema 1.35 que, para todo t > 0, temos

) 1 1 1 1
~6lo< int | +10g(Lip(@)1)(60,2) < § g N(w) < 7108 |ip()1] % § 0gE) + 6],

)

Sendo assim, podemos aplicar o Teorema da Convergéncia Dominada para uma sequéncia

1
{t— log )\tn}, obtendo a integrabilidade de Ag. Entao, utilizando a caracterizagao de [3(¢)
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dada na Proposi¢ao 2.1, temos

1
f AedP = lim f log Ar,, AP = 3(¢).
Q n—00 tn Q

Pela Proposicao 2.8, concluimos que ug é subagao aleatéria calibrada para o potencial
aleatorio ¢, com valor ergddico maximal aleatério igual a Ag. Por fim, da prova do Lema 2.3,
temos que |u||, < log Cy(w). Entao, utilizamos novamente o Teorema da Convergéncia
Dominada e a hipodtese integrabilidade de log C para garantir que ug é funcao aleatoéria

integravel. [l

Observamos que a demonstragao da proposicao acima esta fundamentada na
existéncia de uma sequéncia {t,}, independente de w, para a qual as fungoes u;, (w, -) sdo
convergentes para quase todo w. Sendo assim, sempre que asseguramos a existéncia de
limites das fungoes wu;, (w, -) de maneira independente de w, podemos seguir este mesmo

raciocinio para obter subagao calibrada para um potencial aleatério ¢.

Uma segunda observagao ainda a respeito da proposicao anterior é sobre sua
aplicabilidade. Quando pensamos em um espaco de probabilidade no qual ha uma tnica
orbita de interesse, temos, por exemplo, as probabilidades sturmianas, voltadas ao estudo

de conjuntos minimais. Um outro caso possivel é o deslocamento nos inteiros, munido da

medida de densidade.

Em geral, precisamos garantir a mensurabilidade de ambas as fungoes aleatorias
ug e Ag e a integrabilidade desta 1ltima, para entdo as chamar de subacao aleatéria e valor
ergddico maximal aleatorio. Uma linha de raciocinio para se obter limite mensuravel da
familia de funcdes {u;}, porém no sentido fraco (na topologia fraca de Ly(X)), é inicialmente
através da aplicagao do Teorema de Dunford-Pettis. Desenvolvemos esta estratégia na
proxima subsecao. Somos gratos a Philippe Thieullen por nos chamar a atencao para a

viabilidade de explorar esta pista tedrica.

2.2.2 Construcao de subacao calibrada no caso uniformemente aperiédico

Recordamos que aperiodicidade uniforme significa que existe uma constante
M € N tal que, para quase todo w € € e para quaisquer i € W e j € Wy, a entrada ij
da matriz A, ----- Agr-1,, € estritamente positiva. Além dessa hipétese base, suporemos ao
longo dessa subsecio que o potencial aleatério ¢ € H(X) cumpre (HB), que log £(w) € L*(P)
— 0 que garante também a hip6tese (HL) — e que o conjunto de iteradas de normalizacao

do operador de transferéncia aplicado a funcao constante igual a 1 possui oscilacao
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controlada, como explicaremos mais adiante (ver defini¢oes 2.17 e 2.18). Para esta situagao,

garantiremos a existéncia de subacao calibrada.

Introduziremos brevemente a integracao de Bochner antes de iniciar o estudo
de aplicacao do Teorema de Dunford-Pettis para obtencao de subacao calibrada. Para
tanto, seguiremos as definigdes presentes em [DU77]. O leitor interessado podera obter

mais detalhes nesta referéncia.

A integracdo de Bochner pode ser interpretada como uma generalizacdo da

integral de Lebesgue para fungoes vetoriais que tomam valores em um espago de Ba-

nach (E,| | g).

Definigao 2.11. Dados um espago de medida finita (2, F, ) e um espaco de Banach

(E,||-|g), dizemos que f: Q — E é uma fungdo vetorial simples se existem ey, e, ...,e, € E
k

e F\,Fy, ..., F, € F tais que f = 262‘)(}7“ onde xr, denota a fungao caracteristica do
i=1
conjunto F;. Dizemos ainda que uma funcdo vetorial f: Q2 — E é P-mensurdvel se hd uma

sequéncia {f,} de funcoes simples tal que 7}1_{1010 [f(w) = fu(w)|g =0, P-q.t.p.

Definicao 2.12. Sejam (2, F,P) um espago de medida finita e (E,| - |g) um espago de
Banach. Dizemos que uma funcao vetorial P-mensurdvel f: ) — E € integravel sequndo

Bochner se hda uma sequéncia de fungoes simples { f,} tal que

lim f 1£() = fulw) |z dP = 0.

n—0o0

k"L
Nesse caso, para f, = Z e; Xrr, a integral de Bochner de f € definida por
i=1

f fdP = lim J fndP = hm ZLIP’(F[L)
Q n—>OO =

O conjunto de fungées vetoriais Bochner integrdveis é denotado por Ly, (P, E).

Ainda segundo [DU77, Teorema I11.2.2, p. 45], uma funcao vetorial f: Q — E é

integravel segundo Bochner se, e somente se, || f(w)||gdP < oo0. Note que essa ultima

condicao nos permite introduzir norma natural sobre Ly, (P, E). Repare que tal norma
se assemelha muito & norma das fungdes aleatérias ¢ € Lp(X). Podemos, na verdade,
identificar o espaco Lp(X) com um subconjunto de Ly, (P, E), para um espaco de Banach

E adequado.



Capitulo 2. Consequéncias do formalismo termodindmico em temperatura zero 59

Para tanto, consideraremos como E o conjunto de func¢does mensuraveis e
limitadas em X munido da norma do supremo, a qual denotaremos por | - |g para
maior clareza do leitor. Obviamente trata-se de um espaco de Banach. Note que, pela
definicao 1.10, dado ¢ € Lp(X), podemos sempre escolher como representante em sua
classe uma aplicacao qg de €2 neste espaco de Banach. Mais precisamente, uma vez que
|#| < oo (norma com respeito a Lp(X)), had um conjunto de medida nula sobre o qual

|¢]o = sup |¢(w,x)| ndo é limitado. Tomamos, por exemplo, como representante inicial
zeX(w)
aquele identicamente nulo sobre este conjunto de medida nula, o qual ainda denotamos

por ¢. Uma forma geral de entdo prosseguir é fazer uso da Proposicao 1.5 de [BG95]. Este
resultado garante que ha extensao mensuravel de ¢|sx para 2 x X, denotada por gg, a
qual preserva a norma sobre as fibras, ou melhor, o supremo de ngS(w, -) sobre X coincide
com seu supremo sobre a fibra $(w). Sendo assim, temos | ¢(w, )|z = |¢].. Isto mostra
que Lp(X) pode ser mergulhado isometricamente em L}, (P, E). Mais ainda, dada uma
sequéncia convergente em Ly (P, E), contida na imagem deste mergulho isométrico,
podemos naturalmente a identificar a uma sequéncia de Cauchy em Lg(3). O limite da
sequéncia original é entao identificado a imagem do limite da sequéncia de Cauchy pela
isometria. Em outros termos, Lp(X) se identifica a um subespaco de Banach de Ly, (P, F).
Cometendo um pequeno abuso de notacio, passaremos a considerar Ly (X)) como subespaco
de Banach de Lp, (P, E).

Recorde que a topologia fraca de um espaco de Banach E é a menor topologia
na qual os funcionais lineares £ € E* sdo continuos. Em particular, dizemos que uma
sequéncia {f,} € F converge fracamente para f € E se, para qualquer £ € E*, temos
&(fn) — &(f) quando n — 0. Em notagao, escrevemos f, — f. Ademais, um conjunto
S < E é dito relativamente fracamente compacto (RFC) se toda sequéncia {f,} < S
possui subsequéncia {f,, } que converge fracamente. Recordemos também a defini¢do de

integrabilidade uniforme.

Definicdo 2.13. Dizemos que um conjunto A c Ly, (P, E) é uniformemente integrdvel

Se

lim supf |f(w)||gdP = 0.
F=® fed J|f(w)lp>k

Observe que, quando A é subconjunto de Li(X), a condicio de integrabilidade

uniforme acima pode ser reescrita na seguinte notagao

lim SupJ o], dP = 0.
R ged Jjolo >k
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Uma condicio suficiente para integrabilidade uniforme de um conjunto A = Ly(X) é que

exista uma funcio g € Lp(X) tal que, ¥ ¢ € A, ocorra ||@],, < g.

Finalmente, enunciaremos a seguir o Coroléario 9 de [U191], que fornece condigoes
para um subconjunto de L, (P, E) ser RFC. Resultados como este, que abordam condicdes
para compacidade fraca, sao usualmente conhecidos na literatura como versoes do Teorema
de Dunford-Pettis.

Teorema 2.14 (Dunford-Pettis). Seja A < Ly (P, E) um conjunto limitado e uniforme-

mente integravel. Assuma que, para quase todo w € Q, o conjunto A(w) = {f(w) | f€ A}
¢ RFC em E. Entdo, A é RFC em Ly, (P, E).

Aplicaremos este Teorema ao conjunto de funcdes aleatérias {u,};~1 < Lp(2).
Embora o mergulho isométrico discutido acima permita trabalharmos com estas fungoes
aleatérias vendo-as como definidas sobre 2 x X, preocupamo-nos exclusivamente com
seus comportamentos sobre as fibras. Em vista disso, para evitar discussoes técnicas
desnecessarias a respeito do comportamento dessas func¢oes aleatérias fora das fibras, a
partir de agora as tomaremos como sendo identicamente nulas fora das fibras, ou seja,
passaremos a considerar na verdade as fungoes aleatorias u,xs, as quais, por simplicidade,

denotaremos ainda por u;.

Durante a prova do Lema 2.3 foi estabelecido que, para quase todo w, temos

Jue(w, )| < log Cy(w) = 10g By-swyy, + Sy log £(077w) + pnax 2|[Sk®|g-r.,-

Ao impor a hipdtese de aperiodicidade sobre as matrizes de transi¢ao {Ay}ueq,
temos que as fung¢oes mensuraveis M (w) e J(w), definidas no Lema 1.26, sdo limitadas
por uma constante M. Em vista dessa observacao e das imposigoes de ¢ cumprir (HB) e

log ¢ ser integravel com respeito a P, temos que
|u]| < f log B, dP + Mf log ¢ dPP + 2M||¢|| < co.
Q Q

Assim, {u;}4~1 é um conjunto limitado e uniformemente integrdvel em Ly (P, E). Para
assegurar que este é um conjunto RFC, utilizaremos novamente o Lema 2.3. Para tanto,

note que

Jur(w, ) = us(w,)[p = max{fu; —usllw,  supJu(w, 2) = us(w, )|}
reX\X(w)
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Uma vez que estamos considerando a familia {u;} como nula fora de 3, o segundo elemento
no maximo acima é sempre zero, donde ||u;(w, ) —us(w, )|z = |us—us|.,. Dai, pelo Lema 2.3,
sabemos que, para quase todo w, o conjunto das restricoes {us(w, -)|xw)} € equicontinuo e
equilimitado. Como ¥(w) é um subconjunto compacto de X, ha subsequéncia ¢ — o e
fungao u(w, -) tais que

i s ) = s, ) = O,

ou seja, U (w, -) converge em norma para u(w,-). Como convergéncia em norma garante

convergéncia fraca, concluimos que {u;}4~1 é um conjunto RFC.

Mostraremos agora que a familia {1 log A }4=1, interpretada como uma familia
de elementos de Ly, (P, E) (funcdes identicamente constantes sobre ¥(w) para cada w),
também cumpre as hipoteses do Teorema de Dunford-Pettis. Com efeito, retomando as
desigualdades (2.3) e (2.4), observamos que o valor absoluto ]1 log A\i(w)| estéd limitado
por log {(w) + || + log Cy(w) + log Cy(fw). Como vimos, a aperiodicidade uniforme das
matrizes de transigdo A, e a integrabilidade de log ¢(w) implicam que log C,, é integravel
com respeito a P, de modo que {115 log A¢}4~1 € um subconjunto limitado e uniformemente
integravel de Ly, (P, E). Além disso, esta mesma observacio assegura que tal familia é rela-

tivamente compacto, uma vez que, para quase todo w, o conjunto de valores {; log At (w) }e=1

¢é limitado.

1
Pelo que foi discutido acima, as familias {u;}i~1 € {-=log A\¢};~1 cumprem as
hip6teses do Teorema 2.14. Portanto, para qualquer sequéncia {t,}.ey tendendo para
infinito, ha subsequéncia {t,, }, e funcdes vetoriais upoc, Apoc € Lp,.(P, E) que cumprem

Ut, — UBoc € T— log )\tnk — Apg,.. Repare que o Teorema 2.14 nos auxilia a contornar
ng

1
a dificuldade técnica de obter um limite mensurdvel das func¢oes aleatérias u; e n log A,

ainda que isto seja feito no sentido fraco.

O préximo passo natural do estudo reside em entender qual é o ganho obtido com
1
a convergéncia fraca de subsequéncias de ambas as familias {u;} e {E log \;}. Para tanto,

aplicaremos funcionais lineares do dual de L}, .(P, E) sobre desigualdades estabelecidas
anteriormente. Nao necessitaremos realizar aqui uma descricado completa deste dual,

bastando explicitar alguns de seus elementos.

A definigdo dos espacos LY, .(P, E) para 1 < p < o0 é feita de forma canonica:

trata-se do conjunto (das classes de equivaléncia) de fungbes vetoriais mensuraveis f,

tomando valores em E, que cumprem a desigualdade J | f(w)|% dP < co. Por outro lado,
Q
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Boc(P, E') denota o conjunto de fungdes vetoriais mensuraveis essencialmente limitadas
com respeito & norma de E aplicada aos elementos f(w), ou seja, as quais cumprem

ir‘}f sup ||f(w)|g < %0, onde o infimo é tomado sobre conjuntos mensuraveis V' de medida
weVe

nula com respeito a P.

Denotando o dual do espago de Banach E por E*, o Teorema IV.1.1 de [DU77]
nos diz que se 1 < p < w e 1 + L 1, entao L, (P, E)* = L%, (P, E*) se, e somente
se, E* possui a propriedadepde P({adon—Nikodym. Um espaco de Banach F possui tal
propriedade se toda medida vetorial v (com valores em E) de variagao limitada pode
ser representada na forma de uma integral de Bochner. Uma medida vetorial v é dita

de variagao limitada se sup Z |v(A)|r < o0, onde o supremo é tomado sobre todas as

P aep
particoes finitas de E. Além disso, a representagdo como integral de Bochner significa que,

para qualquer F' — E mensuravel, temos v(F) = | fdP, para alguma funcdo vetorial

F
f e Ly, (P, E). Como observado em [DU77, paginas 97 e 98], ainda que E* ndo possua a
propriedade de Radon-Nikodym, hd sempre um mergulho isométrico de L%, (P, E*) em
L% (P, E)*. A acao de um elemento ¢g* € L% (P, E*) sobre um elemento f € LY, (P, E)

¢ dada por J g*(f) dP.
Q

Estamos interessados em funcionais lineares pertencentes a Ly, (P, E)*. Como
mencionado acima, temos que L%, (P, E*) pode ser visto como um subconjunto deste
dual. Note que L3,.(P, E*) é o conjunto constituido das fung¢oes vetoriais mensurdveis
f*: Q — E*, que sdo essencialmente limitadas na norma de E*, ou seja, para as quais

existe ¢ > 0 tal que | f*(w)| g+ < ¢, w P-q.t.p.

Como o espaco E aqui escolhido é o conjunto de fungoes mensuraveis e limitadas
sobre X, este pode ser visto como um subespago de Banach do conjunto das fungoes
essencialmente limitadas com respeito a uma medida finita arbitraria atuando sobre o
completamento da o-dlgebra de Borel de X. Sendo assim, seu dual E* contém o conjunto
de medidas finitamente aditivas, com sinal e limitadas em X. Para detalhes sobre esta
relacdo de dualidade o leitor pode consultar, por exemplo, [FK34] para o caso de um
intervalo da reta, ou entdo a generalizagao presente em [HY52] para a representacao do

dual das fungoes essencialmente limitadas sobre um espaco de Banach.

Considere a Delta de Dirac sobre um ponto zp € X, denotada por dy,. E
claro que 6., ¢ um funcional linear limitado sobre o conjunto de fun¢bes mensuraveis
limitadas em X, ou seja, trata-se de um elemento de E*. Considere a fungdo vetorial

simples (de acordo com a definicio 2.11) dada por p°(:) = d,,xar(+), onde ' = Q é um
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conjunto de massa total com respeito a P. Claramente ||u”(w)|g+ < 1 para qualquer w,
donde p° € LY, (P, E*). A acdo deste funcional sobre um elemento ¢ € Ly (P, E) é dada

por

[ i@rap = [ (] ow.a) b)) dp = [ oan)ap,

de modo que u° é funcional positivo. Note que a acdo é exatamente aquela dada pela
desintegragao com respeito a P de uma medida ¢ em € x X, na qual p, = d,,, P-q.t.p.

Sendo assim, u° € L%, (P, E*) poderia ser interpretado como P x §,, € Mp(Q x X).

Passaremos agora a nos concentrar sobre consequéncias do Teorema de Dunford-
Pettis, decorrentes do fato de ja ter assegurado convergéncia fraca. Recorde que, para
qualquer sequéncia t, — o0, o Teorema de Dunford-Pettis fornece subsequéncia, ainda
denotada por {t,}, e funcdes vetoriais upee, Apoe € Lp,.(P, F) tais que u;, — Upe €

F log )\t”k — ABOC.

n

Antes de mais nada, gostariamos de frisar que a funcao vetorial Apg,. é constante
com respeito a X, ou seja, que w-q.t.p. Agee(w, ) é constante em X. Com efeito, considere
pontos arbitrarios xg, z; € X, as respectivas Deltas de Dirac d,,,6,, € E* e um conjunto
de massa total €'. Como antes, definimos p° = d,,xor € ' = 6,, Y. Para e € {0,1}, ao

fazer n tender a infinito, temos que

1
f u'(t—log A, ) dP — f 1* (Apoe) dP.
Q Q

n

Recorde entao que \; é uma variavel aleatéria, ou melhor, vista como uma func¢ao do
produto Q x X, \(w, ) é constante em X . Sendo assim, podemos reescrever a convergéncia

acima como

1
. log A, (w) dP — f Apoc(w, z,) dP.
0

Q n
Porém, a Proposigao 2.1 garante que as integrais do lado esquerdo convergem para [3(¢)

quando n — o0. Ora, concluimos assim que
J\ [ABOC(wj xO) - ABoc(w, xl)] d]P) = 0.
Q

Uma vez que a integral acima é nula, ou Apgy.(w, o) — Apoc(w, 1) = 0 P-q.t.p., ou existem
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conjuntos mensuraveis Q7, Q~ < O, ambos de medida positiva com respeito a PP, tais que

ABoc(w, 9) — Apoe(w, 1) > 0,V w e QF,

Apoc(w, 2g) — Apoe(w, 1) <0,V we Q™ e

Jm [ABoc(w, o) — Apoe(w, 1) dP = — J . [ABoc(w, o) — Apoc(w, x1)] AP > 0.

Finalmente, considere a fungdo vetorial simples 7 = (0., — 04, )Xo+ € LE,.(P, E*). Observe

que
1 1
f v(—logA,)dP = f —log A\, (w) d(6zy — 65, )dP =0, VneN.
o 1 o+ Jx

n tn

Por outro lado, como 7 € Ly (P, E)*, deveriamos ter que

f (L iog A, ) dP — J P(A o) dP — J [Apoc (@, 70) — Apoew, 1)] dP > 0,
o ¢ Q o+

n

o que ¢ um absurdo. Pelo discutido acima, obtivemos ainda que f Apoc(w) dP = 5(o).
Q

A convergéncia fraca serd utilizada como passo inicial para a convergéncia
forte. Necessitaremos de tightness e de oscilagao controlada. Recorde entdo que a noc¢ao de
tightness foi introduzida para probabilidades no inicio do capitulo 1 dessa tese (defini¢ao 1.5).
Para subconjuntos de Ly, (P, E), a definicdo de tightness seguird como em [BGJ94,
Definicao 4.17].

Defini¢do 2.15. Dizemos que um conjunto = < Ly, (P, E) € tight se, para cada ¢ > 0,
existe um compacto aleatorio K., o qual toma valores nos compactos de E, tal que, para
qualquer f € =,

Plwe Q| f(w) ¢ K.(w)}) <e.

Como consequéncia direta do Lema 2.3 temos que que a sequéncia {uy, } é tight.

Lema 2.16. A sequéncia de fungoes aleatdrias {uy, }nen € tight.

Demonstrag¢io. Pelo Lema 2.3, para quase todo w €  a familia {u;, (w, ) }nen é equiconti-
nua e equilimitada. Sendo assim, pelo Teorema de Arzeld-Ascoli o conjunto {u, (w,-)} é um
compacto de E. Considere entdo K < 2 x F tal que, para quase todo w, K (w) = m
Resta apenas mostrar que K é mensuravel para que este seja um compacto aleatorio. Para

tanto, fixada f € E, note que d(f, K(w)) = inf | f — w, (w, )|, pois todo elemento de
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K(w) pode ser aproximado por uma subsequéncia {u;, (w,")}ren. Logo, w — d(f, K(w)) é

mensuravel pois é um infimo de fungdes mensuraveis. m

A aplicacao do Teorema de Dunford-Pettis ao conjunto de fungoes aleatérias
{u;}4=1 foi fundamental para obter limites mensuraveis de sequéncias de fungoes aleatérias
{us, }nen, ainda que no sentido fraco. Finalmente mostraremos que, com o controle da

oscilacao dessas fungoes aleatorias com respeito a w, os limites fracos serao também limites

fortes, ou seja, limites com respeito a norma || f| = | |f(w)|zdP(w) de L}, (P, E).
Q

Como proposto em [BGJ94], definimos a oscilagdo de Bocce de uma fungao

fe Ly, (P, E) em relacio a um conjunto {2’ € F de medida positiva com respeito a P.

Definigéo 2.17. Sejam f e Ly, (P, E) ¢ Q' < Q com P(Q) > 0. A oscilagido de Bocce de

f com respeito a U é dada por

, fdP
Syl =T P

OSCB’Q’(f) : P(Q/)

Observe que se f,g € Ly,.(P, E) satisfazem | f(w) — g(w)|z < € para quase

todo w, entdo, para qualquer conjunto F' € F com P(F') > 0, temos que
0sc?(f)|r < 2e + 0scP|p(g).

Com efeito, é imediato da definicio que osc®|z(f) < osc®|r(f — g) + 0sc®|r(g). Entdo,

como || f(w) — g(w)||g < € para quase todo w, resulta que

1

]P’(F)L(f_g)dP< e = osc”|p(f —g) < ]P’(lF)L<||(f_g)||E+5) dP < 2.

Seguindo [BGJ94], é introduzido o critério de oscilagdo de Bocce para conjuntos
de Ly, (P, E).

Definigdo 2.18. Dizemos que um conjunto = € Ly, (P, E) satisfaz o critério de Bocce

se, para quaisquer € > 0 e Q' € F com P(Q') > 0, hd uma colegio finita de conjuntos
{Q, 9, ...} = F, todos de medida positiva com respeito a P, tal que, para cada f € =

ha indice 1 < i(f) < n para o qual

(f) <e

B
0SC ’
|Qi(f)
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Dizemos ainda que uma sequéncia {f,} < Ly, (P, E) satisfaz o critério sequencial de Bocce
se, para cada subsequéncia {f, .} < {f.} e para quaisquer e >0 e Q' € F com P(QY) > 0,

hd subconjunto Q" < Q' ainda de probabilidade positiva com respeito a P tal que

liminf osc?|qn(f,,) < e.
k—o0

E uma consequéncia imediata da aplicacao do principio da casa dos pombos que
se um conjunto = < Ly, (P, E) satisfaz o critério de Bocce, qualquer sequéncia {f,} < =

satisfaz o critério sequencial de Bocce.

Enunciamos a seguir o Teorema 4.5 de [BGJ94], o qual estabelece condigoes

necessdrias e suficientes para a convergéncia (no sentido forte) de uma sequéncia { f,}.

Teorema 2.19. Uma sequéncia {f,} < Ly,.(P, E) converge para fy € Ly, (P, E) se, e

somente se,

(i) {fn} converge fracamente para fo;

(ii) {f.} satisfaz o critério sequencial de Bocce;
(iii) {fn} € tight.

Pelas hipéteses adotadas até o momento, garantimos que a sequéncia {uy, }nen
é tight e converge fracamente para upg,.. Na proposicao a seguir, propomos uma hipdtese
adicional sobre o operador de transferéncia a fim de que a sequéncia {u;, }nen satisfaga

também o critério sequencial de Bocce.

Proposigdo 2.20. Sejam (3, 0) um STFA uniformemente aperiédico com log f(w) € L' (P)

e ¢ € H(X) um potencial aleatdrio cumprindo a hipdtese (HB). Suponha ainda que o

conjunto { — t—log (ﬁi\iqﬁ(w)l)}n’NeN c Ly, (P, E) satisfaz o critério de Bocce, onde

~ 1
Ly, s(w) = mﬁtn(ﬁ(w). Entao, {uy, }nen satisfaz o critério sequencial de Bocce.

Para a demonstracao dessa proposi¢ao utilizaremos a proposicao a seguir que é
baseada em [MSU10, Proposigao 3.17].

Proposigao 2.21. Sejam (X,0) um STFA e ¢ € H(X) satisfazendo as hipéteses (HB) e
(HL). Entao, para cada t > 1, existe uma constante 0 < L; < 1 que depende apenas de t¢

e uma fungao mensurdvel Ay:  — (0,00) tais que

[(£85@)1) =R, < Aulw) - LY.
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Demonstracao da Proposicao 2.20. Sejam {utnk }ren uma subsequéncia de {uy, }nen, € > 0 e
Q' < Q com P(Y) = n > 0. Para cada k € N, afirmamos que ha N(k) € N tal que

1 5 € Ui
P ({w € Q| ”Utnk - (- t—log (ﬁﬁiﬁgl))Hw S 4}) >1- ok+1

Nk

Antes de provar esta afirmacao, note que, se denotarmos por Q;C o conjunto

acima e Q" = ﬂ ), segue que P(Q") > 1 — n Assim, P(Q" n Q) > g Logo, sendo

5
keN
Q" < Q' n Q" conjunto de probabilidade positiva qualquer, resulta que

hrl?ell\lnf 0SC ’Q///(Utnk) < hr}glell\lnf [5 + osc |Q///( — g IOg (‘Ctnk(é 1))]

1 3
Como supomos que o conjunto { - log (Egd)(w)l) }n ney Satisfaz o critério de Bocce,
R ,

basta considerar Q" < Q" n ' conjunto de medida positiva para P para o qual

.. 1 5 €
liminf osclow (= —log (£131) < 3,

s
de modo que lir]? Ii\lnf o0scP| an(uy,, ) < €, provando assim o critério de Bocce para a sequéncia
S

de funcoes aleatorias {uy, }nen.

Para demonstrar a afirmacao, assinalamos propriedade dos logaritmos: para

constantes positivas a,b,c € R, com a > b, temos

log(a+b) <log(a)+c<eb<a-(e“—1) e logla—>b)>logla) —ceb<a-(1—e°).

Pela Proposigao 2.21, para quase todo w € {2, existe Ny(w) tal que, V N > Ny,

temos

(ljﬁw(G’Nw)l)(w,x) > W >

Em particular, temos que a fungao aleatéria (E,f\i k¢(0_N w)1)(w, z) é uniformemente limi-
1

Entao, fixando primeiro wq € €2 para o qual a desigualdade acima é satisfeita,

tado inferiormente em >(w) por

como Ay, (wo) - Ly _ vai a zero quando N — 0, existe constante N (k,wp) > Ny tal que,
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se N > N(k,wp), temos

1

————— - max 1—e*i, el —1}. 2.8
2Ch, o(en) { } (2.8)

N
Atnk (wo) . Ltnk <
Novamente utilizando a Proposicao 2.21, temos que, para N > N (k,wyp),

— Atnk (UJO) . LtN"k + (ﬁi\ik(b(e_NwO)l) (wo,a:) < htnk (WQ,.T) <

< Ay, (wo) - ngk + (E;’jm(e—%on)(wo, ).

Aplicando o logaritmo na desigualdade acima e dividindo por —t,, , resulta que

1 ~
B log <_Atnk (wo) - Lthk + (Eiqus(@*NWo)l)(woa 1’)) > g, (wo, ) =

ng

1 ~
> - log (Atnk (wo) - LZ;@ + (,Ci\im(ﬁ_Nwo)l) (wo,x)) .

ng

Dai, pela observagao feita a respeito do logaritmo e pela escolha de N (k,wy), concluimos

que

e 1 AN N 1 AN (p—N €

1 log (ﬁtnk(b(g wo)1) (wo, ) = uy,, (wo, ) = i log (Etnk¢(9 wo)1) (wo, z) — 7
ng ng

ou seja,

1 5 €
o = (= - tox (23, D), < T

Para concluir, basta mostrar que podemos escolher N (k) para o qual o conjunto
Ui
ok+1"
Seja entao Q; ~ 0 conjunto dos elementos wy € (2 para os quais a desigualdade (2.8) se

dos pontos wy € 2 que satisfazem a desigualdade acima possui medida maior que 1 —

cumpre a partir de N. Claramente, €} y < ©} y,,. Ademais, quase todo w obviamente

verificard a desigualdade (2.8) para N suficientemente grande. Assim, U Q) ¢ um conjunto

N
de massa total com respeito a P e é possivel encontrar N (k) € N tal que Q) := Q;7N(k)
possui probabilidade maior que 1 — % ]

Finalizamos com a construgao da subacao aleatoria calibrada para o potencial

aleatério ¢.

Teorema 2.22. Sejam (2,0) um STFA uniformemente aperiédico com log ¢(w) € L' (P)

e ¢ € H(X) um potencial aleatério cumprindo a hipotese (HB). Suponha também que
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1 ~
o conjunto { — log (ﬁii(ﬁ(w)l) }mNeN satisfaz o critério de Bocce. Entdo, o potencial

aleatorio ¢ admite subacao aleatoria calibrada.

Demonstragao. Pelo que foi discutido anteriormente nessa se¢ao, com as hipoteses assumi-
das nesse teorema, temos que o Teorema 2.14, o Lema 2.16 e a Proposicao 2.20 garantem
que a sequéncia {u;, }nen, @ qual converge fracamente para upg,., cumpre as hipdteses do

Teorema 2.19, ou seja, Uy, — Upee em L, (P, E).

Em funcao dessa convergéncia forte, podemos extrair subsequéncia {utnk }ren
tal que, para quase todo w € Q, u, (w, ) — upec(w, ), V ¥ € X(w). Resta entdo repetir
a argumentagao utilizada na demonstragao da Proposicao 2.8 para concluir que upg,. €
subacao aleatoria calibrada para o potencial aleatério ¢, com valor ergédico maximal

aleatério Apge. O
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