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Resumo

Esta tese destina-se ao estudo do formalismo termodinâmico em temperatura zero no

contexto de um subshift de tipo finito aleatório. Usamos resultados da literatura que

(sob algumas hipóteses) garantem a existência de estados de equilíbrio µt para poten-

ciais aleatórios suficientemente regulares tφ, onde o parâmetro t é interpretado como o

inverso da temperatura absoluta. A partir do formalismo termodinâmico em temperatura

zero caracterizamos a constante ergódica maximal do potencial aleatório φ de diferentes

maneiras e obtemos probabilidade maximizante. Fornecemos contribuição para a teoria

de otimização ergódica ao generalizar o conceito de subação para sistemas dinâmicos

aleatórios e demonstramos que potenciais aleatórios suficientemente regulares admitem

subações calibradas.

Palavras-chave: Formalismo termodinâmico; Operador de transferência aleatório; Subshift

de tipo finito aleatório; Subação aleatória; Constante ergódica maximal.



Abstract

The goal of this thesis is to study the thermodynamic formalism at zero temperature in the

context of a random subshift of finite type. We make use of results from the literature that

(under some hypotheses) guarantee the existence of equilibrium states µt for sufficiently

regular random potentials tφ, where the parameter t is interpreted as the inverse of

the absolute temperature. From the thermodynamic formalism at zero temperature we

characterize the maximal ergodic value of the random potential φ in different ways and

we obtain maximizing probabilities. We provide a contribution to the theory of ergodic

optimization by generalizing the concept of subaction to random dynamical systems and

by showing that sufficiently regular random potentials admit calibrated subations.

Keywords: Thermodynamic formalism; Random transfer operator; Random subshift of

finite type; Random sub-action; Maximal ergodic value.
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Introdução

Na presente tese de doutorado, trabalhamos com uma versão aleatória de

dinâmica do tipo shift, denominada subshift de tipo finito aleatório (STFA). Consideramos

como base de resultados para este modelo de dinâmica a referência [BG95] e importantes

generalizações que se encontram em [KL06, Gu97, DKS08, MSU10, St10].

Seguiremos a vertente do formalismo termodinâmico que teve êxito em obter re-

sultados relevantes de mecânica estatística sobre o modelo do STFA. A principal ferramenta

nesse contexto é o operador de transferência, utilizado para entender propriedades dos

estados de equilíbrio (quando existentes) associados a potenciais suficientemente regulares,

ou seja, as medidas de probabilidade tais que a entropia métrica quando somada com a

integral de um potencial fornece a pressão deste potencial.

O foco do nosso trabalho é obter resultados de otimização ergódica sobre

o modelo do STFA, ou melhor, estudar probabilidades que maximizam a integral de

um potencial, bem como caracterizar o valor maximal destas integrais. Tal estudo será

realizado via abordagem do formalismo termodinâmico em temperatura zero, que consiste

em multiplicar um potencial φ por parâmetro t ą 0, interpretado como inverso da

temperatura, e observar o comportamento da pressão e dos estados de equilíbrio de tφ

quando t Ñ 8, como feito, por exemplo, em [Sa99, CLT01] para um sistema dinâmico

topológico (SDT).

O STFA é um sistema dinâmico do tipo fibrado. Mais precisamente, temos um

espaço de probabilidade pΩ,F ,Pq como base e, para cada ω P Ω, Σpωq é um subconjunto

compacto de um espaço de sequências X, representando a fibra sobre o ponto ω. Para

que não existam múltiplas pré-imagens de cada ponto ω P Ω e também não haja uma

decomposição da base em subconjuntos invariantes, temos θ : Ω Ñ Ω uma transformação

P-ergódica, inversível e bimensurável. Já o deslocamento entre as fibras é dado por uma

transformação de shift nas sequências

σ : Σpωq Ñ Σpθpωqq

x “ px0x1x2...q ÞÑ σx “ px1x2...q,
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Temos assim uma dinâmica do tipo skew-product, dada por

Θ: Σ Ñ Σ

pω, xq ÞÑ pθω, σxq,

onde Σ :“ tpω, xq P Ω ˆ X | x P Σpωqu. Por questões técnicas, como decomposição das

medidas em Σ e separabilidade do espaço de funções contínuas sobre Σ, assumimos no

texto que a σ-álgebra F em Ω é enumeravelmente gerada.

Tratando-se de uma dinâmica do tipo fibrado, estamos interessados em proba-

bilidades sobre Σ que são invariantes pela dinâmica Θ e que contenham toda a informação

de P. Em termos mais claros, focaremos em probabilidades que possuem P como marginal

em Ω, admitindo, portanto, desintegração tµωuωPΩ
, onde µω é probabilidade sobre Σpωq, e

verificam a igualdade µθω “ σ˚µω. Denotamos o conjunto de tais medidas de probabilidade

por MPpΣq.

Além disso, os potenciais aleatórios φ considerados são constituídos por famí-

lias de funções contínuas tφpω, ¨q : Σpωq Ñ RuωPΩ
, que possuem regularidade localmente

holderiana nas fibras e norma do supremo sobre as fibras integrável com respeito à P.

Para esta classe de potenciais, obtivemos diferentes caracterizações da constante

ergódica maximal, ou seja, o valor máximo da integral de um potencial com respeito a

probabilidades em MPpΣq. As apresentações alternativas são feitas via médias de Birkhoff e

Teorema de dualidade, generalizando resultados bem conhecidos da literatura de otimização

ergódica no contexto de SDTs, cujos enunciados podem ser consultados, por exemplo, nos

Teoremas 2.1 e 2.2 de [CG93] e na Proposição 2.1 de [Je06].

No contexto determinístico, a soma do potencial com cobordo dinâmico definido

a partir de uma subação está sempre limitada pela constante ergódica maximal deste

potencial. Deste modo, as subações agem como funções corretoras, permitindo evidenciar

o local geométrico do suporte das probabilidades maximizantes, isto é, as probabilidades

cuja integral realizam a constante ergódica maximal. Há ainda um subconjunto especial de

subações, chamadas de calibradas. Subações calibradas aparecem em diversos contextos,

como, por exemplo, na resolução de problemas de minimização de energia em mecânica

estatística [FG89, Nu91] ou então como soluções de viscosidade da equação de Hamilton-

Jacobi [Fa97, Co01].

Fornecemos neste trabalho contribuição para a teoria de otimização ergódica

ao generalizar o conceito de subação para sistemas dinâmicos aleatórios (SDAs). Mais
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ainda, obtivemos resultado original nessa linha de pesquisa ao demonstrar a existência de

subações calibradas para potenciais aleatórios localmente holderianos no contexto de um

STFA.

Teorema 0.1. Para um STFA topologicamente mixing, todo potencial aleatório holderiano

nas fibras que verifica hipóteses de integrabilidade e oscilação controlada admite subação

aleatória calibrada.

Com respeito à estrutura da tese, a fim de fornecer uma boa compreensão do

texto ao leitor, destinamos a seção inicial do primeiro capítulo para as definições básicas dos

sistemas dinâmicos aleatórios, os resultados preliminares que utilizaremos no decorrer do

texto e as dificuldades técnicas encontradas ao se desenvolver novas teorias nesse contexto.

Deixamos para a segunda seção uma revisão da literatura relacionada ao

formalismo termodinâmico sobre um subshift de tipo finito aleatório. A principal ferramenta

da teoria é o operador de transferência

pLφpωqfqpθω, xq “
ÿ

σy“x,yPΣpωq

eφpω,yqfpω, yq, @f P CpΣpωqq.

Empregamos fundamentalmente o Teorema de Ruelle-Perron-Frobenius, pre-

sente nas referências [BG95, KL06, DKS08, MSU10], o qual, em linhas gerais, permite

associar ao potencial aleatório φ uma tripla pλ, h, νq, onde λ é uma variável aleatória

positiva, h é autofunção positiva do operador de transferência Lφ e ν automedida do

operador dual L
˚
φ, ambas associadas ao autovalor λ, sendo que µ “ hν é probabilidade

invariante pela dinâmica.

Em [DKS08] encontramos uma versão aleatória do Princípio Variacional, a qual

relaciona a pressão de Gurevich de φ com o autovalor λ, a saber,

ΠGpφq “

ż

Ω

log λ dP.

Por outro lado, ao considerar o conjunto de fibras mergulhado em um mesmo espaço

métrico compacto, as referências [Gu95, KL06] provam que a probabilidade µ “ hν é

estado de equilíbrio para o potencial aleatório φ:

hrel
µ pΘq `

ż

Σ

φ dµ “ max
mPMPpΣq

”

hrel
m pΘq `

ż

Σ

φ dm
ı

.



Introdução 13

No segundo capítulo, consideraremos o processo de congelamento do sistema,

assim como feito em [Sa99, CLT01]. Examinaremos, para cada parâmetro t ą 0, a tripla

pλt, ht, νtq, associada ao potencial tφ. O objetivo é estudar o comportamento assintótico

de
1
t

log λ,
1
t

log ht e µt “ htνt.

Mostramos que, similarmente aos sistemas dinâmicos topológicos, a constante

ergódica maximal de φ,

βpφq :“ sup
mPMPpΣq

ż

Σ

φ dm,

está associada ao autovalor λt via o limite válido para quase todo ω P Ω:

βpφq “ lim
tÑ8

1
t

ż

Ω

log λt dP “ inf
t

1
t

ż

Ω

log λt dP.

Caracterizamos a constante ergódica maximal de φ através de médias de Birkhoff

como em [CG93], obtendo que, P-q.t.p.,

lim
nÑ8

max
xPΣpωq

1
n
Snφpω, xq “ βpφq,

e estendemos o Teorema de dualidade de [CG93] para potenciais holderianos no contexto

do STFA, mostrando que

βpφq “ inf
vPCpΣq

ż

Ω

sup
xPΣpωq

rφpω, xq ` vpθω, σxq ´ vpω, xqs dP.

Obtemos ainda que, ao impor hipóteses de integrabilidade, está bem definido

como um limite em quase todo ponto a variável aleatória

Λ8pωq “ lim
tÑ8

1
t

log λtpωq

e que esta satisfaz
ż

Ω

Λ8 dP “ βpφq.

Provamos também que pontos de acumulação da família tµt “ htνtut, quando

t Ñ 8, são probabilidades maximizantes para φ e de entropia máxima dentre as maximizan-

tes, bem como ocorre no caso determinístico (ver, por exemplo, [CLT01, Proposição 29]).

Definimos então uma generalização do conceito de subação para o subshift

de tipo finito aleatório. Dizemos que uma função aleatória u, contínua sobre as fibras,
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é uma subação aleatória para o potencial aleatório φ se, para quase todo ω, há uma

variável aleatória ψ, com
ż

Ω

ψ dP “ βpφq tal que, para todo x P Σpωq, vale a desigualdade

cohomológica

φpω, xq ` upθω, σxq ´ upω, xq ď ψpωq.

Demonstramos que, no caso em que P dá massa para apenas uma órbita, o

comportamento do STFA aleatório é muito similar ao do caso determinístico. Ademais,

quando o STFA é uniformemente aperiódico e φ cumpre hipóteses de integrabilidade e

oscilação (ver Teorema 2.22), todo ponto de acumulação u da família
!

´
1
t

log ht

)

, quando

t Ñ 8, é subação aleatória calibrada para o potencial aleatório φ, com ψpωq “ Λ8pωq, ou

seja, u satisfaz

upθω, xq “ min
yPΣpωq
σy“x

rupω, yq ` Λ8pωq ´ φpω, yqs.
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1 Princípios de SDAs fibrados e o subshift de

tipo finito aleatório

1.1 Definições preliminares de dinâmicas aleatórias

No decorrer do texto, tentaremos manter grande parte das notações usual-

mente empregadas em trabalhos sobre otimização ergódica. Para que não haja confusão,

enunciaremos algumas das notações e abreviações utilizadas.

Em otimização ergódica é comum se referir às funções que estão sendo es-

tudadas chamando-as de observáveis ou potenciais. Ambas designações são motivadas

pela modelagem de problemas físicos. Seguiremos o texto utilizando a nomenclatura de

potenciais para denominar as funções consideradas.

Utilizaremos as abreviações SDT e SDA quando nos referimos a um sistema

dinâmico topológico e a um sistema dinâmico aleatório, respectivamente. O modelo típico

de um SDT é uma aplicação contínua e sobrejetiva T sobre um espaço métrico compacto X.

Assumimos aqui o livro [Wa82] como referência de resultados em teoria ergódica para SDTs.

Já as dinâmicas aleatórias estão presentes na literatura em diversos contextos. Nesta tese

seguiremos os modelos apresentados, por exemplo, em [Cr02, KL06].

Os SDAs aqui estudados serão do tipo fibrados, ou seja, teremos como base

um espaço de probabilidade pΩ,F ,Pq e para cada ω P Ω consideramos a fibra Σpωq,

um subconjunto compacto de um espaço métrico pX, dq. Durante todo o texto, supomos

que a σ-álgebra F é enumeravelmente gerada, no sentido que esta contém uma álgebra

enumerável F0 tal que, para qualquer F P F , há F0 P σpF0q (a σ-álgebra gerada por F0)

satisfazendo PpF △ F0q “ 0, onde F △ F0 denota a diferença simétrica entre F e F0.

Consideramos ainda θ : Ω Ñ Ω uma aplicação P-ergódica, inversível e bimensurável. O

deslocamento entre as fibras é dado por uma família de aplicações tσω : Σpωq Ñ ΣpθωquωPΩ
,

a qual dá origem ao skew-product

Θpω, xq “ pθω, σωxq,

onde Σ :“ tpω, xq P Ω ˆ X |x P Σpωqu. Para simplificar a notação, escreveremos simples-

mente σ em vez de σω.
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A natureza fibrada dos SDAs aqui considerados leva a uma identificação

conveniente que faremos no texto. Dado um subconjunto A Ă Σpωq, identificamo-no com o

produto tωu ˆA e vice-versa. Permitimo-nos assim fazer o abuso de notação ao considerar

pontos pω, xq pertencentes à fibra Σpωq.

Para enunciar uma propriedade que se verifica em um subconjunto de Ω

de medida total com respeito a P, diremos que esta propriedade ocorre ω P-q.t.p., ou

simplesmente ω q.t.p. Ao lidar com SDAs fibrados, estamos interessados em estudar

probabilidades µ sobre Σ que possuem P como marginal em Ω, isto é, probabilidades µ

tais que µ
`

pF ˆ Xq X Σ
˘

“ PpF q, para qualquer F P F . Em outras palavras, temos que

ProjΩµ “ P – denotaremos este espaço por MPpΩ ˆ Xq.

É bem sabido da literatura que, dado um SDT pX,T q, ao tomar médias de

medidas empíricas dadas por
1
N

N´1
ÿ

i“0

δT nx0
e fazer N tender para infinito, obtemos sequência

de probabilidades cujos pontos de acumulação na topologia fraca-˚ são probabilidades

T -invariantes.

Ressaltamos aqui o primeiro contraponto dos SDAs em relação aos SDTs: não

há garantia que uma sequência de médias de deltas de Dirac sobre trechos da órbita de um

ponto pω, xq possua ponto de aderência. Observe, por outro lado, que existe resultado de

construção de probabilidades invariantes para sistemas dinâmicos aleatórios, o Teorema de

Krylov-Bogoliubov [Cr02, Teorema 6.12], porém esse resultado é válido apenas ao considerar

médias de pullbacks pela dinâmica de uma probabilidade que já possua marginal P em Ω.

Recorde que, tanto no contexto determinístico quanto no aleatório, uma pro-

babilidade µ é ergódica se, para qualquer conjunto mensurável invariante pela dinâmica,

temos µpAq “ 0 ou µpAq “ 1.

Para poder introduzir a noção de suporte de uma probabilidade µ P MPpΩˆXq,

precisamos definir primeiro os conjuntos topológicos aleatórios. Seguimos aqui [Cr02].

Definição 1.1. Um conjunto A Ă Ω ˆ X é chamado de fechado (compacto) aleatório

se ω q.t.p. (a projeção de) Aω :“ A X
`

tωu ˆ X
˘

é um fechado (compacto) e, para todo

x P X, a aplicação ω ÞÑ dpx,Aωq é mensurável. Os abertos aleatórios são definidos como

de costume por complementariedade.

Podemos identificar um fechado aleatório ao gráfico de uma aplicação A de Ω

no conjunto das partes de X, para a qual Aω é um fechado ω P-q.t.p. Em particular, Σ é

um fechado aleatório.
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Como pode ser consultado, por exemplo, em [Cr02, Proposição 3.6], quando F é

uma σ-álgebra enumeravelmente gerada, o conjunto MPpΩ ˆXq é identificado ao conjunto

de medidas desintegradas, ou seja, ao gráfico de aplicações ω ÞÑ µω P MpXq. Assim, toda

probabilidade µ em Ω ˆ X, com marginal P em Ω, possui uma única desintegração tµωu,

onde P-q.t.p. µω é probabilidade em X ” tωu ˆ X.

Definição 1.2. Definimos o suporte de uma probabilidade µ P MPpΩˆXq como o fechado

aleatório dado pelo gráfico da aplicação µ¨ : ω ÞÑ supppµωq.

Consideraremos no estudo apenas probabilidades µ P MPpΩ ˆ Xq de suporte

contido em Σ e que sejam invariantes pela dinâmica Θ, ou seja, probabilidades que verificam

µωpΣpωqq “ 1, para ω q.t.p., e µpΘ´1Aq “ µpAq, para todo conjunto mensurável A Ă Σ.

Enunciamos a seguir uma propriedade verificada por probabilidades invariantes,

a qual pode ser tomada como definição para tais medidas. Para uma demonstração, o

leitor pode consultar, por exemplo, [Ar98, Teorema 1.4.5].

Proposição 1.3. Uma probabilidade µ P MPpΩ ˆ Xq é Θ-invariante se, e somente se,

µθω “ σ˚µω.

A seguir, introduzimos precisamente o conjunto de probabilidades de nosso

interesse.

Definição 1.4. Denotamos por MPpΣq o conjunto de probabilidades µ sobre Ω ˆ X que

possuem marginal P em Ω e que verificam µpΣq “ 1 e µθω “ σ˚µω ω q.t.p.

Uma vez que as probabilidades nesta tese consideradas não dão massa para

pontos fora de Σ, ao mencionar uma probabilidade Θ-invariante, estaremos a partir de

agora fazendo menção a uma probabilidade em MPpΣq.

No caso de um espaço X compacto, a compacidade de MPpΣq na topologia

fraca-˚ é discutida, por exemplo, no Lema 1.7 de [BG95], via argumentos de análise

funcional. Uma vez que o conjunto MPpΣq é tight, tal lema pode ser obtido como um caso

particular da versão aleatória do Teorema de Prohorov (ver Teorema 1.7 abaixo), o qual é

aplicado para SDAs com fibras compactas sobre um espaço polonês qualquer. Para sermos

mais precisos, recordemos a definição de tightness para medidas aleatórias.
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Definição 1.5. Uma família de probabilidades Γ Ă MPpΩ ˆ Xq é tight se, e somente se,

para todo ε ą 0 existe um compacto K Ă X tal que

ż

Ω

νωpKq dP ě 1 ´ ε, @ ν P Γ.

Observação 1.6. Observamos que, segundo [Cr02, Proposição 4.3], a definição de tightness

acima pode ser equivalentemente introduzida ao solicitar que, para cada ε ą 0, exista um

compacto aleatório Kpωq tal que, para qualquer ν P Γ, tem-se

ż

Ω

νωpKpωqq dP ě 1 ´ ε.

Esta equivalência garante que MPpΣq é tight em geral, pois Σ é um compacto aleatório e,

para qualquer µ P MPpΣq, temos µωpΣpωqq “ 1, ω q.t.p.

Enunciamos abaixo a versão aleatória do Teorema de Prohorov. Sua demons-

tração pode ser consultada, por exemplo, em [Cr02, Teorema 4.29].

Teorema 1.7. Seja Γ Ă MPpΩ ˆ Xq. Temos que Γ é tight se, e somente se, Γ é relativa-

mente compacto com respeito à topologia fraca-˚ de MpΩ ˆ Xq. Nesse caso, Γ também é

relativamente sequencialmente compacto.

Corolário 1.8. O conjunto MPpΣq é compacto na topologia fraca-˚.

O conjunto de potenciais aleatórios que nos servirá de pilar para o estudo é

formado pelas funções que apresentam continuidade em cada fibra.

Definição 1.9. Seja pΣ,Θq um SDA fibrado. Denotamos por CpΣq o conjunto de potenciais

aleatórios φ : Ω ˆ X Ñ R que satisfazem as condições abaixo:

ω ÞÑ φpω, xq é mensurável para todo x,

φω “ φpω, ¨q : Σpωq Ñ R é contínuo ω q.t.p.

Como estamos interessados em avaliar os potenciais aleatórios apenas sobre Σ,

podemos pensar simplesmente que um potencial φ P CpΣq é uma família de funções da

forma φ “ tφω : Σ Ñ Ru, onde φω é contínua. Precisamos ainda nos atentar quanto à

integrabilidade dos potenciais considerados. Para tanto, definimos o espaço L1

P
pΣq.
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Definição 1.10. Definimos L1

P
pΣq como o conjunto de potenciais aleatórios φ P CpΣq tais

que

}φ} :“
ż

Ω

}φ}ω dP ă 8,

onde }φ}ω :“ sup
xPΣpωq

|φpω, xq|.

Recorde que consideramos a σ-álgebra F enumeravelmente gerada. Assim, a

σ-álgebra em Σ, formada a partir de conjuntos pF ˆBqXΣ, onde F P F e B é boreliano de

X, também é enumeravelmente gerada. Consequentemente, L1

P
pΣq é um espaço de Banach

separável. Como observado por Crauel em [Cr86], a demonstração desse fato é facilmente

adaptada do Teorema B (página 168) e da Observação 1 (página 177) de [Ha74].

Denotamos por MSpXq o espaço das medidas com sinal sobre X. Também é

assinalado em [Cr86] que o dual de L1

P
pΣq pode ser identificado com L8

P
pΩ,MSpXqq, o

espaço das medidas com sinal m sobre Ω ˆ X, de marginal P e essencialmente limitadas,

no sentido que

inf
!

a : P
“

sup
}φ}ď1

ż

X

φpω, xq dmωpxq ą a
‰

“ 0
)

ă 8.

Em particular, MPpΣq é um subconjunto convexo e compacto (na topologia fraca-˚) da

bola unitária do dual de L1

P
pΣq.

Ao longo da tese, por diversas vezes, utilizaremos o Teorema ergódico de

Birkhoff e o Teorema ergódico subaditivo de Kingmann. Estes são teoremas clássicos de

teoria ergódica. Referenciamos [AB09] para o leitor que desejar consultar uma elegante

demonstração destes teoremas.

Um dos objetos centrais do estudo de otimização ergódica é a constante ergódica

maximal do potencial estudado (seja ele aleatório ou não).

Definição 1.11. Dados um SDT pX,T q e um potencial f P CpXq ou um SDA fibrado

pΣ,Θq e um potencial aleatório φ P L1

P
pΣq, em ambos os casos a constante ergódica maximal

será denotada por β:

βpfq :“ sup
µPMT

ż

f dµ ou βpφq :“ sup
µPMPpΣq

ż

φ dµ.

O estudo da constante β diversas vezes passa pelo cálculo de médias de Birkhoff.

Tanto no contexto de um SDT quanto em um SDA, a soma de Birkhoff de um potencial f
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ou de um potencial aleatório φ é denotada por Snfpxq ou Snφpω, xq, respectivamente,

sendo dada como

Snfpxq “
n´1
ÿ

i“0

f ˝ T ipxq ou Snφpω, xq “
n´1
ÿ

i“0

φ ˝ Θipω, xq “
n´1
ÿ

i“0

φpθiω, σixq.

O leitor pode consultar, por exemplo, em [CG93, Teorema 2.1 e Teorema 2.2],

ou em [Je06, Proposição 2.1], caracterizações da constante βpfq via médias de Birkhoff no

caso determinístico. Para ser mais preciso, é bem conhecido que, para f P CpXq, ocorre

βpfq “ lim sup
nÑ8

sup
xPX

1
n
Snfpxq “ sup

xPX

lim sup
nÑ8

1
n
Snfpxq.

Uma versão aleatória de caracterização análoga para βpφq pode ser encontrada, por

exemplo, em [Cr02, Proposição 6.21], da qual é possível obter que, ω q.t.p.,

βpφq “ lim
nÑ8

sup
xPΣpωq

1
n
Snφpω, xq “ sup

xPΣpωq
lim sup

nÑ8

1
n
Snφpω, xq.

Para o caso de potenciais aleatórios suficientemente regulares, o leitor encontrará no

Lema 2.5 dessa tese uma demonstração alternativa destas caracterizações da constante

ergódica aleatória, demonstração esta obtida utilizando o formalismo termodinâmico.

Outra caracterização de βpfq presente na literatura de sistemas determinísticos

é obtida por uma representação dual, como em [CG93, Teorema 2.2],

βpfq “ inf
gPCpXq

sup
xPX

rfpxq ` g ˝ T pxq ´ gpxqs .

O formalismo termodinâmico para potenciais aleatórios suficientemente regulares é útil

também para obter esta representação no caso de um SDA fibrado. No Teorema 2.6 desta

tese, demonstramos a igualdade a seguir

βpφq “ inf
vPL1

P
pΣq

ż

Ω

sup
xPΣpωq

rφpω, xq ` vpθω, σxq ´ vpω, xqs dP.

Retornando à Proposição 6.21 de [Cr02], lá se garante a existência de probabi-

lidade ergódica maximizante para potenciais aleatórios φ P L1

P
pΣq. Como de costume, as

probabilidades que realizam o supremo na definição de βpφq são chamadas de maximizantes.

Definição 1.12. Dados um SDA fibrado pΣ,Θq e φ P L1

P
pΣq, definimos o conjunto de
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probabilidades φ-maximizantes como

M
max
P

pφq :“
"

µ P MPpΣq |

ż

Σ

φ dµ “ βpφq

*

.

Dado um SDA fibrado pΣ,Θq, um cobordo dinâmico, ou simplesmente cobordo,

é uma função aleatória da forma u ˝ Θ ´ u. Como consideramos apenas probabilidades

invariantes pela dinâmica, é claro que, se u P L1

P
pΣq, então a integral do cobordo associado

com respeito a uma probabilidade µ P MPpΣq é nula. Dizemos ainda que dois potenciais

são cohomólogos se sua diferença é igual a um cobordo. É de imediata verificação que dois

potenciais cohomólogos possuem o mesmo conjunto de probabilidades maximizantes. O

mesmo ocorre para potenciais que diferem por uma constante.

O conceito de subação é uma ferramenta já bem difundida na literatura sobre

otimização ergódica para SDTs que auxilia, por exemplo, na localização do suporte de

probabilidades maximizantes.

Definição 1.13. Sejam pX,T q um SDT e f P CpXq. Uma subação para f é uma função

contínua u : X Ñ R tal que, para todo x P X, vale a desigualdade cohomológica

fpxq ` u ˝ T pxq ´ upxq ď βpfq.

Observe que a continuidade do potencial f e da subação u (se esta existir)

permitem concluir que o suporte de qualquer probabilidade f -maximizante µ P MT pXq

está contido no conjunto

pf ` u ˝ T ´ u ´ βpfqq´1p0q.

Uma interessante aplicação da existência de subações pode ser consultada

em [QS11]. Nesse trabalho, os autores provam que, em um subconjunto de CpXq, ou

melhor, no conjunto das funções ditas super-contínuas, há um aberto denso (na topologia

adequada) de funções que admitem uma única probabilidade maximizante, sendo esta

probabilidade suportada em uma órbita periódica. Na verdade, uma classe particular de

subações, conhecidas como subações calibradas, é uma ferramenta relevante utilizada pelos

autores em sua demonstração.

Definição 1.14. Dados um SDT pX,T q e um potencial f P CpXq, uma subação u para f
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é dita ser calibrada se satisfaz a equação

upxq “ min
T y“x

rupyq ´ fpyq ` βpfqs , @ x P X.

Em geral, para obter a existência de subações é preciso assumir determinadas

hipóteses sobre a dinâmica. Uma hipótese comum é supor expansividade, no sentido que

existe ε0 ą 0 para o qual

dpT ix, T iyq ă ε0, @ i P N ùñ x “ y.

A definição de expansividade no contexto de uma dinâmica aleatória é bastante similar.

Definição 1.15. Seja N o conjunto formado pelas variáveis aleatórias positivas εpωq tais

que o logaritmo da menor cardinalidade de uma cobertura de Σpωq por bolas fechadas de

raio εpωq é integrável com respeito a P. Dizemos que um SDA fibrado pΣ,Θq é expansivo se

existe uma variável aleatória ε0 P N tal que, para quase todo ω e para quaisquer x, y P Σpωq

com x ‰ y, há i P N satisfazendo

dpσix, σiyq ą ε0pθiωq.

Outra hipótese corriqueira para garantir a existência de subações é a transiti-

vidade, isto é, a existência de ponto cuja órbita é densa, ou ainda, mais restritivamente,

solicitar que a dinâmica seja topologicamente mixing. Recordamos que um SDT é topolo-

gicamente mixing quando, para quaisquer abertos não vazios U, V Ă X, há N P N tal que

T´npUq X V ‰ H sempre que n ě N . Na próxima seção, definiremos precisamente o que

vem a ser, no contexto simbólico, uma dinâmica aleatória topologicamente mixing (ver

definição 1.25).

Sem embargo, é importante destacar que, além de hipóteses sobre a dinâmica,

também é preciso impor certa regularidade aos potenciais considerados. Isto porque uma

consequência do Teorema A de [BJ02] é que, para um SDT expansivo e transitivo, um

potencial genérico na topologia C0 não admite subação. Por outro lado, por exemplo, em

[CLT01, Teorema 9], os autores demonstram que, no contexto de uma dinâmica expansiva

continuamente diferenciável sobre o círculo, todo potencial holderiano admite subação de

mesma regularidade. A propriedade de continuidade holderiana para potenciais aleatórios

será introduzida na definição 1.27 da próxima seção.

Há uma vasta literatura que diz respeito ao estudo de subações e implicações
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de sua existência no caso determinístico [Sa99, Bou01, CLT01, LT03, Je06, GLT09, Ga18].

Uma das técnicas utilizadas para se obter subações consiste em fazer uso de ferramentas

do formalismo termodinâmico, como o operador de transferência Lf dado por

Lfgpxq :“
ÿ

T y“x

efpyqgpyq, @ g P CpXq,

ou ainda a pressão topológica, descrita pelo Princípio Variacional como

P pfq :“ sup
µPMpT q

"

hµpT q `

ż

X

f dµ
*

, @ f P CpXq.

O Teorema de Ruelle-Perron-Frobenius é um clássico teorema da literatura de

sistemas determinísticos e possui generalizações para SDAs, como veremos na próxima seção

(consulte o Teorema 1.32). Ambientado no contexto de dinâmica simbólica, o leitor pode

consultar, por exemplo, em [PP90, Teorema 2.2 e Teorema 3.5], que para todo potencial

holderiano f : X Ñ R há uma tripla pλ, h, νq, onde h e ν são autofunção e automedida do

operador de transferência e de seu dual, respectivamente, ambos com autovalor λ. Este

autovalor está associado à pressão topológica de f pela igualdade P pfq “ eλ. Por outro

lado, a probabilidade µ “ hν é T -invariante e configura um estado de equilíbrio para f ,

isto é, uma probabilidade que realiza o supremo na definição da pressão acima.

A partir do formalismo termodinâmico é possível obter resultados de otimização

ergódica via processo chamado congelamento do sistema [Sa99, CLT01] sobre um potencial

holderiano f : X Ñ R. Para ser mais preciso, multiplica-se o potencial por um parâmetro

t ą 0, o qual tem a interpretação física como inverso da temperatura absoluta, e se examina

na escala apropriada o comportamento assintótico da tripla correspondente pλt, ht, νtq.

Assim, ao fazer este parâmetro tender a infinito, entende-se que a temperatura está indo

para zero. Em [CLT01, Proposição 29] os autores assinalam como desse processo se pode

obter probabilidade f -maximizante como limite de estados de equilíbrio e garantir a

existência de subação calibrada. Para conveniência do leitor, reproduzimos este resultado

a seguir.

Proposição 1.16. Considere um SDT expansivo e topologicamente mixing sobre S1 e f

um potencial holderiano. Então

(i) Quando t Ñ 8, qualquer ponto de acumulação µ8 da família família de estados de

equilíbrio µt (cada um associado ao operador Ltf) é maximizante para f ;
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(ii) Todo ponto de acumulação µ8 é de máxima entropia dentre as probabilidades f-

maximizantes;

(iii) Escrevendo a autofunção ht associada ao operador Ltf como etVt, qualquer ponto de

acumulação da família tVtu é uma subação calibrada para f .

Na Proposição 2.2 e no Teorema 2.22 desta tese, o leitor encontrará resultados

que fornecem uma versão aleatória da proposição acima. Sendo mais preciso, o processo

de congelamento do sistema nos permite concluir que, assim como ocorre no caso deter-

minístico, também no contexto aleatório, quando a temperatura tende a zero, pontos

de acumulação da família de estados de equilíbrio são probabilidades maximizantes (ver

Proposição 2.2). Além disso, estendemos o conceito de subação para dinâmicas aleatórias e

mostramos que potenciais aleatórios suficientemente regulares admitem subação aleatória

calibrada, obtida como limite de autofunções em escala logarítmica (ver Teorema 2.22).

A noção de subação aleatória aqui introduzida é original. No contexto aleatório,

o cobordo dinâmico de uma subação aleatória deve satisfazer desigualdade cohomológica

não com a constante ergódica maximal, mas sim com uma variável aleatória cuja média é

a constante maximal (para detalhes, ver definição 2.7). Na verdade, esta definição é uma

generalização do conceito de subação no contexto determinístico, uma vez que todo SDT

pode ser representado na forma de um SDA fibrado no qual P se reduz a uma delta de

Dirac sobre um ponto ω0 P Ω.

Para o leitor que não está familiarizado com as noções básicas do formalismo

dinâmico aleatório, abordaremos brevemente as definições de entropia métrica relativa

e pressão topológica relativa para um SDA fibrado. Reproduzimos aqui as definições de

[KL06], mas o leitor poderá encontrar definições equivalentes, por exemplo, nas referências

[SU14, Bog92].

Consideramos um SDA fibrado pΣ,Θq e µ P MPpΣq. Seja FΣ a σ-álgebra em Σ

gerada pelos conjuntos pF ˆ Bq X Σ, com F P F e B boreliano de X. Então, a entropia

condicional de uma partição enumerável P com respeito a µ, dada a σ-álgebra FΣ, é

definida como

HµpP |FΣq :“ ´

ż

Ω

ÿ

P PP

µωpP pωqq log µωpP pωqq dP “

ż

Ω

Hµω
pPpωqq dP,

onde P pωq “ P X Σpωq e Hµω
pPpωqq denota a entropia usual da partição Ppωq de Σpωq.
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Definição 1.17. A entropia métrica relativa de µ é dada por

hrel
µ pΘq :“ sup

P

hrel
µ pΘ,Pq,

sendo o supremo tomado sobre partições enumeráveis P de Σ e

hrel
µ pΘ,Pq “ lim

nÑ8

1
n
Hµ

˜

n´1
ł

i“0

Θ´ipPq|FΣ

¸

.

A entropia métrica usual e a entropia métrica relativa de Θ estão relacionadas

pela fórmula de Abramov-Rokhlin [AR66, BC92]:

hµpΘq “ hrel
µ pΘq ` hPpθq.

Como observado, por exemplo, no Teorema 1.3.5 de [KL06], quando o SDA

fibrado pΣ,Θq é expansivo, a entropia métrica relativa é semicontínua superiormente com

respeito a µ P MPpΣq.

Já a pressão topológica relativa de um potencial aleatório φ P L1

P
pΣq, também

chamada de pressão topológica fibrada de φ, está presente na literatura usualmente

ambientada no contexto do espaço métrico X ser compacto. Para apresentar sua definição,

precisamos primeiro definir dois conceitos: a função de partição aleatória e os conjuntos

pω, n, εq-separados. Recorde que as fibras Σpωq estão munidas da métrica induzida por d

(a métrica do espaço X).

Definição 1.18. Dados um SDA fibrado pΣ,Θq e uma variável aleatória positiva ε “ εpωq,

um conjunto F Ă Σpωq é dito pω, n, εq-separado se, para quaisquer x, y P F com x ‰ y,

max
0ďiďn´1

dpσix, σiyq

εpθiωq
ą 1.

Note que, como as fibras são compactas, existe sempre uma cota superior

spω, n, εq ă 8 para a cardinalidade dos conjuntos pω, n, εq-separados de Σpωq. Sendo

assim, um conjunto pω, n, εq-separado F é dito maximal se sua cardinalidade for igual a

spω, n, εq. Em particular, dado um conjunto pω, n, εq-separado maximal F , para qualquer

x P F A X Σpωq, temos que F Y txu não é conjunto pω, n, εq-separado.

Definição 1.19. Seja pΣ,Θq um SDA fibrado. Dados um potencial aleatório φ P L1

P
pΣq,

um inteiro n ą 0, uma variável aleatória positiva ε “ εpωq e um conjunto pω, n, εq-separado
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F Ă Σpωq, definimos a função de partição aleatória por

Znpω, φ, F q :“
ÿ

xPF

eSnφpω,xq.

Observe que, para qualquer conjunto pω, n, εq-separado F , ocorre sempre

Znpω, φ, F q ď spω, n, εqe}Snφ}ω .

Então, dado φ P L1

P
pΣq, consideramos

Πrelpφqpω, n, εq :“ sup
F

Znpω, φ, F q,

sendo o supremo tomado sobre os conjuntos pω, n, εq-separados maximais. A mensurabi-

lidade de Πrelpφqpω, n, εq com respeito a ω é discutida, por exemplo, no Lema 1.2.2 de

[KL06]. Introduz-se a seguir

Πrelpφqpεq :“ lim sup
nÑ8

1
n

ż

Ω

log
`

Πrelpφqpω, n, εq
˘

dP.

Definição 1.20. A pressão topológica relativa de φ é dada por

Πrelpφq :“ lim
εÑ0

Πrelpφqpεq,

onde o limite é tomado para ε ą 0 não aleatório, ou seja, identicamente constante sobre

as fibras.

Note que, quando tomamos φ ” 0, temos Πrelp0q “ hrel
toppΘq, a entropia topoló-

gica relativa de Θ. Enunciamos então o Teorema 1.2.13 de [KL06], que trata do Princípio

Variacional para SDAs fibrados com fibras mergulhadas em um espaço métrico compacto.

Teorema 1.21. Sejam pΣ,Θq um SDA fibrado e φ P L1

P
pΣq. Temos que

Πrelpφq “ sup
µPMPpΣq

"

hrel
µ pΘq `

ż

Σ

φ dµ
*

.

Observamos que a pressão topológica relativa de um potencial φ pode ser obtida

através de outras abordagens, como, por exemplo, pela utilização de coberturas abertas de

Σ em vez de conjuntos pω, n, εq-separados. Tal fato é discutido, por exemplo, em [KL06,

página 14]. Por outro lado, quando o espaço métrico X não é compacto, considera-se uma
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variação da função de partição aleatória para generalizar a pressão topológica relativa. Tal

generalização é chamada de pressão de Gurevich [DKS08, Teorema 3.2].

1.2 Subshift de tipo finito aleatório

O subshift de tipo finito aleatório (STFA) aqui considerado é um modelo de SDA

fibrado estudado por Bogenschutz e Gundlach em [BG95]. Ao longo dos anos, esse modelo

de dinâmica aleatória desenvolveu-se em múltiplas vertentes, como, por exemplo, em

[Gu97, KL06, Ki08, DKS08, MSU10, St10, St17], sempre com hipóteses menos restritivas

que as iniciais.

Em todas as versões de STFA presentes em nossas referências, sobre um espaço

de probabilidade pΩ,F ,Pq, onde F é uma σ-álgebra enumeravelmente gerada módulo P,

toma-se uma aplicação inversível e P-ergódica θ : Ω Ñ Ω. Recorde que F é uma σ-álgebra

enumeravelmente gerada módulo P se há uma álgebra enumerável F0 Ă F tal que, para

qualquer F P F , há F0 P σpF0q (a σ-álgebra gerada por F0) com PpF △ F0q “ 0, onde

F △ F0 denota a diferença simétrica entre os conjuntos F e F0.

Para um melhor entendimento do leitor não familiarizado com os SDAs, obser-

vamos que muitos resultados são estabelecidos no contexto em que o espaço X é suposto

compacto. Note que é sempre possível passar a uma compactificação de X e utilizar

métrica compatível, como em [BG95]. Porém, como os resultados técnicos sobre os quais

escolhemos nos basear estão ambientados em um contexto mais geral, onde apenas as

fibras do sistema dinâmico são compactas, sempre interpretaremos X como segue, o que

nos permitirá trabalhar com modelos menos restritivos de dinâmica.

Definição 1.22. Definimos o espaço métrico X como o conjunto de sequências

X :“
8
ź

i“0

N,

munido da distância dpx, yq :“ rminti| xi‰yiu, onde 0 ă r ă 1 é uma constante fixada.

A aleatoriedade da dinâmica reside em dois fatores: o tamanho do alfabeto

contendo o primeiro símbolo dos pontos de cada fibra e as diferentes permissões de

concatenações de símbolos entre as fibras.

Definição 1.23. Seja ℓ : Ω Ñ N uma variável aleatória com ℓpωq ě 2, para todo ω P Ω.

Definimos as matrizes de transição aleatórias Aω como sendo matrizes mensuráveis de
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dimensões ℓpωq ˆ ℓpθωq, com entradas 0 ou 1, tais que há pelo menos uma entrada não

nula em cada linha e em cada coluna.

Definimos então a dinâmica denominada subshift de tipo finito aleatório.

Definição 1.24. Para cada ω P Ω, definimos a fibra

Σpωq :“
 

x P X : pAθiωqxixi`1
“ 1, @ i “ 0, 1, ...

(

.

Consideramos σ : Σpωq Ñ Σpθωq o shift à esquerda, ou seja, pσxqi “ xi`1. Assim, o

subshift de tipo finito aleatório é a dinâmica sobre o conjunto Σ :“
ź

ωPΩ

tωu ˆ Σpωq dada

pelo skew-product

Θ: pω, xq P Σpωq ÞÑ pθω, σxq P Σpθωq.

Note que Σpωq Ă
ź

iPN

 

1, 2, . . . , ℓpθiωq
(

. Assim, como Σpωq é um fechado contido

em um conjunto compacto, claramente Σpωq é um compacto de X para cada ω P Ω. Em

particular, Σ é um compacto aleatório como na definição 1.1, estando a condição de

mensurabilidade lá exigida assegurada pela equivalência

dpx,Σpωqq “ rn ô pAθiωqxixi`1
“ 1, para i “ 0, . . . , n ´ 1 e pAθnωqxnxn`1

“ 0.

Quando
ż

Ω

log ℓ dP ă 8, é fácil perceber que o STFA pΣ,Θq é uma dinâmica

aleatória expansiva no sentido da definição 1.15, bastando escolher, por exemplo, ε0pωq ” r

como variável aleatória de expansividade.

Noções usuais de dinâmica simbólica e codificação admitem naturalmente

versões aleatórias. Chamamos de palavra de tamanho n qualquer sequência finita de n

símbolos c “ pc0, c1, ..., cn´1q. Uma palavra c é dita ω-admissível quando pAθiωqcici`1
“ 1,

para 0 ď i ď n ´ 2. O conjunto de palavras ω-admissíveis de tamanho n será denotado

por W n
ω . Dados um ponto x P Σpθnωq e uma palavra c P W n

ω , cx indica o ponto em X

obtido pela concatenação de c com x, ou seja, cx “ pc0, ...cn´1, x0, x1, ...q. Consideramos

ainda, para x P Σpθnωq, o conjunto W n
ω pxq :“ tc P W n

ω : cx P Σpωqu. Os cilindros de

tamanho n do STFA serão denotados por

rcsω :“ tx P Σpωq : xi “ ci, i “ 0, ..., n ´ 1u ,
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onde c P W n
ω . Podemos fazer um abuso de notação e dizer que o cilindro rcsω é vazio

quando c não é uma palavra ω-admissível.

Na versão de STFA considerada em [BG95], impõe-se que as matrizes de

transição aleatórias sejam uniformemente aperiódicas, ou seja, que exista uma constante

M P N tal que, para quaisquer i P W 1

ω e j P W 1

θM ω, a entrada ij da matriz Aω ¨ . . . ¨AθM´1ω

é estritamente positiva. Já em [Gu97], STFA mais geral é levado em conta ao supor que a

família tAωu é aperiódica. Mais precisamente, assume-se que o expoente Mpωq, responsável

por tornar o produto de matrizes Aω ¨ . . . ¨AθMpωq positivo em todas as suas entradas, é uma

variável aleatória. Posteriormente em [St10], mostra-se que a aperiodicidade da família de

matrizes de transição aleatórias resulta da existência de conjuntos de medida positiva

ΩK
P :“

 

ω P Ω | #W 1

θ´1ω ď K
(

e ΩK
I :“

 

ω P Ω | #W 1

ω ď K
(

,

o que se assegura de maneira imediata para K suficientemente grande, e da hipótese do

STFA ser topologicamente mixing.

Definição 1.25. O STFA pΣ,Θq é topologicamente mixing se para quaisquer índices i, j ě 1

há uma variável aleatória Nijpωq a valores naturais tal que, para qualquer n ě Nijpωq, se

i P W 1

ω e j P W 1

θnω, então risω Xσ´nprjsθnωq ‰ H, isto é, temos icj P W n`1

ω , com c P W n´1

θω .

Na verdade, a propriedade suposta em [St10] é mais abrangente que a existência

dos conjuntos de medida positiva ΩK
P e ΩK

I e usualmente é referida como propriedade

BIP (Big Images and Preimages), sendo introduzida no contexto de cadeias markovianas

aleatórias, as quais podem assumir alfabeto infinito enumerável para uma quantidade de

fibras de medida positiva com respeito a P. Trata-se, portanto, de um contexto mais geral

que os subshifts de tipo finito aleatórios nesta tese considerados.

Para o leitor não familiarizado, fornecemos a seguir uma demonstração da

aperiodicidade da família de matrizes de transição aleatórias. Em parte da literatura, como

[MSU10], shifts com a propriedade aperiódica são chamados de topologicamente exatos.

Lema 1.26. Dado um STFA pΣ,Θq topologicamente mixing, há funções mensuráveis

M,J : Ω Ñ N tais que, ω q.t.p., temos

σMpωq prisωq “ Σ
`

θMpωqω
˘

, @ i P W 1

ω ,

σJpωq prisθ´Jpωqωq “ Σpωq, @ i P W 1

θ´Jpωqω.
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Demonstração. Considere a constante K suficientemente grande para definir o conjunto ΩK
P

(como acima) com medida positiva. Seja i P W 1

ω . Tomamos Nωpiq “ max tNijpωq | j ď Ku,

onde Nijpωq é a variável aleatória da definição de topologicamente mixing, e consideramos

para quase todo ω

pωpiq :“ min
 

n ě Nωpiq | θnω R ΩK
P e θn`1ω P ΩK

P

(

.

Então, definimos ω q.t.p.

Mpωq :“ max
iPW 1

ω

pωpiq.

É fácil ver que σMpωqprisωq “ ΣpθMpωqωq. Com efeito, fixado i P W 1

ω , temos θpωpiq`1ω P ΩK
P .

Assim sendo, como #W 1

θpωpiqω ď K e pωpiq ě Nωpiq, vale que

Σpθpωpiqωq “
ď

lďK

rlsθpωpiqω Ă σpωpiqprisωq Ă Σpθpωpiqωq.

Consequentemente, para qualquer k P N, temos Σpθpωpiq`kωq “ σpωpiq`kprisωq.

Uma vez definido Mpωq, a variável aleatória Jpωq é introduzida por

Jpωq :“ min tn P N | ω P θnpΥnqu ,

onde Υn :“ tω P Ω | Mpωq ď nu. Note que ΥJpωq “ tω1 P Ω |Mpω1q ď Jpωqu. Deste modo,

utilizando a sobrejetividade de σ, para qualquer cilindro risθ´Jpωqω ocorre a igualdade

σJpωqprisθ´Jpωqωq “ Σpωq, para qualquer i P W 1

θ´Jpωqω.

Recorde que a n-ésima variação de um potencial aleatório φ com respeito a

fibra Σpωq é dada por

varn
ωpφq : “ sup t|φpω, xq ´ φpω, yq| : dpx, yq ď rn, com x, y P Σpωqu

“ sup t|φpω, xq ´ φpω, yq| : x, y P rcsω, com c P W n
ω u .

Definição 1.27. Um potencial aleatório φ : Σ Ñ R é dito ser localmente holderiano (nas

fibras) se existe uma variável aleatória κ ě 1, com
ż

Ω

log κ dP ă 8, tal que

varn
ωpφq ď κpωqrn, @ n ě 1.

Consideramos sempre a menor variável aleatória κ que satisfaz a inequação acima. Deno-
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taremos por HpΣq o conjunto de potenciais aleatórios localmente holderianos.

Sendo uma das principais ferramentas do formalismo termodinâmico para

sistemas dinâmicos aleatórios, o operador de transferência aleatório é introduzido como a

seguir.

Definição 1.28. Sejam pΣ,Θq um STFA e φ P L1

P
pΣq. O operador de transferência Lφ age

em L1

P
pΣq de maneira diagonal nas fibras, mais precisamente Lφpωq : CpΣpωqq Ñ CpΣpθωqq

é definido por

Lφpωqfpθω, xq :“
ÿ

yPΣpωq
σy“x

eφpω,yqfpω, yq, @ f P CpΣpωqq.

Note que podemos escrever para todo n P N

L
n
φpωqfpθnω, xq “

ÿ

cPW n
ω pxq

eSnφpω,cxqfpω, cxq.

Uma vez que o conjunto de potenciais aleatórios L1

P
pΣq é um espaço de Banach,

sobre o seu dual está naturalmente definido o operador L
˚
φ. Temos assim

ż

X

g d
`

L
˚
φpωqmθω

˘

“

ż

X

Lφpωqg dmθω,

onde m P L8
P

pΩ,MSpXqq e g P CpΣpωqq.

Há duas hipóteses fundamentais sobre o potencial aleatório φ P HpΣq que são

impostas para assegurar versões aleatórias tanto do Princípio Variacional e quanto do

Teorema de Ruelle-Perron-Frobenius. Assumidas em basicamente todas as referências aqui

citadas, estas são abaixo reproduzidas:

(HB)

ż

Ω

logBω dP ă 8;

(HL) log }Lφ1}ω P L1pPq,

onde Bω é a variável aleatória associada ao potencial aleatório localmente holderiano φ via

Bω :“ exp

˜

8
ÿ

k“1

κpθ´kωqrk

¸

, (1.1)

e Lφ1 representa o operador de transferência Lφ aplicado à função aleatória identicamente



Capítulo 1. Princípios de SDAs fibrados e o subshift de tipo finito aleatório 32

constante igual a 1.

Uma vez que estamos supondo log κ integrável com respeito a P, seu crescimento

deve ser subexponencial, no sentido que lim
kÑ8

1
k

log κpθ´kωq “ 0, ω-P q.t.p. Segue daí que,

para quase todo ω, Bω é finito. Além disso, uma condição suficiente para (HB) decorre de
ż

Ω

κpωq dP ă 8, como observado em [DKS08, Lema 2.1]. Por outro lado, a hipótese (HL)

é satisfeita ao considerar log ℓ P L1pPq, pois é fácil ver que

log Lφpωq1pθω, xq ď log ℓpωq ` }φ}ω.

Em [DKS08, Teorema 4.2], é demonstrado o Princípio Variacional para cadeias

markovianas aleatórias, que englobam os subshifts de tipo finito aleatórios. Para apresentar

o Princípio Variacional naquele contexto os autores utilizam a pressão de Gurevich, a

qual, já mencionamos anteriormente, é uma generalização da pressão topológica quando

se trabalha em espaços não necessariamente compactos. Para tanto, é considerada uma

versão alternativa da função de partição aleatória, como a seguir.

Definição 1.29. Sejam pΣ,Θq um STFA topologicamente mixing e φ P HpΣq. Dados

i, j P N, a n-ésima função de partição aleatória é definida por

Zn
ωpφ, i, jq :“

ÿ

c

exp

˜

sup
xPricsω

Snφpω, xq

¸

,

onde o somatório é tomado sobre as palavras c P W n´1

θω tais que icj P W n`1

ω . Por convenção,

Zn
ωpφ, i, jq “ 0 caso não exista palavra c P W n´1

θω satisfazendo a condição.

Note que a noção de função de partição aleatória acima e aquela introduzida

na definição 1.19 estão relacionadas. Como os cilindros são compactos, sempre há pontos

xc P ricsω que realizam cada um dos supremos na definição de Zn
ωpφ, i, jq. Sendo assim, a

família finita txcu, obtida ao variar as palavras c P W n´1

θω tais que icj P W n`1

ω , é claramente

um conjunto pω, n, εq-separado com ε “ r.

O Teorema 3.2 de [DKS08] nos diz que, se φ P HpΣq satisfaz as hipóteses (HB)

e (HL), então há um conjunto Ω1 Ă Ω de medida positiva com respeito a P para o qual,

P-q.t.p. ω P Ω1, pode-se encontrar sequência de inteiros nkpωq Õ 8 tal que o limite

lim
kÑ8

1
nkpωq

logZnkpωq
ω pφ, i, iq,
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existe e não depende do ponto ω P Ω1 e do símbolo i com respeito aos quais é calculado.

Com isto, pode-se introduzir a pressão de Gurevich como a seguir.

Definição 1.30. A pressão de Gurevich de um potencial aleatório φ P HpΣq é definida,

para ω P Ω1, como o limite

ΠGpφq :“ lim
kÑ8

1
nkpωq

logZnkpωq
ω pφ, i, iq.

A partir do Teorema 3.4 de [St10], pode-se concluir que, se um potencial

aleatório φ P HpΣq satisfaz as hipóteses (HL) e (HB), ocorre ΠGpφq ă 8. Enunciamos

então versão do Princípio Variacional presente em [DKS08].

Teorema 1.31. Sejam pΣ,Θq um STFA topologicamente mixing e φ P HpΣq um potencial

aleatório satisfazendo as hipóteses (HB) e (HL). Então,

ΠGpφq “ sup
µPMPpΣq

!

hrel
µ pΘq `

ż

φ dµ
)

.

Outro resultado sobre o qual nos baseamos será o Teorema de Ruelle-Perron-

Frobenius. Este teorema foi registrado na literatura de dinâmicas simbólicas aleatórias em

formas sucessivamente mais gerais (ver, por exemplo, [BG95, Ki08]). Uma interessante

demonstração deste resultado fazendo uso de técnicas de transporte ótimo foi obtida

em [St17]. Consideramos abaixo uma adaptação de versão presente em [MSU10].

Teorema 1.32. Sejam pΣ,Θq um STFA topologicamente mixing e φ P HpΣq um potencial

aleatório satisfazendo as hipóteses (HB) e (HL). Então, são válidos os itens a seguir.

(i) Existe uma única probabilidade ν “ tνωu em Σ tal que ω q.t.p. temos

pLφpωqq˚νθω “ λpωqνω, onde λpωq “

ż

Σpωq

Lφpωq1 dνθω.

(ii) Existe um único potencial aleatório positivo h P HpΣq que para quase todo ω satisfaz

pLφpωqhq pθω, xq “ λpωqhpθω, xq e
ż

Σpωq

hpω, ¨q dνω “ 1.

Além disso, a autofunção h verifica ω q.t.p.

hpω, xq ď hpω, yq ¨ Bdpx,yq
ω , @ x, y P Σpωq, dpx, yq ď r,
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e
1

Cφpωq
ď hpω, xq ď Cφpωq, @ x P Σpωq,

onde

Cφpωq :“ Bθ´Jpωqω ¨

˜

Jpωq´1
ź

i“0

ℓpθ´Jpωq`iωq

¸

¨ exp
ˆ

max
0ďkďJpωq

2}Skφ}θ´kω

˙

, (1.2)

com Bω como em (1.1) e Jpωq como no Lema 1.26.

(iii) A probabilidade µ dada pela desintegração tµω “ hpω, ¨qνωu é Θ-invariante.

Para uma demonstração dos itens do teorema acima, o leitor pode consultar as

Proposições 3.4 e 3.7 e os Lemas 3.9 e 3.11 de [MSU10].

É bem sabido na literatura de SDTs que, no contexto de uma dinâmica expansiva

e de um potencial holderiano, a probabilidade µ “ hν associada ao operador Lf é o único

estado de equilíbrio para f , isto é, a probabilidade que realiza o supremo da definição da

pressão. Tal fato também é conhecido para STFAs, como pode ser consultado, por exemplo,

em [BG95, Proposição 4.8] ou em [KL06, Teorema 4.1.1]. Porém, tais resultados foram

estabelecidos em contexto mais restritivo, no qual o espaço métrico X é compacto. Para

apresentar uma demonstração de que µ é estado de equilíbrio também sob nosso conjunto

de hipóteses, definimos primeiro o que é uma medida de Gibbs, assim como em [MSU10].

Definição 1.33. Uma probabilidade m P MPpΣq é chamada de medida de Gibbs para

φ P HpΣq se existir função mensurável Gφ : Ω Ñ r1,`8q tal que, para quase todo ω, para

todo n ě 0 e qualquer x P Σpωq, são verificadas as desigualdades

pGφpωqGφpθnωqq´1 ď
mωprx0x1 . . . xn´1sωq

exp pSnφpω, xq ´ Sn log λpωqq
ď GφpωqGφpθnωq.

O Lema 3.28 de [MSU10] fornece a seguinte propriedade para a automedida ν:

para quase todo ω e para quaisquer x P Σpωq e n P N, temos

DpθnωqB´1

θnω ď
νω prx0x1...xn´1sωq

exp pSnφpω, xq ´ Snplog λqpωqq
ď Bθnω, (1.3)

onde Dpωq :“
´

expp2}SMpωqφ}ωq

Mpωq´1
ź

i“0

ℓpθiωq
¯´1

ď 1.
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A fim de obter desigualdades similares para µ “ hν, consideramos o potencial

aleatório φ̃ :“ φ`log h´log h˝Θ´log λ. Claramente φ̃ P HpΣq. Observamos que o operador

Lφ̃ está normalizado, ou seja, este satisfaz Lφ̃pωq1 “ 1. Em particular, φ̃ cumpre (HL).

Além disso, observamos que κ̃pωq ď 2r´1 logBθω, pois, dados x, y P Σpωq com dpx, yq ď rn,

com n ě 1, temos

φ̃pω, xq ´ φ̃pω, yq “ φpω, xq ´ φpω, yq ` log
´hpω, xq

hpω, yq

¯

` log
´hpθω, σyq

hpθω, σxq

¯

ď κpωqdpx, yq ` logpBωqdpx, yq ` logpBθωqdpσx, σyq

ď κpωqrn `
8
ÿ

k“1

κpθ´kωqrk`n `
8
ÿ

k“1

κpθ´k`1ωqrk`n´1 “
2 logBθω

r
rn.

Sendo assim, pelo Lema 2.1 de [DKS08], o fato de κ̃ pertencer a L1pPq implica que a

hipótese (HB) é cumprida para a variável aleatória B̃ω, associada ao potencial aleatório φ̃

por (1.1).

A tripla associada ao operador Lφ̃ é composta pelo autovalor constante igual

a 1, pela autofunção identicamente constante igual a 1 e pela automedida µ “ hν. Com

efeito, µ “ hν é o único ponto fixo do operador dual L
˚
φ̃
, pois, para qualquer g P CpΣpωqq,

ż

Σpωq

g dL
˚
φ̃
pωqµθω “

ż

Σpθωq

hpθω, ¨qLφ̃pωqg dνθω “
1

λpωq

ż

Σpθωq

Lφpωqphpω, ¨qgq dνθω

“
1

λpωq

ż

Σpωq

hpω, ¨qg dL
˚
φpωqνθω “

ż

Σpωq

hpω, ¨qg dνω “

ż

Σpωq

g dµω.

Ao aplicar as desigualdades (1.3) para φ̃ e µ, obtemos

D̃pθnωqB̃´1

θnω ď
µω prx0x1...xn´1sωq

exp
`

Snφ̃pω, xq ´ Snplog 1qpωq
˘ ď B̃θnω. (1.4)

Recorde que, para quase todo ω, B̃ω ě 1 e D̃pωq ď 1. Assim, definindo Gpωq :“ BωD
´1pωq,

podemos deduzir das desigualdades acima que

`

GpωqGpθnωq
˘´1

ď
µω prx0x1...xn´1sωq

exp
`

Snφ̃pω, xq
˘ ď GpωqGpθnωq, (1.5)

o que mostra que µ é medida de Gibbs para φ̃. Como veremos na proposição a seguir, a

probabilidade µ é um estado de equilíbrio para φ. Tal proposição é baseada na Proposição 4.8

e no Teorema 4.11 de [BG95].
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Proposição 1.34. Sejam pΣ,Θq um STFA topologicamente mixing, φ P HpΣq um potencial

aleatório satisfazendo as hipóteses (HB) e (HL) e µ “ hν a probabilidade associada ao

operador de transferência Lφ, como descrito no item (iii) do Teorema 1.32. Então, µ é

um estado de equilíbrio para φ. Ademais,

ΠGpφq “

ż

Ω

log λ dP.

Demonstração. Dada uma palavra c P W n
ω , há x P rcsω que satisfaz

´µωprcsωq log pµωprcsωq `

ż

rcsω

Snφ̃pω, zq dµωpzq ě ´µωprcsωq
“

log pµωprcsωqq ´ Snφ̃pω, xq
‰

.

Utilizando a desigualdade (1.4), podemos minorar o lado direito da desigualdade acima

por ´µprcsωq log B̃θnω. Ao somar sobre todas as palavras c P W n
ω e dividir ambos os lados

por n concluímos que

1
n

«

´
ÿ

cPW n
ω

µωprcsωq log pµωprcsωqq `

ż

Σpωq

Snφ̃pω, ¨q dµω

ff

ě ´
1
n

log B̃θnω.

Integrando ambos os lados da desigualdade com respeito a P resulta que

1
n
Hµ

˜

n´1
ł

i“0

Θ´ipP |FΣq

¸

`

ż

Σ

φ̃ dµ ě ´
1
n

ż

Ω

log B̃ω dP,

onde P denota a partição de X em cilindros de tamanho 1. Ao tomar limite em n Ñ 8,

concluímos que

hrel
µ pΘq `

ż

Σ

φ̃ dµ ě 0.

Observe então que, como
ż

Σ

φ̃ dµ “

ż

Σ

φ dµ ´

ż

Ω

log λ dP, temos

hrel
µ pΘq `

ż

Σ

φ dµ ě

ż

Ω

log λ dP.

De posse do Princípio Variacional, a demonstração decorrerá de mostrar que

para qualquer probabilidade m P MPpΣq, ocorre

hrel
m pΘq `

ż

Σ

φ dm ď

ż

Ω

log λ dP.
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Para tanto, recordamos que, dados dois vetores de probabilidade pp1, ..., pkq e

pq1, ..., qkq, com pi ą 0 para 1 ď i ď k, então

k
ÿ

i“1

qi log pi ´
k
ÿ

i“1

qi log qi ď 0, (1.6)

sendo que a igualdade é válida se, e somente se, qi “ pi para todo i.

Fixado ω P Ω, para 1 ď i ď ℓpωq, definimos µω-q.t.p. x P Σpωq

pipω, xq :“
ÿ

yPΣpωq:σy“σx

eφ̃pω,yqχrisω
pyq e qipω, xq :“ Eµω

pχrisω
|σ´1

Bqpxq,

onde B denota a σ-álgebra dos borelianos de X e χrisω
indica a função característica do

cilindro risω. Note que pipω, xq “ 0 implica qipω, xq “ 0 para µω-q.t.p. x P Σpωq. De fato,

ao definir o conjunto C :“ tx P Σpωq | pipω, xq “ 0u “
 

x P Σpωq | σ´1pσxq X risω “ H
(

,

temos
ż

σ´1pσCq

Eµω
pχrisω

|σ´1pBqqpxq dµω “

ż

σ´1pσCq

χrisω
pxq dµω “ µωpσ´1pσCq X risωq “ 0.

Supondo pipω, xq ą 0, temos então que

ż

Σpωq

ℓpωq
ÿ

i“1

qipω, xq log pipω, xqdmω “

ℓpωq
ÿ

i“1

ż

Σpωq

Eµω
pχrisω

|σ´1
Bqpxq log

ÿ

yPΣpωq
σy“σx

eφ̃pω,yqχrisω
pyqdmω

“

ℓpωq
ÿ

i“1

ż

risω

log
ÿ

yPΣpωq
σy“σx

eφ̃pω,yqχrisω
pyq dmω

“

ℓpωq
ÿ

i“1

ż

risω

φ̃pω, iσxq dmω “

ż

Σpωq

φ̃ dmω,

sendo que a última igualdade vem do fato que φ̃pω, xq “

ℓpωq
ÿ

i“1

φ̃pω, iσxqχrisω
pxq, onde iσx

denota a concatenação do símbolo i com o ponto σx. Por outro lado,

´

ż

Σpωq

ℓpωq
ÿ

i“1

qipω, xq log qipω, xq dmω “ Hmω
pP |σ´1

Bq.
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Logo, aplicando a desigualdade (1.6), obtemos

Hmω
pP |σ´1

Bq `

ż

Σpωq

φ̃ dmω ď 0.

Como P é partição geradora de B, integrando a desigualdade acima com respeito a P

resulta

hrel
m pΘq `

ż

Σ

φ̃ dm ď 0.

Porém, como m é invariante pela dinâmica,
ż

Σ

φ̃dm “

ż

Σ

φdm ´

ż

Σ

log λ dm. Portanto,

concluímos que

hrel
m pΘq `

ż

Σ

φ dm ď

ż

Σ

log λ dP.

Para conveniência do leitor, concluímos esta seção com um resumo dos resultados

do formalismo termodinâmico que utilizamos como base para nossa proposta de versão

aleatória de otimização ergódica.

Teorema 1.35. Seja pΣ,Θq um STFA topologicamente mixing. Considere φ P HpΣq um

potencial aleatório satisfazendo as hipóteses (HL) e (HB). Então

(a) Existe uma única tripla pλ, h, νq, com λpωq ą 0 variável aleatória, h e ν autofunção

positiva e automedida do operador de transferência Lφ e seu operador dual L
˚
φ,

respectivamente, tais que, para quase todo ω

pLφpωqhq pθω, xq “ λpωqhpθω, xq, L
˚
φpωqνθω “ λpωqνω,

onde

λpωq “

ż

Σpωq

pLφpωq1qpθω, xq dνθωpxq e

ż

Ω

ż

Σpωq

hpω, xq dνωpxq dPpωq “ 1.

(b) O potencial aleatório log h pertence ao conjunto HpΣq, valendo varn
ω plog hq ď Bωr

n,

@ n ě 1. Além disso, existe variável aleatória Cφpωq ą 1, dependendo unicamente

de φ, tal que, para quase todo ω, } log h}ω ď logCφpωq. Mais precisamente,

Cφpωq :“ Bθ´Jpωqω ¨

˜

Jpωq´1
ź

i“0

ℓpθ´Jpωq`iωq

¸

¨ exp
ˆ

max
0ďkďJpωq

2}Skφ}θ´kω

˙

,
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onde Bω ě 1 foi definido em (1.1) e Jpωq foi definido no Lema 1.26.

(c) O Princípio Variacional garante que

ΠGpφq “ sup
mPMPpΣq

"

hrel
m pΘq `

ż

Σ

φ dm
*

.

(d) A probabilidade µ “ hν é estado de equilíbrio para φ e ocorrem as igualdades

hrel
µ pΘq `

ż

Σ

φ dµ “ ΠGpφq “

ż

Ω

log λ dP.
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2 Consequências do formalismo termodinâ-

mico em temperatura zero

Consideramos aqui um STFA topologicamente mixing, no sentido das definições

1.24 e 1.25. Estamos interessados em estudar probabilidades maximizantes associadas a

potenciais aleatórios localmente holderianos, introduzidos pela definição 1.27. No decorrer

deste capítulo, vamos empregar os resultados conhecidos do formalismo termodinâmico

sobre este modelo de dinâmica para estabelecer versão de teoria de otimização ergódica

em contexto aleatório.

2.1 Caracterizações da constante ergódica maximal

Nesta seção, focamos no problema de caracterizar a constante ergódica maximal

de um potencial aleatório φ P HpΣq. Iniciamos colocando em evidência a relação entre βpφq

e o autovalor aleatório maximal do operador de transferência Lφ. Para tanto, fazemos uso

do processo de congelamento do sistema como apresentado em [Sa99, CLT01]. Recordamos

que tal processo consiste em multiplicar o potencial aleatório φ por um parâmetro t, o

qual possui interpretação física como o inverso da temperatura absoluta, e em analisar

(na escala adequada) o comportamento assintótico da tripla associada ao operador de

transferência Lφ, constituída pelo autovalor maximal e pelas autofunção e automedida

correspondentes.

No último capítulo de [MSU10], os autores fazem estudo da analiticidade da

função t ÞÑ ΠGptφq. Como é bem sabido, em formalismo termodinâmico, a perda da

analiticidade desta função é interpretada como transição de fase. A estratégia empregada

no estudo passa por observar a dependência em t da tripla associada ao operador de

transferência Ltφ. Em particular, denotando por Bω,t a variável aleatória introduzida

por (1.1) para o potencial tφ, lá conclui-se que Bω,t ď rBωst e Ctφpωq ď rCφpωqst.

Recorde que todo potencial aleatório φ P HpΣq satisfazendo as hipóteses (HL)

e (HB) possui pressão de Gurevich finita. Em particular, como consideramos apenas

potenciais aleatórios de módulo integrável com respeito a P, temos sup
mPMPpΣq

hrel
m pΘq ă 8.
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Com efeito, pelo Princípio Variacional,

sup
µPMPpΣq

hrel
µ pΘq ´

ż

Ω

}φ}ω dP ď ΠGpφq ùñ sup
µPMPpΣq

hrel
µ pΘq ď ΠGpφq `

ż

Ω

}φ}ω dP ă 8.

No caso determinístico, a constante ergódica maximal de um potencial hol-

deriano f está relacionada com a pressão topológica do potencial tf através do limite

βpfq “ lim
tÑ8

1
t

logP ptfq, como observado, por exemplo, em [CG93, Sa99, CLT01]. Não é

surpreendente que este resultado se generalize para o caso aleatório. Na proposição abaixo,

apresentamos uma prova desse fato.

Proposição 2.1. Seja φ P HpΣq um potencial aleatório satisfazendo as hipóteses (HL) e

(HB). Então,

βpφq “ lim
tÑ8

1
t

ż

Ω

log λt dP.

Demonstração. Seja C ą 0 constante tal que sup
mPMPpΣq

hrel
m pΘq ď C. Então, para qualquer

t ą 0,

ΠGptφq “ sup
mPMPpΣq

!

hrel
m pΘq `

ż

tφ dm
)

ď C ` tβpφq.

Por outro lado, quando ν P M
max
P

pφq, ocorre

hrel
ν pΘq ` tβpφq “ hrel

ν pΘq `

ż

Ω

tφ dν ď sup
mPMPpΣq

!

hrel
m pΘq `

ż

tφdm
)

“ ΠGptφq.

Das duas desigualdade acima, resulta que

0 ď ΠGptφq ´ tβpφq ă C.

Utilizando a caracterização do item (d) do Teorema 1.35, ΠGptφq “

ż

Ω

log λt dP, basta

dividir a desigualdade por t e fazer t Ñ 8 para concluir que

lim
tÑ8

1
t

ż

Ω

log λt dP “ βpφq.

O processo de congelamento do sistema nos permite obter probabilidade maxi-

mizante para o potencial aleatório φ. Tal fato é bem conhecido no caso determinístico,
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como o leitor pode verificar, por exemplo, no Teorema 3.2 de [CG93] ou na Proposição 29

de [CLT01].

Proposição 2.2. Suponha que log ℓ P L1pPq. Seja tµt “ htνtu a família formada pelos

estados de equilíbrio associados a tφ, t ą 0. Então, qualquer ponto de aderência da família

tµtu é uma probabilidade maximizante para φ que apresenta entropia máxima entre as

maximizantes.

Demonstração. Temos que, pelo Teorema 1.35,

hrel
µt

pΘq `

ż

tφ dµt “ sup
νPMPpΣq

!

hrel
ν pΘq `

ż

tφ dν
)

“ ΠGptφq.

Além disso, a existência de ao menos um ponto de aderência da família tµtu está garantida,

vide observação 1.6.

Seja tn sequência crescente tal que µtn
Ñ µ. Da igualdade

1
tn
hrel

µtn
pΘq `

ż

φ dµtn
“

1
tn

ΠGptnφq “
1
tn

ż

log λtn
dP,

ao fazer n Ñ 8, resulta que

ż

φ dµ “ lim
nÑ8

1
tn

”

hrel
µtn

pΘq `

ż

tnφ dµtn

ı

“ lim
nÑ8

1
tn

ż

Ω

log λtn
dP “ βpφq.

Por outro lado, para m P M
max
P

pφq, temos

hrel
m pΘq ` tβpφq “ hrel

m pΘq `

ż

tφ dm ď ΠGptφq “ hrel
µt

pΘq `

ż

tφ dµt.

Como
ż

φdµt ď βpφq, segue que hrel
m pΘq ď hrel

µt
pΘq, @ t ě 1. Em particular, recordando

que a expansividade de pΣ,Θq assegura que a aplicação ν P MPpΣq ÞÑ hrel
ν é semicontínua

superiormente, concluímos que µ possui entropia máxima em M
max
P

pφq.

Também utilizando o processo congelamento do sistema vamos obter uma

função aleatória que generaliza o conceito de subação para um SDA. Antes de introduzir o

que vem a ser uma subação aleatória precisamos de resultados preliminares.

Uma vez que para quase todo ω P Ω a autofunção htpω, ¨q é positiva na
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fibra Σpωq, a menos de um conjunto de medida nula para P podemos escrever que

htpω, xq “ e´tutpω,xq ô utpω, xq “ ´
1
t

log htpω, xq. (2.1)

Lema 2.3. Para quase todo ω, as funções ut definidas em (2.1) são equicontínuas e

equilimitadas sobre as fibras Σpωq.

Demonstração. Pelo item (b) do Teorema 1.35, a autofunção do operador de transferência

associado ao potencial aleatório φ satisfaz

hpω, xq ď hpω, yq ¨ Bdpx,yq
ω , @ x, y P Σpωq, dpx, yq ď r,

e
1

Cφpωq
ď hpω, xq ď Cφpωq, @ x P Σpωq,

onde Cφpωq é dado pela equação (1.2). Daí, como mencionado no início desta seção, ao

multiplicar φ pelo parâmetro t ą 0, é observado em [MSU10] que

Bω,t ď rBωst e Ctφpωq ď rCφpωqst.

Dessas desigualdades resulta que as funções ut satisfazem equilimitação e equicontinuidade,

pois, para quase todo ω e para quaisquer x, y P Σpωq com dpx, yq ď r, temos

|utpω, xq ´ utpω, yq| ď logBω ¨ dpx, yq e ´ logCφpωq ď utpω, xq ď logCφpωq, @ t ą 0.

Dado potencial aleatório φ P HpΣq satisfazendo as hipóteses (HL) e (HB),

recorde que podemos normalizar o operador de transferência ao considerar o potencial

aleatório φ̃ “ φ` log h´ log h ˝ Θ ´ log λ, obtendo, em particular, Lφ̃pωq1 “ 1. Trocando φ

por tφ, com t ą 0, denotamos então t̃φ :“ tφ` log ht ´ log ht ˝ Θ ´ log λt. Observamos que,

para quase todo ω e para todo x P Σpωq, a normalização do operador de transferência Lt̃φ

pode ser apresentada da seguinte forma

ÿ

yPΣpωq
σy“x

exp ptφpω, yq ´ log λtpωq ´ tutpω, yq ` tut ˝ Θpω, yqq “ 1. (2.2)

Como a soma de exponenciais em (2.2) é igual a 1, temos como consequência a desigualdade
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1
t

log λtpωq ď
1
t

log ℓpωq ` }φ}ω ` logCφpωq ` logCφpθωq. (2.3)

Com efeito, a equação (2.2) equivale a
ÿ

yPΣpωq
σy“x

exp t
`

φpω, yq´utpω, yq`ut ˝Θpω, yq
˘

“ λtpωq.

Da prova do Lema 2.3, temos que }utpθ
jω, ¨q}ω ď logCφpθjωq. Ademais, o número de termos

desse somatório está limitado por ℓpωq. Logo, o resultado é obtido ao se aplicar o logaritmo

e dividir por t em ambos os lados de λtpωq ď ℓpωq exp
”

t
`

}φ}ω ` logCφpωq ` logCφpθωq
˘

ı

.

Uma outra constatação direta da equação (2.2) é que cada expoente das exponenciais é

negativo, donde

φpω, yq ` ut ˝ Θpω, yq ´ utpω, yq ă
1
t

log λtpωq, @ y P Σpωq. (2.4)

A partir da caracterização de βpφq obtida na Proposição 2.1 e da equicon-

tinuidade e equilimitação da família de potenciais utpω, ¨q apresentada no Lema 2.3, é

sugerível procurar passar ao limite em t na desigualdade (2.4) a fim de obter potencial que

desempenhe o papel de subação para φ. Porém, como uma tal passagem ao limite se daria

essencialmente fibra a fibra, não parece haver por ora garantia de resultar mensurabilidade

do limite com respeito a ω. Portanto, evitaremos entrar agora em tais dificuldades técnicas

e veremos como a desigualdade (2.4) nos auxilia a obter novas caracterizações para βpφq.

A seguir, descrevemos βpφq via médias de Birkhoff, revisitando para o caso

aleatório, quando φ P HpΣq, as caracterizações presentes, por exemplo, em [CG93, Teo-

rema 2.1] e em [Je06, Proposição 2.1]. Como mencionado anteriormente, uma tal descrição

se encontra registrada na literatura, por exemplo, em [Cr02, Proposição 6.21]. Propomos

aqui uma demonstração alternativa para este resultado. Na demonstração utilizaremos um

lema bem conhecido na literatura de teoria ergódica, o qual deixamos enunciado abaixo

para a conveniência do leitor.

Lema 2.4. Seja Ξ: Ω Ñ R uma variável aleatória integrável. Então,

Ξ ˝ θn

n
Ñ 0, quando n Ñ 8.

Para uma demonstração deste lema, o leitor pode consultar, por exemplo, a

prova do Lema 2 de [AB09] ou a do Corolário A.6 de [Th87].

Lema 2.5. Dados um STFA pΣ,Θq e φ P HpΣq satisfazendo as hipóteses (HL) e (HB),
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para quase todo ω P Ω, vale que

βpφq “ lim
nÑ8

sup
xPΣpωq

1
n
Snφpω, xq “ sup

xPΣpωq
lim sup

nÑ8

1
n
Snφpω, xq.

Demonstração. Considere ω q.t.p.

βn
ωpφq :“ max

xPΣpωq
Snφpω, xq.

Uma vez que Σ admite seleção mensurável (ver, por exemplo, Teorema III.7 de [CV77]),

não é difícil argumentar que βn
ωpφq é mensurável para todo n P N. Note que, para quaisquer

n,m P N, temos

βn`m
ω pφq ď βm

ω pφq ` βn
θmωpφq.

Assim, pelo Lema Subaditivo de Fekete, para quase todo ω existe o limite

βωpφq “ lim
nÑ8

1
n
βn

ωpφq “ inf
n

1
n
βn

ωpφq,

o qual define uma função mensurável sobre Ω. Observe que podemos estimar a diferença

ˇ

ˇβθωpφq ´ βωpφq
ˇ

ˇ “ lim
nÑ8

1
n

ˇ

ˇ

ˇ
max

xPΣpθωq
Snφpθω, xq ´ max

yPΣpωq
Snφpω, yq

ˇ

ˇ

ˇ

ď lim
nÑ8

1
n

max
yPΣpωq

ˇ

ˇφpθn`1ω, σn`1yq ´ φpω, yq
ˇ

ˇ.

Além disso, de |βn
ωpφq| ď }φ}ω ` ¨ ¨ ¨ ` }φ ˝ Θn´1}θn´1ω temos

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Ω

βn
ωpφq dP

ˇ

ˇ

ˇ
ď n

ż

Ω

}φ}ω dP.

Logo, utilizando o Lema 2.4 e a ergodicidade de θ com respeito a P, concluímos que βωpφq

é uma função constante para quase todo ω. Sejam então µ P M
max
P

pφq e φ̃ o potencial

aleatório dado pelo Teorema de Birkhoff, φ̃pω, xq :“ lim
nÑ8

1
n
Snφpω, xq, o qual está definido

pω, xq µ ´ q.t.p. Temos que

βpφq “

ż

Σ

φ dµ “

ż

Σ

φ̃ dµ “

ż

Ω

ż

Σpωq

φ̃ dµω dP “

ż

Ω

ż

Σpωq

lim
nÑ8

1
n
Snφ dµωdP

ď

ż

Ω

ż

Σpωq

lim
nÑ8

1
n
βn

ω dµωdP “

ż

Ω

βωpφq dP “ βωpφq, ω q.t.p.

Recorde que λt depende apenas de ω. Fixamos uma sequência crescente tj Ñ 8

e tomamos ponto ω P Ω que é simultaneamente regular, no sentido do Teorema de

Birkhoff, para cada uma das funções log λtj
, mais precisamente, consideramos ω tal que
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lim
nÑ8

1
n
Snplog λtj

qpωq “

ż

Ω

log λtj
dP, para todo j P N. Seja txnpωqu Ă Σpωq sequência

satisfazendo

βn
ωpφq “ Snφpω, xnpωqq.

Decorre da desigualdade (2.4) que

1
n
βn

ωpφq `
putj

˝ Θn`1 ´ utj
qpω, xnpωqq

n
ă

1
n
Sn

ˆ

1
tj

log λtj

˙

pωq.

Uma vez que, pelo Lema 2.3, as funções utpω, ¨q são equilimitadas P-q.t.p. com respeito

a t, podemos definir

ΩC :“ tω P Ω | }ut}ω ă C, @ t ą 0u ,

com PpΩCq ą 0. Da ergodicidade de θ, resulta que para quase todo ω há sequência nk tal

que θnkω P ΩC , @ k P N. Disto concluímos que

1
nk

βnk
ω pφq ´

2C
nk

ă
1
nk

Snk

´ 1
tj

log λtj

¯

pωq, @ k P N.

Ao fazer k Ñ 8, temos então que

βωpφq ď

ż

Ω

1
tj

log λtj
dP, ω P ´ q.t.p. (2.5)

Graças à Proposição 2.1, podemos tomar o limite em j para concluir que βωpφq ď βpφq.

Das duas desigualdades resulta, ω q.t.p.,

lim
nÑ8

sup
xPΣpωq

1
n
Snφpω, xq “ βωpφq “ βpφq.

Para obter a outra igualdade, observe que, se µ P M
max
P

pφq é uma probabilidade

ergódica, pelo Teorema de Birkhoff, para pω, x̄q µ-q.t.p., temos

βpφq “ lim
nÑ8

1
n
Snφpω, x̄q ď sup

xPΣpωq
lim sup

nÑ8

1
n
Snφpω, xq.

Por outro lado, pela definição de supremo, dado ε ą 0, há x̄ P Σpωq tal que

sup
xPΣpωq

lim sup
nÑ8

1
n
Snφpω, xq ´ ε ď lim sup

nÑ8

1
n
Snφpω, x̄q ď lim

nÑ8

1
n
βn

ωpφq “ βpφq,

onde a última igualdade é válida ω q.t.p. pela argumentação acima. Resta fazer ε Ñ 0



Capítulo 2. Consequências do formalismo termodinâmico em temperatura zero 47

para obter o resultado.

A partir da desigualdade (2.5) na prova do lema anterior, podemos concluir

que, assim como nos sistemas dinâmicos topológicos,

βpφq “ inf
t

1
t

ż

Ω

log λt dP.

Como pode ser visto, por exemplo, em [BLL11, Proposição 2.11], no contexto de um

full shift topológico e um potencial holderiano f , o gráfico da pressão topológica P ptfq,

em função do parâmetro t, possui assíntota tβpfq quando t Ñ 8. Desse comportamento

assintótico da pressão pode-se discutir, como fizeram os autores do referido trabalho, quais

são as probabilidades maximizantes para f obtidas em situações particulares como limites

de µt quando t Ñ 8.

Dando continuidade às caracterizações da constante ergódica maximal βpφq,

vamos obter um Teorema de dualidade, generalizando aquele presente em [CG93, Teo-

rema 2.2], para o caso em que φ P HpΣq.

Teorema 2.6. Sejam pΣ,Θq um STFA e φ P HpΣq um potencial aleatório satisfazendo

(HL) e (HB). Temos que

βpφq “ inf
vPL1

P
pΣq

ż

Ω

sup
xPΣpωq

rφpω, xq ` vpθω, σxq ´ vpω, xqs dP.

Demonstração. Vamos utilizar a notação

γωpφ, vq :“ max
xPΣpωq

rφ ` v ˝ Θ ´ vspω, xq.

Uma das desigualdades é trivial, pois, para qualquer v P CpΣq,

γωpφ, vq ě φ ` v ˝ Θ ´ v.

Então, sempre que integramos a desigualdade acima com respeito a uma probabilidade

maximizante µ P M
max
P

pφq, temos

ż

Ω

γωpφ, vq dP ě βpφq.

Basta agora tomar o ínfimo em v do lado esquerdo.
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Para obter a outra desigualdade, definimos

vN pω, xq :“
1
N

N
ÿ

n“1

Snφpω, xq.

Temos que

rφ ` vN ˝ Θ ´ vN spω, xq “ φpω, xq `
1
N

N
ÿ

n“1

Snφpθω, σxq ´
1
N

N
ÿ

n“1

Snφpω, xq

“
1
N

N
ÿ

n“1

Snφpθω, σxq ´
1
N

N´1
ÿ

n“1

Snφpθω, σxq

“
1
N
SNφpθω, σxq “

1
N
SNφ ˝ Θpω, xq.

Consequentemente, mantidas as notações da prova do Lema 2.5,

γωpφ, vN q “
1
N
βN

ω pφ ˝ Θq.

Assim, pelo lema anterior, para quase todo ω, γωpφ, vN q converge para βpφ ˝ Θq quando

N Ñ 8. Portanto, empregando o Teorema Ergódico Subaditivo de Kingman,

lim
NÑ8

ż

Ω

γωpφ, vN q dP “ lim
NÑ8

ż

Ω

1
N
βN

ω pφ ˝ Θq dP “

ż

Ω

βωpφ ˝ Θq dP “ βpφ ˝ Θq “ βpφq.

Em particular, dado ε ą 0, existe N0 suficientemente grande tal que

ż

Ω

γωpφ, vN0
q dP ă βpφq ` ε.

Então,

inf
vPCpΣq

ż

Ω

γωpφ, vq ă βpφq ` ε,

donde obtemos a outra desigualdade ao fazer ε Ñ 0.

Note que este Teorema de dualidade generaliza aquele do caso determinístico

quando φ P HpΣq, pois, nesse contexto, P se reduz a uma delta de Dirac sobre um ponto

fixo ω0. Dessa forma, a integração aqui presente, no caso determinístico, consistiria apenas

em avaliar o valor de γω0
.
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2.2 Uma generalização do conceito de subação aleatória

Uma vez obtidas as caracterizações da constante ergódica maximal βpφq, nosso

objetivo será propor noção de subação aleatória e garantir sua existência. É natural pensar

que, na desigualdade cohomológica da subação aleatória, no lugar da constante ergódica

maximal, figurará uma variável aleatória cuja média com respeito a P resulta em βpφq.

Definição 2.7. Dizemos que uma função aleatória u é uma subação aleatória para o

potencial aleatório φ se existir uma variável aleatória ψ : Ω Ñ R, com
ż

Ω

ψ dP “ βpφq,

chamada de valor ergódico maximal aleatório, para a qual vale a desigualdade

φpω, xq ` u ˝ Θpω, xq ´ upω, xq ď ψpωq, ω ´ q.t.p., @ x P Σpωq.

Uma subação aleatória será chamada de calibrada se para quase todo ω verificar a igualdade

upθω, xq “ min
yPΣpωq
σy“x

rupω, yq ´ φpω, yq ` ψpωqs, @ x P Σpωq.

Claramente a definição de subação aleatória generaliza o conceito de subação

dos SDT’s. Caso P “ δω, só há uma fibra a considerar (exatamente a fibra Σpωq) e, nessa

situação, basta tomar ψ ” βpφq. Faremos a seguir a construção de um candidato a subação

aleatória para um potencial aleatório φ P HpΣq satisfazendo (HL) e (HB).

Considere um conjunto E Ă Ω tal que, para todo ω P Ω, existe um único

ωE P E com ω “ θjωE , para algum j P Z. Particionamos o conjunto E em conjuntos

enumeráveis Eα :“ tω0, ω1, ...u. Como as funções aleatórias ut e as variáveis aleatórias λt

estão necessariamente definidas P-q.t.p., desconsideraremos elementos ω P E cujas órbitas

estejam contidas em conjunto de medida nula sobre o qual ut ou λt não estão definidas.

Levando esta observação em conta, fixamos Eα “ tω0, ω1, ...u Ă E . Pelo Lema 2.3, temos

que tutpω0, ¨qu é uma família equicontínua e equilimitada de funções, de modo que podemos

aplicar o Teorema de Arzelá-Ascoli para obter sequência ttnpαqu da qual resulta o limite

uniforme

uEpω0, ¨q “ lim
nÑ8

utnpαqpω0, ¨q.

Obviamente, podemos escolher subsequência, ainda denotando-a por ttnpαqu, para a qual

existe o limite uEpθjωi, ¨q “ lim
nÑ8

utnpαqpθ
jωi, ¨q, para índices i P N e j P Z fixados. Mais
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ainda, por argumento diagonal, extraímos subsequência ttnk
pαqu, tal que

uEpθjωi, xq “ lim
kÑ8

utnk
pαqpθ

jωi, xq, @ j P Z, @ i P N, @ x P Σpθjωiq.

Definimos então

Λinf
E pθjωiq :“ lim inf

kÑ8

1
tnk

pαq
log λtnk

pαqpθ
jωiq,

Λsup
E pθjωiq :“ lim sup

kÑ8

1
tnk

pαq
log λtnk

pαqpθ
jωiq.

Note que o limite superior acima está bem definido devido à desigualdade (2.3). Denotare-

mos por ttinf
nk

pα, i, jqu e ttsup
nk

pα, i, jqu as subsequências sobre as quais passagem ao limite

fornece, respectivamente, o limite inferior e o limite superior nas definições de Λinf
E pθjωiq e

Λsup
E pθjωiq. Naturalmente, esse procedimento, ao se variar o conjunto Eα, permite definir

funções uE e Λ˚
E , com ˚ P tinf, supu, para um conjunto de massa total em Ω.

Ainda que as funções limites construídas acima possam não satisfazer mensurabi-

lidade com respeito a σ-álgebra F , a proposição abaixo garante propriedade de calibração or-

bital. Além disso, concluiremos que está bem definido o limite lim
kÑ8

1
tnk

pαq
log λtnk

pαqpθ
jωiq.

Proposição 2.8. A função aleatória uE definida acima satisfaz, para quase todo ω,

uEpθω, xq “ min
yPΣpθωq

σy“x

“

uEpω, yq ´ φpω, yq
‰

` ΛEpωq, @ x P Σpθωq,

onde ΛEpωq “ lim
kÑ8

1
tnk

pαq
log λtnk

pαqpωq, P-q.t.p.

Demonstração. A prova de que ΛEpωq está bem definido como limite sobre as sequências

ttnk
pαqu seguirá ao se concluir que uEpθω, xq “ min

yPΣpθωq
σy“x

“

uEpω, yq ´ φpω, yq
‰

` Λ‹
Epωq, com

‹ P tinf, supu. Isto porque a diferença entre colchetes não depende de ‹, forçando assim

Λinf
E pωq e Λsup

E pωq a coincidirem para quase todo ω.

Seja ω “ θjωi, com ωi P Eα. Note que os valores uEpθj`1ωi, xq, uEpθjωi, yq e

Λ‹
Epθjωiq são obtidos, respectivamente, como limites das sequências ut‹

nk
pα,i,jqpθ

j`1ωi, xq,

ut‹
nk

pα,i,jqpθ
jωi, yq e

1
t‹nk

pα, i, jq
log λt‹

nk
pα,i,jqpθ

jωiq. Segue daí que, em virtude da desigual-

dade (2.4), para pontos θjωi pertencentes ao subconjunto de Ω sobre o qual estão definidas

as funções uE e Λ‹
E , o qual tem probabilidade 1 com respeito a P, observamos a desigualdade
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φpθjωi, yq ` uEpθj`1ωi, σyq ´ uEpθjωi, yq ´ Λ‹
Epθjωiq ď 0, @ y P Σpθjωiq. (2.6)

Dado então θjωi que satisfaz a desigualdade acima, considere x P Σpθj`1ωiq. Afirmamos

que há y P Σpθjωiq, com σy “ x, tal que

φpθjωi, yq ` uEpθj`1ωi, xq ´ uEpθjωi, yq ´ Λ‹
Epθjωiq “ 0.

Com efeito, por redução ao absurdo, suponha que exista η ą 0 tal que, para todo y P σ´1x,

temos

φpθjωi, yq ` uEpθj`1ωi, σyq ´ uEpθjωi, yq ´ Λ‹
Epθjωiq ă ´η ă 0.

Resulta das convergências de uE e Λ‹
E sobre a sequência tt‹nk

pα, i, jqu (a qual escreveremos

apenas t‹nk
) que, para k suficientemente grande, temos

t‹nk

ˆ

φpθjωi, yq ` ut‹
nk

pθj`1ωi, xq ´ ut‹
nk

pθjωi, yq ´
1
t‹nk

log λt‹
nk

pθjωiq

˙

ă ´
t‹nk
η

2
,

de modo que, ao fazer k Ñ 8,

exp
ˆ

t‹nk

`

φpθjωi, yq ` ut‹
nk

pθj`1ωi, xq ´ ut‹
nk

pθjωi, yq ´
1
t‹nk

log λt‹
nk

pθjωiq
˘

˙

Ñ 0.

Ora, como isto vale para todo y P σ´1x, resulta que

ÿ

yPΣpθj ωiq
σy“x

exp
´

t‹nk
φpθjωi, yq ´ log λt‹

nk
pθiωiq ´ t‹nk

ut‹
nk

pθjωi, yq ` t‹nk
ut‹

nk
˝ Θpθjωi, yq

¯

Ñ 0,

o que é um absurdo, pois, pela equação (2.2), para qualquer valor de t, o somatório acima

é sempre igual a 1. Portanto, há ao menos uma pré-imagem y de x que realiza a igualdade

φpθjωi, yq ` uEpθj`1ωi, xq ´ uEpθjωi, yq ´ Λ‹
Epθjωiq “ 0.

Observe que o valor de ΛEpωq está entre lim inf
tÑ8

1
t

log λtpωq e lim sup
tÑ8

1
t

log λtpωq

e depende da escolha do conjunto E que indexa as sequências sobre as quais são tomados

os limites de sua definição. No lema a seguir, mostramos que as médias temporais de ΛEpωq

se comportam como médias de Birkhoff. Mais precisamente, mostramos que, independen-

temente da escolha de E , para quase todo ω P Ω, há sequência tniu para a qual as médias
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1
ni

ni´1
ÿ

l“0

ΛEpθlωq convergem para βpφq. Embora a mensurabilidade e integrabilidade de ΛE

ainda não estejam asseguradas, impossibilitando assim aplicar o Teorema de Birkhoff, o

lema a seguir nos dá indícios que ΛE se comporta como valor ergódico maximal aleatório.

Lema 2.9. Para quase todo ω P Ω há sequência tnipωqu, independente da escolha do

conjunto E, para a qual

lim
iÑ8

1
ni

ni´1
ÿ

l“0

ΛEpθlωq “ βpφq.

Demonstração. Como no Lema 2.5 as caracterizações de βpφq são válidas para quase

todo ω, usando a θ-invariância de P, podemos obter um subconjunto mensurável Ω̂, de

probabilidade 1 com respeito a P, sobre o qual as mesmas descrições são verificadas ao

longo da órbita de qualquer elemento de Ω̂, ou melhor,

βpφq “ lim
nÑ8

sup
xPΣpθjωq

1
n
Snφpθjω, xq “ sup

xPΣpθjωq

lim sup
nÑ8

1
n
Snφpθjω, xq @ ω P Ω̂, @ j P Z.

Fixamos probabilidade ergódica µ P M
max
P

pφq e consideramos pθjωi, xregq, com ωi P Eα X Ω̂

e j P Z, ponto regular (segundo o Teorema de Birkhoff) para φ com respeito a µ. Note

que, se um ponto é regular segundo o Teorema de Birkhoff, todos os pontos de sua órbita

também são regulares, o que nos permitirá examinar a órbita de pθjωi, xregq independente

do conjunto E de representantes de órbitas considerado.

A fim de não sobrecarregar demasiadamente a notação, podemos renomear ωi

como ω0 e escrevemos simplesmente ωj “ θjω0. Assim como na demonstração do Lema 2.5,

consideramos o conjunto de probabilidade positiva ΩC Ă Ω para o qual }ut}ω ď C,

@ ω P ΩC , @ t ą 0. Consideramos também a sequência tniu formada pelos tempos de

retorno de ωj em ΩC . Aplicamos a desigualdade (2.6) para as n primeiras iteradas do

ponto pωj, xregq escolhido e tomamos suas médias a fim de obter a seguinte desigualdade

válida para todo n P N

1
n
Snφpωj, xregq `

uEpθnωj, σ
nxregq

n
´
uEpωj, xregq

n
ď

1
n

n´1
ÿ

l“0

ΛEpθlωjq.

Quando n “ ni, ou seja, θnωj P ΩC , a desigualdade acima então fornece

1
ni

Sni
φpωj, xregq ´

C

ni

´
uEpωj, xregq

ni

ď
1
ni

ni´1
ÿ

l“0

ΛEpθlωjq.
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Dado ε ą 0 arbitrário, considere i P N suficientemente grande tal que

ˇ

ˇ

1
ni

Sni
φpωj, xregq ´ βpφq

ˇ

ˇ ă
ε

3
,

C

ni

ă
ε

3
e

}uE}ωj

ni

ă
ε

3
. (2.7)

Das desigualdades acima resulta para ni suficientemente grande

βpφq ´ ε ď
1
ni

ni´1
ÿ

l“0

ΛEpθlωjq.

Por outro lado, dado um índice ni satisfazendo (2.7), em virtude de estarmos tomando ωj

pertencente a Ω̂, podemos supor ni cumprindo também a desigualdade

ˇ

ˇ sup
xPΣpωjq

1
ni

Sni
φpωj, xq ´ βpφq

ˇ

ˇ ă
ε

3
.

Fixamos xni
P Σpθniωjq. Seja tpωj, x0q, pθωj, x1q, . . . , pθniωj, xni

qu um trecho de órbita

calibrada, ou seja, uma sequência finita tal que σxl “ xl`1 e

uEpθl`1ωj, xl`1q “ uEpθlωj, xlq ´ φpθlωj, xlq ` ΛEpθlωjq,

cuja existência decorre da Proposição 2.8. Novamente considerando médias, temos:

upθniωj, xni
q ´ upωj, x0q

ni

“
1
ni

ni´1
ÿ

l“0

ΛEpθlωjq ´
1
ni

Sni
φpωj, x0q.

Observe agora que

sup
xPΣpωjq

1
ni

Sni
φpωj, xq `

uEpθniωj, xni
q ´ uEpωj, x0q

ni

ě
1
ni

ni´1
ÿ

l“0

ΛEpθlωjq.

Sendo assim, pelas estimativas agora adotadas para ni suficientemente grande, temos

βpφq ` ε ě
1
ni

ni´1
ÿ

l“0

ΛEpθlωjq.
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Como ε ą 0 é arbitrário, fica bem definido o limite

lim
iÑ8

1
ni

ni´1
ÿ

l“0

ΛEpθlωjq “ βpφq.

2.2.1 O caso de suporte em uma única órbita

Lembre que ergodicidade assegura que um conjunto mensurável invariante de

medida positiva de fato tem probabilidade total. Logo, se há uma órbita Opω0q “ tθjω0ujPZ

pertencente a σ-álgebra F , com PpOpω0qq ą 0, obrigatoriamente Opω0q tem probabilidade 1.

Para este caso, veremos a seguir como construir subação aleatória para um potencial

aleatório φ.

Observamos que a existência de uma órbita mensurável de probabilidade total

pode sempre ser reduzida ao caso particular no qual os conjuntos unitários formados

por pontos da órbita são mensuráveis. Com efeito, suponha que a órbita de um ponto

ω0 seja mensurável e de massa total com respeito a P. Denotamos por F
1 a σ-álgebra

induzida por F sobre a órbita Opω0q. Seja E0 :“
č

EPF1

ω0PE

E o conjunto mensurável minimal

contendo ω0. Se E0 “ tω0u, então todo subconjunto unitário de Opω0q é mensurável, pois θ é

transformação inversível bimensurável, e nada mais precisamos discutir. Caso E0ztω0u ‰ H,

existe j P Z
˚ tal que θjω0 P E0. Daí, por minimalidade, Ej

0 :“
č

EPF1

θj ω0PE

“ E0, pois claramente

E
j
0 Ă E0 e, por outro lado, se D “ E0zEj

0 ‰ H, então ou ω0 P D ou ω0 P E0zD, o que

produziria o absurdo de ω0 pertencer a um subconjunto mensurável próprio de E0. Logo,

podemos particionar Opω0q em classes de equivalência de conjuntos minimais mensuráveis.

Afirmamos que há uma quantidade finita de classes. De fato, considere o inteiro positivo

p :“ mint|j ´ i| | θjω0, θ
iω0 P E0, i ‰ ju. Temos que θppE0q X E0 ‰ H, donde, por

minimalidade, θppE0q “ E0. Note que a definição de p implica que θipE0q X θjpE0q “ H,

para 0 ď i ă j ă p. Assim, fazendo uso da minimalidade das classes de equivalência, é

fácil concluir que há exatamente p classes E0, θpE0q, . . . , θp´1pE0q.

Note então que a mensurabilidade de ℓpωq e Aω assegura que estas aplicações

devem ser constantes sobre cada classe θipE0q, com 0 ď i ă p. Deste modo, as fibras

Σpθkp`iω0q, com k P Z, são idênticas entre si para cada valor fixo de i. A mensurabilidade

de φ com respeito a ω garante que, fixado x P Σpθiω0q, com i “ 0, ..., p ´ 1, a restrição da
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variável aleatória φp¨, xq à classe θipE0q é constante. Mais ainda, como P é invariante com

respeito a θ e a órbita de ω0 é suposta ser de massa total, temos que P “
1
p

p´1
ÿ

i“0

δθipE0q.

Portanto, no caso em que há uma órbita mensurável de massa total, quando os

conjuntos unitários formados por seus pontos não são mensuráveis, podemos identificar

esta dinâmica com um STFA no qual o espaço de probabilidade é constituído por uma

órbita periódica de período p, pela σ-álgebra de todas as partes e pela probabilidade dada

pela média das deltas de Dirac sobre a órbita.

Proposição 2.10. Sejam pΣ,Θq um STFA e φ P HpΣq um potencial aleatório satisfazendo

(HB) e suponha que log ℓ P L1pPq. Se há ω0 P Ω cuja órbita é mensurável e de probabilidade

positiva, então φ admite uma subação aleatória calibrada uE . Mais ainda, caso logCφ seja

integrável, uE também é integrável.

Demonstração. Como P dá massa para apenas uma órbita, todos os pontos fora desta

podem ser desconsiderados na discussão de existência de subação aleatória. Pela discussão

realizada antes do enunciado da proposição, podemos sempre reduzir a argumentação ao

caso em que os pontos da órbita são mensuráveis.

Caso Opω0q seja periódica de período p, o STFA pode ser facilmente identifi-

cado a um subshift de tipo finito determinístico. Com efeito, convencionamos sp0q “ 0

e, para 0 ă k ď p ´ 1, seja spkq :“
k´1
ÿ

l“0

ℓpθlω0q. Consideramos alfabeto de tamanho

ℓ “
p´1
ÿ

i“0

ℓpθiω0q e matriz de transição A de dimensões ℓˆℓ definida por Api, jq “ Aθkω0
pi, jq

se spkq ă i ď spk ` 1q e spk ` 1q ă j ď spk ` 2q, e Api, jq “ 0 caso contrário. Em

notação matricial, temos:

A “

»

—

—

—

—

—

—

—

—

—

–

0 Aω0
0 0 . . . 0

0 0 Aθω0
0 . . . 0

...
...

. . . . . . . . .
...

0 0 . . . 0 Aθp´3ω0
0

0 0 . . . 0 0 Aθp´2ω0

Aθp´1ω0
0 . . . 0 0 0

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

.

Seja pΣA, σq o subshift de tipo finito definido sobre o alfabeto de ℓ símbolos associado à

matriz de transição A. Definimos a distância em ΣA também como dpx, yq “ rminti | xi‰yiu.
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Identificamos as fibras Σpω0q, . . . ,Σpθp´1ω0q com o subshift de tipo finito ΣA pelo mapa

Ipθkω0, px0, x1, x2, ...qq “ px0`spk pmod pqq, x1`spk`1 pmod pqq, x2`spk`2 pmod pqq, ...q.

É consequência direta da definição de I que, para qualquer x P Σpθkω0q,

σIpθkω0, xq “ Ipθk`1ω0, σxq.

Além disso, I é invertível, sendo sua inversa dada por

I´1px0, x1, x2, ...q “ pθkω0, px0 ´ spkq, x1 ´ spk ` 1q, x2 ´ spk ` 2q, ...qq,

para spk ´ 1q ă x0 ď spkq. Destacamos assim a conjugação entre as dinâmicas dada pelas

composições σ ˝ I “ I ˝ Θ e Θ ˝ I´1 “ I´1 ˝ σ. Essa conjugação pode ser vista como

topológica, uma vez que, convencionando δkl “ 1 se k “ l e δkl “ 0 caso caso contrário,

podemos adotar a métrica Dppθkω0, xq, pθlω0, yqq “ 1`δklpdpx, yq´1q, para 0 ď k, l ď p´1,

tornando então I :
p´1
ď

k“0

Σpθkω0q Ñ ΣA uma isometria. Observe que fpxq “ φ˝ I´1pxq define

um potencial holderiano sobre pΣA, σq, com constante holderiana sendo dada pelo máximo

entre os valores κpθkω0q e 2}φ}θkω0
, com 0 ď k ď p´ 1. A conjugação claramente fornece

βpfq “ βpφq. Então, pela Proposição 29 de [CLT01], temos que f admite subação calibrada

holderiana v sobre ΣA. Assim, ao definir u :“ v ˝ I, temos que u é subação aleatória

calibrada localmente holderiana para φ com valor ergódico maximal aleatório constante

igual a βpφq.

Analisamos então o caso em que Opω0q não é periódica. Para tanto, basta con-

siderar simplesmente como família de representantes de órbitas o conjunto E “ Eα “ tω0u.

Segue daí que são mensuráveis as funções uE e ΛE definidas em razão da Proposição 2.8.

A hipótese de integrabilidade de log ℓ garante que φ cumpre (HL). Mais ainda,

resulta do item (a) do Teorema 1.35 que, para todo t ą 0, temos

´}φ}ωď inf
xPΣpθωq

1
t

logpLtφpωq1qpθω, xq ď
1
t

log λtpωq ď
1
t

log }Ltφpωq1}θωď
1
t

log ℓpωq`}φ}ω.

Sendo assim, podemos aplicar o Teorema da Convergência Dominada para uma sequência
 1
tn

log λtn

(

, obtendo a integrabilidade de ΛE . Então, utilizando a caracterização de βpφq



Capítulo 2. Consequências do formalismo termodinâmico em temperatura zero 57

dada na Proposição 2.1, temos

ż

Ω

ΛE dP “ lim
nÑ8

1
tn

ż

Ω

log λtn
dP “ βpφq.

Pela Proposição 2.8, concluímos que uE é subação aleatória calibrada para o potencial

aleatório φ, com valor ergódico maximal aleatório igual a ΛE . Por fim, da prova do Lema 2.3,

temos que }ut}ω ď logCφpωq. Então, utilizamos novamente o Teorema da Convergência

Dominada e a hipótese integrabilidade de logCφ para garantir que uE é função aleatória

integrável.

Observamos que a demonstração da proposição acima está fundamentada na

existência de uma sequência ttnu, independente de ω, para a qual as funções utn
pω, ¨q são

convergentes para quase todo ω. Sendo assim, sempre que asseguramos a existência de

limites das funções utn
pω, ¨q de maneira independente de ω, podemos seguir este mesmo

raciocínio para obter subação calibrada para um potencial aleatório φ.

Uma segunda observação ainda a respeito da proposição anterior é sobre sua

aplicabilidade. Quando pensamos em um espaço de probabilidade no qual há uma única

órbita de interesse, temos, por exemplo, as probabilidades sturmianas, voltadas ao estudo

de conjuntos minimais. Um outro caso possível é o deslocamento nos inteiros, munido da

medida de densidade.

Em geral, precisamos garantir a mensurabilidade de ambas as funções aleatórias

uE e ΛE e a integrabilidade desta última, para então as chamar de subação aleatória e valor

ergódico maximal aleatório. Uma linha de raciocínio para se obter limite mensurável da

família de funções tutu, porém no sentido fraco (na topologia fraca de L1

P
pΣq), é inicialmente

através da aplicação do Teorema de Dunford-Pettis. Desenvolvemos esta estratégia na

próxima subseção. Somos gratos a Philippe Thieullen por nos chamar a atenção para a

viabilidade de explorar esta pista teórica.

2.2.2 Construção de subação calibrada no caso uniformemente aperiódico

Recordamos que aperiodicidade uniforme significa que existe uma constante

M P N tal que, para quase todo ω P Ω e para quaisquer i P W 1

ω e j P W 1

θM ω, a entrada ij

da matriz Aω ¨ ¨ ¨ ¨ ¨AθM´1ω é estritamente positiva. Além dessa hipótese base, suporemos ao

longo dessa subseção que o potencial aleatório φ P HpΣq cumpre (HB), que log ℓpωq P L1pPq

– o que garante também a hipótese (HL) – e que o conjunto de iteradas de normalização

do operador de transferência aplicado à função constante igual a 1 possui oscilação
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controlada, como explicaremos mais adiante (ver definições 2.17 e 2.18). Para esta situação,

garantiremos a existência de subação calibrada.

Introduziremos brevemente a integração de Bochner antes de iniciar o estudo

de aplicação do Teorema de Dunford-Pettis para obtenção de subação calibrada. Para

tanto, seguiremos as definições presentes em [DU77]. O leitor interessado poderá obter

mais detalhes nesta referência.

A integração de Bochner pode ser interpretada como uma generalização da

integral de Lebesgue para funções vetoriais que tomam valores em um espaço de Ba-

nach pE, } ¨ }Eq.

Definição 2.11. Dados um espaço de medida finita pΩ,F , µq e um espaço de Banach

pE, }¨}Eq, dizemos que f : Ω Ñ E é uma função vetorial simples se existem e1, e2, ..., ek P E

e F1, F2, ..., Fk P F tais que f “
k
ÿ

i“1

eiχFi
, onde χFi

denota a função característica do

conjunto Fi. Dizemos ainda que uma função vetorial f : Ω Ñ E é P-mensurável se há uma

sequência tfnu de funções simples tal que lim
nÑ8

}fpωq ´ fnpωq}E “ 0, P-q.t.p.

Definição 2.12. Sejam pΩ,F ,Pq um espaço de medida finita e pE, } ¨ }Eq um espaço de

Banach. Dizemos que uma função vetorial P-mensurável f : Ω Ñ E é integrável segundo

Bochner se há uma sequência de funções simples tfnu tal que

lim
nÑ8

ż

Ω

}fpωq ´ fnpωq}E dP “ 0.

Nesse caso, para fn “
kn
ÿ

i“1

en
i χF n

i
, a integral de Bochner de f é definida por

ż

Ω

f dP “ lim
nÑ8

ż

Ω

fn dP “ lim
nÑ8

kn
ÿ

i“1

en
i PpF n

i q.

O conjunto de funções vetoriais Bochner integráveis é denotado por L1

BocpP, Eq.

Ainda segundo [DU77, Teorema II.2.2, p. 45], uma função vetorial f : Ω Ñ E é

integrável segundo Bochner se, e somente se,
ż

Ω

}fpωq}E dP ă 8. Note que essa última

condição nos permite introduzir norma natural sobre L1

BocpP, Eq. Repare que tal norma

se assemelha muito à norma das funções aleatórias φ P L1

P
pΣq. Podemos, na verdade,

identificar o espaço L1

P
pΣq com um subconjunto de L1

BocpP, Eq, para um espaço de Banach

E adequado.
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Para tanto, consideraremos como E o conjunto de funções mensuráveis e

limitadas em X munido da norma do supremo, a qual denotaremos por } ¨ }E para

maior clareza do leitor. Obviamente trata-se de um espaço de Banach. Note que, pela

definição 1.10, dado φ P L1

P
pΣq, podemos sempre escolher como representante em sua

classe uma aplicação φ̂ de Ω neste espaço de Banach. Mais precisamente, uma vez que

}φ} ă 8 (norma com respeito a L1

P
pΣq), há um conjunto de medida nula sobre o qual

}φ}ω “ sup
xPΣpωq

|φpω, xq| não é limitado. Tomamos, por exemplo, como representante inicial

aquele identicamente nulo sobre este conjunto de medida nula, o qual ainda denotamos

por φ. Uma forma geral de então prosseguir é fazer uso da Proposição 1.5 de [BG95]. Este

resultado garante que há extensão mensurável de φ|Σ para Ω ˆ X, denotada por φ̂, a

qual preserva a norma sobre as fibras, ou melhor, o supremo de φ̂pω, ¨q sobre X coincide

com seu supremo sobre a fibra Σpωq. Sendo assim, temos }φ̂pω, ¨q}E “ }φ}ω. Isto mostra

que L1

P
pΣq pode ser mergulhado isometricamente em L1

BocpP, Eq. Mais ainda, dada uma

sequência convergente em L1

BocpP, Eq, contida na imagem deste mergulho isométrico,

podemos naturalmente a identificar a uma sequência de Cauchy em L1

P
pΣq. O limite da

sequência original é então identificado à imagem do limite da sequência de Cauchy pela

isometria. Em outros termos, L1

P
pΣq se identifica a um subespaço de Banach de L1

BocpP, Eq.

Cometendo um pequeno abuso de notação, passaremos a considerar L1

P
pΣq como subespaço

de Banach de L1

BocpP, Eq.

Recorde que a topologia fraca de um espaço de Banach E é a menor topologia

na qual os funcionais lineares ξ P E˚ são contínuos. Em particular, dizemos que uma

sequência tfnu P E converge fracamente para f P E se, para qualquer ξ P E˚, temos

ξpfnq Ñ ξpfq quando n Ñ 8. Em notação, escrevemos fn á f . Ademais, um conjunto

S Ă E é dito relativamente fracamente compacto (RFC) se toda sequência tfnu Ă S

possui subsequência tfnk
u que converge fracamente. Recordemos também a definição de

integrabilidade uniforme.

Definição 2.13. Dizemos que um conjunto A Ă L1

BocpP, Eq é uniformemente integrável

se

lim
kÑ8

sup
fPA

ż

}fpωq}Eąk

}fpωq}E dP “ 0.

Observe que, quando A é subconjunto de L1

P
pΣq, a condição de integrabilidade

uniforme acima pode ser reescrita na seguinte notação

lim
kÑ8

sup
φPA

ż

}φ}ωąk

}φ}ω dP “ 0.
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Uma condição suficiente para integrabilidade uniforme de um conjunto A Ă L1

P
pΣq é que

exista uma função g P L1

P
pΣq tal que, @ φ P A, ocorra }φ}ω ă g.

Finalmente, enunciaremos a seguir o Corolário 9 de [Ul91], que fornece condições

para um subconjunto de L1

BocpP, Eq ser RFC. Resultados como este, que abordam condições

para compacidade fraca, são usualmente conhecidos na literatura como versões do Teorema

de Dunford-Pettis.

Teorema 2.14 (Dunford-Pettis). Seja A Ă L1

BocpP, Eq um conjunto limitado e uniforme-

mente integrável. Assuma que, para quase todo ω P Ω, o conjunto Apωq :“ tfpωq | f P Au

é RFC em E. Então, A é RFC em L1

BocpP, Eq.

Aplicaremos este Teorema ao conjunto de funções aleatórias tututą1 Ă L1

P
pΣq.

Embora o mergulho isométrico discutido acima permita trabalharmos com estas funções

aleatórias vendo-as como definidas sobre Ω ˆ X, preocupamo-nos exclusivamente com

seus comportamentos sobre as fibras. Em vista disso, para evitar discussões técnicas

desnecessárias a respeito do comportamento dessas funções aleatórias fora das fibras, a

partir de agora as tomaremos como sendo identicamente nulas fora das fibras, ou seja,

passaremos a considerar na verdade as funções aleatórias utχΣ, as quais, por simplicidade,

denotaremos ainda por ut.

Durante a prova do Lema 2.3 foi estabelecido que, para quase todo ω, temos

}utpω, ¨q}ω ď logCφpωq “ logBθ´Jpωqω ` SJpωq log ℓpθ´Jpωqωq ` max
0ďkďJpωq

2}Skφ}θ´kω.

Ao impor a hipótese de aperiodicidade sobre as matrizes de transição tAωuωPΩ,

temos que as funções mensuráveis Mpωq e Jpωq, definidas no Lema 1.26, são limitadas

por uma constante M . Em vista dessa observação e das imposições de φ cumprir (HB) e

log ℓ ser integrável com respeito a P, temos que

}ut} ď

ż

Ω

logBω dP ` M

ż

Ω

log ℓ dP ` 2M}φ} ă 8.

Assim, tututą1 é um conjunto limitado e uniformemente integrável em L1

BocpP, Eq. Para

assegurar que este é um conjunto RFC, utilizaremos novamente o Lema 2.3. Para tanto,

note que

}utpω, ¨q ´ uspω, ¨q}E “ maxt}ut ´ us}ω, sup
xPXzΣpωq

|utpω, xq ´ uspω, xq|u.
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Uma vez que estamos considerando a família tutu como nula fora de Σ, o segundo elemento

no máximo acima é sempre zero, donde }utpω, ¨q´uspω, ¨q}E “ }ut´us}ω. Daí, pelo Lema 2.3,

sabemos que, para quase todo ω, o conjunto das restrições tutpω, ¨q|Σpωqu é equicontínuo e

equilimitado. Como Σpωq é um subconjunto compacto de X, há subsequência tωn Ñ 8 e

função upω, ¨q tais que

lim
nÑ8

}utω
n
pω, ¨q ´ upω, ¨q}E “ 0,

ou seja, utω
n
pω, ¨q converge em norma para upω, ¨q. Como convergência em norma garante

convergência fraca, concluímos que tututą1 é um conjunto RFC.

Mostraremos agora que a família t
1
t

log λtutą1, interpretada como uma família

de elementos de L1

BocpP, Eq (funções identicamente constantes sobre Σpωq para cada ω),

também cumpre as hipóteses do Teorema de Dunford-Pettis. Com efeito, retomando as

desigualdades (2.3) e (2.4), observamos que o valor absoluto |
1
t

log λtpωq| está limitado

por log ℓpωq ` }φ}ω ` logCφpωq ` logCφpθωq. Como vimos, a aperiodicidade uniforme das

matrizes de transição Aω e a integrabilidade de log ℓpωq implicam que logCφ é integrável

com respeito a P, de modo que t
1
t

log λtutą1 é um subconjunto limitado e uniformemente

integrável de L1

BocpP, Eq. Além disso, esta mesma observação assegura que tal família é rela-

tivamente compacto, uma vez que, para quase todo ω, o conjunto de valores t
1
t

log λtpωqutą1

é limitado.

Pelo que foi discutido acima, as famílias tututą1 e t
1
t

log λtutą1 cumprem as

hipóteses do Teorema 2.14. Portanto, para qualquer sequência ttnunPN tendendo para

infinito, há subsequência ttnk
u, e funções vetoriais uBoc,ΛBoc P L1

BocpP, Eq que cumprem

utnk
á uBoc e

1
tnk

log λtnk
á ΛBoc. Repare que o Teorema 2.14 nos auxilia a contornar

a dificuldade técnica de obter um limite mensurável das funções aleatórias ut e
1
t

log λt,

ainda que isto seja feito no sentido fraco.

O próximo passo natural do estudo reside em entender qual é o ganho obtido com

a convergência fraca de subsequências de ambas as famílias tutu e t
1
t

log λtu. Para tanto,

aplicaremos funcionais lineares do dual de L1

BocpP, Eq sobre desigualdades estabelecidas

anteriormente. Não necessitaremos realizar aqui uma descrição completa deste dual,

bastando explicitar alguns de seus elementos.

A definição dos espaços Lp
BocpP, Eq para 1 ă p ă 8 é feita de forma canônica:

trata-se do conjunto (das classes de equivalência) de funções vetoriais mensuráveis f ,

tomando valores em E, que cumprem a desigualdade
ż

Ω

}fpωq}p
E dP ă 8. Por outro lado,
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L8
BocpP, Eq denota o conjunto de funções vetoriais mensuráveis essencialmente limitadas

com respeito à norma de E aplicada aos elementos fpωq, ou seja, as quais cumprem

inf
V

sup
ωPV A

}fpωq}E ă 8, onde o ínfimo é tomado sobre conjuntos mensuráveis V de medida

nula com respeito a P.

Denotando o dual do espaço de Banach E por E˚, o Teorema IV.1.1 de [DU77]

nos diz que se 1 ď p ă 8 e
1
p

`
1
q

“ 1, então Lp
BocpP, Eq˚ “ L

q
BocpP, E

˚q se, e somente

se, E˚ possui a propriedade de Radon-Nikodym. Um espaço de Banach E possui tal

propriedade se toda medida vetorial ν (com valores em E) de variação limitada pode

ser representada na forma de uma integral de Bochner. Uma medida vetorial ν é dita

de variação limitada se sup
P

ÿ

APP

}νpAq}E ă 8, onde o supremo é tomado sobre todas as

partições finitas de E. Além disso, a representação como integral de Bochner significa que,

para qualquer F Ă E mensurável, temos νpF q “

ż

F

f dP, para alguma função vetorial

f P L1

BocpP, Eq. Como observado em [DU77, páginas 97 e 98], ainda que E˚ não possua a

propriedade de Radon-Nikodym, há sempre um mergulho isométrico de Lq
BocpP, E

˚q em

L
p
BocpP, Eq˚. A ação de um elemento g˚ P Lq

BocpP, E
˚q sobre um elemento f P Lp

BocpP, Eq

é dada por
ż

Ω

g˚pfq dP.

Estamos interessados em funcionais lineares pertencentes a L1

BocpP, Eq˚. Como

mencionado acima, temos que L8
BocpP, E

˚q pode ser visto como um subconjunto deste

dual. Note que L8
BocpP, E

˚q é o conjunto constituído das funções vetoriais mensuráveis

f˚ : Ω Ñ E˚, que são essencialmente limitadas na norma de E˚, ou seja, para as quais

existe c ą 0 tal que }f˚pωq}E˚ ď c, ω P-q.t.p.

Como o espaço E aqui escolhido é o conjunto de funções mensuráveis e limitadas

sobre X, este pode ser visto como um subespaço de Banach do conjunto das funções

essencialmente limitadas com respeito a uma medida finita arbitrária atuando sobre o

completamento da σ-álgebra de Borel de X. Sendo assim, seu dual E˚ contém o conjunto

de medidas finitamente aditivas, com sinal e limitadas em X. Para detalhes sobre esta

relação de dualidade o leitor pode consultar, por exemplo, [FK34] para o caso de um

intervalo da reta, ou então a generalização presente em [HY52] para a representação do

dual das funções essencialmente limitadas sobre um espaço de Banach.

Considere a Delta de Dirac sobre um ponto x0 P X, denotada por δx0
. É

claro que δx0
é um funcional linear limitado sobre o conjunto de funções mensuráveis

limitadas em X, ou seja, trata-se de um elemento de E˚. Considere a função vetorial

simples (de acordo com a definição 2.11) dada por µ0p¨q “ δx0
χΩ1p¨q, onde Ω1 Ă Ω é um
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conjunto de massa total com respeito a P. Claramente }µ0pωq}E˚ ď 1 para qualquer ω,

donde µ0 P L8
BocpP, E

˚q. A ação deste funcional sobre um elemento φ P L1

BocpP, Eq é dada

por
ż

Ω

µ0pφq dP “

ż

Ω

`

ż

X

φpω, xq dδx0

˘

χΩ1 dP “

ż

Ω

φpω, x0q dP,

de modo que µ0 é funcional positivo. Note que a ação é exatamente aquela dada pela

desintegração com respeito a P de uma medida µ em Ω ˆ X, na qual µω ” δx0
, P-q.t.p.

Sendo assim, µ0 P L8
BocpP, E

˚q poderia ser interpretado como P ˆ δx0
P MPpΩ ˆ Xq.

Passaremos agora a nos concentrar sobre consequências do Teorema de Dunford-

Pettis, decorrentes do fato de já ter assegurado convergência fraca. Recorde que, para

qualquer sequência tn Ñ 8, o Teorema de Dunford-Pettis fornece subsequência, ainda

denotada por ttnu, e funções vetoriais uBoc,ΛBoc P L1

BocpP, Eq tais que utn
á uBoc e

1
tn

log λtnk
á ΛBoc.

Antes de mais nada, gostaríamos de frisar que a função vetorial ΛBoc é constante

com respeito a X, ou seja, que ω-q.t.p. ΛBocpω, ¨q é constante em X. Com efeito, considere

pontos arbitrários x0, x1 P X, as respectivas Deltas de Dirac δx0
, δx1

P E˚ e um conjunto

de massa total Ω1. Como antes, definimos µ0 “ δx0
χΩ1 e µ1 “ δx1

χΩ1 . Para ‚ P t0, 1u, ao

fazer n tender a infinito, temos que

ż

Ω

µ‚p
1
tn

log λtn
q dP Ñ

ż

Ω

µ‚pΛBocq dP.

Recorde então que λt é uma variável aleatória, ou melhor, vista como uma função do

produto ΩˆX, λtpω, ¨q é constante em X. Sendo assim, podemos reescrever a convergência

acima como
ż

Ω

1
tn

log λtn
pωq dP Ñ

ż

Ω

ΛBocpω, x‚q dP.

Porém, a Proposição 2.1 garante que as integrais do lado esquerdo convergem para βpφq

quando n Ñ 8. Ora, concluímos assim que

ż

Ω

rΛBocpω, x0q ´ ΛBocpω, x1qs dP “ 0.

Uma vez que a integral acima é nula, ou ΛBocpω, x0q ´ ΛBocpω, x1q ” 0 P-q.t.p., ou existem
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conjuntos mensuráveis Ω`,Ω´ Ă Ω, ambos de medida positiva com respeito a P, tais que

ΛBocpω, x0q ´ ΛBocpω, x1q ą 0, @ ω P Ω`,

ΛBocpω, x0q ´ ΛBocpω, x1q ă 0, @ ω P Ω´, e
ż

Ω`

rΛBocpω, x0q ´ ΛBocpω, x1qs dP “ ´

ż

Ω´

rΛBocpω, x0q ´ ΛBocpω, x1qs dP ą 0.

Finalmente, considere a função vetorial simples ν̃ “ pδx0
´ δx1

qχΩ` P L8
BocpP, E

˚q. Observe

que
ż

Ω

ν̃p
1
tn

log λtn
q dP “

ż

Ω`

ż

X

1
tn

log λtn
pωq dpδx0

´ δx1
q dP “ 0, @n P N.

Por outro lado, como ν̃ P L1

BocpP, Eq˚, deveríamos ter que

ż

Ω

ν̃p
1
tn

log λtn
q dP Ñ

ż

Ω

ν̃pΛBocq dP “

ż

Ω`

rΛBocpω, x0q ´ ΛBocpω, x1qs dP ą 0,

o que é um absurdo. Pelo discutido acima, obtivemos ainda que
ż

Ω

ΛBocpωq dP “ βpφq.

A convergência fraca será utilizada como passo inicial para a convergência

forte. Necessitaremos de tightness e de oscilação controlada. Recorde então que a noção de

tightness foi introduzida para probabilidades no início do capítulo 1 dessa tese (definição 1.5).

Para subconjuntos de L1

BocpP, Eq, a definição de tightness seguirá como em [BGJ94,

Definição 4.1’].

Definição 2.15. Dizemos que um conjunto Ξ Ă L1

BocpP, Eq é tight se, para cada ε ą 0,

existe um compacto aleatório Kε, o qual toma valores nos compactos de E, tal que, para

qualquer f P Ξ,

Pptω P Ω | fpωq R Kεpωquq ă ε.

Como consequência direta do Lema 2.3 temos que que a sequência tutn
u é tight.

Lema 2.16. A sequência de funções aleatórias tutn
unPN é tight.

Demonstração. Pelo Lema 2.3, para quase todo ω P Ω a família tutn
pω, ¨qunPN é equicontí-

nua e equilimitada. Sendo assim, pelo Teorema de Arzelá-Ascoli o conjunto tutn
pω, ¨qu é um

compacto de E. Considere então K Ă ΩˆE tal que, para quase todo ω, Kpωq “ tutn
pω, ¨qu.

Resta apenas mostrar que K é mensurável para que este seja um compacto aleatório. Para

tanto, fixada f P E, note que dpf,Kpωqq “ inf
n

}f ´ utn
pω, ¨q}E, pois todo elemento de
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Kpωq pode ser aproximado por uma subsequência tutnk
pω, ¨qukPN. Logo, ω ÞÑ dpf,Kpωqq é

mensurável pois é um ínfimo de funções mensuráveis.

A aplicação do Teorema de Dunford-Pettis ao conjunto de funções aleatórias

tututą1 foi fundamental para obter limites mensuráveis de sequências de funções aleatórias

tutn
unPN, ainda que no sentido fraco. Finalmente mostraremos que, com o controle da

oscilação dessas funções aleatórias com respeito a ω, os limites fracos serão também limites

fortes, ou seja, limites com respeito à norma }f} “

ż

Ω

}fpωq}E dPpωq de L1

BocpP, Eq.

Como proposto em [BGJ94], definimos a oscilação de Bocce de uma função

f P L1

BocpP, Eq em relação a um conjunto Ω1 P F de medida positiva com respeito a P.

Definição 2.17. Sejam f P L1

BocpP, Eq e Ω1 Ă Ω com PpΩ1q ą 0. A oscilação de Bocce de

f com respeito a Ω1 é dada por

oscB|Ω1pfq :“

ş

Ω1 }f ´
ş

Ω1 f dP

PpΩ1q
}E dP

PpΩ1q
.

Observe que se f, g P L1

BocpP, Eq satisfazem }fpωq ´ gpωq}E ă ε para quase

todo ω, então, para qualquer conjunto F P F com PpF q ą 0, temos que

oscBpfq|F ď 2ε ` oscB|F pgq.

Com efeito, é imediato da definição que oscB|F pfq ď oscB|F pf ´ gq ` oscB|F pgq. Então,

como }fpωq ´ gpωq}E ă ε para quase todo ω, resulta que

1
PpF q

ż

F

pf ´ gq dP ď ε ñ oscB|F pf ´ gq ď
1

PpF q

ż

F

`

}pf ´ gq}E ` ε
˘

dP ă 2ε.

Seguindo [BGJ94], é introduzido o critério de oscilação de Bocce para conjuntos

de L1

BocpP, Eq.

Definição 2.18. Dizemos que um conjunto Ξ P L1

BocpP, Eq satisfaz o critério de Bocce

se, para quaisquer ε ą 0 e Ω1 P F com PpΩ1q ą 0, há uma coleção finita de conjuntos

tΩ1
1
,Ω1

2
, ...,Ω1

nu Ă F , todos de medida positiva com respeito a P, tal que, para cada f P Ξ

há índice 1 ď ipfq ď n para o qual

oscB|Ω1
ipfq

pfq ă ε.
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Dizemos ainda que uma sequência tfnu Ă L1

BocpP, Eq satisfaz o critério sequencial de Bocce

se, para cada subsequência tfnk
u Ă tfnu e para quaisquer ε ą 0 e Ω1 P F com PpΩ1q ą 0,

há subconjunto Ω2 Ă Ω1 ainda de probabilidade positiva com respeito a P tal que

lim inf
kÑ8

oscB|Ω2pfnk
q ă ε.

É uma consequência imediata da aplicação do princípio da casa dos pombos que

se um conjunto Ξ Ă L1

BocpP, Eq satisfaz o critério de Bocce, qualquer sequência tfnu Ă Ξ

satisfaz o critério sequencial de Bocce.

Enunciamos a seguir o Teorema 4.5 de [BGJ94], o qual estabelece condições

necessárias e suficientes para a convergência (no sentido forte) de uma sequência tfnu.

Teorema 2.19. Uma sequência tfnu Ă L1

BocpP, Eq converge para f0 P L1

BocpP, Eq se, e

somente se,

(i) tfnu converge fracamente para f0;

(ii) tfnu satisfaz o critério sequencial de Bocce;

(iii) tfnu é tight.

Pelas hipóteses adotadas até o momento, garantimos que a sequência tutn
unPN

é tight e converge fracamente para uBoc. Na proposição a seguir, propomos uma hipótese

adicional sobre o operador de transferência a fim de que a sequência tutn
unPN satisfaça

também o critério sequencial de Bocce.

Proposição 2.20. Sejam pΣ,Θq um STFA uniformemente aperiódico com log ℓpωq P L1pPq

e φ P HpΣq um potencial aleatório cumprindo a hipótese (HB). Suponha ainda que o

conjunto
 

´
1
tn

log
`

L̃
N
tnφpωq1

˘(

n,NPN
Ă L1

BocpP, Eq satisfaz o critério de Bocce, onde

L̃tnφpωq “
1

λtn
pωq

Ltnφpωq. Então, tutn
unPN satisfaz o critério sequencial de Bocce.

Para a demonstração dessa proposição utilizaremos a proposição a seguir que é

baseada em [MSU10, Proposição 3.17].

Proposição 2.21. Sejam pΣ,Θq um STFA e φ P HpΣq satisfazendo as hipóteses (HB) e

(HL). Então, para cada t ą 1, existe uma constante 0 ă Lt ă 1 que depende apenas de tφ

e uma função mensurável At : Ω Ñ p0,8q tais que

›

›

`

L̃
N
tφpωq1

˘

´ h
›

›

ω
ď Atpωq ¨ LN

t .
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Demonstração da Proposição 2.20. Sejam tutnk
ukPN uma subsequência de tutn

unPN, ε ą 0 e

Ω1 Ă Ω com PpΩ1q “ η ą 0. Para cada k P N, afirmamos que há Npkq P N tal que

P

ˆ

 

ω P Ω |
›

›utnk
´
`

´
1
tnk

log
`

L̃
Npkq
tnk

φ 1
˘˘›

›

ω
ď
ε

4

(

˙

ą 1 ´
η

2k`1
.

Antes de provar esta afirmação, note que, se denotarmos por Ω1
k o conjunto

acima e Ω2 “
č

kPN

Ω1
k, segue que PpΩ2q ą 1 ´

η

2
. Assim, PpΩ2 X Ω1q ą

η

2
. Logo, sendo

Ω3 Ă Ω1 X Ω2 conjunto de probabilidade positiva qualquer, resulta que

lim inf
kPN

oscB|Ω3putnk
q ď lim inf

kPN

“ε

2
` oscB|Ω3

`

´
1
tnk

log
`

L̃
Npkq
tnk

φ 1
˘˘‰

.

Como supomos que o conjunto
 

´
1
tn

log
`

L̃
N
tnφpωq1

˘(

n,NPN
satisfaz o critério de Bocce,

basta considerar Ω3 Ă Ω2 X Ω1 conjunto de medida positiva para P para o qual

lim inf
kPN

oscB|Ω3

`

´
1
tnk

log
`

L̃
Npkq
tnk

φ 1
˘˘

ă
ε

2
,

de modo que lim inf
kPN

oscB|Ω3putnk
q ă ε, provando assim o critério de Bocce para a sequência

de funções aleatórias tutn
unPN.

Para demonstrar a afirmação, assinalamos propriedade dos logaritmos: para

constantes positivas a, b, c P R`, com a ą b, temos

logpa` bq ă logpaq ` c ô b ă a ¨ pec ´ 1q e logpa´ bq ą logpaq ´ c ô b ă a ¨ p1 ´ e´cq.

Pela Proposição 2.21, para quase todo ω P Ω, existe N0pωq tal que, @ N ą N0,

temos
`

L̃
N
tnk

φpθ´Nωq1
˘

pω, xq ą
htnk

pω, xq

2
ą 0.

Em particular, temos que a função aleatória
`

L̃
N
tnk

φpθ´Nωq1
˘

pω, xq é uniformemente limi-

tado inferiormente em Σpωq por
1

2Ctnk
φpωq

.

Então, fixando primeiro ω0 P Ω para o qual a desigualdade acima é satisfeita,

como Atnk
pω0q ¨ LN

tnk
vai a zero quando N Ñ 8, existe constante Npk, ω0q ą N0 tal que,
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se N ą Npk, ω0q, temos

Atnk
pω0q ¨ LN

tnk
ă

1
2Ctnk

φpω0q
¨ maxt1 ´ e´ ε

4 , e
ε
4 ´ 1u. (2.8)

Novamente utilizando a Proposição 2.21, temos que, para N ą Npk, ω0q,

´ Atnk
pω0q ¨ LN

tnk
`
`

L̃
N
tnk

φpθ´Nω0q1
˘

pω0, xq ď htnk
pω0, xq ď

ď Atnk
pω0q ¨ LN

tnk
`
`

L̃
N
tnk

φpθ´Nω0q1
˘

pω0, xq.

Aplicando o logaritmo na desigualdade acima e dividindo por ´tnk
, resulta que

´
1
tnk

log
´

´Atnk
pω0q ¨ LN

tnk
`
`

L̃
N
tnk

φpθ´Nω0q1
˘

pω0, xq
¯

ě utnk
pω0, xq ě

ě ´
1
tnk

log
´

Atnk
pω0q ¨ LN

tnk
`
`

L̃
N
tnk

φpθ´Nω0q1
˘

pω0, xq
¯

.

Daí, pela observação feita a respeito do logaritmo e pela escolha de Npk, ω0q, concluímos

que

ε

4
´

1
tnk

log
`

L̃
N
tnk

φpθ´Nω0q1
˘

pω0, xq ě utnk
pω0, xq ě ´

1
tnk

log
`

L̃
N
tnk

φpθ´Nω0q1
˘

pω0, xq ´
ε

4
,

ou seja,
›

›utnk
´
`

´
1
tnk

log
`

L̃
N
tnk

φ1
˘˘›

›

ω0

ă
ε

4
.

Para concluir, basta mostrar que podemos escolher Npkq para o qual o conjunto

dos pontos ω0 P Ω que satisfazem a desigualdade acima possui medida maior que 1 ´
η

2k`1
.

Seja então Ω1
k,N o conjunto dos elementos ω0 P Ω para os quais a desigualdade (2.8) se

cumpre a partir de N . Claramente, Ω1
k,N Ă Ω1

k,N`1
. Ademais, quase todo ω obviamente

verificará a desigualdade (2.8) paraN suficientemente grande. Assim,
ď

N

Ω1
k,N é um conjunto

de massa total com respeito a P e é possível encontrar Npkq P N tal que Ω1
k :“ Ω1

k,Npkq

possui probabilidade maior que 1 ´
η

2k`1
.

l

Finalizamos com a construção da subação aleatória calibrada para o potencial

aleatório φ.

Teorema 2.22. Sejam pΣ,Θq um STFA uniformemente aperiódico com log ℓpωq P L1pPq

e φ P HpΣq um potencial aleatório cumprindo a hipótese (HB). Suponha também que
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o conjunto
 

´
1
tn

log
`

L̃
N
tnφpωq1

˘(

n,NPN
satisfaz o critério de Bocce. Então, o potencial

aleatório φ admite subação aleatória calibrada.

Demonstração. Pelo que foi discutido anteriormente nessa seção, com as hipóteses assumi-

das nesse teorema, temos que o Teorema 2.14, o Lema 2.16 e a Proposição 2.20 garantem

que a sequência tutn
unPN, a qual converge fracamente para uBoc, cumpre as hipóteses do

Teorema 2.19, ou seja, utn
Ñ uBoc em L1

BocpP, Eq.

Em função dessa convergência forte, podemos extrair subsequência tutnk
ukPN

tal que, para quase todo ω P Ω, utnk
pω, xq Ñ uBocpω, xq, @ x P Σpωq. Resta então repetir

a argumentação utilizada na demonstração da Proposição 2.8 para concluir que uBoc é

subação aleatória calibrada para o potencial aleatório φ, com valor ergódico maximal

aleatório ΛBoc.
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