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Resumo

Diversos tipos de interagoes ecoldgicas ocorrem na natureza de forma simultanea entre duas
espécies. Em particular, temos as interagoes do tipo parasita/hospedeiro e presa/predador.
Aqui é estudada uma modificacdo do modelo introduzido em (ESTEVA; RIVAS; YANG,
2006). No modelo citado é analisada a dindmica populacional entre acaros da dgua (water
mites) e mosquitos. Os water mites, Hydrachnidia, Hydracarina ou Hydrachnellae formam
um grupo de acaros aquaticos contendo mais de 40 familias e 5.000 espécies. Eles podem
ser encontrados em uma grande variedade de ambientes aquaticos, desde lagos, aguas

profundas, cachoeiras, aguas termais e até em aguas salgadas.

O ciclo de vida basico dos acaros da agua consiste em ovo, pré-larva, larva, trés estagios
de ninfa e o estagio adulto. Enquanto que o ciclo de vida dos mosquitos consiste em trés
fases aquaticas (ovo, larva e pupa) e fase alada. As larvas dos acaros da agua parasitam
as fases aquaticas dos mosquitos para se tornarem ninfas. Além disso, as ninfas e os
acaros da agua adultos alimentam-se dos ovos e das larvas dos mosquitos. Assim, temos
dois principais tipos de interacdo na dindmica populacional entre os acaros da agua e os

mosquitos: parasitismo e predacao.

Em relacao ao modelo estudado em (ESTEVA; RIVAS; YANG, 2006), no nosso caso sao
introduzidos novos termos para permitir movimentacao das populacoes de acaros da agua e
de mosquitos, exceto ovos e pupas, obtendo um sistema com 5 equacoes diferenciais parciais

parabdlicas e 2 equagoes diferenciais ordinarias acopladas, sendo todas nao lineares.

Para este sistema ¢é aplicado o Teorema de ponto fixo de Leray-Schauder para garantir
a existéncia e unicidade de solucao. Em seguida ¢ analisada a regularidade da solucao

utilizando argumento do tipo bootstrapping.

Palavras-chave: Equacoes diferenciais parciais parabdlicas, Dindmica populacional, Teo-

rema de ponto fixo, Existéncia e unicidade de solucao, Regularidade de solugao.



Abstract

Some kinds of ecological interactions between two species occur simultaneously in nature.
In particular, we have the interactions of type parasite/host and prey/predator. Here it
is studied a modification of model introduced in (ESTEVA; RIVAS; YANG, 2006). In
the mentioned model it is analyzed the population dynamics between water mites and
mosquitoes. Water mites, Hydrachnidia, Hydracarina or Hydrachnellae, are a group of
mites covering more than 40 families and 5.000 species. They exist in a variety of freshwater

bodies, such as deep lakes, waterfalls, hot spring and in marine environments.

The basic life cycle of water mites consists of eggs, pre-larval, larval, three nymphal stages,
and adult stage. And the basic life cycle of mosquitoes consists in three aquatic phases (egg,
larvae and pupae) and a winged phase. The larvae of the water mites needs to parasiteze
aquatic phases of the mosquitoes in order to become nymphs. On the order hand, nymphs
and adult mites feeds the eggs and the larvae of the mosquitoes. Thus, there are two
major types of interaction in the population dynamics of the water mites and mosquitoes:

parasitism and predation.

Concerning to the model studied in (ESTEVA; RIVAS; YANG, 2006), in our case are
introduced new terms to allow population movement of the water mites and mosquitoes,
except eggs and pupae. Thus we get a system with 5 parabolic partial differential equations

and 2 ordinary differential equations. Moreover, all mentioned equations are non-linear.

For this system it is applied Leray-Schauder fixed point theorem to ensure the existence
and uniqueness of the solution. And then, it is analyzed the regularity of solution by using

bootstrapping arguments.

Keywords: Parabolic partial differential equations , Population dynamics, Fixed point

theorem, Existence and uniqueness of solution, Regularity of solution.
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Introducao

O modelo analisado em (ESTEVA; RIVAS; YANG, 2006) é descrito pelo
seguinte sistema de equagoes diferenciais ordinarias, que representa interacoes ecoldgicas

entre os acaros da agua e os mosquitos:

( , p P
PZ(,DM 1—— M+QDW 1—— W—((X+MP)P—]{32PA emQ,
C1M CM
M =aP — kML, — uy M em 9,
) W' =kML, — pwW em €,
/ ko P L
Ly = 90A+q2 1— 22 ) A= pp, Ly — kML, em (2,
Cu Cx
Ll2 =kiMLy — (0 + pr,) Lo em €,
A = 0Ly — paA em (Q,

\

sendo que todos os parametros do sistema acima sdo nao-negativas. A solugdo pode ser

encontrada na regiao

Q={(P,M,W,L,Ly, A)e RS : 0< P<Cy, 0< Ly <Cal.

No artigo (ESTEVA; RIVAS; YANG, 2006) foi considerado que a populagao
aquatica dos mosquitos é composto por larvas e pupas e é denotada por P, os mosquitos
adultos sao divididos em subpopulacées de mosquitos saudaveis, denotada por M, e
os parasitados, denotada por W. No mesmo trabalho, para os acaros da agua foram
consideradas as populagoes de pré-larvas, denotada por Lq, de larvas, denotada por Lo, e

de acaros adultos, denotada por A.

Assim, de acordo com o modelo proposto por (ESTEVA; RIVAS; YANG, 2006),
temos um sistema de equagdes composto de seis equagoes diferenciais ordinarias acopladas,
no qual nao foi considerada a movimentacao das populac¢oes. Dito isto, adaptamos o
modelo apresentado acima separando, primeiramente, as populagdes de larvas (P;) e de
pupas (P,) na populagao aquatica (P) dos mosquitos. Além disso, foram consideras as
movimentagdes para populagoes de larvas e fase adulta (saudaveis e parasitados) dos
mosquitos e para as populacoes de larvas e adultos dos dcaros da agua. Desta forma, foi
obtido um modelo mais realista, contendo cinco equagoes diferenciais parciais parabdlicas

e duas equagoes diferenciais ordinarias.

Agora, apresentamos o modelo aqui tratado, que representa interagdes ecologicas
entre os acaros da dgua e os mosquitos. Consideramos € < R* um subconjunto aberto
e limitado associado a uma certa regido geografica onde ocorrem as interagoes entre as

espécies. Sejam 0 < T' < 40, o tempo final de interesse, Q = Q x (0,7) o cilindro
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. : , 0 o
parabdlico e I' = Q2 x (0,7T). Denotaremos a derivada temporal " = % para simplificar a
notacao. Tal modelo é representado pelo seguinte sistema de equagoes diferenciais:
( / Pl Pl
Pl—k'pAplngM 1—— M—FQOW 1—— W—(Oél—f—ﬂpl)Pl—kgAPl emQ,
CM C(M
P2=CY1P1—(CY2+,UPQ)P2 emQ,
M,—k?MAM:OéQPQ—k’lMLl—ILLMM e1m Q,
S W = kAW = kML — uyW em Q,
/ ko P; L
L= (oa+ 20 (1 22 A pp Ly — ki MLy em Q,
Cu Cx
Ly —kpALy = k{MLy — (0 + jup,) Lo em Q,
| A — kaAA=0Ly — paA em Q,

(1)

com as condigOes iniciais e de fronteira:

f@P1:8M2(9W:8L2:%:O o T
on on on on  0On ’
Py(+,0) = Pro(:) em {2,
Py(-,0) = Py (") em ),
] M(,0) = Mo() em €2, (2)
W(,O) = WO() em (2,
Li(-,0) = Lyo(+) em ),
Ly(+,0) = Lao(") em {2,
| A, 0) = 4o () em (2,

onde 7 é o vetor unitario normal exterior a fronteira de (2.

Como descrito em (ESTEVA; RIVAS; YANG, 2006), nas comunidades aquéticas
existem grupos dos antréopodes que possuem diversas interacoes com mosquitos. No caso
dos dcaros da agua (water mites) cujo ciclo de vida consiste de ovo, pré-larva, larva,
estagio de ninfa e estagio adulto, tem-se que as larvas precisam parasitar a fase alada dos
mosquitos para tornar-se ninfas, e assim, completar o seu ciclo de vida. Por outro lado, as
ninfas e os adultos dos acaros da dgua alimentam-se dos ovos e das larvas da fase alada dos
mosquitos. Desta forma, temos as duas principais dindmicas populacionais: parasitismo e

predadorismo.

Diversos estudos experimentais e de campo a respeito da influéncia dos acaros
da agua nos seus hospedeiros tem sido realizada devido ao crescente interesse em utiliza-los

como um controle natural biol6gico de espécies dos mosquitos transmissores de doencas.

Adaptamos o modelo matemético proposto em (ESTEVA; RIVAS; YANG,
2006) para interacoes entre mosquitos e acaros da agua para podermos considerar a
movimentagao das espécies, tornando assim um modelo mais realista. A populagao dos
mosquitos é dividida em dois grupos: o estagio aquético (larvas e pupas, denotados por P

e P,, respectivamente) e o estdgio adulto. Na presenga dos dcaros da dgua, a populagao
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de mosquitos adultos ¢é dividida em saudaveis (M) e parasitados (). Para os acaros da
agua consideramos os estagios de pré-larva (L), larva (L) e a populagao de deutoninfas e
adultos (A). As pré-larvas dos acaros da dgua procuram e se fixam aos mosquitos adultos,
as larvas os parasitam, e as deutoninfas e os adultos dos acaros da agua se alimentam das

larvas dos mosquitos.

Os parametros nas equagoes sao fungoes no espago-tempo e seus significados
sao: a taxa mortalidade per capita das populacoes P;, Py, M, W, L1, Lo, A sdo denotadas,
respectivamente, por pip,, (hp,, s, 1w s Ly, fLys 4. COmo esperamos que o parasitismo
aumente a mortalidade dos mosquitos, entao temos que py < puw. A taxa de ovoposigao
dos mosquitos é proporcional a sua densidade populacional, mas é regulada pela capacidade

ambiente (C);), a qual depende da ocupagao dos criadouros. Assim, assumimos que a

P
taxa de ovoposicao dos mosquitos saudaves e parasitados sao dadas por ¢, <1 — Cl)
M

Cu

destas populac¢oes. Mais ainda, esperamos que os parasitas reduzam o nascimento dos

1 . ~ o .
e YW (1 — ), respectivamente, onde ¢y, oy sdo as taxas intrinsecas de ovoposi¢ao

mosquitos, entao pw < Q.

O consumo das larvas de mosquito pelos dcaros da agua adultos esta diretamente

relacionado com sua fecundidade, entao a taxa de ovoposicao dos acaros da agua é
qka Py Ly
R

M Ca
acaros da agua com o consumo de larvas dos mosquitos, C'4 a capacidade ambiente dos

incrementada por >, onde q denota o aumento da carga dos ovos dos

acaros da agua adultos.

Os acaros da agua necessitam parasitar os mosquitos para completar seu ciclo
de vida. Supondo que cacam de forma aleatéria e independente, entdao a taxa de mosquitos

—aLl)

parasitados pelos acaros da dgua é dada por M (1 —e , sendo a eficiéncia da procura.

Para simplificar o modelo, usamos a aproximacao k; M L, para o termo acima, onde k; = ab
1

e — representa o tempo médio de procura. Assim, temos que o fluxo do estagio pré-larva

(L) para o estagio larva (Ls) ¢ dada pelo termo ki M L;. As larvas tornam-se adultos a

uma taxa o(+) = 0.

O seguinte diagrama ilustra as interagoes entre os acaros da agua e os mosquitos:

P, . B M pamﬂfado W
! !
predagao parasitismo
| |
A D Lg D — Ll

Consideramos neste trabalho que os pardmentos nao sao necessariamente constantes, assim
podemos evitar possiveis efeitos abidticos como, por exemplo, a variagao na temperatura

e humidade. Desta forma, o resultado é mais realista se comparado com um modelo de
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parametros constantes. Além disso, temos que as constantes k, kar, k1, k4 representam o

coeficiente de difusao de cada populagao.

O objetivo principal deste trabalho é garantir a existéncia e unicidade da solugao
do sistema (1)-(2), utilizando o Teorema de ponto fixo de Leray-Schauder, e analisar a

regularidade da solucao por meio de argumentos do tipo bootstrapping.

O trabalho esta organizado como descrito a seguir. No capitulo 1, sdo enunciados
as hipoOteses técnicas e os resultados principais. Sao apresentados também alguns resultados
preliminares para uma melhor compreensao do trabalho. No capitulo 2, é aplicado o
Teorema de ponto fixo de Leray-Schauder para garantir a existéncia e unicidade da solugao
do sistema (1)-(2). Em seguida, é utilizado argumentos do tipo bootstrapping para analisar
a regularidade de tal solugao . Por fim, no capitulo 3, sdo feitas as consideragoes finais a

respeito do tema estudado.
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1 Resultados Principais e Preliminares

1.1 Resultados principais e hipoteses técnicas

Aqui vamos denotar Q < R? um dominio aberto e limitado, com fronteira suave
0 0<T <4weQ=02x(0,T), comI' =00 x (0,7). Usaremos a seguinte notagao

para os espacos de Sobolev, dados 1 < p < w0 e k € N, denotamos
WEQ) = {f € L(Q) : D°f € L/(Q),|a] < k},

onde a derivada D®f denota a derivada fraca (ver Defini¢ao (1.1)). Em particular, se

p = 2, denotamos

WH(Q) = H*(Q).

Propriedades deste espago podem ser encontradas, por exemplo, em (ADAMS,
1975).

O problema (1)-(2) serd estudado no espago funcional
Wi Q) = {f e LYQ); D*f € LU(Q). V1 < a < 2, fy € LU(Q)},

onde D“f denota a derivada em relagao a varidvel espacial como em (LADYZHENSKAIA;
SOLONNIKOV; URAL’CEVA, 1968). Também serdo utilizados os seguintes espagos:

LP(0,T;B) = {f : (0,T) = B; |f(t) | ooy < +0}
e B é um espaco de Banach como em (EVANS, 1998) e sua norma é dada por

1F Oz = O sl o -

sel<p<+4+w0e
Hf(lf)HLOO(o,T;B) = sup ess | f(t)]| 5,
te[0,T]
se p = +0.
Tem-se ainda que, LP(Q) = LP((0,T); L*(2)). Além disso, denotaremos por
C([OaT]vB) = {f : [07T] — B: ”fHC’([O,T];B) < +OO}7

onde B é um espago de Banach e
Hf”c([o,T];B) = supsefo,r] | f(8)]5-

A seguir, enunciamos as hipdteses que serao utilizadas ao longo do trabalho e

serao chamadas de hipoteses técnicas.
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1.1.1 Hipéteses técnicas
(i) Q < R® é um C*-dominio aberto e limitado.
(i) 0<ST <+4we@=02x(0,T).

(111) As fung()es PMs PWs PA, WPy WPys UMy WWy ULy HLyy HA, O, O1, (2, kl € k? sa0 nao

negativas de classe L*(Q).
(iv) Os coeficientes kp, kyr, kr, ka, Cpr, Ca € q s@o constantes positivas.

(v) Py, Mo, Wy, Lyg, Ag € H*(Q) e Pay, L1y € L*(Q) sdo funcdes nao negativas e Py <
Chu.

Observagao 1.1. A imposi¢io do sinal das fungoes no item (v) se deve a interpretag¢io

bioldgica do sistema (1)-(2).

1.1.2 Resultados principais

Teorema 1.1. Suponha que as hipoteses técnicas 1.1.1 sejam satisfeitas, entdo existe uma
imica solugio (Py, Py, M, W, Ly, Ly, A) € W5 (Q) x L*(Q) x W3 (Q) x W3 (Q) x L*(Q) x
Wy (Q) x Wat(Q) do problema (1)-(2). Além disso,

HP1||W22’1(Q)+HP2||L4(Q)+HM||W22’1(Q)+HWHWZQ’l(Q)+HL1||L4(Q)+HLQHWQQ’l(Q)+HAHW22’1(Q) <C,

onde C € uma constante positiva.

Teorema 1.2. Suponha que as hipdteses técnicas 1.1.1 sejam satisfeitas. Se
(Pr, Py, MW, Ly, Ly, A) € Wy (Q) x LY(Q) x W5 (Q) x WH(Q) x LY(Q) x W5 (Q) x
Wy (Q) € solugio do problema (1)-(2), entio Py, M, W, Ly, Ae Wi (Q),
3
P,eC([0,T];L*(Q2) e Ly e C(]0,T]; L7(S2)). Mais ainda,
leuwf?g(cg) + | Plloqo, o) + ||MHW%&)1(Q) + HWHWibl(Q) + [ Ll e oo

3

+ HLZHW%&}(Q) T HAHW%{}(Q) <C

Além disso, se Pio, Moy, Wy, Lag, Ag € Wz(Q), para algum p = 2, entdo
Pi, M, W, Ly, A e WHH(Q) satisfazendo
3

HP1HW§;(Q) + [ Pallcorypey + ||MHW§;’DI(Q) + HWHWE;(Q) + L1l oo 13,000
3 3 3

+ HLQHWE;}(Q) + HAHWﬁj(Q) <C
3 3

Em particular, para p = +o0, temos que Py, M, W, Ly, A € W(f’l(Q) para todo 2 < q < +00.
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1.2 Preliminares

Nesta secao apresentaremos os conceitos e resultados necessarios para melhor

compreensao do texto.

1.2.1 Espacos L*

Aqui serao utilizados os espagos LP(£2), onde € é um aberto de R", munido da

norma

1
I llmy = ( | |f(fv)|”dx)  pamal<p< 4w
Q

| £z = sup ess|f(z)], parap =+

ze

E importante lembrar que L? (©2) é um espago de Banach.

Agora, demonstraremos alguns resultados que foram importantes para o desen-
volvimento deste trabalho. Tais resultados encontram-se, por exemplo, em (EVANS, 1998)
e (ADAMS, 1975).

1 1
Proposicao 1.1 (Desigualdade de Young). Sejam 1 < p,q < 4+ tais que —+ — =1 ¢
p q

a,b> 0. Entao
a? b
ab < — + —.
p q

Demonstracao.

Observe que no caso a” = b? é obtida a igualdade. De fato, note que

p q

SN

1,1 aP bq
+ ):aP:

ab = a(bq)% = a(ap)% —abab = G

11
pois — + — = 1.
p q
Caso a” # b?, como a fungao exponencial é estritamente convexa, isto é,

exp(tr + (1 —t)y) < texp(z) + (1 —t)exp(y), Vte (0,1).

1 1
Assim, tomando t = —, 1 —t = =, x = In(a?) e y = In(b?) segue que
p q

ab = exp(In(ab)) = exp (ln(ap) n ln(bq)) _ exp(;n(ap) . exp(lz(bq)) OZ, Zq

q
[

Proposicao 1.2 (Desigualdade de Cauchy). Dados a,b € R", para todo € = 0 temos que

€ 1
b < —a+ —b?
a 2@ +2€
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Demonstracao.

Basta notar que,

2 2 2 2 2
O\(\fa b):esa b _¢a b

—= = - + .
V2 A2 2 2 2 2

O
Proposigao 1.3 (Desigualdade de Minkowski). Sejam 1 < p <+ e f,g € LP(Q), entdo

If + gl < | flzr@ + l9llze@)

Demonstragao.

Para p = 1 segue-se da desigualdade triangular. De fato, note que

IF + gl jﬁf+m ‘f0ﬂ+mn
|ﬂ+ij £l + Il

1 1
Agora consirede p > 1 e tome ¢ tal que — + — = 1. Por definigao,
p q

IF + 9l = [ 1F 490 = [ 1 +gllF +gp
Q Q
Dai, usando a desigualdade triangular, temos que
Pt gl < [ 1715 40P+ | lallf + gl
Q Q
E, pela desigualdade de Holder,
| 1715 + a7 < ULl + 97

Analogamente,
J 16117 + 07 < 19l 5 + 67

Logo, temos que

1f + 9170 < (Iflee) + 19le@) If + 970

De onde
If + gllee@) < 1f e + lglLre)
O caso L™*(Q) segue da defini¢ao e das propriedades de supremo essencial. O
1 1
Proposigao 1.4 (Desigualdade de Holder). Sejam f e LP(2) e g € LY(R2), com — + — =
P q

— < 1. Entao, fge L"(Q) e

I fallzr@) < Ifle@lgllze)
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Demonstracao.

Consideremos inicialmente o casor = 1. Se f = 0 ou g = 0 q.t.p em €2, entdo a desigualdade
é trivial. Sejam f € LP(2), g € LI(12) tais que | f|| () # 0 € [g] o) # 0. Pela desigualdade
de Young (Proposigao 1.1), temos que

11 _a b
arbs < — + —.
p q
- (N (el
Assim, tomandoa = | ——— | eb= temos que
||fHLP(ﬂ) H9||Lq(9)

< |f] )( 9| )gl( /] >p+1( 9 )q.
1flzey /) \l9glLa) p \|flzr q \|9/lzae)

Logo, integrando a desigualdade acima e observando que
o (i) =5 (@) =
o P \[flrr@) P Jaa \l9lree) q’

i 9 ~ .
Hf”Lp(L)HgHLq(Q) Q

entao

De onde,
Lum<wm@mm@~

Portanto, segue o resultado para r = 1.

1 1
Agora, consideremos o caso r > 1. Para p,q > 1 tais que — + — = — < 1. Se
P q r

felP(Q)ege LI(Q), entdo f7 e L7 (Q) e g" € L+ (Q). Além disso,

1 1 ror 1 1 T
E‘FE:*‘F*:T -+ — =—-=1.

Entao, aplicando o caso anterior (r = 1) em f" e ¢g" temos que

HngZT(Q) = H(fg)THLl(Q) = HngTHLl(Q)
<52 1972y = 15y 19Ty -

Logo,
Ifg

(@) S ”fHLP(Q) HgHLq(Q) :
O

Lema 1.1 (Lema de Gronwall). Seja n: [0,T] — R fungdo nao negativa e diferencidvel

tal que
() < e()n(t) +¥(1),

sendo ¢, fungdes nao negativas e integraveis em [0,T]. Entao,

mw<£ﬂWﬂmm+ﬂw@ﬁ}
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En particular, se

entdo n(t) =0 em [0,T].

Demonstracdo. Suponhamos que
n'(t) < e(t)n(t) + ¥(t).

Multiplicando por e~ 5999 ambos os lados da desigualdade e reorganizando

os termos, segue que
(n(t)e—sms)ds) < (t)eSow)ds
Integrando de 0 a ¢, temos

rt

n(t)e o e©% _ (o) < | b(s)e e,
0

Logo,
t
n(t) < edo?dsp0) 4+ [‘ P(s)els #r g,

JO

Mas como ¢(t),1(t) sdo nao negativas, entao

0(0) < e [y0) + [ tw<s>ds] |

Proposicao 1.5. Seja ue LP(0,T; B) tal que u, € LP(0,T; B), para algum 1 < p < +00.
Entao, ue C ([0, T]; B) e

[ulogoys < C [1elom) + el oris))

1.2.2 Espacos de Sobolev

Espagos de Sobolev sdo uma ferramenta importante no estudo de equagoes

diferenciais parciais.

Seja 2 um subconjunto aberto do R". Sejam f € C*(Q2) e ¢ € C* (), sendo ¢

de suporte compacto. Sendo assim, segue da integracao por partes que:

| t@onrts =~ |t

Em geral, se a = (ay, ..., ag) € R é um multi-indice, temos:

| @@ )@ = 1 | @ ot

o ge
T

A dltima igualdade motiva a seguinte definicao:

onde 0% f =
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Definigdo 1.1. Dadas f,ge L;,.(Q) e a = (ay,...,aq) € R? | dizemos que g é a a-ésima

derivada fraca de f se:

| @@ @ = 1 | g@owis

para todo ¢ € C*(Q2) com suporte compacto.

Observacgao 1.2.

(i) Se a derivada fraca existir, esta é unica.

(ii) Se f e C*(Q), entdo sua derivada fraca g = 0°f (|| < k) coincide com a derivada

no sentido cldssico.

Proposicao 1.6 (Propriedades da derivada fraca). Sejam f, g€ W; (Q), entao:

1. 0°f e WHel(Q);
2. 0°(0°f) = 0%(0°f), Yo, B tal que || + |B] < k;

3. Se p e C7(Q) tem suporte compacto, entio pf € W;(Q), e

*(ef) = ) (a) 0%p0 " f,

B<a B

« a!
d e — !: !"' ! 2 ’L> i, v 17~-~7 .
one(ﬁ) 5!(04—6)!)04 o1 agl ea=f seq; = F;, Vie n}

A seguir enunciaremos mais alguns resultados que serao importantes para o

desenvolvimento do trabalho.

Definicao 1.2. Q satisfaz a propriedade do cone se para cada ponto x € 052, existe um

cone K com vértice em x e uma vizinhanca V de x tais que K n'V < Q.

Observacgao 1.3. Se dQ for Lipschitz ou classe C*, com k = 1, entdo 090 satisfaz a

propriedade do cone.

Lema 1.2. Suponha que Q. < R"™ € um dominio aberto e limitado satisfazendo a propriedade

do cone e 1 < p < +00. Entado,

2 .
i) sen <3, entio W7(Q2) — Wq2 (), para todo p < q < ?p"
i) se kp < n, entdo W;(Q) — L(Q), para todo p < q < <npk>;
n—KRp

ii1) se kp = n, entdo W;(Q) — L9(Q), para todo p < q < 0;

iv) se kp >mn, entdo WF(Q) — L*(Q).
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Observacgao 1.4. Este resultado é consequéncia do Teorema 5.4, p. 97, de (ADAMS,
1975).

Lema 1.3. Seja €2 € R"™ um dominio aberto e limitado tal que 02 satisfaz a propriedade do

cone. Entdo, o espaco Wi’l(Q) estd continuamente imerso em L(Q2) para q satisfazendo:

, p(n +2) n+ 2
l<ggs — 122 < :

g 1 n+2—2p sep 2

.. n+ 2

i) 1< qg< o, sep= 5

n -+ 2

i) q = o0, se p >
Além disso, se u e Wg’l(Q), tem-se que

[ull oy < Cllully21q)
onde C' é uma constante dependendo apenas de 2,T,p,q,n.

Observacgao 1.5. Este resultado é chamado de Teorema de imersao de Lions-Peetre (LI-
ONS, 1983). E também € um caso particular do Lema 3.3, p. 80, em (LADYZHENSKAIA;
SOLONNIKOV; URAL’CEVA, 1968), coml=1er =s=0.

1.2.3 Teorema de ponto fixo de Leray-Schauder

Para demonstragoes sobre existéncia e unicidade de solugao de sistemas de
equacoes diferenciais parciais com condicao inicial e de fronteira utilizamos o Teorema de
ponto fixo de Leray-Schauder como enunciado abaixo (ver (FRIEDMAN;, 1964)).

Teorema 1.3. Seja B um espago de Banach e T : B x [0,1] — B uma transformagao tal

que y = Thx, com x,y € B e A € [0,1]. Suponha que:

i) Thx estd bem definido Vx € B e VA € [0,1].

it) YA € [0,1] fixo, Ty : B — B € uma transformagdo continua e compacta.
iii) Y € A, A < B limitado, Thz é uma transformagao uniformemente continua em A.
) Ty possui um unico ponto fixro em B.

v) Eziste uma constante p > 0 tal que qualquer possivel solugio de x = Thx, para algum
A€ [0,1], satisfaz

lzl5 < p.

Entao existe um tunico x € B solugcao da equacao x = T)x.
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1.2.4 Regularidade parabdlica

Consideremos o seguinte problema de equacgoes diferenciais parciais parabdlico
de valor inicial e de fronteira:

-

n 2 n
QN a2+ P i) 2w awtu = £, em Q

{ ibi(l}t)sg + b(z, t)u = 0, om T (1.1)

u(+,0) = uo(-), em €2

\

Utilizando o Teorema 9.1, p. 341, e uma observacgao do final do Capitulo IV,
segao 9, p. 351 de (LADYZHENSKATA; SOLONNIKOV; URAL’CEVA, 1968), obtemos a

existéncia, unicidade e regularidade de solugao para o problema acima.

Apresentamos assim um resultado importante para este trabalho.

Proposicdo 1.7. Seja Q um dominio aberto e limitado em R", com 09 de classe C? e

p > 1. Suponha que,

(i) ai;; € C(Q), i,7 =1, ,n; [aij]nxn € wma matriz real positiva tal que, para alguma

constante positiva 3, tem-se que

Z (z, 1) = BIEP,

para todo (x,t) € Q e todo £ € R™;

(ii) f € L"(Q);

(iii) a; € L"(Q), onde r = max(p,n+2), sep #n+2, our =n+ 2+ ¢, para algum
e>0,sep=n+2.

n+ 2 n+ 2 n+ 2
(iv) a € L*(Q), onde s = mazx ( ,2), 5 ous = + &, para algum
n -+ 2
€=0, sep= ;
2
(v) b;,b € 02(7), com i =1,--- n, e os coeficientes b;(x,t) satisfazendo a condig¢io

n

|Z (z, t)mi(z

> § > 0 para quase todo ponto em Q2% (0,T), onde n;(x) representa

a i-ésima componente do vetor normal unitario exterior de 02 em x € 0§2;

_2 n a
(vi) uy € I/Vp2 "(2), com p # 3, e satisfazendo a condigao de compatibilidade Z bia—uo +
i=1 L

bug = 0 em OS2, quando p > 3.
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Entao, existe uma tunica solucao u € Wﬁ’l(Q) do problema (1.1). Além disso, existe uma

constante positiva C tal que

fihgo@r < € (If ey + ol 23 )-
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2 Prova dos Resultados Principais

Neste capitulo, inicialmente iremos utilizar o Teorema de ponto fixo de Leray-
Schauder para garantir a existéncia e unicidade da solugao para o sistema (1)-(2) de
equagoes diferencias parciais parabdlicas, representando o ciclo de vida do parasita e dos
mosquitos ja mencionado. Posteriormente, serdao utilizados argumentos do tipo bootstrap-

ping para analisar a regularidade da solucao.

2.1 Sistema modificado

Para aplicar o Teorema de ponto fixo de Leray-Schauder, consideremos o

seguinte sistema modificado;

-

/\/ —_~ ﬁ —~ ﬁ —~ —~ A
P —kpAP =y (1= - | M+ ow (1= =4 | W — (a1 + p5 )Py — ke AP, em Q,
CM C(M !

P = ‘ﬁl‘ — (a2 + pip,) Ps em (),

M,—kMAﬂzagﬁ;—klﬁa—ﬂMﬂ em Q,
J W = ky AW = by MLy — py W em Q,

. ak P T\1x o~ e~

In = | pat i ‘A‘—,uLlLl—kl‘M‘Ll em Q,

Cu Ca

fz\2 - kLAZ; = k1]\/4\fz\1 — (o + ,MLQ)Z; em (),

L A\/—kAAA\ZO'Z;—,U,AA\ em Q
(2.1)

com as condigoes iniciais e de fronteira (2).

Observe que a segunda e quinta equagoes em (2.1) é, para cada x € 2, uma
equacao diferencial ordinaria linear em Ps, L, respectivamente. Podemos entao encontrar
uma solucao explicita para estas equagoes. Usaremos o método da variacao dos parametros

para encontrar uma solugdo explicita para as equagodes. Sabemos que, dado o problema
X' =AX+ F
X(ty) = Xo

utilizando o método de variagao dos parametros, obtemos que a solucao do problema

acima é dada por

X(t) = ®(t)D 1 (tg) Xy + P(t) f O 1(s)F(s)ds,

to

onde ®(t) é uma solugao fundamental do problema homogéneo associado.
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Consideremos a segunda equagao de (2.1):

~/ ~

P2 :(11’]31’—(a2+up2)]32.

Assim, analisemos primeiramente o problema homogéneo dada por:

~y ~

P2 + (062 + ,LLPZ)PQ = 0.
Um fator integrante para esta equagao ¢é da forma [ = eloeztur,) Logo,

Plebo2tur) 1 (qy 4 pup,)elo 2 trr Py = 0

(i) o

ﬁ2 = Ce_ SS(O‘Q"":“PQ)’

onde C é uma constante.

Entao, a solu¢do da equagao homogénea associada é dada por ®(t) = Ce™ folaztiry),
Logo, utilizando a férmula da variagao dos parametros, e sendo to = 0 e Xg = Py, temos
que a solugao da segunda equacao do sistema (1)-(2) é

t
P2 = PgoB(t,[L‘,O)‘f’J

B(t,z; s)ay ‘ﬁl‘ ds,
0

onde B(t,x;s) = e_SZ(O‘ﬁ“P?), com 0 < s < t. Definimos entao,

t

Pole) — PoB(t,:0) + f B(t, z: s)ou | ds. (2.2)
0

Observagao 2.1. Como as + pup, et — s sao positivos, seque que 0 < B(t,z;s) < 1, e

assim, Pa(p) = 0.

Analogamente, podemos encontrar a solugao explicita da quinta equacgao do

sistema (1)-(2) que é dada por:

In = LiB(Pi, M, A)(t, ;0) +f B(Pi, M A)(t,x55) | 4+ —=— )A‘ ds,
0 M

pald] , a1 |Pr|IA]

Ca

+

Car +ML1+k1’M\’)

.~ ~ A —Si<
onde B(Pi, M, A)(t,z;s) = e

assim,

, com 0 < s < t. Definimos

t

51(907%5) = LIOB(SDa 7/1, g)(th; O) + J

0

_ k
Blob. 90519 4+ ) s, 23)
M

Observagao 2.2. De modo andlogo ao raciocinio da Observagio 2.1, tem-se que L1(p, ¥, &) =
0.
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Entao, obtemos que (]/DI7 E, ]\//.7 ﬁ\/ Z; , 2\2, A) ¢ solucao do problema modifi-

A~ N N~ A

satisfazendo o seguinte sistema integro diferencial:

( ~ . /P\ e ﬁ\ - -
P — kpAP, = oy <1 —~ Cl> M + ow <1 - 01> W — (a1 + pp)Pa(F1)
M M
— l@flﬁ em (),

) M\'—kMA]\/JzaQE—kl]\/ZL'l <73:,]\/4\,/A1> —MMJ\/Z em (Q,
‘7[/\/ — l{?MAW = k?lj/\iﬁl <a,]\7 A\> — ,uWW cm Q,
Ly — k ALy = ky ML, (Pl,M A) ~ (o + puz,)La em Q,

| A~ kaAA = 0Ly — paA em Q.
(2.4)

Além disso, note que é suficiente provar que a solu¢do do problema acima

A~ A~~~ A

A~ A~~~ A

com (Py, M, W, Ly, A) = <P1,M W, LQ,A> P= P <P1> e Ly = L (ﬁ,]\?, 21) ¢ tam-

bém uma solugao do sistema parabdlico (1)-(2).

Proposicao 2.1. Assuma que valem as hipdteses técnicas (1.1.1), entdo existe uma solugdo

A~ N N~ A

<P1,M, W7L2,A) do problema (2.4)-(2).

Para provar a existéncia da solugdo do sistema (2.4), as solugdes das EDO’s
tem um importante papel, e assim, temos algumas de suas propriedades. Ja observamos

que, as solugoes das EDO’s sao da forma:

t
Pa(Py) = PaoB(t, z;0) + J B(t,x; s)aq Pids
0

t

B(Py, M, A)(t,z: 5) A <¢A + q’“lpl) ds,

£1(P, M. ) = LB(PL M, A)t,2:0) + | -
M

0

A
teadyailid +1€1M>

onde B(t,z;s) = e~ :(211r) ¢ B(Py, M, A)(t, z; 5) = e-L( Ca T Cn

Entao, podemos enunciar o seguinte lema que irda nos auxiliar ao longo do

trabalho.
Lema 2.1. Dados ¢,¢,& € L¥(Q) e s € [0,T], temos que Pa(p) € L*(Q), Li(p,1,€) €
L(Q) ¢

i |Ble, v, )t 8)| =) < 1 € |B(t, 23 8) =) < 1,

i, |B(er,¥1,&1) — Blpa, ¥2,6)| 1) < Cl& — &l + leils@lé — &lis) +
12l o1 — p2lrs@) + Y1 — Yallze@)),
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iti. |Pa(0) L) < C (1 + els)),
. |L1(0,%, )| 1oy < C(1 + €]l Lago) + lels@l€lLs@),

v. [ Pa1) = Palp2)|zaq) < Cllgr — w2l 1(q),

.
[£1(p1, 91, &) = La(2,¥2, &) [1a@) < Cllpr — @2] 150 <H£2HL8(Q) + &2l sy €21 23 (g

+le2liso) H&Hig@)) + Cllpr = Pallzag) (1 + €2l e + le2lzs@lé2ls@)
+ CH& - 52||L4(Q) (1 + H@HL“(Q) + H901HL4(Q) + H902HL8(Q)H§2||L8(Q))
+ Cl&1 = &lso) (lerls@) + el @ l€elza) + lerlls@ ezl €2l s @)
+ &2l za@)ler — w2llzaq)-

Demonstragao.

1. Basta observar que, t —s >0 e %’f + qlg]\if + pur, + k1 = 0. Logo, temos que,

k
(LA )

N
—_

|B(p,,€)(t,255)| =

Mais ainda, B(p, v, €)(t, z;s) = 0.

Analogamente, temos o resultado para B(p)(t, z; s).

74. Note que,
Hg(%,l/}hﬁl) - B(¢27¢27§2)HL4(Q)

: k t K
exp (—f %‘f +1 éﬁjfl + iy + kwl) — eap (—f %,? +1 gjj& iy + k1w2>

LYQ)

Mas, sabemos pelo Teorema do Valor Médio que, dados z1, 20 € R, existe

0 = 0(z1, z2) tal que
exp(z1) — exp(z2) = (20 — 2z1)eaxp((1 — )21 + 0z),

onde ezrp denota a funcao exponencial. Assim, se tomarmos z, zo < 0 arbitrarios, temos

que (1 —6)z; + 6z, < 0. Desta forma,

|ezp(z1) — exp(z2)] < |22 — 21

Logo, tomando

t k t k
Z = —L ngl + 1 gj;& + pp, + ki, 20 = —L @éjQ + a gpMQ& + pr, + kite,
segue que
HB(Sphwlafl) - B(‘P27¢2,52)HL4(Q) < ”22 - Zl||L4(Q)

t

— k —
< J palé — &) L4 1(p161 — pa62) (s — 1)
s CA C(M

LY@
<C <||§1 = &l pag) + 1€ — w28of pag) + [¥1 — ¢2|L4(Q)3 :
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Agora, observe que

lp1&1 — 2] = |p1&1 — 1&o + v1&a — 26|
< ollér = &of + 1&aller — @l

Dai, substituindo na equacao anterior, temos que

[Bleor,¥1,61) = Blga, ¥, 2) | 1) < (161 — 2l sy + 01l s 161 — &2l s
+ &5y 01 — 2l sy + 1¥1 — Y2l 1) )
onde C' é uma constante positiva.

171. Note que,
¢
IP2()l4@) = [P0 B(E, 3 0) +f B(t, z; s)one|aq)
y t
< [Paofl oo | B(E, 75, 0) [ =) +f |B(t, z; )| Lol =@ | ] 2(@)-

Usando o item (7), temos que

IPa(0) sy < C (1 + llplrag) -

1. Observe que,

Hﬁl (907 wv é)“L4(Q) <

— - k
LuBle, .6) + | Ble.v.0)¢ (m + qﬁ)

t L4(Q)
< [ Lo] o) 1B, ¥, €) | o) +J 1B(¢, ¥, sy lpal L@ €]l s

qk1 B )
s I T e
Pelo item (i), segue que

Cur

L*(Q)

T qkl
lallze@léllze) + O I€ollLacq)

|£1(2,%,8) | 22@) < [Lioll=(q) +J
L*(Q)

0
< C (14 lElpa@) + 1€l s lels@) -

onde C' é uma constate positiva.

v. Note que,

t
[Pater) = Paladlina) < | 1Bt as)an(ion - 0luno
T

< J 1B(t, 73 8) e loa |12l — w2lzec@)

< Cllor — ¢2f 4(q)
onde C' é uma constante positiva.

vi. Note que,

IL1(p1, 91, 61) — La(p2, 12, 82)l| 22 g)
< HL10HLOC(Q)HB(901>¢1;§1)(t,I;O) - B(Q02,¢2,§2)(757$; 0)HL4(Q)

+ f (Joal™ @NB(pr, 1, &) (¢, 23 8)&1 — Bz, tha, &) (t, 25 8)Ea|| 140

HB(%? V1, &) (t 75 8) 1€ — E(%,%,&)(ta Z; 5)90252”L4(Q))-

L[k
O [l ()
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Assim, vejamos separadamente as estimativas necessarias, observe que pelo
item (77) conseguimos estimar os termos de fora da integral. Dai, resta os termos de dentro

da integral. Note que,

|B(p1, 1, €)61 — Blpa, Y2, €2)6a 11(q

= |B(p1, 91,16 — B, ¥1,61)& + Blor, ¥1,&)& — B, 12, €2)6 1)
HB(% Y1, &)6 — (901,%,51)52”L4 Q) T ”8(9017%,51)62 (@2,¢2,52)f2\|1:4
[B(p1, ¢1, &)l =@ 1€ — Eallzag) + 162l ze@) 1B(w1, 1, 61) — Bz, U2, &) [ 1a(@)

NN

Logo, usando o item (%), temos a estimativa

HB(%’h ¢1afl)fl (@2; Uy, 52)52HL4
C(l6 = &l + Il ri@lér — &l + 1€ @ leil s@ 16 — Els@)
+ &l s s @ ler — alls@) + 1€2lrs@) v — YallLaq))-

Analogamente,

IB(p1, %1, &1) 1610 — Blpa, o, §2) 28| 1(q)
= [B(p1, 91, &) 0161 — B, 11, &1) ks + B(or, 91, §1)p2ba — Blwa, V2, §2) 028 140
< B, 11, &) 0161 — B, 1, &) 02bal e (o)
+ | B(p1, ¥1,&1)p28s — Blpa, 1o, §2)802§2HL4 Q)

Rearranjando os termos e usando as estimativas ja encontradas, temos que

H (@1)1/}1751)@0151 (@2,¢2,§2>¢2§2||L4(Q
|B(e1, 91, &) ey 161 — 2o La(q) + H<p2§2HL4(Q)HE(<p1, U1, &1) — Blpa, o, &)1 ()
|

<
< e1ér — w2balLaq) + 02l 3@ €2l s 1B (01, ¥1,&1) — Bz, 42, €2) | La(o)

Procedendo de forma analoga para o tltimo termo acima e como

lo1&1 — 2ol rao) = 0161 — 1€ + 162 — V26212
< il lén — Ellza) + I€ellza@ller — valLe@)

tem-se que

|B(01,11,&1) 0181 — Blwa, o, &2) 0282 140
< |eillzallé — &l + 1€l ler — e2lra@) + le2lzs@ll &l @ (1€ — &l
+leilzs@lé — Els) + 1€2ls@ ler — w2llrs@) + [¥1 — ¥alae))-

Portanto, utilizando as informagoes acima, obtemos que

1L (01,71, &) — Li(p2, w2,£2)HL4(Q)
< C(|& = &llia) + lerl s lér — Ellis@) + €)@ ler — 2lls@) + |¥1 — Yolla@))
+C (& = &l + 1&l@lér — &l + 1€l @ el s@ 1€ — &l s )
+ &l @léls@ler = eallis + &l @ lvn = al@) + Clerle@lé — &l
+ &l el — wallie) + lwall @ léal @) (161 = &2l Lag)
+ H‘PlHLS(Q)Hfl - §2HL8(Q) + Hf2||L8(Q)||801 - 902HL8(Q) + b — 7»U2||L4(Q)))'
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De onde, rearranjando os termos obtemos que

1L1 (01,91, &) — La(p2, 92, &2)lla@) < Cllpr — w2l s (||§2HL8(Q) + &l 14y 1&2] s )
2
+ @2l 1s(q) H€2HL8(Q)> + Cllbr = o) (1 + [&2lra + | e2lls@ 2l s @)
+Cl& = &l (1 + [&l@ + l#1lr@ + le2ls@lél @)

+ C& = &l s (et s + leil sl &l i) + leilzs@lle2l s Il s @)
+ &) La@ller — w2lrio)-

2.2 Solucao do sistema modificado

Nesta secao, serd demonstrada a Proposicao 2.1.

Para obter uma solu¢do para o problema proposto (2.4), iremos aplicar o

Teorema de ponto fixo de Leray-Schauder em uma familia de fung¢oes. Definamos
Sy (LMQ)) — (LM(Q))’,
com A € [0,1], dada por
S\(Pr, M, W, Ly, A) = (Pi, M, W, Ly, A),

onde (Py, M, W, Ly, A) é solugao do problema

-

P, — kpAP, = A [QDM <1 — Pl) M + oy (1 — Pl> W — kQApl]
Cu Cu
— (a1 + pp) P em Q,
] M~k AM = A [agpg(ﬁl) MLy (P, M, ﬁ)] — M em @, (y)
W' — ky AW = Ney MLCy(Py, M, A) — py W em Q,
Ly — kiALy = Ny MLy (P, M, A) — (0 + pr,) Lo em Q,
| A kaAA = [UEQ] —aA em Q.

com as condigoes iniciais e de fronteira (2), onde Py (ﬁ) L1 <l/'z7 M , ﬁ) sao dadas por
(2.2) e (2.3), respetivamente.

A fim de aplicarmos o Teorema do ponto fixo de Leray-Schauder, apresentamos

uma sequéncia de lemas.

Lema 2.2. Se (P, M, W, Ly, A) € uma solugao do sistema (2.5)-(2) e Pyy, Mo, Wy, Lag, Ao
sao ndo negativos, entio as fungoes (Py, M, W, Ly, A) sdo ndo negativas.

Demonstracao.

Vamos provar obedecendo a seguinte ordem:

Mz20-W=0—>Ly,20->A>0—-> P, =>0.
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Considere a segunda equagao de (2.5), isto é,
M — kyAM = AayPa(Py) — My MLy (P, M, A) — pyy M

M, se M <O,

eseja—(M_)z{ 0, se M>0

Multiplicando a equagao por —(M_) e integrando em 2, obtemos que:

1d
—— [ (M2)? M_|?
i | QP b [ oA

— Ay L Po(Pr)M_ — Ny L Li(Pr, M, A)(M_)? — pus L(M-F-

Mas, como

—/\azf Po(P)M_ <0,y f £(Py, ML A)Y(M)? < 0, kyy f VM2 >0,
Q Q Q

pois 732(73\1),51(73\1, M, A) > 0 pelas observacoes (2.1) e (2.2). Entao,

d

| O < 2 | Ory

Q

Assim, pelo Lema de Gronwall (Lema 1.1), com

mszmaﬂ o) = —2upr, (t) = 0,
Segue que

0< f (M_)Q §€_QSQ“MJ (M07)2 =0 = J(M_)2 -0 - M. :07
Q Q Q

pois My_ = 0. Logo, M_ =0 q.t.p em €2, entdao M > 0 q.t.p em 2.
De modo analogo, provemos as demais positividades.

Considere a terceira equacao de (2.5), ou seja,

W/ - ]{TMAW = )\klMﬁl(ﬁ, ]/\Z, A\) - ,uWW

W, se W <0,

Seja —(W_) = . Multiplicando a equagéo acima por —(WW_)
0, se W=>0
e integrando em €2, obtemos que:
]. d —~ — ~
- (W)2+kMJ ‘VW,|2 = —Aklf Mﬁl(Pl,M,A)(W,) —uwf (W,)z.
2dt Jg Q Q Q

Mas, como —)\lﬁf Mﬁl(]s;, ]\/Z, ﬁ)(W_) < 0, pois M, El(ﬁl, ]\/4\, ﬁ) > 0, e ainda ka IVW_|* >
Q Q

0, temos que
d

ﬁﬁav>2<—ame<W’V.

Q
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Logo, pelo Lema de Gronwall (Lema 1.1), com

n(t) = L(Wﬂ () = —2um, (1) = 0.
segue que

L(W)Q < o—2famw f (Wo )2,

Q

Como J (Wo_)? =0e (W_)* > 0, entdo,
Q

0< L(W_)2 <0 = L(W_)2 = 0.

Portanto, W_ = 0 q.t.p em €2, entao W = 0 q.t.p em (2.

A seguir, considere a quarta equagao de (2.5).

Ly — ki ALy = Ny MLy (Py, M, A) — (o + pr,) Lo

L L 0
Seja —(Lg_ ) = 2 8¢ 2= , multiplicando a equagdo por —(Ls_) e integrando em
0, se Ly>0
), obtemos:
S| (Lao)” +kp | (VL [P = =Mk | MLi(Pr, M, A)(Ls ) — (0 + pry) | (L2)™
Como
]fLJ \VL2,|2 =0, —/\]ﬁf Mﬁl(j)\h]\?; A\)(LQ,) <0,
Q Q
temos que
d
G| e < w2 ) [ ey
Q Q

Assim, utilizando o Lema de Gronwall (Lema 1.1), com

n(t) = L(Lz_ﬂ ot) = 200 + jy), B(t) = 0,

tem-se que
0< f (LZ_)2 < 6—2SQ(U+ML2 f (L20_)2 _ O,
Q Q

L(Lg_)2 = 0.

Portanto, Ly = 0 q.t.p em €2, entdo Ly > 0 q.t.p em €.

pois Loy = 0. Entao,

Agora, considere a quinta equagao de (2.5), isto é,

A — ksAA = AoLy — paA.
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A A<0
Seja —(A_) = » e =V Multiplicando a equagao acima por —(A_) e integrando
0, se A>0
em (2, obtemos que:
ld 2 2 T 2
57| (A) +ka| [VAL| = =Xo | La(A-) —pa | (A)"
2dt Jo Q Q Q
Como
kAf IVA_? >0, —)\UJ La(A_) <0,
Q 0
segue que
G| A< 2 [ (a2
dt Jq Q
Logo, pelo Lema de Gronwall (Lema 1.1), com
o) = | (AP, el = =2 vl =0,
tem-se
J(A_)2 < e_SQ“AJ (Ao )2
Q Q
Dai, como Ay_ = 0, entao

0< L(A_)2 <0 = L(A_)2 =0 = A_=0.

Portanto, A > 0 q.t.p em €.

Por fim, vejamos a primeira equacao de (2.5), ou seja,

: P P
P, — kpAP, = Aoy (1 - 1) M + Apw (1 - 1) W — Mo AP, — (01 + pp, ) Py

Cwm Cwm
P P <0
Seja —(P,_) = (1)’ zz Pl “0 Assim, multiplicando a equacao por —(P;_)
) 1

e integrando em €2, obtemos que:

- )\L ‘ngl)? — kg L AP, )? = (o + pp,) L(Pl_)?

Observando que os primeiros 5 termos do lado esquerdo da igualdade sao
negativos, pois vimos anteriormente que M, W, A > 0 e que kp ]VPl_\Q > 0. Entao,
Q

temos que
d

- Q(Pl,)2 < —2(en1 + ppy) Jﬂ(Pl)Q-

Logo, usando o Lema de Gronwall (Lema 1.1), com

nw=J;H>% o(t) = —2(a + pm)s (t) = 0,
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segue-se

J (P1,)2 < 6_250(a1+#P1)f (Plo,)Q~
Q

Q
Como Pjy_ = 0, entao

0< L(Pl)2 < (]L(Pw)2 =0 = L(PI)Q =0.

Logo, P,_ =0 q.t.p em €2, e portanto, P; = 0 q.t.p em (2.
Entao, concluimos que
M=>=0W=0,Ly>0,A>0,P, >0.
m

Lema 2.3. A familia de fungoes Sy : (LB(Q))5 — (Ls(Q))s, com X\ € [0,1], estd bem
definida.

Demonstracao.
Note que na quinta equagao do sistema (2.5), temos que )\UZ\Q e L}(Q) — L*(Q) e
pa € L7(Q) — L*(Q). Como Ay e H*(Q) = W2(Q) — W3 (Q) = W;ii(Q). Dai, segue

pela Proposicao 1.7 que existe uma tnica solugao A € W22 ’I(Q) tal que

Al <€ (ML, + 1ol ) <C(|T) |, + 14l ) -
Al < € (Tl o, + ol i * Aol

Além disso, pelo Lema 1.3, W5 (Q) — L8(Q), entdo A € L¥(Q) e

ummmscwmw@sc@mhw+w%m@)

Em seguida, considere a segunda equagao de (2.5). Como Py (ﬁ) Ly <1/DI, M , ﬁ) €
LY(Q) e LYQ) — L*(Q), temos que )\Ongg(l/D:) e L*(Q) e )\klﬁl(a,]\?, fAl) + up €

2

LYQ) — Lg(Q). Como My € H*(Q) — WQQ_E(Q), entao segue da Proposicao 1.7 que,

existe uma tnica solucao M € W' (Q) tal que

Mlyzig <C([raePe (B)] |+ 0
I HWQM(Q) Qo2 | 171 12(Q) [ 0||H1(Q)

<o ([P, + 1)

Como W3 (Q) — L¥(Q) pelo Lema 1.3(4) e pelo Lema 2.1, temos que M e L¥(Q) e

satisfaz

1M1 5y < CI1My210) < C [(1 + )Plum@) + |M0Hz(9)] .
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Agora, considere a terceira equagao de (2.5). Note que My M L, (?1, M , ﬁ) €
LX(Q) e py € L@, Como Wy € H*(Q) — W227§(Q), entdo pela Proposigao 1.7 existe

uma tnica solucdo W e W5 (Q) tal que

o

Como W3 (Q) — L¥(Q) pelo Lema 1.3(4) e pelo Lema 2.1, temos que W e L(Q) e

satisfaz

IWllzsg) < CIW w21 g
<c|(1+ HTD\H + M, 1+ H,EH +C H?H H,EH W .
K s T Mol 1@ o 145 ) T 1Wolireey

Analogamente, observe que para a quarta equacao de (2.5), temos que (o +
pr,) € Lg(Q) e como Ly € H*(2), entdo pela Proposicdo 1.7 existe uma tinica solucio
Ly € W3H(Q), e como W3 (Q) — L8(Q) pelo Lema 1.3(7) e pelo Lema 2.1, temos que
Ly € L3(Q) e satisfaz

| Lall sy < €' L2llw2 g
<Cl(1+ HTD\H + | M, 1+ HﬁH L HTD\H HQH + W, .
[( g, * 1ol v NP Al )+ 0l

Por ultimo, considere a primeira equacao de (2.5). Note que,

, P P
P, — kpAP, = oy M (1= =2 ) + dowW (1 — == ) = Moy AP, — (aq + pp) Py
CM C'M

oy M dowW
= — Ll + w )+)\k’2A+(Oé1+,uP1) P1+)\QOMM+)\(,DWW
Cu Cu

Ty T O
L¥(Q) — Lg(Q). Como Pyy € H*(1), entdo segue da Proposicio 1.7 que existe uma tnica

solugao P, € W3 (Q) tal que

Dai, temos que + Mk At (o +pp,) € L¥(Q) — L*(Q) e Aoy M+ oy W €

1Pzt gy < C (ID0nM + 2w W a0y + [Pl agay) -
Usando o Lema 1.3, tem-se que P, € L¥(Q) e
1Pl s < € le”WQQ’l(Q) <C (HMHLQ(Q) + W2 + HP10HH2(Q)) ,

onde C é uma constante positiva.

Portanto, podemos concluir que S) esta bem definida, como queriamos demons-
trar. 0

Lema 2.4. Para cada A € [0,1], a fungao Sy(-) : ([/8(62))5 — (LS(Q))5 é compacta, ou

seja, € continua e leva conjuntos limitados em conjuntos relativamente compactos.



Capitulo 2. Prova dos Resultados Principais 36

Demonstracao.
Primeiramente, vejamos que a fun¢ao leva conjuntos limitados em conjuntos relativamente

compactos. Seja B < (Ls(Q))5 um conjunto limitado. Dai, existe rp > 0 tal que
H(P17M7VV7L2>A)HL8(Q)<T37 V(P1>M7W>L27A)EB'

A~ A~~~ A

o~ N N~ A

‘Wi%@) = [[(Pr, M, W, L2, A2 q)

< |Pilwzr) + 1Mz ) + Wz ) + [ L2lly2r ) + [Alw21q) -

Precisamos estimar os termos do lado direito da desigualdade.

Note que, na quinta equagao de (2.5), temos pela Proposi¢ao 1.7 que
|Aly21 < C <H)\0L2HL2(Q) + HAOyHQ(m) <C(1+7rp)

De maneira andloga, vamos estimar os demais termos usando o Lema 2.1. Note

que, na segunda equacao de (2.5), tem-se

+ || M,
s Mol

) + MO|H2(Q))

My < C ([PasPaB) = MMy (P, BT, A)

<C([P@),, , + 1Ml &P A)

LY@

<C(1+ H?\lH ) +rpC (1 + HEH + Hﬁl Hﬁ >
L3(Q) LA(Q) L3(Q) L3(Q)
+ [ Mol 72
<O(+rd).
Em seguida, para a terceira equacao de (2.5), tem-se que
Wiz < O ( |Madcy (P AL A)| L -+ WOH2(Q))
<0 (Wil Ml [0 (PLAT A, o+ Wil )

<C(1+73).
Analogamente para a quarta equagdo em (2.5), tem-se que
|Laly21 i) < C (}AklMcl (LA, HL20|1H2(Q>)

<C(1+7rp).

Finalmente, para a primeira equacao em (2.5), tem-se que

”P1HW22’1(Q)

Aoy M — Aoy M Py Aow W Py

+ AowW — + || P
Cir Yw Cor 20 | 10||H2(Q)
< Ml g2y + [ M| gy 1P 2agy + W2y + Wl agy 1P2] 24

+ [ Al ) [Pl oy + [1Proll g2y <C(1+rp).

< — A AP,
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Assim, usando as estimaivas obtidas, temos que

|(Pr, M, W, Ly, A) g2 )
SCA+mS) +CA+r3) +C(1+7p) +C(1L+7)) +C(1+75)
<C(1+7r%).

Logo, a imagem de B por Sy(-) estd contida em algum conjunto limitado de
Wy (Q). E como W5'(Q) — L8(Q) com imersio compacta, tem-se que tal imagem §é

relativamente compacta em L%(Q).

Agora, vejamos que a funcao é continua. Fixemos A € [0, 1] e denotemos por

N~ o~ TS A TS~ Y~y T A

Utilizando a quinta equacio de (2.5), temos que A = A; — A, satisfaz

A~ kaAA + paAd = o [f;—fg]

L?(Q)) '

HAHWQQ’I(Q) < HUHLOO(Q) HL% — L%HLZ(Q) <C HL% — L3

Assim, aplicando a Proposigao 1.7, temos que

A2y < € (‘)\a (T -13)

Mas como A < 1 e 0 € L*(Q), entao

@) (2.6)

Agora, utilizando a segunda equacdo de (2.5), temos que M = M; — M, satisfaz
M — knyAM + pupr M = Aoy <732(1/3:1) - 732(1/{2))
— Ny | MLy (P, 3y, Ay) = MLy (PR, 3D, ).
Mas observe que

MiLy(PL My, A7) — MyLy (P2, My, As)
= M1£1(P117 M17A1) - Ml£1<P127M27A2> + Mlﬁl(P127M27A2) - M2£1(P127 M27A2)
= My (Ly(PL, My, Ay) = £4(PE My, Ay) ) + MLy(PE, A, A).

Logo, substituindo na equagao anterior, tem-se que

M — by AM + pp M — MLy (P?, My, Ay)
~ s (PQ(PII) - PQ(PE)) M M, <L‘1(P11, M, Ay) — Lo(P2, M, A2)> .

Dai, pela Proposigao 1.7,

HMHWQQ’I(Q) < H)\OQ <732<P11) — PQ(P3)> + )\klMl <£1(P11, Z/\/Tlale\l) - El(P127 ]/\/727;1\2)> 12(Q)
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Como A <1 e ag, k; € L*(Q), entdo

¥z 0) < laallmia [Po(P = PP,
+ Ml o gy | £2(PEL M, A) = £4(PR, M, )|

12(Q)
Portanto, aplicando o Lema 2.1(v), obtemos que
Wl < O~ Bl + Mo [P B ([ |8 |%
H ||W221(Q) 1P 1 HL4(Q) [ 1HL4(Q) 1 1 15(Q) 2 15(0) 2 14(Q) 2 L8(Q)
—~ o~ 2 — —~ ~ S ~
WWH@W%WQ+OM—MWQQHWM@+Wm@mmwo

+ CJ AL = As| ) (1 + [A2lLsi@) + 1Pl s + HP12||L8(Q)HA2HL8(Q)>
+ C AL = As| sy (1P sy + 1P sl Azl Laq) + HPfHLS(Q)HPfHLS(Q)HA2HL8(Q)>

+ [ Az o) | P — P
L4(Q)) '

so(|A-Rl,, ¢ lm-m,, <[5 -%
LY(Q) LY(Q)

Agora, procedendo de modo andlogo, considerando a terceira equagao, temos
que W = W, — W, satisfaz

(2.7)

/

Wl — k’MAW1 + ,UWWI
= Ny [ My (£1(PL, My, A)) = £4(PR, Mo, A3) ) + ME(P?, My, A3) |

Assim, segue da Proposicao 1.7 que

7200y < Wi (24P 30, ) — (PR 3 ) + MDA B )|,

El(Pllvjw\laﬁ\l> - £1(P127]/\-4\2a1/4\2)

< Iull=@I Ml |
+ e [ gy | £1(PR, B, )

LY(Q)

Q)

Logo, usando o Lema 2.1, conseguimos majorar os termos restantes, e portanto,

@@ e
L3(Q) LYQ) L3(Q)
—~ 2 —~ —~ ~ S ~
_ 2
o |4 LS(@)) + OB - Mhlps) (1+ |Aslpsc@) + [Pl Ao )

+ ClA = Al (14 1 Al ai) + | Plzsi) + 1P|zl

temos que

[Wlyz1) < ClMilzsi) [P - P2

+ |
(@)

L8

+ HPl2

+ C| A1 — As| sy (1P o) + 1P rs@)l A2l ey + HP11HL8(Q)HPIQHL’S(Q)HA?HLS(Q)>

+ [ Az L2y | P — P s
<o(|p -7, + i -5, A5 -E]L )
L4Q) LYQ) LA(Q)

(2.8)
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Em seguida, considerando a quarta equacdo, temos que Ly = L1 L% satisfaz

Ly — kAL + (0 + pz,) Le
~ Mo [Ml (ﬁl(Pll, My, Ay) — L1(P2, MQ,A2)> + ML (P2, MQ,AQ)] .

E portanto, pela Proposicao 1.7, temos que

_ S T

ITalwzig < ClMilz) le 3 . (HAQ .
‘/\ 2

8(Q) L3(Q)

)+ CIFE - Tl (14 1 Aelusio) + 1Pl Ao
+ CAr = Al (1+ 1Azl + 1Pz + [Pl |zl
+ O AL — Az s (1P s @) + 1PV s A2llzaq) + HPfHLS(Q)HP12|\L8(Q)HA2HL8(Q)>

+ | A2l s | P — P2l rag)
L4(Q)) '

O ([B =B |52 [ -
LY(Q) LY(Q)
Finalmente, utilizando a primeira equacio, temos que P, = P} — P} satisfaz

[ Ae], )1
LY(Q)

+ HPl2
L

(2.9)

P, — kpAP; + (ay + pp, )Pl + g—MMlﬁl - g—w + kA Py

=\ lgoMM +owW — O M p2aT — CZPEW— k:ngA] :

Como A € [0, 1] e pela Proposi¢ao 1.7, entao temos que

PM p23f "D—WPQW k:QPQZ

Hﬁleg Loy < M ze o) HSOMM + oW — CM

< loulini Ml lowlinor [P+ |5 HMM L
i, \mm@w%mﬁmemwwmﬁm@

L4(Q)> '

Cﬂﬂ—ﬂ\ o[ 8], + [
L4(Q) LYQ)

(2.10)
Logo, pelas desigualdade (2.6)-(2.10), temos que
HRI - RQH(W22,1(Q))5 = HS)\ ;’I’]/W\l Wl z\%aﬁl) SA<ﬁ\12>]/\Z2 W2 227 A2 H(W21(Q))
< HPlHWQQ’I(Q) + HMHWQQ’l(Q) + HWHWZQ’l(Q) + HLQHW22’1(Q) HAHWZQJ(Q)

o (R P LR A R
L4(@Q) L4(Q)

L4(Q)) ’

Portanto, pelo Lema 1.3, W5 (Q) — L%(Q), logo podemos afirmar que Sy(-) é

continua em L*(Q), como querfamos demonstrar. O

sendo C uma constante positiva.
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Lema 2.5. Dado B (LB(Q))5 um subconjunto limitado, entdo para cada (Py, M, W, Ly, A) €

B, a fungio Siy (Py, M, W, Ly, A) é continua, uniformemente com relacio a B.

Demonstragao.

Dado B < (L*(Q))® um subconjunto limitado, existe 7z = 0 tal que

A~ A~~~ A A~ A~~~ A

H(Pl,M,W,Lz,A)H <rg, (P, M,W, Ly A) e B.
(L3(Q)

A~ N N~ A

A~ A~~~ A A~ A~~~ A

por Zl = S/\I(Pl,M, W, LQ,A), ZQ = S)\Q(Pl,M, W,LQ,A).

Primeiramente, utilizando a quinta equacio de (2.5), temos que A = A} — Ay
satisfaz
A — kg AA + paA = (A — Ay) Lo,

Assim, pela Proposicao 1.7, segue

HAHWg’l(Q) < H<)\1 - A2)0L2HL2(Q) < ‘)‘1 - )‘2‘ HUHL”(Q) HL2 L2(Q) (211)
<

C’)\l — )\2‘7“3.

Agora, considerando a segunda equagao de (2.5), temos que M = M; — M,

satisfaz

M’ — ky AM + pup M = (A = Ao)sPa(Py) — Mky My Ly (Py, M, A) + Moky My £y (Py, M, A)
= ()\1 - )\2)0&27)2<P1) - k’lﬁl(Pl, M,A) [)\IMI - )\QMQ:I .

Mas, observe que

MMy — XMy = MMy — Mo My + Mo My — Ao My
= (M1 — A) My + Mo (My — M)
= (A1 — \o) My + Ao M.
Assim, substituindo na equacao anterior e colocando a parte linear no lado esquerdo da

igualdade, temos que M satisfaz

W — k’MAM + /,LMM + k?l/\gﬂﬁl(ﬁ, ]/\Z, A\)
= ()\1 — )\Q)QQPQ(Pl) — ]{?1()\1 - )\2)M1£1(P1, M, A)
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Logo, pela Proposicao 1.7 e utilizando o Lema 2.1, obtemos que

HMHWQM(Q) < H()q - )\Q)OZQPQ(E) — k(A — )\2)M1£1(16;, ]\77 2)

N L3(Q)
< A1 = Ael el 0 g HPQ(Pl) £2(Q)

+ = Ralllkllzm@) 1Ml gy | £1 (P M, A)

LYQ)

) (2.12)
L3(Q)

+ O = Xl (C+ C (141 + 1Pl 1l ) )

ClA\ — Xo|rg + C|A — Ao|rB (C +C (TB + 7’%))

ClA = Xo|rs + CIA — Aalr + CA — Ao,

ClA1 — Ag| (TB +rE + r%) )

<O — N (C e, HTD}

NN N

A seguir, utilizando a terceira equacao de (2.5), temos que W = W, — W,

satisfaz
W' — kAW + pw W = ky Ly(Pr, M, A) [\ My — A\ M)
= (A = M)k My Ly(Pr, M, A) + Aokt MLy (Pr, M, A)
Logo, pela Proposicao 1.7, tem-se que

W21y < H(A1 Nk MLy (Pr, M, A) + Mokt MLy (Pr, M, A)

o L2@)
£1(P17M7A>
M .

< A= Aol [|Ra () [ My a
il e gy |1 (P, M, A)

4

n

Portanto, usando a estimativa encontrada para M e o Lema 2.1, temos que

W <O — A 1 Hﬁ Hﬁ Hﬁ
H HWZZJ(Q) ‘ 1 Z‘TB < + L4(Q) + 1 LS(Q) Lg(Q)
+C(1+Hﬁ +Hﬁ Hﬁ M= Ao (rp + 7% + 1) (2.13)
L4(Q) L8(Q) L3(Q)

SO — X|(rg + 15 + 1) [1+ (re +13)].

Agora, considerando a quarta equacio de (2.5), temos que Ly = Lj — L3 satisfaz

E — kLALy + (0 + ppy) Lo = /f1£1(1/D; M\, 121\)()\1M1 — Ao M)
= ()\1 — )\Q)kilMlﬁl(Pl, M,A) + )\leﬁﬁl(Pl,M,A)

Assim, procedendo de maneira andloga ao realizado na equacio para W, segue que

HEHWQQ’I(Q) < Cld = Ay (rB g+ 7“?3) [1 + (rp + 7’?3)] . (2.14)

Finalmente, utilizando a primeira equacao de (2.5), obtemos que P, = P} — P?

satisfaz

g — — P} Pl
Pl — kpAPl + (a1 + ,upl)Pl = )\1 leMl ( — 701 > + QDWW1 (1 — 701 ) — kQAlpll]
9 M M

P P2
— )\2 [@MMQ ( — C’l) + QDI/VWQ (1 — C’1> — k2A2P5:| .
M M
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Fazendo a diferenca termo a termo observe que,

Mo My — )\10 MIP — Aoy My + )\20 M2P2

= SOMO\lMl - >\2M2) C'
= SOM(()\l — )\Q)M]_ + )\2 )

(AlMlPl MMy PY)
M (MM P! = MMy P?)

CM
mas como
)\1M1P11 — )\2M2P12 = >\1M1P11 — )\2M2P11 + )\QMQPII — )\QMQPl2
- ()\1M1 - )\QMQ)Pll + )\QMQE
= (A1 — A\o) M P} + XNoMyPE + Mo My Py,
entao,

MMy — >\1 M1P — Aoy My + )\2 ]\421[’2
Cu Cu

= QM ((/\1 )\Q)Ml + )\QW) — 907M (()\1 )\Q)Mlpll + )\2M2P12 + )\QMQE) .
M
Analogamente, temos que

P} p2 B
Arpw Wy (1 — CM) — Xoow Wo <1 — ;4) = ow (()\1 — X)W + )\QW)
- ((/\1 — M)W P!+ Mo Mo PP+ )\QWQ?I) 7
M

e também,
)\1k52A1P11 — )\Qk’QAQPIQ = ]{32 ()\1A1P11 - /\2A2P11 + )\2A2P11 - AQAQPIQ)
= ko (M1 = X)) A1 P} + M AP + M AP .

Logo, obtemos que P, satisfaz
— kpAP; + (o + pp ) Pro= our (A — Xo) My + Ao M) — —M (()\1 Ao)M P}
FAMPL) + o (A — M)Wy + A TV) — gz (A1 = A\)TWP + AW, P)
+ ko (M = A)AL Pl + M AP + XA P) .
Passando a parte linear para lado esquerdo da igualdade, temos que,
P| — kpAP; + (on + pup, )P, + 2 Cor AQMQP1 + CZ NoWo Pl — kydo APy
= Qop (()\1 — Xo) My + Ao M) — C (()\1 ) MPH) + ow (A1 = X)Wy + A W)
— 2T (M = X)W PY) + ks (M — A2) AL PY) + ko Ao AP

CM
Portanto, pela Proposicao 1.7, segue que
[Pz < loarh = 2 Mil ) + loardoM ]| oy, l (= 2)MA 12(Q)
+llow s = A Wal 2y + w20 H (A = Aa) TP
L(Q)
+[ka(Ar = X) ALP | o ) + k222 AP
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e assim,
HHHWQQJ(Q) < O = A HMlHLQ(Q) +C W"L?(Q) +CA = A W’h%@) HP11HL4(Q)
+CM = Ao Wi 2y + C HWHLQ(Q) + CA = Aq HWHL4(Q) HP11HL4(Q)
+COA = A HA1HL4(Q) ”P11HL4(Q) +C HAHL‘l(Q) HP11HL4(Q) )

usando a estimativa (2.11) e apds algumas simplifica¢oes, pode-se verificar que
1P <CM = Xlrp(re+ry+rE) (L+ (rp+713)) + ClA — Aalrg (1 +78)
+ O\ = Xof (rp + 7% +15) (L+ (rp +1%))

2
Wy

<CA =Xl [(rp+ 15 +rE) A +rp + 1) (M — Xelrg + 1) + rp(l + rp)]
< C|A1 — N\
(2.15)
Portanto, pelas desigualdades (2.11)-(2.15), tem-se que
HZI — ZQH(WS’I(Q)F = HS)\l (ﬁu ]/\Za W; 257 121\) - S)\z (16;, M? W, E\ZJ A\)‘(W2’1(Q))5
< HEHWSJ(Q) + HMHWQQ’l(Q) + HWHle(Q) + HEHle(Q) + HZHWZ?J(Q)
< C|A1 — A,

A~ A~~~ A

B, como queriamos. []

Lema 2.6. Para A\ =0, a fungio Sy(-) tem um unico ponto fizo.

Demonstracao.
Para A = 0, temos que (Py, M, W, Ly, A) € (Ls(Q))5 é um ponto fixo de Sy(+) se, e somente

se, satisfaz

r /

P, — kpAP; + (a1 + pp, ) PL =0
M — kyyAM + pp M =0

S W —kwAW + W =0

Ly —kpALy + (0 + pip,) Ly = 0
A — KAAA+ pgA =0

com as condigbes (2). Aplicando a Proposi¢ao 1.7 em cada equagao do sistema acima,
garantimos que existe uma unica solugdo (P, M, W, Ly, A) € (VVQQ’I(Q))5 — (Lg(Q))5
deste.

Portanto, Sp(-) tem um tnico ponto fixo em (L8(Q))5. O

Lema 2.7. Existe um numero p > 0 tal que para qualquer X € [0,1] e qualquer possivel
ponto fixo (P, M, W, Ly, A) € (LS(Q))5 de Sy(+), tem-se que

lea M7 VV? LQaAH(L8(Q))5 < p.
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Demonstracao.
Seja (Py, M, W, Ly, A) € (L*(Q))° um ponto fixo de Sy(-), para algum A € [0,1]. Logo

satisfaz ao sistema

-

P, — kpAP, = A [gpM (1 — Pl) M + ow (1 — Pl) W — k:QAPl]
Cu Cur
— (a1 4+ pup) Py em @,
J M — kyAM = NawPo(Py) — ky MLy (Py, M, A)] — pay M em @, (2.16)
W' — ky AW = Ney MLy (P, M, A) — iy W em Q,
Ly — kp ALy = Ney MLy (Py, M, A) — (0 + piz,) Lo em Q,
| A~ kaAA = N[oLy] — paA em Q.

com condi¢oes iniciais e de fronteiras (2).

Afirmamos que P; < C);; Primeiramente, note que P{ = (P — C’M)/ e AP, =

A (P, — Cyy). Assim, podemos reescrever a primeira equagio do sistema acima da forma;

(PL— Car) — kpA(P, — Cag) = AP — O )M — AEZYV(Py = Cap)W — Mo AP,
CM C’M

— (a1 + pp ) Pa(P1)
Considerando a parte positiva do termo (P, — C)y), ou seja,

Pl—CM, seP1>CM

P —Cu)s =
R iy

Multiplicando a equagao acima por (P, — Cjy)4 e integrando em 2, tem-se que

1d A
3 | (= O ke [ V(P = oo = = 2 | (P - Cun?
- C’J <,0WW(P1 - CM)i - )\k2f APl(Pl - CM)+
M JQ Q

— (O./l + Mpl)J Pl(Pl — CM)+
Q
Observe que,

on + ) j Pi(Py— Cn)s = —(0n + pir,) ng — Cu)(Pr — ),

— (o1 + ppy) JQ Cu(Pr—Cu)y

~ e+ un) | (Pi= Can?

— (a1 + pp) f Cu(Pr—Ch)y.
JQ

Temos que kpf IV(P, — Cyr)+|* = 0 e o primeiro, segundo e terceiro termos
Q
do lado direito da igualdade sdao negativos, pois P;, M, W, A > 0 pelo Lema 2.2. Além

disso, —(a1 + pp,) J Cy(Pr — Chy) 4 € negativo, entdo podemos reescrever da forma
Q

1d

—— | (P - CM)i < —(ap + MPI)J (P — CM)?M
2dt J,

Q
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Pelo Lema de Gronwall (Lema 1.1), tomando n(t) = J (PL—Cu)2, p(t) = —(aq + pp,) e
Q
¥(t) = 0, temos que

J(Pl(t) —Cy)i < Q_SS(QHHPI)J
Q

(PIO_OM)E- < OJ (PIO _CM)?H
Q Q

sendo C uma constante positiva. Mas, como (Pjp — Cy);+ = 0, entao tem-se que
J(Pl—CM)i =0 = (A-Cu)i=
Q

Logo, sendo (P; — Cyy) = (P1 — Cyy)y — (Pr — Cyy)— entdo (P — Cyy) < 0. De

onde, P; < (), como queriamos.

Agora, considere a segunda equagao do sistema (2.16). Dai, multiplicando por

M e integrando em (2, obtemos que
f M8+kMJ TMOIVM|? + uas J M? = )\ozgf Po(P )M —Aklf MBLy(Py, M, A)

< AangQ(Pl) s
Q
(2.17)

pois —)\klj M®Ly(Py, M, A) < 0. Usando a desigualdade de Holder (Proposicio 1.4),
Q

th

comp=8eq= - tem-se que

37 | 20 | TMOOME s | M < el PP s 1M
E, como sabemos que || f?||ra = || f||744, entao

f M+ by J TMOIMP + juag j M < Paslliem@) 1P (P) sy | M g

8/7
<0 (PPl + (11Txe) )
<C ”7)2(131)’\%8(9) +C HM”iS(Q)

th

Como Py < Cy, entdo [Pa(F1)]1sg) < C, e ainda, como o segundo e terceiro

termo do lado esquerdo da equagao (2.17) sao positivos, podemos assim escrever que

8 8
thfM 0+0\M||L8(Q)_0+ch

Dai, pelo Lema de Gronwall (Lema 1.1), com n(t) = f M(t)%, o) = C e
Q
¥(t) = C, temos que

Q Q
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Agora, consideremos a quarta e a quinta equagdo do sistema (2.16). Dai,

multiplicando a quinta equagao por A e integrando em €2, obtemos que

1d

Ld A2+k*AJ |VA]2=)\J ULQA_J JLAA?
2dt Jo 0 0 (2.18)

<cf L§+CJ A2
Q Q

Multiplicando a quarta equagao por Ly e integrando em €2, tem-se que

1d

—— | L2+ ka IV Ly|* = )\J kyMLy (P, M, A)Ly — f (0 + pr,) L2

Q
< C M iy 161 (P, M. A1 g Ll 2y + C f 1
< CIL(PL M, A)lag) + C Lol + € ILalzag)
<

C (141417, + 1 Lallao))
<C<1+J A2+J Lg)'
Q Q

Logo, somando as equagoes (2.18)-(2.19), obtemos que

(2.19)

1d
L T kAf VAP + ka VI, <C+ OJ (A2 + I2),
2dt Jg Q Q 0
como o segundo e o terceiro termos do lado esquerdo da desigualdade acima sao positivos,
temos que
1d
—— | (A% + L2 <C+CJ(A2+L§).

Assim, utilizando o Lema de Gronwall (Lema 1.1), com 7(t) = J (A2 +L13), o(t) =C e
Q
¥(t) = C, entao

L(A2 +L3) <e” <L(A§ +12) + L C) <C.

Portanto, [|Al| 2 < C e ||Laf 2y < C.

Agora, considere a quinta equacao do sistema (2.16):

A — kAAA + paA = Ao L.

Como oLy € L*(Q), entdo A € W5 (Q). Pelas imersoes W3 (Q) — L'°(Q) —
L3(Q) em R?, tem-se que A € L¥(Q). Além disso,

HAHLB(Q) <C HAHW22’1(Q) < ||)‘UL2||L2(Q) < ||/\U||L°°(Q) HL2HL2(Q) <C

Da mesma forma, considere a terceira equagao de (2.16):

W' — ky AW + uwW = Ny MLy (Py, M, A).
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Como ML (P, M, A) e L*(Q) e W € L*(Q), entao temos que ey ML, (Py, M, A) € L*(Q).
Assim, W € W5 (Q) — L%(Q), pela imersiio de Sobolev em R? (Lema 1.3). Logo,

C W21 gy < M MLy (P, M, A)| 2
Mt o 1M iy 161 (Pr M, A
C M) (1+ 1Al gy + 1Pill sy 14laiqy) < € (14 14lgy) < €.

W5 )

NN N

Por fim, observe na equagao em Ly que podemos proceder de forma andloga ao
realizado acima para obtermos que Ly € W22 ’1(Q) e pela imersao de Sobolev, em R?, segue
que Ly € L¥(Q), entdo

< HL2||W22’1(Q) < Ak MLy (Pr, M, A)HL2(Q)
< AE ooy M paggy 1£1 (P, M, A)| g
<O (14 4g) <C

I L2 s )

Portanto, temos que
1Pl sy + M| sy + IW sy + L2l sy + Al sy < )
sendo p uma constanto positiva. 0

Logo, verificamos as hipoteses do Teorema do ponto fixo de Leray-Schauder, e

entao podemos provar a Proposicao 2.1:

Demonstracao.
Pelos Lemas 2.3 - 2.7, concluimos que a fungao Sy : (LE;(Q))5 — (LS(Q))S, com A € [0, 1]

satisfaz as hipdteses do Teorema de ponto fixo de Leray-Schauder. Entao, existe um tnico

A~ N N~ A

A~ A~~~ A A~ A~~~ A

satisfazendo o sistema (2.4). O

2.3 Demonstracao do teorema de existéncia e unicidade

Para completar a demonstracdo do Teorema 1.1 consideremos

A~ N N N N~ A A~ N N~ AN

A~ N N S N~ A

LYQ) x W3 (Q) x W3 (Q) x LY(Q) x W3 (Q) x W3 (Q) é a tinica solugio do problema
(2.4)-(2).
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A~ N N~ A

Pelo Lema 2.2, temos que P, M, W Lo, A sdo fungoes nao negativas. E pelas ob-

servagoes 2.1 e 2.2, temos que I/D;, Z: sao fungoes nao negativas. Logo, (Py, Py, M, W, Ly, Ly, A) =

A~ N N N N~ A

temos que
1Pl sy + 1M sy + IW sy + 12l sy + 1AlLs () < €
Agora, pelo Lema 2.1(4i7)-(7v) e pela desigualdade acima, tem-se

IPalisc) = PP sy < O (14 [Pilsy) < ©

ILalzaq) = I1£4(P M, A)laigy < C (14 Al gy + 1Pty 4l sy ) < €

Aplicando a Proposi¢ao 1.7 na primeira equagao do sistema (1)-(2), como
P P,
OMm <1 — 1) M + Ow (1 — C’1> W — (061 + ,UJP1>P1 — kQAPl € L4(Q) e P10 € H2(Q),
M
|Prlyzi ) < C <HP10HH2(Q) + M| 2y + 1Pl sy 1M1 gy + W L2
+ Pl pag) M| sy + 1Pl 2y + 1Al HP1HL4(Q)> <C
Em seguida, procedendo de forma analoga, observe que o lado direito da terceira
equacao do sistema (1)-(2) pertence a L*(Q) e My € H*(Q), entdo M € W' (Q) e
[ Mlly21q) < C (1Mol o) + laaPr = ki MLy — MMMHLZ(Q)>
< O (IMo g2 ) + [ P2l g2y + 1M | sy [ Eall oy + HMHLQ(Q)) <C
Na quarta equacao do sistema (1)-(2), temos que kyM L, — puwW € L*(Q) e Wy e H*(Q),
entdo W e W'(Q) e
W2ty < € (IWolliagey + ki MLy = W)
< C (Wl + 1Ml Ll aig) + 1Wliag) < C.
Procedendo de forma analoga para as equagoes correspondente a sexta e sétima do sistema
(1)-(2), temos respectivamente que Ly, A € Wy (Q) e
| Lally21q) < C (IL2ol ey + [k MLy — (o + ML2)L2HL2(Q))
< O (L2l g2y + 1M Loy [ L1l o) + HL2HL2(Q)) <C,
[Alz1g) < € (I 4ol iz + oLz = #aAl )
< C (Aol sy + L2l gy + 14l 20y ) < C.
Portanto, temos que

||P1HW22’1(Q) + [Pl pag) + HMHWQQ’l(Q) + HWHWZQ’l(Q) + [ L] )
+ L2l ) + 1Ally21g) < C.
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2.4 Demonstracao do teorema de regularidade

Agora, vamos demonstrar o Teorema 1.2 utilizando argumentos do tipo boots-
trapping.

Consideremos (Py, Py, M, W, Ly, Ly, A) € W3 (Q) x L*(Q) x W5 (Q) x W3 (Q) x
LYQ) x W3 (Q) x W3 (Q) solugdo do sistema (1)-(2). Observemos que

:PQ(P1> PQOthO +fBl’t8041P1dS

t
onde B(z,t;s) = exp <—J as + /Lp2>, por (2.2).

Pelo Lema 1.3, temos que P, € W3 (Q) — L'°(Q), e pelo Lema 1.2, Py €
H*(Q) — L*(Q), pois Q = R?®. Como B(z,t;s) € L*(Q), entdao P, € L'°(Q) e
t

PyB(x,t;s) + J B(z,t; s)aq Py
0

1Py

o) = \
L1%(Q)

T
< [ Pooll o) 1B 85 9) [ o) +f0 [B(x, £ 8)| Lo () |l ooy [Prll o) < C-
Mais ainda,
Py=aP— (ag+pup,)Py» = P,e L'Q).
Entao, P, € C ([O,T]; LlO(Q)), pela Proposigao 1.5 e

||P2HC([0,T];L10(Q)) <C HP2||L1°(Q) <C.

Agora, observemos que

t
Ll - El (Pl’ M’ A) - LlOE(J],t,O) + f E(xut; S)A <90A + qkjlpl)

0

_ k

com B(x,t;s) = exp SOAA + EPlA + pir, + k1M ), por (2.3).
s Ca Cwu

Pelo Lema 1.3, temos que P, M, A € W3'(Q) — LY(Q) e pelo Lema 1.2,

Lip € H*(Q) — L*(2). Como B(x,t;5) € L*(Q), entdo Ly € L°(Q) e

_ t_ L
[L1lzsg) < || LroB (2,0 + f B(x,t;5)A (soA + (qijl)
° \ M/ s
< | Lioll oy [ B, 80| 15 ) + fo [B(@, t:9)] o) | Al 15
+ [B(@,t: )] oy 1Al o) 1Pi o)
< C.
Mais ainda,

: ko P L
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pois usando a desigualdade de Holder (Proposigao 1.4), temos que

5
2

ol

5
f (PLL,A) HPI
14(Q)

5
= ”PlHLlO HL1||L5(Q HA||[2,10(Q) < +00.

Portanto, Ly € L*(Q) e L, € L3(Q).

Consideremos agora a primeira equagao do sistema (1)-(2):

: P P
P —kpAP = oy (1= =2 ) M+ o (1= =2 ) W = (a1 + pp, ) PL — ks AP
OM OM

Note que o lado direito da igualdade estd contido em L°(Q) — L%(Q). Como Py €

2

_2 10
H*(Q) = W3 (Q) — W; 7(Q2), pelo Lema 1.2(7), para 2 < ¢ < 3 Ou seja, Py €

Logo, pela Proposicao 1.7, temos que P, € Wi'(Q) e satisfaz
3

P P
Pihzgion <€ (1Pl g+ Jow (1= 25 ) 24w (1= Z5) w

10
3
_<Oél + MPI) k2AP1| 7(Q))
C <||P10||H2(Q) + | Pil o) 1M 15y + [1P1] pao) W 15 ) + HP1HL%(Q)
+ Pl paog) 1Al s )
< C.

Analogamente, considere a terceira equagao do sistema (1)-(2):
M — kyAM = asPy — ky MLy — M.

Como M e L'(Q) e L, € L*(Q), entdao obtemos que ML, € L%(Q). Assim, o lado direito
92

da equacgdo acima pertence a L%(Q) Mas, como My € H*(Q) — W, & (©2), assim pela
3

Proposicao 1.7, segue que M € Wil(Q). Além disso,
3

Mlhyge <O 1ML aosg o+ oPs = B M Ly = pas M g g

10

3
< C (1Mol gz + | P2 <C.

+ Ml gy 1 n o)

Agora, consideremos a quarta equagao do sistema (1)-(2):

W' = ky AW = kyM Ly — iy W.
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Note que o lado direito da igualdade pertence a L*(Q) — LI?TO(Q). Como Wy € H*(Q) —
22

10
Wi E (Q), e portanto, pela Proposi¢ao 1.7, temos que W € Wil(Q). Além disso,
3

3

W HW%&}(Q) <C ||Wo||Wz;%/3(m + [k MLy — pw W 100
1
3

< C (IWoll gz + 1Ml o) 1ol sy + Wl 39 ) ) < €
Consideremos agora a sexta equagao do sistema (1)-(2):
Ly —ky ALy = kyMLy — (0 + pug, ) Ls.

Observe que o lado direito da igualdade pertence a L°(Q) — L%O(Q). Mas, como Lgyg €

2

2-10
H?*(Q) — Wy ¥ (Q), entdo pela Proposicio 1.7, temos que Ly € W' (Q). Além disso,
3 3

HLszgg(Q) <C HLonwzfﬁ%(m + [kMLy = (0 + pir,) La| 10
10
3

<C (HLgon(m + [ M o) L1l s ) + ”L2”L%(Q>> s

Por dltimo, considere a sétima equagdo do sistema (1)-(2):
A — kaAA = 0Ly — iaA.

1

w\o‘ %)

9
Como o lado direito da igualdade pertence a L'°(Q) — L% (Q) e Ay e H*(Q) — Wy
3
entao pela Proposicao 1.7, tem-se que A € Wﬁl(Q). Além disso,
3

HAHW‘;’;}(Q) <C HAOHW 2o oLy — paA| 1w
3

T 10/3 (Q

oz ¥

< C (Iolqay + L2l g + 1413 ) < C-

Portanto, obtivemos até aqui que Py, M, W, Ly, A e W'(Q), P € C ([0, T]; L'°(2))
3
e Ly € L’(Q) com L) € L2(Q). Além disso,

HPlHW%E}(Q) + |l oo, rpsz000)) + HMHW%’OI(Q) + HWHWi(’)l(Q) + [ L] s

3

+ HL2HW§T§(Q) + HAHW%E)I(Q) <C

Mas pelo Lema 1.3(i1), Wﬁl(Q) — L?(Q), logo (P, M,W, Ly, A) € L*(Q). Com isto,
3
conseguiremos obter uma melhor regularidade para as solugao das equagoes diferenciais

ordindrias.
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Considerando a equacao em P,

¢
Py = Py(P1) = PyB(x,t;0) + J B(xt; s)ay Pyds,
0

¢
onde B(z,t;s) = exp <—J ag + pp2>, por (2.2), temos que o lado direito da igualdade

pertence a L*(Q), pois agora P; € L*(Q). Além disso,
P, = a1 Py — (ag + pp,) Py € L*(Q),

pois Ly € L*(Q). Assim, obtemos que P, € C ([0, T]; L*(2)), pela Proposigao 1.5 e

HP2HC([0,T];L°O(Q)) <C HP?HL@(Q) <C.

Analogamente, considerando a equagao em L,

— t L
Ly =Ly (P, M, A) = LigB(z,t;0) + J B(z,t;s)A (SOA + glPl)
0 M

_ t k
com B(x,t;s) = exp | — %A + %PIA + pr, + klM), por (2.3), temos que o lado
s YA M

direito da igualdade pertence a L(Q), pois AP, € L*(Q). Mais ainda,

: P L
Ly = oa+ aBi) (I A= pp Ly = ki MLy € L*(Q),
CM CYA

pois Py, A, M, L; € L*(Q) e pela Proposi¢ao 1.5, segue que Ly € C ([0,T]; L*(2)) e
| L1l oo, rp200)) < C 1Ll o) < C-

Logo, tem-se que

I\Pl\lwij(@ + | Polloqo, =) + ||MHW%61(Q) + HWHW%E}(Q) + [ Ll e oo

+ HL2HW%§(Q) + HAHW%}(Q) <C.

Agora, observemos que a regularidade das condig¢Oes iniciais estdo impedindo
uma melhor regularidade para nossa solucao, entao suponhamos que Pig, My, Wy, Lag, Ag €

W;(Q) para algum p > 2.

O lado direito da primeira equacao de (1)-(2) pertence a L*(Q). Como
2 2—

w‘g“ N

)
Py € WPZ(Q) — I/Vq2 (Q), com p < ¢ < §p7 entdo temos Pyg € Wy, * (£2). Logo da
3
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Proposicao 1.7, segue que P; € Wil(Q) e satisfaz
3

P1 Pl
2+ 1—— | M+ 1—— | W
57 (@) H(pM< CM) gDW( CM)

2p

leHW;;}(Q) <C leouwi

3
3

_(Oél + Mpl)Pl — szPlHL%(Q))
< C (ol + 1M1, 5y + IPMI ) + W55 o + 1PV 5

%
TPl g g T 14 2
<C.

Em particular, se Pjg € W2(Q), entdao P, € Wqu(Q) para todo 2 < g < +00.

Procedendo de forma andaloga para as equagOes correspondente a terceira,
quarta, sexta e sétima no sistema (1)-(2), se Mo, Wy, Lag, Ap € W;(Q), entao obtem-se que
M, W, Ly, A€ Wil(Q) e satisfaz

3

HP1HW§£(Q) + HMHI/V;;(Q) + ||WHW§£(Q) + ||L2HW§£(Q) + ||A||W§£(Q) <C
3 3 3 3

3

Mais ainda, em particular, se My, Wy, Lag, Ag € WZ2,(S2), entdo M, W, Ly, A € WqQ’l(Q) para
todo 2 < ¢ < 0.
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3 Consideracoes Finais

Neste trabalho foi proposto o estudo de um modelo matematico adaptado do
artigo (ESTEVA; RIVAS; YANG, 2006) que representa a dindmica populacional entre os

acaros da agua e os mosquitos em uma determinada regiao limitada.

Para este modelo foram obtidas existéncia e unicidade de solu¢ao. Também foi

obtido um resultado sobre a regularidade de solucao para o mesmo.

Foi utilizado o Teorema de ponto fixo de Leray-Schauder para garantir a
existéncia e unicidade da solucao do sistema que descreve o modelo analisado. Além disso,
conseguimos analisar a regularidade da solucao encontrada utilizando argumentos do tipo

bootstrapping.

Mais ainda, vimos que utilizando argumentos do tipo bootstrapping é possivel
obter a solugao do sistema em espacos mais regulares, desde que consideremos as condigoes

iniciais em um espaco de fungoes adequado.
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