.\3"/4 Universidade Estadual de Campinas

(] .
%Y |nstituto de Matematica Estatistica e Computacao Cientifica IMECC

UNICAMP Departamento de Matematica Aplicada

Implementacio Eficiente dos Métodos de
Pontos Interiores Especializados para o
Problema de Regressao pela Norma L,

Eliana Contharteze Grigoletto

Mestrado em Matematica Aplicada

Orientador: Prof. Dr. Aurelio Ribeiro Leite de Oliveira

Co-orientadora: Dra. Daniela Renata Cantane

Este trabalho contou com suporte financeiro da FAPESP.

Campinas-SP
Junho de 2011



Implementacio Eficiente dos Métodos de
Pontos Interiores Especializados para o
Problema de Regressao pela Norma L,

Este exemplar corresponde a redacdo
final da tese devidamente corrigida e
defendida por Eliana Contharteze
Grigoletto e aprovada pela comissdo

julgadora.

Campinas, 13 de junho de 2011.
Ausbs 0oL

A K, )
g A e

Prof. Dr. Aurelio R. L. de Oliveira
Orientador

Dr%. Daniela Renata Cantane

) Co-Orientadora
Banca examinadora:

Prof. Dr. Aurelio Ribeiro Leite de Oliveira (IMECC - UNICAMP)
Profa. Dra. Maria Aparecida Diniz Ehrhardt (IMECC - UNICAMP)
Prof. Dr. Antonio Roberto Balbo (Depto. de Matematica - UNESP)

Dissertacdo apresentada ao Instituto
de Matematica Estatistica e Compu-
tacdo Cientifica, UNICAMP, como re-
quisito parcial para a obtencdo do ti-
tulo de Mestre em Matematica

Aplicada.



FICHA CATALOGRAFICA ELABORADA PELA
BIBLIOTECA DO IMECC DA UNICAMP

Bibliotecdria: Maria Fabiana Bezerra Miiller - CRB8 / 6162

Gontharteze, Eliana .-~ 7/~ 1.0
G877i Implementacio eficiente dos métodos de pontos interiores especializados

para o problema de regressio pela norma L, / Eliana Contharteze
Grigoletto — Campinas, [S.I.: s.n.], 2011.
1351, ; il

Orientador: Aurelio Ribeiro Leite de Oliveira.
Co-orientadora: Daniela Renata Cantane.
Dissertagao (Mestrado) - Universidade Estadual de Campinas,

Iustituto de Matematica, Estatistica e Computagio Cientifica.

1.Métodos de pontos interiores. 2.Programacio nio-linear. 3.Modelos

de regressao. I. Oliveira, Aurelio Ribeiro Leite de  II. Universidade Estadual

de Campinas. Instituto de Matematica, Estatistica ¢ Computacdo Cientifica.
‘ ITI. Titulo.

Titulo em Inglés: Efficient implementation of interior point methods specialized to the L,-
norm fitting problem

Palavras-chave em inglés (Key-words): 1.Interior point methods. 2.Nonlinear programming.
3.Fitting models.

Area de Concentragio: Matematica Aplicada.

Titulacdo: Mestre em Matematica Aplicada.
Banca Examinadora: Prof. Dr. Aurclio Ribeiro Leite de Oliveira (IMECC - UNICAMP)

Profa. Dra. Maria Aparecida Diniz Ehrhardt (IMECC - UNICAMP)

Prof. Dr. Antonio Roberto Balbo (Depto. de Matematica - UNESP)
Data da defesa: 02/05/2011

Programa de Pos-graduacdo: Mestrado em Matematica Aplicada



Dissertacdo de Mestrado defendida em 02 de maio de 2011 e aprovada

Pela Banca Examinadora composta pelos Profs. Drs.

Avcle &4 0L
Prof.(a). Dr(a). AURELIO RIBEIRO LEITE DE OLIVEIRA

mw&bev&ww%@
Prof.(a). Dr(a). MARIA APARECIDA DINIZ EHRHARDT




Agradecimentos

A Deus, por me dar forcas e guiar em mais essa etapa da minha vida.

A minha mae Inés e meu irmao Eliel, cujo apoio e incentivo aos estudos foram im-
prescindiveis para que eu pudesse concluir mais essa etapa da minha vida académica, e por

estarem sempre comigo nessa caminhada.

Aos meus amigos e colegas Liz, Luis, Luciana, Marta, Juliano, Rafael, Sofia, Fabio,

Cicero, entre outros, pelo animo para seguir em frente e pelo apoio nas duvidas técnicas.

Ao meu orientador Aurelio, por estar sempre presente para me ajudar no projeto e
diante dos momentos de cansaco e desanimo soube ter paciéncia e me dar o apoio necessario

para eu vencer mais esse desafio.

Ao meu orientador da graduacao Balbo, pela forca, por me incentivar nos estudos e

por ter me direcionado ao mestrado.

A FAPESP - Fundacdo de Amparo e Apoio a Pesquisa do Estado de Sao Paulo, pelo

apoio financeiro.



Resumo

Os métodos de pontos interiores primais-duais para o problema de regressao pela norma-
-p desenvolvidos terao sua estrutura matricial resultante explorada objetivando uma imple-
mentacao eficiente. O problema de regressao tem intumeras aplicagoes em diversas areas.
A norma-2 é muito popular, entre outros motivos, por permitir uma solucao direta. Por
sua vez a norma-1 permite reduzir o efeito de pontos discrepantes enquanto que a norma
infinito garante protecao contra o pior caso. A norma-p permite pensar estas caracteristicas
de diferentes formas, adaptando o método ao problema a ser resolvido. A implementacao
dos métodos de pontos interiores a ser desenvolvida serd comparada com implementacoes

eficientes de outros métodos ja existentes.
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Abstract

The specific primal-dual interior point methods for the p-norm fitting problem previously
developed will have their resulting matrix structure exploited aiming at an efficient imple-
mentation. The fitting problem has numerous applications in various areas. The 2-norm is
very popular, among other reasons, for allowing a direct solution. The 1-norm allows the
reduction of the effect of outliers while the infinite norm provides protection against the worst
case. The p-norm allows to think these characteristics in different ways adapting the method
to the problem to be solved. The interior point method implementation to be developed will

be compared with an efficient implementation of other existing methods.
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Capitulo 1

Introducao

O objetivo desse trabalho é aperfeicoar e implementar métodos de pontos interiores

para resolver de maneira eficiente problemas de otimizacao nao-linear da forma:

: p
min [ Az —blf7, (1.1)

onde A € R™*™ é uma matriz de posto completo, b € R, m >ne 1l < p < oo. O sistema
linear Ax = b pode ser inconsistente e a matriz A é uma matriz de Vandermonde no caso
particular do problema de regressao polinomial.

Podemos definir a norma-p de um vetor v € " da seguinte forma:

n n
e llvll, = <Z Ivilp> = [lolly = ul”
i=1 =1

Em particular:

n
o Norma-L: [[v]; = > [vi].
=1

ol

e Norma-2: |jv], = (Z (Uz')2>

=1
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e Norma-oo: ||v]|, = max {|v;]}.
= n

=1,2,-,

Vejamos o que é um problema de regressao polinomial com um exemplo didatico.
Exemplo

Vamos considerar os seguintes pontos no %% (-4,1), (-3,-2), (-2,2), (-1,4), (1,1), (2,3),
(3,-1), (4,2). No problema de regressao polinomial a matriz A é uma matriz de Vandermonde.
Vamos encontrar os coeficientes de um polinomio, dados pela resolucao do problema de

min || Az — b||7.

Polinémio de grau 1: Inicialmente o polinémio buscado ¢ da forma p(z) = ag+a,z.
O ideal é que esse polindmio passe por todos os pontos para minimizar o problema. Sendo
assim, devemos ter: ag+ a;(—4) = 1 para o primeiro ponto, - -+ € ag+ a14 = 2 para o ultimo

ponto. Temos entdo que resolver o problema min || Az — b||7, onde:

(1 4| 1]

1 -3 )

1 -2 2
U I I T
11 1 @
1 2 3

1 3 1

14| EN

A solucdo desse problema utilizando o Método Barreira Logaritmica (sera descrito

no Capitulo 4) para p = 1,5 é dada por:



1,25 o
= e |Az™ — bl| ;5 = 17,2781.
0, 10

Graficamente:

p(z) =1,25+0, 1z.

Polinémio de grau 2: O polinémio agora ¢ da forma p(z) = ag + a1z + ayr?. Para

esse problema teremos:

1 —4 16 1
1 -3 9 -2
1 -2 4 2
Qo
1 -1 1 4
A = s b = e xr = aq
1 1 1 1
a2
1 2 4 3
1 3 9 —1
i 1 4 16 ] i 2 ]
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A solucao desse problema é:

2,0930

*

¥ = 0,1000 e | Az* — b2 = 16,8352.

—0,1124

Graficamente:

a4

p(r) =2,093 + 0, 1z — 0, 112422

Polinémio de grau 6: O polinomio é da forma p(z) = ag + a1z + axr? + azr® +

asx* + asx® + agx8. Para esse problema teremos:

[ 1 4 16 —64 256 —1024 4096 | 1] .
)

1 -3 9 —27 81 —243 729 9
a1

1 -2 4 -8 16 -32 64 9
a2

1 -1 1 -1 1 -1 1 4
A= b= e T=| a3

11 01 1 1 1 1 1
Qy

1 2 4 8 16 32 64 3
as

1 3 9 27 8 243 729 1
Qe
14 16 64 256 1024 4096 2 | L




A solucao desse problema é:

" =|1,6143 —0,8735 1,1611 0,2153 —0,2889 —0,0096 0,0135 e

| Az* — b2 = 3,4915.

Graficamente:

P

a4

a4t

p(z) = 1,6143 — 0,8735x + 1,16112% + 0,2153z% — 0, 2889z — 0, 009625 + 0, 013525,

Generalizando, se tivermos m pontos no %t dados por (z1,y1), (T2,%2), * -+, (T, Ym)
e quisermos fazer regressao por polinomio de grau n, p(z) = ag + a1z + asz? + -+ + a,z",

entdo teremos que resolver o problema de min [|Az — b||?, onde:

1z z? " (% ag
1 2 n
T2 T2 T2 Y2 a1
A= , b= e xr =
1 2 n
Tm Tm Tm Ym (7%

No Capitulo 2 apresentaremos conceitos fundamentais e alguns métodos para resolver
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um problema de otimizacao nao-linear, métodos esses que serao utilizados na resolucao do

problema (1.1).

No Capitulo 3 citamos varios métodos existentes que resolvem o problema (1.1), para
0s casos em que 1 < p < oo, p=1ep=o0. Em [16] sdo descritos os métodos Iteratively
Reweighted Least-Squares (IRLS), Método IRLS com procedimento de busca linear (IRLSL)
e 0 Método de Newton Globalizado que usa as condigoes de folgas complementares (GNCS).
O meétodo IRLS funciona melhor quando p esta suficientemente longe de 1. Dentre esses
métodos, o que apresenta melhor desempenho é o GNCS. Entretanto, esse método utiliza um

procedimento de busca linear que é computacionalmente muito caro.

Em [7] e [12] sao descritos os métodos de pontos interiores barreira logaritmica,
barreira logaritmica preditor-corretor, primal-dual barreira logaritmica e primal-dual barreira
logaritmica preditor-corretor para resolver problemas de regressao pela norma L,, com 1 <
p < 2. Esses métodos foram implementados em MATLAB e os resultados computacionais

comprovam que sao mais eficientes que o GNCS.

No Capitulo 3, Secao 3.6.2 e Secao 3.6.4, apresentaremos os métodos barreira loga-
ritmica preditor-corretor e primal-dual barreira logaritmica preditor-corretor ja existentes,
mas com as modificacdes no calculo dos residuos. No Capitulo 4 serd apresentada uma es-
tratégia para aperfeicoar os métodos propostos em [7], por meio de modificagbes no calculo
das dire¢oes, e dos pontos iniciais, com a intencao de reduzir o niimero de operacoes e fazer
com que estes métodos sejam computacionalmente mais eficientes, especialmente quando uti-
lizados para resolver problemas de grande porte. Em seguida sera feita uma implementacao

em MATLAB e em C. Os novos métodos implementados serdo comparados com os métodos



descritos em [7].

O enfoque deste trabalho é a resolucao de problemas de regressao polinomial, com
isso ganhamos algumas propriedades importantes que farao com que a implementacao em C
seja mais eficiente. No Capitulo 5 faremos uma anélise acerca das matrizes envolvidas nos

métodos do Capitulo 4, essas observagoes nos levam a uma implementacao eficiente em C.

No Capitulo 6 podemos verificar os resultados computacionais da implementacao em
MATLAB e em C dos métodos descritos no Capitulo 4 e também podemos compara-los com

os métodos ja existentes.

As conclusoes deste trabalho serao discutidas no Capitulo 7.






Capitulo 2

Conceitos de Programacao Nao-Linear

Apresentaremos neste capitulo alguns conceitos fundamentais para a resolucao de um
problema de programagcao nao-linear utilizando métodos de pontos interiores, esses métodos

serao usados para resolver o problema de regressao pela norma L,,.

2.1 Analise Convexa

2.1.1 Conjuntos Convexos

Definigao: Um conjunto S em R” é dito convexo se o segmento de reta que une dois
pontos quaisquer de S também pertence ao conjunto S. Em outras palavras, se x; e 1o
pertencem a S, entdo Axr; + (1 — A\)zy também deve pertencer a S para todo A € [0, 1].

O elemento © = Az; + (1 — A)xg, com A € [0, 1], € uma combinagdo convexa de z; e

k k

x9. Por inducao, y = Zx\jxj, onde Z)\j =1, >0,5=1,.., k também é chamado de
j=1 J=1

combinagao convexa de z1,...,7;. Se a condi¢ao de nao-negatividade dos multiplicadores A,

j =1,..., k for retirada, entao a combinacao ¢ dita combinacao afim.

Para maiores detalhes sobre conjuntos convexos, ver [23] e [10].
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2.1.2 Funcao Convexa

Definigao: Seja f : S — E, onde S é um conjunto convexo nao vazio em R". A funcao

f € dita convexa em S se
Oz + (L= A)z2) < Af(21) + (1= A) f(z2)

para cada x1, o € S e para cada A € [0, 1].

A funcao f é dita estritamente convexa em S se
Qa1+ (1= Naa) < Af(z1) + (1= A)f(22)

para cada 1, x3 € S, com x1 # x5 e XA € (0,1).

2.1.3 Funcao Concava

Definigao: A fungao f: S — FE é dita concava (estritamente concava) em S se —f é
convexa (estritamente convexa) em S.

Para mais detalhes sobre convexidade ver [5].

2.2 Otimizacao Nao-Linear

Seja X um conjunto nao vazio aberto em R" e sejam f : R* — R e h : R* — K™

Considere o problema (P):

min f(x)
sa. h(z) =0

Seja S o conjunto de solugoes factiveis de (P), isto é, S := {z € R", h(z) = 0}.
A funcao Lagrangiana L : X x R™ — R associada ao problema de minimizar f sujeita

ax €S é definida por
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L(z,\) = f(z) + Nh(z),

onde A € R™ é o vetor multiplicador de Lagrange.

Ponto Regular (Qualificagao de restrigoes): Um ponto x; € S é um ponto regu-
lar com respeito as restrigoes h(z) = 0 se {Vhi(z1), Vha(z1), ..., Vhy(21)} ¢ um conjunto
linearmente independente.

Teorema: Num ponto regular x; € S, o subespaco tangente é representado por

M(z) = (e R™ 2 J(h(21))A = 0},

Vhl (fEl)t
th((l,’l)t
onde J(h(xy)) = representa a Jacobiana de h em ;.

Vhm (1)

Condicoes Necessarias de Primeira Ordem: Suponhamos f, h € C'. Seja z*
um minimizador local de f sujeito a x € S e um ponto regular de S. Entao existe um vetor

A € R™ tal que:
Vf(z*) + Z A\iVhi(z*) = Vf(z*) + J(h(z*)'A = 0.

Condicoes Necessarias de Segunda Ordem: Suponhamos f, h € C?. Seja z*

um minimo local de f em X e um ponto regular de X. Entao existe A € R™ tal que:

Vi) + Y NVhi(z*) =0,

e a Hessiana da fungao Lagrangiana V?L(z*) = V2f(z*) + Z)\ivzhi(x*) é semi-definida
i=1

positiva em M(z*), isto é, y*V2L(z*)y > 0, Vy € M(x*).

Funcao Coerciva: Diz-se que f é coerciva em X se klim f(z¥) = oo para toda
—00

sequéncia {z*} em X tal que ||2"*|| — oco.
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e Exemplo: Considere f : ® — R definida por f(z) = 2? — 2. Essa fungio é coerciva

em R, pois lim 2z — 2% = +o0.
|z| =00

Teorema de Weierstrass: Seja X C R" nao-vazio e f: Dy D X — R continua em
X. Assuma que uma das seguintes afirmacoes é verdadeira:

i) X é compacto.

ii) X é fechado e f é coerciva em X.

iii) 36 € R tal que Ly :={z € X : f(x) < 0} é compacto e nao-vazio.

Entdao 3 z* € X tal que f(z*) = inf{f(z) :2 € X}. Em outras palavras, este
teorema fornece condigoes suficientes para a existéncia de minimos globais de f em X C R™.

Para mais detalhes sobre otimiza¢ao nao-linear ver [17] e [6].

Proposigao - Fungao Convexa: Seja f : X — R uma funcao convexa sobre o
conjunto convexo X.

(i) Um minimo local de f sobre X ¢ também um minimo global sobre X. Se além
disso f é estritamente convexa, entao existe um tinico minimo global de f.

(ii) Se f & convexa e o conjunto X ¢ aberto, entdo Vf(z*) = 0 é uma condi¢ao
necessaria e suficiente para que o vetor x* € X seja um minimizador global de f sobre X.

A demonstracao dessa proposicao esta disponivel em [6].

2.3 Método de Newton

Considere o problema de

min f(z)

s.a. xR



2.3. Método de Newton 13

Se x* & tal que V f(2") # 0, os passos para determinar x**1 sio:

Passo 1: Determinar d;. tal que
V2 f(a®)dy = =V f(2"),

ou seja, resolver este sistema linear. Notemos que este passo pode nao estar bem definido se
V2 f(2*) for singular.
Passo 2: Fazer zFt! = 2F + d,.
A ideia do método de Newton é que a funcao f a ser minimizada é aproximada
localmente por uma funcao quadratica que é exatamente minimizada. Assim, na vizinhanca

de ¥ podemos aproximar f pela série de Taylor truncada:
f(x) = f(@?) + Vb (e —2b) + Lo — a)IV2F(ab) (@ — 2b).

Dessa equacao temos:
f(x) = f(2*) + Vf(ab)a — Vfah)iah + Lt V2 f(ah)a — 2 V2 f(a*)ah + 1ab V2 f(ab)ak,
Derivando ambos os membros dessa equagao com relagao a x, e considerando que

devemos ter V f(z) = 0, pois estamos buscando um minimizador para f, obtemos:

0~ 0+ Vf(a*) + V2f(a*)z — V2 f(2")a".

k+1

Fazendo x = """, temos:

ZHH = gk — V2 f(aF) TV f ().

Observe que o método de Newton pode ser visto como uma técnica iterativa para
resolver um sistema de equagoes da forma F(zx) = 0, onde F : R" — R". Basta fazer

F(z) = Vf(z). Nesta notagao, o método de Newton toma a forma:

1

aftl = 2% — VF(2%) F(2%), onde VF(2*) ¢ a matriz Jacobiana de f.
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Para esse método temos o seguinte resultado:

Teorema: Seja f € C3 em R”, e assumamos que no minimizador z* a Hessiana
V2f(x*) é definida positiva. Entao, se o ponto inicial for suficientemente préxima de x*, os
pontos gerados pelo método de Newton convergem para x*. A ordem de convergéncia é pelo

menos quadratica.

Demonstracao: Ver [17].

2.4 Método Barreira Logaritmica

Considere o problema de otimizacao nao-linear:

min  f(z)
sa h(x)=0,
x>0

onde f:R" — Reh:R*— R™.
No método de ponto interior barreira logaritmica, relaxa-se a restricao de nao negati-
vidade z > 0, inserindo-a na funcao objetivo f através do parametro barreira u, com p — 0.

Obtemos dessa forma um novo problema cuja solucao é a mesma do problema anterior:

min f(z) =y In(w)
s.a h(z) ZIO.

Esse novo problema é equivalente ao seguinte problema Lagrangiano:

min L(z,\) = f(x) — MZ In(z;) + \'h(x), (2.1)

onde A é o multiplicador de Lagrange.

Utilizando o método de Newton para resolver esse problema, teremos:
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V2L(xz, \)d = =V L(z, \).

Definindo X ! da forma:

1 L
X_lzdmg<l>: o Sei=d

0, seizj,
Vhl(l')t
VhQ(I)t
e J(h(x)) = a Jacobiana de h em z, temos entdo:
Vhom(2)"
Vf(z) —pX e+ Z AiVh;(z)
VL(z,\) = i=1 )

h(x)

onde e = [1,1,...,1], e € R™
Observe que:

V2f(x X2 m)\iVthx J(h(z))*
VL) f(x) +p +; (z) J(h(z))

J(h(z)) 0
Para encontrar a direcao de busca desse método devemos resolver o seguinte sistema

linear:

V2f(z) +pX 2+ Z \iV2hi(z)  J(h(z))" do

J(h(z)) 0 dA

Viz)—puX e m)\thi:c
| VI e 2 AT | 2.2)

h(z)
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Resolvendo esse sistema, encontramos a direcao de Newton. Para encontrar o novo

ponto devemos fazer 2*t! = 2% + ad;, \¥T' = \¥ + adj,, onde

a:mm{l,rp},comr:0,99995ep:$i<rb{—£}. (2.3)

O valor sugerido para 7 pode ser encontrado em [26].

A atualizagao do parametro barreira p pode ser calculada como em [28], da forma:

prks1 = Bhg, com 3 € (0,1).
O critério de convergéncia é baseado nas condigoes de otimalidade:
VL] <. (2.4)

onde € é uma tolerancia pré-determinada.

EXEMPLO: Vejamos um exemplo simples de um problema de otimizacao nao-linear

em N2,
min 22
sa. y=1+ux (2.5)
x>0
Graficamente:

Como a fungao objetivo f(x) = z? é continua e coerciva no conjunto viavel, e o

conjunto viavel é fechado, pelo Teorema de Weierstrass, o problema possui minimo global.
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Observe que a solu¢ao 6tima desse problema é o ponto (z*,y*) = (0, 1) pertencente
a reta y = 1 4 x, para esse ponto o valor da funcao objetivo serd 0. O problema de barreira

logaritmica associado é:

min 2 — pln(z) (26
sa. y=1+4+u=.

Se fizermos p — 0, quando aplicamos o Método de Newton as condi¢oes de otima-
lidade do problema de barreira, a solucao tende a solugao do problema original. Observe
graficamente que quando fazemos 1 — 0, a funcao objetivo do problema de barreira tende a

funcao objetivo do problema original, mantendo sempre z > 0:

w=0,1. w=0,01.

Vamos dar um passo do Método Barreira Logaritmica. A fun¢ao Lagrangiana asso-

ciada ao problema (2.6) é:

Lix,y, \) = 2% — () + Ay — 1 — ),
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onde A é o vetor multiplicador de Lagrange.

Obtemos assim as condicoes de otimalidade:

9r — H ) 0
T
VL(x,y,\) = A =10
y—1—=x 0
Reescrevendo esse sistema obtemos:
202 — \w U
y—1—x 0

Aplicando o Método de Newton ao sistema (2.7):

dr — N 0 —x dx =222 + \x + p
0 0 1 dy | = —A : (2.8)
-1 1 0 d\ —-y+1+a

Devemos partir de um ponto interior qualquer, seja entao (z% 3% \%) = (2,2,2), e

seja 1’ = 1, temos:

6 0 —2 || da -3
0 0 1 dy | =1 -2 |=
~1 1 0 ) 1

da” —1,1667

dy’ | = | —0,1667

AN —2,0000

Calculo do tamanho do passo a:



2.5. Método Barreira Logaritmica Preditor-Corretor 19

2
p = min {—m} =1,7142 = o = min {1; (0,99995)(1,7142)} = 1.

Obtemos o proximo ponto:

x! 20 dx’ 0,8333
yt = | 1| dy® | = | 1,8333
Al A0 d\? 0
Para o préximo passo podemos usar § = — para a atualizacao do parametro barreira,
assim:
L1 1
=110

Tendo (zt,y', \!) e p! deve-se ir para o proximo passo e continuar até que satisfaga

o critério de convergéncia dado por (2.4).

2.5 Meétodo Barreira Logaritmica Preditor-Corretor

O passo preditor consiste inicialmente em encontrar uma diregdo para o problema de
otimizagdo nao-linear barreira logaritmica (2.1) sem perturbacdo, ou seja, devemos fazer

1 = 0 no sistema de equagoes:

Vix)—puXte Y \iVh;(z
VL(x,\) = T —w +; ) = ’ . (2.9)
h(x) 0

Podemos reescrever esse sistema da forma equivalente:

Vf(x)+ Z)\thi(x) pXle

h(z) 0
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XVf(z)+ XY N\Vhi() e
= i=1 =
() !

Fazendo p = 0, teremos:

XVfx)+X ANiVhi(x
f(z) + ; (x) |0 | (210)
h(z) 0

Aplicamos entao o Método de Newton ao problema (2.10) para encontrar a diregao

do passo preditor.

No passo corretor temos que calcular a correcao nao-linear e perturbarmos. Para
encontrarmos a correcao nao-linear substituimos x por x + dx e A por A + d\ no sistema de
equagdes (2.9) e comparamos com a dire¢ao encontrada no passo preditor quando resolvemos

o sistema (2.2).
O tamanho do passo ¢ calculado como em (2.3).
O critério de convergéncia é como em (2.4).

Para saber mais sobre método preditor-corretor, ver [28].

EXEMPLO: Considere o mesmo exemplo dado em (2.5).

Passo preditor: Devemos fazer p = 0 no sistema (2.7) e aplicar o Método de

Newton, obtendo o sistema:

4 — XN 0 —=x dx 222 + \z
0 0 1 dy | = -\
-1 1 0 d\ —y+1+z

Partindo de um ponto interior qualquer, (2°,4°, \%) = (2,2, 2), temos:
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6 0 —2 dx —4
0 0 1 dy | = | -2 | =
-1 1 0 d\ 1

dzx —1,3333

dy | = | —0,3333

d\ —2,0000

Vamos usar a direcao d encontrada para calcular o residuo:

Substituindo x por z + dz e A por A + d\ na primeira equacao de (2.7):
2(x +dz)? — Mz + dx) = p.
Na primeira equacio de (2.8) temos:
(4x — N)dz — xd\ = p — 22° + .
Dessa forma o residuo nessa equacao sera:

Ry = (2(x +dz)? — Mz + dx) — ) — ((4x — N)dw — xd\ — p + 22* — \z) =
Ry = (22% +4xdx +2dx* — Az — Adx — xd\ — dwd\ — p) — (4xdr — Adx — xd\ — p+ 22> — \z) =
Ry = 2dz? — dxd).

Substituindo A por A+ d\ na segunda equagao de (2.7) e comparando com a segunda

equagao de (2.8):
Ry=(A+d\) —(dA\+)\) = Ry = 0.

Substituindo x por x + dx e y por y + dy na terceira equagao de (2.7) e comparando

com a terceira equagao de (2.8):

Rs=wy+dy—1—2z—dx)— (—de+dy—xz—1+y) = R3 =0.
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Observe que Ry e R3 valem 0 porque a segunda e a terceira equagbes de (2.7) sdo

lineares.

Passo corretor: Agora temos que resolver o seguinte sistema para encontrarmos a

direcao inicial:

4o — X 0 —x dx 222+ e+ p— Ry
0 0 1 dy | = ~)
-1 1 0 d\ —y+1+zx

Para encontrar R; usamos d calculado no passo preditor:

Ry = 2da? — dzd) = 2(—1,3333)2 — (—1,3333)(—2, 0000) = 0, 8888.

Partimos de (2% 4° \%) = (2,2,2) e seja u’ = 1:

6 0 —2 || do —3,8888
0 0 1 dy | = —2 =
~11 0 ) 1

da” —1,3148

dy® | = | —0,3148

AN —2,0000

O célculo de « é anadlogo ao do Método Barreira Logaritmica:

2
p = min {—m} =1,5211 = aw =min{1; (0,99995)(1,5211)} = 1.

Obtemos o proximo ponto:
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x! 20 dx® 0, 6852
Pl =y Ly | = | 1,6852
Al 0 d\? 0

. 1 L .
Para o préximo passo podemos usar § = 0 para a atualizacao do parametro barreira,

assim:

De posse do novo ponto, vamos para o proximo passo e paramos quando o critério
de convergéncia (2.4) for satisfeito.

Observe que o ponto (z',y', \') = (0,6852; 1,6852; 0) obtido por esse método esta
mais proximo da solugao 6tima (0,1,0) do que o ponto (z',y*, A\!) = (0,8333; 1,8333; 0)
obtido pelo Método Barreira Logaritmica.

Para maiores informagoes sobre métodos de pontos interiores, ver [24].
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Capitulo 3

Métodos Existentes para o Problema

de Regressdo L

Neste capitulo vamos apresentar o problema de regressao pela norma L, e os métodos

existentes que resolvem o problema.

3.1 O problema de Regressao pela Norma L,

O problema de regressao pode ser escrito como:

min [|Az —b[[;, (3.1)

zeRn

onde A € R™*™ é uma matriz de posto completo, 1 < p < oo, b € R™ e m > n.

Quando p =1 e p = 00, o problema pode ser formulado por programacao linear e os
métodos de pontos interiores aplicados a esses problemas permitem a exploracao da estrutura
matricial do problema de forma muito eficiente. A norma-2 permite solucao direta.

A norma L,, com 1 < p < oo é estritamente convexa. Considere a fungdo f(z) =

Hpr, onde f:R" - Rel<p<oo Dados z,y € R" e dado um « qualquer no intervalo

25
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[0, 1], temos que:

flaz + (1= a)y) = |laz + (1 = a)yll, <o [[z]l, + (1 =)l yll, =

= allzll, + (1 —a) lyll, = af(z) + (1 —a)f(y) =

flaz+ (1= a)y) < af(z) + (1 —a)f(y).

Entretanto, se tomarmos x e y quaisquer em R", com x # y, e a € (0, 1), a desigual-
dade acima serd estrita, ou seja, f(axr + (1 — a)y) < af(z) + (1 — ) f(y). Podemos dizer
entao que a norma L, é estritamente convexa.

Counsidere agora as fungbes f(z) = ||z, e g(x) = 2P onde h : R* — Re g: Q C
R, — RN. A fungdo g é convexa para p > 1, pois ¢"(x) = p(p — 1)aP~2 > 0 (veja que = > 0,
pois o dominio Q de g esta contido em $,). Além disso, g é nao-decrescente para p > 1,
portanto a fun¢do composta g(f(z)) = |z[|, = h(z) é convexa. Podemos afirmar isso com
base no teorema a seguir:

Teorema: Se f: Dy C R" — R é convexa e g : Dy C N — R é convexa e nao-
-decrescente em um conjunto convexo que contém a imagem de f, entao h: D, C R* — R,
h(z) = g(f(z)) é convexa.

Demonstracao:
Sejam z, y € Dy, a € [0,1], 1 = f(ax+ (1 —ay)) e x5 = af(x) + (1 — a) f(y), como

f é convexa, r; < x5 e como g é nao-decrescente g(z1) < g(x2), entao:

hax + (1 = ay)) = g(flaz + (1 - ay))) = g(a1) < g(22) =

= glaf(x) + (1 =) f(y)) < ag(f(x)) + (1 = a)g(f(y)) = ah(z) + (1 — a)h(y).

Temos entao: h(az + (1 — ay)) < ah(z) + (1 — a)h(y), assim h é convexa.
Com isso, podemos dizer que o problema (3.1) possui formulagao convexa e portanto

¢ garantida a existéncia de minimo global.
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O problema de regressao pode ser reescrito da seguinte forma:

min ||r[|?
(3.2)
sa Ax+r=0.

Definindo r =u — v, comu >0e v > 0:

m

min ¢(u, v) = Z(uz + ;)P

=1

s.a Az +u—v—-5b=0
(u,v) > 0.

m
Observe que minimizar ||r||; = Z |u; — v;|” & equivalente a minimizar ¢(u,v) =

=1
m

E (u; + v;)P, desde que se verifiquem as restrigdes u;v; = 0, i = 1,...,m. Mas, dado r;,
i=1
sempre podemos escrevé-lo como u; — v; de forma que u;v; = 0. Por exemplo, se r; < 0, basta

fazer u; = 0 e v; = —r;; por outro lado, se r; > 0, podemos fazer u; = r; e v; = 0, assim

m

m
teremos |77 = Z lu; — v;]” = Z(ul + v;)P.

i=1 i=1

3.2 Métodos Similares

A primeira especializacdo de métodos de programacao linear para resolver problemas
de regressao pela norma L, vem do algoritmo simplex (ver [27], [4], [2] e [1]).

Em [27] e [3] estdao propostas formulagoes para resolver o problema de regressao
pela norma L., utilizando programacao linear. Em [4] est4 proposto um método simplex
especializado para o problema de regressao pela norma L.

Em [8] e [9] sdo descritos métodos que utilizam procedimento de busca linear para os
problemas de regressao pelas normas L e L., respectivamente.

Em [20] esta descrita uma implementagao eficiente para o problema de regressao pela
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norma L, e, em [21], uma implementacao eficiente para o problema de regressdo pela norma
L. Em ambos utilizam-se métodos de ponto interior.

Em [11] encontramos o Método de Relaxamento da Coluna para Problemas de Norma
Minima. Porém, esse método é pouco eficiente, uma vez que para alterar o valor de uma tnica
variavel ele precisa de uma iteracao, sendo assim em um problema onde temos um nimero
muito grande de variaveis, o ntimero de iteragoes necessarias utilizadas por esse método para

chegar ao valor 6timo serd muito elevado.

3.3 Meétodo IRLS

Segue a breve descrigdo do método IRLS (Iteratively Reweighted Least-Squares) desen-
volvido em [19] e [22].

Considere o problema (3.2). A fungdo objetivo é denotada em termos de r por
¢(r) = |7y (= ¥(z)). A norma L, & estritamente convexa para 1 < p < 0o, pois estamos
supondo que posto(A) = n. Vamos assumir que nao existe x tal que Az —b = 0.

Defina r = Az — b e 0; como o sinal de r; = (Az — b);, i-ésima coordenada de r. Seja
o0 = (0i)i=1,..m- A solugdo ocorre no ponto onde o gradiente Vi)(z) = pA'(|Azx — b|)P 1o
vale zero, onde (|[Az — b[)P~1 é um vetor cujas entradas sdo |alz —b;["", i = 1,2,....m, a;
representa a i-¢sima linha da matriz A. Dizer que Vi (z) = pA'(|Az — b|)P~lo vale zero
significa dizer que todas as coordenadas desse vetor valem zero. Supomos que existe um

ponto com r; # 0, 1 <7 < m. Assim,
Vib(x) = pAL(| Az — bl 1o = 0
= AY(|Az —b))P~1 =0
é equivalente a

Atdiag((JAz — b))P~1)r = 0.
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Defina D = diag((|Az — b|)?P/2), ou seja, di = ((|Azx — b)) > P2 e d;; = 0 para
i # j,comi,j =12 ---,m. Entdo a solu¢ao desse problema ocorre onde A'(D)™?r = 0.

Essa equacao vem do seguinte sistema de quadrados minimos:
(D)™'Az = (D) 'b.
Método IRLS

Dado um ponto inicial z°
Passo 1: Calcule r¥ = Az* — b,

Passo 2: Defina D* = diag((|Az" — b])@=7)/2), encontre 2! de:
(D*)~t Azh Tl = (DF)~1p; k<« k+1;

V4 para o passo 1.

Critério de convergéncia: O critério de convergéncia usado em [16] é:

0(41) — o104
o)

< 75, 0un® <7, ou k> 50, (3.4)

1
onde 7, foi definido como 510’11 e k denota o niimero de iteracoes.
Em [22] estd demonstrado que se assumirmos 1 < p < 2e 7% # 0, 1 <4 < m, o limite
da sequéncia de pontos {xk} gerada pelo algoritmo TRLS é a solucao para o problema e a

convergéncia é linear com taxa de convergéncia constante 2 — p.

3.4 Método IRLSL

Segue a breve descrigdo do método IRLSL desenvolvido em [16].

O método IRLSL é o método IRLS modificado com uma busca linear. Considere o

problema (3.2).
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Método IRLSL

Dado um ponto inicial 7 = Az® — b, com |r°| > 0, ou seja r; # 0, Vi = 1,2,--- ,m.
Calcule:
o ¢" =p([r¥])r~to¥, onde g;* = p(|r¥|)rlok, i = 1,2, m.
Iri¥|,  sei=j,

o DF = diag(|r*|), onde (DF)

i

0, set # j.

e\
— , sei=1],
o« DV = (D,’fdiag((p —-1) ‘gk‘)_l)lﬁ, onde (Dfij) = ((p - 1) |gzk|>
0, se i # j.

Calcule a direcao d* resolvendo o sistema:

(Dk)_lAdxk — _Dkgk:
d* = Ad¥;

Realizar a busca linear para encontrar a*.

Procedimento de busca linear:

Dados 7%, 8; € (0,1), d*, r*, a*, p, > 0 (por ex. 10°) e o;*, onde:

k

rh

F:{af:af:—d—’k, rfdf<0}.
i

Faca 7 = 0,975 (ver [16]) e calcule:

- I
T —max{r,l 1—|—|]Atg’f|\2
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k_ (g*)d*
(d¥) diag(p(|r*|)P=2)d*

!

k

Passo 1: Seja a¥ o menor ponto positivo em [a*, py] com g(r* + a*d*)td* > 0.

Se o existe e
Hr+1) < 6(4) + Bra V(.
onde 781 = rk 4 akdk & satisfeita, defina

aﬁkemax{af:Ogafgaf}e

b af + 7R (o — o).

Caso contrario, retorne.

Passo 2:  Se ¢(rft) > o(r®) + BV (r¥)'d*, onde r*! = rk + d* va para o
préoximo passo.

Caso contrario, defina
1, se min(|r* + d¥|) > 0,

af

a® + 7%(1 — ay*), caso contrério.

onde ozﬁk < max {af 0< Ozf < 1}, retorna.

Passo 3: Defina

ar, se min(|r* + akd¥|) > 0,

ag” + 7F (&% — ay*),  caso contrario.
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onde auk < max {af 0< &f < 5/“}, retorna.
Fim
Com o calculado pelo procedimento de busca linear, faca
o rFlpk 4 oFgk k< k+1;

O procedimento de busca linear faz com que o método tenha convergéncia global e
se nao existir residuo nulo na solugao, esse método tem convergéncia quadratica (ver [16]).

Critério de convergéncia: O critério de convergéncia ¢ o mesmo que (3.4), descrito

no Método IRLS.

3.5 Método GNCS

O método conhecido como GNCS é um método de Newton globalizado que usa as
condicoes de folgas complementares para o problema da norma L.
O método IRLSL funciona bem quando p esta suficientemente longe de 1. O método

GNCS, descrito em [16], é mais rapido que o método IRLSL quando p esta proximo de 1.

Método GNCS
¢

Dado um ponto inicial r* = Az —b, com || > 0e \* = 7———
max(|r0])

com 7 = 0,975.

Passo 1: Calcule:

o DF = diag(|r*|), onde r* = Az* — b

k

o " =p(lr*)

o
(No método IRLS temos A*(D)~?r = 0, essa equagdo ¢ equivalente a escrever g— Z'w =

= 0, onde as linhas da matriz Z formam uma base para o espaco nulo de A!, isto &,

AtZt =0, note que x € R" e w € R™ " e N\ = ZtwF)
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o o(r°) = I},

Dado 0 < v < 1 (na implementagao usa-se v = 0.99), calcule:

[ k= max § max W—_w max ymax Bl — k
i = e LU ZIO, G (] - .0

Em outras palavras, n* é o maximo da violacdo da condicio de folga complementar
(D,(g—\) = 0) e da viabilidade dual (]A| < |g|). Note que |g| = [p(|r|)"~!| =[1,1,...,1]
quando p = 1. Neste caso, # = 0 (ou n = 0) é uma condi¢do necessaria e suficiente de
otimalidade (Para mais detalhes ver [9]).

1
(v |g*| + nke)

e Dj = diag(|pg" — diag(\*)(e — 0%)])

o 0% = diag ( ) n"e, onde e = [1,1,...,1]* € R™.

o D' = (DK(Df))

Calcule a dire¢ao d* por:

(Dk)_lAd.iEk —_ _Dkgk
d* = Adk;
Atualize \Ft1:

Nt o (DFY=1DEdF + g

Faca 7 = 0,975 e calcule:

nk
Tk:maX{T,l——}
v+

Gk = _ (g*)'d"
(d¥)diag(p(|r*|)»=2)d*
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Procedimento de busca linear:

k

O procedimento de busca linear utilizado para encontrar o é o mesmo procedi-

mento descrito no Método IRLS na Secgao 3.5.

Com o* calculado pelo procedimento de busca linear, faca:

o rFHl ok 1 akgk, kE+k+1.

Critério de convergéncia: O critério de convergéncia é o mesmo que (3.4),

descrito no Método IRLS. Esse método tem convergéncia superlinear (ver [16]).

3.6 Métodos de Pontos Interiores Aplicados ao
Problema de Regressao pela Norma L,

Todos os métodos que serao apresentados nessa segao foram desenvolvidos em [7]. En-
tretanto apresentaremos os métodos barreira logaritmica preditor-corretor e primal-dual bar-
reira logaritmica preditor-corretor com a modificacao no céalculo dos residuos.

Para todos esses métodos vamos considerar o problema da Secao 3.1.

3.6.1 Método Barreira Logaritmica

O problema de barreira associado ao problema (3.3) é:

min zm:(% +v)P — ,uzmjln(ui) — ui In(v;)
=1 =1 =1

sa. Ar4+u—v—0b=0 (3.5)

onde p > 0 é o parametro barreira, A € R™" u,v, b0 € R, m>nel < p < oo.

A funcdo Lagrangiana associada ao problema de barreira é:
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p

m m

L(z,y,u,v) = Z(uz + v)P — uZln(ui) — ,uz In(v;) + y'(Az +u — v — b),

i=1 =1 =1

onde y é vetor multiplicador de Lagrange.

Temos que

0p(u,v)/0u u 4 v)Pt
votuny - | o | | psor | L
dp(u,v) /v p(u+v)P~t g

é o gradiente da fungdo objetivo do problema original dada por ¢(u,v) = Z(uZ + v;)P,

g=p(u+v)P~' onde g; = p(u; +v;)P~', i =1,...,m.

Observe que G ¢ uma matriz diagonal.

Aplicando as condicoes de otimalidade do problema de barreira, devemos ter:

Aly 0
Az +u—v—0> 0
L - SNE
J(@y,u0) g—nU ety 0
g—pVle—y 0
onde:
1
1 Uyg, Sei:j, Vs, se@':j’
e = , U =diag(u) = e V =diag(v) =
. 0, sei#j. 0, se1#j.
1
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Esse sistema de equacoes pode ser reescrito da seguinte forma:

Aly 0
Ar+u—v—> 0
L — et
J(z,y,u,v) U(g + y) e
- Vilg-y) | | me
Aplicando o método de Newton a esse problema temos:
0 A 0 0 dx 1
A 0 1 —1 dy T9
0 U diag(g+y)+UG UG du s
0 -V VG diag(g —y) + VG dv T4
onde:
o= _Atya
ry = —Ar—u+v+0b,
rs = —Ulg+y)+ pe,
ra = —V(g—y)+ pe,
(
. i + Yi, S€ i = ja
diag(g+y) =
0, se i # J.
’
. 9i — Yi, 5S€ 1= ja
diag(g —y) =
0, se i £ 7.

Desse sistema calculamos as direcoes e atualizamos as variaveis seguindo o método.

Algoritmo Barreira Logaritmica

Ponto inicial:
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0 = (ATA)TLA,
% = b— A2°,
4
1
<+ r ser®>0,
UZ‘O ==
1-¢ .
7%, caso contrario . (3.6)
\ 2
—1
¢ r%  ser;® >0,
00 = 2
-1-C .
\TT" , Ccaso contrario .
0 or°
Y = W, com ¢ = 0.975.

O ponto inicial é calculado como em [7]. Devemos usar ( > 1 para que u e v sejam

pontos interiores factiveis.

Assim, dados z°%,¢°, (u°,0%) > 0,u°, B> 1 e 7 =0,99995.

O valor sugerido para 7 pode ser encontrado em [26].

Para k£ =0,1,2, ... faca:

Gk:

Uk

T1
(]
T3

T4

p(uf 4 v*)p-1

p(p—1) o
(it uiyrr %
0, se i # 7.
diag(u®)
diag(v*)
_Atyk

—Ax® —uF +oF + b
—UM(g" +y*) + ple

—VHg" —y") + pbe
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k+1

k+1

k+1

k+1

k+1

[diag(g* + y*) + UFG*]

[dz’ag(gk —y*) + V’“Gk]

(D — VEUMGM*(DE) Y]

[~ (D5 U — (D) VAT + (D) URGHY?]

— {rf — A'D* [ — (DE) Yk + (D") 71T + (D) TURGR) (rk — (DE) VRG] }
(APDFA)~1rk

(D"t [rh + VEdyk + (DE) 7 (=VEGRrk + VEURGRdyY)]
(DFY=Y(rk — Ukdy* — UG*do*)

. . u;* . v
ming 7| mn ——-¢ ), 7( min ———- 1,1
dui®<0  du; dvi*<0  dv;

% + aFdk

yk + Ozkdyk
uf + aFdu®
vk 4+ oFdok

1"
B

Até convergir.

Critério de Convergéncia

Utilizamos dois critérios de convergéncia, um baseado nas condicoes de otimalidade

e o outro baseado na diferenca dos valores de NV atual e da iteragao anterior.

k
e [t _
(L4 fl2* [+ [l + [lo*] + [ly* ) (2m) —

(3.7)

}NkJrl _Nk‘ < €.
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Em N*, m representa o ntimero de linhas da matriz A, € e ¢, sdo tolerancias pré-

determinadas.

3.6.2 Método Barreira Logaritmica Preditor-Corretor

Esse método foi desenvolvido em [7], e seré apresentado aqui com algumas modifica¢oes

no calculo dos residuos.
Considere o problema de barreira (3.5).

Passo preditor: Devemos fixar o parametro barreira y = 0 e calcularmos a direcao

resolvendo o sistema:

[0 A 0 0 1 Ta] [n]
A0 I —1 dy &
0 U diag(lg+y)+UG UG du B T3 7
0 -V VG diag(g —y) +VG | | dv | | 7 |
onde:
no= —Aly,
ro = —Ar—u+wv+Db,
r3 = —Ulg+y),
i = —Vig—y)

Assim temos o sistema:
Atd_y = fl ( )

Adr +du—dv = 75 (2)

Udy + [diag(g +y) + UGldu +UGdv = 73 (3)
(4)

—Vdy + VGdu + [diag(g —y) + VGldv = 74

Isolando du da equacio (3), substituindo du na equagido (4) e isolando dv, substi-
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tuindo dv na equacao (2) e isolando dy, substituindo dy na equacio (1), obtemos dx. Temos

portanto o passo preditor:

dr = (A'DA)'F,
dy = D[ry— Adr — D, 'r3 + (D, — VUG?*D, )"\ (I + D, 'UG) (74 — D, 'V Gr3)],
dv = (D, —VUG?D, ") try + Vdy + D, ' (-=VGrz + VUGdy)],

du = D, (r3—Udy — UGdv),

onde:
D, = |[diag(g+y)+ UG,
D = [-D,'U—-(D,-VUG*D, ))"'V(I + D, *'UG)* 1,
¥ = —{mn—-A'D[r, - D, 'r3+ (D, — VUG*D,”")"'(I + D,”'UG)(rs — D,”'VGr3)|},

Considere agora os seguintes sistemas de equacoes:

Aly 0
vl Ar+u—v—2> 0 (3.9)
= = e
<~
J(z,y,u,v) U(g + y) pe
Vig—y) | | me
0 At 0 0 dx T
A 0 1 —1I d r
1171 69
0 U diag(g+y)+UG ye du 3
0 -V VG diag(g —y) + VG dv Ty
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onde:
o = _Aty7
ry = —Ar—u-+v+Db,
rs = —Ulg+y)+pe,
ry = —V(g—vy)+ ue.

O sistema (3.9) ¢ o método de Newton aplicado ao problema (3.8).

Agora vamos encontrar novos residuos para calcular o passo corretor. Para calcular
os residuos devemos comparar os sistemas de equacgoes (3.8), substituindo = por x + dz, y
por y + dy, u por u + du e v por v + dv com o sistema de equagdes (3.9). As diferencas

encontradas serao nossos residuos.
Primeiro sistema de equagbes do sistema (3.8):
Ay +dy) = 0
= Aldy = —Aly.
Comparando com o sistema (3.9), vemos que nao existe residuo.
Segundo sistema de equagoes do sistema (3.8):

Alz+de)+u+du—v—dv—0b = 0

= Adr +du—dv = b— Az —u -+ .

Comparando com o sistema (3.9), vemos que nesse sistema também nao existe resi-

duo.

Terceiro sistema de equagoes do sistema (3.8):

(U+dU)(g +y +dy) pe

onde §; = p(u; + du; + v; + dv;)P~!, assim § = g;, i = 1,2,....m . Entretanto, p(u; + du; +
v; + dv;)P~! pode resultar em um nimero imaginério, para corrigir esse problema devemos

fazer §; = p(u; + Bdu; + v; + Bdv;)P~L, onde S ¢ calculado da seguinte forma:
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3 = min {7’ (( min —M) ,1} , onde 7—0,99995. (3.10)

dui“rdvi)<0 (duv + dvi

Com base nos testes computacionais, acreditamos que g; nao afeta a convergéncia

deste método.
Nesse sistema de equagoes temos o seguinte residuo:

Ry = ((U+dU)(g + vy + dy) — pe) — (Udy + diag(g)du + diag(y)du + UGdu + UGdv +

Ug+ Uy — pe)
=R ={U+dU)j+dUdy —dUg — UGdu — UGdv — Ug.
Quarto sistema de equagdes do sistema (3.8):
(V+dV)(g—y—dy) = pe,
onde g = p(u+ Bdu + v + Bdv)P~1, e B é calculada como em (3.10).
Nesse sistema de equacoes temos o seguinte residuo:
Ry = ((V4+dV)(g—y—dy)—pe) — (=Vdy+VGdu+diag(g—y)dv+VGdv+Vg—Vy— pe)

= Ry=(V+dV)g—dVdy — VGdu —dVg—VGdv —Vyg.

Passo corretor: Agora podemos impor um valor para o parametro barreira p e

resolver o sistema:

[0 a 0 0 1] [a
A 0 I —1I dy To
0 U diaglg+y)+UG UG du - T3 7
0 -V VG diaglg—y)+ VG | | dv | | 74
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onde:

fl = _Aty7

ry = —Ar—u+v+0,

rs = —U(g+y)+pe— Ry,

ry = —V(g—y)+ pe— Ry,

Ri = (U+dU)j+dUdy —dUg — UGdu — UGdv — Ug,
Ry, = (V+dV)j—dVdy—VGdu—dVg—VGdv— Vg,

g = plu+ Bdu+ v+ Bdv)P~1,
B = min{rT min U .13 onde 7=0.9995,
(duytd;) <0 (du, + doy,)

Obtemos dessa forma as diregoes:
dv = (A'DA)"'7r,
dy = DIy — Adx — D, Y5 + (D, — VUG?*D,™)"(I + D, 'UG)(¥y — D, 'V Grs)],
dv = (D, —VUG*D, ) '[iy + Vdy 4+ D, (—=V Grs + VUGdy)],
du = D,\(r3—Udy — UGdv),

onde:
D, = [diag(g+y)+ UG,
D = [-D,'U~(D,-VUG*D, ")y "W(I + D, 'UG)? !,

>
I

—{" — A'Dl#y — D, "5 + (D, — VUG*D,~")"Y(I + D, 'UG)(ry — D, 'VGr3)]} .

Para garantir que o novos vetores u e v sejam estritamente positivos, devemos calcular

o tamanho do passo o dado por:

. . U . V;
a=minq 7| min —— | ,7 | min —— ,1 >, onde 7=0,99995.
du; <0 dy, dy; <0 dy,
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Tanto no passo preditor quanto no passo corretor temos a mesma matriz para calcular

as direcoes, o que se altera ¢ apenas o vetor do lado direito. Desse sistema calculamos as

direcoes e atualizamos as varidveis seguindo o método a seguir.

Algoritmo Barreira Logaritmica Preditor-Corretor
O ponto inicial é calculado como em (3.6).
Assim, dados z°%,¢°, (u°,0%) >0, 4%, B> 1e 7 =0,99995.

Para k£ =0,1,2,... faca:

Passo Preditor:

Uk
Vk

Gk

= p(uf + k)Pt

= diag(u®)
= diag(v®)
p(p—1) o
_ ) wh ok T
0, se i # j.

= —Atyk

= —AzF—uF+ov 4 b

= —UMg" +v")

= V¢ =)

= [diag(g* + y¥) + UFG*]

= [dmg(gk — k) + Vka}

= [Df - VFURGH (D)) ]

= [=(D)'U* = (D")'VHI + (DY) URGH)

= —{nh = ADF [k — (Df) Mgk + (D) + (D) URGH) (b — (D) VEGH k) |}
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dzk = (A*DFA)~'rk

dyt = DF[rok — Adak — (DE)"rgk + (DgF) (I + (D) TIURG?) (rsk — (D) TVEGErsh))
dvb = (Dg")Uryk + Vdyk + (D)7 (=VFGFrsk + VEURGdy"))

dut = (D,)*)"(rsk — Ukdy* — UG duv*)

Passo Corretor:

k k
f¥ = min{r min M

(e )<0 (d, 4 d,*)
f]k _ p(uk—{—ﬂkd{tk%—vk—l—ﬁkd{)k)p_l

dU% = diag(du")

1

Y

dVk = diag(c[vk)
R* = (U*+dU¥)G* + dUkdyk — dU*g* — UFGFdur — UFGEdvk — U*g"
ng _ (Vk: + d‘_/k)gk . d‘_/kdyk . VkadZLk _ d‘_/kgk _ VkadQ_)k . ngk;

7:119 — _Atyk

P = —ArF —uF R b
it o= —UMg" + y*) + pbe — R
A= VR —b) 4 pbe - Ry
rh= = {rk = ATDR [y = (DE) g 4 (D)L 4 (D) TURGR) (i — (DE) VAR | |

dk = (A'DFA)~rk

dyt = Dok — Ada® — (DE) gk 4 (D" (1 + (D) N URGR) (ryk — (D,F) VEGHrgh)]
dvk = (DgF) [rak + Vdyk + (D) (=VEG sk + VEUFGdy*))]

duf = (D) (rsh — Ukdy® — UFG doP)

k . . uik . 'Uik
o = minq 7| mn —— , 7| min —— 1
du;®<0 du,k dv;*<0 dl}l‘k
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k+1
k+1
k+1
k+1

k+1

Até convergir.

Critério de Convergéncia

ok + ok drh
y* + aFdyk
uk + ok duk
ok + ok duk

1k
8

Utilizamos o mesmo critério de convergéncia do algoritmo barreira logaritmica defi-

nido em (3.7) na Segao 3.5.1.

3.6.3 Método Primal-Dual Barreira Logaritmica

O sistema de equagoes (3.8) da Secao 3.5.2 é equivalente ao sistema:

J(z,y,u,v) g — NU_le +y

Az +u—v—>

gV le—y |

Aly

(3.11)

Fazendo z, = uU~'e e z, = uV~te como em [13], e substituindo em (3.11), obtemos

as condicoes de otimalidade:
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Aly 0
Ar4+u—v—> 0
g—2uty 0
VL = = , (3.12)
~~
J(,y,u,0,20,20 ) g— 2y —Y 0
UZ.e e
VZ,e e
onde:
Ruyy Sei:j> Ry Sei:j?
Zy, = diag(z,) = e Z,=diag(z,) =
0, sei#j. 0, sei# 7.
Aplicando o método de Newton as condicoes de otimalidade, teremos o seguinte
sistema:

| 0o A 0 0 0 0 1] dx | | 1 ]
A 0 I —-I 0 0 dy T9
0o I G -1 0 du T3
0o - I G & 0 -—I dv N T4 ’
o o0 ZzZ, 0 U 0 d,, s
o o 0 Z 0 V d., e
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onde:
rn = —Aly,
ry = —Ar—u+wv+Db,
s = —g+zu—Y,
Ty = —g+ &ty
rs = —UZ,e+ pe,
re = —VZ,e+ ue.

Temos que resolver o sistema de equagoes abaixo para encontrarmos as direcoes.

Aldy = n

Adr +du—dv = 19

dy+ Gdu + Gdv —dz, = 13
—dy + Gdu+ Gdv —dz, = ry
Zydu+Udz, = r;
Zydv+Vdz, = rg

Resolvendo esse sistema encontramos as direcoes:

der = (A'DA)'r,

dy = D|r—Adw— Dz, (rg+ U 'rs) + (D2, — 62Dz, ") ™ 1+ D2,7'G) B
dv = (Dz,—G2Dz, V)" [E+dy+ Dz, Gdy]

du = Dz, ' (rs —dy — Gdv+ U 'rs),

dzy, = V7 (r¢— Z,dv),
dz, = U (rs— Z,du),

onde:
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D = [—Dzu—l — (Dz, — GQDzu_l)_l (I+ Dzu‘lGﬂ B ;
o= = AD[r = D (s U M) + (D2 - G2D27Y) 7 (14 D2 'G) B b
E = [ra+ Dzt (~Grs— GUYrs) + V-]

Dz, = (G+U'Z,),

Dz, = (G+V~'Z,).

Tendo calculadas as direcoes, devemos atualizar as variaveis usando o tamanho do

passo « definido de forma a manter as variaveis u, v, dz, e dz, estritamente positivas.

; : U; : Ui . g2 . Zvi
a=min4q 7| min ———— | ,7 | min — ,7( min — ,7 | min — 1 e,
du; <0 duy; dv;<0  dv; dzu; <0 dzy; dz0; <0 dZy;

onde 7 = 0, 99995.

Devemos atualizar as varidveis seguindo o método descrito abaixo.
Algoritmo Primal-Dual Barreira Logaritmica
O ponto inicial é calculado como em (3.6).

2" =2"=¢e, ondee=[1,1,..1].

Assim, dados z°%, 4%, (u°,0%) > 0, ©°, (2.°,2,°) > 0 e 7 =0,99995.

Para k£ =0,1,2,... faca:
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)
]
Ty
Ts
Te
Dz
Dz*

—Ax® —uF + 0k + b
_gk + Zuk B yk
—gF + 2,F +oF
—U*ZuPe + ke
—VEZvke + pFe
(Gk + (Uk)flzuk)
(GF+ (VF)1Z,F)
(Dzvk — (Gk)Q(Dzuk‘)_l)
(D24 () (T4 (D2
[ra® + (Dz,")7! (=GFrsk — GH(U") 7 rs®) + (VF) "lrgh]
— {rF — A'DF [r)f — (D2,") 7" (rs" + (UF)"'rs™) + (F¥) 71 (I + (Dz,")'G*) E*]}
(AtDFA) "
DF [ro% — Ada* — (Dz,")7" (rs* + (UR)"'rsk) + (F¥) 7 (I + (D2,")'G*) E*]
(FF) " [EF + dy* + (Dz,") "' GFdyF]
(Dz,*)~! (’T‘gk —dy* — GFdv* + (Uk)’17“5k)
(V)L (rg" — 2, dv*)
(U")! (rs* — 2, du”)
wk vk 5k 5k
win{r (g7 ) 7 (in, =0z ) 7 (i =22 ) (o, =325 ) 1

o* + aFdak

U+ byt
uk + ok du®
P + aFdo®
2+ oFfd,,”
2k + okd,

1*

B



3.6. Métodos de Pontos Interiores Aplicados ao Problema de Regressdao pela Norma
L, 51

Até convergir.

Critério de Convergéncia
Aqui também utilizamos dois critérios de convergéncia, um deles baseado nas con-
di¢oes de otimalidade e o outro baseado na diferenca dos valores de N atual e da iteracao

anterior.

k
e v _
(L4 ¥+ e [+ R+ NlyF(+ (2Pl + (207 (2m)

(3.13)
|Nk+1 _ Nk‘ <.

A tnica diferenga entre esse critério de convergéncia e o critério (3.7) da Secao 3.5.1
. . ., . - d d ,1 1 d Nk
¢ que aqui aparecem as variaveis z, e z,, que sao consideradas no calculo de N".

Para saber mais sobre método de ponto interior primal-dual, ver [28].

3.6.4 Método Primal-Dual Barreira Logaritmica Preditor-Corretor

Assim como o método barreira logaritmica preditor-corretor, esse método também de-
senvolvido em |7] foi modificado nesse trabalho através do céalculo dos residuos.
Como foi visto na Secao 3.5.3, o método de Newton aplicado ao sistema de equacdes

(3.12) nos fornece o sistema:

0o A 0 0 0 0 dx 1
A 0 I —-I 0 0 dy 9
0o I G -1 0 du T3
= , (3.14)
0o -I G & 0 -—I dv T4
o 0o ~Z, 0 U 0 d,, s
o 0o o0 Z, 0 V d.,, e
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onde:
o = _Aty7
ro = —Ar—u+v+Db,
r3 = —g+2,—Y,
Ty = —g+2z2,t+Y,
rs = —UZ,e+ pe,
re = —VZ,e+ ue.

Passo preditor: Devemos fazer o parametro barreira y = 0 e calcularmos a direcao

resolvendo o sistema:

_0 A0 0 0 O-_Jx- -771-
A 0 I —I 0 dy 7
0o I G G -1 0 lu T3
0 -1 ¢ ¢ o ~I1||dl| |nl
0 0 Z, 0 U 0 Ts
o 0 0 2, 0 V d., T

onde:
r o= —Aly,
ro = —Ar—u-+uv+0b,
r3 = —g+2,—Y,
Ty = —g+2z+vy,
rs = —UJZy,e,
re = —VZe.

Obtemos as direcoes do passo preditor:
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dr = (A'DA)'F,

dy = D|r— Ade — Dz, (s + U™'5) + (Dz, = G2D2,7") 7 (1+ D2,7'G) B
dv = (Dz,—G2Dz, V) [E+dy+ Dz, 'Gdy]

du = Dz, ' (f3 —dy — Gdv+U~'7),

dzy = V' (F — Zydv)

dzy = U (75— Zudu),

onde:

D = |=Dz = (D2 - G2D2,7) 7 (14 D2, 7G) o

=
Il

— {7 = A'D [y = Dz, (7 + U 7s) + (D2, = G2D2,7Y) 7 (14 D2,7'G) B}

s
I

[f4 + DZu_l (—Gf3 — GU_lfg,) + V_lfﬁ] ,
Dz = (G+U'2),
Dz, = (G+V~'Z,).

Para calcular os residuos devemos comparar os sistemas de equagoes (3.12), substi-
tuindo x por x + dz, y por y + dy, v por u + du e v por v + dv, z, por z, + dz, e z, por

2y + dz, com o sistema de equagoes (3.14). As diferengas encontradas serdo nossos residuos.
Primeiro sistema de equagdes do sistema (3.12):
Ally+dy) = 0
= Aldy = —Aly.
Comparando com o sistema (3.14), vemos que nao existe residuo.
Segundo sistema de equagoes do sistema (3.12):

Alx +dx)+u+du—v—dv—b = 0

= Adr +du—dv = b— Ax —u -+ .

Comparando com o sistema (3.14), vemos que nesse sistema também nao existe resi-
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duo.

Terceiro sistema de equacoes do sistema (3.12):

onde g; = p(u; + du; + v; + dv;)P~1, assim g = ¢;, 1 = 1,2, ...,m . Entretanto, p(u; + du; +
v; + dv;)P~! pode resultar em um ntimero imaginario, para corrigir esse problema, devemos
fazer g; = p(u; + Bdu; + v; + Bdv;)P~1, e B ¢é calculado como em (3.10).

Nesse sistema de equagoes temos o seguinte residuo:

Ri=(g—2y—dzy +y+dy) — (dy+ Gdu+ Gdv — dz, + g — 2, + V)

=>Ri=0—2z,—dzy+y+dy—dy—Gdu—Gdv+dz, — g+ 2, —y

= R =§— G(du+dv) —g.

Quarto sistema de equagoes do sistema (3.12):

g— (2 +dz) —(y+dy) = 0,

onde §; = p(u; + Bdu; + v; + fdv;)P~L, e B é calculado como em (3.10).
Nesse sistema de equacoes temos o seguinte residuo:

Ry=(g—2y—dzy —y—dy) — (—dy + Gdu+ Gdv — dz, + g — 2y — )

=>Ro=0—2z,—dz,—y—dy+dy—Gdu—Gdv+dz, —g+ 2z, +y

= Ry =§— G(du+ dv) — g = R;.

Quinto sistema de equagoes do sistema (3.12):

(U+dU)(Z,+dZ,)e = pe,

onde U = diag(u), dU = diag(du), Z, = diag(z,), dZ, = diag(dz,) e e = [1,1, ..., 1]".
Nesse sistema de equagoes temos o seguinte residuo:
Ry = UZ,e+UdZye+ dUZ,e + dUdZe — pe) — (Zydu + Udz, + UZ,e — pe)

= Ry =UZye+UdZ,e+ dUZ,e + dUdZ,e — pe — Z,du — Udz, — UZ,e + e
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p

= Ry =dUdZ,e = dUdz,.

Sexto sistema de equac¢oes do sistema (3.12):

(V+dV)(Z,+dZ,)e = pe,

onde V = diag(v), dV = diag(dv), Z, = diag(z,), dZ, = diag(dz,) e e = [1,1, ..., 1]".
Nesse sistema de equacoes temos o seguinte residuo:

Ry, = (VZ,e+VdZ,e+dV Z,e + dVdZ,e — pe) — (Zydv + Vdz, + V Z,e — pe)

= Ry=VZe+VdZ,e+dVZ,e+ dVdZ,e — pe — Z,dv — Vdz, — V Z,e + pe)

= Ry =dVdZ,e = dVdz,.

Passo corretor: Agora podemos impor um valor para o parametro barreira i, como

em [18], e resolver o sistema:

0 A 0 0 0 0 dz 7
A 0 I —I 0 dy i
0o I G G —-I 0 lu Py
0 -1 ¢ G o0 —I||d]| |#]
0 0 Z 0 U 0 d., P
o 0 0 Z, 0 V d, F

onde:
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ro= —Aly,

Ty = —Axr—u+wv+Db,

ry = —g+z.—y— R,
ry = —g+z+y— Ry,
rs = —UZ,e+ pe — Rs,
re = —VZ,e+ ue— Ry,

Ry = §—G(du+dv)— g,
Ry, = g—G(du+ dv) — g,
Ry = dUdz,
Ry = dVdz,,

g = plu+ Bdu+v+ Bdv)P~1,

S = min< T min —M ,1 72, onde 7=0.9995.
(dug+do; )<0 (du; + do,)

Obtemos as direcoes do passo corretor:

de = (A'DA)'#,

dy = D|is—Adw— Dz, (g +U's) + (D2 — G*Dz,) ™ (1 + D2,7'6) B
dv = (Dz, — GQD,zu_l)_1 [E + dy + Dzu_chZy} ,

du = Dz, (fg —dy — Gdv + U‘lfg,) 7

dzy = V1 (fﬁ _ Zvd%;) ,

dzy = U™ (f5 . Zuciu) ,

onde:
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D = [—Dzﬁ — (D2, — G*Dz, )7 (I + Dzu’lG)Q} o

o= —{i = AD [y = Dz iy + UTYs) + (D2 - G2D2,7) 7 (14 D2,7'G) B}
E = [fa+ Dz, ' (=Gfs — GU 'P5) + V- 15g]

Dz, = (G+U'Z,),

Dz, = (G+V~'Z,).

Calculadas as direcoes, devemos atualizar as varidveis usando o tamanho do passo «

definido de forma a manter as variaveis u, v, dz, e dz, estritamente positivas.

. . U; . (% . R . Rui
=min< T min — , T min — , T min — , T min — s 1 s
dui<0 dul d?)i<0 dUZ' dZui<0 dZu,L dzvi<0 dZ’Ui

onde 7 = 0, 99995.

Devemos atualizar as variaveis seguindo o método descrito abaixo.

Algoritmo Primal-Dual Barreira Logaritmica Preditor-Corretor

O ponto inicial é calculado como no método primal-dual barreira logaritmica na Se¢ao
3.5.3.

Assim, dados z°%, 4%, (u°,0%) > 0, 1%, (2.°,2,°) > 0 e 7 =0,99995.

Para k= 0,1, 2, ... faca:

Passo Preditor:

¢ = p(uk_}_vk)pfl

p(p—1)
ak — ) (ko)

0, se i £ j.

U = diag(u®)

se i = 7,

VE = diag(vF)
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Zuk = diag(z,")

Zvk = diag(z,*)

mE = Atk
Rk = —Axk —uF +0F + b
mF = —gF ok oy

mF = —gh ok k

sk = —UkFZuFe

76t = —VFZuvke

Dz, = (G*+ (UM)™2z))

(G*+(VF)'Z,")

DE = (D25 = (D2 = (GA(D2M ) T (1 + (D216 -

[Fi + (Dz) 7! (=G*7f = GRHUM) ') + (VF) ]

o= - {F’f — A'DF [f’; — (D)7 (75 + (UF)7'7%) + (D" — (GR)2(Dz,5)1)
(I + Dz,7'G) B}

de* = (A'DFA)™'

dy* = D*|ih = Ada* — (D=, )71 (75 + (U9)778) + (D= — (GH2(D2) )™
(I + (Dz,*)"'G*) EF]
(D25 — (GMX(D2,*)71) " [EF + dy + (Dz,*) " Grdy"]

duf = (Dz")1 (7 — dy* — GEdv* + (UF) 1)
(
(

dz" = (V) (7 — 2, ")
dz = (UM (7 - Z,fdu”)

Passo Corretor:
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B* minq 7|  min —M 1
(du,"+ds, ") <0 (du,-k + dyf)
§F = pluk + Brdu” 4ok 4 grdt
dU* diag(Juk)
dvk dz’ag(c{vk)
RF G — GF(du* + dv*) — ¢*
R = dUu"dz"
RY = dvidz”
P — Atyk
12 —Axk —uF + ok 4+ b
7k —gF +z2,f —yF — RF
ik —g* + 2,F +yF — RF
7E ~U*Z,fe + pFe — R,*
7 ~VkZ,Fe + pFe — Ry
EF (75 + (Dz,)7t (=G*7k — GR(UR)717E) + (VF)~LeE]
o= {f’f _ ALDF [rg — (D)t (% 4 (UF)18) + (D2 — (GH2(Dz,M) 1)
(I + (Dz,%)"1G¥) Ek] }
de* = (A'DFA)™' 7
dy* D* [ — Adz* — (Dz,*)! (75 + (U*)~1E) + (D2,* — (Gk)2(Dzuk)*1)_1
(I + (D2} 1G*) B
dvk (D2 — (G*)?*(Dz,")™1) " [Ek+dy + (Dz,*)1GFdy> ]
du® (Dz,)? ( — dy* — G*doF + (Uk)_lfg)
dzk (VF)~1 ( ZFdv* )
dzk (Uk)~1 ( Z,Fduk >



60 3. Métodos Existentes para o Problema de Regressao L,

k . . uk . (% k . Zuzk szk
[0 = mins<s 7 min ——= , T min ——= , T min — = , T min — =
. . . s
duik<0 dulk dvik<0 d'U,L-k dzuik<0 dzuz'k dzy; <0 dka

ubtl = b + oFduk
vPt = ok 4 aFdo?
k+1 k Ky k
Zu = z,"+a"d,,
k+1 k kR
Z = 2z, + a"d,,
k
k1 M
T

Até convergir.

Critério de Convergéncia
Utilizamos o mesmo critério de convergéncia do algoritmo primal-dual barreira loga-

ritmica definido em (3.13) na Secao 3.5.3.



Capitulo 4

Modificacao nos Métodos de Pontos
Interiores Aplicados ao Problema de

Regressao pela Norma L,

Apresentaremos agora algumas modificagoes nos métodos de pontos interiores descritos
no Capitulo 3 para resolver o problema de regressao pela norma L,. Em todos eles modifica-
mos a forma de calcular as direcoes no intuito de reduzir o nimero de operacoes necessarias
por iteracao. Modificamos também os pontos iniciais. As direcoes finais obtidas serdao equiva-
lentes as descritas pelos métodos do Capitulo 3.

Apresentaremos apenas as modificacoes e usaremos as informacgoes do capitulo ante-

rior.

4.1 Método Barreira Logaritmica
e Calculo de dv:

dv = [D, —VUG2D, ] {ry + Vdy + D, (=VGrs + VUGdy)}.

61
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Multiplicando ambos os lados dessa igualdade por [Dv — VUGQDu_l]:
[D, —VUG*D, | dv=ry+ Vdy+ D, (-VGrs + VUGdy).
Pré-multiplicando por D,,:
(D.D, — VUG*)dv = Dyry + D, Vdy — VGrs + VUGdy.
Substituindo D, por [diag(g — y) + VG]:
D, (diag(g —y) + VG) — VUG?* dv = Dyry + D,Vdy — VGrs + VUGdy
= [D.diag(g — y) + D,VG — VUG?| dv = Dyry + D, Vdy — VGrs + VUGdy.

Substituindo D, por [diag(g + y) + UG] apenas no segundo membro do lado esquerdo

da igualdade:
[D.diag(g —y) + (diag(g +y) + UG) VG — VUG?|dv = Dyry + D, Vdy — VGrs + VUGdy
= [D,diag(g — y) + diag(g + y)V G| dv = Dyry + D, Vdy — VGrs + VUGdy.
Temos entao que:
dv =D, ' [D, (r4 + Vdy) — VGrs + VUGdy]
onde Dy = [D,diag(g —y) + diag(g + y)VG].
e Calculo de dy:

dy =D {r; = Ade = D,"'rs + [D, = VUGD, ] (1 + D, UG (rs = Dy 'VGr) }.
onde D = {—Du—lU —[D,-VUG*D, 'V (I + Du‘lUG)Q}l.
= D7y = {r, — Ade — D, "'ry + [D, = VUG*D, '] (I + D,”'UG) (r = D,V Gry) |
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= |-D, 0 = [D, = VUG*D, ] 'V (I + D, 'UG)*| dy =
= {r— Ade = D, 15+ [D, = VUGD, ) (1 + DTIUG) (14— D'V Grg) }

Multiplicando ambos os membros dessa igualdade por [Dv — VUGzDu’l}:

[(Dv —VUG*D, ™) (=D, 'U) =V (I + qulUG)2] dy =
= (D, —VUG?D,™") (ro — Ade — D, 'r3) + (I + D, 'UG) (rs — D, 'VGrs) .

Observe que (I + Du_lUG)2 = I1+2D,'UG+ D, 2U?G?, pois estamos trabalhando
com matrizes diagonais (U,V,G, D, e D,) e por isso podemos comutar as matrizes, o que
simplifica os calculos. Assim,

-D,D,”'U+ D, *VU*G? -V —2VD,”'UG — D, *VU*G?*| dy = (D, — VUG*D, )
(ro — Adz) + (I + DuflUG) ry — DyDy s + D, 2VUG?ry — D, 'VGrs — D, 2VUG?r4

= [-D,D,”'U -V —=2VD, 'UG| dy = (D, — VUG*D, ") (rs — Adz)+(I + D, 'UG) r4
— D,D, 'ry — D, 'V Grs.

Multiplicando por D,:

[-D,U — D,V —2VUG]dy = (DD, — VUG?) (ry — Adx)+(D, + UG) ry—(D, + VG) rs.

Observe que (D, D, — VUG?) = Dy, entao:

-V (D, +UG)—-U (D, +VG)|dy = Dy (ry — Adz) + (D, + UG) 1y — (D, + VG) 13
= [V(D,+UG)+U (D, +VG)|dy = D1 (Adx —r3) — (Dy + UG) 14+ (D, + VG) r3.
Temos entao:
dy = Dy {D;y (Adx — r9) — (D + UG) 14 + (D, + VG) 13},
onde Dy = [V (D, +UG)+ U (D, + VGQG)].

e Calculo de dzx:
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Aldy =ry
= A'D;' {D, (Adx —r9) — (D, + UG) 14 + (D, + VG) 13} = 1
= A'Dy;'DiAdx — A'Dy {Dyry + (D, + UG)ry — (Dy + VG)r3} =1,
= A'D;'DyAdx =y + A'D; {Dyry + (D, + UG) 1y — (D, + VG) 13} .
Temos entao:
dr = (A'D; "Dy A) ',

onde r =1y + A'Dy' {Dyrg + (D, + UG) 14 — (D) + VG) 13} .

Com essas modificacoes teremos 5m operacoes a menos no calculo de dx e m operagoes
a menos no calculo de dy em relacao a versao anterior, por iteracao.

Pode-se verificar em [14] um detalhamento sobre nimero de operagdes bem como a
ordem de operacgoes obtidas em um determinado célculo.

A modificacao no ponto inicial sera feita somente nos vetores u e v:

(
ri+o, ser; >0,
U; =
o, caso contrario .
\
(
o, se r; > 0,
vy =
o —r;, caso contrario .

onde 0 <o < 1.
Como foi visto no Capitulo 3, Se¢ao 3.1, na solu¢ao 6tima os problemas (3.1) e (3.3)
serao equivalentes se tivermos w;v; = 0, para ¢ = 1,2,--- ,m. Com a modificacdo acima em

u e v iniciais partimos de um r; inicial que aproxima wu;v; de zero para todo i =1,2,--- ,m.
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Algoritmo Barreira Logaritmica

Ponto inicial:
20 = (AtA)_lAtb,

% = b— Az°,
(
7”1'0 + g, 8Se TZ'O Z 07
Uio =
o, caso contrario .
>
o, se ;0 >0,
’Uio =
o—r caso contrario .
\5 0
.
Ta— Tl i , com § = 0.975.

Assim, dados z°%,¢4°, (u,0%) > 0,u°, 8 >1,0< 0 <1eT=0,99995.

Para k= 0,1, 2, ... faca:

g = p(uF + okl

pe=l) i
Gk o= (ut o)y 7
0, se i # j.
U = diag(u®)
VE = diag(v®)
rmk = —Aly¥
rof = —Azk —ukF + ok + b
st = —UMg" +y") + ple
rat = Vg —yb) + pbe
D, = [diag(g" +y*) + UGF]

[

DS = [dz g(g* —o*) —I—V’“G’k}
[ LFdiag(gh — yF) + diag(g® + y’“)V’“G"’]
[

VE (D, + U*G*) + U* (D,* + V*GF)]
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rfo= R+ AYDY) T Dok 4+ (DS + URGR) gk — (DS + VEGE) rgk )
o = (At(DQk)_lleA)_lrk
(Do*)7H{Dy* (Ada® — roF) — (D + UFGF) ra® + (DN + VEGE) 1t}
dvk = (le) [D.F (4" + VFdy*) — VEGFrsh + VEUFGHdy* |
(D¥)=Y(rk — Ukdy* — U*G*dv*)
u-k U'k
o® = min {7‘ ( min —;> T ( min —;) 1}
duk<0  du® dviF<0  dv;®
ol = 2k 4 oFdat

yF = b akdy

ubtl = b + oFduk

Pt = ok 4 oFdo”
k1 M

H = E

Até convergir.

Critério de Convergéncia: O critério de convergéncia ¢ o mesmo do método

barreira logaritmica definido em (3.7) na Secao 3.5.1 do Capitulo 3.

4.2 Método Barreira Logaritmica Preditor-Corretor

As modificacoes nas direcoes desse método sao anélogas as do método barreira logarit-

mica.

Algoritmo Barreira Logaritmica Preditor-Corretor
O ponto inicial é calculado como em (4.1).

Assim, dados z°%,¢°, (u®,0%) > 0,u% 8>1,0<0 <1, e 7 =0,99995.
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Para k£ =0,1,2, ... faca:

Passo Preditor:

¢ = pluk + okl

¢ = gFi=1 .. m.
pe=D)
ok — ) (wh k)2 ’
0 se i £ .
Uk = diag(u®)
VE = diag(v®)
Mk = —AlyF
PR = —Ax® —uF + R+ b
' = —UNg" +yh)
o= =VHg* —yh)
D, = |diag(g" +y*) + U*GF]

[
D) = [diag(gF — y*) + V*GF]
[D.fdiag(g" — y*) + diag(g* + y*)VFGF]
(V¥ (D, + UFGY) + U* (DS + VFGH)]
o= rF 4+ AYDYS) DR + (DS + URGR) i — (DS + VEGE) i)
dik = (AY(Dy") 1D A)
(Do*) 1 {Dy* (Ada* — r5F) — (D* + UFGF) 7" + (D" + VEGF) 75+
Aot = (D)D) (rF 4 VEdYY) — VEGERE + VEURGEdYF]
(DE)~Y (15 — Urdy* — U*G*dv*)
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Passo Corretor:

pF = min{ T _ min —M , 1
(du; *+o;*) <0 (duik + dvﬁ)
G* = p(uf + prduk + v* + grduk)P!
dU% = diag(du")
dVk = diag(cka)
R* = (UF+dU¥)g" + dUkdy* — dU*¢* — UFG*duk — U*GFdvk — Uk g
RF = (VE4dVR)gE — dVrdy* — VEGEduF — dVEgh — VEGEdvk — VEgh

Ph o= — Aty
e = —Axk —uk 0k + b
i3t = —UR(gF + %) + pke — R
= —V’“(g’“ — ") + e~ R2k
ko= AP+ AYDY)” {D + (DS + URGR) A — (Df + VEGE) 5}
o = ( (DQk) DkA)
dy = (DD (Adm =" = (DF 4 URGR) i+ (D) VAGH) 7t
dvt = (D)7 D (5 4 VEdY) - VEGRR 4 VEURGRdyt|
dub = (DE)L(r* — UrdyP — URGRdv®)

k k
L . . u; . Vs
o = min{ 7| min —— , 7| min ——= ;1

ol = 2k 4 oFdak

Yl = yk_’_oékd;yk

ubFtl = b + oFduk

Pt = ok 4 R dok
k1 M

K = E

Até convergir.
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Critério de Convergéncia: O critério de convergéncia ¢ o mesmo do método

barreira logaritmica definido em (3.7) na Secao 3.5.1.

4.3 Método Primal-Dual Barreira Logaritmica

e Calculo de dv:
dv = (F)"'[E +dy + (Dz,) "' Gdy],

onde F = (Dz, — (G)2(Dz)™) ¢ E = [ry + (Dz) ™ (~Grs — GU)rs) + (V) M)
Multiplicando ambos os lados dessa equagao por F:
[Dz, — (G)*(Dz,) Y| dv =ry+ (Dz,) ' (=Grs — G(U) " 'rs) + (V) trg + dy + (Dz,) "' Gdy.
Multiplicando ambos os lados dessa equacgao por Dz,:
[Dz,Dz, — (G)?]dv = Dz,rs — Grs — G(U) " 'rs + Dz, (V) "'re + Dz,dy + Gdy.
Substituindo Dz, = (G+U"'Zu) e Dz, = (G + V"' Zv):
(G2 + GV Zv+GU ' Zu+ U ZuV =" Zv — (G)?|dv = (G + U Zu) (ry + (V)" 're + dy)
— Gry — GU) 'rs + Gdy.
Observe que podemos comutar as matrizes U, UL, V, V=1 G, Zu, Zv, Dz, e Dz,,
pois sao matrizes diagonais.
=[GV Zv+ GU ' Zu+ U ZuV =1 Zv)dv = (G + U Zu) (ry + (V) rg + dy) — Grs
— G(U) 'rs + Gdy.
Multiplicando ambos os lados dessa equacao por UV:
UGZv+VGZu+ ZuZvldv = (UVG+VZu) (rs + (V) 're + dy) — UVGrs — VGrs +
UVGdy.
De Dz, = (G + U™'Zu), obtemos que UG = (UDz, — Zu). Substituindo UG no
lado esquerdo da equacao:
(UDz, — Zu) Zv+VGZu+ ZuZv|dv = UVGry + UGrg + UVGdy + V Zury + Zurg +
VZudy — UV Grs —VGrs + UVGdy
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= (UDz,Zv+VGZu)dv =UG (Vry+16)+Zu (Vry+1re)+V (UG + Zu) dy—V G (Ursz + r5)+
UV Gdy
= (UDz,Zv+VGZu)dv = (UG + Zu) (Vry+16¢+ Vdy) — VG (Urs +15) + UVGdy
= (UDz,Zv+VGZu)dv = (UG + Zu) (Vry+re) = VG (Urs +15) + ZuVdy + 2UV Gdy
= (UDz,Zv+VGZu)dv = (UG + Zu) (Vry+1¢) — VG (Urs +r5) + (Zu+ 2UG) Vdy.
Fazendo Dy = (UDz,Zv + VG Zu), temos:

dv = (D) "' {(UG+ Zu) (Vry+16) — VG (Urs +135) + (Zu+ 2UG) Vdy} .

e Calculo de dy:

dy = Dry — Adx — (Dz,) " (rs + (U)"'rs) + (F)" (I + (Dz,)"'G) E],

onde:
D= [~(Dz) = (F) (1 + (D2)6)]
F = (D2, — (G)*(Dz,)™),
E = [ry+ (Dz) "  (=Gry — G(U)"1r5) + (V)" Lrg] .
Multiplicando ambos os lados dessa equacio por D~ :
[=(D2)7" = (D2 = (GP(D2) ™) (I + (D)7 G)| dy = ra—Ada—(Dz,) ™ (v + (U)'75)
+(Dzy = (G2(D2) ™) (I + (D) 7'G) [ra + (Dz) ™ (=Grs — G(U)™r5) + (V) 7]
Multiplicando ambos os lados dessa equacio por (Dz, — (G)2(Dz,)™) :
[~ (D2 — (G)*(Dz) ™) (D2) ™ — 1 = 2(D2,)"'G — (D2,) G dy =
= (Dz, — (Q)*(D2) 1) [ry — Adz — (Dz,) " (r5 + (U) " r5)]+ (I + (D) "' G) [r4 + (Dz,) "
(—Grs — G(U) 'rs) + (V) rg]
= (=Dz,(Dz,)™' — I —2(Dz,) 'Gldy = (Dz, — (G)*(Dz,) ") [ry — Adx — (Dz,) " (U) " trs]+
(I +(Dz,)7 Q) [ry — (Dz,)'\G(U) rs + (V)" lrg] =Dz, (Dz,) " 'rs+G?(Dz,) 2rs—G?(Dz,) 2y
—(Dz,)"'Grs.

Multiplicando ambos os lados por (—Dz,) :
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(Dz, + Dz, + 2G) dy = (DzyDz, — G*) [=1r2 + Adx + (Dz,) " (U) 'rs|+(Dzy + G) [-ra+
(Dz,)*G(U) r5 — (V) "lrg] + Dzyrs + Grs
= (Dz, + Dz, + 2GQ) dy = (Dz,Dz, — G*) [—ry + Adx]+Dz,(U) trs—G*(Dz,) " (U) 'rs+
(Dzy + G) [—rs — (V) ) + G(U) 'rs + G*(Dz,) " Y(U) 'rs + (Dz, + G) 13
= (Dzy, + Dz, + 2G)dy = (Dz,Dz, — G?) [=ry + Adz]+Dz,(U) 'rs+(Dzy, + G) [—r4 — (V) " rg]
+ GU) rs + (Dz, + G) 3.
Multiplicando ambos os lados por UV e substituindo UV (Dz,Dz, — G?) por D;:
(UVG+UZv+UVG+VZu+2UVG)dy = Dy (Adx —19)+(VG + Zv) rs+(UVG + V Zu+
UVG)(=ry— (V) lre) + VGrs + (UVG+UZv+UVG) 13
= (UZv+VZu+4UVG)dy = Dy (Adx — 1) + 2VGrs + Zvrs — (VZu+2VUG) 1y —
2UGre — Zurg + (UZv 4+ 2VUG) 13
= (UZv+VZu+4UVG) dy = Dy (Adx — r9)+(Zv + 2V G) (r5 + Urs)—(Zu + 2UG) (r¢ + Vry) .
Fazendo Dy = (UZv + VZu + 4UV G), temos:
dy = (Do) ' {Dy (Adx — 13) + (Zv + 2V G) (r5s + Urs) — (Zu + 2UG) (re + Vry)} .

e Calculo de dx:
Aldy = ry

= AY(Dy) ' { Dy (Adz — 1r3) + (Zv + 2V G) (15 + Urs) — (Zu+2UG) (r6 + Vry)} =1
= At(Dg)ilDlAd{L‘ = T1+At(D2)71 {Dl’l"g — (ZU + QVG) (T5 + U’f‘g) + (ZU + 2UG> (TG + V’T‘4>} .
Fazendo r = ri+A"(Dy) ' {Dyry — (Zv + 2VG) (r5 + Urs) + (Zu + 2UG) (re + Vr4)},

temos:
de = (AY(Dy)'DyA) .
e Calculo de du:

du = (Dz,)  (r3 —dy — Gdv + U~ 1rs) .
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Multiplicando ambos os lados dessa equagao por Dz, e substituindo Dz, por (G + U~ Zu):

(G+U ' Zu)du =13 —dy — Gdv + U 'rs.

Multiplicando por U:

(UG + Zu)du = U (r3 — dy — Gdv) + 5.

Obtemos entao:

du = (UG + Zu) " [U (rs — dy — Gdv) + 73] .

Com essas modificacoes teremos 6m operagoes a menos no calculo de dx, entretanto
teremos 4m operacoes adicionais no calculo de dv por iteracao. Mesmo assim compensa fazer

essas modificacoes porque ao todo teremos 2m operagoes a menos.

Modificaremos o calculo de 2,° e 2,°. Na solucao 6tima p — 0, entdo teremos Uz, = 0
e Vz, = 0 nas condi¢oes de otimalidade dadas em (3.12). Assim, se fizermos 2,° = e, de

Uz, =Vz, =0 teremos: 2,0 =U""Ve.

Algoritmo Primal-Dual Barreira Logaritmica

Os pontos iniciais 2%, y°, (u°,v%) > 0, u° sdo calculados como em (4.1).
20 =¢e, 2,°=U""We,onde e =[1,1,..., 1]’

Assim, dados z°%,¢°, (u®,0°) >0, 8>1,0<0 <1eT=0,99995.

Para k£ =0,1,2,... faca:
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pp=1) i
ok — (b + v;k)2—r’ ’
0, se i # 7.
UF = diag(u®)
VE = diag(v®)
Zuk = diag(z,*)
Zv* = diag(z,")
rk = _Alyh
rof = —Axk —uF +0F 4+ b
ref = —gk 4 2k — b
ek = " F 4y
rsk = —UMZuFe + pke
ret = —VkZuvke + pPe

Dz = (G"+ (U2}
Df = (U*Dz,Zv* + VEGE ZuF)
Dy = (U*Zo* + VFZuk + AUFVEGF)
rfo= rF 4 ANDY)TH{ Dok — (ZoF + 2VEGE) (rst 4 Ukrsh) + (Zub + 2U%G*) (rf+

+VErt) )

dt = (AY(Dy*)'D*A) Tk

dy* = (D)) {Dy" (Ada* — ro¥) + (Zv* 4 2VEGE) (rs* + Ubrsh) — (Zub + 2U%G*) (reh+
+VFrd*) }

dvf = (D) {(URGF + ZuF) (VErg® + rgt) — VEGE (UFrsk + rs*) + (Zu* + 2UGF)
VEdy*}
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duf = (UG* + Zu*) " [U (rsF — dy* — GEdo*) + 1]
dz" = (V)7 (re* — Z,FdvF)
dz" = (U™ (rsF — Z,Fdub)
(i) 7 (i)~ (o) Qo) )
@’ = minq7| mn —— |, 7| min — |, 7| mn ——-— |, 7| min ——-—,1
dui*<0  du; dvi*<0  dv; dzui®<0  dzy; dzi*<0  dzy;

ot = 2k 4 oFdat

yHtl = yF 4 aFdy

ubtl = b + oFduk
P — b 1 kdy
2 = 2k 4 akd, b
Zyk—‘rl — ka +dez,vk
k
k1 M
T B

Até convergir.

Critério de Convergéncia: O critério de convergéncia ¢ o mesmo do método
primal-

-dual barreira logaritmica definido em (3.13) na Segdo 3.5.3.

4.4 Método Primal-Dual Barreira Logaritmica Preditor-

Corretor

As modificagoes nas direcoes desse método sao andlogas as do método primal-dual

barreira logaritmica.
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Algoritmo Primal-Dual Barreira Logaritmica Preditor-Corretor

O ponto inicial é calculado como no método primal-dual barreira logaritmica na Secao

4.3.
Assim, dados z°%,¢°, (u®,0%) >0, 8>1,0< 0o <1eT=0,99995.
Para k£ =0,1,2,... faca:

Passo Preditor:

¢ = pluF + okl

pp=1)
ak — ) (uk k) ’
0, se i # J.
U* = diag(u®)
Vk = diag(v®)
Zuk = diag(z,")
Zv* = diag(z,")
RE = Aty
F = —AzF —uF R+ b
mF = —gh 2k —
A R A Tl
s = —UFZuFe
76k = —VkZuvke

Dz, = (G*+ (U"Z")
Dz, = (G4 (VF)'Z)5)
Df = (U*Dz,Zv* + VEGE ZuF)
DY = (UFZv* + VFEZuk + AUPVEGF)
rho= ik + AYDM) T DR — (208 + 2VEGE) (158 + URrR) 4 (ZuF + 2URGP) (r6k+
+VRrk) )
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deb = (AY(Dy*)"'Dy*A) i

dy* = (Do) {Dy" (Adat — b)) + (ZoF + 2VFGY) (r5F + Ubrsh) — (Zu + 2U%GY) (r6k+
+VERk)

dv* = (D)7 {(UFGR + ZuP) (VErk + 76b) — VIGH Uk + 75F) + (Zu® + 20%GF)

Vkak}
duf = (Dz,*)71 (r3k — dyf — GFdv® + (U*)~1rsk)
dz" = (VM) (7h — Z,Fdvb)
dz," = (U7 (k- Z,*du*)

Passo Corretor:

k k
f¥ = min{r min M

(dus"+do; ") <0 <d;lk + d:f) ’
G = plub + grdu” 4 oF + gEd )P

dU* = diag(duk)

1

dvk = dz’ag(civk)
RF = gF — G*(du* + dv¥) — g*
R = davudz"
R = av'dz’

o= —Alyk

Pho= —Azkh —uF ok 40
ko= bz —yb — RE
o= —g"+ 2 +yF — RF
b= —U*Z e + pFe — RF

e = —VEZ e+ pke — RY
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le + At(DQk)il {lerAQk? _ (ka + 2Vka) (7“},]C + UkTAg,k) + (Zuk + QUka) (7:6k+

(D)~
V’“ciyk}
(D247t (55 = dy* — Grdv + (U%) 155
(Vk)—l <A6k _ kadAvk>
(@) (5" - 2z du)
uk v;¥ Zui” Zpi"

min< 7 [ min ——= , 7| min — . , 7| min — el 7| min —=% , 1

duf<0  du® dvik<0  du” dzai®<0  dzy" dzoi" <0 dzy;F

x4+ oFdrk

yk + Ozkayk’
uk + ok dut

vF + oFdo*
-~k

2.F + ad,,
-~k

2" +afd,

1k

g

Até convergir.

Critério de Convergéncia: O critério de convergéncia ¢ o mesmo do método

primal-dual barreira logaritmica definido em (3.13) na Se¢ao 3.5.3.
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Capitulo 5

Estudo da Estrutura Matricial

Para o estudo da estrutura matricial dos métodos de pontos interiores descritos no

Capitulo 4, vamos fazer algumas observacoes acerca das matrizes envolvidas nos calculos.

Nosso objetivo consiste em resolver o problema (3.1) descrito no Capitulo 3. Como
o foco desse trabalho é resolver problemas de regressao polinomial, a matriz A é de Vander-

monde. Assim, A é da seguinte forma:

1 aq CL12 tee CLln_l
1 ay CL22 a2n71
A=
1 a, an® -+ ap™ !
L 4 mxn

Usamos o fato de a matriz A ser de Vandermonde para ocupar pouca memoria,

armazenando apenas os valores dados pela segunda coluna da matriz A.

Para encontrar os pontos iniciais, em todos os métodos utilizamos a matriz A*A.
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B m m m T
m Z a; Z a2 - Z a;" !
i=1 i=1 i=1
m m m m
DILIED DD DL S
AtA = i1 i—1 i—1 i—1
m m m m
Z ain—l Z ain Z ain—i-l . Z aiQn—2
| =1 i=1 i=1 1=1 dnxn

A matriz A'A é uma matriz inversivel, pois A tem posto completo porque nenhum
ponto se repete, ou seja, a; # aj, Vi,j = 1,...,m, com i # j. Além de A'A ser inversivel, tem
uma propriedade especial, ¢ uma matriz de Hankel, ou seja, os elementos de cada antidiagonal

sao iguais.

Em [25] e [15] encontramos uma forma eficiente de resolver sistemas lineares quando
a matriz do lado esquerdo é uma matriz de Hankel. Isso serd utilizado na implementagao
computacional, visto que na resolucao dos problemas de regressao pela norma L, utilizando
métodos de pontos interiores, no calculo do ponto inicial e das dire¢oes nos deparamos com

matrizes de Hankel, consequéncia do fato da matriz A ser de Vandermonde.

Também nos deparamos com matrizes do tipo A*DA nos calculos que envolvem as

direcoes, onde D é uma matriz diagonal nao-singular. Sendo assim, se definirmos D da forma:

d 0 0 - 0
0 dy 0 -~ 0

D= ,
0 0 0 dp

L - mxXm

entao teremos:
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m m

i d; i dia; Y diai® - > dia"!
i=1 i=1

i=1 i=1
m m

Zml dia; il d;a;? Z d;a;® - Z dia;"

t
A'DA = i=1 i=1
m m m m
n—1 n n+1 2n—2
L =1 i=1 =1 i=1

4 nXn

Podemos observar dessa forma que a matriz A'D A também é uma matriz nao-singular
e de Hankel.

Vejamos agora cada caso que contribuird para uma implementacao eficiente dos mé-

todos de pontos interiores.

5.1 Calculo de Ax

Para efetuar a multiplicacdo da matriz A,,x, por um vetor z,, usamos um método
capaz de efetuar essa multiplicagdo em (2mn — 2m) operagdes, enquanto que comumente
levariamos 2mn operacoes. Considerando um problema de grande porte, essa diferenca dé
mais velocidade ao método.

Para ficar claro o nimero de operagoes envolvidas, segue abaixo um exemplo de
pequeno porte.

Considere a matriz Ajxs3 :

AZ[l 2 22],e:c= 5

O produto Ax é feito da seguinte forma:

Dado a
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aux = z[n]
Para j=n—-1:-1:1
aux = z[j] + a * aux
Nesse exemplo esse procedimento faz o seguinte:
aux =7
j =2
aux = x[2] + axaux = 5+ 2% 7 =19
j =1
aux = x[1] + axaux = 2+ 2% 19 = 40
Entao o procedimento fez o calculo: 2 + 2 %5+ 22 % 7, ou seja, Az em (2mn — 2m)

operacoes, para esse exemplo m =1en = 3.

5.2 Calculo de A'A

Como vimos, o fato de a matriz A ser de Vandermonde faz com que A'A seja uma matriz
de Hankel, sendo assim, muitos elementos de A’ A sao iguais, por isso em nossa implementacao
armazenamos apenas os elementos diferentes, ou seja, 2n — 1 elementos. A multiplicacao de

2 operacoes no caso de A,,.,, enquanto que em nossa implementaciao o

AtA requer 2mn
namero de operagoes necessarias para realizar essa multiplicagao é (4mn — 3m) operagoes.
Seja A, xn, para calcular A'A fazemos:
h[0] =m
Parati=1:m—1
aux = A[i, 2]
h[1] = h[1]+ aux
Para j =2:2n

aux = auxx*A[i, 2]
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hlj] = h[j]+ aux

O vetor h guarda os elementos distintos de A*A. Nao é necessario armazenar todos
os elementos de A porque a primeira coluna contém apenas 1, e poderiamos obter a terceira
coluna até a n-ésima a partir da segunda coluna, mas na patica, tanto multiplicar A por um

vetor como calcular A*A, as colunas adicionais de A nao precisam ser calculadas.

Vejamos um exemplo de como utilizar o procedimento acima para calcular A'A.

Considere Asys:

111 3 6 14
A=|12 4| =AA=| 6 14 36
1309 14 36 98

Observe que nesse exemplo m = n, dessa forma a matriz de Vandermonde A é
inversivel e a solucao para o problema de regressao pela norma L,é direta. Porém, nosso

intuito é trabalhar com problemas grandes em que m > n.

Para esse exemplo temos os seguintes calculos:

aux = A[l,2] =1
hll]=h[1]+1=0+1=1
j=2:

aux = aux*A[l,2] =1%1=1
hi2] = h[2+ aux =0+1=1
j=3

aux = aux*A[l,2] =1%x1=1
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h3] =h[3]+ auxx =0+1=1
j =4
aux = aux*xA[l,2] =1+x1=1

hi4] = h[4]+ aux =0+ 1 =1

aux = A[2,2] =2

W] =h[l] +2=1+2=3
j=2:

aux = aux*A[2,2] =2x2=4
hi2] =h2[+aux =14+4=5
j=3

aux — aux*A[2,2] =4%x2 =38
hi3] =h[3]+ aux=1+8=9
g =4

aux = aux*A[2,2] =8%2 =16

hl4] = hl4]4+ aux = 1+ 16 = 17

aux = A[3,2] =3

h(l] =h[1] +3=34+3=6
j=2:

aux = aux*A[3,2] =3%x3=9
h2] = h[2]4 aux =5+9 =14
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Jj=3

aux = aux*A[3,2] = 9% 3 =27
h[3] = h[3]+ aux = 9 + 27 = 36
j =4

aux = aux*A[3,2] =27+ 3 =81
h[4] = h[4]+ aux = 174 81 = 98

Dessa forma encontramos o vetor h dado por:

36

98

Observe que para cada j efetuamos 2 operacoes para cada valor de 7, dai temos um
total de 2(2n — 2) operagoes para cada i, isso implica em um total de 2m(2n — 2) operagoes
para todos os j dentro do laco de i, temos ainda m operacoes adicionais dentro do laco de 7 e

fora do lago em j, isso resulta num total geral de 2m(2n — 2) +m = (4mn — 3m) operagoes.

5.3 Inversa de uma Matriz de Hankel

Sera apresentado nessa secao um algoritmo para calcular a inversa de uma matriz de

Hankel. Para mais detalhes e demonstragoes do algoritmo, ver [25].

Podemos representar uma matriz de Hankel de ordem n + 1 da forma:
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CO Cl Ce Cn
¢, G o Cun .

Hy = . i ) i = (Ci+j)i,j:0'
Cn Cn+1 T CZn

- 4 n+l1xn+1

Quando as matrizes Hy, Hy, ..., H, sao nao-singulares, o nimero de multiplicacoes
neces-
sérias para inverter H, ¢ proporcional a (n+1)?, ao invés de (n+1)3 como ocorre em métodos
para inverter uma matriz simétrica arbitriria de ordem n + 1.

Observe também que n representa o grau do polindmio da regressao, o que na pratica
significa que nao tem um valor muito alto.

Para calcular a inversa de H, devemos seguir o método abaixo.
Método para inversao de uma matriz de Hankel

Vamos supor que seja necessario inverter uma matriz H,,.1, e que Hy_q1, Hg, ..., Hp 11

sao nao-singulares para k < m.

e Encontre ugp—1, U1 k-1, -, Wk—1,k—1 € Uo k, Ul ki ---, U i TeSOlVendo o sistema:

n
E Cr+jujn = —Un+tr+1s 0<r< n,
7=0

paran=k—1en=%.

e Encontre A\j:

k
A = E Ck+sus,k—1-

s=0
e Encontre ~;:

k
Ve = E Ck+j+luj,k—1-

=0



5.3. Inversa de uma Matriz de Hankel 87

e Para k < n < m — 1, calcule recursivamente:
n+1

Ang1 = E On+j+1ujn7

J=0
n+1

Tn+1 = E Cn+j+2ujn-
Jj=0

e Para 0 < s <n-+1, calcule:

-1 -1 -1
Usn+1 = (/\n Yn — )‘n+17n+1) Usp + Us—1,n — )‘n /\n+1us,n—1a

onde Us_1, = Upyip-1 = 0 € Upy1, = 1.

e Para 0 <r < s <m, calcule:

-1
brsm = brfl,erl,m + Am (ur,mfluerl,m - ur,muerl,mfl) )

onde b,_1 s+1m = br—1m+1,m = 0.

e Calcule A\, 1:
m+1

A1 = g Crntj+1Ujm-
j=0

e Para 0 <r <s<m+1, calcule:

—1
brs,m+1 = brsm + /\m+1urmusm~

e Para 0 < s <r <m+ 1, temos:

brs,m—i—l = bsr,m—i—l .

. 1 , .
Dessa forma, a matriz H,_, é dada por:

-1 m+1
Hm+1 = B = (bns,m-&-l)

r,s=o °

Usaremos esse algoritmo na implementacao eficiente para calcular a inversa de

uma matriz de Hankel, matriz que aparece no calculo das direcoes dos métodos de

pontos interiores.
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Capitulo 6

Resultados Computacionais

No Capitulo 3 apresentamos os métodos de pontos interiores descritos em [7] j4 com as
modificacoes no calculo dos residuos, e no Capitulo 4 apresentamos modificagoes no calculo
das direcoes e do ponto inicial. Nesse trabalho fizemos essas trés modificacdes com o intuito
de aperfeicoar os métodos, e fizemos uma implementacao eficiente. Nesse capitulo apresen-
taremos os resultados computacionais da implementacao em MATLAB e da implementacao
eficiente. Os testes computacionais foram feitos no Matlab R2009a, sistema computacional
Linux, meméria 4GB, processador Intel(R) Core(TM)2.

A notacao utilizada em todos os exemplos serd a mesmas:

Para os métodos atuais, aperfeicoados nesse trabalho:

BL: Método Barreira Logaritmica

BLPC: Método Barreira Logaritmica Preditor-Corretor

PDBL: Método Primal-Dual Barreira Logaritmica

PDBLPC: Método Primal-Dual Barreira Logaritmica Preditor-Corretor

Para os métodos ja existentes:
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BL(antigo): Método Barreira Logaritmica

BLPC(antigo): Método Barreira Logaritmica Preditor-Corretor

e PDBL(antigo): Método Primal-Dual Barreira Logaritmica

PDBLPC(antigo): Método Primal-Dual Barreira Logaritmica Preditor-Corretor

Usaremos it para niimero de iteracoes e Fo para o valor da fun¢ao objetivo. O tempo
estd em segundos. Em todos os casos usaremos ¢ = 2, ( ¢ usado no calculo do ponto inicial

dos métodos de pontos interiores ja existentes .

6.1 Problema de Grande Porte

Para ficar claro o quanto cada modificacao contribuiu ou nao, vamos fazer inicialmente
trés testes, um apenas com a modificacao no ponto inicial, outro apenas com a modificacao
no residuo e o tdltimo com a modificacao apenas nas direcoes. Faremos esses testes com
o problema de grande porte que esta descrito em [7]. Esse problema compreende valores
de juros diarios ao longo de 40 anos, totalizando 10958 valores observados, os dados foram
normalizados no intervalo [0,1]. Em seguida, apresentaremos os testes com todas as modifi-
cacoes.

Utilizaremos 7 = 0,99995, 8 = 10, € = 10719 ¢; = 1078, onde € e ¢, sao usados para

a verificagdo do critério de convergéncia definido em (3.7), e o = 1071,

6.1.1 Modificacdao no Ponto Inicial

Vejamos os resultados obtidos apenas com a modificacao do ponto inicial.
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BL BL (antigo)

p | it | tempo Fo it | tempo Fo

1,1 125 10,2782 | 2,4550e+04 | 4 | 0,0942 | 2,6040e+04

1,21 19 | 0,2319 | 2,8274e+04 | 24 | 0,2855 | 2,8274e+04

1,3 1 13 | 0,1642 | 3,2781e+04 | 19 | 0,2320 | 3,2781e+04

1,4 110 | 0,1316 | 3,8243e+04 | 16 | 0,2006 | 3,8243e+04

15| 9 | 0,1283 | 4,4881e+04 | 14 | 0,1838 | 4,4881e+04

1,6 | 8 10,0980 | 5,2952e+04 | 13 | 0,1539 | 5,2952e+04

1,71 8 10,0954 | 6,2775e+04 | 12 | 0,1577 | 6,2775e+04

1,81 8 10,1195 | 7,4734e+04 | 11 | 0,1554 | 7,4734e+04

1,91 7 10,1086 | 8,9311e+04 | 9 | 0,1335 | 8,9311e+04

Tabela 6.1.1: Barreira Logaritmica — Ponto Inicial.

BLPC BLPC(antigo)

p | it | tempo Fo it | tempo Fo

1,1 | 14| 0,2280 | 2,4570e+04 | 6 | 0,1325 | 2,6040e+04

1,2 | 18 | 0,2316 | 2,8274e+04 | 26 | 0,3702 | 2,8274e+04

1,3 115 10,2338 | 3,2781e+04 | 19 | 0,2819 | 3,2781e+04

1,4 | 11 | 0,1793 | 3,8243e+04 | 14 | 0,2136 | 3,8243e+04

15| 9 | 0,1317 | 4,4881e+04 | 12 | 0,1832 | 4,4881e+04

1,6 | 8 | 0,1461 | 5,2952¢+04 | 10 | 0,1607 | 5,2952e+04

1,71 8 10,1355 | 6,2775e+04 | 9 | 0,1495 | 6,2775e+04

1,8 1 7 10,1234 | 7,4734e+04 | 9 | 0,1584 | 7,4734e+04

1,91 7 10,1276 | 8,9311e+04 | 9 | 0,1514 | 8,9311e+04

Tabela 6.1.2: Barreira Logaritmica Preditor-Corretor — Ponto Inicial.
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PDBL PDBL (antigo)

p | it | tempo Fo it | tempo Fo

1,1 [ 20 | 0,2692 | 2,4550e+04 | 33 | 0,4288 | 2,4551e+04

1,2 | 16 | 0,2206 | 2.8274e+04 | 27 | 0,3473 | 2,8274e+04

1,3 113 10,1922 | 3,2781e+04 | 22 | 0,3013 | 3,2781e+04

1,4 111 10,1597 | 3,8243e+04 | 20 | 0,2616 | 3,8243e+04

1,5 | 10 | 0,1502 | 4,4881e+04 | 18 | 0,2543 | 4,4881c+04

1,6 | 9 |0,1406 | 5,2952e+04 | 18 | 0,2464 | 5,2952e+04

1,719 |0,1406 | 6,2775e+04 | 18 | 0,2497 | 6,2775e+04

1,819 10,1390 | 7,4734e+04 | 18 | 0,2566 | 7,4734e+04

1,9 1 10 | 0,1465 | 8,9311e+04 | 19 | 0,2193 | 8,9311e+04

Tabela 6.1.3: Primal-Dual Barreira Logaritmica — Ponto Inicial.

PDBLPC PDBLPC (antigo)

p | it | tempo Fo it | tempo Fo

1,1 | 15| 0,2845 | 2,4550e+04 | 1 | 0,0658 | 2,6118e-+04

1,2 112 10,2111 | 2,8274e+04 | 1 | 0,0502 | 2,9726e+04

1,319 ]0,1700 | 3,2781e+04 | 1 | 0,0545 | 3,4090e-+04

1,41 7 10,1430 | 3,8243e+04 | 1 | 0,0536 | 3,9382e-+04

1,51 7 10,1506 | 4,4881e+04 | 1 | 0,0537 | 4,5816e-+04

1,6 | 6 | 0,1357 | 5,3098e+04 | 1 | 0,0540 | 5,3658e-+04

1,719 |0,1846 | 6,2775e+04 | 1 | 0,0535 | 6,3239e-+04

1,81 8 10,1413 | 7,4734e+04 | 1 | 0,0529 | 7,4975e-+04

1,91 7 10,1436 | 8,9311e+04 | 1 | 0,0518 | 8,9381e+04

Tabela 6.1.4: Primal-Dual Barreira Logaritmica Preditor-Corretor — Ponto Inicial.



6.1. Problema de Grande Porte 93

A modificacao no ponto inicial colabora para reduzir o valor da fungao objetivo, e de
modo geral, também para a diminui¢do do nimero de iteracoes. Aqui estamos apresentando
os resultados desse teste com o = 107!, lembrando que o é usado no calculo do ponto
inicial. Entretanto vale ressaltar que fizemos testes com valores menores de o (por exemplo
o = 1071%) e verificamos nesse caso um leve aumento no valor da fun¢ao objetivo.

Observe que nosso problema possui minimo global, assim a solu¢ao 6tima é tnica.
O fato de conseguirmos diminuir o valor da funcao objetivo na solucao 6tima mudando o
ponto inicial, mostra que os métodos antigos estavam parando antes, pelo segundo critério
de parada, definido em (3.7). Com a modificagdo no ponto inicial, nos aproximamos mais
da solucao 6tima global. Mas vale ressaltar que uma modificacao no critério de convergéncia
também poderia fazer com que a solugao 6tima fosse mais proxima da solucao 6tima global.

Situacao parecida aconteceu nos experimentos que serao apresentados a seguir.

6.1.2 Modificacao no Calculo do Residuo

Alterando apenas o calculo dos residuos obtemos os seguintes resultados:

BLPC BLPC(antigo)

p | it | tempo Fo it | tempo Fo

1,1 | 3 |0,1136 | 2,6165e+04 | 6 | 0,1325 | 2,6040e-+04

1,2 | 4 10,1217 | 2,9793e+04 | 26 | 0,3702 | 2,8274e+04

1,3 6 |0,1322 | 3,6030e+04 | 19 | 0,2819 | 3,2781e+04

1,4 |4 10,1195 | 3,9351e+04 | 14 | 0,2136 | 3,8243e+404

1,5 | 70,1556 | 4,4882¢+04 | 12 | 0,1832 | 4,4881e+-04

1,6 | 50,1361 | 5,2953e+04 | 10 | 0,1607 | 5,2952e+04

1,71 4 10,1209 | 6,2775e+04 | 9 | 0,1495 | 6,2775e-+04

1,8 | 4 |0,1229 | 7,4734e+04 | 9 | 0,1584 | 7,4734e+-04

1,9 | 4 | 0,1206 | 8,9311e+04 | 9 | 0,1514 | 8,9311e+04
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Tabela 6.1.5: Barreira Logaritmica Preditor-Corretor — Residuo.

PDBLPC PDBLPC (antigo)

p | it | tempo Fo it | tempo Fo

1,1 | 10,0629 | 2,6118+04 | 1 | 0,0658 | 2,6118e+04

1,2 | 1 ]0,0588 | 2,9726e+04 | 1 | 0,0502 | 2,9726e+04

1,3 | 10,0563 | 3,4090e+04 | 1 | 0,0545 | 3,4090e+04

14| 1]0,0589 | 3,9382e+04 | 1 | 0,0536 | 3,9382e+04

1,5 10,0539 | 4,5816e+04 | 1 | 0,0537 | 4,5816e+04

1,6 | 1 10,0502 | 5,3658¢+04 | 1 | 0,0540 | 5,3658e+04

1,71 10,0578 | 6,3239e+04 | 1 | 0,0535 | 6,3239e+04

1,8 | 10,0574 | 7,4975e+04 | 1 | 0,0529 | 7,4975e+04

1,9 | 10,0566 | 8,9381e+04 | 1 | 0,0518 | 8,9381e+04

Tabela 6.1.6: Primal-Dual Barreira Logaritmica Preditor-Corretor — Residuo.

Podemos observar que a modificacao no calculo dos residuos reduz o nimero de ite-
racoes no primeiro caso, mas aumenta levemente o tempo de execucao no 1ltimo caso. Veja
que na Tabela 6.1.6 temos o mesmo nimero de iteragoes, mas em alguns casos o tempo
aumentou. Isso acontece porque a nova forma de encontrar os residuos exige mais calculos
do que a forma antiga. Essa modificagao no calculo colabora para a diminui¢ao no ntmero
de iteracoes, mas pode aumentar o tempo computacional. Observe que essas alteracoes

modificam somente os métodos do tipo preditor-corretor.

6.1.3 Modificacao no Calculo das Direcdes

No Capitulo 4 apresentamos uma nova forma de calcular as direcoes dos métodos, essa
nova maneira reduz o nimero de operacoes necessarias em cada iteragao. Vejamos o que

acontece quando mudamos apenas a forma de calcular essas direcoes:
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BL BL(antigo)

p | it | tempo Fo it | tempo Fo

1,11 4 |0,0678 | 2,6040e+04 | 4 | 0,0942 | 2,6040e-+04

1,2 | 24 | 0,2486 | 2,8274e+04 | 24 | 0,2855 | 2,8274e+04

1,3 119 | 0,1955 | 3,2781e+04 | 19 | 0,2320 | 3,2781e+04

1,416 | 0,1749 | 3,8243e+04 | 16 | 0,2006 | 3,8243e+04

1,5 | 14 | 0,1242 | 4,4881e+04 | 14 | 0,1838 | 4,4881e+04

1,6 | 13 | 0,1178 | 5,2952e+04 | 13 | 0,1539 | 5,2952e+04

1,7 112 0,1280 | 6,2775e+04 | 12 | 0,1577 | 6,2775e+04

1,8 | 11 | 0,1086 | 7,4734e+04 | 11 | 0,1554 | 7,4734e+04

1,91 9 10,0997 | 89311e+04 | 9 | 0,1335 | 8,9311e+04

Tabela 6.1.7: Barreira Logaritmica — Direcoes.

BLPC BLPC(antigo)

p | it | tempo Fo it | tempo Fo

11| 6 |0,1042 | 2,6040e+04 | 6 | 0,1325 | 2,6040e+04

1,2 | 26 | 0,2623 | 2,8274e+04 | 26 | 0,3702 | 2,8274e+04

1,3 119 10,2071 | 3,2781e+04 | 19 | 0,2819 | 3,2781e+04

1,4 | 14| 0,1528 | 3,8243e+04 | 14 | 0,2136 | 3,8243e+04

1,512 | 0,1318 | 4,4881e+04 | 12 | 0,1832 | 4,4881e+04

1,6 | 10 | 0,1127 | 5,2952e+04 | 10 | 0,1607 | 5,2952e+04

1,719 |0,1146 | 6,2775e+04 | 9 | 0,1495 | 6,2775e+04

1,819 10,1084 | 7,4734e+04 | 9 | 0,1584 | 7,4734e+04

1,919 10,1216 | 8,9311e+04 | 9 | 0,1514 | 8,9311e+04

Tabela 6.1.8: Barreira Logaritmica Preditor-Corretor — Direcoes.
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PDBL PDBL (antigo)

p | it | tempo Fo it | tempo Fo

1,1 | 33| 0,4169 | 2,4551e+04 | 33 | 0,4288 | 2,4551e+04

1,2 | 27 | 0,3264 | 2.8274e+04 | 27 | 0,3473 | 2,8274e+04

1,3 122 10,2774 | 3,2781e+04 | 22 | 0,3013 | 3,2781e+04

1,4 |1 20 | 0,2467 | 3,8243e+04 | 20 | 0,2616 | 3,8243e+04

1,5 | 18 | 0,2342 | 4,4881e+04 | 18 | 0,2543 | 4,4881e-+04

1,6 | 18 | 0,2353 | 5,2952¢+04 | 18 | 0,2464 | 5,2052e+04

1,71 18 | 0,2435 | 6,2775e+04 | 18 | 0,2497 | 6,2775e+04

1,8 | 18 | 0,1941 | 7,4734e+04 | 18 | 0,2566 | 7,4734e+04

1,9 1 19 | 0,2046 | 8,9311e+04 | 19 | 0,2193 | 8,9311e+04

Tabela 6.1.9: Primal-Dual Barreira Logaritmica — Direcoes.

PDBLPC PDBLPC (antigo)

p | it | tempo Fo it | tempo Fo

1,1 | 10,0357 | 2,6118e+04 | 1 | 0,0658 | 2,6118e+04

1,211 ]0,0369 | 2,9726e+04 | 1 | 0,0502 | 2,9726e+04

1,3 10,0401 | 3,4090e+04 | 1 | 0,0545 | 3,4090e+04

1,4 | 10,0380 | 3,9382e+04 | 1 | 0,0536 | 3,9382e+-04

1,5 | 1 ]0,0481 | 4,5816e+04 | 1 | 0,0537 | 4,5816e+04

1,6 | 10,0390 | 5,3658e+04 | 1 | 0,0540 | 5,3658e+04

1,711 10,0433 | 6,3239e+04 | 1 | 0,0535 | 6,3239¢e+04

1,8 | 10,0382 | 7,4975e+04 | 1 | 0,0529 | 7,4975e+-04

1,9 10,0386 | 8,9381e+04 | 1 | 0,0518 | 8,9381e+04

Tabela 6.1.10: Primal-Dual Barreira Logaritmica Preditor-Corretor — Diregoes.



6.1. Problema de Grande Porte 97

Com a modificacao no célculo das dire¢oes, conseguimos diminuir o niimero de ope-
racoes necessarias em cada iteracao. Podemos visualizar isso através do nimero de operacoes
de pontos flutuantes obtidos pela fungdo flops do MATLAB 5.2. Veja abaixo os resultados

do ntimero de flops obtido em uma iteracao para o problema de grande porte:

METODO FLOPS | METODO | FLOPS
BL(antigo) 1.519.590 BL 1.383.964
BLPC(antigo) | 2.180.059 BLPC 1.953.801
PDBL(antigo) | 1.859.292 | PDBL | 1.834.092
PDBLPC(antigo) | 2.549.677 | PDBLPC | 2.535.425

Em todos os métodos podemos verificar uma diminuicao no ntmero de operacoes.
Isso faz com que o esfor¢co computacional seja menor, contribuindo para a implementacao

eficiente e também faz com que os métodos fiquem mais rapidos.

6.1.4 Resultados Finais

Agora vamos unir todas as modificagoes apresentadas e comparar com os métodos ja

existentes.



6. Resultados Computacionais

BL BL(antigo)

p | it | tempo Fo it | tempo Fo

1,1 125 10,2035 | 2,4550e+04 | 4 | 0,2581 | 2,6040e-+04

1,2 | 19 | 0,2000 | 2,8274e+04 | 24 | 0,2855 | 2,8274e+04

1,3 | 13 | 0,1445 | 3,2781e+04 | 19 | 0,2320 | 3,2781e+04

1,4 110 | 0,1159 | 3,8243e+04 | 16 | 0,2006 | 3,8243e+04

15| 9 | 0,082 | 4,4881e+04 | 14 | 0,1838 | 4,4881c+04

1,6 | 8 10,0973 | 5,2952e+04 | 13 | 0,1539 | 5,2952e+04

1,71 8 10,0955 | 6,2775e+04 | 12 | 0,1577 | 6,2775e+04

1,8 1 8 10,0950 | 7,4734e+04 | 11 | 0,1554 | 7,4734e+04

1,91 7 10,0814 | 8,9311e+04 | 9 | 0,1335 | 8,9311e+04

Tabela 6.1.11: Barreira Logaritmica.

BLPC BLPC(antigo)

p | it | tempo Fo it | tempo Fo

1,1 | 50,1139 | 2,4705e+04 | 6 | 0,1325 | 2,6040e+04

1,21 8 | 0,1512 | 2,8274e+04 | 26 | 0,3702 | 2,8274e+04

1,316 |0,1179 | 3,2781e+04 | 19 | 0,2819 | 3,2781e+04

1,41 50,1002 | 3,8243e+04 | 14 | 0,2136 | 3,8243e-+04

15| 4| 0,0766 | 4,4881e+04 | 12 | 0,1832 | 4,4881e+04

1,6 | 4| 0,0832 | 5,2952e+04 | 10 | 0,1607 | 5,2952e+04

1,71 30,0679 | 6,2775e+04 | 9 | 0,1495 | 6,2775e+04

1,8 | 3 |0,0668 | 7,4734e+04 | 9 | 0,1584 | 7,4734e-+04

1,91 30,0674 | 8,9311e+04 | 9 | 0,1514 | 8,9311e+04

Tabela 6.1.12: Barreira Logaritmica Preditor-Corretor.
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PDBL PDBL (antigo)

p | it | tempo Fo it | tempo Fo

1,1 1 20 | 0,3038 | 2,4550e+04 | 33 | 0,4288 | 2,4551e+04

1,2 | 16 | 0,2455 | 2.8274e+04 | 27 | 0,3473 | 2,8274e+04

1,3 113 10,2037 | 3,2781e+04 | 22 | 0,3013 | 3,2781e+04

1,4 111 10,1828 | 3,8243e+04 | 20 | 0,2616 | 3,8243e+04

1,5 | 10 | 0,1704 | 4,4881e+04 | 18 | 0,2543 | 4,4881c+04

1,6 | 9 |0,1553 | 5,2952e+04 | 18 | 0,2464 | 5,2952e+04

1,719 |0,1518 | 6,2775e+04 | 18 | 0,2497 | 6,2775e+04

1,81 9 |0,1543 | 7,4734e+04 | 18 | 0,2566 | 7,4734e+04

1,9 110 | 0,1633 | 8,9311e+04 | 19 | 0,2193 | 8,9311e+04

Tabela 6.1.13: Primal-Dual Barreira Logaritmica.

PDBLPC PDBLPC (antigo)

p | it | tempo Fo it | tempo Fo

1,1 | 11 | 0,1858 | 2,4550e+04 | 1 | 0,0658 | 2,6118e+04

1,2 | 11 | 0,1895 | 2,8274e+04 | 1 | 0,0502 | 2,9726e+04

1,3 7 10,1395 | 3,2781e+04 | 1 | 0,0545 | 3,4090e-+04

1,4 | 7 | 0,1397 | 3,8243e+04 | 1 | 0,0536 | 3,9382e+-04

1,6 | 6 | 0,1123 | 4,4881e+04 | 1 | 0,0537 | 4,5816e+04

1,6 | 6 | 0,1231 | 5,2952e+04 | 1 | 0,0540 | 5,3658e+04

1,71 6 |0,1222 | 6,2775e+04 | 1 | 0,0535 | 6,3239e+04

1,8 | 13 | 0,1320 | 7,4734e+04 | 1 | 0,0529 | 7,4975e+-04

1,9 | 8 | 0,1488 | 8,9311e+04 | 1 | 0,0518 | 8,9381e+04

Tabela 6.1.14: Primal-Dual Barreira Logaritmica Preditor-Corretor.
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Percebemos uma reducao no niimero de iteragoes e no valor da fungao objetivo, exceto
para o método primal-dual barreira logaritmica preditor-corretor, onde o ntimero de iteracoes
aumentou, mas o valor da funcao objetivo diminuiu. Nas tabelas 6.1.11 e 6.1.13 verificamos a
diminui¢ao do tempo, enquanto que nas tabelas 6.1.12 e 6.1.14 o tempo aumentou por causa
da nova forma de calcular os residuos.

Na Tabela 6.1.11 para p = 1,1 o numero de iteracoes aumentou, porém o valor da
funcao objetivo foi menor. Para os outros valores de p, houve reducao do ntimero de iteracoes
e, consequentemente, do tempo também. Nas Tabelas 6.1.12 e 6.1.13 observamos reducao no
ntimero de iteragoes. Na Tabela 6.1.14 houve um aumento no niimero de iteragoes, mas uma
reducao no valor da funcao objetivo.

Considere o caso em que resolvemos esse problema utilizando o método primal-

4,2080
dual preditor-corretor, com p = 1,5. O resultado encontrado foi x* = . Lem-

06,2531

brando que z* representa os coeficientes de um polind6mio, nesse caso de grau 1, entao

p(t) = 6,2531¢ + 4, 2080.

Graficamente:
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Na Figura 6.1 podemos visualizar a aproximacao linear obtida para o problema. Os
valores de y representam a taxa de juros, e os valores de x representam as datas que foram

normalizadas no intervalo [0,1].

6.2 Funcao Cosseno

Deste exemplo em diante utilizaremos os métodos descritos no Capitulo 4, ou seja, os
métodos modificados, para resolver os problemas.

Esse problema contém 20001 pontos. A segunda coluna da matriz A é formada por
elementos no intervalo [0, 27|, o vetor b consiste no cosseno desses valores. Vamos utilizar
aproximacao por um polinémio de grau 1, ou seja, aproximacao por um reta. Utilizamos
p = 0,001, 7 = 0,99995, B = 10, ¢ = 10719 ¢ = 1078, onde € e ¢ sdo usados para a

verificacao do critério de convergéncia, e o = 10710,

BL BL (antigo)

p | it | tempo Fo it | tempo Fo

1,1 | 20,0549 | 1,2355e+004 | 11 | 0,2111 | 1,2355e+004

1,2 | 30,0699 | 1,2011e+004 | 12 | 0,2202 | 1,2011e-+004

1,313 10,0714 | 1,1693e+004 | 8 | 0,1721 | 1,1693e+004

1,4 1 30,0769 | 1,1399e+004 | 6 | 0,1389 | 1,1399e-+004

1,5 | 40,0092 | 1,1125¢+004 | 6 | 0,1381 | 1,1125e-+004

1,6 | 50,0999 | 1,0869e+004 | 6 | 0,1419 | 1,0869e+004

1,71 6 | 0,1163 | 1,0630e+004 | 6 | 0,1395 | 1,0630e+004

1,8 | 6 | 0,1132 | 1,0406e+-004 | 5 | 0,1214 | 1,0406e+004

1,91 6 |0,1343 | 1,0195e+004 | 6 | 0,1380 | 1,0195e+004

Tabela 6.2.1: Barreira Logaritmica — Funcao Cosseno.
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b

BLPC

BLPC(antigo)

it

tempo

Fo

it

tempo

Fo

1,1

0,1044

1,2355e+004

0,1020

1,2355e+004

1,2

)

0,1780

1,2011e+004

13

0,3024

1,2011e+004

1,3

0,1438

1,693¢-+004

10

0,2450

1,1693¢+004

1.4

0,1436

1,1399e+004

0,2114

1,1399e+004

1,5

0,1332

1,1125e+004

0,1960

1,1125e+004

1,6

0,1748

1,0869¢+004

0,1687

1,0869¢-+004

1,7

0,1720

1,0630e+004

0,1748

1,0630e+004

1,8

0,2152

1,0406e+004

0,1702

1,0406e+004

1,9

0,2422

1,0195e+004

0,1748

1,0195e-+004

Tabela 6.2.2: Barreira Logaritmica Preditor-Corretor — Funcao Cosseno.

PDBL PDBL(antigo)
p | it | tempo Fo it | tempo Fo
1,1 |1 ]0,0670 | 1,2355e+004 | 8 | 0,1874 | 1,2355e+004
1,2 | 10,0667 | 1,2011e+004 | 6 | 0,1519 | 1,2011e+004
1,311 1]0,0657 | 1,1693e+004 | 6 | 0,1529 | 1,1693e+004
1,411 1]0,0664 | 1,1399¢+004 | 6 | 0,1537 | 1,1399¢e+004
1,5 | 10,0668 | 1,1125e+004 | 6 | 0,1497 | 1,1125e+004
1,6 | 1| 0,0658 | 1,0869¢+004 | 6 | 0,1533 | 1,0869e+004
1,711 ]0,0667 | 1,0630e+004 | 6 | 0,1485 | 1,0630e+004
1,8 | 1 ]0,0643 | 1,0406e+004 | 6 | 0,1523 | 1,0406e+004
1,9 1 10,0649 | 1,0195e+004 | 6 | 0,1512 | 1,0195e+004

Tabela 6.2.3: Primal-Dual Barreira Logaritmica — Funcao Cosseno.
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PDBLPC PDBLPC (antigo)

p | it | tempo Fo it | tempo Fo

1,11 10,1062 | 1,2355e+004 | 3 | 0,1138 | 1,2355e+004

1,21 10,1120 | 1,2011e+004 | 3 | 0,1116 | 1,2011e+004

1,311 1]0,1088 | 1,1693e+004 | 3 | 0,1058 | 1,1693e+004

1,4 11101055 | 1,1399e+004 | 4 | 0,1373 | 1,1399e-+004

1,5 | 10,1042 | 1,1125e+004 | 4 | 0,1320 | 1,1125e+004

1,6 | 1 ]0,1076 | 1,0869e+004 | 4 | 0,1370 | 1,0869e+004

1,711 10,1075 | 1,0630e+004 | 4 | 0,1262 | 1,0630e-+004

1,8 | 10,1062 | 1,0406e+004 | 4 | 0,1336 | 1,0406e-+004

1,9 10,1076 | 1,0195e-+004 | 4 | 0,1343 | 1,0195e+004

Tabela 6.2.4: Primal-Dual Barreira Logaritmica Preditor-Corretor — funcao cosseno.

Analisando as tabelas percebemos uma reducao no nimero de iteracoes e no tempo,
o valor da funcao objetivo nao se alterou.

Vamos considerar o caso em que p = 1,9 e o método primal-dual barreira logaritmica

0,0016
para observar graficamente o resultado. Nesse caso obtivemos x* =
—0, 0006
Temos como resultado uma aproximacao linear dada pelo polinomio p(t) = —0, 0006t +

0,0016.

Graficamente:
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Observando a Figura 6.2 vemos a aproximacao linear para a funcao cosseno. Os
valores de x estdo no intervalo |0,27] mostrados no grafico em radianos.
Consideremos agora o caso em que p = 1,9 e o método primal-dual barreira logarit-

mica para observar graficamente o resultado quando fazemos aproximacao por polinomio de

1, 5209

grau 2. Nesse caso obtivemos z* = | —1, 4525

0,2312

Temos como resultado uma aproximagao quadratica dada pelo polinémio p(t) =
0,2312t% — 1, 4525t + 1, 5209.

Graficamente:
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Figura 6.3: Funcao Cosseno: Aproximacao Quadratica
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6.3 Funcao Logaritmo

Esse problema contém 15 mil pontos, os valores da segunda coluna de A sdo obtidos
dividindo-se o intervalo [1,4] em 15 mil. O vetor b é o valor do logaritmo neperiano do valor

correspondente a segunda coluna de A.

Obtivemos a matriz Ais000x2 € 0 vetor b. Vamos aproximar a funcdo logaritmo por
um polindomio de grau 1. Utilizamos p = 0,001, 7 = 0,99995, 8 = 10, ¢ = 10719, ¢ = 1078,

onde € e ¢, sdo usados para a verificacao do critério de convergéncia, e o = 8.1072.

BL BL(antigo)

p | it | tempo Fo it | tempo Fo

1,1 115 0,1655 | 607,9389 | 2 | 0,0510 | 635,1600

1,21 2 10,0382 | 483,1952 | 3 | 0,0612 | 485,3428

1,31 2 | 0,0381 | 372,2146 | 2 | 0,0511 | 372,4476

1,41 2 | 0,0383 | 287,5839 | 2 | 0,0507 | 287,4594

1,51 2 10,0389 | 222,8549 | 2 | 0,0501 | 222,6275

1,6 | 2 10,0381 | 173,2170 | 2 | 0,0507 | 173,0235

1,71 3 10,0491 | 135,0870 | 2 | 0,0522 | 134,9931

1,8 1 2 | 0,0378 | 105,6851 | 2 | 0,0510 | 105,9290

1,91 2 10,0377 | 83,0445 | 6 | 0,0929 | 83,9296

Tabela 6.3.1: Barreira Logaritmica — Funcao Logaritmo.
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BLPC BLPC(antigo)

p | it | tempo Fo it | tempo Fo

1,11 1]0,0558 | 632,6171 | 1 | 0,0586 | 635,4659

1,21 2 10,0731 | 484,8184 | 3 | 0,0773 | 486,5972

1,3 1 3 10,0970 | 372,9440 | 3 | 0,0771 | 372,5131

1,412 ]0,0740 | 287,5702 | 3 | 0,0784 | 287,5263

1,5 1 3 10,0895 | 222,7532 | 2 | 0,0653 | 222,6095

1,6 | 20,0734 | 173,1270 | 2 | 0,0652 | 172,9877

1,712 10,0732 | 135,0390 | 2 | 0,0654 | 134,9850

1,8 1 2| 0,0751 | 105,7751 | 2 | 0,0653 | 105,9557

1,912 10,0731 | 83,3012 | 4 | 0,0909 | 83,2252

Tabela 6.3.2: Barreira Logaritmica Preditor-Corretor — Funcao Logaritmo.

PDBL PDBL(antigo)

p | it | tempo Fo it | tempo Fo

1,1 | 13 | 0,2073 | 607,8013 | 24 | 0,3377 | 607,9149

1,2 | 11 | 0,1832 | 470,5602 | 22 | 0,3035 | 470,5663

1,3 |10 | 0,1618 | 365,1753 | 19 | 0,2652 | 365,1758

1,49 ]0,1524 | 283,9891 | 17 | 0,2397 | 283,9891

1,5 | 9 | 0,1513 | 221,2673 | 16 | 0,2276 | 221,2673

1,6 | 8 | 0,1378 | 172,6894 | 15 | 0,2149 | 172,6894

1,71 8 10,1402 | 134,9821 | 14 | 0,2055 | 134,9821

1,8 | 7 | 0,1272 | 105,6547 | 13 | 0,1926 | 105,6547

1,91 6 | 0,1133 | 82,8040 | 11 | 0,1664 | 82,8040

Tabela 6.3.3: Primal-Dual Barreira Logaritmica — Fun¢ao Logaritmo.
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PDBLPC PDBLPC(antigo)
p | it | tempo Fo it | tempo Fo
1,11 7 10,2110 | 607,9596 | 1 | 0,0520 | 635,5307
1,21 9 10,2478 | 470,8493 | 1 | 0,0450 | 487,9858
1,3 11 | 0,2796 | 365,2191 | 1 | 0,0461 | 375,7753
1,41 6 | 0,1910 | 284,0064 | 1 | 0,0455 | 290,1729
1,51 5 |0,1539 | 221,2803 | 1 | 0,0454 | 224,6762
1,6 | 5 | 0,1668 | 172,6981 | 1 | 0,0455 | 174,4212
1,71 5 |0,1674 | 1349873 | 1 | 0,0447 | 135,75535
1,8 | 4 |0,1488 | 105,6571 | 10 | 0,1908 | 105,6571
1,91 5 | 0,1683 | 82,8040 | 9 | 0,1704 | 82,8040

Tabela 6.3.4: Primal-Dual Barreira Logaritmica Preditor-Corretor — Funcao Logaritmo.

Na Tabela 6.3.1 vemos que para p = 1,1 o ntimero de iteragoes aumentou, mas o

valor da funcao objetivo reduziu. Na Tabela 6.3.3 notamos a reducao no nimero de iteragoes.

Na Tabela 6.3.4, onde o niimero de iteracoes estd maior percebemos que o valor da funcao

objetivo é menor.

Vamos considerar o caso em que p = 1,9 e o método primal-dual barreira logaritmica

—0,2330

para observar graficamente o resultado. Nesse caso obtivemos z* =

0,4331

Temos como resultado uma aproximagao linear dada pelo polinémio p(t) = 0,4331¢ —

0, 2330.

Graficamente:
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15

Dados
— Apraximagao Linear

YWalores da yv: Wetor b

0 | | | | |
1 1.5 2 2.5 J 15 4

Valores de x: Sequnda coluna de A

Figura 6.4: Funcao logaritmo: Aproximacao Linear
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Na Figura 6.4 temos uma aproximacao linear para a funcao logaritmo no intervalo

I1,4].

6.4 Funcao Seno Hiperbélico

Esse problema contém 40 mil pontos, os valores da segunda coluna de A sdo obtidos

dividindo-se o intervalo [-2,2] em 40 mil. O vetor b é o valor do seno hiperbélico do valor
et — et
2

Obtivemos a matriz Aooox2 € 0 vetor b. Vamos aproximar a fun¢ao seno hiperbolico

correspondente na segunda coluna de A. Lembramos que senh(z) =

por um polindémio de grau 1. Utilizamos p = 0,001, 7 = 0,99995, 8 = 10, ¢ = 10710,

€1 = 1078, onde € e ¢, sdo usados para a verificacao do critério de convergéncia, e o = 1071

BL BL(antigo)

p | it | tempo Fo it | tempo Fo

1,11 5] 0,2037 | 7,4691e+003 | 1 | 0,1233 | 7,4721e+003

1,2 1 5| 0,2098 | 6,5534e+003 | 1 | 0,1201 | 6,5561e+003

1,3 1 5] 0,2068 | 5,7622e+003 | 1 | 0,1203 | 5,7673e+003

1,4 20,1151 | 5,0782e+003 | 5 | 0,2502 | 5,0635e+003

1,56 | 2| 0,1159 | 4,4674e+003 | 4 | 0,2149 | 4,4664e-+003

1,6 | 3 | 0,1465 | 3,9556e+003 | 7 | 0,3151 | 3,9568e+003

1,71 3 | 0,1453 | 3,5238e+003 | 5 | 0,2478 | 3,5253e+003

1,8 | 50,2089 | 3,1472e+003 | 6 | 0,2799 | 3,1471e+003

1,9 | 70,2629 | 2,8141e+003 | 8 | 0,3382 | 2,8141e+003

Tabela 6.4.1: Barreira Logaritmica — Funcao Seno Hiperbolico.
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b

BLPC

BLPC(antigo)

it

tempo

Fo

it

tempo

Fo

1,1

0,2289

7,4725e+-003

0,1640

7,4721e+003

1,2

Y

0,2202

6,5565e+003

0,1571

6,5561e 003

1,3

0,2156

5,7681e 003

17

0,7589

93,6138e-+003

1.4

0,2178

5,0873e+003

0,2321

5,0691e-+003

1,5

0,2056

4,4953¢+003

10

0,5064

4,4339¢-+-003

1,6

0,2239

3,9709e+003

0,2705

3,9632¢ 1003

1,7

0,3671

3,6159e+003

10

0,4992

3,5244e-+003

1,8

0,5069

3,1489¢+-003

6

0,5109

3,1489¢+-003

1,9

0,5073

2,8141e+003

6

0,5032

2,8141e+003

Tabela 6.4.2: Barreira Logaritmica Preditor-Corretor — Funcao Seno Hiperbdlico.

p

PDBL

PDBL(antigo)

it

tempo

Fo

it

tempo

Fo

1,1

Y

13

0,5840

7,1614e+003

0,1534

7.4722e+003

1,2

Y

10

0,4750

6,3338e+003

0,1517

6,5562¢ 003

1,3

0,4321

2,6138e+003

17

0,6981

2,6138e+003

1,4

Y

0,3998

4,9849¢+003

0,2236

5,0872¢ 003

1.5

0,4015

4,4339¢-+003

10

0,4627

4,4339¢+003

1,6

0,4020

3,4999¢+-003

0,2542

3,9632e+003

1,7

0,3986

3,5235e+003

10

0,4572

3,5244e+003

1,8

0,3974

3,1471e-+003

6

0,3243

3,1471e-+003

1,9

0,3962

2,8141e+003

6

0,3248

2,8141e-+003

Tabela 6.4.3: Primal-Dual Barreira Logaritmica — Funcao Seno Hiperbolico.




6.4. Funcdo Seno Hiperbdlico 113

PDBLPC PDBLPC (antigo)

p | it | tempo Fo it | tempo Fo

1,11 10,2214 | 7,4725e+003 | 1 | 0,1441 | 7,4725e+003

1,21 10,2351 | 6,5565e+003 | 1 | 0,1308 | 6,5565e+003

1,31 10,2117 | 5,7681e+003 | 1 | 0,1299 | 5,7681e+003

1,411 ]0,2186 | 5,0875e+003 | 1 | 0,1280 | 5,0875e-+003

1,5 1 |0,2080 | 4,4984e-+003 | 1 | 0,1292 | 4,4985¢+003

1,6 | 10,2149 | 3,9872e+003 | 1 | 0,1288 | 3,9872e+003

1,711 10,2144 | 3,5425e+003 | 1 | 0,1282 | 3,5425e+003

1,8 1 10,2155 | 3,1547e+003 | 1 | 0,1290 | 3,1547e-+003

1,91 110,2161 | 2,8158e+003 | 1 | 0,1280 | 2,8158e+003

Tabela 6.4.4: Primal-Dual Barreira Logaritmica Preditor-Corretor — Funcao Seno

Hiperbdlico.

Na tabela 6.4.1, onde o niimero de iteragoes aumentou notamos reducao no valor da
funcao objetivo. Na tabela 6.4.2 podemos observar diminui¢cao no nimero de iteracoes. Na
Tabela 6.4.4 o tempo aumentou, isso acontece por causa da forma de calcular os residuos.

Vamos considerar o caso em que p = 1,9 e o método primal-dual barreira logaritmica

0
para observar graficamente o resultado. Nesse caso obtivemos z* =

1,4615

Temos como resultado uma aproximagao linear dada pelo polinomio p(t) = 1, 4615t.

Graficamente:
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Dados
— Aproximag a0 Linear

Walores da yw: “Weator b

4 | | | | | | |
2 1.5 1 0.5 0 05 1 1.5 2

Valores de x: Sequnda coluna de A

Figura 6.5: Funcao Seno Hiperbolico: Aproximagao Linear



6.5. Implementac3do Eficiente em C

A Figura 6.5 mostra a aproximagao linear obtida através do método de pontos inte-

riores para a funcao seno hiperbdlico.

6.5 Implementacao Eficiente em C

Apresentaremos agora os resultados computacionais da implementacao eficiente em C

para resolver problemas de grande porte.

6.5.1 Problema de Grande Porte

Esse problema que contém 109570 observacoes e foi obtido a partir do problema de
grande porte citado na Secao 6.1. Utilizamos pu = 0,001, 7 = 0,99995, 8 = 10, ¢ = 10710,

€1 = 107%, onde € e ¢; sdo usados para a verificacdo do critério de convergéncia, e o = 10710,

Aproximacdo por Reta

BL

BLPC

it

tempo

Fo

it

tempo

Fo

1,1

18

1,010

2,5640e+05

0,4400

2,5640e+05

1,2

21

1,1300

2,9067e+05

0,3400

2,9068e-+05

1,3

0,2200

3,3194e 105

0,4400

3,3194e 105

1.4

0,2400

3,8173e+-05

0,2900

3,8173e+05

1,5

0,3200

0,2823e-+05

0,2900

4,4195e+-05

1,6

0,3300

6,5216e+05

0,2800

5,1499¢+05

1,7

0,3300

9,1413e 105

0,2900

6,0379¢+05

1,8

0,2800

8,8434e+05

0,2900

7,1203e+05

1,9

0,3300

1,0320e+06

0,2900

8,4430e+-05

Tabela 6.5.1: B, e BLPC — Aproximacao Linear.
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PDBL PDBLPC

p | it | tempo Fo it | tempo Fo

1,1 20,3100 | 2,5640e+05 | 2 | 0,3200 | 2,5640e+05

1,2 | 2 | 0,3200 | 2,9068¢+05 | 2 | 0,3200 | 2,9068¢-+05

1,3 | 20,3100 | 3,3194e+05 | 2 | 0,3200 | 3,3194e+05

14| 2]0,2700 | 3,8173e+05 | 2 | 0,3200 | 3,8173e+05

1,5 | 20,2700 | 4,4195e+05 | 2 | 0,3200 | 4,4195e+05

1,6 | 2| 0,2700 | 5,1499¢+05 | 2 | 0,3200 | 5,1499e-+05

1,712 10,3200 | 6,0379¢+05 | 2 | 0,3200 | 6,0379e+05

1,8 | 20,3100 | 7,1203e+05 | 2 | 0,3300 | 7,1203e+05

1,9 | 2 | 0,3100 | 8,4430e+05 | 2 | 0,3300 | 8,4430e-+05

Tabela 6.5.2: PDBL e PDBLPC — Aproximagao Linear.

Na Tabela 6.5.1 vemos a reducao no nimero de iteragoes no método barreira loga-
ritmica preditor-corretor e mesmo o problema sendo grande, o tempo esta sendo pequeno.
Na Tabela 6.5.2 o niimero de iteragoes é o mesmo para ambos os métodos. O tempo é leve-
mente menor no método primal-dual barreira logaritmica, isso acontece porque no método
primal-dual barreira logaritmica preditor-corretor temos o calculo dos residuos.

Vamos considerar o caso em que p = 1,5 e 0o método primal-dual barreira logaritmica

. 4, 825866
para observar graficamente o resultado. Nesse caso obtivemos x* =

,770012

Temos como resultado uma aproximacao linear dada pelo polinémio p(t) = 5, 770012t +
4, 825866.

Graficamente:
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25 1 1 1 1 | |
Dados

_ Aproximagao
2L Lingar

—_
[y |

YWalores de y: “Wetor b
=

[y |

LI N R I R

Ml e

5 | | | | | | | | |
0 0.1 02 03 04 0% 06 07 03 08 1

Valores de x: Sequnda coluna de A

Figura 6.6: Aproximacao por Reta
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Na Figura 6.6 temos uma aproximagao linear para esse problema no intervalo [0,1].

Aproximacdo por Polindbmio de grau 8

BL BLPC

p | it | tempo Fo it | tempo Fo

1,1 | 20,3100 | 1,7511e+05 | 2 | 0,3900 | 1,7511e+05

1,2 | 20,3200 | 1,9302e+05 | 2 | 0,3900 | 1,9302e-+05

1,3 20,3100 | 2,1414e+05 | 2 | 0,3900 | 2,1414e+05

1,4 20,3000 | 2,3902e+05 | 2 | 0,3900 | 2,3902e+05

1,5 | 20,3100 | 2,6834e+05 | 2 | 0,3900 | 2,6834e+05

1,6 | 2| 0,3100 | 3,0293e+05 | 2 | 0,3700 | 3,0293e-+05

1,712 10,3000 | 3,4379e+05 | 2 | 0,3900 | 3,4379e+05

1,8 | 20,3200 | 3,9214e+05 | 2 | 0,3900 | 3,9214e+05

1,9 | 2 | 0,3100 | 4,4946e+05 | 2 | 0,3800 | 4,4946e-+05

Tabela 6.5.3: BL e BLPC — Polinémio de Grau &.

PDBL PDBLPC

p | it | tempo Fo it | tempo Fo

1,1 | 20,4200 | 1,7511e+05 | 2 | 0,4200 | 1,7511e+05

1,2 20,4100 | 1,9302e+05 | 1 | 0,3500 | 1,9302e+05

1,3 | 2| 0,4100 | 2,1414e+05 | 2 | 0,4300 | 2,1414e+05

1,4 | 2 |0,4200 | 2,3902e+05 | 2 | 0,4200 | 2,3902e-+05

15| 2 | 0,4100 | 2,6834e+05 | 2 | 0,4000 | 2,6834e+05

1,6 | 2 | 0,4100 | 3,0293e+05 | 2 | 0,4200 | 3,0293e+05

1,71 2 10,4100 | 3,4379e+05 | 2 | 0,4300 | 3,4379e+05

1,8 | 2| 0,3500 | 3,9214e+05 | 2 | 0,4200 | 3,9214e+05

1,9 2 10,4200 | 4,4946e+05 | 2 | 0,4400 | 4,4946e+05

Tabela 6.5.4: PDBL e PDBLPC — Polindémio de Grau 8.
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Nas Tabelas 6.5.3 e 6.5.4 acontece algo parecido com a Tabela 6.5.2, onde o ntimero
de iteragoes ¢ o mesmo e o tempo é menor nos métodos barreira logaritmica e primal-dual
barreira logaritmica. A explicacdo para esse fato é a mesma que foi descrita sobre a Tabela
6.5.2.

Vamos considerar o caso em que p = 1,5 e o método primal-dual barreira logaritmica

para observar graficamente o resultado. Nesse caso obtivemos

3,467644
29,391207
—541, 218631
5099, 439627
z* = | —23844,731862
60182, 576581
—82228, 738047
56945, 331080

—15638, 339315

Temos como resultado uma aproximagdo de grau 8 dada pelo polinémio p(t) =
—15638, 339315t% + 56945, 331080t7 — 82228, 7380475 4 60182, 576581t° — 23844, 731862t* +
5099, 4396273 — 541, 218631t + 29, 391207t + 3, 467644.

Graficamente:
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25 1 1 1 | |
Dados
— Pl grau @

20

—_
[y |

YWalores da yv: Wetor b
=

[y |

5 | | | | | |
0 0f 02 03 04 0h 06 07 08 08 1

Valores de x: Sequnda coluna de A

Figura 6.7: Problema de Grande Porte: Aproximagcao por Polinomio de Grau 8
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Observe que a Figura 6.7 é uma aproximacgao por polinémio de grau 8 para o pro-

blema, essa aproximacao ¢ melhor que a aproximagao linear, quanto maior o grau do polino-

mio melhor serd a aproximagao no intervalo considerado, neste caso 1=[0,1].

6.5.2 Funcao Seno

Esse problema contém 150 mil dados. A segunda coluna da matriz A é formada por

. 3 . .
elementos no intervalo |0, 57?], o vetor b consiste no seno desses valores. Vamos utilizar
aproximacao por um polindmio de grau 2. Utilizamos p = 0,001, 7 =

e=1071" ¢ = 1078, onde € e ¢; sdo usados para a verificacao do critério de convergéncia, e

o= 10710,

BL BLPC

p | it | tempo Fo it | tempo Fo

1,1 112 | 1,0500 | 1,9369e+04 | 4 | 0,6600 | 1,9369e+-04
1,21 12 | 1,2600 | 1,6417e+04 | 4 | 0,6700 | 1,6418e+-04
1,3 3 |0,4200 | 1,3951e+04 | 2 | 0,4400 | 1,3951e+04
1,4 | 3 |0,4300 | 1,1882e+04 | 2 | 0,4400 | 1,1882e+04
1,61 2 10,3600 | 1,0144e+04 | 2 | 0,4500 | 1,0144e+4-04
1,6 | 2 |0,3600 | 8,6791e4+03 | 2 | 0,46700 | 8,6791e+03
1,71 2 10,3600 | 7,4418e+03 | 2 | 0,4400 | 7,4418e+03
1,81 2 ]0,3600 | 6,3946e+03 | 2 | 0,4700 | 6,3945e+403
1,91 3 |0,4300 | 5,5082e+4-03 | 2 | 0,3800 | 5,5063e+03

Tabela 6.5.5: BLL e BLPC.

0,99995, 8 = 10,
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PDBL PDBLPC

p | it | tempo Fo it | tempo Fo

1,1 2| 0,4000 | 1,9369e+04 | 2 | 0,4900 | 1,9369e+04

1,2 | 2 10,3900 | 1,6418e+04 | 2 | 0,4800 | 1,6418e+04

1,312 1]0,3900 | 1,3951e+04 | 2 | 0,4800 | 1,3951e+04

1,412 10,3900 | 1,1882e+04 | 2 | 0,4800 | 1,1882e+04

1,5 | 2 | 0,4000 | 1,0144e+04 | 2 | 0,4800 | 1,0144e+04

1,6 | 2| 0,3900 | 8,6791e+03 | 2 | 0,4900 | 8,6791e+03

1,71 2 10,4000 | 7,4418e+03 | 2 | 0,4900 | 7,4418e+03

1,8 | 20,4200 | 6,3945e+03 | 2 | 0,4900 | 6,3945e+03

1,91 2 10,3900 | 5,5063e+03 | 2 | 0,5000 | 5,5063e+03

Tabela 6.5.6: PDBL e PDBLPC.

Na Tabela 6.5.5 notamos a reducao no ntmero de iteracoes no método preditor-
corretor.
Vamos considerar o caso em que p = 1,9 e o método primal-dual barreira logaritmica

para observar graficamente o resultado. Nesse caso obtivemos

0,254878
rt= | 0,715752
—0, 233634
Temos como resultado uma aproximacao quadratica dada pelo polinomio p(t) =
—0, 233634t 4 0, 715752t + 0, 254878.

Graficamente:
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0.5

Yalores de y: Wetar b
=
M =

1
—

157 : Dados ]

Aproximacao Quadratica

2 1 1 1 1
O 1 2 3 4 5

“Yalores de x: Segunda coluna de A

Figura 6.8: Funcao Seno: Aproximacao Quadratica
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Veja na Figura 6.8 que obtemos uma aproximacao quadratica para a funcao seno em

[0,5] quando utilizamos implementagao eficiente dos métodos de pontos interiores.



Capitulo 7

Conclusoes

Os métodos de pontos interiores para resolver problemas de regressao polinomial apre-
sentam melhor desempenho e menor esforco computacional que o método GNCS, podemos

verificar isso em [7].

Nesse trabalho aperfeicoamos os métodos de pontos interiores ja existentes. Modi-
ficamos a forma de calcular o ponto inicial, os residuos e as direcoes dos métodos. Cada

modificacao teve sua contribuicao para aperfeicoar os métodos.

Com as modificagdoes no ponto inicial conseguimos reduzir o niimero de iteragoes e
o valor da funcao objetivo. O fato de conseguirmos diminuir o valor da fungao objetivo na
solucao 6tima, mostra que os métodos antigos estavam parando antes. Com a modificacao no
ponto inicial, nos aproximamos mais da solu¢ao 6tima global. Assim temos a possibilidade

de escolher bons pontos de partida.

Com as modificacoes no calculo dos residuos, o tempo por iteracao aumenta porque
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a nova forma de calcula-los é mais trabalhosa que a forma antiga, mas a diferenca de tempo
é quase insignificante. Entretanto conseguimos diminuir o ntimero de iteragoes nos métodos

barreira logaritmica preditor-corretor e primal-dual barreira logaritmica preditor-corretor.

Com as modificacoes na forma de calcular as dire¢des nao conseguimos visualizar me-
lhora apenas nos testes computacionais apresentados no Capitulo 6, entretanto verificamos
que essas modificagoes realmente reduzem o nimero de operagoes necessarias em cada i-

teracao através do numero de flops obtidos.

A nova formulacao obtida através das modificagoes para os métodos de pontos inte-
riores possibilita melhoria tanto nos testes computacionais em MATLAB quanto na imple-

mentacao eficiente.

Na implementacao eficiente em C aproveitamos a estrutura matricial dos métodos
para economizar memoria. Isso é possivel porque muitos valores deixam de ser armazenados.
Com isso a complexidade computacional é reduzida e podemos resolver problemas de maior
porte de forma eficiente. Em particular, nao é necessario armazenar nenhuma matriz durante

a solugao de um problema.

Os métodos de pontos interiores apresentam uma estrutura matricial que faz com
que a implementacao seja menos trabalhosa comparada a implementacao do método GNCS,
por exemplo, visto que o método necessita de um procedimento de busca linear que é com-

putacionalmente muito caro.

Experimentos numéricos mostram que de todos os métodos apresentados, os métodos
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de pontos interiores especializados para o problema de regressao pela norma L, apresentam
melhor desempenho. Dentre os métodos de pontos interiores, o que apresenta melhor desem-
penho em problemas de grande porte ¢ o primal-dual barreira logaritmica preditor-corretor

que, de fato, é o mais robusto entre aqueles discutidos neste trabalho.
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