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Abstract

In this work we study algebras with polynomial identities. More specifically, we study the main
structure theorems for graded Pl-algebras and including the graded version of Posner’s theorem,
obtained by Balaba in 2005, which paved the way for several important applications in recent
years.

Resumo

Neste trabalho estudamos algebras com identidades polinomiais. Mais especificamente, estuda-
mos os principais teoremas de estrutura das Pl-algebras graduadas e entre eles a versao graduada
do teorema de Posner, obtida por Balaba em 2005, que abriu o caminho para diversas aplicacoes
importantes nos ultimos anos.
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Introducao

Algebras com identidades polinomiais representam um importante ramo da teoria de anéis que
comega como um campo de estudo bem definido no ano de 1948 com um artigo publicado por
Kaplansky no qual se prova que uma algebra primitiva com identidade polinomial ¢ simples e
dimensao finita sobre o seu centro.

Este ¢ um momento oportuno para se dizer o que se entende por “identidade polinomial”

em algebras. Dada uma &lgebra A e um polindémio f(Xj,...,X,) nas varidveis ndo-comutativas
Xi,...,Xp, diz-se que f é uma identidade de A se f(aq,...,a,) = 0 para todas as substitui¢oes
ai,...,a, em A. Se f é uma identidade de A, também dizemos que A satisfaz f. Uma PI-dlgebra

¢ uma algebra satisfazendo uma identidade nao-nula. Por exemplo, se uma &algebra é comutativa
entdo ab = ba (equivalentemente ab—ba = 0) quaisquer que sejam os elementos a e b dessa algebra.
Ou seja, toda dlgebra comutativa satisfaz a identidade polinomial f(X,Y) = XY — Y X.

O objeto de estudo deste trabalho sao estas dlgebras que satisfazem uma identidade polinomial
que, na verdade, sao investigadas muito antes de 1948, a saber, desde o inicio do século passado.
De fato, os artigos de Dehn em 1922 ([6]) e Wagner em 1937 ([20]) esclareceram porque, em um
plano projetivo, a resolubilidade do Teorema de Desargue é equivalente ao plano satisfazer uma
identidade polinomial. Depois de alguns anos, o trabalho de Amitsur e Levitzki acerca de identi-
dades de grau minimo para a algebra das matrizes, o trabalho de Kaplansky e o de Posner abriram
as portas para um estudo mais detalhado da area em um sentido mais algébrico.

Um dos resultados cldssicos (e mais importantes) relacionados a estrutura das Pl-algebras, é
o teorema de Posner que afirma que uma Pl-algebra prima A tem uma &algebra de quocientes
Q(A) simples e de dimensao finita sobre o seu centro, além disso A e Q(A) satisfazem as mesmas
identidades polinomiais.

As questdes historicas levantadas acima fazem referéncia a resultados classicos das PI-algebras.
Pode-se perguntar: O que, de destaque, se tem estudado recentemente que esteja relacionado com
0s teoremas citados acima? “Algebras com uma estrutura graduada por grupo” é uma boa res-
posta. E o que se entende por isso?

Dada uma algebra A e um grupo multiplicativo GG, a dlgebra A é dita graduada por G (ou
G-graduada) se existir uma familia {A;, | g € G} de subespacos de A para os quais vale que
A=@yeq Ay e AgAn C Agn, quaisquer que sejam g,h € G.

Nos ultimos anos, algebras com uma estrutura graduada por grupo tornaram-se cada vez mais
atraentes. Por exemplo, o problema de Specht, que foi um das questoes em aberto mais impor-
tantes da Pl-teoria, respondido por Kemer no caso em que F' é um corpo de caracteristica 0,
foi resolvido também para o caso graduado por grupos abelianos finitos gracas ao trabalho de



Sviridova e finalmente teve sua solu¢ao completa (com graduagdo por qualquer grupo) gragas ao
trabalho de Aljadeff e Belov.

O teorema de Posner também possui uma versao graduada e tem tido vastas aplicagoes. O
principal objetivo desta dissertagio é estudar o artigo ([2]) no qual Balaba apresenta uma demons-
tracao para tal versao do teorema de Posner.

Para estudar o artigo supracitado foi necessario desenvolver um pouco a teoria bésica das
Pl-algebras e apresentar os teoremas classicos de estrutura mais importantes como o teorema de
Kaplansky e o teorema de Rowen. Esse ¢ o conteiido dos dois primeiros capitulos desta dissertacao.
Os principais resultados encontram-se no tltimo capitulo onde é feito um paralelo com o Capitulo
2 a fim de tornar mais curta, na medida do possivel, a apresentacao feita ali.



Capitulo 1

Conceitos Basicos e Exemplos

Este primeiro capitulo segue o roteiro dos livros [13] e Polynomial Identities in Ring Theory
([17]) de Rowen. Alids, boa parte das notagoes utilizadas neste trabalho seguem as notagoes de
Rowen no segundo livro citado acima.

Formalmente, o pré-requisito necessario para a leitura deste trabalho é um conhecimento equi-
valente ao conteido dos Capitulos 3, 4 e 5 do livro Topics in Algebra ([10]) o qual é usado como
referéncia padrao. Para nds anel significara “anel associativo com unidade 1”. Os simbolos Z, Q, R
e C denotam, respectivamente, o anel dos niimeros inteiros, o corpo dos niimeros racionais, o corpo
dos ntimeros reais e o corpo dos nimeros complexos.

Para representar o conjunto {1, 2,3, ...} reservamos o simbolo Z*. Além disso, ideal significara
“ideal bilateral” e I<1 R é a notacao usada para dizer que I é um ideal do anel R. Quando houver
necessidade de citar ideais a direita (resp. a esquerda) vamos escrever [ <1, R (resp. I <;R). Aqui
modulo significa “mdédulo unitario”, isto é, sendo M um moédulo sobre o anel R, tem-se 1m = m
para todo m € M, onde 1 é a unidade de R. Para qualquer homomorfismo % de mdédulos ou
de anéis, ker(y) denota o nicleo de 1, a pré-imagem de 0; ¢ é injetivo se ker(¢)) = (0) e um
homomorfismo injetivo e sobrejetivo é chamado isomorfismo.

Se M e N sao R-mo6dulos, Homp (M, N) denota o conjunto dos homomorfismos de médulos de
M em N. Alids, com a soma usual de fungbes e a multiplica¢do escalar (i.e., multiplicagdo por
elementos de R) dada por (rf)(m) =r- f(m) comr € R, f € Homg(M,N) e m € M, o conjunto
Hompg(M, N) é um R-mddulo. Como é usual, denotamos por Endg M o conjunto Hompg(M, M).
Note que Endzg M é um anel cuja multiplicacao ¢ dada pela composicao de fungoes.

Um R-médulo é dito ser de dimensdo finita se é gerado (sobre R) por uma quantidade finita
de elementos; a menor quantidade possivel de geradores é a dimensdo do modulo.

Finalizando nossas primeiras convencoes, diremos que um conjunto S é enumerdvel se existir
uma bijecdo ¢ : S — Z*. Para qualquer conjunto S, o produto cartesiano S x - -+ x S tomado n
vezes é denotado por S (excecdes ficardo claras no contexto); C denotard a inclusdo de conjunto,
e C denotara a inclusao prépria. Com esta tltima convecao temos que se <R e [ C R, I ¢é dito
um ideal proprio de R.



1.1 Algebra

Definimos nesta se¢ao a estrutura algébrica que desempenha o papel central deste trabalho.
Tal estrutura é o que chamamos de dlgebra.

Definigao 1.1.1. Seja A um mdédulo sobre um anel comutativo R. Se A estd equipado com uma
operacao bindria x de A x A em A, chamada multiplicacdo, tal que para quaisquer x,y,z € A e
qualquer r € R valem as relagoes

(1) (x+y)rz=wxz+yxz
(2) zx(y+z2)=w*xy+x*z;

3) r(zxy) = (re) xy =z (ry),
diremos que A é uma algebra sobre R ou uma R-dlgebra.

Baseado nesta definicao é facil perceber que todo anel é uma Z-algebra de modo natural pondo,
paran >0, nr=r+---+r, (—n)r = (=r)+---+ (=) (n parcelas) e Or = 0. A nogao de algebra
generaliza ambas as nog¢oes de anel e modulo.

Convengao 1.1.2. Sempre que dissermos que A é uma R-dlgebra, ficard subentendido que R é
um anel comutativo.

Definig¢ao 1.1.3. Um submdédulo S da R-dlgebra A é uma subdlgebra de A se for fechado com
respeito a multiplicagdo, i.e., x,y € S implica que x xy € S.

Definicao 1.1.4. Seja A uma dlgebra sobre R. Um submaodulo I de A é um ideal a esquerda
de A serxx € I para todor € A, x € I. De modo similar define-se um ideal a direita e um
ideal bilateral (ou simplesmente um ideal que é um ideal a esquerda e a direita simultaneamente.
Denota-se I<1A) da dlgebra A.

Se Ay e As sao algebras sobre R, um homomorfismo de R-médulos v : A; — A, é dito ser um
homomorfismo de dlgebras, ou simplesmente um homomorfismo, se

%D(if * y) = ¢(I) * ¢(y)7 T,y S Al-

Um homomorfismo bijetivo é chamado de isomorfismo. Quando existe um isomorfismo entre
duas algebras A; e As diz-se que elas sao isomorfas, e a notagao empregada é A; ~ A, (o simbolo ~
é também usado para denotar isomorfismo de grupos, de médulos e de anéis). Um homomorfismo
cujo dominio e o contra-dominio sao iguais chama-se endomorfismo. Um automorfismo é um
endomorfismo bijetivo. O conjunto de todos os endomorfismos de uma R-algebra A é denotado
por EndrA. Se I <A, podemos construir a R-algebra A/I de modo similar ao que era feito para
anéis pondo (a+ 1)+ (b+1):=(a+b)+ 1, (a+I1)(b+1):=(ab)+ I er(a+1I):=(ra)+ I para
a,b€ Aer € R. A élgebra assim construida é chamada de dlgebra quociente (ou élgebra dos
residuos). Vale lembrar que os teoremas usuais acerca de homomorfismos de grupos, médulos e
anéis valem também para dlgebras. Por exemplo:

4



Teorema 1.1.5. Sejam Ay e Ay R-dlgebras e ¢ : Ay — As um homomorfismo (de dlgebras).
Entao o nicleo de 1

ker(y) = {z € Ay | P(x) = 0}
¢ um ideal de Ay e a dlgebra quociente Ay/ker() é isomorfa a imagem Im(v) = {¢(z) | x € A}
de .

Usualmente a multiplicacao de A é denotada por - e escreve-se xy em vez de x - y.

Defini¢ao 1.1.6. Seja A uma dlgebra. O centro de A é o conjunto Z(A) = {a € A | ab =
ba Vbe A}. Além do mais, Z(A) é uma subdlgebra de A.

Observe que A pode ser vista como uma &algebra sobre Z(A) de acordo com a Defini¢do 1.1.1.
Em outras palavras, o anel A é também um médulo sobre Z(A) de modo natural.

Definicao 1.1.7. Uma R-dlgebra é dita ser de dimensao finita se ela for de dimensdo finita
como um R-médulo. Denotamos a dimensao de A sobre R por [A: R| e escrevemos [A : R] < oo
quando esta dimensdo for finita.

Definigao 1.1.8. Seja A uma R-dlgebra.
e A ¢ associativa se (zy)z = z(yz) para quaisquer x,y,z € A;
e A ¢ comutativa se xy = yx para quaisquer x,y € A;

e A ¢ unitaria se A possui uma unidade 1 # 0 com a propriedade lx = x1 = x para todo
x € A.

e A ¢ uma nil algebra se para cada a € A existe n € Z tal que a™ = 0. O menor nimero n
para o qual vale esta relacao é chamado indice de nilpoténcia do elemento a.

Perceba que uma nil dlgebra ndao pode ser unitaria e esta mesma observacao vale para as duas
definicoes sequintes.

e A ¢ uma nil algebra de indice limitado n se existe n € Z" fizo tal que a™ = 0, para todo
a€ A

e A ¢ nilpotente se existe um niumero natural fizo n tal que o produto de quaisquer n ele-
mentos de A € igual a zero. O menor nimero n para o qual isso vale é chamado indice de
nilpoténcia da algebra A.

Exemplo 1.1.9. O conjunto M3(R) com a soma e multiplica¢io usual de matrizes é uma R-dlgebra
associativa e nao-comutativa cujo elemento unidade é a matriz identidade.

Exemplo 1.1.10. O conjunto dos nimeros inteiros pares (como soma e multiplica¢io usuais) é
uma Z-algebra associativa, comutativa e nao possui um elemento unidade.



Exemplo 1.1.11. O R-espaco vetorial R® é uma dlgebra nao-associativa, ndao-comutativa e com
unidade quando munido da multiplicacdo conhecida como produto vetorial.

Exemplo 1.1.12. O ezemplo que apresentamos agora é um pouco mais elaborado e faremos uso
do mesmo no Capitulo 3. Seja G um grupo e R um anel comutativo. No conjunto de todas as
fungoes f : G — R considere o subconjunto formado por todas as combinagoes lineares finitas sobre
R das fungoes f, tais que
1 se h=g

B ={ g 5
¢ uma R-dlgebra, denotada por R|G|, e é chamada algebra de grupo de G. Dado g € G, o
elemento f, € R|G| é usualmente denotado por g. A multiplicacio em R|G| é dada por

(D_agg)(D_ Buh) = Y aybugh

geG heG 9,heq

= > uf

feaq

onde vy = X gn—y 0gPn € ay, By € R.

Convengao 1.1.13. A menos que seja feita alguma ressalva, o simbolo F' denotard um corpo e
quando dissermos “A é uma dlgebra”, sem tornar explicito sobre qual anel estamos tomando a
dalgebra A, deve ficar subentendido que A é uma dlgebra sobre o corpo F.

Convengao 1.1.14. A partir de agora, a menos que seja dito o contrdrio, todas as dlgebras que
considerarmos sao unitarias e associalivas.

Com esta convengao um subespaco vetorial S de uma dlgebra A é uma subalgebra se a unidade
de A pertence a S e xy € S para todos x,y € S. Seja A uma algebra e U um subconjunto nao-vazio
de A. Considere B(U) o subespago vetorial de A gerado pelo conjunto {1, s1s9...5x | k € Z1,s; €
U}. Temos que B(U) é fechado por multiplicacdo e 1 € B(U). Assim, B(U) é uma subélgebra
de A, chamada subdlgebra gerada por U. Além disso, B(U) é a menor subdlgebra de A que
contém U, ou seja, toda subalgebra de A que contém U deve conter B(U).

1.2 A Algebra Livre F(X)

Nosso objeto de estudo sao as algebras que satisfazem uma identidade polinomial (a ideia in-
tuitiva foi dada na Introdugao). A fim de que consigamos dar a defini¢ao formal do que se entende
por algebra com identidade polinomial, faz-se necessario apresentar cada um dos objetos. Na se¢ao
anterior apresentamos o primeiro deles e agora nesta se¢do faremos uma construcao da algebra de
polindmios. Com isto teremos o caminho pronto para falarmos de dlgebra com identidade polino-
mial.

Antes de comecarmos a tratar sobre polindémios daremos duas definigbes importantes ao que
segue.



Definicao 1.2.1. Um conjunto nao-vazio S, no qual estd definida uma operacio * de S X S em
S, € um semigrupo se para quaisquer x,y e z em S a sequinte condicdo é satisfeita:

(x*xy)*xz==x%(yx2z).

Definicao 1.2.2. Um conjunto nao-vazio M, no qual estd definida uma operacao x de M x M em
M, é um mondide se para quaisquer x,y e z em M as sequintes condigoes sao satisfeitas:

(1) (M, %) é um semigrupo;

(11) existe em M um elemento denotado por 1 e chamado elemento neutro tal que xx1 = 1xx = x.

Considere um conjunto nao-vazio de simbolos A = {a;};c;. O conjunto A é chamado alfabeto
e os simbolos a;,i € I, as letras deste alfabeto.
Uma palavra em A é qualquer lista finita de simbolos, i.e., uma palavra w é uma expressao
da forma
W = A4y - - . Q4

onde n é qualquer elemento de Z*, a;;, € A com 1 < j < n. O nimero n é chamado o compri-
mento da palavra w e este nimero é exatamente a quantidade de letras que w possui. Como uma
convencao, vamos considerar a palavra que nao possui letras ou, como é habitualmente chamada,
palavra vazia, de comprimento 0, que sera denotada pelo simbolo 1.

Por praticidade, uma palavra com m letras iguais ¢ denotada como

aiai...ai:a’i”
————

m—vezes

Se u=a; ...a;, €V =aj ...a;, sao duas palavras, o simbolo uv denota a palavra obtida pela
justaposicao de u e v, i.e.,
Uv = 4y - . - A3, Qjy - . . A5

m*

Para a palavra vazia 1 e qualquer palavra w, convencionamos que lw = wl = w.

O conjunto de todas as palavras em A, denotado por A*, com a operacao

o A" x A — A*

(u,v) — uev = justaposicao de u e v,
¢ um monodide cujo elemento neutro ¢ a palavra vazia 1.

Exemplo 1.2.3. Se tomarmos A = {a,c,s} como alfabeto, w1 = as, wes = casa, ws = saca,

Wy = $5¢C = s%c, W5 = a, W = ¢, Wy = S, Wy = aaaaa = a°, wy = cccacc = c>ac?, sao palavras em

A*. Vale ainda que wyws = s3c, wewswrws = ws.



No processo anterior nao fizemos qualquer restricdo sobre o alfabeto ser finito ou infinito. Mas
por agora, considere o conjunto enumerdavel X = {X;, X5, X3,...} como alfabeto. Cada X; € X
recebe 0 nome de variavel.

O conjunto X* é um mondide e uma palavra h em X* é chamada de mondémio. Para facilitar
a notacdo escrevemos (indutivamente) X* para X' X;; por exemplo, X? = X, X, X,

Escreve-se deg(h) para denotar o grau do mondmio h, i.e., o comprimento da palavra h. Como
vimos acima, deg(hihy) = deg(hy) + deg(hz). Seja degy, (h) o niimero de vezes que a variavel X;
aparece em h, entao deg(h) = 35, degy. (h). Um monémio h ¢ linear em X; se degy,(h) = 1.

Similarmente, podemos definir outro mondide £* no qual consideramos simbolos &; para repre-
sentar as varidveis, estipulando que §;&; = &;¢; para todo 1, j.

Claramente todo elemento de £* pode ser escrito unicamente na forma &;, - - - &;, , onde 7; < iy <
... < g £ é chamado mondéide livre comutativo.

Observacao 1.2.4. Substituimos o simbolo X por £ e seus respectivos elementos X; por &; apenas
para nao gerar confusao e para estabelecer a notacao quando quisermos fazer uma boa distingdo
entre o mondide livre ndo-comutativo e o monaoide livre comutativo. Além disso, nem sempre nos
limitaremos ao uso das letras X; e & para denotar varidveis (Vez por outra também usaremos
XY, Z, X,)Y;, Z;, etc.). E embora estejamos usando os simbolos X e & para denotar um conjunto
de variaveis, quando as utilizarmos representando varidveis isso ficard claro.

Definicao 1.2.5. Para o mondide X*, a F-algebra livremente gerada por X, denotada por
F(X), € o conjunto {>Xpex-anh | ap € F e ap = 0 exceto para um nimero finito de h}, cujas
operacoes sao dadas por

Sagh+ Y Brh =Y (an + Br)h, a(X aph) =Y (aay)h

(ZfeX* aff)(ZgGX* ng) = D hex+ (ngzh Oéfﬁg)h
para o € F'.

Verifica-se facilmente que o elemento 0 de F(X) é > ,cx- 0h e o inverso aditivo —(3 aph) =
> (—ap)h. Por fim, nao é dificil verificar que F'(X) com as operagoes acima definidas é de fato
uma algebra e um elemento f € F(X) é chamado polinémio. Escrevendo f como > ap,h, dizemos
que aj é o coeficiente de h. Se aj # 0, diremos que aph é um mondémio nao-nulo de f ou,
simplesmente, que a,h ¢ um monoémio de f.

Escrevemos F(X,,,...,X;,) para denotar a subalgebra de F(X) gerada por 1,X;,...,X;,.
Quando tomamos o mondide livre comutativo £*, a algebra comutativa livremente gerada por £ é
denotada por F[¢] e a subélgebra de F[£] gerada por &;,, ..., &, denotamos por F[&;,, ..., &,].

Definigao 1.2.6. Dizemos que X; ocorre em um polindmio f se degy, (h) > 0 para algum mono-
mio h de f; para denotar que Xi,...,X, sao as unicas varidveis que ocorrem em [ escrevemos
f(Xy, ..., X,).



Defini¢ao 1.2.7. deg(f) = max{deg(h) | h é monomio de f} é o grau do polinémio f. Um
polinomio f € homogéneo em X; se X; tem o mesmo grau em cada mondémio de f; f é multi-
homogéneo se ¢ homogéneo em cada uma de suas varidveis; f € linear em X; se cada mondmio
de f € linear em X;; f € k-linear se € linear em cada X; com 1 <1 < k; f ¢é multilinear se,
para cada v, f € linear em X;.

Definicao 1.2.8. Seja € uma classe de dlgebras e seja F{Q} uma dlgebra gerada por um conjunto
Q. A dlgebra F{Q} ¢é dita uma algebra livre na classe ¢, livremente gerada pelo conjunto
Q, se para qualquer dlgebra R € €, toda funcio v : € — R pode ser estendida a um unico
homomorfismo ¥ : F{Q} — R. A cardinalidade do conjunto Q é o posto de F{Q}.

Um resultado de grande importancia é o fato de a algebra F'(X) ser livre na classe das F-
algebras associativas, unitarias. Este é o contetido da proposicao seguinte.

Proposicao 1.2.9. A dlgebra F(X) € livre na classe o/ das F-dlgebras associativas, unitdrias.

Demonstragio. Sejam A € o e 0 : X — A uma func¢do (de conjuntos). Podemos estender
o unicamente a um homomorfismo de mondide ¢’ : X* — A pondo ¢'(1) = 1 e o'(h) =
o' (X ... X)) = 0'(X;,)...0'(X;,). Agora faremos uma extensdo de o’. Defina 7 : F(X) — A

(7
por (> aph) = Y apo’(h). Obviamente @ estende o. Por outro lado, se 7 é um homomorfismo
estendendo o, entao

e portanto 7(3- aph) = X ay7(h) = X apo’(h) = a(X aph). Provando que 7 = 7. L]

De modo inteiramente andlogo se mostra que a algebra F[£] é livre na classe € das dlgebras
associativas, comutativas, unitarias.

Antes de iniciarmos a préxima segao vale lembrar que F[£] é um dominio de integridade e
portanto possui um corpo de fragoes, o qual denotaremos por F(§); o corpo das fragoes racionais
em uma quantidade enumeravel de variaveis.

1.3 Identidades

Nesta secao introduzimos as Pl-algebras, propriedades relacionadas e exemplos. De agora em
diante fixamos X = {X3, X5, ...} como sendo um conjunto enumeravel.

Defini¢ao 1.3.1. Se f = f(X1,...,X,) € F(X) e R € uma dlgebra, seja

f(R) ={4(f) | ¥ € Homp(F(X), R)},

isto €, o conjunto f(R) é gerado pelas imagens de f sob todos os homomorfismos de F(X) em R.
Seja ainda f(R)T o subgrupo aditivo de R gerado por f(R).
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Observe que se g € f(F(X)) ={¢(f) | ¥ € EndpF(X)} entao g(R) C f(R).

Defini¢ao 1.3.2. Sejam R uma dlgebra e f € F(X). Dizemos que f é uma identidade para
R ou que R satisfaz (a identidade) f se f(R) = 0. FEsta definicao € vdlida tanto para dlgebras
unitarias como para dlgebras sem unidade. Os exemplos abaizo mostram isso.

Assim f é uma identidade para R se, e somente se, f € N{ker(v) | v € Homp(F(X), R)};

mais intuitivamente, f é uma identidade se, e somente se, toda avaliacao de f em R resulta em 0.

Para qualquer homomorfismo de algebras ¢ : F(X) — R que leva X; em 75, 1 < ¢ < n,

escrevemos f(r1,...,7,) para denotar ¢(f).
Em vista da Proposicao 1.2.9, temos que f(R) = {f(r1,...,7,) | r; € R}. Assim, um polinémio
f é uma identidade para R se f(ry,...,r,) = 0 para quaisquer ry,...,r, em R. O conjunto de

todas as identidades satisfeitas por R é denotado por Id(R) (Note que Id(R)<1F(X)). Ja que o
polinémio trivial f = 0 é uma identidade para qualquer algebra R, fazemos o seguinte.

Definicao 1.3.3. Quando uma dlgebra R satisfaz uma identidade nao trivial f, dizemos que R é
uma PI-algebra ou que R é uma dlgebra com identidade polinomial.

Para a,b € R, [a,b] = ab — ba denota o comutador de Lie de a e b. Vejamos alguns exemplos
de Pl-algebras.

Exemplo 1.3.4. Se R ¢ uma dlgebra comutativa, entao R é uma Pl-dlgebra visto que satisfaz a
identidade [ X1, Xs].

Exemplo 1.3.5. Qualquer dlgebra nilpotente R é uma Pl-dlgebra. De fato, se n € o indice de
nilpoténcia de R entao f = X1X5---X,, € uma identidade polinomial para R.

Exemplo 1.3.6. Seja R uma dlgebra nil de indice limitado. Isto significa que existe algum nimero
inteiro n > 1 tal que ™ = 0, para todo r € R. Entao claramente f = X" é uma identidade
polinomial para R.

Defini¢ao 1.3.7. Um polinomio f(Xi,...,X,) € F(X) é um polinbmio R-central para a dl-
gebra R se f(R) # 0 e f(R) C Z(R). Quando o contexto estiver claro diremos apenas que f é
central.

Observagao 1.3.8. Suponha que g € f(F(X))*. Se f é uma identidade polinomial para R, entdo
g € uma identidade polinomial para R. Se f € central, entdo g é uma identidade polinomial para
R ou g € central. Além do mais f(Xy,...,X,) é central se, e somente se, [X,+1, f] (mas ndo f)
¢ uma identidade polinomial para R.

Segue da observacao anterior que o polindmio f = X é central para qualquer algebra comuta-
tiva e o polindmio [X,Y]? é central para o dlgebra My(F). A demonstragao de que o polindmio
[X,Y]? é central para a algebra My(F) é bem simples e a omitiremos aqui, mas pode ser encontrada
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na pagina 2 do livro [8] ou na péagina 7 do livro [7].

Dada uma classe de algebras {R, | v € I'}, o produto cartesiano [[,cr R, com operacoes
definidas componente a componente ¢ uma dlgebra e ¢ chamada produto direto dos R,. Existe
uma projecao canonica m, : [[ R, — R, dada por tomar a y-ésima componente de um elemento
de [[,er . O produto direto de copias de I? ¢ chamado poténcia direta de R.

Veremos agora como “transferir” identidades de uma &lgebra para outra. Se R; e Ry sdo
algebras escrevemos Ry <p R, se toda identidade de R, ¢ uma identidade de R;. Recorde que
uma &algebra R’ é uma imagem homomorfa da algebra R se existir um homomorfismo sobrejetor

R— R.

Observagao 1.3.9. (i) Se Ry C R, entio Ry <p Rsy. (i) Se Ry é imagem homomorfa de Ry,
entio Ry <p Ry. (i1i) Se Ry, < R para todo v € ', entdo [1,cr Ry <r R.

As propriedades descritas na observacao acima sao fundamentais a PI-teoria e as usaremos com
frequéncia posteriormente (sem mencionar) para transferir informagdes de uma algebra a outra.
Na verdade o que colocamos aqui em forma de observacao é um teorema devido a Birkhoff que
caracteriza variedades de algebras.

1.4 Multilinearizacao

Para entender melhor as Pl-dlgebras, examinemos os polindomios multilineares. Estes polino-
mios estdo intimamente relacionados com o grupo simétrico de n simbolos, denotado por S, que
é o grupo das permutagdes de {1,...,n}. Se 0 € S,, entdo o pode ser escrita como um pro-
duto de elementos de ordem 2, chamados transposigoes; se este produto tem comprimento k,
escrevemos (sgn o) significando (—1)*, e sabemos que (sgn o) independe do produto particular.
Escreve-se (ij) para a transposi¢ao que troca apenas ¢ e j. Também define-se o grupo alternado
A, ={0o €S, |sgno =1}, oqual é um subgrupo normal de indice 2.

Observagao 1.4.1. Todo polinomio multilinear de grau n tem a forma
Z o Xo1) ** Xom), onde cada oy € F.
TESn

Agora examinaremos um importante processo de multilinearizagao que é aplicado a um dado
polinémio f(Xj,..., X)) a fim de obter um outro cujas propriedades estejam relacionadas as de f.
A descrigao envolve a avaliacao de f na algebra F'(X). Dados hy,..., hy,... em F(X), por F(X)
ser livre na classe das dlgebras associativas (ver a Definigdo 1.2.8), existe um tinico homomorfismo
U F(X) — F(X) tal que ¥(X;) = h;; usamos a notacao f(h;,...,hx) para o polinémio obtido
pelas substituicoes X; — h;, 1 < ¢ < k. Deste modo, f(Xi,...,Xx) pode ser visto como uma
fungao de F(X)® em F(X).

Definicdo 1.4.2. Dada qualquer dlgebra R e qualquer funcio v : R®) — R, definimos Af,ﬁl ;
R¥+D 5 R por

A;l:k+1(T1,...,Tk+1) = 77/}(7‘1,...,7“1‘_1,7‘1‘+Tk+1,7”i+1,...,7“k)

- 1/}(7“17 ey i1 Ty Ty - - - ,Tk) - 1/}<T17 ey i1y T+1, T2,y - - - ,Tk)
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Segue do que foi observado o paragrafo anterior que, quando vemos um polinémio f(Xy,. .., Xx)
como uma fungio de F(X)® em F(X), a funcao Af,,, : F(X)*+) — F(X) avaliada na k-+1-upla
(Xla R 7Xk+1) é
Al (X X)) = F(X e X, X+ X, Xt -, X)

- f(X17 s 7Xi—1’Xi7 Xi+17 s 7Xk> - f(X17 cee JXi—17Xk+1)Xi+17 s 7Xk)

Por exemplo, se f( X1, Xs) : F(X)® — F(X) é tal que f(X;,Xs) = X2X, entdo

Al (X1, X0, Xs) = f(X1 + X3, X0) — f(X1,X2) — f( X3, X)
= (X1 + X3)°Xo — Xi X5 — X7X;
= X1 X5Xs + X3X: X5
Agora vamos coletar algumas propriedades importantes para um polindémio f(Xji,..., X).

Suponha que degx,-(f) > 0, e seja Q(Xla---anH) = Azf,k+1(X1w--7Xk+1)‘ (1) degXi(g) =
degy(f) — 1. (i) Se 1 < j < kej# i entdo degy (g) = degy (/). (ill) g € FFLX)*
(iv) Todos os coeficientes de g sdo coeficientes de f. (v) Se f é homogéneo de grau n em X;,
entdo g(Xq,..., Xk, X;) = (2" — 2)f(X4, ..., Xk) desde que a caracteristica de F' nao seja 2.

E comum denotar o polinomio A{kH(Xl, ooy Xgg1) também por A; g1 (f) (X1, ..oy Xgy1). Su-
ponha que f seja um polindmio cujo termo constante é 0 (i.e., cada monoémio de f tem grau

> 0). Se degy. (f(X1,...,Xk)) =n, entdo A jqn_1---Ajp1(f) ¢ um polindmio que ¢é linear nas
variaveis X;, Xxy1, ..., Xpin_1. Para verificar isto basta aplicar indugao em n e depois notar que
dengH (f) vai diminuindo quando se aplicam A,; jy2, ..., A; g+n—1. Usando este procedimento em

cada variavel de f, chegaremos em um polinémio multilinear.

Exemplo 1.4.3. Pelo pequeno teorema de Fermat, o corpo Z/37 satisfaz a identidade f(X;) =
X3 — X1 (bem como a identidade Sbvia (X1, X5]). Linearizemos f passo a passo. Primeiro, tome
[1(X1, Xs) = A{,Q = XXy + X1 XoX| + XoX? + X2X, + Xo X1 Xo + X1 X2, E por fim, tome
fo( X1, Xo, X3) = A{}) = X1 X3Xo + X5 X1 Xo 4+ X7 Xo X5+ X3 X0 X7 + Xo X X5+ XoX3X,.

Definig¢ao 1.4.4. O polindmio simétrico em £ variaveis ¢ 3, cq, Xo1) - Xow)-

O polindémio p = 3, cs, Xoq1) -+ Xok) ¢ uma identidade polinomial para todo corpo finito com
k elementos. De fato, se F' é um corpo com k elementos, entdao F' — {0} é um grupo multiplicativo,
assim, pelo teorema de Lagrange, a®*~! = 1 para todo a € F' — {0}. Consequentemente, X* — X
é uma identidade em F' e, como no exemplo anterior, vé-se facilmente que a multilinearizacao de
X* — X é o polinémio simétrico p.

1.5 Polindomios Normais

Defini¢ao 1.5.1. Um polinomio f(Xi,...,X,) é k-alternado, k < n, se satisfaz a sequinte
condi¢io para cada i,j, com 1 < i < j < k: Para qualquer homomorfismo ¢ : F(X) — F(X)
tal que P(X;) = Y(X;) tem-se (f) = 0. Em outras palavras, escrever X; no lugar de X; produz
G Xiy o Xiy ) = 0.
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Definigao 1.5.2. Um polinémio f é k-normal se f é k-linear e k-alternado. Se f(Xi,...,X,)
¢ n-normal, diremos simplesmente que f ¢ normal.

O polindémio [X,Y] = XY — Y X é uma identidade normal de qualquer &lgebra comutativa. A
alternancia e propriedades lineares sao analogas a alternancia e propriedades lineares do determi-
nante de uma matriz. Consequentemente, é razoavel tentarmos acumular informacgoes concernentes
a identidades normais imitando parte da teoria de determinantes.

O polinémio standard de grau n, St,(Xi,...,X,) = Y., (580 0) Xo) - - Xo(m), ¢ 0 mais
simples exemplo de polinémio n-normal (veremos isso depois).

Prossigamos com as observagoes faceis de verificar a respeito das identidades k-lineares ou
k-normais. Sejam T, ..., T, subconjuntos de uma algebra R e f(X3,...,X,,) um polindmio, es-
crevemos f(T) x --- x T,,) para {f(z1,...,2m) | i € T;}. Escrevemos T® para T x --- x T,
o produto cartesiano tomado i vezes. Assim, f(R™) é o mesmo que f(R). Também, da-
dos os conjuntos A, B e uma operagao binaria * : A x B — G para algum grupo aditivo
G, escrevemos A x B para denotar o conjunto dos elementos da forma >, a; * b; para adequa-
dos a; em A, b; em B. Por exemplo, para uma algebra R, escrevemos [R, R] denotando o
conjunto dos objetos da forma Y ;[r;,,r:,]. Similarmente, definimos A' = A e, indutivamente,
A = A'A. Nessa mesma linha, se A, C R, para cada v em um conjunto de indices I, definimos
> er A, = {somas finitas de elementos tomados dos diferentes A,}. A tnica excecdo a esta regra
notacional é que se A C R, escrevemos R — A para denotar {r € R | r ¢ A}.

Observacao 1.5.3. Se f(Xy,...,Xy) € k-linear, x1,..., 2, Tks1,...,7q SGo elementos de R, e
a;; € Z(R), entdo

k

k
f(zailxiw--7Zaik$iark+la---ard) = Z 062'11"'Oéikkf(xilw--,xikyrkﬂa---ﬂ“d)-
i=1 i=1 W1 yensie

O préximo resultado segue imediadamente desta observacao.
Lema 1.5.4. Se f(X1,...,Xy) € k-linear, T, ..., T, sao sobconjuntos de R, entdo
f(Z(R)Ty X -+ X Z(R)T), X Tp1 X -+- xTy) € Z(R)f(Ty X --- x Ty).
Como consequéncia desse lema temos a proposicao abaixo.

Proposicao 1.5.5. Suponha que a dlgebra R seja gerada como um Z(R)-mdédulo por um conjunto
B. Para checar que um polinémio k-linear f(X1,...,X4) é uma identidade de R (resp. é central),
é suficiente mostrar que f(B® x RU@=F)) =0 (resp. 0 # f(B® x R4=*) C Z(R)).

Notemos um caso especial importante. Dizemos que uma algebra R é uma extensao central
de uma subdlgebra S se R = Z(R)S. Sendo assim, a proposi¢do acima diz que uma extensao
central de S satisfaz todas as identidades multilineares de S. Observe que se R é uma extensao
central de S, entao Z(S) C Z(R). Portanto, se R é uma extensao central de S e S é uma extensao
central de Ry, entdao R = Z(R)S = Z(R)Z(S)R, = Z(R)R;, assim R ¢ uma extensao central de
Rl.
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Proposicao 1.5.6. Se f(X,...,Xy) € k-normal e T C R, fechado com a multiplicagio, € tal que
Z(R)T é uma Z(R)-dlgebra cuja dimensio é < k, entdo f(T™ x R = (.

Demonstragio. Seja B = {by,...,br_1} um conjunto que gera 7" sobre Z(R). Algum elemento de
B deve aparecer duas vezes nos primeiros k lugares de qualquer avaliacdo de f (B(k) x RUE=R);
ja que f é k-alternado, temos que f(B® x R@=%)) = (0. Além disso, T® C (Z(R)B)®. Dali,
f(T® x REA=R)Y C f((Z(R)B)® x RU4=%)) C Z(R)f(B® x RI-*) = 0. O

Segue desta proposicao que M, (F) é uma PI-algebra ja que qualquer polindémio (n?+1)-normal
¢ uma identidade. Em particular, St,2,; é uma identidade polinomial para M, (F).

1.6 Algebras com Identidades Polinomiais

Esta secao é destinada aos exemplos que consideramos importantes a sequéncia deste traba-
lho. Além dos que apresentamos aqui, existem diversos exemplos interessantes de algebras que
satisfazem identidades polinomiais mas que foram omitidos por conveniéncia.

Exemplo 1.6.1. Se R é uma dlgebra de dimensao < k, entdo todo polinomio k-normal é uma
identidade polinomial para R. De fato, R obviamente tem dimensdo < k como Z(R)-dlgebra, assim
aplicamos a Proposi¢cio 1.5.6 com T = R.

Exemplo 1.6.2. Seja R uma dlgebra. Um elemento r € R € integral de grau k (sobre F) se
rk = Zf;ol a;r’ para elementos adequados oy, ..., a,_1 em F. R € integral se cada um de seus
elementos é integral; R é integral de grau limitado se cada elemento é integral de grau < k
(tomamos o menor k possivel).

Em 1945 Jacobson provou que toda algebra integral de grau limitado satisfaz uma identidade
polinomial ([11]). Obteremos isso como consequéncia da proposicao seguinte.

Proposicao 1.6.3. Se R é uma dlgebra integral de grau < k, entdo para qualquer polindmio
k-normal f(Xy,...,X4) o polindmio

f([vaXQ]v [Xf_17X2]7 ceey [X17X2]7 Xk+17 s aXd)
¢ uma identidade em R.

Demonstracio. Para qualquer r sabemos que r* = Zf:ol a;r’ para «a; adequados em F. Entdo,

para todo s, [T’k,s] = ?:_11 ai[ri’s] (o, s] = 0 uma vez que F C Z(R)). Portanto, tomando
T ={[r",s] | 1 <i <k}, temos f(T™ x R4=F) = 0. 0

Na proposicao anterior o conjunto 7' = {[r%, s] | 1 <4 < k} depende de r e s. Ou seja, para cada
z,y em R temos um T, = {[z",y] | 1 < i < k}. De posse deste resultado podemos concluir que o
polinémio standard de grau k, Sty ([XF, Xo], [XF, X5], ..., [X1, X3]), é uma identidade polinomial
para toda algebra integral de grau < k, provando o resultado de Jacobson.
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Exemplo 1.6.4. Se UT,,(F) ¢ a dlgebra das matrizes nxn triangulares superiores (com a diagonal)
sobre F, entao [ X1, Xs|[ X3, X4 -+ - [Xon_1, Xon| € uma identidade polinomial para UT,(F). De fato,
se A, B € UT,(F), temos que a matriz C = AB— BA tem a diagonal principal nula. Sendo assim,
¢ suficiente mostrarmos que as matrizes triangulares superiores (sem a diagonal) sio anuladas pelo
polinémio Y; ---Y,. Denotemos por e;; a matriz que tem 1 na entrada ij e 0 nas demais (estas
sao chamadas matrizes unidade). As matrizes A = Yj—iz1 Qijei € B =37 kopo1 Bren pertencem
a UT,(F) e possuem a diagonal principal nula. Levando em consideracio as regras usuais de
multiplicacdo de matrizes temos

(D age)( D, Buew) = Y, aijbucijen
j—iz1 I—k>h>1 0.5,k
= Z ijBjiei
irjl

= Z Vit€it-

l—izh+1

A desigualdade no ultimo somatédrio é justificivel: | —i= (1 —j)+(j —i) = h+ 1.
>h >1

Exemplo 1.6.5. Suponha que a caracteristica de F' é diferente de 2. Seja
G = F(X)/U,

U é o ideal de F(X) gerado por todos os X;X; + X;X;. Chamamos G a algebra exterior ou
algebra de Grassmann, e escrevemos e; para a imagem de X; em G via projegdo canonica.
Escreva B = {e; | i € Zt} e B ' ={e;y---¢e;, |0 <m < ooeip < -+ < ip}t. Param =10
escrevemos “17. Cada elemento de G pode ser escrito unicamente na forma Y. apb, onde oy €
F,b e B e ay € diferente de 0 apenas para uma quantidade finita.

Vamos desenvolver algumas propriedades basicas da algebra exterior. Se b =e;, - -¢;,,, escre-
vemos deg(b) = m. Seja Gy (resp. Gi) o F-subespaco vetorial de G gerado por todos os mondmios
de grau par (resp. impar).

Observacao 1.6.6. Se a € Gg, entio ae; = e;a para todo e;. Se a € Gy, entio ae; = —e;a
para todo e;. (Para provar essas afirmagoes, podemos assumir que a € B’ e aplicar indugio no
comprimento de a.)

Observacao 1.6.7. Z(G) = Gy. (Segue da observagio anterior, tendo em vista que a € Z(G)
se, e s0 se, ae; = e;a para todo i.)

Existe algo sutil nesta ultima observacao que fizemos. Afirmamos que todo elemento do centro
de G tem grau par. Isto é verdade porque convencionamos no inicio na Se¢do 1.3 que nosso
conjunto X de varidveis é enumeravel. Mas quando tomamos X com uma quantidade finita de
elementos, obviamente, a algebra G neste caso tem dimensao finita e a observagdo deixa de ser
verdadeira. De fato, tome X = {X;, X5, X3} eseja F' = R. O elemento b = ejesez de G = R(X) /U
tem grau impar (logo pertence a G1), mas b € Z(G) ja que para todo a € G, ab = ba = 0.
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Observacao 1.6.8. Como Z(G)-mddulo, G é gerada por B U {1}.
Proposicao 1.6.9. O polinomio [X,Y] é G-central.

Demonstrag¢io. Pela Proposigao 1.5.5, precisamos apenas mostrar que cada i, j, [e;, 1] € Z(G) e

leise;] € Z(G). Mas [e;, 1] =0 e [e;, ¢5] € Go = Z(G). O

Portanto G é uma PI-algebra e tem um polindémio central.

1.7 Fatos sobre Polindmios Normais

Tendo visto que os polindmios k-normais sao figuras proeminentes nas algebras de dimensao
finita e nas algebras integrais de grau limitado, gostariamos de examina-los mais explicitamente,
tendo em vista a Observagao 1.4.1. Assuma por toda esta secao que f(Xi,...,Xy) é k-linear.
Nosso principal objetivo é encontrar um modo de verificar quando f é k-normal.

Definigao 1.7.1. Se 0 € S,,n < k, definimos f,,) como sendo a soma daqueles monomios de f
nos quais as varidveis Xy, ..., X, aparecem eratamente nesta ordem Xy, ..., Xs(m) (ignorando
as demais varidveis X;,j > n que ocorrem em f); escrevemos f,) para denotar fu ).

Exemplo 1.7.2. Seja F =R e f(X1, Xo, X3, X4, X5) = 13X2 X1 X3 X5 X5 — V2X3 X5 X0 X3 X, em
R(X). O polinomio f é 3-linear (k = 3). Se tomamos o = (12) € Sy (n = 2) devemos analisar
as varidveis Xy e X, e elas devem aparecer em f(,9) exatamente na ordem Xo, X1. Dai, temos
que flo2) = —V2X3X5 X0, X3 X,. Agora se tomamos o mesmo polinémio f, n =3 e o = (12) € S,
devemos analisar as trés primeiras varidveis de [ e elas devem aparecer em f(2) eratamente na
ordem Xy, X1, X3. Dai, temos que f(52) = 0.

Exemplo 1.7.3. Seja F=Q e
F(X1, Xo, X3, Xy, X5) = Xs X5 X2 X1 Xo — 3Xo X, X3 X5 X7+ 4X5 X3X, X5 X

em Q(X). Como se pode ver, f € 3-linear. A defini¢io foi dada para n < k e como k = 3, tome,
por exemplo, n = 3.

53 = {0'0 = 170'1 = (12),0’2 = (13),0’3 = (23),0’4 = (123),0’5 = (132)}

Temos que f(173) = O, f(0'173) = —3X2X1X3X5Xi9, f(05,3) = X3X2X§X1X2 + 4X2X3X1X5X27
f(0'3,3) == OJ f(0'4,3) = O € f(02,3) = 0
Perceba por este ultimo exemplo que f = Z f:3),1=0,1,2,3,4,5. Nao hd nada de especial
0;E€S3

com este exemplo. Isso é um fato geral entre os polindmios k-lineares.

Definicao 1.7.4. Para o € Sy, escrevemos o o f para denotar
F(Xoq), s Xow)s Xigts - - - Xq)
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Assuma até o fim desta secao que F é um corpo cuja caracteristica é diferente de 2.
Proposicao 1.7.5. f é k-normal se, e sé se, (ij)o f = —f para todo i < j < k.
Demonstragio. Se f é k-normal, entdao (trabalhando nas posigoes i e j)

=fl... Xi+X;, .. Xi+X5,.00) —f(. X X))
—fl. X5, X, )

=0
Reciprocamente, suponha que (ij) o f = —f para todo i < j < k. Entado, escrevendo f =
Y ves,, fok)s temos (i) o for) = —f((ij)ok) Para todo o € Sp. Assim, sendo G = {0 € S |
o '(i) < o7 (y)}, temos f = Y ocq(for) + fipor) = Xoca(for — (i) © fiox), implicando
fl..,Xi, ..., X;,...) =0. Portanto f, é k-normal pela defini¢ao. O

Corolario 1.7.6. Se (ii+ 1) o f = —f para todo i < j < k — 1, entdao f é k-normal.

Demonstragio. As transposigoes (12),(23), (34),... geram todas as transposi¢oes visto que, para
i<g,(ij+1)=(i5)(jj + 1)(ij). E o resultado segue da proposicao anterior. O

Estamos prontos para um bom critério de k-normalidade.
Teorema 1.7.7. (i) f é k-normal se, e s6 se, para qualquer o em Sy, for) = (sgn o)o o f).
(it) f € k-normal se, e 56 se, f =3 ,cs, (580 0)T 0 fi1).

Demonstragio. (i) Toda permutacao é um produto de transposi¢oes. Agora use a relagdo (ij) o
for) = —f((j)o.k) Que apareceu na demonstracao da reciproca da Proposicao 1.7.5.
(ii) Isto agora tornou-se imediato. O

Corolario 1.7.8. f ¢ k-normal se, e s se,
f(Xo(1)7 Ce ,Xg(k), Xk+1, Ce ) = (sgn O')f(Xl, Ce ,Xk, XkJrl, .. )
para todo o € Sy.

Demonstragdo. Segue imediatamente da Proposigao 1.7.5. ]

Agora usaremos os resultados acima para descrever os dois mais importantes polinémios na
Pl-teoria.

17



1.8 Polinomio de Capelli e Polinéomio Standard
Definimos o k-ésimo polindmio de Capelli

Cor( X1, .., Xop) = Y (580 0) Xo) Xis1 Xo@2) Xt -+ Xo (o) Xob-1Xo (k) Xok,

€Sy,

O polinémio de Capelli Cy;, é k-normal com
(Cor) iy = X1 Xpq1 - - X5 Xope

e desempenha um papel muito importante entre os polindomios que sao k-alternados, como mostra
o Lema 1.8.1 abaixo.

A fim de fazer distin¢ao entre as variaveis que sdo permutadas e as que sao mantidas fixas, as
vezes escrevemos o polindomio de Capelli como

Cgk(X; Y) = ng(Xl, ce ,Xk; Yi, ce ,Yk) = Z (sgn O')Xg(l)}/ng(z)}/Q s -Xg(k)yk.

og€ESy,

Por exemplo, para k = 2, temos

Cy = X1V1 XYy — XoV1 Xq Yo
Vale notar que Sti(Xy,..., Xg) = Cop(X1, ..., Xp;1,...,1).

Em vista da Proposicao 1.5.6, o polindomio Cy(,241) ¢ também uma identidade polinomial para
a algebra M, (F'). Além disso, pelo item (ii) do Teorema 1.7.7, podemos escrever

St, = > (sgno)(ocoh)

ocESk

onde h = X --- X, e

onde h = Xle+1 < Xngk

O polinémio standard ofuscou por quase toda a histéria da Pl-teoria o polinémio de Capelli,
em vista do teorema de Amitsur-Levitzki, que afirma que St,, é a tnica identidade polinomial de
grau minimo para a algebra das matrizes n x n sobre um anel comutativo. No entanto, como a
propriedade de alternancia se tornou mais importante ao longo do tempo, o polindomio de Capelli
assumiu seu papel de lideranca. Hoje é impossivel mergulhar profundamente na Pl-teoria sem
recorrer constantemente ao polinémio de Capelli. Veremos agora e na préxima segdo porque o
polindmio de Capelli surge tao naturalmente na teoria dos polinémios alternados.
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Lema 1.8.1. Todo polinomio que é k-normal tem a forma
hOC2k:<Xla S 7Xka h1> R hk)?
para monomios adequados hy, . .., hg.

Demonstragio. E uma consequéncia clara do item (ii) do Teorema 1.7.7. O]

Olhando este lema mais de perto podemos notar que se Cy, é uma identidade em uma algebra
R, entao todo polinémio k-normal é também uma identidade para R. Assim, em algum sentido,
Coi “gera” os polindmios k-normais.

A seguir, afirmamos algumas propriedades do polinémio standard. Mas antes disso convencio-
namos que Sty = 1.

Proposicao 1.8.2. (i) Se f(X1,...,X,n) € normal, entao f = aSt,,(Xy,...,Xn), para algum
a € F.

(i1) Stimi1(Xq,. .o, X)) = SN (=1L XSt (X0, oo X1, Xigts - -, Xon). Consequentemente,
se Sty € uma identidade polinomial para uma dlgebra R, St,, 1 também é uma identidade
para R.

Demonstragdo. (i) Segue do item (ii) do Teorema 1.7.7.
(ii) O polinémio St,,41 pode ser escrito como

Stmy1 = X191 + - + Xt 19ma1
onde g; = ¢;(X1, ..., X;—1, Xit1,. .. X;ny1) € normal. Pelo item (i) desta proposicao,
g; = Oéistm(Xl, Ce ,Xifl, X,L'Jrl, e Xerl)

com a; = (—1)" L. O

No inicio desta segao observamos que Cy,241y ¢ uma identidade para a algebra M, (F') e con-
sequentemente St,2,;. Qual seria o grau minimo para estes polinomios a fim de que isto continue
valendo? Para o polindémio de Capelli a resposta é dada na proposi¢ao seguinte.

Proposicao 1.8.3. O polinomio de Capelli Cy,2 nao é uma identidade polinomial para M,(F),

mas é uma identidade polinomial para toda subdlgebra de M,(F) cuja dimensdo é menor do que

n2.

Demonstragio. Seja k = n?. Ordenemos as k matrizes unidade e;; da seguinte maneira

el < e < < ey < ey <y < < gy <<l < o< < e
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e escrevamos ey para a d-ésima matriz unidade (1 < d < n?). Considere Cy(eq, ..., €x; €1, ..., €x) =
Yoes, (580 0)es(yer - - - eoryer. Agora eieq(2)€2 = €11€5(2)€12, que é 0 a nao ser que eq,(1) = €11. Da
mesma forma, ezes3)es = 0 a menos que ey3) = ez;. Continuando desta maneira, vemos que

existe precisamente uma escolha de e (2), ..., €,m) tal que ejeq)es - - exmyen # 0, e esta escolha
determina o (e forca que se tenha e, (1) = e,1). Portanto Coi(er, ..., exie1,...,ex) = Tenp.
Para concluir a proposicao, basta usar o Exemplo 1.6.1. O

J& respondemos a pergunta para um caso. A saber, o grau minimo para o polinémio de Capelli
a fim de que este seja uma identidade polinomial para a dlgebra M, (F) é 2(n? + 1). Para o caso
do polinémio standard, este é o conteiddo de um famoso teorema devido a Amitsur e Levitzki.

Teorema 1.8.4 (Amitsur-Levitzki). Sta, ¢ uma identidade polinomial para M,(R), onde R é
qualquer dlgebra comutativa. Além disso, M,(R) nao satisfaz uma identidade de grau menor do
que 2n.

Uma prova enxuta para este teorema pode ser encontrada na pagina 19 do livro Computational
Aspects of Polynomial Identities ([13]) de Belov & Rowen.

1.9 Polinémios Centrais para a Algebra de Matrizes

Uma parte fundamental na estrutura das PI-adlgebras é a teoria de matrizes. Nesta secao sao
trazidos fatos classicos e basicos a respeito da algebra de matrizes. Bem como a abordagem de
Razmyslov para polindmios centrais da algebra de matrizes.

Seja d;; o delta de Kronecker. Novamente e;; denota uma matriz unidade em M, (R), onde R
¢ uma &lgebra. Claro que cada elemento de M, (R) pode escrito unicamente na forma sz Ti€ij
para r;; € R tomados de maneira adequada; vamos denotar uma tal matriz por (r;;). Recorde que
as operagoes de adi¢ao e multiplicagao de matrizes sao dadas por

(rij) + (s55) = (rij + si5) e (ri5)(s5) = (ki TikSkj)-

Claramente, e; ;e = ke € também ryer = ep,(rj)en. Estes fatos sao ébvios, mas ajudam a
identificar precisamente as entradas das matrizes.

Uma matriz escalar é uma matriz da forma 7 ; re; com r € R. O conjunto das matrizes
escalares é uma subdélgebra de M, (R) que pode ser identificada com R pelo isomorfismo r — 3 re;;,
e é o centralizador de {e;; | 1 < 4,j < n}, i.e, o conjunto das matrizes de M, ()R que comutam
com todos os elementos de {e;; | 1 < 4,5 < n}. Em particular, podemos identificar Z(R) com
Z(Mn(R)) ={> ze;; | z € Z(R)}. Esta afirmagao é importante e caso haja interesse em verificar
tal fato, consulte a pagina 22 do livro [18].

Similarmente, qualquer homomorfismo ¢ : R — R estende-se de modo natural a um homo-
morfismo v : M, (R) — M, (Ry) dado por ¥((ri;)) = (¢(ri;)).

20



Suponha agora que M é um R-mddulo livre n-dimensional com base 1, ..., y,; defina a funcao
€;; em EndpM por €;;(30_; 7uyu) = 73y;, € para cada r € R defina a funcdo 7 em EndgpM por
P rut) = X", Ty, Sendo R = {7 | r € R}, vemos que R ~ R (basta verificar que 7 + 5 =
F+5e7s =75 e depois definir § : R — R por r — 7) e EndgM = X" _, Ré;; ~ M, (R) ~ M,(R).
O isomorfismo 327, Ré;; ~ M,(R) é canénico, enquanto M, (R) ~ M,(R) segue da observacao
feita no paragrafo anterior.

Mesmo quando M nao é livre existe uma conexao entre Endg M e M, (R) a qual é obtida agora

para o caso em que R é uma algebra comutativa.

n
1,j=1

Seja C' uma algebra comutativa.

Proposicdao 1.9.1 (Procesi-Small). Suponha que M seja um mddulo de dimensao n sobre C.
Entio Ende M <p M,(C). Na verdade, como uma C-dlgebra, Endc M é uma imagem homomorfa
de uma C-subdlgebra de M, (C).

Demonstragio. Seja {x,...,x,} um conjunto gerador de M, entdo M = Y1 | C'x;. Para qualquer
B € EndgM podemos escrever B(x;) = Yi_, Bi;x; para B;; € C adequados, visto que 3(z;) =
Binx1 + Piaxe + -+ + Binxy, para cada i € {1,...,n}. Agora, seja R = {r = (¢;;) € M,(C) |
para algum (3, € EndcM, S,.(x;) = > c;;zj}. Entdo R é uma subélgebra de M, (C) e a
aplicacao natural r — (3, ¢ um homomorfismo sobrejetor de R em Endgo M. Portanto Ende M <pg

R <p M,(C). O

Claro que podemos definir o trago e o determinante para matrizes arbitrarias em M, (C) de
maneira completamente andloga ao caso especial quando C' é um corpo. Aqui estdao alguns fatos
uteis.

Observagao 1.9.2. Para r = (r;;) € M,(C), tr(r-en) =ry 1 < k,l <n. Assim, se tr(re;;) =0
para todos , 7, entao r = 0.

Observagao 1.9.3. [M,(C), M,(C)] = (X Ceij + X0 Cles — €i11,41)) = {elementos de trago
0}, é um C-médulo de dimensio n* — 1. Uma matriz v em [M,(C), M,(C)] é chamada ma-
triz traco. Quando C € o proprio corpo F, [M,(F), M,(F)] é um espago vetorial sobre F' e é
usualmente denotado por sl,(F).

Seja R uma &algebra. Recorde que f(Xi,...,X,) € F(X) é um polinémio central para R se
nao tem termo constante, f(ry,...,r,) € Z(R) para quaisquer r1,...,7, € R, e f(X1,...,X,) ndo
¢ uma identidade polinomial para R.

Em 1956 Kaplansky deu uma lista de problemas que motivou atividades de pesquisas signifi-
cativas nas décadas subsequentes. Um de seus problemas era o seguinte.

Problema.(Kaplansky) Existe um polinomio f(X,...,X,), multi-homogéneo central para a dl-
gebra de matrizes My(F), k > 27
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A resposta para o problema de Kaplansky foi dada em 1972-1973 por Formanek e Razmyslov
independentemente. Isto foi muito frutifero para a Pl-teoria. Uma vez que resultados importantes
foram estabelecidos ou suas demonstracoes foram simplificadas usando polinémios centrais para
as algebras de matrizes.

Daremos a abordagem de Razmyslov para polindmios centrais com algumas modificagoes adi-
cionais nas construgoes concretas. O método de Razmyslov usa a noc¢ao de identidade fraca e da
transformacao de Razmyslov.

Defini¢ao 1.9.4. O polinomio f(X1,...,X,) € F(X) € uma identidade fraca para a dlgebra de
matrizes My(F) se f(ai,...,a,) =0 para quaisquer matrizes ay, ..., a, € slg(F'). Uma identidade
fraca f é essencial se f nao é uma identidade polinomial para My(F).

Exemplo 1.9.5. Dada uma matriz a € Ms(F). Sabemos que se o trago de a € igual a 0, entao
a’ é uma matriz escalar e [a®,b] = 0 para todo b € My(F). Consequentemente [X% Y] é uma
identidade fraca essencial para My(F).

Exemplo 1.9.6. sl,,(F) é um espago vetorial de dimensio n*—1. Portanto quaisquer n® matrizes
em sl,(F) sao linearmente dependentes (L.D.) e o polindmio de Capelli

Conz (X1, ..., Xp2i Vi, ..., Vo)

se anula quando sio substituidos elementos de sl,(F) nas n® varidveis Xi,...X,2 e nas outras
variaveis Y1, ..., Y2 sdo substituidas matrizes arbitrarias de M,(F). Consequentemente Cy,2 €
uma identidade fraca para M,(F). E é essencial porque a identidade de Capelli de grau minimo
pra My,(F) é Cyn241) (veja a Proposicio 1.8.3).

Lema 1.9.7. Seja S,, o grupo das simetrias do conjunto {0,1,...,n — 2, n}. Entdo

w(X, Y1, Yo1) =Y (sgn o) X Oy X WY, ... Y, XDy, xom)

O'ESn
¢ uma identidade fraca para M,(F) que se anula para todo a € sl,(F) e by, ..., b,_1 € M,(F).

Demonstragio. Pelo teorema de Cayley-Hamilton, para qualquer a € M, (F'),
a” —tr(a)a™t + -4 (=1)"det(a)l =0, onde I é a matriz identidade.
Se tr(a) = 0, entdo I,a,a?,...,a" 2, a" sao linearmente dependentes e
w(a,by,...,bp_1) =0, by,...,bp_1 € M,(F).
Por outro lado, se a = >77_; 7€, entdao um calculo nos da que

w(a’v €12,€23, ... 7en71,n) = A(’yla ] 77n)eln7
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onde

1 1 1 ... 1 1

7; 73 7?2) S %21—1 %;

M Y2 Y3 oo Tnc1 Tn

A(’Yla"'ar}/n): . . . . . .
SRS S T Vi S
"o % Yn-1 Tn
:<71+"'+'7n) H ('Vq_'Vp)'
1<p<q<n

Dai w(a, €12, €23, . . ., en_1,) 7 0 se 0s autovalores de a sdo dois a dois distintos e seu trago é nao-
nulo. Portanto w(X,Y),...,Y,_1) ndo é uma identidade polinomial “ordinéaria” para M, (F). O

Lema 1.9.8. Se f(Xy,...,X,,) ¢ uma identidade fraca para M,(F), entio

f([Xla Xm+1]7 [X27 Xm+2]> ey [Xm7 X2m])
¢ uma tdentidade ordindria.

Demonstragao. Ja que tr([a,b]) = 0 para quaisquer a,b € M, (F'), obtemos que f(Xi,...,X,,) se
anula em M, (F) quando substituimos as varidveis por comutadores. Isto significa que

f([Xla Xm+1]7 [X27 Xm+2]7 ) [XT)’H X2m])
¢ uma identidade polinomial ordinédria para a algebra M, (F'). O
Recordemos algumas propriedades elementares do trago de matrizes.

Lema 1.9.9. Qualquer matriz em M,(F) cujo trago € igual a zero é uma soma de n*> — 1 comu-
tadores.

Demonstragio. Considere a base de sl,(F') consistindo dos elementos e;;, i # j, e 11 — €5, © =
2,...,n. As igualdades

€ij = [eij> ejj]ai # 7, € [elia eil] = €11 — €4

nos dao que os elementos da base sdo comutadores. E uma vez que afr, s| = [ar, s|,a € F, o lema
segue imediatamente. O]

Lema 1.9.10. Definindo uma forma bilinear simétrica no espago vetorial V.= M, (F") por
(a,by = tr(ab), a,be M,(F).
FEsta forma é ndao-degenerada, i.e., (u, V) =0 implica u = 0

Demonstragdo. O lema segue do fato de que sempre podemos multiplicar a matriz nao-nula u €
M, (F) por uma matriz adequada a € M, (F) a fim de obter tr(ua) # 0. O
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Agora introduzimos a transformacao de Razmyslov e provaremos o seu lema. Estas foram as
principais ferramentas utilizadas por Razmyslov na construgao de seus polinémios centrais.

Defini¢ao 1.9.11. Seja f(X,Y1,...,Yn) um polinomio em F(X,Y1,...,Y,) que € linear na va-
ridqvel X. Escrevendo f na forma f =Y g;Xh;, onde g;,h; € F(Y1,...,Y,,), a transformacao
de Razmyslov de f € o polinomio

Exemplo 1.9.12. Se f(X,Yl,Yg) = [XYl—i—YlX, YQ] =1.X-Y1Yo+Y - X-Yo—-Yo- X - V1 Y5V - X -1,
entao

XYY = VY% X 14% X Y- X Y= 1-X-1a%;

Teorema 1.9.13 (Lema de Razmyslov). Sejam f = f(X,Y1,...,Y,,) € F(X,Y)...,Y,) um po-
lindmio homogéneo de graul em X e f* = f*(X,Y1,...,Y,) o polindmio obtido pela transformagao
de Razmyslov. Vale que:

(1) Se f € uma identidade polinomial para M, (F), entao f* é também uma identidade polinomial
para M, (F).

(13) Se f é uma identidade fraca para M, (F'), entao f* é uma identidade fraca ou a avaliagio de
f* em sl,(F) resulta apenas em matrizes escalares.

(1ii) Se f é uma identidade fraca essencial de M, (F') tal que
X, 2, Y
¢ uma identidade polinomial para M, (F), entio f* é um polindmio central para M, (F).

Demonstracao. (i) Seja
f=>9Xhi, gihi€ F{Yi,...,Yn).

Entao, pelo Lema 1.9.10, o traco é ndo-degenerado e f é uma identidade polinomial para M, (F) se,
e somente se, tr(fZ) = 0 é uma identidade trago (i.e., se anula em M, (F)). J& que tr(uv) = tr(vu),
obtemos

tr(f(X,Yi,....Y)Z) = tr(fZ)

= Z tr(hiZg; X)

= tr(f*(Z,Y1,...,Ym)X).
Consequentemente f(X,Y7,...,Y,,) é uma identidade polinomial para M, (F') se, e somente se,
tr(f*(Z,Y1,...,Y,)X) é uma identidade trago que, novamente pelo Lema 1.9.10, é equivalente ao
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fato de que f*(Z,Y1,...,Y,,) é uma identidade polinomial.
(ii) Seja
XY ) =S gV, V) Xha(Ya, .. V)

uma identidade fraca para M, (F). Em f substituimos X por [X, Z], cada Y; por uma soma
S[Yik, Zji) de n? — 1 comutadores [Yji, Zx|, k =1,...,n* — 1, e obtemos

F f([x, 2.5 Wi 2o S Wi ka])

k=1 k=1

¢ uma identidade polinomial para M, (F"). Como

onde

pelo item (i) obtemos que
fro= Y (ZhiXgi —hiX§,2)
- |2 T hxa)
= [Zaf*<XaZ[Y1k7Z1k]y--'aZ[Ymkaka]>]
é também uma identidade polinomial para M, (F"). Aplicando o Lema 1.9.9 obtemos que

Z, (X, Y1,...,Yn)]

se anula quando sao substituidos elementos de si,,(F') nas variaveis Y7, ...,Y,, e nas variaveis X, Z
sdo substituidos elementos de M, (F'). Consequentemente f*(X,Y7,...,Y,,) se anula, ou quando
sao subtituidas matrizes traco n X n nas variaveis Yi,...,Y,, e qualquer matriz em X o resultado

¢ uma matriz escalar. (Se a identidade fraca f é multilinear, é suficiente subtituir Y; por [Y}, Z,].
Foi necessario a soma a fim de tratar o caso de um corpo arbitrario.)

(iii) Seja f uma identidade fraca essencial para M, (F') tal que f([X,Z],Y1,...,Y,,) é uma
identidade polinomial. Como no item (ii),

f*([X’ZL}/la--wYm) = [Z7f*(X7}/1a---7Ym)]

¢ uma identidade polinomial. Consequentemente f*(X,Y7,...,Y,,) avaliado em M, (F') assume
valores escalares (i.e. matrizes escalares). Ja que f nao é uma identidade polinomial, concluimos
que f*(r,ry,...,rm) # 0 para certos r,ry,...,r, € M,(F) e isto significa que f* é um polinémio
central nao-trivial. O]
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Teorema 1.9.14 (Razmyslov). Sejam Cy,2(X1, ..., X2 Y1, ..., Y2) 0 polinomio de Capelli e
f = f(X7Zl7"'7Z2n2—27}/l7"'aYn2)
- CQnQ(X7 [Zh ZQ]; LRI [Z2n2—37 Z2n2—2]; Yiv s 7Yn2>'

A transformagio de Razmyslov f* aplicada a f é um polinémio multilinear central para M, (F)
sobre qualquer corpo F.

Demonstragio. Pelo Exemplo 1.9.6, a identidade de Capelli (5,2 é uma identidade fraca para
M, (F) e Cy,2 se anula quando substituimos elementos de sl,,(F) nas n? varidveis X1, ..., X,z e nas
outras variaveis Y7, ..., Y,z sdo substituidas matrizes arbitrarias de M, (F'). Ja que os comutadores
de elementos de M, (F) sdo elementos de sl,,(F), f é também uma identidade fraca que se anula
quando substituimos X por elementos de sl,,(F) e Yy, ..., Y2 e Zy,. .., Zoy2_5 sdo substituidas por
matrizes quaisquer. Consequentemente,

f([Xa Z]? Zl7 ) ZQn2—27 Y'17 s 7Yn2)
é uma identidade polinomial. A fim de aplicar o Lema de Razmyslov, é suficiente mostrar que
f<X7 Zl7 S Z2n2—27 le? s 7Yn2)

nao se anula em M, (F'). Pela Proposigao 1.8.3, Cy,2(X1, ..., X,2; Y1, ..., Y,2) ndo é uma identidade
polinomial de M, (F). J& que Cs,2 é anti-simétrico nas varidveis X;’s, entdo ndo se anula se
substituirmos X7, ..., X,z por elementos de qualquer base {ry,...,r,2} de M, (F) e Yi,...,Y,2
por si,...,S,2 adequados. Fixe a base

{ri,....me2} ={en,enn —ei e | 1=2,....n, j#k, jk=1,...,n},
onde denotamos e;; por r; e os outros elementos por o, ..., 7,2. Entao

Con2 (71, 025 81, .oy Sp2) # 0.

Uma vez que 7, . .., T2 sao comutadores, 1, = [ay,b,], u = 2,...,n? dai tem-se
Conz (11, - oy Tn2; 815+ oy 8n2) = f(r1, [ag, ba), . o) [anz, buz], S1, .-+, 8p2) # 0,
e isto completa a demonstracgao. O

A fim de obter polinémios centrais pelo método de Razmyslov, precisamos de uma identidade
fraca essencial w(Xy, ..., X,,) para M, (F). Entao w(Xy, ..., X,,) ndo é uma identidade polinomial
e w([Y1, Z1],..., Y, Zm]) é. Consequentemente existe um w (se necessario, considerando uma
linearizagao de w) tal que f = w([Y1, Z1], ..., [Yu, Zu), Xut1, Xug2 - - ., X;n) ndo se anula em M, (F')
e

U)(D/l, Zl]v R [YU7 Zu]7 [Yu+17 Zu+1]7 Xu—‘r? s 7Xm)

¢ uma identidade polinomial. Entao, aplicando a transformacao de Razmyslov a f com respeito a
X1 obtemos um polinémio central.
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Exemplo 1.9.15. Pelo Fxemplo 1.9.5,
w(X,Y) =[X?Y]
¢ uma identidade fraca essencial para My(F'). Sua linearizag¢io
w (X, Y, 2)=[XZ+ZX,)Y|=XZY +ZXY - YXZ -YZX

é também uma identidade fraca. Substituindo em wy (X, Y, [Z1, Zs]) elementos adequados de Ms(F),
obtemos que
f(X7 Y7 Zh ZQ) = wl(X7 }/7 [Zla ZZ])

nao é uma identidade ordindria para My(F'). Por exemplo,
w1(€11 + €22, €22, [6117 612]) = 2[6127 622] = 2e;3 # 0.

Por outro lado, wi([X,V],Y,[Z1,Zs]) é uma identidade polinomial (V é uma varidvel). Conse-
quentemente a transformacao de Razmyslov f* com respeito a X aplicada em f(X,Y, Zy,Z3) € um
polinomio central. FExpressamos f na forma

f=1X[21,2)+ X,)Y| = X[Z1, 2|Y + [Z1, Zo) XY =Y X2, Z5] — Y[Z1, Zo) X
e o polinomio central obtido é

WXV, 720, 2Z) = [* = (20, Z)YX +YX|Z0, 7] — [Z1, Z) XY — XY |71, 7]
[ZlaZQHY7X] + [}/’X][ZDZQ]

Se fizermos Zy = X e Z1 =Y, obtemos
9(X,Y,Y, X) =2[X,Y]?
o qual sabemos ser um polinémio central para My(F).

Finalizamos esta secao enunciando um lema que sera ttil na demonstracao de um teorema de
vido a Rowen que aparece no capitulo seguinte.

Lema 1.9.16. Se f é um polinémio central de M, (F), entao f é uma identidade polinomial de
M, 1(F).
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Capitulo 2

Teoremas de Estrutura de PI-algebras

Neste capitulo estao os principais teoremas de estrutura que serao utilizados posteriormente. A
fim de que o texto nao se torne rigido, apresentamos alguns resultados basicos (porém importantes)
como, por exemplo, o Lema de Schur, etc.

Os dois principais resultados que aparecem neste capitulo sao o Teorema de Kaplansky, consi-
derado por muitos o ponto de partida da teoria de PI-algebras, e o famoso Teorema de Posner que
diz respeito as algebras primas satisfazendo uma identidade polinomial.

Formalmente, seguiremos o roteiro do livro [8] procurando manter um equilibrio entre [9] e [17].

Antes de comecar faremos a seguinte convenc¢ao: neste capitulo o efeito de uma aplicagdo f em
x, usualmente denotado por f(z), serda denotado por fz. Apenas quando quisermos enfatizar man-
teremos a notacao usual. Além disso, vamos escrever a composicao de fungoes ) e ¢ simplesmente

por .

2.1 Densidade

Sejam R uma algebra e M um R-médulo. Entdo EndzM é uma élgebra. Claro que M ™ é um
R-mo6dulo com operagoes dadas componente a componente.
Suponha que ® : (EndgM)™ — Homp(M®™, M) é uma funcio que associa cada n-upla

(f1,.-., fn) @ um homomorfismo de R-médulos f definido por f(xy,...,z,) = >0 fix;. Escreva
7, » M™ — M para a projecao sobre a i-ésima componente e 6; : M — M para a aplicacio
O;x = (0,...,0,2,0,...,0) onde = aparece na i-ésima componente. Entao ®(f,..., f,) =X fim.

Definindo ¥ : Homgp(M®™, M) — (EndgM)™ por Wf = (f6i,...,f6,), vemos que ®Vf =
S fOmi=fY0m=feVd(fi,...,fn) =V fimi = (f1,..., fn). Portanto ® = ! e U P sdo
ambos isomorfismos. Em resumo, (EndzM )™ ~ Hompz(M ™, M). Vale notar que (EndzM)™ =
EndzM ™. Basta definir uma funcdo Q : (EndgM)™ — EndzgM™ que associa cada n-upla
(fi,..., fn) a um homomorfismo f € EndgM ™ definido por f(zy,...,z,) = (fix1,..., faZn). A
funcdo A : EndgM ™ — (EndzM)™ que associa cada g € (EndzgM)™ a n-upla (71961, . . ., Tug6,)
é a inversa de €2 e além disso {2 e A s@o homomorfismos de anéis.

Diz-se que um R-médulo M ¢é irredutivel (ou simples) se RM # (0) e M néo possui outros
submoddulos além dos triviais (0) e M; assim M é irredutivel se, e s6 se, Ry = M para cada
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y # 0 em M. Por exemplo, Zs é irredutivel como Z-médulo. Claro que M pode ser visto como
EndzM-médulo com a multiplicagao escalar definida de modo natural.

Lema 2.1.1 (Lema de Schur). (i) Se My, My sao R-mddulos irredutiveis, entdo todo 1) # 0 em
Hompg (M, Ms) € um isomorfismo.

(1i) Se M ¢€ irredutivel, entao EndgrM € um anel de divisdo.

Demonstragdo. (i) Dado 1 # 0 em Hompg (M, Ms), 1(M;) é um submdédulo ndo-nulo de Ms; como
M, ¢ irredutivel, ¢(M;) = M;. Do mesmo modo ker(y) é um submédulo préprio de M; e a
irredutibilidade de M; implica que ker(¢)) = (0), provando que v é um isomorfismo.

(ii) Se ¢ # 0 em Endg(M), entdo ¢ é um isomorfismo pelo item (i), e nao é dificil checar que
o' € EndgM. 0

Diferente do uso comum, atribuiremos o termo espago vetorial a um modulo sobre um anel
de divisdo. Assim, se M é um R-médulo irredutivel, M é também um espacgo vetorial sobre
D = Endy M.

Definicao 2.1.2. Sejam D um anel de divisao qualquer, V um D-espago vetorial e S um sub-
conjunto nao-vazio de EndpV. O conjunto S é denso em EndpV se para qualquer quantidade
finita de vetores D-independentes vy,...,v, e vetores arbitrdrios wy,...,w, € V, existir s € S
(dependendo de wy, ..., w,) tal que

sv, =w;, 1=1,...,n.

Observacgao 2.1.3. Se [V : D|, a dimensdo de V sobre D, € igual a n < oo, entdo EndpV € o
unico conjunto denso em EndpV.

De fato, por absurdo, seja S C EndpV denso em EndpV e seja f € EndpV. Sejam vy,...,v, €
V', D-independentes ({vy,...,v,} forma uma base de V') e w; = f(v;), i = 1,...,n. Como S é
denso, existe s € S tal que sv; = w;. Consequentemente, ja que f e s coincidem em uma base,
f=s€S, ie, EndpV C S (Absurdo). Portanto S nao é denso.

Observacao 2.1.4. Seja M um R-mdédulo e H um subconjunto de M. Definimos o aniquilador
de H em R como sendo o conjunto AnngH = {r € R | rH = (0) }. FEziste um homomorfismo
natural ¢ : R — Endz M que associa r a 1., onde ¢, : m +— rm para todo m € M; 1, =0 se, e
s6 se, rM = (0), portanto ker(¢)) = AnngM. Assim, R/ker(y) é uma dlgebra isomorfa a alguma
subalgebra de Endz M .

O moédulo M é um grupo abeliano e Endz M denota o conjunto dos endomorfismos de M visto
como um grupo. A notagdo mais frequente para este conjunto é E(M) e é esta que usaremos a
partir de agora (o mesmo vale para um anel).

Dizemos que M é um R-médulo fiel quando AnngM = (0). Assim, se M é fiel podemos

considerar R C E(M).
O préximo resultado é devido a Jacobson e é conhecido como Teorema da Densidade.
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Teorema 2.1.5 (Teorema da Densidade). Suponha que M é um R-mddulo fiel e irredutivel e seja
D = EndgM. Se z1,...,x, sio elementos D-independentes de M (n qualquer) e yy,...,y, S$do
elementos arbitrarios de M, entdo, para r em R conveniente, rx; = y; para todo i, 1 <1 < n.

Demonstragdo. Faremos induc¢do em n. Para n = 1, dado x # 0 em M, temos que Rr = M.
Logo, dado qualquer y € M, existe r, € R tal que ryz = y. Assuma que o teorema valha para
n — 1. Entao, vendo (z1,...,2,_1) como elementos do R-mddulo M@= temos que M =
R(Z‘l, e ,SL’n_l).

Afirmacao: Existe r, € R tal que r,z,, # 0 e r,x; = 0 para todo 7 # n.

De fato, caso contrario, i.e., negando a Afirmacao temos que, como M ¢é fiel, para cada
r € R—{0} existe i # n tal que rz; # 0. Em outras palavras, a aplicagao ¢ : R(z1,...,2,-1) = M
dada por ¢ (r(xy,...,2n_1)) = 72, ¢ um homomorfismo de R-mddulos bem definido, implicando
que ¥ € Homp(M"V: M) =~ (EndgM)™Y = DC=D. O isomorfismo anterior nos permite
escrever 1 como (dy,...,d, 1) € D"V daf temos que z,, = ¥(z1,..., 7, 1) = S d;z;, contra-
dizendo o que haviamos assumido sobre a D-independéncia de x1,...,x,.

A Afirmagdo estd portanto estabelecida e, por simetria, para cada j existe r; com r;jz; # 0 e
r;xz; = 0 para todo 7 # j. Uma vez que M é irredutivel, temos que existe ¢; tal que ;(r;z;) = y;.
Seja r = }1:1 t;r;. Entao, para cada i, rz; = t;1,7;, = y;. O

Existem outras formas de afirmar o Teorema da Densidade. Faremos isso no corolario abaixo.

Corolario 2.1.6. Suponha que M é um R-mddulo fiel e irredutivel, n € Z*, e xy,...,x, € M
sdo arbitrdrios. Seja D = EndgM, e suponha que V é um D-subespaco de dimensdo finita de
M que na@o contém xy. Entdo existem elementos dy = 1,ds,...,d, em D satisfazendo a sequinte
propriedade:

Para cada y € M exister € R tal que rV =0 erz; =d;y, 1 <1< n.

Demonstragio. Seja W o D-subespaco de M gerado por V' e {z1,...,z,}. Tome uma base de V e

estenda (sobre D) & uma base wy, ..., wy de W de modo que wy = x1. Escreva x; = Z;?:l d;jw; para
d;j em D, e ponha d; = d;;, 1 <7< n. Assim d; = 1. Pelo Teorema da Densidade, existe r € R
tal que roy = diy e rw; = 0, 2 < j < k. Portanto, para cada i, rz; = Z§:1 dij(rw;) = dy. O

Corolario 2.1.7. Suponha que R possui um modulo fiel e irredutivel M. Seja D = Endg M. Entdo
uma das sequintes afirmagoes vale:

(i) [M : D] =n < oo para algum n € Z*, em cujo caso R ~ M, (D).
(ii) Para todo n € Z*, existe uma subdlgebra de R que tem M, (D) como imagem homomorfa.

Demonstragio. (i) Se [M : D] = n, escolha uma base {wy,...,w,} de M sobre D. Dado ¢ €
EndpM, pelo Teorema da Densidade, existe r € R tal que rw; = 1(w;) para todo i e isto implica
que a funcao
V: R — EndpM
roo— r: M — M
w; = Tw;
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é um homomorfismo sobrejetor de anéis. E se r é tal que 0 = ¥(r) = 7, entdo r = 0, pois M é fiel.
Portanto R ~ EndpM ~ M,,(D).

(ii) Se [M : D] nao é finita, dado qualquer n € Z* e elementos D-independentes x1, ..., x, em M,
seja V.=Dxy+---+Dx,e R ={re R|rV CV}. Claro que R # &, pois 0,1 € R'. Pelo
Teorema da Densidade, qualquer transformacao D-linear de V' em V pode ser induzida por um
elemento de R. Portanto, existe um homomorfismo natural sobrejetor A de R’ em EndpV. O

A reciproca do Teorema da Densidade é também verdadeira (e 6bvia). Isto é, se M é um espago
vetorial sobre um anel de divisao D e R é um subanel denso em Endp M, entao M é um R-mddulo
fiel e irredutivel. De fato, como um anel de transformagoes lineares em M, R tem M como mddulo
fiel e se N é um R-submodulo nao-nulo de M, dadon # 0 em N e m € M, existe r € R tal que
m=1rn € N. Dai M C N. Portanto, M é irredutivel como R-mddulo.

Definig¢ao 2.1.8. Um anel R € dito artiniano (d esquerda) se qualquer familia de ideais d esquerda
tem um elemento minimal.

Exemplo 2.1.9. O anel Z/nZ é artiniano, bem como, para todo k € Z+, F|x]/(z"*) é artiniano.

Observacao 2.1.10. Um anel € artiniano se, e so se, qualquer cadeia decrescente de ideais a
esquerda de R, I 2 Iy O --- D I, O --- torna-se estacionaria, i.e., a partir de algum indice todos
0s 1;’s sao iguais.

Observagao 2.1.11. Se R é uma dlgebra de dimensdo finita sobre um corpo, entio R € artiniana
como algebra. Ser artiniano como dlgebra nao implica ser artiniano como anel. Considere a Q-
dlgebra R = Qeys, onde e1y € a matriz unidade 2 X 2 que possui 1 na entrada (1,2) e zero nas
demais. Se considerarmos R como um anel, a cadeia de ideais (2Z)e12 2O (4Z)e12 2 (8Z)e1z D - -
nao estaciona. Jda como dlgebra, R € artiniana.

Para qualquer x € R, denotamos por [z]| o maior inteiro de z, i.e., 0 maior niimero inteiro
menor do que ou igual a z. Por exemplo, [1/2] =0,[0,999...]=1e[nm]=[3,14...] = 3.

Proposicao 2.1.12. Se R tem um modulo fiel e irredutivel M, com D = EndrM, e se R satisfaz
uma identidade polinomial f de grau d, entao [M : D] < [d/2], assim R ~ M.p)(D).

Demonstragio. Suponha que [M : D] > [d/2]. Pelo corolario anterior, para algum n > [d/2], tem-
se que R ~ M, (D) ou M,(D) é imagem homomorfa de uma subalgebra de R. Em qualquer caso f
é uma identidade polinomial de M, (D). Mas isso é impossivel pois, pelo Teorema 1.8.4 (Amitsur-
Levitzki), M, (D) nao satisfaz identidade de grau menor do que 2n. Portanto [M : D] < [d/2]. O

Um anel é primitivo se possui um modulo fiel irredutivel. Todo corpo F' é um F-mddulo fiel
e irredutivel e, portanto, é um exemplo ébvio de anel primitivo.

Exemplo 2.1.13. Seja F' um corpo. O conjunto L = { < Z Z )

a,b e F} ¢ um ideal a esquerda

de My(F') que é um My(F)-mddulo irredutivel. Além disso, se ( "

(o)) = S)f
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entao, tomando a =0 e b =1, temos que s =u =10 e para a = 1,b = 0 obtemos r =t = 0. Dai,
L é um My(F)-mddulo fiel. Logo My(F) é primitivo.

Um anel R é dito primo se aRb = 0, a,b € R, implicar que a = 0 ou b = 0. O anel Z é
um exemplo imediado de anel primo. Da definicdo segue que o centro de um anel primo, é um
dominio de integridade e portanto possui um corpo de fragoes. Usaremos isto quando formos falar
de localizacao central.

Observacao 2.1.14. Um anel R ¢ primo se, e s6 se uma das condigoes vale:
(1) AnngL = (0) para todo (0) # L<,R.

(2) para I,J ideais de R com IJ = (0) tem-se I = (0) ou J = (0) (equivalentemente, 1.J # (0)
para quaisquer ideais nao-nulos I,J de R).

Teorema 2.1.15 (Goldie). Se um anel R é primitivo, entao é primo.

Demonstracio. Sejam M um R-moédulo fiel e irredutivel e I, J ideais ndo-nulos de R. Entao JM
é um submédulo nao-nulo de M, implicando que JM = M; assim I(JM) = IM # (0), portanto
IJ # (0). O item 2 da observacao anterior garante que R é primo. O

Seja R qualquer anel e F(R), como antes, o anel dos endomorfismos de R visto como um grupo
aditivo. Se a € R, definimos T, : R — R por T, = xa e L, : R — R por L,xr = ax. Para
quaisquer a,b € R, as aplicagdes Ty, L, estao em E(R). Seja B(R) o subanel de E(R) gerado por
todos os T, e L, de R para a,b € R. B(R) é chamado anel de multiplicagao de R.

Claramente R é um modulo sobre B(R). Seja [ um B(R)-submédulo de R. Veremos que I<IR.
Dados x € I, y € R, como T}, L, € B(R) e I é um submédulo de B(R), temos que zy = T,z € |
e yr = Lyx € I. Em resumo, os B(R)-submédulos de R sao meramente os ideais de R. Portanto,
R é irredutivel como B(R)-mé6dulo se, e s6 se, R simples.

Definicao 2.1.16. Seja M um R-mddulo. O comutador de R em M é o conjunto {¢) € E(R) |
Lyty =1Ly para todo b € R}.

Note que o comutador de R em M é, na verdade, o anel Endz M. Nestes termos, o Lema de
Schur diz que o comutador de um R-moédulo irredutivel é um anel de divisao.

Defini¢ao 2.1.17. O centrdide de R, denotado por C(R), é o conjunto dos elementos de E(R)
que comutam com cada elemento de B(R).

Perceba que para qualquer R-médulo M vale que C'(R) C EndgM.
Lema 2.1.18. Se R?> = R, entdo C(R) é comutativo.

Demonstragio. Suponha que o, 7 € C(R). Para quaisquer z,y € R temos

o(zy) = o(Lyy) = La(oy) = z(oy) (%)
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(ro)(zy) = 7(o(zy)) =

Portanto (70 — o7)(zy) = 0. Como R? = R, dado u € R, u = 3 x;y; consequentemente (7o —
oT)u = (1o —o1) (X xiy;) = (10 — o7)(z;y;) = 0. Isto nos da que (70 — o7) = 0 e o resultado
segue. ]

Defini¢ao 2.1.19. O radical de Jacobson de um anel R, denotado por Jac(R), € a intersegao
de todos os ideais de R a esquerda que sao mazximais.

Como um exemplo, calculemos Jac(Zy). O anel Z, é comutativo, assim todo ideal & esquerda
é bilateral. Segue do Teorema da Correspondéncia para Anéis que os ideais maximais de Z, sao
precisamente os ideais maximais de Z que contém 47Z. O tnico ideal de Z com esta propriedade ¢é
m = 27 que por sua vez estd em correspondéncia com ideal n = {0,2} de Z,. Logo Jac(Z4) = n.

Nem sempre se define o radical de Jacobson de um anel R em termo de seus ideais maximais.
Em alguns livros como [9] e [12] o radical de Jacobson de R é definido em termo de elementos
quase-regulares (nao os definiremos aqui). O ponto importante é que Jac(R) é um ideal bilateral
de R, quer seja definido em termo de ideais a esquerda maximais ou em termo de elementos
quase-regulares (entre outras caracterizagoes).

Defini¢ao 2.1.20. Um anel R tal que Jac(R) = (0) chama-se semissimples.

O exemplo mais trivial de um anel semissimples é um corpo. Pelo que fizemos anteriormente,
Z4 nao é semissimples.

Definigao 2.1.21. Um anel R é dito simples se R? # (0) e seus tnicos ideais sio os triviais (0)
e R.

Exemplo 2.1.22. O anel My(F) é simples. Mais geralmente, M, (F) é um anel simples.

Como Jac(R) é um ideal de R e ndo contém 1, se R é um anel simples teremos que Jac(R) = (0).
Em outras palavras, todo anel simples é semissimples.

Defini¢ao 2.1.23. Uma dlgebra R € dita central se Z(R) = F.

Para o caso de um anel simples, o Lema 2.1.18 acima pode ser melhorado. Isto é, pode ser
revelado algo interessante a respeito do centroide de R. Vejamos:

Seja R um anel simples. Para comegar, R> = R e, pelo que acabamos de provar, C(R)
¢ comutativo. Além do mais, simplicidade sendo equivalente a irredutibilidade de R como um
B(R)-médulo, pelo Lema de Schur EndggyR = C(R) deve ser um anel de divisao. Combinando
esses dois, temos que o centréide de um anel simples ¢ um corpo. R é de modo natural uma algebra
sobre este corpo (segue da relagdo (*) no lema anterior), consequentemente todo anel simples é

33



uma algebra simples sobre seu centroide.

Seja Z'(R) C C(R) tal que Z'(R) =~ Z(R). Dado o € C(R); para qualquer r € R, o(rl) =
o(L,1) = L,(01) =r(cl). Seja a = o1, temos mostrado que or = ra. Similarmente, or = o(1r) =
o(T,1) = T,(cl) = ar dai ar = ra. Portanto a € Z(R) ¢ L, é o seu correspondente em Z'(R). J&
que or = ar = ra temos que (¢ — L,)r = 0. Contudo, C(R) é um corpo, (¢ — L,) € C(R) e R é
uma algebra sobre C'(R); estes juntos nos dao que ¢ — L, = 0. Logo 0 = L, € Z'(R). Mostramos
que Z'(R) = C(R). Em particular, Z(R) é um corpo. Este é o conteido do

Teorema 2.1.24. Se R € um anel simples, entao C(R) é um corpo e R é uma dlgebra sobre C(R).
Além disso, Z(R) ~ C(R).

Agora estamos em condi¢oes de enunciar o teorema de Wedderburn-Artin cuja prova pode ser
encontrada nas paginas 33, 34 e 48 do livro [9].

Teorema 2.1.25 (Wedderburn-Artin, Wedderburn). Seja R um anel. Entao
(1) R € artiniano simples se, e s6 se, R ~ M,(D) para algum anel de divisao D en > 1.

(2) R € artiniano semissimples se, e s6 se, R=11®---@® 1y, onde I, ..., I sao anéis artinianos
simples e sao todos ideais minimais de R.

2.2 O Teorema de Kaplansky

Os proximos resultados fazem uso de propriedades basicas do produto tensorial de algebras
as quais admitimos conhecidas pelo bem da clareza do texto. Mas um tratamento muito bem
dado sobre produto tensorial de dlgebras (que satisfaz meu gosto pessoal) pode ser encontrado nas
paginas 59 a 65 do livro [17].

Lembre-se que, dado um anel de divisao D, um subcorpo maximal de D é um subcorpo de D
que nao esta contido em nenhum outro subcorpo de D. A existéncia de um subcorpo maximal
é garantida pelo Lema de Zorn. Se K é um subcorpo maximal de um anel de divisao D, entao
Cp(K) = {a € D | ak = ka, para todo k € K}, o centralizador de K em D, deve coincidir
com K (uma prova para esta afirmacdo pode ser encontrada na pagina 94 do livro [9]). Esta
propriedade na verdade é uma caracterizagdo para subcorpos maximais (é um “se, e sb se”).
Claro que a definicao anterior pode ser dada em um ambito um pouco mais geral, a saber: Seja
R uma anel e S um subconjunto nao-vazio de R. O centralizador de S em R é o conjunto
Cr(S) ={r € R|rs = sr, para todo s € S}.

Observacgao 2.2.1. (1) Cg(S) é um subanel de R; (2) Cr(R) = Z(R); (3) Cr(S) 2 Z(R); (4) Se
R =D é um anel de divisao, entiao Cp(S) é um subanel de divisio de D.

Lema 2.2.2. Seja D um anel de divisao cujo centro denotaremos por Z e seja K um subcorpo
mazximal de D (claro que Z C K ). Entio D ®; K é um anel denso em EndgD.

Demonstragdo. Para cada d € D, denote por Ly : D — D a multiplicagdo a esquerda por d
e denote D; = {L; | d € D}. Entdao L : D — D; C Endg(D), tal que L(d) = Ly, é um
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homomorfismo de Z-algebras. Também, para cada k € K, denote por T}, : D — D a multiplicacao
a direita por k e denote K, = {1} | k € K}. Entdo, ja que K é comutativo, a aplicagao
T: K — K, C Endg(D) tal que T(k) = T, é também um homomorfismo de Z-algebras. Uma
vez que as multiplicagoes a esquerda e a direita comutam, segue que a aplicagdo D ®; K — D, K,
definida por Y. d; ® k; — > L4, Tk, estd bem definida e é um homomorfismo sobrejetor de Z-
algebras. Isto torna D um D ®, K-mddulo com respeito & multiplicagdo (3 d; ® k;)x = > Ly, Tk, x,
para x,d; € D, k; € K.

e Déum D ®,; K-mdbdulo irredutivel.
De fato, ja que para todo x # 0 em D temos que Dz = D, segue que (D ®z K)x = D.

e Déum D ®; K-médulo fiel.
Todo elemento de D ®; K pode ser escrito da forma > d; ® k; com todos os k;’s linearmente
independentes sobre Z, precisamos apenas mostrar que > ; d;Dk; = 0 para alguns elementos
ki,...,k, € K linearmente independentes sobre Z, entao d; = --- = d,, = 0. Provamos isso
por inducdo em n. O caso n = 1 é claro. Suponha que o resultado seja valido paran — 1 e
suponha por contradigdo que nem todos os d;’s sao zero. Seja d,, # 0. Multiplicando Y d; Dk;
pela esquerda por d; !, podemos assumir que d,, = 1. Para todos z,y € D, temos

i=1 i=1
Subtraindo estas igualdades obtemos

n—1

> (zd; — diz)yk; = 0,

i=1

para todo x € D. Assim, pela hipdtese de indugao, d;x = zd; para todo i e para todo
x € D. Isto diz que dy,...,d, € Z. Da igualdade Z?;ll d;k; = 3", d;1k; = 0 obtemos que
ki,...,k, sao linearmente dependentes sobre Z, uma contradicao. Isto prova que D é um
D ®; K-médulo fiel.

Portanto D ®, K é um anel primitivo com moédulo irredutivel D. Pelo Teorema da Densidade,
com a finalidade de completar a prova, é suficiente mostrar que o anel comutador Endpg,, k(D) é
isomorfo a K. Para ver isso, seja a € Endpg, k(D). Para todo z € D, temos que a(x) = za(l),
j& que a comuta com a multiplicacao a esquerda por D. Também, se z € K, entdao za(l) =
a(z-1) = a(l-z) = a(l)z, ja que a comuta com multiplicacao a direita por K. Consequentemente
a(l) € D centraliza K e, ja que K é subcorpo maximal de D, obtemos a(1) € K. Portanto « é a
multiplicacdo a direita por (1), a saber, o = Ty(1) € K, e pela acao definida de D ®; K em D,
isto diz que Endpg, k(D) ~ K. O

No caso em que R é uma &dlgebra simples central de dimensao finita, sabemos que [R : Z(R)] =
n? e dizemos que n é o grau da algebra R (ver o Teorema 4.2.2 do livro [9]).

Teorema 2.2.3 (Kaplansky). Seja R uma dlgebra primitiva satisfazendo uma identidade polino-
mial de grau d. Entdo R é uma dlgebra simples central de dimensao finita e [R: Z(R)] < [d/2]?.
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Demonstragio. Seja f uma identidade polinomial de grau d satisfeita por R e assuma que f é
multilinear. Sendo R primitiva, possui um R-moddulo fiel e irredutivel V' com anel comutador D.
Aplicando a Proposigao 2.1.12 temos que R ~ M, (D), onde n = [V : D]. Escreva Z = Z(R).

J& que M, (D) satisfaz f e D é um subanel, D também satisfaz f. Além do mais, se K é um
subcorpo maximal de D, levando em consideragao que f é multilinear e K é comutativo, obtemos
que D ®z K ainda satisfaz f. Como, pelo lema anterior, D ®; K tem um maddulo fiel e irredutivel
com anel comutador K, pela primeira parte desta demonstracao obtemos que D ® ; K ~ M,,(K),
para algum m > 1. O resultado disso é que

RCR®; K~ Mn(D) ®z K ~ Mn<D Kz K) ~ Mn(Mm(K)) ~ Mnm(K)

Como f é multilinear, R ®, K ~ M,,,(K) ainda satisfaz f. Lembre que M,,,(K) nao satisfaz
identidades de grau menor que 2nm (Amitsur-Levitzki), dai obtemos que nm < d/2. Agora,
[R:Z]=[R®z K : K] = (nm)* < [d/2]? e a demonstragao estd completa. O

Se R é uma algebra, por extensao dos escalares, obtemos uma nova algebra sobre F' cujas
identidades sao satisfeitas por R.

Seja A uma algebra comutativa e considere a F-algebra R @ A. Algumas identidades polino-
miais de R podem ainda se anularem em R ®p A. Daremos um nome especial.

Definicao 2.2.4. Seja f uma identidade para a dlgebra R. Dizemos que f é uma identidade
estavel para R se para qualquer dlgebra comutativa A, [ € ainda uma identidade para R ®p A.

Agora enunciaremos um resultado que é usado como ponte na demonstracao no Lema 2.2.6 e
cuja demonstragao pode ser encontrada na pagina 10 do livro [8].

Lema 2.2.5. Se F' é um corpo infinito e R é uma F-dlgebra, entdo toda identidade polinomial de
R é estavel.

Lembre que um ideal & esquerda (a direita, bilateral) I de um anel R é nilpotente se existe
n € Z* tal que a; - - - a, = 0 para quaisquer ay, ..., a, € I (de outra forma, I é nilpotente se existe
n € Z* tal que I" = (0)). Semelhantemente, um elemento a € R é nilpotente se existe n € Z*
tal que a™ = 0; um ideal I é dito ser um nil ideal se todos os seus elementos sdo nilpotentes.

O proximo passo é relacionar as identidades de uma &algebra simples de dimensao finita as
identidades de matrizes. Fazemos isso no lema seguinte.

Lema 2.2.6. Seja R uma dlgebra simples central de dimensao n? sobre seu centro F. Entdo
R < M, (F) e M,(F) < R (ou em outra notagao: Id(R) = Id(M,(F))). Além do mais, f é um
polinémio central de M, (F) se, e s6 se, f é um polinémio central de R.

Demonstracio. A dlgebra R tem dimensao n? sobre seu centro que é o corpo F. Segue da Observa-
¢ao 2.1.11 que R ¢é artiniano como algebra. Pelo Teorema 2.1.25 (Wedderburn-Artin), R ~ M;(D),
para alguma algebra de divisdo D, central e de dimensao finita sobre F' (Lembre que podemos
identificar Z (D) com Z(M;(D)) ~ Z(R) = F. Veja isso na Se¢ao 1.9. Por isso D ¢é central). Se F
é finito, D é uma &algebra de divisao finita e, pelo teorema de Wedderburn (Todo anel de divisao
finito é um corpo - confira o Teorema 3.1.1 do livro [9]), D é um corpo. Consequentemente D = F,
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visto que D é central sobre F'. Segue que R ~ M,;(F') e o lema estd provado para este caso.
Suponha que F' ¢ infinito e seja K um subcorpo maximal de D. Pelo Lema 2.2.2, D ®@p K =~
M,,(K) para algum m. Consequentemente R @p K ~ My, (K). Como feito acima, comparando
as dimensoes, vemos que R®p K ~ M, (K). J4 que F é infinito, pelo Lema 2.2.5 toda identidade
polinomial de R ¢é estavel. Consequentemente R e M, (F) tém as mesmas identidades e os mesmos
polindmios centrais. O

Um anel é semiprimo se nao contém ideais nilpotentes nao-nulos. Note que se I é um ideal
a direita, nilpotente e nao-nulo de um anel simiprimo R, entdo R/ é um ideal nilpotente nao-nulo
de R, mas isso nao é permitido. Portanto um anel semiprimo nao possui ideais a direita ou a
esquerda nilpotentes nao-nulos.

Teorema 2.2.7. Se R ¢ uma Pl-dlgebra semiprima, entdo R ndo tem nil ideais nao-nulos.

Demonstragdo. Seja f um polindmio multilinear satisfeito por R e suponha que R possui um nil
ideal nao-nulo N. Ja que f(N) = 0, entao também f(N)N = (0). Seja g € F(X) um polinémio
multilinear de grau minimo com a propriedade que g(/)I = (0), para algum ideal a direita nao-nulo
I C N. Acharemos uma contradi¢do provando que I? = (0), uma vez que isso nao é possivel em
uma algebra semiprima.

Suponha que existe a € I tal que a*I = (0). Podemos assumir que o mondémio X;---X,
aparece em ¢ com coeficiénte nao-nulo e escreva g na forma

g(Xl, ce 7Xn) = h(Xl, ce 7Xn—1)Xn + h/(Xl, c ,Xn)

onde X,, nunca aparece como a ultima varidvel em todo mondmio de /. J4 que a*I = (0) vemos
que, para quaisquer ry,...,r, € I,

glary, ... arp_1,a) = h(ary,...,ar,_1)a.
Lembre que al C I e g(I)I = (0), obtemos que
h(ary, ... ar,—1)al = g(ary,... ar,_1,a)] C g(I)I = (0),

para todos 71,...,7, € I. Assim, h(al)al = (0). Mas entao, h é um polinémio multilinear nao-
nulo com grau menor que o de g e é tal que h(al)al = (0) onde al é um ideal de R a direita
contido em N. Pela minimalidade do grau de g, al é nulo. O que provamos foi que se a € [ é tal
que a*I = (0), entdo al = (0). Mas se b é qualquer elemento de I, b é nilpotente, digamos que
b* = 0; consequentemente b*I = (0). J& que (b*~1)2 = 0, pelo que ja fizemos acima, b*~11 = (0)
e, por indugdo, obtemos finalmente que bI = (0). Isto diz que I* = (0) e, sendo R semiprimo,
concluimos que I = (0). O

Teorema 2.2.8. Se R ndo possui nil ideais nao-nulos, entdo a dlgebra dos polindmios R[X] é
semissimples.
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Demonstragio. Sejam J = Jac(R[X]) e I o ideal de R consistindo dos coeficientes lideres dos
polinomios de J. Provaremos que I ¢ um nil ideal e ja que por hipdtese R nao possui nil ideais
nao-nulos, isto implicard que I = (0) e portanto, J =0

Seja f = f(X) =Y a; X" € J ndo-nulo. Como X f € J, o elemento 1 — X f é invertivel em
R[X] e seja g € R[X] tal que (1 — X f)g = 1. Afirmamos que, para todo m > 1,

m—1

g=X"f"g+ > X'f. (2.2.1)

1=0

Provaremos por indu¢ao em m. Ja que (1 — X f)g =1, entdo g = Xfg+ 1 e o caso m = 1 estd
provado. Suponha que a férmula acima valha para m — 1. Entdo temos

m—2 m—2 m—1
g:Xm—lfm—lg+ ZXzfz:Xm—lfm—l(ng+1)+ ZXzfz:memg+ ZXZfz
=0 =0 =0

e a afirmacao esta provada.

Escreva g = 30_ 0°X" e tome m > r. Lembre que f =37 ;X" € J e igualando em (2.2.1) o
coeficiente de X™ ™+ 1 < ¢ < r, obtemos 0 = a™b;. Segue que a™g =0 e, j& que g ¢é invertivel
em R[X], obtemos a" = 0 e o coeficiente lider de f é nilpotente. Portanto I é um nil ideal e a
demonstracao do teorema esta completa. O

Lembre que, dada uma colecdo de algebras {R, | v € I'}, dizemos que uma &lgebra R ¢é
um produto subdireto das algebras R,,v € I', se R pode ser mergulhada (i.e., existe um
homomorfismo injetivo) na algebra [],cr R, de modo que 7, (R) = R, para todo v € I' onde
7, : R — R, é a v-ésima projecao sobre R,. Na verdade, se {I, | v € I'} é uma colecdo de ideais
de R, entdo R ¢ um produto subdireto das dlgebras R/I,,v € I, se e s6 se, N,er Iy = (0). Por
exemplo, o radical de Jacobson da uma dlgebra R é a interse¢ao dos ideais primitivos de R (lembre
que [ <y R é primitivo se I = Anng(M) para algum R-mddulo irredutivel M), segue que uma
algebra semissimples ¢ um produto subdireto de algebras primitivas.

O proximo resultado é devido a Rowen e é uma importante aplicagao da existéncia de polinémios
centrais para a algebras das matrizes.

Teorema 2.2.9 (Rowen). Seja R uma Pl-dlgebra semiprima. Se I é um ideal nao-nulo de R,
entio I N Z(R) # (0).

Demonstragdo. Seja f uma identidade de R de grau d. Suponha primeiro que R é semissimples.
Entao R é um produto subdireto de algebras primitivas R,,v7 € I Cada R, ainda satisfaz f
consequentemente, pelo Teorema 2.2.3 (Kaplansky), é uma algebra simples de dimensao ni < [d/2)?
sobre seu centro. Seja I, a imagem de I pela projecao canonica R — R,. J& que R, é simples,
entdo, das duas uma, ou I, = R, ou I, = (0). Considere o conjunto I' = {y e I' | I, = R,}.
Como I, é um ideal nao-nulo de R, temos que IV # & e seja n? a maior dimensao de uma dlgebra
simples central R, com v € I". Seja h,, um polinémio central para as matrizes ny X ng. Pelo
Lema 2.2.6 para cada dlgebra R, com [R, : Z(R,)] = ng,

0 % hyg (L) = hug(R,) € Z(R,).
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Para qualquer outra dlgebra R, de dimensao menor sobre seu centro, pelo Lemas 1.9.16 e 2.2.6,
devemos ter que hy,(I,) = 0. O resultado disso é que 0 # h,,(I) € I N Z(R) e o teorema estd
provado para o caso em que R é uma algebra semissimples.

Agora seja R qualquer algebra semiprima. Pelo Teorema 2.2.7, R nao possui nil ideais ndo-nulos
e, portanto, pelo Teorema 2.2.8, o anel dos polinémios R[X]| é semissimples. J4 que I[X] é um
ideal nao-nulo de R[X], pela primeira parte desta demonstragao temos que (0) # I[X]NZ(R[X]) =
IIX]NZ(R)[X] = (I NZ(R))[X]. Portanto I N Z(R) # (0). O

Uma consequéncia imediata deste teorema é o corolario abaixo.

Corolario 2.2.10. Se R é uma Pl-dlgebra semiprima e Z(R) é um corpo, entao R é uma dlgebra
simples central de dimensdo finita.

Demonstragio. Se I é um ideal ndo-nulo de R, pelo teorema anterior I N Z(R) # (0). Como Z(R)
¢ um corpo, I contém um elemento invertivel e, portanto, I = R. Isto mostra que R é simples.
Agora aplicamos o Teorema de Kaplansky. O]

2.3 Localizacao Central

O processo pelo qual se constréi o anel Q a partir de Z (e depois mergulha Z em Q) se estende
facilmente em um contexto um pouco mais geral. O procedimento é chamado localizacao central
e ¢ definido como segue.

Seja R uma F-algebra, novamente denote o centro de R por Z e seja S C Z — {0} um monodide
(multiplicativo). A menos que seja feita referéncia contraria, quando usarmos a letra S nesta segao
fica implicito que S é um mondide multiplicativo contido em Z — {0}.

No produto cartesiano R x S = {(r,s) | 7 € R,s € S} defina a relagdo ~ dada por (71, 1) ~
(r9, S2) se, e 80 se, (1183 — r281)s = 0 para algum s € S; ndo é dificil verificar que ~ é uma relagdo
de equivaléncia em R x S. Denotamos por rs~! a classe de equivaléncia do elemento (r,s) e o
conjunto de todas as classes de equivaléncia é denotado por Rg. E possivel definir operacoes em
Rg e torna-lo uma &algebra sobre F'. Fazemos assim: para todos a € F, r;, € Re s; € 5,

7“151_1 + 7“282_1 = (r182 + 7’281)(8182)_1, (Tlsl_l)(rgsgl) = (7’17“2)(5132)_1

arysyt) == (ar))s;t

As operacoes acima estao bem definidas e a verificagdo nao é mais dificil que a da construgao usual

de Q a partir de Z. Note que a unidade multiplicativa de Rg é 1-171, e 0 elemento “zero” ¢ 0-1-1.

Observagao 2.3.1. Existe um homomorfismo candnico wg : R — Rg dado por r — r1~! e
ker(ws) = {r € R|rs =0 para algum s € S}. Para todo s € S, s17' tem um inverso 1s~ .

Proposigao 2.3.2. Dada uma dlgebra R' e um homomorfismo w : R — R’ tal que w(s) € invertivel
em R' para todo s € S, temos um tnico homomorfismo 1, : Rs — R’ tal que ¥,(r171) = w(r)
para todo v € R. Entdo ker(vy,,) = {rs™! | r € ker(w)}.
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Demonstragio. Qualquer homomorfismo satisfaz v,,(rs 1), (s17') = ¢,(r17') = w(r), impli-
cando que ¥, (rs™!) = w(r)w(s)™! e esta aplicagio é de fato um homomorfismo. Além do mais,
ker(v,) = {rs™ ! | w(r) = 0}. O

Dizemos que um elemento z € Z é regular se Anngz = (0); S é regular se todo elemento de S
é regular. Se S é regular, entao ker(wg) = (0), e portanto podemos considerar a inclusao R C Rg.

Olhemos um pouco para Z(Rg). Para fazer isso, adotemos a convengao que, para qualquer
subconjunto A C R, Ag denota {as™! |a € A,s € S}.

Proposicao 2.3.3. Zg C Z(Rs) e temos que a igualdade se S é reqular.

Demonstracdo. Suponha que 257" € Zg para z; € Z,s; € S. Para todo rs™' € Rg, temos
(z1571)(rs™Y) = (217)(518) ™t = (r21)(s51) 7t = (rs™ 1) (z157"), provando que 257! € Z(Rg).

Agora suponha que S é regular e tome 157" € Z(Rg). Para todo r em R, 0 = [r17!,rys7!] =
[r,71]s7 ", assim [r,ry] = 0 e isto prova que r; € Z; portanto ris;"' € Zg. ]

Proposicao 2.3.4. Se R ¢é primo (resp. semiprimo) com S regular, entio Rs € primo (resp.
semiprimo).

Demonstragio. Se 157 Rgrasy = (0), entdo i Rry = (0) e assim 71 = 0 ou ro = 0. (A demons-
tragao para semiprimo é analoga, basta tomar r; = ry e s; = $3.) O

Se 7"131_1, .. ,rkslzl sao elementos de Rg entao tomando s = 81 ---speT; =781+ Sj_15j41 " Sk,
1 < j <k, temos rjsj_l =z;5 1,1 < j < k. Assim podemos sempre assumir que um dado nimero
finito de elementos de Rg tém o mesmo denominador. Usaremos esta observagao sem fazer mencao.

Definigao 2.3.5. Para S = {elementos requlares de Z}, Rg € chamada a dlgebra de quocientes
centrais de R, e escrevemos Qz(R). Quando estiver claro abusaremos da notagio e escreveremos

apenas Q(R).

Suponha que S é dado. Escreva R17! para denotar o conjunto {r17! | r € R} = ws(R), uma
imagem homomorfa de R.

Lema 2.3.6. Se f € um polinomio multilinear, entio f(Rs) = f(R)s.
Demonstragdo. Segue da Observagao 1.5.3. O]

Proposicao 2.3.7. Toda identidade multilinear de R é também uma identidade de Rg. Se S é
reqular, entao toda identidade multilinear de Rg é uma identidade de R.

Demonstracio. As identidades de R sdo identidades de R17!. E as identidades multilineares de
R17! sdo identidades de Rg. E o resultado segue. Agora, se S é regular entio R C Rg, assim
R < Rg. O

Finalizamos este tratamento bésico a respeito de localizacao de algebras provando um resultado
bastante tutil.
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Proposicao 2.3.8. Ry~ R®y Zs.

Demonstragio. Defina v : R x Zg — Rg por ¥(r,zs™ ') =rs ! parar € R,z € Z,s € S. Entao
1 induz um homorfismo sobrejetor @Z : R® Zs — Rg. Mas qualquer elemento de R ® Zg tem a
forma r ® 1s™! para r € R adequado e s € S. Se r ® 1s7! € ker(¢), entdo rs~! = 0 implicando
que s;7 = 0 para algum s; € S; portanto 0 = rs; ® (s;5)™! = r ® s7, provando que ¥ é um
isomorfismo. O]

Como ja observamos antes, quando R é um anel primo o seu centro Z é um dominio de inte-
gridade e portanto possui um corpo de fragdes K (na proposigao anterior K = Zg). Em outras
palavras, quando R é primo, R®, K. Usualmente escreve-se a ® z~! como az~'. Note que quando
R é uma PIl-algebra prima o item 2 da Observacao 2.1.14 implica que R é uma PIl-4lgebra semi-
prima. Logo, pelo Teorema 2.2.9, Z(R) # (0).

Teorema 2.3.9 (Posner). Seja R uma dlgebra prima satisfazendo uma identidade polinomial de
grau d. Entdo a localizagdo central Ry de R é uma dlgebra simples central de dimensao n?® < [d/2]?
sobre seu centro K. Além disso, R e M, (K) satisfazem as mesmas identidades polinomiass.

Demonstragcdo. Suponha primeiro que Z ¢ infinito. Pelo que foi observado acima, a localizacao
central Rz é ainda uma algebra prima ji que todo elemento z € Z — {0} é regular. Além do
mais, Ry ~ R®z K, onde K é o corpo de fragoes de Z, satisfaz as mesmas identidades que
R, sendo Z infinito. Pode-se verificar rapidamente que na verdade K é o centro de Rz e, sendo
um corpo, pelo Corolario 2.2.10, Rz é uma &algebra simples central de dimensao finita. No caso
em que Z ¢ finito, entdao Z = K e aplica-se o Corolario 2.2.10. J& que, pelo Lema 2.2.6, Ry e
M, (K) satisfazem as mesmas identidades polinomiais, temos que R e M, (K ) satisfazem as mesmas
identidades polinomiais. Pelo Teorema 2.2.3 (Kaplansky) temos também n? < [d/2]2. O

A formulagao do Teorema de Posner dada acima é uma combinagao da formulagao original e
as consequéncias acima da existéncia de polindmios centrais para matrizes.
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Capitulo 3

Algebras Graduadas e o Teorema de
Posner

Veremos que todo anel pode ser graduado, sendo assim a grosso modo o que vamos fazer é
generalizar as ideias do capitulo anterior. Normalmente, quando se trabalha de um ponto de vista
mais geral, nem todas as propriedades boas da estrutura com a qual se esta trabalhando sao pre-
servadas e o Capitulo 2 foi escrito com o intuito de fazer comparativos com este. Seguiremos o
roteiro dos livros [14] e [15] e buscamos apresentar demonstragdes para os principais teoremas de
estrutura agora para anéis (dlgebras) graduados. Como de costume, faremos algumas convengoes
e comegamos dizendo que para nds (G, x) denota um grupo com elemento neutro “e”. As demais
convencoes serao feitas no corpo do texto.

3.1 Definicoes e Propriedades Basicas

Um grupo abeliano (H, +) é dito graduado do tipo G (ou G-graduado) se existe uma familia
{H,}4ec de subgrupos de H tal que
H =P H,.

geCG

Exemplo 3.1.1. Com a soma usual de matrizes o conjunto H = M3(Q) é um grupo abeliano.
Este grupo € Zs-graduado, onde Hy = Qey1, Hy = Qeyo, Hz = Qesy e Hz = Qegy € 05 €;5’s sao as
matrizes unidade.

A notagao utilizada acima representa a soma direta interna de uma familia de subgrupos de H.
Para maiores detalhes acerca de soma direta interna, externa, etc, consulte a pagina 21 do livro
[16].

Todo anel é um grupo abeliano com a soma, sendo assim a definicdo de anel graduado deve
conter a definicdo de grupo abeliano graduado e uma certa compatibilidade com a estrutura de
anel. Vamos a defini¢do formal.
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Defini¢ao 3.1.2. Um anel R é dito G-graduado (ou graduado do tipo G) se

R:®Rg>

geG

onde {R, | g € G} € uma familia de subgrupos aditivos de R e RyRy, C Ry, para todos g,h € G.

Entendemos por R R o conjunto de todas as somas finitas de elementos da forma r,rj, com
re € Ry er), € Ry,

Para um anel G-graduado R é comum tomar G como sendo um grupo multiplicativo. Dai a
relacdo RyRy € Ry, g,h € G, passa a ser escrita R,Ry, C Rgy,. Quando trabalha-se com grupo
aditivo, esta ultima relagao ¢é escrita RyR, C Ryqp.

Os elementos do conjunto h(R) := Uyeq Ry sdo chamados elementos homogéneos do anel R,
um elemento nao-nulo r € R, é chamado homogéneo de grau g e escreve-se degr = g para
denotar isso.

Qualquer elemento nao-nulo r € R é escrito de modo tnico como uma soma de elementos

homogéneos,
r=>1

geG
onde r, € R, é nao-nulo apenas para uma quantidade finita de indices g € G. Os elementos
nao-nulos 7, nesta decomposicao sao as componentes homogéneas de 7.

Proposigao 3.1.3. Para um anel G-graduado R = @ e Ry as sequinte afirmagoes sio verdadei-
ras:

(1) 1 € R;

1

(2) ser € Ry e existe r™t, entao ' € Ry-1.

Demonstragio. (1) Sabemos que R, é um subanel de R. Seja 1 = > s ry a decomposicao homogé-
neadel € R. Tome h € G ety € Ry, entao t, = 1t, = > ge Tgth € Tgtn € Rgp. Consequentemente,
como tp, se escreve de modo unico em R, 74t = 0 vale para todo g # e em G. Segue que r,t = 0
para todo g # e em G e para todo t € R. Tomando t = 1, r;, = r,1 = 0 para todo g # e.

Qualquer que seja t, € Ry, t, = 1t;, = (deG r¢)tn = Tetp. De maneira andloga se prova que
tpre =ty para todo t, € Rj,. Portanto, r. = 1.

(2) Assuma que r € Rj e é invertivel em R. Se v~ = X} .55, com s, € Ry, entdo
1 =rrt = r(Xeqsy). Uma vez que 1 € R, e rsy, € Ry, temos que rs, = 0 para qualquer
g # h~'. Como r é invertivel obtemos que s, = 0 para g # h™!, portanto r~' = s,-1 € Rj-1. [

1

Claramente, R, ¢ um subanel de R ¢ R, ¢ um R.-R.-bimé6dulo para todo g € G. De fato, como
R.R. C R.. = R., o grupo aditivo R, é também fechado para o produto de seus elementos. E
para todo g € G, RyR. C Rye = R, e R.R; C R, dai o grupo aditivo R, ¢ um R.-R.-bimddulo.
Vale lembrar que se A e B sao anéis, afirmar que M é um A-B-bimddulo significa que M é um
A-médulo & esquerda, é um B-mdédulo a direita e vale que a(mb) = (am)b para qualquer a € A,
m e M e be B. Como exemplo temos que qualquer R-moédulo a esquerda é um R-Z-bimodulo.
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Definigao 3.1.4. Seja R = @ e By um anel G-graduado. Um subanel S de R é dito graduado
do tipo G se S = @ eq(Ry N S). Equivalentemente, S é graduado se para todo elemento s € S as
suas componentes homogéneas (como elementos de R) estio em S.

A partir de agora tomaremos graduacao por grupos multiplicativos e quando considerarmos
grupos com outra operacao isto ficara claro.

Exemplos de Anéis Graduados

(1) Todo anel R pode ser considerado como um anel graduado do tipo G, para qualquer grupo
G, pondo R, = R e R; = (0) para todo g # e em G. Tal graduagao é chamada trivial e o
anel R ¢ dito G-graduado trivialmente.

(2) Seja G um grupo e R um anel. O anel de grupo A = R|[G] é graduado do tipo G onde
Ay = R- g paratodo g € G.

(3) Seja R um anel comutativo. O anel R[x] dos polindémios em uma varidvel # comutativa sobre
R é um anel Z-graduado, com Ry = Rz* quando k > 0 e R, = (0) quando k < 0.
RkRn g Rk+n (§] R[‘T] = @kEZ Rk

(4) O corpo C dos nimeros complexos ¢ um anel Zy-graduado. Onde Cj = R e C; = iR, além
diSSO Cﬁ(CT Q Cﬁ—i-i = CT (& C = R EB ZR

(5) O anel R = M,,(A) das matrizes sobre um anel A com unidade, é Z-graduado.
n—k

Z eiivkA se 0<k<n (I)

i=1

Z eiirkAd se —n<k<0 (I
i=1—k

(0) se |k|l=n (IIT)

Observe que quando n = 1, o conjunto R = M,,(A) é o proprio A e a graduagio é a trivial.
De fato, para n = 1, temos apenas duas possibilidades. Primeiro: k& = 0, neste caso Rj se
enquadra em (I). Segundo: k # 0, dai R}, se encaixa no caso (III). Este exemplo torna-se
mais interessante quando n > 1. Faremos para o caso n = 3 e depois mostraremos como
ficam os Ry’s no caso geral.

Suponha n = 3. Para k em {0, 1,2}, i.e., 0 < k < 3, o conjunto Ry estd no caso (I). Mais
especificamente, temos

3-0 3 A0 O
RO = Z 62'71'_:,_0A = Z em'A = 611A + 62214 + 633A = 0 A O s
0 0 A

i=1 =1
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3—1 2

Ry = Z Ciit1 A = Z Ciit1A = e1pA + ez A =

i=1 =1

o oo
S O
o o

e
3-2 1 00 A
Ry = Z € it A = Z CiivoA=e3A=[0 0 0
i=1 i=1 00 0
Para k em {—1,—2}, i.e., =3 < k < 0, o conjunto Ry, esta no caso (II). Mais especificamente,
temos
3 3 0 0 O
R,1 = Z ei,H(,l)A = Z €i7i,1A = 621A + 632A = A 0 0
i=1—(-1) =2 0 A0
e
3 3 0 0O
Ro= > eunA=> ei2A=enA=| 0 0 0
i=1—-(-2) i=3 A 0O

Para k € Z tal que |k|> 3, o conjunto Ry esta no caso (III).

Podemos agora afirmar que, paran € {1,2,3,---}, os grupos aditivos Ry assumem as formas

0 0 o0 0 0

A 0 O 0 0

0o A o0 0 0

9 Rfl - : : : :
0 0 o0 0 o0

0 0 o0 A 0

0

0

0

R1 -

0
0

con

0
0

0
A
0

0
0

0
0
0

0
0

0
0
0

A
0

Ry

(6) Seja R = @,eq Ry um anel G-graduado e fixe § = (g1, ...

associamos o seguinte subgrupo aditivo de M, (R):
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A 0 0 0
0 A 0 0
0 0 A 0
0 0 0 A
0 0 0 0

,gn) € GM. Para

o oo

N

cada h € G



g1hgy " Rglhggl Rglhggl

M. (R): (7) — Rgzhgf ! Rgzhgg ! Rgzhgﬁl
(B@ = | "] | |

gnhgy ! Rgnhg;1 Ry hgit

Verifica-se rapidamente que o anel M, (R) equipado com a graduagao do tipo G dada por
@Dree Mn(R)n(g) é um anel graduado, o qual denotamos por M, (R)(g), que contém R como
subanel graduado. Uma matriz unidade e;; tem grau g; ! gj, pois, para h = g; ! g;, as entradas
ij das matrizes de Mn(R)nglgj (g) sao tomadas em Rgihg;1 = Rgigiflgjg;l =R.ele R, Se
g = (e,...,e), entdo escrevemos M, (R) para denotar o anel M, (R)(g) quando ndo houver
ambiguidade se M, (R) é graduado ou nao.

Podemos graduar um mesmo anel de maneiras diferentes. Um ponto interessante é que, depen-
dendo da graduacao dada a um certo anel R, seus elementos podem ficar mais manejaveis. Para
tornar esta afirmagdo mais clara, considere o anel R[z] com a Z-graduacao dada no exemplo (3)
e considere-o também com a Zy-graduagao dada por Rlz] = Ay @ Az, onde

A;=R+Rz*’+Ra*+.-- e A;=Rr+Ra®+ Rz’ +---.

Se tomamos R[x] como um anel Z-graduado, o elemento 1 + z* nido é homogéneo. Por outro

lado,

considerando R[z] com a Zy-graduagao dada acima, 1 + 2 ¢ homogéneo de grau 0.

Definicao 3.1.5. Um ideal I de um anel G-graduado R é um ideal graduado do tipo G se
I = @geG(I M Rg)'

Exemplo 3.1.6. Seja F' um corpo e R = { ( “ 2 )

onde

Facilmente se verifica que I = { ( i i )

b a,b e F} = Ry ® Ry um anel Zy-graduado,

(3 )] eer} me{(28) 0e7}

T € F} ¢ um ideal graduado nao-trivial de R.

Para qualquer ideal I de R (a direita, a esquerda ou bilateral), denotamos por I, o maior ideal
G-graduado contido em 1.

Seja R um anel G-graduado e S C h(R) N Z(R) é um mondide multiplicativo. Podemos definir
uma graduagdo em Rg pondo (Rg), = {as™' | s € S,a € h(R) tais que g = dega(degs)™'}.
Com efeito, se zs™ !, yt~! € (Rg), entdo g = degz(degs)™' = degy(degt)™! e isto implica que
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(deg st)g = degxt = degys. Como xs™! + yt~' = (xt + ys)(st)™!, segue da ultima relagao obtida
que deg(zt + ys) = (deg st)g. Consequentemente,

deg(xt +ys)(st) ™' = deg(at + ys)(degst)™"
= (degst)g(degst)™!
= degg.

Portanto (Rg), é¢ um subgrupo aditivo de Rg, para cada g € G. De modo similar pode-se verificar
que (Rs)g(Rs)n € (Rs)gn. Agora ficou claro que Rg = 3 c(Rs)y. O denominador comum produz
que a soma ¢ direta. E isto demonstra o que queriamos.

Definicao 3.1.7. Seja R um anel G-graduado. Um R-modulo a esquerda M ¢ um médulo G-
graduado se
M = & M,,
geG
onde {My | g € G} € uma familia de subgrupos do grupo abeliano M tal que RyM, C My, para
quaisquer g, h € G.

Os elementos do conjunto h(M) = Ujee M, sdo chamados elementos homogéneos do mé-
dulo M, e qualquer elemento nao-nulo m = > . my, € M se expressa de modo unico como uma
soma de componentes homogéneas m,, onde my, # 0 apenas para uma quantidade finita de ele-
mentos g. Se m # 0 pertence a M, para algum g € G, dizemos que g é o grau de m e escrevemos:
degm = g. Segue da Proposicao 3.1.3 que, para cada g € G, M, é um R.-mddulo.

Definicao 3.1.8. Sejam R e S anéis G-graduados. Um grupo abeliano M ¢é um R-S-bimdédulo
graduado se M = @ cc My ¢ um R-S-bimddulo tal que a estrutura de R-mddulo da esquerda é
graduada e a estrutura de S-mddulo da direira € graduada, i.e., para h, g,k € G temos RyM,S, C
thk-

A partir de agora todos os anéis graduados e moédulos graduados sao G-graduados por defini¢ao.
Assim, a frase “X é um moédulo graduado” significa que X é um R-mddulo a esquerda G-graduado,
onde R é um anel G-graduado, a menos que seja feita alguma mencao contraria.

Definicao 3.1.9. Um submddulo N de um modulo graduado M ¢ um submadodulo graduado se

N = @ Ny,
geG

onde Ny = N N My. Equivalentemente, N é graduado se para todo elemento n € N as suas
componentes homogéneas (como elemento de M ) estéo em N.

Exemplo 3.1.10. Seja M um mdédulo graduado e N um submddulo de M. Seja (N), o submddulo
de M gerado por N N h(M). Seja K um submddulo de N e assuma que K é um submddulo
graduado de M que contém (N)g. Dadouw € K, v =Y ,cangy onde ng € KN M,. Como K CN e
M, C h(M), temos que ny, € NN h(M). Portanto w € (N),. Em outras palavras, (N), € maximal
entre os submaodulos de N que sao submodulos graduados de M .
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Uma graduacao em um médulo M induz uma graduagao no médulo quociente M /N, onde N
¢ um submodulo graduado de M. Basta por (M/N), = {m+ N | m € M,}. De fato, se u € M
temos que u = Y uy onde u, € M, para cada g € G. Entao u+ N = 3 c(uy + N). Portanto
M/N =3 ,eq(M/N),. Finalmente, suponha que 3 (uy + N) = 0+ N em M/N, onde u, € M,
para cada g € G. Entao 3 cquy € N. Os uy sao as componente homogéneas de 3 u, e uma vez
que N ¢é graduado, temos que u, € N. Consequentemente, u, + N = 0+ N para todo g € G. Logo
M/N = @,cq(M/N),. Além disso, Ry, - (M/N)y = (RyMy+ N)/N C (Myg+ N)/N C (M/N )pg.
O médulo M/N é chamado quociente graduado de M por N.

Sejam R e R’ anéis graduados. Um homomorfismo de anéis f é graduado se f(R,) C Rj
para todo g € G. Do mesmo modo sao definidos isomorfismos, endomorfismo e automorfismos
G-graduados.

Definicao 3.1.11. Uma aplicacao R-linear f : M — N de modulos graduados é um homomor-
fismo graduado de grau g se f(M}) C Ny, para todo h € G. Quando g = e, dizemos f € um
homomorfismo graduado.

Os homomorfismos graduados de grau g formam um subgrupo aditivo de Homg(M, N) o qual
serd, denotado por HOMp(M, N),. E claro que o conjunto ®,cc HOMR(M, N), é um grupo
abeliano (alids, G-graduado) o qual é denotado por HOMg(M, N). Quando N = M obtemos o
anel G-graduado

ENDg(M) = @ HOMg(M, M),
geG
o qual é chamado anel graduado de endomorfismos de um R-mdédulo M. Escreveremos
ENDg(M), para denotar HOMg(M, M),. A composicao de um homomorfismo de grau g com
um homomorfismo de grau h é um homomorfismo de grau hg.

Para qualquer homomorfismo f : M — N homogéneo (i.e., homomorfismos pertencentes a
Ugec HOMR(M, N)y), os submédulos ker(f) € M and Im(f) sao graduados. Se N C M sao
modulos graduados, entdo o epimorfismo canénico 7 : M — M /N é homogéneo de grau e.

Lema 3.1.12. Sejam M e N mddulos graduados. O grupo HOMg(M, N) consiste de todos os
f € Homg(M, N) para os quais existe um subconjunto finito de G, digamos W, tal que

(%) f(My) C > Ny, paratodo g€ G.
hew

Demonstragao. Suponha que f € HOMg(M,N). Como HOMg(M,N) = @,ec HOMgr(M, N),,
existem ¢i,...,9, € G tais que f = fo, +--- + f,, e f;, € HOM(M,N),,, i = 1,...,n. Portanto
f satisfaz a relagdo (x). Reciprocamente, suponha que f € Homg(M, N) satisfaz (x) para algum
conjunto finito X C G. Olhando para um m, em M,, por (x) segue que f(m,) = Y pex Ng.gh

para nicos ngg, € Ngp, h € X. Para qualquer h € X defina f,(m,) = ngg. Temos que
thHOMR(M,N)hef:ZhGth. ASSlmeHOMR(M,N) ]
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Corolario 3.1.13. Temos que HOMg(M, N) = Homg(M,N) em cada um dos casos sequintes:
(1) O grupo G € finito.
(2) M (sem graduagio) € finitamente gerado.

Demonstragio. (1) Seque imediatamente do lema acima. (2) Suponha que M (sem gradua-

¢ao) é gerado por my,...,m,. N&o é muito restritivo supor que my,...,m, sdo homogéneos
e nao-nulos, de grau hy,...,h, respectivamente. Considere f € Hompg(M, N), entdo: para
. t; . . .
i = 1,...,7, f(my) = X ng, com ng. € Ny ., g; € G. Para cada i, 1 < i < 7 pomos:

Wi = {h; gi, hi ' gios - hi tgin, } € W = Ui_, Wi. Agora verificaremos que f(M;) € pew Nk
para todo g € G. Para m, € M, podemos escrever: my, = >.i_, r;m; com r; € h(R) e, degr; =
gh;'. Portanto segue que f(mg) = S0 rif(m;) =0, Z?‘Zl ring,,. Contudo degrng,, = gh; ' gij
e portanto: r; Ny, € Ny onde k = h{lgij € W para todo 1 <17 < 7. O

Se M nao ¢é finitamente gerado pode acontecer de HOMpg(M, N) # Hompg(M, N) (confira a
pagina 11 do livro [14]). Em geral a inclusdo de HOMg(M, N) em Hompg (M, N) é prépria.

Inspirados pelo exemplo (6) dado acima, provaremos o lema seguinte.

Lema 3.1.14. Seja M um mddulo graduado. Assuma que M possui uma base homogénea finita
€1,...,en € digamos que dege; = g;. Entao ENDg(M) ~ M, (R)(g) onde g = (g1,---,9n)-

Demonstragio. Se f € ENDgr(M),, h € G, entao f(M,) € My, para todo g € G. Conse-
quentemente f(e;) € My, para i = 1,...,n. Assim podemos escrever f(e;) = >7_; a;je; com
deg a;; = g;ihg;'. A matriz (a;) associada a f estd em M, (R),(9). O

Definicao 3.1.15. Um anel graduado R é dito fortemente graduado quando RsR, = R, para
quaisquer s, h € G.

Proposigao 3.1.16. Um anel graduado R € fortemente graduado se, e somente se, R, = RyR4
para todo g € G.

Demonstragio. Supondo R fortemente graduado, a relacao desejada ¢ trivial visto que Ry, =
Ry, = R.. Para provar a condigao necessaria devemos verificar apenas que Ry, C R Rj, pois
a inclusao contraria segue de R ser graduado. Como 1 € R, e R é graduado, temos que Ry, =
Resh = ReRgp = RsRs—leh C RsRs—lsh = R;Rep, = R Ry,. []

3.2 Andalogos Graduados da Teoria Classica

Agora consideramos a conexao entre as nogoes classicas e teoremas da teoria de anéis e seus
analogos graduados que usaremos neste trabalho.
A partir de agora, seguindo a pratica comum, a forma andloga graduada de uma definicao
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classica serd acompanhada pelo prefixo “gr-”. Assim, por exemplo, um médulo gr-irredutivel
(ou gr-simples) significa um mddulo graduado que nao contém submédulos graduados nao triviais.

Surge uma pergunta natural e importante na teoria de anéis graduados: Que propriedades
de anéis e moédulos graduados sao equivalentes as correspondentes “gr-propriedades” e sob quais
condicoes valem tais equivaléncias? No estudo desta pergunta é sempre 1util considerar um anel
de grupo R|G| com a graduacao canoénica. Como pode ser imediatamente verificado, existe um
isomorfismo estrutural entre os ideais (unilaterais) de um anel R e os ideais graduados (unilate-
rais) do anel R[G] preservando inclusdo, somas e produtos. Em particular, isto implica que se P
é uma propriedade de anéis expressiva em termos de ideais unilaterais (por exemplo, primalidade,
semiprimalidade, regularidade, primitividade, redutibilidade completa, etc.) e gr-P é seu analogo
graduado natural, entdo o anel R possui a propriedade P se, e somente se, o anel R[G] possui a
propriedade gr-P.

Definicao 3.2.1. Um anel graduado que nao possui divisores de zero homogéneos é um dominio
graduado. Um anel graduado no qual todo elemento homogéneo nao-nulo possui um inverso é
chamado anel de divisao graduado. Um anel de divisao graduado e comutativo é chamado
corpo graduado.

Exemplo 3.2.2. O anel A = My(R) = Ay ® At € um anel de divisao Zy-graduado, onde

{5 ) ) (2 3)

Ja mostramos anteriormente que C é Zs-graduado e, portanto, é um exemplo de corpo gra-
duado. Todavia nem todo corpo graduado é um corpo no sentido classico que ja conhecemos. A
definicdo de corpo graduado diz respeito apenas aos elementos homogéneos serem invertiveis e,
nao necessariamente, todos os elementos serem invertiveis. A seguir temos um exemplo de corpo
graduado que nao é corpo.

a,bER}.

Exemplo 3.2.3. Seja F' um corpo de caracteristica 0. Sobre o grupo abeliano (Zy,+) considere o
anel de grupo F[Zy] = K. Claro que K é um anel comutativo cujo elemento unidade é 10, onde
1r é a unidade do corpo F. Denotemos a unidade de K por 1x. Tomando Kz = F0 e K7 = F1
nota-se que K € Zsy-graduado, i.e., K = K7 @ K7 e e vale a compatibilidade com a estrutura de
anel. Além disso, se a é um elemento nio-nulo de F, entdo a0 #0 em K e 1 = 150 = a0-a 0.
Analogamente, para 31 # 0, tem-se 1 = 170 = 1x(1+ 1) = 1 37'1. Portanto, todo elemento
nao-nulo em h(K) € invertivel. Seque da definicio que K é um corpo graduado. Mas o elemento
u = 10+ 1T é idempotente [De fato, u* = (30+31)(230+11) = 0+ 1T+ 114+ 20=10+ 1T = u/.
Logo ndo existe v € K tal que uv = 1g, do contrdrio teriamos 1x = uv = u?v = ulg = u.

Definicao 3.2.4. Um gr-modulo M sobre um anel de divisio graduado D €é chamado espago
vetorial graduado.

Se D é um anel de divisdo graduado, o subconjunto H = {h € G | D;, # (0)} é um subgrupo
de G. Se M é um D-médulo graduado, e M, # (0), DMy, = M, para todo h € H.
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A menos que seja feita mencao contraria, a partir de agora D denota um anel de divisao
graduado.

Defini¢ao 3.2.5. Seja V' um D-espago vetorial graduado. Um conjunto {vy,...,v,} C h(V)
¢ D-independente (ou os elementos vy,...,v, € h(V) sio D-independentes) se, sempre que
S dv; =0, d; € h(D), implicar que d; = -+~ = d, = 0. Um conjunto X C h(V') é D-independente
se todo subconjunto finito de X for D-independente.

Da mesma forma, se {v1,...,v,} C h(V) ndo é D-independente, entio existem d;’s em h(D),
nao todos nulos, tais que Y d;v; = 0.

Quando V' é um D-espaco vetorial graduado, um conjunto {vy, ..., v,} C V, é D-independente
se, e 80 se, {vy,...,u,} é De-independente. De fato, a implicagdo (=) é imediata pois D, C D.
Agora se Y d;v; = 0, entdo podemos assumir que todos os d;’s pertencem a Dp,, para algum h € G.
Se d; # 0, entdo Y dy'dyv; = 0 e dy'd; € D, (di € Dy e pelo item (2) da Proposicio 3.1.3,
di' € Dy-1; segue que dy'd; € DDy, C D,).

A proposicao seguinte assegura a existéncia de uma base para um D-espaco vetorial graduado.
A demonstracao deste fato nao exige grandes rasgos de imaginacao e basicamente usa a mesma
estratégia que a versao nao graduada.

Proposicao 3.2.6. Se V' # (0) é um D-espago vetorial graduado, entio V possui uma base
formada por elementos homogéneos, também chamada de base homogénea. Além disso, duas
quaisquer bases homogéneas de V' tém a mesma cardinalidade.

Demonstragio. Ja que V' # (0), existe um elemento homogéneo nao-nulo v, € V para algum
g € G. Assim, se dv, = 0 para algum d € D, d = Y ;cqdn, dy € Dy, temos que dpv, = 0 para
todo h € G, e, uma vez que D é um anel de divisao graduado, isto implica que d;, = 0, para todo
h € G. Consequentemente, d = 0. Pelo Lema de Zorn (como no caso nao graduado) obtemos que
V' tem uma base homogénea. Usando o mesmo argumento que no caso nao graduado podemos
concluir que duas quaisquer bases homogéneas tém a mesma cardinalidade. O

Um tratamento um pouco mais geral a respeito do que provamos, bem como transitividade de
moédulos, ete, pode ser encontrado na Segao 1 de [19].

s,

Defini¢ao 3.2.7. Um anel graduado ndo trivial cujos tunicos ideais graduados sio (0) e R é
chamado gr-simples.

Todo corpo graduado que é um corpo no sentido classico é gr-simples. Mas existem corpos
graduados que nao sao gr-simples.

Definigao 3.2.8. Um mdédulo graduado M é dito g-fiel se, para qualquer m € h(M) nao-nulo,
existe v € h(R) tal que 0 # rm € M,. Dizemos que M ¢é gr-fiel se for g-fiel para todo g € G.

Definicao 3.2.9. Um anel R graduado é dito gr-primitivo se possuir um mddulo graduado gr-
irredutivel M tal que Anng(M) = (0). Em outras palavras, R é gr-primitivo se possuir um mddulo
graduado que é gr-fiel e gr-irredutivel. Dizemos que I C R é um ideal gr-primitivo se R/I ¢
um anel gr-primitivo. Se um R-mddulo M é gr-irredutivel, entdo R/Anng(M) é gr-primitivo e
Anng(M) é um ideal gr-primitivo.
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Provaremos agora versao graduada do Lema de Schur.

Lema 3.2.10 (gr-Lema de Schur). Se M € um mdédulo gr-irredutivel, entao ENDgr(M) é um anel
de divisao graduado.

Demonstra¢io. Como o médulo M é gr-irredutivel, para qualquer m # 0 em h(M), temos que
Rm = M. Em outras palavras, M é finitamente gerado. Pelo item (2) do Corolario 3.1.13, temos
que
ENDg(M) = EndgM
()

Seja 1 # 0 em h(ENDg(M)). Existe g € G tal que ¢ € ENDr(M), = {f € Endr(M) | f(M;) C
My, para todo h € G}. Da igualdade (x) segue que (M) é um submddulo de M. Veremos
que ¥(M) é G-graduado. Antes disso note que (M) = YpcqaW(My). Seja u € Ypeqv(My),
como (M) C My, para todo h € G, segue que u = > jcqnpg. Supondo u = 0, temos 0 =
U = Y hegMhg = Yoneq¥(mp) = ¥(v) onde my, € My, v € M. Logo v € ker(¢) e, como ja
observamos antes, ker(y) é um gr-submédulo de M. J& que M é gr-irredutivel e ¢ # 0, resulta
que ker(y) = (0) dai v = 0. Pela unicidade da escrita do 0 = v, concluimos que mj, = 0 para todo
h € G e isso nos garante que n,, = 0 para todo h € G. Logo, temos concluido duas coisas: 9 &
injetiva e a soma > jcq (My) é direta. Para finalizar, Ryy(My) C Ry My, C Mpy,. Logo ¢(M) é
graduado e, como M é gr-irreditivel, temos 1)(M) = M. Portanto, ¢ é invertivel. n

Observe que se M é um modulo gr-irredutivel de dimensao finita sobre R (digamos que
dimp M = n), segue do lema anterior e do Lema 3.1.14 que D = ENDg(M) = Endgr(M) =~

M,(R)(9) = M,(R)(g1,...,9,) para algum g = (g1, ....g,) € G™.

O préximo teorema é a versao graduada do Teorema da Densidade de Jacobson. A demonstra-
¢ao segue os passos da versao nao graduada apresentada no capitulo anterior.

Definigao 3.2.11. Seja M um D-mdédulo graduado. Um subanel R de ENDp(M) é gr-denso em
ENDp (M) se, para qualquer conjunto D-independente {my,...,m,} C h(M) e qualquer conjunto
{Y1,.- -, yn} € M, existe r € R (dependendo de {yi,...,yn}) tal que rm; =y; parai=1,... n.

Teorema 3.2.12 (gr-Teorema da Densidade). Para um anel graduado R as sequintes afirmagoes
sao equivalentes:

(1) R € gr-primitivo;

(2) R é gr-denso em ENDp (M) para algum anel de divisao graduado D e um D-mddulo graduado
M.

Demonstrag¢io. Provaremos a implicagao nao-trivial, i.e., (1) = (2). Por R ser gr-primitivo,
possui um médulo M que é gr-fiel e gr-irredutivel. Pelo lema anterior (gr-Lema de Schur),
ENDg(M) = Endg(M) = D é um anel de divisao graduado.

Como no caso nao graduado, a demonstragao sera feita por indugdo em n (a quantidade de
elementos homogéneos D-independentes tomados). Paran = 1 e m # 0 em h(M), Rm é um
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submoédulo graduado de M, dai Rm = M. Logo para qualquer y € M existe r, € R tal que

rym = y. Agora assuma que a afirmacao seja verdadeira n — 1. Considere {my,...,m,} C h(M),
(my,...,my) € M™. Temos que R(my,...,m,_1) é um R-médulo graduado, pois é gerado por
elementos homomogéneos e, pela hipétese de inducdo, isso implica que R(my, ..., my,_1) = M"Y,

Provemos que existe r, € R tal que r,m, # 0 e r,m; = 0 para todo i # n. Com efeito, raci-
ocinando por contradigdo, o gr-homomorfismo de gr-médulos ¢ : R(mq,...,m,_1) — M dado
por Y(r(my,...,m,_1)) = rm, estd bem definido, implicando que ¢ € HOM(M®™Y M) ~
(ENDg(M))=1) = D=1 Esse isomorfismo nos permite escrever ¢ como (dy, ..., d,_1) € D™,
dai temos que m,, = ¥(mq,...,my_1) = Z?:_f d;m; e isso contradiz o que haviamos assumido sobre
a D-independéncia de my, ..., m,.

Com os mesmos argumentos do caso nao graduado temos a densidade de R em ENDp(M). O

Como no caso nao-graduado o teorema seguinte ocorre.
Teorema 3.2.13. Seja R um anel gr-primitivo. Entao uma das sequintes afirmacoes vale:

(1) R ¢ isomorfo a M,(D)(g) para algum § = (g1,...,9,) € G™ e algum anel de divisio
graduado D.

(2) Para cada m € Z* existe um subanel graduado S,, de R que tem M,,(D)(g) como imagem
homomorfa.

Demonstragio. Seja M um R-moédulo gr-fiel e gr-irredutivel do anel R. Pelo Lema 3.2.10 (gr-Lema
de Schur) ENDg(M) = D é um anel de divisao graduado. Além disso, M é um gr-espago vetorial
sobre D.

(1) Se [M : D] = n < oo para algum n € Z*, podemos escolher uma base homogénea {wy, ..., w,}
de M sobre D. Dado i» € ENDp(M), segue do teorema anterior (gr-Teorema da Densidade) que
existe r € R tal que rw; = 1 (w;) e isto implica que o gr-homomorfismo de anéis

U: R — ENDp(M)
roo> T M —- M
w; = Tw;

é sobrejetor. E se r é tal que 0 = ¥(r) = 7, entdo r = 0, pois M é gr-fiel como R-modulo.
Portanto, R ~ ENDp(M) ~ M, (D)(g) para algum § = (g1, ..., g,) € G™ pelo Lema 3.1.14.

(2) Se [M : D] nao é finita, dado qualquer n € Z* e elementos homogéneos D-independentes
mi,...,myem M. Seja V.= Dmy+---+Dm,e R ={re R|rV CV} D-subespago. Temos que
V' é um D-subespaco graduado de M, pois é gerado por elementos homogéneos e R’ # & ja que
0 € R'. Pelo teorema anterior, toda gr-transformacao D-linear de V em V pode ser induzida por
um elemento de R. Portanto, existe um gr-homomorfismo sobrejetor f de R em ENDp(M). O

Agora que ja definimos médulos graduados e anéis graduados ficara bem mais facil perceber o
que entendemos como uma algebra graduada.
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Definigao 3.2.14. Seja A uma F-dlgebra. A dlgebra A é dita G-graduada (ou simplesmente
‘graduada’) se
A=A,

geG

onde 0s Ay’s sao subespagos vetoriais de A e AgA, C Agy, para todo g, h € G.

Exemplo 3.2.15. Seja G a dlgebra de Grassmann (exterior) de um espaco vetorial de dimensao
enumerdvel sobre um corpo F cuja caracteristica é diferente de 2. Como no Ezemplo 1.6.5, Gg
(resp. Gi) denota o F-sebespago de G gerado pelo conjunto {e;, ---e;, | 1 < iy < -+ <o, k >
0} (resp. {ei - -€ip,, | 1 < iy < -+ < igg1,k = 0}). Rapidamente pode-se verificar que
GGy + GG, C Gy e GoGy + GGy C Gy. Isto diz que a decomposicio G = Gy B G € uma
Zo-graduacao de G.

Uma algebra Z,-graduada é chamada superalgebra.

Definigao 3.2.16. O radical de Jacobson graduado de um anel graduado R, denotado por
Jacg (R), € a intersecdo de todos os ideais & esquerda de R que sdo gr-mazimais.

Definigao 3.2.17. Um anel R ¢ gr-semissimples se Jacy, (R) = (0).

Definicao 3.2.18. Seja R um anel graduado. Um nil ideal graduado de R é um ideal graduado
cujos elementos homogéneos sao nilpotentes.

Assim como as versoes graduadas do Teorema de Densidade, do Lema se Schur, etc, o préximo
teorema tem demonstragao andloga ao caso nao graduado apresentado no capitulo anterior.

Teorema 3.2.19. Se R é uma anel graduado e nao possui nil ideais graduados, entdo Jacy, (R[X]) =

(0).

Tudo o que definimos até agora para anéis graduados (até mesmo as notagoes) tem a sua versao
para algebras graduadas e para obter essas defini¢oes tudo o que se deve fazer é substituir a palavra
‘anel’ (resp. subanel, subgrupo aditivo) por ‘dlgebra’ (resp. subdlgebra, subespago vetorial). Sendo
assim, nao vamos definir termos como, por exemplo, ideal graduado de uma gr-algebra ou o que
entendemos por uma algebra gr-primitiva, etc.

Definicao 3.2.20. Uma dlgebra graduada A é uma gr-PI-algebra se existe um polinomio ndo
trivial f em F(X) tal que f(ai,...,a,) = 0 para quaisquer elementos ay,...,a, € h(A). Além
disso, uma dlgebra graduada A € uma Pl-dlgebra se, sem graduacdo, A € uma Pl-dlgebra.

Seja A uma dlgebra graduada. O centro Z(A) de A pode nao ser graduado.

Exemplo 3.2.21. Seja F um corpo e G um grupo nao-abeliano de ordem n. A dlgebra de grupo
A = FI[G] é um anel de divisao graduado (A, = {ag; | a € F}, i = 1,...,n, e se Bg; €
h(A) — {0}, entdo 3~ 'g; ' Bg; = 1), mas o seu centro Z(F[G]) ndo é um corpo graduado uma vez
que g1 + -+ + gn € Z(F[G]), mas g; ¢ Z(F[G]) se g; ¢ Z(G).
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Para uma algebra graduada A denotaremos por Z,(A) a subélgebra graduada maximal em
Z(A). A subdlgebra Z,(A) serd chamada de centro graduado de A. Claro que Zg(A) é ge-
rada pelos elementos de Z(A) N h(A). Vale notar que se o grupo G ¢é abeliano vale a igualdade
Zg(A) = Z(A) (caso haja interesse, consulte a pagina 259 do livro [14]).

Para um anel graduado R, chamamos centréide graduado, denotado por Cy(R), ao suba-
nel graduado de FE(R) gerado pelos endomorfismos homogéneos de F(R) que comutam com o0s
elementos de B(R). Cy(R) é o anel de endomorfismos graduados do bimdédulo graduado rRpy e
Coe(R) C C(R).

Teorema 3.2.22. Se R é um anel gr-simples, entdo seu centréide graduado Cg(R) € um corpo
graduado. Além disso, Zg(R) = Cg(R).

Demonstragio. Como R é gr-simples, temos que R*> = R e segue do Lema 2.1.18 que C'(R) é
comutativo e portanto Cy(R) é comutativo uma vez que vale a inclusdo Cy(R) € C(R). J4 que
R nao contém ideais graduados nao-triviais, pelo gr-Lemade Schur cada elemento homogéneo de
Cgr(R) € invertivel. Portanto Cg, (R) é um corpo graduado.

Agora vamos demonstrar a segunda parte. Se a € h(Zyx(R)), entdo T, € h(Cyx(R)) € a

aplicacao ® : Zg(R) = Cg(R), onde ®(a) = T, é um homomorfismo injetivo de grau e (e € G).
Se f € h(Cqx(R )), entdo para qualquer r € R temos f(r) = f(1r) = f(rl) = f(1)r = rf(1).
Tomando a = f(1) obtemos que a € h(Zy(R)) e f(r) =ra, assim f =1T,. O

Usando o Teorema 3.2.12 podemos obter o analogo graduado do Teorema de Kaplansky que
foi provado por Zhu em [21].

Teorema 3.2.23 (gr-Kaplansky). Seja A uma dlgebra gr-primitiva satisfazendo uma identidade
polinomial de grau d. Entio A € gr-simples e de dimensdio finita sobre Zg(A). Além disso,

[A: Za(A)] < [d/2]*.

Demonstragio. Ja que A é uma algebra gr-primitiva, pelo Teorema 3.2.13 temos uma das duas
possibilidades: A = M, (D)(g), para algum § = (g1, ..., g,) € G™ e um anel de divisdo graduado
D, ou para qualquer m € Z* existe uma subdalgebra graduada S, em A, que tem M,,(D)(g) como
imagem homomorfa. Veremos que esta ultima possibilidade nao é possivel. De fato, se A satisfaz
uma identidade polinomial, todas as suas subalgebras e imagens homomorfas de A satisfazem
as mesmas identidades. Consequentemente, para qualquer m € Z* a dlgebra M,,(F) satisfaz a
identidade dada, onde F' é o centro de D.. Como m é arbitrario (podendo ser igual a 2d), isto
é uma contradi¢ao (com o Teorema de Amitsur-Levitzki), pois M,,(F) nado pode satisfazer uma
identidade de grau menor do que 2m.

Portanto resta que A ~ M, (D)(g) para algum g € G™ e assim A é uma algebra gr-simples.

Seja Z = Zg (D) = Zy(A) (a segunda igualdade é fruto de uma identificagao, i.e., Zy (D) pode
ser visto como Zg, (M, (D)(g)) = Zg(A)) e seja L o subcorpo graduado maximal em D. Considere
a Pl-algebra graduada D ®z L. De modo similar ao Lema 2.2.2, temos que D ®, L é um anel
gr-denso em END/ (D). Consequentemente D ®, L ~ M,,(L) para algum m € Z*. Assim
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Entao d > (2mn) e mn < [d/2].
Portanto, [A®, L : L] = [A: Z] = (mn)? < [d/2]* como buscdvamos. O

Recorde que o radical primo de um anel R, denotado por N(R), é a intersegao de todos
os ideais primos de R. Seja R um anel graduado. Um ideal P de R é gr-primo se sempre que
aRb C P, onde a,b € h(R), implicar que a € P ou b € P ou, equivalentemente, sempre que
JiJy C P, para Ji,Jy ideais graduados de R, tem-se J; C P ou J, € P. O radical primo
graduado de R, denotado por Ny (R), é a intersecdo de todos os ideais gr-primos de R. O anel
R ¢ dito gr-primo se (0) é um ideal gr-primo de R. E R é dito gr-semiprimo se N, (R) = (0).

Lema 3.2.24. Seja R é um anel graduado e I<AR. Entao I é gr-primo se, e s se, I = Py, 0 ideal
graduado associado a algum ideal primo P de R. Isto €, Py, € gerado pelo conjunto P N h(R).

Consequentemente Ny (R) = N(R)g, 0 ideal graduado associado a N(R).

Demonstra¢ido. Uma das implicagoes ¢é trivial. A saber, se P ¢ um ideal primo, entdo P, ¢ um
ideal gr-primo. Reciprocamente, digamos que I é gr-primo. Seja {2 o conjunto de todos os ideais J
de R tais que J,, = I [Claro que Q # @, pois I € ]. Podemos aplicar o Lema de Zorn e escolher
um tal ideal que seja maximal, vamos chamé-lo de P. Digamos que J O P, J' D P sao ideais
com JJ' C P, entdo JgJy, C Py, assim Jy C Py ou Jy, € Py uma vez que Py = I é um ideal
gr-primo. Pela maximalidade de P, segue que J C P ou J' C P. Portanto P é um ideal primo de
R. O

Existe outra forma de caracterizar o radical primo de um anel R por meio de uma unidao
ascendente de ideais. Daremos esta caracterizacao com o intuito de tornar clara a notagao utilizada
no préximo lema. Denote por Ny(R) o ideal zero e por N;11(R), quando N;(R) ja esta definido, a
pré-imagem em R das somas de todos os ideais nilpotentes do anel R/N;(R).

Tendo construido N;(R) para todo ¢ = 1,2,..., obtemos o ideal N,(R) = U;2; N;(R). Pode
acontecer que R/N,(R) também tenha ideais nilpotentes diferentes de zero. Entao definimos
N,+1(R) do mesmo modo como fizemos acima. Mais geralmente falando, para qualquer o da
forma f + 1 (i.e., @ ndo é um ordinal limite no sentido da teoria de conjuntos), definimos N, (R)
como a pré-imagem de todos os ideais nilpotentes em R/Ng(R). Se o é um ordinal limite (Um
ordinal o é um ordinal limite se existe um ordinal menor do que « e, sempre que 5 é um ordinal
menor do que «, existe um ordinal v tal que § < v < a.), entdo No(R) = Usco Ng(R). Pelo
principio da indugdo transfinita, existe a tal que N,(R) = R ou N,(R) = N,11(R) e neste ultimo
caso N, (R) é chamado de menor nilradical ou radical primo de R.

A demonstragao para o lema seguinte pode ser encontrada na pagina 252 da referéncia [5].

Lema 3.2.25. Para todo o, (Ng(R))o = (Na(R))gr, € assim Ng(R) = Up(Ng(R))a-

Segue dos dois lemas anteriores que Ng (R) é um radical primo graduado de R e Ny (R) =
N(R)g € o maior ideal graduado de R contido em N(R).

Teorema 3.2.26 (Balaba). Seja A uma PI-dlgebra gr-prima, Z(A) o centro de A, e S o conjunto
dos elementos requlares de h(A) N Z(A) = h(Z(A)). Entdo:

(1) §=n(Z(A));
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(2) a dlgebra de quocientes centrais As é uma Pl-dlgebra gr-prima;
(3) Zgu(As) = Zgu(A)s.

Demonstragio. Seja ¢ € h(Z(A)), ¢ # 0 e ac = 0 para algum a € h(A); entdo aAc = (0), mas A é
gr-prima, consequentemente a = 0 e portanto S = h(Z(A)).
Pelo que provamos no inicio deste capitulo, Ag é G-graduada, onde

(As), = {as™' € Ag | s € S,a € h(a),g = (dega)(degs)'}.
Vamos mostrar que Ag é gr-prima. De fato, se as 1 Agbt™! = (0), as™, bt~ € h(Ag), entdo
aster bt Tt =0

para qualquer cr~! € Ag. Como srt € S C Z(A), podemos multiplicd-lo na equacgao anterior e
obter ach = 0 para todo ¢ € A, donde temos que a = 0 ou b = 0, uma vez que A é gr-prima.

Pela Proposicao 2.3.7 segue que A e Ag satisfazem as mesmas identidades. Finalmente, a
Proposigao 2.3.3 implica que Z(Ag) = Z(A)g, consequentemente Zg, (Ag) = Zg(A)s. ]

Definigao 3.2.27. O nilradical de um anel R, denotado por Nil(R), é a soma de todos os nil ideais
de R. Em outras palavras, Nil(R) € a somas dos ideais de R que consistem de elementos nilpotentes.
Quando R é um anel graduado, o gr-nilradical (ou nilradical graduado) de R, denotado por
Nil, (R), € a soma de todos os nil ideais graduados de R.

Note que N(R) é um subconjunto de Nil(R).

Observagao 3.2.28. Na pdgina 363 do livro [1], Bahturin apresenta uma demonstra¢io de que,
para uma Pl-dlgebra A, Nil(A) = N(A). Usaremos este fato na demonstra¢io da proposi¢io abaizo.

O resultado a seguir ¢é a versao graduada do Teorema 2.2.9 (Rowen) e foi provado por Balaba
em [2]. Alids, os préximos resultados sdo todos devidos a Balaba.

Teorema 3.2.29 (Rowen-Balaba). Seja A uma Pl-dlgebra gr-prima, Zg o centro graduado de A,
e I um ideal graduado ndo-nulo de A. Entiao I N Zg # (0).

Demonstracdo. Ja que A é uma Pl-algebra, segue da observacao anterior que o nilradical e o radical
primo de A coincidem. Além disso, Nilg, (A) = Nil(A),, e, portanto, segue do que foi concluido
apos o Lema 3.2.25 que Ny (A) = N(A)g = Nil(A), = Nily, (A).

A dlgebra A nao pode conter ideais graduados nilpotentes nao-nulos, uma vez que A é gr-prima
e consequentemente também nao possui nil ideais graduados nao-nulos. Entao, pelo Teorema
3.2.19, a algebra graduada A[X] = @ cq Ag[X] é gr-semissimples. Além disso, A[X] é uma PI-
algebra [De fato, A satisfaz uma identidade multilinear e A[X] é uma extensdo central de A logo
satisfaz as mesmas identidades multilineares que A]. Consequentemente, pelo Teorema 3.2.23 (gr-
Kaplansky), A[X] é um produto subdireto de PIl-algebras gr-primitivas de grau limitado (ver a
pagina 44 do capitulo anterior). Entao, para qualquer ideal graduado gr-primitivo P em A[X], P
é gr-maximal logo tem-se que P + I[X] = A[X] ou I[X] C P. Ja que Jacg(A[X]) = (0). Em
outras palavras, a intersecao de todos os ideais graduados gr-primitivos é igual a zero (novamente
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veja a pagina 44 do capitulo anterior), existe P tal que P + I[X] = A[X]; do contrario terfamos
(0) # I[X] C NP = (0). Entre todos os P’s para os quais vale a igualdade anterior escolha um F
tal que o grau da dlgebra de matriz A[X|/ Py ~ M, (K) é maximal (aqui K é um corpo graduado).
Seja f um polinémio de Razmyslov central para a dlgebra M, (K.).

Ja que K é um anel comutativo e o polinomio de Razmyslov é multilinear (Teorema 1.9.14),
f ¢é central para M, (K) também. Consequentemente, f é central ou é uma identidade para toda
algebra gr-primitiva de grau n < ng. Segue que para quaisquer ay, ..., a, € A[X] e qualquer ideal
gr-primitivo P, (f(a1,...,a,)+ P)/P esta no centro da algebra A[X]/P. Logo, também pertence
ao centro de A[X]. J4 que f é central para A[X]|/Py e Py + I[X] = A[X], podemos encontrar

ad,...,;a® € I[X] tais que f(af,...,ad) # 0. Pela multilinearidade de f ¢ possivel escolher
ad,...,a® homogéneos, assim f(al,...,a’) ¢ um elemento de I[X] que é central, homogéneo e
nao-nulo.

Notemos além disso que se Z,, é o centro graduado de A, entdo Zy[X] é o centro graduado de
A[X]. J& que Zg,[X]NI[X] # (0) e Zg [X] N I[X] = (Zg N I)[X], temos que Z,, N1 # (0). E isto
conclui a proposicao. O

Corolario 3.2.30. Seja A uma Pl-dlgebra gr-prima e assuma que seu centro graduado € um corpo
graduado. Entao A € gr-simples.

Demonstragio. Seja I um ideal graduado nao-nulo de A, pela proposicao anterior I N Zg, # (0).
Como por hipétese Z,, é um corpo graduado, existe u # 0 em h(A) N I. Tomando o inverso de u,
temos que 1 € I. ]

Recorde que Ag, onde S é um conjunto de elementos homogéneos de Z(A), é a &lgebra
graduada de quocientes centrais de A.

Defini¢ao 3.2.31. Uma dlgebra Q(A) O A € a dlgebra graduada de quocientes de A se:
(1) todo elemento homogéneo reqular de A é invertivel em Q(A);

(2) todo elemento homogéneo u € Q(A) é da forma ab™', onde a,b € h(A) e b é um elemento
reqular.

Agora podemos apresentar a demonstracao do teorema de Posner na versao graduada.

Teorema 3.2.32 (Posner-Balaba). Seja A uma Pl-dlgebra gr-prima e Ag a dlgebra de quocientes
centrais de A. Entdo:

(1) Ag € gr-simples de dimensao finita sobre o seu centro graduado K e K € o corpo graduado
de quocientes de Zg (A);

(2) Ag € a dlgebra graduada de quocientes de A;

(3) A e Ag satisfazem as mesmas identidades.
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Demonstragio. Pelo item 2 do Teorema 3.2.26 (Balaba) segue que Ag é uma PI-algebra gr-prima e
pelo item 3 da mesma proposicao o centro graduado K de Ag é um corpo graduado de quocientes
de Zg(A). Em resumo o que conseguimos até agora foi: Ag é um Pl-algebra gr-prima e seu
centro graduado é um corpo graduado. Logo podemos invocar o corolario anterior e temos que
Ag é gr-simples e consequentemente gr-primitiva. Agora estamos nas hipéteses do teorema 3.2.23
(gr-Kaplansky), portanto Ag é de dimensao finita sobre seu centro graduado. Isto prova o item
(1).

A fim de provar o item (2) vamos verificar que Ag satisfaz as condigoes da definigdo acima.
Note que, ainda pelo Teorema 3.2.23 (gr-Kaplansky), Ag é isomorfa ao anel graduado das matrizes
sobre algum anel de divisao graduado. Logo todo elemento regular de h(Ag) é invertivel. Como
qualquer elemento homogéneo de Ag tem a forma as™', a € A, s € S, segue que qualquer elemento
regular de A é regular também em Ag, e portanto é invertivel em Ag. Logo, Ag é a éalgebra
graduada de quocientes de A.

O item (3) deste teorema ja foi provado no Teorema 3.2.26 (Balaba). O

A versao graduada do teorema de Posner demonstrado acima abriu o caminho para diversas
aplicacoes importantes e dentre as tais gostariamos de citar pelo menos uma. Centrone em [4] ge-
neralizou a no¢ao de dimensao de Gelfand-Kirillov para algebras graduadas por um grupo abeliano
finito G' e, mais recentemente, usou de maneira forte os resultados tratados aqui para obter em
[3] uma relagao entre a gr-dimensao de Gelfand-Kirillov de uma PI-algebra gr-prima e seu grau de
transcendéncia, onde a algebra em questao é graduada por um grupo abeliano. Como consequén-
cia de tal relacao, no mesmo artigo, é calculado o valor exato da dimensao de Gelfand-Kirillov
Zy,-graduada de M, (F).
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