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Abstract

In this paper, an existing relationship between the unpretentious Fibonacci sequence and the
Golden Mean, also known as the Golden Ratio or Golden Number. In this same context, we
deal with a discrete variational model through the difference equations and continuous through
Linear Differential Equations, questioned by population growth escargots, whose solution appears
the Golden Mean. For the foundation of this paper we have used a bibliographic reserch that
consists of books and publications, whose foundation is based on in the following authors: Rodney
C. Bassanezzi, Mauricio Zahn, William E. Boyce and Richard C. DiPrima. The princial objective
was to give a continuous approach to the discrete variational model generated by population growth
of snails.

Keywords: Golden Mean, Fibonacci Sequence, Snail.

Resumo

Apresentamos neste trabalho, uma relacao existente entre a despretensiosa Sequéncia de Fi-
bonacci e 0 Nimero de Ouro, conhecido também como Razdo Aurea ou Nimero Aureo. Neste
mesmo contexto, tratamos de um modelo variacional discreto através das Equagoes de Diferencas
e continuo através das Equacgoes Diferenciais Lineares, problematizado pelo crescimento populaci-
onal de escargots, em cuja solu¢ao aparece o Numero de Ouro. Para fundamentagao deste trabalho
utilizamos pesquisa bibliografica constituida de livros e publica¢ées diversas, cujo embasamento
reside principalmente nos autores, Rodney C. Bassanezzi, Mauricio Zahn, William E. Boyce e Ri-
chard C. Diprima. O princial objetivo deste trabalho foi dar uma abordagem continua ao modelo
variacional discreto gerado pelo crescimento populacional dos escargots.

Palavras-chave: Numero de Ouro, Sequéncia de Fibonacci, Escargot.
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Introducao

Preliminares

Abordamos neste trabalho, a misteriosa relacao entre a despretensiosa Sequéncia de Fibonacci
e o Ntimero de Ouro ou Razdo Aurea ou ainda Nimero Aureo, bem como suas principais propri-
edades. Neste mesmo contexto, trabalhamos o problema do crescimento populacional de scargots
na forma discreta, através das equacoes de diferencas lineares e sob a forma continua, através das
equagoes diferenciais lineares de segunda ordem e dos sistemas de equagoes diferencias lineares,
constatando também uma relagao com o nimero de ouro.

Para fundamentar esta dissertacao, vamos inicialmente no Capitulo I, dissertar sobre sequéncia
de niimeros reais, com exemplos, propriedades e principais resultados.

A seguir no capitulo 2, vamos definir a Sequencia de Fibonacci, mostrando sua relagdo que o
misterioso e intrigante nimero de ouro. Neste mesmo capitulo, vamos expor também algumas de
suas principais propriedades e resultados.

No Capitulo 3, introduziremos o problema do crescimento populacional dos escargots, sob a
forma discreta através das equacoes e dos sistemas de equacgoes de diferencas lineares.

Para darmos um enfoque continuo, ao problema do crescimento populacional dos escargots,
visto sobre a forma discreta no Capitulo 3, introduziremos nos capitulos 4 e 5 respectivamente, os
principais conceitos, propriedades e resultados das equagoes diferenciais lineares de segunda ordem
e dos sistemas de equagoes diferenciais lineares.

Leonardo de Fibonacci

Leonardo Fibonacci!, também conhecido como Leonardo de Pisa, Leonardo Pisano ou ainda
Leonardo Bigollo, mas, na maioria das vezes, simplesmente como Fibonacci foi um matematico
italiano, tido como o primeiro grande matemdtico europeu da Idade Média. E considerado por
alguns como o mais talentoso mateméatico ocidental da Idade Média. Ficou conhecido pela desco-
berta da sequéncia de Fibonacci e pelo seu papel na introdugao dos algarismos arabicos na Europa.

'Wikipédia, a enciclopédia livre:http://pt.wikipedia.org/wiki/Leonardo_ Fibonacci



Figura 1: Leonardo de Fibonacci

Com outros mateméaticos do seu tempo, contribuiu para o renascimento das ciéncias exatas, apds
a decadéncia do ultimo periodo da antiguidade cléssica e do inicio da Idade Média, mas Fibonacci
destacou-se ao escrever o Liber Abaci, em 1202 (atualizado em 1254), a primeira obra importante
sobre matematica desde Eratdstenes, isto é, mais de mil anos antes. O Liber Abaci introduziu os
numerais hindu-arabicos na Europa, além de discutir muitos problemas matematicos. Fibonacci é
também conhecido pela sequéncia numeérica nomeada apods sua morte como sequéncia de Fibonacci.
Ele nao descobriu, mas usou-a como exemplo no Liber Abaci.

Com seu pai, Guglielmo dei Bonacci (Fibonacci seria a forma reduzida de filius Bonacci, "filho
de Bonacci"), abastado mercador pisano e representante dos comerciantes da Republica de Pisa
(publicus scriba pro pisanis mercatoribus) em Bugia, na regiao de Cabilia, Argélia, Leonardo pas-
sou alguns anos naquela cidade. Na época, Pisa mantinha uma importante atividade comercial
nos portos doMediterraneo, e Guglielmo atuava como uma espécie de fiscal alfandegario em Bugia,
importante porto exportador de velas de cera, situado a leste de Argel, no Califado Alméada. Alj,
ainda muito jovem, Fibonacci teve contato com o mundo do comércio e aprendeu técnicas mate-
maticas desconhecidas no Ocidente, difundidas pelos estudiosos mugulmanos nas varias regioes do
mundo islamico. Alguns desses procedimentos haviam sido criados por mateméaticos da India, uma
cultura muito distante da mediterranea. Ao reconhecer que a aritmética, com algarismos arabi-
cos, era mais simples e eficiente do que com os algarismos romanos, Fibonacci viajou por todo o
mundo mediterraneo, chegando até Constantinopla, para estudar com os matematicos arabes mais
importantes de entao, alternando os estudos com a atividade comercial. Muito do seu aprendizado
deve ser creditado as obras de Muhammad ibn Musa al-Khwarizmi, de Abu Kamil e de outros
mestres arabes. Mas Fibonacci nao foi um mero difusor dessas obras. De volta a Itélia, em torno
de 1200, sua fama chega a corte do imperador Frederico II, sobretudo depois de ter resolvido alguns
problemas do matematico da corte. Por essa razao, foi-lhe atribuido um rendimento vitalicio, o



que lhe permitiu dedicar-se completamente aos estudos. Em 1202, aos 32 anos, publicou o Liber
Abaci (Livro do Abaco ou Livro de Célculo), introduzindo os numerais hindu-arabicos na Europa.

Depois de 1228, nao se tem mais noticias do matematico, exceto por um decreto de 1240
da Republica de Pisa, que atribuia um estipéndio ao'Discretus et sapiens magister Leonardo Bi-
gollo"("sério e sabio mestre Leonardo Bigollo"), em reconhecimento dos servigos prestados a cidade,
particularmente em matéria contabil e na instrugao dos cidadaos . Fibonacci morreu alguns anos
mais tarde, provavelmente em Pisa. No século XIX, uma estatua foi erguida em Pisa, em sua ho-
menagem. Hoje estd localizada na galeria ocidental do Camposanto, cemitério histérico da Piazza
dei Miracoli. Seus estudos foram tao importantes que até hoje existe uma publicacao periddica,
Fibonacci Quarterly, inteiramente dedicada a sequéncia aritmética elaborada por ele. Ha também
um asteroide que também tem o seu nome, o 6765 Fibonacci.






Capitulo 1

Sequéncia de Numeros Reais

1.1 Introducao

Como motivacao para o estudo da sequéncia de Fibonacci, vamos apresentar neste capitulo
as propriedades principais das sequéncias numéricas e seus limites. O texto aqui apresentado, se
baseia no livro de Anélise Real Volume 1, do Prof. Elon Lages Lima

1.2 Sequéncia

Definicao 1.2.1. Uma sequéncia de nimeros reais e uma func¢ao x : N—R que associa a cada nu-
mero natural n um numero real x,, chamado n-ésimo termo da sequéncia. Escreve-se (r1,xs, T3, ...,
Tpy...) 0U (Tp)nen ou simplismente (x,) para indicar a sequéncia cujo n-ésimo termo € ,

Definicao 1.2.2. Uma Sequéncia (x,)nen serd dita limitada superiormente quando existe ¢ € R tal
que x, < ¢ para todo n natural. Serd dita limitada inferiormente quando x,, > ¢ para todo natural
n. Uma sequéncia serd limitada quando for limitada inferior e superiormente. Isto equivale a dizer
que eziste k € R talque |x,|< k para todo natural n

Definig¢ao 1.2.3. Uma sequéncia (z,)nen chama-se mondtona nao-decrescente quando se tem x,, <
Tni1 € monotona nao-crescente quando se tem x, = T,y para todo n € N.Se mais precisamente
tivermos x, < Tny1 a sequéncia sera chamada de mondtona crescente e se x, > x,11 de monotona
decrescente

Exemplo 1.2.4. Se a > 1 A sequéncia (a,a® a3,...,a",...) é limitada inferiormente mas ndo é

limitada superiormente.

De fato, pois multiplicando ambos os membros da desigualdade 1 < a por a™ obtemos a™ < a™!.
Segue-se que a < a" para todo n natural, logo (a™) é limitada inferiormente por a. Por outro lado,
temos a = 14d, com d > 0. Pela desigualdade de bernoulli, vale a” > 1+4nd. Logo, dado qualquer
¢ € R, podemos obter a”™ > ¢, desde que se tome 1+ nd > ¢, ou sejan > (¢ —1)/d

Exemplo 1.2.5. (z,,) =1 para todo n € N, isto define a sequéncia constante (1,1,1,...;1,...); ela
e evidentemente limitada, pois x(N) = {1}, ndo decrescrente e tambem ndo crescente.



1.3 Subsequéncia

Definigao 1.3.1. Dada uma sequéncia © = (x,)nen, uma subsequéncia é uma restri¢io da fungao
xr a um subconjunto infinito N' = {n; < ny < ng < ng < ... < ng < ...} de N. Escreve-se
= (Tn)nen OU (Tnys Ty, Tngs -« s Ty - - =), OU (T, Jken para indicar a subsequéncia x' = x|N'.

Exemplo 1.3.2. Seja a sequéncia a, = (1/n),en. Podemos obter as subseqéncias:
1. as, = (1/2n)

2. anz = (1/n?)

1.4 Limite de Sequéncia

Defini¢ao 1.4.1 (Limite de Sequéncia). Diz-se que um nimero real a é limite de uma sequéncia
(), quando para todo nimero real ¢ > 0, dado arbitrariamente, pode-se obter ng natural talque
todos os termos (x,) com indice n > ng satisfazem |z, —a|< e

Simbolicamente escreve-se:

a=limz, .=. Ve>0 dngeN; n>ny=|z,—al<e
T, T,
al e e u
0 n 0 n
Figura 1.1:

Assim, dizer que a = lim z,, significa afirmar que qualquer intervalo de centro a contém todos
os termos x, da sequéncia, salvo para um numero finito de indices n.

Escreve-se também a = lim,,¢y x,,, a = lim,,__, x, ou x,, — a. Esta tdltima expressao lé-se
"z, tende para a'ou "z, converge para a'. Quando uma sequéncia possui limite, dizemos que essa
sequéncia é convergente, outro sim, dizemos que ela é divergente.

Teorema 1.4.2 (Unicidade do limite). Uma sequéncia nao pode convergir para dois limites dife-
rentes

Demonstragao: Seja limx, = a. Dado b # a podemos tomar € > 0 talque os intervalos
abertos [ = (a +¢,a —¢) e J = (b+¢,b— ¢) sejam disjuntos. Dai existe nyp € N tal que n > ng
implica em z,, € (a 4+ €,a — €) e x,, nao pertence a J. Logo limx, # b n

6



Teorema 1.4.3. Se limz,, = a entao toda subsequéncia de (x,) converge para o limite a

Demonstracao: Seja (z,,,Tny, .., Tn,,...) uma subsequéncia de (x,). Dados £ > 0, existe
ng € N tal que n > ng = x, € (a —¢,a+¢). Como os indices da subsequéncia formam um
subconjunto infinito, existe entre eles um n;, > ng. Entao n; > n,, = n; > ng = x,, € (a+¢,a—¢).
Logo o limz,, = a ]

Teorema 1.4.4. Toda sequéncia convergente € limitada.

Demonstracgao: Seja a = limx,,. Tomando € = 1, temos que existe ng € N talque n > n, =
z, € (a —1,a + 1). Dai podemos formar o conjunto finito F' = {z1,...,z,,,a — 1,a+ 1}. Tome b
o menor e ¢ o maior elemento de F'. Temos entdao que todos os termos da sequéncia (z,) estao em
F. Logo ela ¢ limitada. [

Observacao: A reciproca desse resultado nao e verdadeiro, pois podemos obter uma sequéncia
limitada e ndo ser convergente, como é o caso do exemplo seguinte.

Exemplo 1.4.5. A sequéncia cujo termo geral é dada por x, = 1 + (—=1)"*1 possui os sequintes
elementos (2,0,2,0,...,2,0,...). Podemos observar que esta sequéncia € limitada, pois possue o0s
elementos {1,2}. Porém ndo é convergente pois podemos obter a subsequéncia xo, 1 convergindo
para 0 e a subsequéncia s, convergindo para 1.

Teorema 1.4.6. Toda sequéncia mondtona limitada é convergente

Demonstragao: Vamos supor sem perda de generalidade que (z,,) é uma sequéncia nao decres-
cente limitada. Podemos escrever X = {x1, 29,3, ..., 2y, ...} € a = sup X. Podemos afirmar que
a = lim x,,. Com efeito, dado € > 0 o nimero a—e¢ nao ¢é conta superior de X. Logo existe um ng na-
tural tal que a—¢ < x,, < a. Dessa forma, existe ng € N talque n > ny = a—e < z,, < z, < a+te.
Logo podemos concluir que limx,, = a [

1.5 Propriedades aritméticas dos limites

Veremos o comportamento dos limites de sequéncia relativamente as operagoes (soma, subtra-
¢ao, multiplicacdo e divisdo) e as desigualdades

Teorema 1.5.1. Se limxz,, =0 e (y,) € uma é uma sequéncia limitada, entao lim(z,) - (y,) =0
(mesmo que nao exista limvy,, )

Demonstracao: Dado que (y,) é limitada, existe ¢ > 0 talque |y,|< ¢ para todo n € N. Dado
e > 0, como limz,, = 0, podemos encontrar um ny natural talque n > ny = |z,|< £/c.Logo para
n>ng = |xnyn|: |xn||yn|< (6/C>'C:5 u

Exemplo 1.5.2. Qualquer que seja © € R, mostremos que lim,_, sin(nz)/n = 0. Com efeito.
sin(nz)/n = sin(nx)-(1/n). Como |sin(nz)|< 1 e (1/n)pen converge para 0, temos que lim,,_,, sin(nx)/n =
0

Teorema 1.5.3. Se limx, = a e limy, = b entao

7



1.

lim(z, +y,) =a+0;

2. lim(z, —yn) = a — b;

3. lim(z, - yn) = a-b;

4.

lim<%>:Zseb7ﬁO

Yn

Demonstracgao:

1.

Dados ¢ > 0 existem ny e ny em N tais que n > ny = |z, —al< e/2en > ny = |y, —b|< /2.
Seja ng = max{ni,ns}. Entdo n > ng = n > ny e n > ny. Logo n > ngy implicam:

19 g
|(a7n+yn) - (a+b)|: |("En - a) + (yn - b)|< |xn _a|+|yn _b|< 2 + ) =&

Isto prova que lim(x,, + y,) = a + b. O caso da diferenga sa faz de modo analogo.

Temos que z,y, — ab = x,y, — b + x,b — ab = x,(y, — b) + (z,, — a)b. Pelo Fato do
lim z,, = a, temos que (z,,) é limitada e lim(y,, —b) = 0, segue que lim(y, —b)] = 0 e também
lim[(z, — a)b] = 0. Dessa forma, pela parte 1 j& demonstrada, temos que lim(z,y, — ab) =
lim[z,(y, — b) + (z, — a)b] = lim x,(y, — b) + lim(z,, — a)b = 0, donde lim z,y,, = ab.

Antes, observemos que, como y,b — b?, dai, existe ng € N talque n > ng = y,b > b*/2
(basta tomar € = b?/2 e achar o ng correspondente). Segue-se que para todo n > ng, 1/(y,b)
é um nimero positivo inferior a 2/b%. Logo a sequéncia (1/(y,b) é limitada. Por outro lado
temos:

z, a bx,—ay, 1

P G
Como

nhjlm(bxn —ay,) = (ab—ab) =0
temos que
lim (xn — a> =
n—co \ y, b

e portanto

Teorema 1.5.4 (Bolzano-Weierstrass). Toda sequéncia limitada de nimeros reais posui uma sub-
sequéncia convergente.



Demonstracao: Basta mostrar que toda sequéncia (z,,) admite subsequéncia mondtona. Dire-
mos que x, é um termo destacado de (x,) quando x,, > x,, para m > n. Por exemplo, uma sequén-
cia monotona nao decrescente, nao possui termos destacados, enquanto que para uma sequéncia
mondtona nao crescente, todos os seus termos sao destacados. Chamemos de D o conjunto de
todos os indices n tais que x,, é um termo destacado de (z,). As possibilidades para D sao:

o D é infinito. Isto é: D = {n; <ny <nz < ... <ng < ...}. Neste caso, sendo a,, destacado,
am < ap, para m > ny. Em particular a,, < a,,. Do mesmo modo a,, < a,, para m > no,
em particular a,, < a,,. Assim obteremos a subsequéncia (@, , Gny, Ang, -, An, s -..) MonOtoONA
nao crescente.

e D é Finito: Seja n; maior que todos os elementeos de D, Entao a,, nao é destacado, logo
existe a,, > a,, para ng > ny. Do mesmo modo, a,, nao é destacado, dai existe a,, > a,,
com ngz > ng. Dessa forma podemos construir uma subsequéncia monotona crescente.

« D é Vazio: A sequéncia é mondtona nao decrescente.

Como podemos observar, sempre é possivel obtermos uma subsequéncia mondtona, e como
por hipétese a sequéncia é limitada, temos entao que essa subsequéncia é convergente.

1.6 Limites Infinitos

Dentre as sequéncias divergentes, mencionaremos um tipo que se caracteriza por apresentar
uma certa regularidade, aquelas cujos valores se tornam e se mantém arbitrariamente grandes
positivamente ou arbitrariamente grandes negativamente.

Definigao 1.6.1. Sendo (x,) uma sequéncia de nimeros reais, dizemos que "x, tende para mais
infinito", e escrevemos lim x,, = +00 quando para todo nimero real A > 0, dado arbitrariamente,
pudemos encontrar ng € N talque n > ng = x,, > A. (Ou seja, para qualquer A > 0 dado, existe
apenas um nimero finito de indices n tais que x,, < A.) De modo andlogo diz-se que limz,, = —o0
se A > 0 dado arbitrariamente, pode se achar ng € N talque n > ng = x,, < —A.

Exemplo 1.6.2. Seja (x,) uma sequéncia cujo termo geral é x, = n, vemos claramente que
lim x,, = 400, pois para todo A > 0, pelo fato de N C R ser ilimitado superiormente, existe ng € N
talqgue ng > A. Dain > ng = x, > A.

Exemplo 1.6.3. Seja x, = a", coma > 1. Entdaoa =1+ h, h > 0. Dado A > 0, vemos que
a" = (1+h)" > 1+nh > A desde que se tome n > (£2). Dessa forma, escolhendo ny > 42,
teremos n > ng = a, > A. Logo lim,,_,., a" = +oc.



Teorema 1.6.4 (Operagdes aritméticas com limites infinitos).
1. Selimx, = 400 e (y,) € limitada inferiormente, entdo lim(x,, + y,) = 00;
2. limz, = +oo existe ¢ > 0 talque y, > ¢ para todo n € N, entdo, lim(z,, - y,) = +00;
3. Seja x, > 0 para todo n limz, = 0 < lim i = 400,
4. Sejam (x,) e (y,) sequéncias de nimeros positivos. entdao

(a) Se existe ¢ > 0 tal que x, > ¢ para todo n e se limy, = 0 tem-se lim %Z =0

(b) se (x,) € limitada e limy, = +o0, entdo lim I* =

Faremos aqui as demonstragoes dos itens (1.) e (2.)
Demonstracao:

1. Seja dado A > 0, existe ¢ € R talque ¢ < y, para todo n € N. Existe tambem ny € N
talque n > nyg = x, > A — c¢. Segue-se que n > ng = (x, +y,) > A—c+c = A. Logo
lim(z,, + y,) = +00

2. Dado arbitrariamente A > 0, existe ng € N talque n > n, = x, > A/c. Dain > ny =
Tp - Yn > (A/c) - ¢ = A e portanto, lim(z, - y,) = +00

As outras demonstracoes sao feitas de forma similar e podem ser vistas na bilbiografia menci-
onada.
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Capitulo 2

Sequéncia de Fibonacci e o nimero de
Ouro

2.1 A sequéncia de Fibonacci

Nesta secgao iremoss definir recursivamente a sequéncia de Fibonacci e apresentar suas princi-
pais propriedades. Mstraremos também a despretenciosa relacao entre a Sequencia de Fibonacci e
o Nimero de Ouro.

O texto que aqui apresentaremos, se baseia no livro do Prof. Mauricio Zanh, A sequéncia de
Fibonacci e o Nimero de Ouro.

2.2 Origem

O problema muito provavelmente originou-se do papiro de Rhind, e consta no livro Liber Abacci
de Leonardo, no capitulo 12 (De solutionibus multarum positariumquestionum quas erraticas ap-
pellamus), o seguinte problema, que motivou a criacao da sequéncia de Fibonacci:

O problema da reproducgao dos coelhos. "Um homem pos um par de filhotes de coelhos
num lugar cercado de muro de todos os lados. Quantos pares de coelho podem ser gerados a partir
desse par em 12 periodos se, em todo periodo cada par gera um novo par de filhotes que se tornam
adultos e férteis a partir do sequndo periodo de vida?"

Solugao. Considerando as condi¢oes do problema, observemos o processo de reproducao de
cada periodo:

o No primeiro periodo, o casal inicial é filhote, tendo dessa forma, um casal de filhotes.

o No segundo periodo, temos ainda o mesmo casal de coelhos, mais ja adulto e portanto fértil.

1Uma fémea, em fase reprodutiva, pode dar de 3 a 6 ninhadas por ano. Em cada ninhada podem nascer de 3 a
12 filhotes. Consideraremos como periodo reprodutivo 6 méses e cada filhote se torna fértil com um ano.
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o No terceiro periodo, temos o primeiro casal e mais um casal de filhotes, totalizando 2 casais.

« No quarto periodo, temos o casal adulto inicial, o casal de filhotes que se tornou fértil e mais
de um casal de filhotes do primeiro casal, totalizando 3 casais.

o No quinto periodo, os dois casais adultos geraram dois outros casais de filhotes, e o casal
de filhote se tornou fértil, totalizando 5 casais.(Dois casais de adultos, dois de filhotes e um
fértil).

o No sexto periodo, os dois casais adultos geram mais dois outros casais de filhotes, e o casal

fértil gera mais um casal de filhotes, e os dois casais filhotes, agora também se tornaram
fértil, totalizando 8 casais. ( 3 adultos, 3 casais de filhotes e 2 casais férteis).

« No sétimo periodo, sdo gerados 5 casais de filhotes, 3 gerados dos adultos e os outros 2
gerados pelos casais férteis, totalizando agora 13 casais.

o etc...

Observando esta solucao, podemos concluir que a partir do terceiro periodo, a quantidade de casais
¢ dada pela soma das quantidades de casais dos dois periodos anteriores. Dessa forma, obtemos
uma sequencia, onde os dois primeiros termos valem 1, os demais termos sao gerados pela soma
dos dois termos anteriores, formando a sequéncia onde a posi¢ao dos termos representa os periodos
e os termos representam a quantidade de casais de coelhos:

(1,1,2,3,5,8,13,21, 34, 55,89, 144)

Este problema motivou Fibonacci a definir a seguinte sequéncia que tornou-se conhecida como
sequéncia de Fibonacci.

Definicao 2.2.1. Chama-se sequéncia de Fibonacci a sequéncia definida por

(1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89, ...)

onde os dois primeiros termos sao itquais a 1 e a partir do terceiro, cada termo é obtido pela soma
dos dois termos anteriores. Os termos da sequéncia sao chamados de niumeros de Fibonacci.

Definicao 2.2.2 (Recursiva). Chama-se sequéncia de Fibonacci a sequéncia definida recursiva-
mente por

hi=f=1
fn+1 = fn +fn—1,vn > 2

12



2.3 Propriedades

Proposicao 2.3.1. Dois numeros de Fibonacci consecutivos sao primos entre si.

Demonstragao: Vamos supor f, e f,1 dois nimeros de Fibonacci consecutivos, vamos mos-
trar que o mdc(fy,, fny1) = 1 para todo natural n. Vamos supor por absurdo que para um certo
ng se tenha m.d.c(fp,, fnor1) = d # 1, dai temos que d|f,, € d|fngr1- Mas frgs1 = fug + frg—1 €
d|fro+1 € d|fng, entao d|fn,—1. Dal d|fn.e d|frng—1-Mas fny = fao—1 + fro—2 € pelos mesmos argu-
mentos, chegamos a conclusao que d|f,,—2. Dessa forma, seguindo o mesmo raciocinio, charemos
a conclusdo que d|fs e d|f1, com f; = fo =1, logo d|1 e d = 1, contrariandoo a hipGtese de d # 1 m

Proposicao 2.3.2. Seja (f,) uma sequéncia de Fibonacci. Entdo, ¥Yn > 0, valem as sequintes
propriedades:

n

1. Zfi:fn-‘rQ_l

i=1

2. ZfZi—l = fon
i=1

3. Zf% = fon-1—1
i=1

4. iff - fn : fn+1

5. fm-‘rn = fm—lfn + fmfm-l—lavm)n)m > 1
Demonstracgao:

1. Vamos mostrar que: fi + fo+ fs+ .cc. + fro = fnao — 1
(i) Paran =1, temos: f; = fi;.0 —1=2—1=1. A igualdade é portanto verdadeira.
(ii) (Hipdtese de indugdo) Supondo a validade para n = k, verifiquemos a validade para
n==k+1:

fitfotfot ot fot firn =2 =D+ forr = (ferr + foyo) = 1= frpz — 1
Logo ¢ valido para todo n € N
2. Devemos mostrar que: f1 + f3 + f5 + ... + fon.1 = fon (i) Para n = 1 temos:f; = fo,
sendo portanto verdadeira. (ii) Supondo valido para n = k, devemos verificar a validade para
n=k+1
i+ fs+ f5+ o+ formr + forrr = for + forr1 = forr2 = o)

Dali, é valido para todo n € N
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3. Mostremos que: fo + fi+ f6 + .- + fon = fon1 — 1 (i) Paran =1, temos: fo = f4_1 — 1 =
fs —1=2—1=1, sendo portanto verdadeira. (ii) Vejamos agora para n = k e veriquemos
a validade paran =k + 1

fot fo+ fo+ oo + for + forse = (foro1 — 1) + forgo = (for—1 + for) + forr1 — 1

m As demonstragoes seguintes também sao facilmente verificadas, podendo ser verificadas nas
bibliografia informada.

2.4 Outras sequéncias de Fibonacci

Sao também tidas com sequéncias de Fibonacci, as sequencias que atendem a lei recursiva
foni1 = fn + fa_1, havendo portanto outras sequéncias de Fibonacci diferentes da orirginal, as
quais podemos citar:

Exemplo 2.4.1. A sequencia dada por: (4,4,8,12,20,32,52,...). Neste caso, o que difere da
original, € o fato de fi = fo =4, e os demais termos gerados a parti da soma deles.

Exemplo 2.4.2. [Sequéncia de Lucas] A sequéncia definida recursivamente por:

fl = 27f2 =1
fos1 = fo+ fao1,Vn > 2

Os termos da sequencia sao: (2,1,3,4,7,11,18,29,47,...,)

Exemplo 2.4.3. Seja uma progressao geométrica de razao q: (¢,¢* ¢, ...,q", ...). Veremos a con-
dicdo para que esta sequéncia seja de Fibonacci.Vamos considerar f, = q" e a condicao abairo
deve ser satisfeita:

qn-‘rl — qn + qn—l
Dividindo a igualdade por ¢"~' # 0, obteremos a equagio:
¢ =q+1

que Possui as raizes:

1-+5 145
™ = 2 y o = 2

Veremos a diante, que estas reizes estao relacionadas com o conceito de razao aurea. Veremos
também a seguir, uma proposi¢ao que relaciona as raizes ry e ry, aqui obtidas.

Proposicao 2.4.4. Seja (fi1, fo, f3, -, [fns --.) uma sequéncia de Fibonacci qualquer.Entao existem
a, B € R tais que:
Jo = O”a? + ﬁrg
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Demonstragao: Faremos essa demonstracao, usando o segundo principio de indu¢ao matema-
tica.
(i) Note que paran =1 e n = 2 temos o seguinte sistema:
ary + fra = fi
ar? + Bri = f,

nas variaveis a e 8 que como veremos tem unica solucao. De fato, analizando o determinante,
vemos que:

1—v5 34+vV5 14+ 3—+5
ryoTry 2 2 2 2

Podemos concluir que a e 8 sdo unicamente deteterminados para n = 1 e n = 2, sendo portanto
valida a base de indugao.
(ii) Supondo a validade para todo m < n, verifiquemos também a validade para n + 1

De fato, basta oservar que:

fn+1 = fn + fnfl
= ar + Bri+art™t 4 prit
=arP N (ry+ 1) + Brit(ry + 1) (2.4.1)
= 047“?_17“% + ﬁrg_lrg
= ozr?“ + 67’3“

n
Considerando a sequéncia de Fibonacci padrao, a proposicao seguinte conhecida como formula
de Binet nos fornece uma forma de determinarmos qualquer termo da sequéncia f,,

Proposicao 2.4.5 (Formula de Binet). Quealquer termo f, da sequéncia de Fibonacci, pode ser

obtido pela formula:
1 [14+v5]" 1 [1=VB]"
V5 2 V5 2

Demonstragao: Aplicando a proposicao anterior para:

fn:

(fn) = (1,1,2,3,5,8,13, ...)

Temos o sistema:

{arl + pPBra =1

ar? 4+ fra =1

nas variaveis a e 3. Dessa forma resolvendo o sistema, encontraremos:
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o = 1 r% = 3+2\/5 _ (1+2\/g) = 1 = ;1
T _\/S —\/S \/g
r? ri
T1 1‘

g I 1 _ S5E-0(50) _ -1 1
rL o —\/3 —\/5 \/3
2 .2
ry T

2.5 Numero de Ouro

Nesta seccao, definiremos uma razao entre dois segmentos muito importante na antiguidade e
nos dias atuais, chamada de razdo durea. Dessa razao obteremos um ntumero irracional chamada
numero de ouro, que como veremos, tem forte relagdo com a sequéncia de Fibonacci.

2.6 Razao aurea e o numero de ouro

Definigao 2.6.1. Dizemos que um ponto C divide um segmento AB na razdo durea(isto é, em
medida de extrema razdo) se

AB _BC
BC AC

Chamando AB = a e BC = z temos que AC = a—x e queremos obter o niimero correspondente
& proporgao

b
!
W

Figura 2.1: Razao Aurea

AB  a
BC a-—=z
Conforme defini¢ao, temos:
@_@@9_ sSrPtar—a’=0
BC AC "r a-—x N
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Resolvendoa equacao em x encontraremos

—a+V5a* —a+aVh
2 n 2

) ov o= (52)

oux:a( 3

r=—a(

Como esta tltima razao é positiva, seja r = a (

Vejamos o nimero que produz a razdo durea

B a 12 1445
- a(—1+\@) _(—1+\/5)_\/5_1_ 2

2 2
1 >
p= +2\/_ = 1,6180339887498948482045868343656...

Ao niimero ¢, obtido através da razao durea, chamamos nimero de ouro.

SHES]

1+V5

>, podemos reescrever a formula de Binet

Observagao: Note que usando a notagao ¢ =
vista anteriormente:

Pl Twle ] TEE e

2
Proposicao 2.6.2. Sendo f, um niumero de Fibonacci, vale a desigualdade

sl w50 % -5

fn Z ()Oan

Demonstracgao: Usando a segunda forma do principio da inducao matemética temos:
(i) Para n=1, temos:
1y 1 2 2

= — = < e
4 o 1++v5 1+1

1:f1

Temos, entdao que f; > @1
Para n = 2, temos

f2 = 1 = 80272

Logo, vale a base de inducao
(ii) Assuma que f,, > ¢™ 2, Vm < n. Dai, recorrendo a a féormula recurssiva da sequéncia de
Fibonacci, temos

fn-i—l = fn + fn—l Z 90”_2 + (pn—3 = 9071_3(90 + 1)

Por outro lado temos que
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+1=¢p+1

,  (1+V3\ 142545 345 145
LA B 4 T T g
Entao

fn+1 Z g07173@2 — g07171

Logo pelo segundo principio de indugao matematica, concluimos que a proposicao é verdadeira. m

Corolario 2.6.3. Seja f, um nimero de Fibonacci qualquer. Entdo vale a sequinte estimativa:
"< fo <"V EN

Demonstracao: De fato, basta observar que

; 1<n 1><n L _ .
n= | S <
V5 P ol

Usando a proposicao anterior, temos entao que

P f <"

2.7 Poténcias do nimero de ouro

Analisemos agora a relagdo que existe entre as potencias de ¢ a sequencia de Fibonacci

. 2= (1+\/5) _ 1+2\4/5+5 _ 3+2\/5 _ 1+2\/5 +1=0p+1

c PP=¢p=(1+9) p=ptp’=p+ltp=1+2p

e W= p=(1420) o=p+20 =0 +2(1+p)=p+2+20=2+3p
e P=ptp=024+30) - 0=20+30* =20 +3(1+¢) =3+ 5p

« PO =¢" p=(B+5p) - p=3p+50>=3p+5(14+¢)=5+8p

c 0=l o=(5+8p) p=>5p—+8p*=bp+8(1+¢)=8+13p

e P =g o= (8+13p) o =8p+ 1302 = 8p+ 13(1+ ¢) = 13+ 21y

go"zfn_l—i—fn-g&,‘v’nz 1

I[sso nos remete ao seguinte resultado
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Proposicao 2.7.1. Para qualquer natural n > 1, vale a igualdade

O = foc1 + fu o,
onde f;, j =1,2,3,... sao os nimeros de Fibonacci e fo =0

Demonstracgao: Usando a indu¢ao matematica sobre n temos:
(i) Para n=1, observamos que ¢! = fo+ f1 = 0+ 1 = 1 sendo portanto verdadeira a igualdade

(ii) Supondo vélido para n = k, devemos verificar também a validade para n =k + 1
Usando a hipdtese de inducgao, temos que

T =0 o= (fici+ fip)e = fror @+ +fi 0" = fic1 o+ fr(l+ )
=fici-o+fitfo-o=(fk—1+ fu)o+ fi = fo + frr1 -

2.8 Sequéncia de Fibonacci e o nimero de Ouro

Mostraremos nessa sessdo que existe uma relagao entre a razao f,y1/f, ¢ o nimero de ouro,
onde
fo=(1,1,2,3,5,8,13,...)

Comecemos lembrando que f,.1 = f, + f._1 € que para n grande podemos escrever

TS e oy 1 1 1
= =1+ =l+—FF—=1+—F—=
fn fn fn fn—l +fn—2 1 + 1
fn—l fn_l fn—l
fn—2
1 1 1
fn—? + fn—3 fn—3 Il
dnm2 T nd 1+ 1+
fno fno 1+...

Temos entdo que o quociente f,11/f, produz uma fracdo continua, que converge para o nimero
de ouro, como mostraremos a seguir.

Proposicao 2.8.1. A sequéncia
" 1
for1 _ 4 N :
1+

1
1+...

converge para o numero de ouro quando n vai para infinito.
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Seja (x,) uma sequéncua definida recursivamente por

1
=1 z,q=1+ . Vn >1 (2.8.1)

Vamos definir uma funcao f : (0,00) — R por

1 r+1
=14+ = = 2.8.2
fay=1+-="1 (282)
Calculando
1+1
f(xl):TIQIM
2+1 3 1
= :7:1 - =
flee) == =5 =1+5=m
......... n_+11
f(xn—l)zz ! =1+ =z,
Tn-1 Tp-1

Dessa forma, podemos perceber que para qualquer termo da sequencia temos

flzn_q) =z, (2.8.3)
Afirmamos que f é crescente. De fato, basta observar que dado a, b>0ea>btemos

b+1 1
a>b@ab+a>ab+b@a(b+1)>(a+1)b@:>“Z o fb) > fla)

Proposicao 2.8.2. A sequencia definida pela equagio (2.8.1) produz uma subsequéncia de ordem
impar crescente e uma outra de ordem par decrescente. Ou seja

T <3< Ty <...<Tg<Ty<Ty
Para "mapear'apenas os termos pares e apenas os termos impares da sequéncia (z,,), precisamos
a partir de um termo inicial (x; ou x3), obter uma regra que permita "pular'os termos de modo a

gerar duas subsequéncias y, dos termos pares e (z3,_1) dos termos impares.

Dessa forma, vamos definir ¢ : (0,00) — R dada por

g9(x) = (f o f)(x)

ou seja,
r+1 L1 )
1
o@) = F(fa) = f (=) = = = T (2:8.4)
T



Assim, usando a equagao (2.8.3), temos apartir de

Dessa forma
9(Tan-1) = Tanp1 (2.8.5)

Da mesma forma
g(w2) = 24, g(74) = Ts, .. -,
Donde
9(T2n) = Tanto (2.8.6)

Além disso, afirmamos que g é crecente, pois supondo g(a) < b(b) teremos

2 1 2b+1
g(a) < g(b) & aj_l < bj_l S 2ab+2a+b+1<2ab+2b+a+1<a<b
a

Com estes fatos provaremos a Proposigao (2.8.2). Mas provaremos antes as seguintes afirmacoes:
Afirmagaol.A subsequéncia dos termos impares é crescente, ou seja To, 1 < Topi1, Vn € N.
Afirmagao2.A subsequéncia dos termos pares é decrescente, ou seja o, > Toni2, VN € N.

Afirmagao3. Qualquer termo impar da sequéncia (z,) é menor que o termo par subsequente,
ou seja To,_1 < Top, VN € N.

Provaremos a Afirmacgaol., as demais afirmacoes sao provadas de forma andloga. Faremos
essa prova por inducao:

1. Temos que o =14+ 1/1 =2 dai,zg=1+1/2=3/2 > 1= z7. Logo vale paran =1

2. Supondo a validade desta afirmacao para n, ou seja, To,, < To,+1. Devemos mostrar agora
que vale para n + 1.

Como g é crescente e esta funcao "mapeia’sé o termos impares ou s os termos pares, temos entao
da hipotese de indugao que g, 1 < To,11, dai

Ton—1 < Tonp1 = §(Ton—1) < 9(Tons1) = Tong1 < Tonys
Sendo portanto valida a Afirmacgaol. Logo com estras trés informagoes, fica provado a Propo-

si¢do (2.8.2), ou seja,
T <T3<Ts<...<Zg<Ty<Ty
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Com isso, tiramos que a subsequencia (zg,_1) é crescente e limitada superiormente por zy = 2,
existindo portanto
Ly = lim x9,_
1= 1M T, g
De forma analoga, x5, ¢ decrescente e limitada infeiormente por z; = 1, existindo também

Lo= lim =z
2 n—oo 2n

Como

( ) 2.T2n_1 +1
Lop+t1 = g Top—1) = ————
2n+1 = g{T2n-1 Ty 1 + 1

Passando o limite, iremos obter

2L, +1
YL+

=3+ L =20 +1=L]—-L —1=0

Resolvendo esta equacao e descartando a raiz negativa pois os termos da sequéncia sao positivos,

obtemos
145
=@

L, = 5

Da mesma forma
. 21‘2” + 1

x = x =
2n+2 g( 2n) . 1
Passando o limite, iremos obter

2L, +1

o = L5+ Ly =201 +1=L5—Ly—1=0
2

2

donde segue que

14++/5
= :(p

L, 5

Logo,

B

1+
2
E por fim, podemos concluir que a sequencia definida por

Ly =1Ly =

=¢

5131:]_
1 —
xn+1:1+; 4
Isto é,
" 1 1++v5
ff+1:1+1H90: 2\/_
n 1_|_
1+

Com isto, mostramos também a validade da Conjectura (2.8), finalizando portanto este re-
sultado.
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2.8.1 O Numero de Ouro nas construcoes gregas

O Partenon Grego, construido por volta de 447 e 433 a.C, templo representativo de Péricles
contém a razao de Ouro no retangulo que contém a fachada. Fidias foi o escultor e o arquiteto
encarregado da construcao deste templo.?

AP ..

LT

Figura 2.2: O Partenon Grego, construido por volta de 447 e 433 a.C

Zhttps://checkmath.wordpress.com/2011/08/07 /numero-de-ouro
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Capitulo 3

Equacoes de Diferencas

3.1 Introducao

Trataremos aqui, dois problemas tirados do livro do "Temas e Modelos" do Prof. Rodney
C. Bassanezzi.[3 |

Uma equagao de diferencas estabelece uma relagdo envolvendo os valores de uma variavel de-
pendente para um conjunto discreto de valores (com retardamento) da varidvel independente. Por
conveniéncia vamos supor sempre que a variavel independente é o tempo, que seus valores sejam
tomados igualmente espacados, isto é, consideramos to — t; = k. Para simplicar tomamos tais
espacos de tempo valendo uma unidade k = 1. A solucao de uma equacgao de diferencas é uma
relacdo funcional que nao envolve diferencgas, definida para todos os niimeros naturais n € N, e
satisfazendo 4 equacao de diferencas, isto é, transformando-a numa identidade. A solucao de uma
equacao de diferencas é obtida por um processo recursivo, mas nem sempre podemos explicitar a
solugao geral de uma equacao de diferencas quando a equacao for nao linear.

O Texto aqui apresentado se baseia no livro "Temas e Modelos" do Prof. Rodney C.
Bassanezzi.[3 ].

A forma geral de uma equacao de diferencgas linear de ordem n — m é dada por

Yn = @1Yn—1 + a2Yn—2 + - .. + AmYn—m (311)
ou
Yn = D QkYn—k (3.1.2)
k=1

com ay constantes; m <n € N, n > 1 e (n —m) sdo suas condigoes iniciais.
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3.2 Equacoes de diferencas lineares de primeira ordem

Defini¢ao 3.2.1. Uma equagio de diferenga é dita de primeira ordem quando (n —m) = 1. Sua
expressao geral € dada pela formula

Yn = QYn—1 (321)
Yo dado

Desta forma odemos dizer que, uma equacdo de diferencas de primeira ordem € uma sequéncia
7 )
dada por uma formula de recorréncia, onde cada termo 1 depende do anterion
nJneN ) n n

O processo recurssivo fornece :

Yy = QYo

Yo = QY = 042?40
Ys = QY2 = Oégyo
Yn = QUYp_1 =a"Yp

Logo, a solugao geral da equagao (3.2.1) é dada por

Yn = Yo a”

Uma maneira alternativa de resolver a Eq.(3.2.1), é supor que a solucao geral seja da forma

Yp = EX"
Substituindo na Eq.(3.2.1), temos
A=0
A" = ak\" ' < kA" A —a] = 0= {ou
A=«

Desde que para n = 0 devemos ter yy = kA, entdo k = yo. Logo

0 =0
g = ¢ Yo (3.2.2)
Yo" se Yo # 0

Observacgoes:
e Se |[A\|< 1, entdo y, é convergente, isto é, dado € > 0, existe um ntimero natural ng tal que
n > ng temos |y, — y*|< ¢;

« Se |\|=1, entdo y, é constante se A =1 e é oscilante se A = —1;
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o Se |A|] > 1, entdo y, é divergente, ou seja, lim, . ¢, = £00

Uma equagao linear ndo autéonoma da forma

= QUYn_1+b
{y Yn-t (3.2.3)
Yy, dado
pode ser resolvida também pelo método recurssivo:
= ayo+b
yo = ay+b=da’y+ (a+1)b
ys = ays+b=ay,+ (a* +a+1)b
Ypn = AYp1+b=a"yo+ (@ "+ ... +a+1)b
Portanto, a solucao pode ser escrita como
Y ayo +n n_?e a (3.2.4)
Yn=0a"Yo+ b se a#l

Observacgoes
e Sea > 1 entdo y, é divergente, isto é, y, — +00se b > 0 ey, — —oo se b < 0 ou |b|> yo.

e Se0<a<1entaoy, — b/(1—a)

3.3 Modelos matematicos com equacoes de diferencas de
primeira ordem

Exemplo 3.3.1 (Orgamento Familiar). /3 ]

Vamos consideral uma familia, com o sequinte orcamento familiar:

e A renda mensal R, € proveniente de um saldrio fixo Ry mais rendimento da poupanca P, do
meés anterior;

e O consumo mensal C,, desta familia é proporcional a renda mensal.

Solugao: Vamos procurar uma féormula geral que fornega os valores da renda, poupanca e con-
sumo da familia em cada més relativamente a um més inicial onde se conheca os valores de Cy e de
Fy. Neste caso, a variavel independente é o tempo, dado em meses. Devemos buscar uma relagao
entre as variaveis independentes renda, poupanca e consumo em funcao do tempo n.

Temos que:
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« "A poupanca do més n dada pela poupanga do més anterior (n — 1) mais a sobra do més
n'ou seja,
P,=P, 1+ (R,—C,) (3.3.1)

e "A renda do més n é igual ao salario mais o rendimento da poupanca do més anterior', ou
seja,
Rn = Ro + Tpn,1 (332)

onde r ¢é o juro da poupanca
e "O consumo do més é proporcional a renda', isto é,

C, =aR, 0<a<l) (3.3.3)

Agrupando as trés equacoes teremos:

P, = P,1+Ry+rP,_.1—aR,

P, +Ry+rP,_1 —aRy—arP,_,
(1—a)Ry+ (1+r—ar)P,_;

= 1-a)Ry+[(1—a)r+1]P,

Logo
P,=(1—-a)Ry+[(1 —a)r+1]P,_4 (3.3.4)

Simplificando as constantes, isto é, tomando b = (1 — a)Rg e a = [(1 — a)r + 1] na Eq.(3.3.4),
obtemos uma equacao de diferencas linear de ordem 1:

P,=aP, 1+ (3.3.5)
cuja solucao é dada por
B, se o=
n a®—1
a P0—|— a—1 - (336)

1—[(1—a)r+1]"

1— 1" P, 1—a)R 1
[(I—a)r+1]"Ry+ (1 —«) T (A= a)r 1 se a#

[

Observamos que se o = 1 significa que o consumo mensal é igual a renda e portanto, neste caso,

nao varia. Substituindo a Eq.(3.3.6) nas equagoes (3.3.2) e (3.3.3) temos

Ry +1rF se a=1
R, = a — 1 (3.3.7)

Ry +rPya™ + rb _1 se a#l
a/ —
a[Ry + rP) se a=1
C,= a” — (3.3.8)
o |Ry+rPya™ +rb se a#1
a JE—
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3.4 Equacoes de diferencas lineares de segunda ordem

Definicao 3.4.1. Uma equacao de geral de diferencas é dita de sequnda ordem se é da forma

(3.4.1)

Yn = QYp—1 + byn—2
Yo dado, 1y, dado

a e b sdo constantes.

Solugao: Considerando que y,, = kA™ (como no caso de primeira ordem) seja uma solugao da

Eq.(3.4.1). Dai temos
EN" — akA" ™t — bEA" T2 =
EXN"2[N2 —aX—b] = 0
Logo, teremos
EN"2[A% —aX — b =0 (3.4.2)

cuja solucao é: A=0o0ouX> —a\—b=0

« Para A = 0 temos que y,, = 0 para todo n (solugdo trivial), que sé faz sentido se yg = y; = 0.

e Se A#£0, p(A) = A\ —a)\ — b é o polinomio caracteristico da Eq.(3.4.1) e suas rdizes A 5 sdo
chamados auto-valores.

e De
M _ad=b=0

Temos
a++va?+4b
2
onde \; o sao univocamente determinados pelos valores dos coeficientes a e b.

Ao =

Para as equacodes lineares vale o principio da superposi¢ao, ou seja, se temos varias solugoes entao
a combinacao linear entre elas também é uma solu¢ao. Note que no caso da equacao (3.4.1), como
A1 e Ay foram determinados com a imposicao de que kA; e kAo fossem solucoes temos que

Yn = A1AT + A2y (3.4.3)

também é uma solugao de (3.4.1). A expressao (3.4.3) é a solugao geral da equagao (3.4.1) se
A1 # A9, que ocorrerar quando a? + 4b > 0. Neste caso as constantes A; e Ay sdo determinadas
univocamente através das condigoes iniciais yo € y;:

Para n = 0 temos que yo = A; + A,

Para n = 1 temos que y; = A1\ + Ax)s Dal, resulta o sistema

{Al + A2 =1y

(3.4.4)
A+ Ay =
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Que tem como solugoes:

Yo 1 I yo
Y1 Ao YoA2 — Y1 A1y Y1 — MY
A = = Ay = = 3.4.5
L T S VA Ve R I VO W (3:4.5)
Al A2 Al A

Quando a? + 4b = 0 os autovalores sdo iguais, isto ¢ \; = Xy = a/2 e a solucao geral da equagao
(3.4.1) sera dada por

Yo = AN+ AgndD = (A; + nAy) (g) (3.4.6)

Devemos mostrar que se y, = A" é uma solugao, nA"™ também sera uma solucao, e portanto a
combinagao como acima serda a solucao geral. Para as constantes A; e As. Temos:

o Substituindo na Eq.(3.4.6) n =0 e n = 1 vemos que

Yo = A1
a
Y1 = (A + Ag) <2>
Dai; podemos encontrar
2
Al =Y € AQ = % — Yo (347)

3.5 Sistemas de Equacoes de diferencas lineares

Considerando uma uma equagao linear de segunda ordem da forma

Ynt2 + @Ypns1 + by, =0 (3.5.1)

temos que esta equacao poderd ser transformada em um sistema de equacao lineares lineares de
segunda ordem, bastando para isso, fazer uma mudanca de varavei, z, = z,1:

An+l = —QZp — byn

{y”“ o (3.5.2)

Reciprocamente, dado um sistema linear de ordem 2

n+1 = A11Yn + Q122n
Yn+1 11Y 12 (3‘5‘3)
Zn+1 = G21Yn + G222,

que pode ser convertida em um sistema linear de segunda ordem
Ynt+2 — (@11 + a22)Ynt1 + (a11022 — a12a21)yn = 0 (3.5.4)
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A matriz
J = <a11 (112>
Q21 Q22
¢ denominada matriz jacobiana do sistema (3.5.3). Os autovalores dessa matriz sdo os valores
de X tais que det(J — AI) = 0 onde I é a matriz identidade de ordem 2. ou seja,

aig — A a2
‘ ( ) 21 Q22 — /\|
0 que resultara na equacao
A — (@11 + ax)X + (ar1a22 — aiza91) =0 (3.5.5)
P(A) = A* = (a1 + a)A + (411022 — a12a2) (3.5.6)

¢ denominado polinémio caracteristico da equagio (3.5.5)

3.6 Numero de Ouro: Um modelo Discreto (Crescimento
populacional de escargots)

Usaremos na dinamica do crescimento populacional de escargots, em trés estagios distintos:
évos (C'), jovens (B) e adultos (A), considerando que nao ha mortalidade em nenhumn estégio.[3 ]

1. Todo escargot adulto desolva e o faz a cada 4 meses;
Sendo ¢ a quantidade de 6vos vidveis em cada desova, entao

C, = cA, (3.6.1)

é a quantidade de ovos vidveis em um estagio n, em que A, é a quantidade de escargots
adutos na fase n.

2. Um escargot comeca a reproduzir depois de 8 meses;
Sendo B, a quantidade de jovens em cada estagio n; cada estdagio n corresponde a 4 meses.

Entao:
C,, = (Ovos da desolva dos adultos) + (Ovos da desova dos jéveis que chegaram a faze adulta)

C, =cA,_1+cB,_1 (3.6.2)

A,, = (adultos no estagio (n — 1))+ (jéveis que chegaram a fase adulta)
Das equagoes (3.6.1) e (3.6.2) temos

Ap = Ay_1+ Bny (3.6.3)
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B,, = (Ovos no estagio (n — 1))
B, =Cp4 (3.6.4)

Dessa forma chegamos ao sistema

An = Anfl + Bh1
B, =C,_, (3.6.5)
Cn = CAn_l + CBn_l

que com as condigoes iniciai Ay = a, By = Cy = 0, pode ser transformada numa equacao linear de
segunda ordem.

De fato, da segunda equagao do sistema (3.6.5) vem que B, 1 = C,_5 e da primeira e terceira
equacao temos também

Cn = CAn,1 -+ CBn,1 = CAn,I + C(An — Anfl) = CAn
Logo
An = An—l +Bn1 = An—l + Cn—2 = An—l + CAn—Z

Podemos concluir entdo que o sistema acima pode se resumir a uma unica equacao de diferenca
de segunda ordem da forma

AO = Al =a
Note:

e Se ¢ = 0, podemos concluir que nao havera ovos no sistema pois teriamos A, — A, = 0,
implicando em A,, = Ay (constante) para todo n > 1;

e Se ¢ # 0 temos que o polindmio caracteristico da Eq.(3.6.6) e dado por
pA) =X —-X—c
cujos autovalores sao dados por

|+ VIFic
)\1:+2+C:>\>\1\>1

Ao = ’)\2’:

_1—\/1—1—40 V1i+4e—1
B 2 2

cujo médulo serd menor que 1 se 0 < ¢ < 3/4. Logo a solugao geral da sequéncia (A, )nen é
dada por
A, = KT + Ko \S (3.6.7)
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A solugao particular é obtida através do sistema

K+ Ky =
{ 1H R =a (3.6.8)

Kl)\l + Kg)\g = a

Como K; > 0 e Ay > 1, podemos concluir que a sequéncia (A, ),en é crescente e ilimitada superi-
ormente, ou seja
lim A, = 400

n—-ao0

Note:
Se atribuirmos ¢ = 1 e as condigdes iniciais Ay = A; = 1 na equagao (3.6.6), teremos a equagao
de Fibonacci

{An-i-l = An + An—l (3 6 9)

A=A =1

onde cada termo da sequéncia n > 2, ¢ igual a soma dos dois termos anteriores. Vimos pela
equagio (3.6.6) que uma das solugoes é dada por

1445
2

A (3.6.10)

denominado niimero de ouro da geometria clasica

Figura 3.1: Escargot
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Capitulo 4

Equacoes Lineares de Segunda Ordem

4.1 Introducao

O texto deste capitulo foi baseado na livro de Equagoes Diferenciais Elementares e Pro-
blemas de Valores de Contorno dos autores BOYCE, W.E e DIPRIMA, R,C.

As equagoes lineares de 2 ordem tém grande importancia no estudo das equacgoes diferenciais.
Tem uma estrutura tedrica rica subjacente a diversos métodos sistematicos de resolucao. Grande
parte dessa estrutura e desses métodos sao compreensiveis e apresentam nivel matematico relati-
vamente elementar. Sao também essenciais na investigacao de fendomenos classicos da fisica e da
matematica.

Além disso, serve para o embasamento no estudo dos sistemas de equacoes lineares de primeira
ordem que veremos no capitulo seguinte.

4.2 Equacoes Homogéneas com coficiente constantes

Definicao 4.2.1. Uma equacao diferencia de 2 ordem tem a forma
d?y dy
— = flty, — 4.2.1

onde f é uma funcdo dada et a varidvel independente, que as vezes poderd ser representada por
x.

Definigao 4.2.2. A Eq.(4.2.1) e dita linear quando assume a sequinte forma

(5] = a0 =) ~ att (422)

. dy
com p e q lineares em y e R
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Na Eq.((4.2.2)) g, p e ¢ s@o fungoes especificas da variavel independente ¢ e nao dependem de

g].é.odemos rescrever a Fq.(4.2.1)
v+ o)y +q(t)y = g(t) (4.2.3)
onde a linha denota a diferenciagdo em relacao a t. Ainda podemos encontrar equagoes do tipo:
P(t)y" +Q(t)y' + R(t)y = G(t) (4.2.4)
Sendo P(t) # 0, podemos dividir a Eq.(4.2.4) por P(t), obtendo dessa forma a Eq.(4.2.3) com
b= Pl a0 =g 90 =50, (1.2.5)

Definig¢ao 4.2.3 (Problema de Valor Inicial). Um problema de valor inicial, consiste em uma das
equagoes (4.2.1), (4.2.2) ou (4.2.3) juntamente com um par de condigoes iniciais

y(to) = v, ¥'(to) = v, (4.2.6)
onde yo e y'(to), sdo nimeros reais dados.

Definig¢ao 4.2.4. Chamamos uma equagao linear de 2% ordem homogénea, se a fungio g(t) em
(4.2.3) e G(t) em (4.2.4) forem iguais a zero para todo t. Caso contrdrio a equagdo e dita ndo
homogénea.

Discutiremos primeiramente as equagoe homogéneas cuja equagao escreveremos por:
Pt)y" +Q)y" + R(t)y =0 (4.2.7)

com P, ) e R constantes. Ou seja,

ay" +by +cy=0 (4.2.8)
onde a, b e ¢ sao constantes dadas.

Antes de discurtirmos a Fq.(8), analisemos a fungao cuja derivada segunda é ela propria.
Podemos escrever esswa equagao na forma:

y' —y=0 (4.2.9)

Nos reportando ao calculo, constatamos que as funcoes y = ef e y = e~ atendem & essa condicao.
Se fizermos as contas, observaremos que qualquer fungio y;(t) = c1€’, y2(t) = c2e™" e a combinagao
linear delas y(t) = cre’ 4+ ce™" atendem a mesma condicao

t

Y (t) = cre — e, y'(t) = cret + et

Logo, podemos concluir que a equagao

y(t) = cre’ + coe™? (4.2.10)

é solugao, ou seja, toda combinagao linear das fungoes e e e~* é solugao da equagao (4.2.9). Como
os coeficientes ¢; e ¢y em (4.2.10) sdo arbitrarios, podemos dizer qua h& uma infinidade de familias
desta equac@o que sao solugoes de (4.2.9).
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Exemplo 4.2.5. Atribuindo os valores iniciais a (4.2.9) teremos:

y'—y=0
y(0) =2, ¢ (0)=-1

Substiuindo os valores iniciais na solugao (4.2.10) iremos encontrar o sistema

Cl+02:2
01—02:—1

1 3
Resolvendo o sistema encontraremos c¢; = 5 €0 =5 €que substituindo na solugio (4.2.10)
encontraremos
(t) = 2et + 2et
="+ —e
YW= Ty

Voltemos agora a equagio geral (4.2.8) dada por:
i /
ay +by +cy=0

com coeficientes (reais) constantes arbitrarios. Baseado no exemplo anterior, vamos também pro-
curar solugoes exponenciais para a equagao (4.2.8).

Vamos supor que y = e onde r é um parametro a ser determinado, segue que

substituindo 4", 3 e y na equagao (4.2.8) temos

ar’e™ + bre" 4+ ce™ = e (ar* + br +¢) =0

Como €™ # 0 temos que

ar’ +br+c=0 (4.2.11)

A equacgao (4.2.11) é chamada de equagao caracteristica da equagdo (4.2.8). Isto significa que se
r é uma raiz da equagdo polinomial (4.2.11) entdo y = e” é solugao da equagao diferencial (4.2.8).
Como a equagdo (4.2.11) é uma equacao do 22 grau com coeficientes reais, ela tem duas raizes que
poderao ser:

 reais e disntintas, se A > 0;
o reais e iguais, se A = 0;

» complexas conjugadas, se A < 0.

37



Mencionaremos aqui, o caso em que as raizes sao reais disntintas (A > 0)

Denotando por 7 e ry as raizes distintas da equagdo caracteristic (4.2.11), temos que y;(t) =
cre™t e yo(t) = coe™" sao duas solugoes da (4.2.8). Como vimos, segue que

y(t) = a1 (t) + capa(t) = cre™ + cpe™ (4.2.12)
é também solugao da equagao (4.2.8). De fato, diferenciando esta expressao eoncontramos

Y = cyrie™t 4 corge™ (4.2.13)

y' = cirie™t + corie™ (4.2.14)
que, substituindo y”, ¢’ e y na (4.2.8) obteremos

v +by +cy = ale 7’1 Pt eprie™ ) + b(cyrie™t + CQT2€T2t> + c(cle”t + cpe™")
= (acyrie™ + beyrie™ 4 cere™) + (acyrie™t + bege™! + ceye™!)
= ci(ar? 4+ bry +c)e™ + cy(ary + bry + c)e™!
Como r; e 7y sdo raizes de (4.2.11) temos que ar? + bry + ¢ = 0 e ars + bry + ¢ = 0, pois
ay” +by +cy = 0. Portanto a expressao y = c1y;(t) + caya(t) = cre™! 4 coe™! é solugao da equagao
diferencial (4.2.8);

Supondo que queremos achar uma soluc¢ao particular para uma familia de solugoes de (4.2.12)
satisfazendo as condigoes iniciais

y(to) = vo, ¥'(to) = o
Substituindo ¢ =ty e y = yo na em (4.2.12), vamos obter
cr1e™ + cpe™ =y (4.2.15)
Fazendo as mesmas substitui¢oes em (4.2.13) temos:
c1r1e + corge™h =y (4.2.16)

Formando o sistema
cret 4 et =y
c1r1e" + corae” =y

Resolvendo esse sistema em ¢; e ¢y encontraremos:

/ /
Yo — YoT2 _ Yo't — Yo _—
=2 Z Zente o= 22 J0 oo (4.2.17)
T —T2 T —T2
Como r; — ry # 0, segue que sempre é possivel encontrarmos ¢; e ¢o com as condigoes iniciais

dadas.
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Exemplo 4.2.6. Encontre a solugao geral da equagao
y' +5y +6y=0 (4.2.18)

Solucdo: Supondo que y = e, entdao r serd solugdo da equagdo caracteristica

2 +5r+6=0
que tem como solugio r = —2 e r = —3. Dessa forma a solugdo geral da (4.2.18) é:
y=cre " + e (4.2.19)
[
Exemplo 4.2.7. Encontre a solucao do problema de valor inicial
v +5y +6y=0 y(0)=2, ¢ (0)=3 (4.2.20)

Solugao: Substituindo y(0) em (4.2.19), teremos

y(0) = cre” + e’ = ¢; + ¢y =2

2t

e substituindo y'(0) em y'(t) = —2c1e7% — 3cae™3, temos

Y (0) = —2c1€” — 3c0e” = —2¢; — 3¢y, = 3

c1+cyg =2

—201 — 302 =3
cuja solugio € c; =9 e cg = =7, que substituindo em (4.2.19) encontraremos a solu¢io particular
de (4.2.20) como sendo:

Encontramos o sistema:

y =9 —Te™™ (4.2.21)

4.3 Solucoes Fundamentais de Equacoes Lineares Homo-
géneas

Na sec¢ao anterior vimos como resolver algumas equagoes diferenciais da forma
" /
ay’ + by +cy =0,

ond a, b, e ¢ sdo constantes. A parti desses resultados, obteremos uma visdo mais clara de todas
as solugoes das equagoes lineares homogéneas de segunda ordem.

Ao desenvolver o estudo das equacao difereciais lineares, se faz necessario usar a notacao de
operador diferencial. Sejam p e g fungoes continuas em ¢, em um intervalo aberto I, isto é, para
a < t < f3, esxcluindo os casos em que @ = —o0 e 3 = +o00.
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Defini¢ao 4.3.1 (Operador Diferencial). Chamamos operador diferencial L, qualquer fungao
¢ duas vezes difrenciavel em I, dado pela formula

Ll¢] = ¢" +p¢' +q¢ (4.3.1)
Observe que L[¢] é uma funcao em I. O valor L[¢] em um ponto t é dado por
L[g](t) = ¢"(t) + p¢'(t) + qo(t)
Exemplo 4.3.2. Sendo p(t) = t%, q(t) = 1+, e ¢(t) = sen(3t), teremos

[L[g](t) = (sen3t)” +t*(sen3t) + (1 +t)sen3t
= —9sen3t + 3t*cos3t + (1 + t)sendt

O operador L pode ser representado por L = D? + pD + ¢, onde D é o operador derivada.
Costumeiramente usamos o simbolo y para denotar [¢](t). Logo escreveremos essa equagao como
sendo:

Lyl =y" +pt)y +q(t)y =0 (4.3.2)
Associamos a equacao 4.3.2 & um conjunto de condigbes iniciais, dado por:
y(to) =vo,  ¥'(to) = o (4.3.3)

onde ty ¢ qualquer ponto no intervalo I e yy e y; sdo nimeros reais dados.
Teorema 4.3.3 (Existencia e unicidade). Considere o problema de valor inicial
y' +pt)y +q(t)y = g(t) (4.3.4)
y(to) = yo, ¥ (to) = yo

onde p, q e g sao continuas em um intervalo I. Entao existe exatamente uma solugio y = ¢(t)
desse problema e a solucao existe em todo o intervalo I

Nao faremos aqui a demonstracao desse resultado.
Exemplo 4.3.4. Encontre o maior intervalo para o qual o problema de valor inicial
(2 =3ty +ty —3+t)y=0
{y(l) =2, y(1)=1
certamente existe.
Solugao: Dividindo a equagao acima por t(t — 3), temos

1, (3+1)
Yy = Yy
(t—3) t(t —3)
Os tnicos pontos de descontinuidade dos coeficientes sdo t = 0 e ¢ = 3. Logo o maior intervalo

contendo o ponto inicial £ = 1 no qual todos os coeficientes sao continuos é 0 < t < 3. O Teorema
(4.3.3) garante que a solugdo existe e ¢ unica nesse intervalo. [

y//+ :O
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Teorema 4.3.5 (Principio da Superposicao). Se y; € ya sdo solugoes da equagdio diferencial (4.3.2)

Lyl =y"+p@)y +q(t)y =0
entdo a combinacao linear c1y, + cays também € solugdo, quaisquer que sejam os valores das cons-

tantes c1 e cs.

Demonstracao: Quando ¢; ou ¢, é igual a zero, temos um caso particular do Teorema (4.3.5).
Podemos concluir entdo que qualquer multiplo de (4.3.1) também é solugao. Substituindo y em
(4.3.1) pela expressao

y = cay(t) + caya(t) (4.3.5)

resulta em:

Llewyy + caya] = [c1yn + coya]” + plesys + cayol’ + qleryn + cayol
=y + cayy + peryy + peays + qeiys + qayn
= aly) +py; + ayil + colys + peh + qys]
= ¢ L[] + c2 L[y
=0

Considere agora o problema de valor incial

{y” +p()y +at)y =0

y(to) = vo, Y'(to) = vg

em que y, e Yo sao as condicoes iniciais dadas no problema. Vamos determinar condicoes sobre
duas solucoes y;(t) e yo(t) para que existam constantes c; e ¢y tais que y(t) = c1y1(t) + coya(t) seja
também solucao do problema de valor inicial.

Substituindo-se t = ¢, na solucdo y(t) = c1y1(t) + cay2(t) e na derivada de y(t), y'(t) =
c1y (t) + coyh(t) obtemos o sistema de equacdes lineares

c1y1(to) + cay2(to) = Yo
c1yy (to) + cous(to) = g

que pode ser escrito na forma matricial

AX =B

A lyl(to) 1/2(750)1 X — [011 B lyo]

em que

y1(to) ys(to) Ca Yo
Se a matriz A do sistema é invertivel, entdo para todo par de condigoes iniciais(yo, yj) o sistema
tem uma unica solucdo (¢, ¢z). Porém, uma matriz quadrada é invertivel se, e somente se, o seu
determinante é diferente de zero. Ou seja, se

_ y1(to) y2(to)
W=t 40 i) 7O
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entao para todo par de condicoes iniciais (yo, y,) existe um tinico par de constantes (¢, ¢2) tal que
y(t) = c1y1(t) + caya(t) é solucao do problema de valor inicial.

Definicao 4.3.6. O determinante

W (y1, y2)(to) = det [Ziggg zzggﬂ , (4.3.6)

¢ chamado de wronskiano das funcgoes y,(t) e yo(t) em to.

Teorema 4.3.7. Suponha que y;, e yy sio duas solugoes de (4.3.2)

Llyl =" +pt)y +q(t)y =0
e que o wronskiano
W =195 — Y192

nao se anule no ponto ty onde sio dadas as condigoes iniciais (4.3.3). Ou seja,

y(to) = vo, ' (to) = yp-

Entao existe uma escolha das contantes ¢, e ¢y para os quais y = c1y1(t) + caya(t) satisfaga (4.3.2)
e as condigoes iniciais (4.3.3).

Exemplo 4.3.8. Seja a equacao diferencial

Yy +5) +6=0
Como vimos anteriormente, a solugdo desta equagdo sao as fungoes yi(t) = e ' e yo(t) = e 3. O
wronskiano duas fungoes y; e ys €
o2t o3t

_ —5t -5t _ -5t
_9p-2  _3,-3 = —3e " +2 7" = —¢

W:

Como W ¢ diferente de zero para todos os valores de t as funcoes y, e yo podem ser usadas para se
construir solugoes da equagdao diferencial dada juntamente com quaisquer condigoes iniciais prévias
de qualquer que seja t

Teorema 4.3.9. Se y; € ys sio duas solugoes de (4.3.2)
Llyl =y" +p@t)y +q(t)y =0
e se existe um ponto ty onde o wronskiano ndao se anule, entao a familia de solucoes de
y = cyi(t) + ca1(t)

com coeficientes arbitrdrios c; e ¢y inclui todas as solugoes de (4.3.2).
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Demonstracao: Seja ¢ uma solugao qualquer de (4.3.2), precisamos mostrar que ¢ esté inclusa
no conjunto de solugdes da combinacao linear y = ¢y (t) + coya(t). Isto é, para alguma escolha das
constantes ¢; e ¢a, a combinagao linear e igual a ¢. Seja entéo ¢ty um ponto onde onde W (yq,y2) # 0.
Calculando ¢ e ¢’ nesse ponto e chamando esses pontos de yy e y, respectivamente, temos:

Yo = ¢(to), ¥ (to) = ¢'(to)

Considere, a seguir o problema de valor inicial

Y +p(t)y +q(t)y =0
y(to) = vo, Y'(to) =1y,

E fdcil ver que a funcdo ¢ é solugdo desse problema de valor inicial. Por outro lado como
W (y1,y2)(to) # 0 vimos pelo teorema (4.3.9) que é possivel escolher ¢; e ¢y tais que y = cyyy(t) +
coyo(t) tambem seja solugdo do problema de valor inicial. O teorema da existencia e unicidade
garante que essas duas solugoes do problema de valor inicial sao iguais, dessa forma, para uma
escolha apropriada de ¢; e co,
o(t) = a1y (t) + caya(?),
onde ¢ estd inclusa na familia de solugoes de y = c1y1(t) + caya(t).
Finalmente como ¢ é uma solucao arbitraria da equacao (4.3.2), segue que toda solucao dessa

equacao estd incluida nessa famila.
m Nota:

« E portanto natural chamar a expresio y = ¢1y; (t) 4 coy2(t) com coeficientes arbitrarios de
solugao geral da equagao diferencial (4.3.2).

o As solugbes y; e yo com W(y1,y2) # 0 formam o o conjunto fundamental de solugGes
da equagao diferencial (4.3.2).

Exemplo 4.3.10. Suponha que y,(t) = €™ e yo = €' sao duas solugoes da equagio (4.3.2).
Mostre que elas formam um conjunto fundamental de solucoes se ry # ry

Solugao: Calculando o wronsquiano de y; e y, temos:

rit rot

e e
rie"t rye

rat| = 2T — iy T = () — )T

Logo y; e yo s6 formarao um conjunto fundamental de solucoes, se r; # ro, tendo em vista que a
funcdo exponencial nunca se anula, ficando portanto o W (y;,y2) # 0 [

4.4 Independéncia Linear e wronskiano

Nesta seccao iremos relacionar as ideias de solucao geral e um conjunto fundamental de solugoes
de uma equacao diferencial linear ao conceito de independencia linear que é central no estudo da
algebra linear. Essas relagoes entre as equagoes diferenciais e a algebra linear e mais forte para
equacoes de maior ordem e para os sistemas de equacoes lineares, Tomaremos, portanto, um
conceito mais simples.
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Definicao 4.4.1. Duas fungoes [ e g sdo ditas linearmente independentes em um intervalo
I se existe duas constantes ky e ky como uma delas diferente de zero tais que

kuf(t) + kag(t) =0 (4.4.1)

para todot em I. Podemos dizer também que as funcoes f e g sao linearmente independentes
em um intervavio I se nao forem linearmente dependentes nesse intrevalo, isto ¢ a equagdio
(4.4.1) s6 e valida para todo t em I se ky = ks =0

Exemplo 4.4.2. Determine se as fungoes sin(t) e cos(t — 5) sdo linearmente dependentes ou
linearmente independentes para um intervalo qualquer I.

Solucgao: Vejamos a solugdo da equacao

s
t— —

k1 sint + ko cos( 2):O

kysint + k:g(costcosg + sin ¢ sin g) =0

kisint + kgsint =0

Dai para k1 = 1 e ks = —1 a equacao acima tem solucao. Portanto as fungoes sao linearmente
dependentes [

Teorema 4.4.3. Se f e g sao funcoes diferencidveis em intervalo aberto I e se W(f,g)(to) # 0
em algum ponto ty em I, entdo f e g sao linearmente independentes em I. Alem disso se f e g
s@o linearmente dependentes em I entao W (f,g)(t) = 0 para todo t em I

Demonstragao: Para provar a primeira parte deste teorema, considere uma combinagcao linear
ki1 f(t) + kag(t) e suponha que ela seja igual a zero em todo o intervalo I. Calculando a expresao
e sua derivada em t;, temos

(4.4.2)
k’lf/(t()) + kgg/(t0> =0
Observando a matriz dos coeficientes, verificamos que ele é o W(f, g)(to) e, por hipétese, é diferente
de zero. Logo, a tinica solugao dos sistem (4.4.2) é k; = ky # 0, de modo que f e g sao linearmente
independentes. A segunda parte deste teorema segue imediantamente da primeira.De fato, suponha
que f e g sao linearmente dependentes e que W ( f, g)(t) # 0. Entao existe um ponto ¢y em I tal que
W(f,g)(to) # 0; pela primeira parte do teorema isso implica que as fungoes f e g sdo linearmente
independentes, contrariando a hipdtese, completando assim a demonstracgao. [

{klf(to) + ka2g(to) =0

Exemplo 4.4.4. Vamos considerar as fungoes f(t) = e' e g(t) = e*. Analizando W(f, g)(to),

temos
eto 62t0

eto 262t0 — (eto)(2€2t0) _ €2toet0 — 263t0 _ e3t0 — e3t0 # O (443)

Logo as fungdes f(t) = e’ e g(t) = € sdo lineamente independentes em qualquer intervalo I
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Teorema 4.4.5 (Teorema de Abel). Se y; ey sdo solugoes da equagao diferencial

Lyl =y" +pt)y" +q(t)y =0 (4.4.4)

onde p e q sdo fungoes continuas em um intervalo aberto I, entdo o wronskiano W (yy,ys)(t) é
dado por

Won, ) (1) = coxp |~ [ p(e)at] (4.45)

onde ¢ € uma constante determinada que depende de yy € yo, mas nao det. Além disso, W (y1, y2)(t)
ou € zero para todo t em I (se c =0) ou nunca se anula em I se (c # 0).

Demonstracgao: Como y; e y» sdo solugoes da equacao diferencial, temos

" t / t — 0
v p( )y} +4q()y (4.4.6)
Yy +p(t)ysy +q(t)y2 =0

Multiplicando a primeira equagao por —y, e a segundo por y; vamos ter

{—Hy’{yz = p(t)siue = a0z = 0 a7
yay1 + p(0)yaun + q(t)y2m1 = 0
somando agora essas duas equagoes obtemos

(9192 — yi'ye) + () (Y195 — Y1y2) =0 (4.4.8)
Seja gora W (t) = W (y1,y2)(t), observe que

Wy, w2)(t) = |y Dol = gl — oy (4.4.9)

Y1 Y2
Dessa forma podemos escrever a equagao (4.4.8) da seguinte forma
W'+ pt)W =0 (4.4.10)

Ou seja, podemos escrever a equagao (4.4.10) da seguinte forma:

dw
W =0
7 + p(t)

Observando que trata-se tanto de uma equacgao linear de 1* ordem como uma equacgao separavel.
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Logo

dWw
ar —P<t)W
dw
— = —p(t)dt
7 p(t)
AW
nW = - /p(t)dt +c

exp(InW) = exp (— /p(t)dt + cl>
W = exp (— /p(t)dt) exp (1)
W = cexp (—/p(t)dt)

Por conseguinte

W (t) = cexp {— /p(t)dt]

n
Exemplo 4.4.6. Vamos considerar y;(t) = 2 e yo(t) = t~1. Verica-se facilmente que essas
funcoes sao solucoes da equagdo

2t% + 3ty —ty =0, para t>0 (4.4.11)

Vamos calcular agora

t_l
12

=

t

1,.—
5t

=3 _3
t2 = ——t 2

2

I

N —

W(?Jl,yz)(t) =

[NIES

Antes, vamos escrever a equagao (4.4.11) na forma padrao
3 y
Vi !
_ <z — 0
VY Ty

Calculando agora pela formula da equagao (4.4.10) temos

W(t) = cexp :—2/p(t)dt}
r 3 r1

= cexp|—= n

.

_314
= cexp|—=1In
73

= Ct_2

Que nos dar o wronsquiano de qualquer par de solugoes de (4.4.11). Para uma solugao particular
dada nesse exemplo, precisamos escolher ¢ = —%
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Teorema 4.4.7. Seja y; e yo solugoes de (4.4.8)

Lyl =vy"+pt)y +qt)y =0

onde p e q sao continuas num intervalo aberto I. Entao vy, e ys sao linearmente dependentes em [
se, e somente se, W(y1,y2)(t) é zero para todo t em I. De um outro modo,y, e yo sdo linearmente
independentes em I se, e somente se, W(y1,y2)(t) nunca se anula simultaneamente em I

Agora, podemos resumir os fatos sobre conjunto fundamental de solu¢oes, wronskiano e inde-
pendéncia linear. Sejam y; e y, solugoes de (4.4.8),

Lyl =y" +pt)y +q(t)y=0

onde p e ¢ sdo continuas num intervalo aberto I. Entao as quatro informagoes a seguir sao
equivalentes:

1. As funcgoes y; e yp formam um conjunto fundamental de solugdes em I;
2. As fungodes y; e yo sao linearmente independentes;

3. W(y1,y2)(to) # 0 para algum t; em I;

4. W(y1,y2)(t) # 0 para todo ¢t em 1.
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Capitulo 5

Sistema de Equacoes Diferenciais
Lineares

5.1 Introducao

Assim como no capitulo anterior, este texto se baseiou no livro de Equagoes Diferenciais Ele-
mentares e Problemas de Valores de Contorno dos autores BOYCE, W.E e DIPRIMA, R,C.

Sistemas de equagoes diferenciais ordinarias simutaneas aparecem naturalmente em problemas
envolvendo diversas varaveis dependentes, cada uma das quais sendo uma funcao da mesma tunica
varavel independente.

Trataremos ao fim deste capitulo, do Modelo de Discreto (Crescimento populacional de escar-
gots) abordado no capitulo 3 visto agora sobre a forma continua, através dos sistemas de equagoes
diferenciais de primeira ordem e também na forma de equacoes diferenciais lineares de segunda
ordem.

Vamos denotar a varavel independente por ¢ e as variaveis dependentes que sao funcoes de ¢
por 1, X3, T3, .... A diferenciacdo em relagao a t sera denotado por um apostrofo.

Exemplo 5.1.1. O moveimento de um determinado sistema massa-mola é descrito pela equagdo
diferencial de sequnda ordem

u” + 01250 +u =10 (5.1.1)
Veremos como transformar essa equagio num sistema de equagoes lineares de primeira ondem.
Chame ©1 = u e x9 = . Dai 2} = x9. Como u" = i, substituindo u, v’ e u” em (5.1.1)

obteremos
xy 40,1252, + 1 =0

Dessa forma, x; e x5 satisfazem o seguinte sistema de equagaoes diferenciais de primeira ordem:

x| = X9
xh = —0,1252) — 2
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Para transformar uma equacao arbitraria de ordem n

v =Ftyy Yyt (5.1.2)

em um sistema de equagoes lineares de primeira ordem, estendemos o método do Exemplo(5.1.1)
definindo as variaveis xq, €2, x3, ..., X, por

r=y, za=vy, wz3=y", ... w,=y"" (5.1.3)
Dai segue que
Ty = o,
Ty = I3,
(5.1.4)
T = x,

Portanto (5.1.2), serd escrita como:

/

Tp_1 :F<t,$1,$2,x3,...,xn) (515)

As equagoes (5.1.4) e (5.1.5) sdo casos especiais do sistema geral

¥y = Fi(t,z,ze,...,1,),
ZLJQ = FQ(f,ZEl,J]Q,...,[En),

(5.1.6)
.’17;1 = Fn<t,$1,.r2,...,$n>,

Dizemos que o sistema (5.1.6) tem soluc¢do no intervalo I: o < t < 3, se existe um conjunto de n
funcoes

T = ¢1(t), To — ¢2(t), cey Tp — ¢n(t), (517)
difenciaveis em todos os pontos do intervalo I que satisfazem o sistema de equagoes (5.1.6) em
todos os pontos desse intervalo. Podem também ser dadas condigoes iniciais das forma

ri(to) = a0, ao(te) =25, ..., xa(te) =20 (5.1.8)

onde ¢ é um valor especificado de t em I e 9,29, ..., 2% sdo numeros dados.

As equagoes diferenciais (5.1.6) e as condicigbes iniciais (5.1.8) juntas formam um problema
de valor inicial. Uma solugao (5.1.7) pode ser vista como um conjunto de equagoes paramétricas
em um espaco de dimencgao n.Para um valor de ¢ dado, as equagoes (5.1.7) fornecem valores
para as coordenadas xi,xs,...,x, de um ponto no espaco. A medida que £ muda, em geral, as
coordenadas também mudam. A colecao de pontos correspondentes para o < t < (3 formam uma
curva no espaco.

As condigoes a seguir sobre Fi, Fy, ..., F, facilmente identificadas em problemas especificos,
sdo suficientes para garantir que o problema de valor inicial (5.1.6), (5.1.8) tenham uma unica
solucao.
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Teorema 5.1.2 (Existencia e unicidade). Suponha que cada uma das fungoes Fy, Fs, ..., F, e suas
derivadas parciais OF/xq,...,0F) [xy,...,0F,/x1,. .., OF,/x,, sio continuas em uma regigo R do
espaco txy, ..., x, definido por a <t < f,aq < x1 < B1,...,a, < x, < B,, € suponha que o
ponto (to, 29, 29,...,2%) estd em R. Entdo existe um intervalo |t — to|< h no qual hd uma unica
solugdo x1 = ¢1(t),...,x—¢,(t) do sistema de equagoes diferenciais (5.1.6) que também satisfaz as
condigoes iniciais (5.1.8).

e cada uma das fungoes Fi, Fs, ... nas equagoes (5.1.6) é uma funcdo linear nas variaveis
Se cad das f Fi, By F, 5.1.6 f 1

dependentes x1,xs,...,T,, entdo o sistema de equagoes é dito linear; caso contrario é dito nao
linear. Dessa forma, um sistema mais geral de n equacoes lineares tem a forma

2y =put)zr + ...+ pa(t)z, + a1 (t),
33'2 =por()z1 + ... + pan(t)x, + g2(1), (5.1.9)

=P ()1 + . oo+ Pan(O) T + gn(t)

Se todas as fungoes ¢1(t), g2(t), . . ., gn(t), forem nulas, o sistema ¢ dito homogéneo, caso contrario
¢ dito nao-homogéneo.

Teorema 5.1.3. Se as funcoes p11, P12, - - -, Pans 915 92, - - - s n SGO continuas em um intervalo aberto
I'a < t < B, entao existe uma unica solu¢io x1 = ¢1(t),...,x, = ¢On(t) do sistema (5.1.9) qu
também satisfaz as condigoes iniciais (5.1.8), onde ty é qualquer ponto em I e 29,...,2° sdo

rn
numeros arbitrarios. Além disso a solugdo existe em todo intervalo 1.

5.2 Sistemas de Equacgoes Lineares de Primeira Ordem
A teoria geral para para sistemas de n equagoes lineares de primeira ordem

xy=put)zr + ...+ p(t)r, + g1(t),

$'2 =pa(t)r1 + ... + pan(t) s + ga(t), (5.2.1)

=P () 4+ ..o+ Pan(O) T + gn(t)

¢ bastante similar a teoria para inica equagao de ordem n. Usaremos a notacao matricial para
discutir o sistema (5.2.1) de uma forma mais eficiente e prética. Ou seja, vamos considerar z; =
o1(t), ..., xn = ¢p(t) as componentes de um vetor x = ¢(t). Da mesma maneira, g;(t),. .., gn(t)
as componentes de um vetor g(t) e piy,...,Pnn as compnentes de uma matriz quadrada P(t) de
ordem n. Dessa forma o sistema (5.2.1) sera escrito na forma:

' = P(t)x + g(t) (5.2.2)

Dizemos que um vetor = ¢(t), satisfaz a equagap a equagao (5.2.2) se suas componentes satis-
fazem o sistema (5.2.1). Vamos supor que P e g sdo continuas em algum intervalo o < ¢t < . O
Teorema(5.1.3), garante a existencia de solugdes para a equagao (5.2.2).

o1



Vamos considerar primeiro a equacao homogenea

7 = P(t)z (5.2.3)
Usaremos a notagio
() ()
2O(t) = “{w () = @’f(t) (5.2.4)
o (8) on(t),

(

para indicar solucoes especificas de (5.2.3). Observe que z;;(t) = sz') (t) denota a i-esima compo-

nente da j-esima solucdo xV)(t).

Teorema 5.2.1 (Principio da Superposigao). Se as fungoes vetoriais W e 2@ sdo solucoes do
sistema (5.2.3), entdo as combinagoes lineares c1xV +cox® também € solugdo quaisquer que sejam
as as constantes c; e cy

Demonstracao: A demonstracio é simples. Basta derivar c;z™ + ¢,2? e usar o fato que 2

e @ satisfazem a equacio (5.2.3) ]

Aplicando repetidamente o Teorema(5.2.1), podemos concluir que, se (M e 2 ... 2% sdo

solugbes da (5.2.3) entao

= czY(t) + cx@ () + ...+ (1) (5.2.5)

também ¢ solucao, quaiquer que sejam as constantes cy,cs,. .. ,Cg.

= <‘11 i) . (5.2.6)

- 2)-( Y #0-( 52)-( 4

Verifique que 2 (t) e 2®)(t) sdo solugies da equacio(5.2.6), e a combinagdo linearn cix™(t) +
cox® (t) tambem € solu¢do para quaisquer que sejam ci e cs.

o-(5)-( )
(D= -

Exemplo 5.2.2. Seja

com

Solugao: para

Temos



Temos que:

O S I G e (A P

Como (I (t) e 22 (t) satisfazer a equacio (5.1.2), entdo pelo Teorema (5.2.1)

=0 @) e+ ¢y (_12> et

=12V + 2@ (5.2.7)

]
Por analogia, com casos anteriores, é natural esperar que para um sistema n equacoes da forma
(5.2.3), seja suficiente formar combinagoes lineares de n equagdes escolhidas apropriadamente.

Seja entdao M), ..., 2™ n solugdes do sistmea (5.2.3) de ordem n e considere a matriz X (t) cujas
colunas sdo os vetores (1), ... 2™ ().
ZL'U(t) 1‘12(t) Ce [L‘ln(t)
Y le‘(t) T (1) B xQn'(t) (5.28)

Temos conforme Apéndice, que as colunas deX (¢) sdo linearmente independentes para um valor de
t se, e somente se, detX # 0 para esse valor de t. Esse determinante é chamado de wronskiano

das n solucoes (V... 2™ e denotado por W[z, ... 2] isto é,
WzW, .. 2™(t) = detX(t) (5.2.9)
Teorema 5.2.3. Se as fungoes vetoriais V. ... 2™ sdo solugoes linearmente independentes do

sistema (5.2.3) em cada ponto do intervalo @ < t < 3, entdo cada solugio x = ¢(t) pode ser
expressa como combinacdo linear de xV, ... x™),

o(t) = 1 (t) + ... 4 cox(t) (5.2.10)

Note antes que conforme Teorema(5.2.1), todas as expressoes da forma (5.2.10), sdo solugoes
do sistema (5.2.3), enquanto por por este Teorema, todas as solu¢oes podem ser escritas da forma
(5.2.10). Pensando nas constantes ci,...,c,, como arbitrarias, entdo a equacao (5.2.10) inclui
todas as solugoes do sistema (5.2.3) e a chamamos solugao geral. Qualquer conjunto de solu-
coes M. 2™ da equagao(h.2.3) que seja linearmente independente em cada ponto do intervalo
a <t < 3, éum conjunto fundamental para esse sistema.
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Demonstragdo: Vamos mostrar que dada qualquer solucio ¢ da Eq.(5.2.3), é(t) = c;z® +
...+ ¢,z™ para valores apropriados ¢, ..., c,. Seja t = t, algum ponto do intervalo a < t < f.
E seja & = ¢(ty). Queremos determinar se existe alguma solucdo da forma c;z™ + ... + ¢,z que
também satisfaga a condigao inicial z(tg) = £&. Em outras palavras queremos saber se existe valor
c1,...,Cp Para 0s quais

axW(ty) + .. 4 cur™(ty) = ¢ (5.2.11)

ou em forma escalar,

Clxn(to) 4+ ...+ Cnﬂfln(to) = 51
: (5.2.12)
Cl$n1(t0> 4+ ...+ Cnmnn(to) = fn

A condigdo necesséria e suficiente para que as equagoes do sistema (5.2.12) possua unica solu-
¢ao ¢q,...,c, € exatamente que o determinante da matriz dos coeficientes, que é o wronskiano
WizW, ... 2™](ty) # 0. Por hipétese 2V, ..., 2™ sdo linearmente independentes em todo o in-
tervalo a < t < 3, o que garante que W[z™, ... 2™)](ty) # 0 e, portanto existe uma unica solucio
da Eq.(5.2.3) da forma a x = c;z™ + ... + ¢,z que também satisfaz a condicdo inicial (5.2.11).
Pelo Teorema da unicidade, essa solucao é identica a ¢(t), logog(t) = c;z™ + ... + ¢,z [

Teorema 5.2.4. SexzW, ... 2™ sdo solugées de (5.2.3) no intervalor o < t < 3, entdgo Wz™, ... 2]
ou € identicamente nulo ou nunca se anula nesse intervalo.

A importancia deste Teorema, deve-se ao fato dele nos livrar de examinar o W[z(® ... 2]
em todos os pontos do intervalo de interesse e nos permite determinar se W[x(l), . ,:U(”)] forma
um conjunto fundamental de solugdes simplesmente calculando-o em qualquer ponto conveniente
desse intervalo.

O préximo teorema garante que o sistema (5.2.3) tem pelo menos um conjunto fudamental de
solugoes.

Teorema 5.2.5. Sejam

1 0 0
0 1 0
€1 = 0 , €2 = 0 ). , €n = 0 )
0 0 1
além disso,suponha que zV, ... 2™ sdo solucées do sistema (5.2.3) que satisfaz as condigoes ini-
c1ats
e () =el,... 2 (ty) = e" (5.2.13)
respectivamente, onde ty € wm ponto qualquer do interevalo a < t < 3. Entdo M, ... 2™ formam

um conjjunto fundamental para o sistema (5.2.3).
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Demonstracao: O Teorema da existéncia e unicidade garantem as solucoes =M, ..., 2. E
facil ver que o wronskiano dessas solugoes é igual a 1 quando ¢ = ty; portanto é um conjunto
fundamental de solucoes.

Uma vez encontrado o conjunto fundamental de solugdes, pode-se gerar outros conjuntos,
formando-se outros conjuntos linearmente (independentes) do primeiro conjunto. Para fins tedri-
cos, o conjunto dado por este teorema é em geral, o mais simples possivel. |

5.3 Sjstema de Equacoes Homogéneos com coeficientes Cons-
tantes

Vamos trabalhar nesta seccao sistemas lineares homogéneo com coeficientes constantes, ou seja,
sistemas da forma

= Az (5.3.1)
onde A é uma matriz n x n. A menos que se diga o contrario, todos os elementos de A sdo niimeros

reais (e ndo complexos).
Se n =1, o sistema se reduz & uma unica equacao de primeira ondem

dv_ ax (5.3.2)
dt

cuja solucao é x = ce™

O caso n = 2 tem uma importancia particular e permite uma visualizagao no plano x;xs, cha-
mado plano de fase. Se fizermos Az em um grande ntimeros de pontos e tracarmos o grafico dos
vetores resultantes, obteresmo um campo de vetores tangentes & solucao do sistema de equacoes
diferenciais. Um grafico que ilustra uma amostra representativa de trajetérias para um sistema
dado é chamado retrato de fase.

Para construirmos a solucao geral do sistema (5.3.1) procederemos de forma andloga ao trata-
mento dado as equacgoes lineares de segunda ordem.

As solugoes procuradas para (5.3.1), sdo solugoes do tipo
x = e (5.3.3)

onde o expoente 7 e o vetor constante £ devem ser determinados. Substituindo o x em (5.3.3), do
sistema (5.3.1), obtemos:
rée™ = Ate

Cancelando o fator nao nulo €', obtemos A¢ = r&, ou

(A—rl)(=0 (5.3.4)
onde I é a matriz identidade de ordem n x n. Dessa forma, para resolver o sistema de equagoes

diferenciais (5.3.1), se faz necessério resolver o sistema de equagoes algébricas (5.3.4). Esta uma
equacao é a que determina os autovetores e os autovalores da matriz dos coeficientes A
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Exemplo 5.3.1. Vamos considerar o sistema
"Wy = 2D () = 2@ (¢
x,(z)( )= (1) 22 () (5.3.5)
@ (t) = —42W (1) + 2?(t)

Na forma matricil, temos
¥ = Ax

o=t =43 = ()

Para que as solucoes sejam mostradas explicitamente, supomos que x = £e" e o substituimos
em (5.3.5). Dai teremos o sistema de equagoes algebricas

() 6)=0) 520

A equacgao (5.3.6) sé terd solucao diferente da trivial se, e somente se, a matriz dos coeficientes for
igual a zero. Isso nos remete a encontrar os valores de r na equagao

onde,

|1_T ] G R (5.3.7)

-4 1-r

Resolvendo (5.3.7) encontramos os autovalores r = 3 e r = —1, Substituindo em (5.3.5)temos,

= DE)-0
(@) )

que escalonado ficara

Dali,
e o autovetor correspondente é
. < 1 ) (5.3.9)
—2
De maneira analoga, pra r = —1, encontraremos o autovetor

) 1
£® = < ) > (5.3.10)

2 (t) = <_12> et x@() = (;) e’ (5.3.11)



O wronskiano dessas solugoes é

3 _
et et

ot 9t = 2e* + 2% = 4¢* (5.3.12)

W(zW], 2@ (t) = ‘

que nunca se anulara. Logo , as solucoes x! e 2 formam um conjunto fundamental de solucoes e
a solugao geral do sistema (5.3.5) serd dada por:

=z () + 2@ (t) = ¢ <_12> e + ¢ (;) et (5.3.13)

onde ¢; e ¢y s&0 constantes arbitrarias.

Vamos proceder como nesse exemplo, para encontrarmos a solugdo para o sistema geral (5.3.1).
Precisamos encontrar os autovalores e os autovetores de A a partir de um sistema algébrico (5.3.4).
Os autovalores 1, ..., 7, que ndo precisam ser distintos sao as raizes da equacao polinomial n

det(A—rl)=0 (5.3.14)

A natureza dos autovalores e dos autovetores associados determinam a natureza da solucao geral do

sistema (5.3.1). Supondo que A é uma matriz real, exixtem trés possibilidades para os autovalores
de A:

1. Todos os autovalores sdo reais e distintos entre se;
2. Alguns autovalores ocorrem em pares conjugados;
3. Alguns autovalores sao repetidos.

Se os autovalores forem reais e distintos, entdo existe um autovetor real ¢V associado a cada
( ~ . . ~
autovalor 7; e os n autovetores £, ... €™ sao linearmente independentes. As solucdes corres-
pondente do sistema diferencial (5.3.1) sdo

g () = eWent | ¢()grat (5.3.15)

Para mostrar que essas solugoes formam um conjunto fundamental, basta calcular seu wroskiano:

EVept . g0
Wz®, ..., 2™](t) = : :
Wty . et
e e
_ 6(1”1+~~~+7“n)t L (5316)
G g

Note:
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« A funcao exponencial nunca se anula;

« Como os autovetores €1 ... ¢™ sio linearmente independentes, o determinante no ultimo
termo da equacao (5.3.16) é diferente de zero. O que implica que o wronsquiano W =
[z, ..., 2(™](t) serd sempre diferente de zero. Portanto, 2™, ... 2 formam um conjunto
fundamental de solugoes. Logo a solugao geral da equacao (5.3.1) sera

z=cEWent 4 4 ¢, £Mernt (5.3.17)

Exemplo 5.3.2. Encontre a solucao geral do sistema

2 O(t) = =320 (t) + 220 (1)
2 O(t) = —220(t) — 2@ (t) + 223 (¢) (5.3.18)
' O(t) = —4zM (1) + 323 (1)

¥ = Az
onde /
' (D (t) -3 0 2 Wt
o=12A0w) |, A=[-2 -1 2|, 2z=[zO
2 G)(t) -4 0 3 z3)(t)

Solugao: Supondo que z = &e™ e substituindo na equagao (5.3.18), teremos o sistema de
equacoes algebricas

—3—r 0 2 & 0
R &Hl=10 (5.3.19)
—4 0 3-1r)\g 0

que sO tera solugao diferente da trivial se o determinante da matriz dos coeficientes for igual a
zero, ou seja
-3 =7 0 2
-2 —1-r 2 |=—1+7r)(F*-1)=0 (5.3.20)
—4 0 3—r

Resolvendo a equacao vamos encontramos r = £1, que sao os autovalores de A.

Para encontrarmos os autovetores associaidos aos autovalores, devemos substituir na equacgao
(5.3.19) os valores de 7.

Para r = 1, vamos obter o sistema

—4 0 2\ /&4 0
—2 =2 2| |&| =10
—4 0 2/)\& 0



que forma escalonada ficara

Dai,

cujo autovetor correspondente é

Para r = —1, temos

escalonando, se tornara

com autovetores correrspondentes

As solucoes da equagao diferencial sao respectivamente,

1

x(l)(t): 1]et, €?=

2

0|e?, ¢©®

1

A solugao geral desse sistema é dado pela expressao

LL’Cl(

1
1
2

1
€t+02 0
1
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0
1
0

(5.3.21)

(5.3.22)

(5.3.23)

(5.3.24)

(5.3.25)

(5.3.26)



5.4 Numero de Ouro: Um modelo continuo de reproducao
animal (Crescimento populacional de escargots)

Vamos tratar nessa sessao, do modelo discreto abordado no capitulo 3, sobre a forma continua,
usando para isto, os sistemas de equagoes diferenciais de primeira ordem.

Vamos retormar ao problema do crescimento populacional dos escargots visto na forma discreta,
dando a ele uma abordagem continua.

Usaremos na dinamica do crescimento populacional de escargots, em trés estagios distintos:
évos (C), jévens (B) e adultos (A), considerando que ndo ha mortalidade em nenhumn estagio.

1. Todo escargot adulto desolva e o faz a cada 4 meses;
Sendo ¢ a quantidade de 6vos vidveis em cada desova, entao

C, = cA, (5.4.1)

é a quantidade de ovos vidveis em um estagio n, em que A, é a quantidade de escargots
adultos na fase n.

2. Um escargot comeca a reproduzir depois de 8 meses;
Sendo B,, a quantidade de jovens em cada estagio n; cada estdgio n corresponde a 4 meses.

Entao:
C,, = (Ovos da desolva dos adultos) + (Ovos da desova dos jéveis que chegaram a faze adulta)

On = CAn_l -+ CBn_l (542)

A,, = (adultos no estégio (n — 1))+ (jéveis que chegaram a fase adulta)
Das equacoes (?77) e (5.4.2) temos

A, =A,_1+ B, (5.4.3)
B,, = (Jévens no estégio (n — 1))

B, =C,1 (5.4.4)
Dessa forma chegamos ao sistema
An = An—l + Bn—l

B, =C, (5.4.5)
Cn = CAnfl +cB,y

Vamos agora transformar esse sistema de equagodes de diferengas, em um sistema de equacoes

diferenciais lineares de primeira ordem. Faremos aqui também uma mudanga de variavel: A, _i:
Adultos na fase (n—1) por (A), B,,_1: Jévens na fase (n—1) por J e C,,_1: Ovos na fase (n—1) por 6.
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Temos da defini¢ao de derivada

dx I (x(t) + Ax) — z(t)

dar  arl At (54.6)
Entao uma aproximacao entre variagoes continuas e discretas é dada por
dr _ Ax
— = — 5.4.7
dt At ( )
No caso especifico em que At = 1, temos
Ax
Dai, podemos associar
dv
E = Tn+1 — Tn (549)
Da primeira equagao do sistema (5.4.5), tiramos que
An - An—l = (An—l + Bn—l) - An—l = Bn—l
Dai, a diferenca
dA
Ay —Ap1=>—=1J (5.4.10)
dt
Da segunda equacao do sistema (5.4.5), tiramos
Bn - Bn—l = Cn—l - Cn—? = C(n—l - Bn—l
Logo, a diferenca
dA
Bn—-B, 1= o 0—J (5.4.11)
E por fim, da terceira equacdo do mesmo sistema (5.4.5), tiramos
Cn - Cn—l = C<An—1 + Bn—l) - Cn—l = C(A + J) —0
E a equagao diferenca
do
Cp,—Ch1 = pri c(A+j)—10 (5.4.12)

Das equagoes (5.4.10), (5.4.11) e (5.4.12) encontramos o sistema de equagoes diferenciais lineares
de primeira ordem que representa o modelo continuo para o crescimento populacional de escargot,
que como veremos a seguir, também tera como um dos autovalores, o nimero de ouro.

df/dt = —0 +cJ + cA
dJjdt =0 — J (5.4.13)
dA/dt = J
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c)
=> ovos jovens adultos

cA 0 J == A

Figura 5.1: Desenho compartimental

que na forma matricial é dada por

= Ax
onde
de/dt -1 ¢ ¢ 0
= \dJ/dt]|, A=|1 -1 0|, z=|J
dA/dt 0 1 0 A

Solugao: Supondo que x = e e substituindo na equacao (5.4.13), teremos o sistema de equagoes
algebricas

—1—r c c & 0
1 —1—-7r 0 &1 =10 (5.4.14)
0 1 -r 53 0

que soO tera solugao diferente da trivial se o determinante da matriz dos coeficientes for igual a
7€ero, ou seja

—1—=r c c
1 —1-7r 0|l=—1"=27"-(1—-0)r+c=0 (5.4.15)
0 1 —r
Resolvendo a equagao vamos encontrar
r=-—1
T-Jiﬂ?%
2

que sao os autovalores de A.
Para encontrarmos os autovetores associados aos autovalores, devemos substituir na equacao
(5.4.14) os valores de r.

Para r = —1, vamos obter o sistema
0 ¢ ¢\ (& 0
1 0 0f]&]=10
01 1/ \& 0
que forma escalonada ficara
1 0 0\ /& 0
1 1 52 - O
0 &3 0
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Dai,

=0
2 (5.4.16)
§2+&3=0
cujo autovetor correspondente ¢é
0
¢ =[-1 (5.4.17)
1
-1+ +v1+4c
Para r = — S temos
-1 —-+v1+4c
_ c c
’ —1—/1+4c 3 X
1 — 0 & =10
0 ) 1—+1+4c & 0
2

Tomando a matriz do sistema e escalonando

Vic+1 1
— - — c c
2 2
] Vvidc+1 1 0
2 2
0 ) 1 Vde+1
2 2
e Troque a linha dois com a linha um
1 B dc+1 B 1 0
2 2
vdc+1 1
— - = c c
2 2
1 Vde+1
0 ! 572

o Multiplique a linha um por (1 + v/4c + 1)/2 e adicione a linha dois

Vidc+1

1
1] —— — = 0
2 2
0 Ve +1 1 0
2 2
0 ] 1 Vic+1
2 2



e Troque a linha trés com a linha dois

viace+1 1

1 — - = 0
2 2
0 ] 1 Vidc+1
2 2
0 Ve +1 1 0
2 2

o Multiplique a linha dois por (1 + v/4c+ 1)/2 e adicione &s linhas um e trés

10 —c
1 Vic+1
2 2

0

Dessa forma o sistema escalonado se tornaréa

10 —c ¢ 0
1—+v1+4c 5; — o
2 0
00 0 &
com autovetor correrspondente
c
6(2) — | —1+VI+4c
2
1
—1—-+v1+44c
Para r = 5 , temos
—14++V1+4c .
- c
2 0
~1+4 1+ 4c . Z _ g
2 0

14+ +/1+4e &
2

Tomando a matriz do sistema e escalonando

Ve +1 1 .
— - c
2 2
1 Ve +1 1 0
2 2
1 V4 1
0 1 S+ (j

(5.4.18)



e Troque a linha dois com a linha um

1 - — 0
2 2
Vic+1 1
—_ = C C
2 2
1 V4 1
0 1 S+ C;

o Multiplique a linha um por (1 — v/4c+ 1)/2 e adicione a linha dois

] Vic+1 1 0
2 2
0 Vidc+1 1
—_— c
2 2
1 V4 1
0 1 S+ C;

0
1 n Vvic+1

+ Multiplique a linha dois por (1 — v/4c+ 1)/2 e adicione &s linhas um e trés

1 0 —c

Dessa forma o sistema escalonado se tornara

1+ 1+ 4c 5; _ g
2 0
00 0 S
com autovetor correrspondente
c
5(3) = —1—7\2/1+W (5.4.19)
1
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As solugoes da equagao diferencial sao respectivamente,

0
W) = | =1 | exp(—t) (5.4.20)
1
c
—1++v1+4
£® = _1+\2/@ exp(JFQHt) (5.4.21)
1
c
—1-v1+4
¢ = [ 2=y eXp(QHt) (5.4.22)
1
A solucao geral desse sistema é dado pela expressao
0 y —1++/I+4c
olt) = er [ =1 | exp(—t) + ey | I | oxp(— YT
1 1
c
1—+v1+4
+ ey | A | exp(—— YT (5.429)
1
u

Esta é a solugao geral da equagdao do crescimento populacional do escargot. Para a solucao
particular devemos usar as condigoes iniciais;

0(0) =0
J(0) =0
ou seja,
0
xo=1| 0 (5.4.24)
Ao

Aplicando, na solucao geral t = 0, teremos

0 y —1+VTHie,

zg = ¢y | —1 | exp(0) + ¢y | ZHHLIHE | exp( 5 )+
1 1
c —— 0
+ ey | TmyIHe exp(_l_zHéLCO): 0| (5.4.25)
1 Ao
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que resultara no sistema

1 1 1
C1 AO
1 -1+ \/1+4C —1—\/1+4C e | = 0 (5426)
0 ; : 3 0
Escalonando a matriz aumentada,
1 1 1 | Ao
1 —14++14+4c —-1-—+/1+4+4c |
2 2
0 c c |
vamos ter
1 0 0 | Ao
Ao
010
| V1 z 4c
000 | ——F=
| v1+4c
Donde podemos tirar que ¢; = Ag, ¢a = \/% ecy = —\/%.
Dessa forma a solugao particular desse sistema e dada por
¥ A y 1+ VItic
o= Ao [ —1 | exp(—t) + 0 hevltie | exp(———————t)—
1 v1-+4c 1 2
c
A 1—v1+4
_ ﬁ ST | exp(——Y T2 (5.4.27)
+ 4c 1
ou seja
vde+1 1 vde+1 1
T T
Apce B Agce
Vidc+1 Vidc+1
ot vde+1 1 Vvde+1 1
() ! 9 9] (Vic+1 1 - 5 o (Vic¥1 1
Jt)| =1 Aoe —_— == Age —_—+ =
A(t) 2 2) pyety 2 2
Vdc+1 Vidc+1
Vdec+1 1 Vvde+1 1
T2 2 T2 2
Aot Aoe Aoe
e _
’ Vic+1 Vic+1
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Observagao:

Podemos obter também a solugao do sistema de uma forma mais simples. Neste caso especifico
podemos reduzi-lo a um sistema de segunda ordem:
Voltemos ao sistema (5.4.13)

df/dt = —0 +cJ + cA

dJ/dt =60 —J (5.4.28)
dA/dt = J
Da soma das duas tultimas equagoes, temos
dA dJ
) 5.4.29
a (5.4.29)

Derivando ambos os lados da igualdade em relacao a t temos

LA 2T do

Temos ainda que:
d2A+d2J At o] dA dJ
at?  dt? dt dt
Ou seja,
d*A  d*J dA dJ
— 4+ ——cA—cJ+—+—=0
a TaE T T
Considerando Y = A + J, obtemos a equacao
d’Y dY
— 4+ — =Y =0 5.4.30
az Tar ¢ (5.4.30)
cujos autovalores sao as raizes do polinémio caracteristico
p(N) =X+ N—c (5.4.31)
ou, seja,
—1+v1+4
A= 2“ (5.4.32)
Ou seja,
—1++v14+4 —1-v1+4
Y = K, exp(+2+ct) + K> eXp(Q—l—Ct) (5.4.33)
Observacgao:

Quando resolvemos o sistema tridimensional do escargot encontramos 3 autovalores distintos e
quando reduzimos a um sistema bidimensional encontramos apenas 2. Acontece que um deles, no
caso A = —1 ¢é a soma dos outros dois, ou seja, o auto vetor proveniente de —1 é o produto dos
autovetores provenientes dos outros autovalores. Isto significa que os autovalores sdo dependentes
mas nao linearmente.
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Outra forma de se obter o sistema continuo

Considerando ainda o sistema discreto
An = An—l + Bh1

Bn = Cnfl
Cn = CAn71 + Canl

podemos tirar

An = An—l + Jn
I = en—l
Qn = C(An_l + OJn—l)
Dai
AnJrl - Anfl - (An - Anfl) =Jn = enfl = CAnfl

Agora, fazendo as aproximagoes para variagdes continuas, isto é

d*A
A1 — A1~ —
+1 LN
dA
A, — A, 1~ —
YT d
Donde podemos tirar
d’A  dA
T A=
FTER

que tem como autovalor o niimero aureo quando fazemos ¢ = 1
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(5.4.36)

(5.4.37)

(5.4.38)

(5.4.39)
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Conclusao

O presente trabalho mostrou a despretensiosa relagao entre a Sequencia de Fibonacci e o Nu-
mero de Ouro, bem como suas principais propriedades.

Vimos também, o problema do crescimento populacional dos escargots, modelado na forma
discreta através das equacgoes de diferencas lineares de segunda ordem, sendo uma das solugoes da
equacao caracteristica, o Numero de Ouro

O principal objetivo deste trabalho foi dar uma abordagem continua, ao problema do cres-
cimento populacional dos escargots, através das equacgoes diferenciais lineares de segunda ordem
e dos sistemas de equagoes diferenciais lineares, aparecendo também em sua solucao, o famoso
Nimero de Ouro.
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Apéndice A

Matrizes

A.1 Definicoes e primeiros exemplos

Defini¢ao A.1.1. Uma matriz A consiste em um arranjo retangular de nimeros (reais e comple-
ros) ou elementos, arrumados em m linhas e n colunas. Isto é

a1 aig2 ... QA1n
a91 Q29 ... (QA9p

(A.1.1)
An1 Ap2 ... Qmp

Dizemos que A é uma matriz m x n. O elemento que esta na i-ésima linha e j-ésima coluna
serd denotado por a;;, onde o primeiro indice identifica a linha e o segundo, a coluna.

Definicao A.1.2. Chamamos a transposta da matriz A, a matriz AT, obtida de A, permutando-
se as linhas e colunas. Dessa forma se A = (a;j), entdo AT = (aj;). Além disso, denotaremos
também o complexo conjugado de a;; por @;; e a matriz obtida de A trocando-se todos os elementios
pelos seus respectivos conjugados por A. A matriz A é a conjugada de A. Consideraremos também
a transposta da conjugada, a matriz AT. Chamaremos essa essa matriz de Adjunta de A e serd
denotada por A*.

Exemplo A.1.3. Vamos considerar como exemplo a matriz
5 1—1
A= (2 +5 -2+ z)
Temos estao que:
5 24 51 — 5 141 5 2 —5i
T _ _ *
4 _<1—i —2—1—2’)’ A_<2—5z' —2—2’)’ A<1+i —2—@')’

Trataremos dois tipos especiais de matrizes:
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» As matrizes quadradas, que sao as matrizes onde o niimero de linhas ¢é igual ao nimero de

colunas (m = n). Diremos simplismente matrizes quadradas de ordem n;

o As matrizes colunas, que sao as matrizes do tipo n X 1, ou seja, matrizes que possuem

somente uma coluna. Chamaremos essas matrizes de vetores (ou vetores colunas) e as
denotaremos por letras minusculas em negrito, x, y,....

A.2 Propriedades das matrizes

1.

Igualdade. Duas matrizes A e B m x n sao ditas iguais se todos os elementos correspon-
dentes sao iguais, isto é
aij = by

quaisquer que sejam i e j.

. Matriz Nula. O simbolo 0 sera usado para denotar as matrizes ou vetores em que todos os

seus elementos sdo nulos.

Soma. A soma de duas matrizes m x n A e B, faz-se somando elementos correspondentes:
A+ B = (ai;) + (bij) = (ai; + bij) (A2.1)
Segue da definicao que a soma de matrizes é comutatita e associativa, de modo que

A+B=B+A, A+(B+C)=(A+DB)+C (A.2.2)

Multiplicagao por um Numero. O produto de um nimero complexo «a por uma matriz
A é obtido pela multiplicacao de cada elemento de A por a:

aA = aa;;) = aay; (A.2.3)
As propriedades distibutivas
a(A+B)=aA+aB, (a+p)A=aA+[A (A.2.4)

sao satisfeitas por esse tipo de multiplicacao.
A matriz negativa de A, denotada por -A, é difinida por

—-A=(-1)A (A.2.5)
Subtracao. Definimos a diferenca A-B de duas matrizes m x n da forma:
A—B=A+(—-B) (A.2.6)

Dai,
A — B = (ai;) — (byj) = aij — b (A.2.7)

76



6. Produto de Matrizes. O produto AB de duas matrizes A e B s6 serd possivel se o
nimero de colunas da primeira matriz for igual ao nimero de linas da segunda matriz.
Sendo A = (a;j)mxn € B = (jk)nxr- O elemento da i-ésima linha e j-ésima coluna de C' = AB
é obtido pelo somatoério do produto de elementos da i-ésima lina de A pelos elementos da
j-esima coluna de B Simbolicamente, temos:

Cij = Y Qirby; (A.2.8)
k=1

Pode-se mostrar, através de um célculo direto, que a multiplicio de matrizes é associativa e
distributiva
(AB)C = A(BC), A(B+C)=AB+ BC (A.2.9)

Em geral o produto de matrizes nao ¢ comutativo. Para que os produtos AB e BA existam e
sejam do mesmo tamanho, se faz necessario que A e B sejam quadradas e de mesma ordem.
Ainda assim, os produtos sao em geral diferentes

AB + BA (A.2.10)

Exemplo A.2.1. Para ilustrar o fato de que o produto de matrizes nao é comutativo, vamos
considerar as matrizes

1 =2 1 2 1 -1
A=10 2 -1 B=11 -1 0
2 1 1 2 -1 1

Da defini¢do do produto de matrizes temos

2—-2+4 1+2—-1 —-14+0+1 4 2 0
AB=10+2-2 0-241 0+40-1|=(0 -1 -1
44142 2—-1—-1 —-240+1 7T 0 -1
De forma anéloga, temos que
0 =3 0
BA=1|1 —4 2
4 -5 4

Como queriamos verificar, AB # BA.

7. Multiplicacao de vetores. Sejam dois vetores x e y com n coordenadas. O produto de
xy e dado por

Xy =x'y =) =y (A.2.11)

i=1
O resultado da equagao (A.2.11) é um nimero (real ou complexo) e segue diretamente desta
equacao os seguintes resultados:

xX'y=y'x, x'(y+z)=x"y+x'z, (ax)'y=a(x"y)=x"(ay) (A.2.12)
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8. Matriz Identidade. A identidade multiplicativa ou, simplimente a matriz identidade I, é
uma matriz quadrada onde os elementos da diagonal principal sao iguais a 1 e os demais
elementos sao todos nulos. Dessa forma temos

10 ... 0
01 ... 0
S ) (A.2.13)
00 ... 1
Decorre da definicao de multiplicagao de matrizes, o seguinte resultado
Al =TA=A (A.2.14)

para qualquer matriz quadrada A. Logo, a comutatividade de matrizes é valida, quando uma
delas é a matriz identidade.

9. Matriz Inversa. Uma matriz quadra A ¢ dita invertivel ou nao singular se existe uma
uma matriz também quadrada de mesma ordem B talque AB = BA =1, onde I é a matriz
identidade. Se existe tal matriz B, podemos mostrar que ela é unica. Ela é chamada inversa
multiplicativa de A, ou simplismente inversa e escreve-se B = A™!. Entao

AATT=ATA=1 (A.2.15)

Matrizes que nao possuem inversa, sao ditas nao invertiveis ou singulares.

Existem vérias maneiras de se determinar a inversa A~ a partir de A, supondo sua existéncia.
Uma delas envolve o uso de determinantes. A cada elemento a,; de uma matriz dada, associa-
se o menor complementar M;;, que ¢ o determinante da matriz obtida da matriz original,
eliminando-se a lina 7 e a coluna j, isto €, exclui-se a linha e a coluna que contém o elemento
a;j. Além disso, associa-se a cada elemento a;; o co-fator Cj; definido pela equacao

Cii = (1) My, (A.2.16)
Se B = A~ pode-se verificar que
C.:
b = —Y A21
Y detA ( ")

A desvantagem desse método da equagao (A.2.17), se resume ao fato de ser ineficiénte, porém
torna-se importante por determinar uma condigdo necessaria e suficiente para a inversibili-
dade de A. A é inversivel se, e somente se, detA # 0 Uma maneira mais pratica de se
determinar a inversa de uma matriz A, é através das operagoes elementares sobre as linhas.
Existem trés dessas operacoes:

(a) Permutar duas linhas quaisquer;

(b) Multiplicar uma linha qualquer, por um escalar diferente de zero;
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(¢) Substituir uma linha qualquer, pela soma desta com outra, previamente multiplicada
por um escalar qualquer diferente de zero.

A transformacao de uma matriz por uma sequéncia de operacgoes elementares, é chamado
de redugao por linhas ou método da eliminacao de Gauss. Qualquer matriz nao
singular A, pode ser transformada numa matriz identidade I. Podemos mostrar que se
a mesma sequéncia de opgeragoes for simultaneamente também aplicada em I, a matriz
identidade I sera transformada na matriz inversa A~!. Esse método se mostra mais vantajoso
do que o método do determinante visto anteriormente, pela sua pratificidade e eficiéncia,
bastando para tanto, aplicar a sequéncia de operacoes em ambas as matrizes ao mesmo
tempo, formando a matriz almentada A|I.

Exemplo A.2.2. Vamos encontrar a inversa da matriz

1 -1 0
A=(2 1 3
-1 1 2

pelo método da redugdo por linnhas

Solucgao:
(a) Primeiramente montamos a matriz almentada A|I

0] 100
31010
2 |00 1

(b) Multipliquemos a 1# linha por —2 e 1 e somemos respectivamente as linhas dois e trés,
anulando dessa forma os primeiros elementos da 2% e 3% linha;

]_ _
AnNh=|2 1
-1 1

1

1 -1 0] 1 00
Ah=(0 3 3| -2 10
00 2] 1 01

(¢) Multipliquemos a 2% e 3% linhas por 1/3 e 1/2 respecitivamente por tornar iaguais a 1
os elementos da diagonal principal;

1 -101] 1 0 0
Ah=[0 1 1 | —2/3 1/3 0
00 1] 1/2 0 1/2

(d) Multipliquemos a 32 linha por —1 e somemos a 2% linha;

1 -10] 1 0 0
AH=10 1 0 | =7/6 1/3 —1/2
00 1] 1/2 0 1/2
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10.

(e) Adicionemos a 2% linha a 1* linha, para finalmente encontrarmos

100 | —-1/6 1/3 —1/2
(AlI)=10 1 0 | —=7/6 1/3 —1/2
001 | 1/2 0 1/2
Temos entao que
-1/6 1/3 —1/2
A= |-7/6 1/3 —1/2
1/2 0 1/2

Matrizes de Funcgoes. Vamos algumas vezes, considerar vetores ou matrizes cujos elemen-
tos sdo func¢odes de uma varidvel real t. Denotamos

x1(t) ajn(t) ... a(t)
Xty=| |, An=| : . (A.2.18)
(1) ani(t) .. Gpn(t)

respectivamente. A matriz A(t) é dita continua em t = ¢y ou em um intervalo a < t <
se todos os elementos de A sdo fungoes continuas de ¢t no ponto dado ou no intervalo dado.
Analogamente, A(t) é dita diferenciavel se todos os seus elementos sao siferencidveis e sua

derivada dA/dt é definida por
A g
4 _ (da”> (A.2.19)

dt dt

De forma analoga, definimos a integral de uma matriz de fun¢des por

/a Ayt = ( / ’ aijdt> (A.2.20)

Muitas propriedades do calculo podem ser estendidas para matrizes de fungoes, em particular,

d dA
—(CA) =C(— A.2.21
~(ca) = (") (A2.21)
onde C é a matriz constante p IA 4B
—(A4+B) = — + — A.2.22
dt( +B) dt + dt ( )
d dB dA
a(AB) = AE + EB (A.2.23)
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Apéndice B

Sistemas de Equacoes Lineares
Algébricas; independéncia Linear,
Autovalores e Autovetores

Reveremos nesse Apéndice alguns resultados de Algebra Linear que sdo importantes na solugao
de sistemas de equagoes diferenciais lineares. Todos os resultados aque apresentados dependem
de alguns fatos bdsicos sobre sistemas lineares de equagoes algébricas. Alguns sao facilmente
demonstraveis, outros nao, como nosso objetivo é sustentar os resultados abordados no capitilo 5
sobre Sistemas de Equacoes Lineares de Primeira Ordem, nao daremos indicacao de demonstragoes
em nenhum dos casos.

B.1 Sitemas Lineares de Equacoes Algébricas

Definicao B.1.1. Um sistema linear de equacoes algébricas, € um conjunto de n equagoes algébri-
cas lineares simultaneas em n varidveis

1121 + A2 + ... + ATy = bl

211 + 299 + ...+ ao2nTy — bz

(B.1.1)
Ap1T1 + QpaTa + ...+ App Ty = b3
Podemos ainda escrever o sistema na forma matricial
Ax=Db (B.1.2)

onde a matriz A é uma matriz quadrada de ordem n e o vetor b sao dados e as componentes de
x tem que ser determinado. Quando b = 0 o sistema ¢é dito homegéneo; de outro modo, é dito
nao-homogéneo. Quando a matriz A dos coeficientes ¢é invertivel, ou seja, quando detA # 0, entao
o sistema admitirar uma tnica solugao, que poderar ser obtida, multiplican-se a equerda ambos os
lados da equagao

Ax=Db
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obetendo dessa forma

A 'Ax=A"b
Ix=A"1b
Dai
x=A"b (B.1.3)

O sistema homogéneo Az = 0 quando b = 0 na Equagao (B.1.2), tem apenas a soluc¢aotrivial x = 0.
Por outro lado, se A for ndo-invertivel (singular), ou seja, se detA = 0, entao a solugao da equagao
(B.1.2) ndo existe ou existe, porém nao é fnica. Tendo en vista que A é singular, a inversa A~!
nao existe, de modo que a equagao (B.1.3) nao é mais valida.
O sistema homogéneo

Ax=0 (B.1.4)

além da solucdo trivial, tem uma infinidade de solu¢ées nao-nulas. Ja para o sistema nao homo-
géneo da Eq.(B.1.2), a situa¢do é mais complicada. Esse sistema nao tem soluc¢ao, a menos que o
vetor b satisfaga uma determinada condigao

(b,0) =0 (B.1.5)

para todos os vetores y taisque Ay = 0, onde A* ¢ a adjunta de A. Se a condicdo (B.1.5) for
stisfeita entdo o sistema (B.1.2) tem uma infinidade de soluc¢oes da forma

x=x0 4¢ (B.1.6)

onde x(© é qualquer solucdo da equacdo (B.1.2) ¢ é qualquer solucdo do sistema homogéneo (B.1.4).
Estes resultados sao importantes para classificar as solugoes dos sistemas lineares. Ja para para
a resolucao de um sistema em particular, é melhor em geral, utilizar o método da redugao por
linhas para transformar o sistema em um muito mais simples, do qual a solu¢ao (ou solugoes) se
existir(rem) pode(m) ser detreminadas facilmente.

Para fazermos isso de modo pratico e eficiente, adicionamos o vetor b 4 matriz A como uma
coluna adiconal, formando dessa forma, uma nova matriz, denominada matriz aumentada

a1 ... QAip | bl
Ab= |+ -t | (B.1.7)

ni o Qun | by
A seguir efetuaresmos as operagoes elementares na matriz aumentada, de modo a transformar A
em uma matriz triangular superior, isto €, uma matriz cujos elementos situados abaixo da diagonal

principal sao todos nulos. Uma vez realizado esse procedimento, fica facil verificar se o sistema
tem ou nao solugao, e se tiver, encontrar a solucao.

Exemplo B.1.2. Vamos resolver o sistema
X1 — 21’2 — T3 = 2
21’1 —|— ) —|— T3 = ]_ (B18)

$1—ZEQ+2{L‘3:—1
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A matriz aumentada do sistema é

2 1 1 | 1 (B.1.9)

Vamos agora realizar as operagoes elementares sobre essa matriz, de forma a anular os elementos
abaixo da diagonal principal. Para isso, vamos realizar os seguintes passos:

1. Adicione a linha dois, (—2) vezes a linha um e a linha trés (—1) vezes a linha um, obtendo

1 -2 -1 | 2
0 5 3 | -3
0 1 3 | =3

2. Troque a linha dois com a linha trés

1 -2 -1 | 2
01 3 | -3
05 3 | -3

3. Adicione a linha trés, a linha dois multiplicada por (—5)

1 -2 —1 | 2
01 3 | -3
0 0 —12 | 12
4. Multiplique a linha trés por (—1/12)

1 -2 -1 | 2
0 1 3 | =3
00 1 | -1

A matriz assim obtida, corresponde ao sistema

ZE1—21'2—{E3:2

T2 + 3.733 = -3 (BllO)
I3 = —1
Donde tiramos que 3 = —1, x5 = 0 e 1 = 1, otendo assim
1
z=10
-1

que a solucdo do sistema (B.1.8). Pudemos observar, que a solugdo é unica, sendo portanto a
matriz A invertivel.
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B.2 Independéncia Linear

Definicdo B.2.1. Um conjunto de k vetores M 2@ .. 2®) ¢ dito linearmente independes
se eziste um conjunto de nimeros (complexos) cy,cy ...,y tais que a equagao

M +cz® 4+ 4 ga® =0 (B.2.1)

tem solugao, se ¢y = ca = ..., = ¢t = 0. Quando a equagao (B.2.1) tem solugao para cq,co, ..., cy
nem todos nulos, estdo o conjunto de k vetores serda chamado linearmente dependentes.

Vamos considerar um conjunto com n vetores, cada um deles com n componentes. Seja z;; =
2% a i-ésima componente do vetor x7 e seja X = (x;;). Entdo, a equagao (B.2.1) pode ser reescrita
sob a forma

xgl)cl + x(lz)CQ +...+ x(ln)cn T11C1 + X12C2 + ... + T1pCp
) — : =Xc=0 (B.2.2)

xg)cl + xELZ)cQ +...+ x;”)cn Tpi1Cl + TpaCa + ... + TppCy

Caso detX # 0, a equacao (B.2.2) terd ntnica solugao se ¢ = 0, mas, se detX = 0, existem solu-
¢oes nao nulas. Dai podemos concluir que o conjunto de votores ), 2 ... z(*) é linearmente
independente se, e somente se, detX £ 0

Exemplo B.2.2. Determine se os vetores

1 2 —4
D=1, 2@=|o0]| = 2®=[-2 (B.2.3)
2 -3 ~7

sao linearmente independentes ou linearmente dependentes. Se forem linearmente dependentes,
encontre uma relacdo linear entre eles.

2) 3

Para determinarmos se ™), 2?23 sio linearmente dependentes ou linearmente independen-
tes, procuramos as constantes ¢y, ¢y € cg tais que

c1z 4 cox® + e32® =0 (B.2.4)

A equacao (B.2.4) também pode ser escrita

1 2 -4\ (o 0
—1 0 =2||el|l=|0 (B.2.5)
2 =3 13) \¢e 0

que sera resolvida através de operagoes elementares sobre as linhas da matriz aumentada

1 2 —4 |0
-1 0 -2 10 (B.2.6)
2 -3 13 | 0
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1. Adicione a primeira linha 4 segunda linha e (—2) vezes a primeira linha a segunda linha para

obter
1 2 —4 10
02 6|0
0 -7 21 | 0
2. multiplique e segunda linha por 1/2
1 2 -4 |0
01 -3 0
0 -7 21 | 0

Obtendo dessa forma o sistema equivalente

420 —de; =0
{Cl 2 = des (B.27)

Cy — 303 =0
Da segunda equagao do sistema (B.2.7), tiramos que ¢a = 3¢ e substituindo o valor de ¢, na
primeira equagao do mesmo sistema, encontramos ¢; = —2c3. Logo, podemos resolver o sistema

em ci, ¢y e c3, sendo cg arbitrario. Escolhendo por conveniéncia, c3 = 1, temos que ¢ = 3 ¢
¢ = —2 e a equagao (B.2.4) se tornara

M 432 — 220 = (B.2.8)

e os vetores dados sao, portanto linearmente dependerntes.

De um modo alternativo, podemos calcular o det(x;;), cujas colunas sdo as componentes de

x!, 2% e 23, respectivamente. Daf calculando

1 2 -4
det(z;;)=|-1 0 —-2/=0-8-12—-6+26=0
2 =3 13

2) 3)

Logo, podemos concluir que 2V, 23 e 2 sio linearmente dependentes. No entanto, se ainda
necessitarmos encontrar os valores de ¢;, ¢z e c3, teremos que precisar resolver a equagao (B.2.7)

para encontra-los.

O conceito de dependéncia e independéncia linear visto pra vetores, pode ser estendido para
um conjunto de vetores de fungoes (M (¢),. .., 2*)(t) definidas em um intervalo a < t < §.
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B.3 Autovalores e Autovetores

A equacao
Ax =y (B.3.1)

pode ser vista como uma transformagao linear que leva (ou transforma) um vetor dado x em
um novo vetor y. Vetores que levados em multiplios de si mesmo, sdo importantes em varias
aplicagoes. Fazendo y = Ax, onde X\ é um fator escalar de proporcionalidade, encontraremos tais

vetores através das equacoes
Ax = \x (B.3.2)

. (A —M)x =0 (B.3.3)

Desta tultima equacgao, podemos depreender que ela tera solugdo nao nula se, e somente se, A for
escolohido de modo que

det(A — \I) =0 (B.3.4)

Os valores de A que satisfazem a Eq.(B.3.2) sdo chamados de autovalores da matriz A e as
solugoes ndo nulas correspondentes das Eqgs. (B.3.2) e (B.3.3) obtidas atraves dos valores de A, sdo
chamados de autovetores correrspondentes associados a um determinado valor de .

Exemplo B.3.1. Seja A uma matriz 2 x 2, vejamos como fica as equagoes (B.3.3) e (B.3.4)

A equacao (B.3.3) se tornard

ain — A ai 1 0
< 91 Q99 — )\> <x2> - <0> (B.3.5)

(Clll - )\)(CLQQ — )\) — 2112 = 0 (B36)

ea (B.3.4)

Veremos agora um exemplo ilustrado, de como encontrar os autovalores e os autovetores.

Exemplo B.3.2. Encontre os autovalores e ou autovetores da matriz

A= (f ;) (B.3.7)

Os autovalores A e os autovetores x satisfazez a equagao (A — A\I) = 0, ou seja

2—A 1 Ty 0
() ()= 6) ©25
Os autovalores sao as raizes da equacao

=A=1-1=0 (B.3.9)

det(A—)\I):‘ZI)\ 2ix‘
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Resolvendo a equagao, encontraremos os valores A\y =3 e Ay =1
Para encontrarmos os autovetores x, substituimos os valores de A na equagao (B.3.8) para cada

valor encontrado.
1 1 1) 0
(1 1) ()-@ (B.3.10)

Para A = 1, temos
Escalonando a matriz, encontraremos x; + x5 = 0, ou seja, r1 = —x3. Se Ty = ¢, entdo r; = —c e
o autovetor associado a A = 1 sera

<_CC> = <_11> . c#£0 (B.3.11)

Em geral nao usaremos a constantes arbitraria ¢, ao encontrar os autovetores. Dessa forma escre-

veremnos
M = <_11> (B.3.12)

<_11 —11> () - <8> (B.3.13)

Escalonando a matriz, encontraremos x; — xo = 0, ou seja, x1 = T9. Se Ty = ¢, entdo ;1 =ce o

autovetor associado a A = 3 serd
) —c(} £0 (B.3.14)
=cly) c 3.

@ _ G) (B.3.15)

Ja para A = 3, temos

Desprezando a constante ¢, teremos
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