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Resumo

Este trabalho vem propor estratégias de tratamentos quimioterapicos que tém
como objetivo minimizar o tamanho da populagido de células tumorais — composta
de células resistentes e sensiveis ao fdrmaco — e a toxidez decorrente da aplicagéo
do firmaco. Para este fim foi utilizada a teoria de Controle Otimo Deterministico,
levando em consideragéo fungdes genéricas de crescimento celular. Os resultados mos-
traram que a aplicagdo de concentragao maxima do farmaco € uma estratégia presente
em todos os casos analisados, sendo a linica estratégia dtima em certos casos. Trata-
mentos cuja aplicacio de firmaco depende da populagio de células tumorals também
mostraram ser 6timos em alguns casos, ao passo que a alternancia de concentragao
maxima e repouso mostrou ser subdtima em certas circunstincias ou uma estratégia

alternativa na falta de solugbes dtimas.

Abstract

A system of differential equations for the control of tumor cells growth in a
cycle-nonspecific chemotherapy is presented. Drug resistance and toxicity are also
taken into account. The aim of the control is to minimize the final tumor level and
the toxicity. The analysis resorted to the Optimal Control Theory and the results
showed that maximum drug concentration featured in all treatments ~ in some cases
it was the sole optimal strategy. Treatments dependent on tumor level were also
optimal whereas alternating maximum drug concentration and rest periods proved

to be suboptimal or an alternative strategy when there is no optimal solution.
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Introducao

Muito esforco tem sido despendido nos dltimos tempos com o objetivo de al-
cangar a cura ou, pelo menos, o controle do crescimento de células cangerigenas. Dois dos
métodos comumente utilizados para isto sdo quimioterapia e radioterapia. O primeiro
consiste na injecdo de uma droga especifica no corpo do paciente a fim de eliminar as
células cancerigenas. O segundo método elimina as celulas cancerigenas através de irra-
diagées. Em ambos os casos é comum fazer-se uso do chamado tratamento fracionado,
qual seja, a droga ou irradiagédo sio aplicadas em intervalos de tempo e com dosagem
pré-determinados. A determinagio desses dois itens, frequéncia de aplicacdo da droga
e dosagem, fatores essenciais ao éxito do tratamento, geralmente sio obtidos através de
modelos bioestatisticos que, por sua vez, utilizam o conceito de fragio de sobrevivéncia.
Uma melhor compreensao dos efeitos do tratamento nas células cancerigenas levou & com-
plexificacao desses modelos {ver Swan {27] para uma resenha desses modelos).

Contudo, recentemente, no tocante a quimioterapia, a injegao continua de droga
(que na prética € exequivel através de bombas portateis [9]) tem apresentado vantagens
sobre o tratamento fracionado e isso se constata pelo aumento de expectativa de vida do
paciente, bem como a redugéo da toxidez e de outros efeitos colaterais da quimioterapia.

A luz desse fato, Swan e Vincent [33] propuseram pela primeira vez que o
problema da escolha de um tratamento quirnioterapico fosse modelado por intermédio de
um problema em Controle Otimo Deterministico. Para isso, a dindmica das células sob
efeito da droga foi modelada por um sistema dindmico (no caso , uma equagio diferencial
ordindria) e a esse sistema foi atribuida uma performance a ser minimizada (no caso, a
quantidade de droga injetada no paciente). Em outras palavras, o problema poderia ser
formulado da seguinte maneira: qual deve ser o tratamento (isto é, de que maneira deve-se
efetuar a injecio de droga) a fim de que num determinado intervalo de tempo o tumor
atinja wm nivel pré-fixado e a concentra¢ao de droga injetada seja a menor possivel, dado
que o nimero de células tumorais evolui conforme um comportamento pré-determinado.
Vérios trabalhos foram publicados nesta area, abrangendo diversas dinamicas de células
tumorals e diversos critérios (ver Swan [32]).

Dentro deste contexto, este trabalho tem como objetive propor politicas ou

estratégias de tratamentos quimioterdpicos, quando as células tumorais obedecem a uma



certa classe de fungdes de crescimento e possuem a propriedade de desenvolver resisténcia
espontanea ao efeito da droga como resultado de uma mutagdo que consiste na troca
permanente de material genético. A importancia da resisténcia bioquimica reside no
fato de que é uma das principais causas de fracasso dos tratamentos quimioterapicos.
A despeito de sua importancia, poucos foram os trabalhos que incluiram explicitamente
esta resisténcia em suas modelagens no contexto de Controle Otimo (ver Swan [32] para
resisténcia induzida pela droga, Martin et al. [16] para resisténcia espontinea).

A abordagem da resisténcia celular neste trabalho segue as idéias propostas por
Skipper [23] e a modelagem da evolugdo das células tumorais incluindo a resisténcia, é
baseada no trabalho de Vendite [35], onde é feita uma andlise do comportamento do tumor
sob a atuagio de alguns tipos de tratamento quimioterapico, com intuito de se obter a
minimizagao das células tumorais.

O objetivo deste trabalho é encontrar um (ou mais) tratamento que satisfaca ao
critério pré-estabelecido de minimizacio das células tumorais e da quantidade de droga
injetada no paciente, isto &, minimizacao da toxidez. Nos casos em que nao foi possivel de-
terminar tratamentos étimos, procuramos fazer comparagoes entre tratamentos plausiveis
(sugeridos pela lei de controle). E importante ressaltar que os modelos utilizados neste
trabalho sdo de natureza qualitativa, objetivando determinar a natureza qualitativa de
uma possive] estratégia 6tima para o tratamento quimioterdpico. Portanto, os resultados
obtidos dizem respeito ao comportamento do tumor sob efeito do tratamento proposto,
sem no entanto, especificar valores numéricos aos parametros do modelo.

Separamos em capitulos a analise de cada modelo estudado:

No capitulo 1 s&o apresentadas as etapas de modelagem do problema de trata-
mento quimiteorapico em termos de Teoria de Controle Otimo que foram utilizadas no
decorrer do trabalho. Consistem na formulacio matematica do crescimento tumoral sem
a presenca da droga, do efeito da droga nas células tumorais e por fim, na formulacdo dos
critérios a serem seguidos pelo tratamento.

Em posse do material coletado no capitulo 1, passa-se & resolugdo do problema
de Controle Otimo nos capitulos subsequentes, onde a resolucio consiste em encontrar
um tratamento quimioterdpico étimo que satisfaz um determinado critério. Uma carac-
teristica comum a todos os problemas abordados neste trabalho € a resisténcia celular

espontanea ao efeito da droga.
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Na parte final do trabalho (conclusio) fizemos uma andlise comparativa entre
os tratamentos propostos nos capitulos anteriores com intuito de esclarecer as causas das
diferengas existentes entre os tratamentos. Desta forma, pretendemos delinear algumas
caracteristicas qualitativas de tratamentos quimioterdpicos a serem possivelmente utiliza-
das na determinagio de tratamentos quimioterapicos 6timos em modelos mais complexos.

Finalmente alguns esclarecimentos sobre o sistema de referéncia e termos
técnicos adotados neste trabalho: as expressdes matematicas estao numeradas de acordo
com o capitulo em que se encontram; os teoremas, lemas € proposicoes estao numerados de
acordo com as suas respectivas ordens de aparicio dentro de cada capitulo, independente
da numeragio deste. Por isso as referéncias a estes itens entre capitulos sio do tipo, lema
+ do capitulo #*, etc; os termos droga e fdrmaco sao usados indistintamente.

Em relagéo ao tema proposto procuramos fazer um levantamento bibliografico
exaustivo dentro das possibilidades oferecidas em nosso ambiente de pesquisa. De qual-
quer modo, por precaugdo, os trabalhos foram enviados para publicagido em revistas es-
pecializadas, sendo que um deles (referente ao capitulo 2} ja foi publicado no IMA -
Journal of Mathematics Applied in Medicine and Biology e o capitulo 3, com sua revisao
aceita, estd para ser publicado na mesma revista. Os capitulos 4 e 5 foram submetidos
a revista Mathematical Biosciences. Esta foi a forma encontrada para garantirmos sua

originalidade e relevancia.
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Capitulo 1

Controle Otimo Aplicado a Tratamentos
Quimioterapicos

Um nimero crescente de trabalhos clinicos em quimioterapia tém tratado da
injecdo continua de firmaco na regiao tumoral-designada por quimioterapia “regional”.
A terapia apresenta vantagens dentre as quais pode-se citar o aumento da expectativa de
vida do paciente, reducio da toxicidade e de outros efeitos colaterais da quimioterapia.

As técnicas da teoria de controle 6timo em engenharia parecemn prover uma
abordagem adequada para examinar os modelos tedricos que lidam com injegdo continua
de fdrmaco. O intuito desta abordagem ¢é determinar uma (ou vérias} “estratégias” étimas
de injegdo de farmaco. No decorrer do trabalho define-se mais precisamente o que significa
o termo “estratégia” otima.

A fim de fundamentar o emprego do controle 6timo na quimioterapia, apresen-
tamos brevemente no presente capitulo os seguintes aspectos do problema: Modelos de
Crescimento Tumoral, Efeitos do Farmaco no Crescimento Tumoral, Critérios de Perfor-

mance do Farmaco.

Esses topicos serdo desenvolvidos a seguir.

1. Modelos de Crescimento Tumoral

Para se usar a teoria de controle 6timo é necessario um modelo matematico
que descreva o crescimento das células tumorais. A escolha de tal modelo é um processo
delicado, ji que os modelos existentes sio oriundos de estudos empiricos ou ajuste de
curvas, ou tedricos, ainda nao conclusivos.

Neste trabalho os modelos matematicos consistirdo em equagdes diferencais or-
dindrias onde a variavel dependente serd o nimero de células tumorais e a variavel in-
dependente serd o tempo. Frequentemente, os parametros envolvidos nas equagdes sé
podem ser calculados através do ajuste do modelo aos dados reais do tumor.

A seguir descrevemos brevemente os principais modelos simplificados de cresci-

mento celular.



Modelo de Gompertz
O crescimento tumoral segundo Gompertz € dado pela seguinte equagao dife-
rencial ordinaria:
dL L

== —alLln (E) L(0) = Ly (1.1)

onde L(t) é o numero total de células e # o valor de saturagédo do tumor, i.e., quando
L =0, e @ uma constante com dimensio tempo™'. Simpson-Herren e Lloyd [22] usam a
equagio de Gompertz para descrever nove tipos de tumor experimental, e uma aplicagao
clinica é dada em Sullivan e Salmon [25] para a cinética do crescimento do tumor em
Meloma IgG muiltiplo. Swan [32] argumenta que ndo hi consenso quanto a medigao do
nivel de saturagao #. Discussdes sobre a aplicagdo e simulagdo do modelo de Gompertz
em Meloma miultiplo podem ser encontrados em Aroestry at al. [2]. Outras referéncias
sobre a aplicacdo do modelo de Gompertz sdo dadas em Swan [32] (p. 240).

Entretanto, védrios autores (Zietz e Nicolini [38], Eisen [10]) argumentam que
néo existe um embasamento para o uso convencional do modelo de Gompertz, sendo sua
aceitacdo geral e uso, uma representacdo conveniente.

A equacdo de Gompertz pode ser integrada através da transformacio de

g

variaveis y = fn(z), gerando

L(t) = L(0) exp [ii—”(l - exp(—at))}

onde Ag = aln( ) A populagio tende assintoticamente a L{0)exp (1—4—0) quando
o

t — oo,

¢
L(0)

Modelo Logistico

A equacéo diferencial

fi—f =al —bL* L(0) = Lo (1.2)

é conhecida por equagio logistica. Rashevsky [19] parece ter sido o primeiro a utilizi-la em
pesquisa de tumores cancerigenos. A sua derivagao resultou das suposigdes de crescimento
exponencial e inibigdo mdtua do crescimento — caracteristicas bioldgicas plausiveis. O

mecanismo biolégico responsavel pela desaceleragdo em (1.2) € a inibicdo matua ou de



massa do crescimento. De Wys [8] discute a caracteristica do retardamento do crescimento
do tumor com o aumento da massa deste.

Outra maneira de analisar {(1.2) é a seguinte: o termo a representa o excesso
da taxa de nascimento sobre a taxa de mortalidade. Supondo que o fator limitante seja
a presenca de uma substincia téxica ou inibitoria de crescimento e que ela se difunda
livremente no meio celular, uma dada célula detecta o efeito téxico acumulativo de todas
as L células. Entao, o efeito toxico sobre uma célula é proporcional a L e assim o efeito
total sobre as L células é L vezes o efeito sobre uma célula, e portanto, proporcional a

L?, o que sugere o termo bL2.

Extensdo do modelo logistico

Um modelo mais abrangente que o logistico € proposto a seguir:
% =al —-bL7 L(0) =L, (1.3)
Quando 1 < v < 2 a curva gerada por {3) é rapidamente crescente e pode ser apropriada a
modelagem de tumores que possuem crescimento rapido, como leucemia aguda e linfoma.
Para valores de 4 > 2, as curvas sdo apropriadas para tumores de crescimento lento {exs.,

adenocarcinoma do célon e pulmaéo).

Modelo de Cox-Woodbury-Meyers
Este modelo consiste na seguinte equacao diferencial

dL

o= leL/{1+ BL)] —~L L{0) =Ly (1.4)
onde «a, 3,7 sdo constantes e L o mimero de células do tumor em cada instante . Este
modelo foi confrontado com os dados obtidos em animais, mas seu resultado foi positivo
somente na média ¢ nao no plano individual dos experimentos. Infelizmente o modelo nao
foi ajustado para nenhum caso de dados humanos.

Segundo Swan [27], @ é a taxa intrinseca de crescimento do tumor quando to-
das as células estdo em fase; f é um parametro que dé a medida da taxa de secregdo
celular de uma molécula inibitéria, seu volume de distribuicio e sua taxa de degradagdo
ou excrecdo. A morte de células tumorais € representada pelo temos vL. A solugao de

o — 5
1.4} tende a L™ = )
(1.4) 5y




2. Efeitos do Farmaco no Crescimento Tumoral
Uma possivel maneira de se modelar a taxa de mortalidade das células sob efeito
do farmaco ¢ acrescentar um termo de perturbagao do crescimento tumoral nas equagées

do itern anterior:

Efeito Linear
b= kul . (1.5)

Este efeito esta relacionado com o conceito “log-kill” desenvolvido por Skipper et
al. [24], que sugere que a taxa de mortalidade devido ao farmaco depende da concentragao
deste no local onde reside o tumor e dada uma dosagem de droga, esta elimina uma fracao
constante das células, independente do seu tamanho populacional. A representacao deste
efeito é dada por (1.5}, onde k é uma quantidade com dimensao tempo™ e concentragio™
e u € a concentracdo de droga no tumor.

Informacéio sobre a concentracdo u(f) nio é imediatamente disponivel e por-
tanto, uma suposigdo propde que u(t) seja aproximada pela concentragiao da droga in-
jetada no paciente. A hipdtese do efeito linear parece nao ter sido testada em tumores
clinicos, onde a resisténcia a droga pode induzir um decrescimento do fator de eliminagao

das células.

Efeito de Saturacao

Este efeito é baseado nas seguintes propriedades bésicas: se o efeito da droga
pode ser medido continuamente num individuo, entdo, ao passo que a concentracdo da
droga aumenta sem limite, o seu efeito deve tender a um valor maximo. Por outro lado,
quando ndo ha droga, o efeito é nulo. Uma possivel representacio para este tipo de

saturacao pode ser da forma:
f(lu

I(g +u
onde K, e K sdo constantes positivas e u a concentracio do farmaco. Justificativas para

seu uso em aplicagbes in vive podem ser encontradas em Holford e Sheiner [13].
E importante salientar neste ponto que supde-se que haja uma mistura ins-

tantinea da droga com o plasma e que esta se desloca para o sitio tumoral sem retardo.
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3. Critérios de Performance do Fiarmaco

Os critérios de performance vém prover um significado formal a4 melhor maneira
de se controlar um crescimento tumoral. Qu seja, quer-se controlar o crescimento através
da realizagio de um certo critério. Para tornar a idéia mais clara, segue um exemplo:
objetiva-se reduzir o tumor a um tamanho pre-determinade no menor tempo possivel,
isto é, o controle do crescimento tumoral tem que ser feito o mais rapidamente possivel
{critério). Qutros exemplos poderiam poderiam ser fornecidos. Assim, o tipo de controle

val depender do critério a ser adotado.

Quantidade de Farmaco Injetada
Supondo-se que a concentracido do farmaco no sitio tumoral seja aproxima-
damente igual a taxa de injecdo do farmaco no instante ¢, u(t), este critério pode ser
formulado como -
J ZL u(t)dt
onde T é a duragdo do tratamento. Este critério pode ser utilizado como indicador da

toxicidade provocada pelo farmaco.

Nimero de Células Tumorais e Normais
A quimioterapia ndo s6 elimina células tumorais, como as normais também.

Um critério seria a minimizagio das células tumorais, i.e.,
. T -
Ji = Li(t), ou equivalentemente, J :/ Li(t)dt
A _
ou maximizagdo das células normais, i.e.,
T,
Jo = Ly{t), ou equivalentemente, J, = / Ly()dt .
o

E importante observar que num tratamento quimioteripico estes dois critérios

sao conflitantes (Zietz e Nicolini {38]).

Extensédo do item anterior
Ao longo de um tratamento existe um custo, em termos da satide do paciente,

que se reflete na redugdo de células normais em decorréncia da aplicacdo da droga (e
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como consequéncia, uma maior suscetibilidade a infecgdes) € ao nimero elevado (devido
a dindmica de crescimento celular) de células tumorais.

Um critério similar ao anterior que leva em consideragio este custo, requer a
maximizagao do excesso de células normais acima do nivel Af; e a minimizacao de células
tumorais abaixo de um nivel M;. Critérios que levam em consideracdo estes fatores podem

ser dados por:

n= (La(t) ~ M)t

Jy = fOT(LQ(f) — M,)dt .

Critério envolvendo células tumorais e firmaco
Um critério envolvendo células tumorals e firmacos pode ser escrito da seguinte
forma genérica:
J= /:(w(L) + pud)dt |
Esta escolha é motivada pelo fato de que o integrando deve conter contribuigées
da populagio L(?) (veiculadas através do termo w(L)) e do férmaco u(t). O segundo termo
reflete um peso no custo do controle que pode ser penalizado infinitamente. Entretanto,

Swan [26] argumenta que »? ndo possul um significado bioldgico plausivel.

Caso especial do item anterior

J= /:((1 - %)QJF@IU?)& .

A minimizagdo deste funcional requer que o excesso de tumor acima do nivel L,

Seja o critério

(nivel minimo de tumor que pode ser diagnosticado) seja minimizado. Como o tratamento
tem como um de seus objetivos diminuir as células tumorais, os clinicos argumentam que
o tumor deveria ser reduzido ao nivel Ly, uma vez que abaixo deste nivel a sua medigao
néio € mais possivel. Swan [30] argumenta que a razado Ly/L € proposta para assegurar que

as contribui¢bes numéricas do primeiro termo nio se sobreponham as do segundo termo,



Penalizagao linear para quantidade de droga e células tumorais
Swan [26] argumenta que deve haver um compromisso entre a droga injetada
(toxidez) e o nivel de células tumorais. Para isso, propde uma forma linear de critério que

penaliza a quantidade droga e o tamanho do tumor:
T
J= f (au(t) + bL(t))dt a,b>0.
0

Ao contrario do item anterior, neste caso os termos do funcional sido lineares
emu e L, ndo havendo objetivo de manter o tamanho do tumor em torno de um valor

pré-fixado.

4. Problema de Controle Otimo Deterministico em Quimiote-
rapia
A obtencio de tratamentos quimioterapicos 6timos pode pode ser formulada

como a solugao do seguinte problema em Controle Otimo Deterministico:
Ngn J(L, Lo, u)

sujeito a
dL
S=oD~hwl L) =L

onde g,k e J sdo escolhidos, dentre outras possibilidades, dos itens 1, 2 e 3 respectiva-
mente.
O ferramental matemadtico utilizado neste trabalho para determinar a solugdo

deste problema de Controle Otimo Deterministico foi o Principio do Minimo de Pontryagin

(131, [4])-
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Capitulo 2

Tratamentos Quimioterapicos Otimos com
Resisténcia ao Farmaco e Limite de Toxidez

1. Introducao

Em muitas situagdes préiticas é necessdario controlar o crescimento de certas po-
pulagbes usando alguma espécie de tratamento quimico. Em quirnioterapia, por exemplo,
almeja-se controlar o ntmero de células tumorais nos pacientes e por razoes de seguranca
de saude, deve-se recorrer a um uso adequado das drogas envolvidas. Entretanto, entre os
varios aspectos que dificultam a obtengio de uma resposta satisfatdria para este problema
estdo a falta de conhecimento detalhado acerca da eficacia das taxas de mortalidade in-
duzidas pela droga, do processo de resisténcia celular a droga, e de modelos satisfatérios
de crescimento celular.

A fim de tentar entender como estes aspectos estdo relacionados, consideramos
um modelo compartimental simplificado no qual as células tumorals a serem controladas
sdo compostas de unidades sensiveis a droga e resistentes a droga, sendo esta resisténcia
adquirida através de mutagio espontanea a uma certa taxa. O aspecto da resisténcia é
relevante visto que é considerado como um dos principais complicadores dos tratamentos
quimioterdpicos (ver Goldie et al. [11], Skipper [23]). O tratamento em si consistira na
injegdo continua de uma droga nio-ciclo-especifica (isto é, elimina as células cancerigenas
independentemente da fase do ciclo de vida em que elas estiverem). O suporte clinico
para o tratamento continuo e suas vantagens sobre o tratamento com injegio discreta
de droga podem ser encontrados em Dorr et al. [9] e Shepard et al. [21]. Swan &
Vincent [33] elaboraram a primeira anélise tedrica que demonstrou a viabilidade, para
tumores em seres humanos, de tratamentos quimioterapicos continuos como alternativa
para protocolos quimioterdpicos usuais, Outros trabalhos clinicos a favor de tratamentos
continuos em quimioterapia sio fornecidos por Swan [32]. O modelo serd suficientemente
genérico para compreender varias taxas de crescimento celular e mortalidade induzida

pela droga que sdo utilizados na teoria de tratamentos quimioterdpicos.



2. Modelo de Crescimento Tumoral Submetido a
Tratamento Quimioterdpico

Antes de exibir o modelo matematico de crescimento tumoral submetido a um
tratamento quimioterapico que consideraremos neste capitulo, explicitaremos as hipéteses
biologicas sob as quais €le serd derivado:

a) o tumor é considerado como uma populagio de células que cresce de forma
homogénea, isto é, nao depende da posigao da célula no interior do tumor.

b} o tumor consiste também de células resistentes a droga, cujo crescimento
depende do tamanho de sua prépria populagéo, bem como do tamanho da populagao das
células sensiveis. Este ultimo tipo de dependéncia deve-se & mutagio espontanea aleatéria
das células sensiveis, tornando-se resistentes durante a fase de mitose, que ocorre segundo
uma probabilidade constante. Desta maneira, as células sensiveis nio se tornam resistentes
durante seu ciclo de vida; somente as suas células-fithas podem adquirir resisténcia a
droga durante a mitose. Uma validacdo biolégica deste tipo de resisténcia foi testada em
experimentos “in vitro” com uma linhagem de células T-linfobldsticas CCRF-CEM. Uma
descrigio destes experimentos pode ser encontrada em Vendite [35].

c¢) a taxa de mortalidade induzida pela droga (nimero de células eliminadas
por unidade de concentragio da droga) € considerada como fun¢io das células sensiveis.
Caso estas sejam mantidas num nivel constante, a taxa de mortalidade induzida cresce
linearmente com a concentracio da droga.

O seguinte sistema é um possivel modelo para o comportamento de células
tumorais submetidas a um tratamento quimioterapico, quando as suposigdes anteriores

sao consideradas:

(2 = efly)+ - 2)
| 2=y - uttigly ). (21)
{ 2(0)==z9 , y(0)=1yo.

Neste contexto ¢ > 0 representa o tempo; y{f) € IR é o numero de c¢élulas tumorais no
instante ¢, z(¢) € R é o nimero de células resistentes & droga. Qualquer condigao inicial
(o, ¥o) € tal que zg < yo; f(y) é a taxa de crescimento especifica que pode depender

ou ndo da populacdo total de células; 0 < « < 1 € a fragdo por unidade de tempo das



células sensiveis que se tornam resistentes; (0 < u{t) < u,, ¢é a concentragio da droga
1o sitio tumoral (suposta limitada, i.e., u, < +00); ¢ ¢ a taxa de mortalidade induzida
pela droga por unidade de concentra¢io da droga e é uma fungio das células sensiveis.
As funcdes f e g sio supostas de classe 1. O problema de Controle Otimo, com
tempo final livre, associado a dinamica das células tumorais descrita por (2.1), consiste
em encontrar um tempo 0 < 7 < +00 e uma fungéo de variagio limitada w* : [0;¢}] — R
tal que 0 < w*(t) < um em [0,¢7].

u* denotara a concentragao 6tima da droga no seguinte sentido:
Jo(w*(+), €7} = min{J.(u, ;) u € BV[0,t7],1; > 0;0 < u(t) < up }- (2.2)
(BV é o conjunto das funcées de variagao limitada}, onde o funcional J. é definido por

Jo(u,ty) = y(ty) + c/otj u(t)dt . (2.3)

O primeiro termo do funcional representa o nitmero de células tumorais no fim

do tratamento. O termo da integral denota a quantidade total de droga que atinge o

sitio tumoral, indicando uma medida de toxidez. A constante ¢ serve como um ajuste de

dimensbes € também como fator de penalizagio, isto €, quanto maior o valor de ¢, maior

a penalizagdo imposta & toxidez causada pela droga. Quando ¢ = 0, o problema se reduz
a minimizagdo do nimero de células tumorais ao final do tratamento, em ¢3.

No tocante &s funcées f e g que aparecem em {2.1), consideramos as seguintes

suposigoes:

i) f,g sdo de classe C, satisfazendo ¢(0) = 0, g{s) > 0 e ¢’(s) > 0 quando s > 0. (2.4)
i) Existe y, > 0 tal que f(ym) =0 e f(y) > 0 para 0 < y < yp,. (2.5)

i) f(y) > 0 para y > 0 e g é globalmente Lipschitz. (2.6)

Em (2.4} as duas primeiras expressoes relativas & fungio ¢ indicam que o efeito
da droga esta relacionado com a existéncia de células sensiveis e g'(s) > 0 indica que o
efeito da droga cresce a medida que a populacéo de células sensiveis aumenta.

Em (2.5} supde-se qgue o tumor cres¢a em funcdo do seu préprio tamanho e
que exista um nivel populacional maximo (nivel de saturagdo), yn,; tal suposigao esta de

acordo com todos os modelos propostos (cf. cap. 1).
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Em (2.6) supbe-se que nao exista um tamanho maximo para o tumor e que o
incremento relativo da taxa de mortalidade induzida pela droga por unidade de concen-
tragao seja limitada.

Seja £} um aberto de IR? definido por:

1) Q={(z,y)eR*:0<z, 0<y, <y}
se as suposicoes (2.4} e (2.6} forem verdadeiras
(2.7)
i) OQ={(z,y) e R*:0<2,0 <y <ym, <y}
se as suposicoes (2.4) e (2.5} forem verdadeiras.

Com este conjunto de definigoes e suposigbes e usando o Principio do Minimo

de Pontryagin (Athans & Falb [3], Kirk [4]), concluimos que o tratamento 6timo é do tipo

“bang-off”; mais precisamente, provamos o seguinte teorema:

Teorema 1: Sob as suposigoes (8.4), (2.6) e o < yo ou as suposicoes (2.4), (2.5), €
Tp < Yo < Ym, Onde ¥, € 0 nivel de saturagao do tumor definido em (2.5)}, o tratamento
dtimo € dado por u*(t) = um, com 0 < t < iy, onde t; € obtido de (d/dt)y(ts) = —cun,
sety >0,

E importante salientar que (2.1) é uma generalizagio do modelo para tratamento
quimioterdpico com resisténcia a droga estudado por Vendite [35], Vendite & Bonazza [36],
Vendite et al. {37].

A demonstracdo do Teorema 1 é obtida de alguns lemas que se seguem onde
supomos que (2.4) € (2.6) ou (2.4) e (2.5) valem e que (xg,y0) € 2 (com § definido em
(2.71) ou (2.711), de acordo com o conjunto de suposicbes considerado).

Primeiramente, consideramos o sistema livre, isto €, u(t) = 0 em (2.1). Temos

entdo o seguinte lema:

Lema 1: Se u(t) = 0, entdo o conjunto Q! € invariante positivo e em particular, uma

trajetoria comecando em §} com t = 0 nunce atingird o bordo de §1 em tempo finito.

Prova: Defato, considerando (2.4) € (2.6) vilidas, basta observar que z = y ( > 0) é uma
curva integral do sistema; que (0,0) é um ponto de equilibrio instéavel, que o campo vetorial

associado reduz-se a (ay f(y),yf(y)) nos pontos {0, y) sobre o eixo y, sendo a componente

11
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horizontal estritamente positiva para y > 0; e que as hipdteses de regularidade (2.4)
garantem que o teorema de existéncia e unicidade de solugées de equagbes diferenciais
ordinarias valha.

No caso das hipéteses (2.4} e (2.5), basta observar que os pontos da forma

(z,ym) sdo pontos de equilibrio. ¢

Provamos em seguida um resultado similar ao anterior para o sistema sob con-
trole (2.1), isto é, u(t) > 0.

Lema 2: Dado que 0 < u(t) € uma fungdo de variagio mitada, uma solugdo (z(t),y(t))

de (2.1) comegando em Q no instante t = 0, nunca alingird o bordo de § em tempo finito.

Prova: Demonstramos primeiramente o resultado para o caso das hipdteses (2.4) e (2.5).
Suponhamos que o resultado ndo seja verdadeiro. Consideramos, entdo, 0 menor tempo
positivo f tal que (z(?); y(2)) € 99 (onde 90 denota o bordo de €1). Assim, (z(¢},y(t)) € 0
para t € [0,%). Vamos analisar agora as diversas possibilidades advindas desta fato:
Primeiro, sejam z(f) = 0 e 0 < y(f) < yn. Desde que u(t) é de variagio
limitada, da primeira equagio temos:
dx ,_ - .
L) =0 D) + WD) - 0> 0
Por outro lado, j4 que z(f) = 0 e (f—¢) > 0 para £ > 0 suficientemente pequeno,
temos que (d/dt)z(i—) < 0, contradizendo o resultado anterior.
Segundo, suponhamos que y(f) = y.,,. Ja que da condigao (2.4), g(y(t)~=(t)) >
0 para t € [0, 7], temos que para quase todo ¢ € [0,7],
dy
= = ¥ (1) - u(tgly(t) — 2(t)) < y()F(y(1)) -
Por outro lado, se (x1(t),z1(t)) denotar a solucao de (2.1} com u(t) = 0 e as

mesmas condigdes inicials, temos para todo ¢ € [0,1]

W1(1) = () 1))

Portanto, segundo o resultado de inequagdes diferenciais {ver Hale [12], p. 30), con-
cluimos que y(¢} < yi(t) para todo ¢ € [0,7]. Em particular, y,, = y{f) < y1(f) e assim
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(z:(2), 1:(1)) € Q, contradizendo o lema 1.

Terceiro, suponhamos que z(f) = y(¢). Como ¢ é C', g(0) =0, ¢{s) > 0 para

s > 0 e {} é compacto, segue que existe um M > 0 tal que
gly—z)=lgly — )| < Mly ~ 2| = M(y - z)

para todo (z,y) € §.
Assim, para quase todo ¢ € [0,1], subtraindo a segunda equagio da primeira em

(1.1}, concluimos que

S —2)(t) = {(1 - @) f(a(0) ~ (1

gerando

6lu(s) sle))

0= y(f) - ;l:(f_) = (y{) - l‘o)exp ]: ((1 - Cr)f(S)) - u(s) y(s) — 3(3)

o que é uma contradicdo porque yo — zp > 0 e 0 termo da integral é limitado para ¢ finito

ja que

glyls) — z(s))
y(s) — 2{s)

Portanto o lema é verdadeiro no caso das hipéteses (2.4) e (2.5).

<M.

O outro caso é mais simples pois nao € necessério considerar a segunda pos-
sibilidade e na terceira tem-se por hipdtese que g é globalmente Lipschitz e portanto o
argumento anterior também é verdadeiro.

Passamos agora ao estudo do problema de Controle Otimo (2.2). Para isto

introduzimos o Hamiltoniano

H{z,y, A, Az, u) = Mz fly) + af(y)ly — )]+ Xafyfly) —ugly ~z)] +cu  {2.8)

onde A; e A, s&o denominadas varidveis de coestado.
Se (u™,t}) for o controle 6timo e (x*(¢),u™()) sua trajetéria Gtima correspon-

dente, a trajetéria 6tima associada (Aj(}, A5(2}) no espaco de varidveis de coestado deve
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satisfazer o problema de valor de contorno {ver Kirk [14], p. 233)

dz
(2 =2 + @l )y - 2)

d
— = yf(y) ~ u(tlgly - =)
dv _ 0H _ 9 i
J 2= "5 = MW - e) + hult)z-{g(y ~ o) (2.9)
dAz 3H ] 4

—%mmw+f@n+&wn%mw—mm

z0=z0 , ¥(0) =5 , M(EF)=0, Xt} =1.

.3

Uma vez que se trata de um problema de controle étimo com tempo final livre

e o sistema (2.1) auténomo devenos ter:
H(z* (1), y"(£), Mi(8), X3(t),w"(£)) = 0 paratodo ¢ € [0,£3] . (2.10)

Aplicando o Principio do Minimo de Pontryagin, obtemos a seguinte lei de

controle étimo:

0 se ¢ = X3(0)gly"(t) — (1)) > 0
W) =1 um se ¢~ A ()gly™(t) — =*(1)) < 0 (2.11)
Indeterminado  se ¢— Ay(t)g(y™(t) —z™(t)) = 0.

Observagao: Se ¢ — Aj(t)g{y™(¢) — z*(t)) = 0 durante um certo intervalo de tempo, o

controle referente a este intervalo chama-se controle singular.

Os lemas que seguem tém como objetivo investigar a possibilidade de ocorréncia

dos casos em (2.11).
Lema 8: O controle dtimo u” € tal que v (t}) = un.

Prova: Vamos supor que a assertiva seja falsa. Entdo, de acordo com (2.11), temos que

u*(t7) = 0 ou c— A3(t})g(y*(¢;) — «*(¢7)) = 0. Em ambos os casos, utilizando a expressao
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do Hamiltoniano (2.8) calculado em ¢ = t} e o fato que Xy (1}) = 0 e A(t7) = 1 (ver
(2.9)}, concluimos que y*(27)f{y*(t7)) = 0.

No caso das hipdteses (2.4) (2.6), a ultima igualdade mostra que y*(¢7) =0, o
que implica (z*(t;),y"(¢s) € 090, contradizendo o lema 2.

No caso das hipéteses (2.4) e (2.5), concluimos que y*(t})) = 0, o que gera a
mesma contradicio que a anterior, ja que f(y"(¢})) = 0. Portanto, y*({;) é uma raiz de
f. Para provar que y*(t;) = y,, verificamos através do Lema 2 que (z*(¢),y*(?)) € {2
para todo t > 0 e portanto y*(f} < ym. Assim, limt_'t}_ () =y (t7) S ym € ym
¢ a tnica raiz de f em [0,3,), daf concluimos que y*(?7) = ym. Mas isto implica que

(z*(¢7),¥"(t})) € 05 em contradigéo ao lema 2. g
Lema 4: A5(t) > 0 para todo t € [0,1}].

Prova: Suponhamos que exista ¢, € [0,7}) tal que Aj(¢) < 0; 17 ¢ excluido visto que
A3(ts) = 1 por (2.9). Pela continuidade de Aj(t) podemos tomar o menor #; € (0,1}) tal
que A3(t;) = 0. Desde que para t € [to,11), A3(f) < 0,¢ 2> 0e g(y™(¢) — z*(1)) > 0 segue
que ¢ — A3(t)g(y™(t) — 2*(t)) > 0 e de {2.11) concluimos que u*(¢) = 0 para t € [tp, 4]

Neste mesmo intervalo o Hamiltoniano fornece a seguinte relagao

MO (Of (6 (1) + oSOV (1) — 27 (Ol + 220y (v (1) =

Portanto,

y () f(y"(1)) )
(O f(y ())+o:f( ())[ ROk (2.12)
9

Substituindo este resultado na terceira equagdo de (2.9), temos que para t € [tg, 1))

a;

A(t) =~

2= k0N
onde .
) = MOy (D (1)
() f(y*(1)) + o f (7 (t))[y™(£) — =~(8)]
-y () (y™(2) = fly™ (1) +w(1)d' (y" (1) — 2°(1)),
onde

M) ={z"OS (" () + of (D) —2* (O] + of (" (1))},
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Desta equagdo para A;{(1), podemos concluir que para £ > 0, suficienternente pequeno,

vale:
!]-!
Aty — ) expf (2.13)

Do lema 2, temos que ha duas constantes positivas dy e d, tais quet € [tp, 1], F(¥°(¢)) = &;
e y*(t) — =*(t) > d,. Portanto, k(?) é limitado no intervalo [ty ;] e fazendo ¢ tender a

zero em (2.13), entdo, pela continuidade de A3(¢), concluimos que

0= A2(ty) = Al(to) exp [ k(t)dt. (2.14)

h
Mas Aj{{p) < O e f k(t)dt < +o0 e a ultima equagdo é uma contradigio. p
to

Lema 5: A[(t) > 0 para todo t € [0,1}).

Prova: Primeiro, observando o lema 3 e a terceira equagio em (2.9), junto com as

condigGes finals de Ay e A, (ver (2.9)), temos que

Bllt-) = ~und (1) - (1)) < 0

Assim, A7(1) > 0 numa vizinhanga de ;. Suponhamos que Aj(t) = 0 para algum tempo
t € [0,t;) e que t, € [0,2;) seja o instante mais préximo de ¢} com esta propriedade.
Entéo, existe um ponto méximo f € (¢p,1}) para Aj(t) e assim, Aj(f) > 0.

Usando de novo a terceira equacéo em (2.9} para calcular a derivada i esquerda

de A} em £, j& que £ é um ponto de mdximo, concluimos que
dx; (- n _
0< 2802 - @A @) - ) = XN () 5 (D) — 2 (D) < 0

uma contradicido que implica o resultado enunciado. o

Observacdo: Com um argumento similar ao procedimento usado prova-se que A;(f) é

estritamente decrescente.

Finalmente podemos completar a prova do Teorema 1:
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Prova do teorema 1: E necessirio provar que a unica possibilidade em (2.11) é a
segunda. De fato, se para algum instante ¢ € [0,¢7] o controle u*(t) é zero ou singular,
entdo (2.8) e (2.11) fornecem exatamente a relagio (2.12) entre A}(¢) e X3(1). Ainda mais,
y*(t) > 0, f(y*(t)) > 0 e y™(¢} — 2*{{) > 0, e usando os lemnas 4 e 5, temos

0 < Al(f) = —aAy(t) <0

onde @ € um numero positivo, o que é uma contradi¢do. Entdo, u(t) = u,, para todo
t e [0,t7).
Agora, vamos caracterizar t7. Para isto, observamos que se t3 > 0 entdo, do

fato de que Jo(u"(-),t}) é um minimo e t; estd no interior de [0,00), concluimos que

aJ.

Ea(u*(')a f:“) =0.

Desta conclusio e da definigdo (2.3), segue que

dy . -
F(t5) +ew(t) =0

o que prova o resultado enunciado. p

3. Discussao

O resultado obtido neste capitulo era Intuitivamente esperado, mas a conclusio
do teorema quanto a independéncia da estratégia de tratamento étimo com relagio as
taxas especificas de crescumento e as taxas de mortalidade induzidas pela droga é impor-
tante e de alguma maneira justifica o que é feito na prética, onde o grau de incerteza é
elevado.

No caso ¢ = 0 o tratamento 6timo pode ser interpretado do seguinte
modo: administra-se a droga de maneira que a concentracdo da droga no sitio tumo-
ral seja a mdxima permissivel (u,,) até que a populacio tumoral seja a menor possivel
((d/dt)y(tf) = 0), quando entio o tratamento é interrompido. Quando c > 0, o trata-
mento deve ser interrompido antes devido acs fatores inerentes a toxidez.

Através de métodos numéricos, Vendite [37,38], conjecturou sobre a mesma
estratégia Otima para ¢=0. Neste trabalho fazemos uma prova de uma generalizacao

desta conjectura.
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O uso da teoria de controlc 6timo no estudo de tratamentos quimioterapicos
pode ser encontrado em vérios trabalhos {Swan [29,32]); Swan & Vincent [33}; Murray

[17,18], Zietz & Nicolini [38]), embora resisténcia & droga nao esteja incluida neles.

18



N 11 RN | I

Capitulo 3

Tratamentos Quimioterapicos Otimos com

Resisténcia ao Farmaco, Efeito
de Saturacao e Toxidez

1. Introducgao

No capitulo anterior foi proposto um tratamento quimioterapico 6timo levando
em consideracdo cé€lulas resistentes a droga. A variavel de controle, u(t), foi designada
pela concentracdo da droga no sitio tumoral. A taxa de mortalidade foi suposta linear-
mente proporcional a concentragido da droga e dentro deste esquerna, o tratamento 6timo
consistit no valor maximo de concentragdo durante o tempo de aplicagio.

Na pratica clinica, contudo, oncologistas utilizam um tipo de saturagao na taxa
de mortalidade induzida pela droga, cuja justificativa se encontra na teoria farmaco-
dindmica {ver Swan {32}, p. 242). Neste capitulo propomos elaborar tratamentos étimos
quando este tipo de saturacgao da droga € considerado.

A inclusio da saturacéo gera uma dinidmica bem mais complicada do que aquela
encontrada no capitulo 2. Primeiro, uma concentracao diferente da maxima (un,) também
pode ser étima. Segundo, a concentracao 6tima varia de acordo com os valores dos
parametros e condigoes inicials. Terceiro, pode haver tamanhos de tumor para os quais
o modelo nao fornece nenhum tratamento 6timo. Neste caso é necessdria uma analise
que proponha tratamentos subétimos, isto €, tratamentos que aliviariam a carga tumoral
(embora nao étimos} quando comparados a auséncia de tratamento.

Na préxima secao formulamos o problema de quimioterapia como no capitulo
2, porém com a saturacdo na taxa de mortalidade. Alguns resultados genéricos foram
obtidos, isto é, resultados que independem do crescimento especifico do tumor usado no
modelo.

Resultados mais completos requerem informacao adicional mais especifica
quanto & taxa de crescimento que, neste capitulo foi obtida no caso Malthusiano (exponen-
cial) de crescimento celular com taxa de mortalidade induzida linearmente proporcional

a populacgao de células tumorals.
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Uma caracteristica relevante desta anélise do modelo exponencial (que corres-
ponde a um crescitnento especifico constante) diz respeito & complexidade da dinamica,
indicando que taxas de crescimento especifico nao lineares devem aumentar a dificuldade

de se obter solugoes 6timas. O caso logistico corrobora esta conjectura.

2. Efeito de saturacio da droga

Na analise do crescimento tumoral sob efeito do tratamento quimioterapico com
saturagdo da droga as suposigbes i) e ii) do cap. 2 {p. 10) s&o as mesmas. A diferenca
reside no 1tem 1ii1), a saber:

iii) a taxa de mortalidade induzida pela droga (ntmero de células eliminadas
por unidade de concentracdo da droga) serd considerada como fungido do tamanho da
populagao das células sensiveis. Além disso, para um nivel fixo de células sensiveis, a taxa
de mortalidade deve tender a um valor mdximo se a concentracdo da droga aumentar
ilimitadamente e deve ser nula quando nao existe droga — uma possivel representa¢io do
efeito de saturagao da droga.

Tendo em vista estas suposicbes o seguinte sistema € um possivel modelo do
comportamento das células tumorais submetidas a um tratamento quimioterapico com

efeito da saturacao da droga.

r % =zfly) +af(y)(y — z)
dy .. u(l) 3.1
| Et——yf(y)*D—*——ﬁ4+u(t)g(y~w) (3.1)
L 2(0) =20 , y(0)=yo-

As mesmas consideracoes tecidas ao sistema (2.1) valem também para o sistema
(3.1) acima. A f{nica diferenca reside nas constantes positivas ) e M, intrinsecas a
caracteristica de saturagao da droga. As funcoes f e g sdo de classe C? e tem-se o
seguinte problema de Controle Otimo com tempo final livre associado a (3.1).

Achar um tempo 0 < t; < +oo e uma fungao u* : [0,#7] — R de variacdo

limitada (BV - “bounded variation”), 0 < u*(t) < u,, em [0,1}] que serd a concentragéo
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6tima no sentido de minimizar o seguinte funcional:
Je(u*(+),17) = min{Je(u,ty) u € BV|0,1;],t; > 0;0 < u(t) € un}, (3.2)
onde o funcional J, é definido por

J(wty) = yit) +c/0” w(t)di . (3.3)

que € 1déntico a (2.3), valendo assim as mesmas interpretacbes de seus componentes. O
mesmo acontece no tocante as suposicdes (2.4), (2.5), (2.6), a definicio do conjunto aberto
£} e aos lemas 1 e 2 do capitulo 2.

Agora, segue o estudo do problema de Controle Otimo formado por (3.1) e (3.2).
Inicialmente introduzimos o Hamiltoniano

u

M4+ u

H{z,y, M, Ao ) = M[2f(y) + af(y)y — 2)] + Al f(y) = D gy —z)]+cu (3.4)

e as equacOes diferenciais das varidveis de coestado com seus respectivos valores finais

(d\ OH Dult) gy ~ z)
Pt TR COIELESS e R
| =% = (M) +ar ) - o) +orw)+ 55
, Du(t) dgfy =)
R R ]

| M) =0, My =1.
Observamos que neste caso o Hamiltoniano é néo linear em relagéo ao controle
u(t) e que a expressao do efeito da saturagdo ¢ crescente e nio-negativa e como veremos,
esta nao-linearidade tornard a analise mais complexa.
Para encontrar a estratégia otima, utilizamos o principio do Minimo de Pon-
tryagin (Kirk [14]), tendo que, para isto, minimizar o Hamiltoniano, ou seja, minimizar
Miwu

com relagio a 0 < u(t) < un,. Isto éfeito através do célculo de pontos criticos. Calculando

oG

BZ:

G(u) = —AD gly—2)+cu (3.6)

i :—ﬁ.{+\/DM/\29(y“‘E) (3.7)

[
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i € estritamente posilivo, se € somente se, Ay > 0 e Ay > R A outra raiz de G'{u) é
desprezada, visto que consideramos somente u > 0,

Consideramos até aqui a nao-negatividade do controle u(¢). Falta considerar a

condicdo & < u,,. Isto implica

(um + M)
Aag < D (3.8)
e portanto, temos 0 < @ < u,, quando
Me (um + M)%c
— e 3.

(a consisténcia das desigualdades é facilmente verificada).

Como G'(u) < 0 para 0 < u < @ e G'(u) > 0 para u > 4, entédo quando (3.9) é
satisfeito, o minimo de G(u) no intervalo [0, u,,] é atingido em v = 4.

O préximo passo € verificar como o controle 6timo se comporta quando (3.9)

nao vale.

(um + M)

Caso (1): A9 > WD

Uma analise do sinal de G'(u) fornece o comportamento de ((u). Neste caso,
@ > u,;, > 0. Portanto, G'(u) € negativo no intervalo [0,u..] e por conseguinte, o minimo
de G{u) em [0, u,,] é atingido em u = u,,.
. Mc
Caso (ii): g < — .
D
Neste caso @ < 0. Portanto G’(u) é positivo em [0, u,,], assim o minimo de G(u)
é atingido em u = (.

Resumindo, o controle dtimo deve satisfazer

( < Mc
0 se Ayg < 57
A m+ M)?
()= @  se T";" < Ayg < m EM)e ﬁjﬁj) c (3.10)
M)?
{ um g /\29 s &EL)_E

MD

[Sv]
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H4 duas observagdes a serem feitas: o controle # depende das variaveis de estado
e coestado e néo existe controle singular porque a lei acima determina todos os possiveis
tipos de controle.

Os préximos lemas serdo utilizados na demonstragao de que ndo existe controle
nulo numa estratégia otima (nota: ao longo do texto serd usada a notagdo convencional

h para dh/dt).
Lema 1: Ai(t) > 0 em [0,14] € estritamente decrescente.

Prova: A condigio de contorno A, (t;) = 0 e o fato de que A (t;) < 0implica que A;(¢) > 0
na vizinhanca de ;. Como u(?) pode ser continuo por partes, A, (¢} pode ter uma “quina”
emi (I <t;). Parat <1, A(t) >0 e tomando a derivada & esquerda em I em (3.5)
u(t—)D
M+ u(i-)

ME=)FyE=))(1 = @) = Xo(E~) g'(y(i—) —z(t=)) > 0

verificamos que os termos que multiplicam A; e A, sdo estritamente positivos e desde
que Ai(2~) > 0, entdo A;(f~) precisa ser negativo para que a desigualdade acima seja
verdadeira. Como Ay(t;) = 1 e A (1—) < 0, deve existir 7 tal que A;(2) = 0 (f < £ < t;).
Usando a relagio H(z,y, A1, A2, u) = 0 em ¢ = {, temos:

MO YE) + af (@) ((E) — 2(8)) + cu() = 0
o que é impossivel uma vez que os dois primeiros termos séo estritamente positivos e u(f)
é nio-negativo. Como 7 e f sio genéricos, A,(¢) > 0 para ¢ € [0,%;] e mais, estritamente
decrescente em [0,ts], visto que ndo existemn “quinas” (o mesmo raciocinio se aplica no
caso de suavidade, i.e., ..Al(t_) =0). p
Lema 2: Ay{t) > 0 para [0,1/].

Prova: Segue imediatamente do lema anterior.

Lema 3: O controle étimo u*(t) ndo pode ser zero em nenhum instante,
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Prova: Vamos supor por contradi¢do que em ¢ € [0,4/], tenhamos u(t) = 0. J4 que
H(z(t),y(1), X(1),u"(1)) = 0, o Hamiltaniano reduz-se a

M(@Dz@)f (D) + af(y(H)(y(E) ~ ()] + XD f(¥(D))) = 0.

Pelos lemas anteriores, o primeiro termo da expressao acima € ndo-negativo e o segundo
estritamente positivo. Assim, o lado esquerdo da expressao € estritamente positivo, o que

é uma contradigdo. o

Observagao: Tendo em vista que o controle étimo nao pode ser zero, restam, entéo,
duas possibilidades: wu, ou #. Além disso, podemos verificar facilmente que u,, passa

para u de maneira continua.

Na andlise que segue, séo apresentadas algumas condigbes que garantem a
existéncia dos controles wu, e @ durante o tratamente. (s casos analisados cor-
respondem ao sistema {3.1) com f(y) satisfazendo {2.4) e {2.5) ou {2.4) e (2.6) e com

g(y — ) = (y — z)F, com F constante positiva.

Lema 4: Qualguer solugdo 6tima satisfaz y(1) < 0 para todo t € [0,14], isto é, durante

um tratamento otirmno o tamanho do tumor € estritamenie decrescente.

Prova: Na observagdo posterior ao lema 3, mencionamos que a mudancga de controle
é continua (visto que @ depende continuamente de variavel de estado} e portanto, das
equagdes (3.1) podemos concluir que (i) estd bem definido para todo t € [0,,].

Para provar que numa solugo 6tima y(Z) < 0, observamos que o Hamiltoniano

satisfaz
H(z(8),5(), A (£), 12 (1), w(1)) = A (£)E() + Aa(D)(1) + cu™(2) = 0.
Entao, dos lemas anteriores e do fato de que
z(t) = (1) f(y(1)) + af(y(t))(y(t) - 2(1)) > 0,
concluimos que

—cu*(t) = M)

< 0.
Ao(1) i

y(t) =
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Lema §: Uma solugdo 6tima ndo existe se (y(0) — z(0)) < %

Prova: Vamos supor, por contradigdo, que exista uma solugio étima neste caso. Visto

que £(¢) > 0 e pelo lema 4 (t) < 0, e portanto (§—2) < 0. Assim, se (y(0)—z(0)) < FS’
M :

entdo (y{ty) — z(iy)) < F;ﬁ, o que implica u*{ty) = 0 (segundo a lei de controle). Mas

isto € impossivel de acordo com o lema 3. 5

Lema 6: Se u*(t) = un, para tedo t € [0,1y] for uma estratégia dtima, entdo (y(0) —z(0))
Me (um+ M)gc]
FD' FDM [

ndo pode estar no intervalo [

Me (un+ M)gc

FD’' FDM ] Como (gy(t) — #(t)) < 0,

Prova: Vamos supor que y((0) — z(0)) € [

2
entdo (y — z) é estritamente decrescente. Portanto, (y(t;) — z(1;)) < (—E—{#, vio-
lando a condigéo de que o controle é u,, em £;. g

2
Lema 7: Uma solugdo dtima tal que %% < (y(0) - 2(0)) < %}_)_E precisa ter um

controle dtimo satisfazendo u™(iy) = u, Além disso, se (y— 1) alingir este intervalo, entdo

Prova: Como (y — r) é estritamente decrescente, entao

. (wm + M)
yt) = 2t) < %

M . .
Por outro lado, nadc se pode ter y(ty) — z(i;) < -}—,5 porque senao, a lei de controle

implicaria que u™(¢;} = 0 (lembramos que A3(ts}) = 1), o que é impossivel conforme o
Me (i + M)%c

lema 3. Assim, devemos ter D <y(ty) —z(t;) < oM

, que € a condicdo para

que u*{t;) = 4. o
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3. Efeito da Saturacao no Caso Malthusiano

Procedemos agora a uma analise especifica do modelo Malthusiano (exponen-
cial). Este modelo supde que a taxa de crescimento das células tumorais seja proporcional
ao numero de células tumorais presentes naquele instante. Em outras palavras f(y) nas
equages {3.1) é uma constante positiva r. Sua importancia estd centrada no contexto
de tempo de duplicagdo da populagio, e embora nio possua uma base fisiologica forte,
pressupde uma forma razoavel de crescimento [34) (este modelo é usado para crescimento

celular em [10]). O sistema correspondente a (3.1) tem a seguinte estrutura:

(% e tar(y~a)
— =TI ar -
i Y )
d Fu(t)
¢ & _ - p®HY (3.11)
-V P T
| 2(0) =20 , ¥%(0) =1 .
onde r > 0 € a taxa especifica de crescimento do tumor.
O Hamiltoniano e as equacdes de coestado sio
DFu
[ H(z,0,00,00,0) = Ma(re + arly = 2)) + dary = = (0= 2)) + u
i] = —Al?"(l — O.’) - AQ A_?Fu
< Tu (3.12)
: DFu
o = —a(ar) = da(r - )
? (ar) = Aa{r M+u
L M(ty) =0, X)) =1,
e o funcional a ser minimizado é dado por (3.3).
DFu
Enquanto § < 0 para todo ¢t € [0,¢;], a desigualdade (r - +uu) < 0 deve

valer (embora nao seja suficiente) para que a existéncia de uma solugdo esteja garantida,

para o problema formado por (3.3),(3.11) e (3.12).

Lema 8: Ay(t) > 0 para todo t € [0,1y].
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DFxy
M4+ u
agora se Az(T) = 0 para pelo menos um 7 € [0,¢;]. Neste caso A{f)ar = —A{i)[r —

Prova: De (r—~ ) <0 eAg[tI) e (3.12), concluimos que ,{1,) > 0. Verificaremos

el

J Visto que por hipdtese A; é 6timo entao H{z,y, Ay, Az, 1) = 0, 0 que fornece
i

pa.ra t

M{Drz(1 - cr) + Az (%) DFU(% + cu(l) =

O lado esquerdo da expressao € estritamente positivo, o que € uma contradi¢do. Portanto,

do(t) >0 VEE[0,8)]). o
Uma concluséo imediata da proposicio anterior é que 0 < A,(t) < 1 Vi € [0,¢4].

Lema 9: Hd no mdzimo uma variagdo entre os candidatos ao conirole stimo na trajetdéria

otima.

Prova: A funcido de determinagao do controle € dada por As(y — z)F. Calculando a sua

derivada com respeito a t:

ZFX()y =) = Fha(t)y ~2) + Faft)(i - £) = —Far(h (1) + dalt))(y —2) < 0

Assim, esta funcfo € estritamente decrescente, permitindo no maximo uma variagao

2
quando cruza a linha y = (ﬂ}%%ﬂﬁ o
Assim, temos que
2
Lema 10: Se % < y{0) —2(0) < %)_E, entdo u(t) = @ € a estratégia 6tima

para todo 1 € [0,4;].

Prova: Visto que a estratégia 6tima é regida pelo valor de Az (2)(y(f) —x(¢)) e 0 < A;(f) <
1, entéo Me < A(B)(ylt) — 2(t)) < M ara todo t € [0,¢;] (y(t) — z(¢) é estri-

tamente decrescente). p

Lema 11: Se hd uma variagdo entre os candidalos ao controle étimo, entéo esta € de uy,

para u.

]
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Prova: Segue imediatamente do lema 9.

A seguir a analise se baseard em argumentos geométricos. A disposigdo relativa
de algumas curvas no plano z,y ditard a estratégia tima a ser adotada.

Primeiro, procuramos os pontos que sao candidatos a u*(¢s) = u,,;, supondo que
exista uma estratégia otima com esta caracteristica. Sendo uma trajetéria otima, esta

precisa satisfazer a condigdo necessdria H(t;) = 0, isto é,

FDu,,
ry(ts) — W, W) - 2(t5)) = —cum.
Isto implica que o ponto (x(1f),y{¢;)) se situa na reta dada por
—FDu,,
_ ﬂ&{ + U CU.
Y=~""FDu. * " T FDu,.
r — ——rrer— — ———rerr—
M+ T Mt

FDu,,
M + u,,

< 0 para que uma estratégia otima

Esta reta tem inclinagio positiva porque r —
exista.
A préxima curva a ser considerada serd a iséclina § = 0 para u(f) = un, que é

uma reta da forma;

(r Du, F ) Du, F
y M+u, M+ u,
Posto que qualquer trajetdria otima precisa satisfazer y < 0, entdo qualquer trajetéria

z=0 (3.13)

6tima contendo u(t) = u,, deve estar situada nesta respectiva regido determinada por
(3.13).

Outra curva de interesse no plano r,y sera dada por y(ts) = —ci(ts). Como

DMF
M(ty) =1, a(ty) = =M + -—*;—(y — 2} que, apds substituigao em y(¢;) = —cu(ly),

gera
(DFY*2*+(r—DFYy*+2DF(r—DF)zy—2cM(r+DF)y+2DFMcz+(cM)* = 0. (3.14)

Seus pontos de interseccdo com as retas y — 2 = v e y — & = [ sao dadas
por z = %(Cﬂf — 2yDFcMy —v{(r ~ DF)) ez = ;(cM — 2/DFcMB — B(r — DF)),
respectivamente. Apds algumas manipulagoes algébricas (ver Apéndice B), (3.14) pode
ser escrito na forma:

(DF)*cM

0. 2:
e +2cM(r+DF))y1 L (M) =0

(DF)* + (r — DF)*)y — 4cMrz, — ‘2(
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- (=D s ((cM)2 - ("2(%2—%’ +2eM(r + DF)))2) 1
2 dcMr

2= 4cMr 8(DF)? + (r — DF)?

que é a equacgio de uma parabola (y; e &2 580 0s novos eixos).
Uma possivel configuragdo no plano z,y das curvas previamente apresentadas

estd ilustrada a seguir (ver Figura 1)

Y

yx

Figura 1. A regido hachurada indica as condigdes iniciais para as guais a estratégia Gtima é

u*(1) = Um.

Como veremos adiante, esta configuracao dita a estratégia étima de acordo

com as condicgdes iniciais do sistema. Se a parabola nido interceptar asretas y —ax =~ e
(un + M)%c e = %

FMD - FD/ _
u*({;) = 4. Assim, pelo lema 11, a tinica possibilidade é u() = u., e as condigdes iniciais

), entdo nao existe trajetoria otima com

y—xz =, (onde'y=
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para tal estdo na regido hachurada. Para outras condigbes iniclais nao héd trajetdrias
otimas.

De fato, no caso geral, o conjunto de condigdes iniciais para as quais existe uma
estratégia Stima se situa no trapézio “infinite” definido pelos pontos 8SA (Figura 1) e

a regido compreendida pelas semiretas partindo de B (Figura 1}. Entretanto, para esta

situagdo ocorrer, a abscissas dos pontos de intersec¢do da pardbola com as retas y—z =

e y—z = J precisam ser negativas. Isto forga uma relagdo entre os parametros do modelo.
Veremos ¢ caso em que a parabola intercepta a regido compreendida entre as
retas paralelas y —2 = vy e y — z = [ (Figura 2). Aqui, as abscissas dos pontos de

interseccio Z e W precisam se situar entre as abscissas de A ey e S e f3, respectivamente.

P o 0D
T

Figura 2. A regido hachurada indica as condigdes iniciais para as quais a estratégia étima é

w* (1) = um.
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Além disso, a trajetdria correspondente a estratégia u{t) = u,, com condigao
inicial (zg,y0) deve estar situada abaixo da trajetoria correspondente a qualquer estratégia
do tipo 0 < u(t) < u,; com a mesma condicao inictal (ver Apéndice A). Assim, a separatriz
que parte de A (através de integragao em —t para u(?) = u,,) determina uma regido para
a qual u*(?) = u,, (a regido hachurada na Figura 2). Mais que isso, o segmento ZW da
parabola indica que:

a) a regiado definida pelos pontos ZLEA e W ] ndo possui estratégia otima;

b) para os pontos em Zy@QL, u*(i5) = @; isto é, ou u{1) = & ¥t € [0,/] ou
ha uma comutacao de u,, para #;

c¢) para os pontos em JEL tem-se como solugdo Stima w*(t) = m;

d) para os pontos na regido @LJ tem-se u*(t) = up ou uma comutacio de uy,
para @ ou u*(f) = u.

Uma explicagao intuitiva para a nao existéncia de solugbes Stimas pode estar
relacionada com o fato de que a proporcdo de células resistentes dentro do tumor é grande
e por conseguinte, qualquer tratamento para diminuir o tamanho do tumor provocara um
aumento no nivel da toxidez de maneira que ¢ critério (3.3) nao decresga.

No caso exponencial o modelo sugere que:

1) para o conjunto de parametros correspondente a Figura 1, a concentracio
maéaxima da droga serd o tnico tratamento 6timo se, no momento do primeiro diagnostico
{condigbes iniciais}, o numero de células tumorais (i) e células resistentes {zo) satisfizer

a seguinte relacao:

FDu,, )*1[ FDu,,
M+ unm A+ u,,

Ty — cum] )

y0> (T‘

Ou dito de outra forma, dado o tamanho inicial do tumor, seleciona-se uma droga com
os pardmetros F, D, M, u,, tais que a relacdo acima seja satisfeita, garantindo portanto,
a aplicagdo da concentracio maxima de droga ao longo de todo o tratamento.

2} no caso da Figura 2 o nivel das células tumorais e resistentes precisam satisfa-
zer as mesmas condigdes de 1). Além disso ha outras restrigoes (a separatriz e o segmento
LJ) e isto diminui o dominio de aplicagéo da concentragido maxima da droga como a inica
estratégia étima. H4 um outro conjunto de condi¢des iniciais para 0s quais a concentragio
méxima da droga pode ser uma estratégia 6tima (regido ¢2LJ), mas isto néo é garantido

a priori. Nas regides onde a concentracdo méxima nio é 6tima (regides ZLQy, WZ~J),
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o modelo sugere que o tratmento seja menos severo no sentido de que deve-se aplicar pri-
meiro u,, durante um certo intervalo e entdo mudar para i (uma concentragido mais baixa)
até o fim do tratamento. O tempo de comutacio poderia ser calculado numericamente
através da let de controle.

3) o nivel das células tumorais e resistentes no instante do primeiro diagnéstico
(antes do inicio de qualquer tratamento) pode ser calculado através da solugao do sistema
de equagoes para a evolugdo do tumor sem efeito da droga {u(f}) = 0 em (3.1)). Um
grafico das células tumorais em fungéo das resistentes poderia ser plotado no plano z,y e
a intersecgao com as diversas regioes das Figuras 1 e 2 poderiam ser avaliadas. Visto que
os tumores sao detectados quando atingem um patamar (denominado nivel subclinico),
seria possivel verificar, por intermédio dessas intersec¢des se os niveis subclinicos estariam
situados nas regides onde hd solugbes 6timas. Isto daria uma orientagdo na implementagao
de tratamentos quimoterapicos ¢timos no momento do primeiro diagnostico.

A principal caracteristica deste estudo estd na diversidade de solugdes Stimas
e como estas estdo estritamente relacionadas com os pardmetros do sistema. Mudangas
nestes pardmetros podem alterar de maneira significativa a disposigdo das curvas no plano

T,¥, 0 que, por sua vez, poderia alterar a solu¢do tima.

4. O Caso Logistico

A mesma analise foi feita para o caso logistico que mostrou ser mais complicada,
visto que as expressoes envolvidas s&o mais complexas. Por exemplo, y(¢;) = —cu(ty) é
uma expressdo cibica, obrigando recorrer a calculos numéricos a fim de se encontrar os
pontos de intersecgdo. Sobrepujando estas dificuldades, contudo, ndo houve acréscimo de

informacdes com relagdo aquelas obtidas para o caso Malthusiano.

5. Discussao

Neste capitulo foram apresentados alguns tratamentos quimioterdpicos consi-
derando o efeito de saturacido da droga. Diferentemente do capitulo 2, a concentracao

maxima da droga, u,,, ndo € a unica estratégia étima. Portanto, o modelo analisado
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sugere que este tipo de tratamento pode prejudicar a satde do paciente. O tratamento
otimo pode ser também uma combinacéo de concentragio maxima da droga e em seguida
uma concentragao que dependa a cada instante do tamanho do tumor. Ou mesmo uma
concentragio dependente do nivel do tumor ao longo de todo o tratamento pode ser a
estratégia otima. Esses casos sio denominados de controle “feedback” (retroalimentagéo)
e a sua implementagio requer um monitoramento do crescimento das células. Além disso,
este tipo de controle, no caso analisado, depende também da varidvel do coestado A;. Por-
tanto, a sua determinacdo exige uma solucdo numérica do problema de valor de contorno
associado a (3.1) e (3.2).

Para alguns tamanhos de tumor o modelo nao fornece tratamentos 6timos. Esta
falha poderia ser suprida por intermédio de tratamentos subétimos devidamente definidos.

A pluralidade de resultados deste capitulo depende estritamente dos parametros
do modelo, tornando por conseguinte, a analise complicada. A questio “qual a estratégia
6tima?” parece ser muito exigente e as possiveis respostas podem percorrer um largo
espectro. A luz desses argumentos, uma possivel proposta é o levantamento de questdes
mais restritivas no que concerne tratamentos quimioterapicos que envolvam saturagio da

droga, resisténcia e toxidez.
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Capitulo 4

Tratamentos Quimioterapicos Otimos com

Resisténcia ao Farmaco e
Cinética do Farmaco

1. Introducgao

No capitulo 2 foi abordado o problema de tratamento quimioterapico com re-
sisténcia ao farmaco, onde a taxa de mortalidade era linearmente proporcional & concen-
tragdo da droga. O tratamento otimo encontrado foi a administragdo de concentragio
maxima da droga no decorrer do tratamento.

Por outro lado, no capitulo 3, a inclusdo do efeito de saturagio da droga gerou
uma dindmica mais complexa na determinagdo do tratamento — outras concentragbes além
da maxima mostraram ser também Gtimas sob certas condigbes sobre os parametros do
modelo e tamanhos inicials do tumor.

Na analise dos capitulos anteriores foi supostc que a taxa de injecdo e a con-
centragao da droga no sitio tumoral eram aproximadamente iguais, o que implica uma
mistura instantanea da droga com o plasma e a nao existéncia de decaimento da droga
No COTpo.

Entretanto, na pratica, existe uma dindmica prépria da droga quando injetada
no corpo do paciente. Tal dindmica pode ser expressa por intermedio de uma equagao
farmaco-cinética para o caso de inje¢io continua, considerando o corpo como um ambiente
compartimental.

O objetivo deste capitulo é contribuir para a compreensio da interagado entre
decaimento da droga e resisténcia & droga e a influéncia desta interacdo na determinagio
de tratamentos quimioterapicos otimos.

A equagio usada relaciona a concentragdo da droga no plasma com a dose
injetada através de uma cinética de primeira ordem. A resisténcia a droga é adquirida
através de mutacio espontianea, como suposto nos capitulos anteriores.

Na segao 2 formulamos o problema de tratamento quimioterapico otimo com a

variavel de controle sendo a concentragao da droga injetada sendo que o funcional a ser
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minimizado consiste somente no ?ﬁmero de células tumorais no fim do tratamento. O
critério de toxidez acumulativo / fpudf os capitulos 2 e 3 nao foi incluido no funcional
devido as grandes dificuldades que aparecem na analise matemdtica do problema. As
dificuldades pertinentes a este caso serdo mencionadas na discussao deste capitulo. Alguns
resultados preliminares que independem da taxa de crescimento especifica do tumor sio
também apresentados nessa segio. Eles sao usados na segao 3 a fimn de provar que a taxa
méxima de injecdo € 6tima no caso Malthusiano (exponencial) de crescimento tumoral
(Teorema 1). Na secio 4 (Teorema 2} mostramos que esta estratégia é subdtima (em um
sentido a ser expressado oportunamente) no caso de modelos de crescimento tumoral mais
genericos.

Os resultados deste capitulo sdo comparades com os demais capitulos anteriores

no tocante ao efeito de resisténcia a droga, toxidez, saturacao e dinamica da droga.

2. Um modelo matematico com a cinética da droga

A fim de prosseguir com a anélise, as mesmas hipoteses 1) e ii) do capitulo 2 (p.
10) sdo também validas aqui. A diferenca reside no seguinte ponto:

iti) a taxa de mortalidade induzida pela droga (nimero de células eliminadas
por unidade de concentracao da droga) é funcio das células sensivels, onde a concentracio
no sitio tumoral esti relacionada com a concentragio da droga injetada por meio de uma
cinética de primeira ordem.

O seguinte sistema é um possivel modelo para o crescimento de células tumorais

submetidas & quimioterapia quando as suposi¢bes acima sao levadas em consideracao:

(2 afy) + ol )~ o)
% = yf(y) — e(t)gly — =)

* (41)
% = —~ye + u(t}
z(0)=20 , ¥(0)=ys , «(0)=cp.

h

As variaveis r e y tém o mesmo significado dos casos anteriores; ¢(t) € a concen-

35



tragio da droga no sitio tumoral no intante t e ¢y > 0 é a concentragio inicial; v > 0 éa
taxa de decaimento da droga. Valem as mesmas consideragoes apresentadas nos capitulos
anteriores no que concerne aos compenentes do sistema (4.1).

O problema de Controle Otimo com o tempo final livre consiste em achar um
tempo 0 < #7 < +00 e uma fungio de variagio limitada (BV-function) u* : [0,#}] —
R,0 < u(t) < up em [0,t7], que denotard a concentragio Stima da droga injetada no

sentido de minimizar o seguinte funcional:
J(u(),15) = min{u(wty) v € BY[0,40ty > 0,0 <u(t) S un}.  (42)
sujeito ao sistema (4.1), onde o funcional J, é definido por

Jc(uatf) = y(tf) . (43)

Este funcional representa o numero de células tumorais no fim do tratamento.

As hipéteses {2.4), (2.5), (2.6) do capitulo 2 e a regido  definida nos capitulos
anteriores sdo as mesmas.

Antes de prosseguir com a analise do problema de controle étimo, enunciamos
um lema que pode ser demonstrado da mesma forma que o lema 1 do capitulo 2 (basta
observar que as duas primeiras equacoes de (4.1) sdo as mesmas do capitulo 2 com u(t)
substituido por ¢{t) que é nao-negativo}. Este lema relaciona as trajetérias do sistema

(4.1) com a regiao §).

Lema 1: Seja u(t) > 0 uma fungio de variagdo limitade. A solugdo correspondente
(z(2),y(2),c(t)) de ({.1) com condigbes iniciais {zq, Yo, o) satisfazendo (zo,yo) € O € tal
que sua projecdo no plano z,y, isto €, (x(t),y(t)), jemais atinge a fronieira de } em
tempo finito.
Este lema implica, em particular, que 0 < 2(t) < y(¢} para todo tempo finito 1.
O Hamiltoniano do problema de Controle Otimo formado por (4.1) e (4.2)
dado por (Kirk [14]):

H(Q’J,?;f, c, ’\11 ’\Qau) = /\1[$f(y)+af(y)(y— :1:)]+A2[yf(y) —cg(y—x)]+,\3[—’)*c+u] (44]
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e as equagbes de coestado sao:

dAi; -
[ ()1 = ) = hac( 2=2))
| GE = [+ ar i - o)+ ast)
a0 0) + F10) = )32 (v = )
A
D2 = hagly = 2) + Ay

com as respectivas condi¢oes finals
Mty =0, Qi) =1, X{i)=0.

Usando o principio do Minimo de Pontryagin (Kirk [14]), obtemos a seguinte

estratégia 6tima (lei de controle):

0 1+ /\3(f) >0
w(t) =4 up se As(t) <0 (4.5)
Indeterminado  se A3(i) =0.

No caso A3(f) = 0 num certo intervalo de tempo, diz-se existir uma situagio de
controle singular.

A proposito deste fato, temos o seguinte resultado:

Proposigao 1: Uma solucdo dtima € tal que o controle dtimo correspondente nio 'pode

ser singular em nenhum intervelo.

Prova: Suponhamos, por contradicio, que o controle 6timo seja singular em algum su-
bintervalo [0,47]. Entao, neste subintervalo, A3(t}) = 0. Pela equagio d)3/dt, concluimos
que Az(t) = 0 neste mesmo intervalo {J& que de acordo com o lema 2 do capitulo 2 € as
condigbes sobre g, temos ¢g{y(tf) — z(t}) # 0 em qualquer ¢ finito). Como o Hamiitoni-
ano é nulo numa trajetoria 6tima {este é um problema de tempo livre e a varidvel ¢ nao
aparece explicitamente, ver [14], p. 239), isto implica que A; = { neste mesmo intervalo.
Visto que as equacbes das variaveis de coestado sdo lineares com respeito as variaveis

de coestado cujos coeficientes sdo fungdes limitadas do tempo em [0,%7], o fato de que
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M = A = A3 = 0 para algum intervalo implica que o mesmo é verdadeiro para todo

t € [0,£%]. Mas como A}(2,) = 1, isto é uma contradigio. o

Proposigdo 2: O dltimo controle a ser aplicado numa estratégia dtima € u,,. Isto é,

u*(t) = u,, para todo t € [t} — ¢,1}] para algum ¢ > 0.

Prova: Posto que A3(1;) = 0 e A3(t) é continuo, segue que (d/dt)As(t;) = g(y(t}) —
z(17)) > 0 e portanto A3(t) < 0 na vizinhanca de t;. Assim a lei de controle (4.5) gera o
resultado proposto.

As duas proposicdes anteriores levam ao seguinte resultado:

Proposigiao 3: Um tratamento dtimo consisie ou de inje¢io conlinua no seu nivel
mdzimo (um) ou de periodos alternados de repouso (u = 0) e injegdo mdzima (uy,).

A luz da Proposicio 3 outro resultado geral pode ser obtido em relagio a per-
formance dos dois candidatos a tratamento dtimo.

Seja u{t) = uy para todo ¢t € [0,7'] um tratamento onde 7 ¢ determinado
por (d/dt}y(t}') = 0. Seja v um tratamento com um niimero finito de comutagdes entre
0 e u, no intervalo [0,%;] e u{t) = w,, na vizinhanca de ¢;. Suponhamos que para
um certo t € [0,%1], &, = min(t,, 5} temos z{f) = y(t}). Visto que z é uma fungao
estritamente crescente, 2(t;) > =(f) = y({}} e y(£) — z(t) > 0 para todo ¢ finito, portanto
y(ty) > z(ty) > y(t7). Isto quer dizer que se o tratamento u permite que as células
resistentes ultrapassem ¢ nivel final do tumor no tratamento u,,, entdo o valor do nivel
tumoral final do tratamento u sera maior do que o de u,. Este resultado indica que
as terapias com comutacées entre 0 e u,, possuem um tempo limitado de operacdo se
desejamos que a sua performance seja mais eficiente do que a de u,,. A dependéncia da
performance no tempo aparece claramente na analise da secio 4.

Na sequéncia elaboramos o tratamento 6timo para o caso Malthusiano (expo-
nencial ) do crescimento tumoral e depois analisamos as possibilidades de tratamento para
o caso de fungoes gerais do crescimento. Em ambas as analises a taxa de mortalidade

induzida pela droga é considerada linear.
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3. O Caso Malthusiano

Faremos inicialmente uma analise do tratamento fdrmaco-resistente levando em
consideragéo a cinética da droga, usando o modelo Malthusiano para o crescimento celular
cujo caso e importancia ja foram salientados no capitulo 3, secio 3.

Neste caso o sistema correspondente a (4.1) tem a seguinte forma:

(2 e tar(y-a)
Y vy~ Felt)(y - )

) (4.6)
et

e =20 . YO =0, (0)=co.

Resolvendo a terceira equagio em (4.6) em termos de u(2), temos:

e(t) = cfto) exp(—(t — ¢0)) + [!0 exp({—7(t — s)juls)ds.

Desta expressao temos que se u;(?) = ua(t), entdo ¢,(t) = cy(t).

Fazendo z = y — z, vem:
2(t} = z(to) exp({1 — a)r(t — tp)) exp (HF ft: c(’r)d'r).
E quando ¢1(?) > ¢(t) para todo t € [tg,t], isto implica que
z1(1) € z5(t) paratodo 1€ [t 1]

Seja ui(t) = um para todo t a estratégia de injecio maxima. de droga e u,(t)
uma estratégia qualquer consistindo em comutacoes entre ) € tiy,.
Usando os mesmos indices para as varidveis de estado correspondentes as es-

tratégias mencionadas, as observagbes acima implicam que

d:
% =rxi(t) +arn(t) < re{t) + arz,

(4.7)
.’I?](t[)) = Iy
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ii? = rz{t) + arz
! (48)
za(to) = zp

Comparando (4.7) com {4.8} e recorrendo aos resultados de inequagdes diferen-

ciais (ver Hale [12], p. 30), obtemos
z1(1) < zo(t) Vi€ [to, 2]

Posto que g1 () = z1(2) + z1(t) < z3(2) + 22(¢) = yolt), segue que y1{t) < yolt)
para todo ¢ € [ty, t] (as desigualdades estritas também sio validas para esta anélise).

Portanto, no caso de crescimento exponencial com taxa de mortalidade linear,
a injecao médxima de droga proporciona niveis tumorais, no fim do tratamento, inferiores
aqueles referentes ao tratamento com periodos de descanso alternados. Provamos, entéo,

o seguinte

Teorema 1: No caso Malthusiano, a estratégia dtima para o problema de controle dtimo
dado por ({.2), (4.3), ({.6) consiste na aplicagéo de concentragio mdxima de injegéo da
droga.

4. Um Caso mais Geral

Nesta secao suponhamos novamente uma taxa de mortalidade linear induzida
pela droga, mas com uma taxa de crescimento celular mais geral que satisfaz a seguinte

propriedade:

A taxa especifica de crescimento celular f é uma fungido C' néo crescente sa-
tisfazendo (2.5) ou (2.6). ' (4.9)
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Com estas hipdteses o modelo se reduz a:

(& afy) + ol (y -2
dy
7 = ¥/ y) — Fe(t)(y —2)

ﬁ (4.10)
g,; = —yc+u(t)

L 2(0) =20 , y(O) =% , c(0)=0c.

Da mesma forma que na segido anterior, baseados no resultado da Proposigéo
3, podemos comparar a performance do sistema sob a agdo de dois tipos de estratégia:
injecdo méxima de droga ac longo de todo o tratamento e periodos alternados de injecao
maxima e repouso.

O resultado principal desta secio pode ser resumido da seguinte forma: devido
as nao-linearidades, nao conseguimos provar que a aplicacdo de inje¢do maxima ao longo
do tratamento é 6tima. Por outro lado, demonstramos que sob certas condigdes (ver Teo-
rema 2) a injecdo maxima de droga é subétima no sentido de que é a melhor estratégia na
classe de estratégias com a mesma duragao e periodos curtos de repouso. Este resultado

se basela num resultado de inequacdes integro-diferenciais dado pelo seguinte lema.

Lema 2: Seja Q wm conjunto aberto conexo em IR, w:Q - Rek: R — R sio
fungées continuas tais que haja somente uma solugdo no intervalo [to, T'] para o problema

de valor inicial da equagio integro-diferencial

dU ‘
— = w(t. U, /mk(U(sJ)dS):
U(to) = L'Fg .

Seza V() uma fungdo continua satisfazendo a ineguagdo integro-diferencial correspon-

dente no intervalo [to, 7T

DV(1) < w(t, V(D). [ KV(s)ds),
o (4.11)

Vito) = Vp .
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(agui D, denota derivada a direita).
Seja Vo < Uy € seja k uma fungdo ndo crescente ¢ w(t, W,€) uma fungdo ndo crescente
na varigvel {. Entdo, V(t) < U(t) para todo t € [to, T].

Prova: Para n € IV — {0}, consideramos a equagao integro-diferencial modificada:

dUs ‘o 1
il w(t, U, (1), . FU,(s))ds) + -
Un(fo) = Ug .

Através de métodos usuais podemos provar que para n grande U,(?) estd definido em
[to, T] e que U, converge para U/ uniformemente em [to, 7.

Mostraremos agora que V(t) £ U,(¢) para todo t € [tg, T]. Vamos supor, por
contradigdo, que existam #; e t; € [t, 7] tais que V(¢) < U,(¢) para todo t € [tp, 1] €
V(t) > U,(t) para t € (t1,13).

Entao,

dU, : 1
DV(t) > SE(h) = wity,Ualty) fm B(Un(s))ds) + =

. L 1
= wiiy, V(ty), k(Un(s))ds)+;1-.
io
Mas, visto que V(s) < U,(s) para s € [to, t1], temos k(V(s)) > k(U,(s)) para s € [ty 11].
Portanto,

[ rveends) 2 [ kuats)as

e assim, ) .
wlty, V(t), k(Un(s))ds)Ew(tl,lf"(tl),/t k(V(s))ds).

tg

Logo,

.DrV(tl) > w(ty, V(i]), /:1 k(V(s))dSJ + %

> wit, Vih), [ KV(s)ds),

e}

em contradi¢do com {4.11) e portanto concluimos que V{(t} < U, (t) para todo t € [to, 7).

Tomando o limite quando n tende a infinito, temos finalmente que V() < U(t) para todo
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t € (1o, T).

Para aplicar o lema acima no caso estudado, consideramos z(t) = y(t) — z(¢)
(sendo z a populagio das células sensiveis} e subtraindo a primeira equagao da segunda

em (4.10}, entéo temos:

=10 - ) (y(t) = Fe(t)]=
Logo, 1
z(t) = [y(to) — z(io)] exp[-—-F/;D (s)ds]exp|(l - « / Fly(s))ds]

Usando esta expressao na segunda equagio em (4.10), obtemos
d

= = v0Iw)

(4.12)

—Fexp[(1 ~ a)/ Ffly{ |- [y(to) — z(t0)]{c(t) exp{— F/ s)ds]}

que € uma equagio integro-diferencial similar aquela do lema acima.

Visto que queremos comparar o resultado de uma estratégia de injecio maxima
ao longo de todo o tratamento com o resultado de uma estratégia com repouso, consi-
deraremos o comportamento da expressao entre chaves em (4.12) num caso mais simples

através do seguinte lema:

Lema 3: Sejaty < T, 0 < At < T =15 € (1) € c(t) solugdes no intervalo [ty, T] das

equacbes diferenciais

EE_”_‘ — ¢
d
d_j = —yc+ u(t),

respectivamente, com condigies iniciais ¢, (lo) = ¢(tg) = & > 0. Agui, um(t) = up >0
para todo t € [t5, T] e u(t) = 0 para t € [tg, o + At),u(t) = u,, parat € [ty + A, T]
Z

¥
Se F <
oy + umlexp(nT) — 1]

e At € bastante pequeno, entdo para todo t €
[tOJT] ; .
em () exp[—Ff cm(s)ds) > c(t)exp[—F/ c(s)ds
o 4]
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Prova: Visto que ¢(t) > 0, para satisfazer a desigualdade acima basta que

e {l ¢
i, C(E)J > exp F io(cm(s)—c(s))ds_

Resolvendo as equacdes para ¢,(1) e ¢{t}, obtemos

em(t) = Eoexp[~7(t — to)] + 3‘;;"—{1 — exp|—(t — to)]}

e
eft) = &oexp[—+(t — )] + t-tj}ﬁ'[l — exp|—7(t — to)] exp(yAt)}.
Portanto,
_ Um) | Um _
W) = cmlt) (CO - ",}_) o exp(7(1 — %)) |

ot) (50 - E"}g exp(')'At)) + yf exp(¥(t — to))

donde segue-se (depois de alguns célculos) que di/dt < 0.
Assim,

Um

— Um
emlt) ~ (CO - T) + ”7_ exp(y(T ~ to})

der - u u '
tostsT cft) (50 - f EXIJ(’}'A‘L’)) + == exp(¥(T ~ 1))
"

Por outro lado é facil ver que
t Fu,,
exp[F [em(s) — c(s)]ds} < exp —q;;—[exp(‘y&t) ~ 1],
L
e portanto é suficiente requerer que
_ um i
(CO - _) + — exp{NT — to)]
0 B

(EO _Um exp(‘yAt)) + Eﬂl exp[y(T — to)]
¥ g

P [exp(yAt) —1]. (4.13)

2 exp —
Y

Para isto, expandimos ambos os lados da desigualdade {4.9) em porténecias de At, e

obtemos U
14 - i At + O(At?
207 + um[exp[y(T — to)] — 1] (a)
(4.14)
>14 Ff:mm + O(AL).
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U ™ 7 Fu m

coy + tm[exp[Y(T ~ to)] ~ 1]
At for bastante pequeno, temos (4.10) (e em consequéncia (4.9)) satisfeito. g

Portanto se, , 0 que é verdadeiro por hipdtese e

Provamos agora o seguinte teorema:

Teorema 2: Seja (vn(t),ym(t),en(t)) a solugio de ({.10) correspondenie a injegdo
mdzima de droga u{t} = u,, ao longo de todo o tratamento quando (4.9) € verdadeiro. Seja
T > 0 o instante no qual y,,(f) atinge o seu minimo e z(t),y(f) e c(t) qualguer solugdo
de (4.10) correspondenie a um tratamento com um nimero finito de periodos alternados
de injegdo mdzima (u(t) = up,) e descanso (u(t) = 0) no qual os periodos de repouso t€m
uma dura¢do menor ou igual a um numero firo At. Enido, se F < -——~——7—2———— €
oY + Um €xp{7T)

At suficientemente pequeno, yn(t) < y(t) para todo t € [0,T7.

Prova: Consideraremos inicialmente u{t) tal que u{t) = u,, numa vizinhanga de T’; isto
é, existe 0 < 1) <« 700 < T, (7 — ¢ < At) tal que u(t) = 0 para t € 11, 7(1)) e
u(t) = u, parat € v T].

Consideraremos agora a solugio x{N(z), yW(1}, M (¢) da equagio (4.10) para
uM(t) = u(t) para t € [0,1) e vt} = w,, para ¢t € [t T], com condigdes iniciais
(to), y(to), c(to).

Observamos que z()(¢), 41 (¢) e ¢!V(¢) coincidem respectivamente com z(1), y(1)

e ¢(t) no intervalo [0,t(Y)]. Também de

d
Ej = —ye+ u{l) € ye + upy,

obtemos que 0 < ¢(1o) < coexp(—to) + -Ti'?i[l —exp(—7lg)] < e + im
¥ ¥

Portanto,

2 2

2 i
<
coy + um exp(7T) = clto)y + umlexp(7T) — 1]

e se At for suficientemente pequeno, aplicamos o lema 3 no intervalo [t{Y), T] para con-

F <

cluirmos que

) exp[—F/t:” M(s)ds) > e(2) exp[——F/;” c(s)ds].
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Assim, a equagao correspondente a (4.12) para y'")(¢) no intervalo [tV), T satisfaz

dy” (1) (14
— =y 1M )

~Fexpl(1-a) [ fyM()dslly(e™) ~ etV W) expl—F [ cM(s)dsl)

<y f(yM()

~Fexpl(1-a) [ FM)dsliye™) — et et exp(=F [ els)as)

Por outro lado, a equacio correspondente a (4.12) para y(t) no intervalo [V, ]

dy _
o)
—Fexpl(l - a) mf( u(s))ds]ly(t™)) — 2("){e() exp[—F |  c(s)ds]}.
Chamando, agora
w(t,y, €)= yfly) ~ Fexp(l ~ a)¢]ly(t") — =(t){c(t) exp|- Ff s)ds]}
temos

e y(t1)) = (¢,

Desta forma, temos exatamente as mesmas condigdes do lema 2 e por conse-
guinte, concluimos que ¥} (¢) < y(t) para ¢t € [0, 7).

Se t() = 0, o resultado enunciado é verdadeiro; outrossim, podemos repetir o
procedimento acima para obter uma sequéncia finita 0 = t* <« %=1 « <N T

com as fung¢des correspondentes y*H(1) < y*~1{1) < .I..y(” < y(¢) para todo t € [0,T] e
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y™®(t) sendo a solugio de (4.10) com u(f) = w,, para todo ¢ € [0,T], isto &, y™¥(1) = ym (1)
e assim provamos que yn.(t) < y{1) para todo t € [0, 7).

Consideremos agora o caso onde u(?) é zero numa vizinhanca de T'. Tomamos
t = T —¢€, com ¢ > 0 suficientemente pequeno para que u(f) = 0 em {{,T]. Seja (t)
definida por 4(¢) = u(¢) para t € [0,7) e @({) = u,, para t € [{,T].

Da terceira equagao de (4.10) é ficil ver que no intervalo [Z, T as concentragbes

correspondentes a u(t) e (t) so respectivamente

&(t) = c(f) exp(—v(t — 1)) +~—[l—e>cp (t 1))

oft) = e(t) exp(—(t - 1))

Entao,

&lt) _ ol =14 Ty —7)?
C(t)-.l-f-‘}(f)[e}sp')(i f)—-1)=1+ f)t 1)+ 0@ -1

tem-se também que

epr‘[[E(s) —¢(s)]ds = exp Ff:m (t — 1) exp — [I — exp{—7(1 ~ t})]

il

1+ 0(t—1)°.

Visto que para t € [t,7],t — 1 = O(¢), escolhendo ¢ suficientemente pequeno,
podemos fazer com que

£(~—) > exp Ff [e(s) — cs)]ds
;
para todo ¢ € {t,T], isto é, neste intervalo vale a seguinte desigualdade:

E(i)exp[—FAt &(s)ds] > c(t) exp[—F ./; ¢(s)ds].

Portanto, procedendo comeo na primeira parte da prova, concluimos que a
solugio de (4.10), correspondente a @(t) satisfaz (¢} € y(¢) para todo t € {0,T]. Visto
que %(#) é igual a u,, na vizinhanca de 7', da primeira parte tem-se que y,,(¢) < §(¢) para

todo t € [0, T] e por conseguinte yn,(¢) < y(t) no mesmo intervalo. g

47



il

5. Discussao

Neste capitulo tentamos elaborar um tratamento quimioterapico étimo guando
a cinética da droga € considerada. Na maioria dos modelos supée-se que hd uma mistura
instantinea da droga com o plasma, atingindo esta o sitio tumoral sem retardo.

Adicionando uma equagio firmaco-cinética, estabelecemos uma relacao entre a
concentragao da droga injetada e a concentragdo no sitio tumoral. Os candidatos para
satisfazer o tratamento timo consistiram em ciclicos (“on-off” — isto é, alterndncia de
injecdo maxima de droga, 4., € repouso, u = §), ou injecio maxima de droga ininterrupta,
independente das fungdes de crescimento e taxas de mortalidade. Abulesz € Lyberatos
[1] chegaram ao mesmo resultado, embora com um modele mais simples constituido de
equagdes desacopladas para células tumorais e normais (sem células resistentes} e um
critério diferente.

Quando a taxa especifica de crescimento é constante {independe da densidade)
e a taxa de mortalidade linearmente proporcional as células sensiveis, a Injecdo maxima
da droga mostrou ser o tratamento 6timo; ou seja, as células tumorais atingiram seu nivel
mais baixo no fim do tratamento. Neste caso periodos de repouso nédo séo eficazes e o
decaimento da droga ndo parece influenciar na determinagio do tratamento Gtimo.

Para o caso de taxas especificas de crescimento que dependem da densidade,
verificamos somente que a inje¢ao maxima € subdtima, no sentido de que é a melhor numa
classe de tratamentos com a mesma duragio e curtos periodos de repouso (Teorema 2).
Por outro lado, o teorema 2 lanca a conjectura que tratamentos com periodos de repouso
podem prover melhores resultados se os periodos de repouso forem longos ou a condigao
sobre 0s pardmetros no teorema nao for satisferta. :

No tocante A inclusdc do critério de toxidez acumulativa (/ fpudt), a analise
matemdtica qualitativa do modelo torna-se extremamente complexa, gendo intratgdl do
ponto de vista de obtencdo de resultados qualitativos. Isto se deve, em parte, ao f;to de
que o termo pu aparece no Hamiltoniamo (eq.{4.4}) e a fungao de comutacdo em (4.5)
muda para A3 + p. Por sua vez, estes fatores podem gerar uma situagdo de existéncia
de controle singular dependente do parametro de penalizagao p. Consequentemente as

proposigoes 1 e 3 nio seriam mais vilidas. Além disso, nao foi possivel determinar como
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esta configuragdo de controle singular varia em termos qualitativos conforme o parametro
p.

Finalizando os resultados deste capitulo, no que concerne periodos de repouso,
diferem daqueles apresentados nos capitulos anteriores onde a injecdo méxima mostrou
ser 6tima (nenhum tratamento 6timo continha perfodos de repouso). Uma provavel causa
para esta diferenga pode ser a mistura instantinea suposta nos capitulos anteriores. Isto
sugere que a inclusdo da cinética da droga e taxas de crescimento dependentes da den-
sidade em modelos de quimjoterapia podem gerar tratamentos Stimos que contenham

periodos de repouso sob certas condigdes, o que esta de acordo com a evidéncia clinica.
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Capitulo 5

Tratamentos Quimioterapicos com Resisténcia ao

Farmaco e Nivel de Células Normais
como Limite de Toxidez

1. Introducgao

Nos capitulos anteriores elaboramos tratamentos quimioterapicos onde a re-
sisténcia a droga e a toxidez estavam presentes na analise, sendo esta ltima descrita
através da acumulacdo de droga no paciente.

Neste capitulo propomos tratamentos 6timos onde sao consideradas a resisténcia
a droga e a toxidez, que, no caso, serd modelada através de um nivel minimo de células
normais que nao pode ser violado.

Alguns autores (Murray [17,18], Zietz e Nicolini [38]) utilizam o critério de
celulas normais como um indicador de toxidez e os seus tratamentos 6timos podem conter
periodos de repouso.

Em contrapartida, mostramos neste capitulo que a introdugao de resisténcia
a droga leva a um tratamento 6timo consistindo na concentragdo maxima permitida no
decorrer de todo tempo e mais ainda, embora este resultado seja restrito a um conjunto de
tamanhos iniciais do tumor, é valido para uma classe de funcdes genéricas de crescimento
e taxas de mortalidade. No caso Malthusiano {exponencial) de crescimento celular e uma
taxa de mortalidade linear, mostramos que sob certas condigdes, periodos de repouso,

embora nao 6timos, podem ser incorporados em tratamentos alternativos.

2. Quimioterapia com células normais

Nesta analise valem as suposi¢bes i), 1i}, iti) do capitulo 2, (p. 10} sendo que
a droga provoca uma taxa de mortalidade nas células normais proporcional a populagao
destas.

O seguinte sistema é um possivel modelo para o comportamento das células

tumorais e normais submetidas a quimioterapia quando as hipSteses acima mencionadas
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sio aceitas.

—=zf{y) + af(y)(y ~ =)

= =yf(y) — ult)g(y — z)

— =nfi(n) — u(t)g(n)

| 2(0) =20 , y(0)=y , n(0)=ng.

Novamente, as consideragdes feitas nos sistemas anteriores sdo também validas
para o sistema (5.1). fi e g; sdo as fungdes de crescimento especifico e taxa de mortalidade
por unidade de concentragio da droga para as células normais, respectivamente.

O problema de Controle Otimo com tempo final livre consiste em achar um
certo tempo 0 < 7 < +oo e uma fungio de variagio limitada (BV-function) u” : [0,¢7] —
R, 0 < u*(t) £ um, que serd a concentragdo otima da droga no sitio tumoral no sentido

de minimizar o seguinte funcional
Jo(u (), 1) = min{Je(u, ;) v € BV[0,4;],4; > 0,0 < u(1) < un} (5.2)

(q.t.p.-quase toda parte), sujeito ao sistema (5.1) e a restricao n(¢) > f#, onde o funcional

J. € definido neste caso por
Je(u,ty) = yliy) - (5.3)

Este funcional representa o numero de células tumorais no fim do tratamento
e A é o menor nivel admissivel de células normais, indicando uma possivel medida de
toxidez.

No tocante as fungoes f1, g1 € n valem as seguintes hipéteses:

1) fi e g1 sho funcbes de classe C'; ¢(0) =0, g1(s) > 0, g{(s) > 0 quando s > 0. (5.4)

1) Existe nn, tal que fi(n,)=0e fi(n) > 0 para 0 < n < 1. (5.5)
ii1) fi{n) > 0 para n > 0 e ¢ é globalmente Lipschitz. (5.6)
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Continuam valendo as mesmas hipdteses dos capitulos anteriores para f e ¢, as inter-
pretagdes para f1,¢1 € n em {5.4), (5.5), (5.6) sko idénticas aquelas apresentadas anteri-
ormente; a regido {2 definida em (2.7) no capitulo 2 é a mesma que sera utilizada nesta
analise.

Antes de prosseguir com o estudo de Controle Otimo, enunciamos um lema que
¢ demonstrado da mesma forma que o lema 1 no capitulo 2 (observamos que as duas pri-
meiras equagoes sao as mesmas de {2.1) no capitulo 2). Este lema relaciona as trajetérias

de (5.1) com a regiao ).

Lema 1: Seja u(t) > 0 uma fungao de variagio limitada. A solu¢do correspondente
(z(t),y(t),n(t)) de (5.1) com condigdes iniciais (xo, Yo, no) Satisfazendo (xo,yo) € §) € tal
que sua projecdo no plano z,y, isto €, (x(f),y(l)) nunca atinge a fronieira de Q em tempo
finito. Em particular, este lema implica que 0 < z(1) < y(1) para todo t finito.

Antes de iniciarmos a analise deste modelo, sao necessarias algumas observagoes.
Uma relagio entre u,, e as fungdes fi, ¢ € n deve ser satisfeita a fim de que o problema
nio se reduza aquele abordado no capitulo 2. De fato, se d_?f? = nfi(n) — upg(n) > 0
com n(0) > B, entdo n(t) > B para qualquer tratamento com 0 < u(?) < u,, e assim
a condigho n{t) > B, sera sempre verdadeira, reduzindo o presente problema aquele do

capitulo 2. Para eliminar esta possibilidade, supomos nesta analise que

nyfi(n) — upgi{n) <0 (5.7)

para todo n. O sentido da condigao acima ficara mais claro no exemplo da secio 3.

Em termos clinicos, o principal resultado do estudo do problema de Controle
Otimo (5.1) € (5.2) afirma que se exjstir um tratamento dtimo, este deve consistir na
aplicagio da concentragdo mdxima de droga {u, ) no sitio tumoral durante todo o tempo
e o tratamento deve ser interrompido tao logo o tamanho do tumor (y) atinja o seu minimo
(1.e. (dy/dt)(t;) = 0,1; - tempo final}, sob a condicao de que o nivel das células normais
seja malor que o nivel menor admissivel (4} ao longo de tode o tratamento, sendo igual
a este somente no tempo final, ;. Por outro lado, se o nivel de células normais atingir
o nivel F, sob regime de concentragdo méxima, o tratamento deve ser imediatamente
interrompido, sendo o nivel final do tumor determinado por esse instante. Este nivel

n30 é necessariamente o minimo e nieste caso o tratamento nao é dtimo. Este ponto
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sera retomado na segio 3 onde sugerimos tratamentos alternativos que proporcionam
resultados melhores do que o citado acima.

No tocante a analise matematica, seguimos o procedimento de Sage [20] para
variavels de controle e de estado limitados.

Sejam z e w varidveis de folga tais que

e J o funcional aumentado

T =lto) + [ {i(ts) + MleS ) +af(6)ly = @) = i1+ Dllwf () - ult)aly ) )

+23[(nfi(n) — u(t)g(n)) — 2] + b1 () [(wm ~ w)u — 2%} + py(t)[n(t) — B — w?)}dt

onde A1, A2, Az, p1, p2 sdo variaveis adjuntas.

Aplicando as equacdes e Euler-Lagrange ao funcional aumentado, obtemos

= 0 - ) = dun 282
—Aa = (e f(y) +aaf’(y)(y —z)+af(y)) + Ay f(¥)
< +F(y) - u(t)ﬁ(y ~z)) (5.8)

s = da(A(n) + nfi(n) — u(t)g(n)) + pal2)

| A;[ff) = 0 , /\Z(ff) = 1 ) Ag(ff) = 0.

{ ~Xag(y — ) = dag(n) + P1(1)(t ~ 2u) = 0 (5.9)
m{t)z(t) =0 (5.10)
pa(t)w(t) =0 (5.11)

e o tempo final 6timo, ¢}, € dado por



Lema 2: Se existir uma estratégia otima u*(1) em (0,17], entio u™({) = u,, numa vizi-

nhanga d esquerda de t.

Prova: Pela equagdo (5.9), pi(t;) # 0 uma vez que A3(t;) = 0 e Ay{t;) = 1. Assim, em ¢;
o controle 6timo é u,, ou zero. O caso u(t;} = 0 é eliminado, ja que procuramos minimizar
y(ts). Além disso, pela condigdo (5.7) este resultado indica que o nivel de células normais
deve ser sempre superior a 8 antes do fim do tratamento.

Em seguida provaremos o seguinte lema:

Lema 3: Se existir uma estratégia dtima u*(t) para todo t € [0,1}], entdo o n*(t) corres-
pondente € tal que n*(t) > B para todo t € [0,t). Portanto, n*(1) poderia ser igual a f3
somente no tempo final t5. Além disso, u™{t) = un, pare todo t € [0,17].

Prova: Vamos supor por contradigao, que n™(?) seja igual a § em certos instantes. Seja
f o menor tempo no intervalo [0, 3] tal que para [£,47], n(t) > § exceto em conjuntos de
medida nula.

Podemos verificar que 0 < < 1}, visto que numa vizinhanga de 7 a estratégia
4tima deve ser u,, e portanto n*(t) deveria ser estritamente decrescente (hipétese (5.7})
nesta regiio. Desde que n*(Z;) > B deverfamos ter n(t} > § para { numa vizinhanga
a esquerda de ;. Em [Z,#}] aplicamos a verséo do Principio do Minimo de Pontryagin
para problemas com restrigoes nas variaveis de estado (ver Lee e Markus [15], p. 236).
Contudo, como em [t,1}] as restricdes (n > B) sdo ativas (n = #) somente em conjuntos
de medida nula, recorremos ao Principio do Minimo de Pontryagin usual a fim de venificar
se a estratégia proposta ¢ 6tima em [2,1%].

As equagles das varidveis de estado sio as mesmas de (5.1) ¢ o Hamiltoniano

(Kirk [14]) ¢ dado por
H = M[zf(y) + af(¥)(y — )] + My f(y) — ult)gly — 2)] + Xa[nfi(n) — u(t)g:(n)].

Este Hamiltoniano gera as mesmas equacoes de coestado para Ay e A; de (5.8)
e as condigées de transversalidade sio as mesmas. Em [f,13],n(t) > B e a igualdade
vale somente em conjuntos de medida nula. Consequentemente w(t) # 0 e pa(t) = 0 neste

intervalo (exceto em conjuntos de medida nula - ver equacoes {(5.10) e (5.11)). Isto implica
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que para t € [t,t}]

22 < (wltigs(n) = film) dolty) =0

Integrando esta equagao em —¢ no intervalo [1,13]. verificamos que A(t) = 0
neste mesmo intervalo. Portanto, em [{,17] o presente problema se reduz exatamente
aquele abordado no capitulo 2, com o funcional J = y(t;). Assim, & possive] aplicar
os resultados sobre A; e A; do referido capitulo para ¢t € [,7]. Os seguintes resultados
também sdo validos neste caso:

1) Az(t) 2 0 para todo ¢ € i, t3].

i) Ay(t) > 0 para todo ¢ € [£,1}].

As respectivas provas de i) e i1) sdo analogas do capitulo 2 {p. 10). Portanto, o
Teorema 1 enunciado no capitulo 2 que garante que a Gnica estratégia otima é u(t) = up,
é também vélido neste caso para todo t € [,1}].

Se ¢ = 0, temos u(t) = up para todo ¢ € [0,17]. Portanto n{t) é estritamente
decrescente e visto que n(t;) 2 B, concluimos que n(t) > 3 para todo ¢ € [0,¢}), 0 que ¢
uma contradigido a hipdtese de que n*(f) se)a igual a zero em certos instantes de tempo.

Se I > 0, observamos que pela sua prépria defini¢do e pela continuidade de
n*(t),n*({) = B num intervalo [?,ﬂ, onde {< {. Porém, isto é uma contradicio porque
foi mostrado anteriormente que n(t) > § para t < ¢ < ¢} (n(t) é estritamente decres-
cente neste intervalo) e por outro lado n(t) = # para t € [t,f}. Assim, tl_i,?ln(t) =fe

1!Iixip n(t) > B e n{t) nado poderia ser continuo. Isto prova o lema. o
=i

Desta maneira, se existir um tratamento étimo, a concentracdo da droga no
sitio tumoral teria que ser mantida no seu nivel maximo ao longo de todo o tratamento.
Este resultado é vélido para fungdes de crescimento e taxas de mortalidade consideradas
no icto desta segio, incluindo taxas de mortalidade diferenciadas para células normais
e tumorais.

Todavia, pode haver niveis iniciais de células tumorais e normais para os quals
a aplicacdo de u,,, até que o tumor atinja o seu minimo (i.e. dy/di = 0), viole a restricao
n{t) > B. Em tais casos um tratamento 6timo, como definido acima nado é possivel,
exigindo portanto, estratégias alternativas que decresgam o nivel das células tumorais.

Por exemplo, deve-se aplicar a concentragio méxima de droga até as células
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normais atingirem o nivel minimo admissivel e depois interromper o tratamento ou existe
oulro tratamento apds atingir o nivel 8 (com a aplicagio de u,) que renderd melhores
resultados? Esta questdo serd abordada na préxima secio para o caso de crescimento

exponencial,

3. Tratamentos Alternativos no Caso Malthusiano

Nesta secdo a analise se restringe ao caso de crescimento celular Malthusiano
{exponencial). A justificativa de seu uso e a sua importancia como modelo de dinamica
celular estdo estdo apresentadas no capitulo 3, secéo 3.

O sistema correspondente a (5.1) tem a seguinte forma.

] é{ _ J
7 =rz+ar{y—z
d
~=ry - Fult)(y - )

4 (5.12)

d
E?;— =rn — Fu(t)n

L 'T(O) =Ty , y(o) = Yo ?1(0) = TNy .

onde as células tumorails e normais tém taxas especificas de crescimento r e ry, respecti-
vamente. Como a droga pode atuar de maneira diferente em cada tipo de cé€lula, cons-
tantes de proporcionalidade distintas — F' e F; — para células tumorais e normais foram
atribuidas as taxas de mortalidade. Além disso, nesta analise a condigéo {5.7) se reduz a
(r1 — Flum) < 0, garantindo que o problema seja distinto daquele abordado no capitulo
2. Esta suposigao serd verdadeira durante a analise desta segao.

Primeiramente, plotamos no espaco de fase (z,y.n) as condigbes 1niciais
{zg, Yo, Mp) para as quais u*(?) = u,, para todo ¢t € [0,1;] é uma estratégia 6tima. As
condi¢des iniciais restantes do octante positivo serd o tema desta analise,

Visto que o sistema (5.12) possui uma solucdo explicita para u*{f) = uy, €

possivel calcular o tempo Af, necessério para atingir n = 4 para n(0) = n,, quando
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u*(1) = u,, para todo {.

Da equagao dn/dt em (5.12)

1 g

=2 (5.13)

Al = ————r
Flum_rl ,8

onde At é tempo acima mencionado. Posto que uma estratégia étima precisa terminar em
y(t7) = 0 com u*(1}} = uy, o tempo At necessario para atingir y(17) = 0 com u*(1) = un,

para todo t € [0,#"] pode ser calculado da equagdo de dy/dt em (5.12), obtendo-se

Ap = 1 in (r —ar — Fup)u, Fyg — xg)

= 5.14
Yo oar4 Fuy,  run Fye — z0) — ryelar + Fu,) (5.14)

E necessario que At, < Al, afim de que ©*(t) = u,, nao violen > f. Portanto,

a desigualdade acima envolvendo At, e At, toma a forma

Fl“m -
( (r — ar — Fug)un Fys — zq) )a'?‘ + Fug, (5.15)
rum F{yo — o) — ryo(ar + Fiy, )

ng =

A igualdade em (5.15) determina uma hélice no espago z,y,n {como mostrado

na figura 1)



Figura 1

Qualquer condicdo inicial (o, yo, o) situada na hélice ou na regido compreen-
dida entre esta e o plano z,n (ver ponto A na figura 1) tem como solugao Stima w*(2) = up,
para todo t € [0,¢7].

E importante ressaltar que em termos clinicos © mesmo tratamento pode ter
resultados diferentes. Por exemplo, para os pontos na regido compreendida entre a hélice e
o plano z,n o tratamento termina com as células normais acima do nivel minimo possivel
(1.e. n*(t}) > B), a0 passo que para os pontos na superficie da hélice o tratamento termina
com n*(t}) = 8.
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Segundo os resultados da secdo anterior, condigbes inicials situadas na regiao
compreendida entre a hélice e o plano y,n {ver ponto B na figura 1) ndo podem ter uma
solucdo Otima. Portanto, neste caso, procuramos tratamentos que, embora nio sejam
4timos, possam diminuir o nivel tumoral com respeito ao tratamento usual u(t} = u,,
para todo . Por exemplo, podemos apresentar alguns casos nos quais é possivel continuar
a administrar droga apos as células normais atingirem o minimo permissivel sem violar a
restrigao n(t) 2 f. Alguns exemplos estdo jlustrados na figura 1 (trajetdrias (1) e (2)).

A estratégia de concentragdo maxima poderia ser utilizada até que as células
normais atingissem o nivel n = #. Em seguida, a estratégia com concentragdo u, = ry/F,
que mantém as células normais do nivel n = # (pelo fato de nn = 0 neste caso), poderia ser
aplicada se fosse garantida a reduc¢do do tumor nesta fase. Isto sempre ocorrera quando
a trajetdria do sistema (5.11) com condigbes iniciais entre a hélice e o plano y,n e com
u(t) = u, toca o plano n = # & esquerda da iséclina ry — Fu,(y —x} =0 (le. y =0
para u = u, situada também no plano n = f3), visto que § < 0 para u{t) = u; nesta
regizo. Em outras palavras, os tamanhos iniciais de tumores para os quais € possivel
aplicar tal tratamento sao determinados através da integragao em —t? dos pontos da
isbelina ry — Fuy(y —z) = 0 (y = 0 para u(t) = r;/F1) com u(t) = u,,, o que forma uma
certa regiao no espaco (z,¥,n). Qualquer outra condigéo inicial fora desta regido atingira
o plano n = 8 & direita da iséclina § = 0 (para u, = —;%) no plano n = # e nenhum
tratamento com u = u, reduzird mais o tumor (ver trajetéi"ia (3) na figura 1).

A questio que propomos agora diz respeito aos periodos de repouso, visto que
estes sa0 uma evidéncia clinica bem comum em protocolos quimioterdpicos. No conjunto
de tratamentos alternativas buscamos condi¢Ges tais que tratamentos com repouso possam
methorar a saide do paciente.

Uma maneira de se efetuar esta analise consiste na escolha de uma condigao
inicial do tipo (zg, ¥o, 8) e apds deixar o sistema evoluir com u = 0 (perfodo de repouso)
até um ponto arbitrdrio (x1,71,n1) com ny > S, aplicamos u,, novamente até as células
normais atingirem B, isto é, {z;.y2, §). Entao, verificamos se houve alguma melhora no
nivel turnoral, ou seja, se ¥, < ¥ Na sequéncia, procuramos condigdes para esta melhora
em termos de n; e avaliamos quanto um periodo de repouso deve durar a fim de que as
células normais se recuperem, sem contudo, deixar que o tumor evolua a um tal ponto que

a melhora néo seja mais possivel. Para isto, sdo necessarias expressdes que relacionem as
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varias populacdes com o intervalos de repouso, A;, e com os intervalos A de aplicagio
de up,.
No caso exponencial, quando u{t) = u,, para todo 1, a equagao da dinamica do

tumor € a seguinte
d

&—3: =ry — Fug(y ~ 7). (5.16)
As células sensiveis z = y — z obedecem a seguinte equag&o, quando u(l) = up,
para todo ¢,
d _ F a 5.17)
i (r Uy — QT)Z (5.
que possui uma solugio explicita
2(8) = y(t) — 2(1) = z(to) exp{(1 — @)r — Fu,)({ — to) (5.18)

Substituindo (5.18) em (5.16)

% = ry — Funz(to) exp[{l — a)r — Fuy)(t — ). (5.19)
A solucéo de (5.19) é dada por
U F'
y(t) = exp[r{t—1o)][y(to} + a?fﬁ"[y(to) —a{to)]lexp[—(ar+ Fu,)(t —to)] - 1]] (5.20)

O periodo de repouso € dado por

1 m
Ay = —fn— 2
1 " In ;3 (5 ].)
enquanto, Ag, o tempo de aplicagao de u,, até atingir # tem a seguinte expressio
1 n
Ay = =——fn—. 5.22
Fup—m  f ( )

Durante o periodo de repouso o turnor evolui de yo até y; segundo a equagao
¥ = yoe™ ! (5.23)

e durante A,, evolui de y; até y, segundo (5.20).
Substituindo (5.23} em (5.20) e apds alguns calculos algébricos extensos obtemos

uma relacado entre o nivel tumoral final ¥, e os niveis inicials yg € Zg, OU s€ja,

y2 = yoexpr(A1 + Ag)(1 = k(ny) exp(—ard;)) + k(ny)zgexpr(A1 + Ag) exp(—ard,;)
(5.24)
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onde

I — exp{—ar + Fu,,)A;]
(Fm + 1) .

Para termos y; < yo, € necessario que

k(ny) = (5.25)

expr{A; + A2)(1 — k(ny) exp(—ard;)) + yh{ni}expr{A; + Ay ) exp(—~rad,) < 1 (5.26)

onde v = zofyo. Visto que A, A; e k podem ser escritos em termos de n; (equagdes
(5.21), (5.22}, (5.25)), a desigualdade (5.26) pode ser expressa como uma soma de fungdes
de n,, isto é, Hi(ny} + vHa(n1) onde

¢ -
Hi(ng) = exp[r(A; + A)J(1 ~ k(n;) exp{—ardy)) = (i)g(l N (ﬁ) B (ﬁ) )

1 1 ar or+ Fu ar or
0-___ (_, ——— _)) F— —_m = -, = 1‘ 5.27
: Fu, —r T r ) + Fu, —r’ 3 ™ Fu, + ( )

Portanto, procuramos condi¢bes que satisfacam
Hl(n]) + ":{HQ(??-]) < 1. (528)

O restante da analise sera feito para n; = B, ou seja, se alguma melhora no
tratamento pode ser conseguida por intermédio de periodos de repouso, quando as células
normais estdo proximas de seu nivel minimo admissivel.

Observamos que para n; = 3

Hy(ny) + vHey(n1 )y =p =1 (5.29)
€
dH] (nl) dHQ(nl) _ E (1 _ .}) {‘ _ ,‘rf
dny 7 dn, ﬂ1=ﬁ_ 8 + 6 [ 3 j} (5.30)
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Para haver alguma melhora, impomos que a expressao (5.30) seja negativa, de
maneira que na vizinhanga de ny = f a desigualdade {5.28) seja satisfeita e consequente-
mente ¥ < yo.

Substituindo 8,1,£,6 em (5.26) pelas suas respectivas expressoes em termos do

modelo original, obtemos

?"F}
1 - — .
_ T'IF >'T
o -
Desde que 0 < v = y_ < 1, entdo
0
T‘F]
<— <1 531
0 T1F< ( )
) F
»
F<nFam=—<—. 5.32
rFy < m <7 (5.32)

Tendo em vista (5.32) e supondo que r > r1, os periodos de repouso podem
melhorar o tratamento se os efeitos da droga nas células tumorais e normais forem dife-
rentes, isto €, se F > Fj. Se forem similares (F; & F'), a unica maneira de se conseguir
alguma melhora serd no caso em que a taxa especifica de crescimento das células normais
€ malor do que a das tumorais {0 que nao é o caso usual).

Esta analise também prové um limiar aproximado de células normais para o
qual o periodo de repouso ndo é mais eficaz. Em outras palavras, nenhuma melhora no
tratamento pode ser obtida se o nivel de células normais, apés um periodo de repouso,

ultrapassa um limiar dado por

ar ” ,»
N L,
(E) N ( o{'um ) (7‘1 Flum - T (533)
/2] +1
Fun,

Esta desigualdade € obtida através da imposicdo de que o coeficiente de yq em
(5.24) seja maior que 1. Visto que o restante do membro direito de (5.24) é ndo negativo,
i1sto implica que ¥, > yo. '

Da desigualdade (5.33) podemos extrair algumas caracteristicas importantes. A

regido proibitiva para a aplicacdo de periodos de repouso varia conforme a razao ar/Fu,
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- que interrelaciona a resisténcia a droga, crescimento tumoral e eficacia da droga. Para
a efou v pequenos ou Fu, grande, a regiao proibitiva decresce. Portanto, periodos de
repouso serao eficazes se a taxa de mutagio para células resistentes e/ou taxa especifica
de crescimento do tumor forem pequenas ou o efeito de eliminagio das células tumorais

pela droga for grande.

4. Discussao

Neste capitulo elaboramos um tratamento quimioterapico étimo que minimiza
o namero de células tumorais ao término do tratamento, mantendo as células normais
acima de um nivel pré-estabelecido.

O tratamento consiste na concentracao maxima da droga no sitio tumoral no
decorrer de todo o tratamento. Isto é vdlido para uma certa classe de funcgdes de cres-
cimento, taxas de mortalidade e um conjunto especifico de tamanhos iniciais de tumor
e células normais. Este conjunto é determinado pela proporcio de células resistentes no
tumor e pelo nimero de células normais na vizinhanca da regido tumoral.

Uma vez que o tratamento étimo é restrito a um conjunto de condigbes ini-
clais, recorremos a tratamentos alternativos para dados iniciais fora deste conjunto, os
quals foram desenvolvidos para o crescimento exponencial com uma taxa de mortalidade
(induzida pela droga) linear.

Dots tratamentos alternativos foram propostos:

Inicialmente, concentragiao maxima da droga até que as células normais atinjam
o nivel permissivel 5, em seguida:

1) a concentracio da droga deve ser mudada para o valor r;/F} — que mantém
as células normais num patamar constante - e mantida até ¢ue o tumor atinja o seu nivel
minimo (§(t;) = 0);

2) o tratamento é interrompido por nac haver possibilidade de reduzir mais o
fumor.

Tanto o tratamento 1) quanto o 2) vao ser aplicados, dependendo do tamanho
do tumor (y¥(t)) no instante que as células normais atingem o nivel g (isto ¢, depende de
que lado da iséclina dy/dt = O para u = u, a trajetdria toca o plano n{t) = ) e o tempo

de comutagio € dado pelo instante que as células normais atingem f.
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Na analise de fungbes de crescimento e laxas de mortalidade genéricas, mos-
tramos que periodos de repouso nao sao otimos, embora sejam usados em protocolos
quimioterdpicos. Entretanto, no contexto de tratamentos alternativos para o crescimento
exponencial e sob a suposicdo que a taxa de crescimento das células tumorais seja maior
que a das células normais, periodos de repouso poderiam contribuir para uma maior
eficiéncia do tratamento se: a) as células normais estiverem proximas de seu nivel minimo
permissivel, b) a droga afetar as células tumorais mais do que as normais.

Por outro lado, se o nimero de células normais ultrapassarem um valor especifico
(determinado pelos parametros do modelo) durante um perjodo de repouso, nenhum me-
thoramento seria obtido pela aplicagao posterior de concentra¢ao maxima da droga, em
virtude do crescimento excessivo das células tumorais durante o repouso.

Com o resumo destes resuitados, alguns comentarijos se fazem necessarios. Po-
deriamos esperar que um limite imposto as células normais como uma medida de toxidez,
criasse tratamentos envolvendo concentragoes de droga e repouso alternadamente {ver
Murray [17,18] para um estudo de equacdes dinamicas desacopladas para células tumo-
rajs e normais sem resisténcia a droga). Tal tipo de estratégia nao mostrou ser étima no
estudo deste capitulo.

Um argumento que justifique esta evidéncia pode ser o fato de que as células
resistentes desempenham um papel influente na determinacéo de tratamentos otimos. As
células resistentes sdo modeladas através de uma dindmica estritamente crescente cuja
tendéncia pode somente ser diminuida (mas nao revertida) através do tratamento. Por-
tanto, a concentracio méxima da droga emerge como a unica possibilidade que minimiza
a populacio de células tumorais, independente das funcoes de crescimento e da taxa de
mortalidade induzida pela droga. O modelo sugere, entdo, que a toxidez descrita por um
minimo de células normais nao é suficiente para superar os efeitos da resisténcia & droga.

Contudo, é importante mencionar que nos capitulos anteriores conceniracoes
alternativas 6timas foram obtidas somente para uma combinacao de resisténcia a droga,
saturacéo e toxidez (ver capitulo 3).

No que diz respeito a evidéncia clinica dos periodos de repouso, sugerimos que
uma equacao da dindmica da droga seja incorporado ao modelo apresentado. Esta con-
jectura é baseada no fato de que o crescimento da droga exerce uma influéncia na de-

terminacdo de tratamentos dtimos (ver capitulo 4). Outra sugestdo aponta para uma
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modelagem diferente da resisténcia e/ou efeitos ndo cumulativos da toxidez. A despeito
das dificuldades intrinsecas a interpretagao fisica dos termos envolvidos na descrigio ma-
tematica da resisténcia bem como uma escolha apropriada para um critério de toxidez
(ver Swan [26, 30, 31]), a modelagem deveria, em parte, ser direcionada para este dois
itens a fim de melhorar a compreensao global de dinamica das células e protocolos quimi-

oterapicos.
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Conclusao

Neste trabalho tratamos da determinagao qualitativa de tratamentos quimio-
terapicos continuos, levando em consideracdo, entre outros itens, a propriedade das células
adquirirem espontaneamente resisténcia ao efeito da droga.

O ferramental matemitico utilizado foi a Teoria de Controle Otimo Deter-
ministico. Para isso, modelamos a dinamica das células sob efeito da droga através de
equagdes diferenciais ordindrias. O objetivo do tratamento foi delineado por intermédio
da minimizagdo de um critério pré-determinado. O critério escolhido foi uma combinagao
linear do ntimero de células tumorals no fim do tratamento e da quantidade média de
droga injetada no paciente. Este segundo item traduz o nivel de toxidez provocado pelo
tratamento.

No primeiro capitulo o unico tratamento 6timo sugerido pelo modelo consistiu
na manutencdo da concentragio mixima da droga no sitio tumoral ao longo de todo o
tratamento. Este resultado é valido para uma classe de fung¢des de crescimento das células
tumorais e para taxas de mortalidade linearmente proporcionais a concentracao da droga.

Por outro lado, no segundo capitulo houve uma diversidade de tratamentos gui-
mioterdpicos Gtimos, quando analisamos o efeito de saturagio da droga. Os tratamentos
n&o s6 dependiam dos parametros do modelo (taxa de crescimento das células tumorais ¢
eficicia da droga), bem como do nivel inicial das células tumorais. Um dos tratamentos
otimos propostos foi a concentragio maxima da droga ao longo de todo o intervalo de
tempo. Os outros correspondiam & aplicacdo do anterior e em seguida a aplicagio da
droga em fungéo das células tumorais ou aplicacdo da droga em fungéo das células tumo-
rais ao longo de todo o tratamento. De maneira similar ao caso anterior, o repouso nao
figurou dentro do conjunto dos tratamentos otimos.

Nos dois casos anteriores supusemos que a concentragho da droga injetada fosse
igual a do sitio tumoral (mistura instantinea na circulagazo sanguinea do paciente). Entre
tanto, sabe-se que ha um decaimento da droga ao ser injetada no paciente em decorréncia
de diluicio na corrente sanguinea, lixiviagio, etc, e portanto, no quarto capitulo adiciona-
mos ao modelo uma equacdo diferencial ordinéria com intuito de descrever a dinamica da
droga, isto é, descrever a relacao entre a concentragao da droga injetada e a concentracao

no sitio tumoral. A cinética escolhida foi o decaimento de primeira ordem e o critério a
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ser minimizado consistiu no nimero de células tumorais. Os candidatos ao tratamento
6timos foram dois: injegio maxima de droga e injegio maxima alternada com periodos de
repouso. Dado um tempo fixo de tratamento, mostramos que a inje¢io maxima produzia
melhores efeitos que a alternincia com repouso, quando impostas algumas condigdes sobre
os parametros do modelo.

No quarto capitulo abordamos o problema de tratamento quimioterapico
quando a toxidez foi formula‘fda em termos de um nivel minimo de células normalis, uma
vez que a droga também elimina este tipo de células. Novamente, o tnico tratamento
6timo proposto foi a concentragdo méaxima da droga ao longo de todo o tratamento. Con-
tudo, este resultado mostrou-se vélido somente para um conjunto de nimeros de células
tumorais iniciais. Para outros casos iniciais que nio estivessem nesse conjunto, foram su-
geridos tratamentos sub-6timos, dentre os quais poderia figurar o repouso, quando certas
condigbes acerca dos parametros do tumor e da droga fossem satisfeitas.

Mediante os resultados aqui apresentados, verificamos que o tratamento cons-
tituido da concentragio maxima da droga esté presente em todos os casos, sendo o tnico
6timo em alguns casos. Uma possivel explicagio para este fato se deve a modelagem da
resisténcia. Segundo o modelo a populacao de células resistentes é crescente durante todo
o tratamento, e como estas contribuem para o crescimento do tumor, a aplicagdo precisa
empregar a concentracio maxima da droga nos tratamentos étimos. As excegbes se en-
contram no caso de saturagio do efeito da mortalidade da droga e no caso de cinética da
droga. No primeiro a taxa de mortalidade causada pela droga é limitada e no segundo,
existe um retardo entre a aplicagido da droga e seu efeito no tumor. Nos demais, a taxa
de mortalidade induzida pela droga naoc é limitada.

O tratamento com repouso figurou como um candidato ao 6timo somente no
caso da cinética da droga. A auséncia deste nos demais casos sugere uma alteragao nos
modelos, uma vez que o repouso é uma evidéncia clinica nos tratamentos quimioterapicos.

Um possivel passo nesta diregio seria uma modelagem diferente para a re-
sisténcia, no sentido de que a populacic de células resistentes sofresse algum declinio
durante o tratamento. Isto poderia ser conseguido através da aplicacdo de duas ou mais
drogas, de maneira que a populacio resistente a uma droga especifica fosse eliminada por
outras drogas (ver Vendite [35]).

Uma outra alternativa seria a inclusao de um termo ndo cumulativo de toxidez
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no critério a ser minimizado pelo tratamento. Quando a toxidez é expressa no critério
através da integral da concentragao da droga, o seu efeito é cumulativo e, portanto, o
repouso nio fard decrescer o valor do critério.

Por outro lado, constatou-se qualitativamente que o tratamento étimo poderia
tornar-se bem mais complexo, caso fosse incluida a cinética da droga nos problemas abor-
dados neste trabalho. Uma conjectura seria a presenga do repouso no tratamento étimo
em virtude, dentre outros fatores, do atraso entre a injecdo da droga e sua atuagdo no
sitio tumoral. Trabalhos como os de Murray [17,18] que apresentam o repouso como parte
de um tratamento 6timo, possuem em seus modeios a cinética da droga. Uma excegao
diz respeito ao trabalho de Zietz e Nicolini {3§], onde o repouso figura como tratamento
otimo num modelo que leva em conta funcionais conflitantes, utilizando a otimalidade de
Pareto.

A principal contribuigie deste trabalho situa-se nas sugestdes de tratamentos
quimioterapicos 6timos em termos qualitativos, quando as células tumorais conseguem
desenvolver espontaneamente resisténcia ao efeito da droga. Este tipo de resisténcia ¢
tido como um dos principais fatores de insucesso de tratamentos quimioterapicos, advindo
dal a importancia de se planejar tratamentos que se sobreponham a esse obstaculo. Na
literatura de modelos tedricos em guimioterapia sao poucos os trabalhos que levam em
consideragdo a resisténcia explicitamente. Em geral, esta fica implicitamente expressa nos
critérios.

Os tratamentos aqui propostos podem ser utilizados como candidatos a trata-
mentos 6timos em modelos quantitativos mais complexos. Na realidade nosso trabalho
deve ser considerado como um passe inicial na resolucio de problemas de controle 6timo
numérico em quimioterapia.

Um estudo que poderia constituir uma possivel extensao deste trabalho seria a
formulacio do Problema de Controle Otimo com os modelos estudados, porém levando-
se em conta a aplicagio alternada de duas espécies de droga. Neste caso, o nimero de
equagbes envolvidas aumentaria e por conseguinte, a resolucao do problema requereria

meétodos numéricos devido a sua complexidade.
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Apéndice A

Lema A: A trajetdria correspondente & estratégia u = u,, em (3.11) com condigées inici-

ais (xg, yo) se situam abaizo da trajetdria correspondente a qualguer outra estratégia u(t)
com 0 < u(l) < uy, e (zo,y0).

Prova: Seja z,,(2) e y,(2) a solugéo de (3.11) para u = up, e z(t),y(t) a solugao de {3.11)
para 0 < u(f) < un. Seja também 2z, = Ym — T, € 2 = 7 — y. Subtraindo a primeira

equacdo da segunda em (3.11) para ambos os casos

dz,, DFu,,

ra [(I_Q)T_MJr m] ™
dz DFu
E?h{(l_ )_M-HJ

Du(t) _ _Dun
M+u(t) = Mtu,

2(f) = z([])exp(/ot[(l - ajr — E{;-I:)I—%(I-T)—)Jdr)

> 2(0)exp U; [(1 ~a)r— ﬂ?ﬁ“;"m]dr) = z(1)

Visto que,

isto €, z(t) 2 z,{t) Yt=0.

Por outro lado temos que

%ﬁi = r:{?m(f) + Q'sz(t) > Tmm(“ + O(rz(t)
(A.T)
Tn,(0) = x¢
e
da :
—(t) = rz(t) + arz(t)
2t Jte (A.2)
z(0) = zg

Comparando (A.1) e (A.2) e recorrendo aos resultados de desigualdades dife-

renciais (ver Hale [12] p. 30) temos:

em(t) <z(t) , V>0
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(1), vi20.

Finalmente (%) y
0 e o lema esta provado. g

= Znm() + 2m(t) <
Portanto Tm(t) € 2 t

z(t) +
(1) and yn (1) < y{t

) V

Apéndice B
Seja a equagao:
Az*+Bry+Cy*+ Dz + Ey+S=0 (A ou B ou C#0)

que pode ser escrita da seguinte forma:

] F | O R R g e A PR

B
onde A; e Ap sio autovalores de [ ‘g (2;‘ } e [7] é a matriz de mudanca de base de auto-

vetores (com relagdo a Ay, A;) para a base candnica. Dai
Mzt +doyl +azi +hy + 5 =0

Nocaso, Ay =0, Ao = (DF)*+ (r— DFY?, a = —4cMr,

D*F*cM
b= -2 ————+: = .
2( DF —r -’rZCM(r-f-DF)) e §5=(cM)

Como ); = 0, podemos completar os quadrados para y,, obtendo entao,

B2
/\ly2+a’r2+5—;:\—2=0

e 19 = 1. Entao,

AQQ bg 1
x?“*a%*(s—m);

onde y2 = 1 + 73

que € o grafico de uma parédbola.
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