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Abstract

The main goal in writing this dissertation is the study of the inĆuence of the Theory of Permu-
tation Polynomials in the context of Coding Theory via the concept of balanced word. Our basic
reference is the paper "Permutation polynomials and applications to coding theory" by Y. Laigke-
Chapury. Our plan is to introduce the basic concepts in Coding Theory, Permutation Polynomials;
then we mainly consider the long-standing open HellesethŠs conjecture.

Keywords: polynomials, coding , permutation.

Resumo

A dissertação "Polinômios de Permutação e Palavras Balanceadas" tem como principal objetivo
estudar a inĆuência dos polinômios de permutação na teoria de códigos mediante o conceito de
palavra balanceada. A base do trabalho é o artigo "Permutacion polynomials and aplications to
coding theory" de Yann Laigke-Chapuy. Expomos os conceitos básicos de polinômios de permu-
tação como algumas de suas características, exemplos e métodos para identiĄcação dos mesmos.
Em seguida trataremos dos códigos lineares com ênfase nos binários explorando particularmente a
conjectura de Helleseth.

Palavras-chave: polinômio, código, permutação.
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Capítulo 1

Introdução

Cada vez que se enviam dados através de determinados canais de transmissão é muito provável
que erros sejam cometidos. Geralmente um dado é axiomatizado como uma sequencia Ąnita de
longitude Ąxa 𝑛 composta de certos símbolos escolhidos de um conjunto 𝒜, também Ąnito, chamado
de alfabeto. Assim os dados a serem transmitidos são de fato um subconjunto 𝒞 de vetores em 𝒜𝑛 o,
qual e dito de código. Logo o objetivo da Teoria de Códigos é assegurar a existência de bons códigos,
no sentido por exemplo de ter suĄcientes elementos sem afetar o custo de sua construção; também
procura-se que sejam de fácil obtenção. Tradicionalmente as ferramentas que foram utilizadas
provinham da Combinatória e a Teoria de Grupos. Em 1977, Goppa [Go ] deĄniu os chamados
Códigos Algébrico-Geométricos (atualmente ditos de códigos de Goppa Geométricos), via a Teoria
de Curvas sobre corpos Ąnitos, estabelecendo resultados novos para códigos. Escolhemos, no
entanto, nessa dissertação trabalhar com códigos de corpos Ąnitos via a Teoria de Polinômios
de Permutação, pois seu estudo requer requisitos mais básico que os correspondentes a Curvas
Algébricos que de fato são considerados nas diversas disciplinas de álgebra em nosso mestrado.
Mais ainda os resultados principais serão considerados em corpos Ąnitos de característica dois e o
objetivo estará centrado na procura de códigos contendo palavras balanceadas que intuitivamente
melhora a segurança na transmissão de dados. Exporemos a Conjetura de Helleseth (1976) a
qual diz "intuitivamente"que os códigos desejados realiza-se basicamente como imagens de uma
certa função traço. Pelo tanto nossa exposição usara fortemente a existência de polinômios de
permutação particulares como certos binomiais completos tal que uma de suas parcelas é do tipo
𝑥𝑘, sendo 𝑘 um inteiro de Niho o qual está relacionado com certas sequências binarias [Niho ].

O artigo base deste trabalho é o [Chapuy ], listado na referência. O trabalho é compreen-
dido em dois capítulo. O primeiro trata dos preliminares sobre corpos Ąnitos, códigos lineares,
palavras balanceadas e polinômios de permutação; o segundo capítulo considera os pre-requisitos
e resultados importantes para o entendimento da Conjectura de Helleseth. Finalmente prova-se
essa conjetura para certos casos particulares a saber os Teoremas 5.5, 5.6 e a Proposição 5.9 em
[Chapuy ].

Boa leitura a todos.
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Capítulo 2

Preliminares

Neste capítulo daremos deĄnições exporemos resultados importante para o estudo do assunto
deste trabalho.

2.1 Corpos Finitos

DeĄnição 2.1. Um grupo é um conjunto 𝐺 munido de uma operação binária interna * que satisfaz
as seguintes propriedades:

1. ∀ 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝐺 temos que 𝑎 * (𝑏 * 𝑐) = (𝑎 * 𝑏) * 𝑐

2. ∃ 0 ∈ 𝐺 tal que ∀𝑎 ∈ 𝐺 𝑎 * 0 = 0 * 𝑎 = 𝑎

3. Para cada 𝑎 ∈ 𝐺 existe 𝑎⊗1 em G tal que 𝑎 * 𝑎⊗1 = 𝑎⊗1 * 𝑎 = 0.

𝐺 é dito grupo abeliano se satisĄzer a propriedade 4:

4. ∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝐺 temos 𝑎 * 𝑏 = 𝑏 * 𝑎.

DeĄnimos para todo elemento 𝑎 ∈ 𝐺 e todo inteiro 𝑗, 𝑎𝑗 = 𝑎 * ≤ ≤ ≤ * 𝑎
⏟  ⏞  

𝑗 𝑣𝑒𝑧𝑒𝑠

.

Um grupo 𝐺 é dito cíclico se existe 𝑎 ∈ 𝐺 tal que para qualquer 𝑏 ∈ 𝐺 existe um inteiro 𝑗 tal
que 𝑏 = 𝑎𝑗.

DeĄnição 2.2. Um anel (𝑅,+, ≤) é um conjunto 𝑅 munido de dual operações binárias internas +
e ≤ que satisfazem:

1. 𝑅 é um grupo abeliano em relação a +

2. ∀𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑅 temos 𝑎 ≤ (𝑏 ≤ 𝑐) = (𝑎 ≤ 𝑏) ≤ 𝑐

3. ∀𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑅 temos 𝑎 ≤ (𝑏+ 𝑐) = 𝑎 ≤ 𝑏+ 𝑎 ≤ 𝑐 e (𝑎+ 𝑏) ≤ 𝑐 = 𝑎 ≤ 𝑐+ 𝑏 ≤ 𝑐

Se o anel 𝑅 tem outras propriedades ele ganha outro nomes, tais como:
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1. 𝑅 é dito anel com identidade se existe uma identidade multiplicativa, i. é, ∃𝑒 ∈ 𝑅 tal que
∀𝑎 ∈ 𝑅 𝑎 ≤ 𝑒 = 𝑒 ≤ 𝑎 = 𝑎

2. 𝑅 é dito anel comutativo se ≤ é comutativo.

3. 𝑅 é dito domínio de integridade se é comutativo com identidade 𝑒 ̸= 0 se 𝑎 ≤ 𝑏 = 0 implica
que 𝑎 = 0 ou 𝑏 = 0

4. 𝑅 é dito anel de divisão se ∀𝑎 ∈ 𝑅 ∖ ¶0♢ ∃𝑎⊗1 ∈ 𝑅 tal que 𝑎 ≤ 𝑎⊗1 = 𝑎⊗1 ≤ 𝑎 = 𝑒

5. Um anel de divisão comutativo é chamado de corpo, um corpo com um número Ąnito de
elementos é chamado de corpo Ąnito.

Seja 𝑅 uma anel com identidade 𝑒, considere o homomorĄsmo ã : Z ⊃ 𝑅 deĄnido por ã(𝑛) =
𝑛 ≤ 𝑒 = 𝑒+ ≤ ≤ ≤ 𝑒

⏟  ⏞  

𝑛 𝑣𝑒𝑧𝑒𝑠

. Se Ker(ã)=𝑛Z o anel 𝑅 é dito de característica positiva 𝑛. Se Ker(ã)= 0, 𝑅 é

dito de característica 0.

Teorema 2.3. Um corpo Ąnito tem característica prima.

Demonstração. Seja F um corpo Ąnito. Vamos mostrar primeiro que F tem característica positiva.
Considere os múltiplos 𝑒, 2𝑒, 3𝑒, . . . da identidade 𝑒 de F. Como F é Ąnito existem inteiros 𝑘 e

𝑚 tais que 1 ⊘ 𝑚 < 𝑘 e 𝑘𝑒 = 𝑚𝑒, ou ainda, (𝑚⊗ 𝑘)𝑒 = 0, assim (𝑚⊗ 𝑘)𝑥 = (𝑚⊗ 𝑘)𝑒𝑥 = 0𝑥 = 0
para todo 𝑥 ∈ F e F tem característica positiva.

Seja 𝑛 a característica de F. Vamos mostrar que 𝑛 é primo.
Suponha que não, i. é, existem dois inteiros positivos 𝑎 e 𝑏 tais que 1 < 𝑎, 𝑏 < 𝑛 e 𝑎𝑏 = 𝑛.

Então
0 = 𝑛𝑒 = (𝑎𝑏)𝑒 = (𝑎𝑒)(𝑏𝑒) = 0

Dessa forma ou 𝑎𝑥 = 𝑎𝑒 = 0 ou 𝑏𝑥 = 𝑏𝑒 = 0 para todo 𝑥 ∈ F pois estamos em um corpo. Mas
qualquer um dos casos contradiz a deĄnição de característica. Portanto, 𝑛 é primo.

Um subconjunto 𝐾 de um corpo 𝐹 que também é um corpo com as operações induzidas é
chamado subcorpo de 𝐹 . Neste contexto 𝐹 é dito extensão de 𝐾 (Notação: 𝐹 ♣𝐾). Se 𝐾 ̸= 𝐹 , 𝐾
é dito subcorpo próprio de 𝐹 . Observamos ainda que 𝐹 é um 𝐾-espaço vetorial.

O menor subcorpo contido em um corpo 𝐹 é chamado corpo primo de 𝐹 . Os corpos primos
são Q se o corpo é inĄnto ou F𝑝, onde p é um inteiro primo, se o corpo é Ąnito.

Teorema 2.4. Seja 𝐹 um corpo Ąnito de característica 𝑝. Então 𝐹 tem 𝑝𝑛 elementos, onde 𝑛 é
a dimensão de 𝐹 sobre o subcorpo primo F𝑝.

Demonstração. DeĄna 𝐾 = F𝑝. Seja ¶𝑏1, 𝑏2, . . . , 𝑏𝑚♢ uma base de 𝐹 sobre 𝐾. Cada elemento de
𝐹 pode ser unicamente representado na forma 𝑎1𝑏1 + 𝑎2𝑏2 + ≤ ≤ ≤ + 𝑎𝑚𝑏𝑚, onde 𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑚 ∈ 𝐾.
Como para cada 𝑎𝑖 há 𝑞 possibilidades 𝐹 tem 𝑞𝑚 elementos.

Mostra-se que dois corpos Ąnitos como o mesmo número de elementos são isomorfos. A partir
de agora denotaremos um corpo Ąnito por F𝑞, onde 𝑞 = 𝑝𝑛 e 𝑝 é a característica prima do corpo.
Denotaremos ainda por F*

𝑞 o grupo multiplicativo de dos elementos não nulo de F𝑞
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Teorema 2.5. Para todo corpo Ąnito F𝑞 o grupo F*
𝑞 é cíclico.

Demonstração. Vamos assumir 𝑞 ⊙ 3. Seja ℎ = 𝑞 ⊗ 1 a ordem do subgrupo F*
𝑞 e ℎ = 𝑝𝑟1

1 𝑝
𝑟2
2 ≤ ≤ ≤ 𝑝𝑟𝑚

𝑚

a sua decomposição em fatores primos.
Para todo 𝑖, 1 ⊘ 𝑖 ⊘ 𝑚, o polinômio 𝑥ℎ/𝑝𝑖 ⊗ 1 tem no máximo ℎ/𝑝𝑖 raízes sobre F𝑞. Como

ℎ/𝑝𝑖 < ℎ existem elementos não nulos de F𝑞 que não são raízes do polinômio. Seja 𝑎𝑖 um desses

elementos e 𝑏𝑖 = 𝑎
ℎ/𝑝𝑖

𝑖 .

Nós temos que 𝑏
𝑝

𝑟𝑖
𝑖

𝑖 = 1, assim a ordem de 𝑏𝑖 é um divisor de 𝑝𝑟𝑖

𝑖 , logo é da forma 𝑝𝑠𝑖

𝑖 , onde
0 ⊘ 𝑠𝑖 ⊘ 𝑟𝑖. Por outro lado

𝑏
𝑝

𝑟
⊗1
𝑖

𝑖

𝑖 = 𝑎
ℎ/𝑝𝑖

𝑖 ̸= 1,

assim a ordem de 𝑏𝑖 é 𝑝𝑟𝑖

𝑖 . AĄrmamos que 𝑏 = 𝑏1𝑏2 ≤ ≤ ≤ 𝑏𝑚 tem ordem ℎ.
Suponha, o contrário, que ordem de 𝑏 é um divisor próprio de ℎ, dessa forma é um divisor de

pelo menos um dos inteiros ℎ/𝑝𝑖, com 1 ⊘ 𝑖 ⊘ 𝑚. Vamos dizer que a ordem de 𝑏 é um divisor de
ℎ/𝑝1. Temos então:

1 = 𝑏ℎ/𝑝1𝑏
ℎ/𝑝1

1 𝑏
ℎ/𝑝1

2 ≤ ≤ ≤ 𝑏ℎ/𝑝1
𝑚 .

Se 2 ⊘ 𝑖 ⊘ 𝑚, então 𝑝𝑟𝑖

𝑖 divide ℎ/𝑝1 e daí 𝑏
ℎ/𝑝1

𝑖 = 1. Dessa forma 𝑏
ℎ/𝑝1

1 = 1, assim a ordem de
𝑏1 divide ℎ/𝑝1, o que é impossível por a ordem de 𝑏1 é 𝑝𝑟1

1 .
Portanto, F*

𝑞 é cíclico com gerador 𝑏.

DeĄnição 2.6. Um gerador do grupo cíclico F*
𝑞 é chamado de elemento primitivo de F𝑞.

2.2 Carácter

Falaremos agora sobre a função carácter. Seja 𝐺 um grupo multiplicativo Ąnito. Um carácter ä
de 𝐺 é um homomorĄsmo sobrejetivo de 𝐺 sobre o grupo multiplicativo 𝑈 dos números complexos
de valor absoluto 1.

Entre os caracteres de 𝐺 temos o carácter trivial ä0 deĄnido por ä0(𝑔) = 1 para todo 𝑔 ∈ 𝐺;
todos os outros caracteres são chamados não triviais. Cada carácter de ä de 𝐺 está associado a
um carácter conjugado ä deĄnido por ä(𝑔) = ä(𝑔), ∀𝑔 ∈ 𝐺.

Dados ä1, ä2, . . . , ä𝑚 caracteres de 𝐺 deĄnimos a multiplicação de carácter como (ä1ä2 ≤ ≤ ≤ä𝑚)(𝑔) =

ä1(𝑔)ä2(𝑔) ≤ ≤ ≤ä𝑚(𝑔) e denotamos
ä(𝑘) = ä ≤ ≤ ≤ä

⏟  ⏞  

k vezes
. Com essa operação o conjunto �̂� dos caracteres

𝐺 é um grupo multiplicativo com identidade ä0. O grupo �̂� é Ąnito e tem ordem igual a ordem de
𝐺.

O Teorema e Lema apresentados a seguir não serão demonstrados nesse trabalho. Suas pro-
vas podem ser vistas no livro [Lidl ], Teorema 5.39 e Lema 6.56, respectivamente, citado nas
referências.

Teorema 2.7. Seja å um carácter multiplicativo de F𝑞 e ordem 𝑚 > 1 e 𝑓 ∈ F𝑞[𝑥] um polinômio
mônico de grau positivo que não é a 𝑚-ésima potência de um polinômio. Seja 𝑑 o número de raízes
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distintas de 𝑓 em F𝑞 e suponha 𝑑 ⊙ 2. Então existem números complexos æ1, . . . , æ𝑑⊗1 dependendo
apenas de 𝑓 e å, tais que para qualquer inteiro positivo 𝑠 temos

∑︁

Ò∈F𝑞𝑠

å(𝑠)(𝑓(Ò)) = ⊗æ𝑠1 ⊗ ≤ ≤ ≤ ⊗ æ𝑠𝑑⊗1.

Lema 2.8. Os números complexos æ1, . . . , æ𝑑⊗1 do Teorema 2.7 satisfazem ♣æ𝑗♣⊘ 𝑞1/2 para todo
1 ⊘ 𝑗 ⊘ 𝑑⊗ 1.

Teorema 2.9. Seja å um carácter multiplicativo de F𝑞 e ordem 𝑚 > 1 e 𝑓 ∈ F𝑞[𝑥] um polinômio
mônico de grau positivo que não é a 𝑚-ésima potência de um polinômio. Seja 𝑑 o número de raízes
distintas de 𝑓 em F𝑞. Então para todo 𝑎 ∈ F𝑞 temos:

⧹︃
⧹︃
⧹︃
⧹︃
⧹︃
⧹︃

∑︁

𝑐∈F𝑞

å(𝑎𝑓(𝑐))

⧹︃
⧹︃
⧹︃
⧹︃
⧹︃
⧹︃

⊘ (𝑑⊗ 1)𝑞1/2.

Demonstração. Suponhamos primeiro 𝑑 = 1. Como 𝑑 = 1 e 𝑓 não é uma potência de um polinômio
𝑓 = 𝑥 ⊗ Ð para algum Ð ∈ F𝑞. Assim 𝑓 é uma bijeção e

∑︁

𝑐∈F𝑞

å(𝑎𝑓(𝑐)) = 0 para todo 𝑎 ∈ F𝑞. A

inequação então é satisfeita para 𝑑 = 1.
Suponhamos agora 𝑑 ⊙ 2. Aplicando o Teorema 2.7 obtemos:

∑︁

𝑐∈F𝑞

å(𝑎𝑓(𝑐)) = å(𝑎)
∑︁

𝑐∈F𝑞

å(𝑓(𝑐)) = ⊗å(𝑎)(æ1 + ≤ ≤ ≤ + æ𝑑⊗1).

Usando o Lema 2.8 temos que ♣æ𝑗♣⊘ 𝑞1/2 para 1 ⊘ 𝑗 ⊘ 𝑑 ⊗ 1, e assim obtemos a desigualdade
procurada.

2.3 Função Traço

DeĄniremos agora uma outra função que será muito importante para a segunda parte do nosso
trabalho.

DeĄnição 2.10. Seja 𝐹 = F𝑞𝑚 uma extensão de 𝐾 = F𝑞. Para Ð ∈ 𝐹 o traço Tr𝐹/𝐾(Ð) de Ð
sobre 𝐾 é deĄnido por

Tr𝐹/𝐾(Ð) = Ð+ Ð𝑞 + ≤ ≤ ≤ + Ð𝑞
𝑚⊗1

.

Se 𝐾 é o subcorpo primo de F, então Tr𝐹/𝐾(Ð) é chamado de traço absoluto de Ð e denotado por
Tr𝐹 (Ð).

Em outras palavras, o traço de Ð sobre o corpo 𝐾 é a soma dos conjugados de Ð em relação a
𝐾.

Uma outra descrição de traço é a seguinte. Seja 𝑓 ∈ 𝐾[𝑥] o polinômio minimal de Ð sobre
𝐾, seu grau 𝑑 é um divisor de 𝑚. O polinômio 𝑔(𝑥) = 𝑓(𝑥)𝑚/𝑑 ∈ 𝐾[𝑥] é chamado polinômio
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característico de Ð sobre 𝐾. As raízes de 𝑓 sobre 𝐹 são dadas por Ð, Ð𝑞, . . . , Ð𝑞
𝑑⊗1

, as raízes do
polinômio 𝑔 são exatamente os conjugados de Ð. Assim

𝑔(𝑥) = 𝑥𝑚 + 𝑎𝑚⊗1𝑥
𝑚⊗1 + ≤ ≤ ≤ + 𝑎0

= (𝑥⊗ Ð)(𝑥⊗ Ð𝑞) ≤ ≤ ≤ (𝑥⊗ Ð𝑞
𝑚⊗1

),

comparando os coeĄcientes temos que

Tr𝐹/𝐾(Ð) = ⊗𝑎𝑚⊗1.

Em particular, Tr𝐹/𝐾(Ð) é sempre um elemento de 𝐾.

Teorema 2.11. Sejam 𝐾 = F𝑞 e 𝐹 = F𝑞𝑚. Então a função traço Tr𝐹/𝐾 satisfaz as seguintes
propriedades:

(i) Tr𝐹/𝐾(Ð+ Ñ) = Tr𝐹/𝐾(Ð) + Tr𝐹/𝐾(Ñ) para todo Ð, Ñ ∈ 𝐹 ;

(ii) Tr𝐹/𝐾(𝑐Ð) = 𝑐Tr𝐹/𝐾(Ð) para todo 𝑐 ∈ 𝐾 e Ð ∈ 𝐹 ;

(iii) Tr𝐹/𝐾 é uma transformação linear sobrejetiva de 𝐹 em 𝐾, onde 𝐹 e 𝐾 são vistos como
espaços vetoriais sobre 𝐾;

(iv) Tr𝐹/𝐾(𝑎) = 𝑚𝑎 para todo 𝑎 ∈ 𝐾;

(v) Tr𝐹/𝐾(Ð𝑞) = Tr𝐹/𝐾(Ð) para todo Ð ∈ 𝐹 .

Demonstração. (i) Para Ð, Ñ ∈ 𝐹 usando a propriedade (Ð+ Ñ)𝑞 = Ð𝑞 + Ñ𝑞 obtemos

Tr𝐹/𝐾(Ð+ Ñ) = Ð+ Ñ + (Ð+ Ñ)𝑞 + ≤ ≤ ≤ + (Ð+ Ñ)𝑞
𝑚⊗1

= Ð+ Ñ + Ð𝑞 + Ñ𝑞 + ≤ ≤ ≤ + Ð𝑞
𝑚⊗1

+ Ñ𝑞
𝑚⊗1

= Tr𝐹/𝐾(Ð) + Tr𝐹/𝐾(Ð).

(ii) Para 𝑐 ∈ 𝐾 temos que 𝑐𝑞
𝑗

= 𝑐 para todo 𝑗 ⊙ 0. Assim para Ð ∈ 𝐹 temos

Tr𝐹/𝐾(𝑐Ð) = 𝑐Ð + 𝑐𝑞 + Ð𝑞 + ≤ ≤ ≤ + 𝑐𝑞
𝑚⊗1

Ð𝑞
𝑚⊗1

= 𝑐Ð + 𝑐Ð𝑞 + ≤ ≤ ≤ + 𝑐Ð𝑞
𝑚⊗1

= 𝑐Tr𝐹/𝐾(Ð).

(iii) As propriedade (i) e (ii) mais o fato que Tr𝐹/𝐾(Ð) ∈ 𝐾 para todo Ð ∈ 𝐹 garantem que
Tr𝐹/𝐾 é uma transformação linear de 𝐹 em 𝐾. Para a sobrejetividade é suĄciente mostrar que
existe Ð ∈ 𝐹 tal que Tr𝐹/𝐾(Ð) ̸= 0, pois 𝐾 como espaço vetorial sobre 𝐾 tem dimensão 1.

Temos então que Tr𝐹/𝐾(Ð) = 0 se, e somente se, Ð é raiz do polinômio 𝑥𝑞
𝑚⊗1

+≤ ≤ ≤+𝑥𝑞+𝑥 ∈ 𝐾[𝑥]
em 𝐹 . Como o polinômios tem no máximo 𝑞𝑚⊗1 em 𝐹 e 𝐹 tem 𝑞𝑚 elementos existe Ð ∈ 𝐹 tal que
Tr𝐹/𝐾(Ð) ̸= 0.
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(iv) Seja 𝑎 ∈ 𝐾 assim 𝑎𝑞
𝑗

= 𝑎 para 𝑗 ⊙ 1. Então

Tr𝐹/𝐾(𝑎) = 𝑎+ 𝑎𝑞 + ≤ ≤ ≤ + 𝑎𝑞
𝑚⊗1

=
𝑎+ 𝑎+ ≤ ≤ ≤ + 𝑎
⏟  ⏞  

m vezes
= 𝑚𝑎.

(v) Para todo Ð ∈ 𝐹 temos que Ð𝑞
𝑚

= Ð, assim Tr𝐹/𝐾(Ð𝑞) = 𝑎𝑞+𝑎𝑞
2
+≤ ≤ ≤+𝑎𝑞𝑚

= Tr𝐹/𝐾(Ð).

2.4 Códigos Lineares

O ponto de partida para a construção de um código corretor de erro é um conjunto Ąnito 𝒜
chamado de alfabeto. O número de elementos de 𝒜 será denotado por ♣𝒜♣. Um subconjunto próprio
de 𝒞 ⊆ 𝒜𝑛, onde 𝑛 é um número natural, é chamado código corretor de erros.

O exemplo mais familiar de código é o idioma. Consideremos o alfabeto 𝒜 formado pelas 23
letras do alfabeto da língua portuguesa junto com as vogais acentuadas, o cedilha e o espaço em
branco. Temos então que qualquer palavra da língua portuguesa é um elemento do conjunto 𝒜27,
onde 27 é o tamanho da maior palavra da língua. De fato a língua portuguesa é um subconjunto
𝒞 próprio de 𝒜27. Suponhamos que escrevemos uma sequência de letras e formamos a palavra
"matebática". Este não é um elemento de 𝒞, claramente percebemos que ocorreu um erro e, neste
caso, a correção é possível pois a palavra de 𝒞 que mais se assemelha a "matebática" é "matemática".

Mas se queríamos escrever a palavra "gato" e escrevermos "galo" ou "pato" não seriamos capazes
de detectar o erros. Assim o código 𝒞 não é muito eĄciente.

Hoje em dia, códigos são utilizados sempre que se deseja transmitir ou armazenar dados, garan-
tindo a sua conĄabilidade. São exemplos disso todas as comunicações via satélites, as comunicações
internas de um computador, o armazenamento óptico de dados entre outros.

Vamos fazer um exemplo para ilustrar os princípios da Teoria de Código. Suponhamos que
temos um robô que se move sobre um tabuleiro quadriculado, de modo que ao darmos um comando
(Leste, Oeste, Norte, Sul), o robô se descola do centro de uma casa para o centro de outra contígua
indicada pelo comando. Os quatro comandos são codiĄcados como elementos de ¶0, 1♢ × ¶0, 1♢
como é mostrado abaixo:

Leste ↦ ⊗⊃ 00 Norte ↦ ⊗⊃ 10
Oeste ↦ ⊗⊃ 01 Sul ↦ ⊗⊃ 11

O código do lado direito da tabela é chamado de código fonte. Suponhamos agora que esses pares
ordenados sejam transmitidos via rádio e que o sinal no caminho sofra interferências. Imaginemos
que a mensagem 00 possa, na chegada, ser recebida como 01, o que faria com que o robô fosse
para Oeste ao invés de Leste. O que se faz, então, é recodiĄcar as palavras, de modo a introduzir
redundâncias que permitam detectar e corrigir erros. Podemos,por exemplo, modiĄcar o nosso
código como segue:

00 ↦ ⊗⊃ 00000
01 ↦ ⊗⊃ 01011
10 ↦ ⊗⊃ 10110
11 ↦ ⊗⊃ 11101
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Nessa recodiĄcação, as duas primeiras posições reproduzem o código fonte, as outras três posi-
ções são redundâncias introduzidas. Este novo código é chamado de código de canal.

Suponhamos que ao transmitir a palavra 10110, por exemplo, tenhamos recebido a mensagem
11110. Comparando essa mensagem as palavras do código notamos que não lhe pertence e, por-
tando, detectamos erros. A palavra do código que mais se aproxima da mensagem, isto é, a que
tem menor número de componentes diferentes, é 10110, que é precisamente a palavra transmitida
e assim Ązemos uma correção. Esse esquema de transmissão e recebimento é ilustrado na Ągura
abaixo.

Figura 2.1: Esquema gráĄco de transmissão de uma palavra

DeĄnição 2.12. Dados 𝑢 = (𝑢1, 𝑢2, ..., 𝑢𝑛), 𝑣 = (𝑣1, 𝑣2, . . . , 𝑣𝑛) ∈ 𝒜𝑛 a distância de hamming é
dada por 𝑑(𝑢, 𝑣) = #¶𝑖♣𝑢𝑖 ̸= 𝑣𝑖, 1 ⊘ 𝑖 ⊘ 𝑛♢.

Proposição 2.13. Dados 𝑢, 𝑣, 𝑤 ∈ 𝒜𝑛 as seguintes propriedades são válidas:

(i) Positividade: 𝑑(𝑢, 𝑣) ⊙ 0 e 𝑑(𝑢, 𝑣) = 0 ⇔ 𝑢 = 𝑣;

(ii) Simetria: 𝑑(𝑢, 𝑣) = 𝑑(𝑣, 𝑢);

(iii) Desigualdade triangular: 𝑑(𝑢, 𝑣) ⊘ 𝑑(𝑢,𝑤) + 𝑑(𝑤, 𝑣).

Demonstração. (i) Seja 𝑀 um conjunto Ąnito qualquer, temos que #𝑀 ⊙ 0 e #𝑀 = 0 ⇔ 𝑀 = ∅.
Assim 𝑑(𝑢, 𝑣) ⊙ 0, pois por deĄnição 𝑑(𝑢, 𝑣) é a quantidade de elementos de um conjunto Ąnito.
Se 𝑑(𝑢, 𝑣) = 0 se somente se ¶𝑖♣𝑢𝑖 ̸= 𝑣𝑖, 1 ⊘ 𝑖 ⊘ 𝑛♢ = ∅ e isto acontece se somente se 𝑢 = 𝑣.

(ii)¶𝑖♣𝑢𝑖 ̸= 𝑣𝑖, 1 ⊘ 𝑖 ⊘ 𝑛♢ = ¶𝑗♣𝑣𝑗 ̸= 𝑢𝑗, 1 ⊘ 𝑗 ⊘ 𝑛♢ isso implica que 𝑑(𝑢, 𝑣) = 𝑑(𝑣, 𝑢).
(iii) Vamos analisar a contribuição da 𝑖-ésima coordenada em 𝑑(𝑢, 𝑣), denotaremos essa con-

tribuição por 𝑑𝑖(𝑢, 𝑣), assim 𝑑(𝑢, 𝑣) =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑑𝑖(𝑢, 𝑣). Se 𝑢𝑖 = 𝑣𝑖, então 𝑑𝑖(𝑢, 𝑣) = 0, temos duas

possibilidades para 𝑤𝑖. Ou 𝑤𝑖 = 𝑢𝑖 = 𝑣𝑖 e assim 𝑑𝑖(𝑢,𝑤) = 𝑑𝑖(𝑤, 𝑣) = 0, ou 𝑤𝑖 ̸= 𝑢𝑖 e teremos
𝑑𝑖(𝑢,𝑤) = 𝑑𝑖(𝑤, 𝑣) = 1. Em qualquer um dos casos temos que 𝑑𝑖(𝑢, 𝑣) ⊘ 𝑑𝑖(𝑢,𝑤) + 𝑑𝑖(𝑤, 𝑣). Se

8



𝑢𝑖 ̸= 𝑣𝑖 temos duas possibilidades ou 𝑑𝑖(𝑢,𝑤) = 0 e 𝑑𝑖(𝑤, 𝑣) = 1, ou 𝑑𝑖(𝑢,𝑤) = 1 e 𝑑𝑖(𝑤, 𝑣) = 0.
Em qualquer umas das possibilidades temos 𝑑𝑖(𝑢,𝑤) + 𝑑𝑖(𝑤, 𝑣) = 1 = 𝑑𝑖(𝑢, 𝑣). Dessa forma
𝑑𝑖(𝑢, 𝑣) ⊘ 𝑑𝑖(𝑢,𝑤) + 𝑑𝑖(𝑤, 𝑣) para todo 𝑖 ∈ ¶1, 2, ..., 𝑛♢, portando 𝑑(𝑢, 𝑣) ⊘ 𝑑(𝑢,𝑤) + 𝑑(𝑤, 𝑣).

Com essas propriedades temos que a distância 2.12 é uma métrica, chamada de métrica de
Hamming. Dados um elemento 𝑎 ∈ 𝒜𝑛 e um número real 𝑡 > 0, deĄnimos o disco e a esfera de
centro 𝑎 e raio 𝑡 respectivamente, como os conjuntos:

𝐷(𝑎, 𝑡) = ¶𝑢 ∈ 𝒜𝑛♣𝑑(𝑢, 𝑎) ⊘ 𝑡♢

𝑆(𝑎, 𝑡) = ¶𝑢 ∈ 𝒜𝑛♣𝑑(𝑢, 𝑎) = 𝑡♢
.

Lema 2.14. Para todo 𝑐 ∈ 𝒜𝑛 e 𝑟 > 0 natural temos que ♣𝐷(𝑐, 𝑟)♣=
𝑛∑︁

𝑖=0

(︃

𝑛

𝑖

)︃

(𝑞 ⊗ 1)𝑖, onde 𝑞 = ♣𝒜♣

Demonstração. Primeiro vamos mostrar que ♣𝑆(𝑐, 𝑖)♣=
(︁
𝑛
𝑖

⎡

(𝑞 ⊗ 1)𝑖. De fato, Ąxado uma entrada
existem 𝑞 ⊗ 1 opções para a entrada corresponde em uma palavra diferente, fazemos isso 𝑖 vezes.
Existem dessa forma

(︁
𝑛
𝑖

⎡

formas de escolhas para quais 𝑖 elementos são diferentes, daí ♣𝑆(𝑐, 𝑖)♣=
(︁
𝑛
𝑖

⎡

(𝑞 ⊗ 1)𝑖.

Se 𝑖 ̸= 𝑗 então 𝑆(𝑐, 𝑖)∩𝑆(𝑐, 𝑗) = ∅. Temos ainda que𝐷(𝑐, 𝑟) = ¶𝑐 ∈ 𝒜𝑛♣𝑑(𝑐, 𝑎) ⊘ 𝑟♢ =
𝑟⋃︁

𝑖=0

𝑆(𝑐, 𝑖).

Dessa forma

♣𝐷(𝑐, 𝑟)♣=
∑︁

𝑖=0

𝑟♣𝑆(𝑐, 𝑖)♣=
𝑟∑︁

𝑖=0

(︃

𝑛

𝑖

)︃

(𝑞 ⊗ 1)𝑖

.

DeĄnição 2.15. Seja 𝒞 um código. A distância mínima de 𝒞 é o número 𝑑 = 𝑚𝑖𝑛¶𝑑(𝑢, 𝑣)♣𝑢, 𝑣 ∈
𝒞;𝑢 ̸= 𝑣♢.

Dado 𝑑 distancia mínima de 𝒞 deĄne-se 𝑘 = ⌊𝑑⊗1
2

⌋, onde ⌊𝑡⌋ é a parte inteira do número real
𝑡.

Lema 2.16. Seja 𝒞 um código e 𝑑 sua distância mínima. Se 𝑐 e 𝑐′ são palavras distintas então
𝐷(𝑐, 𝑘) ∩𝐷(𝑐′, 𝑘) = ∅.

Demonstração. Suponha 𝑥 ∈ 𝐷(𝑐, 𝑘) ∩ 𝐷(𝑐′, 𝑘), então 𝑑(𝑐, 𝑥) ⊘ 𝑘 e 𝑑(𝑐′, 𝑥) ⊘ 𝑘. Assim pela
desigualdade triangular temos que:

𝑑(𝑐, 𝑐′) ⊘ 𝑑(𝑐, 𝑥) + 𝑑(𝑐′, 𝑥) ⊘ 2𝑘 ⊘ 𝑑⊗ 1

Absurdo, pois 𝑑(𝑐, 𝑐′) ⊙ 𝑑. Portanto 𝐷(𝑐, 𝑘) ∩𝐷(𝑐′, 𝑘) = ∅.

Teorema 2.17. Seja 𝒞 um código de distância mínima 𝑑 e 𝑘 = ⌊𝑑⊗1
2

⌋. Então 𝒞 pode corrigir até
𝑘 erros e detectar 𝑑⊗ 1.
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Demonstração. Seja 𝑏 ∈ 𝒜𝑛 tal que existe 𝑐 ∈ 𝒞 o qual 𝑑(𝑐, 𝑏) ⊘ 𝑘. Estão 𝑏 ∈ 𝐷(𝑐, 𝑘), pelo Lema
2.16 este 𝑐 é único, assim o erro foi corrigido.

Dado 𝑐 ∈ 𝒞 podemos alterar 𝑐 en até 𝑑⊗ 1 letras sem resultar em outro elemento de 𝒞, pois a
distância mínima é 𝑑. Assim podemos detectar até 𝑑⊗ 1 erros.

DeĄnição 2.18. Seja 𝒞 ∈ 𝒜𝑛, dizemos que 𝒞 é um código perfeito se
⋃︁

𝑐∈𝒞

𝐷(𝑐, 𝑘) = 𝒜𝑛.

A partir de agora o nosso alfabeto 𝒜 é um corpo Ąnito F com 𝑞 elementos. Temos então que
F𝑛 é um F-espaço vetorial de dimensão 𝑛.

DeĄnição 2.19. Um código 𝒞 ∈ F𝑛 será um código linear se for um subespaço vetorial de F𝑛.

DeĄnição 2.20. Dado 𝑥 ∈ F𝑛 deĄne-se o peso de 𝑥 como o número inteiro æ(𝑥) := ♣¶𝑖♣𝑥𝑖 ̸= 0♢♣.
Em outras palavras, æ(𝑥) = 𝑑(𝑥, 0).

DeĄnição 2.21. O peso de um código linear 𝒞 é o inteiro æ(𝒞) := 𝑚𝑖𝑛¶æ(𝑥)♣𝑥 ∈ 𝒞/¶0♢♢.

Proposição 2.22. Seja 𝒞 ⊆ F𝑛 um código linear com distancia mínima 𝑑. Temos que:

(i) ∀𝑥, 𝑦 ∈ F𝑛, 𝑑(𝑥, 𝑦) = æ(𝑥⊗ 𝑦).

(ii) 𝑑 = æ(𝒞).

Demonstração. O item (i) é consequência imediata das deĄnições de métrica de Hamming e de peso
de um código. Para o item (ii)temos que se 𝑥 ̸= 𝑦 então 𝑧 = 𝑥⊗ 𝑦 ∈ 𝒞/¶0♢ e 𝑑(𝑥, 𝑦) = æ(𝑧).

Em álgebra linear, conhecem-se essencialmente duas maneiras de descrever subespaços veto-
riais 𝒞 de F𝑛. A primeira delas é como imagem de uma transformação linear. Obtém-se essa
representação da seguinte forma.

Escolhemos uma base ¶v1,v2, . . . ,v𝑘♢ de 𝒞 e consideremos a aplicação linear.

𝑇 : F𝑘 ⊃ F𝑛

x = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑘) ↦⊃ 𝑥1v1 + 𝑥2v2 + . . .+ 𝑥𝑘v𝑘

Temos que 𝑇 é uma transformação linear injetiva tal que a imagem de 𝑇 é 𝒞, Portanto, dar
um código 𝒞 ⊆ F𝑛 é equivalente a dar uma transformação linear injetiva 𝑇 : F𝑘 ⊃ F𝑛 e deĄnir
𝒞 =Im(𝑇 ). Nessa representação torna-se fácil gerar todos os elementos de 𝒞. Entretanto é difícil
decidir se um elemento v ∈ F𝑛 pertence ou não a 𝒞, pois, para tal é necessário resolver um sistema
de 𝑛 equações nas 𝑘 incógnitas 𝑥1, . . . , 𝑥𝑘 abaixo:

𝑥1v1 + 𝑥2v2 + . . .+ 𝑥𝑘v𝑘 = v

O que tem um custo computacional muito alto.
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A segunda maneira de descrever um código linear é através do núcleo de uma transformação
linear. Sendo assim, considere 𝒞 ′ ⊆ F𝑛 o complemento de 𝒞, isto é, 𝒞 ⊕ 𝒞′ = F𝑛 e considere a
aplicação linear

𝐻 : 𝒞 ⊕ 𝒞′ ⊗⊃ F𝑛⊗𝑘

u ⊕ v ↦ ⊗⊃ v

cujo núcleo é precisamente 𝒞. Computacionalmente é muito mais simples decidir se um vetor
𝑣 ∈ F𝑛 pertence ou não a 𝒞 basta veriĄcarmos se 𝐻(v) = 0.

DeĄnição 2.23. Diremos que uma função 𝐹 : F𝑛 ⊗⊃ F𝑛 é uma isometria de F𝑛 se preserva
distância de Hamming, i. é, 𝑑(𝐹 (x), 𝐹 (y)) = 𝑑(x,y).

Proposição 2.24. Toda isometria de F𝑛 é uma bijeção de F𝑛.

Demonstração. Como F𝑛 é Ąnito basta mostrarmos que se 𝐹 é uma isometria 𝐹 é injetivo. De
fato, se 𝐹 (𝑥) = 𝐹 (𝑦) então 𝑑(𝑥, 𝑦) = 𝑑(𝐹 (𝑥), 𝐹 (𝑦)) = 0 dessa forma 𝑥 = 𝑦 e 𝐹 é injetiva.

Proposição 2.25. 1. A função identidade de F𝑛 é uma isometria.

2. Se 𝐹 é uma isometria de F𝑛 então 𝐹⊗1 é uma isometria.

3. Se 𝐹 e 𝐺 são isometria de F𝑛 então 𝐹 ◇𝐺 é uma isometria.

Demonstração. 1. 𝑑(𝑥, 𝑦) = 𝑑(𝐼(𝑥), 𝐼(𝑦)), onde I é a função identidade.
2. Pela Proposição 2.24 existe 𝐹⊗1 como 𝐹 é uma isometria segue que

𝑑(𝐹⊗1(𝑥), 𝐹⊗1(𝑦)) = 𝑑(𝐹 (𝐹⊗1(𝑥)), 𝐹 (𝐹⊗1(𝑦))) = 𝑑(𝑥, 𝑦).

3. Como 𝐹 e 𝐺 são isometrias temos que

𝑑(𝐹 (𝐺(𝑥)), 𝐹 (𝐺(𝑦))) = 𝑑(𝐺(𝑥), 𝐺(𝑦)) = 𝑑(𝑥, 𝑦)

DeĄnição 2.26. Dois códigos lineares 𝒞 e 𝒞 ′ são linearmente equivalentes se existir uma isometria
linear 𝑇 : F𝑛 ⊗⊃ F𝑛 tal que 𝑇 (𝒞) = 𝒞 ′.

Dado 𝒞 ⊆ F𝑛 um código linear. Chamaremos de parâmetros do código linear 𝒞 à terna de
inteiros [𝑛, 𝑘, 𝑑], onde 𝑘 é a dimensão de 𝒞 sobre F e 𝑑 representa a distância mínima de 𝒞.

Seja ℬ = ¶v1, . . . ,v𝑘♢ uma base ordenada de 𝒞 e considere a matriz 𝐺 cujas as linhas são os
vetores v𝑖 = (𝑣𝑖1, . . . , 𝑣𝑖𝑛), 𝑖 = 1, . . . , 𝑘 isto é

𝐺 =

∏︀

̂︁
̂︁
∐︁

v1
...

v𝑘

∫︀

̂︂
̂︂
̂︀

=

∏︀

̂︁
̂︁
∐︁

𝑣11 𝑣12 . . . 𝑣1𝑛
...

...
...

𝑣𝑘1 𝑣𝑘2 . . . 𝑣𝑘𝑛

∫︀

̂︂
̂︂
̂︀

A matriz 𝐺 é chamada de matriz geradora de 𝒞 associada a base ℬ.

11



Considere a transformação linear deĄnida por

𝑇 : F𝑘 ⊗⊃ F𝑛

x ↦ ⊗⊃ x𝐺

Se 𝑥 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑘) temos que 𝑇 (x) = 𝑥𝐺 = 𝑥1v1 + . . .+𝑥𝑘v𝑘, logo 𝑇 (F𝑘) = 𝒞. Podemos então
considerar F𝑘 o código fonte, 𝒞 o código canal e a transformação 𝑇 uma codiĄcação.

Note que a matriz 𝐺 não é univocamente determinada por 𝒞 pois ela depende da escolha da
base. Lembrando que uma base de um espaço vetorial pode ser obtida de uma outra qualquer através
de sequencias de operações do tipo:

• permutação de dois elemento da base;

• multiplicação de elemento da base por um escalar não nulo; e

• substituição de um elemento da base por ele mesmo somado com um múltiplo escalar de outro
elemento da base.

Para mais informações ver referência [Elon ] Segue então que duas matrizes de um mesmo
código 𝒞 podem se obtida uma da outra por uma sequências de operações do tipo:

(L1) Permutação de duas linhas.

(L2) Multiplicação de uma linha por um escalar não nulo.

(L3) Adição de um múltiplo escalar de uma linha a outra.

Inversamente, podemos construir códigos a partir de matrizes geradoras 𝐺. Para tanto basta
tomar uma matriz 𝑘 × 𝑛 cujas linhas são linearmente independentes e deĄnir um código como
sendo imagem da transformação linear

𝑇 : F𝑘 ⊗⊃ F𝑛

𝑥 ↦ ⊗⊃ 𝑥𝐺.

DeĄnição 2.27. Diremos que uma matriz geradora 𝐺 está na forma padrão se tivermos,

𝐺 = (𝐼𝑑𝑘♣𝐴),

onde 𝐼𝑑𝑘 é a matriz identidade 𝑘 × 𝑘 e 𝐴 uma matriz 𝑘 × (𝑛⊗ 𝑘).

Efetuando sequencias de operações sobre a matriz geradora 𝐺 de um código linear 𝒞 do tipo:

(C1) permutação de duas colunas,

(C2) multiplicação de uma coluna por um escalar não nulo,

obtemos uma matriz 𝐺′ de um código 𝒞 ′ equivalente a 𝒞.
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Teorema 2.28. Dado um código 𝒞, existe um código equivalente 𝒞 ′ com matriz geradora na forma
padrão.

Demonstração. Seja 𝐺 uma matriz geradora de 𝒞. Mostraremos que com uma sequência de ope-
rações do tipo (L1), (L2), (L3) e (C1) podemos colocar 𝐺 na forma padrão.

Suponhamos

𝐺 =

∏︀

̂︁
̂︁
∐︁

𝑔11 𝑔12 . . . 𝑔1𝑛
...

...
...

𝑔𝑘1 𝑔𝑘2 . . . 𝑔𝑘𝑛

∫︀

̂︂
̂︂
̂︀
.

Como a primeira linha de 𝐺 é não nula, por meio dde (C1), podemos supor 𝑞11 ̸= 0. Agora
multiplicamos a primeira linha por 𝑔⊗1

11 , podemos por 1 no lugar de 𝑔11.
Somando à segunda, terceira, etc. linhas a primeira linha multiplicada respectivamente por

⊗𝑔21,⊗𝑔31, etc. obtemos uma matriz

∏︀

̂︁
̂︁
̂︁
̂︁
∐︁

1 𝑏12 . . . 𝑏1𝑛

0 𝑏22 . . . 𝑏2𝑛
...

...
...

0 𝑏𝑘2 . . . 𝑏𝑘𝑛

∫︀

̂︂
̂︂
̂︂
̂︂
̂︀

.

Agora na segunda linha da matriz certamente tem um elemento não nulo que por meio da
operação (C1) pode ser colocado na segunda linha e segunda coluna. Multiplicando a segunda
linha pelo inverso desse elemento e usando operações (L3) obtemos a matriz

∏︀

̂︁
̂︁
̂︁
̂︁
∐︁

1 0 𝑐13 . . . 𝑐1𝑛

0 1 𝑐23 . . . 𝑐2𝑛
...

...
...

...
0 0 𝑐𝑘3 . . . 𝑐𝑘𝑛

∫︀

̂︂
̂︂
̂︂
̂︂
̂︀

.

E assim sucessivamente até encontrarmos uma matriz na forma padrão 𝐺′ = (𝐼𝑑𝑘♣𝐴).

2.4.1 Códigos Balanceados

Vamos agora direcionar o nosso foco para alfabetos binários, 𝒜 = ¶0, 1♢. Uma palavra binária,
forma apenas por 0 e 1, de comprimento 𝑚 é dita balanceada se contém exatamente 𝑚/2 zeros e
𝑚/2 uns.

DeĄnição 2.29. Uma palavra binária é dita balanceada se contém tantos zeros quanto uns, isto
é, se 𝑥 é uma palavra balanceada então æ(𝑥) = 𝑚/2.

Um código balanceado com 𝑛 o número de entradas que nos dão a informação e 𝑝 o número
de redundâncias é um conjunto de palavras balanceadas de comprimento 𝑚 = 𝑝 + 𝑛. Códigos
balanceados tem a propriedade que nenhuma palavra está ŚcontidaŠ em outra, i. é, as posições dos
1 de uma palavra nunca será um subconjunto das posições de 1 de uma outra palavra.
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2.5 Polinômios de Permutação

Os polinômios de permutação, daqui para frente referidos apenas como PP, podem historica-
mente serem traçados até Gauss em seu estudo sobre sistema completo de resíduos. Entretanto, os
primeiro estudo sistemático de Polinômios de Permutação foram feitos por Hermite (1863) para
corpos primos e em seguida generalizado por Dickson (1897) para corpos Ąnitos. O interesse atual
em Polinômios de Permutação é sua relação com a criptograĄa. Apesar da atenção dada aos po-
linômios de permutação identiĄca-los não é tarefa fácil e ainda não existe um algoritmo eĄciente
para a construção dos mesmos.

Lema 2.30. Para qualquer 𝜙 : F𝑞 ⊗⊃ F𝑞 existe um único polinômio 𝑓 ∈ F𝑞[𝑥] de grau máximo
𝑞 ⊗ 1 que satisfaz 𝜙(𝑐) = 𝑓(𝑐),∀𝑐 ∈ F𝑞.

Demonstração. (Existência) Considere o polinômio dado por 𝑓(𝑥) =
∑︁

𝑐∈F𝑞

𝜙(𝑐)[1 ⊗ (𝑥⊗ 𝑐)𝑞⊗1] temos

que:

𝑓(𝑥) = 𝜙(𝑐)[1 ⊗ (𝑥⊗ 𝑐)𝑞⊗1] + 𝜙(𝑐2)[1 ⊗ (𝑥⊗ 𝑐2)
𝑞⊗1] + ...+ 𝜙(𝑐𝑞⊗1)[1 ⊗ (𝑥⊗ 𝑐𝑞⊗1)

𝑞⊗1]

Fazendo 𝑥 = 𝑐 temos que 𝑓(𝑐) = 𝜙(𝑐). Isso completa a primeira parte.
(Unicidade) Suponha 𝑓, 𝑔 ∈ F𝑞[𝑥] com graus iguais a 𝑞⊗1 e 𝑓(𝑐) = 𝑔(𝑐) = 𝜙(𝑐)∀𝑐 ∈ F𝑞 e 𝑓 ̸= 𝑔.

Assim, 𝑔𝑟(𝑓 ⊗ 𝑔) ⊘ 𝑞 ⊗ 1. Como 𝑓 ̸= 𝑔, segue que 𝑓 ⊗ 𝑞 ̸= 0, dessa forma 𝑓 ⊗ 𝑔 tem no máximo
𝑞 ⊗ 1 raízes, contradição pois (𝑓 ⊗ 𝑔)(𝑐) = 0∀𝑐 ∈ F𝑞.

Lema 2.31. Para qualquer 𝑓, 𝑔 ∈ F𝑞[𝑥], 𝑓(𝑐) = 𝑔(𝑐),∀𝑐 ∈ F𝑞 se, e somente se, 𝑓(𝑥) ⊕ 𝑔(𝑥)
(mod 𝑥𝑞 ⊗ 𝑥).

Demonstração. Pelo algoritmo da divisão temos que

𝑓(𝑥) ⊗ 𝑔(𝑥) = ℎ(𝑥)(𝑥𝑞 ⊗ 𝑥) + 𝑟(𝑥)

, com ℎ, 𝑟 ∈ F𝑞[𝑥] e 𝜕(𝑟) < 𝑞. Suponha que 𝑓(𝑐) = 𝑔(𝑐),∀𝑐 ∈ F𝑞, assim como 𝑐𝑞 = 𝑐 temos que
𝑟(𝑐) = 0 ∀𝑐 ∈ F𝑞 portando 𝑟(𝑥) = 0 e 𝑓(𝑥) ⊕ 𝑔(𝑥) (mod 𝑥𝑞 ⊗ 𝑥). Suponha agora que 𝑓(𝑥) ⊕ 𝑔(𝑥)
(mod 𝑥𝑞 ⊗ 𝑥)) assim 𝑟(𝑥) = 0 e 𝑓(𝑐) ⊗ 𝑔(𝑐) = 0 ∀𝑐 ∈ F𝑞.

Lema 2.32. O polinômio 𝑓 ∈ F𝑞[𝑥] é um PP se,e somente se, as seguintes condições são equiva-
lentes:

1. a função 𝑓 : 𝑐 ↦⊃ 𝑓(𝑐) é sobrejetiva;

2. a função 𝑓 : 𝑐 ↦⊃ 𝑓(𝑐) é injetiva;

3. 𝑓(𝑥) = 𝑎 tem uma solução em F𝑞 para todo 𝑎 ∈ F𝑞

4. 𝑓(𝑥) = 𝑎 tem uma única solução para cada 𝑎 ∈ F𝑞

Lema 2.33. Sejam 𝑎0, 𝑎1, ..., 𝑎𝑞⊗1 elementos de F𝑞. São equivalentes as seguintes aĄrmações:
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(i) 𝑎0, 𝑎1, ..., 𝑎𝑞⊗1 são distintos;

(ii)
𝑞⊗1
∑︁

𝑖=0

𝑎𝑡1 =

∮︁

0, t = 0, 1, ..., q-2;
⊗1, t= q-1.

.

Demonstração. Para 𝑖 ∈ ¶0, 1, ..., 𝑞 ⊗ 1♢ considere o polinômio

𝑔𝑖(𝑥) = 1 ⊗
𝑞⊗1
∑︁

𝑗=0

𝑎𝑞⊗1⊗𝑗
𝑖 𝑥𝑗.

Temos que 𝑔𝑖(𝑎𝑖) = 1 e 𝑔𝑖(𝑏) = 0 com 𝑏 ∈ F𝑞; 𝑏 ̸= 𝑎𝑖. Dessa forma o polinômio

𝑔(𝑥) =
𝑞⊗1
∑︁

𝑖=0

𝑔𝑖(𝑥) = ⊗
𝑞⊗1
∑︁

𝑗=0

(
𝑞⊗1
∑︁

𝑖=0

𝑎𝑞⊗1⊗𝑗
𝑖 )𝑥𝑗

leva cada elemento de F𝑞 em 1 se, e somente se, ¶𝑎0, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑛♢ = F𝑞 o que é equivalente a (i).
Como 𝜕(𝑔) < 𝑞, pelo Lema 2.31 o polinômio 𝑔 leva cada elemento de F𝑞 em 1 se, e somente,
𝑔(𝑥) = 1 o que é equivalente a (ii).

A seguir veremos estudaremos critérios para obtermos polinômios de permutação.

Teorema 2.34 (Critério de Hermites). Seja F𝑞 um corpo de característica 𝑝. Então 𝑓 ∈ F𝑞 é um
polinômio de permutação de F𝑞 se somente se valem as seguintes condições:

(i) 𝑓 tem uma única raiz em F𝑞;

(ii) para todo 𝑡 ∈ ¶1, ..., 𝑞 ⊗ 2♢ e 𝑡 ̸⊕ 0 (mod 𝑝) temos que 𝑔(𝑥) ⊕ 𝑓(𝑥)𝑡 (mod 𝑥𝑞 ⊗ 𝑥) tem grau
menor ou igual a 𝑞 ⊗ 2

Demonstração. Para cada 1 ⊘ 𝑡 ⊘ temos que 𝑓(𝑥)𝑡 (mod 𝑥𝑞 ⊗ 𝑥) =
𝑞⊗1
∑︁

𝑖=0

𝑏
(𝑡)
𝑖 𝑥

𝑖. Pelo Lema 2.30

temos que 𝑏
(𝑡)
𝑞⊗1 =

∑︁

𝑐∈F𝑞

𝑓(𝑐)𝑡.

⇛ Suponha que 𝑓 é PP. (i) vale de imediato. Temos ainda que F𝑞 = ¶𝑓(𝑐)♣𝑐 ∈ F𝑞♢ assim pelo

Lema 2.33 2.4 𝑏
(𝑡)
𝑞⊗1 = 0 se 𝑡 ∈ ¶1, 2, ..., 𝑞 ⊗ 2♢ e 𝑏

(𝑡)
𝑞⊗1 = ⊗1 se 𝑡 = 𝑞 ⊗ 1, logo (ii) e satisfeita.

⇚ Suponha que (i) e (ii) valem, por (i) temos que
∑︁

𝑐∈F𝑞

𝑓(𝑐)𝑞⊗1 = ⊗1 e por (ii)
∑︁

𝑐∈F𝑞

𝑓(𝑐)𝑡 = 0

com 1 ⊘ 𝑡 ⊘ 𝑞 ⊗ 2, 𝑡 ̸⊕ 0 (mod 𝑝). Suponha que 𝑡 ⊕ 0 (mod 𝑝) ⇒ 𝑡 = 𝑡′𝑝𝑗, com 1 ⊘ 𝑡 ⊘ 𝑞 ⊗ 2.
Segue que:

∑︁

𝑓(𝑐)𝑡 =
∑︁

𝑓(𝑐)𝑡
′𝑝𝑗

= (
∑︁

𝑓(𝑐)𝑡′)𝑝
𝑗

= 0.

Assim pelo Lema 2.33 ¶𝑓(𝑐)♣𝑐 ∈ F𝑞♢ = F𝑞 e 𝑓 é um polinômio de permutação.

Corolário 2.35. Se 𝑑 > 1 e 𝑑♣𝑞 ⊗ 1, então não existe nenhum PP em F𝑞 de grau 𝑑.

Teorema 2.36. 𝑓 ∈ F𝑞[𝑥] é um PP se somente se
∑︁

𝑐∈F𝑞

ä(𝑓(𝑐)) = 0, ∀ä caráter aditivo não trival

de F𝑞.

15



Demonstração. Suponha primeiro que 𝑓 é PP, então
∑︁

𝑐∈F𝑞

ä(𝑓(𝑐)) =
∑︁

𝑐∈F𝑞

ä(𝑐) = 0, pelas proprieda-

des de caráter.
Suponha agora que ä◇ o caráter trivial e

∑︁

𝑐∈F𝑞

ä(𝑓(𝑐)) = 0, ∀ä ̸= ä◇. Vamos mostrar que existe

um único 𝑥 ∈ F𝑞 tal que 𝑓(𝑥) = 𝑎 para um 𝑎 ∈ F𝑞 Ąxado. Para tanto utilizar a teoria de caráter.
O número de 𝑥 ∈ F𝑞 que satisfaz 𝑓(𝑥) = 𝑎 é dado por:

𝑁(𝑎) =
1

𝑞

∑︁

𝑐∈F𝑞

∑︁

ä

ä(𝑓(𝑐))ä(𝑎).

Segue que:

𝑁(𝑎) =
1

𝑞

∑︁

𝑐∈F𝑞

(ä◇(𝑓(𝑐))ä◇(𝑎) +
∑︁

ä̸=ä◇

ä(𝑓(𝑐))ä(𝑎))

=
1

𝑞

∑︁

𝑐∈F𝑞

ä◇(𝑓(𝑐))ä◇(𝑎) +
1

𝑞

∑︁

ä̸=ä◇

ä(𝑎)
∑︁

𝑐∈F𝑞

ä(𝑓(𝑐))

=
𝑞

𝑞
= 1.

Portanto, 𝑓 é PP.

Teorema 2.37. (i) Todo polinômio linear em F𝑞 é um PP

(ii) 𝑥𝑛 ∈ F𝑞[𝑥] é PP se somente se mdc(𝑛, 𝑞 ⊗ 1) = 1.

Teorema 2.38. Seja F𝑞 com característica 𝑝. Então o p-polinômio 𝐿(𝑥) =
𝑚∑︁

𝑖=0

𝑎𝑖𝑥
𝑝𝑖 ∈ F𝑞[𝑥] é um

PP se somente se 𝐿(𝑥) tem apenas 0 como raiz dm F𝑞.

Demonstração. Temos que 𝐿 : F𝑞 ⊗⊃ F𝑞 é linear. Assim se 0 é a unica raiz, L é injetiva, portando
bijetiva logo é um PP

O teorema a seguir nos dá uma caracterização se um tipo especíĄco de polinômio é uma per-
mutação.

Teorema 2.39 (Wan-Lidl). Sejam 𝑚 e 𝑟 inteiros positivos tais que 𝑚 divide 𝑞 ⊗ 1. Seja Ð ∈ F𝑞

um elemento primitivo e 𝑃 ∈ F𝑞[𝑥]. Então 𝑄 = 𝑥𝑟𝑃 (𝑥
𝑞⊗1
𝑚 ) é um PP de F𝑞 se somente se satisfaz

as seguintes condições:

1. mdc(𝑟, 𝑞⊗1
𝑚

) = 1

2. ∀𝑖; 0 ⊘ 𝑖 < 𝑚, 𝑃 (Ð𝑖
𝑞⊗1
𝑚 ) ̸= 0

3. ∀𝑖, 𝑗; 0 ⊘ 𝑖 < 𝑗 < 𝑚, 𝑄(Ð𝑖)
𝑞⊗1
𝑚 ̸= 𝑄(Ð𝑗)

𝑞⊗1
𝑚 .
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Demonstração. DeĄniremos å : F*
𝑞 ⊗⊃ Z/𝑑Z dado por:

å(𝑥) ⊕ IndÐ(𝑥) (mod 𝑚).

Onde IndÐ(𝑥) ⊕ 𝑏 (mod 𝑞 ⊗ 1) tal que Ð𝑏 = 𝑥. DeĄnimos ainda æ = Ð
𝑞⊗1
𝑚

å é um homomorĄsmo pois 𝑥, 𝑦 ∈ F*
𝑞 temos que:

å(𝑥𝑦) ⊕ IndÐ(𝑥𝑦) (mod 𝑚)

⊕ (IndÐ(𝑥) + IndÐ(𝑦)) (mod 𝑚)

⊕ IndÐ(𝑥) (mod 𝑚) + IndÐ(𝑦) (mod 𝑚)

= å(𝑥) + å(𝑦).

Podemos observar também que 𝑥
𝑞⊗1
𝑚 = ÐIndÐ(𝑥) 𝑞⊗1

𝑚 = æIndÐ(𝑥). Como æ𝑚 = 1, concluímos que

𝑥
𝑞⊗1
𝑚 = æå(𝑥).

AĄrmação: å
(︁
𝑃 (æ𝑖)
𝑃 (æ𝑗)

⎡

̸⊕ 𝑟(𝑗 ⊗ 𝑖) (mod 𝑚) ⇒ 𝑄(Ð𝑖)
𝑞⊗1
𝑚 ̸= 𝑄(Ð𝑗)

𝑞⊗1
𝑚 .

Mostraremos a aĄrmação pela contra-positiva. Suponhamos então que 𝑄(Ð𝑖)
𝑞⊗1
𝑚 = 𝑄(Ð𝑗)

𝑞⊗1
𝑚 .

Note que

𝑄(Ð𝑖)
𝑞⊗1
𝑚 = (Ð𝑖𝑟𝑃 (Ð𝑖

𝑞⊗1
𝑚 ))

𝑞⊗1
𝑚 = æ𝑖𝑟𝑃 (æ𝑖)

𝑞⊗1
𝑚

. Assim temos que:

æ𝑖𝑟𝑃 (æ𝑖)
𝑞⊗1
𝑚 = æ𝑗𝑟𝑃 (æ𝑗)

𝑞⊗1
𝑚

(︃

𝑃 (æ𝑖)

𝑃 (æ𝑗)

)︃ 𝑞⊗1
𝑚

= æ𝑟(𝑗⊗𝑖)

æ
å

(︁
𝑃 (æ𝑖)

𝑃 (æ𝑗 )

⎡

= æ𝑟(𝑗⊗𝑖)

å

(︃

𝑃 (æ𝑖)

𝑃 (æ𝑗)

)︃

⊕ 𝑟(𝑗 ⊗ 𝑖) (mod 𝑚)

AĄrmação demonstrada seguiremos para a demonstração do teorema.
Suponha que 𝑄 é um PP. Assim a equação 𝑄(𝑥) = 0 possui uma única solução 𝑥 = 0 dessa

forma o item 2 é satisfeito. Com isso satisfeito temos que 𝑄 é um PP se somente se IndÐ(𝑄(Ð𝑘))
(mod 𝑞 ⊗ 1) com 0 ⊘ 𝐾 ⊘ 𝑞 ⊗ 2 são distintos. Escrevemos então:

𝑘 = 𝑖+𝑚𝑗, 0 ⊘ 𝑖 ⊘ 𝑚⊗ 1, 0 ⊘ 𝑗 ⊘ 𝑞 ⊗ 1

𝑚

A forma especial de 𝑄 implica:

IndÐ(𝑄(Ð𝑘)) = 𝑟(𝑖+𝑚𝑗) + IndÐ(𝑃 (æ𝑖))

= 𝑚(𝑟𝑗) +𝑚𝑖+ IndÐ(𝑃 (æ𝑖))

Da última equação segue que IndÐ(𝑄(Ð𝑘)) com 𝑘 ∈ ¶0, 1, ..., 𝑞 ⊗ 1♢ é um sistema completo de
resíduos módulo 𝑞 ⊗ 1 se somente se mdc(𝑟, 𝑞⊗1

𝑚
) = 1 e 𝑟𝑖 + IndÐ(𝑄(Ð𝑖)) for um sistema de

completo de resíduos módulo 𝑚, mas isso é equivalente a dizer que se 0 ⊘ 𝑖 < 𝑗 ⊘ 𝑚 então

å
(︁
𝑃 (æ𝑖)
𝑃 (æ𝑗)

⎡

̸⊕ 𝑟(𝑗 ⊗ 𝑖) (mod 𝑚). Assim 1 e 3 são satisfeitas.
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Vamos agora deĄnir um tipo particular de polinômios, os polinômios de Dickson. Para tanto
precisamos ter em mãos algumas deĄnições e propriedades. Sejam 𝑥1𝑒𝑥2 indeterminadas e 𝑘 ∈ N,
temos que em qualquer anel comutativo vale:

𝑥𝑘1 + 𝑥𝑘2 =

x
𝑘
2
y

∑︁

𝑗=1

𝑘

𝑘 ⊗ 𝑗

(︃

𝑘 ⊗ 𝑗

𝑗

)︃

(⊗𝑥1𝑥2)
𝑗(𝑥1 + 𝑥2)

𝑘⊗2𝑗.

Para 𝑎 elemento de um anel comutativo deĄnimos o Polinômio de Dickson 𝑔𝑘(𝑥, 𝑎) por:

𝑔𝑘(𝑥, 𝑎) =

⌊ 𝑘
2

⌋
∑︁

𝑗=0

𝑘

𝑘 ⊗ 𝑗

(︃

𝑘 ⊗ 𝑗

𝑗

)︃

(⊗𝑎)𝑗𝑥𝑘⊗2𝑗

Considerando 𝑔𝑘(𝑥, 𝑎) sobre um corpo F, valem as seguintes propriedades:

• 𝑔𝑘(𝑦 + 𝑎
𝑦
, 𝑎) = 𝑦𝑘 + 𝑎𝑘

𝑦𝑘

• 𝑔𝑘(𝑥, 𝑎𝑏
2) = 𝑏𝑘𝑔ℎ(𝑏

⊗1𝑥, 𝑎).

Com isso podemos mostrar o teorema:

Teorema 2.40. O polinômio de Dickson 𝑔𝑘(𝑥, 𝑎) com 𝑎 ∈ F*
𝑞 é um polinômio de permutação se

somente se mdc(𝑘, 𝑞2 ⊗ 1) = 1.

Demonstração. (⇐) Suponha que mdc(𝑘, 𝑞2 ⊗ 1) = 1. Sejam 𝑏, 𝑐 ∈ F𝑞 tais que 𝑔𝑘(𝑏, 𝑎) = 𝑔𝑘(𝑐, 𝑎).
Existem Ñ e Ò ∈ F*

𝑞 tais que 𝑏 = Ñ + 𝑎Ñ⊗1 e 𝑐 = Ò + 𝑎Ò⊗1. Pela propriedade anterior temos que:

Ñ𝑘 + 𝑎𝑘Ñ⊗𝑘 = Ò𝑘 + 𝑎𝑘Ò⊗𝑘 ⇔ (Ñ𝑘 + Ò𝑘)(Ñ𝑘Ò𝑘 ⊗ 𝑎𝑘) = 0 ⇒ Ñ𝑘 = Ò𝑘 ou Ñ𝑘 = (𝑎Ò⊗1)𝑘

Como 𝑥𝑘 é um polinômio de permutação, pois mdc(k,q-1)=1 temos que Ñ = Ò ou Ñ = 𝑎Ò⊗1 em
qualquer um dos casos 𝑏 = 𝑐 e 𝑔𝑘(𝑥, 𝑎) é um PP.

(⇒) Seja mdc(𝑘, 𝑞2 ⊗ 1) = 𝑑 > 1. Suponhamos primeiro que 𝑑 é par. Dessa forma 𝑞 é ímpar
e 𝑘 é par, então 𝑔𝑘(𝑥, 𝑎) contém apenas potências pares de 𝑥 e assim 𝑔𝑘(𝑐, 𝑎) = 𝑔𝑘(⊗𝑐, 𝑎). Mas
𝑐 ̸= ⊗𝑐 contradizendo a hipótese de 𝑔𝑘(𝑥, 𝑎) ser um PP.

Suponhamos agora que 𝑑 é ímpar. Então existe um primo impar 𝑟 que divide 𝑑. Dessa forma
𝑑 divide 𝑘, e 𝑞 ⊗ 1 ou 𝑞 + 1 é divisível por 𝑟, temos então dois casos.

No primeiro caso a equação 𝑥𝑟 = 1 tem 𝑟 soluções em F𝑞, daí existe 𝑏 ∈ F𝑞, 𝑏 ̸= 1, 𝑎 com
𝑏𝑟 = 1. Como 𝑏𝑘 = 1 e pela deĄnição de Polinômio de Dickson

𝑔𝑘(𝑏+ 𝑎𝑏⊗1, 𝑎) = 1 + 𝑎𝑘 = 𝑔(1 + 𝑎, 𝑎).

Como 𝑏+ 𝑎𝑏⊗1 = 1 + 𝑎 implicaria 𝑏 = 1 ou 𝑏 = 𝑎, temos que 𝑏+ 𝑎𝑏⊗1 ̸= 1 + 𝑎 e assim 𝑔𝑘(𝑥, 𝑎) não
é um PP.

No segundo caso, seja Ò ∈ F𝑞2 solução de 𝑥𝑞+1 = 𝑎. Como 𝑥𝑟 = 1 tem 𝑟 soluções em F𝑞2 , então
existe Ñ ∈ F𝑞2 , Ñ ̸= 1, 𝑎Ò⊗2 com Ñ𝑟 = 1. Dessa forma Ñ𝑞+1 = 1 e Ñ𝑘 = 1, segue que:

𝑔𝑘(Ò + 𝑎Ò⊗1, 𝑎) = 𝑔𝑘(ÑÒ + 𝑎(ÑÒ)⊗1, 𝑎)

Temos ainda que, Ò𝑎Ò⊗1 = Ò+Ò𝑞 ∈ F𝑞 e ÑÒ+𝑎(ÑÒ)⊗1 = ÑÒ+(ÑÒ)𝑞 ∈ F𝑞, e ainda ÑÒ+𝑎(ÑÒ)⊗1 ̸=
Ò + 𝑎Ò⊗1. Então 𝑔𝑘(𝑥, 𝑎) não é um PP.
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Corolário 2.41. Se 𝑎 ∈ F*
𝑞 e mdc(𝑘, 𝑞2 ⊗ 1) = 1, então

∑︁

𝑐∈F𝑞

ä(𝑔𝑘(𝑐, 𝑎)) = 0

para todo carácter não trivial de F𝑞.

Demonstração. Como 𝑔𝑘(𝑥, 𝑎) é um PP pelo Teorema 2.40 nós temos:

∑︁

𝑐∈F𝑞

ä(𝑔𝑘(𝑐, 𝑎)) =
∑︁

𝑐∈F𝑞

ä(𝑐)

pelo Teorema 2.9 obtemos o resultado.

Falaremos agora dos binômios de permutação. O nosso primeiro resultado é um corolário do
Teorema 2.39.

Corolário 2.42. Sejam 𝑝 um primo e 𝑚 e ℓ naturais. Seja 𝑘 a ordem de p em Z/𝑚Z. Tome
𝑞 = 𝑝𝑘ℓ𝑚 e 𝑟 relativamente primo com 𝑞 ⊗ 1. Se 𝑎 ∈ F𝑝𝑘ℓ, o binômios 𝑋𝑟(𝑋

𝑞⊗1
𝑚 + 𝑎) é um PP se

somente se (⊗𝑎)𝑚 ̸= 1.

Agora um lema técnico.

Lema 2.43. Sejam 𝑘, ℓ e 𝑝 inteiros positivos. Seja ainda 𝑚 divisor de 𝑝𝑘 ⊗ 1 e 𝑟 relativamente
primo com 𝑝𝑘ℓ𝑚 ⊗ 1, então mdc(𝑝𝑘ℓ𝑚 ⊗ 1, 𝑝

𝑘ℓ𝑚⊗1

𝑚
+ 𝑟) = 1.

Demonstração. Seja 𝑞 = 𝑝𝑘ℓ𝑚, notamos que:

𝑞 ⊗ 1

𝑚
=

𝑝𝑘 ⊗ 1

𝑚

ℓ𝑚⊗1∑︁

𝑖=0

[(𝑝𝑘 ⊗ 1) + 1]𝑖

⊕ 𝑝𝑘 ⊗ 1

𝑚

ℓ𝑚⊗1∑︁

𝑖=0

1 (mod 𝑚)

⊕ 0 (mod 𝑚)

Assim se 𝑚 divide 𝑝𝑘 ⊗ 1 também divide 𝑞⊗1
𝑚

. 𝑞 ⊗ 1 e 𝑞⊗1
𝑚

têm os mesmos divisores primos,
seja 𝑑 um desses divisores. Dessa forma 𝑑 divide 𝑞⊗1

𝑚
, mas não divide 𝑟 já que este é relativamente

primo com 𝑞 ⊗ 1. Dessa forma o lema está provado.

Com o Lema 2.43 temos que os monômios 𝑋𝑟+ 𝑞⊗1
𝑚 e 𝑎𝑋𝑟 são permutações desde que seus

expoentes sejam relativamente primos com 𝑞 ⊗ 1.
Queremos agora encontrar permutações completas, isto é, permutações 𝑓 tais que 𝑓(𝑥) + 𝑥

também é uma permutação. Na verdade queremos encontrar permutações polinomiais completas de
um modelo especíĄco.

Teorema 2.44. Sejam 𝑝 primo, 𝑚 e ℓ naturais e 𝑘 a ordem de 𝑝 em Z/𝑚Z. Tome 𝑞 = 𝑝𝑘ℓ𝑚 e 𝑟
um inteiro positivo relativamente primo com 𝑞 ⊗ 1. Assumindo 𝑎 ∈ F𝑝𝑘ℓ tal que (⊗𝑎)𝑚 ̸= 1. Os
polinômios 𝑃 = 𝑋(𝑋

𝑞⊗1
𝑚 + 𝑎) e 𝑄 = 𝑎𝑋

𝑞⊗1
𝑚

+1 são permutações completas.
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Demonstração. Pelo Corolário 2.42, 𝑃 é uma permutação. Como 𝑎 ∈ F𝑝𝑘ℓ tal que (⊗𝑎)𝑚 ̸= 1
então 𝑎 + 1 também satisfaz essa condição, assim novamente pelo Corolário 2.42 𝑃 + 𝑋 é uma
permutação. 𝑄 é uma permutação pelo Lema 2.43. E Ąnalmente, 𝑄+𝑋 é uma permutação pelo
Corolário 2.42.

Podemos obter uma família de polinômios de permutação da forma 𝑋𝑟(𝑋
𝑞⊗1
𝑚 + 𝑎) para valores

especíĄcos de 𝑎. A pergunta natural é quantos polinômios da forma 𝑋𝑟(𝑋
𝑞⊗1
𝑚 +𝑎) são permutações.

DeĄnição 2.45. ℬ(𝑞,𝑚, 𝑟) = ¶𝑎 ∈ F*
𝑞 ♣𝑋𝑟(𝑋

𝑞⊗1
𝑚 + 𝑎) é uma permutação♢ e 𝑁(𝑞,𝑚, 𝑟) =

#ℬ(𝑞,𝑚, 𝑟).

Daremos agora um limitante superior para 𝑁(𝑞,𝑚, 𝑟)

Teorema 2.46. Sejam 𝑞 potência de um primo 𝑝, 𝑟 um inteiro positivo relativamente primo com
𝑞 ⊗ 1 e 𝑚 um divisor de 𝑞 ⊗ 1, então:

⧹︃
⧹︃
⧹︃
⧹︃
⧹︃
𝑁(𝑞,𝑚, 𝑟) ⊗ 𝑚!

𝑚𝑚
𝑞

⧹︃
⧹︃
⧹︃
⧹︃
⧹︃
⊘ 𝑚!

⎤
1

𝑚𝑚
+ (𝑚⊗ 2)

⎣ √
𝑞 + (𝑚+ 1)! .

Demonstração. Considere 𝒢 o subgrupo cíclico de F*
𝑞 de ordem 𝑚 e tome Ñ gerador de 𝒢. Seja æ

um primitivo da m-ésima raiz da unidade em C.
Denotaremos por ã a aplicação de 𝒢 no conjunto das raízes m-ésimas da unidade em C ã(Ñ𝑖) =

æ𝑖 estendido com ã(0) = 0.

Para 𝑎 ∈ F𝑞, o teorema 2.39 garante que 𝑄𝑎(𝑥) = 𝑥𝑟(𝑥
𝑞⊗1
𝑚 + 𝑎) é uma permutação se,e somente

se, as duas condições a seguir são satisfeitas:

∀𝑖, 0 ⊘ 𝑖 < 𝑚, Ñ𝑖 + 𝑎 ̸= 0 o que é equivalente a (⊗𝑎)𝑚 ̸= 1 (2.5.1)

A função

∮︁

¶1, . . . ,𝑚♢ ⊗⊃ ¶1, . . . ,𝑚♢
𝑖 ↦ ⊗⊃ logÑ(𝑄𝑎(Ð

𝑖)
𝑞⊗1
𝑚 )

é uma permutação. (2.5.2)

Para 𝑓 : ¶1, . . . ,𝑚♢ ⊗⊃ ¶1, . . . ,𝑚♢ deĄnimos

𝑃𝑓 (𝑋1, . . . , 𝑋𝑚) =
𝑚∏︁

𝑖=0

∏︀

∐︁

𝑚⊗1∑︁

𝑗=0

[𝑋𝑖æ
⊗𝑓(𝑖)]𝑗

∫︀

̂︀. (2.5.3)

Seja Ψ o caráter 𝑥 ↦⊃ ã(𝑥
𝑞⊗1
𝑚 ). Para 𝑥 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑚) uma m-upla de elementos em F*

𝑞, usaremos
a notação Ψ(𝑥) = (Ψ(𝑥1), . . . ,Ψ(𝑥𝑚)). Temos então:

𝑃𝑓 (Ψ(𝑥)) =

⎧

⨄︁

⎩

𝑚𝑚, se 𝑓(𝑖) = logÑ(𝑥
𝑞⊗1
𝑚

𝑖 ) para todo i;
0, caso contrário.

(2.5.4)

Seja 𝒮 o conjunto das permutações de ¶1, 𝑙𝑑𝑜𝑡𝑠,𝑚♢. Note que de acordo com 2.5.4

1

𝑚𝑚

∑︁

à∈𝒮

𝑃à(Ψ(𝑄𝑎(Ð), . . . , 𝑄𝑎(Ð
𝑚))) =

∮︁

1, se 2.5.2 é satisfeita;
0, caso contrario.

(2.5.5)
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Dessa forma

𝑁(𝑞,𝑚, 𝑟) =
1

𝑚𝑚

∑︁

𝑎∈F
*
𝑞

(⊗𝑎)𝑚 ̸=1

∑︁

à∈𝒮

𝑃à(Ψ(𝑄𝑎(Ð), . . . , 𝑄𝑎(Ð
𝑚))) (2.5.6)

Queremos encontrar uma estimativa para essa soma.
Seja ℳ(𝑃 ) o conjunto dos monômios de 𝑃 , para um monômio 𝑀 deĄnimos 𝑖𝑛𝑑(𝑀) como o

número de indeterminadas que aparecem em 𝑀 . O carácter Ψ é multiplicativo. Assim:

𝑀 ◇ Ψ(𝑥1, . . . , 𝑥𝑚) = Ψ ◇𝑀(𝑥1, . . . , 𝑥𝑚).

Para qualquer à ∈ 𝒮 temos:

⧹︃
⧹︃
⧹︃
⧹︃
⧹︃
⧹︃

∑︁

𝑎∈F𝑞

𝑃à(Ψ(𝑄𝑎(Ð), . . . , 𝑄𝑎(Ð
𝑚))) ⊗ 𝑞

⧹︃
⧹︃
⧹︃
⧹︃
⧹︃
⧹︃

=

⧹︃
⧹︃
⧹︃
⧹︃
⧹︃
⧹︃
⧹︃
⧹︃

∑︁

𝑎∈F𝑞

∑︁

𝑀∈ℳ(𝑃 )
𝑖𝑛𝑑(𝑀)=𝑘

𝑀(Ψ(𝑄𝑎(Ð), . . . , 𝑄𝑎(Ð
𝑚)))

⧹︃
⧹︃
⧹︃
⧹︃
⧹︃
⧹︃
⧹︃
⧹︃

⊘
𝑚∑︁

𝑘=1

∑︁

𝑀∈ℳ(𝑃 )
𝑖𝑛𝑑(𝑀)=𝑘

⧹︃
⧹︃
⧹︃
⧹︃
⧹︃
⧹︃

∑︁

𝑎∈F𝑞

Ψ(𝑀(𝑄𝑎(Ð), . . . , 𝑄𝑎(Ð
𝑚)))

⧹︃
⧹︃
⧹︃
⧹︃
⧹︃
⧹︃

.

Se 𝑀 =
∏︁

𝑖∈𝐼

𝑋𝑘𝑖

𝑖 nós obtemos:

𝑀(𝑄𝑎(Ð), 𝑙𝑑𝑜𝑡𝑠,𝑄𝑎(Ð
𝑚)) =

∏︁

𝑖∈𝐼

[Ð𝑖𝑟(Ñ𝑖 + 𝑎)]𝑘𝑖

o qual visto como um polinômio com indeterminada 𝑎 tem exatamente #𝐼 = 𝑖𝑛𝑑(𝑀) raízes que
são ¶⊗Ñ𝑖♣𝑖 ∈ 𝐼♢. Elas tem multiplicidade 𝑘𝑖 que é estritamente menor que 𝑚. Usando o Teorema
2.9 na soma de carácter nós obtemos:

⧹︃
⧹︃
⧹︃
⧹︃
⧹︃
⧹︃

∑︁

𝑎∈F𝑞

𝑃à(Ψ(𝑄𝑎(Ð), . . . , 𝑄𝑎(Ð
𝑚))) ⊗ 𝑞

⧹︃
⧹︃
⧹︃
⧹︃
⧹︃
⧹︃

⊘
𝑚∑︁

𝑘=1

∑︁

𝑀∈ℳ(𝑝)
𝑖𝑛𝑑(𝑀)=𝑘

(𝑘 ⊗ 1)
√
𝑞. (2.5.7)

Temos ainda que cada indeterminada aparece apenas em um dos 𝑚 termos do produto 2.5.3
que deĄne 𝑃 , temos que #¶𝑀 ∈ ℳ(𝑃 )♣𝑖𝑛𝑑(𝑀) = 𝑘♢ = (𝑚⊗ 1)𝑘

(︁
𝑚
𝑘

⎡

e então:

⧹︃
⧹︃
⧹︃
⧹︃
⧹︃
⧹︃

∑︁

𝑎∈F𝑞

𝑃à(Ψ(𝑄𝑎(Ð), . . . , 𝑄𝑎(Ð
𝑚))) ⊗ 𝑞

⧹︃
⧹︃
⧹︃
⧹︃
⧹︃
⧹︃

⊘
(︃

𝑚∑︁

𝑘=1

(𝑚⊗ 1)𝑘
(︃

𝑚

𝑘

)︃

(𝑘 ⊗ 1)

)︃

√
𝑞. (2.5.8)

A clássica fórmula para coeĄcientes binomiais 𝑘
(︁
𝑚
𝑘

⎡

= 𝑚
(︁
𝑚⊗1
𝑘⊗1

⎡

nos dá:

𝑚∑︁

𝑘=1

(𝑚⊗ 1)𝑘
(︃

𝑚

𝑘

)︃

(𝑘 ⊗ 1) = 𝑚
𝑚∑︁

𝑘=1

(𝑚⊗ 1)𝑘
(︃

𝑚⊗ 1

𝑘 ⊗ 1

)︃

⊗
𝑚∑︁

𝑘=1

(𝑚⊗ 1)𝑘
(︃

𝑚

𝑘

)︃

= 𝑚(𝑚⊗ 1)𝑚𝑚⊗1 ⊗ (𝑚𝑚 ⊗ 1)

= 1 +𝑚𝑚(𝑚⊗ 2).
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Somando a inequação 2.5.8 para à ∈ 𝒮 nós obtemos

⧹︃
⧹︃
⧹︃
⧹︃
⧹︃
𝑁(𝑞,𝑚, 𝑟) ⊗ 𝑚!

𝑚𝑚
𝑞

⧹︃
⧹︃
⧹︃
⧹︃
⧹︃

=
1

𝑚𝑚

⧹︃
⧹︃
⧹︃
⧹︃
⧹︃
⧹︃
⧹︃
⧹︃

∑︁

à∈𝒮

∏︀

̂︁
̂︁
∐︁

∑︁

𝑎∈F
*
𝑞

(⊗𝑎)𝑚 ̸=1

𝑃à(Ψ(𝑄𝑎(Ð), . . . , 𝑄𝑎(Ð
𝑚))) ⊗ 𝑞

∫︀

̂︂
̂︂
̂︀

⧹︃
⧹︃
⧹︃
⧹︃
⧹︃
⧹︃
⧹︃
⧹︃

⊘ 1

𝑚𝑚

∑︁

à∈𝒮

∏︀

∐︁

⧹︃
⧹︃
⧹︃
⧹︃
⧹︃
⧹︃

∑︁

𝑎∈F𝑞

𝑃à(Ψ(𝑄𝑎(Ð), . . . , 𝑄𝑎(Ð
𝑚))) ⊗ 𝑞

⧹︃
⧹︃
⧹︃
⧹︃
⧹︃
⧹︃

+

⧹︃
⧹︃
⧹︃
⧹︃
⧹︃
⧹︃

∑︁

¶𝑎♣(⊗𝑎)𝑚=1♢∪¶0♢

𝑃à(Ψ(𝑄𝑎(Ð), . . . , 𝑄𝑎(Ð
𝑚)))

⧹︃
⧹︃
⧹︃
⧹︃
⧹︃
⧹︃

∫︀

̂︀

⊘ 𝑚!

𝑚𝑚
(1 +𝑚𝑚(𝑚⊗ 2))

√
𝑞 +

∑︁

à∈𝒮

∑︁

¶𝑎♣(⊗𝑎)𝑚=1♢∪¶0♢

1

⊘ 𝑚!

𝑚𝑚
(1 +𝑚𝑚(𝑚⊗ 2))

√
𝑞 +𝑚! (𝑚+ 1)

e isso completa a prova.

Corolário 2.47. Sejam 𝑝, 𝑞, 𝑟 e 𝑚 como no teorema anterior. Assumindo que 𝑞 > (1+ 𝑚+1
𝑚𝑚+2 )2𝑚2𝑚+2.

Então existe 𝑎 ∈ F*
𝑞 tal que 𝑋𝑟(𝑋

𝑞⊗1
𝑚 + 𝑎) é uma permutação de F𝑞.

Demonstração. A existência desse 𝑎 é equivalente a 𝑁(𝑞,𝑚, 𝑟) > 0. Pelo teorema 2.46 uma
condição suĄciente para isto é:

0 <
1

𝑚𝑚
𝑞 ⊗

⎤
1

𝑚𝑚
+ (𝑚⊗ 2)

⎣ √
𝑞 ⊗ (𝑚+ 1).

A maior raiz desse grau para o polinômio é:

𝑚𝑚+1

2

∏︀

∐︁

⎤

1 +
1

𝑚𝑚⊗1
⊗ 2

𝑚

⎣

+

√︃
⎤

1 +
1

𝑚𝑚⊗1
⊗ 2

𝑚

⎣2

+ 4
𝑚+ 1

𝑚𝑚+2

∫︀

̂︀

o qual é menor que

𝑚𝑚+1

2

∏︀

∐︁1 +

√︃

1 + 4
𝑚+ 1

𝑚𝑚+2

∫︀

̂︀ .

Usando o fato que
√

1 + 𝑥 < 1 + 𝑥
2

obtemos

𝑚𝑚+1
⎤

1 +
𝑚+ 1

𝑚𝑚+2

⎣

um limitante inferior para
√
𝑞. Este limitante dá o nosso resultado.

Depois de todos esses resultados estamos prontos para discutir a Conjectura de Helleseth.
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Capítulo 3

Conjectura de Helleseth

A partir de agora estaremos trabalhando no corpo F2𝑛 com 𝑛 inteiro positivo. Para qualquer
função binária 𝑓 : F2𝑛 ⊗⊃ F2 podemos associar sua imagem a palavra (𝑓(𝑥))𝑥∈F2𝑛 . Isso signiĄca
que quem ordenaremos os elementos de F2𝑛 Ąxando um elemento primitivo Ð.

DeĄnição 3.1. Seja 𝑓 uma função binária. Usaremos a notação (𝑓(𝑥))𝑥∈F2𝑛 para a palavra binária
𝑓(0)𝑓(Ð) ≤ ≤ ≤ 𝑓(Ð2𝑛⊗1).

Nosso interesse em palavras binárias é uma questão criptográĄca pois palavras balanceadas, ver
DeĄnição 2.29 revelam menos do código fonte do que outros tipos de palavras.

A seguir consideraremos o corpo F2𝑛 como um espaço vetorial de dimensão 𝑛 sobre F2. Um
elemento 𝑎 ∈ F2𝑛 pode ser visto como uma n-upla de elementos 𝑎𝑖 ∈ F2, e uma função 𝐹 : F2𝑛 ⊗⊃
F2𝑛 como uma n-upla de funções binárias 𝑓𝑖, i. é, 𝐹 = (𝑓1, . . . , 𝑓𝑛) com 𝑓𝑖 : F2𝑛 ⊗⊃ F2.

A próxima proposição dá uma caraterização de funções de permutação baseada no conceito de
palavra balanceada, sua demonstração pode ser vista na referência [Lidl ] no item 7.17.

Proposição 3.2. Utilizando a notação acima, 𝐹 é uma permutação de F2𝑛 se somente se para
todo 𝑎 ∈ F*

2𝑛 a palavra
(𝑎1𝑓1(𝑥) + ≤ ≤ ≤ + 𝑎𝑛𝑓𝑛(𝑥))𝑥∈F2𝑛

é uma palavra balanceada.

3.1 Conjectura de Helleseth

Conjectura 3.3 (Conjectura de Helleseth). Para todo inteiro 𝑘 relativamente primo com 2𝑛 ⊗ 1,
existe 𝑎 ∈ F*

2𝑛 tal que (Tr(𝑥𝑘 + 𝑎𝑥))𝑥∈F2𝑛 é uma palavra balanceada, onde Tr(Ð) = TrF2𝑛 .

A Conjectura original é mais geral, trata não somente do caso 2 mas sim de um 𝑝 primo
qualquer.

A Proposição 3.2 nos diz que se 𝑥𝑘+𝑎𝑥 é um polinômio de permutação, então (Tr(𝑥𝑘+𝑎𝑥))𝑥∈F2𝑛

é uma palavra balanceada. Assim achar binômios de permutação é uma forma de responder parci-
almente a Conjectura de Helleseth.
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Teorema 3.4. Seja 𝑞 = 2𝑠ℓ𝑚, ℓ inteiro positivo, 𝑚 um divisor de 𝑞⊗1 e 𝑠 a ordem de 2 em Z/𝑚Z.
Então a Conjectura 3.3 é satisfeita para 𝑘 = 𝑞⊗1

𝑚
+ 1.

Demonstração. Observe que

𝑥𝑘 + 𝑎𝑥 = 𝑥
𝑞⊗1
𝑚

+1 + 𝑎𝑥 = 𝑥(𝑥
𝑞⊗1
𝑚 + 𝑎)

assim pelo Corolário 2.42 é suĄciente mostrar que existe 𝑎 ∈ F2𝑘ℓ tal que (⊗𝑎𝑚) ̸= 1.
De fato, (⊗𝑎𝑚) = 1 se, e somente se, 𝑎 é raiz de 𝑔(𝑥) = 𝑥𝑚 + 1. Mas 𝑔 possui exatamente 𝑚

raízes em F2𝑘ℓ assim existe 𝑎 ∈ F2𝑘ℓ que não é raiz de 𝑔.
Dessa forma 𝑥𝑘+𝑎𝑥 é um PP e (Tr(𝑥𝑘+𝑎𝑥)) é uma palavra balanceada pela Proposição ??.

Teorema 3.5. Para todo 𝑚 ⊙ 2, para todo 𝑛 ⊙ 2 log2

(︁

1 + 𝑚+1
𝑚𝑚+2

⎡

+ (2𝑚 + 2) log2(𝑚) tal que 𝑚
divide 2𝑛 ⊗ 1. a Conjectura de Helleseth é satisfeita para 𝑘 = 2𝑛⊗1

𝑚
+ 1.

Demonstração. Seja 𝑞 = 2𝑛 temos então por hipótese que 𝑞 >
(︁

1 + 𝑚+1
𝑚𝑚+2

⎡2
𝑚2𝑚+2 assim pelo

Corolário 2.47 existe 𝑎 ∈ F*
𝑞 tal que 𝑥𝑘 + 𝑎𝑥 é um PP e assim a conjectura é satisfeita pela

proposição ??.

3.2 Expoentes de Niho

DeĄnição 3.6. Seja 𝑛 = 𝑝2𝑡 ⊗ 1 e 𝑘 um inteiro positivo menor que 𝑛. Então 𝑘 é um expoente de
Niho se, e somente se, satisfaz as seguinte condições:

• Mdc(𝑘, 𝑛) = 1

• 𝑘 ̸∈ ¶1, 𝑝, 𝑝𝑝, . . . , 𝑝𝑡⊗1♢

• 𝑘 ⊕ 𝑝𝑗 (mod 𝑝𝑡 ⊗ 1) para algum 𝑗, 0 ⊘ 𝑗 ⊘ 𝑡⊗ 1.

Alguns números que são expoentes de Niho satisfazem a Conjectura de Helleseth.

Proposição 3.7. O número 𝑝2𝑡⊗1
𝑚

+ 1 é um expoente de Niho em F𝑝2𝑡 se, e somente, 𝑚 divide
𝑝𝑡 + 1.

Demonstração. Escrevendo 𝑞 = 𝑝2𝑡, nós temos:

𝑞 ⊗ 1

𝑚
+ 1 = Ú(𝑝𝑡 ⊗ 1) + 𝑝𝑗 ⇔ 𝑞 ⊗ 1 +𝑚 = Ú(𝑝𝑡 ⊗ 1)𝑚+ 𝑝𝑗𝑚

⇔ 𝑚 =
(𝑝𝑡 ⊗ 1)(𝑝𝑡 + 1)

Ú(𝑝𝑡 ⊗ 1) + 𝑝𝑗 ⊗ 1
.

Com 𝑗 = 0, obtemos o resuldado.

Usando os resultados obtidos sobre binômios de permutação na sessão 2.3 nós obtemos mais
expoentes de Niho.
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Proposição 3.8. Sejam 𝑚 e ℓ inteiros positivos, 𝑠 a ordem de 2 em Z/𝑚Z. Tome 𝑞 = 2𝑠ℓ𝑚. Se
m divide 1 +

√
𝑞 então

𝑘 =
𝑞 ⊗ 1

𝑚
+ 1

é um expoente de Niho e existe 𝑎 ∈ F*
𝑞 tal que a palavra (Tr(𝑥𝑘 + 𝑎𝑥))𝑥∈F𝑞

é balanceada.

Demonstração. A Proposição 3.7 garante que 𝑘 é um expoente de Niho, enquanto o Corolário
2.42 nós dá um 𝑎 ∈ F*

𝑞 tal que (𝑥𝑘 + 𝑎𝑥) é um polinômio de permutação, pela Proposição 3.2
(Tr(𝑥𝑘 + 𝑎𝑥))𝑥∈F𝑞

é uma palavra balanceada.
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