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Abstract

The main goal in writing this dissertation is the study of the influence of the Theory of Permu-
tation Polynomials in the context of Coding Theory via the concept of balanced word. Our basic
reference is the paper "Permutation polynomials and applications to coding theory" by Y. Laigke-
Chapury. Our plan is to introduce the basic concepts in Coding Theory, Permutation Polynomials;
then we mainly consider the long-standing open Helleseth’s conjecture.

Keywords: polynomials, coding , permutation.

Resumo

A dissertacao "Polindmios de Permutagao e Palavras Balanceadas" tem como principal objetivo
estudar a influéncia dos polindmios de permutacao na teoria de coédigos mediante o conceito de
palavra balanceada. A base do trabalho é o artigo "Permutacion polynomials and aplications to
coding theory" de Yann Laigke-Chapuy. Expomos os conceitos basicos de polindmios de permu-
tacdo como algumas de suas caracteristicas, exemplos e métodos para identificacdo dos mesmos.
Em seguida trataremos dos codigos lineares com énfase nos binarios explorando particularmente a
conjectura de Helleseth.

Palavras-chave: polinémio, cdédigo, permutacao.
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Capitulo 1

Introducao

Cada vez que se enviam dados através de determinados canais de transmissao é muito provavel
que erros sejam cometidos. Geralmente um dado é axiomatizado como uma sequencia finita de
longitude fixa n composta de certos simbolos escolhidos de um conjunto A, também finito, chamado
de alfabeto. Assim os dados a serem transmitidos sao de fato um subconjunto C de vetores em A" o,
qual e dito de codigo. Logo o objetivo da Teoria de Codigos é assegurar a existéncia de bons c6digos,
no sentido por exemplo de ter suficientes elementos sem afetar o custo de sua construgao; também
procura-se que sejam de facil obtencao. Tradicionalmente as ferramentas que foram utilizadas
provinham da Combinatéria e a Teoria de Grupos. Em 1977, Goppa [Go | definiu os chamados
Cédigos Algébrico-Geométricos (atualmente ditos de cdédigos de Goppa Geométricos), via a Teoria
de Curvas sobre corpos finitos, estabelecendo resultados novos para cédigos. Escolhemos, no
entanto, nessa dissertagao trabalhar com codigos de corpos finitos via a Teoria de Polindmios
de Permutagao, pois seu estudo requer requisitos mais basico que os correspondentes a Curvas
Algébricos que de fato sao considerados nas diversas disciplinas de algebra em nosso mestrado.
Mais ainda os resultados principais serdo considerados em corpos finitos de caracteristica dois e o
objetivo estara centrado na procura de cédigos contendo palavras balanceadas que intuitivamente
melhora a seguranga na transmissdo de dados. Exporemos a Conjetura de Helleseth (1976) a
qual diz "intuitivamente'que os cddigos desejados realiza-se basicamente como imagens de uma
certa funcdo trago. Pelo tanto nossa exposicao usara fortemente a existéncia de polinomios de
permutacao particulares como certos binomiais completos tal que uma de suas parcelas é do tipo
2%, sendo k um inteiro de Niho o qual estd relacionado com certas sequéncias binarias [Niho |.

O artigo base deste trabalho é o [Chapuy |, listado na referéncia. O trabalho é compreen-
dido em dois capitulo. O primeiro trata dos preliminares sobre corpos finitos, codigos lineares,
palavras balanceadas e polinomios de permutacao; o segundo capitulo considera os pre-requisitos
e resultados importantes para o entendimento da Conjectura de Helleseth. Finalmente prova-se
essa conjetura para certos casos particulares a saber os Teoremas 5.5, 5.6 e a Proposi¢ao 5.9 em
[Chapuy |.

Boa leitura a todos.



Capitulo 2

Preliminares

Neste capitulo daremos defini¢coes exporemos resultados importante para o estudo do assunto
deste trabalho.

2.1 Corpos Finitos

Definigao 2.1. Um grupo é um conjunto G munido de uma operagao bindria interna * que satisfaz
as sequintes propriedades:

1. Y a,b,c € G temos que ax (bxc) = (axb)x*c
2.30e€G tal queVae Gax0=0%xa=a
3. Para cada a € G existe a™! em G tal que axa ' =atxa=0.
G € dito grupo abeliano se satisfizer a propriedade 4:
4. Ya,b € G temos axb="bxa.
Definimos para todo elemento a € G e todo inteiro j, ' = a* --- * a.
\ﬂ—/
j vezes
Um grupo G é dito ciclico se existe a € G tal que para qualquer b € G existe um inteiro j tal

que b= a’.

Defini¢ao 2.2. Um anel (R,+,-) € um conjunto R munido de dual operacoes bindrias internas +
e - que satisfazem:

1. R é um grupo abeliano em relagcao a +
2. Ya,b,c € R temos a-(b-c)=(a-b)-c
3. VYa,b,c € R temosa-(b+c)=a-b+a-ce(a+b)-c=a-c+b-c

Se o anel R tem outras propriedades ele ganha outro nomes, tais como:



1. R é dito anel com identidade se existe uma identidade multiplicativa, i. €, de € R tal que
Voe Ra-e=e-a=a

2. R ¢é dito anel comutativo se - é comutativo.

3. R € dito dominio de integridade se é comutativo com identidade e # 0 se a-b = 0 implica
que a=0 oub=0

4. R ¢é dito anel de divisio se Va € R\ {0} Ja~' € R tal quea-a™' =a ' -a=e

5. Um anel de divisdo comutativo é chamado de corpo, um corpo com um numero finito de
elementos é chamado de corpo finito.

Seja R uma anel com identidade e, considere o homomorfismo ¢ : Z — R definido por ¢(n)
n-e=e+---e. Se Ker(¢)=nZ o anel R é dito de caracteristica positiva n. Se Ker(¢)= 0, R é

n vezes , 3
dito de caracteristica 0.

Teorema 2.3. Um corpo finito tem caracteristica prima.

Demonstragao. Seja I um corpo finito. Vamos mostrar primeiro que [ tem caracteristica positiva.

Considere os multiplos e, 2¢, 3e, ... da identidade e de F. Como F é finito existem inteiros k e
m tais que 1 <m < k e ke = me, ou ainda, (m — k)e = 0, assim (m — k)x = (m — k)ex = 0x =0
para todo x € F e [F tem caracteristica positiva.

Seja n a caracteristica de F. Vamos mostrar que n é primo.

Suponha que nao, i. ¢é, existem dois inteiros positivos a e b tais que 1 < a,b < n e ab = n.
Entao

0 = ne = (ab)e = (ae)(be) =0

Dessa forma ou ax = ae = 0 ou bxr = be = 0 para todo x € F pois estamos em um corpo. Mas
qualquer um dos casos contradiz a definicao de caracteristica. Portanto, n é primo. O

Um subconjunto K de um corpo F' que também é um corpo com as operacoes induzidas é
chamado subcorpo de F. Neste contexto F € dito extensao de K (Notagao: F|K). Se K # F, K
¢ dito subcorpo proprio de F. Observamos ainda que F' é um K-espaco vetorial.

O menor subcorpo contido em um corpo F ¢ chamado corpo primo de F. Os corpos primos
sao Q se o corpo € infinto ou IF),, onde p é um inteiro primo, se o corpo € finito.

Teorema 2.4. Seja F' um corpo finito de caracteristica p. Entao F tem p™ elementos, onde n é
a dimensao de F' sobre o subcorpo primo F,.

Demonstragio. Defina K = F,. Seja {by,ba,...,by,} uma base de F sobre K. Cada elemento de
F' pode ser unicamente representado na forma a;b; + asbs + - - - + anb,,, onde aq,aq,...,a,, € K.
Como para cada a; ha g possibilidades F' tem ¢ elementos. O

Mostra-se que dois corpos finitos como o mesmo nimero de elementos sao isomorfos. A partir
de agora denotaremos um corpo finito por F,, onde ¢ = p" e p € a caracteristica prima do corpo.
Denotaremos ainda por F o grupo multiplicativo de dos elementos nao nulo de I,

3



Teorema 2.5. Para todo corpo finito By o grupo T, € ciclico.

Demonstragao. Vamos assumir ¢ > 3. Seja h = ¢ — 1 a ordem do subgrupo F, e h = pi'p5* - - p;»
a sua decomposicao em fatores primos.
Para todo i, 1 < i < m, o polinémio 27 — 1 tem no maximo h/p; raizes sobre F,. Como

h/p; < h existem elementos nao nulos de F, que ndo sao raizes do polinémio. Seja a; um desses
h/pi

elementos e b; = a;""".
i
, D, . , L. ) , )

Nés temos que b;° = 1, assim a ordem de b; é um divisor de p;*, logo é da forma p;*, onde

0 < s; <r;. Por outro lado

-1
T

i

(2

=" #1,

assim a ordem de b; é p;'. Afirmamos que b = bybs - - - b, tem ordem h.

Suponha, o contrario, que ordem de b é um divisor proprio de h, dessa forma é um divisor de
pelo menos um dos inteiros h/p;, com 1 < ¢ < m. Vamos dizer que a ordem de b é um divisor de
h/p1. Temos entao:

1 = bh/plbil/plbg/pl . b?n/p1.

Se 2 < i < m, entdo pl* divide h/p; e dai b]’” = 1. Dessa forma b}/"" = 1, assim a ordem de
by divide h/p;, o que é impossivel por a ordem de by é pi'.
Portanto, [} € ciclico com gerador b. O

Definigao 2.6. Um gerador do grupo ciclico F; é chamado de elemento primitivo de F,.

2.2 Caracter

Falaremos agora sobre a funcao cardacter. Seja G um grupo multiplicativo finito. Um cardcter x
de G € um homomorfismo sobrejetivo de G sobre o grupo multiplicativo U dos nimeros complexos
de valor absoluto 1.

Entre os caracteres de G temos o cardcter trivial xo definido por xo(g) = 1 para todo g € G;
todos os outros caracteres sdo chamados ndo triviais. Cada cardcter de x de G estd associado a

um cardcter conjugado Y definido por X(g) = x(g), Vg € G.

Dados x1, X2 - - -, Xm caracteres de G definimos a multiplicacao de cardcter como (x1X2 - Xm)(g) =
(k) — 4 ...
X=X X N
X1(9)x2(9) - - - xm(g) e denotamos . ~——". Com essa operagdo o conjunto G dos caracteres
vezes

G é um grupo multiplicativo com identidade xo. O grupo G é finito e tem ordem igual a ordem de
G.

O Teorema e Lema apresentados a sequir nao serdo demonstrados nesse trabalho. Suas pro-
vas podem ser wvistas no livro [Lidl |, Teorema 5.39 e Lema 6.56, respectivamente, citado nas
referéncias.

Teorema 2.7. Seja ¢ um cardcter multiplicativo de F, e ordem m > 1 e f € F,[z] um polinomio
monico de grau positivo que nao € a m-ésima poténcia de um polinomio. Seja d o niumero de raizes

4



distintas de f em F, e suponha d > 2. Entao existem nimeros complexos wy, . ..,wq—1 dependendo
apenas de [ e, tais que para qualquer inteiro positivo s temos

> UI(f() = —wh = —wi
’yEFqs
Lema 2.8. Os nidmeros complexos wy, ..., w41 do Teorema 2.7 satisfazem |w;|< q'/? para todo

1<j<d-—1.

Teorema 2.9. Seja ¢ um cardcter multiplicativo de F, e ordem m > 1 e f € F,[z] um polinémio
monico de grau positivo que ndo € a m-ésima poténcia de um polinomio. Seja d o numero de raizes
distintas de f em F,. Entdao para todo a € F, temos:

S wlaf(e))| < (d = 1),

cely

Demonstragdo. Suponhamos primeiro d = 1. Como d = 1 e f nao é uma poténcia de um polinémio
f =z — a para algum a € F,. Assim f é uma bije¢do e Y _ ¢(af(c)) = 0 para todo a € F,. A
cclFy
inequacao entao é satisfeita para d = 1.
Suponhamos agora d > 2. Aplicando o Teorema 2.7 obtemos:

> v(af(e)) =v(a) }_ d(f(e) = —t(a)(wi + - + wa).

celFg c€lq

Usando o Lema 2.8 temos que |w;|< g'/? para 1 < j < d — 1, e assim obtemos a desigualdade
procurada. O

2.3 Funcao Traco

Definiremos agora uma outra funcdo que serd muito importante para a sequnda parte do nosso
trabalho.

Definicao 2.10. Seja F' = Fgn uma extensio de K = F,. Para o € F o trago Trp/i(a) de o
sobre K ¢ definido por

m—1

T’FF/K(O./) :Oé+OZq+"'+05q
Se K € o subcorpo primo de F, entao Trp (o) € chamado de trago absoluto de o e denotado por

TT’F<C¥).

Em outras palavras, o traco de o sobre o corpo K € a soma dos conjugados de v em relacao a
K.

Uma outra descrigao de trago é a sequinte. Seja f € Klz| o polinémio minimal de o sobre
K, seu grau d é um divisor de m. O polinomio g(x) = f(z)™* € K[z] é chamado polinomio

5



s . ~ d—1 -
caracteristico de o sobre K. As raizes de f sobre F sdo dadas por a,af,...,a% ~, as raizes do
polinomio g sdo exatamente os conjugados de . Assim

g(x) = 2"+ am ™+ +ag

— @-a)e—a”) (@ -at),
comparando os coeficientes temos que
Trejk(a) = —m—1.
Em particular, Trp/k (o) € sempre um elemento de K.

Teorema 2.11. Sejam K = F, ¢ F' = Fgm. Entdo a fungio tragco Try i satisfaz as sequintes
propriedades:

(1) Tre/x(o+ B) = Trpjk(a) + Trp/x(B) para todo o, B € F;
(7t) Trpjk(ca) = cTrp/k (o) para todo c € K e a € F';

(iii) Trp/x € uma transformagdio linear sobrejetiva de F' em K, onde F e K sao vistos como
espacos vetoriais sobre K ;

(iv) Trp/k(a) = ma para todo a € K;
(v) Trp/x(a?) = Trp/k (o) para todo o € F.

Demonstragdo. (i) Para o, € F usando a propriedade (a + 3)? = a? 4 9 obtemos

Trpg(a+8) = a+ B4 @+ B+ -+ (a+ )
= a+ﬂ—|—aq—|—ﬁq+...+aqm_1+6qm—1
= Trp/x(a) + Tre/k ().

(ii) Para ¢ € K temos que @ =c para todo 7 > 0. Assim para a € F temos

m—1 m—1

TrF/K(Ca) = cat+cd+al+---F+c af
— ca+cal+-foa

= Trp/k(a).

(ili) As propriedade (i) e (ii) mais o fato que Trp k(o) € K para todo a € F garantem que
Trp/x € uma transformacao linear de ' em K. Para a sobrejetividade ¢ suficiente mostrar que
existe a € F tal que Trp k(o) # 0, pois K como espaco vetorial sobre K tem dimensao 1.

Temos entao que Trp/k () = 0 se, e somente se, « é raiz do polindémio 2" 42l € K|[x]
em F. Como o polindmios tem no maximo ¢™ ! em F e F tem ¢™ elementos existe a € F tal que
TI'F/K (Oé) 7£ 0.



(iv) Seja a € K assim a? = a para j > 1. Entéo

Tre/k(a) = atal+-+a"
at+a+---+a

11 vezes
ma.

(v) Para todo « € F' temos que a?" = o, assim Trp/x(a?) = a%+a? +- - +a" = Trp/i(a). O

2.4 (Cdbdigos Lineares

O ponto de partida para a constru¢io de um codigo corretor de erro é um conjunto finito A
chamado de alfabeto. O nimero de elementos de A serd denotado por |A|. Um subconjunto préprio
de C C A", onde n € um niumero natural, é chamado codigo corretor de erros.

O exemplo mais familiar de codigo é o idioma. Consideremos o alfabeto A formado pelas 23
letras do alfabeto da lingua portuguesa junto com as vogais acentuadas, o cedilha e o espaco em
branco. Temos entdo que qualquer palavra da lingua portuguesa é um elemento do conjunto A*7,
onde 27 € o tamanho da maior palavra da lingua. De fato a lingua portuguesa é um subconjunto
C préoprio de A?*". Suponhamos que escrevemos uma sequéncia de letras e formamos a palavra
"matebdtica’. Este ndo é um elemento de C, claramente percebemos que ocorreu um erro e, neste
caso, a correcdo € possivel pois a palavra de C que mais se assemelha a "matebdtica” € "matemdtica".

Mas se queriamos escrever a palavra "gato" e escrevermos "galo" ou "pato" nao seriamos capazes
de detectar o erros. Assim o codigo C ndo é muito eficiente.

Hoje em dia, codigos sao utilizados sempre que se deseja transmitir ou armazenar dados, garan-
tindo a sua confiabilidade. Sao exemplos disso todas as comunicagoes via satélites, as comunicagoes
internas de um computador, o armazenamento optico de dados entre outros.

Vamos fazer um exemplo para ilustrar os principios da Teoria de Codigo. Suponhamos que
temos um robo que se move sobre um tabuleiro quadriculado, de modo que ao darmos um comando
(Leste, Oeste, Norte, Sul), o robd se descola do centro de uma casa para o centro de outra contigua
indicada pelo comando. Os quatro comandos sao codificados como elementos de {0,1} x {0,1}

como € mostrado abaizo:
Leste +—— 00 Norte +—— 10

Oeste 11— 01 Sul +— 11

O codigo do lado direito da tabela é chamado de codigo fonte. Suponhamos agora que esses pares
ordenados sejam transmitidos via radio e que o sinal no caminho sofra interferéncias. Imaginemos
que a mensagem 00 possa, na chegada, ser recebida como 01, o que faria com que o robo fosse
para QOeste ao invés de Leste. O que se faz, entdo, € recodificar as palavras, de modo a introduzir
redundancias que permitam detectar e corrigir erros. Podemos,por exemplo, modificar o nosso
codigo como seque:

00 r— 00000
01 +— 01011
10 +— 10110
11 +— 11101



Nessa recodificacao, as duas primeiras posicoes reproduzem o codigo fonte, as outras trés posi-
coes sao redundancias introduzidas. Este novo codigo € chamado de codigo de canal.

Suponhamos que ao transmitir a palavra 10110, por exemplo, tenhamos recebido a mensagem
11110. Comparando essa mensagem as palavras do cédigo notamos que nao lhe pertence e, por-
tando, detectamos erros. A palavra do cédigo que mais se aprorima da mensagem, isto €, a que
tem menor numero de componentes diferentes, ¢ 10110, que € precisamente a palavra transmitida
e assim fizemos uma corregdo. Esse esquema de transmissao e recebimento € ilustrado na figura
abaizo.

FONTE CODIFICADOR CODIFICADOR
— DA — DE
FONTE CANAL
l CANAL
DECODIFICADOR DECODIFICADOR
DE —_— DA —= | USUARIO
CANAL FONTE
Figura 2.1: Esquema gréafico de transmissao de uma palavra
Definigao 2.12. Dados u = (uy,ug, ..., up),v = (v1,V2,...,0,) € A" a distincia de hamming é

dada por d(u,v) = #{ilu; # v;, 1 <i<n}.

Proposigao 2.13. Dados u,v,w € A" as sequintes propriedades sio validas:
(i) Positividade: d(u,v) >0 e d(u,v) =0 u=wv;
(ii) Simetria: d(u,v) = d(v,u);

(iii) Desigualdade triangular: d(u,v) < d(u,w) + d(w,v).

Demonstragdo. (i) Seja M um conjunto finito qualquer, temos que #M > 0e #M =0 < M = ().
Assim d(u,v) > 0, pois por defini¢do d(u,v) é a quantidade de elementos de um conjunto finito.
Se d(u,v) = 0 se somente se {ilu; # v;, 1 <i<n} =0 e isto acontece se somente se u = v.
(i){e]u; # vi, 1 <@ <n}={jlv; #uj, 1 <j<n} issoimplica que d(u,v) = d(v,u).
(iii) Vamos analisar a contribui¢do da i-ésima coordenada em d(u,v), denotaremos essa con-

n

tribui¢do por d;(u,v), assim d(u,v) = > d;(u,v). Se u; = v;, entdo d;(u,v) = 0, temos duas
i=1

possibilidades para w;. Ou w; = u; = v; e assim d;(u, w) = d;(w,v) = 0, ou w; # u; e teremos

di(u,w) = d;(w,v) = 1. Em qualquer um dos casos temos que d;(u,v) < d;(u,w) + d;(w,v). Se
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u; # v; temos duas possibilidades ou d;(u,w) = 0 e d;(w,v) = 1, ou d;(u,w) = 1 e d;(w,v) = 0.
Em qualquer umas das possibilidades temos d;(u,w) + d;(w,v) = 1 = d;(u,v). Dessa forma
di(u,v) < di(u,w) + d;(w,v) para todo ¢ € {1,2,...,n}, portando d(u,v) < d(u,w) + d(w,v). O

Com essas propriedades temos que a distancia 2.12 ¢ uma métrica, chamada de métrica de
Hamming. Dados um elemento a € A™ e um numero real t > 0, definimos o disco e a esfera de
centro a e raio t respectivamente, como 0s conjuntos:

D(a,t) ={u € A"|d(u,a) < t}

S(a,t) ={ue A"d(u,a) =t}

n

Lema 2.14. Para todo ¢ € A™ e r > 0 natural temos que |D(c, ) Z ( ) q—1)", onde q = | A

Demonstragdo. Primeiro vamos mostrar que |S(c,i)|= (C‘)(q — 1)". De fato, fixado uma entrada

existem ¢ — 1 opgoes para a entrada corresponde em uma palavra diferente, fazemos isso ¢ vezes.
Existem dessa forma (?) formas de escolhas para quais i elementos sao diferentes, dai [S(c,i)|=

(7)(q = 1)".
Sei # jentao S(c,7)NS(c,j) = 0. Temos ainda que D(c,r) = {c € A"|d(c,a) <1} = O S(e,1).

i=0
Dessa forma

Dleni= X risel= 3 (1)@

=0 =0

]

Definicao 2.15. Seja C um cddigo. A distancia minima de C é o nimero d = min{d(u,v)|u,v €

Ciu#v}.

Dado d distancia minima de C define-se k = |45, onde [t| ¢ a parte inteira do nimero real
t.

Lema 2.16. Seja C um cédigo e d sua distancia minima. Se ¢ e ¢’ sdo palavras distintas entao

D(e, k)N D(d, k) =0.

Demonstra¢io. Suponha = € D(c, k) N D(c, k), entdo d(c,z) < k e d(¢,x) < k. Assim pela
desigualdade triangular temos que:

d(e,d) <d(c,z)+d(d,z) <2k <d—1
Absurdo, pois d(c, ') > d. Portanto D(c, k) N D(c k) = 0. O

Teorema 2.17. Seja C um cddigo de distancia minima d e k = L%J Entao C pode corrigir até
k erros e detectar d — 1.



Demonstragio. Seja b € A" tal que existe ¢ € C o qual d(c,b) < k. Estdao b € D(c, k), pelo Lema
2.16 este ¢ € Unico, assim o erro foi corrigido.

Dado ¢ € C podemos alterar ¢ en até d — 1 letras sem resultar em outro elemento de C, pois a
distancia minima é d. Assim podemos detectar até d — 1 erros. O

Definigao 2.18. Seja C € A", dizemos que C é um cédigo perfeito se | ] D(c, k) = A"
ceC

A partir de agora o nosso alfabeto A é um corpo finito F com q elementos. Temos entdo que
F™ € um F-espaco vetorial de dimensao n.

Definicao 2.19. Um cddigo C € F" serda um codigo linear se for um subespaco vetorial de F™.

Definicao 2.20. Dado x € F™ define-se o peso de x como o nimero inteiro w(x) = |{i|z; # 0}|.
Em outras palavras, w(x) = d(x,0).

Defini¢ao 2.21. O peso de um cddigo linear C é o inteiro w(C) := min{w(z)|x € C/{0}}.
Proposigao 2.22. Seja C C F" um codigo linear com distancia minima d. Temos que:
(i) Ve,y € F", d(x,y) = w(z — y).
(ii) d =w(C).

Demonstragao. O item (i) é consequéncia imediata das definigdes de métrica de Hamming e de peso
de um cédigo. Para o item (ii)temos que se x # y entdo z =z —y € C/{0} e d(z,y) =w(z). O

Em algebra linear, conhecem-se essencialmente duas maneiras de descrever subespacos veto-
riais C de F". A primeira delas é como imagem de uma transformagdo linear. Obtém-se essa
representacdo da sequinte forma.

FEscolhemos uma base {vy,va,...,vi} de C e consideremos a aplicagdo linear.
T:F* — F»
X = (x1,...,2,) = TV + ToVa+ ...+ TV

Temos que T é uma transformacao linear injetiva tal que a imagem de T é C, Portanto, dar
um cédigo C C F™ ¢ equivalente a dar wma transformacdo linear injetiva T : F* — F™ e definir
C =Im(T). Nessa representagio torna-se facil gerar todos os elementos de C. Entretanto € dificil
decidir se um elemento v € F" pertence ou nao a C, pois, para tal é necessdrio resolver um sistema
de n equagoes nas k incognitas x4, . .., xy abairo:

T1V] + X9V + ... + TV =V
O que tem um custo computacional muito alto.
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A sequnda maneira de descrever um codigo linear é através do nicleo de uma transformagao
linear. Sendo assim, considere C' C F™ o complemento de C, isto é, C & C' = F" e considere a
aplicacao linear

H:Cpl — FF
uev r— v

cujo nucleo € precisamente C. Computacionalmente é muito mais simples decidir se um vetor
v € F™ pertence ou ndo a C basta verificarmos se H(v) = 0.

Definicao 2.23. Diremos que uma funcio F : F" — F" € uma isometria de F" se preserva
distancia de Hamming, i. €, d(F(x), F(y)) = d(x,y).

Proposicao 2.24. Toda isometria de " é uma bijecio de F".

Demonstragcio. Como F" é finito basta mostrarmos que se F' é uma isometria F' é injetivo. De
fato, se F'(xz) = F(y) entdo d(z,y) = d(F(z), F(y)) = 0 dessa forma x = y e F' é injetiva. O

Proposicao 2.25. 1. A funcao identidade de F" é uma isometria.
2. Se F é uma isometria de F™ entdo F~' é uma isometria.
3. Se F e G sao isometria de F™ entao F o G é uma isometria.

Demonstragio. 1. d(z,y) = d(I(x),1(y)), onde I é a fungao identidade.
2. Pela Proposicio 2.24 existe F~! como F é uma isometria segue que

d(F~}(2), F~}(y)) = d(F(F~(x)), F(F~'(y))) = d(z,y).

3. Como F' e G sao isometrias temos que

O

Definigao 2.26. Dois codigos lineares C e C' sao linearmente equivalentes se existir uma isometria
linear T : F* — F™ tal que T(C) =C'.

Dado C C F™ um cédigo linear. Chamaremos de parametros do cédigo linear C a terna de
inteiros [n, k,d], onde k € a dimensdo de C sobre F e d representa a distancia minima de C.

Seja B = {v1,...,vi} uma base ordenada de C e considere a matriz G cujas as linhas sao os
vetores vi = (Ui, ..., Vin), 1 =1,...,k isto é
Vi V11 V12 ... Uin
G pu— pu— .
Vi Ukl Vg2 ... Ukn

A matriz G é chamada de matriz geradora de C associada a base B.
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Considere a transformacao linear definida por

T:F¢ — TF"
x 11— x@G

Se x = (z1,...,71) temos que T(x) = 2G = 21V + ...+ 1Vy, logo T(F*) = C. Podemos entio
considerar F* o cédigo fonte, C o cédigo canal e a transformacio T uma codificacdo.

Note que a matriz G nao € univocamente determinada por C pois ela depende da escolha da
base. Lembrando que uma base de um espaco vetorial pode ser obtida de uma outra qualquer através
de sequencias de operagoes do tipo:

e permutacdo de dois elemento da base;
e multiplicacao de elemento da base por um escalar ndo nulo; e

o substituicao de um elemento da base por ele mesmo somado com um multiplo escalar de outro
elemento da base.

Para mais informagoes ver referéncia [Elon | Seque entdo que duas matrizes de um mesmo
codigo C podem se obtida uma da outra por uma sequéncias de operagoes do tipo:

(L1) Permutagio de duas linhas.
(L2) Multiplica¢io de uma linha por um escalar ndo nulo.
(L3) Adigao de um maultiplo escalar de wma linha a outra.

Inversamente, podemos construir codigos a partir de matrizes geradoras G. Para tanto basta
tomar uma matriz k X n cujas linhas sdo linearmente independentes e definir um codigo como
sendo tmagem da transformagdo linear

T:FF — T
r 1 — xG.

Definicao 2.27. Diremos que uma matriz geradora G estd na forma padrdo se tivermos,
G = (Id|A),
onde Idy € a matriz identidade k X k e A uma matriz k x (n — k).
Efetuando sequencias de operacoes sobre a matriz geradora G de um cédigo linear C do tipo:
(C1) permutagio de duas colunas,
(C2) multiplicagio de uma coluna por um escalar nao nulo,

obtemos uma matriz G' de um cédigo C' equivalente a C.
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Teorema 2.28. Dado um cidigo C, existe um cédigo equivalente C' com matriz geradora na forma
padrao.

Demonstragdo. Seja G uma matriz geradora de C. Mostraremos que com uma sequéncia de ope-
ragoes do tipo (L1), (L2), (L3) e (C1) podemos colocar G' na forma padrao.
Suponhamos
gii Gi12 ... Jin
G = : : :
gkl gr2 .. Gkn
Como a primeira linha de G' é nao nula, por meio dde (C1), podemos supor ¢;; # 0. Agora
multiplicamos a primeira linha por g;7', podemos por 1 no lugar de ¢1;.

Somando a segunda, terceira, etc. linhas a primeira linha multiplicada respectivamente por
—(go1, —g31, €tc. obtemos uma matriz

1 blg c. bln
0 byy ... Doy
0 bro ... brn

Agora na segunda linha da matriz certamente tem um elemento nao nulo que por meio da
operagao (C1) pode ser colocado na segunda linha e segunda coluna. Multiplicando a segunda
linha pelo inverso desse elemento e usando operagoes (L3) obtemos a matriz

1 0 Ci3 ... Cin
01 Co3 ... Cop
0 0 Cr3 ... Cknp
E assim sucessivamente até encontrarmos uma matriz na forma padrao G’ = (Idy|A). O

2.4.1 Cébdigos Balanceados

Vamos agora direcionar o nosso foco para alfabetos bindrios, A ={0,1}. Uma palavra bindria,
forma apenas por 0 e 1, de comprimento m € dita balanceada se contém eratamente m/2 zeros e
m/2 uns.

Definicao 2.29. Uma palavra bindria é dita balanceada se contém tantos zeros quanto uns, isto
é, se x é uma palavra balanceada entao w(zx) = m/2.

Um codigo balanceado com n o nimero de entradas que nos ddao a informacao e p o numero
de redundancias é um conjunto de palavras balanceadas de comprimento m = p + n. Codigos
balanceados tem a propriedade que nenhuma palavra estda ‘contida’ em outra, i. €, as posicoes dos
1 de uma palavra nunca serd um subconjunto das posicoes de 1 de uma outra palavra.
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2.5 Poliné6mios de Permutacao

Os polinomios de permutagdo, daqui para frente referidos apenas como PP, podem historica-
mente serem tracados até Gauss em seu estudo sobre sistema completo de residuos. Entretanto, os
primeiro estudo sistemdtico de Polinémios de Permutagao foram feitos por Hermite (1863) para
corpos primos e em sequida generalizado por Dickson (1897) para corpos finitos. O interesse atual
em Polinémios de Permutacao € sua relacio com a criptografia. Apesar da atencio dada aos po-
linomios de permutacao identifica-los nao € tarefa facil e ainda ndo existe um algoritmo eficiente
para a constru¢ao dos mesmos.

Lema 2.30. Para qualquer ¢ : F, — F, existe um dnico polinomio f € F,[x] de grau mdzimo
q — 1 que satisfaz o(c) = f(c), Ve € F,,.

Demonstragdo. (Existéncia) Considere o polindmio dado por f(z) = Y ¢(c)[1 — (z — ¢)? '] temos
ceF
que: ’

f@)=p()l = (z =)'+ le)l = (z— )" ']+ ... + pleg)[1 = (z = cq1) ]

Fazendo = = ¢ temos que f(c) = ¢(c). Isso completa a primeira parte.

(Unicidade) Suponha f, g € F,[z] com graus iguaisa g—1e f(c) = g(c) = p(c)Ve € F e f # g.
Assim, gr(f —g) < q¢—1. Como f # g, segue que f — q # 0, dessa forma f — g tem no maximo
q — 1 raizes, contradicdao pois (f — g)(c) = 0Vc € F,. O

Lema 2.31. Para qualquer f,g € F,[z], f(c) = g(c),Yc € F, se, e somente se, f(z) = g(x)
(mod z7 — x).

Demonstragao. Pelo algoritmo da divisao temos que
f(@) = g(x) = hz)(z? — z) +r(x)

, com h,r € Fj[z] e (r) < ¢. Suponha que f(c) = g(c),Ve € F,, assim como ¢? = ¢ temos que
r(c) =0 Ve € F, portando r(z) =0 e f(z) = g(z) (mod x? — x). Suponha agora que f(x) = g(x)
(mod z? — x)) assim r(z) =0 e f(c) — g(c) =0 Vc € F,,. O

Lema 2.32. O polinomio f € F,[z] é um PP se,e somente se, as sequintes condigbes sio equiva-
lentes:

1. a fungdao f:c— f(c) é sobrejetiva;

2. a fungao f:cw f(c) € injetiva;

3. f(x) = a tem uma solugio em F, para todo a € F,
4. f(x) = a tem uma unica solugio para cada a € F,

Lema 2.33. Sejam ag, a1, ...,aq—1 elementos de F,. Sao equivalentes as sequintes afirmacoes:
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(i) ag,ay,...,aq—1 sao distintos;

q—1
. 0 t=20, 1, ..., ¢-2;
t __ ) y 4y ) )
() Z.Z;“l—{ —1, t= g1

Demonstragio. Para i € {0,1,...,q — 1} considere o polindémio
q—1 o
gi(x) =13 al ™Vl
j=0

Temos que g;(a;) =1 e g;(b) =0 com b € Fy; b # a;. Dessa forma o polinémio
q—1

(a7

M1

mngﬁmz—

0

=

J

leva cada elemento de F, em 1 se, e somente se, {ag,a1,...,a,} = F, o que é equivalente a (i).
Como 0(g) < ¢, pelo Lema 2.31 o polinémio g leva cada elemento de F, em 1 se, e somente,
g(x) =1 o que é equivalente a (ii). O

A sequir veremos estudaremos critérios para obtermos polinémios de permutacdo.

Teorema 2.34 (Critério de Hermites). Seja F, um corpo de caracteristica p. Entio f € F, é um
polinomio de permutacao de I, se somente se valem as sequintes condigoes:

(i) f tem uma dnica raiz em Fy;

(ii) para todo t € {1,...,q — 2} et £ 0 (mod p) temos que g(x) = f(x)" (mod z? — x) tem grau
menor ou iqual a ¢ — 2

|
—

q

Demonstragio. Para cada 1 < ¢ < temos que f(z)! (mod 2?7 — x) = b2 Pelo Lema 2.30
i=0
temos que b,(fll = > fle)
celfy

= Suponha que f é PP. (i) vale de imediato. Temos ainda que F, = {f(c)|c € F,} assim pelo
Lema 2.33 2.4 b((f,)l =0sete{l,2,...,q—2}e bfﬁl =—1set=qg—1,logo (ii) e satisfeita.
& Suponha que (i) e (ii) valem, por (i) temos que »_ f(c)*" = —1 e por (ii) > f(c)' =0

c€lfg celFq
com1<t<qg—2,t#0 (mod p). Suponha que t =0 (mod p) =t = t'p’, com 1 <t < q— 2.

Segue que: _ _
D) =2 = fle)E)” =0
Assim pelo Lema 2.33 {f(c)|c € F;} =F, e f é um polinémio de permutacao. O
Corolario 2.35. Sed > 1 ed|q— 1, entdo nao existe nenhum PP em IF, de grau d.
Teorema 2.36. f € F,[z] é um PP se somente se Y x(f(c)) =0, Vx cardter aditivo ndo trival

ccly

de F,.
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Demonstragio. Suponha primeiro que f é PP, entao Y x(f(c)) = > _ x(c) = 0, pelas proprieda-
celFq c€lFq
des de caréter.
Suponha agora que x, o cardter trivial e Y x(f(¢)) =0, Vx # Xo. Vamos mostrar que existe
celfy
um tnico z € F, tal que f(z) = a para um a € F, fixado. Para tanto utilizar a teoria de carater.

O ntmero de = € F, que satisfaz f(z) = a é dado por:

N(a) = sz S X (F(O)x@)
Segue que:
N(a) = ;Z(Xo(f(C))Xo(a)vL 5 (@)
_ ;z xo (£ (©)Xe@) + ; 5 3@ L x(/@)
) g q o q
q

= 1.

Portanto, f é PP. m

Teorema 2.37. (i) Todo polinémio linear em ¥, é um PP

(ii) x™ € F,[z] é PP se somente se mdc(n,q—1) = 1.
Teorema 2.38. Seja F, com caracteristica p. Entdo o p-polinomio L(z) = ax” €T lz] é um
=0
PP se somente se L(z) tem apenas 0 como raiz dm F,,.
Demonstrag¢io. Temos que L : F, — F, é linear. Assim se 0 ¢ a unica raiz, L ¢ injetiva, portando
bijetiva logo ¢ um PP O]

O teorema a sequir mos dd uma caracterizacao se um tipo especifico de polindmio é uma per-
mutacao.

Teorema 2.39 (Wan-Lidl). Sejam m e r inteiros positivos tais que m divide ¢ — 1. Seja o € F,

um elemento primitivo e P € F,[z]. Entao Q = :L‘TP(I%) ¢ um PP de F, se somente se satisfaz
as sequintes condicoes:

1. mde(r, 21) =1

2. Vi; 0<i<m, Pla’s)#£0

3. Vi, j; 0<i<j<m, Q)% #Q(ad)w.
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Demonstragao. Definiremos ¢ : F; — Z./dZ. dado por:
Y(x) =Ind,(x) (mod m).

qg—1

Onde Ind,(x) = b (mod ¢ — 1) tal que a® = x. Definimos ainda w = a =
¢ ¢ um homomorfismo pois z,y € F, temos que:
Y(zy) = Indy(zy) (mod m)
(Ind,(z) 4+ Indy(y)) (mod m)
Ind,(z) (mod m) +Ind,(y) (mod m)
w(iﬂ) +U(y).
Ind.( wolnda(

Podemos observar também que z'7% = a @), Como w™ = 1, concluimos que

—1
o = W@,

Afirmacao: ¢ (P(wj ) £ 7(j —1i) (mod m) = Qo)™ # Q(a?) .
Mostraremos a afirmagao pela contra-positiva. Suponhamos entdo que Q(oﬂ')qm;1 = Q(a’ )%
Note que

. Assim temos que:

WP = WPW)w
Pw’) - — D
(7o)
w¢<g((:};))) — U9
Y (iég;;) = r(j—1) (modm)

Afirmacao demonstrada seguiremos para a demonstracao do teorema.

Suponha que @ é um PP. Assim a equagdo Q(z) = 0 possui uma tnica solu¢ao x = 0 dessa
forma o item 2 é satisfeito. Com isso satisfeito temos que @ ¢ um PP se somente se Ind,(Q(aF))
(mod ¢ — 1) com 0 < K < g — 2 sdo distintos. Escrevemos entao:

qg—1

k=i+mj,0<i<m-10<j< ——
m

A forma especial de () implica:

Indo(Q(a®)) = 7(i +mj) + Indy(P(w'))
= m(rj) +mi+ Ind,(P(w"))

Da tltima equacio segue que Ind,(Q(a*)) com k € {0,1,...,q — 1} é um sistema completo de
residuos médulo ¢ — 1 se somente se mde(r,22) = 1 e ri + Ind,(Q(a’)) for um sistema de
completo de residuos modulo m, mas isso é equivalente a dizer que se 0 < ¢ < 7 < m entao

) Zr(j—1i) (mod m). Assim 1 e 3 sdo satisfeitas. O

v ()
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Vamos agora definir um tipo particular de polinomios, os polinomios de Dickson. Para tanto
precisamos ter em maos algumas definicoes e propriedades. Sejam xiexs indeterminadas e k € N,
temos que em qualquer anel comutativo vale:

Lk (k—3 - »
m'f + x’; = ( j j) (—z129) (21 + a:Q)k_QJ.

Para a elemento de um anel comutativo definimos o Polinémio de Dickson gi(x,a) por:

K] .
2k (k- , ,
gk(x, CL) = E ( j ]> (_Q)Jq;k—QJ

Considerando gi(x,a) sobre um corpo F, valem as sequintes propriedades:
a ak

. gk(y—k&,a) ="+ oF

o gp(x,ab?) =b*gy(b~'w, a).

Com isso podemos mostrar o teorema:

Teorema 2.40. O polinémio de Dickson gy(x,a) com a € F, € um polinomio de permutagao se
somente se mde(k,q* — 1) = 1.

Demonstragio. (<) Suponha que mdc(k,¢*> — 1) = 1. Sejam b, ¢ € F, tais que gx(b,a) = gx(c, a).
Existem e v € I} tais que b = + af~! e c =~ 4+ ay—1. Pela propriedade anterior temos que:

BE+af7F =4k + afyh o (R 4R (B —a¥) =0 = B =9F ou BF = (ayh)*

Como z* é um polindémio de permutacio, pois mdc(k,q-1)=1 temos que 3 = v ou 8 = ay~! em

qualquer um dos casos b = ¢ e gg(z,a) é um PP.

(=) Seja mdc(k,q*> — 1) = d > 1. Suponhamos primeiro que d é par. Dessa forma ¢ é fmpar
e k é par, entdo gi(x,a) contém apenas poténcias pares de x e assim gx(c,a) = gr(—c,a). Mas
¢ # —c contradizendo a hipétese de gx(x,a) ser um PP.

Suponhamos agora que d é impar. Entao existe um primo impar r que divide d. Dessa forma
d divide k, e ¢ — 1 ou ¢ + 1 é divisivel por r, temos entao dois casos.

No primeiro caso a equagao " = 1 tem r solucoes em [, dai existe b € F;, b # 1, a com
b" = 1. Como b* = 1 e pela definicdo de Polindmio de Dickson

ge(b+ ab_l,a) =14d" = g(1+a,a).

Como b+ ab™' =1+ a implicaria b = 1 ou b = a, temos que b+ ab™! # 1 + a e assim g(z, a) ndo
¢ um PP.
No segundo caso, seja 7 € F,2 solugdo de z7t! = a. Como 2" = 1 tem r solugdes em F 2, entao
existe f € F2, 5 # 1,ay 2 com " = 1. Dessa forma 77 =1 ¢ B =1, segue que:
gk(y +avt,a) = gi(By + a(By) 7 a)

Temos ainda que, yay™! = y++7 € F, e By+a(By) ™! = y+(B7)? € F,, e ainda Sy+a(By)~! #
v+ ay~!. Entao gi(x,a) ndo é um PP. O
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Corolario 2.41. Se a € F; e mdc(k,q*> — 1) = 1, entdo

> x(gr(c,a)) =0

celFy
para todo cardcter nao trivial de IFy.

Demonstra¢io. Como gi(x,a) é um PP pelo Teorema 2.40 nés temos:

> xlgr(e,a)) = > x(c)

celFy c€ly
pelo Teorema 2.9 obtemos o resultado. O]

Falaremos agora dos binomios de permutacao. O nosso primeiro resultado é um coroldrio do
Teorema 2.39.

Corolario 2.42. Sejam p um primo e m e { naturais. Seja k a ordem de p em Z/mZ. Tome
q = p™™ e r relativamente primo com ¢ — 1. Se a € K ke, 0 binomios X’"(X% +a) € um PP se
somente se (—a)™ # 1.

m

Agora um lema técnico.

Lema 2.43. Sejam k, { e p inteiros positigos.l Seja ainda m divisor de p* — 1 e r relativamente

primo com pF™ — 1, entio mdc(p**™ — 1,2 — +7r) =1
Demonstragio. Seja ¢ = p*™, notamos que:
q— 1 pk _ 1€m—1 3 ]
— = -1 +1]
- - ; (0" = 1) +1]
k _ 1€m—1
=P 1 (mod m)
m- o
= 0 (mod m)

Assim se m divide p* — 1 também divide %1. g—1e % tém os mesmos divisores primos,

seja d um desses divisores. Dessa forma d divide %1, mas nao divide r ja que este é relativamente
primo com ¢ — 1. Dessa forma o lema esta provado. O

Com o Lema 2.43 temos que os mondmios X% e aX" sdo permutacoes desde que seus
expoentes sejam relativamente primos com q — 1.

Queremos agora encontrar permutagoes completas, isto €, permutacoes f tais que f(r) + x
também € uma permutacdo. Na verdade queremos encontrar permutagoes polinomiais completas de
um modelo especifico.

Teorema 2.44. Sejam p primo, m e £ naturais e k a ordem de p em Z/mZ. Tome q = p*™ e r

um inteiro positivo relativamente primo com q — 1. Assumindo a € Fyre tal que (—a)™ # 1. Os

polinomios P = X(qu;1 +a)e@= aX 5+ sdo permutacoes completas.
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Demonstragio. Pelo Corolario 2.42, P é uma permutacdo. Como a € Fe tal que (—a)™ # 1
entdao a + 1 também satisfaz essa condigao, assim novamente pelo Corolario 2.42 P + X é uma
permutacao. () é uma permutagao pelo Lema 2.43. E finalmente, () + X é uma permutacao pelo
Corolario 2.42. O]

Podemos obter uma familia de polinomios de permutacdo da forma X’”(X% + a) para valores
especificos de a. A pergunta natural € quantos polinomios da forma XT(XQ%1 +a) sao permutagoes.

Definicdo 2.45. B(¢,m,r) = {a € F; |X”(Xq;T1 + a) é uma permutagio} e N(q,m,r) =
#B(g,m, 7).

Daremos agora um limitante superior para N(q,m,r)

Teorema 2.46. Sejam q poténcia de um primo p, r um inteiro positivo relativamente primo com
qg— 1 em um divisor de q — 1, entdo:

m)

N(q,m,r)—Wq < ml! (mlm—i-(m—2)>\/§+(m+1)!.

Demonstragao. Considere G o subgrupo ciclico de Fy de ordem m e tome [ gerador de G. Seja w
um primitivo da m-ésima raiz da unidade em C.

Denotaremos por ¢ a aplicacdo de G no conjunto das raizes m-ésimas da unidade em C ¢(3%) =
w* estendido com ¢(0) = 0.

Para a € F,, o teorema 2.39 garante que Q,(z) = asr(xqv%l + a) é uma permutagao se,e somente
se, as duas condigOes a seguir sao satisfeitas:

Vi,0 <i<m,B" + a0 o que éequivalente a (—a)™ # 1 (2.5.1)
1,... — 11, ...

A funcao { { e {Z 1 m} ¢ uma permutacao. (2.5.2)
i1— logg(Qa(a) )

Para f:{1,...,m} — {1,...,m} definimos

Pi(X1,..., X)) = ﬁ (ml[Xiw—fW). (2.5.3)

i=0 \ j=0

Seja U o carater x — gb(xq:Tl) Para z = (21, ..., ;) uma m-upla de elementos em I, usaremos
a notacao V(z) = (V(z1),...,¥Y(z,)). Temos entao:

—1

Pr(U(z)) = { m™, se f(i) = logg(x;™ ) para todo i; (2.5.4)

0, caso contrario.

Seja S o conjunto das permutacoes de {1,ldots, m}. Note que de acordo com 2.5.4

1 may )1, se 2.5.2 ¢é satisfeita;
WZ Po(¥(Qa(@),-, Qa(a™))) = { 0, caso contrario.

c€eS

(2.5.5)
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Dessa forma

Ngm ) = 3 3 B(UQua),. . Qufa™) (2:56)
(—aym1 7es

Queremos encontrar uma estimativa para essa soma.
Seja M(P) o conjunto dos mondémios de P, para um mondémio M definimos ind(M) como o
numero de indeterminadas que aparecem em M. O caracter W é multiplicativo. Assim:

MoW(xy,...,xn) =VoM(xy,...,Tn).
Para qualquer o € S temos:

_ Y Y MWQu), . Qula™)

a€F, MeM(P)
ind(M)=k

Z PU<\II(Qa(a>7 s 7Qa(am)>> —q

a€ly

m

> X

k=1 MeM(P)
ind(M)=k

IN

> U(M(Qa(e),- ., Qala™)))|.

a€lFy

Se M = HXZ“ nos obtemos:
el
M(Qa(a), ldots, Qu(a™)) = [ [0 (5" + a))*
iel

o qual visto como um polinémio com indeterminada a tem exatamente #I = ind(M) raizes que
sao {—f'i € I'}. Elas tem multiplicidade k; que é estritamente menor que m. Usando o Teorema
2.9 na soma de caracter nds obtemos:

Z PJ(‘I;(Q(I(O“/)’ LR Qa(am))) —q

aclky

< i S (k- 1)va (2.5.7)

MeM(p)
ind(M)=k

Temos ainda que cada indeterminada aparece apenas em um dos m termos do produto 2.5.3

que define P, temos que #{M € M(P)|ind(M) =k} = (m — 1)%?) e entao:

> P (¥(Qu(a),...,Qu(a™))) —q| < (é(m — 1)’“(?) (k — 1)) Va. (2.5.8)

a€ly

A classica férmula para coeficientes binomiais k(’g) = m(’,?jf) nos da:

lim—nk(f)%—n - w1 f_‘f)—]fjl(m—w(f)

L (m™—1)

m(m — 1)m™~
= 14+m™(m—2).
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Somando a inequacao 2.5.8 para o € § ndés obtemos

- LIv| T me@de)..quam) -
ogeS a€Fy
(—a)m#1

m!
N(Q7ma 7”) - mq

1
< ( > Po(¥(Qu(0).- . Qula™) — g
o€eS \|a€Fy

+ > Pa(\If(Qa(a),---,Qa<am>>)|)

{a(~a)m=1}U{0}
< Patmrm-)yva+yY Y 1

m o€S {a|(—a)m=1}U{0}
< ::;(1 +m™(m —2))\/qg+m! (m+1)

e isso completa a prova. O

m+1

Corolario 2.47. Sejam p, q,r e m como no teorema anterior. Assumindo que q > (1+mm+2)2m2m+2.

Entao existe a € I} tal que X”(er%1 + a) é uma permutacio de F,.

Demonstragio. A existéncia desse a é equivalente a N(q,m,r) > 0. Pelo teorema 2.46 uma
condicao suficiente para isto é:

0<mlmq—<ﬂ;+(m—2))\/§—(m+l).

A maior raiz desse grau para o polinémio é:

m <1+ ! 2)+\/(1+ L 2>2+4m+1
2 mm—l m mm—l m mm+2

o qual é menor que

mmH m+1
5 (1 +4/1+ 47mm+2 .
Usando o fato que /1 +x < 1+ 5 obtemos

m—+1 m + 1
m (1 + mm+2>

um limitante inferior para ,/q. Este limitante dd o nosso resultado. O

Depois de todos esses resultados estamos prontos para discutir a Conjectura de Helleseth.
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Capitulo 3

Conjectura de Helleseth

A partir de agora estaremos trabalhando no corpo Fon com n inteiro positivo. Para qualquer
fungdo bindria f : Fon —> Fy podemos associar sua imagem a palavra (f(x))zer,.. Isso significa
que quem ordenaremos os elementos de Fon fixando um elemento primitivo «.

Definicao 3.1. Seja f uma fungdo bindria. Usaremos a nota¢io (f(x))zer,. para a palavra bindria

FO)f(a) - fla® 7).

Nosso interesse em palavras bindrias é uma questao criptogrifica pois palavras balanceadas, ver
Definicao 2.29 revelam menos do codigo fonte do que outros tipos de palavras.

A sequir consideraremos o corpo Fon como um espaco vetorial de dimensdao n sobre Fy. Um
elemento a € Fon pode ser visto como uma n-upla de elementos a; € Fy, e uma funcao F : Fon —>
Fan como uma n-upla de fungoes bindrias f;, i. é, F = (f1,..., fn) com f; : Fon — Fy.

A préxima proposicao dd uma caraterizacao de fungoes de permutacdo baseada no conceito de
palavra balanceada, sua demonstragio pode ser vista na referéncia [Lidl | no item 7.17.

Proposicao 3.2. Utilizando a notagdo acima, F' é uma permutacio de Fon se somente se para
todo a € F3. a palavra

(arfi(z) + - + anfu(T))zersn

¢ uma palavra balanceada.

3.1 Conjectura de Helleseth

Conjectura 3.3 (Conjectura de Helleseth). Para todo inteiro k relativamente primo com 2™ — 1,
existe a € Fy, tal que (Tr(z* + ax))ser,. € uma palavra balanceada, onde Tr(a) = Try,, .

A Conjectura original € mais geral, trata ndo somente do caso 2 mas sim de um p primo
qualquer.

A Proposigio 8.2 nos diz que se x*+ax é um polindmio de permutagio, entdo (Tr(z*+ax))rer,n
¢ uma palavra balanceada. Assim achar binomios de permutagdo € uma forma de responder parci-
almente a Conjectura de Helleseth.
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Teorema 3.4. Seja g = 2°™, ( inteiro positivo, m um divisor de g—1 e s a ordem de 2 em Z/mZ.
Entao a Conjectura 3.5 € satisfeita para k = —= L

Demonstragao. Observe que

2 tar=2% T taz = x(x% +a)
assim pelo Corolario 2.42 é suficiente mostrar que existe a € Fore tal que (—a™) # 1.
De fato, (—a™) = 1 se, e somente se, a ¢ raiz de g(z) = ™ + 1. Mas g possui exatamente m
raizes em [Fyre assim existe a € Fore que nao é raiz de g.
Dessa forma 2%+ ax é um PP e (Tr(2*+ax)) é uma palavra balanceada pela Proposicao ??. [
Teorema 3.5. Para todo m > 2, para todo n > 2log, (1 + et ) + (2m + 2) logy(m) tal que m

mm+2

divide 2" — 1. a Conjectura de Helleseth ¢ satisfeita para k = =L + 1.

2
Demonstragdo. Seja ¢ = 2" temos entao por hipdtese que g > (1 + nTLlQ) m?>m™*2 assim pelo

Coroldrio 2.47 existe a € F, tal que ¥ + axr é um PP e assim a conjectura é satisfeita pela
proposicao ?77. O

3.2 Expoentes de Niho

Definicao 3.6. Seja n = p* — 1 e k um inteiro positivo menor que n. Entdo k é um expoente de
Niho se, e somente se, satisfaz as sequinte condigoes:

e Mdc(k,n) =1

e kg {lpp"....0""}

e k=p’ (mod p' —1) para algum j,0 < j <t—1.

Alguns nimeros que sao expoentes de Niho satisfazem a Conjectura de Helleseth.

Prop051ga0 3.7. O numero p L'+ 1 ¢ um expoente de Niho em F,2 se, e somente, m divide
ph+ 1.

Demonstracio. Escrevendo ¢ = p*, nés temos:

‘17;1+1_A(p —1)+p & ¢—1+m=Ap'—m+p'm
(P =D +1)

TN - -1

Com j = 0, obtemos o resuldado. O]

Usando os resultados obtidos sobre binomios de permutacao na sessao 2.3 nos obtemos mais
expoentes de Niho.
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Proposigdo 3.8. Sejam m e { inteiros positivos, s a ordem de 2 em Z/mZ. Tome q = 25™. Se
m divide 1+ /q entdo
-1
L bl S
m

€ um expoente de Niho e existe a € F; tal que a palavra (Tr(z* + azx))ger, € balanceada.

Demonstracio. A Proposicao 3.7 garante que k é um expoente de Niho, enquanto o Corolario
2.42 n6s da um a € F} tal que (¥ + ax) é um polindmio de permutacdo, pela Proposi¢io 3.2
(Tr(z* + ax)).er, ¢ uma palavra balanceada. O
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