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L esUlllo

Pretendemos neste trabalno desenvolver ¢ conceito de semigrupo assintético
para subsemigrupos de grupos algébricos semi-simples. Além disso, estu-
damos a semi-algebricidade dos semigrupos.

Semigrupo assintético de um grupo de Lie complexc e semi-simples foi
introduzido por Vinberg [25]. Nosso primeiro passo é estender a nogdo de
semigrupo assintético para certos grupos algébricos semi-simples reais (o gue
fazemos no capitulo 2). Para isso, precisamos de um tipo de teorema de
Peter-Wevl para essa classe de grupos, que & desenvolvido no capitulo 1.
gue tem um cardter preliminar. A seguir, através de representacdes caracter-
izamos 0s semigrupos assintéticos como um conjunto de operadores extremais
(capitulo 3}, e restringindo operadores extremais de acordo com subsemi-
grupo chegamos a definicdo de semigrupo assintético para subsemigrupos
(ver capitulo 5). Os conjuntos controldveis invariantes {discutidos no capitu-
lo 4} desempenham um papel central no desenvolvimento acima. Exemplos
sio estudados no capftulo 6.

No dltimo capitulo, consideramos a semi-algebricidade dos semigrupos.
Provamoes que os conjuntos controldvels dos semigrupos serni-algébricos sao
semi-algébricos, e que os semigrupos de compressao dos conjuntos semi-
algébricos sac semi-algébricos. Como aplicagdo, obtemos as caracteristicas
dos semigrupos semi-algébricos maximais, baseado no trabalho de San Mar-
tin sobre semigrupos maximais [19].



Abstract

In this work, we try to develop the concept of asymptotic semigroup for
subsemigroups in semisimple algebraic groups. Besides, we study the semi-
aigebralcity of semigroups.

Asymptotic semigroup of a semisimple complex Lie group is introduced
by Vinberg [25]. Our first step is to extend the notion of asymptotic semi-
group to certain real semisimple algebraic groups (which is done in chapter
2). Thus we need a type of Peter-Weyl theorem for this class of groups, which
18 developed in chapter 1 as preliminaries. Afterwards. we characterize the
asymptotic semigroups as a set of extremal operators through representations
{chapter 3}, and obtain the definition of asymptotic semigroup for subsemi-
groups by restricting extremal operators in accordance with subsemigroups
(see chapter 5). The invariant control sets (discussed in chapter 4) play a
central role in the above development. Examples are studied in chapter 6.

In the last chapter., we consider the semialgebraicity of semigroups. We
prove that the control sets of semialgebraic semigroups are semialgebraic,
and that the compression semigroups of semialgebraic sets are semialgebraic.
As an application, we obtain the characteristics of maximal semialgebraic
semigroups, basing on the work of San Martin on maximal semigroups [19].

He



Introducao

O objetive deste trabalho é estudar semigrupos em grupos semi-gimples do
ponto de vista da geometria algébrica real. Nossos femas serdo semigrupos
assintGlicos e semigrupos semi-algébricos.

O conceito “assintdtico” é empregado para descrever as tendéncias dos
objetos no infinito, pensando em suas assintotas, da mesma forma que os
eixos x = 0 e y = () 540 as retas assintéticas & hipérbole zy = 1 no plano.
Este exemplo é um caso especial de cone assintético, um conceito central em
boa parte desta tese (veja [15]).

Em [14], Popov mostrou que cada a¢io (algébrica) de um grupo algébrico
redutivel e simplesmente conexo G sobre uma variedade algébrica afim X
pode ser contraida (numa familia plana e unidimensional de agbes) uma agao
candnica de (& sobre uma certa variedade afim gr X (um cone assintético), que
tem algumas propriedades especiais. Baseado no trabalho de Popov, Vinberg
em [25], associou a cada grupo de Lie complexo, semi-simples e conexo G um
semigrupo algébrico irredutivel e normal AsG, chamado semigrupo assintéti-
co de G. Como variedade, AsG é nada mais nada menos que grG, na notagio
de Popov, considerando a agdo de & sobre si mesmo. A estrutura de semi-
grupo foi introduzida em AsG através da construcdo da estrutura de dlgebra
de Hopf em C[AsG], a dlgebra dos polinomios sobre AsG. Seja A = C[G],
a dlgebra dos polindmios sobre . Entéo, C[AsG = grA denota a dlgebra
graduada de A, cujos elementos sdo os mesmos que de A, enquanto que a
multiplica¢éo é modificada (veja capitulo 2). A partir da co-multiplicacio em
A {que é uma élgebra de Hopf), deduz-se a co-multiplicacdo em grA, utilizan-
do a filtragdo em A. Com efeito, a estrutura de semigrupo foi estabelecida
em G U AsG.

Pretendemos aplicar a idéia do Vinberg para construir semigrupos assin-
tdéticos para grupos algébricos reais. Seja G um grupo algébrico afim real.
Seja 4 = RG], a dlgebra dos polinémios sobre G. Observamos que uma dlge-



bra graduada grA pode ser induzida a partir de A como no caso cormplexo se,
e somente se, temos uma decomposicio A = &, A, correspondente ac caso
complexe. Em outras palavras, o teorema de Peter-Weyl deve valer para esse
tipo de grupo algébricos real. Por isso, trabalhamos nos grupos algébricos
reals normais (split), para quais 0s semigrupos assintéticos sio naturalmente
definidos.

Jueremos definir também 0s semigrupos assintéticos para subsemigrupos
dos grupos algébricos reais que acabamos de tratar. A dificuldade € que para
subsemigrupos nao temos, no momento, dlgebras adequadas correspondentes,
que substituam dlgebra de Hopf dos polindmios. Isso impede a introducao de
uma definicdo intrinseca de semigrupo assintético para subsemigrupos. Em
vez disso, achamos uma definicdo ndo infrinseca através das representages
dos semigrupos assintéticos estabelecidas no trabatho de Vinberg., Os resul-
tados scbre conjuntos controldveis de semigrupos desempenham um papel
central no desenvolvimento. Dessa forma, obtemos uma definicio razodvel
de semigrupos assintéticos para subsemigrupos de tipo parabdlico trivial do
grupo algébrico semi-simples, irredutivel, real normal, e cujo complexificado
é simplesmente conexo.

Na segunda parte do trabalbo (o tltimo capitulo), estudamos as semi-
algebricidade dos semigrupos. Do ponto de vista da geometria algébrica real,
a estrutura adequada estipulada para subsemigrupo de um grupo algébrico
real é a de conjunto semi-algébrico ao invés de conjunto algébrico, uma vez
que subsemigrupos algébricos sdo necessdriamente subgrupos. Nao existe na
literatura muitos resultados sobre os semigrupos semi-algébricos. Investig-
amos 0s conjuntos controldveis dos semigrupos semi-algébricos e semigrupos
de compressao dos conjuntos semi-algébricos, obtemos que as propriedades
de semi-algebricidade sdo bem comportadas. Como aplicacdo, na base do
trabalho de San Martin [19] sobre os semigrupos maximais no grupo de Lie,
estudamos 038 semigrupos semi-algébricos maximais no grupo algébrico real,
cujas caracterisiticas sao semelhantes.



Capitulo 1

Representacoes de grupos
redutiveis

O objetivo deste capitulo ¢ estabelecer os conceitos sobre representacdes dos
grupos algébricos lineares que serdo utilizados ao longo do trabalho. Além de
introduzirmos a linguagem bdsica demonstraremos um teorema andlogo ac
tecrema de Peter-Wey! para grupo algébricos lineares reais. Observamos que
essa teoria é amplamente conhecida para o casoe de grupos redutiveis sobre
corpos algebricamente fechados, mas n&c estd completamente desenvolvida
na literatura para o caso de grupos reais. Estenderemos aqui a teoria com-
plexa para grupos algébricos sobre R, as chamadas formas reais normais dos
grupos complexos. O interesse principal ¢ a decomposicac da representacao
regular, decomposicdo essa que denominamos de teorema de Peter- Weyl,

1.1 Conceitos sobre representagoes de grupos

Os conceitos bdsicos sobre grupos algébricos lineares serdo utilizados em [3],
4], [11]. 13}, [22].

Definicao 1.1.1 Seja k um corpo de caracteristica 0. Um grupo algébrico
linear (sobre k) & um grupo G munido de uma estruture de variedade algébrica
afim, tal gue as aplicacoes

g GxG- G, (z,y) =2y

I 0 GG, 2wz}

sao morfismos de variedades algébricas (sobre k).

-
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Definicio 1.1.2 Um grupo algébrico linear G é chamado trredutivel [ou
conexo, ne sentido Zoriski) se ele ¢ irreditivel como ume variedode afim.

Examplo: Seja V' um espago vetorial de dimensfio n sobre £, O grupo de
todas as transformagfes inversiveis de V7, GL(V), & um grupo algébrico lin-
ear. GL{V) também pode ser visto como GL{n, k), o grupo de todas n x n
matrizes inversiveis sobre k. |

Observacdo: Qualquer grupo algébrico linear complexo (real) ¢ um grupo
de Lie complexo (real) da mesma dimensio. (Veja [13], capitulo 3.) O

Definicao 1.1.3 U'm homomorfismo de grupos algébricos lineares é uma
aplicacio que € um homomorfismo de grupes, € ao mesmo tempo, um mor-
fismo de varidades algébricas.

Um isomorfismo de grupes algébricos é uma aplicacdo que é simultanea-
mente um isomorfismo de grupos e de variedades algébricas.

Sejam k£ um corpo de caracteristica 0 e G um grupo algébrico linear sobre
k. Seja V um espago vetorial (de dimensio finita) sobre k.

Definicao 1.1.4 Se ¢ : G — GL{V) ¢ um homomorfismo de grupos algébri-
cos. Entdo, ¢ é chamado uma representacdo de G em V', denotamos (G, V).
V € chamado de espaco da representacio .

Observacao: V também pode ser visto como um & maédulo, se definimos a
mutiplica¢do g.v como ¢{g)v, onde g € G, v € V. Fregilentemente escreve-
mos gv ao invés de ¢(gjv. se ndo hd ambigiiidade. a

Definigic 1.1.5 Duas representacioes (G VY e (G, W) sdo eguivalentes, se
eriste uma transformaocao linear inversivel A - V — W, tal que A(gzx} =
g{Az), ondez eV ege G.

Definicao 1.1.6 Seja (G,V) wmna representagdo. Um subespago U C 'V é
chamado de subespaco invariante por G se GU = {gz,g € G,z € U} C U.

Definigdo 1.1.7 Seja (G.V) uma representacgo. Se {0} e V' sdo os dnicos
subespacos invariantes por G de V, entdo (G, V') serd denominada irredutivel.
Caso contrdrio, serd denominade redutivel.



Definigdo 1.1.8 Sejam (G, V) e (G, W) duas representacfes. Seje V + W
a soma direta de V' e W. A soma direta das representacoes (G, V) e (G, W),
denotada por (G.V + W), € definida por glz,y) = (gz.gy), onde z € V,
yeW,ged.

Definicdo 1.1.9 Seja (G. V) uma representagdo. Sejo V™ o espago dual de
V. A representacio dual (G.V*) é definida por gf{z) = flg™tz), ou em
outra forma, (gf,z) = (J,g7'z), onde f EV", 2 €V, g€ G

Definigdo 1.1.10 Sejam (G, V) e (G, W) duas representacies. Seja V@ W
o produto tensorial de V' e W. O produto tensorial das representacées (G, V)
e (G, W), denotado por (G, VW), é definido por glv@w) = gv® gw, onde
veV,weW, g,

Sejam {G, V) uma representagio, End{V'} o espaco de todas as transfor-
macoes lineares de V, ¢ V & V" o produto tensorial de V' e sua dual V'™,

V@V™ tem uma estrutura de G x &G médulo e uma estrutura de &G médulo
definidas respectivamente por

(g, W) (v ® A\ = gv & hA (1.1)

glv@ A =gv@ A, (1.2)

onde g, he G,velV, ae ™
End{V'} tem uma estrutura de &' x G médulo e uma estrutura de G médulo
definidas respectivamente por

(9. ) A(z) = g(A(A ")) (1.3)

gA(z) = g(Az), (1.4)
onde A€ End(V), g he G,z V.

Lema 1.1.11 Sejo ¢ V @ V* = End(V) o0 homomorfismo definido por
plv®A)(z) = Alz)v, (1.5)

onde z.v &€ V, A
isomorfismo.

M

V*. Entio ¢ é uwn G x G-isomorfismo e um G-
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Demonstracido: ¢ é G-homomorfismao:
(gelv ® )z} = glelv @ Mz) = g{Ma)v) = Alz)gv,

Sla(v ® N)(z) = wlgr @ A(z) = Alz)go,
ondege G v.xeV, AeVn
©w & (¢ x G-homomorfismo:

(g.R)e(v @ N)(2) = glplv @ N (A 2)) = g\ z)e) = Ah~)gw,

ol(g, M) & V) (z) = plov s (e} = (R)(zlge = AR z)gn,

onde g.h € G, v,z €V, AE V™.
Como ¢ & bijetivo, ele & G e ¢ x G-isomorfismo. -

1.2 Representacoes regulares de grupos al-
gébricos

Seja G um grupo algébrico linear irredutivel sobre & como na se¢io 1. Seja
k(7] a élgebra dos polinémios sobre 7. Para qualquer g € G, definimos duas
aplicacdes A(g) e ply) sobre k|G| respectivamente por

Mglf (z) = flg™n) (1.6)

plg)f(x) = flxg), (1.7)

onde z € G, f € k[G]. Alg) e p{g) comutam, e sdo chamadas translacdes &
esquerda e & direita. A e p sdo duas representagdes racionais de G em k[G]
no seguinte sentido: cada elemento de £[G| estd contido num subespaco de
dimensdo finita de k[G} invariante por G, sobre qual a restricdo da represen-
tacho de (¢ é wma representacao no sentido definido anteriormente.

As representacles A e psdo também chamadas de representagoes regulares
{4 esquerda e a direita).

A dlgebra k[G] tem uma estrutura de G x G mdédule definida por

(g.h}f (z) = f(h ™ zg), (1.8)
onde ¢g.h,z € G, f € k[G].
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Trataremos k[G] também com um G mdédulo por p, 180 &,
gf (x) = flzg). (1.9)
Lema 1.2.1 Seja (G, V) uma representagde. Seja @ : V@ VY — kG o
aplicacao linear definida por

v @ Aig) = AMgv) = (X, gv), (1.10)

onde v € VAV, g,
Seja W End(V) — kG| a aplicagdo linear definida por

Vo= Gy (1.11)

onde w V@ V™ = End(V) ¢ definido por (1.5). Entdo, @ e ¥ sao tanic
G x G guanto G- homomorfismos.

Demonstragao: Pelolema 1.1.11, ¢ é um & xG-isomorfismo e G-isomorfismo.
Além do mais, como ¥ = $! basta verificar apenas que a aplicagio @ &
homomorfismo, tanto em relacdio a G x &, quanto em relacdo a G.

Em primeiro lugar,  é G x G-homomorfismo. De fato,

((g. )2 @A) (z) = B(v @ A) (R xg) = (A A zgu),

(g, 1) @ N)(z) = Blgv ® hA)(z) = (hA, 2g) = (A, b zgu),
onde g h,o e G,v eV, A e V¥,
Agora, ® & G-homomorfismo pois

(g@(v @ A))(z) = B(v ® A)(zg) = (A zgv),

®{g{v ® )z} = Blgv @ A){z) = (A zgv),
onde g, x € G.v eV, Ae V™

Observacgao: A aplicaciio V@ V™ - k, v @ A= Aly) = (A v) é chamada
de contracdo de v ® A. Entao (v ® A){g) definida por (1.10} é a contragao
de {gv] ® A i

Lema 1.2.2 Seja ¢, € End(V) tal que 9, ,(y) = A(y)z. onde 7,y €V, e
X e V. Enido Trip, ) = AMz)

je
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Demonstracido: Veja [12], capitulo XVIIL o

Observacao: Neste lema oz @ igual a wlz @ A). |

Lema 1.2.3 A aplicagdo ¥ : End(V) — k|G definida por (1.11) é da forma:
(X {g) = Tr{gX}, (1.12)

onde X € End(V), g € G.

Demonstracio: Como Tr(gX) é um funcional linear em X, basta verificar

que (X ){g) e Tr(gX) sio iguais para os elementos em End(V) da forma

X =uvlv@A,ondev €V el e V7™, jd que esses elementos sAo geradores de
End(V). Com efeito,

(olv @ A))g) = 2(v @ A){g) = (A gv),

Tr(gelv @A) = Tr(elglv @A) =Tr(g(gv ® A))
- TI'(.;) ,gb) <’\ gq‘/

-

Lema 1.2.4 Sejam (G, V) ¢ (G, W) duas representacées equivalentes. En-
tao, as imagens de End(V) e End(W) em k|G| por ¥ coincidem.

Demonstragdo: Se ¢ - G — GL(V) e ¢, : G — GL({W) séo duas rep-
resentactes equivalentes, entdo existe uma transformacdo linear inversivel
AV - W, tal que ¢,(g) = Ag,(9)A™" para todo g € G.

Tr(0,(9)X) = Tr(Ad; (g) AT X) = Tr(¢, {9) A X A) = Tr(e:(9)Y),

onde X € End(W), Y = A7 X4 ¢ End(V). Portanto, g — Tr{g,(9)X)
corresponde a ¢ — Tr(¢,(g)Y ), ¢ as imagens sfo iguais. O

Observagho: Tome uma base {5, ..., e, de V. Seja {e]. ..., e} a base du-
al de V", isto &, (e}, e;) = diy. Temos entdo Wi;{g) := ¥(e;®¢] )( ) = (€}, gey),
onde 7,7 = 1,2, ..n. Assim, G é representado como uma matriz (¥;(g )) As
funcoes V¥;; sdo chamadas funcoes de coeficientes. Elas geram a imagem de
End(V) em k£IG] por . O
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1.3 Teorema de Peter-Weyl

Nesta secdo estudaremos a decomposicao da representagac regular em com-
ponentes irredutiveis. O resultado que garante a completa redutibilidade
dessa representacaoc, em componentes de dimensio finita, é ¢ que chamamos
de teorema de Peter-Wevl, que é andlogo ao teorema cldssico para grupos
compactos.

Definicdo 1.3.1 Seja & um corpo de caracteristica 0. Sejo G wm grupo
algébrico linear irredutivel sobre k. O radical Rad(G) (resp. o radical unipo-
tente R, (G)) de G ¢ ¢ maior subgrupe normal, fechado, solivel (resp. unipo-
tente) e trredutivel de G,

Diz-se que G & semi-simples (resp. redutivel) se Rad(G) {resp. R,(G)) é
frivial.

Examplo: GL{n, &k} ¢ um grupo algébrico linear redutivel.
SL{n.k} é um grupo algébrico linear semi-simples. n;

1.3.1 Caso complexo

O caso complexo do tecrema de Peter-Weyl € cldssico e pode ser encontrado
em virtualmente qualquer texto sobre grupos algébricos.

Teorema 1.3.2 (teorema de Peter-Weyl). Seja k um corpo algebricamente
fechado de caracteristica 0. Seja G um grupo algébrico linear conezro (no
sentido Zariski) e redutivel sobre k. Seja GV o conjunto de todas as clusses de
representacdes equivalentes de G. Para cada A em G, seja v, : G — GL(V))
um representante em GY. Entdo, como G X G espaco, k[G] é isomorfa a soma

direta
B End(V}).

AEGY
Onde G x G opera em End(Vy) por (g, h)f = o, (g) fo.(h)7 .

Demonstragao: Veja {221, pdgina 48 ]

L

O teorema de Peter-Wey! afirma que a aplicagdo ¥ : End(V)) — ¥{End(V,))
¢ um G x G-isomorfismo (¥ é definida por (1.11) ). Denotaremos ¥(End(V})}
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por k[G],. Note que k[G]y € bem definida, independente da escolha dos rep-
resentantes nas classes de representactes equivalentes de . Entdo podemos
expressar ¢ tecrema 1.3.2 na forma

kG = €5 K[Gh, (1.13)

AEGY

onde k|G, sdo os menores subespacos de k|G invariantes por G x G.
Vamos denotar por:

s G um grupo algébrico linear semi-simples, irredutivel sobre k.
e P o reticulado de seus pesos {com relacBo a algum toro maximal 7).

e F. o subgrupo dos pesos dominantes {com relagdo a um subgrupo de
Borel que contém 7).

R, a representacéo irredutivel de G com peso dominante A € P,

Vi 0 espaco da representacio R, .

Lema 1.3.3 Toda representacdo irredutivel de G possui um peso dominante
em P. que é simples (isto €, o auto-espago daguelo peso dominante é de di-
mensao um/). Reciprocamente, todo peso dominante em P. é um peso dom-
inante de uma dnica (o menos de equivaléncia) representacdo irredutivel de
G. Em outras palavras, as classes de representacdes irredutiveis equivalentes

correspondem biuntvocamente aos pesos dominanies.
Demonstracao: Veja|23]. 0
Assim o teorema 1.3.2 pode ser expresso em seguinte forma

kGl = €D kG (1.14)
AEP;
onde £[G]s = End(Vy).
Em particular quande & = C, o corpo dos nimeros complexos, vale o
teorema de Peter-Weyl.



1.3.2 Caso real

Com o objetivo de estender o teorema de Peter-Weyl para o corpo R dos
numercs reais, denotaremos por G{C) um grupo algébrico linear complexo
definido sobre R — isto é, definido por polinémios com coeficientes reals — e
por G o grupo algébrico linear real dos elementos racionals {reais) de G (C}.
Em outras palavras, G (C) é a extensio de G a C, ou o complexificado de &.
Veja [3] ou [13], para detalhes sobre grupos de elementos racionais definidos
em subcorpos.

Definicao 1.3.4 Seja G(C) um grupo algébrico linear complezo, redutivel,
conero (no sentido Zariski) e definido sobre R. Diz-se G (C} é R-normal
[split na literatura) se ele contém um toro mazimal T definido sobre R, cujos
caracteres sbo todos definidos sobre R. Veja [3], [4], [11], [22].

Neste caso, o grupo G correspondente o G {C), também é chamado real
normal.

Observagao: Nasituagdo acima, G é um grupo algébrico linear real redutiv-
el e conexo {no sentido Zariski). 0

Examplo: GL(n, C), SL{n,C) e Sp(n,C) sdo grupos R-normais. o

O teorema a seguir descreve as representacbes dos grupos R-normais.
Essas representacoes serdo utilizadas posteriormente na construgao do semi-
grupo assintético. No enunciado utilizamos as notacdes de [23]. A demon-
stracdo do teorema também pode ser encontrada em {23].

Teorema 1.3.5 Suponhamos que G(C) seja um grupo algébrico linear, re-
dutivel, conezo (no sentido zariski) e R-normal. Entdo. toda R-representacdo
trredutivel de G{C) possui um peso dominante em P, que é simples (isto é, a
dimensdo do espago vetorial da representacdo correspondente é um/. Recip-
rocamente, cada A € P, corresponde, a menos de R-equivaléncia, uma dnica
representacdo irredutivel de G(C), o que é irredutivel sobre C.

Fixaremos as notagoes que serdo utilizadas. Seja G & um grupo algébrico
linear, redutivel, conexo (no sentide Zariski) e real normal. Entdo, existern
T C B toro maximal e subgrupo de Borel em G tal que as extensGes de T
e B, T(C) C B(C), respectivamente, sdo um toro maximal e um subgrupo
de Borel em G{T). Suponhamos que F. é dado com respeito a T(C) C
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B(C) acima. De acordo com o teorema 1.3.5, para cada A € P.. temos
uma representacdo irredutivel (G, V) com peso dominante A, onde Vi € um
espaco vetorial real. tal que a representacfo correspondente (G{C), Vi ® C)
¢ irredutivel com peso dominante A.

Tome uma base {e1,...,e,} de Vi, e a base dual de V7, {e},...,e5}.
Sejam [ (g) = (€}, ges), 1,5 = 1,...,n. As funcBes de coeficientes f5 for-
mam uma base de C[G(C)],, portanto, sio linearmente independentes so-
bre C. Come G é um conjunto denso {na topologia de Zariski) de G(C}
(veja.[4]), as funcBes [} sdo linearmente independentes em R[G]. Denote o
subespaco de R[G gerado por f} por R[G]s. Eatdo, R[G]s = End(V4). Re-
sulta que RiGl,C = CG(C),. Como B rcr CIG(C)]a & uma soma direta,
PBrcp, RIG4 € uma soma direta também. Visto que RG] ®C = C[G(C)]
(veja [13], pagina 93), temos o seguinte

Teorema 1.3.6 Sejo G um grupo algébrico linear redutivel, conezo [no sen-
tido Zariski) e real normal. Seja P. o conjunto dos pesos dominantes. Para
cada A € P, seja (G, Vi) uma representacao real irredutivel com peso dom-
mante A, Enido,

RG] = (P RG], (1.15)

.—‘\EP_;u

onde RIG 4 ¢ isomorfe a End(Vy) como G x G mddulo.



Capitulo 2

Semigrupo assintético
complexo e real

Recordamos o trabalho do Vinberg |25} que estudou o semigrupo assintGtico
de um grupo de Lie complexo, conexo e semi-simples. Seguindo o mesmo
processo, podemos definir o semigrupo assintético real pars um grupo al-
gébrico linear, comexo (no sentido Zariski), redutivel e real normal, como
uma forma real do semigrupo assintético complexo do grupoe complexo cor-
respondente.

2.1 Semigrupo assintético complexo

Os simbolos G, P, P, By, Vi, k[G), kG4, z:} como no capitulo 1. Para fa-
cilitar as notagoes, utilizaremos os mesmos simbelos para tanto complexo
quanto real. Por exemplo k pode ser o corpo complexo ou o corpo real.

Definicao 2.1.1 Um semigrupo algébrico é wma variedade algébrica afim S
com uma multiplicacdo associetiva @ S x 5 — 5, tal que u é um morfismo
de variedades algébricas. Ele € irreduiivel (resp. mnormal), se a variedade
algébrica S & irredutivel (resp. normal). Um zero é um elemento 0 € S tal
gue Oz = 20 = 0 pare qualguer x € S.

A definicao de semigrupo assintdtico complexo em termos intrinsecos,
para um grupo de Lie complexo, conexo e semi-simples G {entdo é um grupo
algébrico complexo, conexo {no sentido Zariski} e semi-simples), é a seguinte:

a partir da dlgebra £{G], modificande a multiplicacdo nela, obtemos uma

17
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slgebra graduada grk[G], que é finitamente gerada. sem divisor de zero, &
normal. A variedade correspondente a grk[G)] é definida como o semigrupo
assintotico As(, isto &, AsG = Spec(grkG]).

Usaremos 4 como o sinénimo de k£[G). Counsegiientemente, A, representa
k[G. O teorema de Peter-Weyl nesse contexto afirma que:

A= B A, (2.1)
A
A multiplicacdo em A aparece da seguinte forma:

Jg= pr(f, g) (f € Ay, 0 € Ay on(f,9) € Ax), (2.2)
N

onde /N percorre todos pesos dominantes de componentes irredutiveis da
representacao Ha ® Hy.
Vamos definir uma nova multiplicacio em A por

Fxg=pasn(f.g) (f € Ar 9 € Anr). (2.3)

Denotamos por grA a dlgebra obtida de tal maneira. Ela pode ser considerada
como a édlgebra associada com uma filtragio apropriada de A. A digebra
graduada grA é associativa e comutativa. Como

An s Ay = Api g (2.4

e o semigrupo dos pesos dominantes é finitamente gerado, a algebra grA é
finitamente gerada. Além do mais, temos

Teorema 2.1.2 A dlgebra grA ndo tem divisor de zero e é normal.
Demonstracdo: Veja [25]. ]

Colocamos
AsG = Spec (gr4) . (2.5)

Conforme o teorema 2.1.2, AsG é uma variedade afim irredutivel e normal.
A multiplicacdo em & é um morfismo G x G — G. Ele corresponde a um
homomorfismo de dlgebras

AtA— A® A, (2.6)



19

chamado de co-multiplicacio. Pela definigio,
(&f) 2y} = flay). (2.7)
A co-multiplicacdo pode ser descrita explicitamente da seguinte forma:

A £ (A (A
Afy = Z fx ® f.z::j : (2.8)
3

Quando substituimos a multiplicagdo original em A pela nova multipi-
cagdo, obtemos as aplicagdes

A grA — A® grAa, 2.9
DoprgrA — grA @ A, (2.10)
Agrgrd — grA @ gra. (2.113

Teorema 2.1.3 Todas as aplicagdes Ay, Aq,e Ay sdo homomorfisrnos de Gl-
gebras e 0s morfismos correspondentes

G x AsG — AsG, (2.12)
AsG x G — AsG, (2.13)
AsG x AsG — AsG, (2.14)

Junto com o multiplicacdo em G, definem sobre G U AsG uma estrutura de
semigrupe algébrico com zero,

Em particular, AsG se torna um semugrupe algébrico (normal e irredutiv-
el} com zero. Os morfismos (2.12) e (2.13) definern uma ac@o de G 4 es-
querda € & dirveita sobre AsG, que comutam enire si.

il

Demonstragao: Veja [25].

2.2 Semigrupo assintético real.

Analisando o processo de obter As(G na parte sobre dlgebra, vimos que o
ponto central é a decomposiciio de £[G]. O fato de o corpo & (de caracteristica
() ser aigebricamente fechado ou ndo, nfo afeta as propriedades de A e grd
gue dao as co-nultiplicacoes.
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Quando £ & ¢ corpo real e & € um grupo algébrico linear, semi-simpies,
irredutivel e real normal, os pesos dominantes e as raizes séo racionais. Em
outras palavras, o grupo G(C), a extensdo de G, tem todas as raizes e todos
os pesos dominantes definidos sobre o corpo real {com respeitc a um toro
maximal e um subgrupo de Borel provenientes de ). A relagdo entre & ¢
G {C) representa em dlgebras. Denote a dlgebra (real) dos polindmios sobre
G por A = RG], e temos a decomposiclo de A, de acordo com o teorema
1.3.6,

A= @A.&- (2.15)

Denote a dlgebra (complexa) dos polindmios sobre G(C) por A= C[G(CY],
entdo temos a decomposicdo de A

A= @ Ax. (2.16)
A

Temos também o isomorfismo de dlgebras

A=A®:C, (2.17)
e o isomorfismo de espagos vetoriais
Ap = Ay 22 C (2.18)

As algebras grA e grA possuem os mesmos elementos como A e A respec-
tivamente, mas as multiplicagbes sao diferentes em gue as algebras gradu-
adas gré e gr;’l 8¢ tomam as componentes de pesos dominantes maiores nos
produtos das respectivag multiplicactes de A e A. Analisando as regras de
multiplicacoes, temos que

grA = grAd 9 C, (2.19)

como isomorfismo de dlgebras. Aqui grA é uma R-dlgebra e grd é uma
C-dlgébra.

Para explicar ¢ significado geomeétrico da relacdo acima, precisamos de
algumas no¢des de geométria algébrica. Veja {22], capitulo 2.

Definigao 2.2.1 Sejam k um corpo algebricamente fechado ¢ F um subcorpo
de k. Seja V' um espaco vetorial sobre k. Uma F-estrutura sobre V', é um
subespaco de V' sobre F gue gera V.
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Definicac 2.2.2 Sefo X uma variedade afim sobre k. Uma F-estruture so-
bre X & uma subdlgebra FIX| de k[X que é uma F-estrutura sobre o espoaco
vetorial k[ X|. Entdo kX ¢ wsomorfa o FIX] ®p k como k-dlgebras. Uma
F-yariedade afim é uma variedade sobre k com uma F-estrutura.

Lema 2.2.3 Sejo A uma F-dlgebra. Existe yma F-variedade afim X com
A = FX] se, e somente ser (0) A ¢ de tipo finito sobre F, () para uma
extensdo algébrica qualguer EJ/F. AQpE & reduzida (isto é, ndo tem elemento
nilpotente diferente de zero).
Demonstragdo: Veja [22], o
Na nossa situacao, F' = R e & = €. As vinicas extensGes algébricas de
Fséo k e o préprio F. J& sabemos que GrA ¢ finitamente gerada e sem
divisor de zero {como C-algebra). Entao Grd4 também é finitamente gerada

e sem divisor de zero (como R-dlgebra). Daf concluimos que AsG(C) é uma
variedade definida sobre R.

Definicao 2.2.4 Definimos AsG como o variedade real dos pontos racionars
de AsG(C).

De forma funcional, AsG é o conjunto dos R-homomorfismos da dlgebra
GrA em R respectivamente, AsG(C) é o conjunto dos C-homomorfismos da
algebra GrA4 em C. Comparando caso real e complexo, temos entao,

Teorema 2.2.5 Sejam G e AsG como acima. Entdo AsG € um semigrupo
algébrico real. e salisfaz as mesmas propriedades que 08 Semigrupos 0ssin-

téticos complexos gozam no teorema 2.1.3.

O semigrupo AsG serd denominado o semigrupo assintético (real) de G.



Capitulo 3

Realizacao do semigrupo
assintotico

Apresentaremos neste capitulo a realizacao devida a Vinberg [25] do semi-
grupo assintdtico complexo na sua dlgebra dos polindmios, e indicaremos que
ela também serve para o caso real.

Conservamos as notacdes do capitulo anterior. Recordaremos primeira-
mente 08 conceitos e os resultados de Vinberg [25] para o caso complexo.

3.1 Caso complexo.

Seja G um grupo de Lie complexo, semi-simples e conexo (ou equivalente-
mente, um grupo algébirco complexo, semi-simples e irredutivel}.

Para A € P, temos uma representacio irredutivel Ry de G em Vi, rep-
resentada por uma matriz {f}(g)). A representacdo R, pode ser estendida a
uma representacdo do semigrupo G'U AsG em EndVy, denotada pela mesma
letra H,.

Associlando a cada elemento g de G U AsG um conjunto

Rig) = {Ralg}: A € P}, (3.1)
obtemos um merguiho

R : G U AsG — [ [ Endv;. (3.2)

A

A imagem R{As(G) pode ser descrita explicitamente. Por isso, precisamos
das seguintes definicdes.

]
e
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Definicdo 3.1.1 m velor v € V), € chamado exiremal se ele ¢ zero ou um
vetor mazimal, isto €, auto-vetor de um subgrupo de Borel de G.

O conjunto de todos os vetores extremais é o fecho da drbita de um vetor
maximal, 1810 &, a unifo de zere e a drbita de um vetor maximal.

Definicdo 3.1.2 Um conjunto de vetores extremais {va € Vit A€ L}HL C
P,y é chamado coerente, se os subespagos gerados por va, denotados por (va)
sao tnvariantes sob um mesmo subgrupe de Borel, para todo A C P,

7

Definicdo 3.1.3 Um operador A € EndVs é chamado extremal, se o posto
de A, TkRA <1 ¢

1. Im A & gerode por wmn vetor extremal;

2. Im AT & gerada por um vetor extremal {em V).

Onde AT : VI —= Vi, 0 operador transposto de A, é definido por A f(z) =
flAz), para f € Vi ez € V.

Definicdo 3.1.4 Um conjunto de operadores extremais {A) € EndV, : A €
L}(L C P} é chamado coerente. se

1. todos os subespacos Im Ay C V), sdo invariantes sob um mesmo sub-
grupo de Borel.

2. todos os subespacos Im AL C Vi sdo invariantes sob um mesmo sub-
grupo de Borel {pode ser diferente daquele menciado acimae).

Para A, M € FP_, 0 espage Va,p @ mergulhado canonicamente em Vi, &
Var como a componente irredutivel maximal (isto €, corresponde ao peso
dominante maior), e existe em Vi ® V3, um tnico subespaco complementar,
digamos, pi’:/\_‘;\,f.

Se vy € Vi, vy € Vi, 580 vetores extremais coerentes. entdo vy @ vy €
Vaenr. Se Ay € EndV)y, Ay € EndVyy, s80 operadores extremals coerentes,
entdo Ax @ Ay deixa Vg invariante e anula Wy 5. Para A € EndVy, o,
escreveremos A = Ay ® Ay, se A coincide com a restricao de Ay ® 4y a
Vi



24

Definicao 3.1.5 Um conjunio de operadores extremais coerentes {A, €
EndVi 1 A & Po} € denominado muldtiplicativo, se

Ansmr = Ay @ Ay (3.3)

pare quaisquer A, M e P,

Teorema 3.1.6 A imagem R{AsG) consisie dos conjunios dos operadores
extremats coerentes e multiplicativos {A, € EndVy : A € P},

Demonstragao: Veja [25]. O

Com efeito, podemos nos restringir a um nimero finito de valores de A,
Por exemplo, seia G simplesmente conexo. Denotamos por Ay, ..., A; seus

H b

pesos fundamentais, por Ry, ..., R, suas representagdes fundamentals, e por
Vi, ..., V; o8 espacos vetoriais correspondentes. Entao cada conjunto coerente
{A;, € EndV; :1=1,...,]} se estende de forma tnica a um conjunto coerente

e multiplicativo {Ax € EndV, : A € P.}. Desta maneira temos

Teorema 3.1.7 Se (G ¢é simplesmente conexo, entio a representocdo linear
Ry+---+ R, do semigrupo AsG o leva isomorficamente sobre o semigrupo dos
conjuntos coerentes {A4; € BndV; 1 i=1,..., I} dos operadores extremais.

Demounstragdo: Veja [25]. O

3.2 C(Caso real

Vamos ver agora o caso real. Seja G um grupo algébrico linear, semi-simples,
irredutivel e real normal. Os pesos dominantes, as representacoes irredutiveis,
os vetores maximais, as regras de multiplicages na dlgebra dos polinémios,
s30 todos correspondentes ao caso complexo. Entdo podemos herdar todo os
conceitos na se¢ao 1 para o caso real sem modificacdo, e 0s teoremas também
valemn.

Como os operadores extremais sao pegas chave nas representacoes de AsG,
vamos analisar suas propriedades.



BD
et

Lema 3.2.1 Us operadores extremais A € EndV sdo da forma
(v ® N, (3.4)

onde v € Vy & um vetor extremal, A € VI & um vetor extremal, ec € k (R ou
C). Agui, identificamos EndVy com Vi @ Vi canonicamente (veja 1.1.11).

Demonstragao: Se A for zero, nfo hd nada a fazer. Entdo, suponha que 4
ndo & nulo. Pela definicio, ImA ¢ gerada por um vetor extremal diferente de
zero, digamos v € Vi e Im AT & gerada por um vetor extremal diferente de
zero, digamos A € V. O operador v & A é, por definicdo (veja (1.5)),

(v@ M{z) = Mz,

\

onde z € V. Enguanto {v @ X7 & dado por

e NT(f)@) = FlveN@) = FAlzw)
Aa)f(6) = F(o)A (@),

onde f € V', z € V. Entdo, temos

(veXNT(f) = fl)A

Podemos escrever
@M =dgu,

se definimos
(@) (f) = flu)A

Se z € Vi, tal que A(z) = 0. ento {v @ A){z) = 0. Também temos que
Az = 0. De fato, para qualquer w € Vy, temos A"w = c{w)), onde ¢ (w) € k,
pois Im A7 & gerada por A. Portanto,

(, Az) = (ATw, 2} = {c(w)), z) = c(w)A(z) = 0.

Dai, Az =40. .

Vamos agora o caso x € V, com Ax) # 0. Como a imagem de A é gerada
por v, podemos encontrar 0 # ¢ € k, tal que Az = ¢A(x)v. (caso contririo,
Az = 0 implicaria que c{w) = 0, para todo w, e AT == 0)

Visto gue

clv @A)z} = cAz)v,
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temos entdo A = ¢(v @ A}. Isto é. todo operador de posto um pode ser repre-
sentado como c{v® A). Por outro lado, todos os elementos da forma clv ® A)

sao operadores extremais, se v e A s80 vetores extremais. [

Observacao: Com efeito, o lema revela um fato geral sobre operadores de
posto menor do que ou igual a 1, que também sdo chamados operadores de-
componiveis. Seja V um espago vetorial de dimensio finita. Seja W = {4 ¢
EndV :tk A <1} Entho W = {c(v@ N v eV, A&V ceg k}.(EndV ¢
identificado com V&V*). E evidente que W é um semigrupo (cone) de EndV
em relacao & multiplicacio das transformacdes, e também invariante sob as
multiplicagdes 4 esquerda ou & direita por qualquer elemento em EndV, pois
o posto sempre ndo aumenta sob a multiplicacdo. Lm outras palavras, W é

um semigrupo cone ideal de EndV/. =

Para A € P., fixamos um vetor maximal v € V), e um vetor maximal
A € V. Entao os operadores extremais em EndV), podem ser descritos como
clg, h)(v@A) = clgv@hA), onde c € k, e g, h € G. Portanto, temos o seginte

Lema 3.2.2 Sejam v e A como acima. O conjunto de todos os operadores
extremais em EndVy é a érbita de (v @A), a refa gerada por v @ A em EndVy,
pela agdo de & x G.

Demonstragao: Como quaisquer dois subgrupo de Borel sfo conjugados,
um operador sempre pode ser escrito como ¢{gu, ® T, ), correspondente a
um par de subgrupo de Borel gBg~!, ¢ zBx™*. Portanto a érbita de (v ® )
pela acdo de &G x G contém todos os operadores extremais. Por outro lado,
cada elemento na orbita de {v @ A) é um operador extremal. o

Analogamente, temos o seguinte

Lema 3.2.3 Seja L C P.. Fizamos wm subgrupo de Borel B de G, ¢ in-
dicamos um vetor mazrimal vy € Vi e um vetor mazimal Ay € VY para cada
A € L com respeito a B. Entao o conjunto de todos os operadores extremais
coerentes {Ax € EndVy : A € L} € o conjunto {W(h).h € G}, onde W(h)
é o orbita de {k(huy ® Xy) € EndVy : A € L} pela acdo de G x G em
H:\EL EﬂdL—»\

Demonstrago: Observamos que a 6rbita de gua ® zA5 pela agdo de G x G
& igual 4 orbita de gz~ lv, ® Ay, Ou entdo hva ® As, substituindo gz~ por



h. Como {vs ® Ap @ A € L} so coerentes pela definigho, a acho de G x @
mantém coeréncia. O

Teorema 3.1.6 e teorema 3.1.7 s&o valem para as representacdes de semi-
grupo assintdtico real As{G) para um grupo algébrico linear, semi-simples,
irredutivel e real normal G, 56 que o corpo sobre qual as representacdes sfo
definidas muda de € para R



Capitulo 4

Conjuntos controlaveis
invariantes

Neste capitulo, recordamos os conceitos sobre conjuntos controldveis e as
propriedades que serdo utilizadas posteriormente.

4.1 Conjuntos controlaveis

Definicdo 4.1.1 Sejam S um subsemigrupo de um grupo de Lie G e M um
G-espaco (isto €, uma variedede munida de uma acGo de G). Entdo um
comjunto controldvel por S fou pela agdo de S sobre M) é um subcojunto
D ¢ M que satisfaz:

1. intD # B, isto ¢, o interior de I ndo é vazio,

2. D C cl(Sx) (o fecho da orbita de x pela acdo de S em M) para todo
z €D,

3. D é mazimal [com respeito ¢ inclusdo dos conjuntos) com essas pro-
priedades.

Um conjunto conireldvel D € dito um congunio controldvel invariante
(c.c.i.), se elém do mais,

1. ¢lD = cl(Sz}, para todo x € D.

3
o0
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Definicio 4.1.2 Seja D um congunto controldvel por S. Enido o conjunto
de transitividade de D é o subconjunto

Dy = {z € D : existe g € intS tal que gz =z} {(4.1)
Um conjunio controldvel D € dito efetive, se Dy # 0.
Proposicio 4.1.3 Sejo D um conjunto controlduvel por §. Enido

1. Para quaisguer x,y € Dy, existe g € intS fal que gz = y.

2. Se Dy 0, entdo Dy é denso em D.

Demonstragao: Veja [21].

1

Proposicac 4.1.4 Sejam G um grupo de Lie, S um subsemigrupo de G e
M um G-espaco. FEntdo

1. Se C é um congunio controldvel invariante fechado, entio ele € 5-
invariante, isto &, SC = {sx:s5€ S,z € C} C C.

2. Se O e Oy sdo deis conjuntos controldveis invarianies, entdo eles sdo
disjunios ou idénticos.

3. Se S é acessivel, isto é, int{Sxz) # O para todo x € M, entdo os conjun-
tos controldveis invariontes por S sio fechados. Além disso, miC # {
e clintC) = C, para qualquer conjunto controldvel invariante por S.

4. Cada subconjunio S-invariante Y C M contém um conjunto controldvel
invartante. Se S é acessivel, entdo Y contém somente um ndmero finito
de conjuntos controldvels wmvariantes.

Se intS # 0, e C ¢ um conjunto controldvel invariante por S, entdo
o conjunto de transitividade de C, Cy, é aberto e denso em C. Além
disso, Cy € S-invariante e satisfaz: Cy = (intS)C = (intS)¢, para todo
C e Co-

L
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Demonstracio: Veja [21], [9]. 0
Observacao: Consideramos no resto do texto exclusivamente conjuntos con-
trolavels efetivos. Por abuso de linguagem. usaremos o termo conjunto con-
trolédvel sem mencionar efetivo. =

Um caso importante e muito estudado é guando M é um espaco ho-
mogéneo e compacto. Sejam G um grupo de Lie conexo, semi-simples, ndo-
compacto e com centro finito, S um subsemigrupo de & com interior néo
vazio. Seja M um espago homogéneo de G, isto é, G/H, com H um sub-
grupo fechado de G. O espago M é visto como um G-espaco canonicamente.
Nesta situagdo, S é acessivel em M. Se M & compacto, entfo existe numers
finito de conjuntos controldveis invariantes.

Dacgul para diante neste capitulo, fixamos as hipdieses sobre G, 8 como
no pardgrafo acima.

Recordamos aqui os comportamentos de conjuntos controldveis sob fi-
braches equivariantes. Sejam L, < L, subgrupos fechados de &G e formamos
os espaqos homogéneos /Ly e G/L,. Existe uma fibragio equivariante nat-
ural

?TIG/Ll “‘"?G/LQ

que leva a classe gL, na classe glLs.

Proposicao 4.1.5 Sejam G.S e 7 G/Ly — G/Ly como acima. Supon-
hamos que D C G /Ly seja um conjunto controldvel por S sobre G/L; e seja
Dy o seu conjunio de transitividade. Entdo eziste um conjunto controldvel
E ¢ G/Ls tal que m(Dy) C Ey.

Mais ainda se G/ Ly for compacto, temos entdo que

1. Se Cy C G/L; é um congunto controldvel invariante por S. Entio Cy =
#{(Cy) é um congunio controldvel invariante por S sobre G/Ls.

2. Se Cy C G/Ly é um conjunto controldvel invariante, entdo exriste um
conjunto controldvel invariante Cy C G/ Ly tal que w(Cy) = Cs.

3. Na situacdo 1), suponhamos que exista y € Co tal que 77y} < Ci,
entio Cr = n 1 (Cy).

Demonstragdo: Veja [21] I
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4.2 Flags e tipo parabdlico

Flags sfo espagos homogéneos de G da forma G/ P, onde P é um subgroup
parabdlico de . Dado um grupo & existe somente ntmero finito de fags
e todos os flags sdo compactos. Seja 11 um sistema de raizes simples de G
Para gualquer subconjunto & C Il existe um tnico subgrupo parabdlice Pg,
e todos os subgrupos parabélicos sao desta forma, a menos de conjugagao.
Entdo os flags sdo da forma Bg = G/ Py, dentre os quais o unico flag maximal
& Bj., que fibra sobre os demais flags, tem um papel especial na anslise de
conjuntos controldveis.
(O seguinte resultado é fundamental.

Teorema 4.2.1 FErisie um dnico conjunio coniroldvel invariante sobre um

flag G/FP.
Demonstracdo: Veja [16]. O

Os conjuntos controldveis {arbitrdrios) sobre flags estfo relacionados com
o conjunto controlavel invariante pelo grupo de Weyl de G. Veja [21]. Con-
centraremos nossos estudos no flag maximal, j4 que os outros flags podem
ser analisados através de fibragdes. A seguir, estaremos nos referindo ao flag
maximal se nac indicaremos explicitamente o contririo

Existe uma decomposicao de Iwasawa

= KA."'\«'T+, (42)

tal que AT MintS # @, onde AT é a camara de Weyl de A, correspondente a
N*. O grupoe de Weyl de 7 & definido por

W = N(A)/Z(A), (4.3}

onde N{A) (resp. Z(A)) é o normalizador (resp. centralizador) de 4 em G.

Para qualquer w € W, existe um (dnico} conjunto controldvel Dy, e todo

conjunto controiavel é desta forma. Caso w = 1, D € o conjunto controldvel
invariante. Pode acontecer que D2, = D, para vy # wy € W. Colocamos

W(S) = {weW:D, =D} (4.4)

Teorema 4.2.2 W(5) é um subgrupo parabdlico de W
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Demonstragio: Veja [21]. O

Lembramos gue um subgrupo parabdlico de um grupo de Weyl é um
subgrupo gerado por reflexfes com respelto a um subconjuntc das raizes
simples. Seja A o sistema de rafzes simples de G correspondente a A%, O
subconjunto © C A cujas reflextes geram W (S5 serd denotado ©(5). Entdo
também expressamos W(S5) em forma Wes-

Definigdo 4.2.3 W(S) ou ©(5) ¢ chamado o tipo parabdlico de S.

Observagao: O tipo parabdlico de 5 € uma carateristica intrinseca de 5,
como o grupc de Weyl para um grupo. apesar de utilizamos na definicio
acima uma certa cAmara de Weyvl. Primeiramente, o grupo de Weyvl W na
forma {4.3) depende da escolha de A. A notagdo exata seria (W, A7), onde
AT & uma camara de Weyl, Se 4’ = gAg~?, entéo

W= N(A)/Z(A) = gWg ™. (4.5)

Entdo o grupo de Weyl de um grupoe &, pode ser visto como uma classe de
equivaléncia ~ em
{W = N{A)/Z{A), AT}, (4.6)

isto &, os elementos do grupo de Weyl sfo pares {w, A7} médulo a equiv-
aléncia ) _
{w, AT} ~ {gwg™" 9477} (4.7)

Observe que gA™g™! = A7 se, ¢ somente se g € Z (A), entdo {w, AT} ~
{w', AT} se, e somente se w = w'. Agora podemos descrever W (S} analoga-
mente como uma classe de equivaléncia. Como referéncia, usamos uma cé-
mara de Weyl A7, tal que AT NintS £ . O

Observacao: O tipo parabdlico W{S) de um subsemigrupo S mede o grau
de maior irregularidade dos elementos no interior de S. Por exemplo, W(S) =
1, ou ©(S) = 0, significa que existem apenas elementos regulares no intS.
Neste caso, dizemos que 5 € de tipo trivial. |

Observacdo: Se o subsemigrupo S é préprio, entdo W(3) # W. Veja {16|.
(s tipos parabdlicos de subsemigrupos conjugados sao iguais, isto &,

W(S)=W{(gSg™"). (4.8)
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{J tipo parabdlico de um subsemigrupo € igual ao da sua inversa, isto &,
W(s)=W(s ). (4.9)

Note que A7 MintS # B é equivalente a A~ MintS™ % ¢, onde 4~ =
(AT)71. (4.9) vem da observaglo que cada elemento {w, A7} de W(5) as-
socia a um elemento {w', A~} de W(S™), que é equivalente a {w, AT} no
sentido da observacdo anterior. Veja [19]. O

Examplo: Sejamn G = Sl{n, R), e S C G, 0 subsemigrupo das matrizes com
entracas ndo negativas. O grupo de Weyl W de G é o grupo de permutagdes
em i — 1 letras. O tipo de §, W(&) é o subgrupo de W dos elementos que
fixam uma letra e, portanto, isomorfo ao grupo de permutacio em n — 2
letras. Veja [20]. -
Examplo: Seja & como no exemplo anterior. Seja S ¢ subsemigrupo das
matrizes totalmente positivas, isto &, cujos menores de todas ordens sao nao
negativos. Neste caso. todos os elementos em intS sdo regulares, J&4 que seus
espectros sfo positivos e diferentes entre si, e portanto W{S) = 1. Veja [20].

™
i



Capitulo 5

Semigrupo assintético de
subsemigrupo

Neste capitulo serfo estudados os semigrupos assintéticos para subsemigru-
pog em grupos reais. A definicdio de semigrupo assintético envolve os con-
juntos controldveis invariantes nas variedades “flag” e o estudo de cones in-
variantes nos espacos vetoriais das representactes, o que serd feito prelimin-
armente.

5.1 Requerimentos para semigrupo assint6ti-
co

Seja G um grupo algébrico linear, semi-simples, irredutivel e real normal,
cujo complexificado G(C) é simplesmente conexo. Seia S C G um semi-
grupo. (ueremos definir dentro de AsG um objeto AsS, que represente as
propriedades assintéticas de S da mesma forma que AsG. As relacoes natu-
rais que devem ser satisfeitas por AsS séo

AsS C AsG, (5.1

S x AsS — AsS, (5.2)
AsS % § — AsS, (5.3)
AsS x AsS — AsS, (5.4)

34
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com 0s produtos herdados da construcdo de AsG. O morfismo (5.4) significa
que AsS & um semigrupo. 34 (5.2) e (5.3} dizem que as translagdes 4 esquerda
e & direita de 5 se estendem a AsS.

Observacao: Notamos que as relacdes acima ndo sfo suficientes pare car-
acterizar AsS. Por exemplo, AsG, ou o elemento zero de As(G, poderia ficar
em lugar de AsS. Para evitar essas trivialidades, AsS deve satisfaz, por ex-
emplo, a) se intS ndo & vazio, entdo int{AsS) também nio & vazio em AsG.
b) se 5 é diferente de (7, entdo AsS é diferente de AsG. ¢) as relages de
inclusao e conjugacao sio preservadas. g

Ao invés de descrever AsS diretamente, utilizaremos a descricio de AsG
feita anteriormente através da sua imagem R(AsG) pela representacic R.
Na immagem as relactes acima devem ser substituidas por

R{AsS) C R{AsG), (3.5

S x R{AsS) — R(AsS), (5.6)
R{AsS) x § — R(AsS), (5.7)
R{AsS) x R(AsS) — R{AsS). (5.8)

A idéia entdo & construir o que seria R(AsS) e identifica-lo com AsS, através
da representacio fie] R.

Os elementos de R{As() sfo decomponiveis, ou seja, da forma v ® A, em
cada componenie EndV,, enquanto as agdes sdo dadas por

o gv@A) =gv@ A,
e (@ MNh=v®(Aoh)=v® A,
e @A) (w@p =Mwr®p

onde g,.h € G,v,w € Vi e A,u € V. Numa notagdo mais econdmica as
relacdes (5.6) e (5.7) podem ser escritas como uma tinica relacio

(S x 571 x R(AsS) — R(AsS)

dada por {g.h)(v @ A) = gv @ hA. {Mals precisamente, quando o elemento
de identidade de G pertence a 5.}



36

5.2 Hepresentagoes projetivas e esféricas

Definicdo 5.2.1 Sejo (G, V) wma representacio. Sejo P(V') o espago proje-
tivo de V. Sewv € V' \ {0}, denotaremos (v) a sua tmagem em P{V'}, ou sejo
a reta gerada por v, O grupo G age em P(V') por

glv) = (gv).

Em outras palavras, temos um homomorfismo de grupos G — Aut(P(V)), o

grupo de automorfismo de P(V'), gue serd chamado de representacio projetiva
de G induzide por (G, V).

Definicdo 5.2.2 Se¢ja (G. V) uwma representacdo sobre R. Seja S(V') 0 con-
junio das semi-retas de V. Se v € V \ {0}, denotaremos por [v| o semi-reta
que parte da origem e passa por v. O grupe G age em S(V) por

glv] = [gv].

Em outres pelavras, temos um homomorfismoe de grupos G — Aut(S{V)), ¢
grupo de automorfismo de S{V'), que serd chamado de representacdo esférica
{ou semiprojetiva) de G induzida por (G, V).

Suponha que G seja um grupo algébrico linear complexo, semi-simples
e irredutivel, ou um grupo algébrico linear, semi-simples, irredutivel e real
normal.

Para A € P., seja (G, Vy) a representacio irredutivel com peso dominante
A. Denote por {G,P(Vy)) a representacdo projetiva induzida por (G, Vy).
Existe um vetor vy em Vi \ {0} tal que {v,) é invariante pelo subgrupo de
Borel B C G, que j4 foi especificado quando fixamos P.. Em outras palavras,
vy € um auto-vetor de B. O subgrupo de G que deixa (v,) invariante,

Guy = {9 € G glva) = (va}}

é um subgrupo parabdlico de G pois contém B. Chamaremos G, de sub-
grupo de isotropia em ().

Sejam A = {ay,...,0,} as raizes simples de G. Entao, os pesos funda-
mentais {Ay, ..., A,} sfio dados pela base dual das raizes simples:
PAGVNT . .
< : J‘) = ;. {39)

{0y, 0



Se A e P entio

A=l (5.10)

2<A Ox‘z‘}

onde

(5.11

R

{Gﬁi: &Z} -
Denotaremos por © (A) C A, o conjunto das raizes simples que s&o ortogonais
a A, ou seja

@A) ={a;:n, =0}, (5.12)

Seja W o grupo de Weyl de G. Denotaremos por Wp € W o subgrupo gerado
pelas raizes simples em © C A, Definimos o subgrupo parabélico P C &
por

Py = BWgB.

Proposicao 5.2.3 O subgrupo de isotropio de {vy) € Po, onde ©@ = @ (A).
A orbita de {(vay em P(Vy), Glua), € a variedade “flag” G/ Pg.

0

Demonstragao: Veja [4].

5.3 Dualidade dos conjuntos controlaveis

Seja G um grupo de Lie real, semi-simples, conexo, ndo compacto e com
centro finito. As variedades flag de G aparecem em dual. Veja {19]. Os con-
juntos controldveis de um subsemigrupo S de G (com interior néo vazio) em
flags também tém dualidades. Essas dualidades serdo 1iteis na caracterizacdo
dos semigrupos assintdéticos para subsemigrupos.

Se Be = G/Po ¢ um flag, o flag dual é Bg- = G/ Fp-. onde ©* é obtido
de © pelo automorfismo involutivo do diagrama de Dynkin. Veja [19]. Em
particular. o flag maximal B é auto-dual

Seja (G, Vi) uma representacdo irredutivel correspodente a A. A Orbita
de vetores maximais em P(Vy) é o flag Bg(a). A representaciio dual (G, V})
é irredutivel, e a drbita de vetores maximais em P({V}) forma o flag Be- (4.

Seja C C Be (© = ©(A)) o conjunto controldvel invariante de S. Denote
por Cp 0 conjunto de transitividade de C. Seja v € V, um vetor maximal,
tal que {v) € C. Existe um elemento split-regular /4 € intS (veja [17],[21}),
tal que {v) é o atrator por A. Temos uma decomposicio Vi = Rv + M,
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soma direta e da maneira tnica, tal que exatamente os vetores fora de M
s3o atraidos para {v) em P(V,). (Veja também lema 5.5.1.) Seja A € V}
tal gque Alv) = 1, e Alz) = 0, para z € M. Note que (hv, )) = {v, A7 A),
temos entdo (A) é o atrator por A% em P(V)). Suponha que C seja o
conjunto controldvel invariante de S™! em Be.. Denote por Cf o conjunto
de transitividade de C*. Entdo temos que (i) € (., e portanto A ¢ um vetor
maximal em V.

Analogamente, pela dualidade de V, e V' (V¥ = V), a partir de um
vetor maximal A € V7, tal que (A € C}, também chega um vetor maximal
v € Vi, tal que (v} € (. Portanto o conjunto controldvel invariante por S
em Bg e 0 conjunto controldvel invariante por 7' em Be- sio duais.

5.4 {Cones invariantes

Definicdo 5.4.1 Um conjunio W de um espaco veterial real V' é chamado
de cone, se satisfaz:

(i) W+W CW,

(i) RVW ¢ W,

(i) W =W,

Onde W+ W={z+y: s,y e W}, RW = {re:aecWr>0}, eW¢
fecho de W em V' com respeito 4 topologia euclidiana.

Definicac 5.4.2 Um cone W C V ¢ gerador, se ¢ subespaco gerado por W
o M é pontual, se W N —W =0, onde ~W = {—z .2 W}.
O cone dual a W & o cone W* C V™ (dual de V') definido por
Wr={Ae VY e W A(v) >0} (5.13)

Sabe-se que se dimV < oo entdo W™ = W e W & pontual se, e somente
se, W* é gerador, o que acarreta que W é gerador se, e somente se, W"* é
pontual (veja [8])

Definicdo 5.4.3 Dado um conjunio M C 'V definimos

Co(M)y= {3 rwi:v € M7 20}, (5.14)
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onde a soma é fintta. Defintmos
Con{M) = COLM} {515)
onde o frage ~ significa tomar fecho com respetio & fopologia usual de V.

Observacao: Con(M) é o menor cone que contém A, chamado de cone
gerado por M. 0

Definicao 5.4.4 Sejo G um grupo que age num espaco vetorial real V.. Um
cone W OV € dito invariante por G, ou simplesmente um cone invariante
se

G-W oW,

onde G- W = {g-v:9 € G,ve W} Deforma andloga se define um cone
invariante por um semigrupo S que age num espaco vetorial real V.

O seguinte resultado sobre cones invariantes € bem conhecido. Veja Vin-
berg |24].

Teorema 5.4.5 Seja V' um espaco vetorial reol de dimensdo finita. Seja
G C GL{V) um grupo de Lie real, semi-simples, conezo e irredutivel {isto
é, o representaciGo (G, V) € irredutivel). Sejam T um subgrupo triangular
conexo mazimal e P o normalizador de T em (. Enido existe um cone W
nio trivial (isto é, diferente de {0} e V'), invariante por G se, e somente se
eriste uma semi-reta em V invariante por P.

Demonstragéo: Veja [24]. 0

No mesmo artigo [24]. Vinberg descreve tais cones invariantes, e afirma
que se a situacdo ocorre sempre existem um cone invariante minimo e um
maximo.

Observacao: Se a representacdo do grupo G no espago vetorial V' é irre-
dutivel entdo gualquer cone invariante W C V' é automaticamente pontual.
De fato, se W é invariante, entdo H = W M —W & um subespaco diferente
de V invariante por G. Portanto, H é necessariamente {0}, pois (G, V) &
irredutivel. O lema a seguir estende esse fato a acdes de semigrupos. |

UNICAMP
LIOTECA CENTRAL
O CIRCULANTE
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Lema 5.4.6 Sejam G um grupo algébrico linear real e irredutivel, ¢ (G, V)
umao representacdo wrredutivel. Sejam § C G um subsermigrupo com inierior
nao vazio e W oum cone ndo trivial mvarianie por S. Entdo W é pontual e
gerador.

Demonsiracdo: O cone W & gerador. De fato, seja H o subespago de V
gerado por W. Entéo H ¢ invariante por S. Como intS # §, o fecho algébrico
de § (isto &, na topologia Zarisk) ¢ &, pois & é irredutivel. Veja coroldrio
5.5.3. Portanto H é invariante por (G. Note que H # {0} e a representacéo
& irredutivel, concluimos que H = 1.

O cone W é pontual. Seja H = W 1 —W. Entédc, H € um subespaco
invariante por S e, portanto, invariante por . Como H # V), temos que
H = {@} =

5.5 Cones e conjuntos controldaveis invariantes

Um grupo algébrico linear real ¢ um grupo de Lie. Seja &G é um grupo
algébrico linear, semi-simples, irredutivel e real normal. Como grupo de Lie,
(G nao é necessariamente conexc.{Compare outro fato: um grupo algébrico
linear complexo e irredutivel (ou seja, conexo no sentido de Zariski) é conexo
na topologia real. Veja [13], capftulo 3.) Mas quando G(C) é simplesmente
conexo {ou seja, de tipo simplesmente conexo), & é conexo na topologia real.
Além do mais, ele é semi-simples como um grupo de Lie com centro finito.
Veja [11].

Neste capitulo suponha daqui para adiante gue G é um grupo algébrico
linear, semi-simples, irredutivel e real normal, tal que G (C) é simplesmente
conexo. {Portanto G € um grupo de Lie real, semi-simples, conexo e com
centro finito.) Por examplo, SL(n,R), n > 2.

Mantendo as notagdes anteriores, tome A € P, e seja (G, V4) a repre-
sentagao irredutivel com peso dominante A. Entdoc, se existe um cone in-
variante, a representacdo é de classe um (ver [24]). Na situacdo que estamos
considerando, em que o grupo G é real normal, dizer que uma representacao
& de classe um significa

A=) A, = 0(mod2). (5.16)
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Seja vy € Vi um vetor maximal. Ent@o. Folva) = (vy), © = 6 (A}, Mais
ainda.,
pua = Alpjvs, p € Po, (3.17)

onde A € estendide do toro maximal para o subgrupo parabdlico, assumindo
o valor 1 na parte uniponente. Se A & de classe wm. entdc Alp) > 0, para
qualquer p € Ps. Portanto, Pevy C R7vs. O cone invariante minimo é
Gnico, a menos de sinal, dado por

ConGuy.

De fato, nesta situacao, CoGu, é fechado, entdo & igual a ConGuy.

Seja 7 Vi \ {0} ~— P(V,) a projecio canbnica. Se A & de classe um,
entdo GG{vs) € a unica drbita compacta de G em P(V} ], cuja imagem inversa
por 7 tem duas componentes conexas, que ficam em dois cones =ConGuy.
Seja v : S{Vy) — P(V,) a projecdo candnica. Entdo, a imagem inversa de
G{vy) por v também tem duas componenses conexas, =G[vy]. Se A néo é
de classe um, Glva] € um recobrimento duple de G{v,). Em outras palavras,
G['L‘Aj = ”“GE’L‘@}

Denotaremos por By a variedade de flag G/ Po, © = © {A), que & isomorfo
a G{va), a Orbita de & em P(V},). Dado um semigrupe S de G, seu c.c.i. em
By ¢ denotado por Cs.

Consideremos a a¢do de S em S{V,). Caso A seja de classe um, o c.c.i.
em B, se levanta em dois c.c.i., um em cada dérbita compacta {ambas iguais
a By ). Caso A nao seja de classe um, o c.c.i. pode se levantar em um ou dois
¢.ci. no recobrimento duplo de By. A notagfo conveniente aqui é escrever
C5 com C} igual a C no caso em que o levantamento dé um dnico c.ci. e
diferentes se d&o dois c.c.i..

Lema 5.5.1 Seja (G, V) a representacio irredutivel correspondente ao peso
dominante A € P.. Seja vy € Vi um vetor mazimal, ou seja, um auto-
vetor com peso A, Entdo existe umao inica decomposicio de soma direta dos
subespacos

E/Al = R’U:\ + ﬁ.{[‘.@, (518)

onde My é a soma dos auto-espacos com pesos menores do gque A.

Demonstragdo: Veja, por exemplo, [11], capitulo XI. 0
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Lema 5.5.2 Seja M uma veriedade algébrica afim real e trredutivel. Entdo,
qualguer subconjunto aberto de M (na topologia euclidiona) gue coniém um
ponto regular (ou seja, simples) € Zariski denso em M.

Demonstragdo: Veja [1], proposicio 1.6. O

Coroldrio 5.5.3 Seja & um grupe algébrico linear real irredutivel. Se 5 é
um subconjunto de G, e intS # O (na topologia euclidiana), entio S é Zariski
denso em (.

Demonstracao: Todo ponto em & é regular, e intS & aberto. Pelo lema
5.5.2, intS & Zariski denso em G, logo 5 & Zariski denso em G, a

Proposicac 5.53.4 Sejo S um semigrupe de G com interior nio vazio. Seja
Cona(S) < End(Vy) o cone gerado por S {ou mais precisamente, a imagem
de S em End(Vy}). Entdo, Cony(S) € gerador e multiplicativo (fechado por
produto associative.

Demonstracdo: Cony,(S) é gerador. Suponhamos por absurdo que Cony(S)
nac seja gerador. Emntdo, o subespaco gerado por Con,(S) é préprio em
End(V}) e, portanto, existe 6 # X € End(V,) tal que Tr(XY) = 0 para
todo ¥ € Cony(S). Em particular, Tr(Xg) = O paratodo g € S. G é o
fecho algébrico de S, pois G & irredutivel ¢ S tem interior ndo vazio, veja
corolario 5.5.3. Temos entdo, Tr{Xg) = 0 para todo g € G. Por outro lado,
pelo teorema de Peter-Weyl, temos k{G]y =~ End(V4), o que implica que a
aplicacdo ¥ : End(Vi) — k[G]a,

T (X){g) = Tr(gX) = Tr(Xg),

onde X € End(Vy},¢ € G, é isomorfismo. Uma contradicao. Portanto,
Con,{S} & gerador.

Como S é semigrupo, ele & multiplicativo (fechado por produto), Cons (S5)
& multiplicativo. De fato,

COA(S) == {Z ri8:,8; € S s Z 0}

& multiplicativo. Tomando fecho resulta que Cona(S) é multiplicative. O



Teorema 5.5.5 Suponhe que O, = C. Entao, Cona(S) € todo End (V4).

Demonstragao: Como Cony(5) é gerador, basta mostrar que este cone ndo
estd contido em nenhum semi-espaco. Isso € equivalente a mostrar que para
todo 0 5% X € End(Vy), Tr(¢X) muda de sinal quando g percorre Cona (5,
pois a forma iraco da representacdo & uma forma bilinear nac degenerada.

Se g=1& A€ Cong(5),ondeveVyede V] entdo
Tr{gX)=Tr(Xg)=Tr(X{v@ )= Tr(Xv® i) = A(Xv). {(5.19)

Sendo assim, tome v tal que [v] € (C7)
(C)p. portanto existe h € intS tal que

.- Pela igualdade dos c.ci., —[v] €

ho = —cu

com ¢ > 0 (veja proposicio 4.1.3).
A composta A{v @ A) estd em Cona(S), dada por

(ht) @ A= —cu @ A

Entao,

Tr(h{v @ MX) = Tr((—ev @ A) X)) = —eM{Xv). (5.20)
Portanto, para completar a demonstracao basta mostrar que para todo 0 #
X € End (V) existe v @ A € Cony (S) tal que A (Xv) # 0.

Tome v € Vy, tal que (v) € {Ch)y. Entdo v & um vetor maximal, o grupo
de isotropia em {(v) é um subgrupo parabdlico P de . Podemos escrever,
de maneira Gnica,

Vi =Rv -+ M, (5.21)

onde M é de soma dos auto-espacos correspondentes aos pesos menores {com
respeito a P), veja (5.18) no lema 5.5.1. Definimos A € V} por
Mz)=1Fk, sez eV, z= kv({mod M}, (5.22)
Afirmacao:
v @ A € Cona(S). (5.23)

Demonstracdo: Pela propriedade de c.c.i. (veja [21]), existe h € intSN P,
tal que {v) & atrator de h. Denotamos por A, o peso dominante correspon-
dente ao auto-valor de v. Entdo temos (veja (5.17))

hy = f\&p(h)’t)

183945 1 8 2oy
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) peso dominante tem valor absoluto maior do gue 08 demals pesos menores.
P
Entéo oo

1- h-‘! {Zg} g

M -t == g7,

onde k & definido por z = kv(mod M) com respeito a decomposicio (5.21).
L 2n
p2n

Isso significa que 2 seqgiiéncia IR tem limite em End (Vy).
Hip

Por outro lado, (v ® M)(z) = A(z)v = kv, entdo temos
2n

im

P ﬁlgn(h}

=v R A (5.24)

Portanto v @ A pertence a Cona(9).

Por fim, podemos mostrar que se X € End(Vi) € tal que A(Xv) = 0 para
todo v @ A € Cony(S), entdo X = 0.

De fato, sejam v, A, h, P, A, como antes e considere a decomposicac de
Iwasawa G = K AN de tal forma que h € A™. Podemos escrever P = M'AN
(veja [26]). O conjunto

L:={ne N :nhn '€ intS},

tern interior nao vazio em N. Se { € L, entéo

. (Ihi~1)™ . IR 1
T 00 ;\;?2} (éhi 1) T O ‘45‘123 (h)
= lv@IA=0v@IA,

portanto v & (A € Cona(S). Pela hipétese, paral € L,
INXv) = (I, Xv) = 0.

Como VI & gerado por G, ele também é gerado por NA = NP7\, onde
P~ ¢ o subgrupo parabdélico oposto de F. De fato, NP~ & uma célula aberta
de . Ja que L tem interior ndo vazic em N, o fecho algébrico de L € o grupo
N. Veja coroldrio 5.5.3. Entdo LA também gera V. Logo

AMXv) =0
para todo A € V{ e, portanto,

Xy =1,
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Come {v) varia em (Ch)y. que tem interior ndoc vazio em Gv = G/P,
ey 10, ;
concluimos também que tais v geram V. Analogamente temos que Xv =10
para todo v € V, e, portanto,

X =0

i
i

Esse teorema implica, de imediato, que polindmios em k]G], mudam de
sinal em S caso exista um dnico conjunto controldvel invariante na drbita
compacta da representagdo esférica.

Coroldrio 5.5.6 Suponha que C; = C. Enido. pora todo X € End (Vi) o
aplicacdo px (g) = Tr{gX), mude de sinal em 5.

Demonstracao: Se tr{gX ) ndo muda de sinal, 5 ficaria em um semi-espaco
de Vi, e ConalS) seria diferente de End(Vy), o que contradiria o teorema

5.5.0. 0

Teorema 5.5.7 Suponhamos gue S C G sejo um subsemigrupo com interior
ndo vazio. Entdo, eriste wm polindmio p € k[G]a tal que p > 0 em S se, e
somente se, existe um cone gerador e pontual W C Vi, que é invariante por

S.

Demonstracaoc: Suponhamos que existe um cone W C V, pontual e gerador
que seja invariante por S. Como W é pontual, o seu dual é gerador e,
portanto, existe A no interior de W”. Esse elemento A € V! satisfaz (A, v) >
0, para todo v € W, e (A, v) = 0 se, e somente se, v =0 caso v &€ W.

Tome gualquer v € W diferente de 0. Seja

plg) = (A gv) = Tr(glv @ A)) € k[G]4.

Entdo. plg) > 0 em S, pois W é invariante por 5, e gv € W diferente de 0.

Reciprocamente, suponhamos que existe um polindmio p € k[G]4, tal que
p > 0em 5. O polindmio pé dado por p{g) = Tr(gX), para algum 0 # X €
End (V4). Pelo coroldrio 5.5.6, C] é diferente de C7. isto &, existem dois
c.c.i. na esfera. Caso contrario, p mudaria de sinal em Cony (S) = End (V)),
e isso implicaria que p muda de sinal em 5.
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Tanto o cone gerado por Cg quanto o gerado por € {que s&o opostos)
sio invariantes por S, Jd que O e O} sdo invariantes. Denotamos por Con(
o cone gerado por O}, isto é, ConC é fecho do conjunto

(Cewc 20 eC)

e "”71

Em vista do lema 5.4.6, para verificar que Con(’ é gerador e pontual
basta mostrar que ConC é préprio. J& que ConC # {0}, resta mostrar que
Con(' # V.

ConC # V), basta verificar que C} fica num semi-espago de V. Tome

va € Va tal que [ua] € (CF) - lome h split-regular em IntS que tenha
s como atrator {veja [17},]21]). Temos a decomposi¢lo de Vi, de manera
inica,

onde M, € o hiperplano da soma dos auto-espacos correspondentes aos pesos
menores. Veja (5.18) no lema 3.5.1. Mostraremos que C estéd contido em
wm dos semi-espacos determinados pelo hiperplano Ma.

Suponhamos por absurdo que C} cruze os dois lados do hiperplano My,
entdo existe z € Vj tal que [z] € C e z = cvy(mod My ), onde ¢ < 0. Logo

A"z} = ~K(~a] - ~oa
quando n — 0.

Isto implica que —[va] € (CF) ,; bois C7 & invariante por S. Portanto
C7 = C5. Uma contradicio.

O cone desejado é, portanto, W = Con(C. a

Lema 5.5.8 Existe um cone ndo trivial invarignte por S em Vy se, e so-
mente se, O # Cy .

Demonstracdo: Se O # C;, pela demonstraciio do teorema 5.5.7, 0 cone
gerado por C7 ou C é um cone ndo trivial invariante por S.

Reciprocamente, suponhamos que W é um cone ndo trivial invariante
por S. Seja vy um vetor maximal, tal que (vy) estd no {Ch)g, isto &, existe
um elemento split-regular A € intS, tal que {vy; é o atrator de A. Temos a
decomposicdo (5.25) de Vi,

Vi = Ruy + M,,



onde M, é o hiperplano da soma dos auto-espagos correspondentes aos pesos
Menores.

O cone W n&o pode fica no hiperplano My, pois W é gerador pelo lema
5.4.6. Entdo existem elementos de W fora de My, que sao atraldos por h para
{vyy em P(Vy). Portanto exatamente um dos vetores vy 0ou —v, pertence a
W, pois W & pontual pelo lema 5.4.6. Portanto, ndo existe um elemento de
S que leva semi-reta [vs] para —ua], e Cf # C. O

O objetivo agora é caracterizar as representacbes A em que O # C}.
Isso serd feito em func@o do tipo parabdlico de 5. Para isso precisamos de
alguns conceitos introduzidos em capitulo anterior. Fixaremos uma cdmara
de Weyl A7 tal que A" nintS % G Seja A = {o,...,m} 0 conjunto
das raizes simples de G e {A; ... A/} os pesos dominantes fundamentais
correspondentes. Denote por W o grupo de Weylde . O tipode 5, ©(5) C
A, € o conjunto das raizes simples cujas reflexdes geram o subgrupo W(5) C
W {veja (4.4)).

Lema 5.5.9 Se A € de classe um, entio C # CJ.

Demonstragao: Neste caso, existe um cone préprio W invariante por &G em
Va. Portanto, C; e ] ficam em W e ~W respectivamente. -

Lema 5.5.10 Se ©{S) C ©(A), entdo C # Cy.

Demonstracdo: Suponhamos por absurdo que C; = €. Tome A € intS
um elemento split-regular. Seja {(vy) € P(Vy) o atrator de h. Entéo [vs] e
—lvy] pertencem a C = (. Assim existe s € intS, tal que s[vy] = —[val.

Conseqiientemente s°[va] = [vs]. Temos a decomposigio {5.25)
E\ = Rv A T A A

onde M, é a2 soma dos auto-espacos COITESpONies a0s Desos INenocres, veja
lema 3.5.1.
Defina Ay € V¥ por (5.22). Isto é,

Aa(v) =71, se v = rup(mod My). (5.26)
Consideramos a funcio

plg) = (Ar,0vna). 0 €G.
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Note que p(s) < 0 e p(s?) > 0, existe um elemento ¥ € §, tal que p{t) = 0,
ou sela fug € Ma, pois S & conexo. Em P(Vy), (fva) é atraido por h para
wlvyy, para algum w € W(S), pois o atrator de (fvs; por h estd em Chy.
Como ©(5) C 9(A), temos que wivy) = {va;. Mas a reta correspondente a
w{vy) fica no plano M, uma contradicdo. Portanto, O # C. (Comparar

—

a proposicio 4.8 [21].) o

Coroldrio 5.5.11 Se &(5) =0, entdo CT s C} para gualquer A.

Observacao: Uslemas 5.5.9,5.5.10 oferecem condicdes suficientes para O #
(. Nao sabemos condi¢bes suficientes e necessérios, que deveriam combinar
aforma de A e ©(5). O

5.6 Semigrupo assintético de subsemigrupo

Seja G um grupo algébrico linear, semi-simples, irredutivel e real normal,
cujo complexificado é simplesmente conexo. Suponhamos que S C G seja
um Semigrupo conexo com interior ndo vazio. Suponhamos também que
C7 # CF. Vamos definit R4{AsS), a imagem de AsS, que serd definido,
atravéz da representacdo de Ry 1 G U AsG — End{Vy). Tome v, € V) tal
que [va] € (CT)o ou (CF e, € forme Ay € VY por (5.26), que serd denominado
a dual de vy {dependendo h).

Deﬁnzgao 5.6.1 By(AsS) = Cl{c({g,h)(va®As)) 1 c> 0,9 € S h e
5% Onde C significa ioma:r fecho na topologia euclidana em End(Vy).

Proposicao 5.6.2 R;{(AsS) ¢ bem definido. Isto ¢, ele ndo depende da es-
colha particular de vy &) As.

Demonstragdo: Seja v}, & X, uma outra escolha. Como (1), (v}) € (Calo.
existem $i, 52 € IntS, tais que (V) = $1{va) e {va) = s2{v}}. Veja proposicéo
4.1.3. Analogamente, como (As}, (Ny} € (CF)g, existern £, , € intS, tais que
Xy =1 (04) e {Ag) = 120}, Portanto,

(U:’X ® )"\) - 81{51, t‘;i}(vﬁ & /:\A): (52?)
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Yy — ~ w1y g 7 1oy fu
E\LA ®/}‘A) - CQ(DQ‘;él ;’E{z g/‘%f&) { 28}

o

onde ¢1. 0z € K. Note que

TI'{“E;'A ® }\‘A‘} - (2}‘-"\.3 )‘\\) - 1:

Tf("f’f\_ & )\{x) = (U, AR} = 1.

Calcule
Tr((s1,%7 ) {va @A) = Tr(siva @177 24) = (s10a, 877 2a) = (25104, As).

Entio temos

¢ {tosiva, Axy = 1.
Analogamente,

Co{ty 800, Ay = 1.

Observamos que a funcdio Tr{g{va @ Ax)} = {(gua, Aa) para g € G € néo

negativa em S, vea a demonstracdoc do teorema 5.5.5. Portanto, ¢; > 0.
Analogamente, ¢; > 0. Entdo R, (AsS) é bem definido. mi

Proposicio 5.6.3 Pure Ry{AsS) valem as sequintes propriedades (onde X
indica a multiplicacdo em EndVy )

a) Ra(AsS) C Ra{AsG).

b) S x Ra(AsS) — Ry(AsS).

¢) Rp(AsS) x S — R,(AsS).

d) Rao(AsS) x Ry(AsS) — Ry(AsS).

Demonstracdo: O item a) resulta de que ¢{{g, h){vy @ Ax)) = clgua@hAa)
& operador extremal em EndVy, e os limites dos operadores extremais também
sao operadores extremais,
Para b), ¢) e d) basta verificar as relagoes sem tomar o fecho. Observamos
que
(elg, B) (v © An)) = clsg, b) (12 ® Au),



(elg. B} (va @ A e (g2, hu)(vs @ Aa)
= cor{gua @ hAa)(g1va @ hoda)

= cer{hda, grva)(gvs @ hids)

= cada(h™ g1ua)(g, ) {va & An),

onde 5.g0,91,h.h1 € 5, e c.ey > 0. Note que sg € S, hs™! € §7% e
AR rgrva) 2 0, portanto b, ¢) e d) sdo satisfeitos. =

O semigrupo Ki{AsS) pode ser descrito também da seguinte maneira, A
partir dos duais Ay € V) dos elementos vy € Vi, tal que (va) € (Cy)°, estd
formado um c.c.i. (mals precisamente, o conjunto de transitividade dele) para
S em PV, {{Aa) : Ax & dual de vy, onde {(uy) € (Ca)"}, denotaremos
por ;. Entéo,

Ra({AsS) = Cl{vy ® Ay« {va) € (Ca)% (An) € C, (Mg, va) > O}
Proposicao 5.6.4 R,(AsS) C Cony(9).

Demonstracdo: Observamos vy @ Ay € Cona(S), veja (5.23) no teorema
5.5.5. Note que

(g R){ta@A5) = gua @RAy = gua ® Ao k™ = glva @ Ak

Como Cong(S) ¢é invariante sob a multiplicacdo por nimeros positivos e as
agoes de S a esquerda ou & direita, mais ainda Cony(5) é fechado, temos que
R‘\ (\.’:&SS) C COHJ}\(S}. |

Coroldrio 5.6.5 Seja 0 # p € k|G4. Se plg) = 0, para todo g € S, entdo
p(g) = 0 para todo g € Ry(AsS).

Demonstragdo: Existe 0 2 X € End (Vy) tal que plg) = Tr(gX). Dai
segue que p(g) > 0 para todo ¢ € Conya(S). Como R;(AsS) < ConalS),
logo p(g} > 0 para todo g € Ra{AsS). ;i



Corolario 5.6.6 Nas notagdes acima. Ruy(AsS) # Ra(AsG).
Demonstragdo: Note que
Triclg, hY{va @ 24)) = cTrlgus @ has) = clh ™ gua, M) = 0,

onde as notagdes como na definicdo de Aa(AsE). Portanto Tr(X) > 0, para
todo X € AsS. Entdo AsS # AsG. i

Suponhamos que S € conexo, e ©(5) = 0. Neste caso O # C}, para todo
A g P.. Tome um elemento spht—regular h € intS. (split- regular é usado em
117], 0 mesmo é chamado regular em [21].) Para cada A, escolhemos um par
de elementos vy & Vi e Ay € V7 tals que {vy) € o atrator de h em P(Vy), e
s & 0 dual de vy, e forme um operador extremal vy @ Ay Note que vy € Ay
sio determinados a menos de um escalar diferente de 0, engquanto vy @ Ay
unicamente determinado por i, pois {(va, As) =

Proposicdo 5.6.7 Mantendo as notagies acima, {va @ Ay, A € P} € coer-
ente e multiplicativo. Ou seja, ele é um elemento de R{AsG}.

Demonstragao: Coeréncia. Como todos os vetores vy € Vi, A € P, sdo
atratores pelo mesmo elemento i € intS pela construgao, eles sao invari-
antes pelo mesmo subgrupo de Borel de &7, determinado por - Analoga-
mente todos 0s vetores Ay € V1, A € P. sdo atratores pelo mesmo elemento
Rl € intS™!, entdo eles sdo invariantes pelo mesmo subgrupo de Borel de G
determinado por A%,

Multiplicativo. Como vy € Vi e vy € Vi sBo atratores por A € intS,
vy ® Upy € Vaear também é atrator de h. J4 que vasy € Vioar € atrator
por A, ta & Un € vasas S30 proporcionais. Analogamente Ay ® Ay € Anyns
sdo proporcionais. Portanto, (v ® var) @ (A @ Aay) € Vaswr ® Apsy 530
proporcionals. Mas

Tr((va ® vy) ® (Aa ® Apr)) = {va @ var, An ® Aur)

= (va, Aaj{Uar, Aur) = 1

Tr{vaear @ Ansar) = (Uagar Aasnr) = 1,

entdo temos gue

(oA @A) & (Uar & Anr) = Vionr ® Ansn



52

para quaisquer A, M € P, o que implica que {va ® As, A € P} & multi-
plicativo.

Pela construgho, vy ® Ay, A € P sdo operadores extremals, entdo{vs &
das A€ Pot e R{AsG). o

Agora podemos definir R{AsS), a imagem de AsS (a ser definido) sob a
representagao

R:GUAsSG — [ End(Vy).
A

Definigdo 5.6.8 Maniendo as notacdes acima, defina

R{4s5) : =Cleylg, R ea @A) g€ SSheE S ey 20,
eaty = Casnr, N M € P}

Onde Cl significa tomar fecho na topologia euclidiana em [], End(Vy).

Proposicio 5.6.9 R(AsS) ¢é bem definido. Isto é, ele ndo depende da es-
colha particular de vy & Ay,

Demonstragdo: Seja {v) ® X,,A € F.} outro conjunto dos operadores
extremals associados a um outro elemento split-regular A’ € intS. Denote
por AT (A™) a cAmara de Weyl definida por A (R'). Ent8o existe g € G tal
que A™ = gA*g7% Seja h” = ghg™*. Entdo h” pertence & mesma cAmara de
Weyl como A'. (A" pode ser ndo estar em intS.) Portanto podemos usar h” ao
invés de A’ na construgio de v, ® X,. Como (gu,) é atrator por A", portanto
por A/, temos que {(vh} = {gva}. Analogamente, temos que (X;) = {(gAp).
Visto que {gua,gis) = {(va, Aa) = 1, segue que vh @ Xy = guy @ ghs =
(9. 9)(va ® M),

Fixo um A € P., tal que @(A) = @. Seja vy € Vi um vetor maximal

Bt

atraido por #, entdo o grupo de isotropia em (v,) é um grupo parabdlico
minimal, ;. Como na demonstragio da proposicio 5.6.2, existe s € intS,
tal que (v4) = s{va). Ja que (v}) = (gua). logo g{un) = s{va). e s g(uy) =
{vs). Portanto, s7'g € Fy. Analogamente, existe ¢ € intS™}, tal que {\}) =
{gha) =t{da) et™ig € Py

Agora, para qualquer A € P,

v @A = (9.9 {va® Aa) = s{sT glva ®EET T g) M)
= calsua @ tha) = eals, 1) (va & Ay),
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pois Fp estéd contido nos grupos de isotropia em (vy, e (s para qualguer
A & P.. Segue o mesmo raciocinio na demonstracdo da proposicdo 5.6.2,
temos que ¢y > 0. Considerando que Tr(vh @ Xy} = Trlva ® Ay) = 1,
podemos verificar que cacy = Cawn , Dara quaisquer A, M € F.. Pela
simetria, v4 @ A, também pode ser expresso na forma semelhante a partir de
v ® A

Portanto, as duas escolhas néo fazem diferencas, e R{AsS) € bem definido.

1

Observacdo: Como F. é finitamente gerado, as condigdes sobre ¢y sao de-
terminadas por valores nos geradores, o

-

Proposicao 5.6.10 FParg R (AsS) come ne definigdo acima valem as pro-
priedades {(onde x significa ¢ multiplicacdo em I, EndVy )

a) R{AsS) C R{AsG).
b) §x R({AsS) — AsS.
c) R(AsS) x § — AsS.
d) R(AsS) x R(AsS) — R{AsS).

Demonstragdo: Para (a) basta verificar que {ca{g, h)(va @ M) . A€ P.} &
coerente ¢ multiplicative. Como

(g: h)(U:X & )‘A) = gua @ h’:\,f\z

gua & invariante por gBg™* e hA, é invariante por ABh™! para todo A, segue
que {calg. h){va @ Aa), A € P} é coerente. Agora,

ealg, hi(va @ Aa) @ cur(g, h)(va ® Aag)
= C‘AC‘.&,{(Q’L"A 028 h/\:\} & (g?}M & h}\M)
= caculgun @ guar) @ (hAs & hAp)
= cacylgloy ®vu)) @ (A(Ay ® Aur))
= caan(g h)({va @ vpr) ® (Aa ® Aug))
= a9, B) (Vasar @ Anenr)-



Portanto {ealg, h){va @ A1), A € Po} & multiplicative.
Como R{AsS) é dado como a 6rbita de

{fea(va @A) iea 20, ecacnr = caun, AL M € P}

por § x §7%, ele ¢ invariante pelas agbes de S a esquerda e & direita, donde
seguemn (b) e {c}.
Para (d) sejam ca(g, h){va @ An) e da(s, t){va ® Aa) em R(AsS). Entio,

calg, h)(va @ da)da(s, 1) (va @ An)
= cadplgua @ hag)(svy @ tAs)
= cadahia{sval{gua ® tAs)
= cadaTr(s{va @ AR g, 8){va @ An).

J4 vimos que {cads, A € P.} & multiplicativo. Resta verificar que {Tr(s(va®
AR A € Po} é multipicativo. Como

{(va @ Ax) @ (var @ Aar) = Uagnr © Aagas,

loge
(3(va @ AR ™) @ (slvar @ A )b ™) = s(vasnr ® Ansar)h ™),
daf
Tr{s{va @ At D Tr(s{va @ A )h ™) = Tr(s(vasar ® Aasm)h ™).
Portanto.

{CA(Q, h)(?ﬁ;\ & /\A}(d‘.\(s, f)(TJA ® A#\,_}) Acg P_} < ’R,(AASS)

Proposicac 5.6.11 Sejam S; e Sy semigrupos conezos de G, tais que 57 C
Sg; € @(S}) = @{Sg) = @ Em‘do, R(ASSJ C R(?ESS@}

Demonstragio: Segue da definicio e do fato que ST € 577 O



[
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Proposi¢do 5.6.12 Sejo 5 um semigrupo conezo de G tal gue ©(S) = .
Se g€ &, entdo g(R{AsS) g = RIAs{gSg™ 1))

Demonstracdo: Observamos que se Oy é c.cl de § | entlo gl @ cci. de
gSg~t. As condigbes sobre va ® Ay

{a) € (Ca)°. {2a) € CF, (hn,ua) > 0
& equivalente as condigdes sobre gl{vy @ Axjg™" = gua ® gAa:
{gua) € (9C4)°, (gAa) € (9CA)", {gra, gua) = (Aa,va) > 0
Comparando a férmula na definicio de R{AsS), segue a igualdade. O
Finalmente, podemos definir AsS, usando o fato de que a representacao

R :GUAsG — H EndV,
A

é fiel.

Definicao 5.6.13 AsS := R™{R(AsS)), a imagem inversa de R(AsS) por
R.

Teorema 5.6.14 AsS ¢ um subsemigrupe de AsG; SU AsS é um subsemi-
grupo de G U AsG. Isto é, valem as relagdes:

a) AsS C AsG,

b) S x AsS — AsS,
c) AsS x5 = AsS,
d) AsS x AsS — AsS.

Demonstracio: E conseqiiéncia das propriedades de R(AsS) e do fato que

a representacdo R é fiel. 0

Proposicao 5.6.15 Notagdes como acima. AsS satisfaz:

1. D €AsS,



AsS é fechado,

2o

AsS € conezo,
AsS # AsG,
int{ AsS) # 0.

et

o

Demonstragao: OUs primeiros dois itens sfo imediatos pela definigdo. AsS
é conexo pois todos os elementos estdo ligados ao elemento zero.

AsS # As( é conseqiiéncia do coroldrio 5.6.6.

Observe que R(AsS) contém a 6rbita de {cal{va @ Aa) : A € P.} por
intS x intS™*, que tem interior ndo vazio em R{As(G). Portanto int{AsS) # §
em AsG. O

Proposicao 5.6.16 Sejam 57 e S semigrupos coneros de G, tais gue 51 €
Sg e (51) = O (Sg) = . Entdo ASSi Z :’%SSQ_

Demonstragio: E imediato da definicio e da proposicio 5.6.11. O

Proposigao 5.6.17353’@ S um semigrupo conezo de G tal que ©(S) = 0.
Entio As(gSg™') = g(AsS)g™", ondeg € G.

Demonstracdo: I imediato da definicdo e da proposicio 5.6.12. 0

Podemos usar uma representacio de dimensfo finita para determinar
AsS. pois a representacdo de As(G tem representacdo finita e fiel. Como
G{C). o complexificado de G, & simplesmente conexo, a representacio

Ry+ -+ R : GUAsSG — EndVy, © - - ® EndV),

& flel, onde A, ..., A; sBo pesos fundamentais. Portanto, podemos identificar
AsS com o conjunto dos operadores extremais coerentes

{Ci(g: h}v,"xz‘ @ )\Ai:g & Sh’ = S_laci 2 O*Z = 1: i}

ja que ele gera R{AsS).

A defini¢ao de AsS néo cai em trivial, como notamos em observacio na
secao 1. Talvez assim definir AsS seja uma maneira melhor, jd que os con-
juntos controldvels invariantes sao pecas chave para caracterizar Semigrupos.
No caso em que S é maximal {veja [19]), ele é determinado pelo seu conjunto
controlavel invariante.



5.7 Unicidade do semigrupo assintético

Nesta secdo, mostraremos que 0s semigrupos assintéticos definidos acima é
Unico em certo sentido.

Teorema 5.7.1 Maniendo as notagdes como no teorema 5.6.14. AsS é o
dnico objeto D gque satisfaz, além dos propriedades no teorema 5.6.14, as
sequinies condi¢les:

1. 0 e L,
2. D é fechado {em AsG com respeito d topologia euclidiana),
5. D ¢é conezo,

int D # 0,

-{l\

o

D € muinimal {com respeito d inclusdo de conjuntos) entre 0s conjuntos
que satisfazem as propriedades acima.

Demonstracao: Como a representagio
Ry+ -+ R :GUAsG — EndVy, &--- @ EndV,,

onde Aq,...,\; s&o pesos fundamentais, é fiel, basta verificar que a imagem
de D sob esta representacio contém

{cgju_»k.i & Adys -y Ciua, ® AA, DCL, -0 > 0}

onde va, @ Ax,, ..., Ua, ® Ay, 520 escolhidos por um elemento split regular
h € intS como na definicio 5.6.8.
Dado qualguer A € {A;,..., A;}. Mostraremos que cva ® Ax, ¢ > 0,

pertence a Ry D). Isto implica que AsS C D. J4 que AsS satisfaz todas as
condicoes estipuladas para [0 {menos a minimalidade}, D sé pode ser AsS.

Como intD # 0, podemos encontrar v ® A, tal que Tr(v® A) = (v, \) = 1,
Tr(va @A) = {Ua, A) # 0. Tr{v @ Ay) = {v, My # 0, e

(. 0) (v @A) ={clv @A) ra<c<b} eint(RyD} (5.29)

onde 0 < a < b {Note que (c(v @ M){e(v @A) = Fv @A)



Ainda mals, podemos exigir gue existe 7 > {, tal que

O ve iy ={cdv@ ) 0<e<r} e Ry D (5.30)
Daf resnita que R™(vy ® An) € BAD.
e fato,
h2n )\
rirgc m«‘l%(h) = A @ Ay

onde A%(h) > 1. Veja {5.24) na demonstracdo do teorema 5.5.5. Ternos,
entio,
o hzn v @ by
far € 43 — 3 b‘?‘ﬂ
M Ve N i f A= (R)
= {va @ A0 @ A {vy & Ap)
= (v, Agp{va, A {va ® ).

}Zn

Denote d = (v, Ax){va, A) # 0. Obtemos que d{va®As) € BaD. Podemos
supor que d > 0. (caso contrdrio, tomar quadrado de operadores). Portanto
existe ¢t > 0, tal que

(0,8} vy @ An) i={clva @ Ap) 1 0 < e <t} € R\D.

Mas ¥ {va @ Ay) = A% (h)(vy ® A4), para gualquer inteiro positivo k. Por-
tanto, R (’UA ® )\;\J € RaD.
Para completar a demonstracdo do teorema, resta verificar (3.30).
Defina
T:=4{t>0tlv®A) € RyD}.

Note que 7" € um semigrupo, pois (f1{v @ A)J(t(v ® A)) = Lt (v, (v ® A) =
tita(v @ A), @ RaD & semigrupo. Ja que (a,b) € T, para mostrar que existe
r > 0, tal que {(0,r) C T°, basta encontrar um elemento ¢t € TN (0, 1). Entao
se o < 1, ndo tem nada a fazer. O préximo processo nio depende do valor
de a. mas s6 é necessdrio quando a > 1.

Tome ¢ € (a.b). Como 0 € D, temos que 0 € R.D (o operador Zero).
Existe uma seqiiéncia 0 # (v, Q Ay} € Ra D, tal que (v, @ A,) — 0, quando
n ~» o0,

Denote A, = (c(v ® X)) (v, @ An){e{v ® A)). Note que

Ap=cAHug, Mo, M v @A) = (v ®A) € RaD,
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e A, ~— 0, quando n - oc. Como cfv @ A} € int(Ha D). podemos perturbar
pouco a(v ® A} para evitar o caso em que ¢, = 0 antes de ¢, entrar (0,1).
(Mais uma vez, podemos supor que os coeficientes sfo positivos.} Assim
obtemos wm elemento o = ¢, € (0, 1) para algum n. Isto &, podemos encon-
trar to € 1M (0,1), para certo elemento ¢{v @ A) € Int(R,4 D) que também
satisfaz (v. A) = 1, e {uy, A){v, An) > 0. A demonstracdo esté completa. O



Capitulo 6

Exemplos

Em |25}, os semigrupos assintSticos sdo calculados para G = SL{n,C), es-
pecialmente SL(2,C) e SL(3,C). Os resultados valem para os grupos reais
SL{n,R}.

Seja G = SL(n, R). Seja S C G, o subsemigrupo do conjunto das matrizes
totalmente positivas, isto é, cujos menores de todas as ordens sdo > 0. O sub-
semigrupo S é conexo e seu tipo parabdlico é trivial. Veja [20]. Trataremos
somente os casos em que n = 2,3, pois os demais jd sdo complicados para
descrever explicitamente.

6.1 Caso n=2.

O semigrupo assintético AsGF é o semigrupo das {2 x 2)-matrizes degeneradas,
o1 seja.

AsGm{gz <i 2) 61\5(2,,11{) :éetgzﬁ}

De fato, a representacio natural de G = SL{2,R) em V' = R x R é a (dnica)
representacao fundamental. Os vetores extremais tanto em V' quanto em V*
sdo arbitdrios, entdo os operadores extremais sdo {v @ A:v eV, Ae V*} o
gue implica a forma de AsG em matrizes.

Para o semigrupo

s:{(i;)esuam;@@qdz@,

60
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o semigrupo assintdtico AsS é composto dos operadores extremals tais que
0s vetores extremais v e A variam em certos conjuntos determinados por ¢.c.L.
de Sem S(V), ou P{V).

Podemos identificar V* e V' por meio de produto interno candnico em
V. Entéo, v e A variam no primeiro octante, ou equivalentemente variam
1o terceiro octante, pois os c.ci. de § em S({V) sdo o primeiro octante e o
terceirc octante. Portanto,

AsS={g= (i 2) € M{2,R) :detg = 0,a,b,¢c,d > 0}.

6.2 Cason=23.

Seja R a representagio canénica de Gem V =R =R x R x R Entdo as
representacoes fundamentais de & sdo R e f\2 R, onde

AH:G—%E}nd(;\V)

é definida por
vy A g = gU1 A s,

parag € Geuv  Avg € A*V, o produto exterior de V.

Osg vetores extremais em /\2 V' sao os 2-vetores decomponiveis, ou seja
2-vetores da forma v, A 19, onde vy, 1 € V. Dols vetores extremais v € V e
w e /\2 V' sao coerentes se, ¢ somente se

v A w =0,

Analogamente dois vetores extremais A € V* e u € A®V”* sio coerentes
se, e somente se
AN p =0

Observamos que se v = (0, a condi¢do v A w = 0 jd garante w ¢ decom-
. 217 .

ponivel para w € A° V. O mesmo acontece para o dual.
Os operadores extremais em V e /'\2 V sao respectivamente da forma

Ar=r @A {6.1)

142 - (?);_ A ’UQ) & (,;\1 s )\2), (62)
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onde v,v1.u2 €V e A A Ay £ V. Eles s80 cosrentes se, & somente se

v A (v Avg) =0 (6.3)

A A (;’\1 A }\2) = G {64}

. Iy i . . . s
Identificamos A"V com V* da seguinte maneira. Tome a base candnica

, - N 3. . L.

{e1, €. es} em V. Dado qualquer w € A” V), definimos um tdnico elemento A

em V" pela igualdade

v Aw = Avje; Aes Aeg,

onde v e V.
Identificamos também V e V™ por meio de produto interno candnico em
e AZr 4 . - o
V. entdo A7V é identificado com V pela correspondéncia

aey A ey + bes A ey 4 cep Aeg < bey — cey + aes. (6.5)
Com efeito,
{ze; + yes + zeg) A (aer Aeg + beg A ez + cer Aeg)
= {zb—yc+ zale; Neg Aey
e

{zey + yes + zes, be) — cey + aesy = 2b — yo + za.

Identificamos A®V* com V da mesma maneira. Tome a base dual
{et,e5,e51em V™ definida por {ef, g;) = &, 1.7 = 1,2, 3. Verificamos que as
identificacdes de V" e A” V™ com V sdo dadas respectivamente por

ae; + bel + bey ++ ae + bey + ces, (6.6)
ael A ey 4 bey Aey + cel Al + bey — ceg ++ aes. (6.7)
Sejam
U = 181 -+ Q2€y + U3€3,
A= bleij “+ 528; -+ bgfi;,
G ANy = 0181 A ey -k 0oy A €3 -k 0381 A ea,

AN Ao = die] Aed 4+ does Aey +dael Aes.
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Entdo as condicBes de coeréncia (6.3) e (6.4) sao respectivamente
210z — G2Cz -+ 430y == 8§ (58)

bidz ~ body + bad; = 0. (6.9]

Com as identificagdes (6.5), {6.6) e (6.7), os operadores 4, e Ay dados
por (6.1} e (6.2) respectivamente sfo {em forma matricial)

‘41 = {a‘lz 2. a’3)T(b1: b?: 63)7

Az = {e2, —ca, c1 )7 (dy, —ds., d1),

onde o superindice T significa transposta de matrizes.
Seiam A= A; e B = AL . Entéo

AB = (@1,@2:&3)”51:52:53}(52;“da;dz)T<52>“03201}

= (bld? - b2d3 + del)(a1>&2: a?‘)T(CQ? L3, Cl}

BA = (dy,~ds,d)" (2, —c3,¢1) (a1, 02, a3)7 (By, s, 3)
= {a162 — 203 + @acy)(do, ~da, di)7 (by, b, bs).

Portanto, as condicdes de coeréncia (6.8) e {6.9) sdo equivalentes a
AB = BA=0. (6.10)
Dal segue se que
AsG = {(A,B): A, B € EndR®, 1kA, tkB <1, AB = BA = 0}.

Observacao: Desta forma, as multiplicagbes em AsG, e G com AsG sdo
dadas respectivamente por

(A1, B1){Az, Bs) = (A1 A, By By)

g{A, BYh = (gAh, k™ 'Bg ™),
onde (A1, Bi), (A, Bo), (A.B) € AsG e g, h € G. 0
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Para o subsemigrupo 5 C (4, os operadores extremais relevantes com
AsS estdo relacionado com cci. de 5 em PV} e Gr(V). O ceci em
P{V") corresponde ao primeiro octante em V', ou seja, as coordinadas s&o néo
negativas com respeito 4 base {ei,eq, €3}, e 0 c.c.i. em Gra(V) corresponde
a¢ primeiro octante em /\2 V', ou seja. as coordenadas sdo ndo negativas com
respeito 4 base {e; A e, 0 A ez, ey Aesr. Veja [20]. Nas notacdes acima, as
condicGes para que um elemento de AsG pertenca a AsS sio

Gi. 43,43, 51752: b33 Cy. €z, Cg, dl: d?: d3 2 0.
Dai. concluimos que

AsS = {(A,B): A, BcFEndR® tk4,1kB <1, AB=BA=0,

B={ -+ - )

] :
e - T

-+

...}m

N
I
+ 4

+ b+

.+..
_+_

onde + (respecptivamente —) significa que a entrada correspondente é néo
negativa (respectivamente ndo positiva).



Capitulo 7
Semigrupos semi-algébricos

Estudaremos as estruturas aigébricas dos semigrupos neste capitulo.

7.1 (Geometria algébrica real

Recordamos alguns fatos sobre geometria real, veja [6], 7).
Seja V' uma variedade algébrica sobre R {ou seja, R-variedade). Denota-
mos por V(R) o conjunto dos pontos R-racionais (ou seja, pontos reais) de

V.

Definigdo 7.1.1 Seja V' = Spec(A) uma veriedede afim sobre R. Um sub-
conjunto M de V(R} é chamado um subconjunto semi-algébrico de V', se M
¢ unido de numero finito de conjuntos

{x S Lf(R) : f‘(iﬁ) = Og}(‘r) > 0,j = } o ?T}

onde f.g; € A.

A ordem de R induz uma topologia sobre o conjunto V(R) dos pontos reais
de cada R-variedade afim V', portante sebre cada subconjunto semi-algébrico
M de V. Chamamos essa topologia a topologia forte {euclidiana).

Notacio: A familia de todos os subconjuntos A de X{R) que sdo semi-
algébricos serd denotada G{X).

Lema 7.1.2 Sejo v : X — Y um morfismo entre variedades afins X e Y
sobre R, Consideramos a aplicacdo induzida wy @ X{R) — Y(R} sobre os
pontos reais. Para cada A € G(Y) a imagem inversa w5 (A) pertence a
G(X}.

65
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Demonstragao: Lems 6.2 em [6]. O

Definicao 7.1.3 Sejo X uma variedade olgébrica [arbitriria) sobre R. Seja
(U; 11 € I) uma cobertura finite de X pelos subconjunios afins. Um sub-
conjunio A de X(R) ¢ chamado semi-algébrico, se AN, = ANGR) €
semi-algébrico em U, para qualquer i € 1.

A fomilic de todos os subconjuntos semi-algébricos de X também serd
denotada G(X).

Observacao: A condic@o sobre 4 na definicio ndo depende da escolha da
cobertura (U5 1 i € ) de X, veja [8] para detalhes. O

Proposicao 7.1.4 Sejoy: X — Y um morfismo enire variedades algébricas
sobre R e seja o : X(R) — Y(R) a restricGo de ¢ aos ponios reais. Paro
cada B € &{Y) a imagem inverse ¢3' {B) € S(X).

|

Demonstragdo: Proposi¢io 6.6 em [6].

Coroldrio 7.1.5 Sejam X e Y wvariedades algébricas sobre R. Sejam M e
N subconjuntos de X(R) e Y(R) gue sdo semi-algébricos em X e Y respec-
tivamente. Entdo M X N é semi-algébrico no variedade X x Y.

Demounstragdo: Coroldric 6.7 em [6]. d

Teorema 7.1.6 (Tarski) Sejam ¢ @ X — Y um morfismo enire variedades
algébricas sobre R e A um subconjunto de X (R) que é semi-algébrico em X.
Entao o conjunto @(A) = ¢x(A4) é semi-algébrico em Y.

Demonstracao: Teorema 6.8 em [6]. O

Observagao: Para nosso objetivo, as variedades mais importantes sao as
afins e projetivas. s grupos algébricos lineares sao variedades afins, e os
flags sdo variedades projetivas. O
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Teorema 7.1.7 Seja A um subconjunto semi-algébrico de uma voriedode
algébrica M sobre R Entdo o fecho CLA e o interior intA de A [com respeiio
4 topologia euclidiana) também sdo subconjuntos semi-algébricos de M.

Demonstracio: Teorema 7.7 em [6].

3

7.2 Semigrupos semi-algébricos

Como trabalhamos num grupo algébrico, os subsemigrupos devem ser mu-
nidos de alguma estrutura que reflita a estrutura algébrica de . Jd sabemos
que um subsemigrupo, gue € ao mesmo tempo um conjunto algébrico, &
necessariamente subgrupo. Veja [10]. Entdo, a exigéncia de ser conjunte al-
gébrico nao € adeguada para semigrupos. A estrutura correta estipulada seria
semi-algébico (ver [2]). Um semigrupo que é ao mesmo tempo um conjunto
semi-algébrico serd denominado semigrupo semi-algébrico. Ver [3].

Definicdo 7.2.1 Seja G um grupo algébrico linear real. Um subsemigrupo
S C G € chamado subsemigrupo semi-algébrico se ele é uwm subconjunto semi-
algébrico de .

Voltamos ao nosso caso em que G € um grupo algébrico linear real e
irredutivel. Assumindo que S C G é um subsemigrupo semi-algébrico tal
que int.S ndo é vazio na topologia euclidiana. {0 que faz sentido pois cada
grupo algébrico linear real tem wma estrutura canénica do grupo de Lie).
Verificaremos a seguir que a condicio intS # & é equivalente 4 condicio de
que G5, o menor subgrupo algébrico de G que contém S, é o préprio G {ver
Boseck [3]). O subgrupo GS é o fecho Zariski de S.

Proposicao 7.2.2 Sejam G um grupo algébrico linear real e irredutivel, e S
um gubsemigrupo semi-algébrico de G. Sejo GS o menor subgrupo algébrico
de G que contém S. Entao, intS # 0 se, e somente se GS = G.

Demonstragao: Suponha que int.S # (. Para mostrar que G5 = &, basta
verificar dim GS = dim G. Note que intS é um conjunto semi-algébrico e
aberto {na topologia euclidiana), veja {6], teorema 7.7. De acordo com teore-
ma 8.6 [6], dim{intS} = dim G, pois intS # 0 é um conjunto semi-algébrico
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aberto. Mas dim(intS) < dim 5 < dim &, logo dim S = dim G. Lembramos
que dim & = dim G S por definicio, veja [6], § &, portanto dim G5 = dim G,

Reciprocamente, suponha que G5 = G, entdo dimGS =dim 5§ = dim G.
De acordo com teorema 8.10 6], int.S # § e tem dimensdo dim G, O

Seja P = RG]. Um tipo particular de semigrupo semi-algébrico & da
seguinte forma

S={seCG:ri(s) z0,r;€P. j=1,..1}

Defina
P.Si={peP:(¥s&8)pls) >0}

A relagdo entre P (5] e 08 r; s € estabelecida em [2] {ver também [5]). Em
[5] encontra-se também a caracterizacio de P.{5) para que S seja semigrupo
ou grupo, utilizando linguagem de digebra de Hopf.

7.3 Conjuntos controlaveis invariantes

Sejam G um grupo de Lie conexe e S C  um semigrupo com interior néo
vazio. Sejam G/P o flag maximal ¢ G/Fg o flag de tipo @. Temos entio
uma fibracdo candnica

7:G/P— G/Ps

Existe um e um s6 conjunto controldvel invariante C (resp. Cg) em G/P
(resp. G/FPg) por S. Eles séo relacionados por

Co = 7(C).

Um grupo algébrico linear real tem uma estrutura canénica de grupo
de Lie. Entdo, um grupo algébrico linear real € um grupo de Lie {real) da
mesma dimensao; os subgrupos algébricos de um grupo algébrico linear real
sa0 seus subgrupos de Lie. Veja [13], capitulo 3. Os grupos algébricos lineares
reais tém centros finitos. Um grupo algébrico linear real irredutivel pode ser
nao conexo como grupo de Lie, mas tem um miimero finito de componentes
conexas. Se o grupo algébrico linear real (irredutivel) € do tipo semplesmente
conexo, ele é conexo como grupo de Lie. A componente conexa unitdria, ou
seja. gue contém a unidade, &€ um grupo de Lie conexo.
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Definicao 7.3.1 Um grupo de Lie algébrico conezo Gy é um grupo de Lie
que € o compenente conera unitdria (na topologia euclidiona) de um grupo
algébrico linear real (irredutivel) G [com a estrutura candnica de Lie). Um
grupo de Lie algébrico G € wm subgrupe de Lie de um grupo algébrico lin-
ear real (irredutivel) gque contém a componente coneza unitéria Gy (ou seja,
consista de componentes coneras de G ).

Definicao 7.3.2 Sejo G um grupe de Lie algébrico. Um subgrupo de Lie
algébrico de & € um subgrupo de Lie de G que consista de componentes
conezas de um subgrupo algébrico do grupe algébrico linear & na definicéo
7.8.1.

Observacgao: OUs resultados na secdo 1 sobre a semi-algebricidade sio gener-
alizados para os espacos semi-algébricos, especialmente para as componentes
conexas de uma variedade algébrica sobre R, em [6l. Entéo podemos tratar
um grupo de Lie algébrico, ou malis geral, as componentes de uma variedade
algébrica, como uma variedade algébrica {na verdade, ele é um espaco semi-
algébrico) quando estudamos as semi-algébricidades. Em seguir, usaremos
£38a CONVENgao. O

Seja G um grupo de Lie algébrico conexo. Denote P e Pg os subgrupos
parabdlicos minimal e de tipe © (que sdo subgrupo de Lie algébricos).

Lema 7.3.3 Mantendo a notacdo acima, se C é um subconjunio semi-algébrico
em G/P, entio Co € um subconjunto semi-algébrico em G/ Ps.

Demonstracio: Como 7 : G/P — G/Pg ¢ um morfismo, o lema é conse-
giiéncia do teorema Tarski. 1

Se S ¢ de tipo ©(S) entdo C =77 (Cos)), onde 7 : G/P —» G/Pos) é 2
fibr¢o candmica.

Lema 7.3.4 Mantendo a notacdo acima, se Cargy € um subconjunto semi-
algébrico em G/ Pggy. entdo C € um subconjunte semi-algébrico em G/P, e
portanto Ce € semi-algébrico em G/ Pe pare qualquer ©.

Demonstracio: E uma conseqgiiéncia imediata da proposicio 7.1.4 e do
lema 7.3.3. n
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Recordaremos agora alguns fatos sobre conjuntos controldvels invariantes
(c.c.i). Veja capitulo 4 e [16].

Sejam G um grupo de Lie conexo e L um subsemigrupo de Lie de G.
Temos um espaco homogéneo M = /L. Se 5 é um subsemigrupo de &
e M & compacto, entdo existe um ndmero finito de conjuntos controldveis
invariantes.

Proposicdo 7.3.5 Suponhe que M = G/L seja compacio ¢ 5 seja um sub-
semigrupe de G com interior ndo vazio. Se C € um conjunto controldvel
invarianie por S e Cy = (intS)C, entdo:

i) Co = int(Sx) para todo z € Cy.

i) SCp C Cp = Sy = (intS)y para todo y € C.

i) C1Cy = C.

Demonstracdo: Veja proposicho 2.1 em [16]. 0

Consideremos os conjuntos controldaveis invariantes dos subsemigrupo semi-
algébrico de um grupo algébrice linear. Sejam & um grupo de Lie algébrico
conexo e L um subgrupo de Lie algébrico de G. Entdo o espaco homogéneo
M = G/L é uma variedade quasi-projetiva. Veja [3]. Temos a seguinte

Proposigao 7.3.6 Suponhamos que o espago homogéneo M = G/L seja
compacto. Seja S um subsemigrupo semi-olgébrico de G com interior ndo
vazio. Enido os conjuntos controldveis invariantes por S sao semi-algébricos.

Demonsiragdo: Fixando um elemento y € (f, a aplicacéo
o G—=>Mg— gy

& um morfismo. Entdo Sy, a imagem de S por ¢, é semi-algébrico em M,
Isto é, ( € semi-algébrico. Logo C = C] Oy é semi-algébrico em M. G

Teorema 7.3.7 Seja G um grupo de Lie algébrico conexo, semi-simples e
nao-compecto. Seja P um subgrupo parabdlico de G. Se 5 € um subsemigrupo
semi-algébrico de (G com interior ndo vazio, enido o conjunto controldvel
invariante por S sobre G/P é semi-algébrico.

Demonstracio: Neste caso, M = G/P ¢é um variedade projetiva. Veja [3].
Como variedade flag, ele & compacto e tem um unico conjunto controldvel
invariante por S. Veja [16]. Pela proposicdo 7.3.6, este conjunto controldvel
invariante é semi-algébrico. 0



7.4 Conjuntos controldveis gerais.

Recordamos os conceitos introduzidos em [21], trocando condicdes analiticas
para algébricas, a fim de que a semi-algebricidade faca sentido.

Seja (7 um grupo de Lie algébrico conexo. Seja A um variedade sobre R
Supeonhamos que G age em M transitivamente. Seja S um subsemigrupo de
(G com interior n@o vazio. A definicdo de conjuntos controldveis por S em M
é como anterior no contexto de grupo de Lie.

Lema 7.4.1 Seja D um conjunto controldvel por S. Seja Dy é o conjunto
de transitividade de D. Isio é

Dy={ze D:ze {intSz}
Suponhamos que S € semi-algébrico e Dy £ 0. Entdo Dy é semi-algébrico.
Demonstragdo: De acordo com proposicio 2.2 em [21],
Dy = (intSiz N (intS) 'z

para qualquer z € D,
Como S é semi-algébrico, intS também o é.
Fixando = € Dy, o conjunto {intS)z, como a imagem de intS pelo mor-
fismo
g:G—o> M g— gz

¢ semi-algébrico.

Note que {int5)™! é semi-algébrico, pois ele é a imagem de intS pela auto-
morfismo inverso de G (g — ¢~!). Analogamente (intS) 'z é semi-algébrico.
Portanto Dy é semi-algébrico. I

Corolério 7.4.2 Se M ¢ variedade flag de G e S € semi-algébrico com inte-
rior ndo vazio, entio o conjunio controldvel minimal (isto €, invarionte por
5™ ¢ semi-algébrico.

Demonstracdo: De acordo com proposicdo 2.2 em [21], neste caso S™'D C
D implica D = Dg, 0 que é semi-algébrico pelo lema 7.4.1. 3
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Observacao: Note que temos Dy C intD € D C Cl{Dy) = Cl{intD) =
Cl(D). Como sempre, Cl significa tomar fecho na topologia forte (euclid-
iana}. J4 sabemos que quando S é semi-algébrico, Dy, e portanto Cl{Dy)
(= Cl{intD} = Cl{D)), é semi-algébrico. =

Os dominios de atragdo de conjuntos controldvels sdo estudados em {17].

Definicdo 7.4.3 Sejam G um grupo de Lie conezo e § ¢ G um semigrupo
com interior ndo vazio. Suponhamos que G/H seja wm espace homogéneo
compacto. Sejo D C G/H um conjunto coniroldvel. O dominio de atracdo
A(D) de D ¢

{eeG/H Sz D#8}
Proposicdo 7.4.4 Notogbes como acima. © dominio de ofracio A(D) ¢
gberto. Se xz € A(D), entdo existe g € intS, tal que gz € Dy.

Demonstracio: Proposigéo 2.1 em [17]. !

Proposicao 7.4.5 Sejam G um grupo de Lie algébrico conezo ¢ S C G
um subsemigrupo semi-algébrico com interior ndo wazie. Seja H C G um
subgrupo de Lie algébrico tal que o espaco homogéneo G/ H é compacto. Seja
A(D) o dominio de atracdo de um conjunto controlével D por 5. Entdo
A (D) é semi-algébrico.

Demonstracgdo: A proposi¢io acima implica que A (D) é igual ao conjunto
{z e G/H : (intS)z N Dy # 0}

Jé vimos que guando S é semi-algébrico, intS é semi-algébricoem G e Dy é
semi-algébrico em M = G/H. pelo lema 7.4.1.
Defina
w:GxM—= MxM{(g,z)— (gz,2)

Ty . M x M — A/I, (r'y} g .

Podemos expressar A(D) como

A{D) = 7Dy x M) Np(intS x M)).
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Como Dy € semi-algébrico em M. Dy x M é semi-algébrico em M x M. Como
intS & semi-algébrico em G, intS x M & semi-algébrico em G x M. Entéo
w(intS x M) & semi-algébrico em M x M. Logo (Dy x M} Ne(intS x M} &
semni-algébrico em M x M. Portanto 7o((Dg x M) N (intS x M)) € semi-
algébrico em M, ou seja A(D) é semi-algébrico. o

Lema 7.4.6 Sejom D um congunio controldvel por S, e A(D) seu dominio
de atracho. Eniao,
ClIlD)Yn A(D) = D.

Demonstracdo: E ¢bvio que D € CH{D)N.A(D). Basta mostrar que CH{D)N
AlDyC D

Seja z € CHUD N A(D). Como z € A(D), existe s € 5, tal que y = sr €
D. Entdo D ¢ Cl{Sy) ¢ Cl{Sz).

Defina Dy = Du{z}. Sez € D, entdo D C Cl{S5z). J4 que D C Cl(Sz),
temos que D C Cl(Sz), para qualquer z € D;. Logo CI{D) C Cl{(Sz). Por-
tanto Dy C CH{D) ¢ Cl{Sz}, para todo z € Dy. Mas, pela maximalidade na
defini¢do do conjunto controldvel, temos que I = D. Entéo 2 € D, o que
termina a demonstracao. |

Teorema 7.4.7 Mantendo as notagdes como acima, se S é semi-algébrico,
entao todos os conjuntos controldvels sdo semi-algébricos.

Demonstracdo: L conseqiiéncia de lema 7.4.6, proposicio 7.4.5, e obser-
vagao depols o coroldrio 7.4.2. G

7.5 Semigrupc de compressao

Seja ¢ um grupo de Lie algébrico. Seja X uma variedade algébrico sobre R.
Suponhamos que G age sobre X. Seja €' C X um subconjunto nio vazio.

Definicdo 7.5.3 Um subsemigrupo de compressio de G definido por C ¢é

Sc={geG:9gCCC}
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Teorema 7.5.2 Se { € semi-algébrico em X, entdo So também é semi-
algébrico.

Demonstragac: Defina

v GxX =X xX{g.0)— (g2,7)

7Gx X -G gz g

Temos entao

G\Se = n{e  [(X\C)Y x CT}.
Como € semi-algébrico em X, logo X\ & semi-algébrico em X, portanto
(X\C) x C & semi-algébrico em X x X. O conjunto ¢ [{X\C) x C], a
imagem inversa de (X\C') x C pelo morfismo p, é semi-algébrico em G x M,
portanto sua imagem pelo morfismo 7 ¢ semi-algébrico em G. Isto é G\S¢ &
semi-algébrico. Entdo S¢ também é semi-algébrico em G. O

7.6 Semigrupos semi-algébricos maximais

Uma aplicacéo interessante do teorema 7.5.2 é sobre semigrupos maximais.
Veja {19} as notacgdes de semigrupos maximais.

Definicdo 7.6.1 Diz se que um semigrupo S < G com mtS # 0 ¢ ©-
mazimal ou mazimal com respeito o Be se ele é de tipo © e nao esié contido
propriamente em nenhum subsemigrupc de tipo ©.

O resultado principal sobre semigrupo maximal é seguinte
Teorema 7.6.2 Um semigrupo S5 é Q-mazimal se, e somente se. existe um
conjunto B-convexo C com intC # 0 tal que S = Sk, o semigrupo de com-
presséo de K = Cl(intC}. Neste caso K € o conjunto coniroldvel invariante

de S em Be e cog(K) C C.

Demonstragdo: Teorema 5.4 em [19]. 0
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Observacao: Podemos adaptar o teorema acima para tratar subsemigrupos
de um grupo aigébrico linear real, e considerar a semi-algebricidade. Man-
tendo os notagdes no tecrema, se C é semi-algébrico, intC também é. Como
o fecho de um conjunto semi-algébrico & semi-algébrico, A = Cl{intC) &
semi-algébrico. Conforme a0 feorema 7.5.2, S, o semiprupo de compressao
de K, é semi-algébrico. O

Definicdo 7.6.3 Seja G um grupo de Lie algébrico conero. Diz se gque um
semigrupo S € G com intS # @ ¢ s.a. ©-mazimal se ele é semi-algébrico e do
tipo ©, mais ainda, ele ndo estd contido propriamente em nenhum semigrupo
semi-algébrico e do tipo ©.

Teorema 7.6.4 Um semigrupo 5 € s.a. O-maximal se e somente se existe
um congunto B-convero e semi-algébrico C com intC # 0 tal que § = Sk, o
semigrupo de compressdo de K = Ciint().

A demonstracio de teorema 7.6.2 em [19] ¢ baseada em duas proposicdes:

Propesic@o 7.8.5 Suponhamos que S sejo um semigrupe ©-marimal e de-
notamos por C' seu conjunto controldvel invariante em Be . Seja K = Cl{int{cog(C})).
Entio C =K e

S=S8Sc={geG . gCCC}

Proposicio 7.6.6 Seja C T B um subconjunto proprio fechado B-convezo
com intC # 0. Sejo K = Cl(intC). Entdo o semigrupo de compressio Sk é
©-mazimal.

A idéia na demonstracio da proposigdc 7.6.5 ¢ seguinte: a partir de 5,
cria se um outro semigrupo Sy, mostra se que Sk contém S e é de tipo 6,
portanto S = Sk pela maximalidade.

A demonstracao do teorema 7.6.4 segue 0 mesmo raciocinio.
Demonstracao: Suficiéncia. Pela observacao seguida do teorema 7.6.2,
S = Sy é semi-algébrico. Pela proposicdo 7.6.6, ou pelo teorema 7.6.2, S é
O-maximal. Note gue um semigrupo semi-algébrico que ndo é s.a. ©-maximal
ndo pode ser ©-maximal. Portanto S, assim como qualquer um semigrupo
semi-algébrico e ©-maximal, é s.¢. @-maximal.

Necessidade. Sejam S é um subsemigrupe s.a. ©-maximal e C seu con-
junto controldvel invariante em Bg. Como S é semi-algébrico, C € semi-
algébrico. Ent@o cog{C) é semi-algébrico pelo lema a seguir. Temos, entao,
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K = Cl{int{cog{C))}) & semi-algébrico. Portanto Sx é semi-algébrico. Note
que Sk € de tipo ©, entdo pela maximalidade de S, temos que § = Sy
(paralelo & proposicao 7.6.5). -

Lema 7.6.7 Se C ¢ semi-algébrico, entdo cop(C) é semi-algébrico
Demonstragdo: Veja notacdes em [19]. Note que cop{C) = C**, onde =
& um operador dual entre os flags duais Bg e Be-. Emntdo basta mostrar
que 0 operador * leva um subconjunto semi-algébrico em um flag para um
subconjunto semi-algébrico no fag dual.

Afirmacao: Se C C By é semi-algébrico, entéo

C'={z€Beg : C Coy}

é semi-algébrico.
Demonstracao: Note que ¢ conjunto

T ={{z,y) € Bg X Bo- Tx € oy}

é um subconjunto semi-algébrico em Bg x Bg., pols ¥ é uma érbita de um
ponto (be, bg) pela acio de & em B X Bo-. (veja o comentério logo antes
da proposicio 1.2 em [18])

Sejam 7, e 1y as projecdes de Bg x Bo- para os dois fatores Bg e Be-
respectivamente. Entdo, podemos escrever Bg- \C™ como

(S N (C))

onde ' = (Bg x Be- )\Z.

J& que 77 (C) é a imagem inversa de C pelo morfismo 7, ele é semi-
algébrico. Como ¥ é semi-algébrico, ' também é. Logo a intersecdo T’ N
7 7HC). é semi-algébrico em Bg % Bg-, e sua imagem pelo morfismo 7, tam-
bém & semi-algébrico em Bg-. Isto é, Be- \C* & semi-algébrico. Portanto C*
& semi-algébrico, ¢ que termina a demonstracao. =

Coroldrio 7.6.8 Um semigrupo s.q. ©-marimal é O-mazimal.

Demonstracao: E imediato pela comparacio das condicGes equivalantes
em dois teoremas que characterizam os semigrupos s.a. ©-maximais e ©-
maximais. O



Corolario 7.6.9 Um semigrupo e s.a. O-mazimal se, ¢ somenie se ele €
semi-aloébrico € ©-mazimal.

Demonstracao: Pelo coroldrio.6.8 e note gque um semigrupo semi-algébrico

i

e ©-maximal é necessariamente s.q. G-maximal pela definicio. o

7.7 Semigrupos assintéticos

No capitulo 5, definimos o grupo assintético AsS para um subsemigrupo
comexe S com tipo parabdlico trivial, de um grapo algébrico linear semi-
simples, irredutivel, e real normal . cujo complexificado é simplesmente
conexo. FPodemos considerar a algebricidade de AsS fambém. Temos a
seguinte

Proposicao 7.7.1 Sejam S e G como acima. Se 5 é semi-algébrico, enido
AsS também é semi-algébrico (em AsG).

Demonstracao: De fato, AsG é uma variedade algébrica, e AsS ¢é definido
como o fecho da 6rbita de S x S, Portanto, AsS & semi-algébrico. =
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