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Abstract

The Analytical Geometry is taught in differents ways in Brazilian Schools, as a result of nu-
merous reforms of state educational programs. In some places the presentation of the Analytical
Geometry is done by a vectorial treatment, whereas in other this does not occur. In these places,
the vectors are restricted to the universe of Physics. Our proposal, despite having no innova-
tion merit, is aligned to the whishes of numerous professionals of mathematics, considering the
possibility to repatriate the vectors to the mathematics domain in High School.

Keywords: Vectors, Analytical Geometry, Mathematics Education

Resumo

A Geometria Analitica ¢é ministrada de diferentes modos nas escolas do
Brasil, resultado de intmeras reformas nos programas estaduais de ensino. Em alguns lugares
a apresentacao da Geometria Analitica se faz com tratamento vetorial, o que nao ocorre em outras
localidades. Nessas localidades, os vetores ficaram restritos ao universo da Fisica. Nossa proposta,
apesar de nao ter o mérito da inovagao, se alinha ao desejo de intimeros profissionais da matema-
tica, considera a possibilidade de repatriar os vetores para o dominio da matematica no Ensino
Meédio.

Palavras-chave: Vetores, Geometria Analitica, Educacao Matematica.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Contextualizacao Histoérica

Do século XVII

O século XVII representou um marco para a histéria da ciéncia. Os homens que nele viveram,
educados na cultura renascentista, encontraram solugoes engenhosas para os problemas de um novo
tempo. Dentre eles, dois se destacaram pela eloquéncia ou talento cientifico : Francis Bacon e
René Descartes. Cada um, a sua maneira, apresentou planos para o estabelecimento de uma nova
ciéncia. Isto é, uma ciéncia melhor fundamentada e com capacidade para inovar. Ambos almeja-
ram o conhecimento cientifico construido em bases solidas, como advogava Montaigne: “Apenas
uma verdade é suficiente para afugentar a davida, exorcizar o fantasma do ceticismo e provar que
o edificio do conhecimento pode ser construido com solidez”. Bacon e Descartes, apresentaram as
bases para uma nova arquitetura cientifica. De acordo com OLIVA[11, 12], os modelos que se
seguem:

Francis Bacon e o Empirismo
Modelo from the bottom up (de baixo para cima)

Para Bacon, defensor eloquente do empirismo, todo conhecimento auténtico provém da expe-
riéncia. Deve, portanto, ser obtido dos particulares para o geral. Modelo conhecido como from
the bottom up (de baixo para cima). O modelo considera a existéncia de uma base rochosa, com-
posta pelo registro fiel dos fatos e pela constatagao de casos particulares. Partindo deste alicerce,
vai ascendendo - por etapas - até chegar ao topo, a teoria. Isto €, ao universal indutivamente obtido.



René Descartes e o Racionalismo
Modelo from the top down (de cima para baixo)

O racionalismo adota o modelo from the top down (de cima para baixo) entendido como a tra-
jetéria do mais geral para o menos geral. Para Descartes, pela intuitus mentis (intui¢ao racional)
se chega ao autoevidente, e a partir dele, pela illatio (inferéncia dedutiva), podem-se derivar outras
verdades, normalmente menos gerais. Como a deducgao nao oferece riscos inferenciais, a pretensao
de Descartes de alcangar a veram et certam scientiam (o conhecimento verdadeiro e certo) depende
crucialmente de poder estabelecer algo como autoevidente. Conquistado esse tipo inabalavel de
alicerce, o conhecimento desponta imune a dividas e a questionamentos céticos.

Da Geometria Analitica

A Geometria Analitica moderna foi inventada de forma independente e quase simultdnea por
dois homens: Pierre de Fermat e René de Descartes. A obra de Fermat, Ad locos planos et solidos
isagoge (Introdugao aos lugares geométricos planos e sélidos) apareceu em 1629, é considerada o
marco zero da Geometria Analitica. A Geometria de Descartes nasce, como vimos, em uma época
que buscou a reconstrucao do conhecimento. Sua Geometria nao foi apresentada como obra isolada,
a - La Géometré - surge em 1637, como apéndice de seu tratado: Discours de la méthode pour bien
conduire sa raison et chercher la verité dans les sciences, isto é, o famoso Discurso do Método[5]. O
fato que possibilitou esta invencdo foi o grau de desenvolvimento em que se encontrava a Algebra
simbélica na época. Como sabemos, a geometria analitica faz uma conexdo entre a geometria
tradicional - Geometria Euclidiana - e a Algebra. Ela permite solucoes algébricas de problemas
geomeétricos e, ao contrario, interpretacoes geométricas de fatos algébricos. Na geometria analitica
vamos operar, portanto, com essa dualidade.

1.2 Descricao do trabalho
Nosso trabalho defende a apresentacdo da Geometria Analitica com tratamento vetorial, a
partir do ensino médio. Quais sao - sequndo nosso entendimento - os beneficios desta proposta?

Relaciono alguns:

i) Os vetores sao objetos de facil manipulagao e frequentemente produzem, quando corretamente
aplicados, solugoes muito rapidas e elegantes para os problemas;

ii) As equagoes da reta, em suas distintas formas, sdo facilmente encontradas e justificadas;
iii) Os vetores s@o um conteudo propedéutico ao estudo dos niimeros complexos.

Observacao 1.2.1. Na elaboracao deste trabalho, pela abrangéncia dos temas, foi possivel esta-
belecer um roteiro de ensino de praticamente um ano letivo. Isto justifica a extensdo do texto.



1.3 Organizacao do trabalho

Para facilitar o entendimento deste texto, apresento - em linhas gerais - o percurso adotado na
sua elaboracdo. Nosso objetivo foi organizar o conteudo Geometria Analitica, no Ensino Médio,
com tratamento vetorial. Apds concisa introducao histérica, de acordo com OLIVA [11, 12],
dedicamos o segundo capitulo ao estudo dos vetores. Este capitulo pode ser dividido em duas
partes: Operagoes com Vetores-Método Geométrico, conforme PIQUEIRA [13] ou Operagdes com
Vetores-Método Algébrico, de acordo com MUNIZ NETO [10]. No segundo capitulo, antes da
definicao de produto escalar, apresento um breve histérico sobre o conceito fisico de trabalho de
uma forga. Este texto, inspirado em BARRETO [2], qualifica a defini¢ao de produto escalar. Trata-
se de um contetudo extra, o qual o professor podera utilizar ou nao. Com este alicerce estabelecido,
caminhamos para a determinacao das equacoes da reta no terceiro capitulo. Iniciamos, como era
de se esperar, pela equagdo paramétrica. De acordo do REIS [14], foi possivel deduzir a equagao
cartesiana da reta e a equacao reduzida. Essas equagoes podem nos dar informacoes preciosas,
assunto amplamente debatido neste capitulo.

No quarto capitulo, apés a definicao de Lugar Geométrico, sao apresentadas as equacoes do
circulo; isto ¢, a equacao reduzida e a equagao normal. Posicoes relativas entre circulo e reta sao
exploradas através de exemplos.

O quinto capitulo é dedicado ao estudo das Conicas, sao apresentadas suas equagoes canonicas.
Conforme REIS [14], muitos exemplos foram mostrados, envolvendo translacoes e rotagdes dos
eixos coordenados.

No sexto capitulo abordamos os Ntiimeros Complexos, de acordo com ELON [8]. O aparecimento
dos ntimeros complexos é apresentado com contextualizagao histérica, conforme SAMPAIO [15].
Destacamos neste capitulo a representacao geométrica dos niimeros complexos no plano.

Nas consideragoes finais, reafirmo minha crenca na melhoria do Ensino Médio. Espero que este
trabalho ajude os professores nesta caminhada.






Capitulo 2

Vetores

2.1 Introducao

Como destacado no Curriculo do Estado de Sio Paulo[6] , ensinar é fazer escolhas: é preciso
construir mapas e escalas. O curriculo é como um mapa que representa o inesgotavel territério do
conhecimento, recoberto por disciplinas. Cada disciplina, por sua vez, é como um mapa de uma
regiao, elaborado a partir de determinada perspectiva. Um mapa nao pode registrar tudo aquilo
que existe no territorio; para construi-lo , é preciso tomar decisoes, estabelecendo o que é ou nao
relevante. Dessa forma, vamos iniciar o mapeamento da Geometria Analitica colocando, como
norte, o conceito de vetor.

2.2 Grandezas Escalares e Vetoriais

Existem grandezas que ficam perfeitamente caracterizadas por um niimero real acompanhado
de sua unidade; sao as denominadas grandezas escalares, exemplos: massa, comprimento, energia
e temperatura. De modo distinto, outras grandezas necessitam, além do nimero real, também de
uma orientac¢ao espacial. Imagine um individuo que esta a 2 metros de um precipicio, se ele deslocar
3 metros caird nele? A resposta pode ser sim ou nao, dependendo do sentido do deslocamento.
Como o deslocamento, existem muitas grandezas que, para ficarem perfeitamente caracterizadas,
precisam de uma orientagao espacial. Sao as grandezas vetoriais, por incorporarem ao lado dos
numeros, os conceitos de direcao e sentido. Exemplos: velocidade, for¢a, campo elétrico, etc.

2.3 Orientacao Espacial

Para especificar a orientacao espacial de uma grandeza vetorial, deve-se determinar sua direcao
e sentido.



Direcao

Pode-se definir dire¢ao como o que existe em comum entre as retas paralelas de um feixe. Logo,
se duas retas sao paralelas, tém a mesma direcao.

Figura 2.1: Feixe de retas paralelas.

A direcao também pode ser caracterizada através de um angulo formado com uma reta r de
referéncia.

Figura 2.2: Feixe de retas paralelas, definidas pelo angulo 6 e pela reta de referéncia r.

Se uma reta s, forma com r um angulo 6, todas as retas ss, s3, ..., $,,, paralelas a sy, formarao
com r angulos também de medida 6. Assim, a dire¢ao de s; (e de suas paralelas) é caracterizada
pelo angulo 6, desde que se especifique a reta de referéncia em relacao a qual 6 é medido.

Sentido
Pode-se definir sentido como uma das maneiras possiveis de orientar uma dada dire¢do. Note-

se que o sentido estd sempre associado a uma dada direcao e que para cada direcao existem dois
sentidos possiveis.



Figura 2.3: Dois sentidos para uma mesma direcao.

Por exemplo, quando se diz que um corpo se move verticalmente para cima, o termo vertical-
mente define a dire¢do, e a expressao para cima determina qual dos dois sentidos possiveis (para
cima ou para baixo) estd associado a diregao dada.

2.4 Conceito de Vetor

Operar com grandezas vetoriais requer a utilizacdo de uma algebra diferente daquela aprendida
no primeiro grau, trata-se da Algebra Vetorial. Na algebra comum, opera-se com uma entidade
matematica denominada nimero. Na dlgebra vetorial, opera-se com vetor.

Para conceituar vetor, faremos - de acordo com PIQUEIRA[13] - uma analogia com o processo
que leva ao conceito de niimero. Imagine conjuntos que sao constituidos de elementos diferentes:
um conjunto de trés carros, um conjunto de trés bolas e um de trés livros. Apesar dos elementos
serem diferentes entre si, a quantidade de elementos de cada conjunto , associa-se um ente mate-
matico abstrato denominado nimero. No caso, o nimero 3.

Imagine agora uma colecao de segmentos orientados todos com a mesma medida, a mesma
direcao e o mesmo sentido.

_—
——— e —
———— - ————————

Figura 2.4: Conjunto de segmentos orientados equipolentes.



Para indicar que todos eles tém a mesma medida, a mesma direcao e o mesmo sentido, diz-se
que sao equipolentes. Apesar dos pontos que constituem um dos segmentos serem distintos dos que
constituem outro, todos os segmentos tém algo em comum: uma quantidade (correspondente &
medida) e uma orientagao espacial (dada pela direcao e sentido). Assim, aquilo que os segmentos
orientados tém em comum é a equipoléncia. A esta equipoléncia, associa-se um ente matemdtico
abstrato denominado vetor que nao é simplesmente um nimero, pois ndo representa apenas uma
quantidade, mas também a orientagao espacial. Por isto, todo vetor é caracterizado por um niimero
(sempre nao negativo), denominado médulo, por uma dire¢ao e por um sentido.

2.5 Representacao de vetores

Graficamente, um vetor costuma ser representado por um dos segmentos orientados aos quais
¢ associado.

Figura 2.5: Segmento orientado 1@ .

Na figura, a reta que contém o segmento orientado - representativo do vetor - determina sua
direcdo. A orientagao do segmento (ponta da seta na figura) determina o sentido, e a medida do
segmento determina (numa escala) o médulo do vetor.

O ponto A é denominado origem do segmento orientado que representa o vetor, e o ponto B
é sua extremidade. Atencao: o segmento desenhado nao é um vetor, mas apenas sua representagao.

Simbolicamente, o vetor pode ser representado de varias formas; considere o vetor ¢ com origem
em A e extremidade em B, ele pode ser representado por: v, AB,v,V, V.

2.6 Operacoes com Vetores: Método Geométrico

Apesar de muitas operacgoes com wvetores receberem os mesmos nomes que as operagoes com
numeros, o mecanismo da operagao vetorial é basicamente diferente da operacdo numérica, pois
nao envolve apenas quantidades, mas também orientagoes espaciais.



2.6.1 Adicao de vetores: regra do poligono

Sejam os vetores u e ¥ representados na figura que se segue.

1

Figura 2.6: Representacao dos vetores u e .

O vetor soma § é dado por:

+v

£

S=
Para encontrar § , pela regra do poligono, usa-se o seguinte processo:

i) desenhar o segmento representativo do 12 wvetor parcela i usando como origem um ponto
qualquer do plano.

ii) desenhar em seguida o segmento representativo do 22 vetor parcela ¥ , de maneira que sua
origem coincida com a extremidade do 12 vetor parcela .

<y

£y

Figura 2.7: Representacao dos vetores u e .

iii) o vetor soma § seré representado pelo segmento orientado cuja origem coincide com a origem
do 12 vetor parcela U e cuja extremidade coincide com a extremidade do 22 vetor parcela v.



<

oy

Figura 2.8: Representacao do vetor soma §.

O procedimento pode ser generalizado para a adi¢cdo de mais de dois vetores, lembrando-se
sempre que a origem de cada novo vetor a ser incluido deve coincidir com a extremidade do
anterior e que, ao se transportar um segmento para formar o poligono, a equipoléncia deve ser
conservada.

2.6.2 Modbdulo do vetor soma

A adicao de vetores distingue-se da adi¢ao de niimeros por tratar-se de um processo grafico.

Se nao forem conhecidas as diregoes e sentidos de dois vetores « e ¥ nao se podera determinar
§ =1+ ¥ e, consequentemente, o seu moédulo ||5]|.

No entanto é possivel estabelecer o intervalo de valores em que ||5]| se situa:

i) ||5]] tem valor méximo quando @ e ¥ tém diregOes e sentidos coincidentes.

IS
<

oy

Figura 2.9: O vetor soma s com valor maximo.

Neste caso, ||5]|= [[a@ + v]|= [|a]|+[[7]].
ii) ||5]| tem valor minimo quando @ e ¥ tém mesma dire¢do mas sentidos opostos.
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Figura 2.10: O vetor soma § com valor minimo.

Neste caso, [5]|= || + v]|= [[a]|—||7]].

Quaisquer outras diregoes e sentidos que @ e ¢ tenham, ||+ 9/]| estard sempre entre ||u||—||7]]|
e [[al[+|7]]

Ou seja:
||l |[=117l| < [[a + o]|< [[al[+]]7]]

Relagao conhecida como Desigualdade Triangular.

2.6.3 Adicao de vetores: regra do paralelogramo

Se efetuarmos a adigdo de @ e ¥ na ordem inversa, o vetor soma serd idéntico ao obtido na
adicao original.

Figura 2.11: A ordem dos wvetores parcela nao altera o resultado.

11



Portanto, pode-se escrever:

S=u+v=0+u

Superpondo-se as figuras correspondentes a 4 + ¢ e U + 1, serd formado um paralelogramo.

Sy
<
IS

<

Figura 2.12: Paralelogramo formado apds a superposicao das figuras.

Assim, o vetor soma também pode ser obtido seguindo-se o procedimento descrito a seguir:

i) representar os vetores parcela com as origens coincidentes;

1

<L

Figura 2.13: Vetores parcela com mesma origem.

ii) construir um paralelogramo com base nesta figura inicial;
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Figura 2.14: Paralelogramo associado aos vetores.

iii) tracar a diagonal que passa pelas origens coincidentes e orienta-la de maneira que sua origem
coincida com a origem comum. Assim, serda obtido um segmento orientado que representa o
vetor soma §.

Figura 2.15: Representagao do vetor soma §.

Conhecendo-se o angulo # formado pelos vetores parcelas, vale a relacao:
[1511%= [l +|9]1*+2 - ||| || 7] cos®
Os angulos a e 5 que §, ¥ e ¢ formam entre si podem também ser relacionados por:

st el _ 1l

senff  sena  senf
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Figura 2.16: Angulos entre vetores no paralelogramo.

Exemplo 2.6.1. Dados os vetores representados na figura a seguir:

—
a
—_—

46/

S

Figura 2.17: Representacao dos vetores d, 5, c.

Pede-se:
a) obtenha graficamente o vetor soma s; = a+ b+ C.
b) obtenha graficamente o vetor soma s3 = b+ ¢+ a.

c) calcule os mddulos dos vetores 57 e S5.

Resolugao:

a) Para efetuar a operacao indicada pelo método poligonal, deve-se desenhar os vetores parcela
de tal forma que a origem de b coincida com a extremidade do vetor @ e a origem de ¢ coincida
com a extremidade de b. O vetor $1 serd o vetor representado pelo segmento orientado que tem
origem coincidente com a origem do primeiro vetor (no caso @) e extremidade coincidente com a
extremidade do tltimo vetor (no caso ¢).
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Figura 2.18: Determinacao grafica do vetor soma sj.

b) O vetor s; fica representado pelo segmento orientado que tem origem coincidente com a

-

origem do primeiro vetor (no caso,b) e extremidade coincidente com a extremidade do tltimo vetor
(no caso, a).

Figura 2.19: Determinacao grafica do vetor soma $5.

Observacgao 2.6.2. A inspecao das resolugoes apresentadas nos itens a) e b) mostra que
$1 = S5 = §, pois a adicdo vetorial é comutativa.

¢) Como s; = s = §, basta determinar o médulo do vetor §. Para obter o médulo de § |
observe-se o triangulo retangulo cuja hipotenusa é o segmento que representa §.

Wy

Figura 2.20: Triangulo Retangulo.
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Aplicando-se o Teorema de Pitdgoras ao tridngulo da figura (2.20), tem-se:
=22 + 32
||51°= 13

I51l= V13

2.6.4 Produto de um vetor por um nimero real

Multiplicando-se um vetor ¢ por um nimero k, nao nulo, obtém-se como produto um vetor w
com as seguintes caracteristicas:

i) a diregdo do vetor produto o serd a mesma do vetor U, qualquer que seja o valor de k, nao
nulo.

ii) o sentido de w serd o mesmo de @' se k for um niimero positivo. Se k for negativo , W e ¥ terdo
sentidos contrarios.

iii) o médulo de f serd igual ao produto do valor absoluto de k pelo médulo de ¥:

[|wl|= 1&[-]]2]|

2.6.5 Subtracao de Vetores

Para subtrair o vetor @ do vetor v, achando o vetor diferenca d:

&1

=U—u

basta adicionar ao vetor ¥ o oposto do vetor u, isto é:

d= 0+ (—u)

1

<y

Figura 2.21: Representagao do vetor diferenca d.
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O vetor d também pode ser obtido colocando-se os vetores ¢ e  com origem comum. Neste
caso, o vetor d seré representado por um segmento orientado com origem na extremidade de 4 e
extremidade coincidindo com a extremidade de ¥. Observe na figura que se segue, o + d = U, ou
seja, d=v—1.

)
4y

=1

Figura 2.22: Representagao do vetor diferenca d.

Exemplo 2.6.3. Dado o vetor a representado na figura a seguir, obtenha os vetores:
a)¥=2-a

b)y=-3-d
c)Z2=0-a
S
Figura 2.23: Representacao grafica do vetor a.
Resolucao:

a) Para se obter o vetor 2 - @, traga-se uma paralela ao vetor @, pois 2 - d e d tém a mesma
direcao. Em seguida, determina-se sobre tal paralela um segmento de comprimento duas vezes
maior que o segmento que representa @, orientando-o no mesmo sentido de a.
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Figura 2.24: Representagao gréafica do vetor 2 - d.

b) Para se obter o vetor —3 - @, traga-se uma paralela ao vetor @, pois —3 - d e @ tém a mesma
direcao. Em seguida, determina-se sobre tal paralela um segmento de comprimento trés vezes
maior que o segmento que representa @ , orientando-o no sentido contrario a a.

Figura 2.25: Representacao grafica do vetor —3 - d.

¢) O vetor 0 -d é o vetor nulo: tem mddulo nulo, dire¢do e sentido indeterminados.

0-a=0

2.7 Plano Cartesiano

Um sistema de eixos ortogonais num plano II (qualquer) é um par de eixos, eixo OX e eixo
QY , com mesma unidade de medida, que se intersectam perpendicularmente na origem comum O.
Fixados esses eixos OX e OY', o plano fica munido de um sistema de coordenadas Cartesianas
OXY. Em outras palavras, temos um plano Cartesiano.

A escolha de um sistema de eixos ortogonais permite estabelecer uma correspondéncia biuni-
voca entre os pontos do plano II e os pares ordenados de niimeros reais do conjunto

R?* = {(z,y)|z,y € R}
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De fato, ao ponto P € II fizemos corresponder o par ordenado (x,y), onde = é a coordenada
do pé da perpendicular ao eixo OX que passa por P e y é a coordenada do pé da perpendicular
ao eixo OY que passa por P.

Reciprocamente, ao par ordenado (z,7) € R? associamos o ponto P do plano II dado pela
interseccao da perpendicular ao eixo OX que passa pelo ponto deste eixo de coordenada x com a
perpendicular ao eixo OY que passa pelo ponto deste eixo de coordenada y.

Proposigéo 2.7.1. Sio dados um real ¢ € (0,1) e, no plano Cartesiano, os pontos A = (z4,y4) e
B = (zp,yp). Se P = (xp,yp) é 0 ponto sobre o segmento AB tal que AP =t- AB , entao

$p:(1—t)'$A+t'$B e yp:(l—t)-yA—l—t-yB
Demonstracgao:

Caso I : a reta AB nao é paralela a OX e nem a OY.

Y i
ya|A”
ye| p” E
______________________ _:
ys|B" E
0 i

Figura 2.26: Representagao do Caso I.

Vamos supor, sem perda de generalidade, que 4 < xp. Considere, conforme figura (2.26), A’,
P’ e B’ as projecoes ortogonais respectivamente de A, P e B sobre o eixo das abscissas. Aplicando
o teorema de Thales as transversais do feixe de retas paralelas AA’, PP’ ¢ BB’, temos:
AP AP
AB AP
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Considerando que A" = (24,0) , P' = (zp,0) e B’ = (v5,0)

Segue,
W =Tp—TA
A'B'=xp—x4
Assim,

A’P’_:Ep—xA_t
AB  rp—1xa

Portanto:
zp=(1—t)-xzp+t -zp

Por analogia, vamos aplicar o teorema de Thales as transversais do feixe de retas paralelas AA”,
PP"” e BB". Lembrando que, conforme figura (2.26), A” , P"” e B” sao as projegoes ortogonais
respectivamente de A, P e B sobre o eixo das ordenadas.

AP AP
ﬁ - A//B//
Considerando que A” = (0,y4) , P”" = (0,yp) e B” = (0,yp)

Segue,
AP = yp —ya
A"B" = yp — ya
Assim,

AIIPII _ yP _ yA

_— =1
AT BN YB — Ya

Portanto:

yp=(1—1t)-ya+t-ys
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Caso II : a reta AB é paralela ao eixo OX.

Y : .
P A ‘P B
----------------- RSO S o S-S
A Pip
0] T4 twp lwp X

Figura 2.27: Representagao do Caso II.

Neste caso s6 existe o primeiro feixe de retas paralelas AA’, PP’ e BB’ e entdo:

AP xp—1xa

— — ¢
A'B"  xp—1x4

Portanto:
zp=(1—t)-xpa+t -zp

A coordenada yp = y4 = ypg, pois consideramos - neste caso - a reta AB paralela ao eixo OX. Note
que a férmula da proposigao (2.7.1) apresenta o mesmo resultado, basta fazer y4 = yp. Assim,
temos:

yp=(10—t) - yatt-yp=01—-1)-yp+t-ys=ys

Logo,

Yp =Ya = YB
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Caso III : a reta AB é paralela ao eixo OY.

Y |
ya|ar LA
yp | P" P
YB B’ B
o i X

Figura 2.28: Representacao do Caso III.

Neste caso s6 existe o feixe de retas paralelas AA”, PP" e BB" e entao:

W_@P—CUA
AB7 " yp—ya

=t

Portanto:

yp=(1—1t)-ya+t-yp

De modo semelhante ao caso 11,

A coordenada xp = x4 = xp, pois consideramos - neste caso - a reta AB paralela ao eixo
OY. Note que a férmula da proposicao (2.7.1) apresenta o mesmo resultado, basta fazer x4 = zp.
Assim, temos:

zp=(1—t)-xa+t-ap=(1—t)-xzp+t-xp=2ap

Logo:

I'p —=TA—=XRB

Corolario 2.7.2. Dados os pontos A e B no plano Cartesiano, as coordenadas do ponto médio

M do segmento AB sao as médias aritméticas das coordenadas respectivas de A e B. Mais
TA+Tp Ya+ yB)

2 7 2

precisamente, se A = (x4,y4) € B = (zp,yp), entdo M = <
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Demonstracao:

Sendo M o ponto médio de AB, temos AM =
(2.7.1).

1
-AB. Portanto, basta fazer t = 5 na proposicao

N | —

Observacgao 2.7.3. Nas notagoes da proposigao (2.7.1), é sugestivo escrever
P=(1-t)-A+B
como abreviacao das duas relagoes. Em particular, vamos abreviar as coordenadas do ponto

A+ B
2

médio M do segmento AB escrevendo M =

2.8 Coordenadas no plano e segmentos orientados

Consideramos na se¢ao anterior um par ordenado de nimeros reais, (x,y), representando um
ponto P no plano, isto é, P = (z,y). Deste modo, para cada ponto do plano associamos um par
ordenado e, a cada par ordenado (z,y), um ponto no plano.

A partir de agora, daremos aos pares ordenados outra interpretacao: vamos identifica-los com
um segmento orientado (seta).

P=(3,4)

Figura 2.29: Representagao de pares ordenados por setas.

Se (z,y) # (0,0) , além do ponto podemos também fazer corresponder ao par (x,y) uma
seta, como mostra a Figura (2.29). Assim, um par ordenado (x,y) # (0,0) pode ser representado
graficamente por um ponto ou por uma seta. Quando utilizamos seta para representar (z,y),
podemos associar a este par ordenado direcao, sentido e médulo. A direcdo e o sentido do par

23



(x,y) sdo, respectivamente, a diregao e o sentido da seta que o representa. O médulo do par (z,y)
é 0 niumero

V2 + y?
que é o comprimento da seta.

Como estudado, um objeto para o qual é possivel associar os conceitos de dire¢ao, sentido e modulo
¢ chamado um vetor. Assim, um par ordenado é um vetor. Por exemplo,

7= (3,4)

¢ um vetor. A direcao deste vetor ¢ a dire¢ao da seta da Figura (2.29), ou seja, é a diregao da reta
definida pelos pontos O = (0,0) e P = (3,4). O sentido de ¥ é o de O para P e o mddulo de ¥ é o

comprimento da seta ﬁ’ , Ol seja:
V32+42=5

Inversamente, uma seta no plano, como na Figura (2.29), pode ser perfeitamente caracterizada por
um par ordenado. O ponto P da Figura (2.29) também pode ser identificado por uma seta de ori-

gem O até ele, seta ﬁ Assim, identificamos Ponto, Par Ordenado e Vetor como uma coisa sé.

P:(x,y):ﬁzO?

Observagao 2.8.1. A explicacdo que apresentamos, embora intuitiva e de forte apelo diddtico,
precisa ser melhor fundamentada. O assunto serd retomado na se¢ao 2.12.

2.9 Equipoléncia de segmentos orientados

Vamos agora construir outra seta A§ com a seguinte propriedade, ela é paralela a anterior,
tem mesmo sentido e mesmo tamanho.

P=(3.4)

Figura 2.30: Segmentos equipolentes no Plano Cartesiano.
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Dois segmentos orientados sao definidos como equipolentes quando tiverem essa mesma pro-
priedade. Se OP e AB sao segmentos orientados equipolentes, entdao representam o mesmo vetor.
Observe com atencao a figura, note que desenhamos duas setas que tém a mesma dire¢ao, o mesmo
sentido e mesmo modulo.

Definicao 2.9.1. Dizemos que os segmentos orientados E e O? sao equipolentes, e escrevemos
AB = OP, quando satisfazem as seguintes trés propriedades:

i) tém o mesmo comprimeto,

it) sao paralelos ou colineares,

iti) tém o mesmo sentido.

2.10 Modbdulo de um vetor

Definigao 2.10.1. A norma ou médulo do vetor ¢ é o niimero ||7|| dado pelo comprimento de um
segmento orientado representante de v.

Observacdo 2.10.2. a) A norma ou mddulo de um vetor nado depende da

escolha do segmento orientado representante. Assim, se v = 1@ = C? , entao AB = CD e
portanto, d(A, B) = d(C, D) = ||9]|.

b) Se A = (a1,a2) , B = (b1,by) e ¥ = f@, entao

1l1= /(b1 — a1)? + (b2 — az)?.

c) Se P = (z,y) é o ponto tal que ¥ = (ﬁ , entao

|U]|= d(O, P) = va* +y?

Y P=(3,4)

Figura 2.31: Segmentos equipolentes no Plano Cartesiano.
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Neste caso,
7= 42+ 2

|9]]=5

2.11 Vetor unitario

Um vetor de médulo 1 é denominado vetor unitario. FEsses vetores sao tteis para especificar
uma direcao quando o comprimento nao for relevante para o problema em consideragao. Podemos
obter um vetor unitario numa direc¢ao desejada escolhendo qualquer vetor nao nulo ¢ nessa direcao e
multiplicando pelo reciproco de seu comprimento. Por exemplo, se ¥ for um vetor de comprimento

2 em R?, entao 5 U é um vetor unitario de mesma direcao e sentido de v. Mas geralmente, se v

for um vetor nao nulo qualquer em R?, entao:

—_

1]

2.12 Vetores no Plano Cartesiano

Definicao 2.12.1. Chama-se vetor determinado por um segmento orientado 1@, o conjunto de
todos os segmentos orientados equipolentes a AB.

Um mesmo vetor 1@ é determinado por uma infinidade de segmentos orientados, que sdo cha-
mados representantes desse vetor, e que sdo todos equipolentes entre si. Assim, vetor é um ente
abstrato que tem representacao em qualquer lugar do plano.

Retomando uma questao em aberto da se¢io 2.8, conforme observagao (2.8.1):

Naquela secao nés identificamos Ponto, Par Ordenado e Vetor como uma coisa s0, isto é:

P:(x,y):U:O?

A explicacao que apresentamos, embora intuitiva e de forte apelo diddtico, precisava de melhor
fundamento.
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De acordo com MUNIZ NETO[10], este fundamento encontra-se no seguinte Lema:

Lema 2.12.1. Se A = (za,y4), B = (zB,y5), C = (v¢,yc) e D = (zp,yp) em um dado
sistema Cartesiano, entao:

ﬁz(ﬁ@a@—m:f@—wc € YB — YA =YD —Yc

Demonstracgao:

Sabemos que Ag =C 23 se e s6 se o quadrilaitero ABDC', com os vértices percorridos nessa
ordem, for um paralelogramo. Mas sabemos que tal ocorre se as diagonais AD e BC' tém um
mesmo ponto médio M. Por outro lado, sabemos do Corolario (2.7.2) que isso ocorre se e s6 se:

A+D B+C

5 5 logo

Tat+rTp=2xp+xc € Ya+yYp=Ys+tyc
Portanto:

I —TA=Xp —Tc € YB—YA =YD —YcC

Figura 2.32: Igualdade de vetores em coordenadas.

O Lema assegura em particular que, fixado um sistema Cartesiano OXY | todo vetor ¢ do
mesmo admite um tnico representante da forma ﬁ De fato, se U = /ﬁ ,com A = (x4,y4) €
B = (zp,yg), entdo o Lema garante que @ = 0?7 com P = (xg —x4,yp — yp); de outro modo,
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U= O? Por outro lado, se OP; = OP,, para certos Py = (x1,y1) e P» = (22,¥2), entdo novamente

o Lema garante que

(551—073/1—0) = ($2—07y2—0)7 isto é7 pl :PZ-

Figura 2.33: Representante canénico OP, do vetor AB.

Portanto, ao utilizarmos vetores hd uma enorme vantagem na escolha de um sistema Cartesiano
no plano: uma vez fixado um tal sistema, todo vetor passa a admitir um representante canonico,
cuja extremidade inicial coincide com a origem do sistema Cartesiano em questao. Nesse sentido,

se ¥ = OP, com P = (z,y), convencionamos denotar

7=0P=P= (x,y)
Observacgao 2.12.2. Pelo exposto, podemos adotar - sem receio - a incrivel notacdo do matema-

—
tico Hermann Grassmann. Isto é, vamos substituir o vetor OA somente pela letra A e o vetor
@ pela letra B.

Considerando a Regra do Poligono, para soma de vetores:

OA+ AB = OB

Essa relagao fica mais simples, ao adotarmos a notacao de Grassmann,
A+AB=B

AD—-DB- A

Portanto, as coordenadas do vetor @ sao determinadas por simples diferenca entre as extre-
midades do segmento orientado, isto é, B — A.
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Observacgao 2.12.3. Em 1832, Giusto Bellavitis publicou um trabalho onde é apresentado o
conceito de equipoléncia entre segmentos que é, basicamente, a nocao de vetor que conhecemos e
que foi formalizada em 1844 por Hermann Grassmann no seu Die Lineale Ausdehnungslehre,
ein neuer Zweig der Mathematik (Teoria de Extensao Liner, um novo ramo da Matematica).

Como corolario da discussao acima, temos a seguinte proposi¢ao:

Proposicao 2.12.4. Se « = (z,y), v = (2/,y') e k € R (em um sistema cartesiano), entao:
) i+ 0= (z,y)+ (@,¢) = (x+2",y + 7).

i) 4—v=(z,y) = (@y)=(@@—-2y—y).

i) k-d=k-(z,y) = (k-2,k-y).

Demonstracao:

i) Denote por O a origem do sistema Cartesiano em questdo e sejam

U= (z,y),V = (2,y). Sendo 4@ + ¢ = O? com S = (zg,ys) e considerando a Regra
do Poligono, temos:
- 08

oU +U

_|_
_|_

S
3
L=

mlml%lml
j_l

-
I

Q
=

e, dai, o Lema (2.12.1) garante que

(rs —@,ys —y) = (2" = 0,4/ = 0)
(xs — 2, ys —y) = (2,y)
zs—r=1 e ys—y=y
zs=r+2 e ys=y+y
Assim temos: S = (z+2,y+y)ed+ 0= 0% = (x+2y+7v).
ii) A prova deste item é andloga a do item (i).
iii) Finalmente, esta relagdo decorre da aplicagio reiterada de i).

A proposigao (2.12.4) tem uma consequéncia interessante e util, que indicamos a seguir. Fixado
no plano um sistema Cartesiano denotamos

i=(1,0) e j=(0,1)
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e dizemos que os vetores ¢ e j formam a base canonica do sistema Cartesiano em questao. Fixado
entdo um vetor ¥ = (x,y), segue da proposi¢ao que:

7= (2,0) + (0,9) = 2(1,0) + (0, 1) = 27 + yJ.

Em resumo, todo vetor pode ser escrito como uma soma de multiplos dos vetores da base candnica,
sendo os coeficientes as coordenadas da extremidade do representante canonico do vetor. Sendo
U= (x,y) , a formula

-

T=ai+yj

¢ denominada a férmula de expansao ortonormal de ¢ na base {i,j}.

Figura 2.34: Decomposi¢do do vetor ¢ na base ortonormal.

2.13 Operacoes com vetores: Método Algébrico

Como destacado na segao (1.3), podemos realizar operagoes com os vetores sob o ponto de
vista geométrico ou algébrico. Vamos agora trabalhar algebricamente com os vetores, lembrando
a necessidade de se respeitar as regras operatérias da proposigao (2.12.4), ou seja:

Adicao:

(z,9) + (@ y) = (x+ 2",y +¥)
Subtracao:

(z,y) = (&y) = (z = 2",y =¥

Multiplicacao de um vetor por um niumero k € R:
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Exemplo 2.13.1 (DELGADO[4],p.49). Dados os pontos A = (1,1), B=(3,4) e¢ C=(4,2),
determine os possiveis pontos D tais que A, B,C' e D sejam os vértices de um paralelogramo.

Resolugao: Este é um problema classico de geometria analitica e a palavra vetores nao aparece
em seu enunciado. Mesmo assim, podemos utilizar a ferramenta vetores, dado que conhecemos as
propriedades operatorias. Antes segue um lembrete 1til:

Um paralelogramo é um quadrildtero com lados opostos paralelos. Dado o quadrildtero ABCD,
usando congruéncia de triangulos, prova-se que as sequintes afirmagoes sao equivalentes:

a) O quadrildtero é um paralelogramo;

b) Seus lados opostos sio congruentes;

c) Seus angulos opostos sao congruentes;

d) Dois dos seus lados opostos sao congruentes e paralelos;
e) Suas diagonais se intersectam no ponto médio de ambas.

Fazendo um simples esboco, vide figura, é possivel constatar a existéncia de trés possibilidades
para o ponto D, a saber: D, D" e D". Este problema admite a construgao de trés paralelogramos:
ABDC, ABCD' e ACBD".

Figura 2.35: Os trés paralelogramos possiveis.
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Para o primeiro paralelogramo ABDC duas setas podem ser construidas, 1@ e C? Sao setas

paralelas , tem mesmo tamanho e mesmo sentido. Assim, AB e C'D sao representagoes do mesmo
vetor. As coordenadas podem ser obtidas pela diferenca entre as extremidades.

AD =CD
B-A=D-C
D=B+C-A

D= (3,4)+(4,2) — (1,1)
D = (6,5)

—
Para o sequndo paralelogramo ABC D', duas setas podem ser construidas, /@ e D'C. Sao se-

tas paralelas , tem mesmo tamanho e mesmo sentido. Assim, A§ e D'C sao representagoes do
mesmo vetor. Do mesmo modo, as coordenadas podem ser obtidas pela diferenca entre as extre-
midades.

AB = DC
B—A=C-D
D=A+C-B

D' = (1,1) + (4,2) — (3,4)
D' =(2,-1)

—
Para o terceiro paralelogramo ACBD"”, duas setas podem ser construidas, 1@ e D"B. Sao setas

—
paralelas , tem mesmo tamanho e mesmo sentido. Assim, A(E e D" B sao representacoes do mesmo
vetor. Do mesmo modo, as coordenadas podem ser obtidas pela diferenca entre as extremidades.

AC = D'B
C—A=B-D"
D'=A+B-C

D" = (1,1) + (3,4) — (4,2)

D" = (0,3)
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Por utilizar vetores, foi possivel encontrar as trés solugoes de maneira muito rapida.

Exemplo 2.13.2 (DELGADO[4],p.29). Demonstre que em qualquer quadrilatero os pontos mé-
dios dos lados sao os vértices de um paralelogramo.

Resolucao:

Seja ABC'D um quadrilatero qualquer e sejam X, Y, Z e W os pontos médios dos lados AB,
BC, CD e DA, respectivamente.

Figura 2.36: Um quadrilatero qualquer.

Sabendo que XY ZW é um paralelogramo, podemos estabelecer a seguinte relagao:

_72

=

Da Figura (2.36), seguem as relagoes:

%l%l%lil
SR

I

SO



Logo,

- XBm - aBe L el @B n -3

N |

De modo analogo,

=W D7 b L pé= L @By ne) = | we
Portanto,
ﬁ:i-fczwﬁ

2.14 Distancia entre dois pontos

A distancia entre dois pontos fica perfeitamente determinada apds definicdo do médulo de um
vetor. Assim, a distncia entre dois pontos quaisquer do plano, A = (x1,y1) e B = (22, %s2), deno-
tada d(A, B) , é o médulo do vetor AB.

@:B—A:(xg—xl,yg—yl)
d(A, B) = ||AB|

(0 I

HyzfylH

Yifp----------

[[2 — 1|

1 T2 X

Figura 2.37: Distancia entre dois pontos.

d(A, B) = \/llz2 — 21| [P+ly2 — |2 = /(w2 — 22)2 + (2 — 0)?
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2.15 Perpendicularismo

Para estudar o perpendicularismo entre vetores nao ¢ necessario tomar um vetor em posi¢ao
geral. Como vimos, os vetores sao entes abstratos, podemos encontrar um representante posicio-
nado em qualquer lugar do plano. Basta desenhar duas copias videdignas, isto ¢, dois segmentos
orientados equipolentes aos vetores dados com origem em O.

A
Y
B = (z2,y2)
A= (mlayl)
0] X -

—
Figura 2.38: Vetores perpendiculares, OA e O@

Pergunta: Qual a condi¢ao necessaria e suficiente para que os vetores OA e OB sejam perpen-
diculares?

Resposta: Aplicando a relacao de Pitagoras no triangulo OAB,
1OA|P+|OB| P~ || AB|

wiH Yo+ ys = (02— 71)* + (g2 —91)”

Byl sty =a3 =2 a ottty — 2y Yl
T T+ Yy -y2 =0

Essa relagao representa a condicao de perpendicularismo para os vetores dados. O produto das
abscissas mais o produto das ordenadas deve dar resultado zero.
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Exemplo 2.15.1. Dados dois vetores @ = (3,4) e U = (—4,3) , verificar se sao perpendiculares.

Resolucao: Sao perpendiculares, pois as coordenadas satisfazem a relacao obtida. Isto é:

3.(—4)+4-3=-12+12=0

1

<y

<y

Figura 2.39: Vetores perpendiculares, u e

2.16 Produto escalar

Nosso prop6sito nessa secao é definir o Produto Escalar entre vetores. Antes porém, vamos bus-
car na - fisica - as motivagoes para uma definicdo oportuna e util. De acordo com BARRETO[2],
0 que se segue:

No século XVIII, com o aparecimento da maquina a vapor - de James Watt - uma mudancga
importante vai alterar o olhar cientifico, a saber: o carvao depositado na maquina gera calor para
aquecer a agua, cujo vapor produz movimento. Essa mdgica movimentou a ciéncia da época, pois
havia uma relagao de conversao entre um fenémeno (queima de carvao) e outro (movimento). Algo
estava se convertendo, se transformando, a energia. As experiéncias indicavam que energia é algo
que se convertia de uma forma em outra, mas que conservava sua quantidade nessa conversao.
Entre 1842 e 1847, a hipdtese da conservagao da energia foi anunciada publicamente por quatro
cientistas da Europa: Mayer, Colding, Helmholtz e Joule. Assim, Joule e seus contemporaneos
foram estimulados a pensar num novo conceito que contemplasse as transformacgoes tecnologicas,
para as quais a linguagem das leis de Newton nao estava adequada. Newton apresentou seus enun-
ciados em um mundo movido pela tragao animal, pelo vento ou pelo aproveitamento direto dos
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deslocamentos de agua; agora, era preciso reinterpretar suas leis. Os teoremas da energia cinética
e do impulso sdo, em ultima andlise, maneiras diferentes de expressar o essencial da segunda lei de
Newton. Em vez de afirmar que a forca resultante produz uma aceleracao, o teorema da energia
cinética - apresentado a seguir - diz que o trabalho da forca resultante produz variacao na energia
cinética do corpo.

Teorema da energia Cinética

Imagine um corpo num plano liso (praticamente nulo qualquer atrito) e horizontal submetido
a acao de uma forga resultante constante, conforme a Figura 2.40. Sabemos, de acordo com a
segunda lei de Newton, que o corpo terd uma aceleracao na mesma direcao e no mesmo sentido
dessa forga.

444444444,44444
t‘m
[ A P

=

Figura 2.40: Bloco submetido a uma forca resultante e constante ?
Partindo da segunda lei de Newton:
F=m-da

Considerando que o vetor forca ? atua no sentido do vetor deslocamento cf, fica mais simples
trabalhar com os moédulos das grandezas vetoriais. Multiplicando os membros da igualdade acima

pelo deslocamento J, na direcao da forca F', temos:
%
IFIL =m0 )

O produto ||?||||7|| ¢ definido como o trabalho (W) da forga constante que age na diregao
e no sentido do deslocamento. Trabalho de uma forca é uma grandeza escalar medida em Joule.

Como W = H?HH?H, temos que:
W =m- || @)
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Por ser um MRUYV - Movimento Retilineo Uniformemente Variado - a equacao de Torricelli pode
ser aplicada:

[[912= [[o][*+2 - ||al|-||d]]

11— || [*= 2 - [|al|-||]]

2./|all-||dl[= [19]*~]lvol|*
d !IU!|2—|!v|!2
|Id]|=

2 [|al]
Se,

W =m || @]

entdo, apds a substituicao de ||7H, temos:

12 11,712
2-|all
*ml\vl\ mevoH

De um lado da igualdade, o trabalho de uma forca; do outro, a variacao da energia cinética
do bloco. Assim, temos:

- o .
Ec = §m\ |U]|® = energia cinética do corpo no fim do movimento.

1
Ecy = §m||170||2 = energia cinética do corpo no inicio do movimento.
Logo, segue o Teorema da energia cinética:
W = FEc— ECO
E oportuno lembrar que na segunda lei de Newton, ? ¢ a forca resultante, nao equilibrada.
Portanto, o trabalho W ao qual nos referimos é o trabalho da forga resultante. O trabalho da
forga resultante corresponde a soma dos trabalhos de todas as forcas que agem no corpo. Por isso,

podemos escrever:

EW =Wr = AEc
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Observagao 2.16.1. Embora tenhamos demonstrado o Teorema da Energia Cinética com base
em uma situacao simples e particular, sua aplicacao ¢ geral, estendendo-se ao calculo do trabalho
total das forcas constantes ou variaveis, conservativas ou nao.

Teorema 2.16.2 (Teorema da Energia Cinética). O trabalho da forca resultante sobre um corpo,
corresponde a variacao da sua energia cinética.

EW =Wr = AEc

Exemplo 2.16.3. Considere um corpo de um quilograma inicialmente em repouso numa superficie
plana, horizontal e bem polida; de modo que seja praticamente nulo qualquer atrito. Uma forca
horizontal de médulo 1,0 N, passa a agir sobre o corpo e o coloca em movimento.

Inicialmente em repouso, o corpo passara a se mover aceleradamente no sentido da forca e tera,
apés o percurso de um metro, certa velocidade. A segunda lei de Newton permite-nos calcular a
aceleragao do corpo:

[43l] =0 1] =2
|

I 7 T
m =11Kg [IET} = 1N

I

I

I

R E— t
I

I

I

I

!

|
|
|
|
|
L
|
|
|

B |
[|d]| = 1m |
|

Figura 2.41: Bloco submetido a uma forca resultante horizontal de médulo 1, ON.

Inicialmente em repouso, o corpo passara a se mover aceleradamente no sentido da forga e tera,
apés o percurso de um metro, certa velocidade. A segunda lei de Newton permite-nos calcular a
aceleragao do corpo:

%
IFll=m- 112
1=1-]@]]
|@l|=1 m/s?
Para determinar a velocidade do corpo ao fim de um metro de percurso, agora que temos a
aceleracao, podemos utilizar a equagao de Torricelli:

[191= [l [*+2 - [|al|-||]]
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e

[@]=1 m/s?
Idll=1 m
16]P= 02 +2-1-1
15l= V2 m/s

Podemos dizer que o bloco adquiriu um tipo de energia associada ao seu movimento, ou seja,
o corpo adquiriu energia cinética, que pode se calculada pela expressao:

1 —|
E.= 5 m- |l
Nesse caso,
1
EC:§-1-2:1 Joule
Portanto, um Joule é a energia cinética adquirida por um corpo que recebe a a¢ao de uma forca de
um Newton num percurso de um metro. Pode-se dizer também que a forga realizou um trabalho

de um Joule, ou seja, que um Joule é o trabalho realizado por uma for¢a de um Newton, num
deslocamento de um metro (na mesma dire¢ao da forca).

W= |F|d]]

W=1-1=1Joule

Energia cinética adquirida pelo corpo.

Pensamos até aqui no trabalho de uma forca constante e na mesma direcdo do deslocamento.
Quando a forca e o deslocamento tém dire¢oes diferentes, o trabalho é calculado pelo produto

entre as intensidades do vetor deslocamento e da projecao da forca na dire¢do do deslocamento.
Em outros termos:

W = || F|J- cost || |
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||F|.send
11|

||F1].cosd

&y
L |l e | __

—_———e e | — e — = | — - — — — — — —

Figura 2.42: Bloco submetido a uma forca ?, a qual forma uma angulo 6 com relagao ao desloca-
mento d.

Definicao 2.16.4. O produto escalar de dois vetores W eV do plano, nao nulos, é o nimero real
< u,v >, calculado pela expressao a seguir:

< U,V >= ||| V]| cost

Onde: 0 é o angulo entre os vetores e v, sendo ||| e ||v]] os respectivos mddulos.

Com a definicdo apresentada, o trabalho realizado por uma forca ? num deslocamento 7
pode ser enunciado de forma compacta, a saber:

W=< F, d > = || F||{|d||-cosd

Exemplo 2.16.5. Um carrinho ¢é puxado uma distancia de 100 m ao longo de um caminho hori-
zontal por uma forga F' constante e de moédulo 70 N. A alga do carrinho é mantida a um angulo
de 35° em relagao a horizontal. Encontre o trabalho feito pela forca F'.

Resolucao:

Se ? e 7 sao os vetores forca e deslocamento, entao o trabalho realizado W é:
W=<F,d >=||F|[d|]cos35°

W = (70) - (100) - cos35°

W = 5734 Joules.
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2.17 Angulo entre vetores

Problema 2.17.1. Dados dois vetores quaisquer, xﬁ e @, como encontrar o angulo formado

entre eles?

Resolugao:

Primeiro passo: Encontrar os representantes canonicos de A§ e C’ﬁ, respectivamente O?’ e O(,j

Em outras palavras, encontrar os segmentos equipolentes respectivamente a A
origens posicionadas na origem do sistema de coordenadas O = (0, 0).

S

g1t
|

e C

Figura 2.43: Representantes candnicos dos vetores dados /@ e C@

Considerando as coordenadas dos pontos A e B,

A = (CLl,CLQ)
B = (by,b2)

ﬁ:ﬁ’Zz@Z(51—661,52—@2):(@:5)

Agora considere as coordenadas dos pontos C' e D,

C = (01,02)
D = (dy,dy)

F=00 =CD = (dy — c1,ds — ) = (7,9)
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Sequndo passo: Aplicar o teorema dos cossenos para o triangulo O PQ).
|| — o] *= [|@] [P+ |9]]* =2 - ||| ]| |5]]- cos®
2 - [[a|-||0]]- cosf = [|a] |*+]|T][*— || — v]|?

U—v= (a>ﬁ)_<775): (O‘_7>5_5)

2 ||d||]|9]]- cost) = a® + B2 + 7% + 6% — [(a —7)* + (B — 9)?]

2 ||d][-]|0]]- cosh = a® + 2+ *+ 6 — [0 =2 - a- v+ + 52 —2- 35+ 6
2 ||a]|||0]]-cosh = a? + B2 +2+ 0> —a?+2-a-y—7* =32 +2- -5 — &
2 ||dl]-||0]|-cos =2 -a-y+2-5-0

||l |-[[0]- cosf = -y + -6
<@, 7 >= ||id||||7]|-cosf = a-y+ -0

Este dltimo  resultado, considerando  sua  importancia, serda  destacado  no
Teorema a seguir:

Teorema 2.17.2. Se i = («, ) e ¥ = (7, 0), entdo o produto escalar de @ e ¥ é 0 nimero < u, U >,
dado por:

<U,T>=a-y+p-0

Assim, o produto escalar fica determinado por duas expressoes:

<@, >= |[ill ||7]]-cosf = a -y + 55

Portanto,

—

u, v >
cosf = ﬁ,iv_,
[ |-]|91]
ou

a-y+p-90
[l |11

Lembrete:

= va? T 52

cosf =

43



I7ll= V77T

0<o<n

Exemplo 2.17.3 (ITA/98). Considere o  paralelogramo ~ ABCD  onde
A = (0,0), B = (-1,2) e C = (—=3,—4). Os angulos internos distintos e o vértice D deste
paralelogramo sao, respectivamente:

T 3
a“) ZaZeD_(_za_E))
D) T2 o D= (1, -5)
373 0
) T2 e D = (—2,-6)
c) =, — =(-2,—
373 ’
Q)3 D= (—2,—6)
AR
T 2w
——eD=(-2,-5
e) 37 3 € ( ) )
Resolucao:

—
Figura 2.44: Segmentos orientados BA e @ sao equipolentes.

e
Os segmentos orientados BA e C"ﬁ sao equipolentes, logo:
o
BA=CD

A-B=D-C
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Chamando as coordenadas do ponto D = (x,y), temos:
D= (z,yy=A-—B+C

D = (z,y) =(0,0) — (—1,2) + (=3, —4)

Assim,

D = (-2,—6)

—
Figura 2.45: Segmentos orientados BA e B?

Considerando os segmentos orientados marcados na figura, Ezl e B? , temos:
BA=A—B=(0,0)—(-1,2) = (1, -2)
BC=C—B=(-3-4)—(-1,2) = (-2, -6)

Portanto:

(1).(=2) + (=2).(=6)
V124 (=2)2/(=2)2 + (—6)2

COsSx —

10
cosq =
V5.1/40
10
COSQr = ——=
200
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cosq = ———
0.4/2
V2
cosqu = —
2
Assim,
T
a=—
4

No paralelogramo ABCD, a+ =7
Logo, os angulos do paralelogramo sao o =

Resposta: Alternativa d.

2.18 Projecao de vetores

Sejam @ = (x1,y1) e U = (xg,y2) vetores nao nulos e P a projegao ortogonal do ponto (x1,y;)
sobre a reta definida por (0,0) e (2, y2).

S
<y

Figura 2.46: Projecdo do vetor @ na direciao do vetor ¥'.

Se o angulo 6 entre os vetores @ e ¥ for menor que 90°, como é o caso da figura (2.46) entao:

OP = || 0P|+

[11]

e, como
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|OB||= [|]]- cost

temos

7
1]

Considerando que,

OP = ||| cost -

< U, U >
cost) =

[IGIRIET
Encontramos,
53 <Uu,v> U

[l]- T
-l 114

De outra forma, apds simplificagoes:
< >
2
U

No caso do angulo 6 entre os vetores W e U ser maior que 90°, conforme Figura 2.47, com
um procedimento analogo ao anterior, podemos mostrar que a relagao continua valida.

—

5?):<u,17>_27

\
\ Y
\
\
\
\
\
\
\
\
\
D
~
\\ i 7
\ 0
\
\
\
\ o X
\
LN
\
\

Figura 2.47: Projegao do vetor o na direcao do vetor .
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Observe também que, se 8 = 90°, entao O? — (J, mas mesmo assim a férmula
< U, v >
OP =
NG

continua valida.

Portanto, independentemente do dngulo entre os vetores @ e v, o vetor O_}>7 , ¢ dado por:

(ﬁ <uv>'l_},

19112

Este vetor é chamado projecao de u sobre v e sera indicado por Proj

N
Uu
—

v

Assim,

. <u,U>
Proy%‘:W-v

Exemplo 2.18.1 (REIS[14],p.36). Dado um triangulo cujos vértices sao A = (3,3), B = (0,1),
e C'=(1,6):

a) Mostre que este tridngulo é retdngulo em A.

b) Calcule a projecao do cateto AB sobre a hipotenusa BC'.

c¢) Determine o pé da altura do tridngulo relativo ao vértice A.

Resolucao:

Figura 2.48: Triangulo ABC', conforme enunciado.
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a) Basta verificar que

< AB,AC >=0.

Como AB=B—A=(0,1)— (3,3) = (-3, -2) ¢

AC =C — A=(1,6) — (3,3) = (—2,3), temos:

< AB,AC >= (=3) - (=2) + (=2) - (3) = 0.

BA

b) A projegao do cateto AB sobre a hipotenusa BC' é o médulo do vetor Proyﬁ.

/

Figura 2.49: No triangulo ABC, vetores ﬂ e B? .

Sendo BA = A — B =(3,3) — (0,1) = (3,2) ¢

BC=C—B=(16)—(0,1) = (L,5), temos:

—
,Bj_<BA,BT>

Pm]w = ﬁiHB H2 .

Logo, a projecao do cateto AB sobre a hipotenusa BC' é

, 1
1ProjBd|= 5 - V26

1
BC=L1
26

1
2

-(1,5) = 5 - (1,5).
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Seja P = (z,y) o pé da altura relativa ao vértice A. Entao:

B? = Projg%

(0,9) = (0,1) = 5 - (15
(9) = 0.1+ 5 (1,5)

po(LT)
2°2
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Capitulo 3

Equacoes da reta no plano

3.1 Introducao

Neste capitulo serao apresentadas as equacoes que representam uma reta no plano. Pelas
propriedades geométricas da reta, serao deduzidas trés tipos de equacao: paramétrica, cartesiana
e reduzida (ou afim). Cada uma delas tem suas vantagens, podem nos dar informagoes preciosas.
Informagoes que serao exploradas quando tratarmos de: paralelismo e perpendicularismo entre
retas, desigualdades lineares e angulos entre retas.

3.2 Equacao paramétrica da reta

Seja U = (@, b") um vetor nao-nulo e A = (xg, yo) um ponto do plano. Da Geometria Euclidiana
sabemos que existe uma tnica reta r com a direcao de v e que contém A. Dizer que r tem a mesma
direcao de ¥ significa dizer que dois pontos quaisquer de r determinam um vetor com a mesma
diregao de ¥, de acordo com REIS[14].

Reta r

Figura 3.1: Reta r, passando pelo ponto A e na mesma dire¢ao do vetor .
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Assim, um ponto P = (x,y) pertence a reta r se, e somente se,
AP =t
Para algum nimero real t.
AP=P-A=t-7
P=A+t-v
Conhecida como equacao vetorial da reta, pois é determinada pelo vetor diretor ¢ e por um ponto A.
Colocando a equacao vetorial em coordenadas,
(z,y) = (zo,y0) +t - (a', V)
Essa equacao é equivalente ao sistema de equacoes abaixo,

xr=x9+a -t
y=yo+b -t

Chamadas equagoes paramétricas da reta.

Exemplo 3.2.1 (REIS[14],p.41). Uma particula esta animada de um movimento tal que, no ins-
tante t, ela se encontra no ponto

(x,y)=2+3-t,1+4-1)

a) Determine sua posi¢ao nos instantes t =0,t =1et = 2.

b) Determine o instante no qual a particula atinge o ponto P = (11,13).

)
)
¢) A particula passa pelo ponto Q = (5,6)?
d)

Descreva sua trajetoéria.
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Resolucao:

a) Como a posi¢ao da particula é dada em funcao do tempo por
(x,y) =2+3-t,1+4-1)

suas posigoes nos instantes t = 0,7 = 1 e t = 2. sdo, respecitvamente,
(r,y)=(2+3-1,14+4-1)=(5,5)

(z,y) = (24+3-2,1+4-2) = (8,9)

b) Basta determinar t de modo que (243 -¢,1+4-t) = (11,13)

24+3-t=11
1+4-t=13

Logo, t = 3, pois ambas as equagoes acima admitem esta solucao.

c) Para que a particula passe pelo ponto @ = (5,6) é necessario que para algum valor de ¢ se tenha
(243-t,1+4-t)=(5,6)

0 que nao ocorre, pois as equagoes

2+3-t=5
1+4-t=6

sao incompativeis, isto €, nao admitem solugao comum.
d) A equacao

(z,y) =(2+3-t,1+4-1)

é equivalente a

r=24+3-1
y=1+4-t

Que sdo equagoes paramétricas da reta paralela ao vetor v = (3,4) e que contém o ponto
A = (2,1). Logo, esta reta r é a trajetéria da particula.
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Reta 'r

<y

'2'10/'z'szsaag
]

Figura 3.2: Reta 7, passando pelo ponto A = (2,1) e na mesma dire¢ao do vetor v = (3,4).

3.3 Equacao cartesiana da reta
Das equagoes paramétricas para a equagao cartesiana da reta, na sua forma geral.

r=x9+ad -t
y=yo+b -1

Podemos eliminar o parametro ¢t destas equagoes efetuando as seguintes operagoes: multiplicando
a primeira equagao por 0’ e a segunda por a’, encontramos

Vx=0-z9+b-d-t (1)
ad-y=d-y+ad-b-t (2

Subtraindo (2) de (1), temos:

Vox—a -y=0b-x9—d -y

Atentai leitor amigo, o segundo membro desta equagao é constante.
Chamando esta constante de ¢/, obtemos a equacao,

Vox—ad-y=0b-xy—ad -y
—_— —

C/

b-x—ad-y=<c
que é chamada equacao cartesiana da reta r.
Equacao que pode ser reescrita com outros coeficientes; A , B e C.
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A-z+B-y=C

Relacionando as duas ultimas equagoes:

A=1
B=—-d
C=/(

Observacao 3.3.1. O vetor 77 = (A, B), formado pelos parametros A e B, é normal a
reta A-v+B-y=C.

Para confirmar, apresentamos o produto escalar entre o vetor diretor da reta v = (a’,V') e o
vetor normal 77 = (A, B), que deve resultar zero.

<#A>=d-A+V-B

Portanto, o vetor 7 = (A, B) é normal a reta de equagdo A -z + B -y = C; os vetores 7i e ¥/
sao ortogonais.

3.4 Equacao reduzida da reta
Das equacgoes paramétricas para a equacao cartesiana da reta, na sua forma geral.

r=x9+a -t
y=yo+b -t

Podemos eliminar o parametro ¢ destas equagoes efetuando as seguintes operagoes: multiplicando
a primeira equacao por b’ e a segunda por a’, encontramos

Vo=V a0+ -d-t (1)
a-y=d-y+ad-b-t (2

Subtraindo (2) de (1), temos:
V-x—a -y=0b-x9—d -y
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b -x—b0-x9g=d-y—d -y
V- (x—x0) =d - (y — o)

a - (y—yo) =V (x— o)
/

y—yozz,'(x—ﬂﬁo)

Considerando que,

b/

a/

Yy —yo=m-(z— )

=tanfd =m

Esta equagdo representa um conjunto de infinitas retas que passam por (xg, %), contidas no plano
cartesiano. S6 nao pertence a esse conjunto a reta x = x(, vertical com o eixo x, que nao tem
coeficiente angular. Portanto, a equagao completa do feixe é:

y—yo=m-(r—1xzp) ou T =m

o .
: Reta vertical :
3 | X = 3

SB7ZBE NG

-1

Figura 3.3: Feixe de retas concorrentes no ponto P = (3,2).

Exemplo 3.4.1. Feixe de retas passando pelo ponto P = (3,2), definidas pela equacdo:
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y—2=m-(z—3).

Devemos adicionar ao feixe a reta vertical x = 3, nao definida pela expressao anterior.

Apés algum algebrismo, chega-se a equacao cartesiana da reta na forma reduzida,
Yy—yo=m-x—m-x

y=m-x+yo—m- g
[
q

y=m-xr+gq

3.5 Sistemas de equacoes lineares

Fica acordado que, ao escrevermos a equacdo de uma reta ax + by = ¢ , a? + b? # 0. Isto é, os
coeficientes a e b nao sao simultaneamente nulos.

Uma solucao do sistema linear

wmr +by=c (1)
as® + by = o (2)

¢ um par (r,y) € R? cujas coordenadas z e y satisfazem as duas equagoes. O sistema se diz
determinado, impossivel ou indeterminado quando admite uma unica solu¢ao, nenhuma solugao
ou infinitas solugoes respectivamente. Cada equacao do sistema tem como solugoes as coordenadas
(z,y) dos pontos de uma reta, de modo que o sistema é determinado, impossivel ou indeterminado,
conforme as retas r; e ry, representadas pelas duas equagoes, sejam concorrentes, sejam paralelas
ou sejam coincidentes respectivamente. Sao trés as possibilidades:

(i) O sistema possui solugio unica.

Nesse caso, as duas retas se intersectam num tunico ponto. Isto ocorre se as retas possuirem
inclinagoes distintas ou, em outras palavras, se os coeficientes de x e y nao forem proporcionais.

a by
a2 by
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(ii) O sistema nao possui solugao.

Nesse caso, as duas retas sao paralelas e distintas. Isto ocorre se as retas possuirem a mesma
inclinacao, mas cruzarem o eixo y em ponto distintos.

ay by &
a2 by C2

(iii) O sistema possui infinitas solugGes.

Nesse caso, as duas retas coincidem. Isto ocorre se as retas possuirem a mesma inclinacao e cru-

zarem o €ixo y no mesmo ponto ou, em outras palavras, se os coeficientes e os termos constantes

. . ar by C1
forem proporcionais. — = — = —
a2 by C2

3.6 Paralelismo e perpendicularismo entre retas

As retas, como vimos, podem ser apresentadas de diferentes maneiras. O estudo do parale-
lismo ou perpendicularismo entre retas fica muito simples quando consideramos as retas na forma
reduzida.
y=m-z+q

Condigao de paralelismo Dadas duas retas r e r’ distintas, na forma reduzida

y=m-z+q
y=m'-z+¢

Serao paralelas se, e somente se, m = m’. Condig¢ao de perpendicularismo
Dadas duas retas r e r' distintas, na forma reduzida

y=m-xr+4q
y=m'-z+¢
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Figura 3.4: Duas retas perpendiculares quaisquer: 7 e 7’.

Considere duas outras retas, respectivamente paralelas a r e r’ e passando pela origem,

y=m-x
y=m'-x

Reta , \ Reta :
y=m.zx \\ 4 y=m.zx
\ \
\
0} \ X
\
\
\
\
\
\
B \

Figura 3.5: Duas retas paralelas a r e v, passando pela origem do sistema de coordenadas.
E possivel identificar dois pontos interessantes nessas retas,

= (L,m)
— (1,m)
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Se O é a origem do sistema de coordenadas, dois vetores podem visualizados: O—/Zl e @
OA = A = (1,m)
OB = B = (1,m))

—
Da condicao de perpendicularismo, o produto escalar dos vetores OA e O? deve resultar
Zero.

<(7>4,0? >=1-14m-m'=0

Portanto,

m-m' = —1

Assim, encontramos uma justificativa elegante para um resultado conhecido.

Exemplo 3.6.1 (FGV/99). No plano cartesiano, considere a reta (r) de equagao 2z —y + 3 = 0.
Seja (t) a reta perpendicular a (r), passando pelo ponto P = (—1,5).

a) Obter o ponto de intersec¢ao da reta (t) com o eixo das abscissas.

b) Qual o ponto da reta () mais préximo de P?

Figura 3.6: Retas r e t, desenhadas no plano cartesiano.
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Resolugao:

a) Considerando que a reta (t) é perpendicular a reta (r), temos:

my-m, = —1

A equagao da reta (r), ao ser colocada na forma reduzida, fornece a sua declividade:
20 —y+3=0

y=2x+3

Assim,

m, = 2

e da relacao de perpendicularismo,

my-m, = —1

Agora vamos determinar a equagao da reta (t), considerando que passa pelo ponto P = (—1,5) e

1
tem declividade m; = —5

1
y—5b=—--(z+1)

2
Para simplificar, vamos multiplicar os dois lados por —2,
—2y+10=2+1
Assim, a reta (t) tem a seguinte equagao (na forma cartesiana):
r+2y=9
Para se obter a intersec¢ao de (t) com o eixo das abscissas, fazemos y = 0:
r=9.

Portanto, a intersec¢ao pedida é (9,0).

b) O ponto de (r) mais proximo de P é o pé (M) da perpendicular tragada por P a reta (r).
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Ou seja, o ponto M é a intersecgao da reta (t) com a reta (r).

Para obter M, basta resolver o sistema com as equacoes de r e t.

{y:2x+3 (r)
r+2y=9 (t)

Por simples substituicao,

r+2-20+3)=9

r+4r+6=9
Sr =3

3
T ==

5
y=2x+3

3 21

=2.-—-4+3=—
Y 5T°T 3

3 21
portanto, o ponto pedido tem as seguintes coordenadas: M = (5, 5)

3.7 Desigualdades Lineares

Como nao podemos reinventar a roda, esta segao foi fortemente inspirada em LIMA[7].
Dada uma reta, contida em um plano I, ela o decompoe em duas regioes denominadas semiplanos.
Por exemplo, uma reta r representada pela equacao ax + by = ¢, determina dois semiplanos: H~ e
H™". O semiplano H~ fica perfeitamente caracterizado pela desigualdade ax + by < ¢ e, de modo
semelhante, o semiplano H* pela desigualdade ax + by > c.
Assim,

H™ ={(z,y) € R?lax + by < ¢}

H* ={(x,y) € R*|az + by > c}
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Agora um problema pratico:

Problema 3.7.1. Como identificar os semiplanos az+by < c e ar+by > ¢, que foram determinados
pela reta r de equacao: ax + by = ¢?

Y
r:ar+by=c
. 4 e
Semiplano H 7
ax +by>c -7
-~
/‘/'A/ ,/'/
Semiplano [H™ e -7
R .
ax + by < g el
P /-/‘
A/'/ /4'/‘
/,/ o
/'/
s N = (a,b)
v
-
~ -
P g PR - \ X
- i
-~
~
~

Figura 3.7: Semiplanos H* e H~, determinados por uma reta.

Considerando a funcao ¢ : R? — R, definida por ¢(x,y) = ax + by, a reta ax + by = ¢ ¢
a linha de nivel ¢ da fungao ¢. Como ¢(0,0) = 0, a origem estd no nivel zero de . Agora,
como p(a,b) = a®+b* > 0, o ponto N = (a,b) estd no nivel positivo ¢ = a® + b?. Logo, quando
percorremos a reta ON, no sentido de O para N, os niveis ¢ das retas ax + by = ¢ vao crescendo.
Em outras palavras, os valores de ¢ aumentam no sentido do vetor normal 7 = N = (a,b). Isto
nos permite distinguir os semiplanos H~ e H™.

Analisamos agora as solugoes de um sistema de desigualdades lineares. Antes de continuar, um
lembrete: sempre é possivel escrever qualquer desigualdade linear sob a forma ax + by < ¢, multi-
plicando - se for preciso - ambos os membros por —1.

a1x + by < ¢
asx + bay < co
asr + b3y < c3

anx + by < cp

Uma solugao do sistema de desigualdades lineares apresentado é o ponto P = (x,y) cujas co-
ordenadas (z,y) satisfazem todas as desigualdades do sistema. Isto equivale a dizer que o ponto
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P pertence a todos os semiplanos H,, Hy, Hs, ..., H,, definidos por essas desigualdades. Assim, o
conjunto das solugoes do sistema acima ¢ a interseccao Hy N Ho N Hy ... N H, desses semiplanos.

Os sistemas de desigualdades lineares aparecem nos problemas de maximiza¢ao ou minimizacao de
fungoes lineares, isto é, do tipo ¢(z,y) = ax + by. Nesses problemas, conhecidos como problemas
de Programacao Linear, as variaveis x e y ficam sujeitas a um conjunto de restri¢oes, expressas na
forma de um sistema de desigualdades lineares.

Num problema de Programacao Linear tem-se um sistema de desigualdades lineares

mzr+ by <
asx + by < co
azr + b3y < c3

anZ + by < cp

Os pontos P = (z,y) que sao solugbes deste sistema chamam-se pontos vidveis. FEles formam
um conjunto convexo V C R?, o conjunto de viabilidade. Dada uma funcdo linear ¢ : R? — R,
o(x,y) = ax + by ; devemos encontrar entre os pontos P = (z,y) € V, aquele (ou aqueles) para
os quais o valor de ¢(x,y) = ax + by é o maior ou menor possivel. Sabemos que as linhas de nivel
da fungdo ¢(x,y) = ax + by sdo retas perpendiculares ao vetor normal 7 = N = (a,b), isto é,
em todos os pontos de uma dessas retas a fungdo ¢ assume um valor constante. Além disso, os
valores da fungao ¢ crescem no sentido do vetor normal 7 = N = (a,b). Disto resulta uma ob-
servagao relevante: O wvalor mazimo (ou minimo) de ¢ no conjunto V- dos pontos vidveis nao pode
ser atingido num ponto do interior de V'; tem de ser localizado no bordo de V. Por exemplo, se
I = (z0,y0) é um ponto do interior de V entdo a linha de nivel que passa por I pode ser deslocada
e nos dar pontos de V' nos quais a fungio ¢ assume valores maiores do que (g, yo), se percorrido
o sentido do vetor normal 7 = N = (a,b). O bordo de V' é formado por segmentos de reta (ou
duas semiretas), que chamamos lados de V. Assim, o valor méximo (ou minimo) de ¢ ¢é atingido
num dos vértices ou em todos os pontos de um dos lados de V' (caso este excepcional, em que esse
lado esta contido numa linha de nivel de ¢). Portanto, o maximo ou minimo é atingido num dos
vértices do poligono de viabilidade
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Exemplo 3.7.2 (DANTEI3],p.167). Um comerciante vende dois tipos de artigo, A e B. Na venda
do artigo A tem um lucro de 20 por unidade, e na venda do artigo B um lucro de 30 por unidade.
Em seu depésito s6 cabem 100 artigos e sabe-se que por compromissos ja assumidos ele vendera
pelo menos 15 artigos do tipo A e 25 do tipo B. O distribuidor pode entregar ao comerciante,
no maximo, 60 artigos do tipo A e 50 artigos do tipo B. Quantos artigos de cada tipo deverd
o comerciante encomendar ao distribuidor para que, supondo que venda todos, obtenha o lucro
maximo?

Resolucao:

Seja x o ntumero de artigos do tipo A, e y o ntmero de artigos do tipo B que devem ser en-
comendados.

1. Fungao-objetivo:

Se para cada artigo do tipo A que vende tem um lucro de 20 e para cada artigo do tipo B
tem um lucro de 30, o lucro total é dado pela fungao-objetivo

L = 20z + 30y
2. Restricoes:

a) cabem no maximo 100 artigos no depoéstio: =+ y < 100

b) serao vendidos pelo menos 15 artigos do tipo A: x > 15

)
)

c¢) serao vendidos pelo menos 25 artigos do tipo B:  y > 25

d) o distribuidor pode entregar no maximo 60 artigos do tipo A: x < 60
)

e) o distribuidor pode entregar no maximo 50 artigos do tipo B: y < 50
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3. Grdfico:

100%

Y
Funcgao
Objetivo ~ 87

-40 20 o /]o
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|
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Figura 3.8: Poligono de solucoes.
As restricoes dao origem ao poligono convexo limitado pelas retas:
r+y=100, z =15, y=25, =060, ¢ gy =>50.
As coordenadas dos vértices do poligono sao encontradas com facilidade, basta resolver os pa-
res de equagdes correspondentes aos lados que determinam o vértice. Assim, as coordenadas sao

A= (15,25), B=(15,50), C = (50,50), D = (60,40) e FE = (60,25).

Da-se, portanto, o nome de poligono de soluc¢oes ao conjunto de interseccoes de todas as retas, que
representam as restrigoes, com o plano geométrico.

4. Valor da Fungdo-objetivo nos vértices

Vértice Valor de L = 20x + 30y
A= (15,25) | 20 - 15+ 30 - 25 = 1050 < minimo
B = (15,50) | 20 - 15+ 30 - 50 = 1800
C' = (50,50) | 20-50 + 30 - 50 = 2500 <+ méaximo
D = (60,40) | 20 - 60 + 30 - 40 = 2400
E = (60,25) | 2060 + 30 - 25 = 1950
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5.Conclusao:

Concluimos que a solugdo étima, que corresponde ao valor maximo de Lucro L, é C' = (50,50) e
o lucro maximo é 2500.

6. Resposta:

O comerciante, para obter lucro maximo nas condi¢oes do problema, devera encomendar 50 artigos
do tipo A e 50 artigos do tipo B. Com isso, vendendo todos, tera lucro de 2500.

Exemplo 3.7.3 (DANTE[3],p.169). Uma empresa comercial tem 40 unidades de mercadoria no
depdsito Dy e 50 unidades no depésito Ds. Ela deve enviar 30 unidades ao cliente A e 40 ao cli-
ente B. Os gastos de transporte por unidade de mercadoria estdao indicados na tabela abaixo. De
que maneira essas mercadorias devem ser enviadas para que o gasto com o transporte seja minimo?

Depésitos | Cliente A | Cliente B
Dy 10 14
D, 12 15

Resolucao:

Seja x a quantidade que a empresa deve enviar ao cliente A do depdsito Dy, e y a quantidade
que deve enviar ao cliente B do mesmo depdsito D;. Assim, (30 — ) serd a quantidade que deve
enviar a A do dep6sito Dy e (40 — y) a que deve enviar a B do depédsito Ds.

Resolucao:

1. Fungao-objetivo:

O gasto G do transporte serd dado por:

G = 10x + 14y + 12(30 — x) + 15(40 — y) = 960 — 2z — y

G=960—-2x —vy

Nosso objetivo é minimizar a funcao G.
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2. Restricoes:

| \/

a y >0 (sdo unidades de mercadoria)

) ©

b) © <30ey <40

¢) z+y <40 (em D; ha somente 40 unidades)
)

d) (30 —x) + (40 — y) < 50 (ou, de forma equivalente, x + y > 20, pois em Dy h& somente 50
unidades)

3. Grdfico:

Figura 3.9: Poligono de solugoes.
As restri¢oes dao origem ao poligono convexo limitado pelas retas:
r=0, y=0, x=30, y=40, v+y =20, v+y =40

As coordenadas dos vértices do poligono sao encontradas com facilidade, basta resolver os pa-

res de equagoes correspondentes aos lados que determinam o vértice. Assim, as coordenadas sao
A =(0,20), B=(0,40), C' =(30,10), D =(30,0) e FE =(20,0).
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4. Valor da Fungdao-objetivo nos vértices:

Vértice Valor do gasto G = 960 — 2z — y

A=1(0,20) |960—2-0—20 =940 < maximo
(0,40) | 960 —2-0 — 40 = 920

(30,10) | 960 — 2 - 30 — 10 = 890 < minimo
= (30,0) | 960 —2-30—0 =900

=(20,0) | 960 —2-20—0 =920

5.Conclusao:

A solugao 6tima do problema é dada pelo vértice C' = (30, 10).
Assim, 30 —xz=0e 40 —y =30

6. Resposta:

O gasto minimo serd obtido enviando 30 unidades de mercadoria de D; a A, 10 unidades de
D; a B, 30 unidades de D, a B e nenhuma de D, a A.

3.8 Angulo entre retas

Definigao 3.8.1. O angulo 6 = /(ry,73) entre duas retas r; e ry se define da seguinte maneira:

i) se ry e ry sdo coincidentes ou paralelas, § = /(ry,13) =0

ii) se as retas sdo concorrentes, isto é, r1Nry = {P}, 0 = /(r1,72) é 0 menor dos dngulos positivos
determinados pelas retas.

Sejam U1 e U3 vetores paralelos as retas concorrentes 1 e 1o , respectivamente. Considerando
_ e = — — ~
que /(ry,re) = L(v{,v3) ounm — /(vf, v3), entao:
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Figura 3.10: Angulos entre duas retas concorrentes.

— —>)|_ |< U_1>7U_2>>|

T
8: / - / = == 9< —
cos cos/(ry,re) = | cos/(vy, v3 GG 0<f< 5

Exemplo 3.8.2 (WAGNER([17]). Dois lados de um paralelogramo medem 2 cm e 3 c¢cm e fazem
entre si um angulo de 60°. Qual é a medida do angulo formado pelas diagonais?

Resolucao:

Seja o paralelogramo ABC D, representado em sistema de coordenadas conveniente:

Figura 3.11: Angulo formado pelas diagonais do paralelogramo.

De AB =3, AD = BC =2 e /DAB = 60° obtemos as coordenadas dos vértices do
paralelogramo para o sistema de coordenadas adotado, isto é:
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A=(0,0), B=(3,0), C=(4,vV3) e D=(1,V3)

Apos a determinagao dos vetores 1@ e lﬁ , determina-se o cosseno do angulo procurado.
T =AC =C— A= (4,V3) - (0,0) = (4,/3)

T =DB=B-D=(30)—(1,v3) = (2,—V3)

< U, v >
cosf = ITT——
][ |||
0 8—3
COs
V19 -7
0 5
CoOSU = ———
V133
0 = 64,31°

3.9 Distancia de um ponto a uma reta

A distdncia do ponto P = (xg,yo) & reta r, de equagdo ax + by = ¢, é definida como sendo
a distancia de P = (zo,%) a A, onde A = (x1,y1) é o pé da perpendicular baixada de P a r.
Indicando por d(P,r) a distancia de P a r, temos:

A

AN
N P= (20, 90) Reta r

Figura 3.12: Distancia do ponto P a reta r.
—
d(P,r) = |[PA]
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— . ~ N H — A
Como o vetor 7 = (a,b) tem a dire¢do normal a reta r, os vetores PA e 1 = (a,b) tém a mesma
direcao. Logo, existe um numero real ¢ tal que

PA=t-(a,b)

portanto,

A(P,r) = |[PA||= ||t - (a,)]

d(P,r) = [[PA||= |t]-]|(a. b)

d(P,r) = |PA|= |t V& T I

Desta forma, d(P,r) estard determinada quando conhecermos t.
PA=1t-(a,b)

A—P=t-(a,b)

(z1,91) — (w0, 40) =t - (a,b)

(21 — 20,91 — Yo) = (at, bt)

ry—xo=at e y, —1yy=>0t

ry=x0+at e Yy =yo+ bt

Como A = (x1,y;) pertence a reta r, deve valer
a-(e2) +b- () =c
a-(xo+at)+b-(yo+bt)=c
a-zo+t-a’+b-y+t-b*=c
(@®>+b*)-t=c—axg—b-y

Donde

t_c—a~x0—b~y0
N a? + b?
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Assim,
—
d(P,r) = ||PA||= |t|-va? + b2
d(P,r) = |t|-Va? + b2
d(P,T’):|C_a/.xO_b.y0|‘ /a2_|_1)2

a? 4+ b2

Logo,

N la - zo+b-yo— |
d(P,r) = N

Exemplo 3.9.1 (WAGNER]17]). Considere o quadrado ABC'D, com lado medindo 10 cm. Sendo
M o ponto médio de BC, trace DP perpendicular a AM. Qual é a medida do segmento DP?

Resolugao: Trata-se de um problema de Geometria Plana (GP), que serd resolvido com as fer-
ramentas da Geometria Analitica (GA). Podemos - por conveniéncia - escolher um sistema de
coordenadas com o eixo X passando por AB e com o eixo Y passando por AD, conforme mostra
a Figura 3.13:

\

X

\
D} C

10

\
\
\
8 \
\
\
\
6 \
\
\
\ M
2 \
\
\
2
\
P\
\
0 \
2 2 4 \ 1 12 14

1 0 \ 6 8 °RB X

Figura 3.13: Representacao no plano cartesiano dos dados do problema.
Da Figura 3.13, temos: A = (0,0), B = (10,0), C =(10,10), D =(0,10) e M = (10,5).

A equacao da reta AM é x — 2y = 0 e a medida do segmento DP ¢ a distancia do ponto D a
reta AM.
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Da teoria, sabemos que a distancia de um ponto (g, yo) a reta ax + by = ¢ é dada pela férmula:

d— lazo + byo — ¢
Assim,
SOz a0 2

12 4 (—2)2 e
Portanto, DP = 4 - /5 cm.

3.10 Area de tridngulo

Considere um tridngulo A; A; A3 do qual o vértice Az = (0,0) é a origem. Sejam Ay = (x1,y;)
e Ay = (x2,92). Sem perda de generalidade, podemos supor que o lado A; A3 nao é vertical, isto é,
que x # 0.

Ay

As \ X

Figura 3.14: A altura ¢é a distancia do vértice a base.
Vamos considerar o lado A; A3 como base do triangulo. Desta forma, a distancia de Ay até a
reta A1 Az é a sua altura. Como a equacao da reta A;As é:

U
Ty

) R
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v —x1y =10

Para a area do tridngulo A; A3 A3 temos:

p 1 Ty — T
Area do AA 1 AyAs = — - /22 + 43 - —’yl 2 192
2 Y7 + (—21)?
P 1
Area do AAlAQAS = 5 : |[L’1y2 — $2y1|
No caso geral, temos um tridngulo A;A;A; onde os vértices A1 = (x1,11), As = (22,92) e
As = (w3,y3) sdo pontos quaisquer. A partir da origem O tragamos os segmentos orientados

— —
OP e OQ), respectivamente equipolentes a AzA; e A3zAs, logo P = (aq, /1) e @ = (g, 52) , com
ap =11 — 3, f1 = Y1 — Y3, Qo = Ty — T3, B2 = Yo — Y3

Ay

Az

Figura 3.15: Uma translacao leva o tridngulo A; As A3 para a posi¢ao PQO.

Dada a congruéncia entre os tridngulos A; AsAz e PQO, temos mesma area:

. 1
Area do AA1A2A3 = area do APQO = 5 . |04162 - 04261’

Ou seja:

. 1

Area do AA;Ax Az = 5 [(z1 —23) - (v2 — y3) — (x2 — 23) - (11 — ¥3)]
Por fim, apés efetuar as multiplicagoes:

5



. 1
Area do AA;Ax Az = 3 [T1Y2 + Toys + T3y1 — (Tay1 + T3Y2 + T1Y3)]
Apesar da aparéncia assustadora dessa expressao, podemos escrevé-la da seguinte maneira:

Ty T2 T3z X3

Area do AA; A A5 =
o Y2 Ys W1

1
2
e estabelecer um algoritmo para a determinagao da area de um triangulo. Lembrando que, al-
goritmo é um procedimento passo a passo que produz uma resposta para um problema.

Algoritmo para determinacao da area de um triangulo:
Devemos somar os produtos dos niimero ao longo de cada uma das diagonais inclinadas para a
direita e subtrair a soma dos produtos dos niimeros ao longo de cada uma das diagonais inclinadas

para a esquerda. A area sera a metade do valor absoluto deste resultado.

Exemplo 3.10.1 (NERY[9]). Os catetos de um triangulo ABC', retangulo em A, medem AB = 10
cm e AC' =15 cm. Se AD ¢ bissetriz do angulo A, calcule as areas dos triangulos ABD e ACD.

Resolugao:

Vamos colocar o tridngulo ABC' encaixado no 1° quadrante do plano cartesiano, de modo que
o vértice A coincida com a origem. Assim, temos: A = (0,0), B =(0,10) e C = (15,0).

Figura 3.16: Triangulo retangulo, adequadamente encaixado no 1° quadrante.
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A reta AD tem equagao y = x, pois passa pelo ponto (0,0) e tem coeficiente angular

m = tan 45° = 1. A reta BC tem equagao 1—5 + g = 1, pois determina nos eixos X e Y seg-
mentos de medidas 15 e 10 respectivamente. O ponto D, pé da bissetriz AD na hipotenusa BC,

que ¢ a intersecgao dessas duas retas, pode ser obtido resolvendo-se o sistema formado pelas suas
respectivas equacoes:

)

A
15 + 10

Sendo D = (6,6) sua solugao.

O triangulo AC'D tem vértices A = (0,0) C = (15,00 e D = (6,6) e o tridngulo ABD
tem vértices A = (0,0), B =(0,10) e = (6,6). Logo as areas so:

. 1 |10 15 6 0

AreadoAACD—2-|0 0 6 0‘

p 1
AreadoAACDzi-|(0-0—|—15~6—|—6-0)—(0~15+0-6+6'0)\

Area do AACD = 45 c¢m?

. 1 170 0 6 0

AreadoAABD_2~|0 10 6 O‘

p 1
AreadoAABD:5-|(0-10+0-6+6-0)—(0-0+10-6+6-0)|

Area do AABD = 30 cm?

3.11 Area de um poligono

Nosso objetivo nessa se¢ao é encontrar, conforme VICTOR[16], uma férmula simples para a
determinacao da area de um poligono.
Consideremos - inicialmente - um poligono convexo de vértices consecutivos Ay, As, As, ..., A, or-
denados no sentido anti-horario e seja I = (g, yo) um ponto qualquer no seu interior.
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As = (25,5)

Figura 3.17: Poligono convexo qualquer.

Dividimos o poligono em n tridngulos, cada um deles tendo I como um de seus vértices. Podemos
aplicar a féormula da area do tridangulo para obter a seguinte expressao para o dobro da area do
poligono:

24 — To T1 T2 To Ty T2 T3 Xo To T3 T4 To
Yo Y1 Y2 Yo Yo Y2 Y3 Yo Yo Y3 Ya Yo
Tog Tp T1 T

ot 0 1 0
Y YUn Y1 Yo

Expandindo, obtemos:

(Zoy1 + 1y + Tayo) — (¥1Yo + T2y + Toy2)

+(oy2 + T2ys + T3Y0) — (T2yo + T3y2 + Toys)

+(2oys + 3ya + Tayo) — (¥3Yo + Tays + Toya)

+(@oYn + Ty + 1%0) — (TnYo + T1Y5 + Toy1)

Apo0s cancelar os termos semelhantes, obtemos:

24 = (212 + Tays + - + T + Tay1) — (T2y1 + T3Yo + oo+ TnYpo1 + T1Yn)

que pode ser escrito como:

24 — r1T T2 T3 ... Tp X1
Yy Y2 Ys - Yn N
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Area do poligono convexo:

xr1 X9 X3 ... Tp T

1
A==
219 Y2 Ys o Yn Y1

Observe que essa expressao independe do ponto I, escolhido como vértice comum de todos os
triangulos.

Exemplo 3.11.1 (FGV/97). No plano cartesiano:

a) Representar graficamente os pontos (z,y) que satisfazem a relacao:
x4+ 2y < 6.

b) Achar a area do poligono determinado pelas relagoes simultaneas:

x—y>0
20 +y <18
r <8
y=>0

Resolucao:

a) A reta x4+ 2y = 6 decompde o plano em duas regioes denominadas semiplanos. A regiao a qual
pertencem os pontos (x,y) que satisfazem a relagao = + 2y < 6 é o semiplano de origem nessa
reta e que contém o ponto O = (0,0).

Semiplano
r+2y>6

Semiplano
1 z+2y<6

Figura 3.18: Semiplanos determinados pela reta.
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b) De maneira andloga a anterior, podemos concluir que:
o A desigualdade x —y > 0 determina no plano cartesiano, um semiplano de origem na reta
x —y =0 e que contém o ponto (2,0).
o A desigualdade 2z + y < 18 determina no plano cartesiano, um semiplano de origem na
reta 2o + y = 18 e que contém o ponto (0, 0).
o A desigualdade x < 8 determina no plano cartesiano, um semiplano de origem na reta
x = 8 e que contém o ponto (0,0).

e A desigualdade y > 0 determina no plano cartesiano, um semiplano de origem no eixo
y = 0 e que contém o ponto (0, 2).

Na figura que se segue, determinamos a interseccao das 4 regioes anteriores. Isto é, os pontos
do poligono convexo OABC satisfazem a todas as desigualdades.

8 ‘\ r
7/
Y VAL
s |
6_
|
|
4 |
|
B
2_
\
0 \
6 4 -2 /o 2 4 6 $ 10 12 14
/ C \
0 P x
_2_
, [ \
7/ | \
7/
7 4 : \\

Figura 3.19: Poligono de solucgoes, a interseccao dos 4 semiplanos apresentados.

Considerando os pontos O = (0,0), A = (6,6), B = (8,2), C' = (8,0), é possivel determinar a
area do poligono de solugdoes OABC. Isto é:

) , 1 ]06 880

Area do Poligono OABC’—2-| 06 2 0 O|

p 1
AreadoPoligonoOABC’zi-](0~6+6~2+8~0+8-O)—(0~6+6-8+2~8+O-0)|
. 1

Area do Poligono OABC = 5 |—52|= 26
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Capitulo 4

O Circulo

4.1 Introducao

A roda parece ter sido inventada, ha cerca de 6000 anos, na Mesopotamia. Foi uma invenc¢ao
de importancia extraordinaria, nao s6 porque promoveu uma revolu¢ao no campo dos transportes
e da comunicagao, mas também porque a roda, com diferentes modificagoes, passou a fazer parte
de numerosos mecanismos e contribuiu para um incrivel impulso ao progresso humano.

Por tudo isso, o estudo do circulo ocupa um lugar de destaque na Geometria Euclidiana e na
Geometria Analitica.

4.2 Lugar Geométrico

Definicao 4.2.1. Lugar geométrico é a linha de uma trajetoria, ao longo da qual se move um
ponto para satisfazer algumas condi¢oes dadas.

Observacao 4.2.2. Um lugar geométrico geralmente ¢ uma curva, mas pode nao ser.

4.3 A equacao reduzida do circulo

Defini¢ao 4.3.1. O Circulo £=(C,r) é o lugar geométrico de um ponto que se movimenta no
plano, mantendo sempre a mesma distancia r > 0 de um ponto fixo C, chamado centro.

Considere o circulo E=(C,r) de centro C' = (a,b) e raio r. Um ponto P = (x,y) pertence a
E= (C,r) se, e somente se, a distancia d(C, P) é igual ao raio r.
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Figura 4.1: Circulo £=(C,r) de centro C' = (a,b) e raio r.

d(C, P) = ||CP||=r
CP=P—C=(z,y)— (a,b)
ﬁzP—C:(x—a,y—b)

d(C., P) = ||CP||=r

d(C,P)=\/(z — a2+ (y - b2 =7
ou seja,

(=0 + (y = b =1

Denominada equag¢do reduzida do circulo.
Assim, a condi¢ao necesséria e suficiente para um ponto (x,y) pertenga ao circulo de centro (a,b)

e raio r é que (z,y) satisfaga a equagao:

(@ =af +(y =) =1
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Exemplo 4.3.2 (NERY[9]). Calcule a area do tridngulo ADFE, retangulo em FE, inscrito num
trapézio retangulo ABC'D, com AB = 10 cm, AD = 30 cm e C'D = 20 cm, conforme figura anexa:

T T
35 40

Figura 4.2: Triangulo Retangulo, conforme enunciado do problema.

Encaixamos o trapézio ABC' D no primeiro quadrante do plano cartesiano, fazendo os lados AD

e AB ficarem contidos, respectivamente, nos eixos X e Y. Como a reta BC' tem coeficiente angular
— 20—10 1 1
m=4C"YE _ =3 e coeficiente linear 10, sua equacao reduzida é y = §~x+10. O circulo

zc—xp  20—0
de didmetro AD, com centro M = (15,0), passa pelo ponto E e tem equacao: (r— 15)% +1y? = 152,

O Ponto F é dado pela solu¢ao do sistema:

1
Yy = §.x—|—10
(x —15)? + y? = 15?

ou seja, £ = (6,12) ou FE = FE' = (15,15).

Considerando que existem duas possibilidades para o ponto F, doravante chamadas de E e E’;
duas areas distintas sao possiveis, uma para o AADE e outra para o AADE'.

. 1 [0 30 6 0
AreadoAADE_§~|0 0 12 0‘
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) 1
Area do AADE = _-[(0-0+30-12+6-0) — (030 + 06+ 12-0)|

Area do AADE = 180 cm?

. 1 10 30 15 0
P .
AlreadoAADE—2 |O 0 15 0|
p 1
AreadoAADE’:5-\(0-0—1—30&5—4—15-0)—(0-30+0-15+15~0)\

Area do AADE' = 225 cm?

4.4 A equacao normal do circulo

Desenvolvendo a equagao reduzida , obtemos:
(¢ —aft + (y— b2 =1
22 +1y? — 2ax — 2by + a® + b? = 1?
22 +y? —2ar — 20y +a?+ 0 —r?=0

Chamada equagdo normal do circulo.

Exemplo 4.4.1. Dados os pontos A = (=2,0) e B = (1,0), o ponto P = (x,y) é tal que sua
distancia ao ponto A é o dobro de sua distancia ao ponto B, ou seja, PA = 2- PB. Qual é a
trajetoria do ponto P? Em outras palavaras, qual é o lugar geométrico dos pontos que satisfazem
a propriedade PA =2 - PB?

Resolucao:

Considerando a relacao fornecida,

elevando ao quadrado ambos os lados, por simplicidade, temos:

PA’=4.PB’
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Assim,

(x+22+y2=4-[(z - 1)+

?+dr+4+y =4[22 — 22+ 1+ 97

22 +4x + 4+ =42 — 8x + 44 42

322 — 120+ 3y* =0

22 -4 +9y* =0

Equacao de um circulo na forma normal, transformada agora para a forma reduzida:
-4 +4+y*=0+4

Somamos o niimero 4 para completar o quadrado que faltava,assim:
(z—2)*+(y—0)* =22

Desta forma foi possivel identificar o lugar geométrico com clareza; trata-se do circulo de cen-
tro (2,0) e raio = 2.

Figura 4.3: Identificacdo do lugar geométrico.
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4.5 Reconhecimento do circulo

Partindo da equacao normal do circulo,
22 +y? —2ar — 20y +a?+ 0P —r?=0
percebemos, por simples inspecao, que a equacao do circulo pode ser expressa por:

>’ +y*+Dr+FEy+F=0,com D>+ E*—4F > 0,

-D —-FK

VD? + E? — 4F
27 2 '

2

sendo as coordenadas do centro ( ) eoraior =

4.6 Posicoes relativas entre reta e circulo

Da Geometria Plana:
Sabemos da Geometria Plana que uma reta r e um circulo £ podem estar em trés posigoes relativas,
a saber:

a) N & consiste de dois pontos: a reta r é dita secante ao circulo £.

b) r N & consiste de exatamente um ponto: a reta r é dita tangente ao circulo £. Neste caso, o
ponto de intersecgao é chamado de ponto de tangéncia de r com &.

c) rNE=¢ : aretar é dita exterior ao circulo £

Da Geometria Analitica:

A posicio relativa de uma reta r : axr + by = ¢ e um circulo € : (z — x9)* + (y — yo)? = 12 ¢
determinada pesquisando o niimero de solugoes do seguinte sistema:

(. —x0)* + (y —wo)* =717

Aplicando o método da substituicdo, a equacao do circulo se reduz a uma equacao do segundo
grau.

{ax+by:c

O discriminante A dessa equacao vai determinar o niimero de solugoes do sistema, isto é, a posicao
da reta em relacao ao circulo.

A > 0 & :aretar é dita secante ao circulo £.
A =0 < :aretar é dita tangente ao circulo £.

A <0<« :aretar é dita exterior ao circulo £.
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Exemplo 4.6.1 (Unicamp/97). Os ciclistas A e B partem do ponto P = (—1,1) no mesmo
instante e com velocidade de mddulos constantes. O ciclista A segue a trajetoria descrita pela
equacio 4y — 3x — 7 = 0 e o ciclista B, a trajetéria descrita pela equacio 22 +y? —6x — 8y = 0. As
trajetorias estao no mesmo plano e a unidade de medida de comprimento ¢ o Km. Pergunta-se:

a) Quais as coordenadas do ponto @) , distinto de P, onde havera cruzamento das duas trajetérias?

b) Se a velocidade do ciclista A for de 20 Km/h, qual devera ser a velocidade do ciclista B para
que cheguem no mesmo instante ao ponto )7

Resolugao:

Figura 4.4: Duas trajetérias: uma reta para o ciclista A e um circulo para o B.
a) Considerando a equagao da trajetéria do ciclista B: z% + y? — 6x — 8y = 0.
Completando os quadrados, temos:
22 —6x+9+y? —8Sy+16=25
(x=3)°+ (y—4)* =5
Assim, trata-se de um circulo de centro M = (3,4) e raio = 5.
A trajetoria do ciclista A é uma reta de equacao 4y — 3x — 7 = 0. Observa-se na figura , que

o centro M esta nessa reta, pois4-4—3-3—7=0.
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Como P = (—1,1) é um ponto comum as duas trajetérias, pois é o ponto de partida, o outro
ponto comum, que é o ponto () pedido, sera diametralmente oposto a P. Entao, se P(Q é didme-
tro, M é o ponto médio de P(Q). Assim:

rp+x
I‘M:ipz c
—1+IL‘Q
3= — ¢
2
6:—1+:1:Q
ZEQ—7
E também,
:?/P-HJQ
2
1
g 1Y
2
8=1+uyq
yQ=7.

Portanto, encontramos as coordenadas do ponto @ = (7,7).

b) Vamos determinar o tempo (t) que o ciclista A leva para chegar em (). A distancia per-
corrida é o produto da velocidade pelo tempo gasto em percorré-la.

WZ’UA-t
10=20-¢
h.

Assim, t =

N | —

Para chegar em ) no mesmo instante que o ciclista A, o ciclista B devera percorrer um nu-
mero impar de semicirculos de didmetro 10 Km durante meia hora.

27r-5_

5 5.

O comprimento de um semicirculo percorrido por B é:
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E para um nimero impar de semicirculos: 57 - (2k + 1), k € N.

Assim,
1
b - (2k + 1) =vp g
vp =107 (2k+ 1) Km/h, ke N.

Interpretando o resultado:
Se k=0, vg = 10m Km/h = 10- 3,14 Km/h = 31,4 Km/h.

Se k =1, vp = 10 - 3 Km/h = 30 - 3,14 Km/h = 94,2 Km/h. (velocidade considerada alta
para um ciclista)

Para os valores de k acima desses, obtemos velocidades absurdas para um ciclista.

Portanto: sua velocidade deverd ser vg = 10m Km/h

Observagao 4.6.2. Sempre é interessante, para um bom aprendizado, que professores e alunos
possam abordar problemas de Geometria de diversas formas: seja da forma sintética, analitica, ou
ainda na forma de uma construcdo com régua e compasso. Mostraremos a seguir um exemplo que
permite multiplas abordagens.

3R
Exemplo 4.6.3 (LIMA[8],p.48). Um circulo tem raio R e um ponto dista 5 de seu centro. Mos-

tre como se pode construir uma reta que passe por P, corte o circulo em A e B, de forma que
AP = BA.

Resolucao: Nossa opcao serd pela resolugao analitica, foco principal desta dissertagao.

3
Os dados do problema sao um circulo £ com raio R e um ponto P que dista <> do centro

deste circulo.

Por conveniéncia, vamos escolher um sistema de coordenadas onde a origem é o centro do cir-
culo £ e um dos eixos passa por P. E mais, temos a liberdade de escolher a escala de graduacao
dos eixos. Uma decisao simpificadora, escolher o raio de £ valendo duas unidades. Desta forma,
a distancia de P ao centro de £ sera de 3 unidades. O nosso problema fica entao posto de acordo
com a figura que se segue:
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Figura 4.5: Dados do problema

Deste modo, a equacdo do circulo £ é 22 + y* = 4 e devemos encontrar uma reta que passa
pelo ponto P = (3,0) satisfazendo a condi¢ao do problema.

A equagao da reta que contém o ponto P = (3,0) e tem inclinagdo m é dada por: y = m.(x — 3).

Ao resolver o sistema,encontramos as coordenadas (x,y) de intersec¢ao desta reta com o circulo:

{yzm-(x—i%)

Apos simples substituicao, temos:
2?4yt =4

2+ [m-(x—-3)?=4

> +m?- (x—-3)2=4

22 +m? (22 —6x+9) =4

(1+m?)z? —6m?z +9m? —4=0

A = (—6m?)? —4-(1+m?) - (Im* —4)
A =16 — 20m?

A=4-(4—5m?
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Assim, as raizes sao:

_ 3m?+ V4 —5m?

v 14+ m?
Ou seja,
3m? — V4 — 5bm?2 3m? + v4 — bm?
T = e T9 =
1+ m?2 1+ m?2

Os pontos comuns as duas figuras devem ser A e B com a condicdo que PA = AB

il
%
S

Figura 4.6: Do enunciado do problema, PA = AB

Contudo, se A deve ser ponto médio do segmento PB entao:

" _I1+3

T2

Isto é,

T1+3=2- 29

Logo,

3mz—\/4—5mQ+3_2 3m? + V4 — bm?
1+m?2 a 1+m?2

o que nos faz concluir que
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V4 —bm?2 =1
e por conseguinte

3
=4,/2
=2

Portanto, as retas que passam por P e cortam o circulo em dois pontos A e B tais que A é
médio do segmento PB tém equagoes

y=i¢§%x—©

Na figura que se segue, mostramos as duas retas:

Figura 4.7: Por simetria, duas retas sao possiveis.

Considerando que m? =

3m? — /4 — 5bm?2 3m? + /4 — bm?
e g

1+ m?2 2 1+ m2

3 . :
R e as relagoes abaixo,

I =

7
e T9 = —

T = 4

1
2

Agora, com as equagoes das retas
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y—i\/g(fv—i%)

encontramos as coordenadas dos pontos de intersec¢ao com o circulo:

(32

4" 4
(48
(1240
(149

Portanto, as distancias podem ser calculadas:

= 5
PA=,/-=1
s

5
B=4/-=1,58
2 Y

3 AB = 158 -7
y:—\f;(w:ﬂ) B i

e

_ OB
A PA=158 - :y:\[g-(xfiﬁ‘)

| s
|

Xo) 7 X

|
I
|
|
I
X1

Figura 4.8: Confirmando o calculo das distancias;software GeoGebra.
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Capitulo 5

As Conicas

5.1 Introducao

Nome geral dado aos trés tipos de curva que podem ser produzidas pela sec¢do de um cone a
medida que ele é fatiado por um corte reto em varios angulos. O estudo das conicas sob este ponto
de vista, como interseccao de um plano e de um cone, data do século IIT a.C. Com a mudanca no
angulo de corte, as seguintes curvas sao produzidas: circulos, elipses, parabolas e hipérboles.
Um esclarecimento inicial: o circulo é um caso especial de elipse, com eixos maior a e menor b com
medidas iguais (a = b).

5.2 Elipse

Definigao 5.2.1. A elipse é o lugar geométrico de um ponto que se movimenta de tal modo que
a soma de suas distancias a dois focos é constante. Para nos, FOCO é um ponto fixo usado no
desenho de qualquer uma das secgoes conicas.

Consideremos os pontos F' e F’ como focos da elipse e o ponto médio do segmento FF’ seu
centro.Vamos supor a elipse centrada na origem e disposta simetricamente em relagao a cada um
dos eixos de coordenadas, de forma que o eixo OX seja coincidente com OF".
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Figura 5.1: Elipse centrada na origem.
Sejam —c e ¢ > 0 as respectivas abscissas de F' e F’; agora considere PF + PF’ = 2a, onde

P = (x,y) é um ponto arbitrario da elipse.
Vamos estabelecer inicialmente que,

d=PF e d =PF (1)

e notando que

d=/(z+c)P+y?2 e d=\/(x—c)2+y*> (2)

a equacao da elipse,

d+d =2a (3)

assume a forma

Vat+oz+y2+/(w—c)2 +12 =20 (4)

Elevamos os dois lados da igualdade, para eliminar os radicais

(x+c)2~|—y2+(x—c)2+y2+2-\/(x+c)2—|—y2-\/(a:—c)2+y2:4a2 (5)

ou ainda, apods simplificagoes,

V@2 + @ 4 y? 4 2ex) - (22 + 2+ y? - 2ex) = 20> — (2 + S +42) (6)
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O radical desaparece com uma nova operacao de elevar ao quadrado:
(22 + & + ) —4c?2® = [2@2 —(*+ A+ y2)]2 (7)
isto é,
—4c*2? = da* — 4a® - (2° + E + o)
que equivale a
(a® — )a* + a*y* = a*(a* — &) (8)
2 _ 2

Naelipsea >c e b =a?—c2
Agora, ap6ds divisdo dos dois lados por a?b?, obtemos

72 2
St =10
Assim, provamos que se o ponto (z,y) pertence a elipse de semi-eixos a e b, disposta simetri-
camente em relacao aos dois eixos de coordenadas, entao (x,y) satisfaz a equacgao (9).
De acordo com AVILA[l], isso nao basta para provar que essa ¢ a equacdo da elipse. E preciso
demonstrar também a reciproca: se (z,y) satisfaz a equagao (9), entdo esse ponto pertence a elipse
de semi-eizos a e b, disposta simetricamente em relagcdio aos eirzos de coordenadas.

Para demonstrar a reciproca

Provamos que (3) = (9); agora é preciso provar a reciproca, que (9) = (3), para garantir que
essas equagoes sao equivalentes. Note que usamos duas vezes a operacao de elevar ao quadrado,
operacao esta que introduz novas solucdes na equagido. Por exemplo, z = 3 = z? = 9, mas
2?2 = 9 = o = £3, de sorte que ao elevar ao quadrado introduzimos a raiz x = —3. Logo, nao se
pode escrever a equivaléncia © = 3 < 22 = 9 . Contudo, isso serd verdade se a e b sdo nimeros
positivos. Colocando este resultado em destaque:

Sea>0eb>0entaoa=>b<a®> =0 (10)

Demonstrando a reciproca

Apés essas observagoes, vamos demonstrar que (9) < (3), o que engloba a reciproca (9) = (3).
Observe que as equagoes (3) e (4) sao idénticas, (4) sendo outra maneira de escrever (3). As
equagoes (4) e (5) sdo equivalentes porque ja sabemos que d e d’ sdo ntimeros positivos, quaisquer
que sejam os valores de z e y, d e d’ desempenham aqui os mesmos papéis que a e b desempenham
em (10). As equacoes (5) e (6) sdo equivalentes porque (6) resulta de (5) por simplificages todas
reversiveis. Vejamos agora a passagem de (6) a (7): os parénteses no radical de (6) sio d? e d'?,
positivos, e é também positivo o membro direito de (6), de forma que (6) e (7) sdo equivalentes
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pela mesma razao que prova a equivaléncia de (4) e (5). Finalmente, (9) resulta de (7) por trans-
formagoes todas elas reversiveis. Isso completa a demonstracao de que (3) e (9) sao equivalentes.

Equacao da Elipse - Forma alternativa

Considerando o aspecto didatico, apresento a seguir uma forma alternativa para obtenc¢ao da
equacao da Elipse. A figura de uma elipse nos dd a impressao de um circulo achatado. Esta
impressao é correta, num sentido bem preciso. A elipse é a curva que se obtém quando reduzimos

(ou ampliamos) na mesma proporgao todas as cordas perpendiculares a um didmetro dado. Vamos

2 2
- : . - , Y
mostrar que a equagao da elipse de centro na origem e com os semieixos a e b ¢ — + - = 1.
a

b2

I
1Circulo :

Y | .
2 2 2
Tty =a
|
a Ty
//’—_\43 ¥)

FElipse :

Figura 5.2: Elipse como circulo achatado.

De fato, se os pontos (z,3’) de um circulo de centro na origem e raio a satisfazem a equagao

x? + y'2 = a?, os pontos (z,y) da elipse obtida reduzindo todas as ordenadas na proporcao de a

a a
para b (a > b > 0) séotaisqueg:g,ouseja,y’:y-g.
)
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Substituindo esse valor de ¥’ na equacdo do circulo 22 + y'>

de onde resulta:

(L’Q y2

— + == =1, que é a equacao da elipse.

a? b2

a2
= a? , obtemos 22 + <yb> = a?,

Exemplo 5.2.2 (FGV/98). Uma elipse tem centro na origem, eixo maior medindo 12, contido no
eixo das abscissas e distancia do centro a um dos focos igual a 4.

a) Obtenha as coordenadas dos focos e a medida do eixo menor.

b) Achar a equagao da elipse.

Resolucao:

a) Sejam 2a e 2b, respectivamente, as medidas dos eixos maior e menor da elipse de centro O = (0, 0)

e distancia focal 2c.

Se ¢ = 4, temos:

Fi=(-4,0) e F,=(4,0)
2a =12

a=26

Sec=4ea®>=0+c*, temos:
6% = b* + 42

b =20

b=+20=2V5

Entao, o eixo menor mede 2b = 4:/5.

99



Figura 5.3: Elipse do exemplo.

b) Portanto, a equagao da elipse é

5.3 Parabola

Definicao 5.3.1. Lugar geométrico de um ponto que se movimenta, de tal modo que sempre esta
a uma mesma distancia de um foco e de uma reta fixa chamada diretriz.

Elementos:
A reta focal s da parabola P é a reta que contém o foco e é perpendicular a diretriz r.

Considerando o ponto D, interseccao de s e r:

A medida do segmento DF, d(F,D) = d(F,r) = 2p , denominamos pardmetro da pardbola.
Ao ponto V', médio de DF,<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>