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Abstract

In 1960, Pelczynski [15] showed that if 𝑋 is one of the spaces 𝑐0 or ℓ𝑝, 1 ⊘ 𝑝 < ∞. Then each
inĄnite dimensional subspace complemented in 𝑋 is isomorphic to 𝑋. Another classical result of
Pelczynski [15] states that if 1 < 𝑝 < ∞, then the space 𝐿𝑝[0, 1] contains a complemented subspace
isomorphic to ℓ2. Our aim is to study results of this kind, and to introduce some open problems.

Keywords: classical Banach spaces, complemented subspace, Schauder bases, ℓ𝑝-sum, 𝑐0-sum,
Rademacher functions.

Resumo

Em 1960, Pelczynski [15] provou que, se 𝑋 é um dos espaços 𝑐0 ou ℓ𝑝, 1 ⊘ 𝑝 < ∞. Então todo
subespaço complementado de dimensão inĄnita de 𝑋 é isomorfo a 𝑋. Outro resultado clássico
de Pelczynski [15] aĄrma que se 1 < 𝑝 < ∞, então o espaço 𝐿𝑝[0, 1] contém um subespaço
complementado isomorfo a ℓ2. Nosso objetivo é estudar os resultados deste tipo, e introduzir
alguns problemas abertos.

Palavras-chave: espaços de Banach clássicos, subespaço complementado, bases de Schauder,
ℓ𝑝-somas, 𝑐0-somas, funções de Rademacher.
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Lista de símbolos

Neste trabalho utilizaremos com frequência as notações seguintes:

N conjunto dos números naturais.

R conjunto dos números reais.

C conjunto dos números complexos.

K conjunto dos números reais ou complexos.

𝑋 um espaço de Banach não trivial (ou seja, ̸= ¶0♢) sobre K.

𝑋 ′ o espaço dual topológico de 𝑋.

‖≤ ‖𝑋 a norma considerada em 𝑋.

à(𝑋,𝑋 ′) a topologia fraca em 𝑋.

ℒ(𝑋;𝑌 ) o espaço de Banach dos operadores limitados de 𝑋 em 𝑌 , onde 𝑋 e 𝑌 são espaços de
Banach.

𝐾𝑒𝑟𝑇 o núcleo do operador linear 𝑇 : 𝑋 ⊃ 𝑌 , 𝐾𝑒𝑟𝑇 = ¶𝑥 ∈ 𝑋 : 𝑇𝑥 = 0♢.

𝐼𝑚𝑇 a imagem do operador linear 𝑇 : 𝑋 ⊃ 𝑌 , 𝐼𝑚𝑇 = ¶𝑦 ∈ 𝑌 : 𝑦 = 𝑇𝑥 para algum 𝑥 ∈ 𝑋♢.

≍ isomorĄsmo topológico.

≍1 isomorĄsmo isométrico.

K
𝑛 o espaço vetorial das 𝑛-tuplas (Ú1, . . . , Ú𝑛) de elementos em K.

K
𝑛
𝑝 (1 ⊘ 𝑝 < ∞) o espaço de Banach K

𝑛 com a norma

‖(Ú1, Ú2, . . . , Ú𝑛)‖𝑝=

(︃

𝑛
∑︁

𝑘=1

♣Ú𝑘♣𝑝
⎜1/𝑝

.
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ℓ𝑝(1 ⊘ 𝑝 < ∞) o espaço de Banach das sequências (Ú𝑛)∞
𝑛=1 ⊆ K tais que

∞
√︁

𝑛=1
♣Ú𝑛♣𝑝< ∞, sob a norma

‖(Ú𝑛)∞
𝑛=1‖𝑝=

(︃

∞
∑︁

𝑛=1

♣Ú𝑛♣𝑝< ∞

⎜1/𝑝

.

ℓ∞ o espaço de Banach das sequências limitadas em K, sob a norma

‖(Ú𝑛)∞
𝑛=1‖∞= sup

𝑛
♣Ú𝑛♣.

𝑐0 o subespaço fechado de ℓ∞ formado pelas sequências que convergem a zero, sob a norma ‖≤ ‖∞.

𝑐00 o subespaço de 𝑐0 formado pelas sequências eventualmente nulas, isto é,

𝑐00 = ¶(Ú𝑛)∞
𝑛=1 ∈ 𝑐0 : existe𝑛0 ∈ N tal queÚ𝑛 = 0 para todo 𝑛 ⊙ 𝑛0♢.

𝑒𝑛 o 𝑛-ésimo vetor unitário canônico de ℓ𝑝, 1 ⊘ 𝑝 ⊘ ∞.

𝐿𝑝[0, 1](1 ⊘ 𝑝 < ∞) o espaço de Banach das classes de equivalência J𝑓K de funções Lebesgue men-

suráveis de [0, 1] em K tais que
1
√︃

0
♣𝑓(𝑡)♣𝑝𝑑𝑡 < ∞, sob a norma

‖J𝑓K‖𝑝= ‖𝑓‖𝑝=
⎤∫︁ 1

0
♣𝑓(𝑡)♣𝑝𝑑𝑡

⎣1/𝑝

.

𝐶([𝑎, 𝑏]) o espaço de Banach das funções contínuas 𝑓 deĄnidas no intervalo [𝑎, 𝑏] com valores em
K, sob a norma

‖𝑓‖∞= sup
𝑡∈[𝑎,𝑏]

♣𝑓(𝑡)♣.

(𝑥𝑛) a sequência (𝑥𝑛)∞
𝑛=1.

𝑠𝑝𝑎𝑛¶𝑥𝑛 : 𝑛 ∈ N♢ o subespaço vetorial gerado pela sequência (𝑥𝑛).

[𝑥𝑛 : 𝑛 ∈ N] o subespaço fechado gerado pela sequência (𝑥𝑛), ou seja, o fecho do subespaço gerado
pela sequência (𝑥𝑛).

𝑥𝑛 ⊃ 𝑥 a sequência (𝑥𝑛) ⊆ 𝑋 converge a 𝑥 em norma, também denotaremos por lim
𝑛
𝑥𝑛 = 𝑥, ou

lim
𝑛⊃∞

𝑥𝑛 = 𝑥.

𝑖𝑑𝑋 o operador identidade 𝑖𝑑 : 𝑋 ⊃ 𝑋, 𝑖𝑑(𝑥) = 𝑥 para todo 𝑥 ∈ 𝑋.

⊃˓ se 𝑀 é um subespaço de 𝑋 então 𝚤 é a imersão canônica 𝚤 : 𝑀 ⊃˓ 𝑋, 𝚤(𝑥) = 𝑥 para todo
𝑥 ∈ 𝑀 .
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Introdução

Sejam 𝑋 e 𝑌 espaços normados e 𝑀 um subespaço de 𝑋. É importante saber quando um
operador linear limitado de 𝑀 em 𝑌 pode ser estendido (mantendo acontinuidade) ao espaço
todo. Quando isto for possível, também é importante saber se isso pode ser feito sem aumentar a
norma do operador. Este problema tem soluções parciais, a saber:

1. Quando 𝑌 é um espaço de Banach e 𝑀 é um subespaço denso de 𝑋 (veja o Teorema 1.1).

2. Quando 𝑌 é o corpo dos escalares o resultado é bem conhecido (Teorema de Hahn-Banach
em espaços normados).

3. Quando𝑋 é um espaço de Banach e 𝑀 é um subespaço complementado de 𝑋 (veja o Teorema
2.4).

Em qualquer desses casos o problema anterior tem solucão, ou seja é possível fazer essa extensão
sem aumentar a norma. Motivado pelo último caso, o problema relacionado com subespaços com-
plementados está no coração da teoria dos espaços de Banach.

Em geral, quais subespaços fechados 𝑀 de um espaço de Banach 𝑋 são complementados? Este
é um problema central da teoria de espaços de Banach e desempenha um papel chave no desenvolvi-
mento da teoria de espaços de Banach. É um fato bem conhecido que todo subespaço de dimensão
Ąnita de um espaço de Banach é um subespaço complementado. Em geral, esta propriedade de
subespaços de dimensão Ąnita não permanece válida para subespaços de dimensão inĄnita. Por
exemplo, em 1937 Murray [14] provou, pela primeira vez, que o espaço ℓ𝑝, 1 < 𝑝 < ∞, 𝑝 ̸= 2
admite subespaço não-complementado e Phillips [16] provou que o espaço 𝑐0 não é complementado
no espaço ℓ∞. Em muitos casos, o fato de que um subespaço 𝑀 não seja complementado num es-
paço de Banach 𝑋 depende apenas das propriedades isomórĄcas de 𝑋 e 𝑀 . Por exemplo; nenhum
subespaço reĆexivo de dimensão inĄnita de 𝐶[0, 1] é complementado em 𝐶[0, 1] (veja [8]). Em
quanto aos espaços 𝐿𝑝, um dos problemas centrais é classiĄcar seus subespaços complementados
a menos de isomorĄsmo. Para 1 < 𝑝 < ∞, 𝑝 ̸= 2, há cinco exemplos Şsimples Ťde subespaços
complementados de 𝐿𝑝[0, 1], a saber; ℓ𝑝, ℓ2, ℓ𝑝 ⊕ ℓ2, (ℓ2 ⊕ ℓ2 ⊕ ≤ ≤ ≤)𝑝 e o próprio 𝐿𝑝[0, 1] (veja [3]).
Exibir um subespaço fechado não-complementado de um espaço de Banach, ou mesmo provar sua
existencia, nunca é uma tarefa fácil.

Em 1960, Pelczynski [15] provou que todo subespaço complementado de dimensão inĄnita de
um dos espaços 𝑐0 ou ℓ𝑝, (1 ⊘ 𝑝 < ∞) é isomorfo a 𝑐0 ou ℓ𝑝, respectivamente. Nesse mesmo artigo
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ele considerou o problema recíproco, provando que, se 𝑀 é um subespaço de um dos espaços 𝑐0,
ou ℓ2, ou ℓ𝑝, (1 ⊘ 𝑝 < ∞, 𝑝 ̸= 2) e 𝑀 é isomorfo a um dos espaços 𝑐0, ℓ2, ou isometricamente
isomorfo a ℓ𝑝, então 𝑀 admite um complemento topológico. Ainda mais, ele também provou a
existência de um subespaço complementado de 𝐿𝑝[0, 1] 1 < 𝑝 < ∞, que é isomorfo a ℓ2. Sete anos
mais tarde, Lindenstrauss [10] provou que, todo subespaço complementado de dimensão inĄnita
de ℓ∞ é isomorfo a ℓ∞.

Durante muito tempo, um dos principais problemas abertos na teoria de espaços de Banach, o
problema de aproximação, preguntava se cada espaço de Banach tem a propriedade de aproxima-
ção. Este foi Ąnalmente resolvido pela negativa em 1973 por Per EnĆo [7], que numa construção
artiĄcial encontrou um espaço de Banach reĆexivo separável de dimensão inĄnita, que não tem a
propriedade de aproximação. Havia uma crença generalizada de que quase todos os espaços de
Banach, sem a propriedade de aproximação são construídos artiĄcialmente. O primeiro espaço de
Banach naturalmente deĄnido sem a propriedade de aproximação foi dado por Szankowski [17],
que provou que o espaço ℒ(ℓ2; ℓ2) de operadores lineares contínuos em ℓ2, não tem a propriedade
de aproximação. A teoria de subespaços complementados também é útil para caracterizar espaços
de Banach sem a propriedade de aproximação em uma maneira natural.

Nosso objetivo é fazer uma revisão do primeiro e terceiro resultado de Pelczynski [15] co-
mentados acima, citar alguns problemas abertos relacionados com subespaços complementados e
apresentar um exemplo natural de espaços de Banach sem a propriedade de aproximação devido a
Dineen-Mujica [6]. Para isto foi necessário estudar os seguintes temas: subespaços complementa-
dos, base de Schauder, sequências básicas, existência de sequências básicas, o misterioso e elegante
método de decomposição de Pelczynski, as funções de Rademacher e a desigualdade de Khintchine
(dentre outros temas). Nesta dissertação foram usados alguns livros clássicos tais como: Carothers
[4], Diestel [5], Lacey [9], Megginson [11], Botelho et al. [2] e as notas de espaços de Banach,
Mujica [13].
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Capítulo 1

Preliminares

Apresentaremos alguns resultados fundamentais como pré-requisitos para uma melhor compre-
ensão desta dissertação.

Resultados básicos sobre espaços de Banach

Teorema 1.1. Sejam 𝑋 um espaço normado, 𝑌 um espaço de Banach e 𝑀 um subespaço denso
de 𝑋. Se 𝑇 ∈ ℒ(𝑀 ;𝑌 ). Então existe uma única extensão linear contínua de 𝑇 a 𝑋. Ainda mais,
a norma da extensão coincide com a norma de 𝑇 .

Demonstração. Veja [11], pág. 70.

Teorema 1.2. (Teorema de Hahn-Banach, forma analítica) Sejam 𝑋 um espaço vetorial sobre o
corpo K e 𝑝 : 𝑋 ⊃ R uma função que satisfaz

𝑝(𝑎𝑥) = ♣𝑎♣𝑝(𝑥) para todo 𝑎 ∈ K e todo 𝑥 ∈ 𝑋, e

𝑝(𝑥+ 𝑦) ⊘ 𝑝(𝑥) + 𝑝(𝑦) para quaisquer 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋.

Se 𝑀 ⊆ 𝑋 é um subespaço vetorial e 𝜙 : 𝑀 ⊃ K é um funcional linear tal que ♣𝜙(𝑥)♣⊘ 𝑝(𝑥)
para todo 𝑥 ∈ 𝑀 , então existe um funcional linear 𝜙 : 𝑋 ⊃ K que estende 𝜙 a 𝑋 e que satisfaz
♣𝜙(𝑥)♣⊘ 𝑝(𝑥) para todo 𝑥 ∈ 𝑋.

Demonstração. Veja [2], pág. 58.

Corolário 1.3. (Teorema de Hahn-Banach, em espaços normados) Seja 𝑀 um subespaço de um
espaço normado 𝑋 sobre K e seja 𝜙 : 𝑀 ⊃ K é um funcional linear contínuo. Então existe um
funcional linear contínuo 𝜙 : 𝑋 ⊃ K cuja restrição a 𝑀 coincide com 𝜙 e ‖𝜙‖= ‖𝜙‖.

Demonstração. Veja [2], pág. 60.

Corolário 1.4. Sejam 𝑋 um espaço normado e 0 ̸= 𝑥0 ∈ 𝑋. Então existe 𝜙 ∈ 𝑋 ′ tal que 𝜙(𝑥0) = 1
e ‖𝜙‖= 1

‖𝑥0‖
.
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Demonstração. Seja 𝑀 = 𝑠𝑝𝑎𝑛¶𝑥0♢, deĄna ã : 𝑀 ⊃ K por ã(Ú𝑥0) = Ú para todo Ú ∈ K. Então
ã ∈ 𝑀 ′, ã(𝑥0) = 1 e ‖ã‖= 1

‖𝑥0‖
. Pelo Teorema de Hahn-Banach existe 𝜙 ∈ 𝑋 ′ tal que ‖𝜙‖= ‖ã‖ e

𝜙(𝑥) = ã(𝑥) para todo 𝑥 ∈ 𝑀 . Segue que ‖𝜙‖= 1
‖𝑥0‖

e 𝜙(𝑥0) = 1.

Corolário 1.5. Seja 𝑋 um espaço normado. Então 𝑋 ′ separa pontos de 𝑋, isto é, se 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 e
𝑥 ̸= 𝑦, então existe 𝜙 ∈ 𝑋 ′ tal que 𝜙(𝑥) ̸= 𝜙(𝑦).

Demonstração. Sejam 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 e 𝑥 ̸= 𝑦 Ąxados. Então, pelo corolário anterior existe 𝜙 ∈ 𝑋 ′ tal
que 𝜙(𝑥) ⊗ 𝜙(𝑦) = 𝜙(𝑥⊗ 𝑦) = 1 ̸= 0. Portanto 𝑋 ′ separa pontos de 𝑋.

Teorema 1.6. (Teorema da Aplicação aberta) Sejam 𝑋 e 𝑌 espaços de Banach e 𝑇 : 𝑋 ⊃ 𝑌

linear, contínuo e sobrejetor. Então 𝑇 é uma aplicação aberta. Em particular, todo operador linear
contínuo e bijetor entre espaços de Banach é um isomorĄsmo topológico.

Demonstração. Veja [2], pág. 42.

Corolário 1.7. Sejam ‖≤ ‖1 e ‖≤ ‖2 duas normas em um espaço vetorial 𝑋 tais que (𝑋, ‖≤ ‖1) e
(𝑋, ‖≤ ‖2) são de Banach. Se existe 𝑐 > 0 tal que ‖𝑥‖1⊘ 𝑐‖𝑥‖2 para todo 𝑥 ∈ 𝑋, então as duas
normas são equivalentes. Isto é, existe 𝑎 > 0 tal que 𝑎‖𝑥‖2⊘ ‖𝑥‖1⊘ 𝑐‖𝑥‖2 para todo 𝑥 ∈ 𝑋.

Demonstração. Veja [11], pág. 45.

Sejam 𝑋 e 𝑌 espaços de Banach e 𝑇 : 𝑋 ⊃ 𝑌 um operador linear. O gráĄco de 𝑇 é o conjunto

𝐺(𝑇 ) = ¶(𝑥, 𝑇𝑥) : 𝑥 ∈ 𝑋♢ ⊆ 𝑋 × 𝑌

𝐺(𝑇 ) é um subespaço vetorial de 𝑋 × 𝑌 .

Teorema 1.8. (Teorema do GráĄco Fechado) Sejam 𝑋 e 𝑌 espaços de Banach e 𝑇 : 𝑋 ⊃ 𝑌 um
operador linear. Então 𝑇 é contínuo se, e somente se, 𝐺(𝑇 ) é fechado em 𝑋 × 𝑌 .

Demonstração. Veja [2], pág. 45.

DeĄnição 1.9. A topologia fraca no espaço normado 𝑋, denotada por à(𝑋,𝑋 ′), é a topologia
gerada pelos funcionais lineares contínuos 𝜙 ∈ 𝑋 ′.

A topologia gerada por uma família de funções é a menor topologia (respeito à inclusão ⊖) que
torna cada uma dessas funções contínuas. O leitor pouco acostumado com o conceito de topologia
gerada por uma família de funções deve consultar qualquer livro de topologia geral.

Teorema 1.10. (Teorema de Mazur) Seja 𝑋 um espaço normado e 𝐾 um subconjunto convexo
de 𝑋. Então o fecho de 𝐾 na topologia da norma coincide com o fecho de 𝐾 na topologia fraca.
Em particular, um conjunto convexo é fechado na topologia fraca se, e somente se, é fechado na
topologia da norma.

Demonstração. Veja [2], pág. 149.
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Resultados básicos sobre espaços de Hilbert

DeĄnição 1.11. Sejam 𝑋 um espaço com produto interno e 𝑁 um subconjunto de 𝑋. Denomi-
namos o subconjunto

𝑁⊥ = ¶𝑦 ∈ 𝑋 : ⟨𝑥, 𝑦⟩ = 0 para todo𝑥 ∈ 𝑁♢

de complemento ortogonal de 𝑁 .

DeĄnição 1.12. Seja 𝑋 um espaço com produto interno. Um conjunto 𝑁 ⊆ 𝑋 é dito ortonormal
se para todos 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑁 ,

⟨𝑥, 𝑦⟩ =

∮︁

0, se 𝑥 ̸= 𝑦,

1, se 𝑥 = 𝑦.

Um conjunto ortonormal 𝑁 tal que 𝑁⊥ = ¶0♢ é chamado de sistema ortonormal completo.

Teorema 1.13. Seja 𝑁 = ¶𝑥𝑖 : 𝑖 ∈ 𝐼♢ um conjunto ortonormal completo no espaço de Hilbert
𝐻. Então, para cada 𝑥 ∈ 𝐻, 𝑥 =

√︁

𝑖∈𝐼
⟨𝑥, 𝑥𝑖⟩𝑥𝑖.

Demonstração. Veja [2], pág. 119.

Teorema 1.14. (Desigualdade de Bessel) Seja 𝑁 = ¶𝑥𝑖 : 𝑖 ∈ 𝐼♢ um conjunto ortonormal no
espaço de Hilbert 𝐻. Então, para todo 𝑥 ∈ 𝐻,

∑︁

𝑖∈𝐽

♣⟨𝑥, 𝑥𝑖⟩♣
2⊘ ‖𝑥‖2,

onde 𝐽 = ¶𝑖 ∈ 𝐼 : ⟨𝑥, 𝑥𝑖⟩ ≠ 0♢.

Demonstração. Veja [2], pág. 116.

Teorema 1.15. Sejam 𝐻 um espaço de Hilbert e 𝑀 um subespaço fechado de 𝐻. Então cada
𝑥 ∈ 𝐻 admite uma única representação na forma 𝑥 = 𝑝 + 𝑞 com 𝑝 ∈ 𝑀 e 𝑞 ∈ 𝑀⊥. O vetor 𝑝 é
chamado de projeção ortogonal de 𝑥 sobre 𝑀 .

Demonstração. Veja [2], pág. 111.

Teorema 1.16. (Teorema de Riesz-Fischer) Todo espaço de Hilbert separável de dimensão inĄnita
é isometricamente isomorfo a ℓ2.

Demonstração. Veja [2], pág. 124.
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Capítulo 2

Subespaços complementados

Aqui vamos trabalhar com espaços de Banach, embora muitos resultados sejam verdadeiros
para espaços normados em geral.

DeĄnição 2.1. Seja 𝑋 um espaço de Banach. Um operador linear contínuo 𝑃 : 𝑋 ⊃ 𝑋 é uma
projeção se 𝑃 2 := 𝑃 ◇ 𝑃 = 𝑃 . É claro que se 𝑃 ̸= 0 é uma projeção, então ‖𝑃‖⊙ 1.

DeĄnição 2.2. Um subespaço 𝑌 de um espaço de Banach 𝑋 é dito complementado em 𝑋 se
existe uma projeção 𝑃 de 𝑋 sobre 𝑌 .

Exemplo 2.3. (a) Se 𝑋 é um espaço de Banach, por meio da projeção identidade e a projeção
nula temos que 𝑋 e ¶0♢ são subespaços complementados de 𝑋.

(b) Todo subespaço de dimensão Ąnita de um espaço de Banach é complementado (veja [2]. Exem-
plo 3.2.4, pág. 62).

(c) Todo subespaço fechado de um espaço de Hilbert é complementado, pois sempre é possível
deĄnir a projeção ortogonal sobre o subespaço fechado (veja o Teorema 1.15).

(d) Sejam 𝑋 e 𝑌 espaços de Banach. Por meio da projeção (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑋 × 𝑌 ⊃ (𝑥, 0) ∈ 𝑋 × 𝑌 ,
vemos que 𝑋 ≍1 𝑋 × ¶0♢ é complementado em 𝑋 × 𝑌 .

Teorema 2.4. Seja 𝑌 um espaço vetorial normado, 𝑀 um subespaço complementado do espaço
de Banach 𝑋 e 𝑇 ∈ ℒ(𝑀 ;𝑌 ). Então existe 𝑇 ∈ ℒ(𝑋;𝑌 ) extensão de 𝑇 a 𝑋.

Demonstração. Se 𝑃 é uma projeção de 𝑋 sobre 𝑀 então 𝑇 := 𝑇 ◇ 𝑃 ∈ ℒ(𝑋;𝑌 ) e 𝑇 (𝑥) =
𝑇 (𝑃 (𝑥)) = 𝑇𝑥 para todo 𝑥 ∈ 𝑀 , pois 𝑃 (𝑥) = 𝑥 para todo 𝑥 ∈ 𝑀 .

Proposição 2.5. Um subespaço 𝑀 de um espaço de Banach 𝑋 é complementado em 𝑋 se e
somente se, 𝑀 é fechado e existe um subespaço fechado 𝐿 de 𝑋 tal que 𝑋 = 𝑀+𝐿 e 𝑀 ∩𝐿 = ¶0♢.
Neste caso 𝐿 é chamado de complemento topológico de 𝑀 em 𝑋, e dizemos ainda que 𝑀 e 𝐿 são
subespaços complementares de 𝑋.
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Demonstração. (⇒) Seja 𝑃 a projeção de 𝑋 sobre 𝑀 . Para provar que 𝑀 é fechado primeiro pro-
varemos a seguinte igualdade 𝑀 = ¶𝑥 ∈ 𝑋♣ 𝑃𝑥 = 𝑥♢ = 𝐾𝑒𝑟(𝑃 ⊗ 𝑖𝑑). É claro que ¶𝑥 ∈ 𝑋♣ 𝑃𝑥 =
𝑥♢ ⊆ 𝐼𝑚𝑃 = 𝑀 . Seja 𝑥 ∈ 𝑀 . Tomando 𝑦 ∈ 𝑋 tal que 𝑃𝑦 = 𝑥 resulta que 𝑥 = 𝑃𝑦 = 𝑃 (𝑃𝑦) = 𝑃𝑥.
Isto prova a igualdade. Como o operador 𝑃 ⊗ 𝑖𝑑 é contínuo, segue-se que 𝑀 é fechado.

Tome agora 𝐿 = 𝐾𝑒𝑟𝑃 . É claro que 𝐿 é subespaço fechado de 𝑋. Para todo 𝑥 ∈ 𝑋 vale que
(𝑥⊗ 𝑃𝑥) ∈ 𝐿 e 𝑥 = 𝑃𝑥+ (𝑥⊗ 𝑃𝑥) ∈ 𝑀 +𝐿. Se 𝑥 ∈ 𝑀 ∩𝐿, temos 𝑥 = 𝑃𝑥 e 𝑃𝑥 = 0, resulta que
𝑥 = 0. Isto prova o desejado.

(⇐) Para cada 𝑥 ∈ 𝑋 existem únicos 𝑦 ∈ 𝑀 e 𝑙 ∈ 𝐿 tais que 𝑥 = 𝑦 + 𝑙. É imediato que
o operador 𝑃 : 𝑋 ⊃ 𝑋 dado por 𝑃𝑥 = 𝑦 está bem deĄnido, é linear, 𝑃 2 = 𝑃 , 𝐼𝑚𝑃 = 𝑀 ,
𝐾𝑒𝑟𝑃 = 𝐿 e 𝑀 = 𝐾𝑒𝑟(𝑃 ⊗ 𝑖𝑑). Resta provar que 𝑃 é contínuo. Para isto provaremos que seu
gráĄco é fechado. De fato, seja (𝑥𝑛)∞

𝑛=1 uma sequência em 𝑋 tal que 𝑥𝑛 ⊃ 𝑥 e 𝑃 (𝑥𝑛) ⊃ 𝑧. Para
cada 𝑛, escreva 𝑥𝑛 = 𝑦𝑛 + 𝑧𝑛 com 𝑦𝑛 ∈ 𝑀 e 𝑧𝑛 ∈ 𝐿. Então 𝑧𝑛 = 𝑥𝑛 ⊗ 𝑦𝑛 = 𝑥𝑛 ⊗ 𝑃 (𝑥𝑛) ⊃ 𝑥 ⊗ 𝑧.
Como 𝐿 é fechado, 𝑥⊗ 𝑧 ∈ 𝐿, e portanto 𝑃𝑥 = 𝑃𝑧. Por outro lado, 𝑦𝑛 = 𝑃 (𝑥𝑛) ⊃ 𝑧. Como 𝑀 é
fechado, 𝑧 ∈ 𝑀 . Assim 𝑧 = 𝑃𝑧 = 𝑃𝑥. Pelo Teorema do GráĄco Fechado resulta que o operador
linear 𝑃 é contínuo, portanto 𝑀 é subespaço complementado de 𝑋.

O recíproco da proposição anterior sugere a seguinte questão: Se𝑀 e𝑁 são subespaços fechados
de um espaço normado 𝑋 tal que 𝑋 = 𝑀+𝑁 e 𝑀∩𝑁 = ¶0♢. Então a aplicação linear 𝑃 : 𝑋 ⊃ 𝑋

tal que 𝑃 2 = 𝑃 , 𝑃 (𝑋) = 𝑀 e 𝑘𝑒𝑟𝑃 = 𝑁 deve ser contínua? Não necessariamente. Para isto
vejamos o seguinte exemplo.

Exemplo 2.6. Considere 𝑋 = 𝑐00, 𝑀 = ¶(Ú𝑛)∞
𝑛=1 ∈ 𝑐00 : Ú2𝑛 = 0, 𝑛 ∈ N♢ e 𝑁 = ¶(Ú𝑛)∞

𝑛=1 ∈
𝑐00 : Ú2𝑛⊗1 + 𝑛Ú2𝑛 = 0, 𝑛 ∈ N♢. Provaremos que 𝑐00 = 𝑀 + 𝑁 e 𝑀 ∩ 𝑁 = ¶0♢. É claro que
𝑀 ∩𝑁 = ¶0♢. Para (Ú𝑛)∞

𝑛=1 ∈ 𝑐00 existe 𝑘 ∈ N tal que Ú𝑛 = 0 para todo 𝑛 > 𝑘. Logo

(Ú1, Ú2, . . . , Ú𝑘, 0, . . . ) = (Ú1 + Ú2, 0, Ú3 + 2Ú4, 0, Ú5 + 3Ú6, 0, . . . , Ú𝑘⊗1 +
𝑘

2
Ú𝑘, 0, . . . )

+ (⊗Ú2, Ú2,⊗2Ú4, Ú4,⊗3Ú6, Ú6, . . . ,⊗
𝑘

2
Ú𝑘, Ú𝑘, 0, . . . )

para 𝑘 par e

(Ú1, Ú2, . . . , Ú𝑘, 0, . . . ) = (Ú1 + Ú2, 0, Ú3 + 2Ú4, 0, . . . , Ú𝑘⊗2 +
𝑘 ⊗ 1

2
Ú𝑘⊗1, 0, Ú𝑘, 0, . . . )

+ (⊗Ú2, Ú2,⊗2Ú4, Ú4, . . . ,⊗
𝑘 ⊗ 1

2
Ú𝑘⊗1, Ú𝑘⊗1, 0, . . . )

para 𝑘 ímpar. Portanto 𝑐00 = 𝑀 +𝑁 .
Como 𝑇 : (Ú𝑛)∞

𝑛=1 ∈ 𝑐00 ⊃ (0, Ú2, 0, Ú4, . . . ) ∈ 𝑐00 é contínuo, pois ‖𝑇 (Ú𝑛)∞
𝑛=1‖∞= sup𝑛∈N♣Ú2𝑛♣⊘

sup𝑛∈N♣Ú𝑛♣= ‖(Ú𝑛)∞
𝑛=1‖∞. Então 𝑀 = 𝑘𝑒𝑟𝑇 é fechado. Para provar que 𝑁 é fechado, seja (Ð𝑗)∞

𝑗=1 ∈

𝑁 então existe (Ú𝑛)∞
𝑛=1 ⊆ 𝑁 tal que Ú𝑛 ⊃ (Ð𝑗)∞

𝑗=1, 𝑛 ⊃ ∞ em ‖≤ ‖∞. Para cada 𝑛 ∈ N escrevamos
Ú𝑛 = (Ú𝑛

𝑗 )∞
𝑗=1. Segue que lim

𝑛
Ú𝑛

𝑗 = Ð𝑗 para cada 𝑗 ∈ N. Como Ú𝑛
2𝑗⊗1 + 𝑗Ú𝑛

2𝑗 = 0 para todo 𝑛, 𝑗 ∈ N

então, fazendo 𝑛 ⊃ ∞ obtemos Ð2𝑗⊗1 + 𝑗Ð2𝑗 = 0 para todo 𝑗 ∈ N. Portanto (Ð𝑗)∞
𝑗=1 ∈ 𝑁 e assim

8



𝑁 é fechado.
Vamos provar que não existe projeção de 𝑐00 sobre 𝑀 com núcleo 𝑁 . De fato, o operador

𝑃 : (Ú𝑛)∞
𝑛=1 ∈ 𝑐00 ⊃ (Ú1 + Ú2, 0, Ú3 + 2Ú4, 0, . . . ) ∈ 𝑐00

veriĄca 𝑃 2 = 𝑃 , 𝐼𝑚𝑃 = 𝑀 , 𝐾𝑒𝑟𝑃 = 𝑁 e 𝑃𝑒2𝑛 = 𝑛𝑒2𝑛⊗1 para cada 𝑛 ∈ N, onde 𝑒𝑛 (𝑛 ∈ N) são
os vetores unitarios canônicos em ℓ∞. Logo 𝑃 não é contínuo e portanto não é uma projeção.

Por outro lado, aĄrmamos que qualquer projeção de 𝑐00 sobre 𝑀 com núcleo 𝑁 deve coincidir
com 𝑃 . De fato, sejam 𝑄 uma projeção de 𝑐00 sobre 𝑀 com núcleo 𝑁 e 𝑥 ∈ 𝑐00. Então existem
únicos 𝑚 ∈ 𝑀 e 𝑧 ∈ 𝑁 tais que 𝑥 = 𝑚+ 𝑧. Segue que

𝑄𝑥 = 𝑄(𝑚+ 𝑧) = 𝑚 = 𝑃 (𝑚+ 𝑧) = 𝑃𝑥.

Isto prova a aĄrmação. Mas, como 𝑃 não é contínuo não pode existir tal projeção.

Segue da proposição anterior que todo subespaço complementado de um espaço de Banach é
fechado. Não é sempre verdade que um subespaço fechado 𝑀 de um espaço de Banach 𝑋 possui
complemento. Em outras palavras, o espaço 𝑀 não precisa ter uma projeção bem deĄnida nele
mesmo. Em 1940, Phillips [16] provou que 𝑐0 não é complementado em ℓ∞.

O papel do Teorema do GráĄco Fechado na demonstração da Proposição 2.5 é essencial, e o fato
de 𝑀 e 𝐿 serem fechados é necessário para sua utilização. A seguir apresentamos mais exemplos
de subespaços complementados.

Exemplo 2.7. (a) Sejam 𝑋 = 𝐶([⊗𝑎, 𝑎]), 𝑎 > 0, 𝑀 e 𝑁 os subespaços de 𝑋 consistindo das
funções pares e ímpares, respectivamente. É claro que 𝐶([⊗𝑎, 𝑎]) = 𝑀 + 𝑁 e 𝑀 ∩ 𝑁 = ¶0♢
pois, para cada 𝑓 ∈ 𝐶([⊗𝑎, 𝑎]) tem-se

𝑓(𝑡) =
1
2

(𝑓(𝑡) + 𝑓(⊗𝑡)) +
1
2

(𝑓(𝑡) ⊗ 𝑓(⊗𝑡)) para todo 𝑡 ∈ [⊗𝑎, 𝑎]

onde a primeira expressão da parte direta é uma função par e a segunda expressão é uma
função ímpar. Provaremos que 𝑀 e 𝑁 são fechados, primeiro vejamos que 𝑀 é fechado. De
fato, seja (𝑓𝑛)∞

𝑛=1 uma sequência em 𝑀 tal que 𝑓𝑛 ⊃ 𝑓 em norma. Então

𝑓(⊗𝑡) = lim
𝑛
𝑓𝑛(⊗𝑡) = lim

𝑛
𝑓𝑛(𝑡) = 𝑓(𝑡) para todo 𝑡 ∈ [⊗𝑎, 𝑎].

Segue que 𝑓 ∈ 𝑀 . De maneira análoga, prova-se que 𝑁 é fechado. Portanto, a Proposição 2.5
garante que 𝑀 e 𝑁 são subespaços complementados de 𝐶([⊗𝑎, 𝑎]).

(b) Sejam 𝑋 = ℓ∞, (Ð𝑛)∞
𝑛=1 ∈ ℓ∞, 𝑀 = ¶(Ú𝑛)∞

𝑛=1 ∈ ℓ∞ : Ú2𝑛 = 0, 𝑛 ∈ N♢ e 𝑁 = ¶(Ú𝑛)∞
𝑛=1 ∈ ℓ∞ :

Ú2𝑛⊗1 +Ð𝑛Ú2𝑛 = 0, 𝑛 ∈ N♢. É claro que 𝑀 , 𝑁 são subespaços fechados de ℓ∞ e 𝑀 ∩𝑁 = ¶0♢.
Também, para cada (Ú𝑛)∞

𝑛=1 ∈ ℓ∞ temos

(Ú𝑛)∞
𝑛=1 = (Ú1 + Ð1Ú2, 0, Ú3 + Ð2Ú4, 0, Ú5 + Ð3Ú6, 0, . . . ) + (⊗Ð1Ú2, Ú2,⊗Ð2Ú4, Ú4,⊗Ð3Ú6, Ú6, . . . ).

Portanto 𝑀 e 𝑁 são subespaços complementares de ℓ∞.
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Já sabemos que um subespaço não-fechado de um espaço de Banach não é complementado.
Por exemplo, 𝑐00 não é complementado em 𝑐0.

Proposição 2.8. Sejam 𝑋, 𝑌 espaços de Banach e 𝑇 : 𝑋 ⊃ 𝑌 um isomorĄsmo topológico. Seja
𝑀 um subespaço complementado de 𝑋. Então 𝑇 (𝑀) é um subespaço complementado de 𝑌 . Ou
seja, a noção de complementado é invariante sob isomorĄsmo topológico.

Demonstração. Seja 𝑀 subespaço fechado de 𝑋 e 𝐿 seu complemento, então para cada 𝑥 ∈ 𝑋

existem únicos 𝑚 ∈ 𝑀 e 𝑙 ∈ 𝐿 tais que 𝑥 = 𝑚 + 𝑙. Como 𝑇 é um isomorĄsmo topológico, então
𝑇 (𝑀) é um subespaço fechado de 𝑌 . Provaremos que 𝑌 = 𝑇 (𝑀) + 𝑇 (𝐿) e 𝑇 (𝑀) ∩ 𝑇 (𝐿) = ¶0♢.
De fato, vejamos a inclusão não trivial. Seja 𝑦 ∈ 𝑌 então existem 𝑚 ∈ 𝑀 e 𝑙 ∈ 𝐿 tais que
𝑦 = 𝑇 (𝑚 + 𝑙) = 𝑇𝑚 + 𝑇 𝑙, segue que 𝑌 = 𝑇 (𝑀) + 𝑇 (𝐿). Por outro lado, se 𝑦 ∈ 𝑇 (𝑀) ∩ 𝑇 (𝐿)
então existe 𝑚 ∈ 𝑀 e 𝑙 ∈ 𝐿 tais que 𝑇𝑚 = 𝑦 = 𝑇 𝑙, assim 𝑚 = 𝑙 ∈ 𝑀 ∩ 𝐿 e logo 𝑚 = 𝑙 = 0, pois
𝑀 ∩ 𝐿 = ¶0♢. Portanto 𝑦 = 0. Isto prova que 𝑇 (𝑀) ∩ 𝑇 (𝐿) = ¶0♢.

DeĄnição 2.9. Sejam 𝑋1, 𝑋2, . . . , 𝑋𝑛 espaços de Banach com suas respectivas normas
‖≤ ‖𝑋1

, ‖≤ ‖𝑋2
, . . . , ‖≤ ‖𝑋n

. A soma 𝑋1 ⊕ 𝑋2 ⊕ ≤ ≤ ≤ ⊕ 𝑋𝑛 dos espaços 𝑋1, 𝑋2, . . . , 𝑋𝑛, é o espaço de
Banach 𝑋1 ×𝑋2 × . . .×𝑋𝑛 cuja norma é dada pela fórmula

‖(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛)‖=

∏︀

∐︁

𝑛
∑︁

𝑗=1

‖𝑥𝑗‖
2
𝑋j

⎞

̂︀

1/2

.

É fácil veriĄcar que esta função é de fato uma norma.

Os subindices que aparecem nas normas de 𝑋1, 𝑋2, . . . , 𝑋𝑛 na deĄnição anterior, incluíram-se
apenas por motivos de clareza, e serão normalmente omitidos quando não há nenhuma possibilidade
de confusão.

Proposição 2.10. Seja 𝑋 um espaço de Banach, suponha que existem 𝑌1, 𝑌2, . . . , 𝑌𝑛 subespaços

fechados de 𝑋 tais que 𝑋 =
√︁𝑛

𝑖=1 𝑌𝑖 e 𝑌𝑗 ∩
𝑛
√︁

𝑖=1
𝑗 ̸=𝑖

𝑌𝑖 = ¶0♢. Então 𝑋 ≍ 𝑌1 ⊕ 𝑌2 ⊕ ≤ ≤ ≤ ⊕ 𝑌𝑛.

Demonstração. DeĄna a aplicação 𝑇 : 𝑌1⊕𝑌2⊕≤ ≤ ≤⊕𝑌𝑛 ⊃ 𝑋 por 𝑇 (𝑦1, 𝑦2, ≤ ≤ ≤ , 𝑦𝑛) = 𝑦1+𝑦2+≤ ≤ ≤+𝑦𝑛

para todo (𝑦1, 𝑦2, ≤ ≤ ≤ , 𝑦𝑛) ∈ 𝑌1⊕𝑌2⊕≤ ≤ ≤⊕𝑌𝑛. É claro que 𝑇 está bem deĄnido, é linear e sobrejetivo.
Como as normas K

𝑛
1 e K

𝑛
2 são equivalentes então existe uma constante positiva 𝑐 tal que

‖𝑇 (𝑦1, 𝑦2, ≤ ≤ ≤ , 𝑦𝑛)‖⊘
𝑛
∑︁

𝑗=1

‖𝑦𝑗‖⊘ 𝑐

∏︀

∐︁

𝑛
∑︁

𝑗=1

‖𝑦𝑗‖
2

⎞

̂︀

1/2

= 𝑐‖(𝑦1, 𝑦2, ≤ ≤ ≤ , 𝑦𝑛)‖

para todo (𝑦1, 𝑦2, ≤ ≤ ≤ , 𝑦𝑛) ∈ 𝑌1⊕𝑌2⊕≤ ≤ ≤⊕𝑌𝑛. Assim, o operador 𝑇 é limitado. Se 𝑇 (𝑦1, 𝑦2, ≤ ≤ ≤ , 𝑦𝑛) =

0 então 𝑦1 + 𝑦2 + ≤ ≤ ≤ + 𝑦𝑛 = 0, de modo que ⊗𝑦𝑗 = 𝑦1 + 𝑦2 + ≤ ≤ ≤ + 𝑦𝑗⊗1 + 𝑦𝑗+1 + ≤ ≤ ≤ + 𝑦𝑛 ∈ 𝑌𝑗 ∩
𝑛
√︁

𝑖=1
𝑗 ̸=𝑖

𝑌𝑖

para todo 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛. Segue da hipótese que 𝑦𝑗 = 0 para todo 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛, logo 𝑇 é injetivo.
Portanto, pelo Teorema da Aplicação Aberta (veja o Apêndice) 𝑇 é um isomorĄsmo topológico.
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Observação 2.11. (a) A Proposição 2.10 em geral não vale para espaços normados incompletos
(veja [11], pág. 58, Ex. 1.84).

(b) Segue das Proposições 2.5 e 2.10 que, se 𝑀 é um subespaço complementado de um espaço de
Banach 𝑋, então 𝑀 é fechado e existe 𝐿 subespaço fechado de 𝑋 tal que 𝑋 ≍ 𝑀 ⊕ 𝐿.

Observação 2.12. A menos de isomorĄsmo, não importa muito que norma assumimos em 𝑋⊕𝑌 .
Por exemplo, se nós escrevemos (𝑋 ⊕ 𝑌 )𝑝, 1 ⊘ 𝑝 < ∞, para denotar 𝑋 ⊕ 𝑌 sob a norma
‖(𝑥, 𝑦)‖ℓp

= (‖𝑥‖𝑝
𝑋+‖𝑦‖𝑝

𝑌 )1/𝑝 ou ‖(𝑥, 𝑦)‖ℓ∞
= max¶‖𝑥‖𝑋 , ‖𝑦‖𝑌 ♢ no caso de (𝑋 ⊕ 𝑌 )∞, então

𝑋 ⊕ 𝑌 = (𝑋 ⊕ 𝑌 )2 ≍ (𝑋 ⊕ 𝑌 )𝑝 ≍ (𝑋 ⊕ 𝑌 )∞.

Isto é uma consequência simples do fato que todas as normas sobre R
2 são equivalentes. Como

um exemplo particular, note que sob qualquer norma

ℓ𝑝 ⊕ ℓ𝑝 ≍ (ℓ𝑝 ⊕ ℓ𝑝)𝑝 ≍1 ℓ𝑝.

Para provar a parte não trivial, isto é (ℓ𝑝 ⊕ ℓ𝑝)𝑝 ≍1 ℓ𝑝 considere as aplicações

𝑇 : ((𝑥𝑖)∞
𝑖=1, (𝑦𝑖)∞

𝑖=1) ∈ (ℓ𝑝 ⊕ ℓ𝑝)𝑝 ⊃ (𝑥1, 𝑦1, 𝑥2, 𝑦2, . . . ) ∈ ℓ𝑝

e
𝐴 : (𝑥𝑖)∞

𝑖=1 ∈ ℓ𝑝 ⊃ ((𝑥2𝑖⊗1)∞
𝑖=1, (𝑥2𝑖)∞

𝑖=1) ∈ (ℓ𝑝 ⊕ ℓ𝑝)𝑝.

É fácil veriĄcar que ‖𝑇 ((𝑥𝑖)∞
𝑖=1, (𝑦𝑖)∞

𝑖=1)‖= ‖((𝑥𝑖)∞
𝑖=1, (𝑦𝑖)∞

𝑖=1)‖ e 𝑇𝐴 = 𝑖𝑑ℓp
. Portanto 𝑇 é um

isomorĄsmo isométrico.
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Capítulo 3

Sequências básicas em espaços de

Banach

Na Análise Funcional, as bases algébricas ou bases de Hamel dos espaços de Banach de dimensão
inĄnita têm pouca utilidade pois, entre outros motivos, elas nunca são enumeráveis. O objetivo
deste capítulo é estudar as sequências em espaços de Banach de tal forma que todos os elementos
do espaço possam ser escritos exatamente como uma combinação linear inĄnita dos termos da
sequência. Por isso nós desenvolvemos brevemente a noção de base de Schauder e estudamos essas
bases em espaços clássicos de sequências.

DeĄnição 3.1. Diremos que uma sequência (𝑥𝑗) ⊆ 𝑋 é uma base de Schauder de 𝑋 se cada 𝑥

admite uma única representação como uma série

𝑥 =
∞
∑︁

𝑗=1

Ú𝑗𝑥𝑗 = lim
𝑛⊃∞

𝑛
∑︁

𝑗=1

Ú𝑗𝑥𝑗, com (Ú𝑗)∞
𝑗=1 ⊆ K.

A unicidade da representação também garante que os vetores de uma base de Schauder são
linearmente independentes.

Exemplo 3.2. (a) Em dimensão Ąnita as bases de Schauder coincidem com as bases algébricas.

(b) Cada sequência ortonormal completa em um espaço de Hilbert separável é uma base de Schau-
der (veja o Teorema 1.13).

(c) Os vetores unitários canônicos 𝑒𝑛 = (0, 0, . . . , 0, 1, 0, 0, . . . ) (𝑛 ∈ N) formam uma base de
Schauder para 𝑐0 e para ℓ𝑝, 1 ⊘ 𝑝 < ∞.

Exemplo 3.3. Os vetores unitários canônicos 𝑒𝑛 não formam uma base de Schauder para o espaço
ℓ∞, pois não existe uma sequência (Ú𝑛) de escalares tal que a série

√︁∞
𝑛=1 Ú𝑛𝑒𝑛 converge na norma

de ℓ∞ para (1, 1, 1, . . . ).

Os funcionais coordenados
ã𝑗 : 𝑥 ∈ 𝑋 ⊃ Ú𝑗 ∈ K

13



e as aplicações

𝑇𝑛 : 𝑥 ∈ 𝑋 ⊃
𝑛
∑︁

𝑗=1

Ú𝑗𝑥𝑗 ∈ 𝑋

são claramente lineares. A sequência (ã𝑗) também é chamada de sequência biortogonal associada
à base (𝑥𝑗)∞

𝑗=1 de 𝑋.

Teorema 3.4. Seja 𝑋 um espaço de Banach com uma base de Schauder (𝑥𝑗)∞
𝑗=1. Então existe

𝑐 ⊙ 1 tal que
‖𝑇𝑛𝑥‖⊘ 𝑐‖𝑥‖ e ‖ã𝑗𝑥‖‖𝑥𝑗‖⊘ 2𝑐‖𝑥‖

para todo 𝑛 ∈ N e 𝑥 ∈ 𝑋.

Demonstração. Para cada 𝑥 =
√︁∞

𝑗=1 Ú𝑗𝑥𝑗 ∈ 𝑋 temos 𝜌(𝑥) = sup𝑛‖𝑇𝑛𝑥‖< ∞. Ainda mais, 𝜌 é uma
norma sobre 𝑋 e

𝜌(𝑥) = sup
𝑛

‖𝑇𝑛𝑥‖= sup
𝑛

‖
𝑛
∑︁

𝑗=1

Ú𝑗𝑥𝑗‖⊙ ‖
𝑚
∑︁

𝑗=1

Ú𝑗𝑥𝑗‖ para todo 𝑚 ∈ N.

Fazendo𝑚 ⊃ ∞ obtemos 𝜌(𝑥) ⊙ ‖𝑥‖ para todo 𝑥 ∈ 𝑋. Provaremos que 𝜌 é uma norma equivalente
a ‖≤ ‖ em 𝑋. Pela desigualdade anterior e o Corolário 1.7 é suĄciente provar que (𝑋, 𝜌) é um espaço
de Banach. De fato, seja (𝑦𝑚) uma sequência de Cauchy em (𝑋, 𝜌), 𝑦𝑚 =

√︁∞
𝑗=1 ã𝑗(𝑦𝑚)𝑥𝑗 para cada

𝑚 ∈ N. Logo para cada 𝑝,𝑚, 𝑛 ∈ N e 𝑝 ⊙ 2 tem-se

♣ã𝑝(𝑦𝑚)⊗ã𝑝(𝑦𝑛)♣‖𝑥𝑝‖= ‖
𝑝
∑︁

𝑗=1

ã𝑗(𝑦𝑚⊗𝑦𝑛)𝑥𝑗⊗
𝑝⊗1
∑︁

𝑗=1

ã𝑗(𝑦𝑚⊗𝑦𝑛)𝑥𝑗‖= ‖(𝑇𝑝⊗𝑇𝑝⊗1)(𝑦𝑚⊗𝑦𝑛)‖⊘ 2𝜌(𝑦𝑚⊗𝑦𝑛),

e
♣ã1(𝑦𝑚) ⊗ ã1(𝑦𝑛)♣‖𝑥1‖⊘ 𝜌(𝑦𝑚 ⊗ 𝑦𝑛).

Portanto, para cada 𝑝, a sequência (ã𝑝(𝑦𝑚))∞
𝑚=1 é de Cauchy em K. Seja então, para cada 𝑝 ∈ N

Ú𝑝 = lim
𝑚⊃∞

ã𝑝(𝑦𝑚).

Agora bem, dado 𝜖 > 0 existe 𝑚0 tal que se 𝑛 > 𝑚 ⊙ 𝑚0, tem-se 𝜌(𝑦𝑚 ⊗ 𝑦𝑛) < 𝜖. Segue que

‖𝑇𝑘(𝑦𝑚) ⊗ 𝑇𝑘(𝑦𝑛)‖⊘ 𝜌(𝑦𝑚 ⊗ 𝑦𝑛) < 𝜖 (3.1)

e para 𝑝 > 𝑘

‖(𝑇𝑝 ⊗ 𝑇𝑘)𝑦𝑚 ⊗
𝑝
∑︁

𝑗=𝑘+1

ã𝑗(𝑦𝑛)𝑥𝑗‖= ‖(𝑇𝑝 ⊗ 𝑇𝑘)𝑦𝑚 ⊗ (𝑇𝑝 ⊗ 𝑇𝑘)𝑦𝑛‖⊘ 2𝜌(𝑦𝑚 ⊗ 𝑦𝑛) < 2𝜖 (3.2)

sempre que 𝑛 > 𝑚 ⊙ 𝑚0. Fazendo 𝑛 ⊃ ∞ em (3.1) obtemos

‖𝑇𝑘(𝑦𝑚) ⊗
𝑘
∑︁

𝑗=1

Ú𝑗𝑥𝑗‖⊘ 𝜖 para 𝑚 ⊙ 𝑚0. (3.3)
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e fazendo 𝑛 ⊃ ∞ em (3.2) obtemos

‖(𝑇𝑝 ⊗ 𝑇𝑘)𝑦𝑚 ⊗
𝑝
∑︁

𝑗=𝑘+1

Ú𝑗𝑥𝑗‖⊘ 2𝜖 para 𝑚 ⊙ 𝑚0. (3.4)

Ainda mais, como para cada 𝑚 ∈ N

lim
𝑘⊃∞

‖𝑇𝑘(𝑦𝑚) ⊗ 𝑦𝑚‖= lim
𝑘⊃∞

‖
∞
∑︁

𝑗=𝑘+1

ã𝑗(𝑦𝑚)𝑥𝑗‖= 0

então existe 𝑘0 tal que se 𝑝 > 𝑘 ⊙ 𝑘0, tem-se ‖(𝑇𝑝 ⊗ 𝑇𝑘)𝑦𝑚‖< 𝜖. Disto e por (3.4) obtemos

‖
𝑝
∑︁

𝑗=𝑘+1

Ú𝑗𝑥𝑗‖< 3𝜖 sempre que 𝑝 > 𝑘 ⊙ 𝑘0.

Como (𝑋, ‖≤ ‖) é de Banach então a série
√︁∞

𝑗=1 Ú𝑗𝑥𝑗 converge em ‖≤ ‖ a um ponto 𝑦 ∈ 𝑋. Pela
unicidade da representação de 𝑦, Ú𝑗 = ã𝑗(𝑦) e 𝑇𝑘𝑦 =

√︁𝑘
𝑗=1 Ú𝑗𝑥𝑗. Segue de (3.3) que

𝜌(𝑦𝑚 ⊗ 𝑦) = sup
𝑘

‖𝑇𝑘(𝑦𝑚) ⊗ 𝑇𝑘(𝑦)‖⊘ 𝜖 para todo 𝑚 ⊙ 𝑚0.

Portanto 𝑦𝑚 ⊃ 𝑦 na norma 𝜌. Isto prova que (𝑋, 𝜌) é completo. Assim, pelo Corolário 1.7 existe
𝑐 ⊙ 1 tal que ‖𝑥‖⊘ 𝜌(𝑥) ⊘ 𝑐‖𝑥‖ para todo 𝑥 ∈ 𝑋. Segue-se que

‖𝑇𝑛𝑥‖⊘ 𝑐‖𝑥‖ para todo 𝑥 ∈ 𝑋 e 𝑛 ∈ N,

e
‖ã𝑛(𝑥)𝑥𝑛‖= ‖𝑇𝑛𝑥⊗ 𝑇𝑛⊗1𝑥‖⊘ 2𝑐‖𝑥‖ para todo 𝑥 ∈ 𝑋 e 𝑛 ∈ N.

Uma consequência imediata deste teorema é que os funcionais coordenados ã𝑗 são contínuos
e as aplicações 𝑇𝑛 são uniformemente limitadas. As aplicações 𝑇𝑛 são chamadas de projeções
canônicas. A constante

𝑐 = sup
𝑛∈N

‖𝑇𝑛‖⊙ 1

é chamada de constante da base (𝑥𝑗).

Exemplo 3.5. Seja (𝑒𝑛)∞
𝑛=1 a base de Schauder canônica de um dos espaços 𝑐0 ou ℓ𝑝 (1 ⊘ 𝑝 < ∞).

Então a constante desta base é um. De fato, sejam (Ú𝑘)∞
𝑘=1 ∈ ℓ𝑝 e 𝑛 ∈ N então

‖𝑇𝑛(Ú𝑘)∞
𝑘=1‖𝑝= ‖𝑇𝑛(

∞
∑︁

𝑘=1

Ú𝑘𝑒𝑘)‖𝑝= ‖
𝑛
∑︁

𝑘=1

Ú𝑘𝑒𝑘‖𝑝= (
𝑛
∑︁

𝑘=1

♣Ú𝑘♣𝑝)1/𝑝 ⊘ (
∞
∑︁

𝑘=1

♣Ú𝑘♣𝑝)1/𝑝 = ‖(Ú𝑘)∞
𝑘=1‖𝑝.

Logo, ‖𝑇𝑛‖⊘ 1. Como 𝑇𝑛 ̸= 0 é uma projeção então ‖𝑇𝑛‖⊙ 1. Portanto ‖𝑇𝑛‖= 1.
Seja (Ú𝑘)∞

𝑘=1 ∈ 𝑐0 então

‖𝑇𝑛(Ú𝑘)∞
𝑘=1‖∞= ‖

𝑛
∑︁

𝑘=1

Ú𝑘𝑒𝑘‖∞= sup
1⊘𝑘⊘𝑛

♣Ú𝑘♣⊘ sup
𝑘∈N

♣Ú𝑘♣= ‖(Ú𝑘)∞
𝑘=1‖∞.

Logo, ‖𝑇𝑛‖= 1. Em conclusão, sup𝑛∈N‖𝑇𝑛‖= 1.

15



DeĄnição 3.6. Seja 𝑋 um espaço de Banach. Uma sequência (𝑥𝑛) em 𝑋 é dita sequência básica
se (𝑥𝑛) é uma base de Schauder do subespaço fechado [𝑥𝑛 : 𝑛 ∈ N] gerado pela sequência (𝑥𝑛).

Alguns livros chamam o teorema seguinte, como Teorema de Nikolskii (veja [9], pág. 103).

Teorema 3.7. (Nikolskii) Seja (𝑥𝑖) uma sequência de vetores não nulos em um espaço de Banach
𝑋. Então (𝑥𝑖) é uma sequência básica se, e somente se, existe 𝑐 ⊙ 1 tal que

‖
𝑚
∑︁

𝑖=1

𝑎𝑖𝑥𝑖‖⊘ 𝑐‖
𝑛
∑︁

𝑖=1

𝑎𝑖𝑥𝑖‖ (3.5)

para toda sequência (𝑎𝑖) ⊆ K, 𝑚,𝑛 ∈ N com 𝑚 ⊘ 𝑛.

Demonstração. Sejam (𝑇𝑛)∞
𝑛=1 as projeções canônicas da base (𝑥𝑛)∞

𝑛=1. Dada uma sequência (𝑎𝑖) ⊆
K, se 𝑛 ⊙ 𝑚, então

‖
𝑚
∑︁

𝑖=1

𝑎𝑖𝑥𝑖‖= ‖𝑇𝑚

(︃

𝑛
∑︁

𝑖=1

𝑎𝑖𝑥𝑖

⎜

‖⊘ ‖𝑇𝑚‖‖
𝑛
∑︁

𝑖=1

𝑎𝑖𝑥𝑖‖⊘ sup
𝑚

‖𝑇𝑚‖‖
𝑛
∑︁

𝑖=1

𝑎𝑖𝑥𝑖‖.

Reciprocamente, suponha a validade de (3.5) com 𝑐 ⊙ 1. Vejamos que os vetores ¶𝑥1, 𝑥2, . . . ♢ são
linearmente independentes. De fato, seja 𝑎1𝑥1 + 𝑎2𝑥2 + ≤ ≤ ≤ + 𝑎𝑛𝑥𝑛 = 0, então

‖𝑎1𝑥1‖⊘ 𝑐‖𝑎1𝑥1 + 𝑎2𝑥2 + ≤ ≤ ≤ + 𝑎𝑛𝑥𝑛‖= 0,

de onde resulta que 𝑎1 = 0, pois 𝑥1 ̸= 0. Logo

‖𝑎2𝑥2‖= ‖𝑎1𝑥1 + 𝑎2𝑥2‖⊘ 𝑐‖𝑎1𝑥1 + 𝑎2𝑥2 + ≤ ≤ ≤ + 𝑎𝑛𝑥𝑛‖= 0,

de onde resulta, da mesma forma, que 𝑎2 = 0. Repetindo esse processo, concluímos que 𝑎1 = 𝑎2 =
≤ ≤ ≤ = 𝑎𝑛 = 0.

Considere o subespaço 𝐹 = 𝑠𝑝𝑎𝑛¶𝑥𝑛 : 𝑛 ∈ N♢ e, para cada 𝑛, o funcional linear

𝜙𝑛 : 𝐹 ⊃ K, 𝜙𝑛

∏︀

∐︁

𝑘
∑︁

𝑗=1

𝑎𝑗𝑥𝑗

⎞

̂︀ = 𝑎𝑛,

bem como o operador linear

𝑇𝑛 : 𝐹 ⊃ [𝑥𝑛 : 𝑛 ∈ N], 𝑇𝑛

∏︀

∐︁

𝑘
∑︁

𝑗=1

𝑎𝑗𝑥𝑗

⎞

̂︀ =
𝑛
∑︁

𝑗=1

𝑎𝑗𝑥𝑗,

admitindo tacitamente que 𝑘 ⊙ 𝑛, pois caso contrário deĄnimos 𝑎𝑘+1 = 𝑎𝑘+2 = ≤ ≤ ≤ = 𝑎𝑛 = 0.
Segue de (3.5) que ‖𝑇𝑛𝑥‖⊘ 𝑐‖𝑥‖ e ♣𝜙𝑛(𝑥)♣‖𝑥𝑛‖⊘ 2𝑐‖𝑥‖ para todo 𝑥 ∈ 𝐹 e 𝑛 ∈ N. Disso resulta
a continuidade de 𝑇𝑛 e 𝜙𝑛. Como K e [𝑥𝑛 : 𝑛 ∈ N] são espaços de Banach e 𝐹 é denso em
[𝑥𝑛 : 𝑛 ∈ N]. Então, pelo Teorema 1.1 existem únicas extensões lineares e contínuas de 𝑇𝑛 e 𝜙𝑛

ao espaço [𝑥𝑛 : 𝑛 ∈ N], denotadas por 𝑅𝑛 e Φ𝑛, respectivamente. Além disso, ‖𝑇𝑛‖= ‖𝑅𝑛‖ e
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‖𝜙𝑛‖= ‖Φ𝑛‖ para todo 𝑛 ∈ N.
Note ainda que, como 𝑇𝑛(𝑥) =

√︁𝑛
𝑗=1 𝜙𝑗(𝑥)𝑥𝑗 para todo 𝑥 ∈ 𝐹 , então

𝑅𝑛(𝑥) =
𝑛
∑︁

𝑗=1

Φ𝑗(𝑥)𝑥𝑗 para todo 𝑥 ∈ [𝑥𝑛 : 𝑛 ∈ N]. (3.6)

Dados 𝑥 ∈ [𝑥𝑛 : 𝑛 ∈ N] e 𝜖 > 0, podemos tomar 𝑦 =
√︁𝑚

𝑗=1 𝑎𝑗𝑥𝑗 ∈ 𝐹 tal que ‖𝑥⊗ 𝑦‖< 𝜖. Isto é
posível pois 𝐹 é denso em [𝑥𝑛 : 𝑛 ∈ N]. Dessa forma, para todo 𝑛 > 𝑚 temos

‖𝑥⊗𝑅𝑛(𝑥)‖ ⊘ ‖𝑥⊗ 𝑦‖+‖𝑦 ⊗𝑅𝑛(𝑦)‖+‖𝑅𝑛(𝑦) ⊗𝑅𝑛(𝑥)‖

⊘ ‖𝑥⊗ 𝑦‖+‖𝑦 ⊗ 𝑦‖+‖𝑅𝑛‖‖𝑥⊗ 𝑦‖< (1 + 𝑐)𝜖.

Disso e de (3.6) concluímos que

𝑥 = lim
𝑛⊃∞

𝑅𝑛(𝑥) = lim
𝑛⊃∞

∏︀

∐︁

𝑛
∑︁

𝑗=1

Φ𝑗(𝑥)𝑥𝑗

⎞

̂︀ =
∞
∑︁

𝑗=1

Φ𝑗(𝑥)𝑥𝑗.

Resta mostrar a unicidade da representação acima. É suĄciente mostrar que se
∞
√︁

𝑗=1
𝑎𝑗𝑥𝑗 = 0 então

𝑎𝑛 = 0 para todo 𝑛 ∈ N. Suponha então
∞
√︁

𝑗=1
𝑎𝑗𝑥𝑗 = 0, e seja 𝜖 > 0 dado. Escolhendo 𝑛0 ∈ N tal

que

‖
𝑛
∑︁

𝑗=1

𝑎𝑗𝑥𝑗‖< 𝜖 ⊘ 𝑐𝜖 sempre que 𝑛 ⊙ 𝑛0,

de (3.5) segue que,

‖
𝑛
∑︁

𝑗=1

𝑎𝑗𝑥𝑗‖⊘ 𝑐‖
𝑛0
∑︁

𝑗=1

𝑎𝑗𝑥𝑗‖< 𝑐𝜖 sempre que 𝑛 ⊘ 𝑛0.

para cada 𝑛 Ąxado,

♣𝑎𝑛♣‖𝑥𝑛‖= ‖
𝑛
∑︁

𝑗=1

𝑎𝑗𝑥𝑗 ⊗
𝑛⊗1
∑︁

𝑗=1

𝑎𝑗𝑥𝑗‖⊘ 2𝑐𝜖.

Como 𝑥𝑛 ̸= 0, fazendo 𝜖 ⊃ 0+ segue que 𝑎𝑛 = 0.

Exemplo 3.8. Se (𝑥𝑛)∞
𝑛=1 é uma base de Schauder de 𝑋, então cada subsequência de (𝑥𝑛)∞

𝑛=1 é
uma sequência básica.

DeĄnição 3.9. Sejam 𝑋 e 𝑌 espaços de Banach e suponha que (𝑥𝑛) e (𝑦𝑛) são bases de Schauder
de𝑋 e 𝑌 , respectivamente. Diremos que (𝑥𝑛) e (𝑦𝑛) são bases equivalentes se existe um isomorĄsmo
topológico 𝑇 : 𝑋 ⊃ 𝑌 tal que 𝑇𝑥𝑛 = 𝑦𝑛 para todo 𝑛 ∈ N.

Teorema 3.10. (Bessaga and Pelczynski [1]) Sejam (𝑥𝑛)∞
𝑛=1 uma sequência básica em 𝑋 e (𝑥′

𝑛)
a sequência de funcionais coordenados associada à base (𝑥𝑛) de [𝑥𝑛 : 𝑛 ∈ N]. Seja (𝑦𝑛)∞

𝑛=1 uma
sequência em 𝑋 tal que

∞
∑︁

𝑛=1

‖𝑥′
𝑛‖‖𝑥𝑛 ⊗ 𝑦𝑛‖< 1. (3.7)

Então (𝑦𝑛)∞
𝑛=1 é uma sequência básica equivalente a (𝑥𝑛)∞

𝑛=1.
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Demonstração. Se 𝐹 = [𝑥𝑛 : 𝑛 ∈ N], então (𝑥′
𝑛) ⊆ 𝐹 ′, mas pelo Teorema de Hahn-Banach

podemos supor que (𝑥′
𝑛) ⊆ 𝑋 ′. Seja 𝑇 : 𝑋 ⊃ 𝑋 deĄnido por

𝑇𝑥 =
∞
∑︁

𝑛=1

𝑥′
𝑛(𝑥)(𝑥𝑛 ⊗ 𝑦𝑛).

É claro que 𝑇 é linear e pela equação (3.7) temos que

‖𝑇‖⊘
∞
∑︁

𝑛=1

‖𝑥′
𝑛‖‖𝑥𝑛 ⊗ 𝑦𝑛‖< 1 para todo 𝑥 ∈ 𝑋.

Segue que 𝑇 é contínuo. Como

∞
∑︁

𝑛=0

‖𝑇 𝑛‖⊘
∞
∑︁

𝑛=0

‖𝑇‖𝑛= (1 ⊗ ‖𝑇‖)⊗1,

então a série
√︁∞

𝑛=0 𝑇
𝑛 converge em ℒ(𝑋;𝑋). Como

(𝐼 ⊗ 𝑇 )

(︃

𝑛
∑︁

𝑘=0

𝑇 𝑘

⎜

=

(︃

𝑛
∑︁

𝑘=0

𝑇 𝑘

⎜

(𝐼 ⊗ 𝑇 ) = 𝐼 ⊗ 𝑇 𝑛+1,

segue que

(𝐼 ⊗ 𝑇 )

(︃

∞
∑︁

𝑘=0

𝑇 𝑘

⎜

=

(︃

∞
∑︁

𝑘=0

𝑇 𝑘

⎜

(𝐼 ⊗ 𝑇 ) = 𝐼.

Logo 𝐼 ⊗ 𝑇 é invertível em ℒ(𝑋;𝑋) e (𝐼 ⊗ 𝑇 )⊗1 =
√︁∞

𝑘=0 𝑇
𝑘 é contínuo. Além disso

(𝐼 ⊗ 𝑇 )𝑥𝑛 = 𝑥𝑛 ⊗
∞
∑︁

𝑘=1

𝑥′
𝑘(𝑥𝑛)(𝑥𝑘 ⊗ 𝑦𝑘) = 𝑥𝑛 ⊗ (𝑥𝑛 ⊗ 𝑦𝑛) = 𝑦𝑛.

Assim, 𝐼 ⊗ 𝑇 : 𝑋 ⊃ 𝑋 é um isomorĄsmo topológico e (𝐼 ⊗ 𝑇 )𝑥𝑛 = 𝑦𝑛 para todo 𝑛 ∈ N. Agora, se
𝑁 = [𝑦𝑛 : 𝑛 ∈ N], então a restrição (𝐼 ⊗ 𝑇 )♣𝐹 é um isomorĄsmo topológico entre 𝐹 e 𝑁 . Como
(𝑥𝑛)∞

𝑛=1 é uma base de Schauder de 𝐹 , segue que (𝑦𝑛)∞
𝑛=1 é uma base de Schauder de 𝑁 equivalente

a (𝑥𝑛)∞
𝑛=1.

O teorema seguinte é do mesmo tipo que o Teorema 3.10.

Teorema 3.11. (Bessaga and Pelczynski [1]) Seja (𝑥𝑛) uma sequências básica no espaço de Banach
𝑋, seja (𝑥′

𝑛) a sequência de funcionais coordenados associada à base (𝑥𝑛) de [𝑥𝑛 : 𝑛 ∈ N]. Suponha
que exista uma projeção 𝑃 de 𝑋 sobre [𝑥𝑛 : 𝑛 ∈ N]. Se (𝑦𝑛) é qualquer sequência em 𝑋 tal que

∞
∑︁

𝑛=1

‖𝑃‖‖𝑥′
𝑛‖‖𝑥𝑛 ⊗ 𝑦𝑛‖< 1, (3.8)

então (𝑦𝑛) é uma sequência básica equivalente a (𝑥𝑛) e [𝑦𝑛 : 𝑛 ∈ N] é complementado em 𝑋.
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Demonstração. Escrevamos 𝐹 = [𝑥𝑛 : 𝑛 ∈ N] e 𝑁 = [𝑦𝑛 : 𝑛 ∈ N]. Como 𝑃 (𝑋) = 𝐹 ̸= ¶0♢ então
𝑃 ̸= 0 e ‖𝑃‖⊙ 1. Segue que

∞
∑︁

𝑛=1

‖𝑥′
𝑛‖‖𝑥𝑛 ⊗ 𝑦𝑛‖⊘

∞
∑︁

𝑛=1

‖𝑃‖‖𝑥′
𝑛‖‖𝑥𝑛 ⊗ 𝑦𝑛‖< 1.

Pelo Teorema 3.10 (𝑦𝑛) é uma sequência básica equivalente a (𝑥𝑛). Provaremos que 𝑁 é um subes-

paço complementado de 𝑋. De fato, como 𝑃𝑥 ∈ 𝐹 para todo 𝑥 ∈ 𝑋, então 𝑃𝑥 =
∞
√︁

𝑛=1
𝑥′

𝑛(𝑃𝑥)𝑥𝑛

para todo 𝑥 ∈ 𝑋. DeĄnamos o operador 𝑇 : 𝑋 ⊃ 𝑋 por

𝑇𝑥 = 𝑥⊗ 𝑃𝑥+
∞
∑︁

𝑛=1

𝑥′
𝑛(𝑃𝑥)𝑦𝑛 para todo 𝑥 ∈ 𝑋.

É claro que 𝑇 é linear. Note ainda que 𝑇𝑥 = 𝑥 +
√︁∞

𝑛=1 𝑥
′
𝑛(𝑃𝑥)(𝑦𝑛 ⊗ 𝑥𝑛) para todo 𝑥 ∈ 𝑋. Segue

de (3.8) que

‖𝐼 ⊗ 𝑇‖= ‖𝑇 ⊗ 𝐼‖⊘
∞
∑︁

𝑛=1

‖𝑃‖‖𝑥′
𝑛‖‖𝑥𝑛 ⊗ 𝑦𝑛‖< 1.

Logo, procedendo como na demonstração do Teorema 3.10 podemos concluir que 𝑇 = 𝐼 ⊗ (𝐼 ⊗ 𝑇 )
é invertível em ℒ(𝑋;𝑋) e 𝑇⊗1 =

√︁∞
𝑛=0(𝐼 ⊗ 𝑇 )𝑛 é contínuo. Assim, 𝑇 : 𝑋 ⊃ 𝑋 é um isomorĄsmo

topológico. Além disso

𝑇𝑥𝑛 = 𝑥𝑛 ⊗ 𝑃𝑥𝑛 +
∞
∑︁

𝑘=1

𝑥′
𝑘(𝑃𝑥𝑛)𝑦𝑘 = 𝑥𝑛 ⊗ 𝑥𝑛 + 𝑦𝑛 = 𝑦𝑛 para todo 𝑛 ∈ N.

Provaremos que 𝑇 (𝐹 ) = 𝑁 . De fato, seja
√︁∞

𝑛=1 𝑎𝑛𝑥𝑛 ∈ 𝐹 . Então

𝑇 (
∞
∑︁

𝑛=1

𝑎𝑛𝑥𝑛) =
∞
∑︁

𝑛=1

𝑎𝑛𝑇𝑥𝑛 =
∞
∑︁

𝑛=1

𝑎𝑛𝑦𝑛 ∈ 𝑁.

Assim, 𝑇 (𝐹 ) ⊆ 𝑁 . Por outro lado, se
√︁∞

𝑛=1 𝑎𝑛𝑦𝑛 ∈ 𝑁 segue que

∞
∑︁

𝑛=1

𝑎𝑛𝑥𝑛 =
∞
∑︁

𝑛=1

𝑎𝑛𝑇
⊗1𝑦𝑛 = 𝑇⊗1(

∞
∑︁

𝑛=1

𝑎𝑛𝑦𝑛) ∈ 𝑋.

Assim,
√︁∞

𝑛=1 𝑎𝑛𝑥𝑛 ∈ 𝐹 e 𝑇 (
√︁∞

𝑛=1 𝑎𝑛𝑥𝑛) =
√︁∞

𝑛=1 𝑎𝑛𝑦𝑛. Portanto 𝑇 (𝐹 ) = 𝑁 . Finalmente, o operador
𝑄 = 𝑇𝑃𝑇⊗1 é a projeção procurada, pois 𝑄 : 𝑋 ⊃ 𝑋 é contínuo, 𝑄(𝑋) = 𝑁 e veriĄca 𝑄2 =
𝑇𝑃𝑇⊗1𝑇𝑃𝑇⊗1 = 𝑇𝑃 2𝑇⊗1 = 𝑇𝑃𝑇⊗1 = 𝑄.

DeĄnição 3.12. Sejam (𝑥𝑖)∞
𝑖=1 uma sequência básica em 𝑋, (𝑎𝑖)∞

𝑖=1 uma sequência em K e (𝑝𝑖)∞
𝑖=1

uma sequência em N com 𝑝𝑖 < 𝑝𝑖+1 para cada 𝑖 ∈ N. A sequência com termo 𝑛-ésimo

𝑦𝑛 =
𝑝n+1
∑︁

𝑖=𝑝n+1

𝑎𝑖𝑥𝑖 ̸= 0

é chamada uma sequência de blocos básicos de (𝑥𝑖)∞
𝑖=1.
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Proposição 3.13. Se (𝑥𝑖)∞
𝑖=1 é uma base de Schauder de 𝑋, então cada sequência de blocos de

(𝑥𝑖)∞
𝑖=1 é uma sequência básica.

Demonstração. Pelo Teorema 3.7 basta achar 𝑐 ⊙ 1 tal que

‖
𝑛
∑︁

𝑘=1

Ú𝑘𝑦𝑘‖⊘ 𝑐‖
𝑚
∑︁

𝑘=1

Ú𝑘𝑦𝑘‖,

ou seja

‖
𝑛
∑︁

𝑘=1

Ú𝑘

𝑝k+1
∑︁

𝑖=𝑝k+1

𝑎𝑖𝑥𝑖‖⊘ 𝑐‖
𝑚
∑︁

𝑘=1

Ú𝑘

𝑝k+1
∑︁

𝑖=𝑝k+1

𝑎𝑖𝑥𝑖‖

para cada (Ú𝑘)∞
𝑘=1 ⊆ K, 𝑛,𝑚 ∈ N com 𝑛 < 𝑚. Como (𝑥𝑖)∞

𝑖=1 é base de Schauder de 𝑋, esta
desigualdade vale se 𝑐 é a constante da base (𝑥𝑖)∞

𝑖=1.

O teorema seguinte também deve-se a Bessaga e Pelczynski.

Teorema 3.14. (Bessaga and Pelczynski [1]) Seja 𝑋 um espaço de Banach, (𝑥𝑛) uma base de
Schauder para 𝑋, e (𝑥′

𝑛) a sequência de funcionais coordenados associada à base (𝑥𝑛). Se (𝑦𝑛) é
uma sequência tal que inf‖𝑦𝑛‖= 𝜖 > 0 e lim

𝑛⊃∞
𝑥′

𝑖(𝑦𝑛) = 0 para todo 𝑖, então existe uma subsequência
de (𝑦𝑛) equivalente a uma sequência de blocos de (𝑥𝑛).

Demonstração. Seja 𝑐 a constante da base (𝑥𝑛), e seja 𝑛1 = 1. Como 𝑦𝑛1
=
√︁∞

𝑖=1 𝑥
′
𝑖(𝑦𝑛1

)𝑥𝑖, existe
𝑞1 ∈ N tal que

‖
∞
∑︁

𝑖=𝑞1+1

𝑥′
𝑖(𝑦𝑛1

)𝑥𝑖‖<
𝜖

4𝑐23
.

Como lim
𝑛⊃∞

𝑥′
𝑖(𝑦𝑛) = 0 para cada 𝑖, existe 𝑛2 ∈ N, 𝑛2 > 1 tal que

‖
𝑞1
∑︁

𝑖=1

𝑥′
𝑖(𝑦𝑛2

)𝑥𝑖‖<
𝜖

4𝑐24
.

Como 𝑦𝑛2
=
√︁∞

𝑖=1 𝑥
′
𝑖(𝑦𝑛2

)𝑥𝑖, existe 𝑞2 ∈ N, 𝑞2 > 𝑞1 tal que

‖
∞
∑︁

𝑖=𝑞2+1

𝑥′
𝑖(𝑦𝑛2

)𝑥𝑖‖<
𝜖

4𝑐24
.

Como lim
𝑛⊃∞

𝑥′
𝑖(𝑦𝑛) = 0 para cada 𝑖, existe 𝑛3 ∈ N, 𝑛3 > 𝑛2 tal que

‖
𝑞2
∑︁

𝑖=1

𝑥′
𝑖(𝑦𝑛3

)𝑥𝑖‖<
𝜖

4𝑐25
.

Procedendo por indução obtemos sequências estritamente crescentes (𝑛𝑘)∞
𝑘=1 e (𝑞𝑘)∞

𝑘=1 em N tais
que

‖
∞
∑︁

𝑖=𝑞k+1

𝑥′
𝑖(𝑦𝑛k

)𝑥𝑖‖<
𝜖

4𝑐2𝑘+2
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e

‖
𝑞k
∑︁

𝑖=1

𝑥′
𝑖(𝑦𝑛k+1

)𝑥𝑖‖<
𝜖

4𝑐2𝑘+3

para cada 𝑘 ∈ N. Seja 𝑞0 = 0 e seja (𝑧𝑘) a sequência deĄnida por

𝑧𝑘 =
𝑞k
∑︁

𝑖=𝑞k⊗1+1

𝑥′
𝑖(𝑦𝑛k

)𝑥𝑖

para cada 𝑘 ∈ N. Assim (𝑧𝑘) é uma sequência de blocos de (𝑥𝑖). Pela Proposição 3.13 (𝑧𝑘) é uma
sequência básica em 𝑋 e

‖
𝑛
∑︁

𝑘=1

Ú𝑘𝑧𝑘‖⊘ 𝑐‖
𝑚
∑︁

𝑘=1

Ú𝑘𝑧𝑘‖

para cada (Ú𝑘)∞
𝑘=1 ⊆ K e 𝑛 < 𝑚 em N. Seja (𝜙𝑘) a sequência de funcionais coordenados associado

a (𝑧𝑘). Como

𝜖 ⊘ ‖𝑦𝑛k
‖= ‖

𝑞k⊗1
∑︁

𝑖=1

𝑥′
𝑖(𝑦𝑛k

)𝑥𝑖 +
𝑞k
∑︁

𝑖=𝑞k⊗1+1

𝑥′
𝑖(𝑦𝑛k

)𝑥𝑖 +
∞
∑︁

𝑖=𝑞k+1

𝑥′
𝑖(𝑦𝑛k

)𝑥𝑖‖

<
𝜖

4𝑐2𝑘+2
+ ‖𝑧𝑘‖+

𝜖

4𝑐2𝑘+2
< ‖𝑧𝑘‖+

𝜖

2
,

para cada 𝑘 > 1. E também

𝜖 ⊘ ‖𝑦𝑛1
‖= ‖

𝑞1
∑︁

𝑖=1

𝑥′
𝑖(𝑦𝑛1

)𝑥𝑖 +
∞
∑︁

𝑖=𝑞1+1

𝑥′
𝑖(𝑦𝑛1

)𝑥𝑖‖

< ‖𝑧1‖+
𝜖

4𝑐23
< ‖𝑧1‖+

𝜖

2
,

vemos que ‖𝑧𝑘‖> 𝜖
2

para cada 𝑘 ∈ N, e daí segue que ‖𝜙𝑘‖⊘ 4𝑐
𝜖

para cada 𝑘 ∈ N, pois pelo Teorema
3.4 𝜖

2
♣𝜙𝑘(𝑥)♣< ♣𝜙𝑘(𝑥)♣‖𝑧𝑘‖⊘ 2𝑐‖𝑥‖. Logo

∞
∑︁

𝑘=1

‖𝜙𝑘‖‖𝑦𝑛k
⊗ 𝑧𝑘‖ ⊘

∞
∑︁

𝑘=1

4𝑐
𝜖

‖
𝑞k⊗1
∑︁

𝑖=1

𝑥′
𝑖(𝑦𝑛k

)𝑥𝑖 +
∞
∑︁

𝑖=𝑞k+1

𝑥′
𝑖(𝑦𝑛k

)𝑥𝑖‖

<
∞
∑︁

𝑘=1

4𝑐
𝜖

⎤

𝜖

4𝑐2𝑘+2
+

𝜖

4𝑐2𝑘+2

⎣

=
∞
∑︁

𝑘=1

1
2𝑘+1

=
1
2
.

Pelo Teorema 3.10 (𝑦𝑛k
) é uma sequência básica em 𝑋 equivalente a (𝑧𝑘).
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Capítulo 4

Método de decomposição de Pelczynski

Descreveremos um elegante e misterioso método de decomposição que será util para a demons-
tração da caracterização de Pelczynski dos subespaços complementados de ℓ𝑝 e 𝑐0. Antes que
possamos descrever o método, vamos precisar de alguns fatos preliminares.

ℓ𝑝-somas e 𝑐0-somas

DeĄnição 4.1. Dada uma sequência de espaços de Banach 𝑋1, 𝑋2, . . . , com suas respectivas
normas ‖≤‖𝑋1

, ‖≤‖𝑋2
, . . . , deĄnimos a ℓ𝑝-soma de 𝑋1, 𝑋2, . . . , denotada por (𝑋1 ⊕𝑋2 ⊕ ≤ ≤ ≤)𝑝, como

o espaço normado

(𝑋1 ⊕𝑋2 ⊕ ≤ ≤ ≤)𝑝 = ¶(𝑥𝑛)∞
𝑛=1 : 𝑥𝑛 ∈ 𝑋𝑛 e (‖𝑥𝑛‖𝑋n

)∞
𝑛=1 ∈ ℓ𝑝♢,

cuja função norma está dada pela fórmula

‖(𝑥𝑛)∞
𝑛=1‖ℓp

=

∏︁

⋁︁

⋁︁

⨄︁

⋁︁

⋁︁

⋃︁

⎤

∞
√︁

𝑛=1
‖𝑥𝑛‖𝑝

𝑋n

⎣1/𝑝

, 1 ⊘ 𝑝 < ∞

sup
𝑛

‖𝑥𝑛‖𝑋n
, 𝑝 = ∞.

De forma análoga deĄnimos a 𝑐0-soma de 𝑋1, 𝑋2, . . . . Neste caso

(𝑋1 ⊕𝑋2 ⊕ ≤ ≤ ≤)0 = ¶(𝑥𝑛)∞
𝑛=1 : 𝑥𝑛 ∈ 𝑋𝑛 e (‖𝑥𝑛‖𝑋n

)∞
𝑛=1 ∈ 𝑐0♢,

com a norma
‖(𝑥𝑛)∞

𝑛=1‖0= sup
𝑛

‖𝑥𝑛‖𝑋n
.

Não é diĄcíl veriĄcar que de fato ‖≤ ‖ℓp
e ‖≤ ‖0 são normas.

Observação 4.2. Deve ser observado que a ordem dos factores em uma ℓ𝑝-soma ou 𝑐0-soma não
importa, isto é, se à : N ⊃ N é qualquer permutação e 1 ⊘ 𝑝 ⊘ ∞ ou 𝑝 = 0. Então

(𝑋1 ⊕𝑋2 ⊕ ≤ ≤ ≤)𝑝 ≍1 (𝑋à(1) ⊕𝑋à(2) ⊕ ≤ ≤ ≤)𝑝.
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Não é difícil veriĄcar que a aplicação

(𝑥𝑛)∞
𝑛=1 ∈ (𝑋1 ⊕𝑋2 ⊕ ≤ ≤ ≤)𝑝 ⊃ (𝑥à(𝑛))∞

𝑛=1 ∈ (𝑋à(1) ⊕𝑋à(2) ⊕ ≤ ≤ ≤)𝑝

é um isomorĄsmo isométrico.

Proposição 4.3. Os espaços ((𝑋1 ⊕𝑋2 ⊕ . . . )0, ‖≤‖0) e
(︁

(𝑋1 ⊕𝑋2 ⊕ . . . )𝑝, ‖≤‖ℓp

⎡

, 1 ⊘ 𝑝 ⊘ ∞, são
espaços de Banach.

Demonstração. A demonstração é muito parecida com a prova de que ℓ𝑝 e 𝑐0 são espaços de Banach.
Provaremos que (𝑋1 ⊕𝑋2 ⊕≤ ≤ ≤)𝑝 é de Banach para 1 ⊘ 𝑝 < ∞. Seja (𝑥𝑛) uma sequência de Cauchy
em (𝑋1 ⊕𝑋2 ⊕ ≤ ≤ ≤)𝑝, para cada 𝑛 ∈ N escrevamos 𝑥𝑛 = (𝑥𝑛𝑗)∞

𝑗=1 ∈ (𝑋1 ⊕𝑋2 ⊕ ≤ ≤ ≤)𝑝. Então, dado
𝜖 > 0 existe 𝑛0 ∈ N tal que ‖𝑥𝑛 ⊗ 𝑥𝑚‖ℓp

< 𝜖 para todo 𝑚,𝑛 ∈ N, 𝑚, 𝑛 ⊙ 𝑛0. Ou seja

𝜖 > ‖𝑥𝑛 ⊗ 𝑥𝑚‖ℓp
= ‖(𝑥𝑛𝑗 ⊗ 𝑥𝑚𝑗)∞

𝑗=1‖ℓp
=

∏︀

∐︁

∞
∑︁

𝑗=1

‖𝑥𝑛𝑗 ⊗ 𝑥𝑚𝑗‖
𝑝
𝑋j

⎞

̂︀

1/𝑝

⊙ ‖𝑥𝑛𝑗 ⊗ 𝑥𝑚𝑗‖𝑋j
, (4.1)

para todo 𝑗 ∈ N e 𝑛,𝑚 ⊙ 𝑛0. Então a sequência (𝑥𝑛𝑗)∞
𝑛=1 é de Cauchy em 𝑋𝑗 para cada 𝑗 ∈ N.

Portanto, para cada 𝑗 ∈ N existe 𝑥𝑗 ∈ 𝑋𝑗 tal que 𝑥𝑛𝑗 ⊃ 𝑥𝑗 em 𝑋𝑗. Seja 𝑥 = (𝑥𝑗)∞
𝑗=1. Provaremos

que 𝑥 ∈ (𝑋1⊕𝑋2⊕≤ ≤ ≤)𝑝 e 𝑥𝑛 ⊃ 𝑥 em ‖≤‖ℓp
. De fato, segue de (4.1) que

(︁

√︁𝑘
𝑗=1‖𝑥𝑛𝑗 ⊗ 𝑥𝑚𝑗‖

𝑝
𝑋j

⎡1/𝑝
< 𝜖

para todo 𝑘 ∈ N. Então fazendo 𝑚 ⊃ ∞ e depois 𝑘 ⊃ ∞ obtemos
(︁

√︁∞
𝑗=1‖𝑥𝑛𝑗 ⊗ 𝑥𝑗‖

𝑝
𝑋j

⎡1/𝑝
⊘ 𝜖

para todo 𝑛 ⊙ 𝑛0. Ou seja, para 𝑛 ⊙ 𝑛0 temos,

‖𝑥𝑛 ⊗ 𝑥‖ℓp
=

∏︀

∐︁

∞
∑︁

𝑗=1

‖𝑥𝑛𝑗 ⊗ 𝑥𝑗‖
𝑝
𝑋j

⎞

̂︀

1/𝑝

⊘ 𝜖.

Segue que, para 𝑛 ⊙ 𝑛0, 𝑥𝑛 ⊗ 𝑥 ∈ (𝑋1 ⊕𝑋2 ⊕ ≤ ≤ ≤)𝑝. Então 𝑥 = 𝑥⊗ 𝑥𝑛 + 𝑥𝑛 ∈ (𝑋1 ⊕𝑋2 ⊕ ≤ ≤ ≤)𝑝 e
𝑥𝑛 ⊃ 𝑥 em ‖≤‖ℓp

.

A seguinte proposição exibe algumas propriedades que tem as ℓ𝑝-somas e 𝑐0-somas. Para sua
demonstração vamos precisar dos seguintes lemas.

Lema 4.4. Existe uma sequência (𝑁𝑗)∞
𝑗=1 de subconjuntos inĄnitos de números naturais estrita-

mente crescente e disjuntos tais que
N = ∪∞

𝑗=1𝑁𝑗.

Demonstração. Como motivação escrevamos

N = ¶1, 3, 5, . . . ♢ ∪ ¶2, 4, 6, . . . ♢ = ¶1, 3, 5, . . . ♢ ∪ 2¶1, 2, 3, 4, . . . ♢

= ¶1, 3, 5, . . . ♢ ∪ 2¶1, 3, 5, . . . ♢ ∪ 2¶2, 4, 6, . . . ♢

= ¶1, 3, 5, . . . ♢ ∪ 2¶1, 3, 5, . . . ♢ ∪ 22¶1, 2, 3, 4, . . . ♢ = ≤ ≤ ≤
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Sendo assim, para cada 𝑗 ∈ N tomemos 𝑁𝑗 = 2𝑗⊗1¶1, 3, 5, . . . ♢ = ¶2𝑗⊗1𝑞 : 𝑞 ímpar♢. Primeiro
provaremos que N = ∪∞

𝑗=1𝑁𝑗. De fato, para provar a inclusão não trivial, seja 𝑛 ∈ N. Então ou
𝑛 = 2𝑘 ⊗ 1 ou 𝑛 = 2𝑘 para algum 𝑘 ∈ N. Se 𝑛 = 2𝑘 ⊗ 1 então 𝑛 ∈ 𝑁1, caso contrário

𝑛 = 2𝑘 = 2𝑖𝑞 para alguns 𝑖 ∈ N e 𝑞 ímpar.

Segue que 𝑛 ∈ 𝑁𝑖+1. Agora provaremos que 𝑁𝑖 ∩𝑁𝑗 = ∅ sempre que 𝑖 ̸= 𝑗. De fato, suponha que
existem 𝑖, 𝑗 com 𝑖 > 𝑗 tal que 𝑁𝑖 ∩𝑁𝑗 ̸= ∅. Seja 𝑚 ∈ 𝑁𝑖 ∩𝑁𝑗 então existem 𝑞1, 𝑞2 ímpares tais que
2𝑗⊗1𝑞1 = 𝑚 = 2𝑖⊗1𝑞2, segue-se que 𝑞1 = 2𝑖⊗𝑗𝑞2 é par. Absurdo! Portanto 𝑁𝑖 ∩𝑁𝑗 = ∅ sempre que
𝑖 ̸= 𝑗.

Note que para cada 𝑗 ∈ N, Þ𝑗 : 𝑛 ∈ N ⊃ 2𝑗⊗1(2𝑛 ⊗ 1) ∈ 𝑁𝑗 é uma bijeção crescente e
N = ∪∞

𝑗=1Þ𝑗(N). Ainda mais, para 𝑛 ∈ N Ąxo Þ𝑗(𝑛) < Þ𝑗+1(𝑛) para todo 𝑗 ∈ N. Note também que,
para 𝑛 ∈ N Ąxado existe um único 𝑗 ∈ N tal que 𝑛 ∈ Þ𝑗(N), como Þ𝑗 é injetiva existe um único
𝑖 ∈ N tal que Þ𝑗(𝑖) = 𝑛.

Lema 4.5. Sejam 𝑎, 𝑏 números reais não negativos. Se 𝑝 ⊙ 1 então 𝑎𝑝 + 𝑏𝑝 ⊘ (𝑎+ 𝑏)𝑝.

Demonstração. Escreva (𝑎, 𝑏) = (𝑎, 0)+(0, 𝑏) em R
2. Usando a desigualdade de Minkowski obtemos

‖(𝑎, 𝑏)‖𝑝⊘ ‖(𝑎, 0)‖𝑝+‖(0, 𝑏)‖𝑝, ou seja, (𝑎𝑝 + 𝑏𝑝)1/𝑝 ⊘ 𝑎+ 𝑏. Segue (𝑎𝑝 + 𝑏𝑝) ⊘ (𝑎+ 𝑏)𝑝.

Proposição 4.6. Sejam 𝑋 e 𝑌 espaços de Banach e 1 ⊘ 𝑝 < ∞. Então

1. (a) (ℓ𝑝 ⊕ ℓ𝑝 ⊕ ≤ ≤ ≤)𝑝 ≍1 ℓ𝑝.

(b) (𝑐0 ⊕ 𝑐0 ⊕ ≤ ≤ ≤)0 ≍1 𝑐0.

2. (a) ((𝑋 ⊕ 𝑌 ) ⊕ (𝑋 ⊕ 𝑌 ) ⊕ ≤ ≤ ≤)𝑝 ≍ (𝑋 ⊕𝑋 ⊕ ≤ ≤ ≤)𝑝 ⊕ (𝑌 ⊕ 𝑌 ⊕ ≤ ≤ ≤)𝑝.

(b) ((𝑋 ⊕ 𝑌 ) ⊕ (𝑋 ⊕ 𝑌 ) ⊕ ≤ ≤ ≤)0 ≍ (𝑋 ⊕𝑋 ⊕ ≤ ≤ ≤)0 ⊕ (𝑌 ⊕ 𝑌 ⊕ ≤ ≤ ≤)0.

3. Se 𝑋 ≍ 𝑌 então

(a) (𝑋 ⊕𝑋 ⊕ ≤ ≤ ≤)𝑝 ≍ (𝑌 ⊕ 𝑌 ⊕ ≤ ≤ ≤)𝑝.

(b) (𝑋 ⊕𝑋 ⊕ ≤ ≤ ≤)0 ≍ (𝑌 ⊕ 𝑌 ⊕ ≤ ≤ ≤)0.

4. (a) (𝑋 ⊕𝑋 ⊕ ≤ ≤ ≤)𝑝 ⊕𝑋 ≍ (𝑋 ⊕𝑋 ⊕ ≤ ≤ ≤)𝑝.

(b) (𝑋 ⊕𝑋 ⊕ ≤ ≤ ≤)0 ⊕𝑋 ≍ (𝑋 ⊕𝑋 ⊕ ≤ ≤ ≤)0.

Demonstração. • (1a) DeĄna a aplicação

𝑇 : (𝑥𝑖)∞
𝑖=1 ∈ ℓ𝑝 ⊃ ((𝑥Þ1(𝑖))∞

𝑖=1, (𝑥Þ2(𝑖))∞
𝑖=1, . . . ) ∈ (ℓ𝑝 ⊕ ℓ𝑝 ⊕ ≤ ≤ ≤)𝑝.
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É imediato que 𝑇 está bem deĄnida e é linear, provaremos que 𝑇 é um isomorĄsmo isométrico.
Seja (𝑥𝑖)∞

𝑖=1 ∈ ℓ𝑝, então

‖𝑇 (𝑥𝑖)∞
𝑖=1‖ℓp

= ‖((𝑥Þ1(𝑖))∞
𝑖=1, (𝑥Þ2(𝑖))∞

𝑖=1, . . . )‖ℓp

=
(︁

‖(𝑥Þ1(𝑖))∞
𝑖=1‖

𝑝
𝑝+‖(𝑥Þ2(𝑖))∞

𝑖=1‖
𝑝
𝑝+ . . .

⎡1/𝑝

=

(︃

∞
∑︁

𝑖=1

♣𝑥Þ1(𝑖)♣
𝑝+

∞
∑︁

𝑖=1

♣𝑥Þ2(𝑖)♣
𝑝+ . . .

⎜1/𝑝

=

(︃

∞
∑︁

𝑖=1

♣𝑥𝑖♣
𝑝

⎜1/𝑝

= ‖(𝑥𝑖)∞
𝑖=1‖𝑝.

Agora vejamos que 𝑇 é sobrejetiva. De fato, seja ((𝑥𝑖1)∞
𝑖=1, (𝑥𝑖2)∞

𝑖=1, . . . ) ∈ (ℓ𝑝 ⊕ ℓ𝑝 ⊕ ≤ ≤ ≤)𝑝.
Então (‖(𝑥𝑖1)∞

𝑖=1‖𝑝, ‖(𝑥𝑖2)∞
𝑖=1‖𝑝, . . . ) ∈ ℓ𝑝 e por sua vez

∞
∑︁

𝑗=1

∞
∑︁

𝑖=1

♣𝑥𝑖𝑗♣
𝑝=

∞
∑︁

𝑗=1

‖(𝑥𝑖𝑗)∞
𝑖=1‖

𝑝
𝑝< ∞.

Como, para cada 𝑛 ∈ N existem únicos 𝑖, 𝑗 ∈ N tais que Þ𝑗(𝑖) = 𝑛. Então deĄnamos a
sequência (𝑦𝑛)∞

𝑛=1 por 𝑦𝑛 = 𝑥𝑖𝑗 onde Þ𝑗(𝑖) = 𝑛, 𝑛 ∈ N. Segue que

∞
∑︁

𝑛=1

♣𝑦𝑛♣𝑝⊘
∞
∑︁

𝑗=1

∞
∑︁

𝑖=1

♣𝑥𝑖𝑗♣
𝑝< ∞

e portanto (𝑦𝑛)∞
𝑛=1 ∈ ℓ𝑝. Por outro lado, notemos que 𝑦Þk(𝑛) = 𝑥𝑖𝑗 onde Þ𝑗(𝑖) = Þ𝑘(𝑛). É

consequência imediata que 𝑗 = 𝑘 pois, em caso contrario teríamos Þ𝑗(𝑖) ̸= Þ𝑘(𝑛). Assim,
segue da injetividade que 𝑖 = 𝑛. Em resumo, para cada 𝑘, 𝑛 ∈ N temos 𝑦Þk(𝑛) = 𝑥𝑛𝑘. Logo

𝑇 (𝑦𝑖)∞
𝑖=1 = ((𝑦Þ1(𝑖))∞

𝑖=1, (𝑦Þ2(𝑖))∞
𝑖=1, . . . ) = ((𝑥𝑖1)∞

𝑖=1, (𝑥𝑖2)∞
𝑖=1, . . . ).

Portanto (ℓ𝑝 ⊕ ℓ𝑝 ⊕ ≤ ≤ ≤)𝑝 ≍1 ℓ𝑝.

• (1b) DeĄna a aplicação

𝑇 : (𝑥𝑖)∞
𝑖=1 ∈ 𝑐0 ⊃ ((𝑥Þ1(𝑖))∞

𝑖=1, (𝑥Þ2(𝑖))∞
𝑖=1, . . . ) ∈ (𝑐0 ⊕ 𝑐0 ⊕ ≤ ≤ ≤)0

e vejamos que está bem deĄnida. É claro que, para cada 𝑗 ∈ N (𝑥Þj(𝑖))∞
𝑖=1 ∈ 𝑐0. Resta provar

que lim
𝑗⊃∞

‖(𝑥Þj(𝑖))∞
𝑖=1‖∞= 0. De fato, dado 𝜖 > 0 existe 𝑖0 ∈ N tal que ♣𝑥𝑖♣< 𝜖 para todo 𝑖 ⊙ 𝑖0,

seja 𝑗0 ∈ N tal que 2𝑗0⊗1 ⊙ 𝑖0. Se 𝑗 ⊙ 𝑗0 então 2𝑗⊗1 > 𝑖0. Segue que Þ𝑗(𝑖) > Þ𝑗(1) = 2𝑗⊗1 > 𝑖0
para todo 𝑖 ∈ N e 𝑗 ⊙ 𝑗0. Assim ♣𝑥Þj(𝑖)♣< 𝜖 para todo 𝑖 ∈ N e 𝑗 ⊙ 𝑗0. Portanto

lim
𝑗⊃∞

‖(𝑥Þj(𝑖))∞
𝑖=1‖∞= lim

𝑗⊃∞
sup
𝑖∈N

♣𝑥Þj(𝑖)♣= 0.
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É imediato que 𝑇 é linear, provaremos que 𝑇 é um isomorĄsmo isométrico. Seja (𝑥𝑖)∞
𝑖=1 ∈ 𝑐0,

então

‖𝑇 (𝑥𝑖)∞
𝑖=1‖0 = ‖((𝑥Þ1(𝑖))∞

𝑖=1, (𝑥Þ2(𝑖))∞
𝑖=1, . . . )‖0

= sup¶‖(𝑥Þ1(𝑖))∞
𝑖=1‖∞, ‖(𝑥Þ2(𝑖))∞

𝑖=1‖∞, . . . ♢

= sup

∮︁

sup
𝑖∈N

♣𝑥Þ1(𝑖)♣, sup
𝑖∈N

♣𝑥Þ2(𝑖)♣, . . .

⨀︀

= sup
𝑖∈N

♣𝑥𝑖♣= ‖(𝑥𝑖)∞
𝑖=1‖∞.

Vejamos que 𝑇 é uma aplicação sobrejetiva. De fato, se ((𝑥𝑖1)∞
𝑖=1, (𝑥𝑖2)∞

𝑖=1, . . . ) ∈ (𝑐0 ⊕ 𝑐0 ⊕
≤ ≤ ≤)0, então para cada 𝑗 ∈ N tem-se que lim

𝑖⊃∞
𝑥𝑖𝑗 = 0 e

lim
𝑗⊃∞

sup
𝑖∈N

♣𝑥𝑖𝑗♣= lim
𝑗⊃∞

‖(𝑥𝑖𝑗)∞
𝑖=1‖∞= 0.

Logo, dado 𝜖 > 0 existe 𝑗0 ∈ N tal que

♣𝑥𝑖𝑗♣< 𝜖 para todo 𝑗 ⊙ 𝑗0 e todo 𝑖 ∈ N.

Em particular ♣𝑥𝑖𝑗♣< 𝜖 para todo 𝑖, 𝑗 ⊙ 𝑗0. Portanto lim
𝑖,𝑗⊃∞

𝑥𝑖𝑗 = 0. Por outro lado, deĄnamos

a sequência (𝑦𝑛)∞
𝑛=1 por 𝑦𝑛 = 𝑥𝑖𝑗 onde Þ𝑗(𝑖) = 𝑛, 𝑛 ∈ N. AĄrmamos que 𝑦𝑛 ⊃ 0 quando

𝑛 ⊃ ∞. De fato, note que

𝑦2𝑛⊗1 = 𝑦Þ1(𝑛) = 𝑥𝑛1 ⊃ 0 quando 𝑛 ⊃ ∞

e

𝑦2𝑛 = 𝑦2jn⊗1(2𝑖n⊗1) = 𝑦Þjn (𝑖n) = 𝑥𝑖n𝑗n
⊃ 0 quando 𝑛 ⊃ ∞.

Portanto (𝑦𝑛)∞
𝑛=1 ∈ 𝑐0 e 𝑇 (𝑦𝑖)∞

𝑖=1 = ((𝑥𝑖1)∞
𝑖=1, (𝑥𝑖2)∞

𝑖=1, . . . ). Assim (𝑐0 ⊕ 𝑐0 ⊕ ≤ ≤ ≤)0 ≍1 𝑐0.

• (2a) Considere os operadores lineares
𝑇 : ¶(𝑥𝑖, 𝑦𝑖)♢∞

𝑖=1 ∈ ((𝑋 ⊕ 𝑌 ) ⊕ (𝑋 ⊕ 𝑌 ) ⊕ ≤ ≤ ≤)𝑝 ⊃ (¶𝑥𝑖♢
∞
𝑖=1, ¶𝑦𝑖♢

∞
𝑖=1) ∈ (𝑋 ⊕𝑋 ⊕ ≤ ≤ ≤)𝑝 ⊕ (𝑌 ⊕

𝑌 ⊕ ≤ ≤ ≤)𝑝

e
𝐴 : (¶𝑥𝑖♢

∞
𝑖=1, ¶𝑦𝑖♢

∞
𝑖=1) ∈ (𝑋 ⊕𝑋 ⊕ ≤ ≤ ≤)𝑝 ⊕ (𝑌 ⊕ 𝑌 ⊕ ≤ ≤ ≤)𝑝 ⊃ ¶(𝑥𝑖, 𝑦𝑖)♢∞

𝑖=1 ∈ ((𝑋 ⊕ 𝑌 ) ⊕ (𝑋 ⊕
𝑌 ) ⊕ ≤ ≤ ≤)𝑝

onde 𝑥𝑖 ∈ 𝑋, 𝑦𝑖 ∈ 𝑌 para todo 𝑖 ∈ N. É claro que 𝑇𝐴 = 𝑖𝑑(𝑋⊕𝑋⊕≤≤≤)p⊕(𝑌 ⊕𝑌 ⊕≤≤≤)p
e 𝐴𝑇 =

𝑖𝑑((𝑋⊕𝑌 )⊕(𝑋⊕𝑌 )⊕≤≤≤)p
. Vejamos que ambos operadores são contínuos, para isto lembremos que

as normas ‖≤ ‖𝑝 são equivalentes em K
2. Usando o Lema 4.5 temos que
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‖𝑇¶(𝑥𝑖, 𝑦𝑖)♢∞
𝑖=1‖= ‖(¶𝑥𝑖♢

∞
𝑖=1, ¶𝑦𝑖♢

∞
𝑖=1)‖= (‖(𝑥𝑖)∞

𝑖=1‖
2
ℓp

+‖(𝑦𝑖)∞
𝑖=1‖

2
ℓp

)1/2

⊘ 𝑐𝑝(‖(𝑥𝑖)∞
𝑖=1‖

𝑝
ℓp

+‖(𝑦𝑖)∞
𝑖=1‖

𝑝
ℓp

)1/𝑝 = 𝑐𝑝

(︃

∞
∑︁

𝑖=1

(‖𝑥𝑖‖
𝑝+‖𝑦𝑖‖

𝑝)

⎜1/𝑝

⊘ 𝑐𝑝

(︃

∞
∑︁

𝑖=1

(‖𝑥𝑖‖+‖𝑦𝑖‖)𝑝

⎜1/𝑝

⊘ 𝑐𝑝

(︃

∞
∑︁

𝑖=1

(𝑘(‖𝑥𝑖‖
2+‖𝑦𝑖‖

2)1/2)𝑝

⎜1/𝑝

= 𝑐𝑝𝑘

(︃

∞
∑︁

𝑖=1

(‖𝑥𝑖‖
2+‖𝑦𝑖‖

2)𝑝/2

⎜1/𝑝

= 𝑐𝑝𝑘

(︃

∞
∑︁

𝑖=1

‖(𝑥𝑖, 𝑦𝑖)‖
𝑝
𝑋⊕𝑌

⎜1/𝑝

= 𝐶𝑝‖¶(𝑥𝑖, 𝑦𝑖)♢∞
𝑖=1‖ℓp

, 𝐶𝑝 = 𝑐𝑝𝑘

e

‖𝐴(¶𝑥𝑖♢
∞
𝑖=1, ¶𝑦𝑖♢

∞
𝑖=1)‖ℓp

= ‖¶(𝑥𝑖, 𝑦𝑖)♢∞
𝑖=1‖ℓp

=

(︃

∞
∑︁

𝑖=1

‖(𝑥𝑖, 𝑦𝑖)‖
𝑝
𝑋⊕𝑌

⎜1/𝑝

=

(︃

∞
∑︁

𝑖=1

(‖𝑥𝑖‖
2+‖𝑦𝑖‖

2)𝑝/2

⎜1/𝑝

⊘

(︃

∞
∑︁

𝑖=1

(𝑐𝑝(‖𝑥𝑖‖
𝑝+‖𝑦𝑖‖

𝑝)1/𝑝)𝑝

⎜1/𝑝

= 𝑐𝑝

(︃

∞
∑︁

𝑖=1

(‖𝑥𝑖‖
𝑝+‖𝑦𝑖‖

𝑝)

⎜1/𝑝

= 𝑐𝑝

(︃

∞
∑︁

𝑖=1

‖𝑥𝑖‖
𝑝+

∞
∑︁

𝑖=1

‖𝑦𝑖‖
𝑝

⎜1/𝑝

= 𝑐𝑝

(︁

‖(𝑥𝑖)∞
𝑖=1‖

𝑝
ℓp

+‖(𝑦𝑖)∞
𝑖=1‖

𝑝
ℓp

⎡1/𝑝
⊘ 𝑐𝑝(‖(𝑥𝑖)∞

𝑖=1‖ℓp
+‖(𝑦𝑖)∞

𝑖=1‖ℓp
)

⊘ 𝑐𝑝(𝑘(‖(𝑥𝑖)∞
𝑖=1‖

2
ℓp

+‖(𝑦𝑖)∞
𝑖=1‖

2
ℓp

)1/2)

= 𝐶𝑝‖(¶𝑥𝑖♢
∞
𝑖=1, ¶𝑦𝑖♢

∞
𝑖=1)‖(𝑋⊕𝑋⊕≤≤≤)p⊕(𝑌 ⊕𝑌 ⊕≤≤≤)p

, 𝐶𝑝 = 𝑐𝑝𝑘.

Portanto, ((𝑋 ⊕ 𝑌 ) ⊕ (𝑋 ⊕ 𝑌 ) ⊕ ≤ ≤ ≤)𝑝 ≍ (𝑋 ⊕𝑋 ⊕ ≤ ≤ ≤)𝑝 ⊕ (𝑌 ⊕ 𝑌 ⊕ ≤ ≤ ≤)𝑝.

• (2b) Considere os operadores lineares
𝑇 : ¶(𝑥𝑖, 𝑦𝑖)♢∞

𝑖=1 ∈ ((𝑋 ⊕ 𝑌 ) ⊕ (𝑋 ⊕ 𝑌 ) ⊕ ≤ ≤ ≤)0 ⊃ (¶𝑥𝑖♢
∞
𝑖=1, ¶𝑦𝑖♢

∞
𝑖=1) ∈ (𝑋 ⊕𝑋 ⊕ ≤ ≤ ≤)0 ⊕ (𝑌 ⊕

𝑌 ⊕ ≤ ≤ ≤)0

e
𝐴 : (¶𝑥𝑖♢

∞
𝑖=1, ¶𝑦𝑖♢

∞
𝑖=1) ∈ (𝑋 ⊕𝑋 ⊕ ≤ ≤ ≤)0 ⊕ (𝑌 ⊕ 𝑌 ⊕ ≤ ≤ ≤)0 ⊃ ¶(𝑥𝑖, 𝑦𝑖)♢∞

𝑖=1 ∈ ((𝑋 ⊕ 𝑌 ) ⊕ (𝑋 ⊕
𝑌 ) ⊕ ≤ ≤ ≤)0

onde 𝑥𝑖 ∈ 𝑋, 𝑦𝑖 ∈ 𝑌 para todo 𝑖 ∈ N. Logo

‖𝑇¶(𝑥𝑖, 𝑦𝑖)♢∞
𝑖=1‖= (‖(𝑥𝑖)∞

𝑖=1‖
2
0+‖(𝑦𝑖)∞

𝑖=1‖
2
0)

1/2

⊘ ‖(𝑥𝑖)∞
𝑖=1‖0+‖(𝑦𝑖)∞

𝑖=1‖0= sup
𝑖∈N

‖𝑥𝑖‖+ sup
𝑖∈N

‖𝑦𝑖‖⊘ 2 sup
𝑖∈N

(‖𝑥𝑖‖+‖𝑦𝑖‖)

⊘ 2𝑐 sup
𝑖∈N

(‖𝑥𝑖‖
2+‖𝑦𝑖‖

2)1/2 = 2𝑐 sup
𝑖∈N

‖(𝑥𝑖, 𝑦𝑖)‖𝑋⊕𝑌

= 2𝑐‖¶(𝑥𝑖, 𝑦𝑖)♢∞
𝑖=1‖0
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e

‖𝐴(¶𝑥𝑖♢
∞
𝑖=1, ¶𝑦𝑖♢

∞
𝑖=1)‖0= sup

𝑖∈N

‖(𝑥𝑖, 𝑦𝑖)‖𝑋⊕𝑌 = sup
𝑖∈N

(‖𝑥𝑖‖
2+‖𝑦𝑖‖

2)1/2

⊘ sup
𝑖∈N

(‖𝑥𝑖‖+‖𝑦𝑖‖) ⊘ sup
𝑖∈N

‖𝑥𝑖‖+ sup
𝑖∈N

‖𝑦𝑖‖

= ‖(𝑥𝑖)∞
𝑖=1‖0+‖(𝑦𝑖)∞

𝑖=1‖0⊘ 𝑐(‖(𝑥𝑖)∞
𝑖=1‖

2
0+‖(𝑦𝑖)∞

𝑖=1‖
2
0)

1/2

= 𝑐‖(¶𝑥𝑖♢
∞
𝑖=1, ¶𝑦𝑖♢

∞
𝑖=1)‖.

Portanto, ((𝑋 ⊕ 𝑌 ) ⊕ (𝑋 ⊕ 𝑌 ) ⊕ ≤ ≤ ≤)0 ≍ (𝑋 ⊕𝑋 ⊕ ≤ ≤ ≤)0 ⊕ (𝑌 ⊕ 𝑌 ⊕ ≤ ≤ ≤)𝑜.

• Seja 𝑇0 : 𝑋 ⊃ 𝑌 um isomorĄsmo topológico. Então existem constantes positivas 𝑐1, 𝑐2 tais
que 𝑐1‖𝑥‖⊘ ‖𝑇0𝑥‖⊘ 𝑐2‖𝑥‖ para todo 𝑥 ∈ 𝑋.

(3a) DeĄna
𝑇 : (𝑋 ⊕𝑋 ⊕ ≤ ≤ ≤)𝑝 ⊃ (𝑌 ⊕ 𝑌 ⊕ ≤ ≤ ≤)𝑝, 𝑇 (𝑥𝑖)∞

𝑖=1 = (𝑇0𝑥𝑖)∞
𝑖=1

para todo (𝑥𝑖)∞
𝑖=1 ∈ (𝑋 ⊕ 𝑋 ⊕ ≤ ≤ ≤)𝑝. Como 𝑐1‖𝑥𝑖‖⊘ ‖𝑇0𝑥𝑖‖⊘ 𝑐2‖𝑥𝑖‖ para todo 𝑖 ∈ N, então

𝑐
𝑝
1

√︁∞
𝑖=1‖𝑥𝑖‖

𝑝⊘
√︁∞

𝑖=1‖𝑇0𝑥𝑖‖
𝑝⊘ 𝑐

𝑝
2

√︁∞
𝑖=1‖𝑥𝑖‖

𝑝. Segue-se que

𝑐1‖(𝑥𝑖)∞
𝑖=1‖ℓp

⊘ ‖(𝑇0𝑥𝑖)∞
𝑖=1‖ℓp

⊘ 𝑐2‖(𝑥𝑖)∞
𝑖=1‖ℓp

para todo (𝑥𝑖)∞
𝑖=1.

É claro que 𝑇 é sobrejetiva, pois 𝑇0 é sobrejetivo. Portanto 𝑇 é um isomorĄsmo topológico.

• (3b) DeĄna

𝑇 : (𝑋 ⊕𝑋 ⊕ ≤ ≤ ≤)0 ⊃ (𝑌 ⊕ 𝑌 ⊕ ≤ ≤ ≤)0, 𝑇 (𝑥𝑖)∞
𝑖=1 = (𝑇0𝑥𝑖)∞

𝑖=1

para todo (𝑥𝑖)∞
𝑖=1 ∈ (𝑋 ⊕ 𝑋 ⊕ ≤ ≤ ≤)0. Como 𝑐1‖𝑥𝑖‖⊘ ‖𝑇0𝑥𝑖‖⊘ 𝑐2‖𝑥𝑖‖ para todo 𝑖 ∈ N, então

𝑐1 sup𝑖∈N‖𝑥𝑖‖⊘ sup𝑖∈N‖𝑇0𝑥𝑖‖⊘ 𝑐2 sup𝑖∈N‖𝑥𝑖‖. Segue-se que

𝑐1‖(𝑥𝑖)∞
𝑖=1‖0⊘ ‖(𝑇0𝑥𝑖)∞

𝑖=1‖0⊘ 𝑐2‖(𝑥𝑖)∞
𝑖=1‖0 para todo (𝑥𝑖)∞

𝑖=1.

É claro que 𝑇 é sobrejetiva, pois 𝑇0 é sobrejetivo. Portanto 𝑇 é um isomorĄsmo topológico.

• Para a demonstração de (4a) e (4b), considere 1 ⊘ 𝑝 < ∞ e 𝑝 = 0, respectivamente, e as
aplicaçoes

𝑇 : ((𝑥𝑖)∞
𝑖=1, 𝑥) ∈ (𝑋 ⊕𝑋 ⊕ ≤ ≤ ≤)𝑝 ⊕𝑋 ⊃ (𝑥, 𝑥1, 𝑥2, . . . ) ∈ (𝑋 ⊕𝑋 ⊕ ≤ ≤ ≤)𝑝,

𝐴 : (𝑥𝑖)∞
𝑖=1 ∈ (𝑋 ⊕𝑋 ⊕ ≤ ≤ ≤)𝑝 ⊃ ((𝑥𝑖+1)∞

𝑖=1, 𝑥1) ∈ (𝑋 ⊕𝑋 ⊕ ≤ ≤ ≤)𝑝 ⊕𝑋.

É imediato que 𝑇 e 𝐴 são contínuas e

𝑇𝐴 = 𝑖𝑑(𝑋⊕𝑋⊕≤≤≤)p
, 𝐴𝑇 = 𝑖𝑑(𝑋⊕𝑋⊕≤≤≤)p⊕𝑋 .
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Já temos a ferramenta para descrever nosso método.

Teorema 4.7. Seja 𝑋 um dos espaços 𝑐0 ou ℓ𝑝, 1 ⊘ 𝑝 < ∞. Seja 𝑀 um subespaço complementado
de 𝑋 tal que existe 𝑊 subespaço complementado de 𝑀 e isomorfo a 𝑋. Então 𝑀 é isomorfo a 𝑋.

Demonstração. Segue da hipóteses e da Observação 2.11(b) que existem 𝑁 e 𝐿 espaços de Banach
tais que
𝑖) 𝑋 ≍ 𝑁 ⊕𝑀 𝑖𝑖) 𝑀 ≍ 𝑊 ⊕ 𝐿 𝑖𝑖𝑖) 𝑋 ≍ 𝑊 .
É imediato que 𝑀 ≍ 𝑋 ⊕ 𝐿. Para simpliĄcar a notação vamos considerar 𝑋 = ℓ𝑝, a prova para
𝑋 = 𝑐0 é identica. Sendo assim, temos

ℓ𝑝 ⊕𝑀 ≍ ℓ𝑝 ⊕ (ℓ𝑝 ⊕ 𝐿) ≍ (ℓ𝑝 ⊕ ℓ𝑝) ⊕ 𝐿 ≍ ℓ𝑝 ⊕ 𝐿 ≍ 𝑀.

Fazendo uso da Proposição 4.6 obtemos,

ℓ𝑝 ⊕𝑀 ≍ (ℓ𝑝 ⊕ ℓ𝑝 ⊕ ≤ ≤ ≤)𝑝 ⊕𝑀 por (1a)
≍ ((𝑁 ⊕𝑀) ⊕ (𝑁 ⊕𝑀) ⊕ ≤ ≤ ≤)𝑝 ⊕𝑀 por (𝑖) e (3a)
≍ (𝑁 ⊕𝑁 ⊕ ≤ ≤ ≤)𝑝 ⊕ (𝑀 ⊕𝑀 ⊕ ≤ ≤ ≤)𝑝 ⊕𝑀 por (2a)
≍ (𝑁 ⊕𝑁 ⊕ ≤ ≤ ≤)𝑝 ⊕ (𝑀 ⊕𝑀 ⊕ ≤ ≤ ≤)𝑝 por (4a)
≍ ((𝑁 ⊕𝑀) ⊕ (𝑁 ⊕𝑀) ⊕ ≤ ≤ ≤)𝑝 por (2a)
≍ (ℓ𝑝 ⊕ ℓ𝑝 ⊕ ≤ ≤ ≤)𝑝 por (𝑖) e (3a)
≍ ℓ𝑝.

Segue que 𝑀 ≍ ℓ𝑝 ⊕𝑀 ≍ ℓ𝑝. Isto prova o desejado.

O método da demonstração do Teorema 4.7 é conhecido como Método de decomposição de
Pelczynski.
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Capítulo 5

Subespaços complementados dos espaços

ℓ𝑝 e 𝑐0

Neste capítulo, apresentamos a caracterização de Pelczynski [15] dos subespaços complemen-
tados de ℓ𝑝 e 𝑐0.

Teorema 5.1. (Pelczynski [15], 1960) Seja 1 ⊘ 𝑝 < ∞, e seja (𝑒𝑖) a base de Schauder canônica de
ℓ𝑝. Seja (𝑧𝑚) uma sequência de blocos de (𝑒𝑖). Então

(a) O subespaço fechado 𝑁 = [𝑧𝑚 : 𝑚 ∈ N] é isometricamente isomorfo a ℓ𝑝.

(b) 𝑁 é complementado em ℓ𝑝.

Demonstração. Por hipótese cada 𝑧𝑚 pode ser escrito na forma

𝑧𝑚 =
𝑝m
∑︁

𝑖=𝑝m⊗1+1

𝑎𝑖𝑒𝑖

onde (𝑎𝑖)∞
𝑖=1 ⊆ K e 0 = 𝑝0 < 𝑝1 < . . . Pela Proposição 3.13 (𝑧𝑚) é uma sequência básica em ℓ𝑝. É

claro que

‖𝑧𝑚‖= ‖
𝑝m
∑︁

𝑖=𝑝m⊗1+1

𝑎𝑖𝑒𝑖‖=

∏︀

∐︁

𝑝m
∑︁

𝑖=𝑝m⊗1+1

♣𝑎𝑖♣
𝑝

⎞

̂︀

1/𝑝

,

e portanto

‖
𝑘
∑︁

𝑚=1

Ú𝑚𝑧𝑚‖𝑝 = ‖
𝑘
∑︁

𝑚=1

𝑝m
∑︁

𝑖=𝑝m⊗1+1

Ú𝑚𝑎𝑖𝑒𝑖‖𝑝=

∏︀

∐︁

𝑘
∑︁

𝑚=1

𝑝m
∑︁

𝑖=𝑝m⊗1+1

♣Ú𝑚𝑎𝑖♣
𝑝

⎞

̂︀

1/𝑝

=

∏︀

∐︁

𝑘
∑︁

𝑚=1

♣Ú𝑚♣𝑝
𝑝m
∑︁

𝑖=𝑝m⊗1+1

♣𝑎𝑖♣
𝑝

⎞

̂︀

1/𝑝

=

(︃

𝑘
∑︁

𝑚=1

♣Ú𝑚♣𝑝‖𝑧𝑚‖𝑝

⎜1/𝑝

para todo Ú1, . . . , Ú𝑘 ∈ K e todo 𝑘 ∈ N. Em resumo, se (𝑡𝑚)∞
𝑚=1 ⊆ K. Então

∞
∑︁

𝑚=1

𝑡𝑚
𝑧𝑚

‖𝑧𝑚‖
converge em ℓ𝑝 ⇐⇒

(︃

∞
∑︁

𝑚=1

♣𝑡𝑚♣𝑝
⎜1/𝑝

< ∞. (5.1)
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Agora bem,

(a) DeĄna 𝑇 : ℓ𝑝 ⊃ 𝑁 por 𝑇
⎤

∞
√︁

𝑚=1
𝑡𝑚𝑒𝑚

⎣

=
∞
√︁

𝑚=1
𝑡𝑚

𝑧m

‖𝑧m‖
. Segue de (5.1) que 𝑇 está bem deĄ-

nido, e é claro que 𝑇 é linear. Provaremos que 𝑇 é um isomorĄsmo isométrico. De fato, como

‖
𝑘
√︁

𝑚=1
𝑡𝑚

𝑧m

‖𝑧m‖
‖𝑝= (

𝑘
√︁

𝑚=1
♣𝑡𝑚♣𝑝)1/𝑝. Então fazendo 𝑘 ⊃ ∞ obtemos que ‖𝑇 (

∞
√︁

𝑚=1
𝑡𝑚𝑒𝑚)‖𝑝= ‖

∞
√︁

𝑚=1
𝑡𝑚𝑒𝑚‖𝑝.

Para provar que 𝑇 é sobrejetivo, seja 𝑥 =
∞
√︁

𝑚=1
Ú𝑚𝑧𝑚 ∈ 𝑁 . Segue de (5.1) que

∞
√︁

𝑚=1
‖Ú𝑚𝑧𝑚‖𝑝< ∞,

assim (Ú𝑚‖𝑧𝑚‖)∞
𝑚=1 ∈ ℓ𝑝 e 𝑇 (Ú𝑚‖𝑧𝑚‖)∞

𝑚=1 = 𝑥. Portanto 𝑇 é um isomorĄsmo isométrico.

(b) Para cada 𝑚 ∈ N, seja 𝐸𝑚 = 𝑠𝑝𝑎𝑛¶𝑒𝑝m⊗1+1, 𝑒𝑝m⊗1+2, . . . , 𝑒𝑝m
♢, então 𝑧𝑚 ∈ 𝐸𝑚. Como

𝑧𝑚 ̸= 0, segue do Teorema de Hahn-Banach que existe 𝑧′
𝑚 ∈ 𝐸 ′

𝑚 tal que 𝑧′
𝑚(𝑧𝑚) = 1 e ‖𝑧′

𝑚‖= 1
‖𝑧m‖

.
DeĄna 𝑃 : ℓ𝑝 ⊃ 𝑁 por

𝑃

(︃

∞
∑︁

𝑖=1

𝑡𝑖𝑒𝑖

⎜

=
∞
∑︁

𝑚=1

𝑧′
𝑚

∏︀

∐︁

𝑝m
∑︁

𝑖=𝑝m⊗1+1

𝑡𝑖𝑒𝑖

⎞

̂︀ 𝑧𝑚.

Como

‖𝑃

(︃

∞
∑︁

𝑖=1

𝑡𝑖𝑒𝑖

⎜

‖𝑝 = ‖
∞
∑︁

𝑚=1

𝑧′
𝑚

∏︀

∐︁

𝑝m
∑︁

𝑖=𝑝m⊗1+1

𝑡𝑖𝑒𝑖

⎞

̂︀ 𝑧𝑚‖𝑝=

∏︀

∐︁

∞
∑︁

𝑚=1

⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

𝑧′
𝑚

∏︀

∐︁

𝑝m
∑︁

𝑖=𝑝m⊗1+1

𝑡𝑖𝑒𝑖

⎞

̂︀

⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

𝑝

‖𝑧𝑚‖𝑝

⎞

̂︀

1/𝑝

⊘

∏︀

∐︁

∞
∑︁

𝑚=1

‖𝑧′
𝑚‖𝑝‖

𝑝m
∑︁

𝑖=𝑝m⊗1+1

𝑡𝑖𝑒𝑖‖
𝑝‖𝑧𝑚‖𝑝

⎞

̂︀

1/𝑝

=

∏︀

∐︁

∞
∑︁

𝑚=1

‖
𝑝m
∑︁

𝑖=𝑝m⊗1+1

𝑡𝑖𝑒𝑖‖
𝑝

⎞

̂︀

1/𝑝

=

∏︀

∐︁

∞
∑︁

𝑚=1

𝑝m
∑︁

𝑖=𝑝m⊗1+1

♣𝑡𝑖♣
𝑝

⎞

̂︀

1/𝑝

= ‖
∞
∑︁

𝑖=1

𝑡𝑖𝑒𝑖‖𝑝,

vemos que 𝑃 é contínuo e ‖𝑃‖⊘ 1. Por outro lado, sendo

𝑧𝑛 =
𝑝n
∑︁

𝑖=𝑝n⊗1+1

𝑎𝑖𝑒𝑖 = (0, . . . , 0, 𝑎𝑝n⊗1+1, . . . , 𝑎𝑝n
, 0, . . . ),

escrevamos

𝑡𝑛𝑖 =

∮︁

𝑎𝑖 se 𝑖 = 𝑝𝑛⊗1 + 1, . . . , 𝑝𝑛,

0 em outros casos.

Então 𝑧𝑛 = (𝑡𝑛𝑖 )∞
𝑖=1 para cada 𝑛. Logo

𝑃𝑧𝑛 = 𝑃

(︃

∞
∑︁

𝑖=1

𝑡𝑛𝑖 𝑒𝑖

⎜

=
∞
∑︁

𝑚=1

𝑧′
𝑚

∏︀

∐︁

𝑝m
∑︁

𝑖=𝑝m⊗1+1

𝑡𝑛𝑖 𝑒𝑖

⎞

̂︀ 𝑧𝑚 = 𝑧′
𝑛

∏︀

∐︁

𝑝n
∑︁

𝑖=𝑝n⊗1+1

𝑎𝑖𝑒𝑖

⎞

̂︀ 𝑧𝑛 = 𝑧′
𝑛(𝑧𝑛)𝑧𝑛 = 𝑧𝑛,

para cada 𝑛 ∈ N. Ou seja, 𝐼𝑚𝑃 = 𝑁 e 𝑃 ♣𝑁= 𝑖𝑑𝑁 , portanto 𝑃 2 = 𝑃 e ‖𝑃‖= 1.

À seguir vejamos o resultado análogo para o espaço 𝑐0.

Teorema 5.2. (Pelczynski [15], 1960) Seja (𝑒𝑖) a base de Schauder canônica de 𝑐0. Seja (𝑧𝑚) uma
sequência de blocos de (𝑒𝑖). Então
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(a) O subespaço fechado 𝑁 = [𝑧𝑚 : 𝑚 ∈ N] é isometricamente isomorfo a 𝑐0.

(b) 𝑁 é complementado em 𝑐0.

Demonstração. Por hipótese cada 𝑧𝑚 pode ser escrito na forma

𝑧𝑚 =
𝑝m
∑︁

𝑖=𝑝m⊗1+1

𝑎𝑖𝑒𝑖

onde (𝑎𝑖)∞
𝑖=1 ⊆ K e 0 = 𝑝0 < 𝑝1 < . . . Pela Proposição 3.13 (𝑧𝑚) é uma sequência básica em 𝑐0. É

claro que

‖𝑧𝑚‖= ‖
𝑝m
∑︁

𝑖=𝑝m⊗1+1

𝑎𝑖𝑒𝑖‖= sup
𝑝m⊗1+1⊘𝑖⊘𝑝m

♣𝑎𝑖♣,

e portanto

‖
𝑘
∑︁

𝑚=1

Ú𝑚𝑧𝑚‖∞ = ‖
𝑘
∑︁

𝑚=1

𝑝m
∑︁

𝑖=𝑝m⊗1+1

Ú𝑚𝑎𝑖𝑒𝑖‖∞

= sup
1⊘𝑚⊘𝑘

sup
𝑝m⊗1+1⊘𝑖⊘𝑝m

♣Ú𝑚♣♣𝑎𝑖♣= sup
1⊘𝑚⊘𝑘

♣Ú𝑚♣‖𝑧𝑚‖∞

para todo Ú1, . . . , Ú𝑘 ∈ K e todo 𝑘 ∈ N. Segue que

‖
𝑘
∑︁

𝑚=𝑛+1

Ú𝑚
𝑧𝑚

‖𝑧𝑚‖
‖∞= sup

𝑛+1⊘𝑚⊘𝑘
♣Ú𝑚♣ para todo 𝑘 > 𝑛.

Em resumo, se (𝑡𝑚)∞
𝑚=1 ⊆ K. Então

∞
∑︁

𝑚=1

𝑡𝑚
𝑧𝑚

‖𝑧𝑚‖
converge em 𝑐0 ⇐⇒ 𝑡𝑚 ⊃ 0. (5.2)

Agora bem,

(a) Seja 𝑇 :
∞
√︁

𝑚=1
𝑡𝑚𝑒𝑚 ∈ 𝑐0 ⊃

∞
√︁

𝑚=1
𝑡𝑚

𝑧m

‖𝑧m‖
∈ 𝑁 , de forma análoga como no teorema anterior se

prova que 𝑇 é um isomorĄsmo isométrico.

(b) Para cada 𝑚 ∈ N, seja 𝐸𝑚 = 𝑠𝑝𝑎𝑛¶𝑒𝑝m⊗1+1, 𝑒𝑝m⊗1+2, . . . , 𝑒𝑝m
♢, então 𝑧𝑚 ∈ 𝐸𝑚. Como

𝑧𝑚 ̸= 0 segue do Teorema de Hahn-Banach que existe 𝑧′
𝑚 ∈ 𝐸 ′

𝑚 talque 𝑧′
𝑚(𝑧𝑚) = 1 e ‖𝑧′

𝑚‖= 1
‖𝑧m‖

.
DeĄna 𝑃 : 𝑐0 ⊃ 𝑁 por

𝑃

(︃

∞
∑︁

𝑖=1

𝑡𝑖𝑒𝑖

⎜

=
∞
∑︁

𝑚=1

𝑧′
𝑚

∏︀

∐︁

𝑝m
∑︁

𝑖=𝑝m⊗1+1

𝑡𝑖𝑒𝑖

⎞

̂︀ 𝑧𝑚.
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Como

‖𝑃

(︃

∞
∑︁

𝑖=1

𝑡𝑖𝑒𝑖

⎜

‖∞ = ‖
∞
∑︁

𝑚=1

𝑧′
𝑚

∏︀

∐︁

𝑝m
∑︁

𝑖=𝑝m⊗1+1

𝑡𝑖𝑒𝑖

⎞

̂︀ 𝑧𝑚‖∞= sup
𝑚∈N

⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

𝑧′
𝑚

∏︀

∐︁

𝑝m
∑︁

𝑖=𝑝m⊗1+1

𝑡𝑖𝑒𝑖

⎞

̂︀

⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

‖𝑧𝑚‖

⊘ sup
𝑚∈N

‖𝑧′
𝑚‖‖

𝑝m
∑︁

𝑖=𝑝m⊗1+1

𝑡𝑖𝑒𝑖‖‖𝑧𝑚‖= sup
𝑚∈N

‖
𝑝m
∑︁

𝑖=𝑝m⊗1+1

𝑡𝑖𝑒𝑖‖∞

= sup
𝑚∈N

sup
𝑝m⊗1+1⊘𝑖⊘𝑝m

♣𝑡𝑖♣= sup
𝑖∈N

♣𝑡𝑖♣= ‖
∞
∑︁

𝑖=1

𝑡𝑖𝑒𝑖‖∞,

vemos que 𝑃 é contínuo e ‖𝑃‖⊘ 1. Segue que 𝑃 é uma projeção sobre 𝑁 com norma um.

Teorema 5.3. Seja 𝑀 um subespaço fechado de dimensão inĄnita de ℓ𝑝 (1 ⊘ 𝑝 < ∞). Então 𝑀
contém um subespaço complementado em ℓ𝑝 e isomorfo a ℓ𝑝.

Demonstração. Seja 𝑦1 ∈ 𝑀 com ‖𝑦1‖= 1, escrevamos 𝑦1 =
∞
√︁

𝑖=1
𝑡1𝑖 𝑒𝑖. Então existe 𝑝1 ∈ N tal que

‖
∞
∑︁

𝑖=𝑝1+1

𝑡1𝑖 𝑒𝑖‖⊘
1

21+1
.

Como a aplicação
√︁∞

𝑖=1 𝑡𝑖𝑒𝑖 ∈ 𝑀 ⊃ (𝑡1, . . . , 𝑡𝑝1
) ∈ K

𝑝1 é injetiva, existe 0 ̸= 𝑦2 =
√︁∞

𝑖=𝑝1+1 𝑡
2
𝑖 𝑒𝑖 ∈ 𝑀 ,

‖𝑦2‖= 1. Logo existe 𝑝2 ∈ N, 𝑝2 > 𝑝1 tal que

‖
∞
∑︁

𝑖=𝑝2+1

𝑡2𝑖 𝑒𝑖‖⊘
1

22+1
.

De novo, como a aplicação
√︁∞

𝑖=1 𝑡𝑖𝑒𝑖 ∈ 𝑋 ⊃ (𝑡1, . . . , 𝑡𝑝2
) ∈ K

𝑝2 é injetiva, existe
0 ̸= 𝑦3 =

√︁∞
𝑖=𝑝2+1 𝑡

3
𝑖 𝑒𝑖 ∈ 𝑀 , ‖𝑦3‖= 1. Então existe 𝑝3 ∈ N, 𝑝3 > 𝑝2 tal que

‖
∞
∑︁

𝑖=𝑝3+1

𝑡3𝑖 𝑒𝑖‖⊘
1

23+1
.

Continuando assim obtemos uma sequência (𝑦𝑚) em 𝑀 e uma sequência de números naturais
0 = 𝑝0 < 𝑝1 < . . . tais que

𝑦𝑚 =
∞
∑︁

𝑖=𝑝m⊗1+1

𝑡𝑚𝑖 𝑒𝑖, ‖𝑦𝑚‖= 1 (𝑚 = 1, 2, . . . ) e ‖
∞
∑︁

𝑖=𝑝m+1

𝑡𝑚𝑖 𝑒𝑖‖⊘
1

2𝑚+1
.

Considere a sequência (𝑧𝑚) em ℓ𝑝 dada por 𝑧𝑚 =
𝑝m
√︁

𝑖=𝑝m⊗1+1
𝑡𝑚𝑖 𝑒𝑖. Logo,

1 = ‖𝑦𝑚‖= ‖𝑧𝑚 +
∞
∑︁

𝑖=𝑝m+1

𝑡𝑚𝑖 𝑒𝑖‖⊘ ‖
∞
∑︁

𝑖=𝑝m+1

𝑡𝑚𝑖 𝑒𝑖‖+‖𝑧𝑚‖
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implica,

‖𝑧𝑚‖⊙ 1 ⊗ ‖
∞
∑︁

𝑖=𝑝m+1

𝑡𝑚𝑖 𝑒𝑖‖⊙ 1 ⊗
1

2𝑚+1
> 0 (𝑚 = 1, 2, . . . )

de modo que 𝑧𝑚 ̸= 0 para todo 𝑚 ∈ N. Segue que (𝑧𝑚) é uma sequência de blocos e portanto uma
sequência básica em ℓ𝑝, ainda mais

‖𝑦𝑚 ⊗ 𝑧𝑚‖= ‖
∞
∑︁

𝑖=𝑝m+1

𝑡𝑚𝑖 𝑒𝑖‖⊘
1

2𝑚+1
, 𝑚 ∈ N. (5.3)

Seja (𝑧′
𝑚) a sequência de funcionais coordenados associada à base (𝑧𝑚) de [𝑧𝑚 : 𝑚 ∈ N]. Então,

para cada 𝑥 ∈ [𝑧𝑚 : 𝑚 ∈ N] temos

‖𝑥‖= ‖
∞
∑︁

𝑚=1

𝑧′
𝑚(𝑥)𝑧𝑚‖=

(︃

∞
∑︁

𝑚=1

♣𝑧′
𝑚(𝑥)♣𝑝‖𝑧𝑚‖𝑝

⎜1/𝑝

⊙ ♣𝑧′
𝑛(𝑥)♣‖𝑧𝑛‖ para todo 𝑛 ∈ N.

Segue que ‖𝑧′
𝑚‖⊘ 1

‖𝑧m‖p
para todo 𝑚 ∈ N. Em consequência

‖𝑧′
𝑚‖⊘

1
‖𝑧𝑚‖

⊘
1

‖𝑦𝑚‖⊗‖𝑧𝑚 ⊗ 𝑦𝑚‖
⊘

1
1 ⊗ 1

2m+1

, 𝑚 ∈ N. (5.4)

Considere a projeção 𝑃 : ℓ𝑝 ⊃ ℓ𝑝 sobre [𝑧𝑚 : 𝑚 ∈ N] do Teorema 5.1. Usando (5.3) e (5.4)
obtemos

∞
∑︁

𝑚=1

‖𝑃‖‖𝑧′
𝑚‖‖𝑦𝑚 ⊗ 𝑧𝑚‖⊘

∞
∑︁

𝑚=1

1
2m+1

1 ⊗ 1
2m+1

=
∞
∑︁

𝑚=1

1
2𝑚+1 ⊗ 1

⊘
1
3

+
∫︁ ∞

1

𝑑𝑡

2𝑡+1 ⊗ 1
< 1.

Segue do Teorema 3.11 que (𝑦𝑚) é uma sequência básica equivalente a (𝑧𝑚) e [𝑦𝑚 : 𝑚 ∈ N] é um
subespaço complementado de ℓ𝑝. Pelo Teorema 5.1

[𝑦𝑚 : 𝑚 ∈ N] ≍ [𝑧𝑚 : 𝑚 ∈ N] ≍1 ℓ𝑝.

Como 𝑀 é um subespaço fechado, então [𝑦𝑚 : 𝑚 ∈ N] ⊆ 𝑀 . De modo que [𝑦𝑚 : 𝑚 ∈ N] é nosso
espaço procurado.

Note que nesta demonstração só precisamos da norma ℓ𝑝 para provar que ‖𝑧′
𝑚‖⊘ 1

‖𝑧m‖p
para

todo 𝑚 ∈ N. De modo que tudo o resto vale com o espaço 𝑐0 em vez do espaço ℓ𝑝. Mas, para cada
𝑥 ∈ [𝑧𝑚 : 𝑚 ∈ N] temos

‖𝑥‖∞= ‖
∞
∑︁

𝑚=1

𝑧′
𝑚(𝑥)𝑧𝑚‖∞= sup

𝑚∈N

♣𝑧′
𝑚(𝑥)♣‖𝑧𝑚‖⊙ ♣𝑧′

𝑛(𝑥)♣‖𝑧𝑛‖∞ para todo 𝑛 ∈ N

segue que ‖𝑧′
𝑚‖⊘ 1

‖𝑧m‖∞

para todo 𝑚 ∈ N. Portanto a demonstração do teorema análogo para o
espaço 𝑐0 é identica à demonstração do Teorema 5.3.

Observação 5.4. Dados os espaços de Banach 𝑍, 𝑌,𝑋 com 𝑍 subespaço de 𝑌 e 𝑌 subespaço de
𝑋. Se 𝑍 é um subespaço complementado de 𝑋, então 𝑍 é um subespaço complementado de 𝑌 .
De fato, considere a projeção 𝑃 de 𝑋 sobre 𝑍. Então 𝑃 ♣𝑌 : 𝑌 ⊃ 𝑍 é contínuo e (𝑃 ♣𝑌 )(𝑧) = 𝑃𝑧 = 𝑧

para todo 𝑧 ∈ 𝑍, segue que 𝑃 ♣𝑌 é uma projeção de 𝑌 sobre 𝑍.
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Caracterização de Pelczynski [15] dos subespaços complementados de ℓ𝑝 e 𝑐0.

Teorema 5.5. (Pelczynski [15]) Seja 𝑋 um dos espaços 𝑐0 ou ℓ𝑝, 1 ⊘ 𝑝 < ∞. Então todo
subespaço complementado de 𝑋 ou é isomorfo a 𝑋 ou tem dimensão Ąnita.

Para simpliĄcar a notação vamos provar o caso ℓ𝑝. A demonstração do caso 𝑐0 é muito parecida.

Demonstração. Seja 𝑀 um subespaço complementado de ℓ𝑝 de dimensão inĄnita. Pelo Teorema
5.3 existe 𝑊 subespaço de 𝑀 tal que 𝑊 é isomorfo a ℓ𝑝 e complementado em ℓ𝑝. Segue da
Observação 5.4 que 𝑊 é um subespaço complementado de 𝑀 . Portanto, o Teorema 4.7 garante
que 𝑀 é isomorfo a ℓ𝑝.

Em 1967, Lindenstrauss [10] provou que todo subespaço complementado de dimensão inĄnita
do espaço ℓ∞ é isomorfo a ℓ∞. Como consequência imediata do teorema anterior temos o corolário
seguinte.

Corolário 5.6. Todo subespaço fechado de dimensão inĄnita de ℓ2 é isomorfo a ℓ2.

Corolário 5.7. Todo subespaço fechado de dimensão inĄnita de um espaço de Hilbert separável
é isomorfo ao espaço todo.

Demonstração. Seja 𝑀 um subespaço fechado de dimensão inĄnta de um espaço de Hilbert sepa-
rável 𝐻. Como 𝐻 é de Hilbert e separável existe 𝑇 : 𝐻 ⊃ ℓ2 isomorĄsmo topológico, segue que
𝑇 (𝑀) é um subespaço fechado de dimensão inĄnita em ℓ2. Logo

𝑀 ≍ 𝑇 (𝑀) ≍ ℓ2 ≍ 𝐻.

36



Capítulo 6

Subespaços complementados dos espaços

𝐿𝑝[0, 1]

Subespaços complementados classicamente conhecidos de 𝐿𝑝[0, 1], 1 < 𝑝 < ∞, 𝑝 ̸= 2 são ℓ𝑝, ℓ2,
ℓ𝑝 ⊕ ℓ2 e o próprio 𝐿𝑝[0, 1]. Em 1981, Bourgain [3] provou que a menos de isomorĄsmo, existe uma
quantidade não-enumerável de subespaços complementados de 𝐿𝑝[0, 1], 1 < 𝑝 < ∞. Nós vamos
trabalhar com um tipo de espaço isometricamente isomorfo a ℓ2, que é, o subespaço fechado gerado
pelas funções de Rademacher.

Funções de Rademacher

DeĄnição 6.1. (Funções de Rademacher) A função sinal 𝑠𝑔𝑛 : R ⊃ R é deĄnida por

𝑠𝑔𝑛(𝑥) =

∏︁

⋁︁

⨄︁

⋁︁

⋃︁

1 se 𝑥 > 0,
0 se 𝑥 = 0,

⊗1 se 𝑥 < 0.

Para cada 𝑛 ∈ N a 𝑛-ésima função de Rademacher é a função

𝑟𝑛(𝑡) = 𝑠𝑔𝑛(𝑠𝑒𝑛(2𝑛Þ𝑡)) para todo 𝑡 ∈ [0, 1].

Para obter uma melhor compreensão das funções de Rademacher, recomendamos desenhar seus
gráĄcos em vez de procurar entender as fórmulas. Por exemplo
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Se 𝑘 > 1 seja 𝑖 o maior indice tal que 𝑚𝑖 é ímpar. Então

∫︁ 1

0
𝑟𝑚1

𝑛1
(𝑡) ≤ ≤ ≤ 𝑟𝑚i

𝑛i
(𝑡) ≤ ≤ ≤ 𝑟𝑚k

𝑛k
(𝑡)𝑑𝑡 =

∫︁ 1

0
𝑟𝑚1

𝑛1
(𝑡) ≤ ≤ ≤ 𝑟𝑚i

𝑛i
(𝑡)𝑑𝑡

Assim, exceto por um número Ąnito de pontos o intervalo [0, 1] é uma união Ąnita de intervalos 𝐼𝑗

tais que cada 𝐼𝑗 é união de dois intervalos 𝐼+
𝑗 e 𝐼⊗

𝑗 do mesmo comprimento, o produto 𝑟𝑚1

𝑛1
≤ ≤ ≤ 𝑟𝑚i⊗1

𝑛i⊗1
=

𝑐𝑗 é constante em 𝐼𝑗, 𝑟𝑚i
𝑛i

= 1 em 𝐼+
𝑗 e 𝑟𝑚i

𝑛i
= ⊗1 em 𝐼⊗

𝑗 . Segue-se que

∫︁ 1

0
𝑟𝑚1

𝑛1
(𝑡) ≤ ≤ ≤ 𝑟𝑚k

𝑛k
(𝑡)𝑑𝑡 =

∫︁ 1

0
𝑟𝑚1

𝑛1
(𝑡) ≤ ≤ ≤ 𝑟𝑚i

𝑛i
(𝑡)𝑑𝑡 =

𝑛
∑︁

𝑗=1

∫︁

𝐼j

𝑟𝑚1

𝑛1
(𝑡) ≤ ≤ ≤ 𝑟𝑚i

𝑛i
(𝑡)𝑑𝑡 =

𝑛
∑︁

𝑗=1

𝑐𝑗

∫︁

𝐼j

𝑟𝑚i
𝑛i

(𝑡)𝑑𝑡 = 0.

Isto completa a demonstração.

Proposição 6.3. (a) O conjunto (𝑟𝑛)∞
𝑛=1 é ortonormal em 𝐿2[0, 1].

(b) O conjunto (𝑟𝑛)∞
𝑛=1 não é um sistema ortonormal completo em 𝐿2[0, 1].

Demonstração. (a) É consequência imediata da proposição anterior.
(a) Para provar que (𝑟𝑛)∞

𝑛=1 não é um sistema completo basta achar uma função em 𝐿2[0, 1] que
seja ortogonal ao conjunto (𝑟𝑛)∞

𝑛=1. Segue da proposição anterior que

∫︁ 1

0
𝑟1(𝑡)𝑟2(𝑡)𝑟𝑛(𝑡) = 0 para todo 𝑛 ∈ N.

Então tomando 𝑟1𝑟2 ∈ 𝐿2[0, 1] obtemos o desejado.

O principal resultado sobre as funções de Rademacher é a poderosa desigualdade de Khintchine,
a saber:

Teorema 6.4. (Desigualdade de Khintchine) Para cada 1 ⊘ 𝑝 < ∞ existem constantes positivas
𝐴𝑝 e 𝐵𝑝 tais que

𝐴𝑝

∏︀

∐︁

𝑛
∑︁

𝑗=1

♣Ú𝑗♣
2

⎞

̂︀

1/2

⊘

∏︀

∐︁

∫︁ 1

0
♣

𝑛
∑︁

𝑗=1

Ú𝑗𝑟𝑗(𝑡)♣𝑝𝑑𝑡

⎞

̂︀

1/𝑝

⊘ 𝐵𝑝

∏︀

∐︁

𝑛
∑︁

𝑗=1

♣Ú𝑗♣
2

⎞

̂︀

1/2

para todo Ú1, Ú2, . . . , Ú𝑛 ∈ K e todo 𝑛 ∈ N.

Demonstração. Veja Mujica [13], pág. 127, ou Diestel [5], pág. 11.

Notação 6.5. Para cada 1 ⊘ 𝑝 < ∞, denotaremos por 𝑅𝑎𝑑𝑝 o subespaço fechado de 𝐿𝑝[0, 1]
gerado pelas funções de Rademacher.

Uma consequência poderosa da desigualdade de Khintchine é a existência de subespaços de
Hilbert complementados em 𝐿𝑝[0, 1]. Para simpliĄcar a notação as vezes escreveremos 𝐿𝑝 em vez
de 𝐿𝑝[0, 1].
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Teorema 6.6. (Pelczynski [15]) Para cada 𝑛 ∈ N seja 𝑟𝑛(𝑡) = 𝑠𝑔𝑛(𝑠𝑒𝑛(2𝑛Þ𝑡)) a 𝑛-ésima função
de Rademacher, e seja 1 < 𝑝 < ∞. Então 𝑅𝑎𝑑𝑝 = [𝑟𝑛 : 𝑛 ∈ N] é um subespaço complementado
de 𝐿𝑝[0, 1] e isomorfo a ℓ2.

Demonstração. Pela desigualdade de Khintchine existem constantes positivas 𝐴𝑝 e 𝐵𝑝 (1 < 𝑝 < ∞)
tais que

𝐴𝑝

∏︀

∐︁

𝑛
∑︁

𝑗=1

♣𝑡𝑗♣
2

⎞

̂︀

1/2

⊘ ‖
𝑛
∑︁

𝑗=1

𝑡𝑗𝑟𝑗‖𝑝⊘ 𝐵𝑝

∏︀

∐︁

𝑛
∑︁

𝑗=1

♣𝑡𝑗♣
2

⎞

̂︀

1/2

(6.1)

para todos 𝑡1, 𝑡2, . . . , 𝑡𝑛 ∈ K e todo 𝑛 ∈ N. Provaremos que

𝐴𝑝

∏︀

∐︁

∞
∑︁

𝑗=1

♣𝑡𝑗♣
2

⎞

̂︀

1/2

⊘ ‖
∞
∑︁

𝑗=1

𝑡𝑗𝑟𝑗‖𝑝⊘ 𝐵𝑝

∏︀

∐︁

∞
∑︁

𝑗=1

♣𝑡𝑗♣
2

⎞

̂︀

1/2

para toda (𝑡𝑗)∞
𝑗=1 ∈ ℓ2. De fato, segue de (6.1) que

𝐴𝑝

∏︀

∐︁

𝑛
∑︁

𝑗=𝑚+1

♣𝑡𝑗♣
2

⎞

̂︀

1/2

⊘ ‖
𝑛
∑︁

𝑗=𝑚+1

𝑡𝑗𝑟𝑗‖𝑝⊘ 𝐵𝑝

∏︀

∐︁

𝑛
∑︁

𝑗=𝑚+1

♣𝑡𝑗♣
2

⎞

̂︀

1/2

(6.2)

para toda (𝑡𝑗)∞
𝑗=1 ∈ ℓ2 e todo 𝑚 < 𝑛 em N. Em particular segue de (6.2) que a série

√︁∞
𝑗=1 𝑡𝑗𝑟𝑗

converge em 𝐿𝑝[0, 1]. Fazendo 𝑛 ⊃ ∞ em (6.1) obtemos o desejado.
Segue que o operador 𝑇 : ℓ2 ⊃ 𝐿𝑝[0, 1] deĄnido por

𝑇

∏︀

∐︁

∞
∑︁

𝑗=1

𝑡𝑗𝑒𝑗

⎞

̂︀ =
∞
∑︁

𝑗=1

𝑡𝑗𝑟𝑗 para todo (𝑡𝑗)∞
𝑗=1 ∈ ℓ2,

é um mergulho topológico. Como 𝑇𝑒𝑛 = 𝑟𝑛 para todo 𝑛 ∈ N, então (𝑟𝑛)∞
𝑛=1 é uma sequência básica

equivalente à base de Schauder canônica (𝑒𝑛)∞
𝑛=1 de ℓ2. Portanto 𝑅𝑎𝑑𝑝 ≍ ℓ2.

Por outro lado, a prova de que 𝑅𝑎𝑑𝑝 é um subespço complementado de 𝐿𝑝[0, 1] será feita em
três casos, a saber: 𝑝 = 2, 2 < 𝑝 < ∞ e 1 < 𝑝 < 2.

Se 𝑝 = 2, seja 𝑃2 a projeção ortogonal de 𝐿2[0, 1] sobre 𝑅𝑎𝑑2, ou seja

𝑃2𝑓 =
∞
∑︁

𝑗=1

⟨𝑓, 𝑟𝑗⟩𝑟𝑗 para todo 𝑓 ∈ 𝐿2[0, 1],

onde
⟨𝑓, 𝑟𝑗⟩ =

∫︁ 1

0
𝑓(𝑡)𝑟𝑗(𝑡)𝑑𝑡.

Se 2 < 𝑝 < ∞, então 𝐿𝑝 ⊆ 𝐿2 e podemos deĄnir 𝑃𝑝 : 𝐿𝑝[0, 1] ⊃ 𝐿𝑝[0, 1] por

𝑃𝑝𝑓 = 𝑃2𝑓 =
∞
∑︁

𝑗=1

⟨𝑓, 𝑟𝑗⟩𝑟𝑗 para todo 𝑓 ∈ 𝐿𝑝[0, 1].
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Como ‖𝑓‖2⊘ ‖𝑓‖𝑝 para toda 𝑓 ∈ 𝐿𝑝[0, 1] e o conjunto (𝑟𝑛)∞
𝑛=1 é ortonormal no espaço de Hilbert

𝐿2[0, 1], a desigualdade de Bessel implica que
∏︀

∐︁

∞
∑︁

𝑗=1

♣⟨𝑓, 𝑟𝑗⟩♣
2

⎞

̂︀

1/2

⊘ ‖𝑓‖2⊘ ‖𝑓‖𝑝 para todo 𝑓 ∈ 𝐿𝑝[0, 1].

Pelas desigualdades de Khintchine, para cada 𝑓 ∈ 𝐿𝑝[0, 1] temos que

‖𝑃𝑝𝑓‖𝑝= ‖
∞
∑︁

𝑗=1

⟨𝑓, 𝑟𝑗⟩𝑟𝑗‖𝑝⊘ 𝐵𝑝

∏︀

∐︁

∞
∑︁

𝑗=1

♣⟨𝑓, 𝑟𝑗⟩♣
2

⎞

̂︀

1/2

⊘ 𝐵𝑝‖𝑓‖𝑝.

Assim, 𝑃𝑝 é contínua. Note que 𝐼𝑚𝑃𝑝 ⊆ 𝑅𝑎𝑑𝑝. Como 𝑃𝑝𝑟𝑛 = 𝑟𝑛 para todo 𝑛 ∈ N então
𝐼𝑚𝑃𝑝 = 𝑅𝑎𝑑𝑝, logo 𝑃𝑝♣𝐼𝑚𝑃p

= 𝑖𝑑 implica 𝑃 2
𝑝 = 𝑃𝑝.

Finalmente seja 1 < 𝑝 < 2. Se 1
𝑞

+ 1
𝑝

= 1 então 2 < 𝑞 < ∞ e portanto 𝑃𝑞 é um operador
projeção sobre 𝑅𝑎𝑑𝑞. Por sua vez, seu operador adjunto (𝑃𝑞)′ : (𝐿𝑞)′ ⊃ (𝐿𝑞)′ também é un
operador projeção. Considere a identiĄcação canônica

𝑇 : 𝑓 ∈ 𝐿𝑝 ⊃ 𝑓 ∈ (𝐿𝑞)′, 𝑓(𝑔) = ⟨𝑓, 𝑔⟩ =
∫︁ 1

0
𝑓(𝑡)𝑔(𝑡)𝑑𝑡 para todo 𝑓 ∈ 𝐿𝑝 e 𝑔 ∈ 𝐿𝑞.

Então 𝑇⊗1 ◇ (𝑃𝑞)′ ◇ 𝑇 : 𝐿𝑝 ⊃ 𝐿𝑝 é a projeção procurada. De fato, é claro que 𝑇⊗1 ◇ (𝑃𝑞)′ ◇ 𝑇
é uma projeção, só resta provar que sua imagem é 𝑅𝑎𝑑𝑝. Para provar isto, basta provar que
𝐼𝑚(𝑃𝑞)′ = 𝑇 (𝑅𝑎𝑑𝑝) = [𝑇𝑟𝑛 : 𝑛 ∈ N]. Primeiro provaremos que 𝑇 (𝑅𝑎𝑑𝑝) ⊆ 𝐼𝑚(𝑃𝑞)′ e depois que
𝑇 (𝑅𝑎𝑑𝑝) é fracamente denso em 𝐼𝑚(𝑃𝑞)′. Com efeito, notemos que

((𝑃𝑞)′𝑟𝑛)(𝑔) = 𝑟𝑛(𝑃𝑞𝑔) = 𝑟𝑛(
∞
∑︁

𝑗=1

⟨𝑔, 𝑟𝑗⟩𝑟𝑗) =
∞
∑︁

𝑗=1

⟨𝑔, 𝑟𝑗⟩𝑟𝑛(𝑟𝑗) = ⟨𝑔, 𝑟𝑛⟩ = 𝑟𝑛(𝑔)

para cada 𝑛 ∈ N e 𝑔 ∈ 𝐿𝑞. Como 𝐿𝑞 separa os pontos de 𝐿𝑝 (veja o Corolário 1.5), segue que
(𝑃𝑞)′𝑟𝑛 = 𝑟𝑛 para todo 𝑛 ∈ N. Isto prova que 𝑇 (𝑅𝑎𝑑𝑝) ⊆ 𝐼𝑚(𝑃𝑞)′. Por outro lado, sejam 𝑓 ∈ 𝐿𝑝 e
𝑔 ∈ 𝐿𝑞 então

((𝑃𝑞)′𝑓)(𝑔) = 𝑓(𝑃𝑞𝑔) = 𝑓(
∞
∑︁

𝑗=1

⟨𝑔, 𝑟𝑗⟩𝑟𝑗) = 𝑓( lim
𝑛⊃∞

𝑛
∑︁

𝑗=1

⟨𝑔, 𝑟𝑗⟩𝑟𝑗)

= lim
𝑛⊃∞

𝑓(
𝑛
∑︁

𝑗=1

⟨𝑔, 𝑟𝑗⟩𝑟𝑗) = lim
𝑛⊃∞

𝑛
∑︁

𝑗=1

⟨𝑔, 𝑟𝑗⟩⟨𝑓, 𝑟𝑗⟩

= lim
𝑛⊃∞

𝑛
∑︁

𝑗=1

⟨𝑓, 𝑟𝑗⟩𝑟𝑗(𝑔).

Segue que a série
√︁∞

𝑗=1⟨𝑓, 𝑟𝑗⟩𝑟𝑗 converge fracamente a (𝑃𝑞)′𝑓 ∈ 𝐼𝑚(𝑃𝑞)′, ou seja 𝑇 (𝑅𝑎𝑑𝑝) é fraca-
mente denso em 𝐼𝑚(𝑃𝑞)′. Portanto

𝑇 (𝑅𝑎𝑑𝑝) = 𝑇 (𝑅𝑎𝑑𝑝)
‖≤‖

= 𝑇 (𝑅𝑎𝑑𝑝)
à((𝐿q)′,𝐿q)

= 𝐼𝑚(𝑃𝑞)′.
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Assim 𝑇⊗1 ◇ (𝑃𝑞)′ ◇ 𝑇 (𝐿𝑝) = 𝑅𝑎𝑑𝑝. Em tais casos foi provado que 𝑅𝑎𝑑𝑝 é um subespaço comple-
mentado de 𝐿𝑝[0, 1].

Observação 6.7. O Teorema 6.6 mostra que o Teorema 5.3 não vale para o espaço 𝐿𝑝[0, 1] com
1 < 𝑝 < ∞, 𝑝 ̸= 2.

Enfatizamos que 𝑅𝑎𝑑1 não é complementado em 𝐿1[0, 1]. Mas para provar esta aĄrmação
precisamos de mais ferramentas.
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Capítulo 7

Espaços de Banach sem a propriedade

de aproximação

Como aplicação do Teorema 6.6 de Pelczynski apresentamos exemplos de espaços de Banach
sem a propriedade de aproximação. Aqui 𝑋 e 𝑌 sempre seram espaços de Banach.

DeĄnição 7.1. Seja 𝑇 ∈ ℒ(𝑋;𝑌 ), diremos que 𝑇 tem posto Ąnito se o subespaço 𝑇 (𝑋) tem
dimensão Ąnita.

Exemplo 7.2. Em um espaço de Banach 𝑋 com uma base de Schauder (𝑥𝑗)∞
𝑗=1, as projeções

canônicas (𝑇𝑛)∞
𝑛=1, 𝑇𝑛𝑥 =

√︁𝑛
𝑗=1 ã𝑗(𝑥)𝑥𝑗 têm posto Ąnito.

Proposição 7.3. Um operador 𝑇 ∈ ℒ(𝑋;𝑌 ) tem posto Ąnito se e só se existem ã1, ã2, . . . , ã𝑛 ∈ 𝑋 ′

e 𝑦1, 𝑦2, . . . , 𝑦𝑛 ∈ 𝑌 tais que

𝑇𝑥 =
𝑛
∑︁

𝑗=1

ã𝑗(𝑥)𝑦𝑗 para todo 𝑥 ∈ 𝑋.

Demonstração. (⇒) Suponha que 𝑇 (𝑋) tem dimensão 𝑛, sejam ¶𝑦1, 𝑦2, . . . , 𝑦𝑛♢ uma base de 𝑇 (𝑋)
e å1, å2, . . . , å𝑛 ∈ 𝑇 (𝑋)′ os funcionais associados à base ¶𝑦1, 𝑦2, . . . , 𝑦𝑛♢ de 𝑇 (𝑋). Então

𝑇𝑥 =
𝑛
∑︁

𝑗=1

å𝑗(𝑇𝑥)𝑦𝑗 para todo 𝑥 ∈ 𝑋.

Para cada 𝑗 = 1, . . . , 𝑛 escolha ã𝑗 = å𝑗 ◇ 𝑇 ∈ 𝑋 ′. Assim obtemos o desejado.
(⇐) É imediato.

Por esta razão o subespaço de todos os operadores de posto Ąnito de 𝑋 em 𝑌 é denotado por
𝑋 ′ · 𝑌 . Neste caso os elementos de 𝑋 ′ · 𝑌 são denotados por

√︁𝑛
𝑗=1 ã𝑗 · 𝑦𝑗, (

√︁𝑛
𝑗=1 ã𝑗 · 𝑦𝑗)(𝑥) :=

√︁𝑛
𝑗=1 ã𝑗(𝑥)𝑦𝑗 para todo 𝑥 ∈ 𝑋.

DeĄnição 7.4. Diremos que 𝑋 tem a propriedade de aproximação se dados um compacto 𝐾 ⊆ 𝑋

e 𝜖 > 0, existe um operador 𝑇 ∈ 𝑋 ′ ·𝑋 tal que ‖𝑇𝑥⊗ 𝑥‖⊘ 𝜖 para todo 𝑥 ∈ 𝐾.
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Exemplo 7.5. 1. Todo espaço de Banach com uma base de Schauder tem a propriedade de
aproximação. De fato, suponha que 𝑋 é um espaço de Banach com uma base de Schauder
(𝑥𝑛)∞

𝑛=1, (𝑇𝑛)∞
𝑛=1 a sequência de projecões canônicas de (𝑥𝑛)∞

𝑛=1 e 𝑐 a constante da base.
Sejam 𝐾 um subconjunto compacto de 𝑋 e 𝜖 > 0 dados. Então 𝐾 é totalmente limitado e
portanto existem 𝑦1, 𝑦2, . . . , 𝑦𝑚 ∈ 𝐾 tais que

𝐾 ⊆ ∪𝑚
𝑗=1𝐵(𝑦𝑗; 𝜖

𝑐+2
).

Como lim
𝑛⊃∞

‖𝑇𝑛𝑦𝑗 ⊗𝑦𝑗‖= lim
𝑛⊃∞

‖
∞
√︁

𝑘=𝑛+1
ã𝑘(𝑦𝑗)𝑥𝑘‖= 0 para cada 𝑗 = 1, . . . ,𝑚, então existe 𝑛0 ∈ N

tal que ‖𝑇𝑛0
𝑦𝑗 ⊗𝑦𝑗‖<

𝜖
𝑐+2

para todo 𝑗 = 1, . . . ,𝑚. Esse 𝑛0 é possível pois só temos um número
Ąnito de pontos 𝑦𝑗. Logo, se 𝑥 ∈ 𝐾 então existe 𝑘 ∈ ¶1, . . . ,𝑚♢ tal que ‖𝑥⊗𝑦𝑘‖< 𝜖

𝑐+2
. Segue

que

‖𝑇𝑛0
𝑥⊗ 𝑥‖ ⊘ ‖𝑇𝑛0

𝑥⊗ 𝑇𝑛0
𝑦𝑘‖+‖𝑇𝑛0

𝑦𝑘 ⊗ 𝑦𝑘‖+‖𝑦𝑘 ⊗ 𝑥‖< ‖𝑇𝑛0
‖‖𝑥⊗ 𝑦𝑘‖+

𝜖

𝑐+ 2
+

𝜖

𝑐+ 2

< 𝑐
𝜖

𝑐+ 2
+

2𝜖
𝑐+ 2

= 𝜖.

Portanto 𝑋 tem a propriedade de aproximação.

2. Szankowski [17] provou que o espaço ℒ(ℓ2; ℓ2) não tem a propriedade de aproximação.

Proposição 7.6. Se 𝑋 tem a propriedade de aproximação, então cada subespaço complementado
de 𝑋 também tem a propriedade de aproximação.

Demonstração. Sejam 𝑀 um subespaço complementado de 𝑋 e 𝑃 a projeção sobre 𝑀 . Sejam 𝐾

um subconjunto compacto de 𝑀 e 𝜖 > 0 dados. Como 𝑋 tem a propriedade de aproximação então
existe 𝑇 ∈ 𝑋 ′ · 𝑋 tal que ‖𝑇𝑥 ⊗ 𝑥‖⊘ 𝜖

‖𝑃 ‖+1
para todo 𝑥 ∈ 𝐾. Considere a inclusão canônica

𝚤 : 𝑀 ⊃˓ 𝑋. Então 𝑃 ◇ 𝑇 ◇ 𝚤 ∈ 𝑀 ′ ·𝑀 . Logo, se 𝑥 ∈ 𝐾 ⊆ 𝑀 então 𝑃𝑥 = 𝑥 e

‖𝑃 ◇ 𝑇 ◇ 𝚤(𝑥) ⊗ 𝑥‖= ‖𝑃 ◇ 𝑇 ◇ 𝚤(𝑥) ⊗ 𝑃𝑥‖= ‖𝑃 ◇ 𝑇 (𝑥) ⊗ 𝑃𝑥‖⊘ ‖𝑃‖‖𝑇𝑥⊗ 𝑥‖< 𝜖.

Portanto 𝑀 tem a propriedade de aproximação.

Proposição 7.7. Um espaço de Banach 𝑀 é topológicamente isomorfo a um subespaço comple-
mentado de 𝑋 se, e somente se, existem 𝑆 ∈ ℒ(𝑀 ;𝑋) e 𝑇 ∈ ℒ(𝑋;𝑀) tais que 𝑇 ◇ 𝑆 = 𝑖𝑑𝑀 .

Demonstração. (⇒) Suponha que 𝑁 é um subespaço complementado de 𝑋 e que ã : 𝑀 ⊃ 𝑁 é um
isomorĄsmo topológico. Seja 𝑃 uma projeção sobre𝑁 . Então ã⊗1◇𝑃 ∈ ℒ(𝑋;𝑀) e 𝑃 ◇ã ∈ ℒ(𝑀 ;𝑋)
e satisfazem ã⊗1 ◇ 𝑃 ◇ 𝑃 ◇ ã(𝑚) = ã⊗1 ◇ 𝑃 ◇ ã(𝑚) = ã⊗1 ◇ ã(𝑚) = 𝑚 para todo 𝑚 ∈ 𝑀 .

(⇐) Sejam 𝑆 ∈ ℒ(𝑀 ;𝑋) e 𝑇 ∈ ℒ(𝑋;𝑀) tais que 𝑇 ◇ 𝑆 = 𝑖𝑑𝑀 . Segue que (𝑆 ◇ 𝑇 )2 =
𝑆 ◇ 𝑇 ◇ 𝑆 ◇ 𝑇 = 𝑆 ◇ 𝑇 e portanto 𝑆 ◇ 𝑇 ∈ ℒ(𝑋;𝑋) é uma projeção sobre 𝑆 ◇ 𝑇 (𝑋). Também
𝑇 ◇ 𝑆 = 𝑖𝑑 implica que 𝑆 é injetiva e 𝑇 (𝑋) = 𝑀 , segue que 𝑆(𝑀) = 𝑆 ◇ 𝑇 (𝑋) é fechado em 𝑋.
Assim, 𝑆 é um mergulho topológico. Portanto 𝑀 é isomorfo ao subespaço complementado 𝑆(𝑀)
de 𝑋.
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Além do espaço ℒ(ℓ2, ℓ2) existem outros espaços de Banach não-artiĄciais sem a propriedade
de aproximação. Para provar o teorema seguinte vamos precisar da proposição anterior.

Teorema 7.8. (Dineen-Mujica [6]) Se 1 < 𝑝, 𝑞 < ∞, então ℒ(𝐿𝑝[0, 1];𝐿𝑞[0, 1]) contém um subes-
paço complementado isomorfo a ℒ(ℓ2; ℓ2). Em particular ℒ(𝐿𝑝[0, 1];𝐿𝑞[0, 1]) não tem a propriedade
de aproximação.

Demonstração. Pelo Teorema 6.6 𝑅𝑎𝑑𝑝, 1 < 𝑝 < ∞ é um subespaço complementado de 𝐿𝑝[0, 1]
topologicamente isomorfo a ℓ2. Pela Proposição 7.7 existem operadores 𝐴𝑝 ∈ ℒ(ℓ2;𝐿𝑝[0, 1]) e
𝐵𝑝 ∈ ℒ(𝐿𝑝[0, 1]; ℓ2) tais que 𝐵𝑝 ◇ 𝐴𝑝 = 𝑖𝑑ℓ2

. Dados 1 < 𝑝, 𝑞 < ∞, deĄnamos os operadores

𝐶𝑝𝑞 : 𝑆 ∈ ℒ(ℓ2; ℓ2) ⊃ 𝐴𝑞 ◇ 𝑆 ◇𝐵𝑝 ∈ ℒ(𝐿𝑝[0, 1];𝐿𝑞[0, 1])

e
𝐷𝑝𝑞 : 𝑇 ∈ ℒ(𝐿𝑝[0, 1];𝐿𝑞[0, 1]) ⊃ 𝐵𝑞 ◇ 𝑇 ◇ 𝐴𝑝 ∈ ℒ(ℓ2; ℓ2).

Vejamos que 𝐷𝑝𝑞 ◇ 𝐶𝑝𝑞 = 𝑖𝑑. De fato, seja 𝑆 ∈ ℒ(ℓ2; ℓ2) então

𝐷𝑝𝑞 ◇ 𝐶𝑝𝑞(𝑆) = 𝐷𝑝𝑞 ◇ (𝐴𝑞 ◇ 𝑆 ◇𝐵𝑝) = 𝐵𝑞 ◇ (𝐴𝑞 ◇ 𝑆 ◇𝐵𝑝) ◇ 𝐴𝑝 = 𝑆.

Segue da Proposição 7.7 que ℒ(𝐿𝑝[0, 1];𝐿𝑞[0, 1]) contém um subespaço complementado isomorfo
a ℒ(ℓ2; ℓ2). Finalmente a Proposição 7.6 junto com o resultado de Szankowski [17] garantem que
ℒ(𝐿𝑝[0, 1];𝐿𝑞[0, 1]) não tem a propriedade de aproximação.
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Alguns Problemas Interessantes

Os seguintes problemas surgem de maneira natural nesta área:

1. Dado um espaço de Banach 𝑋, caracterizar os tipos de isomorĄsmo de seus subespaços
complementados.

2. Dado um espaço de Banach 𝑋, caracterizar os tipos de isomorĄsmo de aqueles espaços de
Banach 𝑌 tal que todo subespaço de 𝑌 isomorfo a 𝑋 é complementado em 𝑌 .

3. É cada subespaço complementado de 𝐶(𝑆) isomorfo a algum 𝐶(𝑆1)1?

DeĄnição 7.9. Uma base de Schauder (𝑥𝑛) para um espaço de Banach 𝑋 é incondicional se, para
cada permutação à de N, (𝑥à(𝑛)) é uma base de Schauder para 𝑋.

A base canônica de 𝑐0 ou ℓ𝑝, 1 ⊘ 𝑝 < ∞ é uma base incondicional.

DeĄnição 7.10. Uma espaço de Banach 𝑋 é chamado de primo se cada subespaço complementado
de dimensão inĄnita de 𝑋 é isomorfo a 𝑋.

Por enquanto sabemos então que os espaços 𝑐0 e ℓ𝑝, 1 ⊘ 𝑝 ⊘ ∞, são primos.

Finalizamos esta parte com um problema aberto, veja [12].

𝑐0 e ℓ𝑝, 1 ⊘ 𝑝 < ∞, são os únicos espaços primos de Banach com uma base incondicional?

1S e S1 espaços topológicos Haudorff compactos.
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