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Abstract

In 1960, Pelczynski [15] showed that if X is one of the spaces ¢y or ¢, 1 < p < co. Then each
infinite dimensional subspace complemented in X is isomorphic to X. Another classical result of
Pelczynski [15] states that if 1 < p < oo, then the space L,[0, 1] contains a complemented subspace
isomorphic to f5. Our aim is to study results of this kind, and to introduce some open problems.

Keywords: classical Banach spaces, complemented subspace, Schauder bases, £,-sum, co-sum,
Rademacher functions.

Resumo

Em 1960, Pelczynski [15] provou que, se X é um dos espacos ¢y ou £, 1 < p < co. Entéo todo
subespago complementado de dimensao infinita de X ¢é isomorfo a X. Outro resultado classico
de Pelczynski [15] afirma que se 1 < p < oo, entdo o espago L,[0,1] contém um subespaco
complementado isomorfo a ¢5. Nosso objetivo é estudar os resultados deste tipo, e introduzir
alguns problemas abertos.

Palavras-chave: espacos de Banach classicos, subespago complementado, bases de Schauder,
{,-somas, cp-somas, funcoes de Rademacher.
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Lista de simbolos

Neste trabalho utilizaremos com frequéncia as notacoes seguintes:
N conjunto dos niimeros naturais.
R conjunto dos nimeros reais.
C conjunto dos ntimeros complexos.
K conjunto dos ntimeros reais ou complexos.
X um espaco de Banach nao trivial (ou seja, # {0}) sobre K.
X’ o espaco dual topolédgico de X.
| [|x a norma considerada em X.
o(X,X’) a topologia fraca em X.

L(X;Y) o espago de Banach dos operadores limitados de X em Y, onde X e Y sdo espagos de
Banach.

KerT o ntcleo do operador linear T': X — Y, KerT = {x € X : Tz = 0}.

ImT a imagem do operador linear T : X — Y, ImT ={y €Y : y =Tz para algum = € X}.
~ isomorfismo topoldgico.

~! isomorfismo isométrico.

K™ o espago vetorial das n-tuplas (A1,...,\,) de elementos em K.

K?(1 <p < 00) o espago de Banach K" com a norma

n 1/p
||()\17)\27'-~,/\n)||p: <Z|)‘k|p> .

k=1
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(,(1 < p < o0) oespago de Banach das sequéncias (\,)22; C K tais que Y |A,[P< oo, sob a norma
n=1

1O = (ZIA > oo)”p.

(s o espaco de Banach das sequéncias limitadas em K, sob a norma

”(/\n)fzo:l”oo: Sl;llpp‘nl'

¢o o subespago fechado de ¢, formado pelas sequéncias que convergem a zero, sob a norma ||- |-

coo O subespaco de ¢y formado pelas sequéncias eventualmente nulas, isto é,

coo = {(An)p2y € co : existeng € N tal que),, = 0 para todo n > ng}.

en 0 n-ésimo vetor unitario candnico de ¢, 1 < p < oc.

L,[0,1](1 < p < 00) o espago de Banach das classes de equivaléncia [[f] de fungdes Lebesgue men-

1
suraveis de [0, 1] em K tais que [|f(¢)|Pdt < oo, sob a norma
0

1A= rt= ([ rar) ™

C([a,b]) o espaco de Banach das fungoes continuas f definidas no intervalo [a, b] com valores em
K, sob a norma

[1flle= sup. £ ()]
te(a,b]
(x,) a sequéncia (x,)> ;.

span{x, : n € N} o subespago vetorial gerado pela sequéncia (z,,).

[z, : n €N] osubespago fechado gerado pela sequéncia (z,), ou seja, o fecho do subespago gerado
pela sequéncia (z,,).

T, — = a sequéncia (z,) C X converge a x em norma, também denotaremos por limz, = x, ou
n

lim z,, = z.
n—oo

idx o operador identidade id : X — X, id(x) = x para todo = € X.

< se M é um subespago de X entdo ¢ é a imersdo canénica ¢ : M — X, o(z) = x para todo
x e M.

XVvi



Introducao

Sejam X e Y espacos normados e M um subespago de X. E importante saber quando um
operador linear limitado de M em Y pode ser estendido (mantendo acontinuidade) ao espago
todo. Quando isto for possivel, também é importante saber se isso pode ser feito sem aumentar a
norma do operador. Este problema tem solucoes parciais, a saber:

1. Quando Y é um espago de Banach e M é um subespago denso de X (veja o Teorema 1.1).

2. Quando Y é o corpo dos escalares o resultado é bem conhecido (Teorema de Hahn-Banach
em espagos normados).

3. Quando X é um espago de Banach e M é um subespago complementado de X (veja o Teorema
2.4).

Em qualquer desses casos o problema anterior tem solucao, ou seja é possivel fazer essa extensao
sem aumentar a norma. Motivado pelo tltimo caso, o problema relacionado com subespagos com-
plementados esta no coragao da teoria dos espacos de Banach.

Em geral, quais subespagos fechados M de um espaco de Banach X sdao complementados? Este
¢ um problema central da teoria de espacos de Banach e desempenha um papel chave no desenvolvi-
mento da teoria de espacos de Banach. E um fato bem conhecido que todo subespaco de dimensao
finita de um espaco de Banach é um subespaco complementado. Em geral, esta propriedade de
subespacos de dimensao finita ndo permanece valida para subespagos de dimensao infinita. Por
exemplo, em 1937 Murray [14] provou, pela primeira vez, que o espago £,, 1 < p < oo, p # 2
admite subespaco nao-complementado e Phillips [16] provou que o espago ¢y ndo é complementado
no espago /.. Em muitos casos, o fato de que um subespago M nao seja complementado num es-
paco de Banach X depende apenas das propriedades isomérficas de X e M. Por exemplo; nenhum
subespago reflexivo de dimensao infinita de C0,1] é complementado em C[0,1] (veja [8]). Em
quanto aos espagos L,, um dos problemas centrais ¢ classificar seus subespacos complementados
a menos de isomorfismo. Para 1 < p < oo, p # 2, hé cinco exemplos “simples "de subespagos
complementados de L,[0,1], a saber; €, la, £, ® lo, (o &l & ---), e 0 proprio L,[0,1] (veja [3]).
Exibir um subespago fechado nao-complementado de um espaco de Banach, ou mesmo provar sua
existencia, nunca é uma tarefa facil.

Em 1960, Pelczynski [15] provou que todo subespago complementado de dimensao infinita de
um dos espagos ¢ ou £, (1 < p < 00) é isomorfo a ¢y ou ¢, respectivamente. Nesse mesmo artigo
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ele considerou o problema reciproco, provando que, se M é um subespaco de um dos espagos ¢y,
ou fy, ou £y, (1 < p < oo, p# 2)e M éisomorfo a um dos espagos ¢y, f2, ou isometricamente
isomorfo a ¢,, entdao M admite um complemento topolégico. Ainda mais, ele também provou a
existéncia de um subespago complementado de L,[0,1] 1 < p < oo, que é isomorfo a ¢5. Sete anos
mais tarde, Lindenstrauss [10] provou que, todo subespago complementado de dimensao infinita
de /4, é isomorfo a /.

Durante muito tempo, um dos principais problemas abertos na teoria de espagos de Banach, o
problema de aprorimacdo, preguntava se cada espaco de Banach tem a propriedade de aproxima-
¢do. Este foi finalmente resolvido pela negativa em 1973 por Per Enflo [7], que numa construgao
artificial encontrou um espago de Banach reflexivo separavel de dimensao infinita, que nao tem a
propriedade de aproximagao. Havia uma crenca generalizada de que quase todos os espagos de
Banach, sem a propriedade de aproximagcao sao construidos artificialmente. O primeiro espaco de
Banach naturalmente definido sem a propriedade de aproximagio foi dado por Szankowski [17],
que provou que o espago L({s;ls) de operadores lineares continuos em /5, ndo tem a propriedade
de aproximagao. A teoria de subespacos complementados também é util para caracterizar espagos
de Banach sem a propriedade de aproximacao em uma maneira natural.

Nosso objetivo ¢é fazer uma revisdo do primeiro e terceiro resultado de Pelczynski [15] co-
mentados acima, citar alguns problemas abertos relacionados com subespagos complementados e
apresentar um exemplo natural de espagos de Banach sem a propriedade de aproximagao devido a
Dineen-Mujica [6]. Para isto foi necessario estudar os seguintes temas: subespagos complementa-
dos, base de Schauder, sequéncias bésicas, existéncia de sequéncias bésicas, o misterioso e elegante
método de decomposicao de Pelczynski, as fungdes de Rademacher e a desigualdade de Khintchine
(dentre outros temas). Nesta dissertacao foram usados alguns livros classicos tais como: Carothers
[4], Diestel [5], Lacey [9], Megginson [11], Botelho et al. [2] e as notas de espagos de Banach,
Mujica [13].



Capitulo 1

Preliminares

Apresentaremos alguns resultados fundamentais como pré-requisitos para uma melhor compre-
ensao desta dissertacao.

Resultados basicos sobre espacos de Banach

Teorema 1.1. Sejam X um espaco normado, ¥ um espag¢o de Banach e M um subespago denso
de X. Se T € L(M;Y). Entao existe uma tnica extensao linear continua de 7" a X. Ainda mais,
a norma da extensao coincide com a norma de 7.

Demonstragio. Veja [11], pag. 70. ]

Teorema 1.2. (Teorema de Hahn-Banach, forma analitica) Sejam X um espago vetorial sobre o
corpo K e p: X — R uma fun¢do que satisfaz

p(ax) = |a|p(x) para todo a € K e todo z € X, e
p(x +vy) < p(x) + p(y) para quaisquer z,y € X.

Se M C X é um subespacgo vetorial e ¢ : M — K é um funcional linear tal que |¢(x)|< p(z)
para todo x € M, entdo existe um funcional linear ¢ : X — K que estende ¢ a X e que satisfaz
|o(2)|< p(x) para todo x € X.

Demonstrag¢io. Veja [2], pag. 58. O]

Corolario 1.3. (Teorema de Hahn-Banach, em espagos normados) Seja M um subespago de um
espaco normado X sobre K e seja ¢ : M — K é um funcional linear continuo. Entao existe um
funcional linear continuo ¢ : X — K cuja restricao a M coincide com ¢ e ||@||= ||¢]|-

Demonstrag¢io. Veja [2], pag. 60. ]

Corolario 1.4. Sejam X um espago normado e 0 # o € X. Entao existe ¢ € X’ tal que p(xo) =1
e lell= -



Demonstragio. Seja M = span{x,}, defina ¢ : M — K por ¢(Azxg) = A para todo A € K. Entao
oM, d(xg) =1e|o||= Hmilol\ Pelo Teorema de Hahn-Banach existe ¢ € X' tal que ||¢||= ||¢]| e

o(r) = ¢(x) para todo x € M. Segue que ||¢||= ”?10“ e p(rg) = 1. O

Corolario 1.5. Seja X um espago normado. Entao X’ separa pontos de X, isto é, se z,y € X e
x # y, entdo existe p € X' tal que p(z) # ¢(y).

Demonstragdo. Sejam x,y € X e x # y fixados. Entao, pelo corolario anterior existe ¢ € X' tal
que o(x) — ¢(y) = ¢(x —y) = 1 # 0. Portanto X’ separa pontos de X. O

Teorema 1.6. (Teorema da Aplicacdo aberta) Sejam X e Y espagos de Banach e T : X — Y
linear, continuo e sobrejetor. Entao 7' é uma aplicacao aberta. Em particular, todo operador linear
continuo e bijetor entre espacos de Banach é um isomorfismo topologico.

Demonstragio. Veja [2], pag. 42. ]

Corolario 1.7. Sejam ||-[|; e ||- |2 duas normas em um espago vetorial X tais que (X, |- |1) e
(X, || |l2) s@o de Banach. Se existe ¢ > 0 tal que ||z||;< ¢||z||2 para todo z € X, entdo as duas
normas sao equivalentes. Isto é, existe a > 0 tal que al|z||2< ||z|[:< ¢||z||]2 para todo x € X.

Demonstragio. Veja [11], pag. 45. O]
Sejam X e Y espacos de Banach e T': X — Y um operador linear. O grafico de T' é o conjunto
GT)={(z,Tx): xe X} CX xY
G(T) é um subespaco vetorial de X x Y.

Teorema 1.8. (Teorema do Grafico Fechado) Sejam X e Y espacos de Banach e T': X — Y um
operador linear. Entao T' é continuo se, e somente se, G(T') é fechado em X x Y.

Demonstragio. Veja [2], pag. 45. ]

Defini¢ao 1.9. A topologia fraca no espago normado X, denotada por o(X, X’), é a topologia
gerada pelos funcionais lineares continuos ¢ € X',

A topologia gerada por uma familia de fungoes é a menor topologia (respeito a inclusdo C) que
torna cada uma dessas fungoes continuas. O leitor pouco acostumado com o conceito de topologia
gerada por uma familia de func¢oes deve consultar qualquer livro de topologia geral.

Teorema 1.10. (Teorema de Mazur) Seja X um espago normado e K um subconjunto convexo
de X. Entao o fecho de K na topologia da norma coincide com o fecho de K na topologia fraca.
Em particular, um conjunto convexo é fechado na topologia fraca se, e somente se, é fechado na
topologia da norma.

Demonstragio. Veja [2], pag. 149. ]



Resultados basicos sobre espacos de Hilbert

Definicao 1.11. Sejam X um espago com produto interno e N um subconjunto de X. Denomi-
namos o subconjunto

N+t ={ye€ X: (z,9) =0 para todor € N}

de complemento ortogonal de N.

Definicao 1.12. Seja X um espaco com produto interno. Um conjunto N C X ¢ dito ortonormal
se para todos x,y € N,

(a:,y):{ 0, se x#ya

1, se z=uy.
Um conjunto ortonormal N tal que N+ = {0} é chamado de sistema ortonormal completo.
Teorema 1.13. Seja N = {z; : i € I} um conjunto ortonormal completo no espago de Hilbert
H. Entao, para cada x € H, . = Y (x, x;)x;.
i€l

Demonstrag¢io. Veja [2], pag. 119. O

Teorema 1.14. (Desigualdade de Bessel) Seja N = {z; : ¢ € I} um conjunto ortonormal no
espaco de Hilbert H. Entao, para todo x € H,

> Nz < =%,

icJ
onde J={iel: (z,x;) #0}.
Demonstragio. Veja [2], pag. 116. ]

Teorema 1.15. Sejam H um espago de Hilbert e M um subespaco fechado de H. Entao cada
r € H admite uma tnica representacdo na forma z = p+qgcomp € M e ¢ € M*. O vetor p é
chamado de projecao ortogonal de x sobre M.

Demonstragio. Veja [2], pag. 111. ]

Teorema 1.16. (Teorema de Riesz-Fischer) Todo espago de Hilbert separavel de dimensao infinita
¢ isometricamente isomorfo a /5.

Demonstrag¢io. Veja [2], pag. 124. ]






Capitulo 2

Subespacos complementados

Aqui vamos trabalhar com espagos de Banach, embora muitos resultados sejam verdadeiros
para espagos normados em geral.

Definicao 2.1. Seja X um espago de Banach. Um operador linear continuo P : X — X é uma
projecao se P2 := Po P = P. E claro que se P # 0 é uma projecio, entao ||P||> 1.

Definicao 2.2. Um subespago Y de um espago de Banach X ¢é dito complementado em X se
existe uma projecao P de X sobre Y.

Exemplo 2.3. (a) Se X é um espago de Banach, por meio da projecao identidade e a projecao
nula temos que X e {0} s@o subespagos complementados de X.

(b) Todo subespago de dimensao finita de um espago de Banach é complementado (veja [2]. Exem-
plo 3.2.4, pag. 62).

(c¢) Todo subespago fechado de um espago de Hilbert é complementado, pois sempre é possivel
definir a projegao ortogonal sobre o subespago fechado (veja o Teorema 1.15).

(d) Sejam X e Y espagos de Banach. Por meio da proje¢io (z,y) € X xY — (2,0) € X x Y,
vemos que X ~!' X x {0} é complementado em X x Y.

Teorema 2.4. Seja Y um espago vetorial normado, M um subespago complementado do espago
de Banach X e T' € L(M;Y). Entao existe T € L(X;Y) extensao de T' a X.

Demonstragio. Se P é uma projecio de X sobre M entdao T := To P € L(X:Y) e T(z) =
T(P(x)) = Tx para todo = € M, pois P(x) = x para todo z € M. O

Proposicao 2.5. Um subespaco M de um espago de Banach X é complementado em X se e
somente se, M é fechado e existe um subespago fechado L de X tal que X = M+ Le MNL = {0}.
Neste caso L é chamado de complemento topolégico de M em X, e dizemos ainda que M e L sao
subespacos complementares de X.



Demonstragio. (=) Seja P a projecao de X sobre M. Para provar que M é fechado primeiro pro-
varemos a seguinte igualdade M = {x € X| Pz = 2} = Ker(P —id). E claro que {z € X| Px =
x} C ImP = M. Sejax € M. Tomando y € X tal que Py = z resulta que z = Py = P(Py) = Px.
Isto prova a igualdade. Como o operador P — id é continuo, segue-se que M ¢é fechado.

Tome agora L = KerP. E claro que L é subespago fechado de X. Para todo x € X vale que
(x—Pzr)e Lex=Pr+(x—Px)e M+ L. Sex € MNL, temos x = Px e Px = 0, resulta que
x = 0. Isto prova o desejado.

(<) Para cada = € X existem tnicos y € M e | € L tais que z = y + [. E imediato que
o operador P : X — X dado por Pz = y estd bem definido, é linear, P> = P, ImP = M,
KerP =L e M = Ker(P —id). Resta provar que P é continuo. Para isto provaremos que seu
grafico é fechado. De fato, seja (z,)7°; uma sequéncia em X tal que z,, — = e P(x,) — z. Para
cada n, escreva x, = y, + 2, com y, € M e z, € L. Entao z, = x, — y, =z, — P(z,) = x — 2.
Como L é fechado, x — z € L, e portanto Px = Pz. Por outro lado, y, = P(z,) — z. Como M é
fechado, z € M. Assim z = Pz = Pz. Pelo Teorema do Grafico Fechado resulta que o operador
linear P é continuo, portanto M é subespaco complementado de X. O

O reciproco da proposicao anterior sugere a seguinte questao: Se M e N sao subespacos fechados
de um espago normado X tal que X = M+ N e MNN = {0}. Entao a aplicagao linear P : X — X
tal que P? = P, P(X) = M e kerP = N deve ser continua? N&ao necessariamente. Para isto
vejamos o seguinte exemplo.

Exemplo 2.6. Considere X = coo, M = {(\)22; € coo: Ao = 0,n € N} e N = {(\,)22, €
Coo © Aan_1 + nAy, = 0,n € N} Provaremos que cgg = M + N e M NN = {0}. E claro que
M NN ={0}. Para (\,)32, € coo existe k € N tal que \,, = 0 para todo n > k. Logo

k
(i Aas o A 0, 0) = (o A2, 0, A5 + 20,0, A5 4 836, 0,0 Akt + 5 2,0,
k
+ (—)\2, )\2, —2>\4, )\4, —3>\6, )\6, ceey —5)%, )\k,(), .. )
para k par e
k—1
()\17)\27"'7)\]6707"'):()\1+)\2707)\3+2)\4707"'7)\k72+ 2 )\k,l,O,)\k,O,...)
k—1
+ (_)\27 )\27 _2)\47 )\47 sy T 9 )\kfla )\kflaoa - )

para k impar. Portanto coo = M + N.
Como T : (An)sy € coo — (0,A2,0,Ay,...) € cop ¢ continuo, pois [|[T'(An)2 |lee= SUpP,en|A2n|<

SUP,en| Anl= [[(An)ilillo- Entdo M = kerT é fechado. Para provar que N é fechado, seja (a;)52, €
N entéo existe (A,)p2; C N tal que A, — (@;)32;, n — 00 em || ||o. Para cada n € N escrevamos

An = (A})52,. Segue que liT{n A7 = a; para cada j € N. Como Ay;_; + jA3; = 0 para todo n,j € N
entdo, fazendo n — co obtemos ag; 1 + jay; = 0 para todo j € N. Portanto ()32, € N e assim
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N ¢é fechado.
Vamos provar que nao existe projecao de cop sobre M com ntcleo N. De fato, o operador

P ()\n)zozl € Coop — ()\1 + )\2,0,)\3 + 2)\4,0, .. ) € Coo

verifica P2 = P, ImP = M, KerP = N e Pey, = ney, 1 para cada n € N, onde e, (n € N) sdo
os vetores unitarios canonicos em /(.. Logo P nao é continuo e portanto nao é uma projecao.

Por outro lado, afirmamos que qualquer projecao de cog sobre M com ntuicleo N deve coincidir
com P. De fato, sejam () uma projecao de coy sobre M com nucleo N e x € ¢py. Entao existem
unicos m € M e z € N tais que x = m + z. Segue que

Qr=Q(m+z)=m=P(m+ z) = Px.
Isto prova a afirmagdo. Mas, como P nao ¢ continuo nao pode existir tal projegao.

Segue da proposicao anterior que todo subespago complementado de um espaco de Banach é
fechado. Nao é sempre verdade que um subespago fechado M de um espaco de Banach X possui
complemento. Em outras palavras, o espaco M nao precisa ter uma projecao bem definida nele
mesmo. Em 1940, Phillips [16] provou que ¢y ndo é complementado em /.

O papel do Teorema do Grafico Fechado na demonstragao da Proposicao 2.5 é essencial, e o fato
de M e L serem fechados é necessario para sua utilizagdo. A seguir apresentamos mais exemplos
de subespacos complementados.

Exemplo 2.7. (a) Sejam X = C([—a,a]), a > 0, M e N os subespagos de X consistindo das
fungbes pares e impares, respectivamente. E claro que C([—a,a]) = M+ N e M NN = {0}
pois, para cada f € C([—a,a]) tem-se

1 1
F&) = S(f (&) + f(=)) + 5(f(t) = f(=t)) paratodo € [~a,q]

onde a primeira expressao da parte direta é uma funcao par e a segunda expressao é uma
funcao impar. Provaremos que M e N sao fechados, primeiro vejamos que M é fechado. De
fato, seja (f,)22; uma sequéncia em M tal que f, — f em norma. Entao

f(=t) =lim fo(=t) = lim f,(¢) = f(¢) para todo ¢ € [—a,a].

Segue que f € M. De maneira analoga, prova-se que N é fechado. Portanto, a Proposicao 2.5
garante que M e N sdo subespagos complementados de C([—a, a).

(b) Sejam X = loo, (an)ply € log, M = {(An)7l) € oo © Aan =0,n € N} e N = {(An)7 € s :
Aon—1 + apha, = 0,n € N} E claro que M, N sao subespagos fechados de (. e M NN = {0}.
Também, para cada (A,)22, € {y temos

(An)ply = (A + 12, 0, A3 + oAy, 0, A5 + a3 Xe, 0, ... ) + (—ag Ao, Ao, —aa g, Ay, —as A, Ag, - - - ).

Portanto M e N sao subespacos complementares de /..



Ja sabemos que um subespac¢o nao-fechado de um espago de Banach nao é complementado.
Por exemplo, c¢oyp nao é complementado em cg.

Proposicao 2.8. Sejam X,Y espacos de Banach e T': X — Y um isomorfismo topoldgico. Seja
M um subespago complementado de X. Entao T (M) é um subespago complementado de Y. Ou
seja, a no¢ao de complementado é invariante sob isomorfismo topoldgico.

Demonstragio. Seja M subespacgo fechado de X e L seu complemento, entdo para cada x € X
existem Unicos m € M e | € L tais que x = m + [. Como T é um isomorfismo topoldgico, entao
T (M) é um subespago fechado de Y. Provaremos que Y = T(M) + T(L) e T(M)NT(L) = {0}.
De fato, vejamos a inclusao nao trivial. Seja y € Y entao existem m € M e | € L tais que
y=T(m+1) =Tm+TI, segue que Y = T(M) + T(L). Por outro lado, se y € T(M)NT(L)
entao existe me M el e L taisque Tm =y =TI, assimm=1€ M N L elogom=1=0, pois

M N L ={0}. Portanto y = 0. Isto prova que T'(M)NT(L) = {0}. O
Definicao 2.9. Sejam X, X, ..., X, espacos de Banach com suas respectivas normas
- s 1 s -5 |1 [l x,, - A soma Xy @ Xo @ - @ X, dos espagos X1, Xo, ..., X,, é o espago de

Banach X; x Xy x ... x X, cuja norma ¢ dada pela férmula

" 1/2
(@1, 22, ..., 20) |= (ZI\%\&) :
j=1

E facil verificar que esta fungao é de fato uma norma.

Os subindices que aparecem nas normas de Xi, Xs, ..., X,, na definicao anterior, incluiram-se
apenas por motivos de clareza, e serdo normalmente omitidos quando nao ha nenhuma possibilidade
de confusao.

Proposicao 2.10. Seja X um espago de Banach suponha que existem Y7, Ys, ... Y, subespagos
fechados de X tais que X = leYeYﬂZY {0}. Entafo X ~ Y1 @Yo @ - D Y,,.

J#Z
Demonstragio. Defina a aplicagdo T : Y1®Yo®- - -®Y,, — X por T(y1,y2, -+, Yn) = 1+y2+--+yn

para todo (y1, Y, -+, Yn) € Y1BYoD- - -BY,. E claro que T estd bem definido, ¢ linear e sobrejetivo.
Como as normas K} e KI sao equivalentes entao existe uma constante positiva ¢ tal que

. 1/2
HT<yluy27”'7yn Zlyj ‘< C (Z||yj|’2> :CH(ZUI;Z/2;"‘7yn)H

para todo (y1, Y, Yn) € Y1OYo® - -@Y,,. Assim, o operador T" é limitado. Se T'(y1, 2, - - - ,yn) =

0 entao y1 +y2+---+y, =0, de modo que —y; = y1 +ya+- - +yj—1 + Yjp1 + - —|—yn€YﬂZY

J?él
para todo 7 = 1,2,...,n. Segue da hipdtese que y; = 0 para todo j = 1,2,...,n, logo T' é injetivo.

Portanto, pelo Teorema da Aplicacao Aberta (veja o Apéndice) 7' é um isomorfismo topoldgico. [
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Observagao 2.11. (a) A Proposigao 2.10 em geral nao vale para espagos normados incompletos
(veja [11], pag. 58, Ex. 1.84).

(b) Segue das Proposicoes 2.5 e 2.10 que, se M é um subespago complementado de um espago de
Banach X, entao M ¢é fechado e existe L subespaco fechado de X tal que X ~ M & L.

Observagao 2.12. A menos de isomorfismo, ndo importa muito que norma assumimos em X @Y.
Por exemplo, se nds escrevemos (X & Y),, 1 < p < oo, para denotar X & Y sob a norma
1@ 9)lle,= (el +yl5) "7 o [|(z, y)lle. = max{[lz|x, [ly]ly} no caso de (X &Y, entio

XY =(XpY)~(X®Y),~(XDY)w.

Isto é uma consequéncia simples do fato que todas as normas sobre R? sdao equivalentes. Como
um exemplo particular, note que sob qualquer norma

by @by ~ (b ® L)y ~! ly.
Para provar a parte nao trivial, isto é (¢, & ¢,), ~' ¢, considere as aplicacdes

T ((xl)zoilu (yz)fil) S (gp D gp)p — (ml, Y1, 22, Y2, - - ) Sy

A (m5)2) €4y — ((T2i-1)521, (12:)721) € (L D L)y

E facil verificar que | T((z:)2, (W) )= ()2, (w),)|| e TA = idy,. Portanto T' é um
isomorfismo isométrico.
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Capitulo 3

Sequéncias basicas em espacos de
Banach

Na Analise Funcional, as bases algébricas ou bases de Hamel dos espacos de Banach de dimensao
infinita tém pouca utilidade pois, entre outros motivos, elas nunca sao enumeraveis. O objetivo
deste capitulo é estudar as sequéncias em espagos de Banach de tal forma que todos os elementos
do espaco possam ser escritos exatamente como uma combinacao linear infinita dos termos da
sequéncia. Por isso nés desenvolvemos brevemente a nocao de base de Schauder e estudamos essas
bases em espacos classicos de sequéncias.

Definigao 3.1. Diremos que uma sequéncia (x;) C X é uma base de Schauder de X se cada z
admite uma tnica representagao como uma série

o n
— — ] o0
r=>) A\zj= nh—>I£IOZ Ajzj, com  ()\;)jZ, C K.
j=1 j=1
A unicidade da representacdo também garante que os vetores de uma base de Schauder sao
linearmente independentes.

Exemplo 3.2. (a) Em dimensao finita as bases de Schauder coincidem com as bases algébricas.

(b) Cada sequéncia ortonormal completa em um espago de Hilbert separdvel é uma base de Schau-
der (veja o Teorema 1.13).

(c) Os vetores unitarios canonicos e, = (0,0,...,0,1,0,0,...) (n € N) formam uma base de
Schauder para ¢ e para £,, 1 < p < oc.

Exemplo 3.3. Os vetores unitarios canonicos e, nao formam uma base de Schauder para o espago
l~, pois nao existe uma sequéncia (A,) de escalares tal que a série >.°°; A\, e, converge na norma
de ly para (1,1,1,...).

Os funcionais coordenados
pjrreX =N ek
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e as aplicagoes

TnZ.TEX—)Z)\jQ?jEX

Jj=1

sdo claramente lineares. A sequéncia (¢;) também é chamada de sequéncia biortogonal associada
3 o0
a base (7;)32, de X.

Teorema 3.4. Seja X um espaco de Banach com uma base de Schauder (7;)%2,. Entdo existe
c > 1 tal que
ITwzl|< cllzll e [lgslllle;ll< 2¢]l2|

para todon € Ne x € X.

Demonstragdo. Para cada x = Y52, \jx; € X temos p(x) = sup,[|T,7||< oo. Ainda mais, p é uma
norma sobre X e

n m
p(z) = sup||T,z||=sup||d_ Njz;]|> D Ajz;||  para todo m € N.
n noog=1 j=1

Fazendo m — oo obtemos p(z) > ||z|| para todo x € X. Provaremos que p é uma norma equivalente
a -] em X. Pela desigualdade anterior e o Corolario 1.7 é suficiente provar que (X, p) é um espago
de Banach. De fato, seja (y,,) uma sequéncia de Cauchy em (X, p), yn = 352, ¢;(ym)x; para cada
m € N. Logo para cada p,m,n € N e p > 2 tem-se

‘Qsp(ym)_gbp(yn)wxp": Hzp: ¢j<ym_yn)xj_pz_: ?bj(ym_yn)xjH: H(Tp_Tp—l)(ym_yn)HS Qp(ym_yn)a

j=1 j=1

|01(ym) — E1(yn)l[|21][< p(Ym — yn).
Portanto, para cada p, a sequéncia (¢,(ym))o_; é de Cauchy em K. Seja entdo, para cada p € N
A= T 0, ().

Agora bem, dado € > 0 existe myg tal que se n > m > myg, tem-se p(y,, — yn) < €. Segue que

|75 (Ym) — Th(Un) IS p(Ym — yn) < € (3.1)

e para p > k
p
Ty = Tiym — > &5(a)z5ll= 1(Tp = Ti)ym — (Tp — Ti)ynll< 20(ym — yn) <26 (3.2)
j=k+1
sempre que n > m > my. Fazendo n — oo em (3.1) obtemos
k
| T(ym) — > Ajzjl|< e para m > my. (3.3)

J=1
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e fazendo n — oo em (3.2) obtemos
P
(T, — Th)ym — > Ajay||< 26 para m > my. (3.4)
j=k+1
Ainda mais, como para cada m € N
1 T4 ) = = Jim | 32 5ty = 0
j=k+1
entdo existe ko tal que se p > k > ko, tem-se ||(7, — T;)ym||< €. Disto e por (3.4) obtemos
P
| Y Nzjl|< 3¢ sempre que p >k > k.
j=k+1

Como (X, ||-||) é de Banach entdo a série 3232, A;jz; converge em ||| a um ponto y € X. Pela
unicidade da representacao de y, \; = ¢;(y) e Ty = Z;?:l Ajxj. Segue de (3.3) que

P(Ym —y) = sngTk(ym) —Ti(y)||< € para todo m > my.

Portanto v, — y na norma p. Isto prova que (X, p) é completo. Assim, pelo Corolario 1.7 existe
¢ > 1 tal que ||z||< p(z) < ¢||z|| para todo = € X. Segue-se que

IT.x||< c||x|| paratodo z€ X eneN,

| ()xs||= |The — Tho1z||< 2¢||z|| para todo x € X en e N.
O
Uma consequéncia imediata deste teorema é que os funcionais coordenados ¢; sao continuos
e as aplicagoes T,, sdo uniformemente limitadas. As aplicacoes T, sao chamadas de projecoes

candnicas. A constante
c =sup||T,||>1
neN

¢ chamada de constante da base (z;).

Exemplo 3.5. Seja (e,,)2; a base de Schauder canénica de um dos espagos ¢y ou £, (1 < p < 00).
Entao a constante desta base é um. De fato, sejam (A\;)32, € £, e n € N entao

170 )R2allo= 17032 Mer)llp= 13- Arexlly= o IA)? < M) = ()l
k=1 k=1 k=1 k=1

—_

Logo, ||T.]|< 1. Como T, # 0 é uma projegao entdo ||7,]|> 1. Portanto ||7},||=
Seja (A;)32, € ¢o entao

n
1T ()i lloo= 1D Mrerlloo= sup [Ael< sup|hel= [[(Ak)is lloo-
k=1 1<k<n keN

Logo, ||T;.||= 1. Em conclusao, sup,,cy||Tn||= 1.
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Defini¢ao 3.6. Seja X um espago de Banach. Uma sequéncia (z,,) em X ¢é dita sequéncia bésica
se (z,,) é uma base de Schauder do subespaco fechado [z, : n € N] gerado pela sequéncia (z,).

Alguns livros chamam o teorema seguinte, como Teorema de Nikolskii (veja [9], pag. 103).

Teorema 3.7. (Nikolskii) Seja (z;) uma sequéncia de vetores nao nulos em um espago de Banach
X. Entao (x;) é uma sequéncia bésica se, e somente se, existe ¢ > 1 tal que

1Y aws]|< el > aga| (3.5)
=1 =1

para toda sequéncia (a;) C K, m,n € N com m < n.

Demonstragio. Sejam (T,,)2° | as projegoes candnicas da base (x,,)22 ;. Dada uma sequéncia (a;) C
K, se n > m, entao

m n n n
IS asil= T, (Z ) 1< Tl i< supl Tl a]
i=1 i=1 i=1 =1

Reciprocamente, suponha a validade de (3.5) com ¢ > 1. Vejamos que os vetores {1, xa, ...} sdo
linearmente independentes. De fato, seja ajz1 + asxo + - - - + a,x, = 0, entao

a1z ||< cl|larxy + agzy + - - + anz,||= 0,
de onde resulta que a; = 0, pois z; # 0. Logo
|lasza||= ||ar1z1 + asxs||< cl|arzy + asxs + - - - + apxy||= 0,

de onde resulta, da mesma forma, que as = 0. Repetindo esse processo, concluimos que a1 = ay =
ce=a, = 0.

Considere o subespago F' = span{x, : n € N} e, para cada n, o funcional linear
k
on F =K, ¢, Zajxj = a,,
j=1

bem como o operador linear

k n
T,:F —|x,: neN], T, (Zajxj) = Zajxj,
j=1 =1

admitindo tacitamente que k > n, pois caso contrario definimos ay11 = agso = -+ = a, = 0.
Segue de (3.5) que ||T.z||< c||z|| e |on(@)|||2n]|< 2¢||z]| para todo 2 € F e n € N. Disso resulta
a continuidade de T), e ¢,. Como K e [z, : n € N] sdo espacos de Banach e F' é denso em
[z, : n € N|. Entdo, pelo Teorema 1.1 existem unicas extensoes lineares e continuas de T, e ¢,
ao espaco [z, : n € NJ, denotadas por R, e ®,, respectivamente. Além disso, ||T,,||= ||R.| e
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lonll= ||®s|| para todo n € N.
Note ainda que, como T),(z) = X7_; ;(x)r; para todo x € F, entdo

R,(z) = iq)j(x)xj para todo x € [z, : n € N]. (3.6)

J=1

Dados x € [z, : n € N] e e >0, podemos tomar y = 37" a;z; € F tal que ||z — y|[< e. Isto é
posivel pois F' é denso em [z, : n € N|. Dessa forma, para todo n > m temos

|z — R (@)|| < [lz = yll+lly — Ra() ||+ Rn(y) — Ru()]
< llz = yll+lly = yll+l Ralllz = yll< (1 + c)e.

Disso e de (3.6) concluimos que
x = lim Ry(z) = lim (Z P, ( ) = z;CDj(a:)a:J
J:

- o0
Resta mostrar a unicidade da representagao acima. E suficiente mostrar que se - ajz; = 0 entao
j=1
o
a, = 0 para todo n € N. Suponha entao }° a;r; = 0, e seja € > 0 dado. Escolhendo ny € N tal

J=1
que

||Z a;jz;||< e <ce sempreque n > ng,
j=1
de (3.5) segue que,
n no
1> ajz;||< el ajaj]|< ce  sempre que n < ng.
- —

para cada n fixado,

n n—1
lanlllzall= 13- ajzs — D aja;||< 2ce.
J=1 j=1
Como x,, # 0, fazendo € — 07 segue que a, = 0. 0

Exemplo 3.8. Se (x,)7°, é uma base de Schauder de X, entdo cada subsequéncia de (z,)5°, é
uma sequéncia basica.

Definicao 3.9. Sejam X e Y espagos de Banach e suponha que (z,,) e (y,) sdo bases de Schauder
de X e Y, respectivamente. Diremos que (z,,) e (y,) sdo bases equivalentes se existe um isomorfismo
topologico T': X — Y tal que Tz, =y, para todon € N.

Teorema 3.10. (Bessaga and Pelczynski [1]) Sejam (z,)3%, uma sequéncia basica em X e ()
a sequéncia de funcionais coordenados associada a base (z,) de [z, : n € N]. Seja (y,)22; uma
sequéncia em X tal que

ol s — yall< 1. (3.7)
n=1

Entao (y,)5%, é uma sequéncia bésica equivalente a (x,,)%2 ;.
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Demonstragio. Se F' = [z, : n € NJ, entdo (x]) C F’, mas pelo Teorema de Hahn-Banach

podemos supor que (z],) C X'. Seja T : X — X definido por
Tr = Z 20, () (Tn — Yn)-
n=1

E claro que T é linear e pela equacio (3.7) temos que
I71< Sl llllen —yall< 1 para todo « € X.

Segue que T é continuo. Como
ZIIT"!< ZHTII” S valbh

entao a série > 00 T™ converge em L(X; X). Como

—~T) <§:0Tk> (Z:ﬂf) (I—T)=1—1"",

—-T) <§;T’“> = (gw) (I-T)=1.

Logo I — T é invertivel em L(X;X) e (I —T)™' =332 ,T" é continuo. Além disso

segue que

o0

(I =Tz, =, — kz—: Ty (Tn) (Tr — Yr) = Tn — (Tn =~ Yn) = Y-

Assim, I — T : X — X é um isomorfismo topoldgico e (I —T')x,, = y, para todo n € N. Agora, se
N = [y, : n € N], entdo a restrigao (/ —7T')|p é um isomorfismo topolégico entre F' e N. Como
()52, é uma base de Schauder de F', segue que (y,,)5%; ¢ uma base de Schauder de N equivalente
a (xn)n 1 [

O teorema seguinte é do mesmo tipo que o Teorema 3.10.

Teorema 3.11. (Bessaga and Pelczynski [1]) Seja (z,) uma sequéncias bésica no espago de Banach
X, seja (x])) a sequéncia de funcionais coordenados associada a base (x,,) de [z, : n € N]. Suponha
que exista uma projecdo P de X sobre [z, : n € N|. Se (y,) é qualquer sequéncia em X tal que

2Pl llzn = yall< 1, (3.8)
entao (y,) é uma sequéncia basica equivalente a (z,,) e [y, : n € N] é complementado em X.
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Demonstragio. Escrevamos F' = [z, : n € NJe N = [y, : n € NJ. Como P(X) = F # {0} entao
P #0e | P||> 1. Segue que

0o oo
D lznllllzn = yall < D NPNIznllzn = yall< 1.
n=1

n=1
Pelo Teorema 3.10 (y,) é uma sequéncia béasica equivalente a (x,,). Provaremos que N é um subes-
pago complementado de X. De fato, como Pz € F para todo x € X, entdao Px = Y z/ (Pz)z,
n=1
para todo x € X. Definamos o operador 7" : X — X por

Tz =xz—Px+>» a),(Px)y, paratodo z€ X.

n=1

E claro que T ¢ linear. Note ainda que Tz =z + Y202, 2/, (Px)(y, — ©,) para todo x € X. Segue
de (3.8) que
1 =Tll= T = I1< D_IIPIHlzn 2 — yall< 1.
n=1
Logo, procedendo como na demonstra¢ao do Teorema 3.10 podemos concluir que T'=1— (I = T)
é invertivel em L(X;X) e T ' =30 (I —T)" é continuo. Assim, T': X — X é um isomorfismo
topologico. Além disso

Tz, =z, — P, + i 2 (Px,)Ys = Ty — Tp + Yo = Y para todo n € N.
k=1
Provaremos que T(F) = N. De fato, seja >0, a,x, € F. Entao
T(i AnTy) = i a, Tz, = i anYn € N.
n=1 n=1 n=1
Assim, T(F) C N. Por outro lado, se >°° ; a,y, € N segue que
i Ap Ly = i an T Yy, = T_l(i anyn) € X.
n=1 n=1 n=1

Assim, > 00 apxy, € FeT(300 anty) = Y02 | anyy. Portanto T'(F) = N. Finalmente, o operador
Q = TPT™! ¢ a projegao procurada, pois @Q : X — X é continuo, Q(X) = N e verifica Q* =
TPT'TPT ' =TP*T ' =TPT ! =Q. [

Definicao 3.12. Sejam (x;)°, uma sequéncia basica em X, (a;)$°, uma sequéncia em K e (p;)52,
uma sequéncia em N com p; < p;;1 para cada i € N. A sequéncia com termo n-ésimo
Pn+1

i=pp+1

é chamada uma sequéncia de blocos basicos de (z;)2;.
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Proposicao 3.13. Se (z;)$2, é uma base de Schauder de X, entao cada sequéncia de blocos de
(x;)$2, é uma sequéncia bésica.

Demonstracao. Pelo Teorema 3.7 basta achar ¢ > 1 tal que

122 Ml < el D2 Aewrll,
k=1 k=1

ou seja
n Pe+1 m Pr+1
DA Do aml|<cld A Y ax]
k=1  i=pp+1 k=1  i=pp—+1

para cada (A\;)2; C K, n,m € N com n < m. Como (x;)2, é base de Schauder de X, esta
desigualdade vale se ¢ é a constante da base (x;)32;. O

O teorema seguinte também deve-se a Bessaga e Pelczynski.

Teorema 3.14. (Bessaga and Pelczynski [1]) Seja X um espago de Banach, (x,) uma base de

Schauder para X, e (2]) a sequéncia de funcionais coordenados associada a base (z,). Se (y) é

uma sequéncia tal que inf||y,||=€¢ >0 e lim z}(y,) = 0 para todo i, entao existe uma subsequéncia
n—oo

de (y,) equivalente a uma sequéncia de blocos de (x,,).

Demonstragio. Seja ¢ a constante da base (z,), e seja ny = 1. Como ypn, = >i2y Ti(Yn, ) s, existe
q1 € N tal que

IS allm)rd< s

1=q1+1

Como lim z}(y,) = 0 para cada i, existe ng € N, ny > 1 tal que
n—oo

Como Yn, = 3272 i (Yn, )T, existe g2 € N, g2 > ¢y tal que
| Z iU )wi| <
iZaat 4c 24

Como li_>m z(y,) = 0 para cada i, existe ng € N, nz > nsy tal que
n oo

||Zx yn3 x1||< 4 25
Procedendo por indugao obtemos sequéncias estritamente crescentes (nx)52, € (¢x)i>; em N tais
que

€
H Z ynk 'CL.74H< 4C2k+2

1=qr+1
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€
HZ'T ynk+1>xl”< 2k+3

=1

para cada k € N. Seja gy = 0 e seja (z) a sequéncia definida por

dk

= Y, T(Yn, )T

1=qx—1+1

para cada k € N. Assim (z;) é uma sequéncia de blocos de (z;). Pela Proposigao 3.13 (zx) é uma
sequéncia basica em X e

n m
1D Mezill< el D Mezil]
k=1 k=1

para cada (A\;)72, C Ken <mem N. Seja (pr) a sequéncia de funcionais coordenados associado
a (zx). Como

qk—1
€< HynkH_ HZ ynk Ti+ Z (ynk T; + Z ynk xz”
i=qr—1+1 1=qr+1
€

para cada k > 1. E também

€ < |lymll= HZ (Yna )i + Z i(Yna )il

i=q1+1

<l 5 < aall+5,

423

vemos que ||z||> § para cada k € N, e daf segue que [|¢,||< % para cada k € N, pois pelo Teorema
3.4 Glon(@)[< er ()]l < 2¢]|z]]. Logo

© 4c k-1
= = qk+1
> 4c € € =1 1
= kz::l B <4czk+2 - 4c2k+2) B kz::l o+ T Y’
Pelo Teorema 3.10 (y,, ) ¢ uma sequéncia bésica em X equivalente a (zg). O
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Capitulo 4

Método de decomposicao de Pelczynski

Descreveremos um elegante e misterioso método de decomposi¢do que sera util para a demons-
tragao da caracterizacao de Pelczynski dos subespagos complementados de ¢, e ¢o. Antes que
possamos descrever o método, vamos precisar de alguns fatos preliminares.

{,-somas e cy-somas

Definicao 4.1. Dada uma sequéncia de espacos de Banach X, Xs,..., com suas respectivas
normas ||| x;, ||| x,, - - -, definimos a ¢,-soma de X;, Xs, ..., denotada por (X; & Xy ---),, como
o espaco normado

(X1@Xo® )y ={(zn)pls + o0 € Xy e ([[2nllx,)nls € G}
cuja fungao norma esta dada pela féormula

00 » 1/p
(Ehal,) " 1<p<o0

[(@n)nzlle,= =
SngH:vonn, p = 0.

De forma anéloga definimos a co-soma de X7, X5, .... Neste caso
(X1@®Xo® )0 ={(zn)pls : Tn € Xy e ([[2nllx,)nl1 € o}

com a norma
1(@n)n=1llo= supllza]|x,.

Nao ¢é dificil verificar que de fato |- ||, e || |lo sdo normas.

Observacao 4.2. Deve ser observado que a ordem dos factores em uma £,-soma ou cy-soma nao
importa, isto é, se 0 : N — N ¢é qualquer permutacao e 1 < p < oo ou p = 0. Entao

(X10Xo @)~ (Xo) ® Xo@2) @+ )p-
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Nao é dificil verificar que a aplicacao
(Tn)per € (X1 ® Xa @ -+ 4)p = (To(m))ne1 € (Xo() © Xo@) )y
é um isomorfismo isométrico.

Proposigao 4.3. Os espagos ((X; & Xa @ ...)o,[|-[lo) € ((Xl DXo®...)p, H-ng), 1 <p < oo, sio
espacos de Banach.

Demonstragio. A demonstracao é muito parecida com a prova de que ¢, e ¢ sdo espagos de Banach.
Provaremos que (X;®Xy@®- - ), ¢ de Banach para 1 < p < co. Seja (z,,) uma sequéncia de Cauchy
em (X;@Xy@---),, para cada n € N escrevamos x, = (7,5)32; € (X1 ® Xo @ --+),. Entdo, dado
€ > 0 existe ng € N tal que ||z, — 2 ||¢, < € para todo m,n € N, m,n > ng. Ou seja

1/p
€ > ||lzn — zmlle, = [[(@nj — Tmj)521lle,= (ZH% Imj||§<j)
Z ||xnj - xijXj? (41>

para todo j € N e n,m > ng. Entdo a sequéncia (z,;)5; é de Cauchy em X, para cada j € N.

Portanto, para cada j € N existe v; € Xj tal que z,; — x; em Xj. Seja x = (v;)32,. Provaremos
1/

quer € (X10Xo®---),ex, — xem ||-[|s,. Defato, segue de (4.1) que (ijlﬂa:nj - xijg’(j) "<e
1

para todo k € N. Entao fazendo m — oo e depois k — 0o obtemos (Z;‘;lﬂxm - ZL‘jHI))(j) & <e

para todo n > ng. Ou seja, para n > ng temos,

1/p
lzn — z|le,= (ZH% a:j||§{j) <e.
Segue que, para n > ng, T, —r € (X, @ Xy P ---),. Entdor =z — 2, + 1, € (X1 8 Xo @ ---), e
Ty — xem |||, 0

A seguinte proposigao exibe algumas propriedades que tem as ¢,-somas e co-somas. Para sua
demonstragao vamos precisar dos seguintes lemas.

Lema 4.4. Existe uma sequéncia (N;)22; de subconjuntos infinitos de ntimeros naturais estrita-
mente crescente e disjuntos tais que
_o© ,

Demonstrag¢io. Como motivacao escrevamos

N=1{1,3,5...}U{2,4,6,...} ={1,3,5,... }U2{1,2,3.4,...}
={1,3,5,...}U2{1,3,5,...} U2{2,4,6,...}
={1,3,5,...}U2{1,3,5,...}U2%{1,2,3,4,...} =
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Sendo assim, para cada j € N tomemos N; = 2771{1,3,5,...} = {2271¢ : ¢ fmpar}. Primeiro
provaremos que N = U2, N;. De fato, para provar a inclusao nao trivial, seja n € N. Entdo ou
n =2k — 1 ou n = 2k para algum k£ € N. Se n = 2k — 1 entao n € Ny, caso contrario

n =2k = 2'q para alguns i € N e ¢ impar.
Segue que n € N;11. Agora provaremos que N; N N; = () sempre que ¢ # j. De fato, suponha que
existem 4, 7 com ¢ > j tal que N; N N; # 0. Seja m € N; N N; entdo existem ¢, g impares tais que

2071q = m = 277 1qy, segue-se que q; = 27y é par. Absurdo! Portanto N; N N; =) sempre que
i 0

Note que para cada j € N, m; : n € N — 2071(2n — 1) € N; é uma bijecdo crescente e

N = U2, m;(N). Ainda mais, para n € N fixo m;(n) < m;;1(n) para todo j € N. Note também que,

para n € N fixado existe um tnico j € N tal que n € 7;(N), como 7; é injetiva existe um tnico
i € N tal que 7;(i) = n.

Lema 4.5. Sejam a, b niimeros reais nao negativos. Se p > 1 entdao a? + b < (a + b)?.
Demonstragio. Escreva (a,b) = (a,0)+(0,b) em R Usando a desigualdade de Minkowski obtemos

[(a, 0)[1,< [|(a, 0)][,+(0,b)]l,, ou seja, (aP + bP)/P < a+ b. Segue (aP + W) < (a + b)P.
[

Proposicao 4.6. Sejam X e Y espacos de Banach e 1 < p < co. Entao

L (a) ((&ld )~ G,
(b) (co®co®---)o~" o

2. (a) (XeY)oXaeY)d- )~ XX - )poYaYad- ).
b)) (XeY)e(XaY)d--)o~r(XOXD-- ) (YBY D)

3. Se X ~Y entédo

(a) XeX® - )p~YBY D))
b) (X XB- )~ YBY D).

4. () XOXD- ), X~ (XDXD---),
b) XeX®-- )X~ (XPXB- ).

Demonstragao.  (la) Defina a aplicagao
T (2:)21 € by = ((Tm()21s (Troi))i215- ) € (G @ L D -+ ).
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E imediato que T esta bem definida e é linear, provaremos que 1" é um isomorfismo isométrico.
Seja ()2, € £, entdo

I7C)E ey = (@m0 s @) sl
(mﬂlzlw+m%2ndW+~J”p

~ (Sfemsol+ Sl )Up
(fmmﬂ @)l

Agora vejamos que T' é sobrejetiva. De fato, seja ((241)72,, (i2)2,...) € (b Bl & -+ +),.
Entio (| ()2, s 1(@2) 2y ) € 6 e por sua ver

oo o0 o
> 2wl = Dl (i) 1< oo
j=1i=1 j=1

Como, para cada n € N existem unicos ¢,j € N tais que 7;(i) = n. Entdo definamos a
sequéncia ()72, por y, = x;; onde m;(i) = n, n € N. Segue que

Z|yn\p< PR DITHES

j=1:=1

e portanto (y,)2%, € £,. Por outro lado, notemos que Yy, (n) = x;; onde m;(i) = mx(n). B
consequéncia imediata que j = k pois, em caso contrario teriamos 7;(i) # mg(n). Assim,
segue da injetividade que ¢ = n. Em resumo, para cada k,n € N temos yr, (n) = Tnr. Logo

T(yi)21 = (Ume)21 Wm@)i2e - ) = (@) 21, (@2) 2, - )-
Portanto (€, ® £, & -+ +), ~* £,
(1b) Defina a aplicagao

T (2:)21 € co = ((Tm@)izts (Tma) 21, - ) € (0D oD -+ )o

e vejamos que estd bem definida. E claro que, para cada J €N (2r,34))i2; € co. Resta provar

que lim [[(27,())2; [|c= 0. De fato, dado € > 0 existe ip € N tal que |z;|< € para todo 7 > i,
j—o0

seja jo € N tal que 27071 > 45, Se j > jo entdo 2771 > ig. Segue que m;(7) > m;(1) = 2771 > i

para todo i € N e j > jo. Assim |2, ;|< € para todo i € N e j > jo. Portanto

Jim [, )iz lloo= Jimy suplar, )|= 0.
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E imediato que T" é linear, provaremos que 7" é um isomorfismo isométrico. Seja ()52, € co,
entao

1T (z:)21 llo = 1 ((Zry(6))im1s (Tmp(i))imrs - - - )l
= sup{[|(%x, (i) i1 oo 1(Zrai) izt lloos - - - }
= sup {suplwm(i)l,suplxm(i)l, . } = sup|z;|= [|[(2:)724 ][ co-
€N €N €N

Vejamos que T' é uma aplicagao sobrejetiva. De fato, se ((2;1)2, (22)2,...) € (co @ co @
-+ +)o, entdo para cada j € N tem-se que lim z;; =0 e
1—00

Jim supl = 1im )% o= 0.

Logo, dado € > 0 existe jp € N tal que
|z;;|]< € para todo j > joetodo i€ N.

Em particular |z;;|< € para todo i,j > jo. Portanto lim z;; = 0. Por outro lado, definamos
1,j—00

a sequéncia (y,)r>, por y, = x;; onde m;(i) = n, n € N. Afirmamos que y, — 0 quando
n — oo. De fato, note que

Y2n—1 = Ym(n) = Tn1 — 0 quando n — oo

Yon = Y2in—1(2in—1) = Y, (in) = Linj, — 0 quando n — oo.

Portanto (y,)2%, € co e T(y;)52 = (2i1)2, (242)24, ... ). Assim (co B co® - -)o ~!¢o.

(2a) Considere os operadores lineares
T Az y)i e (XeY)eo(XoY)e- ), = ({riZ {sZ) e XoXa--),0 (Yo
Y- .)p
e
A

): ({xz})?il, itz e XoXe )oY oY e )=z y)iZ e (XeY)s (X
Y)®--. »

onde z; € X,y; € Y para todo ¢ € N. E claro que TA = idixexe.)erveve.-), ¢ AT =
id(xey)e(XeY)s-), Vejamos que ambos operadores sao continuos, para isto lembremos que
as normas ||- ||, sdo equivalentes em K?. Usando o Lema 4.5 temos que
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IT{ (@i 9} l= i} {wd2o)ll= ()7, a2 ,) 2

o] 1/p
< ([l ()27, HI (w2 llE) P = ¢ (Z(Hf@H”H%H@)
i=1

S e > 1/p
=% (ZWHH\%HV) <¢ (Zuﬂ(umi|12+nyiu2>”2>19)

i=1 =1

[e'e) 1/17 [e'e)
ok (Z<||xi||2+uyi||2>p/2) ok (anwue@y)
=1

—1

= Cp”{(xiayz‘) ?i1||€p7 Cp = ¢k

1/p

1/p
A k) = 1 o ) 1 o= (zn - HX@Y)

00 1/p 00 1/p
= <Z(Ilwill2+||yi|!2)p/2> < (Z(Cp(Hxi\lp+|!yi!|p)””)”>
i=1 i=1

[e%e) 1/P ') [e') 1/P
., Z(Hxiuuuyiuf?)) ., (ZuxiuuZHy@-Hp)

=1 =1 =1
= e, (D2 1@ ) ™ < el ) )
< k(@)= 2 )22 2)
= Cpll({zi}iZi, {yitic) I xexe-ereyve-),, Cp= k.

Portanto, (X ®Y)® (X @Y)@ - )~ (XX - ) (YYD ),

e (2b) Considere os operadores lineares

T
Y&
e

{(zi, i) 132

“)o

c(XeY)o(XaY)® ) — ({ziZ{v) e XoXo--

Jod (Y@

A:({z)ZofytZ) e XoX @)Y oY @)= {(z,u)}Z e (XaY)o (X O

Y)@..

.)0

onde x; € X,y; € Y para todo 7« € N. Logo

IT{(i, yi) o2l = ()2 5+ (e 15) 2
< |(@i)Zllo+ ()2 llo= supl|zs[|+ sup|ly: || < 2 sup([|z:|+ || v]])
i€eN ieN i€EN

< 2esup(|l | *+[1y:[1*) '/ = 2esupl|(zi, i)l xov
€N €N

= 2¢|[{(@s, yi) }324llo
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1A{ k20 vtz o= supll (@i, v:) [ xev= $g£(||xi||2+||yi||2)l/2

< sup(||@if[+[yill) < sup|z; |+ sup||yl]
€N 1€N 1EN

= [I(za) 2 o+ 1 (wa)iZallo< el (@) 5+ (w) 2 [15) 2
= cll({ziyZe {wirZ) |-

Portanto, (X @Y)® (X ®Y)® - o~ (XBX D)@ (Y BY B ---),.

Seja Tp : X — Y um isomorfismo topoldgico. Entao existem constantes positivas ci, ¢y tais
que ¢ ||z||< ||Tox||< e2|z|| para todo x € X.

(3a) Defina
T:(XoXo-)p=>YaYa- ) T@)Z =Tz,

para todo (z;)%; € (X & X & ---),. Como ¢ ||z;|| < || Toz;||< eaflz;|| para todo i € N, entao
1 P < 2 o [P< ¢ 352 || [P Segue-se que

cill(@i)Zille, < 1(Towi)Z e, < col ()24 le, para todo (x:)iZ;.
E claro que T é sobrejetiva, pois Ty é sobrejetivo. Portanto T' ¢ um isomorfismo topoldgico.
(3b) Defina
T:(X@XD-)o=>YVOY®-)o, T(w)Zy = (Tow)Z,

para todo (z;)3°, € (X & X @ --+)g. Como ¢ |z;||< || Toz;||< eof|x;|| para todo ¢ € N, entao
c1 sup;en |23 < supjen || Tows|| < c2 supieyllail|- Segue-se que

()2 o< 1(Tow:)Z4 o< e2ll(2i)Z4 lo para todo  (:)i=,.
E claro que T é sobrejetiva, pois Tp é sobrejetivo. Portanto 7' ¢ um isomorfismo topolégico.

Para a demonstracao de (4a) e (4b), considere 1 < p < 0o e p = 0, respectivamente, e as
aplicagoes

T:((2)2,2) E XOXD--),®X = (x,21,29,...) EX DX D),

A: ()2, e X X)) = (i), z) e X XD--),d X

E imediato que T e A sdo continuas e

TA= Z'd(XeaXaa---)p, AT = id(XGBXEB---)pEBX'
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Ja temos a ferramenta para descrever nosso método.

Teorema 4.7. Seja X um dos espacos ¢y ou £,, 1 < p < co. Seja M um subespaco complementado
de X tal que existe W subespaco complementado de M e isomorfo a X. Entao M é isomorfo a X.

Demonstragio. Segue da hipdteses e da Observacao 2.11(b) que existem N e L espagos de Banach
tais que

i) X~NoeM i) M~W &L i) X ~W.

E imediato que M ~ X @ L. Para simplificar a notacdo vamos considerar X = ¢,, a prova para
X = ¢y é identica. Sendo assim, temos

ldM~l, (U, dL)~ l,dly) DL ~L,&L~ M.

Fazendo uso da Proposicao 4.6 obtemos,

by M~ U, @l d-)y &M por (la)
~(NeM)a(NoM)®---),®M por (i) e (3a)
~(NeNag---)p,eMeMe---),d M por (2a)
~(NoN@--j,eMoMa--), por (4a)
~(NeM)®(NoM)S )y por (2a)
~ (OGS ) por (i) e (3a)
~ L.

Segue que M ~ (, & M ~ {,. Isto prova o desejado. n

O método da demonstracao do Teorema 4.7 é conhecido como Método de decomposicao de
Pelczynski.
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Capitulo 5

Subespacos complementados dos espacos
gp & CO

Neste capitulo, apresentamos a caracterizagao de Pelczynski [15] dos subespagos complemen-
tados de ¢, e c.

Teorema 5.1. (Pelczynski [15], 1960) Seja 1 < p < oo, e seja (e;) a base de Schauder canonica de
,. Seja (z,) uma sequéncia de blocos de (e;). Entao

(a) O subespaco fechado N = [z, : m € N| é isometricamente isomorfo a ,,.

(b) N é complementado em ¢,,.

Demonstragio. Por hipétese cada z, pode ser escrito na forma

Pm
Zm = Z a;e;
1=pm—1+1
onde (a;)7°; CKe0=py <p; <... Pela Proposicao 3.13 (z,,) é uma sequéncia basica em ,. E
claro que
Pm pm 1/p
[zml= || Z aei||= ( Z ’az’|p) ,
1=pm-1+1 1=pm—1+1

e portanto

k P 1/p
HZAmzme—HZ Z Amaiei||p= (Z > Mmazlp)

m=1i=ppm_1+1 m=1i=pm_1+1

k P 1/p k 1/p
:(er 5 w) :(Z\Amrpuzmup)
m=1 m=1

i=pm—1-+1

para todo Ay, ..., Ay € Ke todo k € N. Em resumo, se (¢,,)%°_, C K. Entao

3t

m=1 ’ m”

o0 1/p
converge em {, <= (Z ]tm|p> < 0. (5.1)
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Agora bem,

(a) Defina T' : ¢, — N por T ( > tmem> = X tmpy Segue de (5.1) que T' estd bem defi-
m=1 m=1 m
nido, e é claro que T é linear. Provaremos que 7T' é um isomorfismo isométrico. De fato, como

k k 00 00
[ 2_:1 tm 22 llp= ( 2_:1|tm|p)1/f”. Entéo fazendo k — oo obtemos que || T'( 2_31 tmem)|lp= || 2_:1 tmCm||p-

Para provar que T' é sobrejetivo, seja © = > Apzm € N. Segue de (5.1) que X [[Anzm|P< oo,
m=1 m=1

assim (A [|2m|)0_y € €, € T(Anl|2m]])oe_y = . Portanto 7' é um isomorfismo isométrico.

(b) Para cada m € N, seja E,, = span{e,, ,+1,€p, 1+2:---,€p, |, €ntdo z, € E,. Como
Zm # 0, segue do Teorema de Hahn-Banach que existe 2/, € E! tal que 2/ (z,) = 1 e ||2,||= =

lzmll "
Defina P : ¢, — N por
[ee] oo Pm
P <Z ti€i> => > tier ] zm.
i=1 m=1 i=pm—1+1
Como
[ee] o0 Pm oo Pm p l/p
L0 TIED SR B o) PR O S1EA D ol | WM
i=1 m=1 i=pm—1+1 m=1 i=pm—1+1
. P 1/p . P 1/p
< (Z [EA tieinHzme) = (Z > tiéiH”)
m=1 1=pm—1+1 m=1 i=pm_1+1
= (Z > |tz‘|p) = 1> tieillp,
m=1i=pm—1+1 i=1
vemos que P é continuo e ||P||< 1. Por outro lado, sendo
Pn
Zn = Z aie; =(0,...,0,ap, 41,---,0p,,0,...),
i:pn—l‘f'l
escrevamos
o a; se t=p,_1+1,...,Pn,
¢ 0 em outros casos.
Entao z, = (t1)2, para cada n. Logo
o0 o0 Pm Pn
Pz, =P (Z tfel) =Yz, doootle | zm =2, S aie | 20 =2, (20) 20 = 2,
=1 m=1 1=pm—1+1 1=pnp_1+1
para cada n € N. Ou seja, ImP = N e P|y=idy, portanto P? = P e | P|= 1. O

A seguir vejamos o resultado analogo para o espaco cg.

Teorema 5.2. (Pelczynski [15], 1960) Seja (e;) a base de Schauder candnica de ¢. Seja (z,) uma
sequéncia de blocos de (e;). Entao
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(a) O subespago fechado N = [z, : m € N| é isometricamente isomorfo a ¢.
(b) N é complementado em c.

Demonstracao. Por hipdtese cada z,, pode ser escrito na forma

Pm

Zm = Z a;e;
1=pm—1+1

onde (a;)22, CKe0=py<py <... Pela Proposicio 3.13 (z,) é uma sequéncia bésica em ¢. E
claro que

Pm

Zml|= a;e;l|= sup a;
[[2m | Hi_pmzﬁl i€l pm%ﬂ%pml il;

e portanto

| Z AmZmlloo = || Z Z A i€;l| oo

m=11=pm—1+1
= sup  sup _ [A[lail= sup [An[zmllw
1<m<k pm—1+1<i<pm 1<m<k

para todo Aq,..., A\r € K e todo k € N. Segue que

Z Am loo=sup |A\n| para todo k > n.
m=n-+1 H mH n+1<m<k

Em resumo, se (t,,)5_; C K. Entao

(o]
z
Z tm—— converge em ¢y <= tn, — 0. (5.2)
m=1 HzmH
Agora bem,
o0 (o]
(a) Seja T': Y tmem € cg = 2 th = € N, de forma analoga como no teorema anterior se
m=1 m=1

prova que 1" é um isomorfismo isométrico.

(b) Para cada m € N, seja E,, = span{e,, ,+1,€p, 1+2:---,€p, |, €ntdo z, € E,. Como
zm # 0 segue do Teorema de Hahn-Banach que existe 2/, € E! talque 2/ (z,) =1 e ||z, ]|=
Defina P : ¢g — N por

mll*

i=1 m=1 i=pm—1+1

33



Como

[e%e) 0 Pm Pm
P (Zt) =12 [ 3 ] emlemsp | [ )|l
i=1 m=1 i=pm—1+1 meN i=pm—1+1
pTVL p’l’L
<supllzplll Do tielllzmll=supll D tieillo
meN i=pm_1+1 meN j—p 141
oo
= sup sup |t:|= suplt;|= ||Z ti€illoos
MEN pm—1+1<i<pm 1EN i=1
vemos que P é continuo e ||P||< 1. Segue que P é uma proje¢ao sobre N com norma um. O]

Teorema 5.3. Seja M um subespago fechado de dimensao infinita de ¢, (1 < p < c0). Entao M
contém um subespago complementado em ¢, e isomorfo a ¢,,.

o0
Demonstragio. Seja y; € M com |ly]|= 1, escrevamos y; = Y tie;. Entdo existe p; € N tal que
i=1

> 1
I > tiell< CIEER

1=p1+1

?BZ‘GM,

Como a aplicagao 3372, tie; € M — (ty, ..., tp,) € KP! éinjetiva, existe 0 # yo = 322 1t
|ly2]|= 1. Logo existe py € N, py > p; tal que

) ) 1
|| Z tze’t”g 22+1‘
i=p2+1

De novo, como a aplicacao Y72, t;ie; € X — (t1,...,1,,) € K é injetiva, existe
0#ys =22, ties € M, ||lys||= 1. Entdo existe ps € N, ps > p, tal que

> tell< 551
1=p3+1

Continuando assim obtemos uma sequéncia (y,,) em M e uma sequéncia de nimeros naturais
0=py <p1 <... tais que

o0 [o.¢]
1
= Y e =1 m=12.) e | 3 el mn
i:mel-ﬁ-l 1:pm+1
Pm
Considere a sequéncia (z,,) em ¢, dada por z,, = > t"e;. Logo,
1=pm—1+1

00 00
L= lymll=llzm+ Do el Yo Glell+llznl
1=pm+1 1=pm+1
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implica,

lzmlZ 1= 11 D teill=

i=pm+1

S (m=1,2,...)
de modo que z,, # 0 para todo m € N. Segue que (z,,) é uma sequéncia de blocos e portanto uma
sequéncia bésica em ¢, ainda mais

[e.e]

m 1
lym = 2mll= 1l X lell< 5oy meN. (5.3)

1=pm+1

Seja (z,) a sequéncia de funcionais coordenados associada & base (z,,) de [z, : m € N|. Entao,
para cada = € [z, : m € N] temos

1/p
qu—uz zmr|—(z|z Wlom Hp> > |(@)llzall para todo n € N,

Segue que ||z, ]|< % para todo m € N. Em consequéncia

lzm [|p

1 1
IS —, meN (5.4)

< < <
Fzmll = lgmll=ll2m = gmll = 1 = 5mx

Considere a projegdo P : ¢, — {, sobre [z, : m € N| do Teorema 5.1. Usando (5.3) e (5.4)
obtemos

[e.9]

ZHP”HZmHHym — Zm|< Z 2m+1 Z 2m+1 1= 3 +/ 2t+1 <L

2m+1

Segue do Teorema 3.11 que (y,,) é uma sequéncia bésica equivalente a (z,,) € [y, : m € N] é um
subespaco complementado de ¢,. Pelo Teorema 5.1

[Ym : mEN] ~ [z, : meN]~' 4,

Como M é um subespago fechado, entao [y, : m € N] C M. De modo que [y,, : m € N] é nosso
espaco procurado. O

Note que nesta demonstragao s6 precisamos da norma ¢, para provar que ||z,,[|< ”Z T Para
todo m € N. De modo que tudo o resto vale com o espaco ¢y em vez do espaco ¢,. Mas, para cada

T € [z, : m € N] temos
oo
2lloc= 11D 2 (@) 2m | o= SUP|Z (@) |21 [z (2) ][ 20|l Para todo n € N
segue que ||z ||< Tale ” para todo m € N. Portanto a demonstragdo do teorema analogo para o

espaco ¢y é identica a demonstracao do Teorema 5.3.

Observacao 5.4. Dados os espacos de Banach Z,Y, X com Z subespaco de Y e Y subespago de
X. Se Z é um subespaco complementado de X, entdo Z é um subespaco complementado de Y.
De fato, considere a projegdo P de X sobre Z. Entao Ply: Y — Z é continuo e (P|y)(z) = Pz = z
para todo z € Z, segue que P|y é uma projecao de Y sobre Z.
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Caracterizagao de Pelczynski [15] dos subespacos complementados de ¢, e co.

Teorema 5.5. (Pelczynski [15]) Seja X um dos espagos ¢y ou £,, 1 < p < oo. Entao todo
subespaco complementado de X ou é isomorfo a X ou tem dimensao finita.

Para simplificar a notacdo vamos provar o caso ¢,. A demonstracao do caso ¢y é muito parecida.

Demonstragao. Seja M um subespago complementado de ¢, de dimensao infinita. Pelo Teorema
5.3 existe W subespaco de M tal que W é isomorfo a ¢, e complementado em /¢,. Segue da
Observacao 5.4 que W é um subespaco complementado de M. Portanto, o Teorema 4.7 garante
que M ¢ isomorfo a £),. O

Em 1967, Lindenstrauss [10] provou que todo subespa¢o complementado de dimensao infinita
do espaco /., ¢ isomorfo a £,. Como consequéncia imediata do teorema anterior temos o corolario
seguinte.

Corolario 5.6. Todo subespaco fechado de dimensao infinita de ¢5 é isomorfo a /5.

Corolario 5.7. Todo subespaco fechado de dimensao infinita de um espaco de Hilbert separavel
é isomorfo ao espaco todo.

Demonstragio. Seja M um subespaco fechado de dimensao infinta de um espaco de Hilbert sepa-
ravel H. Como H é de Hilbert e separavel existe T': H — {5 isomorfismo topologico, segue que
T (M) é um subespago fechado de dimensao infinita em /5. Logo

M ~T(M) ~ ly ~ H.
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Capitulo 6

Subespacos complementados dos espacos
Lp[()? 1]

Subespacos complementados classicamente conhecidos de L,[0,1], 1 < p < 00, p # 2 s@o £, (s,
¢, &y e o proprio L,[0,1]. Em 1981, Bourgain [3] provou que a menos de isomorfismo, existe uma
quantidade nao-enumeravel de subespacos complementados de L,[0,1], 1 < p < co. Nds vamos
trabalhar com um tipo de espago isometricamente isomorfo a /5, que é, o subespago fechado gerado
pelas fungdes de Rademacher.

Funcoes de Rademacher

Definig¢ao 6.1. (Fungoes de Rademacher) A funcao sinal sgn : R — R é definida por

1 sex >0,
sgn(z) = 0 sex =0,
-1 sexz <O.

Para cada n € N a n-ésima funcdo de Rademacher é a func¢ao

ro(t) = sgn(sen(2"nt)) para todo t € [0, 1].

Para obter uma melhor compreensao das fun¢oes de Rademacher, recomendamos desenhar seus
graficos em vez de procurar entender as férmulas. Por exemplo
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Também para cada n € N note que:
1 ose t€(0,1/2) U (2/2,3/2°) U (4/27,5/2) U - U (22, 2i0),
ra(t) =< —1 se te(1/2",2/2")U(3/2",4/2")U--- U (5, 1),
0 em outros casos.

Levando isto em conta vamos provar a Proposi¢ao seguinte.
Proposicao 6.2. Dados inteiros positivos ny < ng < --- < ng € my, ma, ..., My, tem-se que

/01 rgl(t)...r:gk(t)dt_{

1 se cada m; ¢ par,
0 se algum m; ¢ impar.

Demonstragio. E claro que

1
/ rr(t) - (t)dt =1 se cada my ¢ par.
0

ni

Se k = 1 e my é impar, entdo r)'' = r,, e exceto por um numero finito de pontos o intervalo [0, 1] ¢
uma uniao finita de intervalos I; tais que cada /; é uniao de dois intervalos 1 ]+ e I;” de comprimento

57, tal que 7, = 1em I} e r,, = —1 em I; (exceto por um niimero finito de pontos). Segue que
[rmwar =3 [ ra@de=3"( [ r @i [ r@dt) = Y - o) =0
o ™M oL o\ I o2m 2m
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Se k > 1 seja i o maior indice tal que m; é impar. Entao

1 1
|y @ @de = [ () (bt
0 0

Assim, exceto por um ndmero finito de pontos o intervalo [0, 1] ¢ uma unido finita de intervalos I;

tais que cada /; ¢ uniao de dois intervalos I ;“ e I; do mesmo comprimento, o produto it - - - ot =

m;
ng

’ m; + o —
¢j € constante em I, i =1lem I er L em I; . Segue-se que

1 1 n
/ rzl(t)---r:y;(t)dt:/ r;ﬁl(t).-.rgy(t)dtzz/ rgl(t)-..rgi(t)dtzzcj/ P ()t = 0.
0 0 = iz

Isto completa a demonstracao. O]
Proposigao 6.3. (a) O conjunto (r,)%°; é ortonormal em Ls[0, 1].
(b) O conjunto (r,)32; nao é um sistema ortonormal completo em Ls[0, 1].

Demonstragio. (a) E consequéncia imediata da proposi¢ao anterior.
(a) Para provar que (r,)%; ndo é um sistema completo basta achar uma funcao em L[0, 1] que
seja ortogonal ao conjunto (r,)2,. Segue da proposigao anterior que

1
/ r1(t)re(t)rn(t) =0 para todo n € N.
0

Entao tomando r17ry € Ly[0, 1] obtemos o desejado. O

O principal resultado sobre as func¢oes de Rademacher ¢é a poderosa desigualdade de Khintchine,
a saber:

Teorema 6.4. (Desigualdade de Khintchine) Para cada 1 < p < oo existem constantes positivas
A, e B, tais que

. 1/2 - 1/p . 1/2
Ap (ZW!Q) < (/ > Ajrj(t)\”dt> < B, (Z’)\j\z)
j=1 0 j=1 =1

para todo Ay, Ag, ..., A\, € Ketodon e N.

Demonstragio. Veja Mujica [13], pdg. 127, ou Diestel [5], pag. 11. ]

Notacao 6.5. Para cada 1 < p < oo, denotaremos por Rad, o subespaco fechado de L,[0, 1]
gerado pelas fung¢oes de Rademacher.

Uma consequéncia poderosa da desigualdade de Khintchine é a existéncia de subespagos de
Hilbert complementados em L,[0,1]. Para simplificar a notagao as vezes escreveremos L, em vez
de L,0, 1].
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Teorema 6.6. (Pelczynski [15]) Para cada n € N seja r,(t) = sgn(sen(2"nt)) a n-ésima fungao
de Rademacher, e seja 1 < p < co. Entao Rad, = [r, : n € N] é um subespago complementado
de L,[0,1] e isomorfo a ¢5.

Demonstragdo. Pela desigualdade de Khintchine existem constantes positivas A, e B, (1 < p < o0)
tais que

n 1/2 n " 1/2
Ap (ZHJF) < ||thrj||p§ Bp (Z|tj|2) (6‘1)
Jj=1 J=1

j=1

para todos t1,%s,...,t, € K e todo n € N. Provaremos que

~ 1/2 ~ o 1/2
Ap (Z’tjyz) < HzthpS Bp (Z’tj‘z)
Jj=1 Jj=1

Jj=1

para toda (t;)52, € f2. De fato, segue de (6.1) que

. 1/2 . . 1/2
Ap( > ’tj|2> < >0 tyrllp< Bp( > ’tj|2) (6.2)

j=m+1 j=m+1 j=m+1

para toda (t;)52, € {2 e todo m < n em N. Em particular segue de (6.2) que a série 372, t;r;
converge em L, [0, 1]. Fazendo n — oo em (6.1) obtemos o desejado.
Segue que o operador T": f5 — L,[0, 1] definido por

=1

T (Z tjej> = > t;yr; paratodo (t;)52, € (s,
j=1

¢ um mergulho topoldgico. Como Te, = r, para todo n € N, entao ()52, é uma sequéncia bésica
equivalente & base de Schauder canonica (e,,)>, de 5. Portanto Rad, ~ {s.

Por outro lado, a prova de que Rad, é um subespgo complementado de L,[0, 1] serd feita em
trés casos, a saber: p=2,2<p<oocel <p<?2.
Se p = 2, seja P, a projecao ortogonal de Ls[0, 1] sobre Rads, ou seja

Pf = Z(f, rj)r; para todo f € Ls[0,1],
j=1
onde )
(fors) = [ SO0,
Se 2 < p < 00, entdao L, C Ly e podemos definir P, : L,[0,1] — L,[0, 1] por
P,f =Pof =) (f,r;)r; paratodo f € L,[0,1].

J=1
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Como || f]|2< || f]|, para toda f € L,[0,1] e o conjunto ()52, é ortonormal no espago de Hilbert
L]0, 1], a desigualdade de Bessel implica que

- 1/2
(ZW, 7"j>|2) < |[[fll2< [Ifll, para todo f € Ly[0,1].
j=1

Pelas desigualdades de Khintchine, para cada f € L,[0, 1] temos que

0o o 1ﬁ
”prHp: HZ(JC7 Tj>rj||p§ B, (Z|<f7 rj>|2) < Bp”f”p'
j=1 J=1

Assim, P, é continua. Note que ImFP, C Rad,. Como P,r, = r, para todo n € N entao

Finalmente seja 1 < p < 2. Se % + 119 = 1 entao 2 < ¢ < oo e portanto F, ¢ um operador
projecao sobre Rad,. Por sua vez, seu operador adjunto (P,)" : (L,) — (L,)" também é un

operador projecao. Considere a identificagdo canonica

T:feL,—fe(L), flo)=(fg) = /01 ft)g(t)dt paratodo f € L,eg€ L,

Entdo T~' o (P,)) oT : L, — L, é a projecdo procurada. De fato, é claro que T~' o (P,) o T
¢ uma projecao, sé resta provar que sua imagem ¢é Rad,. Para provar isto, basta provar que
Im(P,) = T(Rad,) = [T'r, : n € N|. Primeiro provaremos que T'(Rad,) C Im(F,)" e depois que
T(Rad,) é fracamente denso em I'm(FP,)’. Com efeito, notemos que

(P)'7)(g) = = (D {g,75)r5) =D (g, 75)Pu(r;) = (9,70} = Pn(g)
7=1 7=1

para cada n € Ne g € L,. Como L, separa os pontos de L, (veja o Corolario 1.5), segue que
(P,)'#, = 7, para todo n € N. Isto prova que T'(Rad,) C Im(P,)". Por outro lado, sejam f € L, e
g € L, entao

(P F)lg) = f(Prg) = f(Z:(gﬂ"g)T; = f( gggoz 9,75)75)

Segue que a série Y72, (f,7;)7; converge fracamente a (P,)f € Im(P,), ou seja T(Rad,) é fraca-
mente denso em I'm(P,)". Portanto

T(Rad,) = T(Rad,)" = T(Rad,)"" = Im(P,).
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Assim T o (P,) o T(L,) = Rad,. Em tais casos foi provado que Rad, é um subespago comple-
mentado de L,|0, 1].
]

Observagao 6.7. O Teorema 6.6 mostra que o Teorema 5.3 nao vale para o espago L,[0, 1] com
l<p<oo, p#2.

Enfatizamos que Rad; nao é complementado em L;[0,1]. Mas para provar esta afirmagao
precisamos de mais ferramentas.
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Capitulo 7

Espacos de Banach sem a propriedade
de aproximacao

Como aplicagao do Teorema 6.6 de Pelczynski apresentamos exemplos de espacos de Banach
sem a propriedade de aproximacao. Aqui X e Y sempre seram espacgos de Banach.

Defini¢ao 7.1. Seja T' € L(X;Y), diremos que T tem posto finito se o subespago T'(X) tem
dimensao finita.

o0

Exemplo 7.2. Em um espaco de Banach X com uma base de Schauder (xj)jzl, as projegoes

canénicas (T,,)52;, Tor = 327 ¢;(z)x; tém posto finito.
Proposicao 7.3. Um operador T' € L(X;Y) tem posto finito se e sé se existem ¢, ¢o, ..., ¢, € X'
e Y, Ya,---,Yn €Y tais que

Tz =Y ¢;(z)y; paratodo z € X.
=1

Demonstrag¢io. (=) Suponha que T'(X) tem dimensao n, sejam {y1, ya, . . ., Yo} uma base de T'(X)
e Y1, o, ..., ¢, € T(X) os funcionais associados a base {y1,9a,...,yn} de T(X). Entao

Tz =Y v;(Tz)y; paratodo z € X.
=1

Para cada j = 1,...,n escolha ¢; = ;o T € X'. Assim obtemos o desejado.
(<) E imediato. O

Por esta razao o subespaco de todos os operadores de posto finito de X em Y é denotado por
X'®@Y. Neste caso os elementos de X' ® Y sdo denotados por 3.7_; ¢; @y, (Xh_; ¢; @ y;)(z) =
> j—1 ¢j(7)y; para todo z € X.

Definicao 7.4. Diremos que X tem a propriedade de aproximagao se dados um compacto K C X
e € > 0, existe um operador 7' € X’ ® X tal que ||Tz — z||< € para todo = € K.
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Exemplo 7.5. 1. Todo espaco de Banach com uma base de Schauder tem a propriedade de
aproximagcao. De fato, suponha que X é um espac¢o de Banach com uma base de Schauder
()22, (Tn)%, a sequéncia de projecoes canodnicas de (z,)%2; e ¢ a constante da base.
Sejam K um subconjunto compacto de X e € > 0 dados. Entao K ¢é totalmente limitado e
portanto existem ¥y, ys,...,yn € K tais que

K C UL B(ys; =)

Como lim ||Tnyj yJH— lim H Z gbk(y])ka— 0 para cada j = 1,...,m, entdo existe ng € N

n—oo
tal que ||T},,y;— ;|| < =5 para todo j=1,...,m. Esse ng é possivel pois s6 temos um nimero
finito de pontos y;. Logo se x € K entao ex1ste ke{l,...,m} tal que ||z —yi||< .55 Segue
que
€ €
T = 2l < 1T~ Tt + Tt = vl = 21< Wl — gl 45 +
€ 2¢
P R S

Portanto X tem a propriedade de aproximacao.
2. Szankowski [17] provou que o espaco L(s; {s) nao tem a propriedade de aproximacao.

Proposicao 7.6. Se X tem a propriedade de aproximacao, entdao cada subespaco complementado
de X também tem a propriedade de aproximacao.

Demonstragao. Sejam M um subespaco complementado de X e P a projecao sobre M. Sejam K
um subconjunto compacto de M e e > 0 dados Como X tem a propriedade de aproximacao entao
existe T € X' ® X tal que ||Tw — zf|< 157 para todo 2 € K. Considere a inclusdo canonica

1: M — X. Entao PoT o1 M'® M. Logo,se x € K C M entdao Pr =z e
|PoToux) —x||=||PoT ouz) — Px||=||PoT(x) — Pz||<||P||||Tx — x||< e.
Portanto M tem a propriedade de aproximacao. O

Proposicao 7.7. Um espaco de Banach M é topoldgicamente isomorfo a um subespaco comple-
mentado de X se, e somente se, existem S € L(M;X) e T € L(X; M) tais que T o S = idy,;.

Demonstrag¢io. (=) Suponha que N é um subespaco complementado de X e que ¢ : M — N é um
isomorfismo topolégico. Seja P uma projegao sobre N. Entdo ¢~ 'oP € L(X; M) e Pop € L(M; X)
e satisfazem ¢~ 1o Po Po¢(m) = ¢t o Pop(m) = ¢! o ¢(m) = m para todo m € M.

(<) Sejam S € L(M;X) e T € L(X;M) tais que T o S = idy;. Segue que (S oT)* =
SoToSoT =SoT eportanto SoT € L(X;X) é uma projegao sobre S o T(X). Também
T o S =id implica que S é injetiva e T'(X) = M, segue que S(M) = S o T(X) é fechado em X.
Assim, S é um mergulho topoldgico. Portanto M é isomorfo ao subespago complementado S(M)
de X. O]
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Além do espaco L({,¢5) existem outros espagos de Banach nao-artificiais sem a propriedade
de aproximacao. Para provar o teorema seguinte vamos precisar da proposicao anterior.

Teorema 7.8. (Dineen-Mujica [6]) Se 1 < p,q < oo, entdo L£(L,[0,1]; L,[0,1]) contém um subes-
pago complementado isomorfo a £(ls; ¢3). Em particular £(L,[0, 1]; L,[0, 1]) ndo tem a propriedade
de aproximacao.

Demonstrag¢io. Pelo Teorema 6.6 Rad,, 1 < p < oo é um subespago complementado de L,[0, 1
topologicamente isomorfo a ¢;. Pela Proposicao 7.7 existem operadores A, € L({y; L,[0,1]) e
B, € L(L,|0,1]; ¢s) tais que B, o A, = idy,. Dados 1 < p,q < oo, definamos os operadores

Cpq S € ;C(gg,fg) — Aq oSo Bp € E(LP[O, 1],Lq[0, 1])

Dy, : T € L(L,[0,1]; L,[0,1]) = ByoT o A, € L(ly;(5).
Vejamos que D, o C,, = id. De fato, seja S € L(ls;{5) entao
Dypg 0 Cpg(S) = Dyg 0 (Ag0 S0 B,) = Byo(Ag0S50By)oA,=>5.

Segue da Proposigao 7.7 que L£(L,[0,1]; L,[0,1]) contém um subespaco complementado isomorfo
a L(l;l). Finalmente a Proposi¢ao 7.6 junto com o resultado de Szankowski [17] garantem que
L(L,[0,1]; L,[0,1]) ndo tem a propriedade de aproximagao. ]
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Alguns Problemas Interessantes

Os seguintes problemas surgem de maneira natural nesta area:

1. Dado um espago de Banach X, caracterizar os tipos de isomorfismo de seus subespacos
complementados.

2. Dado um espago de Banach X, caracterizar os tipos de isomorfismo de aqueles espacos de
Banach Y tal que todo subespaco de Y isomorfo a X é complementado em Y.

3. E cada subespaco complementado de C'(S) isomorfo a algum C/(S;)'?

Defini¢ao 7.9. Uma base de Schauder (x,,) para um espago de Banach X é incondicional se, para
cada permutagao o de N, (z,(,)) ¢ uma base de Schauder para X.

A base canonica de ¢y ou £,, 1 < p < 0o é uma base incondicional.

Definicao 7.10. Uma espago de Banach X é chamado de primo se cada subespaco complementado
de dimensao infinita de X é isomorfo a X.

Por enquanto sabemos entao que os espagos ¢y e £, 1 < p < 00, sao primos.
Finalizamos esta parte com um problema aberto, veja [12].

cp e lp, 1 < p < o0, sdo os Unicos espacos primos de Banach com uma base incondicional?

1S e S espacos topolégicos Haudorff compactos.
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