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Abstract

The focus of this work is the computational study of some Discontinuous Galerkin methods for
the numerical approximation of first order hyperbolic differential problems, focusing on explicit
schemes with time discretization based on Runge-Kutta type methods, in problems with linear
and nonlinear fluxes. Specifically, the good local stability properties of Runge-Kutta methods are
combined with stable numerical flux functions and slope limiters in order to propose new higher-
order Discontinuous Galerkin methods that achieve high resolution of abrupt gradients and of
discontinuous solutions, without spurious oscillations in numerical solutions. Furthermore, a brief
discussion about higher-order finite volume central schemes is presented in order to introduce some
important concepts that are used in the construction of the DG methods. A representative set
of numerical simulations for linear and nonlinear hyperbolic models is presented and discussed, in
order to check the accuracy of the obtained Discontinuous Galerkin solutions by comparing them
with the ones obtained with well-established finite volume methods and with exact solutions.

Keywords: Hyperbolic problems, Discontinuous Galerkin, Semi-discrete formulations, Runge-
Kutta time discretizations, Higher-order central schemes

Resumo

O foco do presente trabalho consiste no estudo computacional de métodos de Galerkin Descon-
tinuo para aproximacao numérica de problemas diferenciais de natureza hiperbélica, com enfoque
em esquemas explicitos e no uso de aproximacoes do tipo Runge-Kutta no tempo para aproximacao
de problemas lineares e nao-lineares. Especificamente, serdo exploradas as boas propriedades de
estabilidade local, no tempo, dos métodos da classe Runge-Kutta em conjunto com funcoes de fluxo
numérico estaveis e com o uso de limitadores de inclinagao, com o objetivo de desenvolver métodos
Galerkin Descontinuo de alta ordem capazes de obter boa resolucao de gradientes abruptos e de
solucoes descontinuas, sem oscilagoes espurias, em problemas hiperbélicos. Uma breve discussao
sobre esquemas de volumes finitos centrais de alta ordem é apresentada, onde sao introduzidos im-
portantes conceitos a serem utilizados na construcao dos métodos de Galerkin Descontinuo. Um
conjunto representativo de simulagoes numéricas de modelos hiperbdlicos lineares e nao-lineares é
apresentado e discutido para avaliar a qualidade das aproximagoes obtidas em uma comparacao
direta com outras aproximacoes precisas de volumes finitos ou com solugoes exatas, sempre que
possivel.

Palavras-chave: Problemas hiperbélicos, Galerkin Descontinuo, Formulagao semi-discreta,
Runge-Kutta, Esquemas centrais de alta ordem
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Capitulo 1

Introducao

Este trabalho aborda o estudo e a aplicacao de Esquemas Centrais de Volumes Finitos e Métodos
de Galerkin Descontinuo, com suas implementacgoes, a fim de obter alta resolucao de gradientes
abruptos e de solugoes descontinuas, sem oscilagoes espiirias, em problemas hiperbodlicos escalares,

escritos na forma conservativa dada por:
U + f (U')x = 07

com u(x,t) sendo a funcdo incégnita e f(u) uma fungao de fluxo. Em termos de aplicagoes, esta
lei de conservagao pode modelar diferentes problemas, através da definicao de diferentes fungoes
de fluxo, tais como o escoamento de um fluido incompressivel ou o escoamento simultaneo de duas
fases imisciveis em um meio poroso rigido, bem como o transporte de substancias misciveis nestas
fases [87, 30], ou até mesmo, o fluxo de trafego em estradas [74]. Modelos mais gerais podem ser
representados para o caso de sistemas de leis de conservagao, como por exemplo em actustica [40],
em elasticidade [72], em eletromagnetismo [98], entre outros sistemas hiperbélicos com variagao
espacial dos seus coeficientes [74, 81, 38, 79, 2]. As formulagoes numéricas que serdo apresentadas
neste trabalho visam a resolucao tanto de problemas escalares lineares quanto nao-lineares, em

uma dimensao espacial.



E bem conhecido que o esquema cldssico de Lax-Friedrichs — ver e.g., [74] — é um esquema de
primeira ordem que possui formulacao natural no contexto de volumes finitos. Uma formulacao
variante semi-discreta, continua no tempo e discreta no espacgo, do esquema Lax-Friedrichs é o
esquema de Lax-Friedrichs Local [74] (Local Lax Friedrichs), que visa a reducao da dissipagao nu-
mérica intrinseca do esquema Lax-Friedrichs. Em [82] Nessyahu e Tadmor (1990) propuseram uma
forma de modificar o método Lax-Friedrichs a partir do uso de uma reconstrucao linear da solucao
constante por partes, baseada no uso de limitadores de inclinacao (slope-limeters). Associada ao
uso de uma regra do ponto médio para a avaliacao temporal do fluxo, esta estratégia conduz a
um método de segunda ordem (para solugbes suaves). Em um trabalho posterior [66], Kurga-
nov e Tadmor (2000) alteraram o esquema de Nessyahu e Tadmor para construir um esquema de
alta-resolugdo, em uma formulagdo semi-discreta. Em trabalhos subsequentes [78] e [77], Tadmor
e colaboradores apresentaram a formulagdo de Galerkin Descontinuo Central (Central Disconti-
nuous Galerkin), que é baseada na sobreposi¢do de métodos de Galerkin Descontinuo, (DG, do
inglés Discontinuous Galerkin) em uma malha original (regular) e em uma malha deslocada (dual).
O ingrediente chave desta formulacao é o emprego de técnicas de reconstrucao das aproximacoes
obtidas, em cada passo de tempo, nas diferentes malhas. Em resumo, a reconstrucao das aproxi-
macoes em cada nivel de tempo, o uso de slope-limiters e o emprego de formulagdao semi-discreta,
podem ser vistos como ferramentas efetivas para a construcao de métodos de alta resolugao para
a aproximacao de problemas hiperbdlicos. Face aos desafios inerentes a construcao de esquemas
numéricos DG estéveis e motivados pelo estudo feito nos trabalhos [78] e [77], nesta dissertagao
propomos uma conexao entre um método DG de segunda ordem e os Esquemas Centrais de alta
ordem, com o uso de slope-limiters, de forma a obter métodos DG de alta ordem, estaveis, baseados
em formulagoes semi-discretas. A ideia basica é a constru¢ao de um método que use a informagao
das partes constantes ou lineares da solucao local, calculada no método DG, juntamente com o
emprego dos slope-limiters, para a escolha seletiva dos polindmios da base do método DG. Dessa

forma se faz necessario a apresentacao dos elementos basicos de Esquemas Centrais de Volumes



Finitos (Capitulo 3) e Métodos de Galerkin Descontinuo (Capitulo 4), para explicar a conexao

entre essas abordagens.

1.1 Desenvolvimento dos Métodos

Métodos de Elementos Finitos (MEF ou em inglés Finite Element Methods -FEM) tém provado
ser extremamente uteis na aproximacgao numérica de solugoes de EDPs em problemas elipticos e
em sistemas relacionados (como por exemplo, as equagdes de Darcy, sistema de Stokes, modelos
de elasticidade), ou aos seus modelos parabdlicos associados. Em linhas gerais, entre as possiveis
razoes para o sucesso do MEF estao sua aplicabilidade em geometrias computacionais gerais, de
interesse em aplicagoes no mundo real, e da disponibilidade de ferramentas matematicas para a
andlise rigorosa de erro, [20], [14], [13], [21]. No entanto, o uso de MEF (classico) para a solugao
numérica de problemas hiperbdlicos (ou quase hiperbdlicos) é, em geral, nao satisfatério. Fun-
damentalmente, esses problemas com predominéncia advectiva/convectiva, de evolugao temporal,
nao surgem naturalmente em um contexto de minimizacao de funcionais em uma norma energia
em espagos L?. Podemos observar que problemas de advecgio/convecgao nao-lineares admitem
choques (solugoes descontinuas) em L' [42], [56], [52], [15].

E valido ainda mencionar que, o uso de MEF para tais problemas tem sido de interesse aca-
démico desde década de 70 até os dias atuais. Por outro lado, métodos de volumes finitos sdo
predominantemente usados em pacotes de software industrial para a solugdo numérica de sistemas
de equacoes diferenciais hiperbdlicas, especialmente na area de dinamica dos fluidos computacional.
Varios autores tentaram construir esquemas numéricos que pudessem eliminar oscilagoes espurias
pré-choques e pos-choques que apareciam com frequéncia nas solugdes computacionais; veja, por
exemplo, o livro [74] para uma evolugao histérica até a década de 2000. O esquema de Godunov
[74], [45] pode eliminar oscilagbes espurias na vizinhanca de ondas de choque em detrimento da

baixa precisao em regioes onde o fluxo é preciso. Esquemas centrais, por outro lado, produzem



boas solugoes em regioes suaves e em regioes com gradientes abruptos e com ondas de choque, mas
podem ser excessivamente suprimidos pela introducao de termos dissipativos artificiais, inerentes
a formulagao dessa classe de métodos, que por sua vez também sdo localmente conservativos por

construcao [74],[66],[82].

Partindo da teoria matemadtica de leis de conservacao hiperbélicas [69], Harten [54] propds o
conceito de TVD (Total Variation Diminishing, ou Variacdo Total Decrescente em uma livre tra-
dugdo), para construgao de esquemas de diferencas finitas e volumes finitos de segunda ordem,
pela introducdo de termos anti-difusivos (artificiais) e limitadores de inclinacdo para melhorar a
resolucao numérica de solugoes envolvendo descontinuidades e choques. Muitos outros autores con-
tribuiram para a construcao de métodos com as boas propriedades TVD evitando assim oscilagoes
espurias na solugdo. Van Leer [103], por exemplo, desenvolveu limitadores de fluxo para produzir
métodos de segunda ordem de precisao, mas ao mesmo tempo preservando monotonicidade para
problemas hiperbdlicos de valor inicial com um perfil inicial também monoténico. Contribuig¢oes
importantes sobre esquemas TVD foram também feitas por Roe [95], [96], Osher [86] e Yee [108].
Além disso, muitas das ideias sobre limitadores de inclinagao e de fluxo foram unificadas por Sweby
[101]. Veja também a referéncia [74] onde sdo discutidas as principais ideias para a construgao
de esquemas centrais, associadas a outras ideias tais como formulagoes semi-discretas, esquemas
centrais combinados com estratégia upwind [80], [65]. Por outro lado, mas ainda no contexto de
métodos de aproximagao para problemas hiperbdlicos, Reed e Hill [91] publicaram um trabalho
em 1973 onde propuseram uma nova classe de MEF, hoje amplamente conhecido como o método
de Galerkin Descontinuo (ou simplesmente método DG) para a solugdo numérica do problema de
transporte nuclear, que envolve uma EDP linear hiperbdlica de primeira ordem. Estes métodos fo-
ram posteriormente analisados por Lesaint e Raviart, [71] e também por Johnson e Pitkranta [59];
veja também [21] para uma ampla discussao unificada de métodos DG em conexao com métodos
mistos para problemas elipticos. Métodos DG exibem propriedades atraentes para a aproximacao

numérica de problemas do tipo hiperbdlico ou quase-hiperbélico, em comparagao com os métodos
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MEF classicos, como aqueles mencionados previamente neste texto. De modo amplo, ainda nos
dias atuais, a aplicacao de uma auténtica estratégia que seja localmente conservativa e adaptativa,
incluindo técnicas de reconstrucao de alta ordem, continua a ser uma tarefa computacionalmente
dificil, especialmente em malhas hibridas nao estruturadas. Portanto, os métodos DG surgem como
uma classe atraente de métodos, teoricamente de ordem arbitraria, para a solugao numérica de
varias classes de EDPs, onde a formulacao MEF classica nao é aplicavel. Um significativo volume
de métodos DG para problemas hiperbdlicos tem aparecido na literatura de forma mais frequente.
Aos leitores interessados sobre o assunto, sugerimos consultar os trabalhos na érea [8], [22] e os
trabalhos de revisao que incluem uma discussao sobre métodos DG combinados com formulacoes
Runge-Kutta [64], [48], [28]. Veja também [49] para uma discussdo sobre métodos DG com dis-
tintas formulagoes semi-discretas, incluindo relevantes aspectos de estabilidade, no contexto SSP
(Strong-Stability-Preserving), que também abrange discretizagoes no tempo com multiplos esta-
gios para problemas hiperbodlicos, estratégia que utilizaremos aqui para a evolucao das equacoes

diferenciais ordinarias (EDO’s) decorrentes da utilizagdo do DG.

1.2 Organizacao da Dissertacao

O trabalho estd organizado como segue. Uma breve introducao a leis de conservagao, alguns
modelos hiperbdlicos, lineares e nao-lineares e o Problema de Riemann sao apresentados no Capi-
tulo 2. No Capitulo 3 serao discutidos os aspectos chaves do problema diferencial estudado e da
formulagao do método dos volumes finitos e dos esquemas centrais para sua resolugao numérica. O
enfoque sera sobre as diferentes abordagens de esquemas centrais, com o objetivo de ilustrar certas
vantagens e desvantagens dessas formulacoes e propor melhorias das aproximacoes empregadas,
tanto na formulagdo totalmente discreta como em formulagoes semi-discretas. Apresentaremos
um conjunto simples de experimentos numéricos para um problema linear a fim de avaliar as

propriedades dos esquemas que estudamos neste capitulo.



No Capitulo 4 serao discutidos conceitos fundamentais do método de Galerkin Descontinuo,
também para problemas lineares e nao-lineares, em particular a questao da hipotese basica de
separagao de variaveis, a aproximagao de elementos finitos para o espago e de Runge-Kutta no
tempo. No final deste capitulo iremos apresentar alguns experimentos numéricos a fim de avaliar
as solugoes obtidas para o método DG utilizando como base polindmios constantes e lineares.

No Capitulo 5 discutiremos a nao-monotonicidade da solu¢do do método DG para polinémios
de grau maior que zero e, apos uma breve ilustracdao da atuacdo dos limitadores de fluxo, in-
troduziremos dois algoritmos para estabilizagdo do método DG com polindmios lineares, obtendo
assim métodos de Galerkin Descontinuo de alta ordem. Além disso iremos exibir um pequeno con-
junto de experimentos numéricos a fim de avaliar a eficacia de nossas propostas de estabilizagao,
comparando-as com resultados oscilatorios exibidos no Capitulo 4.

No Capitulo 6 iremos apresentar e discutir um conjunto de experimentos numéricos para os
métodos de Galerkin Descontinuo de alta ordem propostos, usando fluxos lineares e nao-lineares e
comparando os Esquemas Centrais de Volumes Finitos. Finalmente, Capitulo 7, apresentaremos

as conclusoes do trabalho.



Capitulo 2

Modelos Hiperbdlicos

Neste capitulo, faremos uma breve introdugao sobre as Equagoes Diferenciais Parciais (EDPs)
hiperbdlicas que serao estudadas e aproximadas por diferentes métodos numéricos nos proximos ca-
pitulos. Especificamente, vamos iniciar com a motivacao fisica de aplicagoes de leis de conservagao
hiperbdélicas, levando em conta distintas fungoes de fluxo. Ao final apresentaremos o problema de
Riemann, que auxiliara na compreensao dos esquemas de volumes finitos e de Galerkin Descontinuo

que serao apresentados nos Capitulos 3 e 4, respectivamente.

2.1 Lei de Conservacao Hiperbdlica

Seja D = Q x I C R?, o dominio de defini¢io do problema estudado, onde 2 = (a,b) com
a,be Rea<b el = (0,T)comT > 0 correspondendo as partes espacial e temporal de D,
respectivamente. Sem perda de generalidade x denotard a variavel espacial e t a variavel temporal.
Assim tomamos u : D — R a fungao que designa uma variavel conservada e a fungao de fluxo f(u),
com imagem em R. Uma lei de conservacdo associada a essas func¢oes é uma equacao diferencial
parcial escrita na forma

u + f(u), =0, (2.1)
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onde os subscritos t e x denotam as derivadas parciais com relacdo as variaveis t e x, respectiva-

mente. Em geral, u representa uma funcao densidade, com a interpretacao de que

/mz u(zx,t) dx

1

é a quantidade total da varidvel de estado relacionada, no intervalo [z, x5], no instante ¢. Neste
contexto, f(u) é uma fungao de fluxo de cardter linear ou nao-linear. A equacao (2.1) devera ser
acrescida de uma condigao inicial e uma condigao de contorno (em dominios limitados), definindo
assim um problema de valor inicial e de contorno. Uma lei de conservacao escrita segundo a
forma diferencial (2.1), também chamada de forma forte, exige que as fungoes u e f possuam
maior regularidade do que em sua forma fraca, como serd visto adiante [102], [73]. Em geral, os
problemas fisicos relacionados sao expressos como relagoes integrais. Ao considerar uma formulagao
integral, o espaco onde a solucao é definida é consideravelmente aumentado, permitindo inclusive
a busca por solugoes descontinuas. Podemos considerar diferentes formas integrais ([102] e [18]).
Por exemplo, considerando um volume de controle V' = [z1, 2] X [t1, t2] no plano (x,t) e integrando
a equagao (2.1) entre x; e 3, obtemos a forma integral, também chamada de forma fraca,

jt / P, t)de = flulen, 1) - flules,1)). (2.2)

1

2.2 Exemplos de Leis de Conservacao Escalares

Apresentamos a seguir alguns exemplos de leis de conservagao hiperbdlicas escalares ampla-

mente conhecidas na literatura, destacando as fung¢oes de fluxo que as definem.

2.2.1 Equacao de Adveccao Linear

Se tomarmos

f(u) = au, (2.3)



para algum parametro a € R, podemos definir a equacgao de adveccao linear como sendo:
uy + au, = 0. (2.4)

Esta equagao representa a equacao da onda, ou equacao do transporte advectivo, ao longo do
espaco e do tempo. A solucdo exata desta equacao diferencial parcial é a translagdo da condigao

inicial, ou seja, se para t = 0 temos que

u(z,0) = n(x),

entao

u(z,t) = n(x — at).

Neste problema, a variavel a denota a velocidade com que a informacgao é propagada no dominio.

2.2.2 Equacoes de Burgers

A equacao de Burgers é originalmente dada por

u2
Uy + <2>x - Bumra

com 3 > 0, enquanto sua versao nao-viscosa é definida como

e (£) - o5

a qual vamos nos referir somente por Equacao de Burgers. Esta equacao pode ser diretamente

obtida da lei de conservagao (2.1) através do emprego do fluxo convexo

flu) =" (2.6)



ilustrado na Figura 2.1, cuja derivada em relacdo a u é apresentada na Figura 2.2.

Gréfico da Fungéo de Fluxo
1 T

f(u)

0 0.5 1
[u]

Figura 2.1: Grafico do fluxo da equagao de Burgers

Gréfico da Derivada da Fungao de Fluxo
1 T T T

0.8 B

04f : 8

0.2F 1

[df(u)]
o

df/du

0.5 1

0
[u]

Figura 2.2: Gréfico da derivada do fluxo da equacao de Burgers
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2.2.3 Equacao de Buckley-Leverett

A equacgao de Buckley-Leverett esta associada ao problema de transporte bifasico e o fluxo é

nao-convexo. Se tomarmos

2

fu) =

u? + w(l —u)?’ (2.7)

onde w denota a razao de viscosidade de dois fluidos imisciveis que escoam em um meio poroso,

definimos a Equacgoes de Buckley-Leverett como sendo:

ut+<u2—l—w(1—u)2>xzo' (2.8)

Nas Figuras 2.3 e 2.4 apresentamos os graficos da fun¢ao de fluxo da Equacao de Buckley-Leverett

e de sua derivada em relagdo a u, respectivamente, para w = 1/2.

Gréfico da Fungéo de Fluxo

f(u) |

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
[u]

Figura 2.3: Gréfico do fluxo da equagao de Buckley-Leverett para w = 1/2
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Gréfico da Derivada da Fungao de Fluxo
45 T T

4r df/du| 4

3.5

[df(u)]

0 0.2 04 0.6 08 1
[u]

Figura 2.4: Gréfico da derivada do fluxo da equacao de Buckley-Leverett para w = 1/2

2.2.4 Tracador-Passivo

O problema tragador passivo [11], em seu caso unidimensional, diz respeito a concentragao u(z,t)
de uma substancia miscivel em uma fase que escoa, e pode ser apresentado através da equagao

(2.1) com o fluxo méssico dado por

f(u) =v(x)u — d(x)u,, (2.9)

onde d(z) > 0 é uma fun¢do que mede a difusdo da substincia (dada pela Lei de Fick) e v(z) é a

velocidade de escoamento. Sob as hipoteses de incompressibilidade do fluido

vy =0 (2.10)

e de difusdo homogénea, a equagao (2.1) recai sobre a classica equagao do transporte advectivo-
difusivo

Uy + vy — dug, = 0. (2.11)
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Para os casos em que a difusao pode ser desprezada a equacao (2.11) se torna andloga a equagao
da advecgao linear (2.4)

u + vu, = 0. (2.12)

2.2.5 Fluxo de Trafego

Seja agora 0 < u(z,t) < Upax a densidade de carros em um dado ponto (z,¢) do dominio e v
a velocidade em que os veiculos transitam. O problema de Fluxo de Trafego (Traffic Flow) [74]
modela a densidade de carros que circulam em uma estrada, podendo ser descrito pelo emprego

do fluxo

f(u) = vmaxu (1 - ) : (2.13)

umax
onde V., ¢ a maxima velocidade permitida para o trafego dos veiculos. Este fluxo leva em

consideracao a variacao da velocidade como funcao da densidade de veiculos, segundo a relagao

v(U) = Unax <1 U ) ) (2.14)

umax

Note que pela equagao (2.14), quando a densidade é méxima (v = umax), & velocidade se anula,
indicando engarrafamento. Ja quando a densidade é nula (u = 0), os veiculos trafegam a velocidade
méaxima. No entanto, sob o ponto de vista da equagao (2.13), o fluxo se anula para ambos os casos,
ja que para o ultimo caso a rodovia se encontra vazia. Nas Figuras 2.5 e 2.6 apresentamos os graficos

da funcao de fluxo e de sua derivada em relacao a u, respectivamente, para g = 1 € Uz = 1.
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Gréfico da Fungéo de Fluxo
0.25 T T T

f(u)

0.2 B

015 J

[f(u)]

0.05F 1

[u]

Figura 2.5: Gréfico do fluxo de Trafego para e = 1 € Uz = 1.

Gréfico da Derivada da Fungao de Fluxo
1 T T T T

df/du

0.8 1

0.4 B

0.2F 1

[df(u)]
o

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
[u]

Figura 2.6: Gréfico da derivada do fluxo de Trafego para e = 1 € Vpae = 1.

14



2.3 O Problema de Riemann

A lei de conservagao (2.1) junto com uma condigao inicial possuindo uma descontinuidade em
um ponto, constitui um problema de valor inicial conhecido com Problema de Riemann [73]. Mais

especificamente, tomamos a condi¢ao inicial

u se —oo<x<T
uo(z,0) =

U, Se T <x <00

onde T é o ponto de mudancga do estado a esquerda wu; para o estado a direita u,. A solugao
do Problema de Riemann depende fortemente da fun¢ao de fluxo f(u) que estd sendo utilizada,
podendo gerar solugbes que contenham ondas de choque, rarefacao, etc [102], [73]. A solugao
numérica deste problema serd explorada nos capitulos a seguir, a partir do emprego de métodos
de volumes finitos e de métodos de Galerkin Descontinuo, utilizando fungoes de fluxo lineares e
nao-lineares. Abaixo temos um grafico com um exemplo de condigao inicial associada ao Problema
de Riemann.

Gréfico da Condigao Incial de Problema de Riemann

m— Condicao Inicial

0.5F

[x]

Figura 2.7: Exemplo de uma condigao inicial do Problema de Riemann com w; = 1, u, = —5 e

1
2

T = 0.

15



16



Capitulo 3

Esquemas de Volumes Finitos Centrais

Neste capitulo, iremos discutir esquemas numéricos para a resolucao de equacoes hiperbélicas
unidimensionais (apresentadas no Capitulo 2), baseados em esquemas de volumes finitos centrais do
tipo de Godunov [74] e [73], abordando seu processo de construgao. Tais esquemas sao construidos
a partir da integragao da lei de conservacao (2.1) sobre volumes de controle contendo os leques de
Riemann que surgem nas fronteiras das células. Na primeira se¢do vamos introduzir a nomenclatura
e definigoes usuais, as quais utilizaremos na composi¢ao dos esquemas de volumes finitos e, também,
dos métodos de Galerkin Descontinuo que serao apresentados nos Capitulos 4 e 5. Iniciaremos com
o estudo dos esquemas de primeira ordem Lax-Friedrichs [74] e Lax-Friedrichs Local [74] e [18],
abordando a dependéncia da difusao artificial com o passo de tempo utilizado. Em seguida, serao
introduzidos os esquemas de alta ordem propostos por Nessyahu e Tadmor [82] e por Kurganov e
Tadmor [66]. Para obter alta ordem, estes esquemas fazem uso de reconstrugoes lineares, que por
sua vez empregam o conceito de limitadores de inclinacao. Neste contexto, também serda comentado
o uso de diferentes limitadores, que nortearao a construcao dos métodos de Galerkin Descontinuo a
serem apresentados no Capitulo 5. Na referéncia [74] encontramos um rico contetido sobre volumes
finitos e leis de conservacgao escalares, de onde retiramos as defini¢oes de convergéncia, estabilidade

e consisténcia adotadas neste trabalho.
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3.1 Nomenclatura para Problemas Discretos

Introduziremos aqui a definicdo da particdo do intervalo e suas respectivas células primais e
duais, conceitos com os quais lidaremos durante todo o texto. Seja {zo,z1,...,Zj, ..., Tpy1} uma
particao fixa do intervalo 2, com j,m € N, 1 < 5 < m, tal que x9 = a e x,,.1 = b, onde m

representa o nimero de nés internos x; da malha fisica. Tome ainda

" . Tj+1 + T
j+% - 2 .
Vamos considerar dois sub-intervalos:
Cj: (.%jf%,x]gr%) (3.1)

de comprimento Az; = 241/ — Zj_1/2, como sendo a célula primal (elemento primal) e
Cipr = (25, 241) (3-2)

de comprimento Az = xj11 — x; como sendo a célula dual (elemento dual). Por questao
de simplicidade, tomaremos uma particao regular do dominio, no sentido de que todas as células
C; ou Cjn /2 possuem o mesmo comprimento Azx. Note que com esta construgao temos que

x . ~ , .
Ti1 =12+ - Abaixo temos uma representacdo de nossa malha fisica.
2

Xj-1 Xj-1/2 Xj Xj+1/2  Xj+1

Cj+1/2

Figura 3.1: Representacao da malha espacial
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O objetivo dos esquemas apresentados é determinar uma aproximagao para a funcao u(z,t) em
um dado tempo " e em alguma célula Cj, com ¢ € N. Para isso definimos U}' como sendo uma

aproximagao do valor médio de u(z,t) no tempo t" sobre a célula C; e calculado por:

3.2 Conceitos Fundamentais

Iniciamos com a integragao da lei de conservagao (2.1) sobre uma célula C;, que pode ser vista

como a restricdo da equagao (2.2) a célula Cj:

Ccli/c_u(x,t)d:c = flulz;_1,t) = flu(z,1,1)).

1
2

Integrando com relagao a varidvel ¢ em (", "), temos que:

/C.u(a:,t"*l)dx—/c.

J J

tn+1 tn+1

u(x,t")dx:/ f<u(xj,%,t))dt—/t fluley, s, 1)),

tn n

Dividindo a equagao anterior por Az e rearrumando, temos:

Alx/cju(%tnﬂ)dﬂﬁ = Alx/c] u(x, t")dx
- Alxl/tt flulwsyy, 8))dt - /tt flu(w;_y,t))dt] . (3.3)

Definindo h;, 1 como sendo uma aproximacao para o fluxo médio ao longo de z = z;, 1 temos que:
2 2

1 tn+1

~ x5 flu(z, 1, t)dt.

=)
2

hyy

N
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onde definimos At = ¢"™! — ¢". Sob as novas notagoes podemos reescrever a equagao (3.3) como:

" VAN
Uj+l:Uj _Aix(hj+%_hj7%)’ (34)

. . _ S
ou ainda, para o caso particular em que h;i1/2 = (U}, UlY,)

UZ' = Uj - E(h(U] ) j+1) - h(Uj—la Uj )) (35>

O fluxo numérico h deve ser consistente com o fluxo fisico [74] e [73], no sentido de que
h(u,u) = h(u). (3.6)

O esquema (3.4) pode ser equivalentemente escrito na forma de diferengas

U’?*l_UTL h. 1 1
I R = (3.7)

Estas formas sdo chamadas de conservativas, uma vez que somando em um grupo de células, por

exemplo, do indice jpni, ao indice jpax, temos

jmax jmax
Ar Y UM =AY UP = Aty —hy o] (3.8)
J=Jmin J=Jmin

Nesta equacao, o lado esquerdo representa a quantidade total da variavel conservada presente no
sistema no novo instante de tempo e o primeiro termo do lado direito representa esta quantidade
no instante anterior. Dentro dos colchetes estao apenas os termos de fluxo que ndo se anulam
no somatoério, representando o fluxo das variaveis conservadas através dos extremos do intervalo
analisado. De fato, a equagao (3.8) representa a correta descrigao da lei integral (2.2), sendo vélida

mesmo na presenca de ondas de choque, contato, etc [97].
A funcao de fluxo numérico define se o esquema resultante serd convergente, ou seja, se a
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solugdo numérica converge para a solugao exata da equacao diferencial quando Ax e At tendem

para zero. Isto geralmente requer duas condigoes:

Consisténcia: O esquema deve ser consistente no sentido que, localmente, se aproxima da equacao

original.

Estabilidade: O esquema deve ser estavel, ou seja, pequenos erros obtidos em um dado passo de

tempo nao crescem de forma descontrolada no passo de tempo seguinte.

A relacao entre estas duas condigoes e a convergéncia do esquema, é ditada pelo Teorema da

Equivaléncia de Lax [74]:

Teorema 3.2.1 (Teorema da Equivaléncia de Lax). Dado um esquema numérico para equagoes

diferenciais lineares, este esquema numérico é convergente se, e somente se, for estavel e consistente.

Outro aspecto importante relacionado a convergéncia do método é a condigao CFL (devida a

Courant, Friedrichs e Levy [31]) que pode ser descrita por:

Condicao CFL: O método numérico é convergente quando o dominio de dependéncia numérico

contém o dominio de dependéncia verdadeiro da equacao diferencial parcial.

Esta é uma condi¢ao necessaria para a convergéncia de esquemas de volumes finitos explicitos para
equagoes hiperbolicas [74]. Finalmente, é conveniente apresentar o nimero de Courant que, no

caso da lei de conservagao hiperbdlica (2.1) pode ser definido como:

At
v=a, (3.9)
onde a é dado por:
a= m5LX|f'(u)| (3.10)

Como veremos, o controle do niimero de Courant pode prevenir o surgimento de oscila¢oes espiirias

que comprometem as informagoes conforme o método evolui.
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3.3 Algoritmo de Godunov

O algoritmo de Godunov, proposto inicialmente por S.K. Godunov (1959) [44], é aplicado para
a construcao de esquemas de volumes finitos e das classes Central e Upwind, por exemplo. Vamos
enunciar aqui a versao deste algoritmo encontrado em [74]. Este algoritmo, denominado REA
(do inglés Reconstruct, Evolve and Average) consiste em trés etapas: Reconstrugao, Evolugao e

Projecao, que sao descritos a seguir:

1. Reconstruir a fungao u(z,t") através de uma fungao polinomial por partes 4" (x,t") definida
para todo z, em cada uma das células C; a partir dos valores médios Uj'. Neste passo
escolhemos uma funcdo polinomial por partes que vai ser localmente uma aproximacao para

a fungao u(x,t) na célula Cj.

2. Evoluir a equacao hiperbdlica exata (ou aproximada) a partir dos dados iniciais estabelecidos
no passo anterior e obter Ugjl, ap6s o tempo At, onde D; designa uma célula de um novo

dominio.

3. De posse da solug¢ao numérica Ugjl (ou sua reconstrugdo), a projetamos sobre cada célula

da malha original para obter os novos valores médios U/***.

3.4 O Esquema de Lax-Friedrichs

O esquema de Lax-Friedrichs [67] é conhecido como o precursor dos esquemas centrais. No
contexto do algoritmo REA, este esquema pode ser deduzido utilizando reconstrucao direta, ou

seja as fungoes constantes por partes UP. O passo evolutivo se d& sobre a malha dual, ou seja,
] G ; ]
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tomamos D; = Cj;1/2 conforme definido em (3.2), conduzindo a

1
yrtt = —/ w(x, ") dx
Cj+1/2 A:C Cj+1/2( )

1 tn+1

T Az /c (e, t")dz — Alx/ [fu(zjr,t) — flu(z;,t)]dt

J+1/2 t

O primeiro termo do lado direito pode ser integrado analiticamente e fornece:

1 / 1 Tjy1/2 1 Tjq1
[ e tdr = —/ Uﬂd:c+—/ U de

= ;(U;w )

J& o segundo termo do lado direito pode ser aproximado utilizando a regra

tn+1

/t F(6)dt = ALF(E™) + O(AP)

n

levando a aproximagao

Al.r /thr[lf<U(l’j+1,t) — flu(zy, t)] dt ~ 2; [f( ) - f(UJ’?)}

tn

onde desprezamos o termo O(At). Com isso chegamos a expressao do valor médio sobre a célula

dual Cj41/2 no instante ¢ = ¢" + At, dado por

Uril, =~ (Ur + U7y - ﬁ; U - FUp)] (3.11)

DO | —

onde omitimos a notagao da célula, no subindice.

Uma vez que estamos lidando com solugbes constantes por partes, em células uniformes, a

projecao, que é o passo final do algoritmo REA, pode ser dada pela simples média dos valores
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obtidos nas células da malha dual, ou seja

1
Uptt =2 (Urily + UML) (3.12)

J j+1/ i—1/2

A expressao dada em (3.11) é uma versao em malha deslocada do Esquema de Lax-Friedrichs
apresentada em [82] ao qual fazemos o passo de Projecio, segundo o Algoritmo REA, em (3.12).
A versao classica e amplamente difundida do Esquema de Lax-Friedrichs (LxF) [74] o qual estu-

daremos aqui é dada por:

1 A
Uyt = S(Uf + Uf) — QA;[f(U}"‘H) — fUF)): (3.13)

A Figura 3.2 mostra geometricamente o procedimento descrito para a deducao do esquema LxF

[82], com excec¢ao da projegdao sobre a malha original.

t
n+1
j+1/2
N |
TR\ a
j . A
I
Un
j+1
. .
Xj Xj+1/2  Xj+1

Figura 3.2: Esquema ilustrativo para o esquema Lax-Friedrichs em malha deslocada.

Rearranjando os termos de (3.13) na forma (3.5), encontramos o fluxo numérico do Esquema
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LxF Cléssico:

hirrye = WUF, Uj) = SFUF) + F(Uf) = 555 (U = UF). (3.14)

Este fluxo pode ser interpretado como o fluxo médio, que é conhecidamente instével [74], mais um
termo de correcao que introduz uma difusao artificial, estabilizadora. De fato, a introducao desta

difusdo artificial fica clara se rearranjarmos o esquema LxF (3.13) na forma de diferengas finitas

urtt—ur - f(Ur) = fUR) Uiy =207 + Uy,
At T 9Ax — B Ax =0, (3.15)
onde
1 Az?
=5

que é o esquema obtido para a aproximacao da equacgao de advecgao-difusao

ur+ (f (W) = Bz =0

utilizando-se diferencas centradas para o cdlculo das derivadas primeira e segunda no espaco. As-
sim, fixando At/Ax e refinando a malha, o coeficiente 3 tende a zero, garantindo a consisténcia
do esquema. Embora seja a responsavel pela estabilidade do método, esta difusdo pode compro-
meter seriamente a qualidade do resultado numérico. Recordando a condicao CFL, para casos em
que a velocidade de propagacao seja muito alta e seja adotada uma discretizacao espacial fixa, é
necessario o emprego de passos de tempo muito pequenos, o que ocasiona uma difusao artificial

excessiva, uma vez que [ sera inversamente proporcional a At.

3.5 O Esquema de Lax-Friedrichs Local

Uma possibilidade para superar os efeitos causados pela excessiva dissipacao do esquema LxF é

o emprego de uma formulacao semi-discreta, continua no tempo e discreta no espago. Observamos
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que o esquema LxF nao admite tal contrapartida semi-discreta, uma vez que se tomarmos lima;_q

na equagao (3.15) temos

au
dt |,

- f( f+1>_f(U}1—1) Ax n :
_ A + 5 (U =207 + U7y Jim

que torna-se ilimitado. Este fato pode ser visto como uma consequéncia do fluxo numérico (3.14).

Este fluxo pode ser escrito como um caso particular do fluxo numérico

hjs12 =

PO + 1) —a (U, = U] (3.16)

N —

para o caso em que a viscosidade numérica

Ar
At

a =

é fixada em termos dos parametros de discretizacao. A ideia do esquema de Lax-Friedrichs Local

(LLxF) [92, 74] é substituir essa viscosidade fixa por um valor calculado localmente

n n 1 n n n
Wiy = B8 (U U ) = 5 [FUF + F(UF0) = agiage (U = U] (3.17)
onde
aji1/2 = max|f'(u)] (3.18)

para u entre U" e U7, ;. Este método pode ser escrito na seguinte forma semi-discreta

J+1-

Wt (U, Uy ) = b (U, U7)
_ it — I (3.19)

au
dt

Ty
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cujas equagoes compoem um sistema de equagoes diferenciais ordinarias nao lineares, na forma

aw
- =H(U) (3.20)

onde U e H” sdo vetores cuja dimensdo é igual ao ntimero de células. As componentes de U
e H” sdo diretamente obtidas a partir da equacdo (3.19), e sua resolucdo pode se dar a partir
do emprego de métodos de Runge-Kutta de alta ordem [50], como sera discutido no final deste
capitulo. Diferentemente do esquema LxF, onde a difusao numérica cresce com a reducao do passo

de tempo, a difusdo numérica do esquema LLxF é O(Ax)

3.6 O Esquema de Nessyahu-Tadmor

Uma extensao natural de alta ordem do esquema LxF ¢é apresentada por Nessyahu e Tadmor
em [82] onde as aproximagoes (de primeira ordem) constantes por partes sdo substituidas por apro-
ximagoes (de segunda ordem) lineares por partes do tipo MUSCL (Monotone Upstream-Centered
Schemes for Conservation Laws [74]) reconstruidas a partir dos dados constantes por partes. No
contexto do algoritmo REA, o primeiro passo (Reconstrugao) é realizado a partir de aproximagoes

lineares construidas com base nos valores médios U}, dadas por

1
Li(z) = U+ (z — mj)A—gj(‘?Uf, (3.21)
onde U} ¢ uma derivada numérica que satisfaz
1 ou
—oU! = — O(Az). 3.22
500 = g, +OW) (3.22)

x]’,t")

A caracteristica nao oscilatéria do esquema reside na escolha apropriada desta derivada numérica

que, em geral, é feita com o uso de limitadores de fluxo [74, 70]. Um exemplo de reconstrugao
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do tipo (3.21) que satisfaz a condi¢do de diminuicao da variacao total (TVD) [66, 74], é obtida a
partir do uso do limitador minmod, dado por

U} = minmod (U} — U7, U, — U}') (3.23)

J J

onde a fun¢do minmod é definida (para varios argumentos) como

min;{z;} se x; >0 Vi,
minmod(z1, T2, ...) = { max;{z;} se z; < 0 Vi,

0 caso contrario.

O segundo passo do algoritmo REA, se baseia na evolucao sobre uma célula da malha dual,

exatamente como no caso do esquema LxF'.

tn+1

o [ U, ) = F(LG 1) e

n

1

n+1 —
j+1/2 Ar

“ity n AL
/ L™ (a)da + / L2, (x)dz
i Ti+d

(3.24)

Se as funcoes f(L(z;,t) e f(L(z;41,t) sdo suficientemente suaves, elas podem ter suas integrais
aproximadas com a regra do ponto médio obtendo um erro de trucamento local da ordem de
O(At)?. Além disso considerando u(z;,t" 4+ At/2) e expandindo em torno do ponto (x;,t"), temos

que:
At ,

U’('Tja "+ At/2) = U(l’j, tn) - m

(u(z;, t")) + O(AL?).

Com as aproximacgoes dadas anteriormente obtemos uma aproximacao de segunda ordem para

Uy %(t”“). Omitindo o calculo das integrais, chegamos a seguinte expressao para o passo de
evolu¢ao do método NT:

1
2

U} + Uil + g[an — Ul =+ {f(Ufll/z) - I (U; H/ﬂ ; (3.25)

n+1l __
Uj+5 N J J
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1/2
onde calculamos o termo Uf +1/ como sendo:

U"Vl+1/2 — Un o lAt !/

j i~ oag UF): (3.26)

Com relacao ao terceiro passo do algoritmo de Godunov, que corresponde a Projecao, podemos
usar uma nova reconstrucao e projeta-la sobre a malha primal, ou simplesmente tomar a média
como feito no esquema LxF. A Figura 3.3 mostra geometricamente o procedimento descrito pelo

método N'T, com excecao da parte de projecao sobre a malha original.

n+1

j+1/2

Lj+1(x,t)

X Xj+1/2 Xj+1

Figura 3.3: Esquema ilustrativo para o Esquema NT - figura retirada de [82].

Por utilizar reconstrugdes de segunda ordem, o esquema Nessyahu-Tadmor (NT) possui difusao
numérica O(Az? /At), onde r é a ordem formal do método (no caso, r = 2), consideravelmente
menor do que a do esquema LxF [82]. Contudo, essa redugao nao contorna as dificuldades quando
passos de tempo pequenos sao empregados. Na proxima secao apresentaremos a contrapartida
de alta ordem do esquema LLxF, que também pode ser apresentado segundo uma formulacao

semi-discreta, evitando a dependéncia da difusao com o passo de tempo.
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3.7 O Esquema de Kurganov-Tadmor

Seguindo a idéia do algoritmo REA, Kurganov e Tadmor apresentaram em [66] uma versao
de alta ordem do esquema LLxF, também baseada em aproximagoes lineares por partes do tipo
MUSCL. Este esquema utiliza informagoes locais para obter estimativas mais precisas da espessura
dos leques de Riemann. A solucao é entao evoluida separadamente em volumes de controle definidos

sobre regides nao-suaves (que contém os leques de Riemann) e suaves.

Apos a evolugao, os dados distribuidos de maneira nao-uniforme sado projetados sobre a malha
original [18, 66, 30]. A formulacdo semi-discreta do esquema Kurganov-Tadmor (KT) possui
difusdo numérica O(Az?) [66], ndo padecendo da excessiva dissipacdo presente no esquema NT [1,

30] em decorréncia de pequenos passos de tempo.

O esquema KT utiliza o valor absoluto das velocidades de propagacao nas faces das células para
calcular o passo evolutivo do algoritmo REA em novas células, de tamanho proporcional a tais
velocidades (ver [66, 30]). Assim como o esquema LLxF, o esquema KT pode ser escrito através

da definicao do fluxo numérico

1 _ .
h;ﬁi/z = 9 [f( j+1/2> + f(U;-_',-l/Q) — Gjt1/2 (U;—_l-l/Q - j+1/2)} (3.27)
onde
thrl/2 — Vit T Ty Yt (3.28)
— n Am n
e
aji1/2 = max|f’(u)] (3.30)
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para u(z,t") entre U it1/2 € U ]:1 /2 Este método pode ser escrito na seguinte forma semi-discreta

| ks = Py (3.31)
dt | Az )
que recai no sistema de equagoes diferenciais ordinarias nao lineares
dU
& H*T (U). (3.32)

3.8 O Algoritmo de Runge-Kutta

Segundo [18], aproximagoes de alta ordem no tempo podem ser obtidas através do uso de
esquemas de Runge-Kutta, como os apresentados em [31, 50], obtidos pela combinagao convexa de
métodos de Euler. Principios do méximo para tais esquemas podem ser encontrados em [66]. De

acordo com [92], é suficiente exigir a restri¢ao

At gy
Az

mgx\f/(w)K TRK (3.33)

onde 1 < TRK < 1,5 para garantir a estabilidade ao esquema numérico Kurganov-Tadmor.
Considerando a equacao semi-discreta na forma (3.32) e denotando o seu lado direito por H[U],

os esquemas modificados de Euler, usados neste trabalho, serao da forma

U' = U™+ ArH[UY

Ut = U4 (1 —n) (U + AH[U)D, I =1,2,--- 7 — 1 (3.34)
Un+1 — Ur
para o esquema de segunda ordem, r = 2 e n; = %, para o esquema de terceira ordem, r = 2,

w

1

nq en2:§.

— 1
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3.9 Experimentos Numéricos para os Esquemas Centrais

Nesta secao apresentaremos estudos numéricos comparativos para os esquemas centrais estu-
dados neste capitulo, para ilustrar suas caracteristicas de estabilidade e a influéncia da difusao
numérica sobre as solugoes obtidas. Para facilitar a descri¢ao de nossos experimentos descrevemos
o valor do refinamento da malha por Az e o nimero de volumes por nv, o niimero de passos no
tempo por nt, o tamanho do passo de tempo por At, o tempo total de simulagao T'. A variavel v

denota o nimero de Courant. Nos experimentos numéricos dados v e Ax, vamos escolher

A
Atcrr, = (Vax> ; (3.35)

onde a é calculado da seguinte forma:

- !
a = max]|f'(u),

onde [ é a imagem de u em €2 = [0, L]. O nimero de passos no tempo deve ser tal que:

T
nt> o (3.36)

logo, nos experimentos numéricos iremos tomar:

T
nt = L J 41, 3.37
Atcrr, (3:37)

onde |-| denota a fungao menor inteiro. Assim, finalmente, podemos tomar o seguinte passo de
tempo

At=L
nt

: (3.38)
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que atenderd o requisito de estabilidade sendo menor do que o limite superior dado pela equacao
(3.35). Assim em nossos experimentos numéricos nao precisamos fornecer o nimero de passos
tempo, mas apenas o numero de Courant, o nimero de elementos e uma condi¢ao inicial e todos
os outros parametros sao calculados. Utilizaremos o Método do Runge-Kutta de 2% Ordem para
os Esquemas Centrais semi-discretos. Iremos nos referir aos esquemas centrais de volumes finitos

como na lista abaixo:

Lax-Friedrichs (LxF)

Local Lax-Friedrichs (LLxF)

Nessyahu-Tadmor (NT)

Kurganov Tadmor (KT)

Lembremos que na expressao (3.25) referente ao esquema N'T e nas expressoes auxiliares (3.28) e
(3.29) referentes ao esquema KT fazemos uso do limitador minmod, dado em (3.23), para aproximar
as derivadas numéricas OU*. Em [82], [66] e [74] encontramos um limitador mais geral, chamado
limitador MC, que faz uso de uma parametro adicional denotado por a. Ao particularizarmos
a = 1, o limitador MC reproduz exatamente o limitador minmod definido em (3.23). A propriedade
TVD [54] dos esquemas NT e KT é dependente da escolha deste pardmetro «, como explorado em
[82] e [66] respectivamente. Além disso, para cada escolha do pardmetro o temos uma condigao
CFL (em termos dos pardmetros discretizados At, Az e a, sendo este tltimo definido em (3.10))

da forma:

v <, (3.39)

onde 7 é uma constante que depende da escolha do parametro «, ou seja, v = v(«) e o ntimero de
Courant v estd definindo em (3.9). Em nosso caso escolhemos o = 1 em ambos os esquemas, NT

e KT, esta escolha garante a estabilidade dos esquemas estudados, uma vez que para tal escolha,
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1 1
v < 3 no esquema NT [82] e v < 3 no esquema KT [66], onde € é uma constante que depende do
€

numero de estagios empregados na aplicacdo do Algoritmo de Runge-Kutta ao Método KT.
Neste conjunto de testes, estudaremos as solugoes numéricas obtidas por estes esquemas na

resolugao da equacao de advecgao linear (2.4)
Uy + au, = 0,

cuja solucao exata

u(z,t) = uo(x — at).

Iremos simular um problema de fronteira livre com a condic¢ao inicial do tipo “pulso” que é descrita

por:

0 se <z <,
up(r,0) =9 1 se T < < T9,
0 sexs <zx<L,

Em todos os experimentos serao tomados como parametros:

e L=10,21=01exy=05

e 0=1.0
e v=0.1
o« T'=0.2

Dividimos as simulacoes em 2 grupos: o primeiro deles para esquemas Centrais de primeira or-
dem e o segundo para esquemas Centrais de alta ordem. Na Figura 3.4 apresentamos as solugoes
numéricas obtidas pelos esquemas centrais de primeira ordem LxF e LLxF para uma malha de
50 volumes. Estes resultados mostram uma alta difusao numérica, com destaque para a difusao

introduzida pelo esquema LxF. Os resultados obtidos com uma malha mais refinada, de 100 volu-
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mes, apresentados na Figura 3.5, evidenciam uma sensivel melhora dos resultados para o esquema
LLxF, contudo o esquema LxF continua excessivamente difusivo, como previsto na analise tedrica.

Dentre os esquemas de segunda ordem o KT é o menos difusivo quando comparado ao NT,
em parte ao uso de uma estratégia semi-discreta, diminuindo o fator de difusividade numérica.
As Figuras 3.6 e 3.7 nos mostram que, assim como no caso dos esquemas de primeira ordem, o
aumento do nimero de volumes nos conduz a resultados mais precisos. Claramente os esquemas

de segunda ordem sao menos difusivos que os esquema de primeira ordem.
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Esquemas Centrais de Primeira Ordem

1.2 T T T T
LxF
LLxF
Exata
1 - p— — -
08 - - — _— _ -
0.6 - i
i} —
04 — g
0.2 - — - - -
0 ——— T—
0.2 1 1 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 3.4: Comparacao entre as solu¢oes numéricas obtidas pelos esquemas centrais de 1* ordem

e a solugao exata do problema de advecgao linear, com 50 volumes e v = 0.1.

Esquemas Centrais de Primeira Ordem
1.2 T T T T

LxF
LLxF
Exata

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 3.5: Comparacao entre as solu¢oes numéricas obtidas pelos esquemas centrais de 1* ordem

e a solucao exata do problema de adveccao linear, com 100 volumes e v = 0.1.
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Esquemas Centrais de Segund Ordem
12 T T T T

NT e
KT e
Exata

0.8 | - = —

0.6 - B

04 - E

02t - - _ i

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 3.6: Comparacao entre as solu¢oes numéricas obtidas pelos esquemas centrais de 2* ordem

e a solugao exata do problema de advecgao linear, com 50 volumes e v = 0.1.

Esquemas Centrais de Segund Ordem

1.2 T T T T
NT e
KT e
Exata
1F R ——— 1
0.8 | = - 4
0.6 - | -1 ]
5 | o
04} - B .
02 | - B -_ —
) e
-0.2 L L 1 Il
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 3.7: Comparacao entre as solu¢oes numéricas obtidas pelos esquemas centrais de 2* ordem

e a solucao exata do problema de adveccao linear, com 100 volumes e v = 0.1.
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Capitulo 4

Método de Galerkin Descontinuo

O método de Galerkin Descontinuo (DG, Discontinuous Galerkin em inglés) é uma classe dos
Métodos de Elementos Finitos que usa polinémios descontinuos por partes para compor os espagos
de aproximacao. O método DG combina diversas caracteristicas interessantes do método de ele-
mentos finitos classico e do método de volumes finitos, compondo uma ferramenta importante para
aproximar solugoes de equacoes diferenciais, como por exemplo, em problemas de escoamentos em
meios porosos [94], de dindmica de fluidos [89], [38] e eletrodindmica [74]. Particularmente, o
método DG fornece uma abordagem interessante para a resolucao de problemas com solugoes des-
continuas como, por exemplo, os que surgem em leis de conservacao hiperbélicas. Historicamente,
o método DG foi desenvolvido por Reed e Hill em 1973 como uma técnica para resolver problemas
de transporte de neutrons [91]. Em 1974, LaSaint e Raviart [71] apresentaram a primeira analise
numeérica deste método para a equacao de adveccao linear. Desde entao, o método DG tem sido
utilizado para resolver equagoes diferenciais ordindrias [3], [12], [57], [71], equagoes diferenciais
parciais hiperbdlicas [8], [8], [9], [10], [23], [24], [34], [39], difusivas e convectivas-difusivas [6], [7],
[107]. Para uma discussdo mais detalhada do processo histérico de utilizagdo do DG podemos
recorrer a referéncia [22] que nos traz uma lista de informacoes importantes sobre o DG e suas

aplicagoes.
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4.1 Descricao do Método de Galerkin Descontinuo

Vamos enunciar aqui os conceitos fundamentais para estabelecer o método DG para uma lei de
conservacao hiperbélica unidimensional. Nossa abordagem consistirda em dois passos importantes:
primeiramente, estudar a lei de conservacao hiperbdlica em todo o seu dominio fisico 2 C R para,
posteriormente, fazermos uma analise destas equagoes em elementos de ) que iremos construir

nesta secao.

4.1.1 Formulacao Fraca Global

Antes de introduzirmos o Método de Galerkin Descontinuo precisamos obter uma formulagao

fraca para o problema em estudo. Consideremos entao a lei de conservagao hiperbélica (2.1)
Ut + f(u)m = 07

no dominio D = Q x (0,7, como definido no Capitulo 2. Seja V' um espaco vetorial formado a
principio por funcoes suficientemente regulares a fim de garantir que os processos de integracao e
diferenciacao estejam garantidos. Vamos utilizar uma formulacao fraca diferente da empregada no
Capitulo 3. Aqui tomamos uma fungao teste arbitraria v € V', multiplicamos (2.1) por esta fungao

e integramos com relagao a variavel espacial no dominio (a,b) de forma a obter a equagao integral

/ab Opu(z, t)v(x)dr + /ab O f(u(z,t))v(x)dr = 0. (4.1)

Onde 0, e 0, denotam as derivadas parciais com respeito as variaveis t e x, respectivamente.

Integrando por partes o segundo termo e rearranjando, temos que:

/a " Oy, o () dz / " (e )0 (x)dz — Flula,)o(a) + Flulb,))o(b). (4.2)
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Note que as equagoes anteriores sao validas para qualquer v € V. Esta formulagao sera de extrema
importancia, pois o proximo passo sera analisd-la ao nivel de elemento, ou seja, particionando o
dominio espacial (a,b) em células de tamanho uniforme (ou nao uniforme), e fazendo esta formu-
lacdo em cada célula. A escolha do espaco de fungoes V', que aqui sera tanto o espaco de busca
quanto o de fungoes teste, genericamente chamado de espaco de aproximagao, também ¢é de grande
importancia para o método. As propriedades deste espago variam de problema para problema,
mas de forma geral quanto menor forem as exigéncias sobre o espaco V' mais abrangente se torna

o método.

4.1.2 Nomenclatura e Defini¢oes

Basicamente, métodos DG para a equagdao (2.1) podem ser apresentados na forma Regular,
onde a formulagao é toda definida na malha primal introduzida no Capitulo 3, ou em sua forma
Central, apresentada em [77], onde as solugbes em passos sucessivos sao intercaladas entre as malhas
primal e dual, tal como descrito no Capitulo 3 no desenvolvimento do esquema NT. Nao iremos
trabalhar efetivamente com a versao Central do DG; para maiores informagdes sugerimos a leitura
das referéncias [78] e [77]. Neste trabalho, utilizaremos a forma Regular tal como apresentada
em|[78], e para isso vamos definir os termos que aparecem nesta formulagao, considerando a lei de
conservagao hiperbélica (2.1). Dada uma particao {:Ej,l /2} para 7 =1,2,---,m como no Capitulo
3, definimos os parametros espaciais Ax; = 241/ — x;_1/2 e global Az = mjax Ax;, onde a malha
espacial ¢ regular, no sentido que a razao

max; Az,

min; Az;
é uma cota superior fixa e constante para qualquer refinamento da malha. Utilizando o pardmetro
h = Az para reforcar a existéncia de uma cota superior da malha em questdo definimos entao V;*

como conjunto dos polindmios por partes de grau no méaximo k € N sobre os intervalos {C}}, nao
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exigindo continuidade destes polindmios nos pontos da fronteira de cada sub-intervalo.
vk = {u L ulg; € P*(C;), parax € C; ,j =1,2, ...,m} , (4.3)

onde P*(C};) é o espago de polindmios de grau < k definidos no subdominio C; . Seja também

-~

flu™,u™) (4.4)

um fluxo numérico monétono, que cresce com o primeiro argumento e decresce com o segundo
argumento [78]. Este fluxo numérico é consistente com o fluxo fisico no sentido da equacgao (3.6),
ou seja

~

f(u7u) = f<u>

Além disso, suponha que f seja Lipschitz continuo em ambos os argumentos. Para um dado

instante de tempo ¢ fixo, € > 0 e dada u;, € V}¥, arbitraria, definimos os seguintes valores:

uh(x;“i%, t) = limuy(z;.) +€1), (4.5)
uh(xj_i%, t) = 11_r>r01 uh(xji% —€,t), (4.6)
Ti = ll_r)rol Tipl = € (4.7)
x;ri% = limz; 1 +e (4.8)

4.1.3 A Solucao Descontinua

A construgao da solucao global serd baseada nos trabalhos [78], [77] e [63] onde é utilizada
a hipotese de separacao de varidveis, que também é usada nos esquemas centrais apresentados
no Capitulo 3. Esta hipotese de solucdo nos conduz a um sistema de EDO’s como veremos
mais adiante. A solugdo numérica da lei de conservacao hiperbdlica é localmente construida em

termos de funcoes polinomiais locais dependentes apenas da variavel espacial e de coeficientes locais
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dependentes do tempo em que estamos construindo nossa solu¢do. Colocando em termos mais

formais vamos considerar uma célula arbitraria, digamos a célula C; para algum j =1,2,---,m.

1. Seja Hf = {gp{,(x), e ,gpi(x)} uma base para o espaco th|0j: P*(C}), ou seja, para esta
célula estamos fixando uma base polinomial onde o maior grau do polinémio da base é k,

como definido anteriormente.

2. Agora, fixada a base H?, existem coeficientes dependentes do tempo t, aos quais vamos
denotar por c{(t), indicando que cada coeficiente esta associado a uma funcao de base @3
da célula C;. Assim como temos k + 1 elementos na base H? teremos k + 1 coeficientes

dependentes do tempo para uma célula.

Feitas as duas consideragoes acima escrevemos nossa solugdo local da célula C; da seguinte forma:

k
uh('r?t)‘cj = Zd(t)SOZ(x)» S Cj' (4'9>

1
Assim vemos que a solugao local pode ser avaliada em qualquer z € C; uma vez escolhida a base
H? e calculados os coeficientes cf para o tempo t. Como compomos a soluc¢ao local temos condigoes

de escrever a solucao global do método DG em termos da fungao caracteristica ¢ ¢, dada por:

1 sex e,
¢Cj(‘/r> -
0 sex¢Cj.

Assim nossa solugao global para o tempo t é dada por:

m

up(z,t) =Y uh(x,t)|0j Ve, (x) com z € (a,b). (4.10)

=1
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4.1.4 Forma Regular do Método de Galerkin Descontinuo

A formulacio Regular do método DG consiste em encontrar uy(x,t) € V) tal que, para qualquer

vy, € V¥ e para todo j, tenhamos:

/Cj Oupvpdr = / f(up)0pvpdr — (uh Tii1/90t) h(x;rlﬁ,t)) Un (2541 2)
+
]

+ F (@ ) un(at g o ) oy o) (4.11)

Note que para obter essa formulagao utilizamos a forma fraca dada em (4.2), restrita agora a um
subdominio, ou célula, C; e a funcao de fluxo numérico (4.4). Assim como discutido no Capitulo
3, a escolha deste fluxo numérico é importante para a estabilidade do método e deve ser feita de

acordo com as caracteristicas do fluxo fisico dado.

Fixando uma célula C;, vamos denotar wuy(x, )] ¢ simplesmente por u{l Substituindo a expres-

sao da solucao local ufl no lado esquerdo da equagao (4.11) temos:

ko .
[ o (Xdwe) ete = [ ot - F (a7 (ef00) e

=0 J

+ f(ui(xj_—l/?t)’ui(m?—l/?ﬂ) Uh(gj;_—l/z)' (4.12)

Como a equagao anterior é védlida para qualquer v, € V¥ e sabendo que V}F lc, tem dimensao
k+ 1, entdao a equacao (4.12) é vélida para qualquer elemento da base H;?. Assim vamos fixar um

elemento (p{ para algum [ = 0,1, ---, k. Portanto a equacao anterior assume a forma:

k . . . . . . .
(Sado) e = [ f)ocdds = F (e m 0. ) )
+
J

+ f(ugz<x;—1/27t> uj,(x 1/27t)) o (zF T 1/2)- (4.13)

Como temos um somatério finito de fungdes continuas ¢! podemos comutar o somatério com o
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operador integral no intervalo C;, ou seja, a equacao anterior assume a forma:

J

k
(X[, adddi) = [ fdoneds = F (im0 005 000) Al
+ f((xjil/zj)vui(%'tuz’t)) @g(x;ll/z)- (4.14)
Como os termos cZ(t) nao dependem da varidvel espacial x eles sao constantes com relagao a
integracao com a variavel x. Logo a parcela atcg(t) pode ser retirada da integral como um termo
constante na integracao que esta sendo feita do lado esquerdo da igualdade anterior, assim temos
a seguinte expressao:

(;atcﬁt) /. wf(x)wi(x)dOC) = [ Fd)dugide — F (w5001, 0k (0000 0) A (071 2)

J J

+ f (Ui(%‘ilnat)aui(x;iyzat)) 90{(1’;11/2)‘ (4.15)

Por simplicidade, utilizaremos a notacao

hjz1j2 = f (ui(x;:tl/27 t),u{l(x;“ﬂ/w t)) ) (4.16)

Os termos ufl(xjjrlﬂ, t), u{b(x;lﬂ, t), ui(a:j__l/z, t) e ui(x;r_l/w t) sdo dados respectivamente por:

k
Ujt1)a = ugl(xj_ﬂ/w t) = z(:) CZH (t)wf“ (Tj41/2)s (4.17)
k
Ul = uib(x;——l-l/% t) = Z A ()l (wjm1)2), (4.18)
| ko
Ui_y/9 = ui(x;71/27 t) = Z ()i (Tj41/2), (4.19)
| ©
Uirje = (T 00 t) = % c; ()i (zj-12)- (4.20)
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Podemos assim reescrever a equacao (4.15) em termos dos fluxos numéricos (4.16) como:

J J

k‘ . . . . . . .
(Z 5t<?§(t)/c‘ 905(90)%0?(90)61%) = /C Fup)Oupid = hji1y20] (271 p5) + D1 ol (2 o).
=0

(4.21)

Como [ =0,1,2,---,k+ 1, podemos reescrever (4.21) em termos de um sistema de equagoes dife-
renciais local. Sem perda de generalidade, suponha que na célula C; o grau maximo do polindmio

seja k; < k e defina:

Ftotar = Z kja (422>
j=1

logo definimos o seguinte vetor C € RFeotal
1 2 m) T
C=|c.c....onf . (4.23)
cuja as componentes de C’ sao dadas por:
¢ = el cl] (4.24)

Essa construgao se faz necessdria pois os fluxos numéricos h;, 1/ e hj_; /2 dependem de valores nas
células C;_;,C; e Cj4. Logo, o sistema local de equagoes diferenciais na varidvel temporal pode
ser escrito como:

;dC?

M- = H(C), (4.25)

onde o vetor C7 € R¥ e a matriz M7 € M(R)y, é inversivel por ser uma matriz cujas as entradas
m;; sdo produtos internos do espago L*(P*i(C;)) (vide [76]). De forma mais precisa, podemos

descrever os elementos de M7 e H’(C) como sendo:
ml, = [ e@)eifa)dr, (4.26)
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hi(C) = /C F)Oppidr — hjy1ys+ hy1jo, (4.27)

i
para p,q = 0,1,2,---, k;. Como M é inversivel, entdo o sistema de equagdes diferenciais (4.25)

assume a forma:
dci , ,
o - (M/)"'H (C) . (4.28)
Perceba que o sistema de equagoes diferenciais em (4.28) ¢é definido localmente. Podemos exibir

um sistema global da seguinte forma: definimos o vetor H(C) € RFwtet como
T
H(C) = [H'(C), H*(C), -+, H™(C)| . (4.29)

Em que aplicagdo H’(C) tem as componentes definidas (4.27). Deste modo nosso sistema de

EDO’s global pode ser escrito como:

dC »
o = (M)TH(O), (4.30)

onde M € M(R) ¢ dada por:

ktotal
M = diag(M", M? -, M™), (4.31)

sendo M uma matriz inversivel de dimensao ka1, cujas componentes do bloco M/, que também
¢ inversivel, estdo definidas em (4.26). Assim exibimos os sistemas de equagoes diferencias local e
global para evolugao dos coeficientes dependentes do tempo. Vamos resolver o sistema de equagdes
diferenciais (4.30) com dois esquemas: o esquema de Runge-Kutta de segunda ordem descrito no

Capitulo 3 e com o esquema SSP Runge-Kutta que veremos na segao a seguir.
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4.2 Esquema SSP Runge-Kutta

Para resolugao do sistema de EDQO’s alguns autores sugerem o uso do RKDG (Runge-Kutta
Discontinuous Galerkin) como em [89]. O esquema RKDG ¢ feito de forma a ter o nimero de
estagios igual ao maior grau do polindmio da base H?. Visando estas boas propriedades escolhemos
o esquema Strong Stability Preserving Runge-Kutta que é sugerido em [78] e em [77]. Pensando em
uma maior liberdade na escolha do grau do polindmio da base escolheremos o SSP Runge-Kutta,
apresentado em [63], que nos permite usar um maior nimero de estagios com relacdo ao maior
grau do polindémio da base Hf. Vamos aqui simplesmente descrever este esquema sem exibir uma
analise rigorosa da regiao de estabilidade deste método dentre outras propriedades inerentes a este.
Para maiores informagoes sugerimos que o leitor consulte [63], [50], [64], [49] e [55]. Seja entdo °
o vetor com os coeficientes avaliados no instante de tempo ty3. Seja s € N o nimero de estagios do

esquema SSP Runge-Kutta que vamos utilizar. O esquema SSP Runge-Kutta consiste em:

0

1. Primeiramente vamos tomar no estagio 0 a solugdo ¢’ como sendo o vetor de valores que

inicializa o método SSP Runge-Kutta, ou seja,

0= (4.32)

2. Os demais s estagios serao feitos da seguinte forma:

1—1
=3 {aac + Atpy L")}, (4.33)
=0

parat=1,2,--- s.

3. Apods os s passos dados anteriormente tomaremos a solucao de nosso sistema de EDO’s no
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tempo " como sendo:

= (4.34)

Os coeficientes a;; e 3; sao obtidos de forma a manter a estabilidade da solugao a cada estagio
(ver, por exemplo, [66]). O tamanho do passo de tempo, At, deve ser escolhido de forma a
satisfazer a condi¢ao CFL do método DG. As referéncias citadas anteriormente trazem uma analise
da estabilidade do método SSP Runge-Kutta bem como a escolha do CFL adequado a fim de
obtermos convergéncia no esquema SSP. Em [63] encontramos uma analise do método SSP Runge-
Kutta quando aplicado a leis de conservagao hiperbolicas com fluxos lineares (como a adveccao
linear) e para fluxos nao-lineares (Burgers). Além disso gostariamos de lembrar que em teoria o
operador L, deve ser Lipschitz Continuo com relacdo a norma L?, quando essa propriedade nao é
satisfeita estamos sujeitos a oscilagdes na solugdo numérica DG [51], [63].

Para os experimentos numéricos do método DG vamos considerar o esquema SSP Runge-Kutta
de 2 estdgios no qual temos que os coeficientes a;; e 3ij para i,j = 0, 1 sao dados respectivamente
por: ago = 1,10 = 1/2, 001 = 0, iy = 1/2, Boo = 1, P10 = 0,501 = 0 e 11 = 1/2. Os coeficientes

para mais estagios estao listados em [63].

4.3 Fluxos Numéricos

Dentre diversos fluxos numéricos para o método DG, estudados na literatura [16, 27| em-
pregaremos neste trabalho o Fluxo de Lax-Friedrichs Local [27]. A versdo abaixo pode ser vista
como uma generalizagdo dos Fluxos de Lax-Friedrichs apresentadas anteriormente. O Fluxo de

Lax-Friedrichs Local é dado por:

1 _ _
hjt1/2 = 9 (f(“j+1/2) + f(u;rﬂ/z) + Q12 (“j+1/2 - U;FH/Q)) , (4.35)
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onde aj11/2 € uma avaliacao da maior velocidade de propagacao local, dada por

Qjt1/2 = <gé%>f\f/(u)’> - (4.36)

O fluxo listado em (4.35) é muito semelhante ao fluxo usado no método KT em (3.27), onde usamos
velocidades de propagacao local juntamente com avaliagoes do fluxo fisico nas extremidades de cada

célula.

4.4 Polinébmios de Legendre

Em nossos experimentos numéricos iremos escolher a base de polinomios de Legendre devido
a suas boas propriedades com relacao a ortogonalidade, o que conduzird a matrizes M/ diagonais,
o que torna o seu computo e inversoes triviais. Os polindmios ortogonais de Legendre, denotados

por P,(z) onde n é a ordem do polinémio, sao dados recursivamente por:

1 a
—onpl dan

Fy(x) [(2® = 1)"].

O dominio dos polindmios de Legendre é o compacto [—1,1]. Além disso temos as seguintes
propriedades dos polinomios de Legendre. Dados m,n € N temos:

1

P " P2(2)ds|’ 2

P = | [ PRods| =5
1 2

. / P,(x)P,(x) = mémn, onde 0,,, ¢ igual a 0 ou 1 se m # n ou m = n, respectivamente.
1 n

e P(1)=1
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Uma propriedade interessante é que dado P,,(t) e um polinémio ¢(t) tal que o grau de ¢(t) seja

menor do que m entao temos que:

/ "B (gt = 0 (4.37)

—1
Abaixo temos um grafico que ilustra os polindomios de Legendre para alguns graus.

Polinbmios de Legendre

-1 -0.5 0 0.5 1
Dominio Fisico

Figura 4.1: Exemplos de Polindémios de Legendre de Graus 0, 1, 2 e 3

4.5 Experimentos Numéricos para o DG

Nesta secao apresentaremos estudos numéricos comparativos para o Método de Galerkin Des-
continuo estudado nesta capitulo, observando caracteristicas de estabilidade e a influéncia da

difusdo numérica sobre a solucao obtida. Vamos fixar nosso estudo para polindbmios constantes e
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lineares. Os parametros e as relac¢oes listadas na Se¢ao 3.9, de experimentos numéricos, serao man-
tidos, bem como a condicao inicial. O equipamento utilizado para realizar os teste comparativos
é o mesmo também. Vamos omitir aqui as consideracoes sobre a solugao exata, uma vez que esta

ja foi discutida na Secao 3.9. Em todos os experimentos serao tomados como parametros:

L=10,2y=01exy=0.5

e a=1.0
e v=0.1
o« T'=0.2

Dividimos as simulagoes em 2 grupos: o primeiro deles para o método DG nos casos constante por
partes e linear por partes e o segundo para método DG com uso de diferentes métodos numéricos
para resolucao do sistema de EDQ’s associado. Para resolugao do sistemas de EDO’s utilizaremos
esquema SSP Runge-Kutta de 2 estagios e o esquema de Runge-Kutta de 2* Ordem. As integragoes
numéricas sao feitas com Quadratura Gaussiana com 5 pontos de integragdao. Iremos nos referir
ao Método de Galerkin Descontinuo de acordo com o grau do Polindmio da base como na lista

abaixo:
o Galerkin Descontinuo com Polinémios de Base Constante por Partes (DGO)
 Galerkin Descontinuo com Polinémios de Base Linear por Partes (DG1)

Percebemos nas Figuras 4.2 e 4.3 que DG1 oscila nas regioes proximas as descontinuidades, en-
quanto DGO nao oscila, para uma malha de 50 volumes. Quando aumentamos o nimero de volumes
para 100, percebemos que DGO e DG1 tem o feito de difusao reduzido, mas DG1 ainda oscila. Uma
alternativa para diminuir os erros das aproximagoes é mudar o esquema de resolucao do Sistema de
EDOQO’s associado ao método DG. Vamos utilizar agora um Método de Runge-Kutta de 2% Ordem

e comparar com os resultados obtidos com o Esquema SSP Runge-Kutta de 2 estagios.
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No caso do DGO a mudanca do método de resolugao do Sistema de EDO’s associado nao modi-
ficou a solugdo numérica com 50 elementos quando comparamos as Figuras 4.2 e 4.4, mantendo-se
difusivo. Ao aumentarmos o niimero de volumes para 100 a difusdo numérica diminui como vimos
nas Figuras 4.3 e 4.5. Além disso nao houve oscilagbes nos experimentos.

Considerando agora o DG1 vemos na Figura 4.6 que com 50 volumes mantivemos o mesmo
perfil oscilatorio nas regides de choque como na Figura 4.2. Ao aumentarmos o nimero de volumes
para 100, como vemos na Figura 4.7 as oscilagbes se mantiveram assim como em 4.3.

Como veremos com mais detalhes no proximo capitulo, as instabilidades apresentadas pelo
esquema DG1 sdo esperadas, segundo o teorema de Godunov [46, 97|, que diz que nenhum esquema
numérico linear de ordem maior do que um é capaz de gerar solu¢des numéricas estaveis, ou seja,
quando tomamos bases polinomiais com grau maior do que um juntamente com esquemas de
evolugao temporal com varios passos estamos sujeitos as oscilagoes verificadas nos experimentos
numeéricos apresentados nas Figuras 4.6 e 4.7.

Como pudemos ver as oscila¢oes decorrentes do aumento do grau do polinémio da base se
mativeram mesmo quando mudamos o método de resolucao do sistema de EDO’s associado. As
oscilagoes ja eram previstas [83] quando aumentamos o grau do polindémio da base para o método
DG. Precisamos assim introduzir uma estratégia na direcao de conter estas oscilagoes decorrentes
do aumento do grau do polinémio. Com este intuito, iremos introduzir no préximo capitulo

estratégias para conter oscila¢oes decorrentes do aumento do grau do polinémio.
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Figura 4.2: Comparacdo entre as solugbes numéricas DGO e DG1 obtidas pelo método DG e a

solucao exata do problema de adveccao linear, com 50 volumes e v = 0.1.
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Figura 4.3: Comparacao entre as solugoes numéricas DGO e DG1 obtidas pelo método DG e a

solugao exata do problema de advecc¢ao linear, com 100 volumes e v = 0.1.
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Figura 4.4: Comparacao entre as solugoes numéricas DGO e a solugdo exata do problema de
adveccao linear, com 50 volumes e v = 0.1 e utilizando diferentes método de resolugdo para o

Sistema de EDQO’s
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Figura 4.5: Comparacao entre as solugoes numéricas DGO e a solugdo exata do problema de
adveccao linear, com 100 volumes e ¥ = 0.1 e utilizando diferentes método de resolugao para o

Sistema de EDQO’s
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Figura 4.6: Comparacao entre as solugdes numéricas DG1 a solugao exata do problema de advecgao

linear, com 50 volumes e v = 0.1 e utilizando diferentes método de resolugdo para o Sistema de

EDO’s
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Figura 4.7: Comparacao entre as solugdes numéricas DG1 e a solugao exata do problema de
adveccao linear, com 100 volumes e ¥ = 0.1 e utilizando diferentes método de resolugao para o

Sistema de EDO’s
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Capitulo 5

Métodos DG de Alta Ordem

No Capitulo 4, verificamos na se¢ao de experimentos numéricos que o método DG apresenta os-
cilagoes quando sao empregados polindmios lineares por partes, mesmo quando trocamos o método
para resolucao do sistema de EDO’s associado. Este fato é previsto pelo Teorema de Godunov
[46], como veremos adiante. Visto a presenca de tais oscilagdes pretendemos buscar formas de
controla-las através de esquemas adaptativos sobre o método DG. Neste capitulo, vamos propor
métodos de Galerkin Descontinuo de alta ordem estaveis para a solugdo da lei de conservacao
hiperbdlica (2.1), com diferentes fluxos fisicos. Inspirados no uso dos limitadores, exibidos no Ca-
pitulo 3, para os esquemas NT e KT e nos bons resultados que estes esquemas fornecem, vamos
propor dois algoritmos que atuardao na reconstrucao dos coeficientes lineares da solugao em cada
elemento C; utilizando informacoes que ja foram calculadas durante a formulagao do Método DG,

como parametros para o uso dos limitadores.

5.1 Resultados Sobre Monotonicidade

Como ja dito, os resultados oscilatérios obtidos pelo método DG1 no capitulo anterior ja eram

esperados, em virtude do Teorema de Godunov [46], que enunciaremos ap6s algumas definicoes.
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Definicao 5.1.1 (Funcao Mondtona). Uma funcdo w(z) é chamada mondtona se ela é nao-

decrescente ou nao-crescente, quando x cresce [106].

Segue, pela solugao exata da equagao de adveccao linear (2.4) que se, a condigao inicial u(x,0)
é monotona, entdao a solucao u(x,t) também o serd. Assim, dizemos que a equagao linear (2.4)

preserva a monotonicidade.

Definigao 5.1.2 (Esquema Monétono). Um esquema numérico é dito ser um esquema que preserva
a monotonicidade, ou simplesmente um esquema mondétono, se para toda condi¢ao inicial nao-
decrescente (ndo-crescente) {U}} a solucdo numérica nos instantes sucessivos {Ur}, n=1,2..., ¢

nao-decrescente (nao-crescente) [106].

Teorema 5.1.3 (Godunov). Esquemas numéricos de um passo e segunda ordem para a equagao

de advecgao linear (2.4) ndo podem preservar a monotonicidade, a menos que |a|At/Az € N.

Uma versao deste teorema pode ser também apresentada para esquemas de passos muiltiplos.
Em outras palavras, este resultado diz que esquemas numéricos para resolver a equagao de advecgao
linear (2.4) que possuam a propriedade de ndo gerar novos extremos, podem ser no maximo de
primeira ordem.

Para o caso dos esquemas centrais de alta ordem NT e KT apresentados no Capitulo 3, a
monotonicidade é obtida pelo uso dos limitadores. Tais limitadores permitem uma escolha seletiva
da ordem do esquema, mantendo a primeira ordem em regioes de mudanca de concavidade ou
de gradientes abruptos. Antes de propor os novos métodos DG de alta ordem, vamos apresentar
na préxima secao algumas observagoes sobre a atuacao dos limitadores na construgao de solugoes

numéricas.

5.2 O Uso de Limitadores de Inclinacao

Seja U; a solugao definida por um polindmio constante sobre a célula j e U;_1 e Uj41 as

solucoes nas células vizinhas, em uma malha uniforme e para um tempo fixo, digamos ¢t = t". As
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quantidades conservadas serdo evoluidas por um método numérico para o tempo t = t"*!. Assim,

por simplicidade de notacao o indice do tempo nao seré destacado. Para a avaliacao de gradientes

locais, utilizaremos as diferencgas

J

A7 =Ujp = Uj

A; =U; — Ui,

Consideremos dois conjuntos de possiveis configuragoes destes gradientes locais nas trés células

adjacentes, apresentados nas Figuras 5.1 e 5.2. No primeiro conjunto, ilustrado na Figura 5.1

encontramos uma situagao nas quais a solugao nao ¢ monotonamente decrescente ou crescente e

esta configuracao influencia na resposta do limitador minmod.

(a) (b)
U Uy,
U ) Uy
)1 UJ+1 UJ
| | | | I | |
! | | | | | |
X1 X X1 X1 X Xj+1
(c) (d)
UJ UJ-l UJ+1
Uj-l Unj+1 UJ
| —
X1 X X1 X1 X X1

Figura 5.1: Ilustragao da variacao do gradiente local para solugoes nao-mondtonas discretizadas

no tempo t = t"
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Note que em cada um dos casos (a), (b), (c) e (d) teremos troca de sinal e, portanto,

minmod{A}',Aj_} = 0. Entretanto, pode-se observar que a troca de sinal dos casos (a) e (c)

e (b) e (d) sdo distintas, pois temos A; # Aj e portanto a disposicao das células vizinhas de

U, exibem variacoes diferentes, mas que pela formulagao usual dos slope limiters nos esquemas

centrais (e de vérios outros métodos de volumes finitos) receberiam um tratamento (peso) igual.

Na sequéncia da Figura 5.2 encontramos mais um estudo das possiveis configuracoes dos gradientes

locais. Note que neste caso a solucao é estritamente crescente ou estritamente decrescente.

(a) Ujsa (b) U,
U,
U,
U1 Uz
| | | | I | |
| | | ! | | |
X X1 X1 X Xj41
(c) U (d U,
U, — "
Ujsa Ujsa
| | | I | | |
| | | | | | |
XJ XJ+1 XJ-l XJ XJ+1

Figura 5.2: Tlustracao da variacdo do gradiente local para solugoes monédtonas discretizadas no

tempo t =t"

Pela definicao usual do limitador minmod, sera utilizado a reconstrugao da célula U; com o

menor valor do gradiente local entre A7 e A7 em todos as situagoes (a), (b), (c) e (d).
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5.3 Estabilizacao do DG1 Baseada no Coeficiente do Po-
lindbmio Constante

Apresentaremos agora a primeira proposta de estabilizacao do método DG1, que é fortemente
inspirada no uso dos limitadores exibidos no Capitulo 3 para os esquemas NT e KT, uma vez que
se baseia no uso do coeficiente do polindmio constante que compoe a base da solucao local em uma
célula C;, bem como nos respectivos coeficientes das células vizinhas. A solugao local gerada pelo

método de Galerkin Descontinuo para o caso DG1 é dada por
(1)l = A + AR ), e

A idéia é controlar o coeficiente c{ que é responsavel pela variagao linear da solugao na célula,
de forma a tornar a solugdo constante por partes em regides em que o método pode vir a oscilar,
como nas regioes préximas a descontinuidades e em regioes de gradientes abruptos. Para tal,
tomaremos o limitador minmod definido no Capitulo 3 e definimos § € R como sendo a seguinte
quantidade:

9 = minmod (Cé —d L dt - c{)) (5.1)

Definimos entao os seguintes critérios:
e Se d =0 entdao ¢ =0, ou seja, na célula C; teremos uma reconstrucao constante por partes.
. ;0 : , .
e Se d # 0 entdo c] = 5 Ou seja, na célula C; teremos uma reconstrucao linear por partes.

A avaliagao é feita a cada passo de tempo t". Com esse critério pretendemos diminuir as oscilagoes
decorrentes do aumento do grau do polinomio da base no caso linear por partes. Note que estamos
utilizando informacoes ja calculadas no passo t" o que nao acarreta maior esfor¢go computacional,

mas apenas uma avaliacao dos coeficientes ja obtidos.
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5.4 Estabilizacao do DG1 Baseada no Coeficiente do Po-
lindbmio Linear

Nesta segunda proposta, tomamos
0 = minmod (c{fl, e, c{“) (5.2)

e os seguintes critérios:
e Se d =0 entdao ¢ = 0, ou seja, na célula C; teremos uma reconstrucao constante por partes.
e Se § # 0 entdo ¢ = 0, ou seja, na célula C; teremos uma reconstrucio linear por partes.

A avaliacao é feita a cada passo de tempo t" assim como no algoritmo anterior. Note que aqui
estamos utilizando o limitador minmod explorando as informacoes sobre os modos lineares de cada
solucao local. Aqui também néao calculamos nenhum novo valor, apenas fazemos uma avaliagao

sobre valores ja calculados no tempo ¢".

5.5 Resultados Numéricos

Vamos considerar experimentos numéricos para o Método DG com estabilizagao nesta segao,
para vermos como os algoritmos listados anteriormente contribuem para a estabilizacao. Lem-
bremos que os algoritmos listados anteriormente atuam nas situagoes em que os polinomios da
base sao constantes por partes ou linear por partes. Os parametros listados a seguir estao bem
descritos nas segoes 3.9 e 4.5, assim como a condigao inicial que estamos utilizando. Em todos os

experimentos serao tomados como parametros:
e L=10,21=01exy=05

e a=1.0
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e v=0.1

e T'=10.2

Vamos nos referir aos casos do método DG como na lista abaixo:

Galerkin Descontinuo com Polinémios de Base Constante por Partes (DGO)

Galerkin Descontinuo com Polinémios de Base Linear por Partes (DG1)

Galerkin Descontinuo com Estabilizacdo do DG1 Baseada no Coeficiente do Polinomio Cons-

tante (DGSLO)

Galerkin Descontinuo com Estabilizagdo do DG1 Baseada no Coeficiente do Polindmio Linear

(DGSL1)

Primeiramente vamos considerar o Método DG sem nenhum estratégia de estabilizacao. Fixaremos
os casos constante por partes e linear por partes para aplicar nossos algoritmos e estabilizacao e
compararemos com os resultados dados por DGO no Capitulo 4. Em DGSL0O e DGSL1 a base
de polindmios ¢ inicialmente linear por partes, mas nossas estratégias consistem em tornar o
método constante por partes em regides em que ele pode vir a oscilar, como nas regioes proximas
a descontinuidades.

Percebemos que DGO ¢é mais difusivo que DGSLO para um malha com 50 volumes como vemos
na Figura 5.3. Ao aumentarmos o numero de volumes para 100, em ambos os casos, temos
diminuicao da difusao, mas DGSLO0 se mantém menos difusivo do que DGO, como vemos na Figura
5.4.

Uma situagao andloga ocorre quando comparamos DGO e DGSL1. Para uma malha de 50
volumes, DGO e DGSL1 sao difusivos como vemos na Figura 5.5. Ao aumentarmos o ntimero de
volumes para 100 a difusao numérica diminui, mas DGO se mantém mais difusivo do que DGSLI,

como vemos em 95.6.
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Por tdltimo comparemos DGSL0O e DGSL1 diretamente. Na Figura 5.7 para 50 volumes per-
cebemos que DGSLO é menos difusivo que DGSL1, situacao que se repete na Figura 5.8 na qual
utilizamos 100 volumes. Isso nos da indicios de que o esquema DGSLO é um esquema adaptativo
menos difusivo e que utiliza solugoes constantes por partes em regides de gradientes abruptos e
lineares por partes em regioes suaves. No Capitulo 6 vamos fazer experimentos numéricos compa-
rando agora os Esquemas Centrais de Volumes Finitos e o Método de Galerkin Descontinuo com
o processo de estabilizagao para o caso constante e linear por partes, explorando também fluxos
nao-lineares a fim de verificar se o método captura corretamente a formacao de ondas de choque

e de rarefagao.
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Figura 5.3: Comparagao entre as solugoes numéricas DGO e DGSLO e a solugao exata do problema

de adveccao linear, com 50 volumes e v = 0.1.
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Figura 5.4: Comparagao entre as solugoes numéricas DGO e DGSLO e a solugao exata do problema

de adveccao linear, com 100 volumes e v = 0.1.
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Figura 5.5: Comparagao entre as solugoes numéricas DGO e DGSL1 e a solugao exata do problema

de adveccao linear, com 50 volumes e v = 0.1.
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Figura 5.6: Comparagao entre as solugoes numéricas DGO e DGSLI1 e a solugao exata do problema

de adveccao linear, com 100 volumes e v = 0.1.
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Figura 5.7: Comparacao entre as solugdes numéricas DGSLO e DGSL1 e a solugdo exata do pro-

blema de advecgao linear, com 50 volumes e v = 0.1.
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Figura 5.8: Comparagao entre as solugoes numéricas DGSLO e DGSL1 e a solugdo exata do pro-

blema de adveccao linear, com 100 volumes e v = 0.1.
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Capitulo 6

Experimentos Numéricos Comparativos

Neste capitulo apresentaremos testes comparativos com os Esquemas Centrais de Volumes
Finitos estudados no Capitulo 3, com o Método de Galerkin Descontinuo descrito no Capitulo 4
e com o processo de estabilizacao sugerido no Capitulo 5. As varidveis a serem utilizadas para
os experimentos bem como suas rela¢oes, a condi¢ao inicial, métodos de integracdo numérica e
solucao de sistemas de EDQO’s foram descritas previamente nas Secoes 3.9 e 4.5. Retomamos aqui

as indicagoes para os esquemas numeéricos que vamos estudar:

Lax-Friedrichs (LxF)

o Local Lax-Friedrichs (LLxF)

 Nessyahu-Tadmor (NT)

o Kurganov Tadmor (KT)

 Galerkin Descontinuo com Polinémios de Base Constante por Partes (DGO)

o Galerkin Descontinuo com Estabilizacao do DG1 Baseada no Coeficiente do Polinémio Cons-

tante (DGSLO)
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o Galerkin Descontinuo com Estabilizacao do DG1 Baseada no Coeficiente do Polinémio Linear

(DGSL1)

Devido as oscilagoes para DG1 preferimos utilizar somente o DGO devido a sua boa estabilidade,
mesmo este sendo difusivo, para comparar com os esquemas centrais de volumes finitos de primeira
ordem. Para o caso do problema de advec¢ao linear estamos comparando os esquemas numéricos
estudados com a solugao exata, ja para os problemas de Burgers e de Buckley-Leverett estamos
comparados 0s esquemas numéricos com uma solugao de referéncia feita com o esquema DGSLO
com 2000 elementos e nimero de Courant v = 0.1. Dividimos as simula¢ées em 2 grupos: o primeiro
deles para Esquemas Centrais de primeira ordem e o método DG com polinémios constante por
partes e o segundo para Esquemas Centrais de alta ordem e o método DG com polinémios lineares

por partes com as estabilizagoes feitas no Capitulo 5.

6.1 Equacao de Adveccao Linear

Na Figura 6.1 onde empregamos 50 volumes percebmos que o esquema LxF é o mais difusivo
quando comparado aos esquemas DGO e LLxF, ambos semi-discretos. Ja na Figura 6.2 onde
usamos 100 volumes percebemos que os trés esquemas tem a difusao reduzida, mas ainda sim o
esquema LxF se mantem como o mais difusivo, enquanto LLxF e DGO tem solugdes semelhantes.
O uso de esquemas semi-discretos reduz consideravelmente a difusdo numérica.

Considerando agora os experimentos para os esquemas de segunda ordem, vemos na Figura
6.3 na qual utilizamos 50 volumes que DGSL1 é o mais difusivo entre eles e DGSLO e KT geram
solugoes semelhantes. Aumentando o niimero de volumes para 100 vemos que a difusao é reduzida,
mas ainda sim DGSL1 é o mais difusivo.

Comparando os esquemas de primeira e segunda ordem percebemos que, aumentando a ordem
do método e empregando esquemas semi-discretos podemos reduzir significadamente a difusao

numérica que é introduzida por estes esquemas.
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Figura 6.1: Comparacao entre as solu¢cdes numéricas obtidas pelos Esquemas Centrais de primeira

ordem e o método DGO com a solugao exata do problema de adveccao linear, com 50 volumes e

v=20.1.
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Figura 6.2: Comparacao entre as solu¢cdes numéricas obtidas pelos Esquemas Centrais de primeira
ordem e o método DGO com a solugdo exata do problema de adveccao linear, com 100 volumes e

v=20.1.
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Figura 6.3: Comparacao entre as solugoes numéricas obtidas pelos Esquemas Centrais de alta
ordem e os métodos DG de alta ordem com a solugdo exata do problema de advecgao linear, com

50 volumes e v = 0.1.
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Figura 6.4: Comparacao entre as solugoes numéricas obtidas pelos Esquemas Centrais de alta
ordem e os métodos DG de alta ordem com a soluc¢ao exata do problema de adveccao linear, com

100 volumes e v = 0.1.
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6.2 Problema de Burgers

2
u
Vamos tomar aqui a equagao de Burgers Nao-Viscosa cujo o fluxo é dado por f(u) = 2 donde

teremos a seguinte lei de conservagao hiperbélica escalar que é descrita em (2.5) da seguinte forma:

u2

Fisicamente devemos esperar a propagacao de uma onde de rarefacdo em x = 0.1 e a propagacao
de uma onda de choque em z = 0.5. Ao final da simulagao fisicamente devemos ter uma onda de
rarefacdo que comeca em xr = 0.1 e termina em x = 0.3 e uma onda de choque em z = 0.6. A
velocidade maxima de propagacao é tal que:

()| = =1. 6.1
max | ['(u)]= max [ul (6.1)

Como podemos observar, na Figura 6.5, para 50 volumes os trés esquemas sao difusivos, mas o
esquema LxF' é o mais difusivo ocasionando efeitos numéricos na fronteira da simulagao, além disso
DGO e LLxF fornecem bons resultados mesmo na presenca de difusdo. Com o aumento do niimero
de volumes para 100 vemos, na Figura 6.6 que LxF é o mais difusivo ainda e o problema na fronteira
se matem. Temos que LLxF e DGO produziram solugoes menos difusivas e bem semelhantes.
Vejamos agora os resultados numéricos para esquemas de segunda ordem: Na Figura 6.7, onde
usamos H0 volumes, percebemos que DGSL1 é o mais difusivo quando comparado a DGSLO e
KT, que também possuem difusdo. Para um malha com 100 volumes, como na Figura 6.8, a
difusdo diminui nos trés esquemas, mantendo-se DGSL1 como o mais difusivo e tendo DGSLO e

KT solugoes muito semelhantes.
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O emprego da estabilizagao proposta no Capitulo 5 se mostrou eficaz no caso linear e também
em um caso nao-linear como Burgers, sem apresentar problemas de instabilidades como pudemos
ver nos experimentos numéricos do Capitulo 4. Além disso o fluxo de Burgers é um fluxo convexo
[74] assim como o problema de Adveccao Linear. As ondas de choque e rarefagao foram capturas
corretamente e representadas com poucos pontos como podemos ver nos experimentos a seguir,

mesmo em casos mais difusivos como em LxF e DGSL1.
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Figura 6.5: Comparacao entre as solu¢cdes numéricas obtidas pelos Esquemas Centrais de primeira
ordem e o método DGO com a solucao de referéncia da Equacao de Burgers, com 50 volumes e

v=20.1.
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Figura 6.6: Comparacao entre as solu¢cdes numéricas obtidas pelos Esquemas Centrais de primeira
ordem e o método DGO com a solugao de referéncia da Equacao de Burgers, com 100 volumes e

v=20.1.
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Figura 6.7: Comparacao entre as solugoes numéricas obtidas pelos Esquemas Centrais de alta
ordem e os métodos DG de alta ordem com a solugdo de referéncia da Equacao de Burgers, com

50 volumes e v = 0.1.
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Figura 6.8: Comparacao entre as solugoes numéricas obtidas pelos Esquemas Centrais de alta
ordem e os métodos DG de alta ordem com a solugdo de referéncia da Equacao de Burgers, com

100 volumes e v = 0.1.
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6.3 Problema de Buckley-Leverett

Vamos considerar aqui a equagao de Buckley-Leverett descrita em (2.8) com a razao de visco-

sidades w = 1/2 que adquire a seguinte forma:

2

o (e u)?)x - 02

Ao final da simulagao esperamos que, fisicamente, teremos duas ondas de rarefacdo sendo que a
primeira que comeca em x,;; = 0.3 e termina em z,;5 = 0.1 e a segunda comeca em x,0; = 0.5 e
termina em x9y = 0.8, além de duas ondas de choque em x.,; = 0.3 e em z., = 0.8. A velocidade
maxima de propagacao ¢ tal que:

a = max |f'(u)|= 2,08 (6.3)

u€0,1]

Considerando o emprego de 50 volumes, como na Figura 6.9, percebemos que o esquema LxF é
muito difusivo quando comprado ao DGO e LLxF, sendo que estes dois tultimos fornecem solugoes
semelhantes e difusivas. Com o aumento do nimero de volumes para 100 percebemos que a difusao
é reduzida, mas ainda temos LxF sendo muito difusivo enquanto DGO e KT fornecem boas solugoes,
mas ainda com difusao.

Observando agora os esquemas de alta ordem, percebemos que nao temos difusao excessiva em
nenhum dos casos, na Figura 6.11 onde utilizamos 50 volumes temos que DGSL1 é o mais difusivo
quando comparado a DGSL0O e KT. Ja para 100 volumes como na Figura 6.12 a difusao diminui
para todos os esquemas, mas ainda percebemos DGSL1 sendo mais difusivo.

Note que o problema de Buckley-Leverett é um problema nao-linear ainda mais complexo por
se tratar de uma funcdo de fluxo fisico ndo-convexa [74]. Além disso fornecemos uma condigao
inicial de tal forma que o esquema deve capturar a presenca de 2 ondas de choque e 2 ondas de
rarefacdo. Nossos resultados indicam a correta captura destes fendomenos além de representa-los

com poucos pontos.
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Figura 6.9: Comparacao entre as solu¢cdes numéricas obtidas pelos Esquemas Centrais de primeira
ordem e o método DGO com a solugao de referéncia do problema de Buckley-Leverett, com 50

volumes e v = 0.1.
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Figura 6.10: Comparagcao entre as solugoes numéricas obtidas pelos Esquemas Centrais de primeira
ordem e o método DGO com a solucao de referéncia do problema de Buckley-Leverett, com 100

volumes e v = 0.1.
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Figura 6.11: Comparacao entre as solugoes numéricas obtidas pelos Esquemas Centrais de alta
ordem e os métodos DG de alta ordem com a solugao de referéncia do problema de Buckley-

Leverett, com 50 volumes e v = 0.1.
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Figura 6.12: Comparacgao entre as solugoes numéricas obtidas pelos Esquemas Centrais de alta
ordem e os métodos DG de alta ordem com a solugdo de referéncia do problema de Buckley-

Leverett, com 100 volumes e v = 0.1.
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Capitulo 7

Conclusoes e Perspectivas

O objetivo deste trabalho foi o estudo computacional de métodos numéricos, da classe Galerkin
Descontinuo (DG), para aproximacao de problemas hiperbdlicos, lineares e nao-lineares. Em par-
ticular, foram estudadas esquemas explicitos do tipo SSP Runge-Kutta no tempo e DG no espaco.
Para tanto, foi necessario estudar a teoria de Elementos Finitos e de Volumes Finitos bem como
a teoria basica de problemas de valor inicial, associados a equagoes diferenciais hiperbélicas, para
motivar o uso dessas metodologias como ferramentas de aproximacao. Além deste estudo, em-
pregamos técnicas de estabilizacao para propor métodos de Galerkin Descontinuo de alta ordem,

utilizando os limitadores de inclinagao.

O estudo de esquemas de volumes finitos centrais de alta ordem desenvolvido no Capitulo 3,
mostrou que o uso de uma formulacao semi-discreta aliado a reconstrucoes de alta ordem, conduz
a resultados menos difusivos do que os obtidos por esquemas que nao admitem tal formulagao. A
teoria de métodos de Galerkin Descontinuo apresentada no Capitulo 4 permitiu a construcao de
esquemas semi-discretos baseados em espacos polinomiais locais de grau qualquer. A escolha de
um método numérico para solucao do sistema de EDO’s resultante da formulacao semi-discreta,
relaciona-se diretamente com a estabilidade espaco-tempo do método DG. Para este fim, escolhe-
mos a classe de métodos SSP Runge-Kutta. No estudo desta classe de métodos, aprendemos uma
de suas grandes vantagens, que ¢ a flexibilidade na escolha do grau dos polindmios da base, assim

como o nimero de estagios de integragdo no tempo. E é justamente a liberdade de escolha dos
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graus dos polinémios da base um dos grandes atrativos de métodos da classe DG. Contudo, como
ja esperado pelo Teorema de Godunov e verificado nos experimentos numéricos, tais esquemas
de alta ordem produzem solugoes que nao preservam a monotonicidade. Os métodos de Galer-
kin Descontinuo de alta ordem apresentados no Capitulo 5, baseados em duas novas estratégias
de estabilizacao via limitadores de inclinagao, conduziram a resultados estaveis, nao introduzindo
novos extremos locais. A estabilidade e precisao dos novos métodos foi comprovada através de
diferentes estudos numéricos, realizados ao final do Capitulo 5 e ao longo do Capitulo 6, onde
fizemos diversos experimentos computacionais para problemas hiperbélicos nao-lineares (Burgers
e Buckley-Leverett), fazendo comparagoes diretas com os esquemas numéricos apresentados nos
Capitulos 3 e 5.

Por fim, enfatiza-se que é um plano futuro a continuidade do estudo de métodos da classe DG,
com o objetivo de buscar novas formulagoes para obtencao de solugoes estaveis, como previsto
pela teoria para problemas hiperbdlicos. Neste contexto, mostramos a viabilidade do uso de
limitadores como uma alternativa para a estabilizacao das soluc¢oes aproximadas via DG, uma vez
que em regides com descontinuidades, o método DG pode exibir oscilagoes espurias para certas
escolhas de polindmios da base, tipicamente aqueles de graus mais elevados, como observado nos
experimentos numéricos reportados. Outra questao chave que pode ser aprofundada em trabalhos
futuros, é a escolha de estagios SSP da classe Runge-Kutta. Essa classe tem como metodologia
a aplicagdo de uma forma forte de estabilidade para preservar qualitativamente as propriedades
matematicas associadas a problemas hiperbdlicos, tais como a captura da correta velocidade de
propagacao, bem como solugoes sem oscilagdes espurias. Além disso, é plano futuro a extensao
da metodologia DG para a aproximacao de solugoes de sistemas hiperbélicos em modelos mais
sofisticados para aplicagdoes em problemas de natureza multifisica, como aqueles em dinamica de
fluidos em meios porosos, como por exemplo, em transporte de contaminantes em aquiferos e
também em reservatorios de petroleo para o desenho de estratégias eficientes para o aumento da

producao de hidrocarbonetos.
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