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Abstract

The focus of this work is the computational study of some Discontinuous Galerkin methods for
the numerical approximation of Ąrst order hyperbolic differential problems, focusing on explicit
schemes with time discretization based on Runge-Kutta type methods, in problems with linear
and nonlinear Ćuxes. SpeciĄcally, the good local stability properties of Runge-Kutta methods are
combined with stable numerical Ćux functions and slope limiters in order to propose new higher-
order Discontinuous Galerkin methods that achieve high resolution of abrupt gradients and of
discontinuous solutions, without spurious oscillations in numerical solutions. Furthermore, a brief
discussion about higher-order Ąnite volume central schemes is presented in order to introduce some
important concepts that are used in the construction of the DG methods. A representative set
of numerical simulations for linear and nonlinear hyperbolic models is presented and discussed, in
order to check the accuracy of the obtained Discontinuous Galerkin solutions by comparing them
with the ones obtained with well-established Ąnite volume methods and with exact solutions.

Keywords: Hyperbolic problems, Discontinuous Galerkin, Semi-discrete formulations, Runge-
Kutta time discretizations, Higher-order central schemes

Resumo

O foco do presente trabalho consiste no estudo computacional de métodos de Galerkin Descon-
tínuo para aproximação numérica de problemas diferenciais de natureza hiperbólica, com enfoque
em esquemas explícitos e no uso de aproximações do tipo Runge-Kutta no tempo para aproximação
de problemas lineares e não-lineares. EspeciĄcamente, serão exploradas as boas propriedades de
estabilidade local, no tempo, dos métodos da classe Runge-Kutta em conjunto com funções de Ćuxo
numérico estáveis e com o uso de limitadores de inclinação, com o objetivo de desenvolver métodos
Galerkin Descontínuo de alta ordem capazes de obter boa resolução de gradientes abruptos e de
soluções descontínuas, sem oscilações espúrias, em problemas hiperbólicos. Uma breve discussão
sobre esquemas de volumes Ąnitos centrais de alta ordem é apresentada, onde são introduzidos im-
portantes conceitos a serem utilizados na construção dos métodos de Galerkin Descontínuo. Um
conjunto representativo de simulações numéricas de modelos hiperbólicos lineares e não-lineares é
apresentado e discutido para avaliar a qualidade das aproximações obtidas em uma comparação
direta com outras aproximações precisas de volumes Ąnitos ou com soluções exatas, sempre que
possível.

Palavras-chave: Problemas hiperbólicos, Galerkin Descontínuo, Formulação semi-discreta,
Runge-Kutta, Esquemas centrais de alta ordem
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Capítulo 1

Introdução

Este trabalho aborda o estudo e a aplicação de Esquemas Centrais de Volumes Finitos e Métodos

de Galerkin Descontínuo, com suas implementações, a Ąm de obter alta resolução de gradientes

abruptos e de soluções descontínuas, sem oscilações espúrias, em problemas hiperbólicos escalares,

escritos na forma conservativa dada por:

𝑢𝑡 + 𝑓(𝑢)𝑥 = 0,

com 𝑢(𝑥, 𝑡) sendo a função incógnita e 𝑓(𝑢) uma função de Ćuxo. Em termos de aplicações, esta

lei de conservação pode modelar diferentes problemas, através da deĄnição de diferentes funções

de Ćuxo, tais como o escoamento de um Ćuido incompressível ou o escoamento simultâneo de duas

fases imiscíveis em um meio poroso rígido, bem como o transporte de substâncias miscíveis nestas

fases [87, 30], ou até mesmo, o Ćuxo de tráfego em estradas [74]. Modelos mais gerais podem ser

representados para o caso de sistemas de leis de conservação, como por exemplo em acústica [40],

em elasticidade [72], em eletromagnetismo [98], entre outros sistemas hiperbólicos com variação

espacial dos seus coeĄcientes [74, 81, 38, 79, 2]. As formulações numéricas que serão apresentadas

neste trabalho visam a resolução tanto de problemas escalares lineares quanto não-lineares, em

uma dimensão espacial.
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É bem conhecido que o esquema clássico de Lax-Friedrichs Ű ver e.g., [74] Ű é um esquema de

primeira ordem que possui formulação natural no contexto de volumes Ąnitos. Uma formulação

variante semi-discreta, contínua no tempo e discreta no espaço, do esquema Lax-Friedrichs é o

esquema de Lax-Friedrichs Local [74] (Local Lax Friedrichs), que visa a redução da dissipação nu-

mérica intrínseca do esquema Lax-Friedrichs. Em [82] Nessyahu e Tadmor (1990) propuseram uma

forma de modiĄcar o método Lax-Friedrichs a partir do uso de uma reconstrução linear da solução

constante por partes, baseada no uso de limitadores de inclinação (slope-limeters). Associada ao

uso de uma regra do ponto médio para a avaliação temporal do Ćuxo, esta estratégia conduz a

um método de segunda ordem (para soluções suaves). Em um trabalho posterior [66], Kurga-

nov e Tadmor (2000) alteraram o esquema de Nessyahu e Tadmor para construir um esquema de

alta-resolução, em uma formulação semi-discreta. Em trabalhos subsequentes [78] e [77], Tadmor

e colaboradores apresentaram a formulação de Galerkin Descontínuo Central (Central Disconti-

nuous Galerkin), que é baseada na sobreposição de métodos de Galerkin Descontínuo, (DG, do

inglês Discontinuous Galerkin) em uma malha original (regular) e em uma malha deslocada (dual).

O ingrediente chave desta formulação é o emprego de técnicas de reconstrução das aproximações

obtidas, em cada passo de tempo, nas diferentes malhas. Em resumo, a reconstrução das aproxi-

mações em cada nível de tempo, o uso de slope-limiters e o emprego de formulação semi-discreta,

podem ser vistos como ferramentas efetivas para a construção de métodos de alta resolução para

a aproximação de problemas hiperbólicos. Face aos desaĄos inerentes à construção de esquemas

numéricos DG estáveis e motivados pelo estudo feito nos trabalhos [78] e [77], nesta dissertação

propomos uma conexão entre um método DG de segunda ordem e os Esquemas Centrais de alta

ordem, com o uso de slope-limiters, de forma a obter métodos DG de alta ordem, estáveis, baseados

em formulações semi-discretas. A ideia básica é a construção de um método que use a informação

das partes constantes ou lineares da solução local, calculada no método DG, juntamente com o

emprego dos slope-limiters, para a escolha seletiva dos polinômios da base do método DG. Dessa

forma se faz necessário a apresentação dos elementos básicos de Esquemas Centrais de Volumes
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Finitos (Capítulo 3) e Métodos de Galerkin Descontínuo (Capítulo 4), para explicar a conexão

entre essas abordagens.

1.1 Desenvolvimento dos Métodos

Métodos de Elementos Finitos (MEF ou em inglês Finite Element Methods -FEM) têm provado

ser extremamente úteis na aproximação numérica de soluções de EDPs em problemas elípticos e

em sistemas relacionados (como por exemplo, as equações de Darcy, sistema de Stokes, modelos

de elasticidade), ou aos seus modelos parabólicos associados. Em linhas gerais, entre as possíveis

razões para o sucesso do MEF estão sua aplicabilidade em geometrias computacionais gerais, de

interesse em aplicações no mundo real, e da disponibilidade de ferramentas matemáticas para a

análise rigorosa de erro, [20], [14], [13], [21]. No entanto, o uso de MEF (clássico) para a solução

numérica de problemas hiperbólicos (ou quase hiperbólicos) é, em geral, não satisfatório. Fun-

damentalmente, esses problemas com predominância advectiva/convectiva, de evolução temporal,

não surgem naturalmente em um contexto de minimização de funcionais em uma norma energia

em espaços 𝐿2. Podemos observar que problemas de advecção/convecção não-lineares admitem

choques (soluções descontínuas) em 𝐿1 [42], [56], [52], [15].

É válido ainda mencionar que, o uso de MEF para tais problemas tem sido de interesse aca-

dêmico desde década de 70 até os dias atuais. Por outro lado, métodos de volumes Ąnitos são

predominantemente usados em pacotes de software industrial para a solução numérica de sistemas

de equações diferenciais hiperbólicas, especialmente na área de dinâmica dos Ćuidos computacional.

Vários autores tentaram construir esquemas numéricos que pudessem eliminar oscilações espúrias

pré-choques e pós-choques que apareciam com frequência nas soluções computacionais; veja, por

exemplo, o livro [74] para uma evolução histórica até a década de 2000. O esquema de Godunov

[74], [45] pode eliminar oscilações espúrias na vizinhança de ondas de choque em detrimento da

baixa precisão em regiões onde o Ćuxo é preciso. Esquemas centrais, por outro lado, produzem
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boas soluções em regiões suaves e em regiões com gradientes abruptos e com ondas de choque, mas

podem ser excessivamente suprimidos pela introdução de termos dissipativos artiĄciais, inerentes

à formulação dessa classe de métodos, que por sua vez também são localmente conservativos por

construção [74],[66],[82].

Partindo da teoria matemática de leis de conservação hiperbólicas [69], Harten [54] propôs o

conceito de TVD (Total Variation Diminishing, ou Variação Total Decrescente em uma livre tra-

dução), para construção de esquemas de diferenças Ąnitas e volumes Ąnitos de segunda ordem,

pela introdução de termos anti-difusivos (artiĄciais) e limitadores de inclinação para melhorar a

resolução numérica de soluções envolvendo descontinuidades e choques. Muitos outros autores con-

tribuíram para a construção de métodos com as boas propriedades TVD evitando assim oscilações

espúrias na solução. Van Leer [103], por exemplo, desenvolveu limitadores de Ćuxo para produzir

métodos de segunda ordem de precisão, mas ao mesmo tempo preservando monotonicidade para

problemas hiperbólicos de valor inicial com um perĄl inicial também monotônico. Contribuições

importantes sobre esquemas TVD foram também feitas por Roe [95], [96], Osher [86] e Yee [108].

Além disso, muitas das ideias sobre limitadores de inclinação e de Ćuxo foram uniĄcadas por Sweby

[101]. Veja também a referência [74] onde são discutidas as principais ideias para a construção

de esquemas centrais, associadas a outras ideias tais como formulações semi-discretas, esquemas

centrais combinados com estratégia upwind [80], [65]. Por outro lado, mas ainda no contexto de

métodos de aproximação para problemas hiperbólicos, Reed e Hill [91] publicaram um trabalho

em 1973 onde propuseram uma nova classe de MEF, hoje amplamente conhecido como o método

de Galerkin Descontínuo (ou simplesmente método DG) para a solução numérica do problema de

transporte nuclear, que envolve uma EDP linear hiperbólica de primeira ordem. Estes métodos fo-

ram posteriormente analisados por Lesaint e Raviart, [71] e também por Johnson e Pitkranta [59];

veja também [21] para uma ampla discussão uniĄcada de métodos DG em conexão com métodos

mistos para problemas elípticos. Métodos DG exibem propriedades atraentes para a aproximação

numérica de problemas do tipo hiperbólico ou quase-hiperbólico, em comparação com os métodos

4



MEF clássicos, como aqueles mencionados previamente neste texto. De modo amplo, ainda nos

dias atuais, a aplicação de uma autêntica estratégia que seja localmente conservativa e adaptativa,

incluindo técnicas de reconstrução de alta ordem, continua a ser uma tarefa computacionalmente

difícil, especialmente em malhas híbridas não estruturadas. Portanto, os métodos DG surgem como

uma classe atraente de métodos, teoricamente de ordem arbitrária, para a solução numérica de

várias classes de EDPs, onde a formulação MEF clássica não é aplicável. Um signiĄcativo volume

de métodos DG para problemas hiperbólicos tem aparecido na literatura de forma mais frequente.

Aos leitores interessados sobre o assunto, sugerimos consultar os trabalhos na área [8], [22] e os

trabalhos de revisão que incluem uma discussão sobre métodos DG combinados com formulações

Runge-Kutta [64], [48], [28]. Veja também [49] para uma discussão sobre métodos DG com dis-

tintas formulações semi-discretas, incluindo relevantes aspectos de estabilidade, no contexto SSP

(Strong-Stability-Preserving), que também abrange discretizações no tempo com múltiplos está-

gios para problemas hiperbólicos, estratégia que utilizaremos aqui para a evolução das equações

diferenciais ordinárias (EDOŠs) decorrentes da utilização do DG.

1.2 Organização da Dissertação

O trabalho está organizado como segue. Uma breve introdução a leis de conservação, alguns

modelos hiperbólicos, lineares e não-lineares e o Problema de Riemann são apresentados no Capí-

tulo 2. No Capítulo 3 serão discutidos os aspectos chaves do problema diferencial estudado e da

formulação do método dos volumes Ąnitos e dos esquemas centrais para sua resolução numérica. O

enfoque será sobre as diferentes abordagens de esquemas centrais, com o objetivo de ilustrar certas

vantagens e desvantagens dessas formulações e propor melhorias das aproximações empregadas,

tanto na formulação totalmente discreta como em formulações semi-discretas. Apresentaremos

um conjunto simples de experimentos numéricos para um problema linear a Ąm de avaliar as

propriedades dos esquemas que estudamos neste capítulo.
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No Capítulo 4 serão discutidos conceitos fundamentais do método de Galerkin Descontínuo,

também para problemas lineares e não-lineares, em particular a questão da hipótese básica de

separação de variáveis, a aproximação de elementos Ąnitos para o espaço e de Runge-Kutta no

tempo. No Ąnal deste capítulo iremos apresentar alguns experimentos numéricos a Ąm de avaliar

as soluções obtidas para o método DG utilizando como base polinômios constantes e lineares.

No Capítulo 5 discutiremos a não-monotonicidade da solução do método DG para polinômios

de grau maior que zero e, após uma breve ilustração da atuação dos limitadores de Ćuxo, in-

troduziremos dois algoritmos para estabilização do método DG com polinômios lineares, obtendo

assim métodos de Galerkin Descontínuo de alta ordem. Além disso iremos exibir um pequeno con-

junto de experimentos numéricos a Ąm de avaliar a eĄcácia de nossas propostas de estabilização,

comparando-as com resultados oscilatórios exibidos no Capítulo 4.

No Capítulo 6 iremos apresentar e discutir um conjunto de experimentos numéricos para os

métodos de Galerkin Descontínuo de alta ordem propostos, usando Ćuxos lineares e não-lineares e

comparando os Esquemas Centrais de Volumes Finitos. Finalmente, Capítulo 7, apresentaremos

as conclusões do trabalho.
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Capítulo 2

Modelos Hiperbólicos

Neste capítulo, faremos uma breve introdução sobre as Equações Diferenciais Parciais (EDPs)

hiperbólicas que serão estudadas e aproximadas por diferentes métodos numéricos nos próximos ca-

pítulos. EspeciĄcamente, vamos iniciar com a motivação física de aplicações de leis de conservação

hiperbólicas, levando em conta distintas funções de Ćuxo. Ao Ąnal apresentaremos o problema de

Riemann, que auxiliará na compreensão dos esquemas de volumes Ąnitos e de Galerkin Descontínuo

que serão apresentados nos Capítulos 3 e 4, respectivamente.

2.1 Lei de Conservação Hiperbólica

Seja 𝐷 = Ω × 𝐼 ⊆ R
2, o domínio de deĄnição do problema estudado, onde Ω = (𝑎, 𝑏) com

𝑎, 𝑏 ∈ R e 𝑎 < 𝑏, e 𝐼 = (0, 𝑇 ) com 𝑇 > 0 correspondendo às partes espacial e temporal de 𝐷,

respectivamente. Sem perda de generalidade 𝑥 denotará a variável espacial e 𝑡 a variável temporal.

Assim tomamos 𝑢 : 𝐷 ⊃ R a função que designa uma variável conservada e a função de Ćuxo 𝑓(𝑢),

com imagem em R. Uma lei de conservação associada a essas funções é uma equação diferencial

parcial escrita na forma

𝑢𝑡 + 𝑓(𝑢)𝑥 = 0, (2.1)
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onde os subscritos 𝑡 e 𝑥 denotam as derivadas parciais com relação as variáveis 𝑡 e 𝑥, respectiva-

mente. Em geral, 𝑢 representa uma função densidade, com a interpretação de que

∫︁ 𝑥2

𝑥1

𝑢(𝑥, 𝑡) 𝑑𝑥

é a quantidade total da variável de estado relacionada, no intervalo [𝑥1, 𝑥2], no instante 𝑡. Neste

contexto, 𝑓(𝑢) é uma função de Ćuxo de caráter linear ou não-linear. A equação (2.1) deverá ser

acrescida de uma condição inicial e uma condição de contorno (em domínios limitados), deĄnindo

assim um problema de valor inicial e de contorno. Uma lei de conservação escrita segundo a

forma diferencial (2.1), também chamada de forma forte, exige que as funções 𝑢 e 𝑓 possuam

maior regularidade do que em sua forma fraca, como será visto adiante [102], [73]. Em geral, os

problemas físicos relacionados são expressos como relações integrais. Ao considerar uma formulação

integral, o espaço onde a solução é deĄnida é consideravelmente aumentado, permitindo inclusive

a busca por soluções descontínuas. Podemos considerar diferentes formas integrais ([102] e [18]).

Por exemplo, considerando um volume de controle 𝑉 = [𝑥1, 𝑥2]× [𝑡1, 𝑡2] no plano (𝑥, 𝑡) e integrando

a equação (2.1) entre 𝑥1 e 𝑥2, obtemos a forma integral, também chamada de forma fraca,

𝑑

𝑑𝑡

∫︁ 𝑥2

𝑥1

𝑢(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥 = 𝑓(𝑢(𝑥1, 𝑡)) ⊗ 𝑓(𝑢(𝑥2, 𝑡)). (2.2)

2.2 Exemplos de Leis de Conservação Escalares

Apresentamos a seguir alguns exemplos de leis de conservação hiperbólicas escalares ampla-

mente conhecidas na literatura, destacando as funções de Ćuxo que as deĄnem.

2.2.1 Equação de Advecção Linear

Se tomarmos

𝑓(𝑢) = 𝑎𝑢, (2.3)
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para algum parâmetro 𝑎 ∈ R, podemos deĄnir a equação de advecção linear como sendo:

𝑢𝑡 + 𝑎𝑢𝑥 = 0. (2.4)

Esta equação representa a equação da onda, ou equação do transporte advectivo, ao longo do

espaço e do tempo. A solução exata desta equação diferencial parcial é a translação da condição

inicial, ou seja, se para 𝑡 = 0 temos que

𝑢(𝑥, 0) = Ö(𝑥),

então

𝑢(𝑥, 𝑡) = Ö(𝑥⊗ 𝑎𝑡).

Neste problema, a variável 𝑎 denota a velocidade com que a informação é propagada no domínio.

2.2.2 Equações de Burgers

A equação de Burgers é originalmente dada por

𝑢𝑡 +

⎠
𝑢2

2

⎜

𝑥

= Ñ𝑢𝑥𝑥,

com Ñ > 0, enquanto sua versão não-viscosa é deĄnida como

𝑢𝑡 +

⎠
𝑢2

2

⎜

𝑥

= 0, (2.5)

à qual vamos nos referir somente por Equação de Burgers. Esta equação pode ser diretamente

obtida da lei de conservação (2.1) através do emprego do Ćuxo convexo

𝑓(𝑢) =
𝑢2

2
, (2.6)
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ilustrado na Figura 2.1, cuja derivada em relação a 𝑢 é apresentada na Figura 2.2.
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Figura 2.1: GráĄco do Ćuxo da equação de Burgers
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Figura 2.2: GráĄco da derivada do Ćuxo da equação de Burgers
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2.2.3 Equação de Buckley-Leverett

A equação de Buckley-Leverett está associada ao problema de transporte bifásico e o Ćuxo é

não-convexo. Se tomarmos

𝑓(𝑢) =
𝑢2

𝑢2 + 𝑤(1 ⊗ 𝑢)2
, (2.7)

onde 𝑤 denota a razão de viscosidade de dois Ćuidos imiscíveis que escoam em um meio poroso,

deĄnimos a Equações de Buckley-Leverett como sendo:

𝑢𝑡 +

⎠
𝑢2

𝑢2 + 𝑤(1 ⊗ 𝑢)2

⎜

𝑥

= 0. (2.8)

Nas Figuras 2.3 e 2.4 apresentamos os gráĄcos da função de Ćuxo da Equação de Buckley-Leverett

e de sua derivada em relação a 𝑢, respectivamente, para 𝑤 = 1/2.
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Figura 2.3: GráĄco do Ćuxo da equação de Buckley-Leverett para 𝑤 = 1/2
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Figura 2.4: GráĄco da derivada do Ćuxo da equação de Buckley-Leverett para 𝑤 = 1/2

2.2.4 Traçador-Passivo

O problema traçador passivo [11], em seu caso unidimensional, diz respeito à concentração 𝑢(𝑥, 𝑡)

de uma substância miscível em uma fase que escoa, e pode ser apresentado através da equação

(2.1) com o Ćuxo mássico dado por

𝑓(𝑢) = 𝑣(𝑥)𝑢⊗ 𝑑(𝑥)𝑢𝑥, (2.9)

onde 𝑑(𝑥) > 0 é uma função que mede a difusão da substância (dada pela Lei de Fick) e 𝑣(𝑥) é a

velocidade de escoamento. Sob as hipóteses de incompressibilidade do Ćuido

𝑣𝑥 = 0 (2.10)

e de difusão homogênea, a equação (2.1) recai sobre a clássica equação do transporte advectivo-

difusivo

𝑢𝑡 + 𝑣𝑢𝑥 ⊗ 𝑑𝑢𝑥𝑥 = 0. (2.11)
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Para os casos em que a difusão pode ser desprezada a equação (2.11) se torna análoga à equação

da advecção linear (2.4)

𝑢𝑡 + 𝑣𝑢𝑥 = 0. (2.12)

2.2.5 Fluxo de Tráfego

Seja agora 0 ⊘ 𝑢(𝑥, 𝑡) ⊘ 𝑢max a densidade de carros em um dado ponto (𝑥, 𝑡) do domínio e 𝑣

a velocidade em que os veículos transitam. O problema de Fluxo de Tráfego (Traffic Flow) [74]

modela a densidade de carros que circulam em uma estrada, podendo ser descrito pelo emprego

do Ćuxo

𝑓(𝑢) = 𝑣max𝑢
(︂

1 ⊗
𝑢

𝑢max

)︂
, (2.13)

onde 𝑣max é a máxima velocidade permitida para o tráfego dos veículos. Este Ćuxo leva em

consideração a variação da velocidade como função da densidade de veículos, segundo a relação

𝑣(𝑢) = 𝑣max

(︂
1 ⊗

𝑢

𝑢max

)︂
. (2.14)

Note que pela equação (2.14), quando a densidade é máxima (𝑢 = 𝑢max), a velocidade se anula,

indicando engarrafamento. Já quando a densidade é nula (𝑢 = 0), os veículos trafegam à velocidade

máxima. No entanto, sob o ponto de vista da equação (2.13), o Ćuxo se anula para ambos os casos,

já que para o último caso a rodovia se encontra vazia. Nas Figuras 2.5 e 2.6 apresentamos os gráĄcos

da função de Ćuxo e de sua derivada em relação a 𝑢, respectivamente, para 𝑢𝑚𝑎𝑥 = 1 e 𝑣𝑚𝑎𝑥 = 1.
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Figura 2.5: GráĄco do Ćuxo de Tráfego para 𝑢𝑚𝑎𝑥 = 1 e 𝑣𝑚𝑎𝑥 = 1.
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Figura 2.6: GráĄco da derivada do Ćuxo de Tráfego para 𝑢𝑚𝑎𝑥 = 1 e 𝑣𝑚𝑎𝑥 = 1.
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2.3 O Problema de Riemann

A lei de conservação (2.1) junto com uma condição inicial possuindo uma descontinuidade em

um ponto, constitui um problema de valor inicial conhecido com Problema de Riemann [73]. Mais

especiĄcamente, tomamos a condição inicial

𝑢0(𝑥, 0) =

∏︁
⋁︁⋁︁⨄︁
⋁︁⋁︁⋃︁

𝑢𝑙 se ⊗∞ < 𝑥 < 𝑥̄

𝑢𝑟 se 𝑥̄ < 𝑥 < ∞

onde 𝑥̄ é o ponto de mudança do estado à esquerda 𝑢𝑙 para o estado à direita 𝑢𝑟. A solução

do Problema de Riemann depende fortemente da função de Ćuxo 𝑓(𝑢) que está sendo utilizada,

podendo gerar soluções que contenham ondas de choque, rarefação, etc [102], [73]. A solução

numérica deste problema será explorada nos capítulos a seguir, a partir do emprego de métodos

de volumes Ąnitos e de métodos de Galerkin Descontínuo, utilizando funções de Ćuxo lineares e

não-lineares. Abaixo temos um gráĄco com um exemplo de condição inicial associada ao Problema

de Riemann.

−1 −0.5 0 0.5 1
−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

[x]

[u
0
(x

)]

Gráfico da Condição Incial de Problema de Riemann

 

 

Condição Inicial

Figura 2.7: Exemplo de uma condição inicial do Problema de Riemann com 𝑢𝑙 = 1, 𝑢𝑟 = ⊗1
2

e

𝑥 = 0.
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Capítulo 3

Esquemas de Volumes Finitos Centrais

Neste capítulo, iremos discutir esquemas numéricos para a resolução de equações hiperbólicas

unidimensionais (apresentadas no Capítulo 2), baseados em esquemas de volumes Ąnitos centrais do

tipo de Godunov [74] e [73], abordando seu processo de construção. Tais esquemas são construídos

a partir da integração da lei de conservação (2.1) sobre volumes de controle contendo os leques de

Riemann que surgem nas fronteiras das células. Na primeira seção vamos introduzir a nomenclatura

e deĄnições usuais, às quais utilizaremos na composição dos esquemas de volumes Ąnitos e, também,

dos métodos de Galerkin Descontínuo que serão apresentados nos Capítulos 4 e 5. Iniciaremos com

o estudo dos esquemas de primeira ordem Lax-Friedrichs [74] e Lax-Friedrichs Local [74] e [18],

abordando a dependência da difusão artiĄcial com o passo de tempo utilizado. Em seguida, serão

introduzidos os esquemas de alta ordem propostos por Nessyahu e Tadmor [82] e por Kurganov e

Tadmor [66]. Para obter alta ordem, estes esquemas fazem uso de reconstruções lineares, que por

sua vez empregam o conceito de limitadores de inclinação. Neste contexto, também será comentado

o uso de diferentes limitadores, que nortearão a construção dos métodos de Galerkin Descontínuo a

serem apresentados no Capítulo 5. Na referência [74] encontramos um rico conteúdo sobre volumes

Ąnitos e leis de conservação escalares, de onde retiramos as deĄnições de convergência, estabilidade

e consistência adotadas neste trabalho.
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3.1 Nomenclatura para Problemas Discretos

Introduziremos aqui a deĄnição da partição do intervalo e suas respectivas células primais e

duais, conceitos com os quais lidaremos durante todo o texto. Seja ¶𝑥0, 𝑥1, ..., 𝑥𝑗, ..., 𝑥𝑚+1♢ uma

partição Ąxa do intervalo Ω, com 𝑗,𝑚 ∈ N, 1 ⊘ 𝑗 ⊘ 𝑚, tal que 𝑥0 = 𝑎 e 𝑥𝑚+1 = 𝑏, onde 𝑚

representa o número de nós internos 𝑥𝑗 da malha física. Tome ainda

𝑥𝑗+ 1

2

=
𝑥𝑗+1 + 𝑥𝑗

2
.

Vamos considerar dois sub-intervalos:

𝐶𝑗 =
⎞
𝑥𝑗⊗

1

2

, 𝑥𝑗+ 1

2

)︁
(3.1)

de comprimento Δ𝑥𝑗 = 𝑥𝑗+1/2 ⊗ 𝑥𝑗⊗1/2, como sendo a célula primal (elemento primal) e

𝐶𝑗+ 1

2

= (𝑥𝑗, 𝑥𝑗+1) (3.2)

de comprimento Δ𝑥𝑗+1/2 = 𝑥𝑗+1 ⊗ 𝑥𝑗 como sendo a célula dual (elemento dual). Por questão

de simplicidade, tomaremos uma partição regular do domínio, no sentido de que todas as células

𝐶𝑗 ou 𝐶𝑗+1/2 possuem o mesmo comprimento Δ𝑥. Note que com esta construção temos que

𝑥𝑗+ 1

2

= 𝑥𝑗 +
Δ𝑥
2

. Abaixo temos uma representação de nossa malha física.

xj-1 xj-1/2

Cj

xj xj+1xj+1/2

Cj+1/2

Figura 3.1: Representação da malha espacial
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O objetivo dos esquemas apresentados é determinar uma aproximação para a função 𝑢(𝑥, 𝑡) em

um dado tempo 𝑡𝑛 e em alguma célula 𝐶𝑗, com 𝑖 ∈ N. Para isso deĄnimos 𝑈𝑛
𝑗 como sendo uma

aproximação do valor médio de 𝑢(𝑥, 𝑡) no tempo 𝑡𝑛 sobre a célula 𝐶𝑗 e calculado por:

𝑈𝑛
𝑗 ≡

1
Δ𝑥

∫︁

𝐶𝑗

𝑢(𝑥, 𝑡𝑛)𝑑𝑥.

3.2 Conceitos Fundamentais

Iniciamos com a integração da lei de conservação (2.1) sobre uma célula 𝐶𝑗, que pode ser vista

como a restrição da equação (2.2) à célula 𝐶𝑗:

𝑑

𝑑𝑡

∫︁

𝐶𝑗

𝑢(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥 = 𝑓(𝑢(𝑥𝑗⊗
1

2

, 𝑡)) ⊗ 𝑓(𝑢(𝑥𝑗+ 1

2

, 𝑡)).

Integrando com relação a variável 𝑡 em (𝑡𝑛, 𝑡𝑛+1), temos que:

∫︁

𝐶𝑗

𝑢(𝑥, 𝑡𝑛+1)𝑑𝑥⊗
∫︁

𝐶𝑗

𝑢(𝑥, 𝑡𝑛)𝑑𝑥 =
∫︁ 𝑡𝑛+1

𝑡𝑛
𝑓(𝑢(𝑥𝑗⊗

1

2

, 𝑡))𝑑𝑡⊗
∫︁ 𝑡𝑛+1

𝑡𝑛
𝑓(𝑢(𝑥𝑗+ 1

2

, 𝑡))𝑑𝑡.

Dividindo a equação anterior por Δ𝑥 e rearrumando, temos:

1
Δ𝑥

∫︁

𝐶𝑗

𝑢(𝑥, 𝑡𝑛+1)𝑑𝑥 =
1

Δ𝑥

∫︁

𝐶𝑗

𝑢(𝑥, 𝑡𝑛)𝑑𝑥

⊗
1

Δ𝑥

⎟∫︁ 𝑡𝑛+1

𝑡𝑛
𝑓(𝑢(𝑥𝑗+ 1

2

, 𝑡))𝑑𝑡⊗
∫︁ 𝑡𝑛+1

𝑡𝑛
𝑓(𝑢(𝑥𝑗⊗

1

2

, 𝑡))𝑑𝑡

⟨
. (3.3)

DeĄnindo ℎ𝑗+ 1

2

como sendo uma aproximação para o Ćuxo médio ao longo de 𝑥 = 𝑥𝑗+ 1

2

temos que:

ℎ𝑗+ 1

2

≡
1

Δ𝑡

∫︁ 𝑡𝑛+1

𝑡𝑛
𝑓(𝑢(𝑥𝑗+ 1

2

, 𝑡)𝑑𝑡.
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onde deĄnimos Δ𝑡 = 𝑡𝑛+1 ⊗ 𝑡𝑛. Sob as novas notações podemos reescrever a equação (3.3) como:

𝑈𝑛+1
𝑗 = 𝑈𝑛

𝑗 ⊗
Δ𝑡
Δ𝑥

(ℎ𝑗+ 1

2

⊗ ℎ𝑗⊗
1

2

), (3.4)

ou ainda, para o caso particular em que ℎ𝑗+1/2 = ℎ(𝑈𝑛
𝑗 , 𝑈

𝑛
𝑖+1)

𝑈𝑛+1
𝑖 = 𝑈𝑛

𝑗 ⊗
Δ𝑡
Δ𝑥

(ℎ(𝑈𝑛
𝑗 , 𝑈

𝑛
𝑗+1) ⊗ ℎ(𝑈𝑛

𝑗⊗1, 𝑈
𝑛
𝑗 )). (3.5)

O Ćuxo numérico ℎ deve ser consistente com o Ćuxo físico [74] e [73], no sentido de que

ℎ(𝑢, 𝑢) = ℎ(𝑢). (3.6)

O esquema (3.4) pode ser equivalentemente escrito na forma de diferenças

𝑈𝑛+1
𝑗 ⊗ 𝑈𝑛

𝑗

Δ𝑡
+
ℎ𝑗+ 1

2

⊗ ℎ𝑗⊗
1

2

Δ𝑥
= 0. (3.7)

Estas formas são chamadas de conservativas, uma vez que somando em um grupo de células, por

exemplo, do índice 𝑗min ao índice 𝑗max, temos

Δ𝑥
𝑗max∑︁

𝑗=𝑗min

𝑈𝑛+1
𝑗 = Δ𝑥

𝑗max∑︁

𝑗=𝑗min

𝑈𝑛
𝑗 ⊗ Δ𝑡

[︁
ℎ𝑗max+ 1

2

⊗ ℎ𝑗min⊗
1

2

]︁
. (3.8)

Nesta equação, o lado esquerdo representa a quantidade total da variável conservada presente no

sistema no novo instante de tempo e o primeiro termo do lado direito representa esta quantidade

no instante anterior. Dentro dos colchetes estão apenas os termos de Ćuxo que não se anulam

no somatório, representando o Ćuxo das variáveis conservadas através dos extremos do intervalo

analisado. De fato, a equação (3.8) representa a correta descrição da lei integral (2.2), sendo válida

mesmo na presença de ondas de choque, contato, etc [97].

A função de Ćuxo numérico deĄne se o esquema resultante será convergente, ou seja, se a

20



solução numérica converge para a solução exata da equação diferencial quando Δ𝑥 e Δ𝑡 tendem

para zero. Isto geralmente requer duas condições:

Consistência: O esquema deve ser consistente no sentido que, localmente, se aproxima da equação

original.

Estabilidade: O esquema deve ser estável, ou seja, pequenos erros obtidos em um dado passo de

tempo não crescem de forma descontrolada no passo de tempo seguinte.

A relação entre estas duas condições e a convergência do esquema, é ditada pelo Teorema da

Equivalência de Lax [74]:

Teorema 3.2.1 (Teorema da Equivalência de Lax). Dado um esquema numérico para equações

diferenciais lineares, este esquema numérico é convergente se, e somente se, for estável e consistente.

Outro aspecto importante relacionado a convergência do método é a condição CFL (devida a

Courant, Friedrichs e Levy [31]) que pode ser descrita por:

Condição CFL: O método numérico é convergente quando o domínio de dependência numérico

contém o domínio de dependência verdadeiro da equação diferencial parcial.

Esta é uma condição necessária para a convergência de esquemas de volumes Ąnitos explícitos para

equações hiperbólicas [74]. Finalmente, é conveniente apresentar o número de Courant que, no

caso da lei de conservação hiperbólica (2.1) pode ser deĄnido como:

Ü = 𝑎
Δ𝑡
Δ𝑥

, (3.9)

onde 𝑎 é dado por:

𝑎 = max
𝑢

♣𝑓 ′(𝑢)♣. (3.10)

Como veremos, o controle do número de Courant pode prevenir o surgimento de oscilações espúrias

que comprometem as informações conforme o método evolui.
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3.3 Algoritmo de Godunov

O algoritmo de Godunov, proposto inicialmente por S.K. Godunov (1959) [44], é aplicado para

a construção de esquemas de volumes Ąnitos e das classes Central e Upwind, por exemplo. Vamos

enunciar aqui a versão deste algoritmo encontrado em [74]. Este algoritmo, denominado REA

(do inglês Reconstruct, Evolve and Average) consiste em três etapas: Reconstrução, Evolução e

Projeção, que são descritos a seguir:

1. Reconstruir a função 𝑢(𝑥, 𝑡𝑛) através de uma função polinomial por partes 𝑢̃𝑛(𝑥, 𝑡𝑛) deĄnida

para todo 𝑥, em cada uma das células 𝐶𝑗 a partir dos valores médios 𝑈𝑛
𝑗 . Neste passo

escolhemos uma função polinomial por partes que vai ser localmente uma aproximação para

a função 𝑢(𝑥, 𝑡) na célula 𝐶𝑗.

2. Evoluir a equação hiperbólica exata (ou aproximada) a partir dos dados iniciais estabelecidos

no passo anterior e obter 𝑈𝑛+1
𝐷𝑗

, após o tempo Δ𝑡, onde 𝐷𝑗 designa uma célula de um novo

domínio.

3. De posse da solução numérica 𝑈𝑛+1
𝐷𝑗

(ou sua reconstrução), a projetamos sobre cada célula

da malha original para obter os novos valores médios 𝑈𝑛+1
𝑖 .

3.4 O Esquema de Lax-Friedrichs

O esquema de Lax-Friedrichs [67] é conhecido como o precursor dos esquemas centrais. No

contexto do algoritmo REA, este esquema pode ser deduzido utilizando reconstrução direta, ou

seja as funções constantes por partes 𝑈𝑛
𝑗 . O passo evolutivo se dá sobre a malha dual, ou seja,
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tomamos 𝐷𝑗 = 𝐶𝑗+1/2 conforme deĄnido em (3.2), conduzindo a

𝑈𝑛+1
𝐶𝑗+1/2

⊕
1

Δ𝑥

∫︁

𝐶𝑗+1/2

𝑢̃(𝑥, 𝑡𝑛+1)𝑑𝑥

=
1

Δ𝑥

∫︁

𝐶𝑗+1/2

𝑢̃(𝑥, 𝑡𝑛)𝑑𝑥⊗
1

Δ𝑥

∫︁ 𝑡𝑛+1

𝑡𝑛
[𝑓(𝑢(𝑥𝑗+1, 𝑡) ⊗ 𝑓(𝑢(𝑥𝑗, 𝑡)] 𝑑𝑡

O primeiro termo do lado direito pode ser integrado analiticamente e fornece:

1
Δ𝑥

∫︁

𝐶𝑗+1/2

𝑢̃(𝑥, 𝑡𝑛)𝑑𝑥 =
1

Δ𝑥

∫︁ 𝑥𝑗+1/2

𝑥𝑗

𝑈𝑛
𝑗 𝑑𝑥+

1
Δ𝑥

∫︁ 𝑥𝑗+1

𝑥𝑗+1/2

𝑈𝑛
𝑗+1𝑑𝑥

=
1
2

⎞
𝑈𝑛

𝑗 + 𝑈𝑛
𝑗+1

)︁
.

Já o segundo termo do lado direito pode ser aproximado utilizando a regra

∫︁ 𝑡𝑛+1

𝑡𝑛
𝑓(𝑡)𝑑𝑡 = Δ𝑡𝑓(𝑡𝑛) +𝑂(Δ𝑡2)

levando à aproximação

1
Δ𝑥

∫︁ 𝑡𝑛+1

𝑡𝑛
[𝑓(𝑢(𝑥𝑗+1, 𝑡) ⊗ 𝑓(𝑢(𝑥𝑗, 𝑡)] 𝑑𝑡 ≡

Δ𝑡
Δ𝑥

[︁
𝑓(𝑈𝑛

𝑗+1) ⊗ 𝑓(𝑈𝑛
𝑗 )
]︁

onde desprezamos o termo 𝑂(Δ𝑡). Com isso chegamos a expressão do valor médio sobre a célula

dual 𝐶𝑗+1/2 no instante 𝑡 = 𝑡𝑛 + Δ𝑡, dado por

𝑈𝑛+1
𝑗+1/2 =

1
2

⎞
𝑈𝑛

𝑗 + 𝑈𝑛
𝑗+1

)︁
⊗

Δ𝑡
Δ𝑥

[︁
𝑓(𝑈𝑛

𝑗+1) ⊗ 𝑓(𝑈𝑛
𝑗 )
]︁
, (3.11)

onde omitimos a notação da célula, no subíndice.

Uma vez que estamos lidando com soluções constantes por partes, em células uniformes, a

projeção, que é o passo Ąnal do algoritmo REA, pode ser dada pela simples média dos valores
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obtidos nas células da malha dual, ou seja

𝑈𝑛+1
𝑗 =

1
2

⎞
𝑈𝑛+1

𝑗+1/2 + 𝑈𝑛+1
𝑗⊗1/2

)︁
. (3.12)

A expressão dada em (3.11) é uma versão em malha deslocada do Esquema de Lax-Friedrichs

apresentada em [82] ao qual fazemos o passo de Projeção, segundo o Algoritmo REA, em (3.12).

A versão clássica e amplamente difundida do Esquema de Lax-Friedrichs (LxF) [74] o qual estu-

daremos aqui é dada por:

𝑈𝑛+1
𝑗 =

1
2

(𝑈𝑛
𝑗⊗1 + 𝑈𝑛

𝑗+1) ⊗
Δ𝑡

2Δ𝑥
[𝑓(𝑈𝑛

𝑗+1) ⊗ 𝑓(𝑈𝑛
𝑗⊗1)]. (3.13)

A Figura 3.2 mostra geometricamente o procedimento descrito para a dedução do esquema LxF

[82], com exceção da projeção sobre a malha original.

t

x

xj xj+1/2 xj+1

j+1/2

n+1

U

j+1

n

U

j

n

U

Figura 3.2: Esquema ilustrativo para o esquema Lax-Friedrichs em malha deslocada.

Rearranjando os termos de (3.13) na forma (3.5), encontramos o Ćuxo numérico do Esquema
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LxF Clássico:

ℎ𝑗+1/2 ⊕ ℎ(𝑈𝑛
𝑗 , 𝑈

𝑛
𝑗+1) =

1
2

(𝑓(𝑈𝑛
𝑗 ) + 𝑓(𝑈𝑛

𝑗+1)) ⊗
Δ𝑥
2Δ𝑡

(𝑈𝑛
𝑗+1 ⊗ 𝑈𝑛

𝑗 ). (3.14)

Este Ćuxo pode ser interpretado como o Ćuxo médio, que é conhecidamente instável [74], mais um

termo de correção que introduz uma difusão artiĄcial, estabilizadora. De fato, a introdução desta

difusão artiĄcial Ąca clara se rearranjarmos o esquema LxF (3.13) na forma de diferenças Ąnitas

(3.15)
𝑈𝑛+1

𝑗 ⊗ 𝑈𝑛
𝑗

Δ𝑡
+
𝑓(𝑈𝑛

𝑗+1) ⊗ 𝑓(𝑈𝑛
𝑗⊗1)

2Δ𝑥
⊗ Ñ

⎠
𝑈𝑛

𝑗⊗1 ⊗ 2𝑈𝑛
𝑗 + 𝑈𝑛

𝑗+1

Δ𝑥

⎜
= 0,

onde

Ñ =
1
2

Δ𝑥2

Δ𝑡
.

que é o esquema obtido para a aproximação da equação de advecção-difusão

𝑢𝑡 + (𝑓(𝑢))𝑥 ⊗ Ñ𝑢𝑥𝑥 = 0

utilizando-se diferenças centradas para o cálculo das derivadas primeira e segunda no espaço. As-

sim, Ąxando Δ𝑡/Δ𝑥 e reĄnando a malha, o coeĄciente Ñ tende a zero, garantindo a consistência

do esquema. Embora seja a responsável pela estabilidade do método, esta difusão pode compro-

meter seriamente a qualidade do resultado numérico. Recordando a condição CFL, para casos em

que a velocidade de propagação seja muito alta e seja adotada uma discretização espacial Ąxa, é

necessário o emprego de passos de tempo muito pequenos, o que ocasiona uma difusão artiĄcial

excessiva, uma vez que Ñ será inversamente proporcional a Δ𝑡.

3.5 O Esquema de Lax-Friedrichs Local

Uma possibilidade para superar os efeitos causados pela excessiva dissipação do esquema LxF é

o emprego de uma formulação semi-discreta, contínua no tempo e discreta no espaço. Observamos
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que o esquema LxF não admite tal contrapartida semi-discreta, uma vez que se tomarmos lim∆𝑡⊃0

na equação (3.15) temos

d𝑈
d𝑡

⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃
𝑥𝑗

= ⊗
𝑓(𝑈𝑛

𝑗+1) ⊗ 𝑓(𝑈𝑛
𝑗⊗1)

2Δ𝑥
+

Δ𝑥
2

⎞
𝑈𝑛

𝑗⊗1 ⊗ 2𝑈𝑛
𝑗 + 𝑈𝑛

𝑗+1

)︁
lim

∆𝑡⊃0

1
Δ𝑡

que torna-se ilimitado. Este fato pode ser visto como uma consequência do Ćuxo numérico (3.14).

Este Ćuxo pode ser escrito como um caso particular do Ćuxo numérico

ℎ𝑗+1/2 =
1
2

[︁
𝑓(𝑈𝑛

𝑗 ) + 𝑓(𝑈𝑛
𝑗+1) ⊗ 𝑎

⎞
𝑈𝑛

𝑗+1 ⊗ 𝑈𝑛
𝑗

)︁]︁
(3.16)

para o caso em que a viscosidade numérica

𝑎 =
Δ𝑥
Δ𝑡

é Ąxada em termos dos parâmetros de discretização. A ideia do esquema de Lax-Friedrichs Local

(LLxF) [92, 74] é substituir essa viscosidade Ąxa por um valor calculado localmente

ℎ𝐿
𝑗+1/2 ⊕ ℎ𝐿

⎞
𝑈𝑛

𝑗 , 𝑈
𝑛
𝑗+1

)︁
=

1
2

[︁
𝑓(𝑈𝑛

𝑗 + 𝑓(𝑈𝑛
𝑗+1) ⊗ 𝑎𝑗+1/2

⎞
𝑈𝑛

𝑗+1 ⊗ 𝑈𝑛
𝑗

)︁]︁
(3.17)

onde

𝑎𝑗+1/2 = max
𝑢

♣𝑓 ′(𝑢)♣ (3.18)

para u entre 𝑈𝑛
𝑗 e 𝑈𝑛

𝑗+1. Este método pode ser escrito na seguinte forma semi-discreta

d𝑈
d𝑡

⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃
𝑥𝑗

= ⊗
ℎ𝐿
⎞
𝑈𝑛

𝑗 , 𝑈
𝑛
𝑗+1

)︁
⊗ ℎ𝐿

⎞
𝑈𝑛

𝑗⊗1, 𝑈
𝑛
𝑗

)︁

Δ𝑥
(3.19)
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cujas equações compõem um sistema de equações diferenciais ordinárias não lineares, na forma

dU

d𝑡
= H𝐿 (U) (3.20)

onde U e H𝐿 são vetores cuja dimensão é igual ao número de células. As componentes de U

e H𝐿 são diretamente obtidas a partir da equação (3.19), e sua resolução pode se dar a partir

do emprego de métodos de Runge-Kutta de alta ordem [50], como será discutido no Ąnal deste

capítulo. Diferentemente do esquema LxF, onde a difusão numérica cresce com a redução do passo

de tempo, a difusão numérica do esquema LLxF é 𝑂(Δ𝑥)

3.6 O Esquema de Nessyahu-Tadmor

Uma extensão natural de alta ordem do esquema LxF é apresentada por Nessyahu e Tadmor

em [82] onde as aproximações (de primeira ordem) constantes por partes são substituídas por apro-

ximações (de segunda ordem) lineares por partes do tipo MUSCL (Monotone Upstream-Centered

Schemes for Conservation Laws [74]) reconstruídas a partir dos dados constantes por partes. No

contexto do algoritmo REA, o primeiro passo (Reconstrução) é realizado a partir de aproximações

lineares construídas com base nos valores médios 𝑈𝑛
𝑗 , dadas por

𝐿𝑛
𝑗 (𝑥) = 𝑈𝑛

𝑗 + (𝑥⊗ 𝑥𝑗)
1

Δ𝑥
𝜕𝑈𝑛

𝑗 , (3.21)

onde 𝜕𝑈𝑛
𝑗 é uma derivada numérica que satisfaz

1
Δ𝑥

𝜕𝑈𝑛
𝑗 =

𝜕𝑢

𝜕𝑥

⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃
(𝑥𝑗 ,𝑡𝑛)

+𝑂(Δ𝑥). (3.22)

A característica não oscilatória do esquema reside na escolha apropriada desta derivada numérica

que, em geral, é feita com o uso de limitadores de Ćuxo [74, 70]. Um exemplo de reconstrução
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do tipo (3.21) que satisfaz a condição de diminuição da variação total (TVD) [66, 74], é obtida a

partir do uso do limitador minmod, dado por

𝜕𝑈𝑛
𝑗 = minmod

⎞
𝑈𝑛

𝑗 ⊗ 𝑈𝑛
𝑗⊗1, 𝑈

𝑛
𝑗+1 ⊗ 𝑈𝑛

𝑗

)︁
(3.23)

onde a função minmod é deĄnida (para vários argumentos) como

minmod(𝑥1, 𝑥2, ...) =

∏︁
⋁︁⋁︁⋁︁⋁︁⋁︁⋁︁⨄︁
⋁︁⋁︁⋁︁⋁︁⋁︁⋁︁⋃︁

min𝑖¶𝑥𝑖♢ se 𝑥𝑖 > 0 ∀𝑖,

max𝑖¶𝑥𝑖♢ se 𝑥𝑖 < 0 ∀𝑖,

0 caso contrário.

O segundo passo do algoritmo REA, se baseia na evolução sobre uma célula da malha dual,

exatamente como no caso do esquema LxF.

𝑈𝑛+1
𝑗+1/2 =

1
Δ𝑥

⋃︀
⨄︀
∫︁ 𝑥

𝑗+ 1
2

𝑥𝑗

𝐿𝑛
𝑗 (𝑥)𝑑𝑥+

∫︁ 𝑥𝑗+1

𝑥
𝑗+ 1

2

𝐿𝑛
𝑗+1(𝑥)𝑑𝑥

⋂︀
⋀︀⊗

1
Δ𝑥

∫︁ 𝑡𝑛+1

𝑡𝑛
[𝑓(𝐿(𝑥𝑗+1, 𝑡)) ⊗ 𝑓(𝐿(𝑥𝑗, 𝑡))] 𝑑𝑡.

(3.24)

Se as funções 𝑓(𝐿(𝑥𝑗, 𝑡) e 𝑓(𝐿(𝑥𝑗+1, 𝑡) são suĄcientemente suaves, elas podem ter suas integrais

aproximadas com a regra do ponto médio obtendo um erro de trucamento local da ordem de

𝑂(Δ𝑡)3. Além disso considerando 𝑢(𝑥𝑗, 𝑡
𝑛 + Δ𝑡/2) e expandindo em torno do ponto (𝑥𝑗, 𝑡

𝑛), temos

que:

𝑢(𝑥𝑗, 𝑡
𝑛 + Δ𝑡/2) = 𝑢(𝑥𝑗, 𝑡

𝑛) ⊗
Δ𝑡

2Δ𝑥
𝑓 ′(𝑢(𝑥𝑗, 𝑡

𝑛)) +𝑂(Δ𝑡2).

Com as aproximações dadas anteriormente obtemos uma aproximação de segunda ordem para

𝑈𝑗+ 1

2

(𝑡𝑛+1). Omitindo o cálculo das integrais, chegamos à seguinte expressão para o passo de

evolução do método NT:

(3.25)𝑈𝑛+1
𝑗+ 1

2

=
1
2

[𝑈𝑛
𝑗 + 𝑈𝑛

𝑗+1] +
1
8

[𝜕𝑈𝑛
𝑗 ⊗ 𝜕𝑈𝑛

𝑗+1] ⊗
Δ𝑡
Δ𝑥

[︁
𝑓(𝑈𝑛+1/2

𝑗+1 ) ⊗ 𝑓(𝑈𝑛+1/2
𝑗 )

]︁
,
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onde calculamos o termo 𝑈𝑛+1/2
𝑗 como sendo:

𝑈
𝑛+1/2
𝑗 = 𝑈𝑛

𝑗 ⊗
1
2

Δ𝑡
Δ𝑥

𝑓 ′(𝑈𝑛
𝑗 ). (3.26)

Com relação ao terceiro passo do algoritmo de Godunov, que corresponde a Projeção, podemos

usar uma nova reconstrução e projetá-la sobre a malha primal, ou simplesmente tomar a média

como feito no esquema LxF. A Figura 3.3 mostra geometricamente o procedimento descrito pelo

método NT, com exceção da parte de projeção sobre a malha original.

t

x

xj xj+1/2 xj+1

Lj(x,t)

Lj+1(x,t)

x

1 U'n

j+1/2

n+1

U

j+1

n

U

j

n

U
j

Figura 3.3: Esquema ilustrativo para o Esquema NT - Ągura retirada de [82].

Por utilizar reconstruções de segunda ordem, o esquema Nessyahu-Tadmor (NT) possui difusão

numérica 𝑂(Δ𝑥2𝑟/Δ𝑡), onde 𝑟 é a ordem formal do método (no caso, 𝑟 = 2), consideravelmente

menor do que a do esquema LxF [82]. Contudo, essa redução não contorna as diĄculdades quando

passos de tempo pequenos são empregados. Na próxima seção apresentaremos a contrapartida

de alta ordem do esquema LLxF, que também pode ser apresentado segundo uma formulação

semi-discreta, evitando a dependência da difusão com o passo de tempo.
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3.7 O Esquema de Kurganov-Tadmor

Seguindo a idéia do algoritmo REA, Kurganov e Tadmor apresentaram em [66] uma versão

de alta ordem do esquema LLxF, também baseada em aproximações lineares por partes do tipo

MUSCL. Este esquema utiliza informações locais para obter estimativas mais precisas da espessura

dos leques de Riemann. A solução é então evoluída separadamente em volumes de controle deĄnidos

sobre regiões não-suaves (que contêm os leques de Riemann) e suaves.

Após a evolução, os dados distribuídos de maneira não-uniforme são projetados sobre a malha

original [18, 66, 30]. A formulação semi-discreta do esquema Kurganov-Tadmor (KT) possui

difusão numérica 𝑂(Δ𝑥3) [66], não padecendo da excessiva dissipação presente no esquema NT [1,

30] em decorrência de pequenos passos de tempo.

O esquema KT utiliza o valor absoluto das velocidades de propagação nas faces das células para

calcular o passo evolutivo do algoritmo REA em novas células, de tamanho proporcional a tais

velocidades (ver [66, 30]). Assim como o esquema LLxF, o esquema KT pode ser escrito através

da deĄnição do Ćuxo numérico

ℎKT
𝑗+1/2 =

1
2

[︁
𝑓(𝑈⊗

𝑗+1/2) + 𝑓(𝑈+
𝑗+1/2) ⊗ 𝑎𝑗+1/2

⎞
𝑈+

𝑗+1/2 ⊗ 𝑈⊗

𝑗+1/2

)︁]︁
(3.27)

onde

𝑈+
𝑗+1/2 = 𝑈𝑛

𝑗+1 ⊗
Δ𝑥
2
𝜕𝑈𝑛

𝑗+1, (3.28)

𝑈⊗

𝑗+1/2 = 𝑈𝑛
𝑗 +

Δ𝑥
2
𝜕𝑈𝑛

𝑗 , (3.29)

e

𝑎𝑗+1/2 = max
𝑢

♣𝑓 ′(𝑢)♣ (3.30)
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para 𝑢(𝑥, 𝑡𝑛) entre 𝑈⊗

𝑗+1/2 e 𝑈+
𝑗+1/2. Este método pode ser escrito na seguinte forma semi-discreta

d𝑈
d𝑡

⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃
𝑥𝑗

= ⊗
ℎKT

𝑗+1/2 ⊗ ℎKT
𝑗⊗1/2

Δ𝑥
(3.31)

que recai no sistema de equações diferenciais ordinárias não lineares

dU

d𝑡
= HKT (U) . (3.32)

3.8 O Algoritmo de Runge-Kutta

Segundo [18], aproximações de alta ordem no tempo podem ser obtidas através do uso de

esquemas de Runge-Kutta, como os apresentados em [31, 50], obtidos pela combinação convexa de

métodos de Euler. Princípios do máximo para tais esquemas podem ser encontrados em [66]. De

acordo com [92], é suĄciente exigir a restrição

Δ𝑡𝑅𝐾

Δ𝑥
max

𝑤
♣𝑓 ′(𝑤)♣< 𝑇𝑅𝐾 (3.33)

onde 1 ⊘ 𝑇𝑅𝐾 ⊘ 1, 5 para garantir a estabilidade ao esquema numérico Kurganov-Tadmor.

Considerando a equação semi-discreta na forma (3.32) e denotando o seu lado direito por H[U],

os esquemas modiĄcados de Euler, usados neste trabalho, serão da forma

U1 = Un + Δ𝑡𝑛H[Un]

Ul+1 = 𝑛𝑙U
n + (1 ⊗ 𝑛𝑙)(Ul + Δ𝑡𝑛H[Ul]), 𝑙 = 1, 2, ≤ ≤ ≤ , 𝑟 ⊗ 1 (3.34)

Un+1 = Ur

para o esquema de segunda ordem, 𝑟 = 2 e 𝑛1 = 1
2
, para o esquema de terceira ordem, 𝑟 = 2,

𝑛1 = 3
4

e 𝑛2 = 1
3
.
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3.9 Experimentos Numéricos para os Esquemas Centrais

Nesta seção apresentaremos estudos numéricos comparativos para os esquemas centrais estu-

dados neste capítulo, para ilustrar suas características de estabilidade e a inĆuência da difusão

numérica sobre as soluções obtidas. Para facilitar a descrição de nossos experimentos descrevemos

o valor do reĄnamento da malha por Δ𝑥 e o número de volumes por 𝑛𝑣, o número de passos no

tempo por 𝑛𝑡, o tamanho do passo de tempo por Δ𝑡, o tempo total de simulação 𝑇 . A variável Ü

denota o número de Courant. Nos experimentos numéricos dados Ü e Δ𝑥, vamos escolher

Δ𝑡CFL =

⎠
ÜΔ𝑥
𝑎

⎜
, (3.35)

onde 𝑎 é calculado da seguinte forma:

𝑎 = max
𝑢∈𝐼

♣𝑓 ′(𝑢)♣,

onde 𝐼 é a imagem de 𝑢 em Ω = [0, 𝐿]. O número de passos no tempo deve ser tal que:

𝑛𝑡 ⊙
𝑇

Δ𝑡CFL
, (3.36)

logo, nos experimentos numéricos iremos tomar:

𝑛𝑡 =
⎥

𝑇

Δ𝑡CFL

⌋︂
+ 1, (3.37)

onde ⌊≤⌋ denota a função menor inteiro. Assim, Ąnalmente, podemos tomar o seguinte passo de

tempo

Δ𝑡 =
𝑇

𝑛𝑡
, (3.38)
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que atenderá o requisito de estabilidade sendo menor do que o limite superior dado pela equação

(3.35). Assim em nossos experimentos numéricos não precisamos fornecer o número de passos

tempo, mas apenas o número de Courant, o número de elementos e uma condição inicial e todos

os outros parâmetros são calculados. Utilizaremos o Método do Runge-Kutta de 2ª Ordem para

os Esquemas Centrais semi-discretos. Iremos nos referir aos esquemas centrais de volumes Ąnitos

como na lista abaixo:

• Lax-Friedrichs (LxF)

• Local Lax-Friedrichs (LLxF)

• Nessyahu-Tadmor (NT)

• Kurganov Tadmor (KT)

Lembremos que na expressão (3.25) referente ao esquema NT e nas expressões auxiliares (3.28) e

(3.29) referentes ao esquema KT fazemos uso do limitador minmod, dado em (3.23), para aproximar

as derivadas numéricas 𝜕𝑈𝑛
𝑖 . Em [82], [66] e [74] encontramos um limitador mais geral, chamado

limitador MC, que faz uso de uma parâmetro adicional denotado por Ð. Ao particularizarmos

Ð = 1, o limitador MC reproduz exatamente o limitador minmod deĄnido em (3.23). A propriedade

TVD [54] dos esquemas NT e KT é dependente da escolha deste parâmetro Ð, como explorado em

[82] e [66] respectivamente. Além disso, para cada escolha do parâmetro Ð temos uma condição

CFL (em termos dos parâmetros discretizados Δ𝑡, Δ𝑥 e 𝑎, sendo este último deĄnido em (3.10))

da forma:

Ü < Ò, (3.39)

onde Ò é uma constante que depende da escolha do parâmetro Ð, ou seja, Ò = Ò(Ð) e o número de

Courant Ü está deĄnindo em (3.9). Em nosso caso escolhemos Ð = 1 em ambos os esquemas, NT

e KT, esta escolha garante a estabilidade dos esquemas estudados, uma vez que para tal escolha,
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Ò <
1
2

no esquema NT [82] e Ò <
1
8𝜖

no esquema KT [66], onde 𝜖 é uma constante que depende do

número de estágios empregados na aplicação do Algoritmo de Runge-Kutta ao Método KT.

Neste conjunto de testes, estudaremos as soluções numéricas obtidas por estes esquemas na

resolução da equação de advecção linear (2.4)

𝑢𝑡 + 𝑎𝑢𝑥 = 0,

cuja solução exata

𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑢0(𝑥⊗ 𝑎𝑡).

Iremos simular um problema de fronteira livre com a condição inicial do tipo ŞpulsoŤ que é descrita

por:

𝑢0(𝑥, 0) =

∏︁
⋁︁⋁︁⋁︁⋁︁⋁︁⋁︁⨄︁
⋁︁⋁︁⋁︁⋁︁⋁︁⋁︁⋃︁

0 se 0 ⊘ 𝑥 < 𝑥1,

1 se 𝑥1 ⊘ 𝑥 < 𝑥2,

0 se 𝑥2 ⊘ 𝑥 < 𝐿,

Em todos os experimentos serão tomados como parâmetros:

• 𝐿 = 1.0, 𝑥1 = 0.1 e 𝑥2 = 0.5

• 𝑎 = 1.0

• Ü = 0.1

• 𝑇 = 0.2

Dividimos as simulações em 2 grupos: o primeiro deles para esquemas Centrais de primeira or-

dem e o segundo para esquemas Centrais de alta ordem. Na Figura 3.4 apresentamos as soluções

numéricas obtidas pelos esquemas centrais de primeira ordem LxF e LLxF para uma malha de

50 volumes. Estes resultados mostram uma alta difusão numérica, com destaque para a difusão

introduzida pelo esquema LxF. Os resultados obtidos com uma malha mais reĄnada, de 100 volu-
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mes, apresentados na Figura 3.5, evidenciam uma sensível melhora dos resultados para o esquema

LLxF, contudo o esquema LxF continua excessivamente difusivo, como previsto na análise teórica.

Dentre os esquemas de segunda ordem o KT é o menos difusivo quando comparado ao NT,

em parte ao uso de uma estratégia semi-discreta, diminuindo o fator de difusividade numérica.

As Figuras 3.6 e 3.7 nos mostram que, assim como no caso dos esquemas de primeira ordem, o

aumento do número de volumes nos conduz a resultados mais precisos. Claramente os esquemas

de segunda ordem são menos difusivos que os esquema de primeira ordem.
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Figura 3.4: Comparação entre as soluções numéricas obtidas pelos esquemas centrais de 1ª ordem

e a solução exata do problema de advecção linear, com 50 volumes e Ü = 0.1.
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Figura 3.5: Comparação entre as soluções numéricas obtidas pelos esquemas centrais de 1ª ordem

e a solução exata do problema de advecção linear, com 100 volumes e Ü = 0.1.

36



-0.2

 0

 0.2

 0.4

 0.6

 0.8

 1

 1.2

 0  0.2  0.4  0.6  0.8  1

u

x

Esquemas Centrais de Segund Ordem

NT
KT

Exata

Figura 3.6: Comparação entre as soluções numéricas obtidas pelos esquemas centrais de 2ª ordem

e a solução exata do problema de advecção linear, com 50 volumes e Ü = 0.1.
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Figura 3.7: Comparação entre as soluções numéricas obtidas pelos esquemas centrais de 2ª ordem

e a solução exata do problema de advecção linear, com 100 volumes e Ü = 0.1.
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Capítulo 4

Método de Galerkin Descontínuo

O método de Galerkin Descontínuo (DG, Discontinuous Galerkin em inglês) é uma classe dos

Métodos de Elementos Finitos que usa polinômios descontínuos por partes para compor os espaços

de aproximação. O método DG combina diversas características interessantes do método de ele-

mentos Ąnitos clássico e do método de volumes Ąnitos, compondo uma ferramenta importante para

aproximar soluções de equações diferenciais, como por exemplo, em problemas de escoamentos em

meios porosos [94], de dinâmica de Ćuidos [89], [38] e eletrodinâmica [74]. Particularmente, o

método DG fornece uma abordagem interessante para a resolução de problemas com soluções des-

contínuas como, por exemplo, os que surgem em leis de conservação hiperbólicas. Historicamente,

o método DG foi desenvolvido por Reed e Hill em 1973 como uma técnica para resolver problemas

de transporte de neutrons [91]. Em 1974, LaSaint e Raviart [71] apresentaram a primeira análise

numérica deste método para a equação de advecção linear. Desde então, o método DG tem sido

utilizado para resolver equações diferenciais ordinárias [3], [12], [57], [71], equações diferenciais

parciais hiperbólicas [8], [8], [9], [10], [23], [24], [34], [39], difusivas e convectivas-difusivas [6], [7],

[107]. Para uma discussão mais detalhada do processo histórico de utilização do DG podemos

recorrer à referência [22] que nos traz uma lista de informações importantes sobre o DG e suas

aplicações.
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4.1 Descrição do Método de Galerkin Descontínuo

Vamos enunciar aqui os conceitos fundamentais para estabelecer o método DG para uma lei de

conservação hiperbólica unidimensional. Nossa abordagem consistirá em dois passos importantes:

primeiramente, estudar a lei de conservação hiperbólica em todo o seu domínio físico Ω ⊆ R para,

posteriormente, fazermos uma análise destas equações em elementos de Ω que iremos construir

nesta seção.

4.1.1 Formulação Fraca Global

Antes de introduzirmos o Método de Galerkin Descontínuo precisamos obter uma formulação

fraca para o problema em estudo. Consideremos então a lei de conservação hiperbólica (2.1)

𝑢𝑡 + 𝑓(𝑢)𝑥 = 0,

no domínio 𝐷 = Ω × (0, 𝑇 ), como deĄnido no Capítulo 2. Seja 𝑉 um espaço vetorial formado a

princípio por funções suĄcientemente regulares a Ąm de garantir que os processos de integração e

diferenciação estejam garantidos. Vamos utilizar uma formulação fraca diferente da empregada no

Capítulo 3. Aqui tomamos uma função teste arbitrária 𝑣 ∈ 𝑉 , multiplicamos (2.1) por esta função

e integramos com relação a variável espacial no domínio (𝑎, 𝑏) de forma a obter a equação integral

∫︁ 𝑏

𝑎
𝜕𝑡𝑢(𝑥, 𝑡)𝑣(𝑥)𝑑𝑥+

∫︁ 𝑏

𝑎
𝜕𝑥𝑓(𝑢(𝑥, 𝑡))𝑣(𝑥)𝑑𝑥 = 0. (4.1)

Onde 𝜕𝑡 e 𝜕𝑥 denotam as derivadas parciais com respeito as variáveis 𝑡 e 𝑥, respectivamente.

Integrando por partes o segundo termo e rearranjando, temos que:

∫︁ 𝑏

𝑎
𝜕𝑡𝑢(𝑥, 𝑡)𝑣(𝑥)𝑑𝑥 =

∫︁ 𝑏

𝑎
𝑓(𝑢(𝑥, 𝑡))𝜕𝑥𝑣(𝑥)𝑑𝑥⊗ 𝑓(𝑢(𝑎, 𝑡))𝑣(𝑎) + 𝑓(𝑢(𝑏, 𝑡))𝑣(𝑏). (4.2)
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Note que as equações anteriores são válidas para qualquer 𝑣 ∈ 𝑉 . Esta formulação será de extrema

importância, pois o próximo passo será analisá-la ao nível de elemento, ou seja, particionando o

domínio espacial (𝑎, 𝑏) em células de tamanho uniforme (ou não uniforme), e fazendo esta formu-

lação em cada célula. A escolha do espaço de funções 𝑉 , que aqui será tanto o espaço de busca

quanto o de funções teste, genericamente chamado de espaço de aproximação, também é de grande

importância para o método. As propriedades deste espaço variam de problema para problema,

mas de forma geral quanto menor forem as exigências sobre o espaço 𝑉 mais abrangente se torna

o método.

4.1.2 Nomenclatura e DeĄnições

Basicamente, métodos DG para a equação (2.1) podem ser apresentados na forma Regular,

onde a formulação é toda deĄnida na malha primal introduzida no Capítulo 3, ou em sua forma

Central, apresentada em [77], onde as soluções em passos sucessivos são intercaladas entre as malhas

primal e dual, tal como descrito no Capítulo 3 no desenvolvimento do esquema NT. Não iremos

trabalhar efetivamente com a versão Central do DG; para maiores informações sugerimos a leitura

das referências [78] e [77]. Neste trabalho, utilizaremos a forma Regular tal como apresentada

em[78], e para isso vamos deĄnir os termos que aparecem nesta formulação, considerando a lei de

conservação hiperbólica (2.1). Dada uma partição
{︁
𝑥𝑗⊗1/2

}︁
para 𝑗 = 1, 2, ≤ ≤ ≤ ,𝑚 como no Capítulo

3, deĄnimos os parâmetros espaciais Δ𝑥𝑗 = 𝑥𝑗+1/2 ⊗ 𝑥𝑗⊗1/2 e global Δ𝑥 = max
𝑗

Δ𝑥𝑗, onde a malha

espacial é regular, no sentido que a razão

max𝑗 Δ𝑥𝑗

min𝑗 Δ𝑥𝑗

é uma cota superior Ąxa e constante para qualquer reĄnamento da malha. Utilizando o parâmetro

ℎ ⊕ Δ𝑥 para reforçar a existência de uma cota superior da malha em questão deĄnimos então 𝑉 𝑘
ℎ

como conjunto dos polinômios por partes de grau no máximo 𝑘 ∈ N sobre os intervalos ¶𝐶𝑗♢, não
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exigindo continuidade destes polinômios nos pontos da fronteira de cada sub-intervalo.

𝑉 𝑘
ℎ =

{︁
𝑢 : 𝑢♣𝐶𝑗

∈ 𝑃 𝑘(𝐶𝑗), para 𝑥 ∈ 𝐶𝑗 , 𝑗 = 1, 2, ...,𝑚
}︁
, (4.3)

onde 𝑃 𝑘(𝐶𝑗) é o espaço de polinômios de grau ⊘ 𝑘 deĄnidos no subdomínio 𝐶𝑗 . Seja também

̂︀𝑓(𝑢⊗, 𝑢+) (4.4)

um Ćuxo numérico monótono, que cresce com o primeiro argumento e decresce com o segundo

argumento [78]. Este Ćuxo numérico é consistente com o Ćuxo físico no sentido da equação (3.6),

ou seja

̂︀𝑓(𝑢, 𝑢) = 𝑓(𝑢).

Além disso, suponha que ̂︀𝑓 seja Lipschitz contínuo em ambos os argumentos. Para um dado

instante de tempo 𝑡 Ąxo, 𝜖 > 0 e dada 𝑢ℎ ∈ 𝑉 𝑘
ℎ , arbitrária, deĄnimos os seguintes valores:

𝑢ℎ(𝑥+
𝑗∘

1

2

, 𝑡) = lim
𝜖⊃0

𝑢ℎ(𝑥𝑗∘
1

2

+ 𝜖, 𝑡), (4.5)

𝑢ℎ(𝑥⊗

𝑗∘
1

2

, 𝑡) = lim
𝜖⊃0

𝑢ℎ(𝑥𝑗∘
1

2

⊗ 𝜖, 𝑡), (4.6)

𝑥⊗

𝑗∘
1

2

= lim
𝜖⊃0

𝑥𝑗∘
1

2

⊗ 𝜖, (4.7)

𝑥+
𝑗∘

1

2

= lim
𝜖⊃0

𝑥𝑗∘
1

2

+ 𝜖. (4.8)

4.1.3 A Solução Descontínua

A construção da solução global será baseada nos trabalhos [78], [77] e [63] onde é utilizada

a hipótese de separação de variáveis, que também é usada nos esquemas centrais apresentados

no Capítulo 3. Esta hipótese de solução nos conduz a um sistema de EDOŠs como veremos

mais adiante. A solução numérica da lei de conservação hiperbólica é localmente construída em

termos de funções polinomiais locais dependentes apenas da variável espacial e de coeĄcientes locais
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dependentes do tempo em que estamos construindo nossa solução. Colocando em termos mais

formais vamos considerar uma célula arbitrária, digamos a célula 𝐶𝑗 para algum 𝑗 = 1, 2, ≤ ≤ ≤ ,𝑚.

1. Seja Π𝑘
𝑗 =

{︁
𝜙𝑗

0(𝑥), ≤ ≤ ≤ , 𝜙𝑗
𝑘(𝑥)

}︁
uma base para o espaço 𝑉 𝑘

ℎ ♣𝐶𝑗
= 𝑃 𝑘(𝐶𝑗), ou seja, para esta

célula estamos Ąxando uma base polinomial onde o maior grau do polinômio da base é 𝑘,

como deĄnido anteriormente.

2. Agora, Ąxada a base Π𝑘
𝑗 , existem coeĄcientes dependentes do tempo 𝑡, aos quais vamos

denotar por 𝑐𝑗
𝑖 (𝑡), indicando que cada coeĄciente esta associado a uma função de base 𝜙𝑗

𝑖

da célula 𝐶𝑗. Assim como temos 𝑘 + 1 elementos na base Π𝑘
𝑗 teremos 𝑘 + 1 coeĄcientes

dependentes do tempo para uma célula.

Feitas as duas considerações acima escrevemos nossa solução local da célula 𝐶𝑗 da seguinte forma:

𝑢ℎ(𝑥, 𝑡)♣𝐶𝑗
=

𝑘∑︁

𝑖=0

𝑐𝑗
𝑖 (𝑡)𝜙

𝑗
𝑖 (𝑥), 𝑥 ∈ 𝐶𝑗. (4.9)

Assim vemos que a solução local pode ser avaliada em qualquer 𝑥 ∈ 𝐶𝑗 uma vez escolhida a base

Π𝑘
𝑗 e calculados os coeĄcientes 𝑐𝑗

𝑖 para o tempo 𝑡. Como compomos a solução local temos condições

de escrever a solução global do método DG em termos da função característica å𝐶𝑗
dada por:

å𝐶𝑗
(𝑥) =

∏︁
⋁︁⋁︁⨄︁
⋁︁⋁︁⋃︁

1 se 𝑥 ∈ 𝐶𝑗,

0 se 𝑥 /∈ 𝐶𝑗.

Assim nossa solução global para o tempo 𝑡 é dada por:

𝑢ℎ(𝑥, 𝑡) =
𝑚∑︁

𝑖=1

𝑢ℎ(𝑥, 𝑡)♣𝐶𝑗
å𝐶𝑗

(𝑥) com 𝑥 ∈ (𝑎, 𝑏). (4.10)
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4.1.4 Forma Regular do Método de Galerkin Descontínuo

A formulação Regular do método DG consiste em encontrar 𝑢ℎ(𝑥, 𝑡) ∈ 𝑉 𝑘
ℎ tal que, para qualquer

𝑣ℎ ∈ 𝑉 𝑘
ℎ e para todo 𝑗, tenhamos:

∫︁

𝐶𝑗

𝜕𝑡𝑢ℎ𝑣ℎ𝑑𝑥 =
∫︁

𝐶𝑗

𝑓(𝑢ℎ)𝜕𝑥𝑣ℎ𝑑𝑥⊗ ̂︀𝑓
⎞
𝑢ℎ(𝑥⊗

𝑗+1/2, 𝑡), 𝑢ℎ(𝑥+
𝑗+1/2, 𝑡)

)︁
𝑣ℎ(𝑥⊗

𝑗+1/2)

+ ̂︀𝑓
⎞
𝑢ℎ(𝑥⊗

𝑗⊗1/2, 𝑡), 𝑢ℎ(𝑥+
𝑗⊗1/2, 𝑡)

)︁
𝑣ℎ(𝑥+

𝑗⊗1/2). (4.11)

Note que para obter essa formulação utilizamos a forma fraca dada em (4.2), restrita agora a um

subdomínio, ou célula, 𝐶𝑗 e a função de Ćuxo numérico (4.4). Assim como discutido no Capítulo

3, a escolha deste Ćuxo numérico é importante para a estabilidade do método e deve ser feita de

acordo com as características do Ćuxo físico dado.

Fixando uma célula 𝐶𝑗, vamos denotar 𝑢ℎ(𝑥, 𝑡)♣𝐶𝑗
simplesmente por 𝑢𝑗

ℎ. Substituindo a expres-

são da solução local 𝑢𝑗
ℎ no lado esquerdo da equação (4.11) temos:

∫︁

𝐶𝑗

𝜕𝑡

⎠
𝑘∑︁

𝑖=0

𝑐𝑗
𝑖 (𝑡)𝜙𝑖(𝑥)

⎜
𝜙𝑑𝑥 =

∫︁

𝐶𝑗

𝑓(𝑢𝑗
ℎ)𝜕𝑥𝑣ℎ𝑑𝑥⊗ ̂︀𝑓

⎞
𝑢𝑗

ℎ(𝑥⊗

𝑗+1/2, 𝑡), 𝑢
𝑗
ℎ(𝑥+

𝑗+1/2, 𝑡)
)︁
𝑣ℎ(𝑥⊗

𝑗+1/2)

+ ̂︀𝑓
⎞
𝑢𝑗

ℎ(𝑥⊗

𝑗⊗1/2, 𝑡), 𝑢
𝑗
ℎ(𝑥+

𝑗⊗1/2, 𝑡)
)︁
𝑣ℎ(𝑥+

𝑗⊗1/2). (4.12)

Como a equação anterior é válida para qualquer 𝑣ℎ ∈ 𝑉 𝑘
ℎ e sabendo que 𝑉 𝑘

ℎ ♣𝐶𝑗
tem dimensão

𝑘 + 1, então a equação (4.12) é válida para qualquer elemento da base Π𝑘
𝑗 . Assim vamos Ąxar um

elemento 𝜙𝑗
𝑙 para algum 𝑙 = 0, 1, ≤ ≤ ≤ , 𝑘. Portanto a equação anterior assume a forma:

∫︁

𝐶𝑗

𝜕𝑡

⎠
𝑘∑︁

𝑖=0

𝑐𝑗
𝑖 (𝑡)𝜙

𝑗
𝑖 (𝑥)

⎜
𝜙𝑗

𝑙 𝑑𝑥 =
∫︁

𝐶𝑗

𝑓(𝑢𝑗
ℎ)𝜕𝑥𝜙

𝑗
𝑙 𝑑𝑥⊗ ̂︀𝑓

⎞
𝑢𝑗

ℎ(𝑥⊗

𝑗+1/2, 𝑡), 𝑢
𝑗
ℎ(𝑥+

𝑗+1/2, 𝑡)
)︁
𝜙𝑗

𝑙 (𝑥
⊗

𝑗+1/2)

+ ̂︀𝑓
⎞
𝑢𝑗

ℎ(𝑥⊗

𝑗⊗1/2, 𝑡), 𝑢
𝑗
ℎ(𝑥+

𝑗⊗1/2, 𝑡)
)︁
𝜙𝑗

𝑙 (𝑥
+
𝑗⊗1/2). (4.13)

Como temos um somatório Ąnito de funções contínuas 𝜙𝑗
𝑖 podemos comutar o somatório com o
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operador integral no intervalo 𝐶𝑗, ou seja, a equação anterior assume a forma:

⎠
𝑘∑︁

𝑖=0

∫︁

𝐶𝑗

𝜕𝑡𝑐
𝑗
𝑖 (𝑡)𝜙

𝑗
𝑖 (𝑥)𝜙𝑗

𝑙 (𝑥)𝑑𝑥

⎜
=

∫︁

𝐶𝑗

𝑓(𝑢𝑗
ℎ)𝜕𝑥𝜙

𝑗
𝑙 𝑑𝑥⊗ ̂︀𝑓

⎞
𝑢𝑗

ℎ(𝑥⊗

𝑗+1/2, 𝑡), 𝑢
𝑗
ℎ(𝑥+

𝑗+1/2, 𝑡)
)︁
𝜙𝑗

𝑙 (𝑥
⊗

𝑗+1/2)

+ ̂︀𝑓
⎞
(𝑥⊗

𝑗⊗1/2, 𝑡), 𝑢
𝑗
ℎ(𝑥+

𝑗⊗1/2, 𝑡)
)︁
𝜙𝑗

𝑙 (𝑥
+
𝑗⊗1/2). (4.14)

Como os termos 𝑐𝑗
𝑖 (𝑡) não dependem da variável espacial 𝑥 eles são constantes com relação a

integração com a variável 𝑥. Logo a parcela 𝜕𝑡𝑐
𝑗
𝑖 (𝑡) pode ser retirada da integral como um termo

constante na integração que está sendo feita do lado esquerdo da igualdade anterior, assim temos

a seguinte expressão:

⎠
𝑘∑︁

𝑖=0

𝜕𝑡𝑐
𝑗
𝑖 (𝑡)

∫︁

𝐶𝑗

𝜙𝑗
𝑖 (𝑥)𝜙𝑗

𝑙 (𝑥)𝑑𝑥

⎜
=

∫︁

𝐶𝑗

𝑓(𝑢𝑗
ℎ)𝜕𝑥𝜙

𝑗
𝑙 𝑑𝑥⊗ ̂︀𝑓

⎞
𝑢𝑗

ℎ(𝑥⊗

𝑗+1/2, 𝑡), 𝑢
𝑗
ℎ(𝑥+

𝑗+1/2, 𝑡)
)︁
𝜙𝑗

𝑙 (𝑥
⊗

𝑗+1/2)

+ ̂︀𝑓
⎞
𝑢𝑗

ℎ(𝑥⊗

𝑗⊗1/2, 𝑡), 𝑢
𝑗
ℎ(𝑥+

𝑗⊗1/2, 𝑡)
)︁
𝜙𝑗

𝑙 (𝑥
+
𝑗⊗1/2). (4.15)

Por simplicidade, utilizaremos a notação

ℎ𝑗∘1/2 = ̂︀𝑓
⎞
𝑢𝑗

ℎ(𝑥⊗

𝑗∘1/2, 𝑡), 𝑢
𝑗
ℎ(𝑥+

𝑗∘1/2, 𝑡)
)︁
, (4.16)

Os termos 𝑢𝑗
ℎ(𝑥⊗

𝑗+1/2, 𝑡), 𝑢
𝑗
ℎ(𝑥+

𝑗+1/2, 𝑡), 𝑢
𝑗
ℎ(𝑥⊗

𝑗⊗1/2, 𝑡) e 𝑢𝑗
ℎ(𝑥+

𝑗⊗1/2, 𝑡) são dados respectivamente por:

𝑢⊗

𝑗+1/2 ⊕ 𝑢𝑗
ℎ(𝑥⊗

𝑗+1/2, 𝑡) =
𝑘∑︁

𝑖=0

𝑐𝑗+1
𝑖 (𝑡)𝜙𝑗+1

𝑖 (𝑥𝑗+1/2), (4.17)

𝑢+
𝑗+1/2 ⊕ 𝑢𝑗

ℎ(𝑥+
𝑗+1/2, 𝑡) =

𝑘∑︁

𝑖=0

𝑐𝑗+1
𝑖 (𝑡)𝜙𝑗+1

𝑖 (𝑥𝑗⊗1/2), (4.18)

𝑢⊗

𝑗⊗1/2 ⊕ 𝑢𝑗
ℎ(𝑥⊗

𝑗⊗1/2, 𝑡) =
𝑘∑︁

𝑖=0

𝑐𝑗
𝑖 (𝑡)𝜙

𝑗
𝑖 (𝑥𝑗+1/2), (4.19)

𝑢+
𝑗+1/2 ⊕ 𝑢𝑗

ℎ(𝑥+
𝑗⊗1/2, 𝑡) =

𝑘∑︁

𝑖=0

𝑐𝑗
𝑖 (𝑡)𝜙

𝑗
𝑖 (𝑥𝑗⊗1/2). (4.20)
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Podemos assim reescrever a equação (4.15) em termos dos Ćuxos numéricos (4.16) como:

⎠
𝑘∑︁

𝑖=0

𝜕𝑡𝑐
𝑗
𝑖 (𝑡)

∫︁

𝐶𝑗

𝜙𝑗
𝑖 (𝑥)𝜙𝑗

𝑙 (𝑥)𝑑𝑥

⎜
=

∫︁

𝐶𝑗

𝑓(𝑢𝑗
ℎ)𝜕𝑥𝜙

𝑗
𝑙 𝑑𝑥⊗ ℎ𝑗+1/2𝜙

𝑗
𝑙 (𝑥

⊗

𝑗+1/2) + ℎ𝑗⊗1/2𝜙
𝑗
𝑙 (𝑥

+
𝑗⊗1/2).

(4.21)

Como 𝑙 = 0, 1, 2, ≤ ≤ ≤ , 𝑘 + 1, podemos reescrever (4.21) em termos de um sistema de equações dife-

renciais local. Sem perda de generalidade, suponha que na célula 𝐶𝑗 o grau máximo do polinômio

seja 𝑘𝑗 ⊘ 𝑘 e deĄna:

𝑘𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙 =
𝑚∑︁

𝑗=1

𝑘𝑗, (4.22)

logo deĄnimos o seguinte vetor C ∈ R
𝑘𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙 ,

C =
[︁
C1,C2, ≤ ≤ ≤ ,C𝑚

]︁𝑇
. (4.23)

cuja as componentes de C𝑗 são dadas por:

C𝑗 =
[︁
c

𝑗
0, c

𝑗
1, ≤ ≤ ≤ , c𝑗

𝑘

]︁𝑇
. (4.24)

Essa construção se faz necessária pois os Ćuxos numéricos ℎ𝑗+1/2 e ℎ𝑗⊗1/2 dependem de valores nas

células 𝐶𝑗⊗1, 𝐶𝑗 e 𝐶𝑗+1. Logo, o sistema local de equações diferenciais na variável temporal pode

ser escrito como:

M𝑗 dC𝑗

d𝑡
= H𝑗 (C) , (4.25)

onde o vetor C𝑗 ∈ R
𝑘𝑗 e a matriz M𝑗 ∈ 𝑀(R)𝑘𝑗

é inversível por ser uma matriz cujas as entradas

𝑚𝑖𝑗 são produtos internos do espaço 𝐿2(𝑃 𝑘𝑗 (𝐶𝑗)) (vide [76]). De forma mais precisa, podemos

descrever os elementos de M𝑗 e 𝐻𝑗(C) como sendo:

𝑚𝑗
𝑝𝑞 =

∫︁

𝐶𝑗

𝜙𝑗
𝑝(𝑥)𝜙𝑗

𝑞(𝑥)𝑑𝑥, (4.26)
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ℎ𝑗
𝑝(C) =

∫︁

𝐶𝑗

𝑓(𝑢𝑗
ℎ)𝜕𝑥𝜙

𝑗
𝑝𝑑𝑥⊗ ℎ𝑗+1/2 + ℎ𝑗⊗1/2, (4.27)

para 𝑝, 𝑞 = 0, 1, 2, ≤ ≤ ≤ , 𝑘𝑗. Como M𝑗 é inversível, então o sistema de equações diferenciais (4.25)

assume a forma:
dC𝑗

d𝑡
= (M𝑗)⊗1H𝑗 (C) . (4.28)

Perceba que o sistema de equações diferenciais em (4.28) é deĄnido localmente. Podemos exibir

um sistema global da seguinte forma: deĄnimos o vetor 𝐻(C) ∈ R
𝑘𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙 como

𝐻(C) =
[︁
𝐻1(C), 𝐻2(C), ≤ ≤ ≤ , 𝐻𝑚(C)

]︁𝑇
. (4.29)

Em que aplicação 𝐻𝑗(C) tem as componentes deĄnidas (4.27). Deste modo nosso sistema de

EDOŠs global pode ser escrito como:

dC

d𝑡
= (M)⊗1H (C) , (4.30)

onde M ∈ 𝑀(R)𝑘𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙
é dada por:

M = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝑀1,𝑀2, ≤ ≤ ≤ ,𝑀𝑚), (4.31)

sendo M uma matriz inversível de dimensão 𝑘𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙, cujas componentes do bloco M𝑗, que também

é inversível, estão deĄnidas em (4.26). Assim exibimos os sistemas de equações diferencias local e

global para evolução dos coeĄcientes dependentes do tempo. Vamos resolver o sistema de equações

diferenciais (4.30) com dois esquemas: o esquema de Runge-Kutta de segunda ordem descrito no

Capítulo 3 e com o esquema SSP Runge-Kutta que veremos na seção a seguir.
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4.2 Esquema SSP Runge-Kutta

Para resolução do sistema de EDOŠs alguns autores sugerem o uso do RKDG (Runge-Kutta

Discontinuous Galerkin) como em [89]. O esquema RKDG é feito de forma a ter o número de

estágios igual ao maior grau do polinômio da base Π𝑘
𝑗 . Visando estas boas propriedades escolhemos

o esquema Strong Stability Preserving Runge-Kutta que é sugerido em [78] e em [77]. Pensando em

uma maior liberdade na escolha do grau do polinômio da base escolheremos o SSP Runge-Kutta,

apresentado em [63], que nos permite usar um maior número de estágios com relação ao maior

grau do polinômio da base Π𝑘
𝑗 . Vamos aqui simplesmente descrever este esquema sem exibir uma

análise rigorosa da região de estabilidade deste método dentre outras propriedades inerentes a este.

Para maiores informações sugerimos que o leitor consulte [63], [50], [64], [49] e [55]. Seja então 𝑐0

o vetor com os coeĄcientes avaliados no instante de tempo 𝑡0. Seja 𝑠 ∈ N o número de estágios do

esquema SSP Runge-Kutta que vamos utilizar. O esquema SSP Runge-Kutta consiste em:

1. Primeiramente vamos tomar no estágio 0 a solução 𝑐0 como sendo o vetor de valores que

inicializa o método SSP Runge-Kutta, ou seja,

𝑐(0) = 𝑐0. (4.32)

2. Os demais 𝑠 estágios serão feitos da seguinte forma:

𝑐(𝑖) =
𝑖⊗1∑︁

𝑙=0

{︁
Ð𝑖𝑙𝑐

(𝑙) + Δ𝑡Ñ𝑖𝑙𝐿(𝑐(𝑙))
}︁
, (4.33)

para 𝑖 = 1, 2, ≤ ≤ ≤ , 𝑠.

3. Após os 𝑠 passos dados anteriormente tomaremos a solução de nosso sistema de EDOŠs no
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tempo 𝑡𝑛 como sendo:

𝑐𝑛 = 𝑐(𝑠) (4.34)

Os coeĄcientes Ð𝑖𝑙 e Ñ𝑖𝑙 são obtidos de forma a manter a estabilidade da solução a cada estágio

(ver, por exemplo, [66]). O tamanho do passo de tempo, Δ𝑡, deve ser escolhido de forma a

satisfazer a condição CFL do método DG. As referências citadas anteriormente trazem uma análise

da estabilidade do método SSP Runge-Kutta bem como a escolha do CFL adequado a Ąm de

obtermos convergência no esquema SSP. Em [63] encontramos uma análise do método SSP Runge-

Kutta quando aplicado a leis de conservação hiperbólicas com Ćuxos lineares (como a advecção

linear) e para Ćuxos não-lineares (Burgers). Além disso gostaríamos de lembrar que em teoria o

operador 𝐿, deve ser Lipschitz Contínuo com relação a norma 𝐿2, quando essa propriedade não é

satisfeita estamos sujeitos a oscilações na solução numérica DG [51], [63].

Para os experimentos numéricos do método DG vamos considerar o esquema SSP Runge-Kutta

de 2 estágios no qual temos que os coeĄcientes Ð𝑖𝑗 e Ñ𝑖𝑗 para 𝑖, 𝑗 = 0, 1 são dados respectivamente

por: Ð00 = 1, Ð10 = 1/2, Ð01 = 0, Ð11 = 1/2, Ñ00 = 1, Ñ10 = 0, Ñ01 = 0 e Ñ11 = 1/2. Os coeĄcientes

para mais estágios estão listados em [63].

4.3 Fluxos Numéricos

Dentre diversos Ćuxos numéricos para o método DG, estudados na literatura [16, 27] em-

pregaremos neste trabalho o Fluxo de Lax-Friedrichs Local [27]. A versão abaixo pode ser vista

como uma generalização dos Fluxos de Lax-Friedrichs apresentadas anteriormente. O Fluxo de

Lax-Friedrichs Local é dado por:

ℎ𝑗+1/2 =
1
2

⎞
𝑓(𝑢⊗

𝑗+1/2) + 𝑓(𝑢+
𝑗+1/2) + Ð𝑗+1/2

⎞
𝑢⊗

𝑗+1/2 ⊗ 𝑢+
𝑗+1/2

)︁)︁
, (4.35)
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onde Ð𝑗+1/2 é uma avaliação da maior velocidade de propagação local, dada por

Ð𝑗+1/2 =

⎠
max
𝑢∈𝐶𝑗

♣𝑓 ′(𝑢)♣

⎜
. (4.36)

O Ćuxo listado em (4.35) é muito semelhante ao Ćuxo usado no método KT em (3.27), onde usamos

velocidades de propagação local juntamente com avaliações do Ćuxo físico nas extremidades de cada

célula.

4.4 Polinômios de Legendre

Em nossos experimentos numéricos iremos escolher a base de polinômios de Legendre devido

a suas boas propriedades com relação a ortogonalidade, o que conduzirá a matrizes M𝑗 diagonais,

o que torna o seu computo e inversões triviais. Os polinômios ortogonais de Legendre, denotados

por 𝑃𝑛(𝑥) onde 𝑛 é a ordem do polinômio, são dados recursivamente por:

𝑃𝑛(𝑥) =
1

2𝑛𝑛!
𝑑𝑛

𝑑𝑥𝑛
[(𝑥2 ⊗ 1)𝑛].

O domínio dos polinômios de Legendre é o compacto [⊗1, 1]. Além disso temos as seguintes

propriedades dos polinômios de Legendre. Dados 𝑚,𝑛 ∈ N temos:

• ‖𝑃𝑛(𝑥)‖ =
[︂∫︁ 1

⊗1
𝑃 2

𝑛(𝑥)𝑑𝑥
⎢ 1

2

=

√︃
2

2𝑛+ 1

•
∫︁ 1

⊗1
𝑃𝑛(𝑥)𝑃𝑚(𝑥) =

2
2𝑛+ 1

Ó𝑚𝑛, onde Ó𝑚𝑛 é igual a 0 ou 1 se 𝑚 ̸= 𝑛 ou 𝑚 = 𝑛, respectivamente.

• 𝑃𝑚(1) = 1

• 𝑃𝑚(⊗1) = (⊗1)𝑚+1

50



Uma propriedade interessante é que dado 𝑃𝑚(𝑡) e um polinômio 𝑞(𝑡) tal que o grau de 𝑞(𝑡) seja

menor do que 𝑚 então temos que:

∫︁ 1

⊗1
𝑃𝑚(𝑡)𝑞(𝑡)𝑑𝑡 = 0 (4.37)

Abaixo temos um gráĄco que ilustra os polinômios de Legendre para alguns graus.
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Figura 4.1: Exemplos de Polinômios de Legendre de Graus 0, 1, 2 e 3

4.5 Experimentos Numéricos para o DG

Nesta seção apresentaremos estudos numéricos comparativos para o Método de Galerkin Des-

contínuo estudado nesta capítulo, observando características de estabilidade e a inĆuência da

difusão numérica sobre a solução obtida. Vamos Ąxar nosso estudo para polinômios constantes e
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lineares. Os parâmetros e as relações listadas na Seção 3.9, de experimentos numéricos, serão man-

tidos, bem como a condição inicial. O equipamento utilizado para realizar os teste comparativos

é o mesmo também. Vamos omitir aqui as considerações sobre a solução exata, uma vez que esta

já foi discutida na Seção 3.9. Em todos os experimentos serão tomados como parâmetros:

• 𝐿 = 1.0, 𝑥1 = 0.1 e 𝑥2 = 0.5

• 𝑎 = 1.0

• Ü = 0.1

• 𝑇 = 0.2

Dividimos as simulações em 2 grupos: o primeiro deles para o método DG nos casos constante por

partes e linear por partes e o segundo para método DG com uso de diferentes métodos numéricos

para resolução do sistema de EDOŠs associado. Para resolução do sistemas de EDOŠs utilizaremos

esquema SSP Runge-Kutta de 2 estágios e o esquema de Runge-Kutta de 2ª Ordem. As integrações

numéricas são feitas com Quadratura Gaussiana com 5 pontos de integração. Iremos nos referir

ao Método de Galerkin Descontínuo de acordo com o grau do Polinômio da base como na lista

abaixo:

• Galerkin Descontínuo com Polinômios de Base Constante por Partes (DG0)

• Galerkin Descontínuo com Polinômios de Base Linear por Partes (DG1)

Percebemos nas Figuras 4.2 e 4.3 que DG1 oscila nas regiões próximas as descontinuidades, en-

quanto DG0 não oscila, para uma malha de 50 volumes. Quando aumentamos o número de volumes

para 100, percebemos que DG0 e DG1 tem o feito de difusão reduzido, mas DG1 ainda oscila. Uma

alternativa para diminuir os erros das aproximações é mudar o esquema de resolução do Sistema de

EDOŠs associado ao método DG. Vamos utilizar agora um Método de Runge-Kutta de 2ª Ordem

e comparar com os resultados obtidos com o Esquema SSP Runge-Kutta de 2 estágios.
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No caso do DG0 a mudança do método de resolução do Sistema de EDOŠs associado não modi-

Ącou a solução numérica com 50 elementos quando comparamos as Figuras 4.2 e 4.4, mantendo-se

difusivo. Ao aumentarmos o número de volumes para 100 a difusão numérica diminui como vimos

nas Figuras 4.3 e 4.5. Além disso não houve oscilações nos experimentos.

Considerando agora o DG1 vemos na Figura 4.6 que com 50 volumes mantivemos o mesmo

perĄl oscilatório nas regiões de choque como na Figura 4.2. Ao aumentarmos o número de volumes

para 100, como vemos na Figura 4.7 as oscilações se mantiveram assim como em 4.3.

Como veremos com mais detalhes no próximo capítulo, as instabilidades apresentadas pelo

esquema DG1 são esperadas, segundo o teorema de Godunov [46, 97], que diz que nenhum esquema

numérico linear de ordem maior do que um é capaz de gerar soluções numéricas estáveis, ou seja,

quando tomamos bases polinomiais com grau maior do que um juntamente com esquemas de

evolução temporal com vários passos estamos sujeitos às oscilações veriĄcadas nos experimentos

numéricos apresentados nas Figuras 4.6 e 4.7.

Como pudemos ver as oscilações decorrentes do aumento do grau do polinômio da base se

mativeram mesmo quando mudamos o método de resolução do sistema de EDOŠs associado. As

oscilações já eram previstas [83] quando aumentamos o grau do polinômio da base para o método

DG. Precisamos assim introduzir uma estratégia na direção de conter estas oscilações decorrentes

do aumento do grau do polinômio. Com este intuito, iremos introduzir no próximo capítulo

estratégias para conter oscilações decorrentes do aumento do grau do polinômio.
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Figura 4.2: Comparação entre as soluções numéricas DG0 e DG1 obtidas pelo método DG e a

solução exata do problema de advecção linear, com 50 volumes e Ü = 0.1.
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Figura 4.3: Comparação entre as soluções numéricas DG0 e DG1 obtidas pelo método DG e a

solução exata do problema de advecção linear, com 100 volumes e Ü = 0.1.
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Figura 4.4: Comparação entre as soluções numéricas DG0 e a solução exata do problema de

advecção linear, com 50 volumes e Ü = 0.1 e utilizando diferentes método de resolução para o

Sistema de EDOŠs
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Figura 4.5: Comparação entre as soluções numéricas DG0 e a solução exata do problema de

advecção linear, com 100 volumes e Ü = 0.1 e utilizando diferentes método de resolução para o

Sistema de EDOŠs
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Figura 4.6: Comparação entre as soluções numéricas DG1 a solução exata do problema de advecção

linear, com 50 volumes e Ü = 0.1 e utilizando diferentes método de resolução para o Sistema de

EDOŠs
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Figura 4.7: Comparação entre as soluções numéricas DG1 e a solução exata do problema de

advecção linear, com 100 volumes e Ü = 0.1 e utilizando diferentes método de resolução para o

Sistema de EDOŠs
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Capítulo 5

Métodos DG de Alta Ordem

No Capítulo 4, veriĄcamos na seção de experimentos numéricos que o método DG apresenta os-

cilações quando são empregados polinômios lineares por partes, mesmo quando trocamos o método

para resolução do sistema de EDOŠs associado. Este fato é previsto pelo Teorema de Godunov

[46], como veremos adiante. Visto a presença de tais oscilações pretendemos buscar formas de

controlá-las através de esquemas adaptativos sobre o método DG. Neste capítulo, vamos propor

métodos de Galerkin Descontínuo de alta ordem estáveis para a solução da lei de conservação

hiperbólica (2.1), com diferentes Ćuxos físicos. Inspirados no uso dos limitadores, exibidos no Ca-

pítulo 3, para os esquemas NT e KT e nos bons resultados que estes esquemas fornecem, vamos

propor dois algoritmos que atuarão na reconstrução dos coeĄcientes lineares da solução em cada

elemento 𝐶𝑗 utilizando informações que já foram calculadas durante a formulação do Método DG,

como parâmetros para o uso dos limitadores.

5.1 Resultados Sobre Monotonicidade

Como já dito, os resultados oscilatórios obtidos pelo método DG1 no capítulo anterior já eram

esperados, em virtude do Teorema de Godunov [46], que enunciaremos após algumas deĄnicões.
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DeĄnição 5.1.1 (Função Monótona). Uma função 𝑤(𝑥) é chamada monótona se ela é não-

decrescente ou não-crescente, quando 𝑥 cresce [106].

Segue, pela solução exata da equação de advecção linear (2.4) que se, a condição inicial 𝑢(𝑥, 0)

é monótona, então a solução 𝑢(𝑥, 𝑡) também o será. Assim, dizemos que a equação linear (2.4)

preserva a monotonicidade.

DeĄnição 5.1.2 (Esquema Monótono). Um esquema numérico é dito ser um esquema que preserva

a monotonicidade, ou simplesmente um esquema monótono, se para toda condição inicial não-

decrescente (não-crescente) ¶𝑈0
𝑗 ♢ a solução numérica nos instantes sucessivos ¶𝑈𝑛

𝑗 ♢, 𝑛 = 1, 2 . . ., é

não-decrescente (não-crescente) [106].

Teorema 5.1.3 (Godunov). Esquemas numéricos de um passo e segunda ordem para a equação

de advecção linear (2.4) não podem preservar a monotonicidade, a menos que ♣𝑎♣Δ𝑡/Δ𝑥 ∈ N.

Uma versão deste teorema pode ser também apresentada para esquemas de passos múltiplos.

Em outras palavras, este resultado diz que esquemas numéricos para resolver a equação de advecção

linear (2.4) que possuam a propriedade de não gerar novos extremos, podem ser no máximo de

primeira ordem.

Para o caso dos esquemas centrais de alta ordem NT e KT apresentados no Capítulo 3, a

monotonicidade é obtida pelo uso dos limitadores. Tais limitadores permitem uma escolha seletiva

da ordem do esquema, mantendo a primeira ordem em regiões de mudança de concavidade ou

de gradientes abruptos. Antes de propor os novos métodos DG de alta ordem, vamos apresentar

na próxima seção algumas observações sobre a atuação dos limitadores na construção de soluções

numéricas.

5.2 O Uso de Limitadores de Inclinação

Seja 𝑈𝑗 a solução deĄnida por um polinômio constante sobre a célula 𝑗 e 𝑈𝑗⊗1 e 𝑈𝑗+1 as

soluções nas células vizinhas, em uma malha uniforme e para um tempo Ąxo, digamos 𝑡 = 𝑡𝑛. As
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quantidades conservadas serão evoluídas por um método numérico para o tempo 𝑡 = 𝑡𝑛+1. Assim,

por simplicidade de notação o índice do tempo não será destacado. Para a avaliação de gradientes

locais, utilizaremos as diferenças

Δ+
𝑗 = 𝑈𝑗+1 ⊗ 𝑈𝑗

Δ⊗

𝑗 = 𝑈𝑗 ⊗ 𝑈𝑗⊗1

Consideremos dois conjuntos de possíveis conĄgurações destes gradientes locais nas três células

adjacentes, apresentados nas Figuras 5.1 e 5.2. No primeiro conjunto, ilustrado na Figura 5.1

encontramos uma situação nas quais a solução não é monotonamente decrescente ou crescente e

esta conĄguração inĆuencia na resposta do limitador minmod.

XJ-1 XJ XJ+1
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UJ-1

UJ

UJ+1

XJ-1 XJ XJ+1
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UJ-1
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XJ-1 XJ XJ+1

(c)

UJ-1

UJ

Un
J+1

XJ-1 XJ XJ+1

(d)

UJ-1

UJ

UJ+1

Figura 5.1: Ilustração da variação do gradiente local para soluções não-monótonas discretizadas

no tempo 𝑡 = 𝑡𝑛
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Note que em cada um dos casos (a), (b), (c) e (d) teremos troca de sinal e, portanto,

minmod¶Δ+
𝑗 ,Δ

⊗

𝑗 ♢ = 0. Entretanto, pode-se observar que a troca de sinal dos casos (a) e (c)

e (b) e (d) são distintas, pois temos Δ⊗

𝑗 ̸= Δ+
𝑗 e portanto a disposição das células vizinhas de

𝑈𝑗 exibem variações diferentes, mas que pela formulação usual dos slope limiters nos esquemas

centrais (e de vários outros métodos de volumes Ąnitos) receberiam um tratamento (peso) igual.

Na sequência da Figura 5.2 encontramos mais um estudo das possíveis conĄgurações dos gradientes

locais. Note que neste caso a solução é estritamente crescente ou estritamente decrescente.

XJ-1 XJ XJ+1

(a)

UJ-1

UJ

UJ+1

XJ-1 XJ XJ+1

(b)

UJ-1

UJ

UJ+1

XJ-1 XJ XJ+1

(c)
UJ-1

UJ

UJ+1

XJ-1 XJ XJ+1

(d) UJ-1

UJ

UJ+1

Figura 5.2: Ilustração da variação do gradiente local para soluções monótonas discretizadas no

tempo 𝑡 = 𝑡𝑛

Pela deĄnição usual do limitador minmod, será utilizado a reconstrução da célula 𝑈𝑗 com o

menor valor do gradiente local entre Δ+
𝑗 e Δ⊗

𝑗 em todos as situações (a), (b), (c) e (d).
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5.3 Estabilização do DG1 Baseada no CoeĄciente do Po-

linômio Constante

Apresentaremos agora a primeira proposta de estabilização do método DG1, que é fortemente

inspirada no uso dos limitadores exibidos no Capítulo 3 para os esquemas NT e KT, uma vez que

se baseia no uso do coeĄciente do polinômio constante que compõe a base da solução local em uma

célula 𝐶𝑗, bem como nos respectivos coeĄcientes das células vizinhas. A solução local gerada pelo

método de Galerkin Descontínuo para o caso DG1 é dada por

𝑢ℎ(𝑥, 𝑡)♣𝐶𝑗
= 𝑐𝑗

0(𝑡)𝜙
𝑗
0(𝑥) + 𝑐𝑗

1(𝑡)𝜙
𝑗
1(𝑥), 𝑥 ∈ 𝐶𝑗.

A idéia é controlar o coeĄciente 𝑐𝑗
1 que é responsável pela variação linear da solução na célula,

de forma a tornar a solução constante por partes em regiões em que o método pode vir a oscilar,

como nas regiões próximas a descontinuidades e em regiões de gradientes abruptos. Para tal,

tomaremos o limitador minmod deĄnido no Capítulo 3 e deĄnimos Ó ∈ R como sendo a seguinte

quantidade:

Ó = minmod
⎞
𝑐𝑗

0 ⊗ 𝑐𝑗⊗1
0 , 𝑐𝑗+1

0 ⊗ 𝑐𝑗
0

)︁
(5.1)

DeĄnimos então os seguintes critérios:

• Se Ó = 0 então 𝑐𝑗
1 = 0, ou seja, na célula 𝐶𝑗 teremos uma reconstrução constante por partes.

• Se Ó ̸= 0 então 𝑐𝑗
1 =

Ó

2
, ou seja, na célula 𝐶𝑗 teremos uma reconstrução linear por partes.

A avaliação é feita a cada passo de tempo 𝑡𝑛. Com esse critério pretendemos diminuir as oscilações

decorrentes do aumento do grau do polinômio da base no caso linear por partes. Note que estamos

utilizando informações já calculadas no passo 𝑡𝑛 o que não acarreta maior esforço computacional,

mas apenas uma avaliação dos coeĄcientes já obtidos.
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5.4 Estabilização do DG1 Baseada no CoeĄciente do Po-

linômio Linear

Nesta segunda proposta, tomamos

Ó = minmod
⎞
𝑐𝑗⊗1

1 , 𝑐𝑗
1, 𝑐

𝑗+1
1

)︁
(5.2)

e os seguintes critérios:

• Se Ó = 0 então 𝑐𝑗
1 = 0, ou seja, na célula 𝐶𝑗 teremos uma reconstrução constante por partes.

• Se Ó ̸= 0 então 𝑐𝑗
1 = Ó, ou seja, na célula 𝐶𝑗 teremos uma reconstrução linear por partes.

A avaliação é feita a cada passo de tempo 𝑡𝑛 assim como no algoritmo anterior. Note que aqui

estamos utilizando o limitador minmod explorando as informações sobre os modos lineares de cada

solução local. Aqui também não calculamos nenhum novo valor, apenas fazemos uma avaliação

sobre valores já calculados no tempo 𝑡𝑛.

5.5 Resultados Numéricos

Vamos considerar experimentos numéricos para o Método DG com estabilização nesta seção,

para vermos como os algoritmos listados anteriormente contribuem para a estabilização. Lem-

bremos que os algoritmos listados anteriormente atuam nas situações em que os polinômios da

base são constantes por partes ou linear por partes. Os parâmetros listados a seguir estão bem

descritos nas seções 3.9 e 4.5, assim como a condição inicial que estamos utilizando. Em todos os

experimentos serão tomados como parâmetros:

• 𝐿 = 1.0, 𝑥1 = 0.1 e 𝑥2 = 0.5

• 𝑎 = 1.0
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• Ü = 0.1

• 𝑇 = 0.2

Vamos nos referir aos casos do método DG como na lista abaixo:

• Galerkin Descontínuo com Polinômios de Base Constante por Partes (DG0)

• Galerkin Descontínuo com Polinômios de Base Linear por Partes (DG1)

• Galerkin Descontínuo com Estabilização do DG1 Baseada no CoeĄciente do Polinômio Cons-

tante (DGSL0)

• Galerkin Descontínuo com Estabilização do DG1 Baseada no CoeĄciente do Polinômio Linear

(DGSL1)

Primeiramente vamos considerar o Método DG sem nenhum estratégia de estabilização. Fixaremos

os casos constante por partes e linear por partes para aplicar nossos algoritmos e estabilização e

compararemos com os resultados dados por DG0 no Capítulo 4. Em DGSL0 e DGSL1 a base

de polinômios é inicialmente linear por partes, mas nossas estratégias consistem em tornar o

método constante por partes em regiões em que ele pode vir a oscilar, como nas regiões próximas

a descontinuidades.

Percebemos que DG0 é mais difusivo que DGSL0 para um malha com 50 volumes como vemos

na Figura 5.3. Ao aumentarmos o número de volumes para 100, em ambos os casos, temos

diminuição da difusão, mas DGSL0 se mantém menos difusivo do que DG0, como vemos na Figura

5.4.

Uma situação análoga ocorre quando comparamos DG0 e DGSL1. Para uma malha de 50

volumes, DG0 e DGSL1 são difusivos como vemos na Figura 5.5. Ao aumentarmos o número de

volumes para 100 a difusão numérica diminui, mas DG0 se mantém mais difusivo do que DGSL1,

como vemos em 5.6.

63



Por último comparemos DGSL0 e DGSL1 diretamente. Na Figura 5.7 para 50 volumes per-

cebemos que DGSL0 é menos difusivo que DGSL1, situação que se repete na Figura 5.8 na qual

utilizamos 100 volumes. Isso nos dá indícios de que o esquema DGSL0 é um esquema adaptativo

menos difusivo e que utiliza soluções constantes por partes em regiões de gradientes abruptos e

lineares por partes em regiões suaves. No Capítulo 6 vamos fazer experimentos numéricos compa-

rando agora os Esquemas Centrais de Volumes Finitos e o Método de Galerkin Descontínuo com

o processo de estabilização para o caso constante e linear por partes, explorando também Ćuxos

não-lineares a Ąm de veriĄcar se o método captura corretamente a formação de ondas de choque

e de rarefação.
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Figura 5.3: Comparação entre as soluções numéricas DG0 e DGSL0 e a solução exata do problema

de advecção linear, com 50 volumes e Ü = 0.1.
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Figura 5.4: Comparação entre as soluções numéricas DG0 e DGSL0 e a solução exata do problema

de advecção linear, com 100 volumes e Ü = 0.1.
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Figura 5.5: Comparação entre as soluções numéricas DG0 e DGSL1 e a solução exata do problema

de advecção linear, com 50 volumes e Ü = 0.1.
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Figura 5.6: Comparação entre as soluções numéricas DG0 e DGSL1 e a solução exata do problema

de advecção linear, com 100 volumes e Ü = 0.1.
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Figura 5.7: Comparação entre as soluções numéricas DGSL0 e DGSL1 e a solução exata do pro-

blema de advecção linear, com 50 volumes e Ü = 0.1.
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Figura 5.8: Comparação entre as soluções numéricas DGSL0 e DGSL1 e a solução exata do pro-

blema de advecção linear, com 100 volumes e Ü = 0.1.
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Capítulo 6

Experimentos Numéricos Comparativos

Neste capítulo apresentaremos testes comparativos com os Esquemas Centrais de Volumes

Finitos estudados no Capítulo 3, com o Método de Galerkin Descontínuo descrito no Capítulo 4

e com o processo de estabilização sugerido no Capítulo 5. As variáveis a serem utilizadas para

os experimentos bem como suas relações, a condição inicial, métodos de integração numérica e

solução de sistemas de EDOŠs foram descritas previamente nas Seções 3.9 e 4.5. Retomamos aqui

as indicações para os esquemas numéricos que vamos estudar:

• Lax-Friedrichs (LxF)

• Local Lax-Friedrichs (LLxF)

• Nessyahu-Tadmor (NT)

• Kurganov Tadmor (KT)

• Galerkin Descontínuo com Polinômios de Base Constante por Partes (DG0)

• Galerkin Descontínuo com Estabilização do DG1 Baseada no CoeĄciente do Polinômio Cons-

tante (DGSL0)
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• Galerkin Descontínuo com Estabilização do DG1 Baseada no CoeĄciente do Polinômio Linear

(DGSL1)

Devido as oscilações para DG1 preferimos utilizar somente o DG0 devido a sua boa estabilidade,

mesmo este sendo difusivo, para comparar com os esquemas centrais de volumes Ąnitos de primeira

ordem. Para o caso do problema de advecção linear estamos comparando os esquemas numéricos

estudados com a solução exata, já para os problemas de Burgers e de Buckley-Leverett estamos

comparados os esquemas numéricos com uma solução de referência feita com o esquema DGSL0

com 2000 elementos e número de Courant Ü = 0.1. Dividimos as simulações em 2 grupos: o primeiro

deles para Esquemas Centrais de primeira ordem e o método DG com polinômios constante por

partes e o segundo para Esquemas Centrais de alta ordem e o método DG com polinômios lineares

por partes com as estabilizações feitas no Capítulo 5.

6.1 Equação de Advecção Linear

Na Figura 6.1 onde empregamos 50 volumes percebmos que o esquema LxF é o mais difusivo

quando comparado aos esquemas DG0 e LLxF, ambos semi-discretos. Já na Figura 6.2 onde

usamos 100 volumes percebemos que os três esquemas tem a difusão reduzida, mas ainda sim o

esquema LxF se mantem como o mais difusivo, enquanto LLxF e DG0 tem soluções semelhantes.

O uso de esquemas semi-discretos reduz consideravelmente a difusão numérica.

Considerando agora os experimentos para os esquemas de segunda ordem, vemos na Figura

6.3 na qual utilizamos 50 volumes que DGSL1 é o mais difusivo entre eles e DGSL0 e KT geram

soluções semelhantes. Aumentando o número de volumes para 100 vemos que a difusão é reduzida,

mas ainda sim DGSL1 é o mais difusivo.

Comparando os esquemas de primeira e segunda ordem percebemos que, aumentando a ordem

do método e empregando esquemas semi-discretos podemos reduzir signiĄcadamente a difusão

numérica que é introduzida por estes esquemas.
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Figura 6.1: Comparação entre as soluções numéricas obtidas pelos Esquemas Centrais de primeira

ordem e o método DG0 com a solução exata do problema de advecção linear, com 50 volumes e

Ü = 0.1.
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Figura 6.2: Comparação entre as soluções numéricas obtidas pelos Esquemas Centrais de primeira

ordem e o método DG0 com a solução exata do problema de advecção linear, com 100 volumes e

Ü = 0.1.
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Figura 6.3: Comparação entre as soluções numéricas obtidas pelos Esquemas Centrais de alta

ordem e os métodos DG de alta ordem com a solução exata do problema de advecção linear, com

50 volumes e Ü = 0.1.

-0.2

 0

 0.2

 0.4

 0.6

 0.8

 1

 1.2

 0  0.2  0.4  0.6  0.8  1

u

x

DG e Esquemas Centrais

KT
DGSL0
DGSL1

Exata

Figura 6.4: Comparação entre as soluções numéricas obtidas pelos Esquemas Centrais de alta

ordem e os métodos DG de alta ordem com a solução exata do problema de advecção linear, com

100 volumes e Ü = 0.1.
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6.2 Problema de Burgers

Vamos tomar aqui a equação de Burgers Não-Viscosa cujo o Ćuxo é dado por 𝑓(𝑢) =
𝑢2

2
, donde

teremos a seguinte lei de conservação hiperbólica escalar que é descrita em (2.5) da seguinte forma:

𝑢𝑡 +

⎠
𝑢2

2

⎜

𝑥

= 0.

Fisicamente devemos esperar a propagação de uma onde de rarefação em 𝑥 = 0.1 e a propagação

de uma onda de choque em 𝑥 = 0.5. Ao Ąnal da simulação Ąsicamente devemos ter uma onda de

rarefação que começa em 𝑥 = 0.1 e termina em 𝑥 = 0.3 e uma onda de choque em 𝑥 = 0.6. A

velocidade máxima de propagação é tal que:

max
𝑢∈[0,1]

♣𝑓 ′(𝑢)♣= max
𝑢∈[0,1]

♣𝑢♣= 1. (6.1)

Como podemos observar, na Figura 6.5, para 50 volumes os três esquemas são difusivos, mas o

esquema LxF é o mais difusivo ocasionando efeitos numéricos na fronteira da simulação, além disso

DG0 e LLxF fornecem bons resultados mesmo na presença de difusão. Com o aumento do número

de volumes para 100 vemos, na Figura 6.6 que LxF é o mais difusivo ainda e o problema na fronteira

se matem. Temos que LLxF e DG0 produziram soluções menos difusivas e bem semelhantes.

Vejamos agora os resultados numéricos para esquemas de segunda ordem: Na Figura 6.7, onde

usamos 50 volumes, percebemos que DGSL1 é o mais difusivo quando comparado a DGSL0 e

KT, que também possuem difusão. Para um malha com 100 volumes, como na Figura 6.8, a

difusão diminui nos três esquemas, mantendo-se DGSL1 como o mais difusivo e tendo DGSL0 e

KT soluções muito semelhantes.
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O emprego da estabilização proposta no Capítulo 5 se mostrou eĄcaz no caso linear e também

em um caso não-linear como Burgers, sem apresentar problemas de instabilidades como pudemos

ver nos experimentos numéricos do Capítulo 4. Além disso o Ćuxo de Burgers é um Ćuxo convexo

[74] assim como o problema de Advecção Linear. As ondas de choque e rarefação foram capturas

corretamente e representadas com poucos pontos como podemos ver nos experimentos a seguir,

mesmo em casos mais difusivos como em LxF e DGSL1.
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Figura 6.5: Comparação entre as soluções numéricas obtidas pelos Esquemas Centrais de primeira

ordem e o método DG0 com a solução de referência da Equação de Burgers, com 50 volumes e

Ü = 0.1.
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Figura 6.6: Comparação entre as soluções numéricas obtidas pelos Esquemas Centrais de primeira

ordem e o método DG0 com a solução de referência da Equação de Burgers, com 100 volumes e

Ü = 0.1.
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Figura 6.7: Comparação entre as soluções numéricas obtidas pelos Esquemas Centrais de alta

ordem e os métodos DG de alta ordem com a solução de referência da Equação de Burgers, com

50 volumes e Ü = 0.1.
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Figura 6.8: Comparação entre as soluções numéricas obtidas pelos Esquemas Centrais de alta

ordem e os métodos DG de alta ordem com a solução de referência da Equação de Burgers, com

100 volumes e Ü = 0.1.
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6.3 Problema de Buckley-Leverett

Vamos considerar aqui a equação de Buckley-Leverett descrita em (2.8) com a razão de visco-

sidades 𝑤 = 1/2 que adquire a seguinte forma:

𝑢𝑡 +

⎠
𝑢2

𝑢2 + (1/2)(1 ⊗ 𝑢)2

⎜

𝑥

= 0 (6.2)

Ao Ąnal da simulação esperamos que, Ąsicamente, teremos duas ondas de rarefação sendo que a

primeira que começa em 𝑥𝑟11 = 0.3 e termina em 𝑥𝑟12 = 0.1 e a segunda começa em 𝑥𝑟21 = 0.5 e

termina em 𝑥22 = 0.8, além de duas ondas de choque em 𝑥𝑐1 = 0.3 e em 𝑥𝑐2 = 0.8. A velocidade

máxima de propagação é tal que:

𝑎 = max
𝑢∈[0,1]

♣𝑓 ′(𝑢)♣= 2, 08 (6.3)

Considerando o emprego de 50 volumes, como na Figura 6.9, percebemos que o esquema LxF é

muito difusivo quando comprado ao DG0 e LLxF, sendo que estes dois últimos fornecem soluções

semelhantes e difusivas. Com o aumento do número de volumes para 100 percebemos que a difusão

é reduzida, mas ainda temos LxF sendo muito difusivo enquanto DG0 e KT fornecem boas soluções,

mas ainda com difusão.

Observando agora os esquemas de alta ordem, percebemos que não temos difusão excessiva em

nenhum dos casos, na Figura 6.11 onde utilizamos 50 volumes temos que DGSL1 é o mais difusivo

quando comparado a DGSL0 e KT. Já para 100 volumes como na Figura 6.12 a difusão diminui

para todos os esquemas, mas ainda percebemos DGSL1 sendo mais difusivo.

Note que o problema de Buckley-Leverett é um problema não-linear ainda mais complexo por

se tratar de uma função de Ćuxo físico não-convexa [74]. Além disso fornecemos uma condição

inicial de tal forma que o esquema deve capturar a presença de 2 ondas de choque e 2 ondas de

rarefação. Nossos resultados indicam a correta captura destes fenômenos além de representá-los

com poucos pontos.

77



-0.2

 0

 0.2

 0.4

 0.6

 0.8

 1

 1.2

 0  0.2  0.4  0.6  0.8  1

u

x

DG e Esquemas Centrais

LxF
LLxF
DGO

Referencia

Figura 6.9: Comparação entre as soluções numéricas obtidas pelos Esquemas Centrais de primeira

ordem e o método DG0 com a solução de referência do problema de Buckley-Leverett, com 50

volumes e Ü = 0.1.
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Figura 6.10: Comparação entre as soluções numéricas obtidas pelos Esquemas Centrais de primeira

ordem e o método DG0 com a solução de referência do problema de Buckley-Leverett, com 100

volumes e Ü = 0.1.
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Figura 6.11: Comparação entre as soluções numéricas obtidas pelos Esquemas Centrais de alta

ordem e os métodos DG de alta ordem com a solução de referência do problema de Buckley-

Leverett, com 50 volumes e Ü = 0.1.
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Figura 6.12: Comparação entre as soluções numéricas obtidas pelos Esquemas Centrais de alta

ordem e os métodos DG de alta ordem com a solução de referência do problema de Buckley-

Leverett, com 100 volumes e Ü = 0.1.
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Capítulo 7

Conclusões e Perspectivas

O objetivo deste trabalho foi o estudo computacional de métodos numéricos, da classe Galerkin

Descontínuo (DG), para aproximação de problemas hiperbólicos, lineares e não-lineares. Em par-

ticular, foram estudadas esquemas explícitos do tipo SSP Runge-Kutta no tempo e DG no espaço.

Para tanto, foi necessário estudar a teoria de Elementos Finitos e de Volumes Finitos bem como

a teoria básica de problemas de valor inicial, associados a equações diferenciais hiperbólicas, para

motivar o uso dessas metodologias como ferramentas de aproximação. Além deste estudo, em-

pregamos técnicas de estabilização para propor métodos de Galerkin Descontínuo de alta ordem,

utilizando os limitadores de inclinação.

O estudo de esquemas de volumes Ąnitos centrais de alta ordem desenvolvido no Capítulo 3,

mostrou que o uso de uma formulação semi-discreta aliado a reconstruções de alta ordem, conduz

a resultados menos difusivos do que os obtidos por esquemas que não admitem tal formulação. A

teoria de métodos de Galerkin Descontínuo apresentada no Capítulo 4 permitiu a construção de

esquemas semi-discretos baseados em espaços polinomiais locais de grau qualquer. A escolha de

um método numérico para solução do sistema de EDOŠs resultante da formulação semi-discreta,

relaciona-se diretamente com a estabilidade espaço-tempo do método DG. Para este Ąm, escolhe-

mos a classe de métodos SSP Runge-Kutta. No estudo desta classe de métodos, aprendemos uma

de suas grandes vantagens, que é a Ćexibilidade na escolha do grau dos polinômios da base, assim

como o número de estágios de integração no tempo. E é justamente a liberdade de escolha dos
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graus dos polinômios da base um dos grandes atrativos de métodos da classe DG. Contudo, como

já esperado pelo Teorema de Godunov e veriĄcado nos experimentos numéricos, tais esquemas

de alta ordem produzem soluções que não preservam a monotonicidade. Os métodos de Galer-

kin Descontínuo de alta ordem apresentados no Capítulo 5, baseados em duas novas estratégias

de estabilização via limitadores de inclinação, conduziram a resultados estáveis, não introduzindo

novos extremos locais. A estabilidade e precisão dos novos métodos foi comprovada através de

diferentes estudos numéricos, realizados ao Ąnal do Capítulo 5 e ao longo do Capítulo 6, onde

Ązemos diversos experimentos computacionais para problemas hiperbólicos não-lineares (Burgers

e Buckley-Leverett), fazendo comparações diretas com os esquemas numéricos apresentados nos

Capítulos 3 e 5.

Por Ąm, enfatiza-se que é um plano futuro a continuidade do estudo de métodos da classe DG,

com o objetivo de buscar novas formulações para obtenção de soluções estáveis, como previsto

pela teoria para problemas hiperbólicos. Neste contexto, mostramos a viabilidade do uso de

limitadores como uma alternativa para a estabilização das soluções aproximadas via DG, uma vez

que em regiões com descontinuidades, o método DG pode exibir oscilações espúrias para certas

escolhas de polinômios da base, tipicamente aqueles de graus mais elevados, como observado nos

experimentos numéricos reportados. Outra questão chave que pode ser aprofundada em trabalhos

futuros, é a escolha de estágios SSP da classe Runge-Kutta. Essa classe tem como metodologia

a aplicação de uma forma forte de estabilidade para preservar qualitativamente as propriedades

matemáticas associadas a problemas hiperbólicos, tais como a captura da correta velocidade de

propagação, bem como soluções sem oscilações espúrias. Além disso, é plano futuro a extensão

da metodologia DG para a aproximação de soluções de sistemas hiperbólicos em modelos mais

soĄsticados para aplicações em problemas de natureza multifísica, como aqueles em dinâmica de

Ćuidos em meios porosos, como por exemplo, em transporte de contaminantes em aquíferos e

também em reservatórios de petróleo para o desenho de estratégias eĄcientes para o aumento da

produção de hidrocarbonetos.
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