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Abstract

Our aim in this work is to make a study about the sieve method. The motivation lies in the
intent of applying this idea in a particular situation.

We splitted the study into three parts. The first part deals with definitions and basic concepts.
In the second we present the principle of inclusion-exclusion while being something well known
deserves special mention given its importance as a tool in our work. In the third and final part, we
make a historical contextualization and a description of the evolution of the sieve FEratosthenes-
Legendre ideas.

The choice of sieve, among many others, has been made taking into account two points. The
first is that the FEratosthenes-Legendre sieve is the simplest among the sieves studied the theory
of sieves. The second point is related to the fact that this sieve provide the general idea of
combinatorial sieve, since the more sophisticated sieves are extensions of its basic ideas.

Keywords: Sieve method, Eratosthenes sieve method, Prime numbers, Combinatorial analy-
sis.

Resumo

Nosso objetivo, nesse trabalho, é o de fazer um estudo sobre o método do crivo. A motivagao
reside no desejo de aplicar essas ideias a uma situacao particular.

Dividimos nosso trabalho em trés partes. Na primeira fornecemos apenas as defini¢oes e con-
ceitos basicos. Na segunda apresentamos o principio da inclusao-exclusao que embora sendo algo
bastante conhecido merece destaque especial dada a sua importancia como ferramenta no nosso
trabalho. Na terceira e ultima parte, fazemos uma contextualizacao histérica e uma descri¢ao da
evolucao das ideias do crivo de Eratdstenes-Legendre.

A escolha desse crivo, dentre tantos outros, foi feita tendo em vista dois pontos. O primeiro
¢ que o crivo de Eratostenes-Legendre é o mais simples dentre os crivos estudados na teoria dos
crivos. O segundo ponto estd relacionado com o fato deste crivo fornecer a ideia geral dos crivos
combinatoriais, uma vez que os crivos mais sofisticados sdo extensoes de suas ideias basicas.

Palavras-chave: Método de crivo, Eratostenes, Método de crivo de., Niimeros primos, Analise
combinatoria.
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Introducao

As ideias de crivo certamente cresceram a partir de um processo chamado crivo de Eratdstenes
proposto por volta do Século IIT a.C., cuja a ideia era eliminar, de uma tabela, aqueles elementos
que por alguma razao eram considerados indesejaveis. Os processos atuais de crivos, no entanto,
tém uma perspectiva diferente. Enquanto o crivo de Eratdstenes, na sua versao original, se preo-
cupa em obter elementos atendendo a condigoes dadas, os crivos atuais se preocupam em contar o
numero de elementos atendendo a essas condigoes.

A teoria moderna de crivos teve inicio com os trabalhos de Viggo Brun (1885-1978) e até 30
anos atras, trés métodos de crivos eram considerados como os principais pilares da teoria, a saber,
crivo de Brun, crivo de Selberg e o grande crivo de Linnik. Segundo os autores de [2], a versao
moderna do crivo de Eratéstenes (tambem conhecido como crivo de Eratdstenes-Legendre) quando
associado ao truque de Rankin torna-se tao poderoso quanto o crivo de Brun.

Desde o seu surgimento o crivo de Eratistenes tém sido revisado e reinterpretado por varios
matematicos. Neste trabalho apresentamos a evolug¢ao dessas ideias desde sua origem até sua
versao moderna e apresentamos, ao leitor, outras ideias comuns aos processos de crivo.

"Fundamental progress has to do with the reinterpretation of basic ideas”

Alfred N. Whitehead



Capitulo 1

Conceitos Basicos

Neste primeiro capitulo vamos revisar importantes conceitos e defini¢bes, assim como os re-
sultados obtidos por meio deles, que serao utilizados ao longo desse trabalho. Comecaremos essa
revisao tratando de um assunto que permeia boa parte da matemaética, a teoria de conjuntos. Nao
temos a intencao de um aprofundamento no tema. Nosso objetivo aqui é o de apresentar as ideias
fundamentais da teoria de conjuntos que serao necessarias para o embasamento e o desenvolvi-
mento do nosso texto. O livro adotado para essa primeira parte foi Teoria ingénua de conjuntos
escrito por Paul Halmos [6].

1.1 Teoria de conjuntos

1.1.1 Conceitos elementares da teoria de conjuntos

O caminho adotado, para apresentar as ideias fundamentais da teoria de conjuntos, é o axio-
matico. Nesse sentido, vamos seguir o caminho trilhado por Paul Halmos, no livro citado, de um
modo bem semelhante e as vezes até coincidente.

Como no trabalho de Halmos nao daremos uma definicado para os conceitos de

conjuntos
pertinéncia de um elemento a um conjunto.

A situagao é andloga ao tratamento dado por Fuclides a geometria em seu livro Os Elementos.
Fuclides, naquele contexto, nao define pontos e retas, ele simplesmente admite a existéncia de
tais objetos e a partir de um conjunto de regras ele deduz resultados. Portanto, no que segue,
estaremos admitindo que as ideias de conjunto e de pertinéncia sao conceitos primitivos.

Conjuntos, como intuimos, podem possuir elementos ou ndo. Se um conjunto A nao possui
elementos dizemos que ele é vazio e denotamos tal conjunto por (). Sendo a um elemento que
pertence ao conjunto A denotamos a € A, e no caso em que a nao é um elemento do conjunto A
denotamos a ¢ A.

O conceito primitivo de um elemento pertencer a um conjunto produz uma no¢ao de igualdade
entre conjuntos. Essa relacdo fundamental, entre tais conceitos, estd estabelecida pelo axioma,
seguinte:



Axioma 1.1.1 (Axioma da Extensdo). Dois conjuntos sao iguais se, e somente se, possuem 0s
mesmos elementos.

A igualdade entre os conjuntos A e B sera denotada por A = B e no caso em que A e B nao
sao conjuntos iguais denotamos A # B.

Vamos estabelecer, agora, uma nova relacdo entre conjuntos através da qual serd possivel
reformular o Axioma (1.1.1). Sejam A e B conjuntos dados, dizemos que A estd contido em
B, A esta incluido em B ou ainda que A é um subconjunto de B se todos os elementos de A sao
ainda elementos de B e representaremos esse fato por

ACB.

O Axioma da Extensdao em termos dessa nova relacdo entre conjuntos, chamada inclusao,
estabelece que,

A=B < ACB e BCA. (1.1.1)

Essa nova caracterizacao fornece um método para se demonstrar a igualdade entre conjuntos.
Isto é, para mostrar que A = B é necessario e suficiente mostrar que,

ACB e BCA.

Como observagao ¢ importante notar que as relagdes acima, de pertinéncia e de inclusao, sao
essencialmente diferentes. Para destacar uma das diferengas sabemos que a relagao de inclusao é
reflexiva uma vez que, por definicao, todos os elementos de um dado conjunto A pertencem a A,
isto é,

ACA
Por outro lado nao é de todo verdade que A € A. E isso é suficiente para garantir uma difenca
entre as relagoes de pertinéncia e de inclusao.

Um fato muito utilizado, na teoria de conjuntos, é a construcao de novos conjuntos a partir de
conjuntos ja existentes. Deste ponto até o final desta secdo nosso objetivo serda o de estabelecer
alguns mecanismos para a construcao desses novos conjuntos. O primeiro passo nesse sentido é
dado pelo axioma:

Axioma 1.1.2 (Axioma da Especifica¢do). A todo conjunto A e a toda condi¢io S(x) podemos
associar um conjunto B cujos elementos sao exatamente aqueles elementos x de A para os quais
a condigao S(x) vale.

O axioma acima estabelece que qualquer afirmacao sensata, feita a elementos de um conjunto,
especifica um novo conjunto.

Uma consequéncia imediata do Axioma (1.1.1) é que o Axioma da Especificagdo determina o
conjunto B de maneira tinica, uma vez que,

beB < be{recA|S(x)}

3



o que implica,
B={xe A|S(zx)}

onde a expressao S(z) denota uma afirmacao feita ao elemento = € A.

O proximo axioma garante que para quaisquer dois conjuntos existe um conjunto que contém
ambos e nada mais.

Axioma 1.1.3 (Axioma da Paridade). Para dois conjuntos quaisquer existe um conjunto A a que
ambos pertencem.

O Axioma (1.1.3) ndo exclui a possibilidade de existirem mais do que dois elementos em A. No
entanto, se a e b sdo conjuntos, e se A é um conjunto tal que a € A e b € A, podemos aplicar o
Axioma (1.1.2) para A com a sentenca:  =a ou x =b. O resultado é o conjunto,

{reAlx=aoux=0},

e este conjunto, obviamente, contém apenas a e b. A representacao usual para esse ultimo conjunto
¢,
{a, b}.

1.1.2 Uniao e Interseccao

Axioma 1.1.4 (Axioma da Reunido). Para toda cole¢io de conjuntos existe um conjunto que
contém todos os elementos, de cada um dos conjuntos, da colecio dada.

Em termos de simbolos, o axioma acima pode ser reescrito como:
(VC) 3U) (uelU < ue{r | r€ X para algum X em C}).

O conjunto U, acima, é chamado a uniao (ou reuniao) dos conjuntos X da colegao C e garan-
timos, pelo Axioma da Extensao, a unicidade desse conjunto, isto é,

U={z | v € X para algum X em C}. (1.1.2)

Uma outra maneira, bastante utilizada, para representar o conjunto U é dada por,

Uv=Jx
XeC

e no caso em que a colecao C é dada por {A, B}, isto é C = {A, B}, temos a representacgio
L {X | XeC}=AUB.
Assim, pela caracterizagao (1.1.2) temos que,
AUB={x | € Aouzx € B}.

Alguns fatos importantes, sobre a reunidao de conjuntos, sao listados abaixo:

4



1. AUD = A;

2. AUB = BU A,

3. AU(BUC)=(AUB)UC;

4. AUA = A

5. A C B se, e somente se, AUB = B.

Demonstragao. 1. Claramente temos que A C AU(). Suponha no entanto que AU} ¢ A. Entao
existe x € AU tal que z € A. Assim como z € AU temos quex € Aouxzell=zedo
que ¢ um absurdo. Portanto, segue AUQ C Aedai AUD = A.

2. Temos que x € AU B se, e somente se, t € Aoux € B. Alem disso x € Aoux € B se, e
somente se, t € Boux € A. Mas x € B ou x € A se, e somente se, x € BU A.

3. Temos que x € AU (BUC) se, e somente se, r € A ou x € (BUC) se, e somente se, x € A
ouz € Bouxe(C. Masz € Aoux € Bouux € C se, esomente se, z € (AUB)ouz e
se, e somente se, x € (AU B)UC.

4. Claramente temos que A C AU A. Suponha no entanto que AU A ¢ A. Entao existe
re AUAtalquezr ¢ A. Comozr € AUAentaoxr € Aoux € A= x € Ao que é uma
contradigdo. Portanto segue que AUA C Aedal AUA = A.

5. Suponha que A € B. Como B C B temos que AU B C B, uma vez que para todo
x € AU B temos que x € B. Desde que claramente B C AU B segue AU B = B. Por
outro lado se AU B = B entao para todo r € AU B temos z € B. Assim, para todo
x € Aouz € B= x € B. Ou seja, em particular, todoz € A=z € B, isto é A C B.

O

Uma outra operacao, que tém varios pontos em comum com a uniao de conjuntos, ¢é a intersec¢ao
de conjuntos. Sejam os conjuntos A e B, definimos o conjunto intersecgao entre A e B como segue,

ANB={x | r€Aexec B} (1.1.3)
Alguns fatos sobre a interseccao sao listados:
1. AnD=0;
2. ANB = BnNA;
3. AnN(BNC)=(AnB)NC;
4. ANA=A4

5. A C B se, e somente se, AN B = A.



Demonstra¢io. 1. Primeiramente temos que ) C AN (), uma vez que, se ) ¢ AN existiria
xr € (tal que z € AN o que é um absurdo. Logo devemos ter ) C AN 0.

Por outro lado AN B C B para todo B, de fato, se AN B ¢ B existiria x € AN B tal
que z ¢ B. No entanto para todo x € ANB = x € Aex € B o que é uma contradicao.
Portanto AN B C B para todo B. Em particular para B = () segue o resultado.

2. Temos que x € AN B se, e somente se, t € Aex € B. Além disso x € Aex € B se, e
somente se, t € Bex € A. Mas x € Bex € A se, e somente se, t € BN A.

3. Temos que z € AN (BNC) se, e somente se, z € Aex € (BNC) se, e somente se, z € A
ere€BexeC. Masz € Aex € Bex € (C se, esomente se, z € (ANB) ex € C se, e
somente se, z € (AN B)NC.

4. Vimos em (1) que AN B C B para todo B, portanto tomando B = A segue que AN A C A.
Por outro lado é claro que para todo z € A, x € AN A. Portanto segue que A = AN A.

5. Suponha que A C B. Como necessariamente A C A temos que A C AN B, uma vez que
para todo x € A temos que z € A e x € B. Assim, utilizando o fato de que AN B C A
concluimos que AN B = A.

Por outro lado, se AN B = A entao para todo x € Atemosx € ANB=x€ Aex € B.

Portanto, em particular temos que para todo x € A = x € B ou seja A C B.
m

A formacao de um conjunto intersecgao a partir de dois conjuntos é um caso particular de uma
operacao muito mais geral que ¢é estabelecida pelo axioma,

Axioma 1.1.5 (Axioma da Intersecgdo). ' Para cada colegio (ndo vazia) de conjuntos, existe um
conjunto que contém os elementos comuns a todos os conjuntos da dada colegdo.

Em termos de simbolo o Axioma da Intersec¢ao, acima, pode ser reescrito como:
VC)(C#D) 3BV)(weV < ve{r | x€ X para todo X em C}).

O conjunto V', acima, é chamado a interseccao dos conjuntos X da colecao C e garantimos,
pelo Axioma da Extensao, a unicidade desse conjunto, isto é,

V ={z | =z € X para todo X em C}.

Uma outra maneira, bastante usual, de representar o conjunto V' é dada por,

V=X

XeC

Em concordancia com que estabelecemos no conjunto (1.1.3), no caso particular, em que C =
{A, B} temos a representagao,

1Sob um ponto de vista completamente axiomético, temos que esse axioma é redundante uma vez que ele pode
ser obtido por repetidas aplica¢bes do Axioma da Especificagao.



M{X | XeC}=ANB.

Os fatos estabelecidos a seguir nos dizem como relacionar as operagoes de unido e intersecgao.
Sejam dados os conjuntos A,B e C. Entao,

1. AN(BUC)=(ANB)U(AN(C);
2. AU(BNC)=(AUB)N(AUC).

Demonstragcio. Vamos demonstrar aqui somente o item 1 uma vez que a demonstragao do item 2
¢ analoga.

Sex € AN(BUC) entdao, z € Aex € BUC. Assim, x pertence a A e x pertence ou a B ou
a C. Se x pertence a B, e como x pertence obrigatoriamente a A, segue que = pertence a AN B.
Na outra possibilidade = pertence a C' e novamente pela obrigatoriedade de x pertencer a A segue
que z pertence a AN C. Como nao existe outra possibilidade, temos que = pertence a AN B ou x
pertence a AN C o que significa dizer que = pertence a (AN B) U (AN C). Isso mostra portanto
que AN(BUC)C(ANB)U(ANC).

Seja agora x € (AN B)U(ANC). Neste caso temos que t € Aex € Boux € Aex € C. Em
qualquer uma, das duas possibilidades, x € A e x pertence oua Boua C,istoéx € AN(BUC).
Assim temos (AN B)U(ANC)C AN(BUC) e isso conclui a demonstragao. O

1.1.3 Complemento e Poténcia

Vamos estabelecer, agora, a nocao de diferenca entre conjuntos. Sejam A e B conjuntos dados.
Definimos a diferenca B\ A por,

B\A={z€B | = ¢ A}.

e chamamos esse conjunto de o complemento relativo de A em B. Observe que nesta definicdo nao
foi necessario o fato de A ser subconjunto de B.

Em uma situagdo um pouco mais especifica, quando todos os subconjuntos A a serem con-
siderados sao subconjuntos de B, podemos adaptar a nocao de diferenca entre conjuntos nesse
contexto e estabelecer a nocao de conjunto complementar. O complemento de um subconjunto A
de B, que denotaremos por A°, é o conjunto de todos aqueles pontos de B que nao pertencem a
A, em simbolos,

A°={zxeB | ¢ A}.

Os fatos bésicos sobre a complementagdao podem ser enunciados como segue.
Sejam A, C' C B, entdo,

1. (A9)° = A;



2. )°= B e B = ();
3. ANA°=0e AU A° = B;
4. A C C se, e somente se, C° C A°.

Demonstracao. 1. Temos que = € (A°)° se, e somente se, x € A° se, e somente se, r € A.
[¢ q )

2. Por defini¢do, temos que (¢ = {x € B | = ¢ 0} = B. Por outro lado, B°={x € B | = ¢
B} = 0.

3. Por defini¢do, temos que A° = {z € B | = ¢ A}, assim AN A° = (). Por outro lado,
AUA“=B,umavezque A={x € B | z€ A}

4. A C (' se, esomente se, r € A =z € C se, e somente se, x & C' = x ¢ A se, e somente se,
x € (C°= x € A° se, e somente se, C'° C A°.
]

Uma observagao importante e ttil, sobre complementacao, conhecida como leis De Morgan sao
expressas pelas identidades abaixo,

1. (AUB)¢ = A°nN B¢
2. (AN B)c = A°U B°.

Demonstracao. Vamos demonstrar aqui somente o item 1 uma vez que a demonstragao do item 2
¢ analoga.

De fato, dado = € (AU B)° temos que z ¢ (AU B). Assim, t ¢ Aex ¢ B. Logo x € A® e
xr € B¢ e, portanto x € A°N B¢, dai (AU B)® C A°N B¢. Por outro lado, seja © € A°N B¢, entao
r€A°ex € B Assim, € Aex & B e portanto z ¢ AU B. Logo x € (AU B)° o que conclui a

demonstracao.
m

De um modo muito mais geral, valem as seguintes relagoes,

c C
(UX) N x e (mx> _ U x-
Xec Xec Xec Xec

Os fatos sobre complementagao implicam que, usualmente, os teoremas em teoria dos conjuntos
vém aos pares. Se em uma equagao (ou inclusdo) envolvendo unides, intersecgoes e complementos
nds trocarmos cada conjunto pelo seu complemento, mudarmos unides por intersecgoes (e vice
versa) e invertermos todas as inclusées, o resultado serd um outro teorema. Este fato é algumas
vezes chamado de principio da dualidade para conjuntos.



Axioma 1.1.6 (Axioma das Poténcias). Para cada conjunto dado, existe uma colegio de conjuntos
que contém entre seus elementos todos os subconjuntos do conjunto dado.

Em outras palavras se A é um conjunto, entao existe um conjunto P tal que,
Se X C A entao X € P.

O conjunto P descrito pelo Axioma (1.1.6) pode ser maior do que o desejado, isto é, o axioma
nao exclui a possibilidade de existirem outros elementos que nao sejam subconjuntos de A em P.
Mas isto é facilmente remediado aplicando o Axioma (1.1.2) para formar o conjunto,

{(XeP | XcCA} (1.1.4)

Desde que uma condigao necessaria e suficiente para que X pertenca a (1.1.4) é que X seja um
subconjunto de A, segue que mudando a notagao e denotando este conjunto ainda por P obtemos,

P={X | X CA}

O conjunto P é chamado o conjunto poténcia de A e o Axioma (1.1.1) garante sua unicidade.
A dependéncia entre P e A é denotada escrevendo P(A) ao invés de somente P.

Vejamos uns poucos exemplos para P(A) em que a quantidade de elementos em A é pequena.

Se A = () entdo P(A) = {0}. Se A = {a} entdo P(A) = {0,{a}}. Se A = {a,b} entdo
P(A) = {@7 {CL}, {b}’ {CL, b}}

De um modo geral, iremos mostrar, na proxima secao, que se o conjunto A possui n elementos
entdo P(A) ird possuir 2" elementos. Por enquanto, vejamos um tltimo assunto sobre teoria de
conjuntos.

1.1.4 Par Ordenado

Um par ordenado de a e b, com primeira coordenada a e segunda coordenada b, é o conjunto

(a,b) definido por
(av b) = {{a}7 {CL, b}}

Vamos provar que com essa definicao a principal propriedade que se espera ter para um par
ordenado se mantém. Isto é, vamos mostrar que se (a, b) e (z,y) sao pares ordenados com (a, b) =
(x,y) entdo a =x e b =y.

Para provar isto nés observamos que se a e b sdo iguais entao o par (a,b) é o conjunto {{a}}.
Se reciprocamente (a,b) é o conjunto {{a}} entdo {a} = {a,b} e assim b € {a} e, portanto a = b.

Suponha agora que (a,b) = (z,y). Vimos acima que a = b se, e somente se, (a,b) = {{a}}.
Portanto supondo a = b e (a,b) = (x,y) devemos ter que,

{{a}} = {{z}, {2, 9}},

e portanto
{z} ={z,y}=2=y ¢, {a}={2}=2=0.

9



dai segue que a,b,x e y sao todos iguais.

Se, agora supomos a # b e (a,b) = (z,y), entdo ambos (a,b) e (z,y) contém exatamente um
conjunto da forma {z}, ou seja {a} e {x} respectivamente, de modo que a = z. Desde que neste
caso é também verdade que ambos (a,b) e (z,y) contém exatamente um par nao ordenado, a saber
{a,b} e {z,y} respectivamente, segue-se que {a,b} = {x,y} e portanto em particular b € {z,y}.
Considerando que b ndo pode ser = (visto que x = a e b # a) devemos ter b = y. Assim podemos
concluir que para quaisquer pares ordenados (a,b) e (z,y) satisfazendo (a,b) = (x,y) devemos ter
a=xreb=y.

Para finalizar vamos mostrar que, dados conjuntos A e B, existe um conjunto que contém todos
os pares ordenados (a,b) com a € Aeb € B.

De fato, se a € Aeb e B, entdao {a} C A e {b} C B e portanto {a,b} C AU B. Desde que,
também {a} C AU B, segue que ambos {a} e {a,b} sdo elementos do conjunto P(A U B). Isto
implica que {{a}, {a,b}} é um subconjunto de P(A U B) e portanto que ele é um elemento de
P(P(AU B)), em outras palavras (a,b) € P(P(AU B)) sempre que a € A e b € B. Uma vez que
este conjunto é conhecido, é uma questao de rotina aplicar o Axioma da Especificacdo e o Axioma
da Extensao para produzir o conjunto inico A X B que consiste exatamente dos pares ordenados
(a,b) com a € Aebe B. Este conjunto é chamado produto cartesiano de A e B e é caracterizado
pelo seguinte fato

Ax B={x]|x=(a,b) para algum a € A e para algum b € B}.

1.2 Combinatdéoria Enumerativa

No que segue apresentaremos um recorte de resultados basicos de Combinatoria Enumerativa.
E no mesmo sentido, da apresentacao da teoria de conjuntos, nosso objetivo ¢, novamente, o de
estabelecer as ideias fundamentais para o desenvolvimento do nosso trabalho. Os resultados, aqui
apresentados, sao bésicos e podem ser encontrados em varios livros introdutérios. Nesse texto
foram utilizados os livros, [1], [9] e [10].

1.2.1 Principios elementares de contagem

Iniciamos esta se¢ao com umas poucas regras que, embora obvias, estao na origem dos proble-
mas de contagem. Para estabelecer tais regras precisamos da definicao,

Definicao 1.2.1. Dado um conjunto finito A, denotaremos o nimero de elementos desse conjunto
por | A .

Todos os conjuntos, com os quais trabalharemos nesta Sec¢ao, sao finitos.

Principio aditivo. Se S = [J._; S; é a uniao disjunta® de conjuntos S;, entao | S |= >t | S; |.

2Dizemos que a unido 9, definida acima, é disjunta quando S; N.S; = 0 sempre que i # j.
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Uma maneira bastante comum em que o principio aditivo aparece ¢é a seguinte: classificamos
os elementos de S de acordo com um conjunto de propriedades e; (i =1,...,t) de modo que essas
propriedades e; sejam mutuamente exclusivas, e definimos S; = {z € S| z tém a propriedade e;}.
Assim para saber o nimero de elementos em S é suficiente saber o nimero de elementos nos
conjuntos S;’s. Vejamos um exemplo de aplicagdo do principio aditivo que ilustra essa ideia.

Exemplo 1.2.2. Ao longo do texto um conjunto X com n elementos também serd chamado um
n-conjunto. Denote por S = ()k() a familia de todos k-subconjuntos de X. Assim o numero de

elementos de S, isto é | S |, é o usual coeficiente binomial (Z) Para o momento,

Y

¢ um simbolo denotando a quantidade de k-subconjuntos de X.
Seja a € X. Dividimos o conjunto S como seque,

Sy={AeS|ac A}

67
Sy ={AeS|a¢gA}
Obtemos todos os elementos de Sy através da combinagao de todos k—1-subconjuntos de X \{a}
com a; assim | Sy |= (Zj) Similarmente Sy € a familia de todos k-subconjuntos de X \ {a} e
portanto | Sy |= (”;1> O principio aditivo produz, portanto, a recorréncia de Pascal para

coeficientes binomiais,

@:(Zii%(";l) (1<k<n)

com valor inicial (g) = 1. Observe que obtivemos esta recorréncia sem ter calculado o coeficiente
binomial explicitamente.

Com o proposito de enunciar um outro principio importante considere, em um caminho analogo
ao trilhado por nés na Secao (1.1.4), S como sendo o conjunto de todas t-uplas (ay, as, ..., a;) com
a; € S;, onde S; é chamado o conjunto de coordenadas.

Principio multiplicativo. Se S = [[!_, S; é o produto cartesiano de conjuntos, entdo

| S =TTy | Si |-

O principio multiplicativo estabelece que, se existem t escolhas sucessivas a serem feitas, e
para 1 < i <t, a i-ésima escolha pode ser feita em | S; | formas, entdo o ntimero total de maneiras
de se fazer estas escolhas é [Tt_; | S; |. Vejamos um exemplo.

Exemplo 1.2.3. Uma sequéncia finita de 0’s e 1’s é chamada uma palavra sobre o alfabeto {0, 1},
e a soma das quantidades de 0’s e 1’s fornece o tamanho da palavra.
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Seja, S; ={0,1} um conjunto de coordenada para todo 1 <1i < n e considere o conjunto
Sy X Sy X ... xS,

Entdao o principio multiplicativo estabelece que existem 2" palavras de comprimento n sobre

{0,1}.
De fato, como S; = {0,1} para todo 1 < i < n entdo os elementos do conjunto,
S XSy x...xS,

sao da forma (xq,xs,...,2,), onde x; € S; = {0, 1}.
Assim dado xy, existem duas opgoes de escolha para xs na palavra (r1,xs,...,x,), ou Seja,
dado x1 = 0 temos,

e para 1 = 1 temos,
(1,0,...,2,) ou (1,1,...,x,).

Continuando nessa ideia, para cada uma dessas 2% palavras existem duas opgoes de escolha para
x5 e, portanto, teremos um total de 2% palavras ocupando as tés primeiras posicoes com opcoes de
escolha em {0, 1}, a saber

(0,0,0,24,...,2,); (0,0, 1,24, ..., 2,);(0,1,0, 24, ..., 2,); (0,1, 1,24, ..., 2,);
(1,0,0,24, ..., 2,); (1,0, 1,24, . .., 20); (1, 1,0, 24, ..., zp) € (1,1, 1, 24, ..., p,).

De um modo geral, se existe um total de 2°=! palavras ocupando as i —1 primeiras posicoes com
opgoes de escolha em {0,1} entdo para as i primeiras posi¢oes, com opgoes de escolha em {0, 1},
existe um total de 2° palavras.

Em geral, obtemos r™ palavras se o alfabeto A possuir r elementos. Entdo falamos da n-palavra
sobre o alfabeto A.

Para finalizar a secao, vamos estabelecer o principio bijetivo. Para tanto, considere as
seguintes defini¢oes e resultados.

Definicao 1.2.4. Dados dois conjuntos Y e Z, dizemos que uma funcao f 1Y — Z ¢é bijetiva
quando:

1. Para todo a,b €Y coma #b= f(a)# f(b);
2. Dado qualquer b € Z eziste a € Y tal que f(a) = 0.

Definicao 1.2.5. Sejam, g : X =Y e f:Y — Z fungoes dadas. Podemos definir uma funcao
fog: X — Z tal que fog(z) = f(g(x)) para todo x € X.
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Lema 1.2.6. Sejam, g: X — Y e f:Y — Z fungoes bijetivas, entio a fungao fog(z) = f(g(x))
serd bijetiva.

Demonstragio. Se g e f sao fungoes bijetivas entdo dados a,b € X com a # b temos g(a) # g(b).
Como g(a),g(b) € Y e g(a) # g(b) segue que f(g(a)) # f(g(b)). Logo, sabendo que f o g(x) =
f(g(z)) temos que para todo a,b € X com a # b= fog(a) # fog(b) e, portanto, 1 na Definigao
(1.2.4) vale.

Seja agora, z € Z. Como f :Y — Z é bijetiva, existe, pelo item 2 da Defini¢ao (1.2.4), um
elemento y € Y tal que f(y) = 2. Alem disso, como g : X — Y também é bijetiva existe, pelo
item 2 da Definigao (1.2.4), um elemento = € X tal que g(x) = y. Assim dado qualquer z € Z
existe € X tal que fog(x) = f(g9(x)) = f(y) = z e, portanto, 2 na Definicao (1.2.4) vale e o
lema esta demonstrado. O]

Principio Bijetivo. Se existir uma bije¢ao entre dois conjuntos A e B, entao | A |=| B |.

Demonstragdo. De fato, dados conjuntos A e B, suponha que exista uma bijecao f : A — B. Se
| A |= n, existe uma bijecao g : I,, — A, onde I,, é o conjunto dos naturais de 1 a n. Entao usando
o fato dado no Lema (1.2.6) temos que f o g : I, — B é bijegao e portanto | B |= n. O

O exemplo abaixo vai fazer uso do principio bijetivo para estabelecer uma afirmacao feita na
Secao (1.1.3). Naquela situacdo, nos afirmamos que, se um conjunto A possui n elementos entao
o conjunto P(A) possui, necessariamente, 2" elementos.

Exemplo 1.2.7. Sejam X um conjunto qualquer com n elementos e S; = {0, 1} para todo 1 < i <
n. Indexando X = {x1,z9,...,x,} de qualqguer maneira e mapeando

f:P(X)—= S xSy x...x8,

como f(A) = (a1,as,...,a,), onde a; =1 sex; € A ea; =0 sex; & A, temos uma bijecao entre
P(X) e as palavras de comprimento n sobre o alfabeto {0, 1}.

Sabemos, do Exemplo (1.2.8), que o conjunto das palavras com tamanho n sobre o alfabeto
{0,1} tem um total de 2™ elementos. Assim existindo tal bije¢ao, o nimero de elementos de P(X)
serd 2".

Vejamos que, de fato, f € uma bijecao. Sejam A, B € P(X) com A # B e suponha que
f(A) = f(B). Como estamos supondo f(A) = f(B) seque que a; = b; para todo i e dai sequiria
que A e B tém os mesmos elementos e portanto A = B, mas isso € uma contradicio. Logo devemos

ter f(4) # f(B).
Por outro lado, dado qualquer palavra de comprimento n sobre o alfabeto {0,1}, digamos
(ay,aq,...,a,), existe um subconjunto A C X tal que

nds concluimos, portanto, que | P(X) |=2™.
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1.2.2 Permutagoes e Combinacoes

Vamos estabelecer agora algumas notagoes e terminologias que descrevem situagoes especiais
de aplicagoes dos principios aditivo e multiplicativo.

Definicao 1.2.8. Seja X um conjunto com n elementos. Uma k-permutacao de X é uma k-palavra
sobre o alfabeto X cujas entradas sao todas distintas.

Exemplo 1.2.9. Ezemplos simples de 4-permutagoes do conjunto {1,2,3,4,5,6} sao 1235, 1426,
0614, etc.

Observe que, fazendo uso do principio multiplicativo, poderiamos calcular o ntimero de
k-permutagoes rapidamente.

Proposicao 1.2.10. Dado X um conjunto com n elementos. O numero de k-permutacoes de X
¢,

n-n—1)-n—-2)...(n—k+1).

Demonstragdo. Claramente, temos n possibilidades para a escolha do primeiro digito. Uma vez
que a primeira entrada foi escolhida, existem n — 1 possiveis escolhas para a segunda entrada, e
assim por diante. Depois de k — 1 objetos terem sido escolhidos restam n — (k. — 1) =n —k + 1
objetos para fazer a k-ésima escolha. O principio multiplicativo nos da,

n-n—1)-n—=2)...(n—k+1).
onde 1 < k < n. Claramente o nimero de k-permutagoes poderia ser escrito sob notagao fatorial

como
n!

(n— k)’

assim para k = 0 definimos que o niimero de k-permutagoes vale 1. O

Exemplo 1.2.11. No nosso Ezemplo (1.2.9), temos que n = 6 e k = 4. Portanto o nimero de
4-permutagoes de um conjunto com 6 elementos é 6 -5 -4 -3 = 360.

Um resultado que segue diretamente da Proposi¢ao (1.2.10) é,

Corolario 1.2.12. Quando k = n obtemos, em particular, que o nimero de n-permutacoes de X
¢ dado por,
nl=n-(n—1)...2-1

Considere agora o seguinte problema:
Dado um conjunto com n elementos, denotado por X, qual o nimero de k-subconjuntos de X7
De acordo com a notagao estabelecida no Exemplo (1.2.2) queremos saber quanto vale

n

()
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e a resposta surge quando olhamos as palavras de comprimento k£ com simbolos em X.

Sejam i1, g, . . ., 4 elementos fixos em X. Claramente as k-palavras formadas por esses elemen-
tos estao associadas a um mesmo k-subconjunto {iy, s, . .., }. Portanto para cada k elementos de
X fixado, devemos contar uma tnica vez as k-palavras formadas por esses elementos. A contagem
dessas k-palavras é feita como segue.

Proposicao 1.2.13. Dado X um conjunto com n elementos. O nimero de k-subconjuntos de X

¢ dado por,
(n) n-n—1)-n—-2)...(n—k+1)
k k!

Demonstragio. Sabemos, da Proposicao (1.2.10), que o niimero de maneiras em que k objetos
podem ser escolhidos, em ordem, de um conjunto de n objetos é dado por

n-n—1)-(n—=2)...(n—k+1).

Como cada um dos k-subconjuntos de X pode ser permutado de k! maneiras segue que

kL@)zn%n—D(n—%”(n—k+U

portanto,
n\ n-(n-1)-(n—-2)...(n—k+1)
k) k! '
Um outro caminho para escrever isso €,
n n!
=—— (1<k< 1.2.1
Q) gy (Shsm) (1.21)
com (8) = 1. Verificamos facilmente, a partir da igualdade (1.2.1) que,

ny n
k) \n—k)
Proposicao 1.2.14 (O Teorema Binomial). Para todo inteiro positivo n, temos,

( n__.n n n—1 n n—2 n n—1 n
x4yt =a"+ e Y+ NE y e+ o) +y".

ou equivalentemente



Demonstragio. Considere o produto,

(z+y)(z+7y)... (x+y)

com n parcelas.

Quando multiplicamos o produto acima, cada termo separadamente surge da escolha de x ou

y nos parénteses. Portanto obtemos o termo 2" *y* se escolhermos y em k desses parénteses e x

nos n — k parénteses restante. Assim, o nimero de termos da forma 2" *y* que nés obtemos é

igual ao numero de caminhos de escolher k valores y nos parénteses e este nimero é

)

Portanto, quando reunimos termos similares o coeficiente de 2" *y* é (Z) O

Vamos estabelecer um exemplo de aplicacdo da Proposigao (1.2.14) que serd 1til no préximo
capitulo.

Exemplo 1.2.15. Claramente,

=) ()-)e ()

Obtemos o resultado acima tomando x =1 e y = —1 na Proposi¢io (1.2.14).

1.3 Formulas Assintoticas

Por fim, para concluir este capitulo, vamos introduzir algumas defini¢oes e alguns resultados
que serao uteis no Capitulo 3. As principais referéncias bibliograficas adotadas para essa segao
foram [3] e [2].

1.3.1 Notacgoes e Resultados

Defini¢ao 1.3.1 (notagao "O'grande). Sejam D um subconjunto ndo vazio de nimeros reais e
f:D —R. Dizse que f = O(g) se existem g: D — R, e uma constante positiva M € R tal que

| fz) |< Myg(z)
para todo x € D.

Essa importante notagao, é usada para ajudar a entender o comportamento de fungdes f(x)
para valores grandes de x. Uma definicao formal para essa notac¢ao, assim como uma discussao
das ideias envolvidas em tal notagao, podem ser encontradas em [3]. No entanto faremos uso da
Defini¢ao (1.3.1), como estabelecida em [2].

Algumas consequéncias da Definigdo (1.3.1) estao estabelecidas abaixo.
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Lema 1.3.2. Sejam D um subconjunto ndo vazio de numeros reais e f : D — R. FEntdo temos
que,

1. f=0(f) (reflexiva);
2. f=0(g9) eg=0(h)= f=0(h) (transitiva).

Demonstragdo. 1. Supondo f: D — Ry, temos que f = O(f) uma vez que para todo M > 1
temos | f(x) |< M f(x).

2. Suponha agora que f = O(g) entdo existe uma constante positiva M; tal que
| f(z) |< Mig(z).
Analogamente, se g = O(h), entdo existe uma constante positiva M, tal que
9(x) =] g(z) |< Mah(z).
Portanto,

| f(x) [< Mig(z) e g(x) < Moh(z) =] f(x) [< My Msh(x)

para todo x € D. Dai segue que f = O(h).
]

A relagdo O(+) é uma pré ordem. Apesar de cumprir o Lema (1.3.2) essa relacdo nao cumpre
a propriedade anti-simétrica. De fato, t = O(2t) e 2t = O(t) sem que t e 2t sejam iguais.

Lema 1.3.3. Sejam D um subconjunto ndo vazio dos nimeros reais e f : D — R. Temos que
f=0(1) se, e somente se, [ é limitada.

Demonstragio. De fato, pela Defini¢ao (1.3.1), temos que se f = O(1) entao existe uma constante

positiva M tal que
| fz) |[< M1

para todo x € D, portanto f é limitada. Reciprocamente, se f é limitada entdo existe uma

constante positiva M tal que
| f(z) [< M

para todo x € D. Tomando g : D — R, por,
g(z) = 1 para todo = € D
segue que f = O(1). O

Proposicao 1.3.4. Seja D um subconjunto nao vazio de nimeros reais. Sejam também f,g: D —
R e X € R entdo,
f=0(h) e g=0(h)= f+Ag=0(h).
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Demonstra¢io. Novamente, pela Defini¢ao (1.3.1), temos que se f = O(h) e g = O(h) existem
constantes positivas M; e M, tais que

| f(z) |[< Mih(z) e [g(z) |< Mah(z)

para todo = € D.
Seja agora, a funcdo [f + Ag](x) = f(z) + A\g(x), entdo

| f(x) + Ag(x) [<| f(z) | +|Al] g(2) |< Mih(z) + [A[Mah(z) = (My + |A|Mz)h(z).
portanto f + Ag = O(h). ]

Proposicao 1.3.5. Seja D um subconjunto nao vazio de niumeros reais. Sejam também as fungoes
fr: D = R com fi, = O(1) para todo k =1,...,n entdo

n

> f=0(1).

k=

—_

Demonstra¢io. Novamente, pela Definigdo (1.3.1), temos que se fr, = O(1) existe uma constante
positiva ¢ tal que

| fr(z) |<S e 1
para todo x € D.
Assim,
> fu(@)| < 30| ful@) [< (et eat+ o+ en) < nmax{e ).
k=1 k=1
Como para alguma constante ¢ temos nmaxy{cy} < ¢ segue >7_; fr(z) = O(1). O

Proposicao 1.3.6. Seja D um subconjunto nao vazio de nimeros reais. Sejam também f,q: D —
R, entao,

f=0(fi) e g=0(n)= fg=0(fiq).

Demonstragio. Pela Definicao (1.3.1), temos que se f = O(f1) e g = O(g1) existem constantes
positivas M; e M, tais que

| f(2) [< Mifi(z) e [g(x) |< Maga(2)

para todo z € D. Portanto,

| f(@) [l g(x) [< Myfiz) | g(x) [< My fi(z) Maga(x)

logo,
| f(2)g(z) |< MyMyfi(2) g1 ()

e daf fg=0(f1g1)- u

Proposicao 1.3.7. Sejam D um subconjunto ndao vazio de nimeros reais e f,g: D — R,. FEntdo
temos que,
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1. ¢-O(f) = O(f) onde ¢ é uma constante;
2. 0(0(f)) = O(f);

Demonstragio. 1. Sejam ¢ uma constante e h = O(f). Pela Defini¢do (1.3.1), temos que se
h = O(f) existe uma constante positiva C' tal que

| h(z) |< Cf(x)
para todo x € D. Portanto,
| ¢~ h(x) [=] e]l hz) [<| | Cf(z)
para todo x € D. Portanto, ¢-h = O(f).

2. Sejam F = O(g) e g = O(f). Pela Defini¢ao (1.3.1), temos que se F' = O(g) existe uma
constante positiva C tal que
| F(x) |< Cig(x)

para todo x € D. Analogamente, se ¢ = O(f) existe uma constante positiva Cy tal que

g9(x) =[ g(z) |< Caf (x)

para todo x € D. Portanto segue que
| F(z) |< Cig(x) < C1Ca f (2)

e dai F' = O(f).

1.3.2 Técnica de Soma Parcial

Proposicao 1.3.8. Seja ¢1,co, ... uma sequéncia de niumeros complexos e defina
Clz):= Y cn
no<n<x

onde ng é um inteiro positivo fizado com ¢; = 0 para j < ng. Seja ainda f : [ng,00) — C uma
fungao com derivadas continuas em [ng, 00), entdo se x é tal que x > ngy temos

> efln) = C@)fe) - [ C@)f (0

no<n<z 1o

Demonstracao. Primeiramente, note que para x no intervalo k < z < k + 1 temos,

Y el = Y ef). (13.1)

no<n<z no<n<k
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Note também que,

Y. af)=CE)f(k)— >  CM[f(n+1)- f(n). (1.3.2)
De fato,
ClR)f(k)— >, C)[f(n+1)— f(n)] =
=CE)f(R)+ > Cflr)— > CE)f(s+l)= > Cl)f(r)— > C(s)f(s+1).

Fazendo r = s + 1 temos

> COftr)— X CEfs+l)= > Cfn— >  Clr=1f@r)=

no<r<k no<s<k—1 no<r<k no<r—1<k—1
= > COftr— > Clr-1f(r)=
no<r<k no+1<r<k

=C(no)f(no)+ > C)f(r)— > Clr=1f(r)=Cl)f(no)+ > [C(r)=Clr—1)If(r)

no+1<r<k no+1<r<k no+1<r<k
€ como,

Clng) =cny, Clr)= D> = Y ate=>Cr-Cr-1)=c¢

no<n<r no<n<r—1

temos portanto das igualdades (1.3.1) e (1.3.2) que,
S af)=CRfE) — Y CO)f(n+1)— fn) (133)
no<n<zx no<n<k—1

Sabemos ainda que
n+1 n+1

> clfnrn-fml= X cm [ rwa= X [T cwra

no<n<k-—1 no<n<k-—1 no<n<k—1""
pois, C(t) = C(n) (n <t < n+1). Portanto,
n+1 k x T
Ct)f (t)dt = Ct)f'(t)dt = Ct)f (t)dt — C(t)f (t)dt.
X | cwrwa= | corma= | corada- [Tewre

Assim,

> O+ 1) - fm)] = [ cwr @ - [ Cof @ (134

no<n<k—1

Novamente, usando o fato de que, se k < x < k+1 entdao C(k) = C(x), segue que em particular
se t € (k,x) entdo C(t) = C(k), assim
| cwrwa=cw) [ 7o = k) f) - CEFK) = C@)f(@) - CHR)FK).
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Utilizando agora as igualdades (1.3.3) e (1.3.4) obtemos a férmula para soma parcial de Abel,

Y. afn)=CE)f(k)— > CW)f(n+1)—f(n)] =

no<n<z no<n<k—1

= C(k)f(k) - (/w C)f (t)dt — /xo(t)f/(t)dt> -

no k

CO)S (Ot~ C@)f @)+ CRIK)) = Cl)f) — [ Cf

m
Para finalizar este capitulo, apresentamos uma aplicagao da Proposicao (1.3.8).
Exemplo 1.3.9. Suponha que queiramos provar a conhecida estimativa,
1
> = =loglogz+O(1) para z>e
p<z
onde p é primo.
Para tanto suponha®, o resultado jd provado,
lo
> &0 _ log z + R(z) (1.3.5)

p<z

onde R(z) = O(1).
Usando somas parciais com

] ..
&% se n € primo,
n

t)=—— e ¢, =
/) logt {O caso contrdrio.

temos que C(x) = Y, <, L ¢,

p<x p

>

1 | 1 2
,:Z ogp :C(z)+/ Mdu.
p<zP  p<z P log p log 2 2 U

(log u)?

Usando a estimativa (1.5.5) temos, portanto,

1 00 # logu oo R
Zp =it gz (/2 U(logU)Qd +/2 “(log“)Qd )

p<z

Sabendo que

/Z du = log log ul3
> u(logu) 608 Uiz

3Este resultado pode ser encontrado em [2] Teorema 1.4.3 pagina 9.
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seque que

1 o(1) * R
Zzloglog2+1—loglog2—|—()+/ Adu.
logz  J2 u(logu)?

p<z

Observe agora que

/2 logu N / logu _/ logu

onde a existéncia das integrais improprias sao assequradas pelo fato de que R(u) = O(1).

Além disso R p
o0 u o0 U 1
/z u(log u)zdu =0 </z u(log u)2> =0 <log z) ‘

Assim,
1 1
Zzloglogz—l—A—i—O( >
ot log z
onde A=1—loglog2 + [;° - ORI

(log u)

Portanto, seque que

> L loglogz + O(1)

p<z

()=
log 2z

para alguma constante positiva k e para z > e,

()=
log z

uma vez que

1
log z

<k.

log 2
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Capitulo 2

O Principio da Inclusao Exclusao

Neste capitulo vamos estabelecer, o principio da inclusao-exclusdo, uma importante ferramenta
de contagem. Essa ferramenta vai tornar possivel obter o niimero de elementos em uma unido finita
de conjuntos.

2.1 O principio da inclusao-exclusao

Vamos considerar um exemplo para ilustrar nosso problema.

Exemplo 2.1.1. Considere um conjunto finito X e trés subconjuntos A, B e C e suponha que
queiramos contar o numero de elementos no conjunto,

X\ (AuBUCQC).

Claramente, se soubermos contar o numero de elementos na uniago AUBUC' entao respondemos

ao nosso problema fazendo,
| X|-]AUBUC|.

Para obter o numero de elementos do conjunto

AuBUC

tomamos a soma

|A|+|B|+]|C]. (2.1.1)

Se A, B e C sdo dois a dois disjuntos temos a resposta imediatamente pelo principio aditivo.
Caso os conjuntos A, B e C' ndo sejam disjuntos temos uma sobre-contagem em (2.1.1) uma vez
que os elementos que pertencem a AN B, ANC e BNC foram contados duas vezes na soma
| A|+ | B|+|C|. Portanto devemos subtrair | ANB |+ | ANC |+ | BNC | do total
(2.1.1). Agora a conta estd correta, exceto para os elementos na intersecao AN BN C que foram
adicionados trés vezes, mas também subtraidos trés vezes. Portanto devemos ter,

|AUBUC |=|A|+|B|+|C|—]ANB|—-|ANnC|—|BnC|+|AnBNC|,

23



e portanto,
| X\(AUBUC) |=| X |- |A|—=|B|—-|C|+|ANB|+|ANC |+ |BNC |- |ANBNC|.

O resultado a seguir fornece o caminho para o caso geral.

Teorema 2.1.2. Sejam Ay, As, ..., A, subconjuntos de X. Entao,

‘X\ Ua
=1

=X =D 1A+ Y JAnA = Y JANANA [+ 4 (D) AN NA, |
i=1 1<i<j<n 1<i<j<k<n

(2.1.2)

Demonstragio. Afim de tornar clara a expressao (2.1.2) considere a observagao:

obs.: A desigualdade 1 < iy < iy < --- < iy < n abaixo do simbolo de soma esta indicando que
a soma ¢ feita sobre todas as escolhas de inteiros iy, ..., 4; que satisfazem estas desigualdades.

Para a demonstracao verificamos quao frequente um elemento de z € X é contado em ambos os
lados. Se x & U}, A;, entao ele é contado uma vez em cada lado. Suponha entao que z € U ; A;,
e mais precisamente, que x estd em exatamente m (1 < m < n) dos conjuntos A4;. A conta no lado
esquerdo é 0. No lado direito, usando o Exemplo (1.2.15), contamos x exatamente,

=) ()-) ()

uma vez que (T:) é o numero de maneiras de se escolher k£ conjuntos dentre os m conjuntos.  [J

Suponha um conjunto X, chamado universo, e um conjunto de propriedades £ = {ej, ea,...,€,}
cujos elementos de X podem possuir ou nao. Seja ainda A; o subconjunto de X cujos elementos
desfrutam da propriedade e; (e possivelmente de outras). Entao temos:
| X\ UL, 4; | é o ntimero de elementos de X que nao possuem propriedades em E e
A;,NA;,N...NA;,, C X éo conjunto dos elementos de X que possuem as propriedades e;, , €;,, - . ., €;,
(e talvez outras). Usando a notagao,

N>7 :=|{z € X | 2 possui ao menos as propriedades 7'} |;

N_r :=| {z € X | x possui precisamente as propriedades T'} |, (2.1.3)

para T' C E, reescrevemos o Teorema (2.1.2) como:

Principio da Inclusdo-Exclusdo. Seja X um conjunto e E = {ej,€s,...,€,} um conjunto
de propriedades. Entao,

n

Neg= Y (=)"Nop = 32 (=1)F 3 Nop (2.1.4)

TCE k=0 T:|T|=k

onde N_g = [X \ UL, Ail, Nop =| X | e Nop = |Neer A;

Com o propésito de tornar clara a férmula (2.1.4) vamos ilustra-la com exemplos.
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Exemplo 2.1.3. Vamos supor que queiramos obter todos os numeros positivos, menores do que
ou iguais a 100, que nao sio mailtiplos de 2, 3 ou 5. Claramente fazendo X = {1,2,...,100} e
E = {e1,e9,e3}, onde ey € a propriedade 2 | x para x € X, ey € a propriedade 3 | x para v € X
e es € a propriedade 5 | x para x € X, o que buscamos € o conjunto N—gy, ou seja, o nimero de
elementos em X que nao atende as propriedades em E.

Note que os elementos do conjunto,

{@7 {61}7 {62}7 {63}7 {617 62}7 {617 63}7 {627 63}’ {61’ €2, 63}}

sao conjuntos de propriedades e que um elemento em X pode admitir tais propriedades ou nao.

Um elemento x € X atende a propriedade {e1,es} se, e somente se, 6 | x para x € X, atende
a propriedade {eq,e3} se, e somente se, 10 | x para © € X, atende a propriedade {ey, e3} se, e
somente se, 15 | x para x € X e atende a propriedade {eq,es,e3} se, e somente se, 30 | x para
reX.

Como T S {®7 {61}7 {62}7 {63}7 {617 62}a {ela 63}, {627 63}7 {617 €2, 63}} seque que

Nep = (=1)"INop + (1) HHINS ey + (—DHEHNS )+ (1IN gy + (D)2 HNS )y
+ <_1)|{61’e3}|N2{61,63} + (_1)‘{62563}‘]\[2{62,63} + (_1)‘{81762783”N2{61762,63}'

e 1sso obviamente poderia ser escrito como,

Sabendo agora que HJ L ¢ o nimero de inteiros no conjunto {1,2,...,n} que sio divisiveis por

a, temos que;
Ny = (~1)°Nog + (~1)* (|2 +F§°J+F‘§°JJ)+
(_1)2({10% {@J ) 1)3{%_

N_g =100 — (50 + 33 +20) + (16 + 10 + 6) — 3 = 26

100

100

logo,

Portanto existem 26 numeros menores do que ou iquais a 100 que nao sao multiplos de 2, 3 ou 5,
a saber {1,7,11,13,17,19, 23,29, 31, 37,41, 43,47,49, 53,59, 61,67, 71,73,77,79,83,89,91,97}.

Para o préximo exemplo, vamos estabelecer o calculo da funcao de Euler,

pn) =[{d[1<d<n(dn)=1}].

'Para x > 0 |x] é o mesmo que,
lz] =|{neN:n<z}]|.
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Exemplo 2.1.4. Suponha que n = pi{*...p{"* € a decomposicio de n em fatores primos . Sejam

= {1,2,...,n} e e; a propriedade dada por p; divide d para d € X. Novamente queremos

calcular N—g, (N—y = ¢(n)). Como 0 — fornece o nimero de inteiros menores do que ou
e; €T H

iguais a n que sao divisiveis por [l cr pi, temos,

n

Nor = ——.
B HEiETpi

E dai, em analogia ao exemplo anterior podemos aplicar a formula

Nog= > (=)' Ny

para obter p(n).
Note que como nesse caso, E = {ej,es,...,e;} e a soma se estende para todo T € P(E), a
expressao acima possui a priori 2¢ parcelas

N_y = (_1)|@|N2® + (_1)\{91}|N2{61} 4ot (_1)|{€t}|NQ{et} 4o
+ <_1)|{€1,82}|N2{61’62} + (_1)|{61763}‘N2{61,63} N (_1>|{51,€2,---,€t}|NQ{eI’e%m’et}_

e utilizando o fato de que N—_y pode ser escrito como,

t

Neg=>_(=1)% > Nor.

k=0 T:|T|=k
temos,
n
—n—z Z ..._|_(_1)t _
i<t Pi i<j<¢ PiPj Di---Dt
DY N
i<t pi 1<j<t plpj Di---Dt

ou equivalentemente

vif-d)

Numericamente, se n = 825 temos n = 3 x 52 x 11. Assim

1 1 1 2 4 10
25)=825-(1—=)(1—=)(1—-=)=825-2.2.= =400
#(825) 85( 3)( 5)( 11) 520 00

Ou seja, existem 400 inteiros positivos, menores do que ou iguais a 825 que sdao primos com 825.
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2.2 Uma generalizacao do principio da inclusao-exclusao

Até agora expressamos N_g em termos do nimero N5r como na férmula (2.1.4) e, em um
caminho analogo, é natural perguntarmos por uma férmula mais geral expressando N_4.
A partir da notagao estabelecida em (2.1.3) deduzimos que

Noa= > N_p, (2.2.1)
TDOA

uma vez que, os elementos que possuem exatamente as propriedades T possuem ao menos as
propriedades A, ja que T' O A. Agora iremos provar a reciproca,

Nea= > (—1)T=INS (2.2.2)

TDA

que reduz a férmula (2.1.4) para o caso particular A = (). Nés provamos as relagoes entre (2.2.1)
e (2.2.2) para conjuntos de fungoes arbitrarios.

Teorema 2.2.1. Sejam E um conjunto finito e f,g : P(E) — K fungoes em um corpo K de
caracteristica 0. Entao

=2 9(1) (VA) < g(A)= > (-DTHHT) (v 4)

TDA TDA

Demonstrag¢do. Assuma que

Dado A temos que,

Z (_1)IT|7|A\f(T) — Z ITI 1A (Z g( )

TDA TDA UDT

Como, U DT, T O A e estamos num corpo K podemos reorganizar o lado direito da tltima
igualdade como segue

e 'T'A'(zg )= (s o) -

TDA UDT UDTDA UDTDA

= Yy A'(Zg ) YO ()T =

UDTDA UDA UDTDAUDA
=Y ¥ ()T ),
UDAUDTDA

Observe agora que, como A é dado e para cada U a soma ocorre em T, podemos colocar em
evidencia g(U) o que nos fornece,

Z Z DI Hg) = 3° ( > (—1)T"A'> 9(U).
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Portanto,

S (- (r) = Y ( > <—1>'T'-A') o(U).

TDA UDA \UDTDA

Se | U\ A |=m entao,

UDTDA k=0

WS P

De fato, como

|AI<S|T <[ U
segue que 0 <| T | — | A|<|U | — | A|=m. Assim, escrevendo | T | — | A |= k, temos que para
cada k no conjunto {0, 1,...,m} existem (') conjuntos 7' com cardinalidade | A | +k. Portanto,

para cada k estaremos somando a parcela (—1)* exatamente (f) vezes.
Assim resulta que,

> (=)THET) = 30 ( ) (—1)'T"A) g(U) =g(A) = U= A

TDA UDA \UDTDA

Assuma agora que,

g(4) = > (=)IIHH(T) (7 A).

TDA

Zg ZZ |U| IT\f (U).

TDA TDAUDT

Dado A temos que,

Novamente como U D T, T D A e estamos num corpo K, podemos reorganizar o lado direito
da ultima igualdade,

Z Z IUI \Tlf (U) = Z (_1)|U|7\T|f(U).

TDAUDT UDTDA

Sabendo que A é dado e para cada U a soma ocorre em 1" podemos colocar em evidencia f(U)
o que nos fornece,

> (—1)U"T'f(U)=< > <—1>'U'T') £,

Seja | U \ A |=m. Entao,
| U [=[ A +m

ecomo T D A,
|T|=|A|+k (0<k<m)

segue, |U | — | T |=m —k onde 0 < k < m.
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Assim,
|U|—|T‘ U s m 1 se m = O
>, (=1 => (1) =
UDTDA s=0 s 0 se m#0
onde s =m — k.
De fato, note que cada k especifica um s. Note ainda que para cada k no conjunto {0,1,...,m}
existem (’:) conjuntos 7' com cardinalidade | A | +k. Sabendo que,

m\ m _(m
k) \m—k) \s
temos que para cada k estaremos somando a parcela (—1)° exatamente (":) vezes.
Assim resulta que,

TDA UDTDA

> 9(T) = ( > <—1>U"'T'> fU)=f(A) <= U=A

]

A férmula (2.2.2) é agora uma consequéncia imediata do Teorema (2.2.1) por considerar as
fungoes g(A) = N_a e f(A) = Noa.

Uma importante generalizagao do principio da inclusao-ezxclusao surge quando os elementos de
X sao ponderados. Suponha que w: X — K é uma funcdo peso, que nés estendemos para P(X),
fazendo
w(A):=> w(x) VAePX)

T€EA

com w(()) = 0. Agora para um conjunto de propriedades E = {e1,es,...,e,}, defina,

Wor := Y {w(z) | # possui ao menos as propriedades 7'};
W_p := > {w(x) | z possui precisamente as propriedades 7'}, (2.2.3)

para T C F.
Observe que para a fungao peso constante,

w(z) =1

temos WQT = NQT e W:T = N:T.
Observe também,

Woa= > Wor,
7oA

uma vez que, a soma dos pesos dos elementos que possuem ao menos as propriedades de A é igual
a soma dos pesos dos elementos que possuem precisamente as propriedades T uma vez que T' O A.
Assim, aplicando o Teorema (2.2.1) com g(A) = W_4 e f(A) = W54 e em seguida fazendo A = 0),
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chegamos ao principio geral da inclusao-exclusao,
Principio Geral da Inclusao-Exclusao. Sejam X um conjunto, w : X — K uma fungao
peso e E = {ej, ey,...,e,} um conjunto de propriedades. Entéo,

n

Wop= 3 (=)"Wor = 32 (=1) 3 Wor (2.2.4)

TCE k=0 T:|T|=k
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Capitulo 3

O Método do crivo

Nosso objetivo, nesse capitulo, é o de explicar as ideias relacionadas ao método do Crivo. Para
tanto, faremos uma contextualizacao histérica e descreveremos a evolucao das ideias de um crivo,
que definiremos ao longo deste capitulo, chamado o crivo de Eratdstenes - Legendre. Embora este
seja 0 mais simples crivo dentro da Teoria de crivos, o crivo de Eratostenes - Legendre, torna-se
til para entender como funcionam os métodos de crivo uma vez que os crivos mais sofisticados?
sao extensoes de suas ideias basicas.

O capitulo termina com a apresentacao de uma versao moderna do crivo de Eratostenes -
Legendre associado ao truque de Rankin, cuja demonstragao pode ser encontrada em [2]. Segundo
os autores de [2] essa nova perspectiva torna o crivo de Eratéstenes - Legendre tao poderoso quanto
o crivo de Brun, sendo esse tltimo um processo de crivo que foi introduzido em um artigo de 1915
pelo matematico Viggo Brun e que é considerado um dos pilares da Teoria moderna de crivo.

Os livros utilizados neste capitulo foram [2], [4], [5] e [7].

3.1 Os crivos de Eratéstenes e Legendre

3.1.1 O crivo de Eratdstenes

As ideias de crivo, em teoria de nuimeros, tém sua origem rastreada por volta do Século III
a.C. com o mais antigo argumento reconhecivel como um crivo, devido a Eratéstenes.
De acordo com relatos sobreviventes, parece que Eratéstenes estabeleceu o seguinte processo:

Partindo de uma lista de niimeros impares ele excluiu 3% e cada terceiro nimero poste-
rior. Em sequida, ele excluiv 5* e cada quinto nimero posterior, e assim por diante.

O processo, descrito acima, conhecido como o crivo de Eratéstenes foi primeiro descrito no
trabalho de Nicomedes (280 & 210 a.C.) intitulado Introdugao a Aritmética.

IEstamos nos referindo a classe dos crivos combinatoriais.
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Nao esté claro, a partir dos relatos, que o objetivo? do processo era obter os ntimeros primos.

Segundo os autores Henryk Twaniec e George Greaves a consiécia de que uma tabela de ntimeros
primos (até, por exemplo, N) poderia ser gerada desta forma datam de muito mais tarde. Twaniec,
em suas notas Sieve Methods de 1996, nos diz que isso ocorreu no inicio Século XIII gracas a
contribuicao® de Leonardo Pisano.

Conforme observado por Leonardo Pisano, em seu Liber Abbaci, se um niimero n nao é primo,
entdo ele tem necessariamente um fator primo nao superior a y/n. A observacao de Pisano pode
ser traduzida em termos de um teorema.

Teorema 3.1.1. Se n # 1 nao é um numero primo, entdo n possui necessariamente um fator
primo menor do que ou igual a \/n.

Demonstragdo. Supondo que n é um niimero composto positivo, existe ao menos um par de inteiros
ny e Ny tais que n = nyny. Sem perda de generalidade suponha n; < ny. Claramente devemos ter
n1 < y/n, uma vez que se n; > /n terfamos:

n=mnns > nn >\Vnvyn=n

o que é um absurdo.
Usando o teorema fundamental da aritmética temos que ny é primo ou n; é produto de primos.
Se n; é primo acabou. Caso contrario ny = ap onde p é primoe 1 < a = %. Como max{«a, p} <

ni < /n segue que p < \/n. ]

O processo hoje conhecido como o "crivo de Eratostenes’, e que ja era conhecido dessa maneira
nos tempos de Legendre, depende dessa observacao de Leonardo Pisano. Descreveremos a seguir
esse Processo:

O crivo comega com a lista de todos os niimeros inteiros entre 1 e N. Em seguida apagamos,
dessa lista, os multiplos de todos os nimeros primos p entre 1 e v/N. Os sobreviventes, deste
processo de selecdo, sdo: o ndmero 1 e os ndmeros primos entre VN e N. Podemos ilustrar isso
como segue: Para N = 48, temos que os primos menores do que v/48 sdo 2,3 e 5, assim,

L2, 3,4,8,0,7,8,9, 10,11, 12,13, YA, 15, 16,17, 18,19, 20, 24, 22, 23, 24, 2p, 26,
2, 28,29, 30,31, 32, 3B, 34, 3D, 36,37, 38, 39, 40,41, 42, 43, 44, 4D, 46,47, 48.

Observe que alguns ntimeros foram cancelados mais de uma vez. Na verdade, neste processo
observamos que um numero n é cancelado k vezes, se k é o nimero de fatores primos de n, que

nao excedem v N.

2Um objetivo plausivel para esse processo, por exemplo, poderia ter sido a geracio de uma tabela de fatores.
Para este fim Eratostenes gostaria de observar nao s6 que ntimero tinha sido excluido, mas de que primos era
multiplo que causou possivelmente sua eliminagao miltipla.

3Trabalho Liber Abbaci de 1202 de autoria de Leonardo Pisano
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3.1.2 O crivo de Legendre

Embora os problemas de obter uma tabela de primos e o de contar o nimero de primos menores
do que um dado limite sejam diferentes, Legendre nos mostrou como obter informagoes sobre a
quantidade de primos a partir do crivo de Eratéstenes. Em 1808, na segunda edig¢dao de seu livro
Théorie des Nombres, A. M. Legendre estabeleceu uma formulacao mais analitica do principio dado
na Sec¢ao (3.1.1). Vamos agora estabelecer suas ideias:

Sejam &/ o conjunto dos niimeros naturais menores do que ou igual a x, 8 o conjunto dos
nimeros primos menores do que ou igual a z e .27, o subconjunto de nimeros em & que sao
divisiveis por p € B. Seja ainda, para cada subconjunto T" C B, o conjunto

&Z{T . ﬂ %

Temos que um elemento no conjunto </ possui todas as propriedades comuns a 7, (com
p € T), ou seja, um elemento em 7y é divisivel (a0 menos) por todos os primos p € T

Temos também, denotando,

S(t,B) =\ |J %,
peEB

que o conjunto S(&7,B) representa os inteiros entre 1 e  que nao tém fatores primos menores do
que z.

Neste contexto, usando a notagao (2.1.3) introduzida no capitulo anterior, temos pelo principio
da inclusdo-exclusao que

| S(,B) [= 3 (~1)TNor (3.1.1)
TCH
onde N>r denota o nimero de elementos em &/ que possuem ao menos as propriedades 7. Ou
seja se T' = {pi,, Dip, - - -, Di, } €ntdo Nop denota o nimero de elementos menores do que ou igual a
x que sao divisiveis por p;, pi, - - - Di,.-

Vamos agora escrever (3.1.1) de uma forma alternativa.

Definigao 3.1.2. * A fungdo de Mdbius denotada por u(-), é definida como uma fungdo multipli-
cativa® satisfazendo u(1) = 1, pu(p) = —1 para todo primo p e pu(p®) = 0 para todo inteiro a > 2.
Assim se m nao é livre de quadrados p(n) = 0 e se n é um produto de k primos distintos, entao

u(n) = (—1)%.

Utilizando a Definigdo (3.1.2) é possivel ver que o lado direito da igualdade (3.1.1) pode ser
reescrito como,

4Essa funcio foi introduzida em 1832 pelo matemético A. F. Mébius e por essa razio ela é hoje conhecida como
fungéo de Mébius. A fungdo de Mébius definida dessa maneira pode ser encontrada em [2].

SFungao multiplicativa é uma funcio definida para todos os inteiros positivos e tal que f(mn) = f(m)f(n) para
todo par de inteiros positivos m e n relativamente primos.
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Sl |2

P
onde P denota o produto dos primos em B e |z| denota a parte inteira de x, isto é,

S, %) |- X pid) | 5] (3.1.2)

d|P

De fato, sabemos que B é o conjunto de todos os niimeros primos menores do que ou igual a
z. Desde que os divisores de P estao em correspondéncia um a um com os subconjuntos T C B,

pip2--pr <= T ={p1,ps,...01} C B (3.1.3)

segue que, a soma

S |2

dp

contém 2/®! parcelas e portanto o ntimero de parcelas nas duas somas sao iguais. Alem disso dado

um divisor d de P, associamos esse divisor ao subconjunto 7" de B, como em 3.1.3, de modo que
X

a parcela pu(d) bJ = (—=DITIN>7. Dai segue que

Suld) | 5] = 5 (1N

d|P TC®

Como Legendre, baseado neste principio, publicou a formula

IS(%,%)IztxJ—ZVJJr 3 {xJ— 3 { ° J+ (3.1.4)

pi<z LP1 pa<pi<z LP1P2 ps<pa<pr<z LP1P2D3

a identidade (3.1.2) é chamada de identidade de Legendre .

Para verificar diretamente a formula (3.1.4) observe que {plp;...prJ ¢ o numero de inteiros po-
sitivos menores do que ou iguais a x que sao multiplos do inteiro pips...p,.. Portanto, o lado
direito da igualdade (3.1.4) representa o nimero de inteiros positivos menores do que ou igual a
x contados com multiplicidade apropriada. A saber, se n < z tem exatamente s > 0 divisores
primos menores do que ou iguais a z ele é contado com multiplicidade,

i(_l)k<8> _JL ses=0;
P k 0, ses#0
[ustramos com um exemplo numérico a igualdade (3.1.2) e a rela¢do disto com o crivo de

Eratostenes. A relacao entre os crivos de Legendre e Eratéstenes é o motivo pelo qual o crivo de
Legrendre é também chamado de o crivo de Eratostenes-Legendre.

60 subconjunto ) esta em correspondencia com o divisor 1.
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Exemplo 3.1.3. Ao longo do texto, a func¢io m(x) representard o nimero de primos nao superiores
ax.

Suponha que queiramos contar o numero de primos menores do que 100.

Primeiramente, conforme observado por Leonardo Pisano, para obter a lista de todos os primos
p no intervalo \/r < p < x somente precisamos remover, partindo dos inteiros 1 < n < x, 0s
maltiplos de primos menores do que ou iguais a \/x. No nosso caso, para x = 100 devemos retirar
do intervalo 1 < n < 100 os mailtiplos de primos menores do que ou igual a +/100 = 10, a saber
os maltiplos de {2,3,5,7}.

Assim, a quantidade de primos no intervalo 1 < p < 100 wutilizando o principio da inclusdo-
exclusao fornece

w041 = s o (2] 2] o[22 2

O RSV E Ve b PR E - R E
IR YEA L B

100 100

1105 1210

ou seja,

7(100) —4+1 = 100 —50—33 —20— 14 +
+16+10+7+6+4
+2-3-2-1
-0+ 0=22.

Portanto o numero de inteiros positivos que nao sao multiplos de 2,3,5 ou 7 no intervalo
1 <p <100 € igual a 22. Observe que o inteiro positivo 1 nao é maultiplo de 2,3,5 e 7 e portanto
ele foi contado acima. Além disso como estamos retirando os maultiplos dos primos menores do que
10, seque que o numero de inteiros positivos que nao sao multiplos de 2,3,5 e 7, estao no intervalo
no intervalo 10 < p < 100 e sao primos, sio em quantidade igual a 21.

A relacao entre essa contagem e o crivo de Eratdostenes pode ser ilustrado com a ajuda do
Ezxemplo (2.1.83), dado no Capitulo 2.

Para obter os numeros primos no intervalo 10 < p < 100 devemos retirar os multiplos dos
numeros primos menores do que ou igual a /100 = 10 do intervalo 1 < n < 100. No Ezemplo
(2.1.3) retiramos os maltiplos de 2,3 e 5, do intervalo 1 < n < 100, e obtivemos o conjunto

{1,7,11,13,17,19, 23,29, 31, 37,41, 43, 47,49, 53,59, 61, 67, 71, 73, 77, 79, 83, 89, 91, 97}
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Assim, para obter os primos menores do que ou igual a 100 e maiores do que ou igual a 10
devemos retirar desse conjunto os multiplos do nimero primo 7, o que resulta

{1,11,13,17,19,23,29, 31, 37,41,43,47,53,59,61,67,71,73,79, 83,89, 97}.
Por fim devemos retirar 1 que ndo é primo para obtermos,

| {11,13,17,19,23,29, 31,37, 41,43, 47,53, 59, 61,67, 71,73, 79, 83,89, 97} |= 21.

Para finalizar a segao apresentamos um resultado, que é uma consequéncia da Defini¢ao (3.1.2)
e que sera util futuramente.

Lema 3.1.4 (A propriedade fundamental da fungdo de Mébius).

Zﬂ(d):{l se n=1

dn 0 caso contrario.

Demonstracio. Se n = 1, entao a afirmacgao do Lema é claramente verdadeira. Sejam n > 1 com
n = pi* - p3*...pd, a fatoracdo tnica de n em poténcias de primos distintos, e N = p; - py...p,.
Como p(d) = 0, quando d nao é livre de quadrados, temos

> uld) = 3" u(d).

dn dN

A tltima soma contém 2" parcelas, cada uma correspondendo a um subconjunto de {py, pa, . . ., Py }.
Como os divisores de N estao em correspondéncia um a um com tais subconjuntos, e o nimero de
subconjuntos com k elementos é

f
k )

segue que para um divisor d determinado por um subconjunto com k elementos temos p(d) = (—1)*.
Assim,

Sl =y (k) (~1f = (-1 =0.

d|N k=0

3.1.3 Uma estimativa para 7(z) utilizando o crivo de Legendre

Definimos no Exemplo (3.1.3) a fungdo m(z) como sendo o nimero de primos menores do que
ou iguais a x. Vamos agora discutir a questdo de limitar o nimero 7(z) usando uma abordagem
dada por Legendre. Fixada a notagao da secao anterior e, como antes, denotando

S(e,B) =\ | o,

peEB
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com z < y/x segue,
| S(o7,B) |> w(z) — 7(2) + 1. (3.1.5)

De fato, isso ocorre pois, | S(<7,B) | conta o nimero 1, ndo conta os primos p < z, conta os
primos p com z < p < x e além disso, o nimero | S(o7,B) |, conta os nimeros compostos que sao
produto de primos maiores do que z.

Por outro lado, vimos em (3.1.2) que,

|S(, %) = Sl |5

d|P
Representando a parte fracionaria de = por {x} temos que
[z] =2 —{z},

assim, segue de (3.1.2) que,

st = a3 5 {3) =510 e (). 10

d|P d|P

s (-(3)

d|P

Mas,

<> 1=2"0 =3 ud) (— {2}) = 0(2").

P P

Além disso, como p(-) é uma fungdo multiplicativa

£0-n()-n(-)

d|P p<z p p<z p

Portanto de (3.1.6) devemos ter que
1
| S(,B) =[] (1 — ) +0(27®)). (3.1.7)
p<z p
Vamos agora obter uma estimativa para o produto
1
11 (1 — ) . (3.1.8)
<z p

Sabemos que a desigualdade
l—x<e™ (3.1.9)

é valida para todo x € R.
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De fato, a equagao da reta tangente ao grafico g(x e~ no ponto (0,1) é y =1 —z. Como

) =
a func¢do g(x) tem concavidade para cima, pois ¢”(z) > 0, segue que o grafico estd sempre acima
desta reta tangente. Logo
e >1—xVxreR,

com a igualdade apenas para x = 0.
Assim, tomando x = ]1) e multiplicando temos

()= (-25)

No Exemplo (1.3.9), do Capitulo 1, obtivemos
1
> = =loglogz+ O(1).
p<z
Portanto um limite superior para (3.1.8) é dado por

1

clog z

para uma constante c¢ suficientemente pequena. De fato,

11 (1 — 11)) < exp (— > 1) =exp (—loglogz — O(1)) =

p<z p<z

1 1

exp <log(log z)_l) exp(—O0(1)) = @m

e para 0 < ¢ < ¢®M (com log z > 0 )segue

11 (1 — 1) < ! < ! (3.1.10)

it p) ~ e9Wlogz clogz’

Assim, usando (3.1.5), (3.1.7) e (3.1.10), segue que

x
— < ™(2)
m(x) —7m(z)+ 1< S(,B) [< log 2 +0(2™%)
ou seja,
27 (2) —1
m(z) < log 2 +O02™%) +7(2)

e, como 7(z) — 1 < z, segue que

m(z) < +0(273)) 4 2.

clog z
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Observe agora, fazendo z = log z, que

271'(z) < 210gx _ $log2
De fato, como 7(2) < z, temos 27*) < 2% além disso
log z log 2 logz log 2-log x logx log 2 log 2
2 = (6 ) =e = (e ) = 5"

Assim, para alguma constante positiva k,

0(27r(z)) < k.ﬁElOg 2

e dai,
x
m(r) < ————— + k2'°%% + log .
cloglog x
Por fim, utilizando o fato de que,
x
cloglog x

log 2

cresce mais rapidamente do que kzx e log x, concluimos que

Com efeito, observe que

kx's?  loglog

z = RC :ElflogQ
cloglog x

0<

para x > e.

Como a funcao log é mono6tona e para y > 0 temos logy < y segue,

log1 1
0808T .. 08T
xl—log? x1—10g2

0 < ke (3.1.11)

Portanto, aplicando L’Hépital no lado direito da desigualdade (3.1.11), temos

(log )’ % ke
kcm = kc Tiog? = = log2) 1 oe — 0 quando = — oo
o8
portanto
kxlogQ
- — 0 quando z — oo.
cloglogz
Por outro lado temos,
1 1 log1
0< e _ (log x)(clog log 7) para x > e

T
cloglog x X
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e, pelo mesmo argumento acima, temos

1 logl 1 2
_ (loga)(cloglogs) _ (logz)*
i X

0 (3.1.12)
Portanto, aplicando L’Hépital, agora no lado direito da desigualdade (3.1.12), temos

2 /
C((logx) ) _ QClogx.

' x
Aplicando mais uma vez L’Hopital
log z)’ 1
20( g, ) =2c— — 0 quando =z — o0
x x
e portanto
log
% — 0 quando x — o0

cloglogx

e dai segue (para x > e)

mw) =0 <1oglogx) '

3.2 Os Problemas de Crivo

Qualquer crivo em teoria de niimeros é baseado na seguinte ideia:

Sejam ./ uma sequéncia finita de inteiros, B um conjunto de primos e {2, um conjunto de
classes de residuos indesejaveis médulo p (com p € B). Queremos saber quando o conjunto dos
elementos da sequéncia &/ peneirada, nao é vazio e quantos elementos sobraram nessa sequéncia.
Em outras palavras, o problema do crivo é estimar, a quantidade de elementos do conjunto

(7,8,Q)={ne€ |n mod (p) &, para qualquer p € B}. (3.2.1)
Vejamos dois exemplos’, importantes, de problemas em linguagem de crivo,

1. conjectura dos primos gémeos
Existe uma infinidade de primos p tal que p + 2 é um primo;

2. conjectura de Goldbach
Todo ntimero par maior do que 2 é uma soma de dois primos.

Exemplo 3.2.1 (Conjectura dos Primos Gémeos). Considere a sequéncia

A ={n-(n+2)|z<n<z2?-2},

"Existe uma grande variedade de problemas que podem ser expressos em linguagem de teoria de crivos.
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e o conjunto B de numeros primos menores do que ou igquais a z. Se retirarmos os elementos da
sequéncia </ que deizam resto zero na divisio por p (p € B) temos que os elementos sobrevivem
ao processo se, e somente se, n e n+ 2 sao ambos nimeros primos.

De fato, se n- (n+2) tém somente fatores primos maiores do que ou iguais a z entao sendo d
um fator primo qualquer de n - (n + 2) devemos ter que,

dln-(n+2) < d|noud|n+2.

Portanto os divisores primos de n e n + 2 também devem ser maiores do que ou iguais a z.
Como z<n<z2?ez<n+2< 2% seque do Teorema (3.1.1) que, nem n e nem n + 2 podem ser
numeros compostos.

Numericamente, seja z = 11, entdo,
o ={n-(n+2)|11<n<119} e B={2,35711}.
Assim,

o = {143,168, 195, 224, 255, 288, 323, 360, 399, 440, 483, 528, 575, 624, 675, 728, 783, 840, 899, 960,
1023, 1088, 1155, 1224, 1295, 1368, 1443, 1520, 1599, 1680, 1763, 1848, 1935, 2024, 2115, 2208,
2303, 2400, 2499, 2600, 2703, 2808, 2915, 3024, 3135, 3248, 3363, 3480, 3599, 3720, 3843, 3968,
4095, 4224, 4355, 4488, 4623, 4760, 4899, 5040, 5183, 5328, 5475, 5624, 5775, 5928, 6083, 6240,
6399, 6560, 6723, 6888, 7055, 7224, 7395, 7568, 7743, 7920, 8099, 8280, 8463, 8648, 8835, 9024,
9215, 9408, 9603, 9800, 9999, 10200, 10403, 10608, 10815, 11024, 11235, 11448, 11663, 11880,
12099, 12320, 12543, 12768, 12995, 13224, 13455, 13688, 13923, 14160, 14399}

Quando efetuamos o processo de crivo na sequéncia acima, isto €, quando retiramos os elemen-
tos da sequéncia </ que deixam resto zero na divisao por p € B, obtemos o conjunto

{323,899, 1763, 3599, 5183, 10403, 11663} = {17 x 19,29 x 31,41 x 43,59 x 61,71 x 73,101 x 103,107 x 109}.
Facilmente vemos que o nimero (p X (p+ 2)) tém como fatores os primos gémeos p e p + 2.

Exemplo 3.2.2 (Conjectura de Goldbach). Sejam N wum inteiro par (N > 2) e
o ={n-(N—-n)|2<n<N e(n,N)=1}

Seja também o conjunto B formado por todos os nimeros primos menores do que v/ N. Pelo
mesmo argumento apresentado no Exemplo (3.2.1), se n- (N —n) tem somente divisores primos
matores do que VN entio necessariamente n e N — n tém seus divisores primos maiores do que
VN. Como max{n, N —n} < N seque que VN <n< N evVN < N —n < N portanto seque do
Teorema (3.1.1), juntamente com o fato de que (n, N) = 1, que nem n e nem N — n podem ser
numeros compostos.

Numericamente, seja N = 300, entdo &/ = {n- (300 —n) |2 <n < 300 e (n,300) = 1} com
B =1{2,3,5,7,11,13,17}.
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Os elementos n no intervalo 2 < n < 300 tais que (n,300) = 1 sao dados pelo conjunto,

{7,11,13,17,19, 23,29, 31, 37, 41, 43,47, 49, 53,59, 61, 67, 71,73, 77,79, 83, 89, 91, 97, 101, 103, 107,
109,113,119, 121,127, 131, 133, 137, 139, 143, 149, 151, 157, 161, 163, 167, 169, 173, 179, 181, 187,
191,193, 197,199, 203, 209, 211, 217, 221, 223, 227, 229, 233, 239, 241, 247, 251, 253, 257, 259, 263,
269,271,277, 281, 283, 287, 289, 293, 209}

Veja que quando varremos os elemento do conjunto acima, geramos repeticoes de elementos no
conjunto <7 . Por exemplo, quando pegamosn =7 en = 293 no conjunto acima, geramos o mesmo
elemento 2051 no conjunto </ . Portanto, retiradas as repeticoes, o conjunto &/ ¢é dado por,

o = {299,2051,3179, 3731, 4811, 5339, 6371, 7859, 8339, 9731, 10619, 11051, 11891, 12299,
13091, 14219, 14579, 15611, 16259, 16571, 17171, 17459, 18011, 18779, 19019, 19691,
20099, 20291, 20651, 20819, 21131, 21539, 21659, 21971, 22139, 22211, 22331, 22379,
22451, 22499}

Quando efetuamos o processo de crivo na sequéncia, isto € quando retiramos os elementos da
sequéncia &/ que deixam resto zero na divisdo por p € B, obtemos o conjunto

{4811, 5339, 6371, 7859, 8339, 9731, 11051, 14219, 14579, 15611, 16259, 16571, 18779, 20099,
20291, 20651, 20819, 21971, 22331, 22499} =
— {17 x 283,19 x 281,23 x 277,29 x 271,31 x 269,37 x 263,43 x 257,59 x 241,61 x 239,
67 x 233,71 x 229,73 x 227,89 x 211,101 x 199,103 x 197, 107 x 193,109 x 191,127 x 173,
137 x 163,149 x 151},

Facilmente vemos que o nimero (p x (N —p)) tém como fatores os nimeros primos p e N — p.

Mais uma vez reafirmamos que os problemas de obter uma tabela de nimeros atendendo a uma
condicao e o problema de contar os nimeros atendendo tal condicdo sao problemas de natureza
diferente. Vimos acima dois exemplos em que sempre é possivel obter os elementos desejados,
utilizando a mesma ideia, embora nao saibamos como contar o nimero de elementos atendendo
a essas condicoes. Os métodos modernos de crivo foram fortemente inspirados na busca de uma
solucao para os exemplos acima.

No que segue, daremos uma perspectiva um pouco mais geral sobre as ideias envolvidas no crivo
de Eratostenes-Legendre, além de fornecer outros exemplos onde as ideias podem ser aplicadas.

Sejam

o ={al...}

uma sequéncia finita de inteiros positivos menores do que ou igual a z, onde as propriedades que
definem essa sequéncia estao representadas por trés pontos, 8 um conjunto de niimeros primos
menores do que ou igual a z (z < x). Seja também d > 1 um inteiro livre de quadrados e composto
por primos do conjunto B e defina,

dy:={alae€ ,a =0 mod (d)}®, (3.2.2)

8Isto é o subconjunto de &7 cujos elementos sdo divisiveis por d.
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eparad=1
oy = .

Em investigagoes aritméticas é comum usar uma aproximagao conveniente X ao invés do niimero
exato | & |, por exemplo para | & |= 7w(x) usamos X = [i°. Considere entdao X > 1 uma
aproximacao conveniente para | &7 | e defina o erro da aproximagao de | &7 | pelo nimero X por,

r o= | —X. (3.2.3)

De maneira semelhante, para cada p € B, podemos escolher w(p) tal que %X seja uma

aproximagao'” para | 7, | com erro de aproximagao dado por,

Ty i=| 9, | _w;p) - X para todo p € ‘B, (3.2.4)

Com estas escolhas de X e w(p) agora definimos para cada inteiro d livre de quadrados e
composto de primos em B,

wl) =1,  w(d)=JJwp), (ud) #0) (3.2.5)

pld

forgando, assim, w(d) ser uma fung¢do multiplicativa.
Consistente com as equagoes (3.2.3) e (3.2.4), introduzimos

w(d)
ra =]y | =X (u(d) £ 0) (3.2.6)
Obviamente essas escolhas podem ser feitas de varias formas, mas como podemos esperar ela
ird revelar-se melhor quanto menor for | r4 |.
Se estivermos interessados, como no crivo de Eratostenes-Legendre, em estimar o nimero de
elementos no conjunto
St B) =\ | (3.2.7)
p|P(2)
onde P(z) denota o produto dos primos menores do que ou igual a z que pertencem a B, basta
reescrever esse conjunto como,

S(,B)={a|ae,(a,P(z)) =1},

considerar a sequéncia finita

0 caso contrario

" :{1 sen€ o e(n,P(z) =1

97:(,\ — [T _dt
l’L(I’) - f2 log(t)
OEm termos préticos, a funcio #, pode ser pensada como a proporcao de elementos em &7/ que pertencem a
A
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e utilizar as escolhas de X e w(-) como segue.

Claramente,

| S, B) = > an

(n,P(z))=1
n<z

e pelo Lema (3.1.4)

| S(,B) |= > anzzan( > u(d)) Yoould) Y an= " p(d) ] dyl.

(n,P(<Z))=1 n<z d|(n,P(z)) d|P(z) d|<” d|P(z)

Portanto,
S/ B) |= X pld) | | (3.28)
d|P(z)
e por (3.2.6) temos,
w(d)
| Ay |:= 4 X +rq
Segue que
w(d) w(d)
| S(,B) |= > p(d) T'X+7"d =X > M(d)7+ > wld)ra,
d|P(z) d|P(z) d|P(z)

onde,

S u0" P (1-) o 5 -0 ¥ ).

d|P(z) pEB
Vejamos alguns exemplos'!

Exemplo 3.2.3. Uma discussao andloga dquela feita na Se¢ao (3.1.3), com < definido abaizo,
pode ser estabelecida com

7 ={aeN|Y -X<a<Y}

ondeY > X > 0.
Naquela situagdo, queriamos contar os primos menores do que x e agora vamos querer contar
o nimero de primos no intervalo [Y — X, Y]. Para tanto considere, como antes, o conjunto B dos

numeros primos menores do que z ¢ P o produto de todos esses primos.
Para <y, como definido em (3.2.2), obtemos

=[] == 2o

HEsses exemplos foram retirados de [4]
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De fato, primeiramente note que EJ ¢ o numero de inteiros no conjunto {1,2,...,x} que sdo
divisiveis por d. Portanto, tomando
FIRrRatl
dl d d

onde {g} denota a parte fraciondria de 5, a parcela O(1) surge como — {
reside no intervalo (—1,1) uma vez que,

il G =

d
onde 0 < {%} <1,0< {%} < 1 o que implica,

PR S R R R 1Ak e

com —1 < — {%} + {%} < 1. Portanto, de fato

=

} + {%} e, portanto,

X
| da|= = +0(1).

Se aplicarmos a identidade (3.2.8), obtemos, como na Segio (3.1.3),

| S(«,B) |< +0(27%)

0g z

e escolhendo z = log X encontramos

X 12
— — = > 3.
aY)—n(Y —X)=0 <log oz > para” X >3

Exemplo 3.2.4. Suponha agora que queiramos contar nimeros dados por expressoes polinomiais.
Tomamos

o ={f(n)|Y —X <n<Y}
onde f(n) é um polinémio com coeficientes inteiros, como por exemplo n®> + 1, n - (n —2) ou
n-(n—C) 3. Novamente o conjunto B denota os nimeros primos menores do que ou igual a z
e P o produto de todos esses primos.

Para estimar | @, | vamos considerar cada classe de residuo mod (d) separadamente,
| g |=[{n|Y =X <n<Y, f(n)=0 mod (d)} .

Para contar os elementos em <y primeiro observe que desde que f(n) € um polinémio com

coeficientes inteiros,
n=r mod (d) = f(n) = f(r) mod (d).

120 fato de X > 3 é imposto para assegurar que loglog X > 0.
13Esse dois tiltimos polinémios sdo relevantes para investigacoes de Brun sobre as conjecturas dos Primos Gémeos

e de Goldbach
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Assim para os inteiros | menores do que ou iguais a d e incongruentes entre si, tal que f(1) =0
mod (d), € suficiente contar os inteiros n no intervalo Y — X < n <Y tais que n =1 mod (d),

assim obtemos
EZIEE Y 1=y (ij + 0(1)) : (3.2.9)

1<i<d Y —X<n<Y 1

f()=0 mod (d) n=l mod (d)

A soma mais interna sobre n foi estimada de modo semelhante ao ultimo exemplo, expressando
n como | + md. Denotando p(d) como o nimero de raizes da congruéncia f(I) = 0 mod (d),
temos,

| oy |= X - ”(dd> +0(p(d)). (3.2.10)

A partir disto, se aplicarmos a identidade (3.2.8) obtemos,
p(d) p (d)
Soud) | = 30 ) (X -2+ 0(p(d)) ) = XX (@) 5 @Ol d)).
d|P d|P d|P d|P

Em [5] vimos que p(d) é uma fungao multiplicativa e que ela é ndo elementar (exceto em casos
especiais). Portanto,

> uld pd) H(H*‘(p)p(p)):n(l_mp))

dpP p<z p p<z p
e como,

d))] < 2_(d)O(p(d)| = 3 ()] O(p(d))] = >_10(p(

dp dp dp

> u(d)O

P

uma vez que para d livre de quadrados temos pu(d) = (—=1)F segue,
> u(d)O(p(d)) = O (Z P(d)) :
d|P d|P

Dai,

| S(/,B) |=X - ][ (1 - 'ng)> + O (Zp(d)) : (3.2.11)

p<z d|lp

3.3 O crivo de Eratéstenes - Legendre associado
ao Truque de Rankin

Nesta secao, vamos descrever o crivo de Eratdstenes-Legendre sob uma perspectiva modernal®.
No que segue, vamos considerar as notagoes da ultima se¢ao e vamos definir a fun¢do w(p), para

1A versio moderna do crivo de Eratéstenes-Legendre pode ser encontrada no livro [2] ou no artigo [8].
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cada primo p € B, como o nimero de classes de residuos indesejaveis (distintas) médulo p que
estao o7 .
Vamos definir também w(d), para cada inteiro d livre de quadrados e composto por primos em

B, por
w(l)=1 e w(d) =]Jwp)
pld
e vamos denotar | S(o7,B) |=| S(«,B, 2) |.

3.3.1 Uma versao moderna para o crivo de Eratostenes-Legendre

Teorema 3.3.1 (O Crivo de Eratéstenes). Com as notagées acima, suponha que as sequintes
condigoes sejam satisfeitas:

1. | rq |=O(w(d));
2. para algum x > 0,
< klogz+ O(1);

3 w(p) logp
p<z p
pEDB

3. para algum nimero real positivo y | <y |= 0 para todo d > y.

Entao,

| S(e”,B,2) |= X - W(2)+ 0 (X(log 2 exp (-ﬁggf» : (3.3.1)

onde

W(z)=1]] (1—“<p)>.

pEDB p
p<z

Para demonstrar esse teorema precisamos de alguns resultados preliminares.

Lema 3.3.2. Com as hipdteses do Teorema (3.8.1), denotemos,

F(t,z):= Y w(d).

d<t
d| P(z)

F(t,z)=0 <t(log 2)"exp <— logt)) :

log z

Entao,

Demonstrag¢io. Primeiramente vejamos que a fun¢ao w(-), definida para cada inteiro d livre de
quadrados e composto por primos em 8, é uma funcao multiplicativa.

De fato, sejam a, b € B, distintos, e n = ab, entao

w(n) =w(ab) = [Tw(p) = [[wp) [[wlp) = wla)w(d).

plab pla plb
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Usando o fato de que w é uma funcao multiplicativa, podemos aplicar o truque de Rankin.
A ideia do chamado truque de Rankin reside no fato de que se uma funcao f é multiplicativa e
toma valores nao negativos, entao para o > 0 vale

S fm) < X fn) (‘"”)5 < xégl i)

n<x n<x n
Portanto,
t\? d
Fit.2)= Y wd < Y w(d) () <r 3y D
d<t d<t d d|P(2) d
dIP(2) dIP(2)

Observe agora que, como w é uma fungdo multiplicativa, temos

A0 (1)
dlg(:z) d° 561:[% " v

portanto

Ft,z) <t ]] <1+°"<f)>.

p

p<z
pEB

w(p)
5

Usando agora a desigualdade!® 1 + 2 < €%, temos que para cada x = »

()2 (2)

portanto fazendo o produto sobre os primos p € B, temos,

11 (u“’}if)) <oxp |3 22

p<z p<z p
pEB pEDB

além disso, fazendo t° = exp (log té)

t‘SH(l%—w(f))SeXp 5logt+zﬂf)
p<z p p<z p
pED pED
e dai segue que,
F(t,z) <exp 510gt+z&§>

p<z
pEDB

Colocando 6 := 1 — n e escrevendo

15Se fizermos = negativo na desigualdade (3.1.9) temos essa nova desigualdade.
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p’ =p 'p"=p lexp(nlogp)
temos

exp 6logt+2$ =exp| (1—17 logt+z expnlogp) =

p<z
peEB pe%

w(p)

=exp | logt —nlogt + Z ) exp(n logp) | = exp(logt)exp | —nlogt + Z exp(nlogp) | =
p<z p<=z
pEDB pEDB
=texp | —nlogt + Z » exp(nlogp)
p<z
pPEDB
A desigualdade
e’ <1+ xe® (3.3.2)

é valida para qualquer z € R.

De fato, a fungdo g(x) = (x — 1) - €* tem como derivada ¢'(z) = e” + (z — 1) - €* = ze®. Alem
disso ela satisfaz
9(0) =1
0) =
) > 0 para x > 0
g'(x) <0 parax <0

g'(
g'(x

o que implica z = 0 ser ponto minimo de g. Assim, g(z) > —1 Vz € R e assim e* < 1 + ze”.

Usando, portanto, a desigualdade (3.3.2) juntamente com o fato de que a fungao exp(-) é
mondtona temos,

texp | —mlogt + Z w(p) exp(nlogp) | <texp | —nlogt+ Z w(p) (1+nlogpexp(nlogp) | =
rew rem
_ w(p) w(p) _
= texp —nlogt—i-z7+Zinlogpexp(nlogp) =
p<z p<z
pED pED

=texp | —nlogt + > w exp(nlogp) | <

p<z p<z
PEB pEDB

ﬁ +n Z w(p)plogp

w w(p)lo
<texp | —nlogt+ > @ +n > Mexp(nlogz)
p<z p<z p
pEDB peEDB
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e encontramos,

F(t,2) < texp | —nlogt+ 3 S 4 pon 5 ALV 08P
p<z p<z
pEDB pEDB

log P

Agora pela segunda hip6tese do Teorema (3.3.1) temos que para algum x > 0,

w(p) log p
2. p

< rklogz+ O(1).

Assim, fazendo

1 w(n)logn cB
f = e =g n N
logt 0 caso contrario.
temos que,
1
Clz)=>" M < klogz+ O(1),
p<z p
peEDB

e mais, usando o fato dado no Lema (1.3.3) segue que

w(p)lo
Clz)=> w(p)log p <rklogz+ B
p<z p
pEDB
para alguma constante positiva B.
Assim, por somas parciais segue que,

w(p) w(p)logp 1 1 )
— = =C(» +/
; P ; P log p ()1ogz no

peEB pEDB

</{logz+B /Z klogu + B
- log z no
onde ng = min{B}.

C(u)
u(logu)?

du=r+——+n | du
u=K+ —+k
u(log u)? log z no U logu

du <

1
log ng

Como
/Z du gl : /Z du 1 |
= loglogu e = — .
no wlogu 8708 Ulng no u(logu)? logu '™
Segue que
w(p) B 1
Z—§/i—l——+/@(loglogz—loglogn0)+8 - +
= D log z log z
peEDB
assim,
> w(p) < kloglogz + O(1).

p<z
pEDB

20

du

3/27
nou( 2

log u)
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Novamente, usando o fato de que a fungao exp(-) é monétona temos:

lo
F(t,z) <texp —nlogt—i—z "Z P <
p<z p p<z
peEB peEDB

<texp(—nlogt + kloglog z + O(1) + nz"(klogz + O(1))) =
= texp (—nlogt + rloglog z + nz"klog z) exp(O(1)) exp(nz"O(1)).
Escolhendo 7 := @ (onde z > e), temos,

texp (—nlogt + rloglog z + nz"klog z) exp(O(1)) exp(nz"O(1)) =

lo 1 1 1
= texp (_g + log(log 2)~ + zlogz/@> exp(O(1)) exp <10g20(1)zlogz> .

log z

Como
1 1 log ¢
zlgz = ¢ <= log,c= =
log 2z log 2z

segue que
logec=1 < c=ce.

Portanto,

1 1
texp (—lsgi + log(log 2)" + zlo§/<;> exp(O(1)) exp <logzO(1)zloéz> =

= texp <_11(())§i> (log 2)" exp(er) exp(O(1)) exp (10220(1)> .

Novamente, como log z > 1 temos exp <logzO<1)> < exp(r) para alguma constante positiva r.

Logo

logt e
K _ <
t(log z)" exp < logz) exp(er) exp(O(1)) exp <logz0(1)> <

< t(log z)" exp (— logt) exp(er) exp(O(1)) exp (r)
log z
e assim,
. logt
F(t,z)=0 <t(log z)"exp <_logz>> :

Lema 3.3.3. Com as hipdteses do Teorema (3.3.1),

3 “’Eld) ~0 ((log )" exp (-iii)) .

d|P(z)
y<d
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Demonstragcao. Primeiramente temos,

f(x):l, Cd:{w(d) se de’B

e ng=min{‘B
x 0 caso contrario 0 B}
temos que,
w(d) 1 @ F(t, z) < v F(t,z) >
—:F:c,z——l—/ dt — | F ,z—+/ dt| =
y;g 7 (z,2) T W2+ | —p
dIP(2)
1 F(t 1 no (¢
:F(:z:,z)——l—/ (z’z)dt+<—F(y,z)+/o (z’z)dt>
no Yy Y t
Portanto,

Note, no entanto, que a soma F(z,z) ¢ no maximo Y- g p(,) w(d). Assim quando x — oo temos
que F(x, z)% — 0, pois % — 0 quando x — oo, logo

GO0 _ e g1, [FE
> = —F(y, )y—i—/y dt.

= on 12
d|P(z)
Como
< [(t,z2) % ] logt o0 1 logt
’dt:/—Otl “exp [ — dt:/Ofl “exp [ — dt
/y 12 y 2 <<ng) exp< logz>> y (t(ng) exp( log z
e
00 1 logt o 1 logt
O [ =(log2)*exp [ - dt</ A=(log 2)* exp [ — dt,
/y (t(ogz) exp( logz)) <), t(ogz) exp( ng)
para alguma constante positiva A, temos
o F(t,z) ] logt
2) 4t < A(log 2)" / “exp | — dt.
/y 12 < A(log 2) y texp( logz)
Fazendo agora uma substituicdo, na ultima integral, u = —11;% temos que fl—? = —loéz%, por
tanto,
% 1 log x
/y 7 eXp <_1§§z> dt = (—log z) lim [ e"du.

Y
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Como

1
/6Udu =(e"+C) =exp <—1§§i> +C,

) T ) logt - log y
xlggo/y e'du = lim <exp <_logz> +C> [y= —exp <_logz> .

segue que

Assim,

o F(t . |
[ < Ao o) Ji e = Aoy esp (252

Sabemos também, pelo Lema (3.3.2), que,

1 1 1 1
—F(y,z)— = -0 [y(logz)~exp | — REA) | ! (log z)~exp | — 8y
y oy log 2 log z

assim, para alguma constante positiva B, temos

1 ] .
—F(y,2)~| < Bllog2)“exp (22 | < Bllog2)™ exp [~ ot | .
Y log 2 log z

Portanto, podemos concluir que

w(d) logy
2 : A\ 1 n+1 o )
v d =9 <( 082" exp ( log 2
d|P(z)

Demonstragio. (Teorema (3.3.1))

Pelo Principio de inclusdo-exclusao temos,

S(B.2) = Y pld) | = Y uld) (X‘“’;d)w) = 5 XDy

d|P(z) d|P(z) d|P(z) d|P(z)
d<y d<y d<y d<y

Como

> u(dra) < > |p(d)ral = X (u(d)llral = > |rdl

d|P(z) d|P(z) d|P(z) d|P(z)
d<y d<y d<y d<y

uma vez que para d livre de quadrados temos p(d) = (—1)* segue

Zu rd<2|rd]

d|P(z) d|P(z)
d<y d<y

23



Pela primeira hipétese temos que | r4 |= O(w(d)), portanto existe uma menor constante ¢4 > 0
tal que | 74 |< cqw(d). Fazendo C' = maxg{cq} temos que

Yo r|<C ) w

d|P(z) d|P(z)
d<y d<y
portanto,
d
8.2 = X XD oy, 2). (3:3.3)
d|P(z)

Novamente, utilizando o fato de que w é uma funcao multiplicativa temos que

S )2 H<1+‘W>:H<1_”<p)>.

4PC) S P P P
Sabendo também que,
w(d) w(d) w(d)
> M(d)TI > M(d)TJF > M(d)T
d|P(2) are) are)
segue que a equagao (3.3.3) pode ser escrita como
w(d w(d
|S(e7,B,2) |=X | Y uld) d) > u(d) (d) O(F(y,2))
d|P(2) ape)
e, portanto,
w(d
| S(,B,2) |=XW(2) — X Z u(d d) + O(F(y,z)). (3.3.4)
dLZ(;)
Como
w(d
> w00 < > @) = 3 )<
d|P(2) d|P(2) d|P(2)
y<d y<d y<d
d é um inteiro positivo livre de quadrados e w(d) > 0, segue que
w(d) (d)
Yoopld) == < Y —=
d|P(z) d d|P(z) d
y<d y<d
Portanto,
w(d)
| S(e7,B,2) |= XW(z) - X0 | Y —5 | TOFW 2). (3.3.5)
d|P(2)
y<d
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Pelos Lemas (3.3.2) e (3.3.3) obtemos que

| S(e,B,2) |= XW(2)—XO <O ((bg 2)"exp (—logy») +0 (O (ya(’g 2)" exp (%2?5)))

log 2z

e pela parte 2 da proposigao (1.3.7), temos

| S(,B,2) [= XW(z) - XO ((log 2)"exp (-bg?J)) +0 <y(log z)" exp (_10gy>> .
log 2 log 2z

Fazendo y = CX para alguma constante positiva C', temos que

y(log )" exp (_logy> =0 (X(log 2)"exp (_logy)) .

log 2z log z
De fato,
1 1
CX(logz)"exp | — gy <| C||X(logz)"texp | — o8Y .
log 2 log 2z
Portanto,
1 1
| S(e7,B,2) |= XW(2)+0 [ X(logz)" ' exp | — %YV)\io (o X(log 2)Lexp [ — gy _
log 2 log 2
1 1
= XW(z) + O | X(log 2)*" exp | — ey + O | X(log z)"exp | — °8Y1 ) =
log 2 log 2z
1
=XW(2)+ 0 (X(log 2)"*exp (— ogy>>
log z
Por fim vamos mostrar que
1 log X
X(log Z)H+1 eXp _ Ogy — O X(log Z)R—‘rl eXp - Og .
log z log z
De fato, como
1
exp (— 0gC> <exp (r)
log 2
para alguma constante positiva r, temos,
1 X 1 log X
X(lOg Z)m+1 exp | — ogC _ X(log Z)nJrl exp | — og C _ log _
log 2 logz  logz
1 log X log X
= [X(log z)*exp | — 0gC exp | — 08 < exp (r) [ X(log z)" exp | — 08
log 2z log 2z log 2

25



Portanto,

| S(, B, 2) |= XW(2)+ 0 (o (X(logz)””“ exp <_1E)gg a ))) _

log X
=XW(z)+0 (X(logz)“Jrl exp <— looggz ))

e isso conclui a demonstracao. O]
Uma consequéncia imediata do ultimo resultado é o corolario.

Corolario 3.3.4. Se w(X) denota o nimero de primos menores do que ou iquais a X. Entao,

X
T(X)=0 <logX loglogX) :

Demonstragdo. De fato, sejam o/ o conjunto dos inteiros positivos menores do que X, 8 o con-
junto de ntimeros primos menores do que ou iguais a z, para algum z a ser escolhido futuramente.

Quando tomamos w(d) = 1, estamos contando uma classe de residuo médulo d, no nosso caso
queremos os inteiros na classe de residuo 0 médulo d. Além disso, a fun¢ao w(-) definida desta
forma, para todos os inteiros d livres de quadrados e compostos por primos em B, é multiplicativa.

Com efeito, sejam a, b € 9B, distintos, entao,

wlab) =1=1-1=w(a)w(b).
Com essa escolha para a fungao w(-) vemos que as hipdteses do Teorema (3.3.1) satisfazem:
L [rq|=O(1);

2. No Exemplo (1.3.9), temos que para k = 1,

1
Z 08P _ log z + R(2);

P<z
com R(z) = O(1)
3. para C' >0,y = CX | &, |= 0 para todo d > y.

Entao pelo Teorema (3.3.1) temos

| S(e/, B, 2) |= XW () + O <X(log )2 exp (JE)ggf)) ,

onde W(z) = II,<. (1 - l).

p
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Vimos também, na se¢ao (3.1.3), que para alguma constante positiva

1 1
[Hit—-)<
o<z D clog z

+0 (X(log )2 exp <—logX>> .

portanto,

| S(e/,B,2) |< X

clogz log z

log X
3loglog X

Escolhendo z = exp ( ), segue que

log X
3loglog X

1 log X \° log X
— 40 X() exp (- -
log X log X
¢ 3 logglog X ( 3 IOg lOg X 3 loggiog X

log log X logX \’
:XM%—O (X <0g> exp(—SloglogX)) =

log z =

e portanto temos

| S(7,B,2) |< X

clog X 3loglog X
3loglog X log X 2 .
=X——7- X|=——=| (logX =
clog X +O< <3loglogX (log X)
3loglog X X
_ x2losled _
clog X (3loglog X)2(log X)
Portanto temos que
3loglog X
S(,'B < X————— X
| ( ) ,Z)| ClOgX +f1( )7
onde | f1(X) |[< A ’ (3log10g§)2(10g X)‘ para alguma constante positiva A.

Observe que
3loglog X 3loglog X
X—— X)) < | X———— X)| <
| clog X A >|_‘ clog X A=
X310glogX A X
clog X (3loglog X)?(log X)

Y

observe também que a fungao
b% 3loglog X
clog X
cresce mais rapidamente do que a funcgao
X
(3loglog X)?(log X) |
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De fato,

X
lim A‘(310g10gX)2(10gX)’ — lim A X clog X — lim L
X500 ’XNOIgLiX X0 |(3loglog X)2(log X)||3X loglog X| X—oc|(3loglog X)3
clog
portanto
Ac
li ——| — 0.
e ‘ (3loglog X )?

Portanto podemos concluir que

| S(7,B, 2) |:O< loglogX>.

X
log X
Observe no entanto que

m(X) = 7(2) <| S(#,B, ) |,

uma vez que no conjunto | S(7, B, z) | estdo: o ntimero 1, todos os primos do intervalo z < p < X
e 0s numeros compostos que sao produto de primos maiores do que z. Assim, segue que

7(X) <| S(,B,2) | +7(2) <| S(H,B,2) | +=.

log X
3loglog X

Como z = exp ( ), temos

7T(X):O<1 X

loglog X | .
op X L8 log )

De fato, para qualquer constante positiva C' a fungao C' 10? <
log X

310glogX)’ 1€,

loglog X cresce mais rapidamente

do que exp (

log X
exp (3 log log X)

C’% loglog X

lim
X—o00

|—>().

3.4 Algumas Consideracoes

Tivemos, nesse trabalho, a intencao de estudar o crivo de Eratdstenes - Legendre com o objetivo
de entender as ideias envolvidas nos processos de crivo. A escolha desse crivo, dentre todos os
outros, foi feita tendo em vista dois pontos. O primeiro é que o crivo de Eratdstenes - Legendre
¢ o mais simples dentre os crivos estudados na teoria dos crivos. O segundo ponto reside no fato
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6 mais sofisticados sao

de que esse crivo fornece a ideia geral dos crivos uma vez que os crivos'
extensoes de suas ideias basicas.

Uma motivacao desse trabalho reside no desejo de aplicar as ideias de crivo a uma situacao
particular, o que seré feito em algum trabalho futuro.

Ao leitor interessado em obter mais ideias e resultados, um bom texto introdutério é [4].
Neste texto as ideias sao apresentadas de maneira objetiva e clara. Um livro, sobre o assunto,
também introdutério e mais completo é sem duvida [5]. Embora essa tltima bibliografia seja rica
em conteudo, ela leva em consideracao muitos detalhes técnicos, o que sob meu ponto de vista faz
com que o leitor se perca nos detalhes em prejuizo as ideias. Um texto mais recente, sobre teoria de
crivos, e que também foi utilizado neste trabalho é [2]. Neste tltimo sao discutidos e apresentados

muitos outros tipos de crivos combinatoriais e nao combinatoriais.

16Crivos combinatoriais.
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