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Abstract

In this work, we study the concept of stability for foliations. With this aim we use a nonlinear
complex formed by maps and manifolds in Fréchet Tame category. We apply a variation of The
Nash-Moser Inverse Function Theorem to nonlinear complex obtaining a relation between the
stability and the tame exactness of the linearized complex. Moreover, the linearized complex is
identified with a piece of the complex de Rham of the foliation, i.e., we transformed the stability
study into an analysis of tameness vanishing on the cohomology group of the foliation. Thus we
describe a family of stable foliations, called infinitesimally stable foliations. This family gives a
direction for the study of stability of foliations.

Keywords: foliations, deformation theory, stability, Fréchet spaces, Nash-Moser Theorem.

Resumo

Neste trabalho, estudamos o conceito de estabilidade para folhea¢oes. Com este objetivo, usa-
mos um complexo nao-linear formado por mapas e variedades na categoria Fréchet Tame. Aplica-
mos uma variacao do Teorema da Funcgao Inversa de Nash-Moser ao complexo nao-linear obtendo
uma relacao entre estabilidade e a exatidao tame do complexo linearizado. Além disso, o complexo
linearizado ¢é identificado com um trecho do complexo de Rham da folheagao, ou seja, transforma-
se o estudo de estabilidade em analisar a exatidao tame de um grupo de cohomologia da folheagao.
Assim descrevemos uma familia de folheacOes estaveis, chamadas folheagoes infinitesimalmente
estaveis. Esta familia da uma direcao para o estudo de estabilidade de folheacoes.

Palavras-chave: folheacoes, teoria da deformagao, estabilidade, espagos de Fréchet, Teorema
de Nash-Moser.
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Introducao

Neste trabalho fazemos um estudo sobre a estabilidade de folheagoes regulares em variedades
compactas suaves. O conceito de estabilidade de folheacoes é uma generalizacao do que se conhece
como estabilidade estrutural para sistemas dinamicos. Todo conceito de estabilidade envolve uma
topologia e propriedades que se preservam em um vizinhanca dessa topologia. Como estamos
tratando de folheacoes de classe C™ é apropriado dar ao conjunto Fol(k, M) das folheagoes de
dimensao k em M a topologia do subespago herdada de I'(Gr, M), o caso de folheagoes C" necessita
de uma outra abordagem como pode ser visto em [6]. A propriedade que queremos avaliar é
sobre quais aspectos podemos identificar via um difeomorfismo duas folheacdes. No capitulo 1
introduzimos a nocao de folheacao e algumas de suas propriedades, definimos os principais objetos
geométricos a serem utilizados na formulacao do problema, nossas referéncias para esse estudo
sdo os livros de Camacho e Lins [2] e Candel e Colon [3]. Definimos a conexdo de Bott tal
como ele em [1], apresentamos a cohomologia de uma folheagdo F usando a conexdo de Bott na
construcao da derivada exterior das r-formas do fibrado T'F tangente a folheacao tomando valores
no fibrado v normal a F. O complexo de cocadeias associado a cohomologia de uma folheagao
é uma ferramenta importante na linearizacao do nosso problema, como veremos na secao 3.2 a
linearizacao do complexo de deformacao de uma folheacao é isomorfo a um trecho deste complexo.
A abordagem sobre estabilidade de folheacoes estudada nesse trabalho se baseia na identificagao
das folheagbes com objetos infinitesimais. Por exemplo, identificamos folheacoes de dimensao k
com os subfibrados involutivos de T'M com posto igual a dimensao da folheagdo, por sua vez
podemos identificar os subfibrados de T'M de posto k com as se¢oes do fibrado

GrkM = U GI‘kTIM

zeM

das grassmannianas sobre M. No contexto de se¢oes do fibrado das grassmannianas definimos
integrabilidade e apresentamos uma versao alternativa do teorema de Frobenius para esses objetos,
por meio da construgao de certos fibrados vetoriais descrevemos as segoes integraveis do fibrado
das grassmannianas como imagem inversa de uma aplicacdo entre espagos de se¢oes de fibrados.
Existe ainda outro objeto infinitesimal associado a folheacao, sdo os projetores de posto constante
de TM, onde repetimos o que foi feito para secoes das grassmannianas. A nocao de estabilidade
depende de um grupo de transformagoes que preservem determinada propriedade, no nosso caso
é o grupo dos difeomorfismos. Explanamos a acao por conjugacao dos difeomorfismos sobre as
se¢oes do fibrado das grassmannianas e sobre os projetores de posto constante.

O capitulo 2 é um estudo sobre os espagos de Fréchet, que correspondem a uma generalizacao
dos espacos de Banach e sdao espagos localmente convexos, completos com respeito a uma métrica



invariante por translacdo. Em contraste com os espagos de Banach, a métrica nao necessita provir
de uma norma. Embora a estrutura topoldgica de espaco Fréchet seja mais complicada do que a de
espaco Banach devido a falta de uma norma, muitos resultados importantes da andlise funcional,
como o Teorema de Hahn-Banach e o Teorema da Aplicacao aberta, valem ainda nesse contexto.
Isso pode se visto no livro de Jarchow [12]. O espaco de fungdes infinitamente diferencidveis
é o exemplo mais recorrente de espaco de Fréchet. Também apresentamos algumas nogoes de
calculo diferencial e integral em espagos de Fréchet, destacando a no¢ao de diferenciabilidade que
no caso dos espacos de Fréchet é a derivada de Gateaux. FEsta nocao de diferenciabilidade é
significativamente mais fraca se comparada a de um espaco de Banach. No entanto, muitos dos
teoremas familiares do calculo ainda sao validos. A definicao de variedade se generaliza de modo
direto para o caso do calculo em espacos de Fréchet. E possivel definir, de modo anélogo ao caso
de dimensao finita a no¢ao de fungoes suaves entre variedades de Fréchet. Uma das justificativas
na escolha da categoria de Fréchet e nao a categoria de Banach, é o fato de que o grupo dos
difeomorfismos Diff(M) ndo é um grupo de Lie-Banach. De fato, se um grupo G de Lie-Banach
conexo age efetivamente e transitivamente em uma variedade compacta de dimensao finita entao
o grupo G é de dimensao finita, ver [19]. No nosso trabalho também utilizamos aplicac¢oes entre
espacos de fungoes suaves que sao descritas como a composicao de fungdes. Como pode ser visto
em [9], a composi¢do no caso Banach deixa de ser uma aplicacao suave. Introduzimos os espago
de Fréchet tame e a categoria Fréchet tame suave, ambiente natural do teorema da funcao inversa
de Nash-Moser.

No capitulo 3 seguimos os passos de Hamilton em [8] construindo o complexo de deformagao de
uma folheacao formado por variedades e aplicagoes na categoria Fréchet tame suave, mostramos
que a exatidao local deste complexo modela a estabilidade da folheacao. No estudo da deformacao
de estruturas geométricas Hamilton utilizou técnicas do calculo em espacos de Fréchet, o ja citado
trabalho sobre folheagdes e [7] que trata sobre deformagao de estruturas complexas sdo exemplos
disso. Seus resultados envolvem variagoes do teorema da funcao inversa de Nash-Moser, o que nos
leva a trabalhar na categoria dos espagos Fréchet tame. Identificamos o linearizado do complexo
de deformacgao com um trecho do complexo de de Rham da uma folheacao. Definimos estabilidade
infinitesimal em termos do complexo de Rham e sua cohomologia e operadores de homotopia tame.
Assim, obtemos o resultado central dessa dissertacao que nos diz que estabilidade infinitesimal
implica estabilidade.

Ao final desse texto, no capitulo 4 fazemos uma pequena exposicao de alguns elementos da teoria
de grupoides e algebroides de Lie, tomando como referéncia [4] e [18]. Nosso intuito é fornecer
ao leitor uma ideia sobre a prova da versao global do Teorema de Estabilidade de Reeb-Thurston
seguindo o que foi feito por Marcut em sua tese [16]. Apresentamos alguns resultados preliminares
presentes na tese de Marcut e que sao usados por ele para fazer uma releitura do trabalho do
Hamilton, por questdes técnicas iremos apenas nos referenciar a esses resultados omitindo suas
demonstracgoes.



Capitulo 1

Folheacoes

Neste capitulo introduzimos a noc¢ao de folheacao e algumas de suas propriedades. Estudaremos
distribuicoes do fibrado tangente como sec¢oes do fibrado das grassmannianas e projetores de posto
constante, bem como uma versao do teorema de Frobenius para essas formulagoes. Vamos definir
os principais objetos a serem utilizados no capitulo 3 na formulagao do problema sobre a estabi-
lidade de uma folheagao. Fixaremos notacoes e apresentaremos propriedades desses objetos que
utilizaremos nos proximos capitulos.

1.1 Folheacoes

A ideia intuitiva de folheacao corresponde a decomposi¢ao de uma variedade numa uniao disjunta
de subvariedades conexas e imersas. No caso de folheacoes regulares pedimos que as subvariedades
tenham a mesma dimensao e que possamos identificar uma vizinhanca da variedade difeomorfi-
camente com R™ % x R¥ de modo que restricio das subvariedades a vizinhanca sdo imagens de
secoes {c} x R¥. Nossas referéncias para esta sessdo sio os livros de Camacho e Lins Neto [2] e
Candel e Conlon [3].

Definigao 1.1.1. Seja M uma variedade de dimensao m. Uma folhea¢io F de dimensao k em M
¢ um atlas maximal com as seguintes propriedades:

i) Se (U, ) € F entdao o(U) = Uy x Uy C R¥ x R™* com U; e U, discos abertos de R¥ e R™~*
respectivamente.

ii) Se (U, ¢) e (V,1) € F sao tais que U NV # @ entdo a mudanga de coordenadas 1) o ¢! :
e(UNV)—=y(UNV) éda forma

Yoz, y) = (hi(z,y), ha(y)).

As cartas (U,¢) € F serao chamadas de cartas trivializadoras da folheagio F. Denotaremos o
conjunto das folheagoes de dimensao k em M por Fol(k, M).



Seja F uma folheac¢ao de dimensao k de uma variedade suave M. Considere (U, ¢) uma carta
local de F, com U conexo e p(U) = U; x Us. Os conjuntos da forma ¢~ (U; x {y}), y € Uy sdo
chamados placas de F. Claramente placas sdo subvariedades de dimensao k mergulhadas em M.
Um caminho de placas de F é uma sequéncia ay, . . ., ay de placas de F tal que a; Nagyq # 0, para
cadai=1,...,s.

Dados x,y € M podemos estabelecer uma relagao de equivaléncia pondo x = y se existe um
caminho de placas aq,...,as com z € a1 e y € ag. Chamamos as classes de equivaléncia dessa
relacao de folhas de F. A forma como definimos as placas garantem que estas sejam conexas,
assim podemos usar o caminhos de placas para construir um caminho ligando os pontos da folha,
portanto as folhas sdo conjuntos conexos.

Teorema 1.1.2. Seja M uma variedade folheada por uma folheagdo F de dimensao k. Toda folha
F de F possui uma estrutura de variedade, tal que os dominios das cartas locais de F' sao placas
de F. A aplicacao inclusao i : F' — M é uma imersao injetiva.

Demonstragio. A demonstracao deste teorema pode ser encontrada em [2]. O

Existe uma vasta gama de exemplos de folheagoes, daremos aqui alguns exemplos de como
construir tais objetos.

Exemplo 1.1.3. Seja f : M — N uma submersao. Para cada ponto p € M com ¢ = f(p), a
forma local das submersoes nos fornece cartas locais (U, ¢) em M, (V1) em N tais que p € U, q €
Vip(U) = Uy x Uy CR™ ™ x R" e (V) = Vo D Uy de forma que 1o foop™ : Uy x Uy — U,
coincide com a projegdo na segunda coordenada. As cartas locais (U, ) definem uma folheagao
em M cujas folhas sdo as componentes conexas das subvariedades de niveis f~!(c),c € N.

Exemplo 1.1.4. Seja X € X(M) um campo de vetores sem singularidades. Temos uma folheagao
de M dada pelas 6rbitas do fluxo de X, para uma verificacdo mais detalhada basta observar que
como X nao tem singularidades podemos aplicar o teorema do fluxo tubular a todos os pontos de
M o que nos da o atlas de uma folheagdo em M.

Exemplo 1.1.5. Uma agado suave ¢ : G x M — M de um grupo de Lie em M produz uma
folheacao em M, onde as folhas sdo as érbitas da acao. Da teoria de a¢oes de grupos temos que
¢:G/Gy — M, ¢(g) = ¢(g,x) é uma imersio bijetora sobre a imagem O,. Nessa dissertacio
estamos interessados em folheagoes regulares, nos restringimos a ac¢oes nas quais as orbitas sao
variedades imersas de mesma dimensao. Seja x € M, tome F C T.G tal que T.G = E & T.G,,
onde G, é o grupo de isotropia de x. Podemos tomar um mergulho f; : B¥ — G de um disco
aberto tangente a E com fi(0) = e. Como O(zx) é uma variedade imersa de dimensao k, existe
uma secdo transversal local dada por um mergulho f, : B™* — M com f,(0) = x. Definindo & :
BEx B™k — M, ®(u,v) = ¢(fiu, frv). Por construcdo DP ‘(070) é sobrejetora e consequentemente

um isomorfismo, aplicando o teorema da funcdo inversa obtemos um carta ¢ : U — B¥ x B™ % ¢
UNO, =19 YB* x {z}). Mostrando que {O,},cas define uma folheacao.

Seja F uma folheagao em uma variedade M. Considere p € M, pela forma como definimos as
folhas de uma folheacao existe uma tunica folha de F' de F contendo p. O teorema 1.1.2 nos diz que



tal folha F' é uma subvariedade imersa de M, permitindo falar no espaco tangente a F' no ponto
p, isto é, o subespago T, C T,,M. Pela unicidade da folha que passa por p, fica bem definida a
notacao

T,F :=1T,F.
Sendo T, F um subespaco de T, M podemos falar do espaco quociente
T,M
Vr, =
P TLF

chamaremos de espaco normal o quociente vr,, se v € T, M denotaremos sua classe de equivaléncia
por v. Temos a projecao

WVFPZTMP - Urp
v o= 0,

com ker(ﬂyfp) = T,F. Todas essas construgoes pontuais podem ser levadas a um nivel global
tomando os conjuntos

TM::UTPM , Tf::UTp.F, V}'::UV}'p

peEM pEM peEM

e uma aplicagao

Ty TM — vg

Up = Wpr(vp) :

O conjunto T'M tem uma estrutura de variedade diferenciavel que o faz também um fibrado
vetorial sobre M, conhecido como fibrado tangente de M. A proposicao a seguir nos diz que T'F
e vy também sao fibrados vetoriais sobre M, com isso os denominaremos T'F fibrado tangente a
folheagao e TF fibrado normal a folheacao.

Proposicao 1.1.6. Dada F uma folheagdo de dimensao k£ em M uma variedade suave. Os con-
juntos T'F e v sao fibrados vetoriais sobre M de posto k e m — k respectivamente. Mais ainda,
a aplicacdo m,, : TM — vz é um morfismo de fibrados e ker(m,,) = T'F é um subfibrado de T'M.

Demonstragio. Dada uma carta (U, ¢) trivializadora da folheacdo, com ¢(U) = U; x Uy C R x
R™~*. Podemos definir uma carta

® 1 (U) — Uy x Uy x (R* x {0})

para T'F, dada por ®(v,) = (¢1(x), p2(x), Dp(z)v,). Esta expressao fica bem definido, pois ¢
é constante ao longo da intersecao das folhas de F com U. Provemos agora que este atlas induz
uma estrutura de fibrado vetorial em T'F. Dadas (Ui, ¢;) e (Uj, p;) € F cartas trivializadoras da
folheagdo, com U; N U; # 0, temos



(U, N Uj)

/ \

‘Pjoﬂﬂ ,D(p; op;

(U NU;) = @i(U; N U;) x (R* x {0}) (U0 U;) = ¢;(U;NU;) x (RF x {0}),

onde p; 0 7 (z,y) = (fij(x,9), 9;;(y)), segue disto que

Ofij(zy))  Ofij(x,y)
_ ozx oy
(zy) —

995 (y)
0 gajyy

D(gp;0¢;")

Pela forma de blocos de D(p; 0 goj_l) () ¢ facil de ver que sua restrigao a R* x {0} ¢ invariante
e um isomorfismo. Portando T'F é um fibrado vetorial. Considerando ainda (U, ¢) uma carta
trivializadora da folheacio, pela observacio de que Dp(p)T,F = RF x {0} o isomorfismo Dy(p)
induz um isomorfismo Di(p) entre vz, e R"*, cujo isomorfismo inverso é o isomorfismo Digofl(p)

induzido por Dy(p). Como pode ser observado no diagrama abaixo

M — 2P0 Rk Rk
W”Fpl T

Ty M Dey(p) .

F {0} x R*F,

Como estamos denotando 7z : TM — vz, denotaremos a projecao m : vx — M apenas por
7. Assim, ¥ : 771 (U) — U x R"* com ¥(v,) = (v, Do(p)v,). Considere duas trivializacdes
v, - 7T_1(Ui) — Uz X Rn—k e \I/j : 7T_1<Uj) — Uj X Rn—kz com UZ N Uj 7A @, dai

“HU;NUy)

s
/ - _\
<4Pj°4P.; DpjoDep;

V(U N U;) = 0i(U; N U;) x ({0} x R™F) U;(U;NU;) = (Ui N U;) x ({0} x R*F).

Mas é valido que Dip; o Do;' = D(pj0¢;!'), onde D(p; 0 ¢; ") denota o isomorfismo induzido
por D(pj 0 ¢;t),
D(pjop; 1)

]Rk % Rn—k —Z>Rk X Rn—k

P

(0} x Rk 2O ror s Rk

visto que D(p;0¢; ') (R* x {0}) = R¥ x {0}. Como se trata apenas de uma restricio ao subespago

{0} xR"* se D(pj00;")(z) depende diferenciavelmente de x 0o mesmo ocorre para D(p; o ; ')(z).
Donde as trivializagoes (7~!(U;), ¥;) tornam vz um fibrado vetorial. Por construgao m,, leva
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linearmente vetores de T,M em vz, e kerm,. = T'F. O fato que é diferenciavel segue a partir das
cartas que construimos para vr.

]

Observagao 1.1.7. Denotaremos por X(F) := I'(T'F) o espago das segoes de T'F e por I'(vx) as
secoes de vr.

1.2 Integrabilidade e folheacoes

O objetivo desta secao é descrever as distribuigoes integraveis como imagem inversa de um ponto
por uma aplicagdo. Para capturar as condigoes de integrabilidade recorreremos aos fibrados que
guardam essas informagoes. Naturalmente podemos identificar campos de k—planos em variedades
como sec¢oes do fibrado
GryM = U Gr, T, M
xeM

das grassmaniannas sobre M.

Proposigao 1.2.1. O conjunto Grp M possui uma estrutura diferenciavel que torna a projecao
TGro GryM — M
um fibrado sobre M, com fibra Gry(R™).

Demonstragio. Dado um isomorfismo 7' : V' — W entre espagos vetorias de dimensao finita,
podemos induzir uma aplicacao T : Gry(V) — Gry(W) associando a cada subespaco B € Gry(V)
a sua imagem por T, isto é, T(B) = T(B) e fica bem definido pois T(B) é um subespaco de
dimensdo k de W. A diferenciabilidade de 7" é facilmente verificada em coordenadas, identificando
as grassmaniannas localmente como espagos de matrizes, a expressao de T é o produto de T' pela
matriz que representa o subespaco. O mesmo se aplica para T~!, donde T-1! é diferencidvel e
concluimos que T ¢ um difeomorfismo.
Considere (U, ¢) uma carta de M, usando a notagao introduzida acima definimos

7l (U) = U X Gr(R™),  ®(B,) = (2, Do(x)(By)).

Suponhamos que (U;, ¢;) e (Uj, ¢;) duas cartas de M com UNV # 0,

7T_1(Ui N UJ)
/(Id;;ﬁUjvE@OD/(#T_I>\
Ui N Uj X Grk(Rm) Ul N Uj X Grk(Rm)

—

Observando que D(¢; o ¢;') = Dg;Dp~1 implica D(pjo0 ¢; ') = ﬁgj o D¢;*, concluimos que

5@ o D¢;' é um difeomorfismo. Logo, as trivializagdes (7~1(U;), ®;) ddo uma estrutura de
fibrado para Gr,M. O



O espago das se¢oes do fibrado TG - GrpyM — M é denotado por

D(GryM) := {0 € C®°(M,GrM) : moo = Idy}.

Defini¢ao 1.2.2. Dada ¢ € I'(GryM), uma subvariedade F' de dimensao k de M ¢é dita uma
variedade integral de o se T,F = o(p), para cada p € F. Diremos que F' é uma variedade integral
mazimal se F for conexa e se F'N Fy # () para uma outra variedade integral Fy, entdo Fy C F.

Defini¢ao 1.2.3. Uma segao o € I'(Gr M) é chamada de completamente integrdvel se o conjunto
das suas variedades integrais maximais coincide com o conjunto das folhas de alguma folheagao
em M.

Se comecarmos com uma folheacdo F de dimensao k em M, a esta temos associada uma se¢ao
o € I'(GryM). Tomando em cada ponto p € M o subespago T,F C T,M, ou seja, o(p) = T,F.
Seja (U, ¢) uma carta da folheagdo F, com p € U. Sabemos que ¢ : U — U; x Uy C RF x R™~F,
denotando ¢(z) = (f(x),g(x)) e considere ® : 71 (U) — U x Gry(R™) uma trivializacao de Gry M
sobre U. Temos

ol : U — 7 YU)
oly(z) = &z, Df(x)T,M),

usando as propriedades do atlas da folheacao mostra-se que o é uma segdo suave de GriM, tal
secao é denominada tangente a folheagao.

Como no caso de subfibrados involutivos de T'M podemos falar sobre se¢oes involutivas do
fibrado GrpM. O interesse nas secoes involutivas de GrpM se encontra no teorema de Frobenius
que nos garante a existéncia de uma folheagdo que integra a se¢do. Seja X € X(M) campo
de vetores, diremos que X é um campo de vetores de o, se X(p) € o(p) para cada p em M.
Denotaremos os campos de vetores de o por X(o) :=I'(0), vendo o como um subfibrado vetorial

de T'M.

Defini¢ao 1.2.4. Uma secao o € I'(GryM), o é dita involutiva se para cada par X,Y € X(o)
tivermos [X,Y] € 0.

Teorema 1.2.5 (Teorema de Frobenius). Uma segdo em o € I'(Gry M) é completamente integrével
se e somente, se ¢ é involutiva.

Demonstracao. Este teorema se trata de uma versao do Teorema de Frobenius convencional que
pode ser encontrado na pagina 37 de [3]. A demonstracao desta versao fica clara quando observamos
a relacao entre se¢oes de GripM e subfibrados de T'M. O]

Observagao 1.2.6. A partir deste ponto quando nos referirmos a uma folheacdo estaremos tam-
bém pensando na secao de GryM a ela associada, muitas vezes nao fazendo distingao entre tais
objetos. Dada uma se¢do o € I'(GrpM) completamente integravel denotaremos a folheagao cor-
respondente a esta por F,.



Considere o € I'(GryM) nao necessariamente completamente integravel, de modo andlogo
ao feito na proposigao 1.1.6 temos o fibrado normal 7'M /o dado ponto a ponto por T,M/c(p).
Podemos expressar a integrabilidade de uma se¢ao o olhando para aplicagao

Qo) : X(0) x X(0) = T'(T'M /o)
Qo)(X,Y) = [X,Y].
Pois, o teorema acima nos diz que o ¢ integravel se, e somente se para qualquer par de campo de
vetores X, Y € X(o0) entdao [X,Y] € 0. Deste modo, a classe de equivaléncia [X,Y] de [X,Y] no
fibrado normal T M /o é nula se o é integravel, donde Q (o) = 0 se o é integravel. A aplicagdo Q(o)
na verdade é um tensor, isto é, Q(c) € Q*(0,TM /o) = T'(A*c*®@TM/o). De fato, se X,Y € X(o)
eheC>®M)

Q(o)(X,hY) = [X,hY]

= WX, Y]+ XY
= KXY
= hQ(o)(X,Y).

|
>

O tensor Q(o) é chamado tensor de integrabilidade. Iremos agora construir o formalismo neces-
sario para descrever os tensores de integrabilidade quando variamos a se¢ao o, vendo os como um
mapa () entre o espago ['(GriM) e um outro espago segoes que iremos construir. Consideraremos
o fibrado vetorial sobre GrpM das formas bilineares anti-simétricas entre um subespaco e o seu
normal. Seja B, € Gr;M, assim B, é um subespago do espaco vetorial 7),M, pode-se tomar o
espago normal 7,M/B,. Denotemos por

A(B,)" © T,M/B,

o conjunto das formas bilineares anti-simétricas de B, tomando valores em T, M /B, esses objetos
fazem sentido para todos os pontos B, € IGr, M, assim definimos o conjunto

IGryM = |J  AXB,) ®T,M/B,

B,eGr,M

Proposicao 1.2.7. O conjunto IGriM com a projecdo m : IGryM — GripM é um fibrado

vetorial com fibra tipica A?(RF)* @ R™*,

Demonstragio. Dado B € Gry(R™), considere a vizinhanca Ug = {W € Grip(R™) : W@ B+ = R™}
de B, sabemos que existe uma carta local ¢ : Ug — Hom(B, B+) de modo que graf(o(W)) = W,
isto é, a imagem de W por ¢ corresponde a uma transformacao linear que tem W como grafico.
Fixadas bases e1,...,ex de B e {ep;1,...,en} de BL podemos identificar o espaco Hom(B, B*)
com as matrizes Myy.,—x(R), 0o que nos dd4 uma uma carta ¢ : Ug — Mpxm_r(R), denotaremos
por a;;(W) := (¢(W));;. Definimos funcoes suaves b, : Ug — R™ por,

1Gr, M

LW) = e+ > ay(W)e;, se 1<i<k e
j=k+1
bZ(W) = €4, se ]{/’"'1 Szgm



Se aplicarmos o processo de Gram-Schmidt, obtemos func¢oes suaves as quais denotaremos também

por b;, tais que se W € Up entdo W = span{b; (W), ..., by(W)} e W+ = span{by1(W),..., b, (W)}.
Seja B, € Gr;M, existe uma trivializacao de GryM, ® : Ug, — U x Up onde Up ¢é tomado

suﬁmentemente pequeno de modo que existam as fungoes acima menc1onadas assim obtemos mor-

fismos de fibrados b, :Up, — TU de modo que se V,, € U, entdo V, = Span{bl( w)y (Vi) e

Ve @ W, =T, M com W, = span{b,_ k+1(V) ..., bn(V,)}. Podemos assim construir trivializa@ées
locais @ : 71 (Up,) — U x Up x A(RF,R"*), onde

Z a”l ) A b (V) ® El(\/gﬁ)) = (x,m 0 ®(V,), Z ai(ei Nej) @eyp).

1,9, 1,5,

]

Seja E um espago vetorial e A um subconjunto A C E, o span(A) ou subespaco gerado por A
é o menor subespaco de E que contém A.

Observagao 1.2.8. A aplicacao 7 oT : IGrpyM — M é uma submersao, segue da regra
Grim ° " 1Grym

da cadeia e do fato que as projecoes sao submersoes. Por um abuso de linguagem chamaremos

a submersao IGryM — M de fibrado. Abusando da notac¢do, sempre que citarmos o conjunto

['(IGrg M) estaremos nos referindo ao conjunto

F(IGrgM) :={g € C®(M,IGryM) : TGroa © TrGrom ©9 = Idy}.
Considere B, € GriyM, tomemos X,,Y, € B, e campos de vetores X ,f/ em M tais que

X (p) = X, e ?(p) = Y,. Podemos associar a esse par de campos um terceiro campo de vetores
dado pelo colchete de Lie entre eles [X, Y], olhando para o ponto p podemos tomar a projecao

[X,Y], ao espaco normal. Se provarmos que esse valor independe dos campos de vetores que
tomamos como extensao teremos uma aplicacao bilinear e anti-simétrica

q(By): B, x B, — T,M/B,
(X}”Y;?) = [X7Y]p7

esse é o conteudo da préxima proposicao.

Proposigao 1.2.9. A aplicagao q : GryM — IGrpyM dada por
4(By) = {(Xp, Yp) = [X,V],)}

estd bem definida e é uma secao do fibrado vetorial IGrpM.

Demonstragio. Sejam u,v € B, podemos tomar campos U,V € X(M) de modo que U(p) = u
e V(p) = v. Em coordenadas locais podemos escrever U = > u; X; e V = > v;X;, onde X; sdo
campos de vetores linearmente independentes em uma vizinhanga de p e {X;(p), ..., Xx(p)} é base
para B, com isso u;(p) = v;(p) = 0 se i > k. Assim obtemos

U, V] = [Z u; X, Z v; X

= Zuivj[Xian] + (i Xi) (v) X5 — (05 X5) (ui) X

i?j
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OV = Sl X+ X)) %) = 0% ()0 X 0)

= Zuz XZ,X]

Como os termos u;(p)v;(p)[Xs, X;], dependem apenas dos valores de U e V no ponto p, a ¢ fungio
fica bem definida e é uma sec¢ao de IGr,M como fibrado vetorial sobre GryM. n

Dada uma se¢ao o € I'(Grg M), definimos
Qo) =qoo € I'(IGry M),
fica claro a partir da proposi¢do acima que (o) estd bem definida. Assim temos uma aplicagao

Q:T(GryM) — T(IGryM) (1.2.1)
o — qoo

Segue imediatamente da defini¢do de ¢ : GryM — IGrpM que o € T'(GriyM) é integravel se,

e somente se (o) = 0. Comumente ao longo do texto chamaremos a aplica¢do () de operador,

mas isso nao significa linearidade. Mais adiante veremos que @) é a secdo de um fibrado vetorial de

dimensao infinita, o que justifica podermos falar de (o) = 0. Concluimos essa se¢do cumprindo

nosso intuito de dar uma descri¢cao para o conjunto das folheagbes como imagem inversa de um
ponto por uma aplicacao

Fol(k, M) = Q1(0). (1.2.2)

Essa descricao das folheacoes permite aplicar métodos da andlise no estudo de propriedades das
folheagoes. Pois, mais adiante veremos que I'(GryM) e I'(IGry M) sdo variedades de dimensao
infinita e ) um operador diferenciavel entre elas. Assim, embora Fol(k, M) nao seja a priori uma
subvariedade de I'(GriyM) a descrigdo como imagem inversa de uma aplicagao diferenciavel serd
suficiente para a nossa abordagem.

1.3 Acoes dos difeomorfismos

A proposta desta secao é descrever de forma clara como os difeomorfismos da base agem sobre as
secoes dos fibrados que estamos trabalhando.

Proposicao 1.3.1. Seja M uma variedade suave compacta. Dado ¢ € Diff(M), existem difeo-
morfismos ¢ € Diff(Gry M) e ¢ € Diff(IGrp M) tais que o diagrama abaixo comuta,

IGr M —2~ IGr, M

Pk

GI‘kM L> GI‘kM
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Mais ainda os mapas ": Diff(M) — Diff(GryM) e *:Diff(M) — Diff(IGr; M) sdo homomor-
fismos de grupos.

Demonstra¢io. Dado B, € IGryM definimos ¢(B,) = dy(p)B,, pela definicdo ¢ comuta o dia-
grama. Em coordenadas locais escrevendo f = 1) o ¢ o €1 temos,

U x Grg(R™) — f(U) x Grg(R™)
(z,B) — (f(x),df(x)B)

como a acao de GI(R,m) em Gr(R™) é suave, temos que aplicagdo acima é suave.
Considere wp, € A*(B,)* @ T,M/B, ¢ u,v € B, definimos

A
~

p(ws,)(u,v) = dp(p)ws, (de™ (¢(p))u, dp™ (¢(p))v).

Novamente o fato de ¢ fazer com que os dois diagramas comutem segue de sua definicao. Em
coordenadas locais a aplicagao é da forma

Ux W x A2(RF R™F) — f(U) x f(W) x A2(RF", R™F)

o of7 0f;" of
A el Y9 j Noa n B o o
(z,B,)> cijse' Ne' @e5) — (f(x),df(x)B,>_ cijs I axse Ne’ @ e

o que mostra que ¢ ¢é suave. Mostremos que o mapa ~ ¢ um homomorfismo de grupos,

poip(By) = d(po)(p)B,
= de(¥(p))di(p) By
= QoY(By).
Logo “: Diff(M) — Diff(GrgM) ¢é um homomorfismo de grupo. Analogamente fazendo as

contas ponto a ponto, se mostra que Diff(M) — Diff (IGry M) também é um homomorfismo
de grupos.

O
Dada ¢ € I'(Grg M) definimos

0.0 =@Qocgop L (1.3.1)

assim temos que
 : Diff(M) x T'(GryM) — T'(Gry M)
¢ uma agao. Temos uma agdo também denotada por * em I'(/Gri M),
« : Diff(M) x T'({GrpyM) — T'(IGry M),

e definida como: .

Oy = powop L (1.3.2)

12



Proposicao 1.3.2. O mapa Q : I'(Gry M) — I'(IGrp M) definido em (1.2.1) é Diff(M )-equivariante.
Isto ¢, Q(p.0) = p.Q(0) para todo ¢ € Diff(M).

Demonstracao. Escrevendo

Qp.0) = qop.o
= gopocooyp !

0.Q(0) = $oQo)op™?
= $ogooop™

vemos que o resultado fica provado se tivermos a seguinte igualdade é oq = qop. De fato, sejam
uewv € @(B,), vamos checar a igualdade avaliando as formas no par (u,v). Assim,

qo ¢(By)(u,v) = q(@(By))(u,v)
= [U,U]

poq(B,)(u,v) = $(q(B,))(u,v)
= dp(p)a(B,)(de~ ((p))u, de~ (o (p))v)
= .q(Bp) (s u, 9, u)
= . ([p w9 10])

= [u,v]

Como desejado 95 og=gqop.
]

Corolario 1.3.3. O conjunto Fol(M,k) C I'(GryM) é invariante pela acdo de Diff(M) em

Demonstragio. Pela igualdade Fol(M, k) = Q1(0) vista em (1.2.2) junto com a proposi¢ao acima
implicam que Fol(M, k) é invariante. ]

1.4 Projetores de posto constante e folheacoes

A cada folheacao de dimensao k podem ser associados objetos de carater infinitesimal que permitem
o emprego de outras técnicas no estudo das folheagoes, abordaremos aqui trés desses objetos:

e Subfibrados vetoriais de T'M de posto k. Veja a Proposicao 1.1.6.
e Projetores de 7'M com posto k.

e Secoes 0 : M — GrpyM. Teorema 1.2.5

13



Defini¢ao 1.4.1. Um homomorfismo f € End(TM) ~ I'(T*M ® TM) é dito um projetor se,
f? = f. Diremos que f ¢ de posto constante k se posto(f,) = k, para cada x € M.

O conjunto dos projetores de posto k& de um espago vetorial V' serd denotado por Pri(V).
Pode-se mostrar que se V' tem dimensao finita, entao Pri(V) é uma subvariedade de V* @ V.
Passando-se a T*M ® TM por funtorialidade obtemos um fibrado PryM — M, cujas fibras sao
Pry (T, M). Uma maneira de ver isto é considerar BM o fibrado principal das bases de 7'M junto
com acao de GL(R™) em Pr(R™) por conjugacao To foT ™!, f € Pri(R™) e T € GL(R™). Assim,
Prp M é o fibrado associado ao fibrado principal BM e a agdo de GL(R™) em Pri(R™). Devido a
identificagao End(TM) ~ T'(T*M @ T'M), concluimos que o conjunto dos projetores de posto k de
TM se identifica com I'(PriM).

Proposicao 1.4.2. Seja M uma variedade. Entao
i) Dado um projetor f € I'(Pr; M), existe um subfibrado E de T'M de posto k, tal que Imf = F.

ii) Dada uma segao o € I'(Gry M), existe um tnico subfibrado E' de TM de posto k, tal que

E=J o(z).

zeM

iii) Dado um subfibrado £ de T'M de posto k, existem uma se¢ao o € I'(GriyM) e um projetor
f € I'(PryM), tais que
E=Jo(x) e E=Imf

zeM

Demonstracao. i) Um projetor p de posto k é um homomorfismo de fibrados com posto cons-
tante, assim pela proposigdo 6.28 pagina 272 em [14] o conjunto Imp é um subfibrado de
posto k de T'M.

ii) Seja o uma se¢ao de GriM, temos o subconjunto E = | J o(z) de TM. Considere (U, ¢)
zeM
uma carta de M e a trivializacao local

L1
P . ﬂ-GI"kM

Tomando A C Grg(R™) suficientemente pequeno é possivel construir funcoes suaves b; :
A — R™j =1,...,m tais que se W € A entao W = span{b(W),... bpy(W)} e Wt =
span{bg1 (W), ..., b,(W), como na demonstracdo da Proposigao 1.2.7. Podemos tomar U
suficientemente pequeno de modo que meo®oo (U) esteja contido em algum aberto de Gri(R™)
no qual existem as fungbes bj, m é a projecao na segunda coordenada de U x Gri(R™).
Definindo

by : U —TM
by(x) = Dp(a)b, (m2 0 @ 0 0(x)

14



U:UxRF = 75 (U)
U(z, (vg,...,08)) = Zle v;bj(x),

temos que ¥ é uma trivializacao local para F, o fato que as fungoes de transicao entre duas
trivializacoes satisfazem as propriedades para um subfibrado vetorial segue da construcao.

iii) Seja um subfibrado E de TM de posto k. Definamos o : M — GriyM, por o(z) = E,.
Chequemos que o ¢é suave. De fato, considere U C M admitindo uma trivializacao

mp (U)——— 7, (U)
¢>l J{@
U x RF U xR™,

onde 7 é a inclusao linear nas fibras de E em T'M. Podemos também considerar uma trivia-
lizacao

P : WélrkM(U) — U x Grg(R™),

onde ®(B,) = my 0 B(B,), com isto, ® o o(x) = (x,m 0 P oio¢ ! ({z} x RF)). Fixado z, a
aplicacdo myo ®oio g I(z,-) : R¥ — R™ é linear e injetiva, como depende suavemente de x
a aplicagdo myo®oiog ! que a cada x € U associa o subespago myo®oiog~ ! ({z} x R¥) €
Gri(R™) é suave. Consequentemente o ¢é suave.

Se munirmos M de uma métrica riemanniana, temos de maneira natural o projetor ortogonal
f associado a F, donde se conclui £ = Imf.
O

Defini¢ao 1.4.3. Dado f € I'(PryM), uma subvariedade F' de dimensdao k de M é dita uma
variedade integral de f se T,F" = Imf,, para cada p € F. Diremos que F' é¢ uma variedade integral
mazximal se F for conexa e se F'N Fy # () para uma outra variedade integral Fy, entao Fy C F.

Defini¢ao 1.4.4. Dizemos que [ € I'(PryM) é completamente integrdvel se o conjunto das suas
variedades integrais maximais coincide com o conjunto das folhas de alguma folheacao em M.

Do mesmo modo que fora feito para se¢oes do fibrado das grassmannianas é possivel reformular
o teorema de Frobenius para os outros dois casos, desde que se defina a involutividade de tais
objetos. Nosso interesse é em algumas situagoes trocar as segoes do fibrado das grassmannianas
por projetores de posto constante, os projetores permitem fazer contas com os operadores do nosso
problema principal, isso ficard evidente na demonstracao do Lema 3.2.3.

Definigao 1.4.5. Um projetor f € I'(PryM) é dito involutivo se, para cada X,Y € X(M) com
f(X)=Xe f(Y)=Y, tivermos f([X,Y]) =[X,Y].

Teorema 1.4.6. Um projetor é completamente integravel se, e somente se é involutivo.
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Demonstragdo. Seja f um projetor de posto k, como visto acima Imf é um subfibrado de T'M
de posto k. O fato de f ser involutivo implica que Imf é um subfibrado involutivo, dai pelo
teorema de Frobenius completamente integravel. Assim existe uma folheagdo F de M tal que Imf
é tangente a F. Logo, se F' € F temos T, F = Imf, = f(T,M) mostrando que f é completamente
integravel. O

Seja f € I'(Prg). Definamos @ : I'(Imf) x I'(Imf) — I'(ker f) por

Q(f)(X7 Y) = [X7 Y] - f([Xa Y])

Observamos que f é integravel se, e somente se Q(f) = 0. Assim, se desejarmos obter informagoes
sobre a integrabilidade dos projetores devemos olhar para o fibrado vetorial IPrpM sobre PriM,
cuja fibra sobre f, é A’Im(f,)* ® ker(f,). Considere f, € PryM, X,.Y, € Im(f,) e campos de
vetores X,Y € X(M) com X(p) = X, e Y(p) =Y. Definimos

(fp)( P p) = [XvY]p_fp([XaY]p)»

mostremos que ¢(f,) ¢ bilinear. De fato, se X,Y, Z sao campos em X(M) e h € C*(M) tais, que
X(p)=X,,Y(p) =Y, e Z(p) = Z, com X,,Y,, Z, € Imf,, temos

A(fp)(Xp +h(p)2p,Yy) = [X+hZY], = [o([X +hZ,Y])

= XYL +h@)Z Y], =Y (h)P)Z = [([X, Y]y + h(p)[Z2, Y], = Y(R)(p)

= [X.Y], = H([X Y]) + h0)([Z, Y], = (12, Y],) + Y (R) (P)(fp(Zp) —
= (fp)( P> p) ( ) (fp)( P> p)

As contas acima também provam que ¢(f,) ndo depende das extensdes que tomamos para os
campos. Assim definimos @ : I'(PryM) — I'(IPrp M), como Q(f) = f o q. Pela forma como foi
construido () capta exatamente quando o projetor f é integravel.

Seguindo o que foi feito para secoes do fibrado das grassmaniannas, existem também acoes do
grupo de difeomorfismos Diff(M) sobre os conjuntos I'(Pry M) e I'(IPr; M) que sdo equivalentes as
agoes sobre se¢oes das grassmaniannas, no sentido de que se f e o representam o mesmo subfibrado
o mesmo acontecera com ¢, f e p.0. Dados ¢ € Diff(M), f € I'(PryM) e w € I'(IPry M) temos

e f(X) = o f(p'.X)
pw(X,Y) = guw(p ', X, ¢ Y).

1.5 Conexao de Bott e complexo de de Rham de uma fo-
lheacao

Para esta segdo podemos tomar como referéncia o artigo de Bott [1], nesse artigo define-se uma

conexao como ferramenta de estudo das classes caracteristicas do fibrado normal v e o artigo

de Heitsch [11] sobre cohomologia de variedades folheadas. Apresentaremos a cohomologia de
uma folheagao usando a conexao de Bott na construcao da derivada exterior. O complexo de

16

ZP
Zp)

)



cocadeias formado pelas formas diferenciais em T'F tomando valores em v é uma das pegas para
estudar a linearizagao do nosso problema, como veremos na secao 3.2 a linearizacao do complexo
de deformacao de uma folheacao é isomorfo a um trecho do complexo das formas diferenciais em
TF tomando valores em vr.

Definigao 1.5.1. Seja £ um subfibrado involutivo de T'M e F' um fibrado vetorial sobre M. Uma
conezdo parcial segundo E é uma aplicacdo V : X(E) x I'(F') — I'(F') satisfazendo:

o Vxiryn=Vxn+ fVyn, VX)YeX(E), feC®M)enel(F)

o Vxn+fv=Vxn+X(f)I7+fVxy, VXeX(E) feC?(M)enyel(F)

Se Z € T'(vr), entao Z = m,,.(Z) para algum Z € X(M), onde m,, : TM — vz é a projegao
natural sobre o fibrado normal. O campo Z fica bem definido moédulo elementos de T'F, deste
modo para X € X(F) e Z € I'(vg), fica bem definido

VEZ = m (X, Z).
Desde que T'F é involutivo dados X,Y € X(F) temos que [X,Y] € X(F).
Proposigao 1.5.2. A fungao
V7 X(F) x T(vr) = L(vg),

dada por V%Y = 7, ([X,Y]) é uma conexao parcial com tensor de curvatura zero. Denominaremos
V7 como a conerdo de Bott da folheacdo F.

Demonstragcdo. A conexao esta bem definida, no sentido que nao depende da escolha do represen-
tante da classe Y. Com efeito, tome Xy € X(F)

T ([X,Y + Xo]) = mx([X,Y]) + m ([X, Xo])
Seja X,Y € X(F), Z € T(vr) e f € C°(M),

v§+fY7 = m([X+ fY,Z])
= m (X, Z]+ fIY.Z] - Z(f)Y)
= M (X, Z]) + fm ([Y, Z])
= ViZ+ fViZ.

Mostremos agora queiVJT é plana, isto é, que o tensor de curvatura RY” ¢ identicamente nulo.
Tomemos X,Y € X(F), Z € I'(vg)
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RV (X,Y)Z = ViV{Z-V{ViZ - Vi Z

= ViV, Z] - VY[X, Z] - [[X,Y], Z]
= X, [V, 2] - [V [X, Z]] - [[X,Y], Z]
= X,V Z]+ [V, [Z, X]| + [Z,[X, Y]]
= 0,

onde a tultima igualdade seque da identidade de Jacobi para o colchete de campos de vetores. [

Sobre a variedade M temos um fibrado graduado
NT*FQur = @ff:OA’"T*]:@) VFE,

cujas secoes sao
Q(F,vr) =T (AT F @ vg).

Teorema 1.5.3. O operador d% : Q°(F,vz) — Q*T(F,vx) linear dado por
d]:w<X17"'7X’I’+1) = Z( )Zv}- (le"'7Xi7'7XT+1)

+ Z “”w XZ,X] Xl,...7Xi,...,Xj,...,XT+1)7

1<J
satisfaz d% = 0.

Demonstragio. A linearidade segue a partir da defini¢io de dz, ja o fato que d% = 0 vem de que
a conexao de Bott tem curvatura zero.

Tomando uma vizinhanga aberta W C M e h uma fungdo que seja constante igual & 1 em um
aberto V.C V C W e que se anula fora de W, vemos que drw|, = dz(hw)|,,. Logo o operador
dr é local, isto é, s6 depende dos valores de w em uma vizinhanga aberta. Seja (U, ¢) uma carta
folheada de F. Assim temos os campos coordenados { X, ..., Xx, Y1,..., Y}, onde {X;} sdo
um referencial local para T'F e {Y;} para vz. Como a curvatura da conexao de Bott é nula temos
a existéncia de referenciais paralelos locais, em particular os campos coordenados de uma carta
folheada satisfazem essa propriedade.Com efeito,

VY = 7 (X, Y]) = 0.
Pois o colchete dos campos de coordenados é nulo. Podemos escrever

w|U = Zw}dwl ®?J,
3.1
onde a soma é sobre todos os j, I, com 1 <j<m—kel=/(iy,...,5,) 1 <i3 <--- <1, Skew}
fungoes suaves em U. Um célculo simples usando o fato que [X;, X;] = 0 e que V)f(?j = 0, mostra
que ‘
d]:w|U = Zdw} A dl’[ & Yj,
3.1
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consequentemente ' o
d]:(d]:w‘y) = Zd(dw} VAN dili'[) ® Y} = O,

g1
pois d(dw} A dz;) = 0. Portanto d% = 0. O
De posse do operador dr temos definido o complezo de de Rham da folheacao F,

017 QO(F, vp) —2o QU(F, vp) — 2o . 7 QM (F,1p) 0

podemos assim falar dos grupos de cohomologia associados a este complexo.

Definicao 1.5.4. Seja M uma variedade suave e F uma folheacao suave de dimensdao k em M,
definimos os grupos de cohomologia da folheacao

_ kerdy

C Imdy

H'(F)
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Capitulo 2

Espacos de Fréchet e Fréchet tame

Hamilton utilizou técnicas do célculo em espacgos de Fréchet, para obter condi¢es para a exatidao
do complexo de deformagao de uma folheacao, sendo a principal ferramenta o Teorema da Funcao
Inversa de Nash-Moser. Como referéncia para tal abordagem temos [7| que trata sobre deforma-
¢ao de estruturas complexas e o préprint [8] sobre deformagao de folheagoes. Para tais resultados
devemos trabalhar na categoria dos espacos Fréchet tame, que sdo espacos de Fréchet com estru-
turas adicionais de regularizacao. Porém iremos contornar essas estruturas estudando os espacos
de Fréchet tame que sdo somando direto de espacgos que possuam tais estruturas adicionais. O
presente capitulo é baseado no roteiro proposto em [9] para utilizacao do Teorema de Nash-Moser.
Uma justificativa na escolha da categoria de Fréchet e nao categoria Banach, vem do fato que o
grupo dos difeomorfismos Diff(M) ndo é um grupo de Lie-Banach. De fato, por [19] se um grupo
G de Lie-Banach conexo age efetivamente e transitivamente em uma variedade de dimensao finita
entdo o grupo G é de dimensao finita. No nosso trabalho também utilizamos operadores que sao
descritos por composigoes de fungoes, como pode ser visto em [9] a composi¢ao no caso Banach
deixa de ser uma aplicacao suave.

2.1 Espacos de Fréchet

Os espacgos de Fréchet sao uma generalizacdo dos espagos de Banach, sao espagos localmente
convexos e completos com respeito a uma métrica invariante por translacao. Em contraste com
os espacos de Banach, a métrica nao necessariamente provém de uma norma. Embora a estrutura
topologica de espacgo Fréchet seja mais complicada do que a de espaco Banach devido a falta de
uma norma, muitos resultados importantes da anélise funcional, como o Teorema Hahn-Banach e
o Teorema Aplicagdo Aberta, ainda se mantém, isso pode ser visto em [12]. O espago de fungdes
infinitamente diferenciaveis sao o exemplo mais recorrente de espaco de Fréchet.
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Defini¢ao 2.1.1. Uma seminorma em um espago vetorial F é uma funcao real ||-|| : F* — R tal
que;

i) 2 > 0,vz € F
i) A = MIJIl, VfeFAeR
iii) [lo+ gl < e+ yll, VoyeF

A diferenca crucial entre seminormas e normas é o fato de que podem existir vetores nao nulos
onde a seminorma se anula, isto é, |[z|| = 0 com = # 0.

Sejam T, : X — Y, uma familia de aplicagoes entre o conjunto X e os espacos topologicos Y.
A topologia fraca gerada pela familia {T,} é a topologia gerada pela imagem inversa de abertos
de Y, por meio das aplicagoes T, ou e equivalentemente a menor topologia que torna todas as
aplicagoes T, continuas. Podemos considerar por exemplo uma familia de seminormas em um
espaco vetorial, como na definicdo abaixo.

Definicao 2.1.2. Um espaco vetorial topoldgico é chamado de localmente convexo se sua topologia
coincide com a topologia fraca gerada por uma familia de seminormas {||-||,}aca.

Definicao 2.1.3. Um espago de Fréchet é um espaco localmente convexo, metrizavel e completo.

Exemplo 2.1.4. Seja V' C R™ um aberto com fecho V' compacto. Tomemos C=(V), onde a
diferenciabilidade na fronteira se define tomando uma extensao diferenciavel da fungao a um aberto
U contendo V. Definimos as seminormas

I Flleny = maxsup |07 f(2)].

Em verdade o espago C"(V) com |||y € um espago de Banach para cada n fixado. Assim

a métrica
=1 ||f_gHCj(V)

d(f,g) =

j=1 21+|f- 9||Ca’(v)

define em C*°(V) uma estrutura de espago métrico completo, onde a topologia da métrica é a
mesma topologia que a gerada pelas seminormas {{|||cn () tnen. O que torna C°°(V)) um espaco
de Fréchet.

Observagao 2.1.5. Seja V um aberto de R" com fecho compacto, ao longo do texto quando nos

referirmos ao espaco C*°(V') estaremos pensando nas funcoes suaves em V' que se estendem ao
fecho.

Exemplo 2.1.6. Vamos agora introduzir uma estrutura de espago de Fréchet para C*° (M) quando
M for uma variedade compacta. Tomemos duas coberturas finitas V; C V; C U; de M com U; V;
abertos coordenados e V; compacto. Definindo

1 lomuny = max £ 0 67
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como no exemplo anterior as seminormas nos fornecem uma métrica completa

< 1 f =9l
d(f,g) = —
Dy

Desta forma C'°°(M) é um espago de Fréchet, outra abordagem para a construgao de uma estrutura
de espago de Fréchet para o espago C*°(M) pode ser encontrada na segao 6 do capitulo 1 de [13].

Exemplo 2.1.7. Seja M uma variedade compacta e E um fibrado vetorial sobre M. O espaco
das segoes I'(F) possui uma estrutura de espago vetorial natural dada ponto a ponto, ou seja, se
o,7 € ['(E) entao
(c+7)(x) :=0(x)+7(x)
(Ao)(x) :=Ao(x) VAER
Ve e M.

Considere uma cobertura aberta finita de dominios coordenados {(U;, ¢;)} relativamente compactos
que admitem uma trivializacao local 1. Assim definimos as semi-normas

%000@_1‘

lollpn g = m?x‘ Cn (s (Us),RY)

onde a métrica é andloga aos exemplos anteriores. Com isto, I'(E) é um espaco de Fréchet.

2.2 Calculo em espacos de Fréchet

Nesta secao iremos expor algumas nogoes de calculo diferencial e integral em espagos de Fréchet.
Devemos olhar em destaque para a nocao de diferenciabilidade que no caso dos espagos de Fréchet
é a derivada de Gateaux. Isto devido ao fato que o espaco das transformagoes lineares continuas de
um espaco de Fréchet nao é naturalmente um espacgo de Fréchet. Esta nocao de diferenciabilidade
é significativamente mais fraca se comparada a de um espago de Banach. No entanto, muitos dos
teoremas familiares do calculo ainda sdo validos. Em particular, a regra da cadeia é verdade. Com
essa nova classe de diferenciabilidade definida, terminamos a se¢ao com a diferenciabilidade de um
operador importante no desenvolvimento da teoria das variedades de Fréchet.

Definicao 2.2.1. Sejam F' e E espagos de Fréchet, U C F abertoe P : U C F — FE uma aplicagao
continua. A derivada direcional de P em x € U na diregdo h € F é definida por

DP(@)h — iy PEF ) = P

t—0 t

Y

quando tal limite existe. Dizemos que P é continuamente diferencidvel ou de classe C* em U se
DP(x)h existe para todo x € U eh € Fese DP:U x F — FE é continua. A aplicacap P serd
dita de classe C? se for de classe C*, o limite

D2P(2)(h.k) = lim DP(z + tk)h — DP(z)h

t—0 t
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existir e a aplicacdo D*P : U x F'x — E for continua. De maneira andloga podemos tratar das
classes de diferenciabilidade de grau r e C'*° em espacgos de Fréchet. Diremos que uma aplicagao
entre espagos de Fréchet é suave se for de classe C*°.

Exemplo 2.2.2. Toda aplicacao linear continua entre espacos de Fréchet é uma aplicacao de classe
C, segue diretamente da definigao.

Trataremos a seguir da integracdo de caminhos continuos em espacos de Fréchet, ferramenta
muito util na obtencao de resultados para aplicacoes de classe C*. Como por exemplo a linearidade
da derivada e uma versao da regra da cadeia. Definindo a integragao sobre caminhos lineares por
partes e depois estendendo para os caminhos continuos.

Um caminho v ¢ dito linear por partes se existir uma particdo a = ty < --- < t; = b, tal
que em cada intervalo t; < t < t;41 é da forma (t) = (1 + t)y(t;) + ty(tix1). Denotaremos
por LP([a,b], F') o subespago vetorial dos caminhos lineares por partes, tal subespago é denso em
C%([a, b], F). Definimos para os caminhos lineares por partes uma integral baseada na regra dos
trapézios,

[bdt: LP([a,b],F) = F

S @®)dt = Yy gy (tion) +(8))( — i)
O funcional acima definido satisfaz as seguintes propriedades:
i) [Sry(t)dt + [Py (t)dt = [P y(t)dt, para todo ¢ € [a, b],
ii) para todo funcional linear continuo ¢ de F, temos £([* ~(t))dt = [? 0(~(t))dt
(| < J7 11 (0)] dt

Os itens i) e ii) seguem diretamente da definicdo, provaremos o item iii). Observemos que a
fungao ||y(t)]| é convexa em cada intervalo [t;_1,;], pois 7y é linear em cada um desses intervalos e
a seminorma satisfaz a desigualdade triangular. Para fun¢oes convexas vale a seguinte desigualdade

de Hermite-Hadamard
tifl + ti ti
b () -t < [ ol

O trabalho de Dragomir e Pearce [5] contém uma exposi¢ao sobre tais desigualdades. Usando a
desigualdade obtemos

iii) para toda seminorma continua ||| : F' — R,

i) + (@) (L —tiy)

/a by(t)dtH <

z 1+t

< /|w )l dt
= Awwmw
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Uma vez definida a integragao para caminhos lineares por partes chegamos aos seguinte teorema:

Teorema 2.2.3. Seja F' um espago de Fréchet . O funcional linear continuo
b
/(ﬁ:LqubLF)—>R
se estende a um funcional linear continuo
b
./ dt : C°([a, 0], F) — R,

para o qual ainda sdo validas as propriedades ),4i) e i77). Mais ainda, se v ¢ um caminho C'! em
F entao

Demonstragio. Pela densidade do subespago LP([a,b], F) em C°([a,b], F'), podemos estender o
funcional [” dt a um funcional linear continuo em C°([a, b], F) satisfazendo as propriedades 1), i), ii).
Provemos agora a tultima afirmacao sobre uma versao do teorema fundamental do célculo para o
nosso funcional integral. Seja f : F' — R um funcional linear continuo, entdo f o~ é de classe C!
e (foy) = fo(y). Pelo teorema fundamental do cdlculo para R temos

F([ o) = [roewa

= [erywa
= for(b) = fory(b)
= [ (v() —~(a)). (2.2.1)

Pode ser visto em [21] pagina 60 que se F' é localmente convexo entdo o espago dual F* = {f :
F — R; f élinear e continuo} separa pontos de F. Logo, se

[ @it #46) = (a)
existe f € F* tal que
([ ) £ 160 @)

Isto contradiz 2.2.1. Portanto,
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Proposigao 2.2.4. Seja U C F aberto e P : U — FE uma aplicacio de classe C', entao DP(x)h
¢ linear na variavel h, Vo € U.

Demonstragdo. Vamos verificar a multiplicacao por escalar

DP(x)ch = lim Plo + cth) = Plz)

t—0 t
— clim P(x + cth) — P(x)
t—0 ct
— lim P(x + uh) — P(x)
u—0 u
= ¢DP(x)h.

Tome h € F, x € U e y(t) = P(x + th). Claramente v é um caminho de classe C' com

v(t) = P(z+ ht)
~ lim P(x +th+ sh) — P(xz +th)
s—0 S

= DP(xz+th)h.

Aplicando-se o Teorema 2.2.3 chegamos a igualdade

1 1
/ DP(z + th)hdt = / ¥ (t)dt
0 0
= 5(1) =)
= P(x+h)— P(x)
que junto com a ja mostrada multiplicacao por escalar, nos fornece a seguinte igualdade

P(x +th)— P
t

(z) = /01 DP(x + sth)thds.
Iremos agora mostrar que
DP(x)(hy + hy) = DP(x)hy + DP(z)hs.
Com efeito, escrevendo
P(z+t(hy + hy)) — P(x) = [P(x + t(hy + he)) — P(x + thy)] + [P(z + thy) — P(z)]

e observando que

P(z +thy)) — P !
(z + ;) (z) _ / DP(z + sthy)thyds
0
P(z + t(hy + hs) — P(x + thy)

1
: - / DP(x + st(hy + hy)hathds.
0

25



Obtemos,

DP(z)(hy + hs) = lim P(z +t(hy + he)) — P(x)

t—0 t
1 1
= lim [ DP(x + sth)thids + lim / DP(x + st(hy + ho)hothds
t—0 .Jo t—=0 Jo

= DP(x)hy + DP(x)hs.

A passagem do limite para dentro da integral é garantida pelo lema abaixo.
O

Lema 2.2.5. Sejam X um espaco topologico, F' um espago de Fréchet e f : X X [a,b] — F uma
funcao continua. Entao a aplicagdo g : X — F' definida por

b
g2) = [ f. 0t
¢é continua.

Demonstragdo. Seja xo € X. Afirmamos que, para todo € > 0 e toda seminorma de F'| existe U
vizinhanga de x( tal que

| f(x,t) = f(zo,t)|| <€, VxeUtée|a,b.

Supondo o contrario, existiriam ¢ > 0, um sistema de vizinhangas {U,}, de xy e redes x, € U,
ety € [a,b] com x\ — xo, de modo que || f(zx,tx) — f(zo,tr)|]| > €. Como x)y — zo e [a,b] é
compacto podemos assumir que ¢ty — g, se necessario passando se a uma subrede. Portanto,

e <lim [[f(zx, tx) = f(@o, W)l = |[f (0, t0) = f (o, to) || = 0,

absurdo.
Assim,
b b
lote) ~stenll = | [ o0t [ s )]
b
= | [ ) - stenia
b
< [ 5@t = flao ) dt
< €b—a),
para todo x € U. Portanto, g é continua. O

O calculo direto de que uma aplicacao é de classe C!, pode se mostrar um tanto quanto
custoso. Para facilitar esse trabalho apresentamos uma caracterizacao para aplicacoes de classe C'*.
Utilizaremos tal caracterizagao em duas ocasides, para provar a regra da cadeia e para demonstrar
que um operador de fibrados é suave.
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Lema 2.2.6. Seja P : U C F — G uma aplicacdo continua e U convexo. Entdo P é de classe C!
se, e somente se, existe uma aplicacao continua

L:UxUXxF—G

(.1'0, X1, h) — L(l’o, .%'1)]1
linear na ultima varidvel, tal que P(x1) — P(xo) = L(zo,z1)(z1 — x9). Além disso, vale que

DP(x)h = L(x,x)h.

Demonstragio. Dados xg, x; € U, tomemos o segmento z; = xo+t(x; —xo) € U, pois U é convexo.
Pelo Teorema 2.2.4 a aplicagao

1
L(zo, 21)h = /O DP(x,)hdt

¢ linear em h. A continuidade de L segue da Proposicao 2.2.5, pois DP(z;)h é continua com
respeito a xg, x; e h. Como

d
%P(wt) = DP(x)(z1 — o),

aplicando o Teorema 2.2.3 temos
P(x1) — P(xo) = L(wo, 21) (21 — o).
A reciproca segue da igualdade abaixo e da continuidade de L,

P s
li &+ th) = Plz) - _ lim Lz, + thh

t—0 t
= L(z,x)h.

O

Como no calculo classico sobre espagos de Banach, o calculo nos espagos de Fréchet também
possui uma versao do Teorema da regrada cadeia para aplicacoes de classe C'! que garante que a
composicao ¢ ainda uma aplicacdo de classe C'. Mais ainda, nos fornece uma expressao para a
derivada da composicdo em termos das derivadas das aplicagoes originais. Este é o contetido do
teorema abaixo:

Teorema 2.2.7 (Regra da Cadeia). Sejam P : U — F e Q : V — E mapas de classe C! entre
espacos de Fréchet cuja a composiciao P o Q estd bem definida. Entao P o Q ¢ de classe C! e,

D(PoQ)(y)h = DP(Q(y)DQ(y)h, VyeUheF.

Demonstragcio. Como F e E sdo espacos localmente convexos podemos tomar vizinhas convexas
de y e Q(y), de modo que pelo Lema 2.2.6 existam L e M tais que

P(x1) — P(xo) = L(wo, 1) (71 — 20),  Qy1) — Qo) = M (yo, y1)(y1 — Yo)-
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Definindo a funcao
N(yo, y1)h = L(Q(y0), Q(y1)) M (yo, y1) -

Por construgdo, N é continua e linear na variavel h. Fazendo o = Q(yo) e 1 = Q(v1), temos

P(Q(y1)) — P(Q(w0)) = N(¥o,y1)(¥1 — %o)-

Pela reciproca do Lema 2.2.6, P o Q é C*. Além disso, temos

D(PoQ)(y)h = N(y,y)h
= L(Q(y),Q(y))M(y,y)h
= DP(Q(y))DQ(y)h.

=

]

Nosso intuito na préxima segao é o estudo de variedades de Fréchet. Como principal exemplo
de variedade de Fréchet temos o conjunto I'( B) das se¢des de um fibrado B sobre uma variedade M
compacta. Usando a aplicacao exponencial de uma métrica Riemanniana e vizinhancgas tubulares,
é possivel construir um atlas para I'(B). Porém fica a questao de "como mostrar que as mudancas
de coordenadas sao suaves?"Obteremos uma resposta para essa pergunta no Teorema 2.3.4 usando
fortemente o resultado abaixo que permite construir operadores suaves entre espacos de se¢oes de
fibrados vetoriais a partir de aplicagoes entre os fibrados.

Definicao 2.2.8. Sejam E e F' fibrados vetoriais sobre M uma variedade suave. Uma mapa de
fibrados é uma aplicacao suave entre p : U — F de uma aberto U C E em F, tal que mg = 7 o p.
A aplicacado p nao é necessariamente linear nas fibras.

Observacao 2.2.9. Sempre que estivermos trabalhando com espacos de se¢oes ou funcgoes f :
M — N, dado um aberto U C N denotaremos por

U:={geC®M,N):g(M)cU}.

Definicao 2.2.10. Dado um mapa de fibrados p : U C E — F entre fibrados, temos naturalmente
uma aplicagao

P:UCT(E)—T(F)
dada por P(0) = p o 0. Denominaremos tal aplicagdo como operador de fibrado.

Teorema 2.2.11. Sejam £ e F' dois fibrados vetoriais sobre M. Considere U C E aberto e
p: U — F um mapa de fibrados. Entao o operador de fibrados

P:UCT(E)—T(F),

é uma aplicacao suave entre espacos de Fréchet.
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Demonstracio. Iremos mostrar que P é de classe C!, fazendo uso do Lema 2.2.6. Para tanto
iremos construir uma aplicacio continua L : U x U x T'(E) — I'(F) que satisfaca P(y) — P(0) =
L(o,7)(y—o0), tal construcao é feita primeiro localmente em M e depois utilizamos um argumento
de particdo da unidade para defini-la globalmente.

Seja yo € M, existe uma vizinhanca V,,, de y, e trivializagoes @ : WEI(V;JO) NU =V, xA, e
Wi (V) = Vi X R

7'('51(‘/%) nu ngl(‘/%)

of

VUO ></42/04;D>V;/o x R"

Assim existe uma aplicac@o suave p : V,, x A,; — V,,, x R" que faz o diagrama acima comutar,
onde (x, ¥2opo®~1(z,v)) =Vopod®(x,v) = p(x,v) = (x, f(x,v)). A notagao U? e ®? significa
que estamos tomando a segunda coordenada das fungdes ¥ e ® respectivamente. Podemos supor
A,, convexo, se necessario basta tomar V},; uma vizinhanca menor. Deste modo, aplicando o Lema
2.2.6 para a funcio f,,(z,-) : Ay, — R, temos que existe I, : V,, X A,y X Ay, x RE — R” continua,
tal que B

fyo(xv Ul) - fyo(xavo) = lyo('r’v()?vl)(vl - UO)'

Definimos I, : 75" (V,,) NU x 75" (V,,) NU x E — F, dada por
Lyo (Ve We) by = Oz, 1y (2, D2w,, D20, ) DDy,

Repetindo o processo acima para cada y € M, obtemos uma cobertura aberta de M C Uyep Vy
e também aplicacoes [, associadas a esses abertos. Podemos extrair desta cobertura uma subco-
bertura enumeravel {V;}. Existe também uma partigdo da unidade {\;} subordinada a cobertura
{V;}. Com isso, dadas secdes 0,7 € U e € I'(F) definimos

[L(o,nl(x) = D Aj(@)l(o(x), v(x))n(x).

O que nos da um operador continuo L : U x U x ['(E) — I'(F). Dadas secoes 0,7 € U iremos
checar que P(y) = P(0) = L(0,7)(v - 0),
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(Lo, 7)(y = o)](x) = ZA' (0(2),7(2))(v(2) — o ()

= ZA I (x, @0 (), DF7(2)) (23y() — Do ()]
= ZA fg(fv,@%(l‘))—fj(ﬂf,@?U(m))]
= ZA (2, fi(@, @7(2))) — ¥ (z, f(x, Djo(x)))]

= ZAj(l‘)[‘P_I op;jo®joy(x) =W op;od;00(z)

_ zx po1(@) — poo(e)] = por(a) - po ola)
= P(’y)x—P(U)x

Como desejado P(y)— P(co) = L(0,v)(y—0), segue do Lema 2.2.6 que P é uma aplicagao de classe
C!. O fato de P ser suave, se deve a uma identificacdo de DP como um operador de fibrados.
Com isso, aplicando a demonstracao acima concluimos que DP é C! e consequentemente que P ¢é
de classe C?. Repetindo o argumento sucessivamente se conclui que P é suave.

Iremos dar uma ideia da caracterizacao de DP como operador de fibrados, fazendo as contas
para fibrados triviais sobre um aberto V' C R™. Sejam V x R! e V x R fibrados triviais, e
p: VxR — V xR" tal que p(x,y) = (z, f(x,y)). Repetindo as ideias acima temos p(z,y;) —
p(z,v0) = l(x,Y0,y1)(y1 — Yo), € consequentemente uma aplicacao

L:T(VxRYxI(VxRY)xI'(V xR) = T(V xR"),
dada por [L(o,v)n|(z) = l(z,o(z),v(x))n(z). Com isso,

DP:T(V xRY xT(V xRY) = I'(V x R")

[DP(o,n)](x) = [L(o,0)n](z)
= l(z,0(x),0(x))n(x)
= Dyp(z,0(x))n(z),
onde
Dyp: VxR xR -V xR Dyp(z,w)v = (z, (%(gy’w)v)

¢ um mapa de fibrados. Observando que T'(V x RY) x I'(V x RY) ~ T'(V x R x RY), segue que DP
¢ da forma
DP:T(V xR' x RY) = T'(V x R")

com DP (o xn)(z) = Dypo (o xn)(z) = Dyp(x,o(z))n(z), ou seja, DP é um operador de fibrados.
O caso geral envolve transpor as contas que fizemos para expressao
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[DP(o,n)l(z) = [L(o,0)n](x)
= 2 A@)(o(2), o())n(x)

= >_Dypj(z, 0(x))n(z)

= Dyp(x,o(x))n(z).

2.3 Variedades de Fréchet

A defini¢ao usual de variedade se generaliza de modo direto para o caso do calculo em espagos de
Fréchet. Em analogia as variedades suaves modeladas em um espago Euclideano, uma variedade
de Fréchet é modelada sobre um espaco de Fréchet. E possivel definir, de modo andlogo ao caso
de dimensao finita a noc¢ao de fungoes suaves entre variedades de Fréchet. Portanto, a defini¢ao
usual de uma variedade é transportada palavra por palavra.

Definicao 2.3.1. Uma variedade de Fréchet é um espaco topolégico Hausdorft M, com um atlas
de cartas tomando valores em espacos de Fréchet, tais que as mudancas de coordenada sao mapas
suaves entre espacos de Fréchet.

Como no caso classico, o espago modelo é naturalmente uma variedade. Do mesmo modo,
os espagos de Fréchet sao naturalmente variedades de Fréchet, bem como seus abertos. Com
os resultados a seguir iremos dar uma estrutura de Fréchet para o conjunto das segoes de uma
submersao. Isto é, dada uma submersao 7 : B — M, mostraremos que o espaco das secoes

(B)={feC>®(M,B):mo f=1Idy}
é uma variedade de Fréchet.

Observacgao 2.3.2. Seja 7 : B — M uma submersao com posto constante. Entao Dr : T'B — T M
¢ um morfismo de fibrados com posto constante, donde ker D7 é um subfibrado vetorial de T'B.
Denotaremos por VI'B := ker D7 e o denominares fibrado vertical de B.

Dado um aberto U C N, relembremos a notacéo U,
U={geC®M,N):g(M)CU}.

Lema 2.3.3. Sejam B e M variedades de dimensao finita com M compacta, 7 : B — M uma
submersao com posto constante e f : M — B uma aplicacao suave com wo f = idy; . Entao f é um
mergulho e existem U vizinhanca aberta de f(M), uma vizinhanca W, da secdo nula do fibrado
f*VTB e um difeomorfismo ¢ : Wy C f*VTB — U C B, tais que se 0 € W, entao ¢ oo € T'(B).
Mais ainda v o 09 = f, onde oy é a secao nula de f*VTB.
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Demonstragio. Observamos que wo f = Idy e Dr(f) o Df = Id implicam que f é uma imersao
injetiva de uma variedade compacta, logo f é um mergulho.

A equacdo Dn(f) o Df = Id implica que Ty)B = V1) B @ Ty f(M), ou seja, VI'B é
transversal a f(M). Logo, pelo teorema da vizinhanga tubular existe uma vizinhanga U de f(M)
e um difeomorfismo ¢ : Wy C VI'B — U C B, onde Wy ¢ uma vizinhanga da secao nula oy,
Yooy = f(M) e (v, € 7w !(x) para todo v, € Wy. Seja o € Wy, como o diagrama abaixo ¢
comutativo:

Wo C f*VTB v

N

M

segue que ¥ o o ¢ uma se¢ao de B. [

B

Teorema 2.3.4. Seja M uma variedade compacta e m : B — M uma submersao de posto cons-
tante. Entao

D(B)={feC>®(M,B):mo f=Idy}
é uma variedade de Fréchet.

Demonstragio. Dada uma se¢do o € I'(B), pelo Lema 2.3.3 podemos encontrar uma vizinhanga
U, de o(M) e um difeomorfismo 1 : U — V; onde V4 é uma vizinhanca da secdo nula de o*VTB.
Tomamos U, = {n € I'(B) : n(M) C U,}, deste modo temos uma aplicacao V¥ : U, — V, definida
por U, (n) = ¥ on. Afirmamos que {U,, ¥, }oer(p) € um atlas C* para I'(B). Claramente é
uma cobertura para I'(B), nos falta checar que as funcdes de transm;ao sao difeomorfismos. Com
efeito, suponha que U, N U, # 0, sendo assim temos ¥, o ¥, "' : ¥ (U, NU,) = ¥,(U,NT,) onde
,oW, 7' (f) = wyown o f, se observarmos que (¢, 0,") é um morﬁsmo de fibrados vetoriais. Pela
proposicao 2.2.11 temos que \I/,,o\If,f1 é diferenciavel, o mesmo se aplica a (\Ifl,o\Il,fl)_1 = \I/no\lflfl
concluindo que as fungoes de transicao sao difeomorfismos.

O

Exemplo 2.3.5. Segue do teorema acima que os espagos ['(GrpM) e
L({IGrpM) = {g € C(M, IGryM) : TGy 0y © TG, © 9 = Ldr}
vistos na se¢ao 1.2 sao variedades de Fréchet.

Iremos expor agora uma construcao para o espaco tangente em um ponto p € M. Dizemos
que duas curvas a, 3 : (—€,+€) — M que passam por p em t = 0 tém o mesmo vetor tangente em
p, se para alguma carta ¢ : U — U; em torno de p vale

(¢ 0 B)(0) = (¢ 0a)(0).

A independéncia da escolha da carta é garantida pelas propriedades das mudancas de coordenadas.
Nesse caso, duas tais curvas sao ditas equivalentes. Esta relacao define uma relacao de equivaléncia
no conjunto das curvas diferenciaveis que passam por p e a classe de equivaléncia de «, denotada
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por [a], é chamada o vetor tangente a o em p, também denotado por o/(0). O espago tangente a
M no ponto p, denotado por T, M, é o conjunto de tais vetores tangentes. Dada uma carta local
¢:UC M — U CF, estabelece uma bijecao entre T, M e F'. Essa bijecao associa a cada classe
de equivaléncia [ o vetor (¢ o a)'(0) € F. Pela defini¢ao da relagdo de equivaléncia a aplicagao é
bem definida e injetiva. Para verificar que a aplicagdo é sobrejetora basta observar que se v € F',
entdo a(t) = ¢ H(A(p) + tv) é uma curva diferencidvel passando por p e a imagem de [a] é v.
Denotamos essa bijecdo por D¢(p) : T,M — F. Observamos que se ¢ : V. — V; é outra carta
local com p € V', entao

Dy (p) = D(1 0 o) (¢(p)) Do (p).

Logo, definindo a estrutura de espago vetorial em 7, M de modo que D¢(p) seja um isomorfismo,
concluimos que tal estrutura independe da carta observando que todas as setas no diagrama abaixo
sao isomorfismos. A notagao (7,M, D¢) expressa a estrutura de espaco vetorial dada ao conjunto
T, M por meio de De.

(TpMa D¢) 77777 = (TpMa Dw)
D(bl J/Dw
Ia D(pop™1) Ja

Considere o € I'(B), onde I'(B) sao as segoes de uma submersao 7 : B — M de posto constante
entre variedades de dimensao finita. Pelo Teorema 2.3.4 I'(B) é uma variedade de Fréchet e existe
uma carta ¥ : U C ['(B) — I'(6*VTB) em torno de o, pela construgao do espago tangente temos
a identificacdo entre os espagos

T,I'(B) ~T'(c*VTB). (2.3.1)

Uma maneira de exemplificar essa identificagdo é considerar « uma curva suave em I'(B) com
a(0) = o, donde &/(0) € T,I'(B). Assim, para cada © € M, «a(t)r é uma curva em F,, dai
& 0)x € Ty Fy = VI F = o*VTF,. Logo o/(0) determina uma secao de I'(c*VTB).

As fungoes suaves entre variedades de Fréchet sao definidas do mesmo modo que o caso de
dimensao finita, também ¢é analoga a partir das propriedades do atlas a verificacdo de que tal
definicao é consistente.

Defini¢ao 2.3.6. Sejam M e N variedades de Fréchet suaves. Uma aplicacdo f : M — N ¢é
suave, se para todo p € M existem cartas locaisy : U CM - U, CFe¢p:VCN =V, CFE
tais que

epel, flp)eV;
e f(U)CV;
e Yofogp ' :U CF —V,CE ésuave.

Com a nocao de diferenciabilidade para aplicagoes entre variedades de Fréchet podemos definir
fibrados vetoriais de Fréchet e grupos de Lie Fréchet.

Definicao 2.3.7. Um fibrado vetorial de Fréchet é um par )V e M de variedades de Fréchet mais
uma aplicacao suave 7 : V — M sobrejetora tal que,
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e 7 '(x) tem uma estrutura de espago de Fréchet, para todo x € M;

e para todo x € M existe um vizinhanga aberta U tal que existe um difeomorfismo
®:7YU) - UxE,

onde F é um espacgo de Fréchet, a projecao de 7 coincide com a proje¢do na primeira coor-
denada e @ : 77 1(z) — x x E é um isomorfismo linear continuo, para todo x € U.

Note que, para duas trivializagoes em ) as fungoes de transicao
®o0d;t Uy x By = Uy x B

sao sempre lineares na segunda coordenada. Reciprocamente se tivermos um atlas em V de trivia-
lizagbes cuja as transigdes tém a forma (x,v) — (f(x),T(x)v) ,onde T'(x) é um isomorfismo linear,
entdao V é um fibrado vetorial.

Exemplo 2.3.8. Seja M uma variedade de Fréchet, considere o conjunto

M = U T,M,
peEM

com a projecao natural 7 : TM — M ¢é um fibrado vetorial de Fréchet, denominado fibrado
tangente de M. Dado uma atlas {¢, : U, C M — W, C E,} de M, W, aberto do espago de
Fréchet E,. Definimos um atlas para T'’M pondo

®, 7 HU,) — U,y x E,

D, (vy) = (x, Do (x)vy).

As funcgoes de transicao sao como no caso de dimensao finita as derivadas das mudancgas de coor-
denada.

Antes de avancar a definicao de grupo de Lie-Fréchet iremos enunciar o teorema que garante
a suavidade do operador composicao sobe certas hipoteses, depois faremos uma exposicao sobre a
expressao de sua derivada.

Teorema 2.3.9. Seja M uma variedade de dimensao finita compacta, ' um fibrado sobre M com
fibra compacta e B um fibrado sobre F', B — F' — M. Entao o operador C': I'(F, B) xI'(M, F) —
I'(M, B) dado por C(f,g) = f og é de classe C*.

Demonstrag¢io. Ver teorema 11.4 pagina 110 em [17]. O

Corolario 2.3.10. Sejam M, N e P variedades compactas. Considere C' : C*(N, P)xC*®(M,N) —
C*>(M, P), onde C(f,g) = fog. Se M e N sao compactas entao C é C.
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Iremos agora explorar um pouco sobre a expressao da derivada do operador composicao.
Sejam U Cc RLV € R™ e W C R"™ abertos com fecho compacto. Consideremos os espacos
C>®(U,V),C>(V,W) e C®°(U, W) munidos das seminormas

19l 71y = maxsup [D'g(z)]
SN geU
[fllcnqvwy = maxsup [D*f(z)|
SN geV
HhHCn(U,W) = maxsup |D*h()|
SN geU
O operador composi¢ao C' : C(U, V) x C(V,W) — C*>°(U,W) pelo teorema acima ¢ suave.
Mostraremos agora que
DC(f,g)(h,k) =hog+Dfl, k.

De fato,

i N th) o (g +tk) = fog—hog—Dfls k|,

t—0 t
B hm||fo(9+tk‘)+fotk+th0(g+tkz)—fog—hog+Df|gk||n
150 t
B hmHfO(ngtk)—fog—Df\gk+th°(g+tk)—hog—Df!ngn
50 t
limIIfO(ngt/f)—fog—Df\gk||nJrhm|!7fhc>(g+tl~c)—hoan
—  +=0 t t—0 t
- 0.

Como as contas acima valem para toda seminorma com n > 0, entao

DC(f,g)(h,k) = lim <f+th)°<gt+tk)_f°9.

= hog+ Df|, k.

Esta formula se estende para variedades fazendo uso de coordenadas locais. A seguir faremos
apenas uma exposicao sobre a expressao no caso de variedades. Considere

C': C(N, P) x C®(M,N) — C=(M, P)
como no corolario anterior. Se
h € T;C®(N, P) = T'(N, f*TP)

entao
hoge TngCOO(M, P) = F(M, g*f*TP),
e se
ke TgC“’o(M7 N) = F(M,g*TN),
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lembrando que Df : TN — TP temos
Dfl|, k € Tp,C*(M,P)=T(M,qg" f*TP).
Assim fica bem definida a aplicacao

DC : TC=(M, N) x TC*(N, P) — TC™(M, P)
DC(h¢,ky) = Df(g)k+hog. (2.3.2)

A observacao importante do que foi feito acima é que a derivada do operador composicao se
decompoe como operadores de composicao. Feitas essas consideracoes passemos agora aos grupos
de Lie-Fréchet.

Definicao 2.3.11. Um grupo de Lie-Fréchet é um grupo G munido de uma estrutura de variedade
de Fréchet de modo que o produto e a inversao do grupo sao aplicagoes suaves.

Como exemplo fundamental de um grupo de Lie-Fréchet temos o conjunto dos difeomorfismos
de uma variedade compacta.

Teorema 2.3.12. Se M é uma variedade de dimensao finita compacta. Entao Diff(M) é um grupo
de Lie-Fréchet.

Demonstra¢io. Uma prova deste resultado pode ser encontrada no artigo de Leslie [15]. O

Faremos uma observacao quanto a derivada da aplicacao inversao V' : Diff(M) — Diff(M).
Fazendo as contas no espaco euclideano como no caso da composicao e depois levando para a
variedade, temos

DV (p)h = —[De(p™")] 'h(e™). (2.3.3)

Essa expressao nos diz que a derivada da inversao se escreve como composicao e inversao de
aplicagoes.

2.4 Espacos de Fréchet tame

Um espacgo de Fréchet tame é a grosso modo quase um espago de Banach, na verdade espacos de
Fréchet tame sdo em algum sentido(definido em 2.4.9) subespagos do espago das sequéncias de
decrescimento exponencial de um espaco de Banach. Em espacos tame é possivel definir uma nova
classe de aplicacoes, conhecida como aplicagoes tame. Nesse contexto é possivel obter ainda mais
resultados do calculo classico. Em particular, versdes do teorema da funcao inversa e do teorema
da func¢ao implicita.

Definigao 2.4.1. Um grading em um espago de Fréchet F' é uma familia de seminormas {||-||,, }nen
satisfazendo ||-||, < |-[|,..; e que gera a topologia de F. Diremos que F' é um espago de Fré-
chet graduado se admitir uma grading.
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Exemplo 2.4.2. Seja B um espac¢o de Banach, denotemos por
Y(B):={f:N=B:Y | fil g < 00, Vn}.
k=0

Damos a Y_(B) um grading [[{fx}|,, = X020 €™ || fx|| 5. Com estas seminormas Y°(B) é um espago
de Fréchet graduado.

Exemplo 2.4.3. Seja (X, ) um espago de medida e uma fungdo mensuravel w > 0, temos que o
conjunto L(X, u,w) = {f € L' (X, u) : [x€™|f|d, < 0o Vn} munido das seminormas

I1£1L, = [ eI 1d

é um espaco de Fréchet graduado.

Exemplo 2.4.4. Os exemplos 2.1.6 C°°(M) e 2.1.7 T'(E) com as seminormas {H'Hcoo(M)}neN o
{H'Hr(E)}neN sao espacos graduados.

Defini¢ao 2.4.5. Dizemos que dois gradings {|-||,,} e {HH;} em um espago de Fréchet F' sao
tamely equivalentes de grau r e base b se

’

o [lzll, < Callwlly,

/

Vn>bexeck.

No que seguird nesta dissertacdo nao faremos distingao entre gradings tamely equivalentes,
bem como todas as definigbes e teoremas apresentados daqui em diante independem do grading
escolhido. Os gradings em C*(M) e I'(F) definidos por meio de cartas como fizemos sdo todos
tamely equivalentes entre si.

Definicao 2.4.6. Dizemos que uma aplicagdo linear L : F' — FE entre dois espagos graduados
satisfaz uma estimativa tame de grau r e base b se ||Lz|, < C,|z,,, para todo n > b. A
aplicacao é dita tame linear se satisfaz a estimativa para algum par r, b.

Fica claro que se L é uma aplicacao linear tame, entao L é continua.
Lema 2.4.7. A composta de aplicagoes lineares tame L : E — F e K : F — G ¢ linear tame.

Demonstragcdo. Suponhamos que L satisfaz uma estimativa tame de grau r; e base b, e que K
satisfaca uma estimativa tame de grau ry e base by. Tome b = max{b;, by} r = r; + r9, donde

LN < CNEA lgry < CNFllngrygry . YR 20

ou seja, K o L satisfaz uma estimativa de grau r e base b. Como nao temos restricbes sobre a
constante, usamos uma de mesmo nome. ]
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No inicio dessa se¢do comentamos que um espaco de Fréchet tame é em algum sentido quase
um espaco de Banach, as proximas duas defini¢oes tratam de formalizar esse sentido.

Definicao 2.4.8. Sejam F' e E espacos graduados. Dizemos que F' é somando direto tame de E
se pudermos encontrar aplicacoes L : F' — EF e M : E — F tais que M o L = Idp.

Definigao 2.4.9. Um espago graduado F' é tame se este for somando direto de }_(B) para algum
espaco de Banach B.

Cabe aqui observar que em algumas referéncias os espacos de Fréchet tame sao espacos de
Fréchet graduados mais uma familia & um parametro de operadores S; : F' — F' satisfazendo:

e 5, =0se,1t<0
] hmt%oo St = [dF
o Sem <n, ||Si(2)], < Ce ™ |z, e [[Idr — Sy(2)]l,,, < Cet™ " 2],

tais operadores sao chamados de smoothing operators, ou em traducao livre operadores de sua-
vizagdo. Os espagos > (B) possuem naturalmente tais operadores. Considere s : R — R uma
fungao suave tal que 0 < s(u) < 1 para todo u € R, s(u) =0seu <0e s(u) =1seu>1. Seja
{z1} € X (B), definimos os operadores S; : >(B) — Y-(B) por

Se({ax}) = {s(t — k)i }.

Os espagos de Fréchet tame como definimos sdo somandos diretos de > (B), usando esse fato
e que Y_(B) possuem smoothing operators, pode se mostrar que os espagos de Fréchet tame de
possuem smoothing operators.

Fora os proprios espagos %(B), apresentaremos mais dois exemplos de espacos de Fréchet tame,
a saber C*°(M) espago das fungdes suaves de uma variedade compacta e I'(E') o espaco das segdes
suaves de um fibrado vetorial. As demonstracoes destes resultados serao feitas apds a apresentacao
de uma série de lemas técnicos que permitem algumas simplificagdes dos problemas.

Lema 2.4.10. Se um espago F' é somando direto tame de algum espago tame FE, entao ele é tame.

Demonstragdo. Pelo lema 2.4.7 basta compor as setas.
F—sF——>B)—=F—F
O

Lema 2.4.11. Seja (X, ) um espac¢o de medida e w > 0 uma fungdo mensuravel deste espago.
Entao o espago de Fréchet graduado L$°(X, p,w) é tame.

Demonstragio. Defina X, = w™!([k,k + 1)), denote por x; a funcdo caracteristica de Xj. As
aplicagoes
L: L(IXJ(Xmuaw) %Z(LI(X’/'L»? (Lf)k:ka
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KZ<L1(X7,U))—>L<1>O(X7M7W>7 K{fk}:Zkaka
sao aplicagoes lineares tame satisfazendo Ko L = Idpe(x w)- Mostraremos que L ¢ tame, mostrar
que K é tame é analogo.

I{Lfutl,,

+oo .
> xS Nl pax
k
400 L
= > [ el
k Xk
“+oo
> el
k Xk
“+oo
_ Z/ ™ I fldp
L X

—+o00
_ /Ze"w|><kf|du
X

= [ e\ flap
X
= £l

IN

O
Teorema 2.4.12. Se M é uma variedade de dimensao finita compacta, entao C*°(M) é tame.

Demonstragio. Seja L°(R? p,w), onde p é a medida de Lebesgue e w(x) = log(1+|z|). Pelo lema
2.4.11 L°(RY, i, w) é tame. Se mostrarmos que C*(M) é somando direto tame de L°(R?, u, w)
do Lema 2.4.10 seguird que C*°(M) ¢é tame.

Pelo Teorema de Whitney, existe um mergulho i : M — R Tome ¢ : M x U — B(0,r) uma
vizinhanca tubular da variedade M contida alguma bola B¢, isso é possivel pois M ¢é compacta.
Denotemos por

S(RY == {f € C°([R?): ||xlﬁ§oo D"f(z) = 0,¥n}

com o grading
[fllcn = maxsup |D* f(x)],
|§n Rd

|
e por
Coo(B?) := {f € C*(R") : supp(f) C B}
o subespaco fechado de S(R?) das fungoes que se anulam fora da bola B?, com o grading induzido
pelo grading de S(R?).
Existe ¢ : B4 — R? tal que ¢ = 1 em uma vizinhanca V de M com V C (M x U) e ¢ =0
em B¢ ¢)(U). Podemos assim definir L : C*°(M) — C*(B(0,r)) por

o € B(0,r)U
(Lf)(@) = { o(@) WM x) zeU
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De modo semelhante temos P : C§°(R?) — C>(M), dado por (Pf)(x) = f oi(z). Ambos os
casos sao operadores de composicao, a ideia por tras do fato que sdo tame linear é que podemos
controlar as seminormas uma vez que as fungoes i, w e 1 estao fixas usando a estimativa abaixo

1D (hegllly <3 > Ml llgly, - llgll, (2.4.1)

k=1 j14+Jjk

Também temos I : C5°(B?) — C*(R?) a inclusao natural, assim chegamos ao diagrama

C®(M) —> Cg°(BY) ! S(RY) —L- oo (M)

1
- _ 7

~
~ . T s -

- ~
- —
- ~
~ -

EN —

LE(RY, p,w)

—

onde § e § ! denotam a transformada de Fourier e sua inversa. Nosso objetivo agora ¢ mostrar
que § e ! sdo tame linear, feito isso e observando o diagrama acima concluimos que que C*°(M)
somando direto tame de L°(R?, p1, w). Observemos que

£, = [0+ )" () do
_ ;(ﬂ) /Rd\xmf(x)ydx.
Fazendo as contas para § !,

DA = |07 [ e

= | e
< [ leVIF©lds
< Ifll,
implica
|57, < IIfl-
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No caso da transformada § temos,

ISl = | 1+ [z)"[Slg)(x)|dz

ntr . dx
(L4 |z])""[Sgl( )!7( T e
dx

= S (M) [l
) L

n—+r dx
( N T r>

n+r
< ) sup SDJ /
( j )’ N Loy

dz
< Clolow [, 2

Agora analisemos a convergéncia da integral

Y

I
i%\%\

<

S .
Il
5 o

A
T IM

<
I

dr 3 00 pd—l
e = drea(st) | d
oy = ST q

ity [ A4
< rea(S )/0 N

) 1y [ 1
S area(Sd 1) /1 de

onde a integral é convergente se r +1 —d > 1, donde r > d. Logo,

159l < llgllgnsrs se r>d

Lema 2.4.13. O produto cartesiano finito de espagos tame ¢é tame.

Demonstragio. Provemos o caso para n = 2 os restantes seguem por indugdo. Suponha que
tenhamos F; somando direto tame de Y (B;), i = 1,2

F, >3 (B) > F.
Deste modo, tomando as aplicagoes produto Ly X Ly e K7 X K5 temos que Fi X Fy é somando direto
de Y(B;) x Y(Bs). Existe um isomorfismo tame entre Y(B;) X Y.(Bs) e Y(B; X By), definido
por L({fx},{9r}) = {(fx,9x)}. A linearidade é imediata e o fato de ser tame da construcao das

graduacgoes no produto. Pelo Lema 2.4.7, basta tomar as aplicagdes que fazem o diagrama a baixo
comutar.

Fl X F24>Z(Bl) X Z(Bg) 4>F1 X F2

7

Z(Bl X B2)
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Teorema 2.4.14. Se M ¢é uma variedade de dimensao finita compacta e E um fibrado vetorial
sobre M, entao I'(E) é tame.

Demonstragdo. Denotemos por I = M x R o fibrado de linhas trivial sobre M. Do mesmo modo
I{ =M xR Como I'(I) = C>*(M) e I'(I?) = (I'(1))4, segue do Lema 2.4.13 e do Teorema 2.4.12
['(14) é tame. Como M é compacta, existem d tal que e uma sequéncia morfismos de fibrados

f

E-l. h. g

com ho f = Ig. Essa propriedade pode ser encontrada na pagina 13 das notas de [10]. Definindo
F(o)=fooeH(n) =hon,

[(E) — T (I") —=—T(E),

HoF =1Idg

segue da estimativa (2.4.1) que F' e H sdo tame. Portanto I'(E) é somando direto tame de I'(1?),
donde concluimos o desejado. 0

2.5 Aplicacoes tame suaves

Aplicagoes tame e tame suaves sao duas classes de aplicagoes com intersecoes entre si, porém
sem continéncia. Neste texto estaremos apenas interessados nas aplicagoes tame suaves, sendo
assim diremos apenas aplicacao tame em referéncia as tame suaves, caso contrario destacaremos a
categoria da aplicacao.

Definicao 2.5.1. Sejam F e E espacos de Fréchet graduados, V' C F abertoe P:V C F - F
uma aplicagao continua. Dizemos que P satisfaz uma estimativa tame de grau r e base f se

[P, < Ca(l+lz],,)
para todo x € V e para todo n > b.

Definicao 2.5.2. Diremos que uma aplicacao continua P : U C F' — FE é tame se, para todo
ponto x € U existir uma vinhanca V' C U de x tal que P satisfaz uma estimativa tame em V. Se
P for suave diremos que P é tame suave se P for tame e todas as suas derivadas D* P sdo tame.

Teorema 2.5.3. A composicao de aplicagoes tame suaves resulta em uma aplicacdo tame suave.

Demonstragio. Sejam F,G e H espacos graduados e U, V, W abertos de F, G e H respectivamente.
Sejam P e () duas aplicac¢oes tais que a composicao

UcF-tvca-%wcH
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esta bem definida. Dado z¢ € U, como P é tame existem b,r € N e uma vizinhanca Uy C U onde
P satisfaz
[1P@)l,, < CA+ ||lzll,y,) Ym=b

Por outro lado, @) é tame, donde existem s,c¢c € N e uma vizinhanga Vg de yo = P(zy) onde @
satisfaz

1R, < CA+1yll,s) Yn=e

Tomando b ou c¢ suficiente mente grande de modo que b = ¢ 4+ r. Como uma aplicacdo tame é
continua, P~1(V}) é uma vizinhanca de 2. Tomando a intersegao com Uy se necessario, podemos
assumir P(Uy) C V. Entéo para todo zy € Uy e para todo n > ¢ temos

QPN < CA+[[P()]],10) < CA A+ [l2],,1045)

o que mostra que () o P satisfaz uma estimativa tame de grau r 4+ s e base ¢ em Uj,.

Pela regra da cadeia 2.2.7, sabemos que a derivada D(Q o P) é tame, pois pode ser escrita como
composta das aplicagoes tame P, DP e D(@. Aplicando esse mesmo argumento sucessivamente
mostra-se que todas as derivadas de D(Q o P) sao tame. ]

Os mapas tame envolvidos no resultado principal deste trabalho sdo basicamente mapas entre
espacos de funcoes suaves de uma variedade ou espacos de se¢oes de um fibrado. Para mostrar que
estes mapas sao tame realizamos uma técnica comum a todos eles, de reduzir o problema via cartas
locais a fazer estimativas tame nos espacos das fungoes suaves de uma bola no espago euclideano.
Nesse processo serd recorrente o uso da seguinte interpolacao.

Lema 2.5.4. Seja M uma variedade de dimensao finita compacta e [ < m < n. Entao para toda
fungao f € C°°(M) vale a interpolacao

1 1Emany < CUF G 1 IRy -

Demonstragcdo. A prova desta proposicao pode ser encontrada junto com outras interpolagoes e
desigualdades na se¢ao 2 do capitulo 2 de [9]. O

Denotando a seminorma [|-[| gy de C*°(M) apenas por ||-||,,, observamos que a partir do lema
vale a seguinte desigualdade:

1l < C AT 1A (2.5.1)

Outro resultado auxiliar importante se trata da férmula para derivadas n—ésimas da composta
de fungoes, conhecida como féormula de Faa di Bruno

D'(fog)x) =3 >  Crj..pDflg(x))[D"g(@),....D*g(w)]

k=1 j1+-+jp=n

onde C ;... j, ¢ um nimero inteiro que envolve a contagem das particoes de n. Nossas aplicagoes
serao independentes da expressoes explicitas dos inteiros Cy, ;.. j,. Para uma prova dessa férmula
e uma expressao para os inteiros Cj;, j, indicamos ao leitor o texto [20].
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Lema 2.5.5. Seja p : V x R — R™ uma aplicacdo suave e V compacto. Entdo para cada
fo € C=(V,R") existe uma vizinhanga Uy, e uma constante positiva C'y,, tal que o operador

P:C*(V,R) = C=(V,R™), P(f)=plz, f(z))

satisfaz

HP(f)HC”(V,Rm < (Cfo + 1) ”f”C"(VIRZ) Vfe Uty

Demonstragio. Seja fo € C®(V,RY), tome U C V x R! uma vizinhanca do grafico de f com
fecho compacto. Entao p e todas suas derivadas sao limitadas em U. Observamos que se f € U,
1fllp < C e |D"p(z, f(2))]l, < C.

Utilizaremos a seguir a féormula de Faa di Bruno para derivadas n-ésimas de compostas,

n

ID"P(H)lly = sup|>. > Chji D'plz, f@)[D" (2, f(2)),..., D*(x, f(2))]

zeV k=1 j1++jg

O Y sup|Drp(, f@)IDH @, (&), ., D (o, f))]

k= 1j1+ +]k zeV

Oy Y sup|Dhple, f@))|[D5 . S| | Do f )

k=1 j14-+j, €V

c > smp’D]1 z, f(x ’ ‘Djk z, f(x ))’

Jit-+ije<n TEV
A

P L

+jk<n

< C X Nl I,

Jit+ijk<n

IN

IN

IN

IN

A ovs

Pela desigualdade 2.5.1, podemos limitar || f||, < C ||f||§, desde que || f|, < C.
Portanto,

1P, = max|DP(s),
maXC > ||fH31HfH]k

g1t i<t

Co D> Al - I,

jitetiR<n

J1 Ik
CotCo > -1

0<j1+-+jp<n

Cn +nCy Hf”n
Cr(L+£1,)-

IA

IN

IA

IN A
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Dado um aberto U C N, relembremos a notacao U )
U={geC®M,N):g(M)cU}

Teorema 2.5.6. Sejam E e F dois fibrados vetoriais sobre M. Considere U C E aberto e
p: U — F um mapa de fibrados. Entao o operador de fibrados P : U C I'(E) — I'(F) dado por
P(o) = poo é tame suave.

Demonstragio. Seja {V;} uma cobertura finita de M por abertos tais que 75" (V;) e 75" (Vi) admi-
tem trivializacdes locais, e fazendo interseccoes se necessario de modo que tenhamos p(73'(V;)) C
7t (V;). Tomamos em I'(E) e I'(F) os gradings gerados pela cobertura {V;}. Fixado i temos

Vic M—2sa5'(V)) cU L7 }(V;)) C F

F

’

v, vV xR Vi xR’
e
lollpnm = m?Xwi oao@i_l’cn(vy,Rl)
Mllencey = max &0 m o @7 e
Partimos agora para a demonstragao,
[P0 [pniry = max §io(poa)oy ‘ Cn(V! R?)

max H(& opotpt)o(Piooo ‘p;l)‘ Ccn (V! ,R?)

IA

m?X(Ci +1) ‘

-1
;000 p; ‘ oV RY) (2.5.2)

< (C+1) m?x’ )= (C+1) HU“rn(E)

Y; 000 801;_1‘ Cn (VI RI
onde na linha 2.5.2 fizemos uso do lema 2.5.5.

Isso mostra que P satisfaz uma estimativa tame na vizinhanca de cada ponto, mas como foi
observado no teorema 2.2.11 as derivadas de P também sao operadores nao-lineares de fibrados.
Assim aplicando o argumento acima as derivadas obtém-se que estas também satisfazem uma
estimativa tame na vizinhanca de cada ponto, donde P é uma aplicacao tame.

O

2.6 Variedades de Fréchet tame

As variedades de Fréchet tame suave sdo objetos de interesse no nosso estudo, pois para essa
categoria podemos contar com o Teorema da Funcao Inversa de Nash-Moser. Iremos nesta secao
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provar a existéncia de estrutura tame suave para o espaco das segoes de uma submersao sobre uma
variedade compacta, assim como foi feito para estrutura Fréchet suave. Provamos que a aplica¢ao
composicao é tame suave e encerramos a se¢ao mostrando que Diff(M) é um grupo de Lie-Fréchet
tame.

Definicao 2.6.1. Uma variedade de Fréchet tame é um espaco topoldgico Hausdorff com um atlas
de cartas tomando valores em espacos de Fréchet tame, tais que as mudancas de coordenada sao
aplicagoes tame entre espagos de Fréchet tame.

Teorema 2.6.2. Seja M uma variedade compacta e 7 : B — M uma submersao. Entao
D(B) = {f € C*(M,B) : 7o f = Idy}
¢ uma variedade Fréchet tame.

Demonstragio. Dada uma se¢do o € I'(B), pelo Lema 2.3.3 podemos encontrar uma vizinhanga
U, de o(M) e um difeomorfismo ¢ : U — V; onde V; é uma vizinhanga da se¢do nula de o*VT'B.
Tomamos

Uy ={n € T(B) :n(M) C Us},
deste modo temos uma aplicagao VU : U, — Vg, definida por U,(n) = ¢ on. Na demonstracao
teorema 2.3.4 mostramos que {U,, Vs },erp) ¢ um atlas C* para I'(B). Nos falta checar que
as fungoes de transicao sao tame. Com efeito, suponha que 17,, nuU, # (), sendo assim temos
v, o \Ifn_l : \IJW([A];] N (7;) — \If,,((A]:7 N [Z) onde ¥, o \I/n_l(f) =1, 0 w;l o f, se observarmos que
(1, o (0 1) ¢ um morfismo de fibrados vetoriais. Pela Proposigao 2.5.6 temos que ¥, o \11,7_1 é
tame, o mesmo se aplica a (¥, o \I/n_l)_1 =V,o ¥, ! concluindo que as funcdes de transicio séo
tame. ]

Corolario 2.6.3. Se M ¢é uma variedade compacta e N uma outra variedade, entao C*°(M, N) é
variedade tame.

As fungoes tame suaves entre variedades de Fréchet sao definidas do mesmo modo que no caso
suave. A partir das propriedades do atlas é possivel se checar a consisténcia de tal definicao.

Definigao 2.6.4. Sejam M e N variedades de Fréchet tame suaves. Uma aplicacao f: M — N
é tame suave, se para todo p € M existem cartas locaisy : U C M — U C Fe¢p:VCN —
Vi C E tais que

epeU, flp)eV;
o f(U)CV;
e pofogp™':U CF —V,CFE étame suave.

Lema 2.6.5. Seja f : B™ — B* e g : B — B™ aplicacoes suaves(B' denota a bola unitaria de
R"). Se ||f|l; < K e |lgll, < K. Entdo podemos encontrar constantes C, dependendo de K tais
que para n > 1

1o gll, < Culllf1l + llgll,, +1)-
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Demonstragdo. Da férmula de Faa di Bruno sabemos que
D'(fog)w)=>_ > Crj..iD"f(9(@))[D"g(w),..., D¥g(x)],
k=1 ji++jx=n
assim chegamos a estimativa
ID"(fogllo<C> > Iflklglly, - llall;,
k=1 j1++jk
Pela desigualdade 2.5.1 temos
L1l < CHAR WA lgll; < Clight™ Nlglly=

donde

n k—
ID"(f o )l < Cllglhy™" (lglly 11, + 11£11 Ngll,,)-
Tomando a hipétese de que || f]|, < K e [lg]l, < K,

1D"(fog)llo < CUISL + llgll,)
com C dependendo de K e paran > 1. Quandon =0, ||f o g|, < C. Desde que

I o gll, = max||D(f o g)

o lema estd demonstrado.
]

Teorema 2.6.6. Seja M uma variedade de dimensao finita compacta, F' um fibrado sobre M com
fibra compacta e B um fibrado sobre F', B — F — M. Entéao o operador C' : I'(F, B) xI'(M, F) —
['(M, B) dado por C(n,0) =n oo é smooth tame.

Demonstragio. Mostremos primeiro que C' é tame. Dadas duas segdes og € I'(M,F) e ny €
['(F, B), como F' e M sdo variedades compactas, pelo lema 2.3.3 existem vizinhangas U,V e W de
no(F),00(M) e 19 o 0o(M) mais difeomorfismos ¢ : Uy C niVTB — U, ¢ : Vo C ofVITF — V e
0: Wy C (n9000)"VTB — W que sdo mapas de fibrados. Em cartas locais temos

UxV—>Ww
\Px@l l@

Up x Vo —— W,
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com U x &(n,0) = (L on¢ " oo)eOE) =0"0o¢& onde Uy x Vo C (n*VTB) x I(c*VTF).
Assim se (f,g) € Uy x Vp, temos uma expressao local para o operador C

C(f,9)=00Co(Ux®)(f,g)=0"otpofogpogy.

Vo Co*"VTF VTF

0~ loyofo o
g lﬁ X f
/—\

Wy C o*n*VTRB M o VCF Uy Cn*VTB
\—/
\ TR é /
0
WcBDOU

VTB

Para verificar que © o C'o (¥ x ®)~! é tame, iremos decompor oo fo¢o g em duas partes
0~lowo fogpe g. Olhando para o diagrama acima podemos observar que

O loypofogp:VoCo*'VIF — o*n*VTB

¢ uma mapa de fibrados, onde g é uma secao de o*VTF com g(M) C V. Por conta da notagao
carregada reescreveremos e apresentaremos uma prova.

Seja M uma variedade compacta e E e F' fibrados vetoriais sobre M e W, uma vizinhanca de
fecho compacto da se¢ao nula em F, denotemos por

BWy, F) ={pe C*(Wy, F):mpop=rmg}.

Notemos que B(Wy, F) é um espago vetorial, fazendo se a soma e produto por escalar ponto
a ponto nas fibras em F. Dada {U;} uma cobertura aberta finita de M por abertos coordenados
(U;, &), tal que podemos encontrar trivializacoes locais

¢i : ﬂ-El(Uz) — Uz X Rk

gbi : W;l(Ul) — Uz X Rl

assim definimos o grading

o -1
”P”Bn(WO,F) = lnax ‘ ¢iopoY; HCOO(UZ-XRZ,U,-XR’“) ’

tomando em I'(E) e I'(F') os gradings
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1/12‘0005@*_1‘

¢i0770§¢_1‘

lollen sy = m@ax‘ Cn (U], R¥)

[7llpnry = m?X‘ cn(ULRY

Considere Wy = {oT'(E) : o(M) C Wy}. Assim o operador composicao
C: B(E,F) x Wy — D(F)

satisfaz

IC, o), = lpoall,
Yiopooo|

- m?x‘ Cn(U! RK)
viopoditodior o,
= max |(iopod ) o (diooog )
tiopod;
= C.(1+|pl, +lell,)-

= max‘
1

Cn (UL R¥)

+)

¢i0005i_1‘

< max Ch.i (1 + ’

1
HCOO(UZ'XRZ,UZ'XRIC) C"(U{,Rl)>

Como foi observado apés o teorema 2.3.9 as derivadas do operador composicao C' sdo compostas
e somas de operadores de composicao, dai aplicando se o argumento feito para C' para cada termo

das derivadas se mostra que as derivadas sao tame. Portanto o operador C' é tame suave.
O

Corolario 2.6.7. Sejam L, M e N variedades de dimensao finita com L e M compactas. Entao
C(f,g) = f o g é uma aplicagao suave e tame.

Os grupos de Lie-Fréchet tame e os fibrados vetoriais de Fréchet sao naturalmente uma extensao
dos conceitos de grupo de Lie-Fréchet e fibrado vetorial de Fréchet para a categoria Fréchet tame,
assim como foi feito para variedades Fréchet tame.

Teorema 2.6.8. Seja M uma variedade suave de dimensao finita e compacta. Entao o grupo
Diff(M) é um grupo de Lie-Fréchet tame.

Demonstragio. O grupo Diff(M) é um aberto de C*°(M, M) e portanto é uma variedade Fréchet
tame. O produto, no caso a composicao é tame como foi visto nos resultados acima. A prova de
que a inversao ¢ tame ¢ analoga ao que foi feito para a composi¢ao 2.6.6 e para os operadores de
fibrado 2.5.6, mostra-se a estimativa para aplicagoes entre bolas no espaco euclideano e depois se
transporta essas estimativas usando via cartas locais. As estimativas locais para o caso da inversao

sao dadas pelo lema a seguir.
O
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Lema 2.6.9. Seja f : By — B> uma aplicacao suave entre B; e By bolas abertas de R". Se f
possui uma inversa f~!': By — By, [|f7Y|, < C e || f]l, < C entdo

|#7], < catt+ 1511

para todo n > 1.

Demonstragio. Denotemos g = f~!. Deste modo f o g = Id, donde D"(f o g) =0 sen > 2. Pela
formula de Faa di Bruno temos

Df(g(w))D"9($)+zn: > Crjiea D fg(@)[D"g(2), ..., Dg(x)] = 0

k=2 j1+-+jr=n
observando que D f(g(x))™' = Dg(x),

D"g(x) = —Dyg(x Z > Ckjreegi D f(9(2))[D" g (), ..., D™ g(a)],

k=2 j1+-+jr=n
chegamos a estimativa

IDgllo <C > > Ml llally, - llgll;, -

k=2 j1+-+jr=n
A partir da desigualdade 2.5.1 temos

Il < CPIE A

n—j—1 Jj=1

1
lgll; < Cliglh™™ llglli=

juntamente com || f]|; < C e ||g||; < C, nos fornece

n k1 -
ID"gll < > 111 Nlgll=:
k=2

Agora por inducao o lema é verdadeiro para n = 1, suponhamos

gl < CA+[1fll—y)-
Pela desigualdade 2.5.1

n—2
[y < CILFI

obtemos

" k=1 n—k
ID"glly < CY AT @+ 11,
k=2

IN

CY_(@+1fl.)
k=2
< Cu(T+ A1)
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Portanto,

171, = llgll,, < Cul1+11£11,).

2.7 Teorema de Nash-Moser

O teorema da fungao inversa classico para espacos de Banach nos diz que uma aplica¢ao nao-linear
de classe C'! é localmente invertivel na vizinhanca de um ponto zg se a sua derivada for invertivel em
xo. Tal teorema é comumente usado para resolver problemas de equagoes nao-lineares resolvendo
equacoes lineares que sao tecnicamente mais simples. Porém muitos problemas em geometria e em
equacoes diferenciais envolvem espagcos de fungoes C'*° que sdo espacos de Fréchet. Uma tentativa
de extensao do teorema da funcao inversa para espacos de Fréchet é falha em varios pontos e alguns
contra-exemplos podem ser encontrados no trabalho de Hamilton [9]. Essas obstrugoes fizeram com
que toda a teoria de espacos tame fosse desenvolvida, as hipoteses tame sao exatamente condigoes
para que o esquema de Nash-Moser para o método de Newton funcione. A seguir enunciamos tal
teorema, uma demonstragao para este teorema pode ser encontrada em [9].

Teorema 2.7.1 (Teorema da Fungao Inversa de Nash-Moser). Sejam E e F' espagos de Fréchet
tame, U C E aberto e uma aplicacao tame suave

P:UCE—F.

Suponha que a equa¢do DP(z)v = w possua uma Unica solugdo v = V P(x)w para todo z € U e
w € F e que a familia de inversas
VP:UxF —E

¢ uma aplicacao tame suave. Entao P é localmente inversivel e cada inversa local é uma aplicagao
tame suave.

No contexto da geometria diferencial temos a teoria da deformacao de estruturas, as deforma-
¢oes podem ser modeladas pela acao de um grupo sobre a estrutura. Muitas estruturas geomé-
tricas tém a elas associadas o conceito de integrabilidade que pode ser formulado por equacoes
nao-lineares ou operadores nao-lineares, com isso é de interesse do ponto de vista da estabilidade
de tais estruturas que possamos fazer deformacoes dessas estruturas e que estas continuem sendo
solugoes da equacao de integrabilidade. Exemplo disso sao os trabalhos de Hamilton sobre defor-
magao de estruturas complexas [7] e deformagao de folheagoes [8]. Em seu estudo sobre estruturas
complexas Hamilton usou o teorema da funcao inversa de Nash-Moser para provar uma versao do
teorema da fungao implicita.

Teorema 2.7.2. Sejam E., F' e GG espacos de Fréchet e aplicacoes tame suaves P e () entre os
abertos U,V e W,

UcE-Lsvcr-%wca

tais que ) o P = 0.Suponha que existam mapas tame suaves

HP:UxF =B HQ : UxG—F
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com HP(x)v e HQ(z)w linear em v e w, tais que
DP()HP(x)o + HQ(2)DQ(P(x))v = v

para todo x € U e v € F. Entao para todo xqg € U existem uma vizinhanga A de zy, e uma
vizinhanga B de P(z) tais que P(A) = BNQ71(0), isto é,se y € B e Q(y) = 0 entdo existe x € A
tal que P(x) = y. Mais ainda podemos encontrar uma mapa tame suave

S:A—B
tal que P o S(y) =y para todo y € BN Q~1(0).

Nosso interesse no decorrer dessa secao é estender o teorema acima para aplicagoes entre va-
riedades de Fréchet. Neste contexto podemos nos restringir ao caso especial em que temos G um
grupo de Lie-Fréchet agindo em um fibrado vetorial de Fréchet V — M e @) : M — V uma secao
invariante pela agao do grupo.

Definigao 2.7.3. Sejam M, N variedades tame Fréchet e ¥V um fibrado vetorial de Fréchet sobre
N. Um complexo ndo-linear ¢ um diagrama da forma

Q
N-L-MT TV,
Z

tal que as aplicagoes P, () e Z sdo tame suaves, (), Z sao secoes do fibrado V e Z a secao nula,
valendo ainda Qo P = Z o P.

Definigao 2.7.4. Sejam M, N eV variedades tame Fréchet, considere um complexo nao-linear
Q
N-TLM— V.
Z

O complexo € localmente exato em x € M, se existir uma vizinhanca U de x e uma vizinhanga
V de y = P(z) tais que Q@ 1(0) NV = P(U). O complexo é dito localmente exato quando for
localmente exato em todo ponto de M.

Identificando M com a se¢ao nula Z(M), M < V), assim temos o isomorfismo canénico
T.v=TMe&V,, xeM.

Se x é um zero de (), entao a diferencial de () assume a forma

DQy : ToeM — ToMSV,,
DQzv = (v,VQqv).

Iremos nos referir a aplicagao

VQ,: T, M=V,

como derivada vertical de () em =.
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Teorema 2.7.5. Sejam N, M, P variedades de Fréchet tame configurando um complexo nao-
linear
P i>
N =M V. (2.7.1)
z
Seja TN o fibrado tangente de N, P*T'’M o pullback para N do fibrado tangente pela aplicacao
P, P*Y o pullback para N pela aplicacio P. Suponha que existam dois morfismos tame suaves

de fibrados vetoriais
HP:PTM TN e HQ:PV—TM

tais que
DP VaQ
TN P*TM Py
HP HQ

DPoHP+ HQoVQ =1.

Entao o complexo (2.7.1) é localmente exato. Além disso, para todo xy € N existe uma vizinhanga
U de x e uma vizinhanca V de P(xg) tais que P(U) = VN Q~1(0). Mais ainda podemos encontrar
uma mapa tame suave

S:V=U
tal que P o S(y) =y para todo y € VN Q1(0).

Demonstracao. Fazendo uso das cartas locais podemos reduzir o problema a um complexo nao-
linear entre espagos de Fréchet, dai aplicamos o Teorema 2.7.2. Sejam (U, ¥) e (W, ®) cartas locais
de N e M respectivamente e (771 (W), ) uma trivializagao local do fibrado V, deste modo

Q

U P w Y (W)
| 5 |
UyCFE Wy C F Wy xV

temos assim uma sequéncia de aplicagoes entre abertos de espacos de Fréchet E, F e V'

Up—L Wy —2 v (2.7.2)
com Q o P = 0. Olhando agora para as trivializagoes
DP VaQ
TN P*TM Py
LT
U() x FE U() x F U(] xV

obtemos aplicacoes

HP . UxF—EHQ:UxV > F
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satisfazendo N N N L
DP(z)HP(x)v + HQ(z)DQ(P(x))v = v.

Logo pelo Teorema 2.7.2 o complexo (2.7.2) é localmente exato. Portanto o complexo (2.7.1) é
localmente exato. O

Defini¢ao 2.7.6. Dados um grupo de Lie-Fréchet G e um complexo nao-linear N LM V.
z

O complexo é dito G-invariante, se o fibrado V, a base M e N possuem acoes tame de G, tais que
a secdo () e a aplicacdo P sdo G-invariantes.

Corolario 2.7.7. Seja G P M YV um complexo nao-linear G-invariante, onde a acao de G
Z

em G ¢é a translacao a esquerda. Denotemos xy = P(e). Suponha que existam operadores lineares
tame HP, : T, M - T.Ge HQ. : V,, — T,, M

DP, VQe

T.G T,, M
HP. HQe

Vo

tais que DP, o HP, + HQ. o VQ. = Idr, pm. Entao o complexo ¢ localmente exato. Em especial
temos que existe uma aplicagdo tame R : V — U tal que Po R(y) =y, se y € @~ 1(0) NV, onde
U e V sao vizinhancas de e e P(e) respectivamente.

Demonstragcao. Denotemos por [, a translacao a esquerda de G por g e ¢, a acao de G em M e V.
Desde que P e () sao G-invariantes, temos que

DPy = D($g)ay © DP. 0 D(ly1)e,  VQguo = D(g)ag © VQuy © D($g-1).

Definimos

HP, = D(ly)eo HP. o D(¢g-1)4,
HQ, = D(¢g)z © HQe 0 D(¢g—1)s,-

VP VaQ
¢~ P*TM - Py
HP HQ

A construcao de HP e H() e as observagoes sobre a invaridncia de P e () implicam que
DPyo HPw+ HQyoVQu=v, Vge§G e YveTg, M.

Como a composicao de aplica¢oes tame suave é tame suave, segue que H P e H() sdo tame. Portanto
HP e H(Q sao mapas de fibrado tame suave nas hipoteses do teorema. Portanto o complexo é
localmente exato. O]
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Capitulo 3

Complexo de Deformacao de uma
Folheacao

Neste capitulo seguiremos as ideias do pré-print de Hamilton [8] sobre deformacao de folheagoes.
Iremos construir o complexo de deformacao de uma folheagdo e mostrar a equivaléncia entre a
exatidao do complexo e a estabilidade. Mostraremos que o complexo linearizado coincide com um
trecho do complexo de Rham da folheacao. Definiremos estabilidade infinitesimal em termos do
complexo de Rham da folheacao, sua cohomologia e operadores de homotopia tame. Terminamos
o capitulo mostrando que estabilidade infinitesimal implica estabilidade.

3.1 Complexo de Deformacao e Estabilidade

O conceito de estabilidade de folheagbes é uma generalizacdo do que se conhece como estabili-
dade estrutural para sistemas dinamicos. Todo conceito de estabilidade envolve uma topologia
e propriedades que se preservam em um vizinhanca dessa topologia. Como estamos tratando de
folheagoes de classe O é apropriado dar ao conjunto Fol(k, M) a topologia do subespago herdada
de I'(GrpM). O caso de folheagdes C* necessita de uma outra abordagem como pode ser visto
em [6]. A propriedade que queremos avaliar é sobre quais aspectos podemos identificar via um
difeomorfismo duas folheacgoes, no que segue definimos o que trataremos por estabilidade.

Como visto na se¢ao 1.3 o grupo de Lie-Fréchet Diff(M) dos difeomorfismos de M age sobre
[(Grp M), para ¢ € Diff(M) e 0 € T'(Gr;, M) a acao é dada por p.0 = oo o !. Fixada o uma
k—folheagao em M. Definimos o mapa

P, : Diff(M) — D(Gry M), P(p) = p0. (3.1.1)

Pela proposi¢ao 1.3.3 sabemos que P,(y) define uma folhea¢ao em M. O operador P parame-
triza a orbita de o pela agao de Diff(M) em I'(GriM).

Definicao 3.1.1. Sejam F; e J» folheacdes em M, dizemos que F; é conjugada a Fo se existir
¢ € Diff(M) tal que F; = ¢(Fz), onde p(Fz) ¢é a folheagdo de M dada pela composicao do atlas
de F3 com .
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Se tivermos oy,09 € ['(GryM) integraveis, a folheacdo F,, é conjugadas a F,, se, e s6 se
01 = .o para algum difeomorfismo . Assim podemos fazer uso do mapa (3.1.1) para definir a
estabilidade de uma folheagao.

Defini¢ao 3.1.2. Dizemos que uma folheagao o € Fol(k, M) é C™-estdvel se existir uma vizi-
nhanga aberta V' de o em Fol(k, M) e uma vizinhanca aberta U da identidade em Diff(M) tal que
toda folheagdo em V' é conjugada a o por um elemento de U, isto é, V = P,(U).

O conjunto Fol(k, M) visto apenas como um subespago de I'(Gry M), para fins de aplicagao da
teoria do calculo de Fréchet torna-se um pouco obscura. Porém, temos uma outra representacao
para tal conjunto como

Q~(0) = Fol(k, M),

onde

Q:T(GrgM) — T'(IGrp M)
Qo) =qoo

e a aplicao ¢ é dada pela Proposicao 1.2.9. Nosso intuito é usar essa expressao para descrever
a estabilidade de uma folheagdo, passando pela construcado do complexo de deformacao de uma
folheacao.

Definicao 3.1.3. Seja F, uma folheacao em M uma variedade suave. Com os mapas P,, )
descritos acima definimos como complexo de deformacdo da folheacao F, o seguinte complexo

Diff(M) —22= I'(Gr M) —4= T(IGr, M) . (3.1.2)

A estabilidade de uma folheacao pode ser tratada estudando a exatidao local do complexo de
deformacao na identidade. De fato, se complexo é localmente exato entorno da identidade significa
que existem vizinhangas U de Idy e V de o tais que P(U) = VN Q™ *(0) = V N Fol(k, M), ou
seja, 0 é C™-estavel. A vantagem dessa descricdo, como veremos no secao 3.2, é a possibilidade
de aplicar o Teorema de Nash-Moser ao estudo da exatidao do complexo, baseando-se no que
foi desenvolvido na secao 2.7 sobre complexos nao-lineares. Para tanto devemos mostrar que o
complexo de deformagdo de uma folheagdo é um complexo nao-linear Diff(M )-invariante. Este
sera o nosso objetivo no restante da secao.

Relembremos a nossa definicdo de I'(/GripM). Quando apresentamos o fibrado IGrpM —
Grp M comentamos sobre o abuso de notagao, pois para nds ao longo texto I'(/Gr,M) denota as
secoes da submersao IGryM — M dada pela composta das projecoes IGryM — GrpyM — M.
Isto é,

F({IGrpM) ={g € CF(M, IGryM) : TGy 0y © T Groas © 9 = Ldar}-

Teorema 3.1.4. 7 : I'(IGryM) — I'(Grpy M) é um fibrado vetorial de Fréchet.

Demonstragao. Dado um aberto U C N, denotaremos por
U:={ge€C®M,N):g(M)cU}.
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Seja w € I'(IGri M), entao
M —= IGrM
\U\ N llerkM
EN
GI‘kM
Tomando o = 7, ,, © W, vemos que o € D2(o,0t) ={n € C°(M,\N°0c* @0t) : mon = Idy}.
Desse modo, é claro que

FIGrM)= |J Q*o,0").
oer(Gr, M)

Considere a variedade grassmanniana Grg(R™) e B € Gri(R™), existe uma vizinhanga B €
Up C Gri(R™) tal que se A € Up temos A ® B+ = R™ e uma carta local ¢ : Ug — Hom(B, B1),
com inversa ¢~ *(T) = {v+Tv : v € B}. Passemos essa construgao para I'(Gr, M), usando o atlas
de I'(Gry M) construido no Teorema 2.3.4, para o € I'(Gri M) existe uma carta local

®:U, — Wy C D(c*VTGr M),

onde W, é uma vizinhanga da segao nula, se necessdrio podemos reduzir a vinhanga U, de modo
que se preserve a transversalidade com o, isto é, se n € U, entdo n @ ot = TM. Como veremos
no Lema 3.2.2 vale a identificacdo I'(c*VTGr,M) ~ Hom(o,ot). Assim, podemos considerar a
carta . -

®: U, — Wy C Hom(o, o),

onde @~ !(f) = {X + f(X) : X € X(0)}. Denotemos f, := ®(n) e definamos
p: U, — GL(TM)
da seguinte forma:

p(n) : TM=0c®ot - TM =n® ot
pM(X+Y) =X+ f,X+Y.

Com isto, obtemos uma trivializacao local

U, x D(o,0") = 77 YU,),

U(n,w)(X,Y) = p(mw(pn) X, p~ (n)Y).
0

Relembremos que Diff(M) age sobre si mesmo por translacao a esquerda. Denotaremos essa
acao por p,1p. Como o descrito em (1.3.1) e (1.3.2), Diff(M) age em I'(GryM) e em I'(IGrM),
denotamos ambas as agoes por .

Teorema 3.1.5. O complexo deformagao é um complexo nao-linear Diff(M )-invariante.
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Demonstragio. Sobre o complexo de deformacao temos as seguintes agoes:

+ : Diff(M) x Diff(M) — Diff(M)

P = oo,
« : Diff(M) x I'(GryM) — I'(Grg M)
ps0=FocopT
« : Diff(M) x T'(IGrgM) — T'(IGr M)
Yw = powop L
As aplicacdes @ e @ sdo levantamentos de ¢ aos fibrados GryM e IGriM respectivamente, a
construcao destas aplicacoes pode ser encontrada na Proposicao 1.3.1.
A primeira agao é uma agao tame suave, pois Diff(M) é um grupo de Lie-Fréchet tame. Ob-
servemos que

Ploap) = (p)so
= godogo(poy)”
= gofpogor oy
= @oP()oyp™
= 0.P(V),

donde P ¢ Diff(M)-invariante. Pelo Teorema 2.6.6 o operador composicao C' : I'(Gr M, IGry M) x
['(GrpM) — I'(IGrp M) é tame suave. Em particular Q(o) = C(q,0) é tame suave.
As outras duas agoes se descrevem como

0.0 =C(p,C(a,07"))

puw = C(3,C(w,97))
e como o operador composicao é tame suave as acoes sao aplicagoes tame suave. O fato que Q) é

Diff( M )-invariante foi mostrado na proposigao 1.3.2.
O

Lema 3.1.6. Os operadores ~: Diff(M) — Diff(Gr,M) e ~: Diff(M) — Diff(IGr,M) sio
homomorfismos tame entre os grupos de Lie-Fréchet .

Demonstragio. Sejam (U, €) e (Uy, 1) cartas locais de M, fazendo f = 1) o p o €1 recordemos as
expressoes locais dos operadores

U % Grp(R™) —  f(U) x Grp(R™)
(#,B) — (f(z),df (z)B)

FUXW x AR R™ ) s f(U) x F(W) x A2(RE", R™*)

- of ' of;tof
et J ij . - -
(,B,Y cijse' Ne? @ e;) = (f(2),df(x)B,) cijs 01, Oz Oz,

e Ne’ @ el
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Seja U um aberto de R™ com fecho compacto. Daremos uma ideia calculando as estimativas
para o caso local, ou seja, Diff(U, U) C C*°(U,U) lembrando que C*°(U, U) denota o conjunto das
fungoes suaves de U que se estendem ao fecho, o mesmo para

DiffUxV xW)CC®UxV xW,UxV xW)

onde V. C M(R,,xx) e W C A*(RF @ R™*) sdo abertos de fecho compacto. Munindo C*(U, U)
com o grading

| llonan = maxsup [ D7 f(z)

I

e em C*(U)

Hthn(U) = j<aX sup HDJh(LC)

SN opeU

observamos que

(‘i-j : COO<U, U) — COO(U>

0,(f) = 21

= )
61}]'

é linear e satisfaz
105 (M omry < Il sy -

Logo 0,; é tame suave. Por outro lado,
CoU,U) — CUXxVxW,UXxV xW)

fo= 7
=~ o Ofroft of

iJ i j — ij ) J n o B n
f(z,B,)> e Nl @ ey) (f(z),df (x)B,>_ dre Oy 8xse Ne’ e

Como f é linear nas duas ultimas entradas, suas derivadas de ordem n > 2 dependem apenas
de derivadas de f e de sua inversa. Como observamos antes as derivadas variam de maneira tame

suave com a func¢do. Logo o operador f é tame suave.
]

3.2 Aplicando o Teorema de Nash-Moser ao Complexo de
Deformacao

Nesta secao aplicaremos o resultado de exatidao local de complexos nao-lineares apresentado ante-
riormente em 2.7, para obter condi¢oes que impliquem a estabilidade C*> de uma folheagao. Para
simplificar a exposi¢ao do resultado, condensamos as hipdteses na definicao de uma folheagao infi-
nitesimalmente estavel. Assim teremos a primeira parte do trabalho de Hamilton [8], que mostra
que as folheacoes infinitesimalmente estaveis formam uma familia de folheagoes C'*°-estaveis.
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Definicao 3.2.1. Dizemos que uma folheagao o é infinitesimalmente estdvel, se existem mapas
hr, e kr, tame lineares

dr, dr,
Qo(faayfg)%Ql(faayfg)<7Q2(‘F07V]:a)7
h}_.a h2]_-a

tais que
dfahira + thad;U =1.

Considere w € QY(F,,vz,) com dr,w = 0. Se o for infinitesimalmente estével temos dz, (hz,w) =
w, ou seja Kerdy = Imdy , donde H'(F,) = 0. Assim estabilidade infinitesimal tem rela¢do com
a forma com que o primeiro grupo de cohomologia da folheacao se anula.

Lema 3.2.2. Valem as seguintes identifica¢oes entre espagso de Fréchet: Ty, Diff(M) ~ X(M),
TUP(GI‘kM) ~ Ql(fg, I/]:U) e VTQ(U)F(]GI‘kM) ~ Qz(fg, I/]:U).

Demonstragio. Para realizar tais identificagoes relembremos a identificagdo (2.3.1) que nos des-
creve o espago tangente 7,I'(B) como I'(c*VTB).

Como Diff(M) C C*°(M, M) é um aberto, dado ¢ € Diff(M) se tem T,,Diff(M) = T,,C*>°(M, M).
Por sua vez C°(M, M) = I'(M x M) espago das se¢oes do fibrado trivial M x M, observando que
VT(M x M) =TM, temos que

Tra, DIff (M) = T(TM) = X(M).

A outra identificacao é feita de maneira functorial passando para os fibrados propriedades das
fibras. Seja V um espago vetorial, tome B € GriV entao TpGryV ~ Hom(B,V/B).
Para cada © € M, o(x) é um k—plano em T, M, assim

VT GrM, = Ty Grp T, M ~ Hom(T, Fs, vr, ).
Donde o*VTGriM ~ Hom(TF,,vr,), segue que
T,T(GryM) =~ T(oc*VTGryM) ~ Hom(TF,,vz,) ~ T(AYT*F,) @ vs,) = QYF,, vz,).

Para um fibrado vetorial o espaco tangente vertical em um ponto da se¢ao nula é naturalmente
identificado com a fibra do fibrado. Assim,

VT D(IGrM) ~ T(IGry M), = Q*(Fy, vz, ).
O

A seguir apresentaremos uma linearizacao na qual tomamos D@, — DZ, a componente vertical
da diferencial D@, outra notacdo importante é a aplicagdo mod : X(M) — T'(vz,) dada por
mod(X) = 7, o X.
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Lema 3.2.3. Para o complexo de deformacao de uma folheacao F, vale a seguinte linearizacao
em Idy:

DPrq,,

T}q,, Diff(M) T,T(Gr, M) 222222 1(1Gr, M),
1 modr, 0 dr, 1 1 dr, 2 1
%(M) Q (FU,VJ:U) Q (,Fg,l/]:a) Q (fJ,V]:o)

Demonstracao. Para calcular a linearizacao do complexo usaremos a representagao do problema
em termos de projetores conforme as equivaléncias trabalhadas na secao 1.4.

Consideremos M mergulhada isometricamente em R, para algum N suficientemente grande,
tomar este mergulho isométrico é o que permite poder fazer contas com os projetores. Tomando
os campos candnicos em RY, projetando-os perpendicularmente sobre TM e depois sobre o,
obtemos Xi,..., Xy campos de vetores em o. Como as projecoes sao aplicacoes sobrejetoras
o =span{Xj,..., Xn}. Assim o projetor 7, associado a folheagdo o pode ser escrito como

2)= 3 (X,.2) X

J=1

Passemos agora as contas da linearizacio. Dado X € X(M), o fluxo ¢¥ de X define uma
curva suave « : (—¢,+¢) — Diff(M) com a(t) = ¢, a(0) = Idy e o/(0) = X. Sabemos que
DPyy,,(X) € QY (F,,vz,). Tomando Y € o, segue que:

DP.(X)Y = m(jt (Poa(t))Y>
= 7r, jt Zl<Xj,a(t)I1Y>Oé(t)*Xj)
= (X <Xj, jt lo (goXt)*Y> X;+(X;,Y) jt lo (wf)*Xj)
= 7, iv:(X LXY>XJ+<XJ'7Y>L—XXJ)
= 7g, ;(X XY X — (X, Y) [X,Xj])
= 75 f:(Xj,[X,Y]>Xj+X(<Xj,Y>)Xj—[X, (X;,Y) Xj])

= ’]TV]:

—[X, Y]+ fj X,Y]>+X(Xj,Y>)Xj)
= m, ([V,X]) = VJY’Y dr, X(Y)
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onde V77 é a conexdo de Bott de F,.

Tomemos nn € Hom(T'F,, vz, ) = T,['(Gry M), definamos X;(t) = X; + tn(X;). Existe € > 0 de
modo que o(t) = span{Xi(t),..., Xy(t)} € ['(GrpM) Vit € (—¢, €). Para realizarmos os calculos
olhemos para a curva de projetores

N
w(t): TM — TM, T(t)Z =) (X;(t),) X;(¢)

J=1

Nod
aow(t)Z = ]z::ldto<Xj(t)vZ>Xj(t)

©(0) = n.

Agora vamos calcular 4 ’0 Qomn(t),

G| 50 X500 = X0, X+ X, n(X)
d N od
G| T, 0] = 3 F 0, K0, X0 Xt
= Z((U(Xk)> (X, X5]) 4+ (X, [0(Xa), X5] + [ X n(X5)D) X + (X, [Xi, X5]) n(Xe)
= 0% XD+ 3 K 0. X1 X n() X
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= Tz, ([0(X3), X;] + [Xi, n(X5)] = n((Xe, X)) — Z_j X, [n(X3), X5] + [Xi, n(X;)]) Xi)

Tz, ([N(X2), X)) + 7o, ([Xi, n(X5)]) — n([ X5, X5])
—Vx;n(Xi) + Vx,n(X;) — n([Xi, X;])

]

Com o emprego da modelagem desenvolvida no capitulo 1 e na primeira secao desse capitulo,
podemos aplicar toda a teoria dos espacos de Fréchet tame do capitulo 2 incluindo o teorema para
a exatidao de complexos nao-lineares oriundo do teorema de Nash-Moser. Obtemos o principal
teorema deste trabalho:

Teorema 3.2.4 (Hamilton,1978). Se M é uma variedade suave compacta e F, uma folhagao em
M infinitesimalmente estavel, entao F, é C'*-estavel.

Demonstragio. Munindo M de uma métrica riemanniana, podemos identificar vz, com (TF,)*
por meio de um isomorfismo de fibrados p : vy, — (T'F,)* C TM. Deste modo, existe uma
aplicagao

perp : Q(F,, vz,) = [(vz,) — X(M),
dada por perp(n) = p on. Denotando por mod(X) := m,, o X, temos

mod : X(M) — I'(vg) = Q% F,, vx,),

com mod o perp = Idgo(z, vy )-

mod dr, dr,
:{(M) [ Qo(fm V}}) - Ql<fcra ]/]:a) - QQ(fm V]—})
perp h1 h2

(dx, omod)(perp o bk ) + h3 dr, = I.

Pelo Lema 3.2.3 podemos levantar os operadores aos espagos tangentes,

DP, VQ
T.Diff(M) T,T(Gry M) I'(IGr M),
HP. HQ.
1 mod dr, 1 dr, I
%(M) Qo<fg,l/]:0) Ql(fg,y}‘g) QQ(.;EU,V].‘U>
perp n, n,
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onde HP, e H(). sao operadores lineares tame satisfazendo DP.HP, + HQ.V Q. = Id.

O complexo de deformagao é Diff( M )-invariante e os operadores H P, e V(. satisfazem as hipé-
teses do Corolario 2.7.7. Logo, o complexo de deformagao é localmente exato em uma vizinhanca
da identidade. Mas fora observado no comeco deste capitulo, logo apds a definicdo de complexo
de deformagao que a estabilidade C* de uma folheagao é equivalente ao fato de o seu complexo
de deformacao ser localmente exato. Portanto F, é C*-estavel. n

Faremos a seguir alguns comentarios sobre as consequéncias do teorema acima, pois este fornece
uma direcao para o estudo da estabilidade de uma folheacdo. Seguindo nessa direcao Hamilton
em (8] mostra que a existéncia de métricas invariantes por holonomia juntamente com certas
estimativas tame implicam na estabilidade infinitesimal da folheacao.

Definigao 3.2.5. Uma folheacao F em uma variedade M é Hausdorff se, o espago quociente M /F
¢ Hausdorft.

Supondo que a folheagao F é Hausdorff, que as folhas de F sejam compactas e que para uma
folha genérica L tenhamos H'(L) = 0, entdo F ¢ infinitesimalmente estdvel. Este é exatamente
o conteudo do Teorema 4.3.4, no préximo capitulo daremos uma ideia da prova deste teorema.
Usando este resultado podemos construir um exemplo da folheacdo infinitesimalmente estavel.

Exemplo 3.2.6. Considere um grupo de Lie G compacto e um subgrupo K fechado com H'(K) =
0, como G/K é uma variedade Hausdorff a folheacao de G pelas classes laterais de K é Hausdorff.
Logo, pelo que foi comentado acima as classes laterais de K em G formam uma folheagao infini-
tesimalmente estavel.

Exemplo 3.2.7. A fibracdo de Hopf S® « ST — S%, fornece uma folheacao Hausdorff em S7 com
folhas S3. Daf como H'(S?) = 0, temos que esta folheagdo é infinitesimalmente estavel.
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Capitulo 4

Grupoides e Algebroides de Lie

Dedicamos este capitulo a uma pequena exposicao de alguns elementos da teoria de grupoides
e algebroides de Lie, tomando como referéncia as notas de Crainic e Fernandes [4] e o livro de
Moerdijk e Mrcun [18]. Na sequéncia apresentamos alguns resultados preliminares presentes na
tese de Marcut [16] e que sdo usados por ele para fazer uma releitura do trabalho de Hamilton.
Por questoes técnicas iremos apenas nos referenciar a esses objetos omitindo sua prova. O objetivo
principal deste capitulo é fornecer ao leitor uma ideia sobre a prova da versao global do teorema
de Reeb-Thurston. Mostrando que se uma folheacao F é Hausdorff e possui uma folha genérica
tal que H'(L) = 0 entdo JF ¢ infinitesimalmente estdvel.

4.1 Grupoides

Definicao 4.1.1. Um grupoide é um par de conjuntos G e M, mais aplicagoes:

e s,t:G — M chamadas de source e target,

u: M — G chamada de aplica¢ao unidade e denotada por u(x) = 1,,

i: G — G, denotada por i(g) = g~* e chamada de inversio

m:G Xy G — G, denotada por m(g, h) = gh é chamada de multiplicagao, onde G X, G :=

{(g9.h) : s(g) = t(h)}.
Satisfazendo os seguintes axiomas
s(1,) =t(1,) = =z,

o t(g7") =s(9).s(g7") = tg),

Lig)g = 9lsig) = 9

° g9 =1y, 979 = 1),

s(gh) = s(h),t(gh) = g, sempre que s(g) = t(h),
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e g(hk) = (gh)k, sempre que s(g) = t(h) e s(h) = t(k),

para todo z € M e g, h, k € G. Denominamos G o conjunto de setas e M o conjunto dos objetos e
usualmente denotamos um grupoide por G = M.

Algumas terminologias e propriedades de grupoides:

e G(z,y) :=s'(z) Nt~ (y) o conjunto das setas partindo de z para y.

e G(x,x) := G, chamado de grupo de isotropia em x é um grupo.

e Gz :=t(s7!(z)) chamado de 6rbita passando por .

o G(x,—) =51 x) e G(—,z) :=t"!(z) sdo chamadas de s-fibra e t-fibra respectivamente.

Dado g € G, com s(g) = z e t(g9) = y, podemos definir uma bijecdo R, : G(y,—) — G(z,—)
dada por h — hg, visto que s(h) =t(g). Onde R, é uma tentativa de se reproduzir a translacao a
direita.

Definicao 4.1.2. Um subconjunto X C M ¢é dito invariante, se este é uniao de oérbitas, isto é,

X =UGx.

Neste trabalho estaremos interessados em uma categoria de grupoides onde possamos falar de
diferenciabilidade. Tal classe é a dos grupoides de Lie.

Definicao 4.1.3. Um grupoide de Lie é um grupoide cujo conjunto de setas G e o conjunto dos
objetos M sao variedades suave, e as aplicacoes de estrutura s,t,u,7 e m sao aplicagdes suaves e
5,1 submersoes sobrejetivas.

Existem exemplos naturais de grupoides para os quais o espago de setas nao é uma variedade
Hausdorff. Porém a menos que se faca mencao do contrario, assumiremos que M é uma variedade
suave Hausdorff e que G é uma variedade suave, mas nao necessariamente Hausdorff. Assumiremos
também que as s-fibras e as t-fibras sdo Hausdorff.

Exemplo 4.1.4. Seja F uma folheacao em M. Existe um grupoide de Lie que guarda as informa-
¢oes sobre a holonomia de F, denotaremos tal grupoide por Hol(M, F). O grupoide de holonomia
Hol(M, F) = M tem como objetos os pontos de M e as setas como definiremos a seguir:

e se z,y encontram-se numa mesma folha L de F, entao as setas em Hol(M, F) partindo de z
para y sao as classes de holonomia de z para y.

e se x,y nao estao na mesma folha, entao nao existe seta entre eles.

Uma prova de que esse grupoide ¢ um grupoide de Lie pode ser encontrada no livro de Moerdijk
e Mrcun [18].

Listaremos aqui algumas propriedades de grupoides de Lie das quais omitiremos as demonstra-
¢oes, mas que decorrem da diferenciabilidade das aplicagoes e do fato de s e t serem submersoes.
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e G, é um grupo de Lie, para cada x € M.
e Gz ¢é uma variedade imersa de M.
e t:G(x,—) — Gz é um G,-fibrado principal.
Definicao 4.1.5. Um grupoide de Lie G é dito proprio se é Hausdorff e a aplicagao
(s,8): G —> M x M
g (s(9),t(9))
é propria.
Definicao 4.1.6. Dizemos que G ¢ transitivo se a aplicacao
(s,t): G —> M x M
¢ uma submersao sobrejetora.

Se um grupoide for transitivo teremos uma unica orbita Gx. Pois dado y € M podemos
encontrar g € G tal que s(g) =z e t(g9) =y, dal y € t(s7'(x)) = Gz e consequentemente Gr = M.

Definicao 4.1.7. Uma representacao de um grupoide de Lie G = M ¢é um fibrado vetorial p :
V' — M com uma acao linear de G em V, isto é, um aplicacao

pw:Gxy V=V ulg,v) =g-v € Vg,
para g, v tais que s(g) = p(v), linear em v e satisfaz os axiomas

Lyw -v=v, (gh)-v=g-(h-v).

4.2 Algebroides

Motivados pela teoria de algebras de Lie como a versao infinitesimal de um grupo de Lie, da
generalizacao dessa ideia de objeto infinitesimal surgem os algebroides de Lie. No caso cldssico a
algebra de Lie de um grupo G, se trata de uma identificacao entre os campos invariantes a direita
e 0 espago tangente na identidade T.G. Isto produz naturalmente uma estrutura de algebra de Lie
em T.G. Como em grupoides temos um elemento identidade para cada objeto, deste modo nossa
nocao de algebroide deve ser de algum modo um fibrado vetorial sobre o espago dos objetos.

Seja G = M um grupoide de Lie. Denotemos

T°G :=ker(ds) C TG
e os campos invariantes a direita por
XR(G) == {X e T(T*°G) : X3y = DRy(h) Xy, Y(h,g9) € G xn G}
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Considere A := u*T*@G fibrado vetorial sobre M, onde u é aplicagdo unidade.

u*ngLng
.
M g.

Daremos a seguir uma ideia da relacio de I'(A) com X®(G). Comegando com uma segao
a € I'(A), o campo &y, = DRy(t(g))ou(g) ¢ um campo invariante a direita. Tomando por outro
lado X € Xf(G), definimos o = X ou que claramente ¢ uma se¢io de A. Como visto, & define um
campo invariante a esquerda, resta observar que

Gy = DRy(t(g))csg) = DRg(t(g))Xlt(g> = X199 = Xy

Com isso obtemos um isomorfismo I'(A) — X#(G), com a — &. O conjunto dos campos X(G)
tem naturalmente uma estrutura de dlgebra de Lie, observando que X%(G) é uma subdlgebra de Lie
de X(G), usamos o isomorfismo acima explorado para introduzir uma estrutura de algebra de Lie
em I'(A), denotando o colchete em T'(A) por [-,-]4. Assim fica sendo valida a seguinte identidade

[O" 6].4 = [545 B]

Considere p : A — T'M o morfismo de fibrados, definido como p := dt o 4. Com todos esses
elementos temos a primeira proposigao que mostra que p nos ajuda a corrigir o colchete em I'(A),
de modo que seja valida a regra de Leibniz.

Proposigao 4.2.1. Para qualquer a, € T'(A) e f € C°(M)
[Oé, fﬁ] = f[Oé, 5] + (Ep(oc)f) B

Demonstracio. Notemos que f3 = (fo t)B Logo,

o fB] = [a. 8]
@ (f 013

= (fot)a B+ (Ls(fot)) .

Por outro lado, se g € G

L5(fot)(g) = d(fot)(g)alg)

Se g =1, = u(z) com x € M, temos

Li(fot)(le) = d(fot)(1a)dt(1z)a(ls)



donde

Portanto,

= [l Bl+ Loy ()P
e concluimos [a, fB] = flo, B] + Ly (f)B-

O]
Definig¢ao 4.2.2. Um algebroide de Lie ¢ um fibrado vetorial 7 : A — M com um colchete de
Lie [-,-] : T(A) x T'(A) — T'(A) e um morfismo de fibrados p : A — T'M tais, que vale a regra de
Leibniz

(X, fY] = FIX Y]+ p(X)(f)Y, X,V eT(A),feC™(M).

Assim, pela Proposicao 4.2.1 A = u*T°G é um algebroide de Lie, chamado o algebroide do
grupoide de Lie de G e o denotaremos por Lie(G).

Exemplo 4.2.3. O fibrado tangente T'F a uma folheacao, tem a propriedade de ser involutivo,
isto é, se X, Y € I'(T'F) entao [X,Y] € I'(T'F), ou seja, ['(T'F) é uma subalgebra de Lie da algebra
X(M). Assim TF munido do colchete de campos junto com a inclusao i : TF — TM fazem de
TF um algebroide de Lie. Como pode ser visto em Moerdijk e Mrcun [18] T'F = Lie(Hol(M, F))

Representacgoes

Definicao 4.2.4. Seja (A, |-, -], p) um algebroide de Lie sobre uma variedade M. Uma A-conexao
em um fibrado vetorial V' — M é uma aplicacao bilinear

V:T(A) xT(V) = T(V),
satisfazendo
Vixn=fVxn, Vx(fn)=fVxn+ (Lp(X)f>) n VfeC*(M) e Vnel(V).
Uma representacio de A é uma A-conexao plana, isto é,
Vixy] = VxVy = VyVy, paracada X,Y eI'(A).
Dado uma algebroide (A, [, -], p) com uma representagao (V, V) de A. Temos o complexo
QA V):=T(A*A" V),

munindo com a diferencial exterior dada pela féormula de Koszul
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dyw(Xo, -+, Xp) = D=1V, (@(Xo, o Kis o, Xp)

+ S ()X, X)X, Xy ’ij... L X,).
i<j
O operador dy ¢ linear e quando V tem curvatura zero vale que dy o dy = 0. Tomando
referenciais locais totalmente paralelos(V x,n; = 0) que existem pelo fato de a curvatura ser nula,
mostra-se que dy o dy = 0 analogamente a demonstracao do Teorema 1.5.3 para a conexao de
Bott. Assim temos um complexo (2*°(A, V), dy), que nos fornece os grupos de cohomologia de A

com coeficientes em V:
ker dg,

Imdg !
Exemplo 4.2.5. A conexao de Bott apresentada na proposicao 1.5.2 é uma T F-conexao no fibrado
normal vz. Ainda como vimos que a conexao de Bott é plana temos uma T F-representacao. Do

mesmo modo, a cohomologia de uma folheagao como foi definida, nada mais é do que a cohomologia
de T'F com coeficientes em vr.

H™(A,V)

4.3 Tame Vanishing Lema

No capitulo 3 provamos que estabilidade infinitesimal implica estabilidade de uma folheagao. Lem-
bremos que estabilidade infinitesimal ¢ a grosso modo o anulamento de modo tame de H'(F,vr),
porém nao investigamos contextos onde isso acontece. Mas o Tame Vanishing Lema nos fornece
um caminho para provar o anulamento tame de H'(F,vr). Impondo as hipéteses de que a fo-
lheacio seja Hausdorff e que H'(L) = 0 para uma folha genérica L mostra-se que Hol(M, F), TF
e vr satisfazem as hipoteses do Tame Vanishing Lema. Concluimos a secao com o Teorema de
estabilidade global de Reeb-Thurston. Todos os resultados desta secao podem ser encontrados na
tese de Marcut [16].

Teorema 4.3.1 (Tame Vanishing Lema). Seja G = M um grupoide de Lie Hausdorff com alge-
broide de Lie A e V uma representacao de G. Se as s-fibras de G sdo compactas e sua cohomologia
de de Rham zera em grau p, entao

HP(A, V) =0.
Mais que isso, existem operadores tame lineares de homotopia h, k

dy dv
Qr(A, V)
h k

(A V) QA V),

dvh + kdy = Id.

Lema 4.3.2. Uma folheacao F em uma variedade compacta e conexa M, é Hausdorff se, e somente
se o grupoide de holonomia
H(F)= M,
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¢ Hausdorff e préprio. Neste caso, a folha genérica de F é difeomorfa a qualquer s-fibra de Hol(F).

Proposicao 4.3.3. O transporte paralelo da conexao de Bott define uma representacao de Hol(F)
no fibrado normal v que integra a representacao de Bott de T'F.

Teorema 4.3.4. Seja M uma variedade compacta e F uma folheacao Hausdorff em M. Se existe
uma folha genérica L satisfazendo H'(L) = 0, entdo a folheagao F ¢ infinitesimalmente estével.

Demonstracao. Como F ¢é Hausdorff e M compacta podemos aplicar o Lema 4.3.2 que implica
Hol(F) Hausdorff, proprio e que todas suas s-fibras sdo compactas e difeomorfas a folha genérica
L. Por hipétese H'(L) = 0, e consequentemente H' de toda s-fibra se anula. O transporte
paralelo da conexdao de Bott define uma representacao de Hol(F) no fibrado normal vz, que
integra a representacao de Bott de T'F.

Assim temos um grupoide de Lie Hausdorff Hol(F) , uma representagao de Hol(F) em vz que
integra a representagao de Bott, as s— fibras de Hol(F) sdo as folhas de F que sdo compactas e
sua cohomologia de de Rham em grau 1 se anula, entdo aplicamos o teorema 4.3.1 para concluir
que H'(F,vr) = 0 e mais ainda, existem operadores h e k tame lineares satisfazendo

O(Foovr,) QN Fovr,) QP (Fouvr,)
h K

dr,h+ kdr, = 1.
Logo, F ¢ infinitesimalmente estavel. O

Chegamos a uma versao global do Teorema de Estabilidade de Reeb-Thurston.

Teorema 4.3.5 (Reeb-Thurston-Hamilton). Sejam M uma variedade compacta e F uma folheagao
Hausdorff em M. Se existe uma folha genérica L satisfazendo H'(L) = 0, entao a folheagio F é
C* estéavel.

A prova deste teorema é apenas lembrar que pelo Teorema 3.2.4 estabilidade infinitesimal
implica estabilidade C'* e observar que F ¢ infinitesimalmente estavel, pois satisfaz exatamente
as mesmas hipdéteses que o teorema anterior.
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Apéndice A
Fibrados

Defini¢ao A.0.1. Sejam G um grupo de Lie,M uma variedade e {U;} um cobertura aberta de
M. Denominaremos por cociclo de M a valores em G uma familia de funcoes 0;; : U; NU; — G
suaves satisfazendo a condigao

51]€(£L') = ]k(ﬁ) . 51(1‘) Ve e U; N Uj NU,.
Exemplo A.0.2. Considere um atlas {(U;, ¢;)} de M. Entdo 6;;(x) = D(¢; "' o ¢;)(¢i(z)) define
um cociclo em M a valores em GL(R™).

Definicao A.0.3. Uma submersao 7w : £ — M é uma fibracio localmente trivial com fibra F' se
existir uma cobertura {U;} de M e uma familia de difeomorfismos ®; : 77*(U;) — U; x F' chamadas
trivializacoes locais, tais que 7 o ®; = 7, onde 7 é a projecao na primeira coordenada de U; X F'.

Denotando ¥; = ®; !, da condicdo m; o ®; = 7 fica bem definida para x € U; uma aplicacio
Vi F— 1 (2),

onde ¢, ,(y) = ¥;(z,y), que é um difeomorfismo entre £ e 7~ *(z). Assim para cada x € U; N Uj
temos que t;, o 1y, € Diff(F).
Defini¢ao A.0.4. Uma fibracao localmente trivial 7 : £ — M com fibra F, {U;} uma cobertura
trivializante, G um grupo de Lie e p : G — Diff(F') uma acao efetiva suave de G sobre a fibra
F. Dizemos que (E, M, F,r, p) é um fibrado com grupo estrutural G se, para cada par i,j com
U;NU; # 0, existe uma aplicacdo 0,5 : U; N U; — G suave tal que p(d;;(x)) = wjj o 1; , para todo
r € U;NU;. As fungoes d;; sao chamadas fung¢oes de transicao.

Nesse caso as mudangas de coordenada ficam ¥; o W; ! (x,y) = (x, p(8;;(x))y). Como p é um
homomorfismo injetivo, segue que

(, p(di(2))y) = Ty 0 U (2, y) = (Ty 0 U)o (T 0 U3 (2, y) = (, p(851.(2)di(2))y)
implica
dir(z) = 0j(w)ds5()
para todox €e UyNU; NUp ey € F.

Um fibrado com grupo estrutural é essencialmente determinado por suas fungoes de transicao,
esse ¢ o conteudo do teorema a seguir.
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Teorema A.0.5. Sejam G um grupo de Lie, F' uma variedade, p uma agao efetiva e suave de
G em F e {6 : UyNU; = G};; um cociclo sobre uma variedade M. Entao existe um fibrado
m: E — M com fibra I, grupo estrutural G.

No caso em que a fibra possua algum tipo de estrutura adicional podemos nos restringir hé
um subgrupo dos difeomorfismos da fibra que preservam essa estrutura, este é o caso dos fibrados
principais e dos fibrados vetoriais.

Definicao A.0.6. Seja M uma variedade suave e G um grupo de Lie. Um fibrado 7 : P — M
com grupo estrutural G é um G-fibrado principal se a sua fibra é G e as fungoes de transicao sao
isomorfismos suaves de G.

Seja m : P — M um G-fibrado principal com cociclo 6;; : U; NU; — G e uma acdo p : G —
Diff(F"). Assim temos um fibrado 7 : B — M dado pela agdo p e pelo cocliclo 6;; : U; N U; — G,
tal fibrado é chamado de fibrado associado ao fibrado principal e a acao p.

Para fibrados vetoriais basta pedirmos que a a¢ao sobre as fibras seja por meio de isomorfismos
lineares. Equivalentemente a esta defini¢ao é pedir que uma fibragao localmente trivial no qual a
fibra é um espago vetorial as fung¢oes de transicao sejam isomorfismos de espagos vetoriais.

Definicao A.0.7. Um fibrado vetorial £ é um fibrado cujas as fibras sao um espaco vetorial de
dimensao finita V', com grupo estrutural GL(V') e a agao linear de GL(V') em V.
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Apéndice B
Holonomia

Consideremos M uma variedade suave com uma folheagdo F de dimensao k. Sejam v : [0,1] — F
um caminho continuo e F' uma folha de F, ¥y e ¥ se¢Oes transversais a F homeomorfas a um
disco aberto, passando por 7(0) = pg e (1) = p; respectivamente. Definiremos uma transformagao
local entre Xy e Y1 ao longo das folhas de F, sobre o caminho v levando py em p;.

Dada uma partigdo 0 = tg < -+ < tpy; = 1 de [0,1], podemos encontrar uma sequéncia
{(U;, p;)}: de cartas locais satisfazendo

e Se U;NU; # 0 entdo U; N U; esta contido numa carta local de F
e Y([ti,tiy1]) C U; paratodoi=1,---k.
Dizemos que {(U;, ;) }; é uma cadeia subordinada a .

Para cada 0 < ¢ < k + 1 fixemos uma secao transversal a F, D;, C U;_; N U; homeomorfa a
um disco aberto e passando por (t;), denotemos também Dy = ¥y e D; = ¥;. Entdo para cada
x € D, suficientemente préximo de (¢;) a placa de U; que passa por x intercepta Dy,,, num tnico
ponto f;(x). O dominio da aplicacao f; contém um disco D; C Dy, contendo y(t;). Assim fica bem
definida a aplicagao

Jy="Jfeo-0ofo

em uma vizinhanga de py € ¥y. Chamaremos f, de aplicacao de holonomia associada a . As
aplicagoes de holonomia dependem sobe o ponto de vista de germes apenas da classe de homotopia
do caminho . Definimos a seguir germes e a posterior enunciamos o teorema.

Defini¢ao B.0.1. Sejam X, Y espacos topoldgicos e x € X e V C uma vizinhanga de z. Intro-
duzimos uma relagdo de equivaléncia em C°(V)Y): f g se existe uma vizinhanca de W C V de x
tal que f|w = g|w. A classe de equivaléncia é denominada germe de f em z, denotaremos por
germ,(f) o germe de f em x.

No caso em que X =Y, o conjunto G(X, x) dos germes que deixam fixo  é um grupo com a
multiplicacdo germe a germe, isto é, germ,(f) - germ,(g) = germ,(f o g).
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Teorema B.0.2. Sejam f, e f, duas aplicagoes de holonomia, onde v e o sao caminhos tais que
7(0) = ap = po e y(1) = a(l) = p;. Se existe uma homotopia entre v ¢ a que fixa os extremos,

entdo germ,, (f,) = germ, (fo)-
Demonstragio. Ver pagina 60 em [3]. ]

Seja um [y] € 7 (F,po), temos um tnico germe germ, (f,) tal que f, é uma aplicacdo de
holonomia de 7. Assim temos bem definida uma aplicagao

hol : 7y (F, po) — G(Zo, po)
hol([]) = germ,, (f,)

A aplicagao hol é um homomorfismo de grupos, fato este que nao demonstraremos aqui.

Definicao B.0.3. O subgrupo Hol(F, py) := hol(m(F,po)) de G(F,py) é chamado grupo de holo-
nomia de F' em pg .

Dados pg,p1 € F, qualquer caminho « : [0,1] — F com «(0) = py e a(l) = p; induz um
isomorfismo

a* : Hol(F, pg) — Hol(F, py)
o (germp0 (h)) = germpl(fa 0ho fo1).

Desta maneira podemos falar do grupo e holonomia de F' e independente do ponto. Como as
secoes transversais sdo discos abertos, fica sendo equivalente G(X, z) ~ G(R™*,0), basta compor
com um homeomorfismo que leve ¥ em um disco aberto na origem.
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