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Abstract

In this work, we study the concept of stability for foliations. With this aim we use a nonlinear
complex formed by maps and manifolds in Fréchet Tame category. We apply a variation of The
Nash-Moser Inverse Function Theorem to nonlinear complex obtaining a relation between the
stability and the tame exactness of the linearized complex. Moreover, the linearized complex is
identiĄed with a piece of the complex de Rham of the foliation, i.e., we transformed the stability
study into an analysis of tameness vanishing on the cohomology group of the foliation. Thus we
describe a family of stable foliations, called inĄnitesimally stable foliations. This family gives a
direction for the study of stability of foliations.

Keywords: foliations, deformation theory, stability, Fréchet spaces, Nash-Moser Theorem.

Resumo

Neste trabalho, estudamos o conceito de estabilidade para folheações. Com este objetivo, usa-
mos um complexo não-linear formado por mapas e variedades na categoria Fréchet Tame. Aplica-
mos uma variação do Teorema da Função Inversa de Nash-Moser ao complexo não-linear obtendo
uma relação entre estabilidade e a exatidão tame do complexo linearizado. Além disso, o complexo
linearizado é identiĄcado com um trecho do complexo de Rham da folheação, ou seja, transforma-
se o estudo de estabilidade em analisar a exatidão tame de um grupo de cohomologia da folheação.
Assim descrevemos uma família de folheações estáveis, chamadas folheações inĄnitesimalmente
estáveis. Esta família dá uma direção para o estudo de estabilidade de folheações.

Palavras-chave: folheações, teoria da deformação, estabilidade, espaços de Fréchet, Teorema
de Nash-Moser.
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Introdução

Neste trabalho fazemos um estudo sobre a estabilidade de folheações regulares em variedades
compactas suaves. O conceito de estabilidade de folheações é uma generalização do que se conhece
como estabilidade estrutural para sistemas dinâmicos. Todo conceito de estabilidade envolve uma
topologia e propriedades que se preservam em um vizinhança dessa topologia. Como estamos
tratando de folheações de classe 𝐶∞ é apropriado dar ao conjunto 𝐹𝑜𝑙(𝑘,𝑀) das folheações de
dimensão 𝑘 em 𝑀 a topologia do subespaço herdada de Γ(Gr𝑘𝑀), o caso de folheações 𝐶𝑟 necessita
de uma outra abordagem como pode ser visto em [6]. A propriedade que queremos avaliar é
sobre quais aspectos podemos identiĄcar via um difeomorĄsmo duas folheações. No capítulo 1
introduzimos a noção de folheação e algumas de suas propriedades, deĄnimos os principais objetos
geométricos a serem utilizados na formulação do problema, nossas referências para esse estudo
são os livros de Camacho e Lins [2] e Candel e Colon [3]. DeĄnimos a conexão de Bott tal
como ele em [1], apresentamos a cohomologia de uma folheação ℱ usando a conexão de Bott na
construção da derivada exterior das 𝑟-formas do Ąbrado 𝑇ℱ tangente a folheação tomando valores
no Ąbrado Üℱ normal a ℱ . O complexo de cocadeias associado a cohomologia de uma folheação
é uma ferramenta importante na linearização do nosso problema, como veremos na seção 3.2 a
linearização do complexo de deformação de uma folheação é isomorfo a um trecho deste complexo.
A abordagem sobre estabilidade de folheações estudada nesse trabalho se baseia na identiĄcação
das folheações com objetos inĄnitesimais. Por exemplo, identiĄcamos folheações de dimensão 𝑘
com os subĄbrados involutivos de 𝑇𝑀 com posto igual à dimensão da folheação, por sua vez
podemos identiĄcar os subĄbrados de 𝑇𝑀 de posto 𝑘 com as seções do Ąbrado

Gr𝑘𝑀 :=
⋃︁

𝑥∈𝑀

Gr𝑘𝑇𝑥𝑀

das grassmannianas sobre 𝑀 . No contexto de seções do Ąbrado das grassmannianas deĄnimos
integrabilidade e apresentamos uma versão alternativa do teorema de Frobenius para esses objetos,
por meio da construção de certos Ąbrados vetoriais descrevemos as seções integráveis do Ąbrado
das grassmannianas como imagem inversa de uma aplicação entre espaços de seções de Ąbrados.
Existe ainda outro objeto inĄnitesimal associado à folheação, são os projetores de posto constante
de 𝑇𝑀 , onde repetimos o que foi feito para seções das grassmannianas. A noção de estabilidade
depende de um grupo de transformações que preservem determinada propriedade, no nosso caso
é o grupo dos difeomorĄsmos. Explanamos a ação por conjugação dos difeomorĄsmos sobre as
seções do Ąbrado das grassmannianas e sobre os projetores de posto constante.

O capítulo 2 é um estudo sobre os espaços de Fréchet, que correspondem a uma generalização
dos espaços de Banach e são espaços localmente convexos, completos com respeito a uma métrica
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invariante por translação. Em contraste com os espaços de Banach, a métrica não necessita provir
de uma norma. Embora a estrutura topológica de espaço Fréchet seja mais complicada do que a de
espaço Banach devido à falta de uma norma, muitos resultados importantes da análise funcional,
como o Teorema de Hahn-Banach e o Teorema da Aplicação aberta, valem ainda nesse contexto.
Isso pode se visto no livro de Jarchow [12]. O espaço de funções inĄnitamente diferenciáveis
é o exemplo mais recorrente de espaço de Fréchet. Também apresentamos algumas noções de
cálculo diferencial e integral em espaços de Fréchet, destacando a noção de diferenciabilidade que
no caso dos espaços de Fréchet é a derivada de Gâteaux. Esta noção de diferenciabilidade é
signiĄcativamente mais fraca se comparada à de um espaço de Banach. No entanto, muitos dos
teoremas familiares do cálculo ainda são válidos. A deĄnição de variedade se generaliza de modo
direto para o caso do cálculo em espaços de Fréchet. É possível deĄnir, de modo análogo ao caso
de dimensão Ąnita a noção de funções suaves entre variedades de Fréchet. Uma das justiĄcativas
na escolha da categoria de Fréchet e não a categoria de Banach, é o fato de que o grupo dos
difeomorĄsmos Diff(𝑀) não é um grupo de Lie-Banach. De fato, se um grupo 𝐺 de Lie-Banach
conexo age efetivamente e transitivamente em uma variedade compacta de dimensão Ąnita então
o grupo 𝐺 é de dimensão Ąnita, ver [19]. No nosso trabalho também utilizamos aplicações entre
espaços de funções suaves que são descritas como a composição de funções. Como pode ser visto
em [9], a composição no caso Banach deixa de ser uma aplicação suave. Introduzimos os espaço
de Fréchet tame e a categoria Fréchet tame suave, ambiente natural do teorema da função inversa
de Nash-Moser.

No capítulo 3 seguimos os passos de Hamilton em [8] construindo o complexo de deformação de
uma folheação formado por variedades e aplicações na categoria Fréchet tame suave, mostramos
que a exatidão local deste complexo modela a estabilidade da folheação. No estudo da deformação
de estruturas geométricas Hamilton utilizou técnicas do cálculo em espaços de Fréchet, o já citado
trabalho sobre folheações e [7] que trata sobre deformação de estruturas complexas são exemplos
disso. Seus resultados envolvem variações do teorema da função inversa de Nash-Moser, o que nos
leva a trabalhar na categoria dos espaços Fréchet tame. IdentiĄcamos o linearizado do complexo
de deformação com um trecho do complexo de de Rham da uma folheação. DeĄnimos estabilidade
inĄnitesimal em termos do complexo de Rham e sua cohomologia e operadores de homotopia tame.
Assim, obtemos o resultado central dessa dissertação que nos diz que estabilidade inĄnitesimal
implica estabilidade.

Ao Ąnal desse texto, no capítulo 4 fazemos uma pequena exposição de alguns elementos da teoria
de grupoides e algebroides de Lie, tomando como referência [4] e [18]. Nosso intuito é fornecer
ao leitor uma ideia sobre a prova da versão global do Teorema de Estabilidade de Reeb-Thurston
seguindo o que foi feito por Marcut em sua tese [16]. Apresentamos alguns resultados preliminares
presentes na tese de Marcut e que são usados por ele para fazer uma releitura do trabalho do
Hamilton, por questões técnicas iremos apenas nos referenciar a esses resultados omitindo suas
demonstrações.
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Capítulo 1

Folheações

Neste capítulo introduzimos a noção de folheação e algumas de suas propriedades. Estudaremos
distribuições do Ąbrado tangente como seções do Ąbrado das grassmannianas e projetores de posto
constante, bem como uma versão do teorema de Frobenius para essas formulações. Vamos deĄnir
os principais objetos a serem utilizados no capítulo 3 na formulação do problema sobre a estabi-
lidade de uma folheação. Fixaremos notações e apresentaremos propriedades desses objetos que
utilizaremos nos próximos capítulos.

1.1 Folheações

A ideia intuitiva de folheação corresponde à decomposição de uma variedade numa união disjunta
de subvariedades conexas e imersas. No caso de folheações regulares pedimos que as subvariedades
tenham a mesma dimensão e que possamos identiĄcar uma vizinhança da variedade difeomorĄ-
camente com R𝑚⊗𝑘 × R𝑘 de modo que restrição das subvariedades a vizinhança são imagens de
seções ¶𝑐♢ × R𝑘. Nossas referências para esta sessão são os livros de Camacho e Lins Neto [2] e
Candel e Conlon [3].

DeĄnição 1.1.1. Seja 𝑀 uma variedade de dimensão 𝑚. Uma folheação ℱ de dimensão 𝑘 em 𝑀
é um atlas maximal com as seguintes propriedades:

i) Se (𝑈,𝜙) ∈ ℱ então 𝜙(𝑈) = 𝑈1 ×𝑈2 ⊆ R𝑘 ×R𝑚⊗𝑘, com 𝑈1 e 𝑈2 discos abertos de R𝑘 e R𝑚⊗𝑘

respectivamente.

ii) Se (𝑈,𝜙) e (𝑉, å) ∈ ℱ são tais que 𝑈 ∩ 𝑉 ̸= ∅ então a mudança de coordenadas å ◇ 𝜙⊗1 :
𝜙(𝑈 ∩ 𝑉 ) ⊃ å(𝑈 ∩ 𝑉 ) é da forma

å ◇ 𝜙⊗1(𝑥, 𝑦) = (ℎ1(𝑥, 𝑦), ℎ2(𝑦)).

As cartas (𝑈,𝜙) ∈ ℱ serão chamadas de cartas trivializadoras da folheação ℱ . Denotaremos o
conjunto das folheações de dimensão 𝑘 em 𝑀 por 𝐹𝑜𝑙(𝑘,𝑀).
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Seja ℱ uma folheação de dimensão 𝑘 de uma variedade suave 𝑀 . Considere (𝑈,𝜙) uma carta
local de ℱ , com 𝑈 conexo e 𝜙(𝑈) = 𝑈1 × 𝑈2. Os conjuntos da forma 𝜙⊗1(𝑈1 × ¶𝑦♢), 𝑦 ∈ 𝑈2 são
chamados placas de ℱ . Claramente placas são subvariedades de dimensão 𝑘 mergulhadas em 𝑀 .
Um caminho de placas de ℱ é uma sequência Ð1, . . . , Ð𝑠 de placas de ℱ tal que Ð𝑖 ∩Ð𝑖+1 ̸= ∅, para
cada 𝑖 = 1, . . . , 𝑠.

Dados 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑀 podemos estabelecer uma relação de equivalência pondo 𝑥 ⊕ 𝑦 se existe um
caminho de placas Ð1, . . . , Ð𝑠 com 𝑥 ∈ Ð1 e 𝑦 ∈ Ð𝑠. Chamamos as classes de equivalência dessa
relação de folhas de ℱ . A forma como deĄnimos as placas garantem que estas sejam conexas,
assim podemos usar o caminhos de placas para construir um caminho ligando os pontos da folha,
portanto as folhas são conjuntos conexos.

Teorema 1.1.2. Seja 𝑀 uma variedade folheada por uma folheação ℱ de dimensão 𝑘. Toda folha
𝐹 de ℱ possui uma estrutura de variedade, tal que os domínios das cartas locais de 𝐹 são placas
de ℱ . A aplicação inclusão 𝑖 : 𝐹 ⊃ 𝑀 é uma imersão injetiva.

Demonstração. A demonstração deste teorema pode ser encontrada em [2].

Existe uma vasta gama de exemplos de folheações, daremos aqui alguns exemplos de como
construir tais objetos.

Exemplo 1.1.3. Seja 𝑓 : 𝑀 ⊃ 𝑁 uma submersão. Para cada ponto 𝑝 ∈ 𝑀 com 𝑞 = 𝑓(𝑝), a
forma local das submersões nos fornece cartas locais (𝑈,𝜙) em 𝑀 , (𝑉, å) em 𝑁 tais que 𝑝 ∈ 𝑈, 𝑞 ∈
𝑉, 𝜙(𝑈) = 𝑈1 × 𝑈2 ⊆ R𝑚⊗𝑛 × R𝑛 e å(𝑉 ) = 𝑉2 ≥ 𝑈2 de forma que å ◇ 𝑓 ◇ 𝜙⊗1 : 𝑈1 × 𝑈2 ⊃ 𝑈2

coincide com a projeção na segunda coordenada. As cartas locais (𝑈,𝜙) deĄnem uma folheação
em 𝑀 cujas folhas são as componentes conexas das subvariedades de níveis 𝑓⊗1(𝑐), 𝑐 ∈ 𝑁 .

Exemplo 1.1.4. Seja 𝑋 ∈ X(𝑀) um campo de vetores sem singularidades. Temos uma folheação
de 𝑀 dada pelas órbitas do Ćuxo de 𝑋, para uma veriĄcação mais detalhada basta observar que
como 𝑋 não tem singularidades podemos aplicar o teorema do Ćuxo tubular a todos os pontos de
𝑀 o que nos dá o atlas de uma folheação em 𝑀 .

Exemplo 1.1.5. Uma ação suave ã : 𝐺 × 𝑀 ⊃ 𝑀 de um grupo de Lie em 𝑀 produz uma
folheação em 𝑀 , onde as folhas são as órbitas da ação. Da teoria de ações de grupos temos que
ã̄ : 𝐺/𝐺𝑥 ⊃ 𝑀 , ã̄(𝑔) = ã(𝑔, 𝑥) é uma imersão bijetora sobre a imagem 𝒪𝑥. Nessa dissertação
estamos interessados em folheações regulares, nos restringimos a ações nas quais as órbitas são
variedades imersas de mesma dimensão. Seja 𝑥 ∈ 𝑀 , tome 𝐸 ⊆ 𝑇𝑒𝐺 tal que 𝑇𝑒𝐺 = 𝐸 ⊕ 𝑇𝑒𝐺𝑥,
onde 𝐺𝑥 é o grupo de isotropia de 𝑥. Podemos tomar um mergulho 𝑓1 : 𝐵𝑘 ⊃ 𝐺 de um disco
aberto tangente a 𝐸 com 𝑓1(0) = 𝑒. Como 𝒪(𝑥) é uma variedade imersa de dimensão 𝑘, existe
uma seção transversal local dada por um mergulho 𝑓2 : 𝐵𝑚⊗𝑘 ⊃ 𝑀 com 𝑓2(0) = 𝑥. DeĄnindo Φ :
𝐵𝑘×𝐵𝑚⊗𝑘 ⊃ 𝑀 , Φ(𝑢, 𝑣) = ã(𝑓1𝑢, 𝑓2𝑣). Por construção 𝐷Φ

⧹︃⧹︃⧹︃(0,0) é sobrejetora e consequentemente
um isomorĄsmo, aplicando o teorema da função inversa obtemos um carta å : 𝑈 ⊃ 𝐵𝑘 × 𝐵𝑚⊗𝑘 e
𝑈 ∩ 𝒪𝑥 = å⊗1(𝐵𝑘 × ¶𝑥♢). Mostrando que ¶𝒪𝑥♢𝑥∈𝑀 deĄne uma folheação.

Seja ℱ uma folheação em uma variedade 𝑀 . Considere 𝑝 ∈ 𝑀 , pela forma como deĄnimos as
folhas de uma folheação existe uma única folha de 𝐹 de ℱ contendo 𝑝. O teorema 1.1.2 nos diz que
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tal folha 𝐹 é uma subvariedade imersa de 𝑀 , permitindo falar no espaço tangente à 𝐹 no ponto
𝑝, isto é, o subespaço 𝑇𝑝𝐹 ⊆ 𝑇𝑝𝑀 . Pela unicidade da folha que passa por 𝑝, Ąca bem deĄnida a
notação

𝑇𝑝ℱ := 𝑇𝑝𝐹.

Sendo 𝑇𝑝ℱ um subespaço de 𝑇𝑝𝑀 podemos falar do espaço quociente

Üℱ 𝑝 :=
𝑇𝑝𝑀

𝑇𝑝ℱ

chamaremos de espaço normal o quociente Üℱ 𝑝, se 𝑣 ∈ 𝑇𝑝𝑀 denotaremos sua classe de equivalência
por 𝑣. Temos a projeção

ÞÜℱ 𝑝 : 𝑇𝑀𝑝 ⊃ Üℱ 𝑝

𝑣 ↦⊃ 𝑣,

com ker(ÞÜℱ 𝑝) = 𝑇𝑝ℱ . Todas essas construções pontuais podem ser levadas a um nível global
tomando os conjuntos

𝑇𝑀 :=
⋃︁

𝑝∈𝑀

𝑇𝑝𝑀 , 𝑇ℱ :=
⋃︁

𝑝∈𝑀

𝑇𝑝ℱ , Üℱ :=
⋃︁

𝑝∈𝑀

Üℱ 𝑝

e uma aplicação

ÞÜℱ
: 𝑇𝑀 ⊃ Üℱ

𝑣𝑝 ↦⊃ ÞÜℱ 𝑝(𝑣𝑝).

O conjunto 𝑇𝑀 tem uma estrutura de variedade diferenciável que o faz também um Ąbrado
vetorial sobre 𝑀 , conhecido como Ąbrado tangente de 𝑀 . A proposição a seguir nos diz que 𝑇ℱ
e Üℱ também são Ąbrados vetoriais sobre 𝑀 , com isso os denominaremos 𝑇ℱ fibrado tangente à
folheação e 𝑇ℱ fibrado normal à folheação.

Proposição 1.1.6. Dada ℱ uma folheação de dimensão 𝑘 em 𝑀 uma variedade suave. Os con-
juntos 𝑇ℱ e Üℱ são Ąbrados vetoriais sobre 𝑀 de posto 𝑘 e 𝑚 ⊗ 𝑘 respectivamente. Mais ainda,
a aplicação ÞÜℱ

: 𝑇𝑀 ⊃ Üℱ é um morĄsmo de Ąbrados e ker(ÞÜℱ
) = 𝑇ℱ é um subĄbrado de 𝑇𝑀 .

Demonstração. Dada uma carta (𝑈,𝜙) trivializadora da folheação, com 𝜙(𝑈) = 𝑈1 × 𝑈2 ⊆ R𝑘 ×
R𝑚⊗𝑘. Podemos deĄnir uma carta

Φ : Þ⊗1
𝑇ℱ(𝑈) ⊃ 𝑈1 × 𝑈2 × (R𝑘 × ¶0♢)

para 𝑇ℱ , dada por Φ(𝑣𝑥) = (𝜙1(𝑥), 𝜙2(𝑥), 𝐷𝜙(𝑥)𝑣𝑥). Esta expressão Ąca bem deĄnido, pois 𝜙2

é constante ao longo da interseção das folhas de ℱ com 𝑈 . Provemos agora que este atlas induz
uma estrutura de Ąbrado vetorial em 𝑇ℱ . Dadas (𝑈𝑖, 𝜙𝑖) e (𝑈𝑗, 𝜙𝑗) ∈ ℱ cartas trivializadoras da
folheação, com 𝑈𝑖 ∩ 𝑈𝑗 ̸= ∅, temos
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Þ⊗1
𝑇ℱ(𝑈𝑖 ∩ 𝑈𝑗)

++
Φ𝑖(𝑈𝑖 ∩ 𝑈𝑗) = 𝜙𝑖(𝑈𝑖 ∩ 𝑈𝑗) × (R𝑘 × ¶0♢)

(𝜙j◇𝜙⊗1
i
,𝐷(𝜙j◇𝜙⊗1

i
))

//

33

Φ𝑗(𝑈𝑖 ∩ 𝑈𝑗) = 𝜙𝑗(𝑈𝑖 ∩ 𝑈𝑗) × (R𝑘 × ¶0♢),

onde 𝜙𝑖 ◇ 𝜙⊗1
𝑗 (𝑥, 𝑦) = (𝑓𝑖𝑗(𝑥, 𝑦), 𝑔𝑖𝑗(𝑦)), segue disto que

𝐷(𝜙𝑖 ◇ 𝜙⊗1
𝑗 )

⧹︃⧹︃⧹︃(𝑥,𝑦) =

⎡
⨄︀

𝜕𝑓ij(𝑥,𝑦))

𝜕𝑥

𝜕𝑓ij(𝑥,𝑦)

𝜕𝑦

0 𝜕𝑔ij(𝑦)

𝜕𝑦

⋂︀
⋀︀ .

Pela forma de blocos de 𝐷(𝜙𝑖 ◇𝜙⊗1
𝑗 )

⧹︃⧹︃⧹︃(𝑥,𝑦) é fácil de ver que sua restrição à R𝑘 ×¶0♢ é invariante
e um isomorĄsmo. Portando 𝑇ℱ é um Ąbrado vetorial. Considerando ainda (𝑈,𝜙) uma carta
trivializadora da folheação, pela observação de que 𝐷𝜙(𝑝)𝑇𝑝ℱ = R𝑘 × ¶0♢ o isomorĄsmo 𝐷𝜙(𝑝)
induz um isomorĄsmo 𝐷𝜙(𝑝) entre Üℱ 𝑝 e R𝑛⊗𝑘, cujo isomorĄsmo inverso é o isomorĄsmo 𝐷𝜙

⊗1
(𝑝)

induzido por 𝐷𝜙(𝑝). Como pode ser observado no diagrama abaixo

𝑇𝑝𝑀

Þνℱ p

��

𝐷𝜙(𝑝) // R𝑘 × R𝑛⊗𝑘

Þ2

��
𝑇p𝑀

𝑇pℱ

𝐷𝜙(𝑝) // ¶0♢ × R𝑛⊗𝑘.

Como estamos denotando Þℱ : 𝑇𝑀 ⊃ Üℱ , denotaremos a projeção Þ : Üℱ ⊃ 𝑀 apenas por
Þ. Assim, Ψ : Þ⊗1(𝑈) ⊃ 𝑈 × R𝑛⊗𝑘 com Ψ(𝑣𝑥) = (𝑥,𝐷𝜙(𝑝)𝑣𝑝). Considere duas trivializações
Ψ𝑖 : Þ⊗1(𝑈𝑖) ⊃ 𝑈𝑖 × R𝑛⊗𝑘 e Ψ𝑗 : Þ⊗1(𝑈𝑗) ⊃ 𝑈𝑗 × R𝑛⊗𝑘 com 𝑈𝑖 ∩ 𝑈𝑗 ̸= ∅, daí

Þ⊗1(𝑈𝑖 ∩ 𝑈𝑗)

++
Ψ𝑖(𝑈𝑖 ∩ 𝑈𝑗) = 𝜙𝑖(𝑈𝑖 ∩ 𝑈𝑗) × (¶0♢ × R𝑛⊗𝑘)

(︁
𝜙j◇𝜙⊗1

i
,𝐷𝜙j◇𝐷𝜙⊗1

i

)︁

//

44

Ψ𝑗(𝑈𝑖 ∩ 𝑈𝑗) = 𝜙𝑗(𝑈𝑖 ∩ 𝑈𝑗) × (¶0♢ × R𝑛⊗𝑘).

Mas é válido que 𝐷𝜙𝑗 ◇ 𝐷𝜙⊗1
𝑖 = 𝐷(𝜙𝑗 ◇ 𝜙⊗1

𝑖 ), onde 𝐷(𝜙𝑗 ◇ 𝜙⊗1
𝑖 ) denota o isomorĄsmo induzido

por 𝐷(𝜙𝑗 ◇ 𝜙⊗1
𝑖 ),

R𝑘 × R𝑛⊗𝑘
𝐷(𝜙j◇𝜙⊗1

i
)
//

Þ2

��

R𝑘 × R𝑛⊗𝑘

Þ2

��
¶0♢ × R𝑛⊗𝑘

𝐷(𝜙j◇𝜙⊗1
i

)
// ¶0♢ × R𝑛⊗𝑘,

visto que 𝐷(𝜙𝑗 ◇𝜙⊗1
𝑖 )(R𝑘 × ¶0♢) = R𝑘 × ¶0♢. Como se trata apenas de uma restrição ao subespaço

¶0♢×R𝑛⊗𝑘, se𝐷(𝜙𝑗◇𝜙⊗1
𝑖 )(𝑥) depende diferenciavelmente de 𝑥 o mesmo ocorre para𝐷(𝜙𝑗 ◇ 𝜙⊗1

𝑖 )(𝑥).
Donde as trivializações (Þ⊗1(𝑈𝑗),Ψ𝑗) tornam Üℱ um Ąbrado vetorial. Por construção ÞÜℱ

leva
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linearmente vetores de 𝑇𝑝𝑀 em Üℱ 𝑝 e kerÞÜℱ
= 𝑇ℱ . O fato que é diferenciável segue a partir das

cartas que construímos para Üℱ .

Observação 1.1.7. Denotaremos por X(ℱ) := Γ(𝑇ℱ) o espaço das seções de 𝑇ℱ e por Γ(Üℱ) as
seções de Üℱ .

1.2 Integrabilidade e folheações

O objetivo desta seção é descrever as distribuições integráveis como imagem inversa de um ponto
por uma aplicação. Para capturar as condições de integrabilidade recorreremos aos Ąbrados que
guardam essas informações. Naturalmente podemos identiĄcar campos de 𝑘⊗planos em variedades
como seções do Ąbrado

Gr𝑘𝑀 :=
⋃︁

𝑥∈𝑀

Gr𝑘𝑇𝑥𝑀

das grassmaniannas sobre 𝑀 .

Proposição 1.2.1. O conjunto Gr𝑘𝑀 possui uma estrutura diferenciável que torna a projeção

ÞGrk𝑀
: Gr𝑘𝑀 ⊃ 𝑀

um Ąbrado sobre 𝑀 , com Ąbra Gr𝑘(R𝑚).

Demonstração. Dado um isomorĄsmo 𝑇 : 𝑉 ⊃ 𝑊 entre espaços vetorias de dimensão Ąnita,
podemos induzir uma aplicação ̂︀𝑇 : Gr𝑘(𝑉 ) ⊃ Gr𝑘(𝑊 ) associando a cada subespaço 𝐵 ∈ Gr𝑘(𝑉 )
a sua imagem por 𝑇 , isto é, ̂︀𝑇 (𝐵) = 𝑇 (𝐵) e Ąca bem deĄnido pois 𝑇 (𝐵) é um subespaço de
dimensão 𝑘 de 𝑊 . A diferenciabilidade de 𝑇 é facilmente veriĄcada em coordenadas, identiĄcando
as grassmaniannas localmente como espaços de matrizes, a expressão de ̂︀𝑇 é o produto de 𝑇 pela
matriz que representa o subespaço. O mesmo se aplica para 𝑇⊗1, donde ̂︂𝑇⊗1 é diferenciável e
concluímos que ̂︀𝑇 é um difeomorĄsmo.

Considere (𝑈, ã) uma carta de 𝑀 , usando a notação introduzida acima deĄnimos

Φ : Þ⊗1

Grk𝑀
(𝑈) ⊃ 𝑈 × Gr𝑘(R𝑚), Φ(𝐵𝑥) = (𝑥,𝐷ã(𝑥)(𝐵𝑥)).

Suponhamos que (𝑈𝑖, ã𝑖) e (𝑈𝑗, ã𝑗) duas cartas de 𝑀 com 𝑈 ∩ 𝑉 ̸= ∅,

Þ⊗1(𝑈𝑖 ∩ 𝑈𝑗)

))
𝑈𝑖 ∩ 𝑈𝑗 × Gr𝑘(R𝑚)

(︁
𝐼𝑑Ui∩Uj

,̂︂𝐷ãj◇ ̂
𝐷ã⊗1

i

)︁

//

55

𝑈𝑖 ∩ 𝑈𝑗 × Gr𝑘(R𝑚)

.

Observando que 𝐷(ã𝑗 ◇ ã⊗1
𝑖 ) = 𝐷ã𝑗𝐷ã

⊗1 implica ̂𝐷(ã𝑗 ◇ ã⊗1
𝑖 ) = ̂︂𝐷ã𝑗 ◇ 𝐷ã⊗1

𝑖 , concluímos que
̂︂𝐷ã𝑗 ◇ 𝐷ã⊗1

𝑖 é um difeomorĄsmo. Logo, as trivializações (Þ⊗1(𝑈𝑗),Φ𝑗) dão uma estrutura de
Ąbrado para Gr𝑘𝑀 .
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O espaço das seções do Ąbrado ÞGrk𝑀
: Gr𝑘𝑀 ⊃ 𝑀 é denotado por

Γ(Gr𝑘𝑀) := ¶à ∈ 𝐶∞(𝑀,Gr𝑘𝑀) : Þ ◇ à = 𝐼𝑑𝑀♢.

DeĄnição 1.2.2. Dada à ∈ Γ(Gr𝑘𝑀), uma subvariedade 𝐹 de dimensão 𝑘 de 𝑀 é dita uma
variedade integral de à se 𝑇𝑝𝐹 = à(𝑝), para cada 𝑝 ∈ 𝐹 . Diremos que 𝐹 é uma variedade integral
maximal se 𝐹 for conexa e se 𝐹 ∩ 𝐹0 ̸= ∅ para uma outra variedade integral 𝐹0, então 𝐹0 ⊆ 𝐹 .

DeĄnição 1.2.3. Uma seção à ∈ Γ(Gr𝑘𝑀) é chamada de completamente integrável se o conjunto
das suas variedades integrais maximais coincide com o conjunto das folhas de alguma folheação
em 𝑀 .

Se começarmos com uma folheação ℱ de dimensão 𝑘 em 𝑀 , a esta temos associada uma seção
à ∈ Γ(Gr𝑘𝑀). Tomando em cada ponto 𝑝 ∈ 𝑀 o subespaço 𝑇𝑝ℱ ⊆ 𝑇𝑝𝑀 , ou seja, à(𝑝) = 𝑇𝑝ℱ .
Seja (𝑈, ã) uma carta da folheação ℱ , com 𝑝 ∈ 𝑈 . Sabemos que ã : 𝑈 ⊃ 𝑈1 × 𝑈2 ⊆ R𝑘 × R𝑚⊗𝑘,
denotando ã(𝑥) = (𝑓(𝑥), 𝑔(𝑥)) e considere Φ : Þ⊗1(𝑈) ⊃ 𝑈 × Gr𝑘(R𝑚) uma trivialização de Gr𝑘𝑀
sobre 𝑈 . Temos

à♣𝑈 : 𝑈 ⊃ Þ⊗1(𝑈)

à♣𝑈(𝑥) = Φ⊗1(𝑥,𝐷𝑓(𝑥)𝑇𝑥𝑀),

usando as propriedades do atlas da folheação mostra-se que à é uma seção suave de Gr𝑘𝑀 , tal
seção é denominada tangente à folheação.

Como no caso de subĄbrados involutivos de 𝑇𝑀 podemos falar sobre seções involutivas do
Ąbrado Gr𝑘𝑀 . O interesse nas seções involutivas de Gr𝑘𝑀 se encontra no teorema de Frobenius
que nos garante a existência de uma folheação que integra a seção. Seja 𝑋 ∈ X(𝑀) campo
de vetores, diremos que 𝑋 é um campo de vetores de à, se 𝑋(𝑝) ∈ à(𝑝) para cada 𝑝 em 𝑀 .
Denotaremos os campos de vetores de à por X(à) := Γ(à), vendo à como um subĄbrado vetorial
de 𝑇𝑀 .

DeĄnição 1.2.4. Uma seção à ∈ Γ(Gr𝑘𝑀), à é dita involutiva se para cada par 𝑋, 𝑌 ∈ X(à)
tivermos [𝑋, 𝑌 ] ∈ à.

Teorema 1.2.5 (Teorema de Frobenius). Uma seção em à ∈ Γ(Gr𝑘𝑀) é completamente integrável
se e somente, se à é involutiva.

Demonstração. Este teorema se trata de uma versão do Teorema de Frobenius convencional que
pode ser encontrado na página 37 de [3]. A demonstração desta versão Ąca clara quando observamos
a relação entre seções de Gr𝑘𝑀 e subĄbrados de 𝑇𝑀 .

Observação 1.2.6. A partir deste ponto quando nos referirmos a uma folheação estaremos tam-
bém pensando na seção de Gr𝑘𝑀 a ela associada, muitas vezes não fazendo distinção entre tais
objetos. Dada uma seção à ∈ Γ(Gr𝑘𝑀) completamente integrável denotaremos a folheação cor-
respondente à esta por ℱà.
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Considere à ∈ Γ(Gr𝑘𝑀) não necessariamente completamente integrável, de modo análogo
ao feito na proposição 1.1.6 temos o Ąbrado normal 𝑇𝑀/à dado ponto a ponto por 𝑇𝑝𝑀/à(𝑝).
Podemos expressar a integrabilidade de uma seção à olhando para aplicação

𝑄(à) : X(à) × X(à) ⊃ Γ(𝑇𝑀/à)

𝑄(à)(𝑋, 𝑌 ) = [𝑋, 𝑌 ].

Pois, o teorema acima nos diz que à é integrável se, e somente se para qualquer par de campo de
vetores 𝑋, 𝑌 ∈ X(à) então [𝑋, 𝑌 ] ∈ à. Deste modo, a classe de equivalência [𝑋, 𝑌 ] de [𝑋, 𝑌 ] no
Ąbrado normal 𝑇𝑀/à é nula se à é integrável, donde 𝑄(à) ⊕ 0 se à é integrável. A aplicação 𝑄(à)
na verdade é um tensor, isto é, 𝑄(à) ∈ Ω2(à, 𝑇𝑀/à) = Γ(Λ2à* ·𝑇𝑀/à). De fato, se 𝑋, 𝑌 ∈ X(à)
e ℎ ∈ 𝐶∞(𝑀)

𝑄(à)(𝑋, ℎ𝑌 ) = [𝑋, ℎ𝑌 ]

= ℎ[𝑋, 𝑌 ] +𝑋(ℎ)𝑌

= ℎ[𝑋, 𝑌 ]

= ℎ𝑄(à)(𝑋, 𝑌 ).

O tensor 𝑄(à) é chamado tensor de integrabilidade. Iremos agora construir o formalismo neces-
sário para descrever os tensores de integrabilidade quando variamos a seção à, vendo os como um
mapa 𝑄 entre o espaço Γ(Gr𝑘𝑀) e um outro espaço seções que iremos construir. Consideraremos
o Ąbrado vetorial sobre Gr𝑘𝑀 das formas bilineares anti-simétricas entre um subespaço e o seu
normal. Seja 𝐵𝑝 ∈ Gr𝑘𝑀 , assim 𝐵𝑝 é um subespaço do espaço vetorial 𝑇𝑝𝑀 , pode-se tomar o
espaço normal 𝑇𝑝𝑀/𝐵𝑝. Denotemos por

Λ2(𝐵𝑝)* · 𝑇𝑝𝑀/𝐵𝑝

o conjunto das formas bilineares anti-simétricas de 𝐵𝑝 tomando valores em 𝑇𝑝𝑀/𝐵𝑝, esses objetos
fazem sentido para todos os pontos 𝐵𝑝 ∈ 𝐼Gr𝑘𝑀 , assim deĄnimos o conjunto

𝐼Gr𝑘𝑀 :=
⋃︁

𝐵p∈Grk𝑀

Λ2(𝐵𝑝)* · 𝑇𝑝𝑀/𝐵𝑝.

Proposição 1.2.7. O conjunto 𝐼Gr𝑘𝑀 com a projeção Þ
𝐼Grk𝑀

: 𝐼Gr𝑘𝑀 ⊃ Gr𝑘𝑀 é um Ąbrado
vetorial com Ąbra típica Λ2(R𝑘)* · R𝑚⊗𝑘.

Demonstração. Dado 𝐵 ∈ Gr𝑘(R𝑚), considere a vizinhança 𝑈𝐵 = ¶𝑊 ∈ Gr𝑘(R𝑚) : 𝑊⊕𝐵⊥ = R𝑚♢
de 𝐵, sabemos que existe uma carta local 𝜙 : 𝑈𝐵 ⊃ Hom(𝐵,𝐵⊥) de modo que graf(𝜙(𝑊 )) = 𝑊 ,
isto é, a imagem de 𝑊 por 𝜙 corresponde a uma transformação linear que tem 𝑊 como gráĄco.
Fixadas bases 𝑒1, . . . , 𝑒𝑘 de 𝐵 e ¶𝑒𝑘+1, . . . , 𝑒𝑚♢ de 𝐵⊥ podemos identiĄcar o espaço Hom(𝐵,𝐵⊥)
com as matrizes 𝑀𝑘×𝑚⊗𝑘(R), o que nos dá uma uma carta 𝜙 : 𝑈𝐵 ⊃ 𝑀𝑘×𝑚⊗𝑘(R), denotaremos
por 𝑎𝑖𝑗(𝑊 ) := (𝜙(𝑊 ))𝑖𝑗. DeĄnimos funções suaves 𝑏𝑖 : 𝑈𝐵 ⊃ R𝑛 por,

𝑏𝑖(𝑊 ) = 𝑒𝑖 +
𝑚∑︁

𝑗=𝑘+1

𝑎𝑖𝑗(𝑊 )𝑒𝑗, se 1 ⊘ 𝑖 ⊘ 𝑘 e

𝑏𝑖(𝑊 ) = 𝑒𝑖, se 𝑘 + 1 ⊘ 𝑖 ⊘ 𝑚.
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Se aplicarmos o processo de Gram-Schmidt, obtemos funções suaves as quais denotaremos também
por 𝑏𝑗, tais que se𝑊 ∈ 𝑈𝐵 então𝑊 = span¶𝑏1(𝑊 ), . . . , 𝑏𝑘(𝑊 )♢ e𝑊⊥ = span¶𝑏𝑘+1(𝑊 ), . . . , 𝑏𝑚(𝑊 )♢.

Seja 𝐵𝑝 ∈ Gr𝑘𝑀 , existe uma trivialização de Gr𝑘𝑀 , Φ : 𝑈𝐵p
⊃ 𝑈 × 𝑈𝐵 onde 𝑈𝐵 é tomado

suĄcientemente pequeno de modo que existam as funções acima mencionadas, assim obtemos mor-
Ąsmos de Ąbrados ̃︀𝑏𝑗 : 𝑈𝐵p

⊃ 𝑇𝑈 de modo que se 𝑉𝑥 ∈ 𝑈𝐵p
, então 𝑉𝑥 = span¶̃︀𝑏1(𝑉𝑥), . . . , ̃︀𝑏𝑘(𝑉𝑥)♢ e

𝑉𝑥 ⊕𝑊𝑥 = 𝑇𝑥𝑀 com 𝑊𝑥 = span¶̃︀𝑏𝑛⊗𝑘+1(𝑉𝑥), . . . , ̃︀𝑏𝑛(𝑉𝑥)♢. Podemos assim construir trivializações
locais ̃︀Φ : Þ⊗1(𝑈𝐵p

) ⊃ 𝑈 × 𝑈𝐵 × Λ(R𝑘*
,R𝑛⊗𝑘), onde

̃︀Φ(
∑︁

𝑖,𝑗,𝑙

Ð𝑖𝑗𝑙(̃︀𝑏𝑖(𝑉𝑥) ∧ ̃︀𝑏𝑗(𝑉𝑥)) · ̃︀𝑏𝑙(𝑉𝑥)) = (𝑥, Þ2 ◇ Φ(𝑉𝑥),
∑︁

𝑖,𝑗,𝑙

Ð𝑖𝑗𝑙(𝑒𝑖 ∧ 𝑒𝑗) · 𝑒𝑙).

Seja 𝐸 um espaço vetorial e 𝐴 um subconjunto 𝐴 ⊆ 𝐸, o span(𝐴) ou subespaço gerado por 𝐴
é o menor subespaço de 𝐸 que contém 𝐴.

Observação 1.2.8. A aplicação ÞGrk𝑀
◇Þ

𝐼Grk𝑀
: 𝐼Gr𝑘𝑀 ⊃ 𝑀 é uma submersão, segue da regra

da cadeia e do fato que as projeções são submersões. Por um abuso de linguagem chamaremos
a submersão 𝐼Gr𝑘𝑀 ⊃ 𝑀 de Ąbrado. Abusando da notação, sempre que citarmos o conjunto
Γ(𝐼Gr𝑘𝑀) estaremos nos referindo ao conjunto

Γ(𝐼Gr𝑘𝑀) := ¶𝑔 ∈ 𝐶∞(𝑀, 𝐼Gr𝑘𝑀) : ÞGrk𝑀
◇ Þ

𝐼Grk𝑀
◇ 𝑔 = 𝐼𝑑𝑀♢.

Considere 𝐵𝑝 ∈ Gr𝑘𝑀 , tomemos 𝑋𝑝, 𝑌𝑝 ∈ 𝐵𝑝 e campos de vetores ̃︁𝑋, ̃︀𝑌 em 𝑀 tais que
̃︁𝑋(𝑝) = 𝑋𝑝 e ̃︀𝑌 (𝑝) = 𝑌𝑝. Podemos associar a esse par de campos um terceiro campo de vetores
dado pelo colchete de Lie entre eles [̃︁𝑋, ̃︀𝑌 ], olhando para o ponto 𝑝 podemos tomar a projeção

[̃︁𝑋, ̃︀𝑌 ]𝑝 ao espaço normal. Se provarmos que esse valor independe dos campos de vetores que
tomamos como extensão teremos uma aplicação bilinear e anti-simétrica

𝑞(𝐵𝑝) : 𝐵𝑝 ×𝐵𝑝 ⊃ 𝑇𝑝𝑀/𝐵𝑝

(𝑋𝑝, 𝑌𝑝) ↦⊃ [̃︁𝑋, ̃︀𝑌 ]𝑝,

esse é o conteúdo da próxima proposição.

Proposição 1.2.9. A aplicação 𝑞 : Gr𝑘𝑀 ⊃ 𝐼Gr𝑘𝑀 dada por

𝑞(𝐵𝑝) = ¶(𝑋𝑝, 𝑌𝑝) ↦⊃ [̃︁𝑋, ̃︀𝑌 ]𝑝)♢

está bem deĄnida e é uma seção do Ąbrado vetorial 𝐼Gr𝑘𝑀 .

Demonstração. Sejam 𝑢, 𝑣 ∈ 𝐵𝑝, podemos tomar campos 𝑈, 𝑉 ∈ X(𝑀) de modo que 𝑈(𝑝) = 𝑢
e 𝑉 (𝑝) = 𝑣. Em coordenadas locais podemos escrever 𝑈 =

√︁
𝑢𝑖𝑋𝑖 e 𝑉 =

√︁
𝑣𝑖𝑋𝑖, onde 𝑋𝑖 são

campos de vetores linearmente independentes em uma vizinhança de 𝑝 e ¶𝑋1(𝑝), . . . , 𝑋𝑘(𝑝)♢ é base
para 𝐵𝑝, com isso 𝑢𝑖(𝑝) = 𝑣𝑖(𝑝) = 0 se 𝑖 > 𝑘. Assim obtemos

[𝑈, 𝑉 ] = [
∑︁

𝑖

𝑢𝑖𝑋𝑖,
∑︁

𝑗

𝑣𝑗𝑋𝑗]

=
∑︁

𝑖,𝑗

𝑢𝑖𝑣𝑗[𝑋𝑖, 𝑋𝑗] + (𝑢𝑖𝑋𝑖)(𝑣𝑗)𝑋𝑗 ⊗ (𝑣𝑗𝑋𝑗)(𝑢𝑖)𝑋𝑖
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[𝑈, 𝑉 ]𝑝 =
∑︁

𝑖,𝑗

𝑢𝑖(𝑝)𝑣𝑗(𝑝)[𝑋𝑖, 𝑋𝑗]𝑝 + 𝑢𝑖(𝑝)𝑋𝑖(𝑣𝑗)(𝑝)𝑋𝑗(𝑝) ⊗ 𝑣𝑗(𝑝)𝑋𝑗(𝑢𝑖)(𝑝)𝑋𝑖(𝑝)

=
∑︁

𝑖,𝑗

𝑢𝑖(𝑝)𝑣𝑗(𝑝)[𝑋𝑖, 𝑋𝑗]𝑝.

Como os termos 𝑢𝑖(𝑝)𝑣𝑗(𝑝)[𝑋𝑖, 𝑋𝑗]𝑝 dependem apenas dos valores de 𝑈 e 𝑉 no ponto p, a 𝑞 função
Ąca bem deĄnida e é uma seção de 𝐼Gr𝑘𝑀 como Ąbrado vetorial sobre Gr𝑘𝑀 .

Dada uma seção à ∈ Γ(Gr𝑘𝑀), deĄnimos

𝑄(à) = 𝑞 ◇ à ∈ Γ(𝐼Gr𝑘𝑀),

Ąca claro a partir da proposição acima que 𝑄(à) está bem deĄnida. Assim temos uma aplicação

𝑄 : Γ(Gr𝑘𝑀) ⊃ Γ(𝐼Gr𝑘𝑀) (1.2.1)

à ↦⊃ 𝑞 ◇ à

Segue imediatamente da deĄnição de 𝑞 : Gr𝑘𝑀 ⊃ 𝐼Gr𝑘𝑀 que à ∈ Γ(Gr𝑘𝑀) é integrável se,
e somente se 𝑄(à) = 0. Comumente ao longo do texto chamaremos a aplicação 𝑄 de operador,
mas isso não signiĄca linearidade. Mais adiante veremos que 𝑄 é a seção de um Ąbrado vetorial de
dimensão inĄnita, o que justiĄca podermos falar de 𝑄(à) = 0. Concluímos essa seção cumprindo
nosso intuito de dar uma descrição para o conjunto das folheações como imagem inversa de um
ponto por uma aplicação

Fol(𝑘,𝑀) = 𝑄⊗1(0). (1.2.2)

Essa descrição das folheações permite aplicar métodos da análise no estudo de propriedades das
folheações. Pois, mais adiante veremos que Γ(Gr𝑘𝑀) e Γ(𝐼Gr𝑘𝑀) são variedades de dimensão
inĄnita e 𝑄 um operador diferenciável entre elas. Assim, embora Fol(𝑘,𝑀) não seja a priori uma
subvariedade de Γ(Gr𝑘𝑀) a descrição como imagem inversa de uma aplicação diferenciável será
suĄciente para a nossa abordagem.

1.3 Ações dos difeomorĄsmos

A proposta desta seção é descrever de forma clara como os difeomorĄsmos da base agem sobre as
seções dos Ąbrados que estamos trabalhando.

Proposição 1.3.1. Seja 𝑀 uma variedade suave compacta. Dado 𝜙 ∈ Diff(𝑀), existem difeo-
morĄsmos 𝜙 ∈ Diff(Gr𝑘𝑀) e ^̂𝜙 ∈ Diff(𝐼Gr𝑘𝑀) tais que o diagrama abaixo comuta,

𝐼Gr𝑘𝑀
ˆ̂𝜙 //

Þ

��

𝐼Gr𝑘𝑀

Þ

��
Gr𝑘𝑀

𝜙 //

Þ

��

Gr𝑘𝑀

Þ

��
𝑀

𝜙 //𝑀.
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Mais ainda os mapas ^: Diff(𝑀) ⊃ Diff(Gr𝑘𝑀) e ^̂: Diff(𝑀) ⊃ Diff(𝐼Gr𝑘𝑀) são homomor-
Ąsmos de grupos.

Demonstração. Dado 𝐵𝑝 ∈ 𝐼Gr𝑘𝑀 deĄnimos 𝜙(𝐵𝑝) = 𝑑𝜙(𝑝)𝐵𝑝, pela deĄnição 𝜙 comuta o dia-
grama. Em coordenadas locais escrevendo 𝑓 = å ◇ 𝜙 ◇ Ý⊗1 temos,

𝑈 × Gr𝑘(R𝑚) ⊗⊃ 𝑓(𝑈) × Gr𝑘(R𝑚)

(𝑥,𝐵) ↦⊗⊃ (𝑓(𝑥), 𝑑𝑓(𝑥)𝐵)

como a ação de 𝐺𝑙(R,𝑚) em Gr𝑘(R𝑚) é suave, temos que aplicação acima é suave.
Considere æ𝐵p

∈ Λ2(𝐵𝑝)* · 𝑇𝑝𝑀/𝐵𝑝 e 𝑢, 𝑣 ∈ 𝐵𝑝, deĄnimos

^̂𝜙(æ𝐵p
)(𝑢, 𝑣) = 𝑑𝜙(𝑝)æ𝐵p

(𝑑𝜙⊗1(𝜙(𝑝))𝑢, 𝑑𝜙⊗1(𝜙(𝑝))𝑣).

Novamente o fato de ^̂𝜙 fazer com que os dois diagramas comutem segue de sua deĄnição. Em
coordenadas locais a aplicação é da forma

𝑈 ×𝑊 × Λ2(R𝑘*
,R𝑚⊗𝑘) ⊗⊃ 𝑓(𝑈) × 𝑓(𝑊 ) × Λ2(R𝑘*

,R𝑚⊗𝑘)

(𝑥,𝐵,
∑︁

𝑐𝑖𝑗𝑠𝑒
𝑖 ∧ 𝑒𝑗 · 𝑒𝑠) ↦⊗⊃ (𝑓(𝑥), 𝑑𝑓(𝑥)𝐵,

∑︁
𝑐𝑖𝑗𝑠

𝜕𝑓⊗1
𝑖

𝜕𝑥Ð

𝜕𝑓⊗1
𝑗

𝜕𝑥Ñ

𝜕𝑓Ö
𝜕𝑥𝑠

𝑒Ð ∧ 𝑒Ñ · 𝑒Ö)

o que mostra que ^̂𝜙 é suave. Mostremos que o mapa ^ é um homomorĄsmo de grupos,

𝜙 ◇ å(𝐵𝑝) = 𝑑(𝜙 ◇ å)(𝑝)𝐵𝑝

= 𝑑𝜙(å(𝑝))𝑑å(𝑝)𝐵𝑝

= 𝜙 ◇ å̂(𝐵𝑝).

Logo ^: Diff(𝑀) ⊃ Diff(Gr𝑘𝑀) é um homomorĄsmo de grupo. Analogamente fazendo as
contas ponto a ponto, se mostra que ^̂: Diff(𝑀) ⊃ Diff (𝐼Gr𝑘𝑀) também é um homomorĄsmo
de grupos.

Dada à ∈ Γ(Gr𝑘𝑀) deĄnimos
𝜙*à = 𝜙 ◇ à ◇ 𝜙⊗1, (1.3.1)

assim temos que
* : Diff(𝑀) × Γ(Gr𝑘𝑀) ⊃ Γ(Gr𝑘𝑀)

é uma ação. Temos uma ação também denotada por * em Γ(𝐼Gr𝑘𝑀),

* : Diff(𝑀) × Γ(𝐼Gr𝑘𝑀) ⊃ Γ(𝐼Gr𝑘𝑀),

e deĄnida como:
𝜙*æ = ^̂𝜙 ◇ æ ◇ 𝜙⊗1. (1.3.2)
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Proposição 1.3.2. O mapa𝑄 : Γ(Gr𝑘𝑀) ⊃ Γ(𝐼Gr𝑘𝑀) deĄnido em (1.2.1) é Diff(𝑀)-equivariante.
Isto é, 𝑄(𝜙*à) = 𝜙*𝑄(à) para todo 𝜙 ∈ Diff(𝑀).

Demonstração. Escrevendo

𝑄(𝜙*à) = 𝑞 ◇ 𝜙*à

= 𝑞 ◇ 𝜙 ◇ à ◇ 𝜙⊗1

𝜙*𝑄(à) = ^̂𝜙 ◇𝑄(à) ◇ 𝜙⊗1

= ^̂𝜙 ◇ 𝑞 ◇ à ◇ 𝜙⊗1

vemos que o resultado Ąca provado se tivermos a seguinte igualdade ^̂𝜙 ◇ 𝑞 = 𝑞 ◇ 𝜙. De fato, sejam
𝑢 e 𝑣 ∈ 𝜙(𝐵𝑝), vamos checar a igualdade avaliando as formas no par (𝑢, 𝑣). Assim,

𝑞 ◇ 𝜙(𝐵𝑝)(𝑢, 𝑣) = 𝑞(𝜙(𝐵𝑝))(𝑢, 𝑣)

= [𝑢, 𝑣]

^̂𝜙 ◇ 𝑞(𝐵𝑝)(𝑢, 𝑣) = ^̂𝜙(𝑞(𝐵𝑝))(𝑢, 𝑣)

= 𝑑𝜙(𝑝)𝑞(𝐵𝑝)(𝑑𝜙⊗1(𝜙(𝑝))𝑢, 𝑑𝜙⊗1(𝜙(𝑝))𝑣)

= 𝜙*𝑞(𝐵𝑝)(𝜙⊗1
* 𝑢, 𝜙⊗1

* 𝑢)

= 𝜙*

(︁
[𝜙⊗1

* 𝑢, 𝜙⊗1
* 𝑣]

)︁

= [𝑢, 𝑣]

Como desejado ^̂𝜙 ◇ 𝑞 = 𝑞 ◇ 𝜙.

Corolário 1.3.3. O conjunto 𝐹𝑜𝑙(𝑀,𝑘) ⊆ Γ(Gr𝑘𝑀) é invariante pela ação de Diff(𝑀) em
Γ(Gr𝑘𝑀).

Demonstração. Pela igualdade 𝐹𝑜𝑙(𝑀,𝑘) = 𝑄⊗1(0) vista em (1.2.2) junto com a proposição acima
implicam que 𝐹𝑜𝑙(𝑀,𝑘) é invariante.

1.4 Projetores de posto constante e folheações

A cada folheação de dimensão 𝑘 podem ser associados objetos de caráter inĄnitesimal que permitem
o emprego de outras técnicas no estudo das folheações, abordaremos aqui três desses objetos:

∙ SubĄbrados vetoriais de 𝑇𝑀 de posto 𝑘. Veja a Proposição 1.1.6.

∙ Projetores de 𝑇𝑀 com posto 𝑘.

∙ Seções à : 𝑀 ⊃ Gr𝑘𝑀 . Teorema 1.2.5
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DeĄnição 1.4.1. Um homomorĄsmo 𝑓 ∈ End(𝑇𝑀) ≡ Γ(𝑇 *𝑀 · 𝑇𝑀) é dito um projetor se,
𝑓 2 = 𝑓 . Diremos que 𝑓 é de posto constante 𝑘 se posto(𝑓𝑥) = 𝑘, para cada 𝑥 ∈ 𝑀 .

O conjunto dos projetores de posto 𝑘 de um espaço vetorial 𝑉 será denotado por 𝑃𝑟𝑘(𝑉 ).
Pode-se mostrar que se 𝑉 tem dimensão Ąnita, então 𝑃𝑟𝑘(𝑉 ) é uma subvariedade de 𝑉 * · 𝑉 .
Passando-se a 𝑇 *𝑀 · 𝑇𝑀 por funtorialidade obtemos um Ąbrado Pr𝑘𝑀 ⊃ 𝑀 , cujas Ąbras são
Pr𝑘(𝑇𝑥𝑀). Uma maneira de ver isto é considerar 𝐵𝑀 o Ąbrado principal das bases de 𝑇𝑀 junto
com ação de 𝐺𝐿(R𝑚) em Pr𝑘(R𝑚) por conjugação 𝑇 ◇𝑓 ◇𝑇⊗1, 𝑓 ∈ Pr𝑘(R𝑚) e 𝑇 ∈ 𝐺𝐿(R𝑚). Assim,
Pr𝑘𝑀 é o Ąbrado associado ao Ąbrado principal 𝐵𝑀 e a ação de 𝐺𝐿(R𝑚) em Pr𝑘(R𝑚). Devido à
identiĄcação End(𝑇𝑀) ≡ Γ(𝑇 *𝑀 ·𝑇𝑀), concluímos que o conjunto dos projetores de posto 𝑘 de
𝑇𝑀 se identiĄca com Γ(Pr𝑘𝑀).

Proposição 1.4.2. Seja 𝑀 uma variedade. Então

i) Dado um projetor 𝑓 ∈ Γ(Pr𝑘𝑀), existe um subĄbrado 𝐸 de 𝑇𝑀 de posto 𝑘, tal que Im𝑓 = 𝐸.

ii) Dada uma seção à ∈ Γ(Gr𝑘𝑀), existe um único subĄbrado 𝐸 de 𝑇𝑀 de posto 𝑘, tal que

𝐸 =
⋃︁

𝑥∈𝑀

à(𝑥).

iii) Dado um subĄbrado 𝐸 de 𝑇𝑀 de posto 𝑘, existem uma seção à ∈ Γ(Gr𝑘𝑀) e um projetor
𝑓 ∈ Γ(Pr𝑘𝑀), tais que

𝐸 =
⋃︁

𝑥∈𝑀

à(𝑥) e 𝐸 = Im𝑓.

Demonstração. i) Um projetor 𝑝 de posto 𝑘 é um homomorĄsmo de Ąbrados com posto cons-
tante, assim pela proposição 6.28 página 272 em [14] o conjunto Im𝑝 é um subĄbrado de
posto 𝑘 de 𝑇𝑀 .

ii) Seja à uma seção de Gr𝑘𝑀 , temos o subconjunto 𝐸 =
⋃︁

𝑥∈𝑀

à(𝑥) de 𝑇𝑀 . Considere (𝑈,𝜙)

uma carta de 𝑀 e a trivialização local

Φ : Þ⊗1

Grk𝑀
(𝑈) ⊃ 𝑈 × Gr𝑘(R𝑚).

Tomando 𝐴 ⊆ Gr𝑘(R𝑚) suĄcientemente pequeno é possível construir funções suaves 𝑏𝑗 :
𝐴 ⊃ R𝑚 𝑗 = 1, . . . ,𝑚 tais que se 𝑊 ∈ 𝐴 então 𝑊 = span¶𝑏1(𝑊 ), . . . , 𝑏𝑘(𝑊 )♢ e 𝑊⊥ =
span¶𝑏𝑘+1(𝑊 ), . . . , 𝑏𝑚(𝑊 ), como na demonstração da Proposição 1.2.7. Podemos tomar 𝑈
suĄcientemente pequeno de modo que Þ2◇Φ◇à(𝑈) esteja contido em algum aberto de Gr𝑘(R𝑚)
no qual existem as funções 𝑏𝑗, Þ2 é a projeção na segunda coordenada de 𝑈 × Gr𝑘(R𝑚).
DeĄnindo

̃︀𝑏𝑗 : 𝑈 ⊃ 𝑇𝑀
̃︀𝑏𝑗(𝑥) = 𝐷𝜙(𝑥)𝑏𝑗 (Þ2 ◇ Φ ◇ à(𝑥))
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e

Ψ : 𝑈 × R𝑘 ⊃ Þ⊗1
𝐸 (𝑈)

Ψ(𝑥, (𝑣1, . . . , 𝑣𝑘)) =
√︁𝑘
𝑗=1 𝑣𝑗

̃︀𝑏𝑗(𝑥),

temos que Ψ é uma trivialização local para 𝐸, o fato que as funções de transição entre duas
trivializações satisfazem as propriedades para um subĄbrado vetorial segue da construção.

iii) Seja um subĄbrado 𝐸 de 𝑇𝑀 de posto 𝑘. DeĄnamos à : 𝑀 ⊃ Gr𝑘𝑀 , por à(𝑥) = 𝐸𝑥.
Chequemos que à é suave. De fato, considere 𝑈 ⊆ 𝑀 admitindo uma trivialização

Þ⊗1
𝐸 (𝑈)

ã

��

�

� i // Þ⊗1
𝑇𝑀(𝑈)

Φ
��

𝑈 × R𝑘 // 𝑈 × R𝑚,

onde i é a inclusão linear nas Ąbras de 𝐸 em 𝑇𝑀 . Podemos também considerar uma trivia-
lização

̂︀Φ : Þ⊗1

Grk𝑀
(𝑈) ⊃ 𝑈 × Gr𝑘(R𝑚),

onde ̂︀Φ(𝐵𝑝) = Þ2 ◇ Φ(𝐵𝑝), com isto, ̂︀Φ ◇ à(𝑥) = (𝑥, Þ2 ◇ Φ ◇ i ◇ ã⊗1 (¶x♢ × Rk)). Fixado 𝑥, a
aplicação Þ2 ◇ Φ ◇ i ◇ ã⊗1 (x , ≤) : Rk ⊃ Rm é linear e injetiva, como depende suavemente de 𝑥
a aplicação Þ2 ◇ Φ ◇ i ◇ã⊗1 que a cada 𝑥 ∈ 𝑈 associa o subespaço Þ2 ◇ Φ ◇ i ◇ã⊗1 (¶x♢ ×Rk) ∈
Grk(Rm) é suave. Consequentemente à é suave.

Se munirmos 𝑀 de uma métrica riemanniana, temos de maneira natural o projetor ortogonal
𝑓 associado à 𝐸, donde se conclui 𝐸 = Im𝑓 .

DeĄnição 1.4.3. Dado 𝑓 ∈ Γ(Pr𝑘𝑀), uma subvariedade 𝐹 de dimensão 𝑘 de 𝑀 é dita uma
variedade integral de 𝑓 se 𝑇𝑝𝐹 = Im𝑓𝑝, para cada 𝑝 ∈ 𝐹 . Diremos que 𝐹 é uma variedade integral
maximal se 𝐹 for conexa e se 𝐹 ∩ 𝐹0 ̸= ∅ para uma outra variedade integral 𝐹0, então 𝐹0 ⊆ 𝐹 .

DeĄnição 1.4.4. Dizemos que 𝑓 ∈ Γ(Pr𝑘𝑀) é completamente integrável se o conjunto das suas
variedades integrais maximais coincide com o conjunto das folhas de alguma folheação em 𝑀 .

Do mesmo modo que fora feito para seções do Ąbrado das grassmannianas é possível reformular
o teorema de Frobenius para os outros dois casos, desde que se deĄna a involutividade de tais
objetos. Nosso interesse é em algumas situações trocar as seções do Ąbrado das grassmannianas
por projetores de posto constante, os projetores permitem fazer contas com os operadores do nosso
problema principal, isso Ącará evidente na demonstração do Lema 3.2.3.

DeĄnição 1.4.5. Um projetor 𝑓 ∈ Γ(Pr𝑘𝑀) é dito involutivo se, para cada 𝑋, 𝑌 ∈ X(𝑀) com
𝑓(𝑋) = 𝑋 e 𝑓(𝑌 ) = 𝑌 , tivermos 𝑓([𝑋, 𝑌 ]) = [𝑋, 𝑌 ].

Teorema 1.4.6. Um projetor é completamente integrável se, e somente se é involutivo.
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Demonstração. Seja 𝑓 um projetor de posto 𝑘, como visto acima Im𝑓 é um subĄbrado de 𝑇𝑀
de posto 𝑘. O fato de 𝑓 ser involutivo implica que Im𝑓 é um subĄbrado involutivo, daí pelo
teorema de Frobenius completamente integrável. Assim existe uma folheação ℱ de 𝑀 tal que Im𝑓
é tangente a ℱ . Logo, se 𝐹 ∈ ℱ temos 𝑇𝑥𝐹 = Im𝑓𝑥 = 𝑓(𝑇𝑥𝑀) mostrando que 𝑓 é completamente
integrável.

Seja 𝑓 ∈ Γ(Pr𝑘). DeĄnamos 𝑄 : Γ(Im𝑓) × Γ(Im𝑓) ⊃ Γ(ker 𝑓) por

𝑄(𝑓)(𝑋, 𝑌 ) = [𝑋, 𝑌 ] ⊗ 𝑓([𝑋, 𝑌 ]).

Observamos que 𝑓 é integrável se, e somente se 𝑄(𝑓) ⊕ 0. Assim, se desejarmos obter informações
sobre a integrabilidade dos projetores devemos olhar para o Ąbrado vetorial 𝐼Pr𝑘𝑀 sobre Pr𝑘𝑀 ,
cuja Ąbra sobre 𝑓𝑝 é Λ2Im(𝑓𝑝)* · ker(𝑓𝑝). Considere 𝑓𝑝 ∈ Pr𝑘𝑀 , 𝑋𝑝, 𝑌𝑝 ∈ Im(𝑓𝑝) e campos de
vetores 𝑋, 𝑌 ∈ X(𝑀) com 𝑋(𝑝) = 𝑋𝑝 e 𝑌 (𝑝) = 𝑌𝑝. DeĄnimos

𝑞(𝑓𝑝)(𝑋𝑝, 𝑌𝑝) := [𝑋, 𝑌 ]𝑝 ⊗ 𝑓𝑝([𝑋, 𝑌 ]𝑝),

mostremos que 𝑞(𝑓𝑝) é bilinear. De fato, se 𝑋, 𝑌, 𝑍 são campos em X(𝑀) e ℎ ∈ 𝐶∞(𝑀) tais, que
𝑋(𝑝) = 𝑋𝑝, 𝑌 (𝑝) = 𝑌𝑝 e 𝑍(𝑝) = 𝑍𝑝 com 𝑋𝑝, 𝑌𝑝, 𝑍𝑝 ∈ Im𝑓𝑝, temos

𝑞(𝑓𝑝)(𝑋𝑝 + ℎ(𝑝)𝑍𝑝, 𝑌𝑝) = [𝑋 + ℎ𝑍, 𝑌 ]𝑝 ⊗ 𝑓𝑝([𝑋 + ℎ𝑍, 𝑌 ]𝑝)

= [𝑋, 𝑌 ]𝑝 + ℎ(𝑝)[𝑍, 𝑌 ]𝑝 ⊗ 𝑌 (ℎ)(𝑝)𝑍𝑝 ⊗ 𝑓𝑝([𝑋, 𝑌 ]𝑝 + ℎ(𝑝)[𝑍, 𝑌 ]𝑝 ⊗ 𝑌 (ℎ)(𝑝)𝑍𝑝)

= [𝑋, 𝑌 ]𝑝 ⊗ 𝑓𝑝([𝑋, 𝑌 ]𝑝) + ℎ(𝑝)([𝑍, 𝑌 ]𝑝 ⊗ 𝑓𝑝([𝑍, 𝑌 ]𝑝) + 𝑌 (ℎ)(𝑝)(𝑓𝑝(𝑍𝑝) ⊗ 𝑍𝑝)

= 𝑞(𝑓𝑝)(𝑋𝑝, 𝑌𝑝) + ℎ(𝑝)𝑞(𝑓𝑝)(𝑍𝑝, 𝑌𝑝).

As contas acima também provam que 𝑞(𝑓𝑝) não depende das extensões que tomamos para os
campos. Assim deĄnimos 𝑄 : Γ(Pr𝑘𝑀) ⊃ Γ(𝐼Pr𝑘𝑀), como 𝑄(𝑓) = 𝑓 ◇ 𝑞. Pela forma como foi
construído 𝑄 capta exatamente quando o projetor 𝑓 é integrável.

Seguindo o que foi feito para seções do Ąbrado das grassmaniannas, existem também ações do
grupo de difeomorĄsmos Diff(𝑀) sobre os conjuntos Γ(Pr𝑘𝑀) e Γ(𝐼Pr𝑘𝑀) que são equivalentes as
ações sobre seções das grassmaniannas, no sentido de que se 𝑓 e à representam o mesmo subĄbrado
o mesmo acontecerá com 𝜙*𝑓 e 𝜙*à. Dados 𝜙 ∈ Diff(𝑀), 𝑓 ∈ Γ(Pr𝑘𝑀) e æ ∈ Γ(𝐼Pr𝑘𝑀) temos

𝜙*𝑓(𝑋) = 𝜙*𝑓(𝜙⊗1
*𝑋)

𝜙*æ(𝑋, 𝑌 ) = 𝜙*æ(𝜙⊗1
*𝑋,𝜙

⊗1
*𝑌 ).

1.5 Conexão de Bott e complexo de de Rham de uma fo-
lheação

Para esta seção podemos tomar como referência o artigo de Bott [1], nesse artigo deĄne-se uma
conexão como ferramenta de estudo das classes características do Ąbrado normal Üℱ e o artigo
de Heitsch [11] sobre cohomologia de variedades folheadas. Apresentaremos a cohomologia de
uma folheação usando a conexão de Bott na construção da derivada exterior. O complexo de
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cocadeias formado pelas formas diferenciais em 𝑇ℱ tomando valores em Üℱ é uma das peças para
estudar a linearização do nosso problema, como veremos na seção 3.2 a linearização do complexo
de deformação de uma folheação é isomorfo a um trecho do complexo das formas diferenciais em
𝑇ℱ tomando valores em Üℱ .

DeĄnição 1.5.1. Seja 𝐸 um subĄbrado involutivo de 𝑇𝑀 e 𝐹 um Ąbrado vetorial sobre 𝑀 . Uma
conexão parcial segundo 𝐸 é uma aplicação ∇ : X(𝐸) × Γ(𝐹 ) ⊃ Γ(𝐹 ) satisfazendo:

∙ ∇𝑋+𝑓𝑌 Ö = ∇𝑋Ö + 𝑓∇𝑌 Ö, ∀ 𝑋, 𝑌 ∈ X(𝐸), 𝑓 ∈ 𝐶∞(𝑀) e Ö ∈ Γ(𝐹 )

∙ ∇𝑋Ö + 𝑓Ò = ∇𝑋Ö +𝑋(𝑓)Ò + 𝑓∇𝑋Ò, ∀ 𝑋 ∈ X(𝐸), 𝑓 ∈ 𝐶∞(𝑀) e Ö, Ò ∈ Γ(𝐹 ).

Se 𝑍 ∈ Γ(Üℱ), então 𝑍 = ÞÜℱ
(𝑍) para algum 𝑍 ∈ X(𝑀), onde ÞÜℱ

: 𝑇𝑀 ⊃ Üℱ é a projeção
natural sobre o Ąbrado normal. O campo 𝑍 Ąca bem deĄnido módulo elementos de 𝑇ℱ , deste
modo para 𝑋 ∈ X(ℱ) e 𝑍 ∈ Γ(Üℱ), Ąca bem deĄnido

∇ℱ
𝑋𝑍 := ÞÜℱ

([𝑋,𝑍]).

Desde que 𝑇ℱ é involutivo dados 𝑋, 𝑌 ∈ X(ℱ) temos que [𝑋, 𝑌 ] ∈ X(ℱ).

Proposição 1.5.2. A função

∇ℱ : X(ℱ) × Γ(Üℱ) ⊃ Γ(Üℱ),

dada por ∇ℱ
𝑋𝑌 = ÞÜℱ

([𝑋, 𝑌 ]) é uma conexão parcial com tensor de curvatura zero. Denominaremos
∇ℱ como a conexão de Bott da folheação ℱ .

Demonstração. A conexão está bem deĄnida, no sentido que não depende da escolha do represen-
tante da classe 𝑌 . Com efeito, tome 𝑋0 ∈ X(ℱ)

ÞÜℱ
([𝑋, 𝑌 +𝑋0]) = ÞÜℱ

([𝑋, 𝑌 ]) + ÞÜℱ
([𝑋,𝑋0])

= ÞÜℱ
([𝑋, 𝑌 ]).

Seja 𝑋, 𝑌 ∈ X(ℱ), 𝑍 ∈ Γ(Üℱ) e 𝑓 ∈ 𝐶∞(𝑀),

∇ℱ
𝑋+𝑓𝑌𝑍 = ÞÜℱ

([𝑋 + 𝑓𝑌, 𝑍])

= ÞÜℱ
([𝑋,𝑍] + 𝑓 [𝑌, 𝑍] ⊗ 𝑍(𝑓)𝑌 )

= ÞÜℱ
([𝑋,𝑍]) + 𝑓ÞÜℱ

([𝑌, 𝑍])

= ∇ℱ
𝑋𝑍 + 𝑓∇ℱ

𝑌 𝑍.

Mostremos agora que ∇ℱ é plana, isto é, que o tensor de curvatura 𝑅∇ℱ

é identicamente nulo.
Tomemos 𝑋, 𝑌 ∈ X(ℱ), 𝑍 ∈ Γ(Üℱ)
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𝑅∇ℱ

(𝑋, 𝑌 )𝑍 = ∇ℱ
𝑋∇ℱ

𝑌 𝑍 ⊗ ∇ℱ
𝑌 ∇ℱ

𝑋𝑍 ⊗ ∇ℱ
[𝑋,𝑌 ]𝑍

= ∇ℱ
𝑋 [𝑌, 𝑍] ⊗ ∇ℱ

𝑌 [𝑋,𝑍] ⊗ [[𝑋, 𝑌 ], 𝑍]

= [𝑋, [𝑌, 𝑍] ⊗ [𝑌, [𝑋,𝑍]] ⊗ [[𝑋, 𝑌 ], 𝑍]

= [𝑋, [𝑌, 𝑍] + [𝑌, [𝑍,𝑋]] + [𝑍, [𝑋, 𝑌 ]]

= 0,

onde a última igualdade seque da identidade de Jacobi para o colchete de campos de vetores.

Sobre a variedade 𝑀 temos um Ąbrado graduado

Λ∙𝑇 *ℱ · Üℱ := ⊕𝑘
𝑟=0Λ

𝑟𝑇 *ℱ · Üℱ ,

cujas seções são
Ω∙(ℱ , Üℱ) := Γ(Λ∙𝑇 *ℱ · Üℱ).

Teorema 1.5.3. O operador 𝑑∙
ℱ : Ω∙(ℱ , Üℱ) ⊃ Ω∙+1(ℱ , Üℱ) linear dado por

𝑑ℱæ(𝑋1, . . . , 𝑋𝑟+1) =
∑︁

𝑖

(⊗1)𝑖∇ℱ
𝑋i
æ(𝑋1, . . . , �̂�𝑖, ≤, 𝑋𝑟+1)

+
∑︁

𝑖<𝑗

(⊗1)𝑖+𝑗æ([𝑋𝑖, 𝑋𝑗], 𝑋1, . . . , �̂�𝑖, . . . , 𝑋𝑗, . . . , 𝑋𝑟+1),

satisfaz 𝑑2
ℱ ⊕ 0.

Demonstração. A linearidade segue a partir da deĄnição de 𝑑ℱ , já o fato que 𝑑2
ℱ = 0 vem de que

a conexão de Bott tem curvatura zero.
Tomando uma vizinhança aberta 𝑊 ⊆ 𝑀 e ℎ uma função que seja constante igual à 1 em um

aberto 𝑉 ⊆ 𝑉 ⊆ 𝑊 e que se anula fora de 𝑊 , vemos que 𝑑ℱæ♣𝑉 = 𝑑ℱ(ℎæ)♣𝑉 . Logo o operador
𝑑ℱ é local, isto é, só depende dos valores de æ em uma vizinhança aberta. Seja (𝑈,𝜙) uma carta
folheada de ℱ . Assim temos os campos coordenados ¶𝑋1, . . . , 𝑋𝑘, 𝑌1, . . . , 𝑌𝑚⊗𝑘♢, onde ¶𝑋𝑖♢ são
um referencial local para 𝑇ℱ e ¶𝑌𝑗♢ para Üℱ . Como a curvatura da conexão de Bott é nula temos
a existência de referenciais paralelos locais, em particular os campos coordenados de uma carta
folheada satisfazem essa propriedade.Com efeito,

∇ℱ
𝑋i
𝑌𝑗 = ÞÜℱ

([𝑋𝑖, 𝑌𝑗]) = 0.

Pois o colchete dos campos de coordenados é nulo. Podemos escrever

æ♣𝑈 =
∑︁

𝑗,𝐼

æ𝑗𝐼𝑑𝑥𝐼 · 𝑌𝑗,

onde a soma é sobre todos os 𝑗, 𝐼, com 1 ⊘ 𝑗 ⊘ 𝑚⊗ 𝑘 e 𝐼 = (𝑖1, . . . , 𝑖𝑟) 1 ⊘ 𝑖1 < ≤ ≤ ≤ < 𝑖𝑟 ⊘ 𝑘 e æ𝑗𝐼
funções suaves em 𝑈 . Um cálculo simples usando o fato que [𝑋𝑖, 𝑋𝑙] = 0 e que ∇ℱ

𝑋i
𝑌𝑗 = 0, mostra

que
𝑑ℱæ♣𝑈 =

∑︁

𝑗,𝐼

𝑑æ𝑗𝐼 ∧ 𝑑𝑥𝐼 · 𝑌𝑗,
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consequentemente
𝑑ℱ(𝑑ℱæ♣𝑈) =

∑︁

𝑗,𝐼

𝑑(𝑑æ𝑗𝐼 ∧ 𝑑𝑥𝐼) · 𝑌𝑗 = 0,

pois 𝑑(𝑑æ𝑗𝐼 ∧ 𝑑𝑥𝐼) = 0. Portanto 𝑑2
ℱ = 0.

De posse do operador 𝑑ℱ temos deĄnido o complexo de de Rham da folheação ℱ ,

0
𝑑ℱ // Ω0(ℱ , Üℱ)

𝑑ℱ // Ω1(ℱ , Üℱ)
𝑑ℱ // ≤ ≤ ≤

𝑑ℱ // Ω𝑘(ℱ , Üℱ)
𝑑ℱ // 0 ,

podemos assim falar dos grupos de cohomologia associados a este complexo.

DeĄnição 1.5.4. Seja 𝑀 uma variedade suave e ℱ uma folheação suave de dimensão 𝑘 em 𝑀 ,
deĄnimos os grupos de cohomologia da folheação

𝐻𝑟(ℱ) =
ker 𝑑𝑟ℱ
Im𝑑𝑟⊗1

ℱ

.
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Capítulo 2

Espaços de Fréchet e Fréchet tame

Hamilton utilizou técnicas do cálculo em espaços de Fréchet, para obter condições para a exatidão
do complexo de deformação de uma folheação, sendo a principal ferramenta o Teorema da Função
Inversa de Nash-Moser. Como referência para tal abordagem temos [7] que trata sobre deforma-
ção de estruturas complexas e o préprint [8] sobre deformação de folheações. Para tais resultados
devemos trabalhar na categoria dos espaços Fréchet tame, que são espaços de Fréchet com estru-
turas adicionais de regularização. Porém iremos contornar essas estruturas estudando os espaços
de Fréchet tame que são somando direto de espaços que possuam tais estruturas adicionais. O
presente capítulo é baseado no roteiro proposto em [9] para utilização do Teorema de Nash-Moser.
Uma justiĄcativa na escolha da categoria de Fréchet e não categoria Banach, vem do fato que o
grupo dos difeomorĄsmos Diff(𝑀) não é um grupo de Lie-Banach. De fato, por [19] se um grupo
𝐺 de Lie-Banach conexo age efetivamente e transitivamente em uma variedade de dimensão Ąnita
então o grupo 𝐺 é de dimensão Ąnita. No nosso trabalho também utilizamos operadores que são
descritos por composições de funções, como pode ser visto em [9] a composição no caso Banach
deixa de ser uma aplicação suave.

2.1 Espaços de Fréchet

Os espaços de Fréchet são uma generalização dos espaços de Banach, são espaços localmente
convexos e completos com respeito a uma métrica invariante por translação. Em contraste com
os espaços de Banach, a métrica não necessariamente provém de uma norma. Embora a estrutura
topológica de espaço Fréchet seja mais complicada do que a de espaço Banach devido à falta de
uma norma, muitos resultados importantes da análise funcional, como o Teorema Hahn-Banach e
o Teorema Aplicação Aberta, ainda se mantêm, isso pode ser visto em [12]. O espaço de funções
inĄnitamente diferenciáveis são o exemplo mais recorrente de espaço de Fréchet.
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DeĄnição 2.1.1. Uma seminorma em um espaço vetorial F é uma função real ‖≤‖ : 𝐹 ⊃ R tal
que;

i) ‖𝑥‖ ⊙ 0,∀𝑥 ∈ 𝐹

ii) ‖Ú𝑓‖ = ♣Ú♣ ‖𝑓‖ , ∀𝑓 ∈ 𝐹, Ú ∈ R

iii) ‖𝑥+ 𝑦‖ ⊘ ‖𝑥‖ + ‖𝑦‖ , ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐹

A diferença crucial entre seminormas e normas é o fato de que podem existir vetores não nulos
onde a seminorma se anula, isto é, ‖𝑥‖ = 0 com 𝑥 ̸= 0.

Sejam 𝑇Ð : 𝑋 ⊃ 𝑌Ð uma família de aplicações entre o conjunto 𝑋 e os espaços topológicos 𝑌Ð.
A topologia fraca gerada pela família ¶𝑇Ð♢ é a topologia gerada pela imagem inversa de abertos
de 𝑌Ð por meio das aplicações 𝑇Ð, ou e equivalentemente a menor topologia que torna todas às
aplicações 𝑇Ð contínuas. Podemos considerar por exemplo uma família de seminormas em um
espaço vetorial, como na deĄnição abaixo.

DeĄnição 2.1.2. Um espaço vetorial topológico é chamado de localmente convexo se sua topologia
coincide com a topologia fraca gerada por uma família de seminormas ¶‖≤‖Ð♢Ð∈𝒜.

DeĄnição 2.1.3. Um espaço de Fréchet é um espaço localmente convexo, metrizável e completo.

Exemplo 2.1.4. Seja 𝑉 ⊆ R𝑛 um aberto com fecho 𝑉 compacto. Tomemos 𝐶∞(𝑉 ), onde a
diferenciabilidade na fronteira se deĄne tomando uma extensão diferenciável da função a um aberto
𝑈 contendo 𝑉 . DeĄnimos as seminormas

‖𝑓‖𝐶n(𝑉 ) = max
𝑗⊘𝑛

sup
𝑥∈𝑉

⧸︁⧸︁⧸︁𝐷𝑗𝑓(𝑥)
⧸︁⧸︁⧸︁ .

Em verdade o espaço 𝐶𝑛(𝑉 ) com ‖≤‖𝐶n(𝑉 ) é um espaço de Banach para cada 𝑛 Ąxado. Assim
a métrica

𝑑(𝑓, 𝑔) :=
∞∑︁

𝑗=1

1
2𝑗

‖𝑓 ⊗ 𝑔‖𝐶j(𝑉 )

1 + ‖𝑓 ⊗ 𝑔‖𝐶j(𝑉 )

deĄne em 𝐶∞(𝑉 ) uma estrutura de espaço métrico completo, onde a topologia da métrica é a
mesma topologia que a gerada pelas seminormas ¶‖≤‖𝐶n(𝑉 )♢𝑛∈N. O que torna 𝐶∞(𝑉 ) um espaço
de Fréchet.

Observação 2.1.5. Seja 𝑉 um aberto de R𝑛 com fecho compacto, ao longo do texto quando nos
referirmos ao espaço 𝐶∞(𝑉 ) estaremos pensando nas funções suaves em 𝑉 que se estendem ao
fecho.

Exemplo 2.1.6. Vamos agora introduzir uma estrutura de espaço de Fréchet para 𝐶∞(𝑀) quando
𝑀 for uma variedade compacta. Tomemos duas coberturas Ąnitas 𝑉𝑖 ⊆ 𝑉𝑖 ⊆ 𝑈𝑖 de 𝑀 com 𝑈𝑖 𝑉𝑖
abertos coordenados e 𝑉𝑖 compacto. DeĄnindo

‖𝑓‖𝐶n(𝑀) = max
𝑖

⧸︁⧸︁⧸︁𝑓 ◇ å⊗1
𝑖

⧸︁⧸︁⧸︁
𝐶n(𝑉i)

,
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como no exemplo anterior as seminormas nos fornecem uma métrica completa

𝑑(𝑓, 𝑔) :=
∞∑︁

𝑗=1

1
2𝑗

‖𝑓 ⊗ 𝑔‖𝐶j(𝑀)

1 + ‖𝑓 ⊗ 𝑔‖𝐶j(𝑀)

Desta forma 𝐶∞(𝑀) é um espaço de Fréchet, outra abordagem para a construção de uma estrutura
de espaço de Fréchet para o espaço 𝐶∞(𝑀) pode ser encontrada na seção 6 do capítulo 1 de [13].

Exemplo 2.1.7. Seja 𝑀 uma variedade compacta e 𝐸 um Ąbrado vetorial sobre 𝑀 . O espaço
das seções Γ(𝐸) possui uma estrutura de espaço vetorial natural dada ponto a ponto, ou seja, se
à, á ∈ Γ(𝐸) então

(à + á)(𝑥) := à(𝑥) + á(𝑥)

(Úà)(𝑥) := Úà(𝑥) ∀Ú ∈ R

∀𝑥 ∈ 𝑀.

Considere uma cobertura aberta Ąnita de domínios coordenados ¶(𝑈𝑖, ã𝑖)♢ relativamente compactos
que admitem uma trivialização local å. Assim deĄnimos as semi-normas

‖à‖Γn(𝐸) = max
𝑖

⧸︁⧸︁⧸︁å𝑖 ◇ à ◇ ã⊗1
𝑖

⧸︁⧸︁⧸︁
𝐶n(ãi(𝑈i),Rl)

,

onde a métrica é análoga aos exemplos anteriores. Com isto, Γ(𝐸) é um espaço de Fréchet.

2.2 Cálculo em espaços de Fréchet

Nesta seção iremos expor algumas noções de cálculo diferencial e integral em espaços de Fréchet.
Devemos olhar em destaque para a noção de diferenciabilidade que no caso dos espaços de Fréchet
é a derivada de Gâteaux. Isto devido ao fato que o espaço das transformações lineares contínuas de
um espaço de Fréchet não é naturalmente um espaço de Fréchet. Esta noção de diferenciabilidade
é signiĄcativamente mais fraca se comparada à de um espaço de Banach. No entanto, muitos dos
teoremas familiares do cálculo ainda são válidos. Em particular, a regra da cadeia é verdade. Com
essa nova classe de diferenciabilidade deĄnida, terminamos a seção com a diferenciabilidade de um
operador importante no desenvolvimento da teoria das variedades de Fréchet.

DeĄnição 2.2.1. Sejam 𝐹 e 𝐸 espaços de Fréchet, 𝑈 ⊆ 𝐹 aberto e 𝑃 : 𝑈 ⊆ 𝐹 ⊃ 𝐸 uma aplicação
contínua. A derivada direcional de 𝑃 em 𝑥 ∈ 𝑈 na direção ℎ ∈ 𝐹 é deĄnida por

𝐷𝑃 (𝑥)ℎ = lim
𝑡⊃0

𝑃 (𝑥+ 𝑡ℎ) ⊗ 𝑃 (𝑥)
𝑡

,

quando tal limite existe. Dizemos que 𝑃 é continuamente diferenciável ou de classe 𝐶1 em 𝑈 se
𝐷𝑃 (𝑥)ℎ existe para todo 𝑥 ∈ 𝑈 e ℎ ∈ 𝐹 e se 𝐷𝑃 : 𝑈 × 𝐹 ⊃ 𝐸 é contínua. A aplicaçãp 𝑃 será
dita de classe 𝐶2 se for de classe 𝐶1, o limite

𝐷2𝑃 (𝑥)(ℎ, 𝑘) = lim
𝑡⊃0

𝐷𝑃 (𝑥+ 𝑡𝑘)ℎ⊗𝐷𝑃 (𝑥)ℎ
𝑡
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existir e a aplicação 𝐷2𝑃 : 𝑈 × 𝐹× ⊃ 𝐸 for contínua. De maneira análoga podemos tratar das
classes de diferenciabilidade de grau 𝑟 e 𝐶∞ em espaços de Fréchet. Diremos que uma aplicação
entre espaços de Fréchet é suave se for de classe 𝐶∞.

Exemplo 2.2.2. Toda aplicação linear contínua entre espaços de Fréchet é uma aplicação de classe
𝐶∞, segue diretamente da deĄnição.

Trataremos a seguir da integração de caminhos contínuos em espaços de Fréchet, ferramenta
muito útil na obtenção de resultados para aplicações de classe 𝐶1. Como por exemplo a linearidade
da derivada e uma versão da regra da cadeia. DeĄnindo a integração sobre caminhos lineares por
partes e depois estendendo para os caminhos contínuos.

Um caminho Ò é dito linear por partes se existir uma partição 𝑎 = 𝑡0 < ≤ ≤ ≤ < 𝑡𝑘 = 𝑏, tal
que em cada intervalo 𝑡𝑖 ⊘ 𝑡 ⊘ 𝑡𝑖+1 é da forma Ò(𝑡) = (1 + 𝑡)Ò(𝑡𝑖) + 𝑡Ò(𝑡𝑖+1). Denotaremos
por 𝐿𝑃 ([𝑎, 𝑏], 𝐹 ) o subespaço vetorial dos caminhos lineares por partes, tal subespaço é denso em
𝐶0([𝑎, 𝑏], 𝐹 ). DeĄnimos para os caminhos lineares por partes uma integral baseada na regra dos
trapézios,

√︃ 𝑏
𝑎 𝑑𝑡 : 𝐿𝑃 ([𝑎, 𝑏], 𝐹 ) ⊃ 𝐹

√︃ 𝑏
𝑎 Ò(𝑡)𝑑𝑡 :=

√︁𝑘
𝑖=1

1
2
[Ò(𝑡𝑖⊗1) + Ò(𝑡𝑖)](𝑡𝑖 ⊗ 𝑡𝑖⊗1).

O funcional acima deĄnido satisfaz as seguintes propriedades:

i)
√︃ 𝑐
𝑎 Ò(𝑡)𝑑𝑡+

√︃ 𝑏
𝑐 Ò(𝑡)𝑑𝑡 =

√︃ 𝑏
𝑎 Ò(𝑡)𝑑𝑡, para todo 𝑐 ∈ [𝑎, 𝑏],

ii) para todo funcional linear contínuo ℓ de 𝐹 , temos ℓ(
√︃ 𝑏
𝑎 Ò(𝑡))𝑑𝑡 =

√︃ 𝑏
𝑎 ℓ(Ò(𝑡))𝑑𝑡,

iii) para toda seminorma contínua ‖≤‖ : 𝐹 ⊃ R,
⧸︁⧸︁⧸︁
√︃ 𝑏
𝑎 Ò(𝑡)𝑑𝑡

⧸︁⧸︁⧸︁ ⊘
√︃ 𝑏
𝑎 ‖Ò(𝑡)‖ 𝑑𝑡.

Os itens 𝑖) e 𝑖𝑖) seguem diretamente da deĄnição, provaremos o item 𝑖𝑖𝑖). Observemos que a
função ‖Ò(𝑡)‖ é convexa em cada intervalo [𝑡𝑖⊗1, 𝑡𝑖], pois Ò é linear em cada um desses intervalos e
a seminorma satisfaz a desigualdade triangular. Para funções convexas vale a seguinte desigualdade
de Hermite-Hadamard ⧸︁⧸︁⧸︁⧸︁Ò

(︂
𝑡𝑖⊗1 + 𝑡𝑖

2

)︂⧸︁⧸︁⧸︁⧸︁ (𝑡𝑖 ⊗ 𝑡𝑖⊗1) ⊘
∫︁ 𝑡i

𝑡i⊗1

‖Ò(𝑡)‖ 𝑑𝑡.

O trabalho de Dragomir e Pearce [5] contém uma exposição sobre tais desigualdades. Usando a
desigualdade obtemos

⧸︁⧸︁⧸︁⧸︁⧸︁

∫︁ 𝑏

𝑎
Ò(𝑡)𝑑𝑡

⧸︁⧸︁⧸︁⧸︁⧸︁ ⊘
𝑘∑︁

𝑖=1

1
2

‖Ò(𝑡𝑖⊗1) + Ò(𝑡𝑖)‖ (𝑡𝑖 ⊗ 𝑡𝑖⊗1)

=
𝑘∑︁

𝑖=1

⧸︁⧸︁⧸︁⧸︁Ò(
𝑡𝑖⊗1 + 𝑡𝑖

2
)
⧸︁⧸︁⧸︁⧸︁ (𝑡𝑖 ⊗ 𝑡𝑖⊗1)

⊘
𝑘∑︁

𝑖=1

∫︁ 𝑡i

𝑡i⊗1

‖Ò(𝑡)‖ 𝑑𝑡

=
∫︁ 𝑏

𝑎
‖Ò(𝑡)‖ 𝑑𝑡.
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Uma vez deĄnida a integração para caminhos lineares por partes chegamos aos seguinte teorema:

Teorema 2.2.3. Seja 𝐹 um espaço de Fréchet . O funcional linear contínuo

∫︁ 𝑏

𝑎
𝑑𝑡 : 𝐿𝑃 ([𝑎, 𝑏], 𝐹 ) ⊃ R

se estende a um funcional linear contínuo
∫︁ 𝑏

𝑎
𝑑𝑡 : 𝐶0([𝑎, 𝑏], 𝐹 ) ⊃ R,

para o qual ainda são validas as propriedades 𝑖), 𝑖𝑖) e 𝑖𝑖𝑖). Mais ainda, se Ò é um caminho 𝐶1 em
𝐹 então

Ò(𝑏) ⊗ Ò(𝑎) =
∫︁ 𝑏

𝑎
Ò′(𝑡)𝑑𝑡.

Demonstração. Pela densidade do subespaço 𝐿𝑃 ([𝑎, 𝑏], 𝐹 ) em 𝐶0([𝑎, 𝑏], 𝐹 ), podemos estender o
funcional

√︃ 𝑏
𝑎 𝑑𝑡 a um funcional linear contínuo em 𝐶0([𝑎, 𝑏], 𝐹 ) satisfazendo as propriedades 𝑖), 𝑖𝑖), 𝑖𝑖𝑖).

Provemos agora a última aĄrmação sobre uma versão do teorema fundamental do cálculo para o
nosso funcional integral. Seja 𝑓 : 𝐹 ⊃ R um funcional linear contínuo, então 𝑓 ◇ Ò é de classe 𝐶1

e (𝑓 ◇ Ò) = 𝑓 ◇ (Ò′). Pelo teorema fundamental do cálculo para R temos

𝑓

(︃∫︁ 𝑏

𝑎
Ò′(𝑡)𝑑𝑡

⎜
=

∫︁ 𝑏

𝑎
𝑓 ◇ (Ò′)(𝑡)𝑑𝑡

=
∫︁ 𝑏

𝑎
(𝑓 ◇ Ò)′(𝑡)𝑑𝑡

= 𝑓 ◇ Ò(𝑏) ⊗ 𝑓 ◇ Ò(𝑏)

= 𝑓 (Ò(𝑏) ⊗ Ò(𝑎)) . (2.2.1)

Pode ser visto em [21] página 60 que se 𝐹 é localmente convexo então o espaço dual 𝐹 * = ¶𝑓 :
𝐹 ⊃ R; 𝑓 é linear e contínuo♢ separa pontos de 𝐹 . Logo, se

∫︁ 𝑏

𝑎
Ò′(𝑡)𝑑𝑡 ̸= Ò(𝑏) ⊗ Ò(𝑎)

existe 𝑓 ∈ 𝐹 * tal que

𝑓

(︃∫︁ 𝑏

𝑎
Ò′(𝑡)𝑑𝑡

⎜
̸= 𝑓 (Ò(𝑏) ⊗ Ò(𝑎)) .

Isto contradiz 2.2.1. Portanto,

∫︁ 𝑏

𝑎
Ò′(𝑡)𝑑𝑡 = Ò(𝑏) ⊗ Ò(𝑎).
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Proposição 2.2.4. Seja 𝑈 ⊆ 𝐹 aberto e 𝑃 : 𝑈 ⊃ 𝐸 uma aplicação de classe 𝐶1, então 𝐷𝑃 (𝑥)ℎ
é linear na variável ℎ, ∀𝑥 ∈ 𝑈 .

Demonstração. Vamos veriĄcar a multiplicação por escalar

𝐷𝑃 (𝑥)𝑐ℎ = lim
𝑡⊃0

𝑃 (𝑥+ 𝑐𝑡ℎ) ⊗ 𝑃 (𝑥)
𝑡

= 𝑐 lim
𝑡⊃0

𝑃 (𝑥+ 𝑐𝑡ℎ) ⊗ 𝑃 (𝑥)
𝑐𝑡

= 𝑐 lim
𝑢⊃0

𝑃 (𝑥+ 𝑢ℎ) ⊗ 𝑃 (𝑥)
𝑢

= 𝑐𝐷𝑃 (𝑥)ℎ.

Tome ℎ ∈ 𝐹 , 𝑥 ∈ 𝑈 e Ò(𝑡) = 𝑃 (𝑥+ 𝑡ℎ). Claramente Ò é um caminho de classe 𝐶1 com

Ò(𝑡)′ = 𝑃 (𝑥+ ℎ𝑡)′

= lim
𝑠⊃0

𝑃 (𝑥+ 𝑡ℎ+ 𝑠ℎ) ⊗ 𝑃 (𝑥+ 𝑡ℎ)
𝑠

= 𝐷𝑃 (𝑥+ 𝑡ℎ)ℎ.

Aplicando-se o Teorema 2.2.3 chegamos à igualdade
∫︁ 1

0
𝐷𝑃 (𝑥+ 𝑡ℎ)ℎ𝑑𝑡 =

∫︁ 1

0
Ò′(𝑡)𝑑𝑡

= Ò(1) ⊗ Ò(0)

= 𝑃 (𝑥+ ℎ) ⊗ 𝑃 (𝑥)

que junto com a já mostrada multiplicação por escalar, nos fornece a seguinte igualdade

𝑃 (𝑥+ 𝑡ℎ) ⊗ 𝑃 (𝑥)
𝑡

=
∫︁ 1

0
𝐷𝑃 (𝑥+ 𝑠𝑡ℎ)𝑡ℎ𝑑𝑠.

Iremos agora mostrar que

𝐷𝑃 (𝑥)(ℎ1 + ℎ2) = 𝐷𝑃 (𝑥)ℎ1 +𝐷𝑃 (𝑥)ℎ2.

Com efeito, escrevendo

𝑃 (𝑥+ 𝑡(ℎ1 + ℎ2)) ⊗ 𝑃 (𝑥) = [𝑃 (𝑥+ 𝑡(ℎ1 + ℎ2)) ⊗ 𝑃 (𝑥+ 𝑡ℎ1)] + [𝑃 (𝑥+ 𝑡ℎ1) ⊗ 𝑃 (𝑥)]

e observando que

𝑃 (𝑥+ 𝑡ℎ1) ⊗ 𝑃 (𝑥)
𝑡

=
∫︁ 1

0
𝐷𝑃 (𝑥+ 𝑠𝑡ℎ1)𝑡ℎ1𝑑𝑠

𝑃 (𝑥+ 𝑡(ℎ1 + ℎ2) ⊗ 𝑃 (𝑥+ 𝑡ℎ1)
𝑡

=
∫︁ 1

0
𝐷𝑃 (𝑥+ 𝑠𝑡(ℎ1 + ℎ2)ℎ2𝑡ℎ𝑑𝑠.
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Obtemos,

𝐷𝑃 (𝑥)(ℎ1 + ℎ2) = lim
𝑡⊃0

𝑃 (𝑥+ 𝑡(ℎ1 + ℎ2)) ⊗ 𝑃 (𝑥)
𝑡

= lim
𝑡⊃0

∫︁ 1

0
𝐷𝑃 (𝑥+ 𝑠𝑡ℎ1)𝑡ℎ1𝑑𝑠+ lim

𝑡⊃0

∫︁ 1

0
𝐷𝑃 (𝑥+ 𝑠𝑡(ℎ1 + ℎ2)ℎ2𝑡ℎ𝑑𝑠

= 𝐷𝑃 (𝑥)ℎ1 +𝐷𝑃 (𝑥)ℎ2.

A passagem do limite para dentro da integral é garantida pelo lema abaixo.

Lema 2.2.5. Sejam 𝑋 um espaço topológico, 𝐹 um espaço de Fréchet e 𝑓 : 𝑋 × [𝑎, 𝑏] ⊃ 𝐹 uma
função contínua. Então a aplicação 𝑔 : 𝑋 ⊃ 𝐹 deĄnida por

𝑔(𝑥) =
∫︁ 𝑏

𝑎
𝑓(𝑥, 𝑡)𝑑𝑡,

é contínua.

Demonstração. Seja 𝑥0 ∈ 𝑋. AĄrmamos que, para todo 𝜖 > 0 e toda seminorma de 𝐹 , existe 𝑈
vizinhança de 𝑥0 tal que

‖𝑓(𝑥, 𝑡) ⊗ 𝑓(𝑥0, 𝑡)‖ ⊘ 𝜖, ∀𝑥 ∈ 𝑈, 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏].

Supondo o contrário, existiriam 𝜖 > 0, um sistema de vizinhanças ¶𝑈Ú♢Ú de 𝑥0 e redes 𝑥Ú ∈ 𝑈Ú
e 𝑡Ú ∈ [𝑎, 𝑏] com 𝑥Ú ⊃ 𝑥0, de modo que ‖𝑓(𝑥Ú, 𝑡Ú) ⊗ 𝑓(𝑥0, 𝑡Ú)‖ > 𝜖. Como 𝑥Ú ⊃ 𝑥0 e [𝑎, 𝑏] é
compacto podemos assumir que 𝑡Ú ⊃ 𝑡0, se necessário passando se a uma subrede. Portanto,

𝜖 ⊘ lim
Ú

‖𝑓(𝑥Ú, 𝑡Ú) ⊗ 𝑓(𝑥0, 𝑡Ú)‖ = ‖𝑓(𝑥0, 𝑡0) ⊗ 𝑓(𝑥0, 𝑡0)‖ = 0,

absurdo.
Assim,

‖𝑔(𝑥) ⊗ 𝑔(𝑥0)‖ =

⧸︁⧸︁⧸︁⧸︁⧸︁

∫︁ 𝑏

𝑎
𝑓(𝑥, 𝑡)𝑑𝑡⊗

∫︁ 𝑏

𝑎
𝑓(𝑥0, 𝑡)𝑑𝑡

⧸︁⧸︁⧸︁⧸︁⧸︁

=

⧸︁⧸︁⧸︁⧸︁⧸︁

∫︁ 𝑏

𝑎
𝑓(𝑥, 𝑡) ⊗ 𝑓(𝑥0, 𝑡)𝑑𝑡

⧸︁⧸︁⧸︁⧸︁⧸︁

⊘
∫︁ 𝑏

𝑎
‖𝑓(𝑥, 𝑡) ⊗ 𝑓(𝑥0, 𝑡)‖ 𝑑𝑡

⊘ 𝜖(𝑏⊗ 𝑎),

para todo 𝑥 ∈ 𝑈 . Portanto, 𝑔 é contínua.

O cálculo direto de que uma aplicação é de classe 𝐶1, pode se mostrar um tanto quanto
custoso. Para facilitar esse trabalho apresentamos uma caracterização para aplicações de classe 𝐶1.
Utilizaremos tal caracterização em duas ocasiões, para provar a regra da cadeia e para demonstrar
que um operador de Ąbrados é suave.
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Lema 2.2.6. Seja 𝑃 : 𝑈 ⊆ 𝐹 ⊃ 𝐺 uma aplicação contínua e 𝑈 convexo. Então 𝑃 é de classe 𝐶1

se, e somente se, existe uma aplicação contínua

𝐿 : 𝑈 × 𝑈 × 𝐹 ⊃ 𝐺

(𝑥0, 𝑥1, ℎ) ↦⊃ 𝐿(𝑥0, 𝑥1)ℎ

linear na última variável, tal que 𝑃 (𝑥1) ⊗ 𝑃 (𝑥0) = 𝐿(𝑥0, 𝑥1)(𝑥1 ⊗ 𝑥0). Além disso, vale que
𝐷𝑃 (𝑥)ℎ = 𝐿(𝑥, 𝑥)ℎ.

Demonstração. Dados 𝑥0, 𝑥1 ∈ 𝑈 , tomemos o segmento 𝑥𝑡 = 𝑥0 +𝑡(𝑥1 ⊗𝑥0) ∈ 𝑈 , pois 𝑈 é convexo.
Pelo Teorema 2.2.4 a aplicação

𝐿(𝑥0, 𝑥1)ℎ =
∫︁ 1

0
𝐷𝑃 (𝑥𝑡)ℎ𝑑𝑡

é linear em ℎ. A continuidade de 𝐿 segue da Proposição 2.2.5, pois 𝐷𝑃 (𝑥𝑡)ℎ é contínua com
respeito a 𝑥0, 𝑥1 e ℎ. Como

𝑑

𝑑𝑡
𝑃 (𝑥𝑡) = 𝐷𝑃 (𝑥𝑡)(𝑥1 ⊗ 𝑥0),

aplicando o Teorema 2.2.3 temos

𝑃 (𝑥1) ⊗ 𝑃 (𝑥0) = 𝐿(𝑥0, 𝑥1)(𝑥1 ⊗ 𝑥0).

A recíproca segue da igualdade abaixo e da continuidade de 𝐿,

lim
𝑡⊃0

𝑃 (𝑥+ 𝑡ℎ) ⊗ 𝑃 (𝑥)
𝑡

= lim
𝑡⊃0

𝐿(𝑥, 𝑥+ 𝑡ℎ)ℎ

= 𝐿(𝑥, 𝑥)ℎ.

Como no cálculo clássico sobre espaços de Banach, o cálculo nos espaços de Fréchet também
possui uma versão do Teorema da regrada cadeia para aplicações de classe 𝐶1 que garante que a
composição é ainda uma aplicação de classe 𝐶1. Mais ainda, nos fornece uma expressão para a
derivada da composição em termos das derivadas das aplicações originais. Este é o conteúdo do
teorema abaixo:

Teorema 2.2.7 (Regra da Cadeia). Sejam 𝑃 : 𝑈 ⊃ 𝐹 e 𝑄 : 𝑉 ⊃ 𝐸 mapas de classe 𝐶1 entre
espaços de Fréchet cuja a composição 𝑃 ◇𝑄 está bem deĄnida. Então 𝑃 ◇𝑄 é de classe 𝐶1 e,

𝐷(𝑃 ◇𝑄)(𝑦)ℎ = 𝐷𝑃 (𝑄(𝑦))𝐷𝑄(𝑦)ℎ, ∀𝑦 ∈ 𝑈, ℎ ∈ 𝐹.

Demonstração. Como 𝐹 e 𝐸 são espaços localmente convexos podemos tomar vizinhas convexas
de 𝑦 e 𝑄(𝑦), de modo que pelo Lema 2.2.6 existam 𝐿 e 𝑀 tais que

𝑃 (𝑥1) ⊗ 𝑃 (𝑥0) = 𝐿(𝑥0, 𝑥1)(𝑥1 ⊗ 𝑥0), 𝑄(𝑦1) ⊗𝑄(𝑦0) = 𝑀(𝑦0, 𝑦1)(𝑦1 ⊗ 𝑦0).

27



DeĄnindo a função
𝑁(𝑦0, 𝑦1)ℎ = 𝐿(𝑄(𝑦0), 𝑄(𝑦1))𝑀(𝑦0, 𝑦1)ℎ.

Por construção, 𝑁 é continua e linear na variável ℎ. Fazendo 𝑥0 = 𝑄(𝑦0) e 𝑥1 = 𝑄(𝑦1), temos

𝑃 (𝑄(𝑦1)) ⊗ 𝑃 (𝑄(𝑦0)) = 𝑁(𝑦0, 𝑦1)(𝑦1 ⊗ 𝑦0).

Pela recíproca do Lema 2.2.6, 𝑃 ◇𝑄 é 𝐶1. Além disso, temos

𝐷(𝑃 ◇𝑄)(𝑦)ℎ = 𝑁(𝑦, 𝑦)ℎ

= 𝐿(𝑄(𝑦), 𝑄(𝑦))𝑀(𝑦, 𝑦)ℎ

= 𝐷𝑃 (𝑄(𝑦))𝐷𝑄(𝑦)ℎ.

Nosso intuito na próxima seção é o estudo de variedades de Fréchet. Como principal exemplo
de variedade de Fréchet temos o conjunto Γ(𝐵) das seções de um Ąbrado 𝐵 sobre uma variedade 𝑀
compacta. Usando a aplicação exponencial de uma métrica Riemanniana e vizinhanças tubulares,
é possível construir um atlas para Γ(𝐵). Porém Ąca a questão de "como mostrar que as mudanças
de coordenadas são suaves?"Obteremos uma resposta para essa pergunta no Teorema 2.3.4 usando
fortemente o resultado abaixo que permite construir operadores suaves entre espaços de seções de
Ąbrados vetoriais a partir de aplicações entre os Ąbrados.

DeĄnição 2.2.8. Sejam 𝐸 e 𝐹 Ąbrados vetoriais sobre 𝑀 uma variedade suave. Uma mapa de
fibrados é uma aplicação suave entre 𝑝 : 𝑈 ⊃ 𝐹 de uma aberto 𝑈 ⊆ 𝐸 em 𝐹 , tal que Þ𝐸 = Þ𝐹 ◇ 𝑝.
A aplicação 𝑝 não é necessariamente linear nas Ąbras.

Observação 2.2.9. Sempre que estivermos trabalhando com espaços de seções ou funções 𝑓 :
𝑀 ⊃ 𝑁 , dado um aberto 𝑈 ⊆ 𝑁 denotaremos por

̃︀𝑈 := ¶𝑔 ∈ 𝐶∞(𝑀,𝑁) : 𝑔(𝑀) ⊆ 𝑈♢.

DeĄnição 2.2.10. Dado um mapa de Ąbrados 𝑝 : 𝑈 ⊆ 𝐸 ⊃ 𝐹 entre Ąbrados, temos naturalmente
uma aplicação

𝑃 : ̃︀𝑈 ⊆ Γ(𝐸) ⊃ Γ(𝐹 )

dada por 𝑃 (à) = 𝑝 ◇ à. Denominaremos tal aplicação como operador de fibrado.

Teorema 2.2.11. Sejam 𝐸 e 𝐹 dois Ąbrados vetoriais sobre 𝑀 . Considere 𝑈 ⊆ 𝐸 aberto e
𝑝 : 𝑈 ⊃ 𝐹 um mapa de Ąbrados. Então o operador de Ąbrados

𝑃 : ̃︀𝑈 ⊆ Γ(𝐸) ⊃ Γ(𝐹 ),

é uma aplicação suave entre espaços de Fréchet.
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Demonstração. Iremos mostrar que 𝑃 é de classe 𝐶1, fazendo uso do Lema 2.2.6. Para tanto
iremos construir uma aplicação contínua 𝐿 : ̃︀𝑈 × ̃︀𝑈 × Γ(𝐸) ⊃ Γ(𝐹 ) que satisfaça 𝑃 (Ò) ⊗ 𝑃 (à) =
𝐿(à, Ò)(Ò⊗à), tal construção é feita primeiro localmente em 𝑀 e depois utilizamos um argumento
de partição da unidade para deĄni-la globalmente.

Seja 𝑦0 ∈ 𝑀 , existe uma vizinhança 𝑉𝑦0 de 𝑦0 e trivializações Φ : Þ⊗1
𝐸 (𝑉𝑦0) ∩ 𝑈 ⊃ 𝑉𝑦0 × 𝐴𝑦0 e

Ψ : Þ⊗1
𝐹 (𝑉𝑦0) ⊃ 𝑉𝑦0 × R𝑛.

Þ⊗1
𝐸 (𝑉𝑦0) ∩ 𝑈

𝑝 //

Φ
��

Þ⊗1
𝐹 (𝑉𝑦0)

Ψ
��

𝑉𝑦0 × 𝐴𝑦0

̃︀𝑝 // 𝑉𝑦0 × R𝑛

Assim existe uma aplicação suave ̃︀𝑝 : 𝑉𝑦0 ×𝐴𝑦0 ⊃ 𝑉𝑦0 ×R𝑛 que faz o diagrama acima comutar,
onde (𝑥,Ψ2 ◇ 𝑝 ◇ Φ⊗1(𝑥, 𝑣)) = Ψ ◇ 𝑝 ◇ Φ⊗1(𝑥, 𝑣) = ̃︀𝑝(𝑥, 𝑣) = (𝑥, 𝑓(𝑥, 𝑣)). A notação Ψ2 e Φ2 signiĄca
que estamos tomando a segunda coordenada das funções Ψ e Φ respectivamente. Podemos supor
𝐴𝑦0 convexo, se necessário basta tomar 𝑉𝑦0 uma vizinhança menor. Deste modo, aplicando o Lema
2.2.6 para a função 𝑓𝑦0(𝑥, ≤) : 𝐴𝑦0 ⊃ R𝑛, temos que existe ̃︀𝑙𝑦0 : 𝑉𝑦0 ×𝐴𝑦0 ×𝐴𝑦0 ×R𝑙 ⊃ R𝑛 contínua,
tal que

𝑓𝑦0(𝑥, 𝑣1) ⊗ 𝑓𝑦0(𝑥, 𝑣0) = ̃︀𝑙𝑦0(𝑥, 𝑣0, 𝑣1)(𝑣1 ⊗ 𝑣0).

DeĄnimos 𝑙𝑦0 : Þ⊗1
𝐸 (𝑉𝑦0) ∩ 𝑈 × Þ⊗1

𝐸 (𝑉𝑦0) ∩ 𝑈 × 𝐸 ⊃ 𝐹, dada por

𝑙𝑦0(𝑣𝑥, 𝑤𝑥)ℎ𝑥 = Ψ⊗1(𝑥, ̃︀𝑙𝑦0(𝑥,Φ2𝑤𝑥,Φ2𝑣𝑥)Φ2ℎ𝑥).

Repetindo o processo acima para cada 𝑦 ∈ 𝑀 , obtemos uma cobertura aberta de 𝑀 ⊆
⎷
𝑦∈𝑀 𝑉𝑦

e também aplicações 𝑙𝑦 associadas a esses abertos. Podemos extrair desta cobertura uma subco-
bertura enumerável ¶𝑉𝑗♢. Existe também uma partição da unidade ¶Ú𝑗♢ subordinada a cobertura
¶𝑉𝑗♢. Com isso, dadas seções à, Ò ∈ ̃︀𝑈 e Ö ∈ Γ(𝐹 ) deĄnimos

[𝐿(à, Ò)Ö](𝑥) =
∑︁

𝑗

Ú𝑗(𝑥)𝑙𝑗(à(𝑥), Ò(𝑥))Ö(𝑥).

O que nos dá um operador contínuo 𝐿 : ̃︀𝑈 × ̃︀𝑈 × Γ(𝐸) ⊃ Γ(𝐹 ). Dadas seções à, Ò ∈ ̃︀𝑈 iremos
checar que 𝑃 (Ò) ⊗ 𝑃 (à) = 𝐿(à, Ò)(Ò ⊗ à),
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[𝐿(à, Ò)(Ò ⊗ à)](𝑥) =
∑︁

𝑗

Ú𝑗(𝑥)𝑙𝑗(à(𝑥), Ò(𝑥))(Ò(𝑥) ⊗ à(𝑥))

=
∑︁

𝑗

Ú𝑗(𝑥)Ψ⊗1
𝑗 [𝑥, ̃︀𝑙𝑗(𝑥,Φ2

𝑗à(𝑥),Φ2
𝑗Ò(𝑥))(Φ2

𝑗Ò(𝑥) ⊗ Φ2
𝑗à(𝑥))]

=
∑︁

𝑗

Ú𝑗(𝑥)Ψ⊗1
𝑗 [𝑥, 𝑓𝑗(𝑥,Φ2

𝑗Ò(𝑥)) ⊗ 𝑓𝑗(𝑥,Φ2
𝑗à(𝑥))]

=
∑︁

𝑗

Ú𝑗(𝑥)[Ψ⊗1
𝑗 (𝑥, 𝑓𝑗(𝑥,Φ2

𝑗Ò(𝑥))) ⊗ Ψ⊗1
𝑗 (𝑥, 𝑓𝑗(𝑥,Φ2

𝑗à(𝑥)))]

=
∑︁

𝑗

Ú𝑗(𝑥)[Ψ⊗1 ◇ ̃︀𝑝𝑗 ◇ Φ𝑗 ◇ Ò(𝑥) ⊗ Ψ⊗1 ◇ ̃︀𝑝𝑗 ◇ Φ𝑗 ◇ à(𝑥)]

=
∑︁

𝑗

Ú𝑗(𝑥)[𝑝 ◇ Ò(𝑥) ⊗ 𝑝 ◇ à(𝑥)] = 𝑝 ◇ Ò(𝑥) ⊗ 𝑝 ◇ à(𝑥)

= 𝑃 (Ò)𝑥⊗ 𝑃 (à)𝑥

Como desejado 𝑃 (Ò)⊗𝑃 (à) = 𝐿(à, Ò)(Ò⊗à), segue do Lema 2.2.6 que 𝑃 é uma aplicação de classe
𝐶1. O fato de 𝑃 ser suave, se deve a uma identiĄcação de 𝐷𝑃 como um operador de Ąbrados.
Com isso, aplicando a demonstração acima concluímos que 𝐷𝑃 é 𝐶1 e consequentemente que 𝑃 é
de classe 𝐶2. Repetindo o argumento sucessivamente se conclui que 𝑃 é suave.

Iremos dar uma ideia da caracterização de 𝐷𝑃 como operador de Ąbrados, fazendo as contas
para Ąbrados triviais sobre um aberto 𝑉 ⊆ R𝑚. Sejam 𝑉 × R𝑙 e 𝑉 × R𝑛 Ąbrados triviais, e
𝑝 : 𝑉 × R𝑙 ⊃ 𝑉 × R𝑛 tal que 𝑝(𝑥, 𝑦) = (𝑥, 𝑓(𝑥, 𝑦)). Repetindo as ideias acima temos 𝑝(𝑥, 𝑦1) ⊗
𝑝(𝑥, 𝑣0) = 𝑙(𝑥, 𝑦0, 𝑦1)(𝑦1 ⊗ 𝑦0), e consequentemente uma aplicação

𝐿 : Γ(𝑉 × R𝑙) × Γ(𝑉 × R𝑙) × Γ(𝑉 × R𝑙) ⊃ Γ(𝑉 × R𝑛),

dada por [𝐿(à, Ò)Ö](𝑥) = 𝑙(𝑥, à(𝑥), Ò(𝑥))Ö(𝑥). Com isso,

𝐷𝑃 : Γ(𝑉 × R𝑙) × Γ(𝑉 × R𝑙) ⊃ Γ(𝑉 × R𝑛)

[𝐷𝑃 (à, Ö)](𝑥) = [𝐿(à, à)Ö](𝑥)

= 𝑙(𝑥, à(𝑥), à(𝑥))Ö(𝑥)

= 𝐷𝑦𝑝(𝑥, à(𝑥))Ö(𝑥),

onde

𝐷𝑦𝑝 : 𝑉 × R𝑙 × R𝑙 ⊃ 𝑉 × R𝑛, 𝐷𝑦𝑝(𝑥,𝑤)𝑣 = (𝑥,
𝜕𝑝(𝑥,𝑤)
𝜕𝑦

𝑣)

é um mapa de Ąbrados. Observando que Γ(𝑉 ×R𝑙) × Γ(𝑉 ×R𝑙) ♠ Γ(𝑉 ×R𝑙 ×R𝑙), segue que 𝐷𝑃
é da forma

𝐷𝑃 : Γ(𝑉 × R𝑙 × R𝑙) ⊃ Γ(𝑉 × R𝑛)

com 𝐷𝑃 (à×Ö)(𝑥) = 𝐷𝑦𝑝◇ (à×Ö)(𝑥) = 𝐷𝑦𝑝(𝑥, à(𝑥))Ö(𝑥), ou seja, 𝐷𝑃 é um operador de Ąbrados.
O caso geral envolve transpor as contas que Ązemos para expressão
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[𝐷𝑃 (à, Ö)](𝑥) = [𝐿(à, à)Ö](𝑥)

=
∑︁

𝑗

Ú𝑗(𝑥)𝑙𝑗(à(𝑥), à(𝑥))Ö(𝑥)

=
∑︁

𝑗

𝐷𝑦𝑝𝑗(𝑥, à(𝑥))Ö(𝑥)

= 𝐷𝑦𝑝(𝑥, à(𝑥))Ö(𝑥).

2.3 Variedades de Fréchet

A deĄnição usual de variedade se generaliza de modo direto para o caso do cálculo em espaços de
Fréchet. Em analogia às variedades suaves modeladas em um espaço Euclideano, uma variedade
de Fréchet é modelada sobre um espaço de Fréchet. É possível deĄnir, de modo análogo ao caso
de dimensão Ąnita a noção de funções suaves entre variedades de Fréchet. Portanto, a deĄnição
usual de uma variedade é transportada palavra por palavra.

DeĄnição 2.3.1. Uma variedade de Fréchet é um espaço topológico Hausdorff ℳ, com um atlas
de cartas tomando valores em espaços de Fréchet, tais que as mudanças de coordenada são mapas
suaves entre espaços de Fréchet.

Como no caso clássico, o espaço modelo é naturalmente uma variedade. Do mesmo modo,
os espaços de Fréchet são naturalmente variedades de Fréchet, bem como seus abertos. Com
os resultados a seguir iremos dar uma estrutura de Fréchet para o conjunto das seções de uma
submersão. Isto é, dada uma submersão Þ : 𝐵 ⊃ 𝑀 , mostraremos que o espaço das seções

Γ(𝐵) = ¶𝑓 ∈ 𝐶∞(𝑀,𝐵) : Þ ◇ 𝑓 = 𝐼𝑑𝑀♢

é uma variedade de Fréchet.

Observação 2.3.2. Seja Þ : 𝐵 ⊃ 𝑀 uma submersão com posto constante. Então𝐷Þ : 𝑇𝐵 ⊃ 𝑇𝑀
é um morĄsmo de Ąbrados com posto constante, donde ker𝐷Þ é um subĄbrado vetorial de 𝑇𝐵.
Denotaremos por 𝑉 𝑇𝐵 := ker𝐷Þ e o denominares Ąbrado vertical de 𝐵.

Dado um aberto 𝑈 ⊆ 𝑁 , relembremos a notação ̃︀𝑈 ,

̃︀𝑈 = ¶𝑔 ∈ 𝐶∞(𝑀,𝑁) : 𝑔(𝑀) ⊆ 𝑈♢.

Lema 2.3.3. Sejam 𝐵 e 𝑀 variedades de dimensão Ąnita com 𝑀 compacta, Þ : 𝐵 ⊃ 𝑀 uma
submersão com posto constante e 𝑓 : 𝑀 ⊃ 𝐵 uma aplicação suave com Þ◇𝑓 = 𝑖𝑑𝑀 . Então 𝑓 é um
mergulho e existem 𝑈 vizinhança aberta de 𝑓(𝑀), uma vizinhança 𝑊0 da seção nula do Ąbrado
𝑓 *𝑉 𝑇𝐵 e um difeomorĄsmo å : 𝑊0 ⊆ 𝑓 *𝑉 𝑇𝐵 ⊃ 𝑈 ⊆ 𝐵, tais que se à ∈ ̃︂𝑊0 então å ◇ à ∈ Γ(𝐵).
Mais ainda å ◇ à0 = 𝑓 , onde à0 é a seção nula de 𝑓 *𝑉 𝑇𝐵.
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Demonstração. Observamos que Þ ◇ 𝑓 = 𝐼𝑑𝑀 e 𝐷Þ(𝑓) ◇ 𝐷𝑓 = 𝐼𝑑 implicam que 𝑓 é uma imersão
injetiva de uma variedade compacta, logo 𝑓 é um mergulho.

A equação 𝐷Þ(𝑓) ◇ 𝐷𝑓 = 𝐼𝑑 implica que 𝑇𝑓(𝑥)𝐵 = 𝑉 𝑇𝑓(𝑥)𝐵 ⊕ 𝑇𝑓(𝑥)𝑓(𝑀), ou seja, 𝑉 𝑇𝐵 é
transversal a 𝑓(𝑀). Logo, pelo teorema da vizinhança tubular existe uma vizinhança 𝑈 de 𝑓(𝑀)
e um difeomorĄsmo å : 𝑊0 ⊆ 𝑉 𝑇𝐵 ⊃ 𝑈 ⊆ 𝐵, onde 𝑊0 é uma vizinhança da seção nula à0,
å ◇ à0 = 𝑓(𝑀) e å(𝑣𝑥) ∈ Þ⊗1(𝑥) para todo 𝑣𝑥 ∈ 𝑊0. Seja à ∈ ̃︂𝑊0, como o diagrama abaixo é
comutativo:

𝑊0 ⊆ 𝑓 *𝑉 𝑇𝐵

&&

å // 𝐵
Þ

~~
𝑀à

XX

segue que å ◇ à é uma seção de 𝐵.

Teorema 2.3.4. Seja 𝑀 uma variedade compacta e Þ : 𝐵 ⊃ 𝑀 uma submersão de posto cons-
tante. Então

Γ(𝐵) = ¶𝑓 ∈ 𝐶∞(𝑀,𝐵) : Þ ◇ 𝑓 = 𝐼𝑑𝑀♢

é uma variedade de Fréchet.

Demonstração. Dada uma seção à ∈ Γ(𝐵), pelo Lema 2.3.3 podemos encontrar uma vizinhança
𝑈à de à(𝑀) e um difeomorĄsmo å : 𝑈 ⊃ 𝑉0 onde 𝑉0 é uma vizinhança da seção nula de à*𝑉 𝑇𝐵.
Tomamos ̃︁𝑈à = ¶Ö ∈ Γ(𝐵) : Ö(𝑀) ⊆ 𝑈à♢, deste modo temos uma aplicação Ψ : ̃︁𝑈à ⊃ ̃︁𝑉0 deĄnida
por Ψà(Ö) = å ◇ Ö. AĄrmamos que ¶̃︁𝑈à,Ψà♢à∈Γ(𝐵) é um atlas 𝐶∞ para Γ(𝐵). Claramente é
uma cobertura para Γ(𝐵), nos falta checar que as funções de transição são difeomorĄsmos. Com
efeito, suponha que ̃︁𝑈Ö ∩ ̃︁𝑈Ü ̸= ∅, sendo assim temos ΨÜ ◇ ΨÖ

⊗1 : ΨÖ(̃︁𝑈Ö ∩ ̃︁𝑈Ü) ⊃ ΨÜ(̃︁𝑈Ö ∩ ̃︁𝑈Ü) onde
ΨÜ◇ΨÖ

⊗1(𝑓) = åÜ◇å⊗1
Ö ◇𝑓 , se observarmos que (åÜ◇å⊗1

Ö ) é um morĄsmo de Ąbrados vetoriais. Pela
proposição 2.2.11 temos que ΨÜ◇ΨÖ

⊗1 é diferenciável, o mesmo se aplica a (ΨÜ◇ΨÖ
⊗1)⊗1 = ΨÖ◇ΨÜ

⊗1

concluindo que as funções de transição são difeomorĄsmos.

Exemplo 2.3.5. Segue do teorema acima que os espaços Γ(Gr𝑘𝑀) e

Γ(𝐼Gr𝑘𝑀) = ¶𝑔 ∈ 𝐶∞(𝑀, 𝐼Gr𝑘𝑀) : ÞGrk𝑀
◇ Þ

𝐼Grk𝑀
◇ 𝑔 = 𝐼𝑑𝑀♢

vistos na seção 1.2 são variedades de Fréchet.

Iremos expor agora uma construção para o espaço tangente em um ponto 𝑝 ∈ ℳ. Dizemos
que duas curvas Ð, Ñ : (⊗𝜖,+𝜖) ⊃ ℳ que passam por 𝑝 em 𝑡 = 0 têm o mesmo vetor tangente em
𝑝, se para alguma carta ã : 𝑈 ⊃ 𝑈1 em torno de 𝑝 vale

(ã ◇ Ñ)′(0) = (ã ◇ Ð)′(0).

A independência da escolha da carta é garantida pelas propriedades das mudanças de coordenadas.
Nesse caso, duas tais curvas são ditas equivalentes. Esta relação deĄne uma relação de equivalência
no conjunto das curvas diferenciáveis que passam por 𝑝 e a classe de equivalência de Ð, denotada
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por [Ð], é chamada o vetor tangente a Ð em 𝑝, também denotado por Ð′(0). O espaço tangente a
ℳ no ponto 𝑝, denotado por 𝑇𝑝ℳ, é o conjunto de tais vetores tangentes. Dada uma carta local
ã : 𝑈 ⊆ ℳ ⊃ 𝑈1 ⊆ 𝐹 , estabelece uma bijeção entre 𝑇𝑝ℳ e 𝐹 . Essa bijeção associa a cada classe
de equivalência [Ð] o vetor (ã ◇ Ð)′(0) ∈ 𝐹 . Pela deĄnição da relação de equivalência a aplicação é
bem deĄnida e injetiva. Para veriĄcar que a aplicação é sobrejetora basta observar que se 𝑣 ∈ 𝐹 ,
então Ð(𝑡) = ã⊗1(ã(𝑝) + 𝑡𝑣) é uma curva diferenciável passando por 𝑝 e a imagem de [Ð] é 𝑣.
Denotamos essa bijeção por 𝐷ã(𝑝) : 𝑇𝑝ℳ ⊃ 𝐹 . Observamos que se å : 𝑉 ⊃ 𝑉1 é outra carta
local com 𝑝 ∈ 𝑉 , então

𝐷å(𝑝) = 𝐷(å ◇ ã⊗1)(ã(𝑝))𝐷ã(𝑝).

Logo, deĄnindo a estrutura de espaço vetorial em 𝑇𝑝ℳ de modo que𝐷ã(𝑝) seja um isomorĄsmo,
concluímos que tal estrutura independe da carta observando que todas as setas no diagrama abaixo
são isomorĄsmos. A notação (𝑇𝑝ℳ, 𝐷ã) expressa a estrutura de espaço vetorial dada ao conjunto
𝑇𝑝ℳ por meio de 𝐷ã.

(𝑇𝑝ℳ, 𝐷ã)

𝐷ã

��

// (𝑇𝑝ℳ, 𝐷å)

𝐷å

��
𝐹

𝐷(å◇ã⊗1) // 𝐹

Considere à ∈ Γ(𝐵), onde Γ(𝐵) são as seções de uma submersão Þ : 𝐵 ⊃ 𝑀 de posto constante
entre variedades de dimensão Ąnita. Pelo Teorema 2.3.4 Γ(𝐵) é uma variedade de Fréchet e existe
uma carta Ψ : ̃︀𝑈 ⊆ Γ(𝐵) ⊃ Γ(à*𝑉 𝑇𝐵) em torno de à, pela construção do espaço tangente temos
a identiĄcação entre os espaços

𝑇àΓ(𝐵) ♠ Γ(à*𝑉 𝑇𝐵). (2.3.1)

Uma maneira de exempliĄcar essa identiĄcação é considerar Ð uma curva suave em Γ(𝐵) com
Ð(0) = à, donde Ð′(0) ∈ 𝑇àΓ(𝐵). Assim, para cada 𝑥 ∈ 𝑀 , Ð(𝑡)𝑥 é uma curva em 𝐹𝑥, daí
Ð′(0)𝑥 ∈ 𝑇à(𝑥)𝐹𝑥 = 𝑉 𝑇à(𝑥)𝐹 = à*𝑉 𝑇𝐹𝑥. Logo Ð′(0) determina uma seção de Γ(à*𝑉 𝑇𝐵).

As funções suaves entre variedades de Fréchet são deĄnidas do mesmo modo que o caso de
dimensão Ąnita, também é análoga a partir das propriedades do atlas a veriĄcação de que tal
deĄnição é consistente.

DeĄnição 2.3.6. Sejam ℳ e 𝒩 variedades de Fréchet suaves. Uma aplicação 𝑓 : ℳ ⊃ 𝒩 é
suave, se para todo 𝑝 ∈ ℳ existem cartas locais å : 𝑈 ⊆ ℳ ⊃ 𝑈1 ⊆ 𝐹 e ã : 𝑉 ⊆ 𝒩 ⊃ 𝑉1 ⊆ 𝐸
tais que

∙ 𝑝 ∈ 𝑈 , 𝑓(𝑝) ∈ 𝑉 ;

∙ 𝑓(𝑈) ⊆ 𝑉 ;

∙ å ◇ 𝑓 ◇ ã⊗1 : 𝑈1 ⊆ 𝐹 ⊃ 𝑉1 ⊆ 𝐸 é suave.

Com a noção de diferenciabilidade para aplicações entre variedades de Fréchet podemos deĄnir
Ąbrados vetoriais de Fréchet e grupos de Lie Fréchet.

DeĄnição 2.3.7. Um fibrado vetorial de Fréchet é um par 𝒱 e ℳ de variedades de Fréchet mais
uma aplicação suave Þ : 𝒱 ⊃ ℳ sobrejetora tal que,
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∙ Þ⊗1(𝑥) tem uma estrutura de espaço de Fréchet, para todo 𝑥 ∈ ℳ;

∙ para todo 𝑥 ∈ ℳ existe um vizinhança aberta 𝑈 tal que existe um difeomorĄsmo

Φ : Þ⊗1(𝑈) ⊃ 𝑈 × 𝐸,

onde 𝐸 é um espaço de Fréchet, a projeção de Þ coincide com a projeção na primeira coor-
denada e Φ : Þ⊗1(𝑥) ⊃ 𝑥× 𝐸 é um isomorĄsmo linear contínuo, para todo 𝑥 ∈ 𝑈 .

Note que, para duas trivializações em 𝒱 as funções de transição

Φ1 ◇ Φ⊗1
0 : 𝑈0 × 𝐸0 ⊃ 𝑈1 × 𝐸1

são sempre lineares na segunda coordenada. Reciprocamente se tivermos um atlas em 𝒱 de trivia-
lizações cuja as transições têm a forma (𝑥, 𝑣) ⊃ (𝑓(𝑥), 𝑇 (𝑥)𝑣) ,onde 𝑇 (𝑥) é um isomorĄsmo linear,
então 𝒱 é um Ąbrado vetorial.

Exemplo 2.3.8. Seja ℳ uma variedade de Fréchet, considere o conjunto

𝑇ℳ :=
⋃︁

𝑝∈ℳ

𝑇𝑝ℳ,

com a projeção natural Þ : 𝑇ℳ ⊃ ℳ é um Ąbrado vetorial de Fréchet, denominado Ąbrado
tangente de ℳ. Dado uma atlas ¶ãÐ : 𝑈Ð ⊆ ℳ ⊃ 𝑊Ð ⊆ 𝐸Ð♢ de ℳ, 𝑊Ð aberto do espaço de
Fréchet 𝐸Ð. DeĄnimos um atlas para 𝑇ℳ pondo

ΦÐ : Þ⊗1(𝑈Ð) ⊃ 𝑈Ð × 𝐸Ð

ΦÐ(𝑣𝑥) = (𝑥,𝐷ãÐ(𝑥)𝑣𝑥).

As funções de transição são como no caso de dimensão Ąnita as derivadas das mudanças de coor-
denada.

Antes de avançar à deĄnição de grupo de Lie-Fréchet iremos enunciar o teorema que garante
a suavidade do operador composição sobe certas hipóteses, depois faremos uma exposição sobre a
expressão de sua derivada.

Teorema 2.3.9. Seja 𝑀 uma variedade de dimensão Ąnita compacta, 𝐹 um Ąbrado sobre 𝑀 com
Ąbra compacta e 𝐵 um Ąbrado sobre 𝐹 , 𝐵 ⊃ 𝐹 ⊃ 𝑀 . Então o operador 𝐶 : Γ(𝐹,𝐵)×Γ(𝑀,𝐹 ) ⊃
Γ(𝑀,𝐵) dado por 𝐶(𝑓, 𝑔) = 𝑓 ◇ 𝑔 é de classe 𝐶∞.

Demonstração. Ver teorema 11.4 página 110 em [17].

Corolário 2.3.10. Sejam𝑀,𝑁 e 𝑃 variedades compactas. Considere 𝐶 : 𝐶∞(𝑁,𝑃 )×𝐶∞(𝑀,𝑁) ⊃
𝐶∞(𝑀,𝑃 ), onde 𝐶(𝑓, 𝑔) = 𝑓 ◇ 𝑔. Se 𝑀 e 𝑁 são compactas então 𝐶 é 𝐶∞.
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Iremos agora explorar um pouco sobre a expressão da derivada do operador composição.
Sejam 𝑈 ⊆ R𝑙, 𝑉 ⊆ R𝑚 e 𝑊 ⊆ R𝑛 abertos com fecho compacto. Consideremos os espaços
𝐶∞(𝑈, 𝑉 ), 𝐶∞(𝑉,𝑊 ) e 𝐶∞(𝑈,𝑊 ) munidos das seminormas

‖𝑔‖𝐶n(𝑈,𝑉 ) = max
𝑖⊘𝑛

sup
𝑥∈𝑈

♣𝐷𝑖𝑔(𝑥)♣

‖𝑓‖𝐶n(𝑉,𝑊 ) = max
𝑖⊘𝑛

sup
𝑥∈𝑉

♣𝐷𝑖𝑓(𝑥)♣

‖ℎ‖𝐶n(𝑈,𝑊 ) = max
𝑖⊘𝑛

sup
𝑥∈𝑈

♣𝐷𝑖ℎ(𝑥)♣

O operador composição 𝐶 : 𝐶∞(𝑈, 𝑉 ) × 𝐶∞(𝑉,𝑊 ) ⊃ 𝐶∞(𝑈,𝑊 ) pelo teorema acima é suave.
Mostraremos agora que

𝐷𝐶(𝑓, 𝑔)(ℎ, 𝑘) = ℎ ◇ 𝑔 +𝐷𝑓 ♣𝑔 𝑘.

De fato,

lim
𝑡⊃0

‖(𝑓 + 𝑡ℎ) ◇ (𝑔 + 𝑡𝑘) ⊗ 𝑓 ◇ 𝑔 ⊗ ℎ ◇ 𝑔 ⊗𝐷𝑓 ♣𝑔 𝑘‖
𝑛

𝑡

= lim
𝑡⊃0

‖𝑓 ◇ (𝑔 + 𝑡𝑘) + 𝑓 ◇ 𝑡𝑘 + 𝑡ℎ ◇ (𝑔 + 𝑡𝑘) ⊗ 𝑓 ◇ 𝑔 ⊗ ℎ ◇ 𝑔 +𝐷𝑓 ♣𝑔 𝑘‖
𝑛

𝑡

= lim
𝑡⊃0

‖𝑓 ◇ (𝑔 + 𝑡𝑘) ⊗ 𝑓 ◇ 𝑔 ⊗𝐷𝑓 ♣𝑔 𝑘 + 𝑡ℎ ◇ (𝑔 + 𝑡𝑘) ⊗ ℎ ◇ 𝑔 ⊗𝐷𝑓 ♣𝑔 𝑘‖
𝑛

𝑡

⊘ lim
𝑡⊃0

‖𝑓 ◇ (𝑔 + 𝑡𝑘) ⊗ 𝑓 ◇ 𝑔 ⊗𝐷𝑓 ♣𝑔 𝑘‖
𝑛

𝑡
+ lim

𝑡⊃0

‖𝑡ℎ ◇ (𝑔 + 𝑡𝑘) ⊗ ℎ ◇ 𝑔‖𝑛
𝑡

= 0.

Como as contas acima valem para toda seminorma com 𝑛 ⊙ 0, então

𝐷𝐶(𝑓, 𝑔)(ℎ, 𝑘) = lim
𝑡⊃0

(𝑓 + 𝑡ℎ) ◇ (𝑔 + 𝑡𝑘) ⊗ 𝑓 ◇ 𝑔

𝑡
.

= ℎ ◇ 𝑔 +𝐷𝑓 ♣𝑔 𝑘.

Esta fórmula se estende para variedades fazendo uso de coordenadas locais. A seguir faremos
apenas uma exposição sobre a expressão no caso de variedades. Considere

𝐶 : 𝐶∞(𝑁,𝑃 ) × 𝐶∞(𝑀,𝑁) ⊃ 𝐶∞(𝑀,𝑃 )

como no corolário anterior. Se

ℎ ∈ 𝑇𝑓𝐶
∞(𝑁,𝑃 ) = Γ(𝑁, 𝑓*𝑇𝑃 )

então
ℎ ◇ 𝑔 ∈ 𝑇𝑓◇𝑔𝐶

∞(𝑀,𝑃 ) = Γ(𝑀, 𝑔*𝑓 *𝑇𝑃 ),

e se
𝑘 ∈ 𝑇𝑔𝐶

∞(𝑀,𝑁) = Γ(𝑀, 𝑔*𝑇𝑁),
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lembrando que 𝐷𝑓 : 𝑇𝑁 ⊃ 𝑇𝑃 temos

𝐷𝑓 ♣𝑔 𝑘 ∈ 𝑇𝑓◇𝑔𝐶
∞(𝑀,𝑃 ) = Γ(𝑀, 𝑔*𝑓 *𝑇𝑃 ).

Assim Ąca bem deĄnida a aplicação

𝐷𝐶 : 𝑇𝐶∞(𝑀,𝑁) × 𝑇𝐶∞(𝑁,𝑃 ) ⊃ 𝑇𝐶∞(𝑀,𝑃 )

𝐷𝐶(ℎ𝑓 , 𝑘𝑔) = 𝐷𝑓(𝑔)𝑘 + ℎ ◇ 𝑔. (2.3.2)

A observação importante do que foi feito acima é que a derivada do operador composição se
decompõe como operadores de composição. Feitas essas considerações passemos agora aos grupos
de Lie-Fréchet.

DeĄnição 2.3.11. Um grupo de Lie-Fréchet é um grupo 𝒢 munido de uma estrutura de variedade
de Fréchet de modo que o produto e a inversão do grupo são aplicações suaves.

Como exemplo fundamental de um grupo de Lie-Fréchet temos o conjunto dos difeomorĄsmos
de uma variedade compacta.

Teorema 2.3.12. Se 𝑀 é uma variedade de dimensão Ąnita compacta. Então Diff(𝑀) é um grupo
de Lie-Fréchet.

Demonstração. Uma prova deste resultado pode ser encontrada no artigo de Leslie [15].

Faremos uma observação quanto à derivada da aplicação inversão 𝑉 : Diff(𝑀) ⊃ Diff(𝑀).
Fazendo as contas no espaço euclideano como no caso da composição e depois levando para a
variedade, temos

𝐷𝑉 (𝜙)ℎ = ⊗[𝐷𝜙(𝜙⊗1)]⊗1ℎ(𝜙⊗1). (2.3.3)

Essa expressão nos diz que a derivada da inversão se escreve como composição e inversão de
aplicações.

2.4 Espaços de Fréchet tame

Um espaço de Fréchet tame é a grosso modo quase um espaço de Banach, na verdade espaços de
Fréchet tame são em algum sentido(deĄnido em 2.4.9) subespaços do espaço das sequências de
decrescimento exponencial de um espaço de Banach. Em espaços tame é possível deĄnir uma nova
classe de aplicações, conhecida como aplicações tame. Nesse contexto é possível obter ainda mais
resultados do cálculo clássico. Em particular, versões do teorema da função inversa e do teorema
da função implícita.

DeĄnição 2.4.1. Um grading em um espaço de Fréchet 𝐹 é uma família de seminormas ¶‖≤‖𝑛♢𝑛∈N

satisfazendo ‖≤‖𝑛 ⊘ ‖≤‖𝑛+1 e que gera a topologia de 𝐹 . Diremos que 𝐹 é um espaço de Fré-
chet graduado se admitir uma grading.
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Exemplo 2.4.2. Seja 𝐵 um espaço de Banach, denotemos por

∑︁
(𝐵) := ¶𝑓 : N ⊃ 𝐵 :

∞∑︁

𝑘=0

𝑒𝑛𝑘 ‖𝑓𝑘‖𝐵 < ∞,∀𝑛♢.

Damos a
√︁

(𝐵) um grading ‖¶𝑓𝑘♢‖𝑛 =
√︁∞
𝑘=0 𝑒

𝑛𝑘 ‖𝑓𝑘‖𝐵. Com estas seminormas
√︁

(𝐵) é um espaço
de Fréchet graduado.

Exemplo 2.4.3. Seja (𝑋,Û) um espaço de medida e uma função mensurável æ ⊙ 0, temos que o
conjunto 𝐿∞

1 (𝑋,Û, æ) = ¶𝑓 ∈ 𝐿1(𝑋,Û) :
√︃
𝑋 𝑒

𝑛æ♣𝑓 ♣𝑑Û < ∞ ∀𝑛♢ munido das seminormas

‖𝑓‖𝑛 =
∫︁

𝑋
𝑒𝑛æ♣𝑓 ♣𝑑Û

é um espaço de Fréchet graduado.

Exemplo 2.4.4. Os exemplos 2.1.6 𝐶∞(𝑀) e 2.1.7 Γ(𝐸) com as seminormas ¶‖≤‖𝐶∞(𝑀)♢𝑛∈N e
¶‖≤‖Γ(𝐸)♢𝑛∈N são espaços graduados.

DeĄnição 2.4.5. Dizemos que dois gradings ¶‖≤‖𝑛♢ e ¶‖≤‖
′

𝑛♢ em um espaço de Fréchet 𝐹 são
tamely equivalentes de grau 𝑟 e base 𝑏 se

∙ ‖𝑥‖𝑛 ⊘ 𝐶1
𝑛 ‖𝑥‖

′

𝑛+𝑟

∙ ‖𝑥‖
′

𝑛 ⊘ 𝐶2
𝑛 ‖𝑥‖𝑛+𝑟

∀𝑛 ⊙ 𝑏 e 𝑥 ∈ 𝐹 .

No que seguirá nesta dissertação não faremos distinção entre gradings tamely equivalentes,
bem como todas as deĄnições e teoremas apresentados daqui em diante independem do grading
escolhido. Os gradings em 𝐶∞(𝑀) e Γ(𝐸) deĄnidos por meio de cartas como Ązemos são todos
tamely equivalentes entre si.

DeĄnição 2.4.6. Dizemos que uma aplicação linear 𝐿 : 𝐹 ⊃ 𝐸 entre dois espaços graduados
satisfaz uma estimativa tame de grau 𝑟 e base 𝑏 se ‖𝐿𝑥‖𝑛 ⊘ 𝐶𝑛 ‖𝑥‖𝑛+𝑟 para todo 𝑛 ⊙ 𝑏. A
aplicação é dita tame linear se satisfaz a estimativa para algum par 𝑟, 𝑏.

Fica claro que se 𝐿 é uma aplicação linear tame, então 𝐿 é contínua.

Lema 2.4.7. A composta de aplicações lineares tame 𝐿 : 𝐸 ⊃ 𝐹 e 𝐾 : 𝐹 ⊃ 𝐺 é linear tame.

Demonstração. Suponhamos que 𝐿 satisfaz uma estimativa tame de grau 𝑟1 e base 𝑏1, e que 𝐾
satisfaça uma estimativa tame de grau 𝑟2 e base 𝑏2. Tome 𝑏 = max¶𝑏1, 𝑏2♢ 𝑟 = 𝑟1 + 𝑟2, donde

‖𝐾(𝐿(𝑓))‖𝑛 ⊘ 𝐶 ‖𝐿(𝑓)‖𝑛+𝑟2
⊘ 𝐶 ‖𝑓‖𝑛+𝑟1+𝑟2

, ∀𝑛 ⊙ 𝑏

ou seja, 𝐾 ◇ 𝐿 satisfaz uma estimativa de grau 𝑟 e base 𝑏. Como não temos restrições sobre a
constante, usamos uma de mesmo nome.
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No inicio dessa seção comentamos que um espaço de Fréchet tame é em algum sentido quase
um espaço de Banach, as próximas duas deĄnições tratam de formalizar esse sentido.

DeĄnição 2.4.8. Sejam 𝐹 e 𝐸 espaços graduados. Dizemos que 𝐹 é somando direto tame de 𝐸
se pudermos encontrar aplicações 𝐿 : 𝐹 ⊃ 𝐸 e 𝑀 : 𝐸 ⊃ 𝐹 tais que 𝑀 ◇ 𝐿 = 𝐼𝑑𝐹 .

DeĄnição 2.4.9. Um espaço graduado 𝐹 é tame se este for somando direto de
√︁

(𝐵) para algum
espaço de Banach 𝐵.

Cabe aqui observar que em algumas referências os espaços de Fréchet tame são espaços de
Fréchet graduados mais uma família à um parâmetro de operadores 𝑆𝑡 : 𝐹 ⊃ 𝐹 satisfazendo:

∙ 𝑆𝑡 = 0 se, 𝑡 ⊘ 0

∙ lim𝑡⊃∞ 𝑆𝑡 = 𝐼𝑑𝐹

∙ Se 𝑚 ⊘ 𝑛, ‖𝑆𝑡(𝑥)‖𝑛 ⊘ 𝐶𝑒(𝑛⊗𝑚)𝑡 ‖𝑥‖𝑚 e ‖𝐼𝑑𝐹 ⊗ 𝑆𝑡(𝑥)‖𝑚 ⊘ 𝐶𝑒(𝑚⊗𝑛)𝑡 ‖𝑥‖𝑛,

tais operadores são chamados de smoothing operators, ou em tradução livre operadores de sua-
vização. Os espaços

√︁
(𝐵) possuem naturalmente tais operadores. Considere 𝑠 : R ⊃ R uma

função suave tal que 0 ⊘ 𝑠(𝑢) ⊘ 1 para todo 𝑢 ∈ R, 𝑠(𝑢) = 0 se 𝑢 ⊘ 0 e 𝑠(𝑢) = 1 se 𝑢 ⊙ 1. Seja
¶𝑥𝑘♢ ∈

√︁
(𝐵), deĄnimos os operadores 𝑆𝑡 :

√︁
(𝐵) ⊃

√︁
(𝐵) por

𝑆𝑡(¶𝑥𝑘♢) = ¶𝑠(𝑡⊗ 𝑘)𝑥𝑘♢.

Os espaços de Fréchet tame como deĄnimos são somandos diretos de
√︁

(𝐵), usando esse fato
e que

√︁
(𝐵) possuem smoothing operators, pode se mostrar que os espaços de Fréchet tame de

possuem smoothing operators.
Fora os próprios espaços Σ(𝐵), apresentaremos mais dois exemplos de espaços de Fréchet tame,

a saber 𝐶∞(𝑀) espaço das funções suaves de uma variedade compacta e Γ(𝐸) o espaço das seções
suaves de um Ąbrado vetorial. As demonstrações destes resultados serão feitas após a apresentação
de uma série de lemas técnicos que permitem algumas simpliĄcações dos problemas.

Lema 2.4.10. Se um espaço 𝐹 é somando direto tame de algum espaço tame 𝐸, então ele é tame.

Demonstração. Pelo lema 2.4.7 basta compor as setas.

𝐹 // 𝐸 //√︁(𝐵) // 𝐸 // 𝐹

Lema 2.4.11. Seja (𝑋,Û) um espaço de medida e æ ⊙ 0 uma função mensurável deste espaço.
Então o espaço de Fréchet graduado 𝐿∞

1 (𝑋,Û, æ) é tame.

Demonstração. DeĄna 𝑋𝑘 = æ⊗1([𝑘, 𝑘 + 1)), denote por ä𝑘 a função característica de 𝑋𝑘. As
aplicações

𝐿 : 𝐿∞
1 (𝑋,Û, æ) ⊃

∑︁
(𝐿1(𝑋,Û)), (𝐿𝑓)𝑘 = ä𝑘𝑓
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e
𝐾 :

∑︁
(𝐿1(𝑋,Û)) ⊃ 𝐿∞

1 (𝑋,Û, æ), 𝐾¶𝑓𝑘♢ =
∑︁

ä𝑘𝑓𝑘,

são aplicações lineares tame satisfazendo 𝐾 ◇𝐿 = 𝐼𝑑𝐿∞

1 (𝑋,Û,æ). Mostraremos que 𝐿 é tame, mostrar
que 𝐾 é tame é análogo.

‖¶𝐿𝑓𝑘♢‖𝑛 =
+∞∑︁

𝑘

𝑒𝑛𝑘 ‖ä𝑘𝑓‖𝐿1(𝑋,Û)

=
+∞∑︁

𝑘

∫︁

𝑋k

𝑒𝑛𝑘♣𝑓 ♣𝑑Û

⊘
+∞∑︁

𝑘

∫︁

𝑋k

𝑒𝑛æ♣𝑓 ♣𝑑Û

=
+∞∑︁

𝑘

∫︁

𝑋
𝑒𝑛æ♣ä𝑘𝑓 ♣𝑑Û

=
∫︁

𝑋

+∞∑︁

𝑘

𝑒𝑛æ♣ä𝑘𝑓 ♣𝑑Û

=
∫︁

𝑋
𝑒𝑛æ♣𝑓 ♣𝑑Û

= ‖𝑓‖𝑛

Teorema 2.4.12. Se 𝑀 é uma variedade de dimensão Ąnita compacta, então 𝐶∞(𝑀) é tame.

Demonstração. Seja 𝐿∞
1 (R𝑑, Û, 𝑤), onde Û é a medida de Lebesgue e 𝑤(𝑥) = log(1+ ♣𝑥♣). Pelo lema

2.4.11 𝐿∞
1 (R𝑑, Û, 𝑤) é tame. Se mostrarmos que 𝐶∞(𝑀) é somando direto tame de 𝐿∞

1 (R𝑑, Û, 𝑤)
do Lema 2.4.10 seguirá que 𝐶∞(𝑀) é tame.

Pelo Teorema de Whitney, existe um mergulho 𝑖 : 𝑀 ⊃ R𝑑. Tome å : 𝑀 × 𝑈 ⊃ 𝐵(0, 𝑟) uma
vizinhança tubular da variedade 𝑀 contida alguma bola 𝐵𝑑, isso é possível pois 𝑀 é compacta.
Denotemos por

𝒮(R𝑑) := ¶𝑓 ∈ 𝐶∞(R𝑑) : lim
‖𝑥‖⊃∞

𝐷𝑛𝑓(𝑥) = 0,∀𝑛♢

com o grading
‖𝑓‖𝐶n = max

♣Ð♣⊘𝑛
sup
Rd

♣𝐷Ð𝑓(𝑥)♣,

e por
𝐶∞

0 (𝐵𝑑) := ¶𝑓 ∈ 𝐶∞(R𝑑) : supp(𝑓) ⊆ 𝐵𝑑♢

o subespaço fechado de 𝒮(R𝑑) das funções que se anulam fora da bola 𝐵𝑑, com o grading induzido
pelo grading de 𝒮(R𝑑).

Existe 𝜙 : 𝐵𝑑 ⊃ R𝑑 tal que 𝜙 ⊕ 1 em uma vizinhança 𝑉 de 𝑀 com 𝑉 ⊆ å(𝑀 × 𝑈) e 𝜙 ⊕ 0
em 𝐵𝑑 ¯å(𝑈). Podemos assim deĄnir 𝐿 : 𝐶∞(𝑀) ⊃ 𝐶∞(𝐵(0, 𝑟)) por

(𝐿𝑓)(𝑥) =

∮︁
0 𝑥 ∈ 𝐵(0, 𝑟) �̄�
𝜙(𝑥)𝑓(å⊗1

1 (𝑥)) 𝑥 ∈ 𝑈
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De modo semelhante temos 𝑃 : 𝐶∞
0 (R𝑑) ⊃ 𝐶∞(𝑀), dado por (𝑃𝑓)(𝑥) = 𝑓 ◇ 𝑖(𝑥). Ambos os

casos são operadores de composição, a ideia por trás do fato que são tame linear é que podemos
controlar as seminormas uma vez que as funções 𝑖, æ e å estão Ąxas usando a estimativa abaixo

‖𝐷𝑛(ℎ ◇ 𝑔)‖0 ⊘ 𝐶
𝑛∑︁

𝑘=1

∑︁

𝑗1+≤≤≤+𝑗k

‖ℎ‖𝑘 ‖𝑔‖𝑗1 ≤ ≤ ≤ ‖𝑔‖𝑗k (2.4.1)

Também temos 𝐼 : 𝐶∞
0 (𝐵𝑑) ⊃ 𝐶∞(R𝑑) a inclusão natural, assim chegamos ao diagrama

𝐶∞(𝑀) 𝐿 //

**

𝐶∞
0 (𝐵𝑑) 𝐼 //

F

&&

𝒮(R𝑑) 𝑃 // 𝐶∞(𝑀)

𝐿∞
1 (R𝑑, Û, 𝑤)

F⊗1
88 44

onde F e F⊗1 denotam a transformada de Fourier e sua inversa. Nosso objetivo agora é mostrar
que F e F⊗1 são tame linear, feito isso e observando o diagrama acima concluímos que que 𝐶∞(𝑀)
somando direto tame de 𝐿∞

1 (R𝑑, Û, 𝑤). Observemos que

‖𝑓‖𝑛 =
∫︁

Rd
(1 + ♣𝑥♣)𝑛♣𝑓(𝑥)♣𝑑𝑥

=
𝑛∑︁

𝑗=0

(︃
𝑛

𝑗

⎜∫︁

Rd
♣𝑥♣𝑗♣𝑓(𝑥)♣𝑑𝑥.

Fazendo as contas para F⊗1,

♣𝐷𝑗F⊗1[𝑓 ](𝑥)♣ =
⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃𝐷

𝑗
∫︁

Rd
𝑒𝑖𝑥≤Ý𝑓(Ý)𝑑Ý

⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃

=
⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃
∫︁

Rd
𝑒𝑖𝑥≤ÝÝ𝑗𝑓(Õ)𝑑Ý

⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃

⊘
∫︁

Rd
♣Ý♣𝑗♣𝑓(Ý)♣𝑑Ý

⊘ ‖𝑓‖𝑛

implica ⧸︁⧸︁⧸︁F⊗1(𝑓)
⧸︁⧸︁⧸︁
𝐶n

⊘ ‖𝑓‖𝑛 .
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No caso da transformada F temos,

‖F[𝑔]‖𝑛 =
∫︁

Rd
(1 + ♣𝑥♣)𝑛♣F[𝑔](𝑥)♣𝑑𝑥

=
∫︁

Rd
(1 + ♣𝑥♣)𝑛+𝑟♣F[𝑔](𝑥)♣

𝑑𝑥

(1 + ♣𝑥♣)𝑟

=
𝑛+𝑟∑︁

𝑗=0

(︃
𝑛+ 𝑟

𝑗

⎜∫︁

Rd
♣𝑥♣𝑗♣F[𝑔](𝑥)♣

𝑑𝑥

(1 + ♣𝑥♣)𝑟

⊘
𝑛+𝑟∑︁

𝑗=0

(︃
𝑛+ 𝑟

𝑗

⎜∫︁

Rd
♣F[𝐷𝑗𝑔](𝑥)♣

𝑑𝑥

(1 + ♣𝑥♣)𝑟

⊘
𝑛+𝑟∑︁

𝑗=0

(︃
𝑛+ 𝑟

𝑗

⎜
sup
𝑥∈Rd

♣F[𝐷𝑗𝑔](𝑥)♣
∫︁

Rd

𝑑𝑥

(1 + ♣𝑥♣)𝑟

⊘ 𝐶 ‖𝑔‖𝐶n+r

∫︁

Rd

𝑑𝑥

(1 + ♣𝑥♣)𝑟
.

Agora analisemos a convergência da integral
∫︁

Rd

𝑑𝑥

(1 + ♣𝑥♣)𝑟
= área(𝑆𝑑⊗1)

∫︁ ∞

0

𝜌𝑑⊗1

(1 + 𝜌)𝑟
𝑑𝜌

⊘ área(𝑆𝑑⊗1)
∫︁ ∞

0

(1 + 𝜌)𝑑⊗1

(1 + 𝜌)𝑟
𝑑𝜌

⊘ área(𝑆𝑑⊗1)
∫︁ ∞

1

1
(𝜌)𝑟+1⊗𝑑

𝑑𝜌

onde a integral é convergente se 𝑟 + 1 ⊗ 𝑑 > 1, donde 𝑟 > 𝑑. Logo,

‖F[𝑔]‖𝑛 ⊘ ‖𝑔‖𝐶n+r , se 𝑟 > 𝑑

Lema 2.4.13. O produto cartesiano Ąnito de espaços tame é tame.

Demonstração. Provemos o caso para 𝑛 = 2 os restantes seguem por indução. Suponha que
tenhamos 𝐹𝑖 somando direto tame de

√︁
(𝐵𝑖), 𝑖 = 1, 2

𝐹𝑖
𝐿i //√︁(𝐵)

𝐾i // 𝐹𝑖 .

Deste modo, tomando as aplicações produto 𝐿1 ×𝐿2 e 𝐾1 ×𝐾2 temos que 𝐹1 ×𝐹2 é somando direto
de

√︁
(𝐵1) ×

√︁
(𝐵2). Existe um isomorĄsmo tame entre

√︁
(𝐵1) ×

√︁
(𝐵2) e

√︁
(𝐵1 × 𝐵2), deĄnido

por 𝐿(¶𝑓𝑘♢, ¶𝑔𝑘♢) = ¶(𝑓𝑘, 𝑔𝑘)♢. A linearidade é imediata e o fato de ser tame da construção das
graduações no produto. Pelo Lema 2.4.7, basta tomar as aplicações que fazem o diagrama a baixo
comutar.

𝐹1 × 𝐹2
//

&&

√︁
(𝐵1) ×

√︁
(𝐵2)

��

// 𝐹1 × 𝐹2

√︁
(𝐵1 ×𝐵2)

OO 88
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Teorema 2.4.14. Se 𝑀 é uma variedade de dimensão Ąnita compacta e 𝐸 um Ąbrado vetorial
sobre 𝑀 , então Γ(𝐸) é tame.

Demonstração. Denotemos por 𝐼 = 𝑀 × R o Ąbrado de linhas trivial sobre 𝑀 . Do mesmo modo
𝐼𝑑 = 𝑀 ×R𝑑. Como Γ(𝐼) = 𝐶∞(𝑀) e Γ(𝐼𝑑) = (Γ(𝐼))𝑑, segue do Lema 2.4.13 e do Teorema 2.4.12
Γ(𝐼𝑑) é tame. Como 𝑀 é compacta, existem 𝑑 tal que e uma sequência morĄsmos de Ąbrados

𝐸
𝑓 // 𝐼𝑑

ℎ // 𝐸

com ℎ ◇ 𝑓 = 𝐼𝐸. Essa propriedade pode ser encontrada na página 13 das notas de [10]. DeĄnindo
𝐹 (à) = 𝑓 ◇ à e 𝐻(Ö) = ℎ ◇ Ö,

Γ(𝐸) 𝐹 // Γ(𝐼𝑑) 𝐻 // Γ(𝐸)

𝐻 ◇ 𝐹 = Id𝐸

,

segue da estimativa (2.4.1) que 𝐹 e 𝐻 são tame. Portanto Γ(𝐸) é somando direto tame de Γ(𝐼𝑑),
donde concluímos o desejado.

2.5 Aplicações tame suaves

Aplicações tame e tame suaves são duas classes de aplicações com interseções entre si, porém
sem continência. Neste texto estaremos apenas interessados nas aplicações tame suaves, sendo
assim diremos apenas aplicação tame em referência às tame suaves, caso contrário destacaremos a
categoria da aplicação.

DeĄnição 2.5.1. Sejam 𝐹 e 𝐸 espaços de Fréchet graduados, 𝑉 ⊆ 𝐹 aberto e 𝑃 : 𝑉 ⊆ 𝐹 ⊃ 𝐸
uma aplicação contínua. Dizemos que 𝑃 satisfaz uma estimativa tame de grau 𝑟 e base 𝑓 se

‖𝑃 (𝑥)‖𝑛 ⊘ 𝐶𝑛(1 + ‖𝑥‖𝑛)

para todo 𝑥 ∈ 𝑉 e para todo 𝑛 ⊙ 𝑏.

DeĄnição 2.5.2. Diremos que uma aplicação contínua 𝑃 : 𝑈 ⊆ 𝐹 ⊃ 𝐸 é tame se, para todo
ponto 𝑥 ∈ 𝑈 existir uma vinhança 𝑉 ⊆ 𝑈 de 𝑥 tal que 𝑃 satisfaz uma estimativa tame em 𝑉 . Se
𝑃 for suave diremos que 𝑃 é tame suave se 𝑃 for tame e todas as suas derivadas 𝐷𝑘𝑃 são tame.

Teorema 2.5.3. A composição de aplicações tame suaves resulta em uma aplicação tame suave.

Demonstração. Sejam 𝐹,𝐺 e 𝐻 espaços graduados e 𝑈, 𝑉,𝑊 abertos de 𝐹,𝐺 e 𝐻 respectivamente.
Sejam 𝑃 e 𝑄 duas aplicações tais que a composição

𝑈 ⊆ 𝐹
𝑃 // 𝑉 ⊆ 𝐺

𝑄 //𝑊 ⊆ 𝐻
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está bem deĄnida. Dado 𝑥0 ∈ 𝑈 , como 𝑃 é tame existem 𝑏, 𝑟 ∈ N e uma vizinhança 𝑈0 ⊆ 𝑈 onde
𝑃 satisfaz

‖𝑃 (𝑥)‖𝑚 ⊘ 𝐶(1 + ‖𝑥‖𝑚+𝑟) ∀𝑚 ⊙ 𝑏

Por outro lado, 𝑄 é tame, donde existem 𝑠, 𝑐 ∈ N e uma vizinhança 𝑉0 de 𝑦0 = 𝑃 (𝑥0) onde 𝑄
satisfaz

‖𝑄(𝑦)‖𝑛 ⊘ 𝐶(1 + ‖𝑦‖𝑛+𝑠) ∀𝑛 ⊙ 𝑐.

Tomando 𝑏 ou 𝑐 suĄciente mente grande de modo que 𝑏 = 𝑐 + 𝑟. Como uma aplicação tame é
contínua, 𝑃⊗1(𝑉0) é uma vizinhança de 𝑥0. Tomando a interseção com 𝑈0 se necessário, podemos
assumir 𝑃 (𝑈0) ⊆ 𝑉0. Então para todo 𝑥0 ∈ 𝑈0 e para todo 𝑛 ⊙ 𝑐 temos

‖𝑄(𝑃 (𝑓))‖𝑛 ⊘ 𝐶(1 + ‖𝑃 (𝑥)‖𝑛+𝑠) ⊘ 𝐶(1 + ‖𝑥‖𝑛+𝑟+𝑠)

o que mostra que 𝑄 ◇ 𝑃 satisfaz uma estimativa tame de grau 𝑟 + 𝑠 e base 𝑐 em 𝑈0.
Pela regra da cadeia 2.2.7, sabemos que a derivada 𝐷(𝑄◇𝑃 ) é tame, pois pode ser escrita como

composta das aplicações tame 𝑃,𝐷𝑃 e 𝐷𝑄. Aplicando esse mesmo argumento sucessivamente
mostra-se que todas as derivadas de 𝐷(𝑄 ◇ 𝑃 ) são tame.

Os mapas tame envolvidos no resultado principal deste trabalho são basicamente mapas entre
espaços de funções suaves de uma variedade ou espaços de seções de um Ąbrado. Para mostrar que
estes mapas são tame realizamos uma técnica comum a todos eles, de reduzir o problema via cartas
locais a fazer estimativas tame nos espaços das funções suaves de uma bola no espaço euclideano.
Nesse processo será recorrente o uso da seguinte interpolação.

Lema 2.5.4. Seja 𝑀 uma variedade de dimensão Ąnita compacta e 𝑙 ⊘ 𝑚 ⊘ 𝑛. Então para toda
função 𝑓 ∈ 𝐶∞(𝑀) vale a interpolação

‖𝑓‖𝑛⊗𝑙
𝐶m(𝑀) ⊘ 𝐶 ‖𝑓‖𝑚⊗𝑙

𝐶n(𝑀) ‖𝑓‖𝑛⊗𝑚
𝐶l(𝑀) .

Demonstração. A prova desta proposição pode ser encontrada junto com outras interpolações e
desigualdades na seção 2 do capítulo 2 de [9].

Denotando a seminorma ‖≤‖𝐶n(𝑀) de 𝐶∞(𝑀) apenas por ‖≤‖𝑛, observamos que a partir do lema
vale a seguinte desigualdade:

‖𝑓‖𝑚 ⊘ 𝐶 ‖𝑓‖
m⊗l
n⊗l
𝑛 ‖𝑓‖

n⊗m
n⊗l

𝑙 (2.5.1)

Outro resultado auxiliar importante se trata da fórmula para derivadas 𝑛⊗ésimas da composta
de funções, conhecida como fórmula de Faà di Bruno

𝐷𝑛(𝑓 ◇ 𝑔)(𝑥) =
𝑛∑︁

𝑘=1

∑︁

𝑗1+≤≤≤+𝑗k=𝑛

𝐶𝑘,𝑗1,...,𝑗k𝐷
𝑘𝑓(𝑔(𝑥))[𝐷𝑗1𝑔(𝑥), . . . , 𝐷𝑗k𝑔(𝑥)]

onde 𝐶𝑘,𝑗1,...,𝑗k é um número inteiro que envolve a contagem das partições de 𝑛. Nossas aplicações
serão independentes da expressões explicitas dos inteiros 𝐶𝑘,𝑗1,...,𝑗k . Para uma prova dessa fórmula
e uma expressão para os inteiros 𝐶𝑘,𝑗1,...,𝑗k indicamos ao leitor o texto [20].
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Lema 2.5.5. Seja 𝑝 : 𝑉 × R𝑙 ⊃ R𝑚 uma aplicação suave e 𝑉 compacto. Então para cada
𝑓0 ∈ 𝐶∞(𝑉,R𝑙) existe uma vizinhança 𝑈𝑓0 e uma constante positiva 𝐶𝑓0 , tal que o operador

𝑃 : 𝐶∞(𝑉,R𝑙) ⊃ 𝐶∞(𝑉,R𝑚), 𝑃 (𝑓) = 𝑝(𝑥, 𝑓(𝑥))

satisfaz

‖𝑃 (𝑓)‖𝐶n(𝑉,Rm) ⊘ (𝐶𝑓0 + 1) ‖𝑓‖𝐶n(𝑉,Rl) , ∀𝑓 ∈ 𝑈𝑓0 .

Demonstração. Seja 𝑓0 ∈ 𝐶∞(𝑉,R𝑙), tome 𝑈 ⊆ 𝑉 × R𝑙 uma vizinhança do gráĄco de 𝑓0 com
fecho compacto. Então 𝑝 e todas suas derivadas são limitadas em 𝑈 . Observamos que se 𝑓 ∈ ̃︀𝑈 ,
‖𝑓‖0 ⊘ 𝐶 e ‖𝐷𝑛𝑝(𝑥, 𝑓(𝑥))‖0 ⊘ 𝐶.

Utilizaremos a seguir a fórmula de Faà di Bruno para derivadas 𝑛-ésimas de compostas,

‖𝐷𝑛𝑃 (𝑓)‖0 = sup
𝑥∈𝑉

⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃

𝑛∑︁

𝑘=1

∑︁

𝑗1+≤≤≤+𝑗k

𝐶𝑘,𝑗1,...,𝑗k𝐷
𝑘𝑝(𝑥, 𝑓(𝑥))[𝐷𝑗1(𝑥, 𝑓(𝑥)), . . . , 𝐷𝑗k(𝑥, 𝑓(𝑥))]

⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃

⊘ 𝐶
𝑛∑︁

𝑘=1

∑︁

𝑗1+≤≤≤+𝑗k

sup
𝑥∈𝑉

⧹︃⧹︃⧹︃𝐷𝑘𝑝(𝑥, 𝑓(𝑥))[𝐷𝑗1(𝑥, 𝑓(𝑥)), . . . , 𝐷𝑗k(𝑥, 𝑓(𝑥))]
⧹︃⧹︃⧹︃

⊘ 𝐶
𝑛∑︁

𝑘=1

∑︁

𝑗1+≤≤≤+𝑗k

sup
𝑥∈𝑉

⧹︃⧹︃⧹︃𝐷𝑘𝑝(𝑥, 𝑓(𝑥))
⧹︃⧹︃⧹︃
⧹︃⧹︃⧹︃𝐷𝑗1(𝑥, 𝑓(𝑥))

⧹︃⧹︃⧹︃ ≤ ≤ ≤
⧹︃⧹︃⧹︃𝐷𝑗k(𝑥, 𝑓(𝑥))

⧹︃⧹︃⧹︃

⊘ 𝐶
∑︁

𝑗1+≤≤≤+𝑗k⊘𝑛

sup
𝑥∈𝑉

⧹︃⧹︃⧹︃𝐷𝑗1(𝑥, 𝑓(𝑥))
⧹︃⧹︃⧹︃ ≤ ≤ ≤

⧹︃⧹︃⧹︃𝐷𝑗k(𝑥, 𝑓(𝑥))
⧹︃⧹︃⧹︃

⊘ 𝐶
∑︁

𝑗1+≤≤≤+𝑗k⊘𝑛

⧸︁⧸︁⧸︁𝐷𝑗1𝑓
⧸︁⧸︁⧸︁

0
≤ ≤ ≤

⧸︁⧸︁⧸︁𝐷𝑗k𝑓
⧸︁⧸︁⧸︁

0

⊘ 𝐶
∑︁

𝑗1+≤≤≤+𝑗k⊘𝑛

‖𝑓‖𝑗1 ≤ ≤ ≤ ‖𝑓‖𝑗k

Pela desigualdade 2.5.1, podemos limitar ‖𝑓‖𝑖 ⊘ 𝐶 ‖𝑓‖
i
n
𝑛 , desde que ‖𝑓‖0 ⊘ 𝐶.

Portanto,

‖𝑃 (𝑓)‖𝑛 = max
𝑖⊘𝑛

⧸︁⧸︁⧸︁𝐷𝑖𝑃 (𝑓)
⧸︁⧸︁⧸︁

0

⊘ max
𝑖⊘𝑛

𝐶𝑖
∑︁

𝑗1+≤≤≤+𝑗k⊘𝑖

‖𝑓‖𝑗1 ≤ ≤ ≤ ‖𝑓‖𝑗k

⊘ 𝐶𝑛
∑︁

𝑗1+≤≤≤+𝑗k⊘𝑛

‖𝑓‖𝑗1 ≤ ≤ ≤ ‖𝑓‖𝑗k

⊘ 𝐶𝑛 + 𝐶𝑛
∑︁

0<𝑗1+≤≤≤+𝑗k⊘𝑛

‖𝑓‖
j1
n
𝑛 ≤ ≤ ≤ ‖𝑓‖

jk
n
𝑛

⊘ 𝐶𝑛 + 𝑛𝐶𝑛 ‖𝑓‖𝑛
⊘ 𝐶 ′

𝑛(1 + ‖𝑓‖𝑛).
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Dado um aberto 𝑈 ⊆ 𝑁 , relembremos a notação ̃︀𝑈 ,

̃︀𝑈 = ¶𝑔 ∈ 𝐶∞(𝑀,𝑁) : 𝑔(𝑀) ⊆ 𝑈♢.

Teorema 2.5.6. Sejam 𝐸 e 𝐹 dois Ąbrados vetoriais sobre 𝑀 . Considere 𝑈 ⊆ 𝐸 aberto e
𝑝 : 𝑈 ⊃ 𝐹 um mapa de Ąbrados. Então o operador de Ąbrados 𝑃 : ̃︀𝑈 ⊆ Γ(𝐸) ⊃ Γ(𝐹 ) dado por
𝑃 (à) = 𝑝 ◇ à é tame suave.

Demonstração. Seja ¶𝑉𝑖♢ uma cobertura Ąnita de 𝑀 por abertos tais que Þ⊗1
𝐸 (𝑉𝑖) e Þ⊗1

𝐹 (𝑉𝑖) admi-
tem trivializações locais, e fazendo intersecções se necessário de modo que tenhamos 𝑝(Þ⊗1

𝐸 (𝑉𝑖)) ⊆
Þ⊗1
𝐹 (𝑉𝑖). Tomamos em Γ(𝐸) e Γ(𝐹 ) os gradings gerados pela cobertura ¶𝑉𝑖♢. Fixado 𝑖 temos

𝑉𝑖 ⊆ 𝑀
à //

𝜙i

��

Þ⊗1
𝐸 (𝑉𝑖) ⊆ 𝑈

𝑝 //

åi

��

Þ⊗1
𝐹 (𝑉𝑖) ⊆ 𝐹

Ýi

��

𝑉
′

𝑖
// 𝑉

′

𝑖 × R𝑙 // 𝑉
′

𝑖 × R𝑠

e

‖à‖Γn(𝐸) = max
𝑖

⧸︁⧸︁⧸︁å𝑖 ◇ à ◇ 𝜙⊗1
𝑖

⧸︁⧸︁⧸︁
𝐶n(𝑉 ′

i
,Rl)

‖Ö‖Γn(𝐹 ) = max
𝑖

⧸︁⧸︁⧸︁Ý𝑖 ◇ Ö ◇ 𝜙⊗1
𝑖

⧸︁⧸︁⧸︁
𝐶n(𝑉 ′

i
,Rs)

Partimos agora para a demonstração,

‖𝑃 (à)‖Γn(𝐹 ) = max
𝑖

⧸︁⧸︁⧸︁Ý𝑖 ◇ (𝑝 ◇ à) ◇ 𝜙⊗1
𝑖

⧸︁⧸︁⧸︁
𝐶n(𝑉 ′

i
,Rs)

= max
𝑖

⧸︁⧸︁⧸︁(Ý𝑖 ◇ 𝑝 ◇ å⊗1
𝑖 ) ◇ (å𝑖 ◇ à ◇ 𝜙⊗1

𝑖 )
⧸︁⧸︁⧸︁
𝐶n(𝑉 ′

i
,Rs)

⊘ max
𝑖

(𝐶𝑖 + 1)
⧸︁⧸︁⧸︁å𝑖 ◇ à ◇ 𝜙⊗1

𝑖

⧸︁⧸︁⧸︁
𝐶n(𝑉 ′

i
,Rl)

(2.5.2)

⊘ (𝐶 + 1) max
𝑖

⧸︁⧸︁⧸︁å𝑖 ◇ à ◇ 𝜙⊗1
𝑖

⧸︁⧸︁⧸︁
𝐶n(𝑉 ′

i
,Rl)

= (𝐶 + 1) ‖à‖Γn(𝐸)

onde na linha 2.5.2 Ązemos uso do lema 2.5.5.
Isso mostra que 𝑃 satisfaz uma estimativa tame na vizinhança de cada ponto, mas como foi

observado no teorema 2.2.11 as derivadas de 𝑃 também são operadores não-lineares de Ąbrados.
Assim aplicando o argumento acima as derivadas obtém-se que estas também satisfazem uma
estimativa tame na vizinhança de cada ponto, donde 𝑃 é uma aplicação tame.

2.6 Variedades de Fréchet tame

As variedades de Fréchet tame suave são objetos de interesse no nosso estudo, pois para essa
categoria podemos contar com o Teorema da Função Inversa de Nash-Moser. Iremos nesta seção
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provar a existência de estrutura tame suave para o espaço das seções de uma submersão sobre uma
variedade compacta, assim como foi feito para estrutura Fréchet suave. Provamos que a aplicação
composição é tame suave e encerramos a seção mostrando que Diff(𝑀) é um grupo de Lie-Fréchet
tame.

DeĄnição 2.6.1. Uma variedade de Fréchet tame é um espaço topológico Hausdorff com um atlas
de cartas tomando valores em espaços de Fréchet tame, tais que as mudanças de coordenada são
aplicações tame entre espaços de Fréchet tame.

Teorema 2.6.2. Seja 𝑀 uma variedade compacta e Þ : 𝐵 ⊃ 𝑀 uma submersão. Então

Γ(𝐵) = ¶𝑓 ∈ 𝐶∞(𝑀,𝐵) : Þ ◇ 𝑓 = 𝐼𝑑𝑀♢

é uma variedade Fréchet tame.

Demonstração. Dada uma seção à ∈ Γ(𝐵), pelo Lema 2.3.3 podemos encontrar uma vizinhança
𝑈à de à(𝑀) e um difeomorĄsmo å : 𝑈 ⊃ 𝑉0 onde 𝑉0 é uma vizinhança da seção nula de à*𝑉 𝑇𝐵.
Tomamos

̃︁𝑈à = ¶Ö ∈ Γ(𝐵) : Ö(𝑀) ⊆ 𝑈à♢,

deste modo temos uma aplicação Ψ : ̃︁𝑈à ⊃ ̃︁𝑉0 deĄnida por Ψà(Ö) = å ◇ Ö. Na demonstração
teorema 2.3.4 mostramos que ¶̃︁𝑈à,Ψà♢à∈Γ(𝐵) é um atlas 𝐶∞ para Γ(𝐵). Nos falta checar que
as funções de transição são tame. Com efeito, suponha que ̃︁𝑈Ö ∩ ̃︁𝑈Ü ̸= ∅, sendo assim temos
ΨÜ ◇ ΨÖ

⊗1 : ΨÖ(̃︁𝑈Ö ∩ ̃︁𝑈Ü) ⊃ ΨÜ(̃︁𝑈Ö ∩ ̃︁𝑈Ü) onde ΨÜ ◇ ΨÖ
⊗1(𝑓) = åÜ ◇ å⊗1

Ö ◇ 𝑓 , se observarmos que
(åÜ ◇ å⊗1

Ö ) é um morĄsmo de Ąbrados vetoriais. Pela Proposição 2.5.6 temos que ΨÜ ◇ ΨÖ
⊗1 é

tame, o mesmo se aplica a (ΨÜ ◇ ΨÖ
⊗1)⊗1 = ΨÖ ◇ ΨÜ

⊗1 concluindo que as funções de transição são
tame.

Corolário 2.6.3. Se 𝑀 é uma variedade compacta e 𝑁 uma outra variedade, então 𝐶∞(𝑀,𝑁) é
variedade tame.

As funções tame suaves entre variedades de Fréchet são deĄnidas do mesmo modo que no caso
suave. A partir das propriedades do atlas é possível se checar a consistência de tal deĄnição.

DeĄnição 2.6.4. Sejam ℳ e 𝒩 variedades de Fréchet tame suaves. Uma aplicação 𝑓 : ℳ ⊃ 𝒩
é tame suave, se para todo 𝑝 ∈ ℳ existem cartas locais å : 𝑈 ⊆ ℳ ⊃ 𝑈1 ⊆ 𝐹 e ã : 𝑉 ⊆ 𝒩 ⊃
𝑉1 ⊆ 𝐸 tais que

∙ 𝑝 ∈ 𝑈 , 𝑓(𝑝) ∈ 𝑉 ;

∙ 𝑓(𝑈) ⊆ 𝑉 ;

∙ å ◇ 𝑓 ◇ ã⊗1 : 𝑈1 ⊆ 𝐹 ⊃ 𝑉1 ⊆ 𝐸 é tame suave.

Lema 2.6.5. Seja 𝑓 : 𝐵𝑚 ⊃ 𝐵𝑘 e 𝑔 : 𝐵𝑙 ⊃ 𝐵𝑚 aplicações suaves(𝐵𝑙 denota a bola unitária de
R𝑙). Se ‖𝑓‖1 ⊘ 𝐾 e ‖𝑔‖1 ⊘ 𝐾. Então podemos encontrar constantes 𝐶𝑛 dependendo de 𝐾 tais
que para 𝑛 ⊙ 1

‖𝑓 ◇ 𝑔‖𝑛 ⊘ 𝐶𝑛(‖𝑓‖𝑛 + ‖𝑔‖𝑛 + 1).
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Demonstração. Da fórmula de Faà di Bruno sabemos que

𝐷𝑛(𝑓 ◇ 𝑔)(𝑥) =
𝑛∑︁

𝑘=1

∑︁

𝑗1+≤≤≤+𝑗k=𝑛

𝐶𝑘,𝑗1,...,𝑗k𝐷
𝑘𝑓(𝑔(𝑥))[𝐷𝑗1𝑔(𝑥), . . . , 𝐷𝑗k𝑔(𝑥)],

assim chegamos a estimativa

‖𝐷𝑛(𝑓 ◇ 𝑔)‖0 ⊘ 𝐶
𝑛∑︁

𝑘=1

∑︁

𝑗1+≤≤≤+𝑗k

‖𝑓‖𝑘 ‖𝑔‖𝑗1 ≤ ≤ ≤ ‖𝑔‖𝑗k

Pela desigualdade 2.5.1 temos

‖𝑓‖𝑘 ⊘ 𝐶 ‖𝑓‖
n⊗k
n⊗1

1 ‖𝑓‖
k⊗1
n⊗1
𝑛 ‖𝑔‖𝑗 ⊘ 𝐶 ‖𝑔‖

n⊗j

n⊗1

1 ‖𝑔‖
j⊗1
n⊗1
𝑛

donde

‖𝐷𝑛(𝑓 ◇ 𝑔)‖0 ⊘ 𝐶 ‖𝑔‖𝑘⊗1
1 (‖𝑔‖1 ‖𝑓‖𝑛 + ‖𝑓‖1 ‖𝑔‖𝑛).

Tomando a hipótese de que ‖𝑓‖1 ⊘ 𝐾 e ‖𝑔‖1 ⊘ 𝐾,

‖𝐷𝑛(𝑓 ◇ 𝑔)‖0 ⊘ 𝐶(‖𝑓‖𝑛 + ‖𝑔‖𝑛)

com 𝐶 dependendo de 𝐾 e para 𝑛 ⊙ 1. Quando 𝑛 = 0, ‖𝑓 ◇ 𝑔‖0 ⊘ 𝐶. Desde que

‖𝑓 ◇ 𝑔‖𝑛 = max
𝑘⊘𝑛

⧸︁⧸︁⧸︁𝐷𝑘(𝑓 ◇ 𝑔)
⧸︁⧸︁⧸︁

0

o lema está demonstrado.

Teorema 2.6.6. Seja 𝑀 uma variedade de dimensão Ąnita compacta, 𝐹 um Ąbrado sobre 𝑀 com
Ąbra compacta e 𝐵 um Ąbrado sobre 𝐹 , 𝐵 ⊃ 𝐹 ⊃ 𝑀 . Então o operador 𝐶 : Γ(𝐹,𝐵)×Γ(𝑀,𝐹 ) ⊃
Γ(𝑀,𝐵) dado por 𝐶(Ö, à) = Ö ◇ à é smooth tame.

Demonstração. Mostremos primeiro que 𝐶 é tame. Dadas duas seções à0 ∈ Γ(𝑀,𝐹 ) e Ö0 ∈
Γ(𝐹,𝐵), como 𝐹 e 𝑀 são variedades compactas, pelo lema 2.3.3 existem vizinhanças 𝑈, 𝑉 e 𝑊 de
Ö0(𝐹 ), à0(𝑀) e Ö0 ◇ à0(𝑀) mais difeomorĄsmos å : 𝑈0 ⊆ Ö*

0𝑉 𝑇𝐵 ⊃ 𝑈 , ã : 𝑉0 ⊆ à*
0𝑉 𝑇𝐹 ⊃ 𝑉 e

𝜃 : 𝑊0 ⊆ (Ö0 ◇ à0)*𝑉 𝑇𝐵 ⊃ 𝑊 que são mapas de Ąbrados. Em cartas locais temos

̃︀𝑈 × ̃︀𝑉

Ψ×Φ

��

𝐶 // ̃︁𝑊

Θ

��
̃︁𝑈0 × ̃︁𝑉0

// ̃︂𝑊0
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com Ψ × Φ(Ö, à) = (å⊗1 ◇ Ö, ã⊗1 ◇ à) e Θ(Ý) = 𝜃⊗1 ◇ Ý, onde ̃︁𝑈0 × ̃︁𝑉0 ⊆ Γ(Ö*𝑉 𝑇𝐵) × Γ(à*𝑉 𝑇𝐹 ).
Assim se (𝑓, 𝑔) ∈ ̃︁𝑈0 × ̃︁𝑉0, temos uma expressão local para o operador 𝐶

̃︀𝐶(𝑓, 𝑔) = Θ ◇ 𝐶 ◇ (Ψ × Φ)⊗1(𝑓, 𝑔) = 𝜃⊗1 ◇ å ◇ 𝑓 ◇ ã ◇ 𝑔.

𝑉0 ⊆ à*𝑉 𝑇𝐹 //

Þ

��

ã

''

𝜃⊗1◇å◇𝑓◇ã

zz

𝑉 𝑇𝐹

��
𝑊0 ⊆ à*Ö*𝑉 𝑇𝐵 //

𝜃
++

''

𝑀

à

77

𝑔

BB

𝑉 ⊆ 𝐹

Ö

��

ÞFoo

𝑓

**
𝑈0 ⊆ Ö*𝑉 𝑇𝐵oo

å

{{

��

𝑊 ⊆ 𝐵 ≥ 𝑈

ÞB

OO

𝑉 𝑇𝐵

OO

Para veriĄcar que Θ ◇𝐶 ◇ (Ψ × Φ)⊗1 é tame, iremos decompor 𝜃⊗1 ◇å ◇ 𝑓 ◇ã ◇ 𝑔 em duas partes
𝜃⊗1 ◇ å ◇ 𝑓 ◇ ã e 𝑔. Olhando para o diagrama acima podemos observar que

𝜃⊗1 ◇ å ◇ 𝑓 ◇ ã : 𝑉0 ⊆ à*𝑉 𝑇𝐹 ⊃ à*Ö*𝑉 𝑇𝐵

é uma mapa de Ąbrados, onde 𝑔 é uma seção de à*𝑉 𝑇𝐹 com 𝑔(𝑀) ⊆ 𝑉0. Por conta da notação
carregada reescreveremos e apresentaremos uma prova.

Seja 𝑀 uma variedade compacta e 𝐸 e 𝐹 Ąbrados vetoriais sobre 𝑀 e 𝑊0 uma vizinhança de
fecho compacto da seção nula em 𝐸, denotemos por

𝐵(𝑊0, 𝐹 ) := ¶𝑝 ∈ 𝐶∞(𝑊0, 𝐹 ) : Þ𝐹 ◇ 𝑝 = Þ𝐸♢.

Notemos que 𝐵(𝑊0, 𝐹 ) é um espaço vetorial, fazendo se a soma e produto por escalar ponto
a ponto nas Ąbras em 𝐹 . Dada ¶𝑈𝑖♢ uma cobertura aberta Ąnita de 𝑀 por abertos coordenados
(𝑈𝑖, Ý𝑖), tal que podemos encontrar trivializações locais

å𝑖 : Þ⊗1
𝐸 (𝑈𝑖) ⊃ 𝑈𝑖 × R𝑘

e
ã𝑖 : Þ⊗1

𝐹 (𝑈𝑖) ⊃ 𝑈𝑖 × R𝑙

assim deĄnimos o grading

‖𝑝‖𝐵n(𝑊0,𝐹 ) = max
𝑖

⧸︁⧸︁⧸︁ã𝑖 ◇ 𝑝 ◇ å⊗1
𝑖

⧸︁⧸︁⧸︁
𝐶∞(𝑈i×Rl,𝑈i×Rk)

,

tomando em Γ(𝐸) e Γ(𝐹 ) os gradings
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‖à‖Γn(𝐸) = max
𝑖

⧸︁⧸︁⧸︁å𝑖 ◇ à ◇ Ý⊗1
𝑖

⧸︁⧸︁⧸︁
𝐶n(𝑈 ′

i
,Rk)

‖Ö‖Γn(𝐹 ) = max
𝑖

⧸︁⧸︁⧸︁ã𝑖 ◇ Ö ◇ Ý⊗1
𝑖

⧸︁⧸︁⧸︁
𝐶n(𝑈 ′

i
,Rl)

.

Considere ̃︂𝑊0 = ¶àΓ(𝐸) : à(𝑀) ⊆ 𝑊0♢. Assim o operador composição

𝐶 : 𝐵(𝐸,𝐹 ) × ̃︂𝑊0 ⊃ Γ(𝐹 )

satisfaz

‖𝐶(𝑝, à)‖𝑛 = ‖𝑝 ◇ à‖𝑛

= max
𝑖

⧸︁⧸︁⧸︁å𝑖 ◇ 𝑝 ◇ à ◇ Ý⊗1
𝑖

⧸︁⧸︁⧸︁
𝐶n(𝑈 ′

i
,Rk)

= max
𝑖

⧸︁⧸︁⧸︁å𝑖 ◇ 𝑝 ◇ ã⊗1
𝑖 ◇ ã𝑖 ◇ à ◇ Ý⊗1

𝑖

⧸︁⧸︁⧸︁
𝐶n(𝑈 ′

i
,Rk)

= max
𝑖

⧸︁⧸︁⧸︁(å𝑖 ◇ 𝑝 ◇ ã⊗1
𝑖 ) ◇ (ã𝑖 ◇ à ◇ Ý⊗1

𝑖 )
⧸︁⧸︁⧸︁
𝐶n(𝑈 ′

i
,Rk)

⊘ max
𝑖
𝐶𝑛,𝑖

(︂
1 +

⧸︁⧸︁⧸︁å𝑖 ◇ 𝑝 ◇ ã⊗1
𝑖

⧸︁⧸︁⧸︁
𝐶∞(𝑈i×Rl,𝑈i×Rk)

+
⧸︁⧸︁⧸︁ã𝑖 ◇ à ◇ Ý⊗1

𝑖

⧸︁⧸︁⧸︁
𝐶n(𝑈 ′

i
,Rl)

)︂

= 𝐶𝑛(1 + ‖𝑝‖𝑛 + ‖à‖𝑛).

Como foi observado após o teorema 2.3.9 as derivadas do operador composição 𝐶 são compostas
e somas de operadores de composição, daí aplicando se o argumento feito para 𝐶 para cada termo
das derivadas se mostra que as derivadas são tame. Portanto o operador 𝐶 é tame suave.

Corolário 2.6.7. Sejam 𝐿,𝑀 e 𝑁 variedades de dimensão Ąnita com 𝐿 e 𝑀 compactas. Então
𝐶(𝑓, 𝑔) = 𝑓 ◇ 𝑔 é uma aplicação suave e tame.

Os grupos de Lie-Fréchet tame e os fibrados vetoriais de Fréchet são naturalmente uma extensão
dos conceitos de grupo de Lie-Fréchet e Ąbrado vetorial de Fréchet para a categoria Fréchet tame,
assim como foi feito para variedades Fréchet tame.

Teorema 2.6.8. Seja 𝑀 uma variedade suave de dimensão Ąnita e compacta. Então o grupo
Diff(𝑀) é um grupo de Lie-Fréchet tame.

Demonstração. O grupo Diff(𝑀) é um aberto de 𝐶∞(𝑀,𝑀) e portanto é uma variedade Fréchet
tame. O produto, no caso a composição é tame como foi visto nos resultados acima. A prova de
que a inversão é tame é análoga ao que foi feito para a composição 2.6.6 e para os operadores de
Ąbrado 2.5.6, mostra-se a estimativa para aplicações entre bolas no espaço euclideano e depois se
transporta essas estimativas usando via cartas locais. As estimativas locais para o caso da inversão
são dadas pelo lema a seguir.
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Lema 2.6.9. Seja 𝑓 : 𝐵1 ⊃ 𝐵2 uma aplicação suave entre 𝐵1 e 𝐵2 bolas abertas de R𝑛. Se 𝑓
possui uma inversa 𝑓⊗1 : 𝐵2 ⊃ 𝐵1, ‖𝑓⊗1‖1 ⊘ 𝐶 e ‖𝑓‖1 ⊘ 𝐶 então

⧸︁⧸︁⧸︁𝑓⊗1
⧸︁⧸︁⧸︁
𝑛

⊘ 𝐶𝑛(1 + ‖𝑓‖𝑛)

para todo 𝑛 ⊙ 1.

Demonstração. Denotemos 𝑔 = 𝑓⊗1. Deste modo 𝑓 ◇ 𝑔 = 𝐼𝑑, donde 𝐷𝑛(𝑓 ◇ 𝑔) = 0 se 𝑛 ⊙ 2. Pela
fórmula de Faà di Bruno temos

𝐷𝑓(𝑔(𝑥))𝐷𝑛𝑔(𝑥) +
𝑛∑︁

𝑘=2

∑︁

𝑗1+≤≤≤+𝑗k=𝑛

𝐶𝑘,𝑗1,...,𝑗k𝐷
𝑘𝑓(𝑔(𝑥))[𝐷𝑗1𝑔(𝑥), . . . , 𝐷𝑗k𝑔(𝑥)] = 0

observando que 𝐷𝑓(𝑔(𝑥))⊗1 = 𝐷𝑔(𝑥),

𝐷𝑛𝑔(𝑥) = ⊗𝐷𝑔(𝑥)
𝑛∑︁

𝑘=2

∑︁

𝑗1+≤≤≤+𝑗k=𝑛

𝐶𝑘,𝑗1,...,𝑗k𝐷
𝑘𝑓(𝑔(𝑥))[𝐷𝑗1𝑔(𝑥), . . . , 𝐷𝑗k𝑔(𝑥)],

chegamos a estimativa

‖𝐷𝑛𝑔‖0 ⊘ 𝐶
𝑛∑︁

𝑘=2

∑︁

𝑗1+≤≤≤+𝑗k=𝑛

‖𝑓‖𝑘 ‖𝑔‖𝑗1 ≤ ≤ ≤ ‖𝑔‖𝑗k .

A partir da desigualdade 2.5.1 temos

‖𝑓‖𝑘 ⊘ 𝐶 ‖𝑓‖
n⊗k
n⊗1

1 ‖𝑓‖
k⊗1
n⊗1
𝑛 ,

‖𝑔‖𝑗 ⊘ 𝐶 ‖𝑔‖
n⊗j⊗1

n⊗2

1 ‖𝑔‖
j⊗1
n⊗2

𝑛⊗1

juntamente com ‖𝑓‖1 ⊘ 𝐶 e ‖𝑔‖1 ⊘ 𝐶, nos fornece

‖𝐷𝑛𝑔‖0 ⊘
𝑛∑︁

𝑘=2

‖𝑓‖
k⊗1
n⊗1
𝑛 ‖𝑔‖

n⊗k
n⊗2

𝑛⊗1 .

Agora por indução o lema é verdadeiro para 𝑛 = 1, suponhamos

‖𝑔‖𝑛⊗1 ⊘ 𝐶(1 + ‖𝑓‖𝑛⊗1).

Pela desigualdade 2.5.1

‖𝑓‖𝑛⊗1 ⊘ 𝐶 ‖𝑓‖
n⊗2
n⊗1
𝑛 ,

obtemos

‖𝐷𝑛𝑔‖0 ⊘ 𝐶
𝑛∑︁

𝑘=2

‖𝑓‖
k⊗1
n⊗1
𝑛 (1 + ‖𝑓‖𝑛)

n⊗k
n⊗1

⊘ 𝐶
𝑛∑︁

𝑘=2

(1 + ‖𝑓‖𝑛)

⊘ 𝐶𝑛(1 + ‖𝑓‖𝑛).
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Portanto, ⧸︁⧸︁⧸︁𝑓⊗1
⧸︁⧸︁⧸︁
𝑛

= ‖𝑔‖𝑛 ⊘ 𝐶𝑛(1 + ‖𝑓‖𝑛).

2.7 Teorema de Nash-Moser

O teorema da função inversa clássico para espaços de Banach nos diz que uma aplicação não-linear
de classe 𝐶1 é localmente invertível na vizinhança de um ponto 𝑥0 se a sua derivada for invertível em
𝑥0. Tal teorema é comumente usado para resolver problemas de equações não-lineares resolvendo
equações lineares que são tecnicamente mais simples. Porém muitos problemas em geometria e em
equações diferenciais envolvem espaços de funções 𝐶∞ que são espaços de Fréchet. Uma tentativa
de extensão do teorema da função inversa para espaços de Fréchet é falha em vários pontos e alguns
contra-exemplos podem ser encontrados no trabalho de Hamilton [9]. Essas obstruções Ązeram com
que toda a teoria de espaços tame fosse desenvolvida, as hipóteses tame são exatamente condições
para que o esquema de Nash-Moser para o método de Newton funcione. A seguir enunciamos tal
teorema, uma demonstração para este teorema pode ser encontrada em [9].

Teorema 2.7.1 (Teorema da Função Inversa de Nash-Moser). Sejam 𝐸 e 𝐹 espaços de Fréchet
tame, 𝑈 ⊆ 𝐸 aberto e uma aplicação tame suave

𝑃 : 𝑈 ⊆ 𝐸 ⊃ 𝐹.

Suponha que a equação 𝐷𝑃 (𝑥)𝑣 = 𝑤 possua uma única solução 𝑣 = 𝑉 𝑃 (𝑥)𝑤 para todo 𝑥 ∈ 𝑈 e
𝑤 ∈ 𝐹 e que a família de inversas

𝑉 𝑃 : 𝑈 × 𝐹 ⊃ 𝐸

é uma aplicação tame suave. Então 𝑃 é localmente inversível e cada inversa local é uma aplicação
tame suave.

No contexto da geometria diferencial temos a teoria da deformação de estruturas, as deforma-
ções podem ser modeladas pela ação de um grupo sobre a estrutura. Muitas estruturas geomé-
tricas têm a elas associadas o conceito de integrabilidade que pode ser formulado por equações
não-lineares ou operadores não-lineares, com isso é de interesse do ponto de vista da estabilidade
de tais estruturas que possamos fazer deformações dessas estruturas e que estas continuem sendo
soluções da equação de integrabilidade. Exemplo disso são os trabalhos de Hamilton sobre defor-
mação de estruturas complexas [7] e deformação de folheações [8]. Em seu estudo sobre estruturas
complexas Hamilton usou o teorema da função inversa de Nash-Moser para provar uma versão do
teorema da função implícita.

Teorema 2.7.2. Sejam 𝐸,𝐹 e 𝐺 espaços de Fréchet e aplicações tame suaves 𝑃 e 𝑄 entre os
abertos 𝑈, 𝑉 e 𝑊 ,

𝑈 ⊆ 𝐸 𝑃 // 𝑉 ⊆ 𝐹
𝑄 //𝑊 ⊆ 𝐺

tais que 𝑄 ◇ 𝑃 = 0.Suponha que existam mapas tame suaves

𝐻𝑃 : 𝑈 × 𝐹 ⊃ 𝐸,𝐻𝑄 : 𝑈 ×𝐺 ⊃ 𝐹
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com 𝐻𝑃 (𝑥)𝑣 e 𝐻𝑄(𝑥)𝑤 linear em 𝑣 e 𝑤, tais que

𝐷𝑃 (𝑥)𝐻𝑃 (𝑥)𝑣 +𝐻𝑄(𝑥)𝐷𝑄(𝑃 (𝑥))𝑣 = 𝑣

para todo 𝑥 ∈ 𝑈 e 𝑣 ∈ 𝐹 . Então para todo 𝑥0 ∈ 𝑈 existem uma vizinhança A de 𝑥0 e uma
vizinhança 𝐵 de 𝑃 (𝑥0) tais que 𝑃 (𝐴) = 𝐵∩𝑄⊗1(0), isto é, se 𝑦 ∈ 𝐵 e 𝑄(𝑦) = 0 então existe 𝑥 ∈ 𝐴
tal que 𝑃 (𝑥) = 𝑦. Mais ainda podemos encontrar uma mapa tame suave

𝑆 : 𝐴 ⊃ 𝐵

tal que 𝑃 ◇ 𝑆(𝑦) = 𝑦 para todo 𝑦 ∈ 𝐵 ∩𝑄⊗1(0).

Nosso interesse no decorrer dessa seção é estender o teorema acima para aplicações entre va-
riedades de Fréchet. Neste contexto podemos nos restringir ao caso especial em que temos 𝒢 um
grupo de Lie-Fréchet agindo em um Ąbrado vetorial de Fréchet 𝒱 ⊃ ℳ e 𝑄 : ℳ ⊃ 𝒱 uma seção
invariante pela ação do grupo.

DeĄnição 2.7.3. Sejam ℳ,𝒩 variedades tame Fréchet e 𝒱 um Ąbrado vetorial de Fréchet sobre
𝒩 . Um complexo não-linear é um diagrama da forma

𝒩 𝑃 // ℳ
𝑄 //

𝑍
// 𝒱 ,

tal que as aplicações 𝑃,𝑄 e 𝑍 são tame suaves, 𝑄,𝑍 são seções do Ąbrado 𝒱 e 𝑍 a seção nula,
valendo ainda 𝑄 ◇ 𝑃 = 𝑍 ◇ 𝑃 .

DeĄnição 2.7.4. Sejam ℳ,𝒩 e 𝒱 variedades tame Fréchet, considere um complexo não-linear

𝒩 𝑃 // ℳ
𝑄 //

𝑍
// 𝒱 .

O complexo é localmente exato em 𝑥 ∈ ℳ, se existir uma vizinhança 𝑈 de 𝑥 e uma vizinhança
𝑉 de 𝑦 = 𝑃 (𝑥) tais que 𝑄⊗1(0) ∩ 𝑉 = 𝑃 (𝑈). O complexo é dito localmente exato quando for
localmente exato em todo ponto de ℳ.

IdentiĄcando ℳ com a seção nula 𝑍(ℳ), ℳ ⊃˓ 𝒱 , assim temos o isomorĄsmo canônico

𝑇𝑥𝒱 = 𝑇𝑥ℳ ⊕ 𝒱𝑥, 𝑥 ∈ ℳ.

Se 𝑥 é um zero de 𝑄, então a diferencial de 𝑄 assume a forma

𝐷𝑄𝑥 : 𝑇𝑥ℳ ⊃ 𝑇𝑥ℳ ⊕ 𝒱𝑥,

𝐷𝑄𝑥𝑣 = (𝑣, 𝑉 𝑄𝑥𝑣).

Iremos nos referir à aplicação
𝑉 𝑄𝑥 : 𝑇𝑥ℳ ⊃ 𝒱𝑥

como derivada vertical de 𝑄 em 𝑥.
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Teorema 2.7.5. Sejam 𝒩 , ℳ, 𝒫 variedades de Fréchet tame conĄgurando um complexo não-
linear

𝒩 𝑃 // ℳ
𝑄 //

𝑍
// 𝒱 . (2.7.1)

Seja 𝑇𝒩 o Ąbrado tangente de 𝒩 , 𝑃 *𝑇ℳ o pullback para 𝒩 do Ąbrado tangente pela aplicação
𝑃 , 𝑃 *𝒱 o pullback para 𝒩 pela aplicação 𝑃 . Suponha que existam dois morĄsmos tame suaves
de Ąbrados vetoriais

𝐻𝑃 : 𝑃 *𝑇ℳ ⊃ 𝑇𝒩 e 𝐻𝑄 : 𝑃 *𝒱 ⊃ 𝑇ℳ

tais que

𝑇𝒩
𝐷𝑃 //

𝑃 *𝑇ℳ
𝐻𝑃

oo

𝑉 𝑄 //
𝑃 *𝒱

𝐻𝑄
oo

𝐷𝑃 ◇𝐻𝑃 +𝐻𝑄 ◇ 𝑉 𝑄 = 𝐼.

Então o complexo (2.7.1) é localmente exato. Além disso, para todo 𝑥0 ∈ 𝒩 existe uma vizinhança
U de 𝑥 e uma vizinhança 𝑉 de 𝑃 (𝑥0) tais que 𝑃 (𝑈) = 𝑉 ∩𝑄⊗1(0). Mais ainda podemos encontrar
uma mapa tame suave

𝑆 : 𝑉 ⊃ 𝑈

tal que 𝑃 ◇ 𝑆(𝑦) = 𝑦 para todo 𝑦 ∈ 𝑉 ∩𝑄⊗1(0).

Demonstração. Fazendo uso das cartas locais podemos reduzir o problema a um complexo não-
linear entre espaços de Fréchet, daí aplicamos o Teorema 2.7.2. Sejam (𝑈,Ψ) e (𝑊,Φ) cartas locais
de 𝒩 e ℳ respectivamente e (Þ⊗1(𝑊 ),Θ) uma trivialização local do Ąbrado 𝒱 , deste modo

𝑈
𝑃 //

Ψ

��

𝑊
𝑄 //

Φ

��

Þ⊗1(𝑊 )

Θ
��

𝑈0 ⊆ 𝐸 //𝑊0 ⊆ 𝐹 //𝑊0 × 𝑉

temos assim uma sequência de aplicações entre abertos de espaços de Fréchet 𝐸,𝐹 e 𝑉

𝑈0
̃︀𝑃 //𝑊0

̃︀𝑄 // 𝑉 (2.7.2)

com ̃︀𝑄 ◇ ̃︀𝑃 = 0. Olhando agora para as trivializações

𝑇𝒩
𝐷𝑃 //

��

𝑃 *𝑇ℳ

��

𝐻𝑃
oo

𝑉 𝑄 //
𝑃 *𝒱

𝐻𝑄
oo

��
𝑈0 × 𝐸 // 𝑈0 × 𝐹 // 𝑈0 × 𝑉

obtemos aplicações
𝐻 ̃︀𝑃 : 𝑈 × 𝐹 ⊃ 𝐸,𝐻 ̃︀𝑄 : 𝑈 × 𝑉 ⊃ 𝐹
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satisfazendo
𝐷 ̃︀𝑃 (𝑥)𝐻 ̃︀𝑃 (𝑥)𝑣 +𝐻 ̃︀𝑄(𝑥)𝐷 ̃︀𝑄( ̃︀𝑃 (𝑥))𝑣 = 𝑣.

Logo pelo Teorema 2.7.2 o complexo (2.7.2) é localmente exato. Portanto o complexo (2.7.1) é
localmente exato.

DeĄnição 2.7.6. Dados um grupo de Lie-Fréchet 𝒢 e um complexo não-linear 𝒩 𝑃 // ℳ
𝑄 //

𝑍
// 𝒱 .

O complexo é dito 𝒢-invariante, se o Ąbrado 𝒱 , a base ℳ e 𝒩 possuem ações tame de 𝒢, tais que
a seção 𝑄 e a aplicação 𝑃 são 𝒢-invariantes.

Corolário 2.7.7. Seja 𝒢 𝑃 // ℳ
𝑄 //

𝑍
// 𝒱 um complexo não-linear 𝒢-invariante, onde a ação de 𝒢

em 𝒢 é a translação a esquerda. Denotemos 𝑥0 = 𝑃 (𝑒). Suponha que existam operadores lineares
tame 𝐻𝑃𝑒 : 𝑇𝑥0ℳ ⊃ 𝑇𝑒𝒢 e 𝐻𝑄𝑒 : 𝒱𝑥0 ⊃ 𝑇𝑥0ℳ

𝑇𝑒𝒢
𝐷𝑃e //

𝑇𝑥0ℳ
𝐻𝑃e

oo

𝑉 𝑄e //
𝒱𝑥0

𝐻𝑄e

oo

tais que 𝐷𝑃𝑒 ◇ 𝐻𝑃𝑒 + 𝐻𝑄𝑒 ◇ 𝑉 𝑄𝑒 = 𝐼𝑑𝑇x0 ℳ. Então o complexo é localmente exato. Em especial
temos que existe uma aplicação tame 𝑅 : 𝑉 ⊃ 𝑈 tal que 𝑃 ◇ 𝑅(𝑦) = 𝑦, se 𝑦 ∈ 𝑄⊗1(0) ∩ 𝑉 , onde
𝑈 e 𝑉 são vizinhanças de 𝑒 e 𝑃 (𝑒) respectivamente.

Demonstração. Denotemos por 𝑙𝑔 a translação à esquerda de 𝒢 por 𝑔 e ã𝑔 a ação de 𝒢 em ℳ e 𝒱 .
Desde que 𝑃 e 𝑄 são 𝒢-invariantes, temos que

𝐷𝑃𝑔 = 𝐷(ã𝑔)𝑥0 ◇𝐷𝑃𝑒 ◇𝐷(𝑙𝑔⊗1)𝑒, 𝑉 𝑄𝑔𝑥0 = 𝐷(ã𝑔)𝑥0 ◇ 𝑉 𝑄𝑥0 ◇𝐷(ã𝑔⊗1).

DeĄnimos

𝐻𝑃𝑔 := 𝐷(𝑙𝑔)𝑒 ◇𝐻𝑃𝑒 ◇𝐷(ã𝑔⊗1)𝑥0

𝐻𝑄𝑔 := 𝐷(ã𝑔)𝑥0 ◇𝐻𝑄𝑒 ◇𝐷(ã𝑔⊗1)𝑥0 .

𝑇𝒢
𝑉 𝑃 //

𝑃 *𝑇ℳ
𝑉 𝑄 //

𝐻𝑃
oo 𝑃 *𝒱

𝐻𝑄
oo

A construção de 𝐻𝑃 e 𝐻𝑄 e as observações sobre a invariância de 𝑃 e 𝑄 implicam que

𝐷𝑃𝑔 ◇𝐻𝑃𝑔𝑣 +𝐻𝑄𝑔 ◇ 𝑉 𝑄𝑔𝑣 = 𝑣, ∀𝑔 ∈ 𝒢 e ∀𝑣 ∈ 𝑇𝑔≤𝑥0ℳ.

Como a composição de aplicações tame suave é tame suave, segue que𝐻𝑃 e𝐻𝑄 são tame. Portanto
𝐻𝑃 e 𝐻𝑄 são mapas de Ąbrado tame suave nas hipóteses do teorema. Portanto o complexo é
localmente exato.
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Capítulo 3

Complexo de Deformação de uma
Folheação

Neste capítulo seguiremos as ideias do pré-print de Hamilton [8] sobre deformação de folheações.
Iremos construir o complexo de deformação de uma folheação e mostrar a equivalência entre a
exatidão do complexo e a estabilidade. Mostraremos que o complexo linearizado coincide com um
trecho do complexo de Rham da folheação. DeĄniremos estabilidade inĄnitesimal em termos do
complexo de Rham da folheação, sua cohomologia e operadores de homotopia tame. Terminamos
o capítulo mostrando que estabilidade inĄnitesimal implica estabilidade.

3.1 Complexo de Deformação e Estabilidade

O conceito de estabilidade de folheações é uma generalização do que se conhece como estabili-
dade estrutural para sistemas dinâmicos. Todo conceito de estabilidade envolve uma topologia
e propriedades que se preservam em um vizinhança dessa topologia. Como estamos tratando de
folheações de classe 𝐶∞ é apropriado dar ao conjunto Fol(𝑘,𝑀) a topologia do subespaço herdada
de Γ(Gr𝑘𝑀). O caso de folheações 𝐶𝑘 necessita de uma outra abordagem como pode ser visto
em [6]. A propriedade que queremos avaliar é sobre quais aspectos podemos identiĄcar via um
difeomorĄsmo duas folheações, no que segue deĄnimos o que trataremos por estabilidade.

Como visto na seção 1.3 o grupo de Lie-Fréchet Diff(𝑀) dos difeomorĄsmos de 𝑀 age sobre
Γ(Gr𝑘𝑀), para 𝜙 ∈ Diff(𝑀) e à ∈ Γ(Gr𝑘𝑀) a ação é dada por 𝜙*à = 𝜙 ◇ à ◇ 𝜙⊗1. Fixada à uma
𝑘⊗folheação em 𝑀 . DeĄnimos o mapa

𝑃à : Diff(𝑀) ⊃ Γ(Gr𝑘𝑀), 𝑃 (𝜙) = 𝜙*à. (3.1.1)

Pela proposição 1.3.3 sabemos que 𝑃à(𝜙) deĄne uma folheação em 𝑀 . O operador 𝑃 parame-
triza a órbita de à pela ação de Diff(𝑀) em Γ(Gr𝑘𝑀).

DeĄnição 3.1.1. Sejam ℱ1 e ℱ2 folheações em 𝑀 , dizemos que ℱ1 é conjugada à ℱ2 se existir
𝜙 ∈ Diff(𝑀) tal que ℱ1 = 𝜙(ℱ2), onde 𝜙(ℱ2) é a folheação de 𝑀 dada pela composição do atlas
de ℱ2 com 𝜙.
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Se tivermos à1, à2 ∈ Γ(Gr𝑘𝑀) integráveis, a folheação ℱà1 é conjugadas à ℱà2 se, e só se
à1 = 𝜙*à para algum difeomorĄsmo 𝜙. Assim podemos fazer uso do mapa (3.1.1) para deĄnir a
estabilidade de uma folheação.

DeĄnição 3.1.2. Dizemos que uma folheação à ∈ Fol(𝑘,𝑀) é 𝐶∞-estável se existir uma vizi-
nhança aberta 𝑉 de à em Fol(𝑘,𝑀) e uma vizinhança aberta 𝑈 da identidade em Diff(𝑀) tal que
toda folheação em 𝑉 é conjugada a à por um elemento de 𝑈 , isto é, 𝑉 = 𝑃à(𝑈).

O conjunto Fol(𝑘,𝑀) visto apenas como um subespaço de Γ(Gr𝑘𝑀), para Ąns de aplicação da
teoria do cálculo de Fréchet torna-se um pouco obscura. Porém, temos uma outra representação
para tal conjunto como

𝑄⊗1(0) = Fol(𝑘,𝑀),

onde

𝑄 : Γ(Gr𝑘𝑀) ⊃ Γ(𝐼Gr𝑘𝑀)

𝑄(à) = 𝑞 ◇ à

e a aplição 𝑞 é dada pela Proposição 1.2.9. Nosso intuito é usar essa expressão para descrever
a estabilidade de uma folheação, passando pela construção do complexo de deformação de uma
folheação.

DeĄnição 3.1.3. Seja ℱà uma folheação em 𝑀 uma variedade suave. Com os mapas 𝑃à, 𝑄
descritos acima deĄnimos como complexo de deformação da folheação ℱà o seguinte complexo

Diff(𝑀)
𝑃σ // Γ(Gr𝑘𝑀)

𝑄 // Γ(𝐼Gr𝑘𝑀) . (3.1.2)

A estabilidade de uma folheação pode ser tratada estudando a exatidão local do complexo de
deformação na identidade. De fato, se complexo é localmente exato entorno da identidade signiĄca
que existem vizinhanças 𝑈 de 𝐼𝑑𝑀 e 𝑉 de à tais que 𝑃 (𝑈) = 𝑉 ∩ 𝑄⊗1(0) = 𝑉 ∩ Fol(𝑘,𝑀), ou
seja, à é 𝐶∞-estável. A vantagem dessa descrição, como veremos no seção 3.2, é a possibilidade
de aplicar o Teorema de Nash-Moser ao estudo da exatidão do complexo, baseando-se no que
foi desenvolvido na seção 2.7 sobre complexos não-lineares. Para tanto devemos mostrar que o
complexo de deformação de uma folheação é um complexo não-linear Diff(𝑀)-invariante. Este
será o nosso objetivo no restante da seção.

Relembremos a nossa deĄnição de Γ(𝐼Gr𝑘𝑀). Quando apresentamos o Ąbrado 𝐼Gr𝑘𝑀 ⊃
Gr𝑘𝑀 comentamos sobre o abuso de notação, pois para nós ao longo texto Γ(𝐼Gr𝑘𝑀) denota as
seções da submersão 𝐼Gr𝑘𝑀 ⊃ 𝑀 dada pela composta das projeções 𝐼Gr𝑘𝑀 ⊃ Gr𝑘𝑀 ⊃ 𝑀 .
Isto é,

Γ(𝐼Gr𝑘𝑀) = ¶𝑔 ∈ 𝐶∞(𝑀, 𝐼Gr𝑘𝑀) : ÞGrk𝑀
◇ Þ

𝐼Grk𝑀
◇ 𝑔 = 𝐼𝑑𝑀♢.

Teorema 3.1.4. Þ : Γ(𝐼Gr𝑘𝑀) ⊃ Γ(Gr𝑘𝑀) é um Ąbrado vetorial de Fréchet.

Demonstração. Dado um aberto 𝑈 ⊆ 𝑁 , denotaremos por

̃︀𝑈 := ¶𝑔 ∈ 𝐶∞(𝑀,𝑁) : 𝑔(𝑀) ⊆ 𝑈♢.
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Seja æ ∈ Γ(𝐼Gr𝑘𝑀), então
𝑀

æ //

à
##

𝐼Gr𝑘𝑀
Þ

IGrkM

��
Gr𝑘𝑀

Tomando à = Þ
𝐼Grk𝑀

◇ æ, vemos que à ∈ Ω2(à, à⊥) = ¶Ö ∈ 𝐶∞(𝑀,Λ2à* · à⊥) : Þ ◇ Ö = 𝐼𝑑𝑀♢.
Desse modo, é claro que

Γ(𝐼Gr𝑘𝑀) =
⋃︁

à∈Γ(Grk𝑀)

Ω2(à, à⊥).

Considere a variedade grassmanniana Gr𝑘(R𝑚) e 𝐵 ∈ Gr𝑘(R𝑚), existe uma vizinhança 𝐵 ∈
𝑈𝐵 ⊆ Gr𝑘(R𝑚) tal que se 𝐴 ∈ 𝑈𝐵 temos 𝐴⊕ 𝐵⊥ = R𝑚 e uma carta local ã : 𝑈𝐵 ⊃ Hom(𝐵,𝐵⊥),
com inversa ã⊗1(𝑇 ) = ¶𝑣+ 𝑇𝑣 : 𝑣 ∈ 𝐵♢. Passemos essa construção para Γ(Gr𝑘𝑀), usando o atlas
de Γ(Gr𝑘𝑀) construído no Teorema 2.3.4, para à ∈ Γ(Gr𝑘𝑀) existe uma carta local

Φ : ̃︁𝑈à ⊃ ̃︂𝑊0 ⊆ Γ(à*𝑉 𝑇Gr𝑘𝑀),

onde ̃︂𝑊0 é uma vizinhança da seção nula, se necessário podemos reduzir a vinhança ̃︁𝑈à de modo
que se preserve a transversalidade com à⊥, isto é, se Ö ∈ ̃︁𝑈à então Ö ⊕ à⊥ = 𝑇𝑀 . Como veremos
no Lema 3.2.2 vale a identiĄcação Γ(à*𝑉 𝑇Gr𝑘𝑀) ♠ Hom(à, à⊥). Assim, podemos considerar a
carta

Φ : ̃︁𝑈à ⊃ ̃︂𝑊0 ⊆ Hom(à, à⊥),

onde Φ⊗1(𝑓) = ¶𝑋 + 𝑓(𝑋) : 𝑋 ∈ X(à)♢. Denotemos 𝑓Ö := Φ(Ö) e deĄnamos

𝜌 : ̃︁𝑈à ⊃ GL(𝑇𝑀)

da seguinte forma:

𝜌(Ö) : 𝑇𝑀 = à ⊕ à⊥ ⊃ 𝑇𝑀 = Ö ⊕ à⊥

𝜌(Ö)(𝑋 + 𝑌 ) = 𝑋 + 𝑓Ö𝑋 + 𝑌.

Com isto, obtemos uma trivialização local

Ψ : ̃︁𝑈à × Ω2(à, à⊥) ⊃ Þ⊗1(̃︁𝑈à),

Ψ(Ö, æ)(𝑋, 𝑌 ) = 𝜌(Ö)æ(𝜌(Ö)⊗1𝑋, 𝜌⊗1(Ö)𝑌 ).

Relembremos que Diff(𝑀) age sobre si mesmo por translação à esquerda. Denotaremos essa
ação por 𝜙*å. Como o descrito em (1.3.1) e (1.3.2), Diff(𝑀) age em Γ(Gr𝑘𝑀) e em Γ(𝐼Gr𝑘𝑀),
denotamos ambas as ações por *.

Teorema 3.1.5. O complexo deformação é um complexo não-linear Diff(𝑀)-invariante.
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Demonstração. Sobre o complexo de deformação temos as seguintes ações:

* : Diff(𝑀) × Diff(𝑀) ⊃ Diff(𝑀)

𝜙*å = 𝜙 ◇ å ◇ 𝜙⊗1,

* : Diff(𝑀) × Γ(Gr𝑘𝑀) ⊃ Γ(Gr𝑘𝑀)

𝜙*à = ̂︀𝜙 ◇ à ◇ 𝜙⊗1,

* : Diff(𝑀) × Γ(𝐼Gr𝑘𝑀) ⊃ Γ(𝐼Gr𝑘𝑀)

𝜙*æ = ̂︀̂︀𝜙 ◇ æ ◇ 𝜙⊗1.

As aplicações ̂︀𝜙 e ̂︀̂︀𝜙 são levantamentos de 𝜙 aos Ąbrados Gr𝑘𝑀 e 𝐼Gr𝑘𝑀 respectivamente, a
construção destas aplicações pode ser encontrada na Proposição 1.3.1.

A primeira ação é uma ação tame suave, pois Diff(𝑀) é um grupo de Lie-Fréchet tame. Ob-
servemos que

𝑃 (𝜙*å) = (𝜙*å)*à

= 𝜙 ◇ å ◇ à ◇ (𝜙 ◇ å)⊗1

= ̂︀𝜙 ◇ [ ̂︀å ◇ à ◇ å⊗1] ◇ 𝜙⊗1

= ̂︀𝜙 ◇ 𝑃 (å) ◇ 𝜙⊗1

= 𝜙*𝑃 (å),

donde 𝑃 é Diff(𝑀)-invariante. Pelo Teorema 2.6.6 o operador composição 𝐶 : Γ(Gr𝑘𝑀, 𝐼Gr𝑘𝑀) ×
Γ(Gr𝑘𝑀) ⊃ Γ(𝐼Gr𝑘𝑀) é tame suave. Em particular 𝑄(à) = 𝐶(𝑞, à) é tame suave.

As outras duas ações se descrevem como

𝜙*à = 𝐶( ̂︀𝜙,𝐶(à, 𝜙⊗1))

e
𝜙*æ = 𝐶(̂︀̂︀𝜙,𝐶(æ, 𝜙⊗1))

e como o operador composição é tame suave as ações são aplicações tame suave. O fato que 𝑄 é
Diff(𝑀)-invariante foi mostrado na proposição 1.3.2.

Lema 3.1.6. Os operadores ̂︀ : Diff(𝑀) ⊃ Diff(Gr𝑘𝑀) e ̂︀̂︀ : Diff(𝑀) ⊃ Diff(𝐼Gr𝑘𝑀) são
homomorĄsmos tame entre os grupos de Lie-Fréchet .

Demonstração. Sejam (𝑈0, Ý) e (𝑈1, å) cartas locais de 𝑀 , fazendo 𝑓 = å ◇ 𝜙 ◇ Ý⊗1 recordemos as
expressões locais dos operadores

̂︀𝑓 : 𝑈 × Gr𝑘(R𝑚) ⊗⊃ 𝑓(𝑈) × Gr𝑘(R𝑚)

(𝑥,𝐵) ↦⊗⊃ (𝑓(𝑥), 𝑑𝑓(𝑥)𝐵)

̂︀̂︀𝑓 : 𝑈 ×𝑊 × Λ2(R𝑘*
,R𝑚⊗𝑘) ⊗⊃ 𝑓(𝑈) × ̂︀𝑓(𝑊 ) × Λ2(R𝑘*

,R𝑚⊗𝑘)

(𝑥,𝐵,
∑︁

𝑐𝑖𝑗𝑠𝑒
𝑖 ∧ 𝑒𝑗 · 𝑒𝑠) ↦⊗⊃ (𝑓(𝑥), 𝑑𝑓(𝑥)𝐵,

∑︁
𝑐𝑖𝑗𝑠

𝜕𝑓⊗1
𝑖

𝜕𝑥Ð

𝜕𝑓⊗1
𝑗

𝜕𝑥Ñ

𝜕𝑓Ö
𝜕𝑥𝑠

𝑒Ð ∧ 𝑒Ñ · 𝑒Ö)
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Seja 𝑈 um aberto de R𝑚 com fecho compacto. Daremos uma ideia calculando as estimativas
para o caso local, ou seja, Diff(𝑈,𝑈) ⊆ 𝐶∞(𝑈,𝑈) lembrando que 𝐶∞(𝑈,𝑈) denota o conjunto das
funções suaves de 𝑈 que se estendem ao fecho, o mesmo para

Diff(𝑈 × 𝑉 ×𝑊 ) ⊆ 𝐶∞(𝑈 × 𝑉 ×𝑊,𝑈 × 𝑉 ×𝑊 )

onde 𝑉 ⊆ 𝑀(R𝑚×𝑘) e 𝑊 ⊆ Λ2(R𝑘 · R𝑚⊗𝑘) são abertos de fecho compacto. Munindo 𝐶∞(𝑈,𝑈)
com o grading

‖𝑓‖𝐶n(𝑈,𝑈) = max
𝑗⊘𝑛

sup
𝑥∈𝑈

⧸︁⧸︁⧸︁𝐷𝑗𝑓(𝑥)
⧸︁⧸︁⧸︁

e em 𝐶∞(𝑈)
‖ℎ‖𝐶n(𝑈) = max

𝑗⊘𝑛
sup
𝑥∈𝑈

⧸︁⧸︁⧸︁𝐷𝑗ℎ(𝑥)
⧸︁⧸︁⧸︁ ,

observamos que
𝜕𝑖𝑗 : 𝐶∞(𝑈,𝑈) ⊃ 𝐶∞(𝑈)

𝜕𝑖𝑗(𝑓) =
𝜕𝑓𝑖
𝜕𝑥𝑗

,

é linear e satisfaz
‖𝜕𝑖𝑗(𝑓)‖

𝐶n(𝑈) ⊘ ‖𝑓‖𝐶n+1(𝑈,𝑈) .

Logo 𝜕𝑖𝑗 é tame suave. Por outro lado,

𝐶∞(𝑈,𝑈) ⊗⊃ 𝐶∞(𝑈 × 𝑉 ×𝑊,𝑈 × 𝑉 ×𝑊 )

𝑓 ↦⊃
̂︀̂︀𝑓

̂︀̂︀𝑓(𝑥,𝐵,
∑︁

𝑐𝑖𝑗𝑠 𝑒
𝑖 ∧ 𝑒𝑗 · 𝑒𝑠) = (𝑓(𝑥), 𝑑𝑓(𝑥)𝐵,

∑︁
𝑐𝑖𝑗𝑠
𝜕𝑓⊗1

𝑖

𝜕𝑥Ð

𝜕𝑓⊗1
𝑗

𝜕𝑥Ñ

𝜕𝑓Ö
𝜕𝑥𝑠

𝑒Ð ∧ 𝑒Ñ · 𝑒Ö)

Como
̂︀̂︀𝑓 é linear nas duas últimas entradas, suas derivadas de ordem 𝑛 ⊙ 2 dependem apenas

de derivadas de 𝑓 e de sua inversa. Como observamos antes as derivadas variam de maneira tame

suave com a função. Logo o operador
̂︀̂︀𝑓 é tame suave.

3.2 Aplicando o Teorema de Nash-Moser ao Complexo de
Deformação

Nesta seção aplicaremos o resultado de exatidão local de complexos não-lineares apresentado ante-
riormente em 2.7, para obter condições que impliquem a estabilidade 𝐶∞ de uma folheação. Para
simpliĄcar a exposição do resultado, condensamos as hipóteses na deĄnição de uma folheação inĄ-
nitesimalmente estável. Assim teremos a primeira parte do trabalho de Hamilton [8], que mostra
que as folheações inĄnitesimalmente estáveis formam uma família de folheações 𝐶∞-estáveis.
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DeĄnição 3.2.1. Dizemos que uma folheação à é infinitesimalmente estável, se existem mapas
ℎℱσ

e 𝑘ℱσ
tame lineares

Ω0(ℱà, Üℱσ
)

𝑑ℱσ //
Ω1(ℱà, Üℱσ

)
𝑑ℱσ //

ℎ1
ℱσ

oo Ω2(ℱà, Üℱσ
),

ℎ2
ℱσ

oo

tais que
𝑑ℱσ

ℎ1
ℱσ

+ ℎ2
ℱσ
𝑑ℱσ

= 𝐼.

Considere æ ∈ Ω1(ℱà, Üℱσ
) com 𝑑ℱσ

æ = 0. Se à for inĄnitesimalmente estável temos 𝑑ℱσ
(ℎℱσ

æ) =
æ, ou seja 𝐾𝑒𝑟𝑑2

ℱσ
= 𝐼𝑚𝑑1

ℱσ
, donde 𝐻1(ℱà) = 0. Assim estabilidade inĄnitesimal tem relação com

a forma com que o primeiro grupo de cohomologia da folheação se anula.

Lema 3.2.2. Valem as seguintes identiĄcações entre espaçso de Fréchet: 𝑇𝐼𝑑M
Diff(𝑀) ♠ X(𝑀),

𝑇àΓ(Gr𝑘𝑀) ♠ Ω1(ℱà, Üℱσ
) e 𝑉 𝑇𝑄(à)Γ(𝐼Gr𝑘𝑀) ♠ Ω2(ℱà, Üℱσ

).

Demonstração. Para realizar tais identiĄcações relembremos a identiĄcação (2.3.1) que nos des-
creve o espaço tangente 𝑇àΓ(𝐵) como Γ(à*𝑉 𝑇𝐵).

Como Diff(𝑀) ⊆ 𝐶∞(𝑀,𝑀) é um aberto, dado 𝜙 ∈ Diff(𝑀) se tem 𝑇𝜙Diff(𝑀) = 𝑇𝜙𝐶
∞(𝑀,𝑀).

Por sua vez 𝐶∞(𝑀,𝑀) = Γ(𝑀 ×𝑀) espaço das seções do Ąbrado trivial 𝑀 ×𝑀 , observando que
𝑉 𝑇 (𝑀 ×𝑀) = 𝑇𝑀 , temos que

𝑇𝐼𝑑M
Diff(𝑀) = Γ(𝑇𝑀) = X(𝑀).

A outra identiĄcação é feita de maneira functorial passando para os Ąbrados propriedades das
Ąbras. Seja 𝑉 um espaço vetorial, tome 𝐵 ∈ Gr𝑘𝑉 então 𝑇𝐵Gr𝑘𝑉 ♠ Hom(𝐵, 𝑉/𝐵).

Para cada 𝑥 ∈ 𝑀 , à(𝑥) é um 𝑘⊗plano em 𝑇𝑥𝑀 , assim

à*𝑉 𝑇Gr𝑘𝑀𝑥 = 𝑇à(𝑥)Gr𝑘𝑇𝑥𝑀 ♠ Hom(𝑇𝑥ℱà, Üℱσ𝑥).

Donde à*𝑉 𝑇Gr𝑘𝑀 ♠ Hom(𝑇ℱà, Üℱσ
), segue que

𝑇àΓ(Gr𝑘𝑀) ♠ Γ(à*𝑉 𝑇Gr𝑘𝑀) ♠ Hom(𝑇ℱà, Üℱσ
) ♠ Γ(Λ1(𝑇 *ℱà) · Üℱσ

) = Ω1(ℱà, Üℱσ
).

Para um Ąbrado vetorial o espaço tangente vertical em um ponto da seção nula é naturalmente
identiĄcado com a Ąbra do Ąbrado. Assim,

𝑉 𝑇𝑄(à)Γ(𝐼Gr𝑘𝑀) ♠ Γ(𝐼Gr𝑘𝑀)à = Ω2(ℱà, Üℱσ
).

A seguir apresentaremos uma linearização na qual tomamos 𝐷𝑄à⊗𝐷𝑍à a componente vertical
da diferencial 𝐷𝑄à, outra notação importante é a aplicação mod : X(𝑀) ⊃ Γ(Üℱσ

) dada por
mod(𝑋) = ÞÜℱσ

◇𝑋.
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Lema 3.2.3. Para o complexo de deformação de uma folheação ℱà vale a seguinte linearização
em 𝐼𝑑𝑀 :

𝑇𝐼𝑑M
Diff(𝑀)

𝐷𝑃IdM //

��

𝑇àΓ(Gr𝑘𝑀)

��

𝐷𝑄σ⊗𝐷𝑍σ // Γ(𝐼Gr𝑘𝑀)à

��
X(𝑀)

modℱσ //

OO

Ω0(ℱà, Üℱσ
)

𝑑ℱσ // Ω1(ℱà, Üℱσ
)

𝑑ℱσ //

OO

Ω2(ℱà, Üℱσ
)

OO

Demonstração. Para calcular a linearização do complexo usaremos a representação do problema
em termos de projetores conforme as equivalências trabalhadas na seção 1.4.

Consideremos 𝑀 mergulhada isometricamente em R𝑁 , para algum 𝑁 suĄcientemente grande,
tomar este mergulho isométrico é o que permite poder fazer contas com os projetores. Tomando
os campos canônicos em R𝑁 , projetando-os perpendicularmente sobre 𝑇𝑀 e depois sobre à,
obtemos 𝑋1, . . . , 𝑋𝑁 campos de vetores em à. Como as projeções são aplicações sobrejetoras
à = span¶𝑋1, . . . , 𝑋𝑁♢. Assim o projetor Þà associado a folheação à pode ser escrito como

Þà(𝑍) =
𝑁∑︁

𝑗=1

⟨𝑋𝑗, 𝑍⟩𝑋𝑗.

Passemos agora às contas da linearização. Dado 𝑋 ∈ X(𝑀), o Ćuxo 𝜙𝑋𝑡 de 𝑋 deĄne uma
curva suave Ð : (⊗𝜖,+𝜖) ⊃ Diff(𝑀) com Ð(𝑡) = 𝜙𝑋𝑡 , Ð(0) = 𝐼𝑑𝑀 e Ð′(0) = 𝑋. Sabemos que
𝐷𝑃𝐼𝑑M

(𝑋) ∈ Ω1(ℱà, Üℱσ
). Tomando 𝑌 ∈ à, segue que:

𝐷𝑃𝑒(𝑋)𝑌 = Þℱσ

(︃
𝑑

𝑑𝑡

⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃
0

(𝑃 ◇ Ð(𝑡))𝑌

⎜

= Þℱσ

∏︀
∐︁ 𝑑

𝑑𝑡

⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃
0

𝑁∑︁

𝑗=1

⟨
𝑋𝑗, Ð(𝑡)⊗1

* 𝑌
⟩
Ð(𝑡)*𝑋𝑗

⎞
⎠

= Þℱσ

∏︀
∐︁

𝑁∑︁

𝑗=1

⨀︁
𝑋𝑗,

𝑑

𝑑𝑡
♣0 (𝜙𝑋⊗𝑡)*𝑌

⨁︀
𝑋𝑗 + ⟨𝑋𝑗, 𝑌 ⟩

𝑑

𝑑𝑡
♣0 (𝜙𝑋𝑡 )*𝑋𝑗

⎞
⎠

= Þℱσ

∏︀
∐︁

𝑁∑︁

𝑗=1

⟨𝑋𝑗, 𝐿𝑋𝑌 ⟩𝑋𝑗 + ⟨𝑋𝑗, 𝑌 ⟩𝐿⊗𝑋𝑋𝑗

⎞
⎠

= Þℱσ

∏︀
∐︁

𝑁∑︁

𝑗=1

⟨𝑋𝑗, [𝑋, 𝑌 ]⟩𝑋𝑗 ⊗ ⟨𝑋𝑗, 𝑌 ⟩ [𝑋,𝑋𝑗]

⎞
⎠

= Þℱσ

∏︀
∐︁

𝑁∑︁

𝑗=1

⟨𝑋𝑗, [𝑋, 𝑌 ]⟩𝑋𝑗 +𝑋(⟨𝑋𝑗, 𝑌 ⟩)𝑋𝑗 ⊗ [𝑋, ⟨𝑋𝑗, 𝑌 ⟩𝑋𝑗]

⎞
⎠

= ÞÜℱσ

∏︀
∐︁⊗[𝑋, 𝑌 ] +

𝑁∑︁

𝑗=1

(⟨𝑋𝑗, [𝑋, 𝑌 ]⟩ +𝑋 ⟨𝑋𝑗, 𝑌 ⟩)𝑋𝑗

⎞
⎠

= ÞÜℱσ
([𝑌,𝑋]) = ∇ℱσ

𝑌 𝑋 = 𝑑ℱσ
𝑋(𝑌 )
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onde ∇ℱσ é a conexão de Bott de ℱà.
Tomemos Ö ∈ Hom(𝑇ℱà, Üℱσ

) = 𝑇àΓ(Gr𝑘𝑀), deĄnamos 𝑋𝑖(𝑡) = 𝑋𝑖 + 𝑡Ö(𝑋𝑖). Existe 𝜖 > 0 de
modo que à(𝑡) = span¶𝑋1(𝑡), . . . , 𝑋𝑁(𝑡)♢ ∈ Γ(Gr𝑘𝑀) ∀𝑡 ∈ (⊗𝜖, 𝜖). Para realizarmos os cálculos
olhemos para a curva de projetores

Þ(𝑡) : 𝑇𝑀 ⊃ 𝑇𝑀, Þ(𝑡)𝑍 =
𝑁∑︁

𝑗=1

⟨𝑋𝑗(𝑡), ⟩𝑋𝑗(𝑡)

Þ(0) = Þℱσ
.

Mostremos que a curva Þ(𝑡) é tangente à Ö,

𝑑

𝑑𝑡

⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃
0

Þ(𝑡)𝑍 =
𝑁∑︁

𝑗=1

𝑑

𝑑𝑡

⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃
0

⟨𝑋𝑗(𝑡), 𝑍⟩𝑋𝑗(𝑡)

=
𝑁∑︁

𝑗=1

⟨Ö(𝑋𝑗), 𝑍⟩𝑋𝑗 + ⟨𝑋𝑗, 𝑍⟩ Ö(𝑋𝑗)

=
𝑁∑︁

𝑗=1

⟨𝑋𝑗, 𝑍⟩ Ö(𝑋𝑗) = Ö(𝑍)

Þ′(0) = Ö.

Agora vamos calcular 𝑑
𝑑𝑡

⧹︃⧹︃⧹︃
0
𝑄 ◇ Þ(𝑡),

𝑑

𝑑𝑡

⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃
0

[𝑋𝑖(𝑡), 𝑋𝑗(𝑡)] = [Ö(𝑋𝑖), 𝑋𝑗] + [𝑋𝑖, Ö(𝑋𝑗)]

𝑑

𝑑𝑡

⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃
0

Þ(𝑡)[𝑋𝑖(𝑡), 𝑋𝑗(𝑡)] =
𝑁∑︁

𝑘=1

𝑑

𝑑𝑡

⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃
0

⟨𝑋𝑘(𝑡), [𝑋𝑖(𝑡), 𝑋𝑗(𝑡)]⟩𝑋𝑘(𝑡)

=
𝑁∑︁

𝑘=1

(⟨Ö(𝑋𝑘), [𝑋𝑖, 𝑋𝑗]⟩ + ⟨𝑋𝑘, [Ö(𝑋𝑖), 𝑋𝑗] + [𝑋𝑖, Ö(𝑋𝑗)]⟩)𝑋𝑘 + ⟨𝑋𝑘, [𝑋𝑖, 𝑋𝑗]⟩ Ö(𝑋𝑘)

= Ö([𝑋𝑖, 𝑋𝑗]) +
𝑁∑︁

𝑘=1

⟨𝑋𝑘, [Ö(𝑋𝑖), 𝑋𝑗] + [𝑋𝑖, Ö(𝑋𝑗)]⟩𝑋𝑘
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𝑑

𝑑𝑡

⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃
0

𝑄 ◇ Þ(𝑡)(𝑋𝑖(𝑡), 𝑋𝑗(𝑡)) = ÞÜℱσ

(︃
𝑑

𝑑𝑡

⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃
0

([𝑋𝑖(𝑡), 𝑋𝑗(𝑡)] ⊗ Þ(𝑡)[𝑋𝑖(𝑡), 𝑋𝑗(𝑡)])

⎜

= ÞÜℱσ
([Ö(𝑋𝑖), 𝑋𝑗] + [𝑋𝑖, Ö(𝑋𝑗)] ⊗ Ö([𝑋𝑖, 𝑋𝑗]) ⊗

𝑁∑︁

𝑘=1

⟨𝑋𝑘, [Ö(𝑋𝑖), 𝑋𝑗] + [𝑋𝑖, Ö(𝑋𝑗)]⟩𝑋𝑘)

= ÞÜℱσ
([Ö(𝑋𝑖), 𝑋𝑗]) + ÞÜℱσ

([𝑋𝑖, Ö(𝑋𝑗)]) ⊗ Ö([𝑋𝑖, 𝑋𝑗])

= ⊗∇𝑋j
Ö(𝑋𝑖) + ∇𝑋i

Ö(𝑋𝑗) ⊗ Ö([𝑋𝑖, 𝑋𝑗])

= 𝑑ℱσ
Ö(𝑋𝑖, 𝑋𝑗).

Com o emprego da modelagem desenvolvida no capítulo 1 e na primeira seção desse capítulo,
podemos aplicar toda a teoria dos espaços de Fréchet tame do capítulo 2 incluindo o teorema para
a exatidão de complexos não-lineares oriundo do teorema de Nash-Moser. Obtemos o principal
teorema deste trabalho:

Teorema 3.2.4 (Hamilton,1978). Se 𝑀 é uma variedade suave compacta e ℱà uma folhação em
𝑀 inĄnitesimalmente estável, então ℱà é 𝐶∞-estável.

Demonstração. Munindo 𝑀 de uma métrica riemanniana, podemos identiĄcar Üℱσ
com (𝑇ℱà)⊥

por meio de um isomorĄsmo de Ąbrados 𝜌 : Üℱσ
⊃ (𝑇ℱà)⊥ ⊆ 𝑇𝑀 . Deste modo, existe uma

aplicação
perp : Ω0(ℱà, Üℱσ

) = Γ(Üℱσ
) ⊃ X(𝑀),

dada por perp(Ö) = 𝜌 ◇ Ö. Denotando por mod(𝑋) := ÞÜℱσ
◇𝑋, temos

mod : X(𝑀) ⊃ Γ(Üℱ) = Ω0(ℱà, Üℱσ
),

com mod ◇ perp = 𝐼𝑑Ω0(ℱσ ,Üℱσ ).

X(𝑀)
mod //

Ω0(ℱà, Üℱσ
)

𝑑ℱσ //

perp
oo Ω1(ℱà, Üℱσ

)
𝑑ℱσ //

ℎ1
ℱσ

oo Ω2(ℱà, Üℱσ
)

ℎ2
ℱσ

oo

(𝑑ℱσ
◇ mod)(perp ◇ ℎ1

ℱσ
) + ℎ2

ℱσ
𝑑ℱσ

= 𝐼.

Pelo Lema 3.2.3 podemos levantar os operadores aos espaços tangentes,

𝑇𝑒Diff(𝑀)
𝐷𝑃e //

��

𝑇àΓ(Gr𝑘𝑀)

��

𝑉 𝑄 //

𝐻𝑃e

oo Γ(𝐼Gr𝑘𝑀)à

��

𝐻𝑄e

oo

X(𝑀)
mod //

OO

Ω0(ℱà, Üℱσ
)

𝑑ℱσ //

perp
oo Ω1(ℱà, Üℱσ

)
𝑑ℱσ //

OO

ℎ1
ℱσ

oo Ω2(ℱà, Üℱσ
)

ℎ2
ℱσ

oo

OO
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onde 𝐻𝑃𝑒 e 𝐻𝑄𝑒 são operadores lineares tame satisfazendo 𝐷𝑃𝑒𝐻𝑃𝑒 +𝐻𝑄𝑒𝑉 𝑄𝑒 = 𝐼𝑑.
O complexo de deformação é Diff(𝑀)-invariante e os operadores 𝐻𝑃𝑒 e 𝑉 𝑄𝑒 satisfazem as hipó-

teses do Corolário 2.7.7. Logo, o complexo de deformação é localmente exato em uma vizinhança
da identidade. Mas fora observado no começo deste capítulo, logo após a deĄnição de complexo
de deformação que a estabilidade 𝐶∞ de uma folheação é equivalente ao fato de o seu complexo
de deformação ser localmente exato. Portanto ℱà é 𝐶∞-estável.

Faremos a seguir alguns comentários sobre as consequências do teorema acima, pois este fornece
uma direção para o estudo da estabilidade de uma folheação. Seguindo nessa direção Hamilton
em [8] mostra que a existência de métricas invariantes por holonomia juntamente com certas
estimativas tame implicam na estabilidade inĄnitesimal da folheação.

DeĄnição 3.2.5. Uma folheação ℱ em uma variedade 𝑀 é Hausdorff se, o espaço quociente 𝑀/ℱ
é Hausdorff.

Supondo que a folheação ℱ é Hausdorff, que as folhas de ℱ sejam compactas e que para uma
folha genérica 𝐿 tenhamos 𝐻1(𝐿) = 0, então ℱ é inĄnitesimalmente estável. Este é exatamente
o conteúdo do Teorema 4.3.4, no próximo capítulo daremos uma ideia da prova deste teorema.
Usando este resultado podemos construir um exemplo da folheação inĄnitesimalmente estável.

Exemplo 3.2.6. Considere um grupo de Lie 𝐺 compacto e um subgrupo 𝐾 fechado com 𝐻1(𝐾) =
0, como 𝐺/𝐾 é uma variedade Hausdorff a folheação de 𝐺 pelas classes laterais de 𝐾 é Hausdorff.
Logo, pelo que foi comentado acima as classes laterais de 𝐾 em 𝐺 formam uma folheação inĄni-
tesimalmente estável.

Exemplo 3.2.7. A Ąbração de Hopf 𝑆3 ⊃˓ 𝑆7 ⊃ 𝑆4, fornece uma folheação Hausdorff em 𝑆7 com
folhas 𝑆3. Daí como 𝐻1(𝑆3) = 0, temos que esta folheação é inĄnitesimalmente estável.
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Capítulo 4

Grupoides e Algebroides de Lie

Dedicamos este capítulo a uma pequena exposição de alguns elementos da teoria de grupoides
e algebroides de Lie, tomando como referência as notas de Crainic e Fernandes [4] e o livro de
Moerdijk e Mrcun [18]. Na sequência apresentamos alguns resultados preliminares presentes na
tese de Marcut [16] e que são usados por ele para fazer uma releitura do trabalho de Hamilton.
Por questões técnicas iremos apenas nos referenciar a esses objetos omitindo sua prova. O objetivo
principal deste capítulo é fornecer ao leitor uma ideia sobre a prova da versão global do teorema
de Reeb-Thurston. Mostrando que se uma folheação ℱ é Hausdorff e possuí uma folha genérica
tal que 𝐻1(𝐿) = 0 então ℱ é inĄnitesimalmente estável.

4.1 Grupoides

DeĄnição 4.1.1. Um grupoide é um par de conjuntos 𝒢 e 𝑀 , mais aplicações:

∙ 𝑠, 𝑡 : 𝒢 ⊃ 𝑀 chamadas de source e target,

∙ 𝑢 : 𝑀 ⊃ 𝒢 chamada de aplicação unidade e denotada por 𝑢(𝑥) = 1𝑥,

∙ 𝑖 : 𝒢 ⊃ 𝒢, denotada por 𝑖(𝑔) = 𝑔⊗1 e chamada de inversão

∙ 𝑚 : 𝒢 ×𝑀 𝒢 ⊃ 𝒢, denotada por 𝑚(𝑔, ℎ) = 𝑔ℎ é chamada de multiplicação, onde 𝒢 ×𝑀 𝒢 :=
¶(𝑔, ℎ) : 𝑠(𝑔) = 𝑡(ℎ)♢.

Satisfazendo os seguintes axiomas

∙ 𝑠(1𝑥) = 𝑡(1𝑥) = 𝑥,

∙ 𝑡(𝑔⊗1) = 𝑠(𝑔), 𝑠(𝑔⊗1) = 𝑡(𝑔),

∙ 1𝑡(𝑔)𝑔 = 𝑔1𝑠(𝑔) = 𝑔

∙ 𝑔𝑔⊗1 = 1𝑡(𝑔), 𝑔
⊗1𝑔 = 1𝑠(𝑔),

∙ 𝑠(𝑔ℎ) = 𝑠(ℎ), 𝑡(𝑔ℎ) = 𝑔, sempre que 𝑠(𝑔) = 𝑡(ℎ),
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∙ 𝑔(ℎ𝑘) = (𝑔ℎ)𝑘, sempre que 𝑠(𝑔) = 𝑡(ℎ) e 𝑠(ℎ) = 𝑡(𝑘),

para todo 𝑥 ∈ 𝑀 e 𝑔, ℎ, 𝑘 ∈ 𝒢. Denominamos 𝒢 o conjunto de setas e 𝑀 o conjunto dos objetos e
usualmente denotamos um grupoide por 𝒢 ⇒𝑀 .

Algumas terminologias e propriedades de grupoides:

∙ 𝒢(𝑥, 𝑦) := 𝑠⊗1(𝑥) ∩ 𝑡⊗1(𝑦) o conjunto das setas partindo de 𝑥 para 𝑦.

∙ 𝒢(𝑥, 𝑥) := 𝒢𝑥 chamado de grupo de isotropia em 𝑥 é um grupo.

∙ 𝒢𝑥 := 𝑡(𝑠⊗1(𝑥)) chamado de órbita passando por 𝑥.

∙ 𝒢(𝑥,⊗) := 𝑠⊗1(𝑥) e 𝒢(⊗, 𝑥) := 𝑡⊗1(𝑥) são chamadas de 𝑠-Ąbra e 𝑡-Ąbra respectivamente.

Dado 𝑔 ∈ 𝒢, com 𝑠(𝑔) = 𝑥 e 𝑡(𝑔) = 𝑦, podemos deĄnir uma bijeção 𝑅𝑔 : 𝒢(𝑦,⊗) ⊃ 𝒢(𝑥,⊗)
dada por ℎ ⊃ ℎ𝑔, visto que 𝑠(ℎ) = 𝑡(𝑔). Onde 𝑅𝑔 é uma tentativa de se reproduzir a translação a
direita.

DeĄnição 4.1.2. Um subconjunto 𝑋 ⊆ 𝑀 é dito invariante, se este é união de órbitas, isto é,
𝑋 =

⎷
𝒢𝑥.

Neste trabalho estaremos interessados em uma categoria de grupoides onde possamos falar de
diferenciabilidade. Tal classe é a dos grupoides de Lie.

DeĄnição 4.1.3. Um grupoide de Lie é um grupoide cujo conjunto de setas 𝒢 e o conjunto dos
objetos 𝑀 são variedades suave, e as aplicações de estrutura 𝑠, 𝑡, 𝑢, 𝑖 e 𝑚 são aplicações suaves e
𝑠, 𝑡 submersões sobrejetivas.

Existem exemplos naturais de grupoides para os quais o espaço de setas não é uma variedade
Hausdorff. Porém a menos que se faça menção do contrário, assumiremos que 𝑀 é uma variedade
suave Hausdorff e que 𝒢 é uma variedade suave, mas não necessariamente Hausdorff. Assumiremos
também que as 𝑠-Ąbras e as 𝑡-Ąbras são Hausdorff.

Exemplo 4.1.4. Seja ℱ uma folheação em 𝑀 . Existe um grupoide de Lie que guarda as informa-
ções sobre a holonomia de ℱ , denotaremos tal grupoide por Hol(𝑀,ℱ). O grupoide de holonomia
Hol(𝑀,ℱ) ⇒𝑀 tem como objetos os pontos de 𝑀 e as setas como deĄniremos a seguir:

∙ se 𝑥, 𝑦 encontram-se numa mesma folha 𝐿 de ℱ , então as setas em Hol(𝑀,ℱ) partindo de 𝑥
para 𝑦 são as classes de holonomia de 𝑥 para 𝑦.

∙ se 𝑥, 𝑦 não estão na mesma folha, então não existe seta entre eles.

Uma prova de que esse grupoide é um grupoide de Lie pode ser encontrada no livro de Moerdijk
e Mrcun [18].

Listaremos aqui algumas propriedades de grupoides de Lie das quais omitiremos as demonstra-
ções, mas que decorrem da diferenciabilidade das aplicações e do fato de 𝑠 e 𝑡 serem submersões.
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∙ 𝒢𝑥 é um grupo de Lie, para cada 𝑥 ∈ 𝑀 .

∙ 𝒢𝑥 é uma variedade imersa de 𝑀 .

∙ 𝑡 : 𝒢(𝑥,⊗) ⊃ 𝒢𝑥 é um 𝒢𝑥-Ąbrado principal.

DeĄnição 4.1.5. Um grupoide de Lie 𝒢 é dito próprio se é Hausdorff e a aplicação

(𝑠, 𝑡) : 𝒢 ⊃ 𝑀 ×𝑀

𝑔 ↦⊃ (𝑠(𝑔), 𝑡(𝑔))

é própria.

DeĄnição 4.1.6. Dizemos que 𝒢 é transitivo se a aplicação

(𝑠, 𝑡) : 𝒢 ⊃ 𝑀 ×𝑀

é uma submersão sobrejetora.

Se um grupoide for transitivo teremos uma única órbita 𝒢𝑥. Pois dado 𝑦 ∈ 𝑀 podemos
encontrar 𝑔 ∈ 𝒢 tal que 𝑠(𝑔) = 𝑥 e 𝑡(𝑔) = 𝑦, daí 𝑦 ∈ 𝑡(𝑠⊗1(𝑥)) = 𝒢𝑥 e consequentemente 𝒢𝑥 = 𝑀 .

DeĄnição 4.1.7. Uma representação de um grupoide de Lie 𝒢 ⇒ 𝑀 é um Ąbrado vetorial 𝑝 :
𝑉 ⊃ 𝑀 com uma ação linear de 𝒢 em 𝑉 , isto é, um aplicação

Û : 𝒢 ×𝑀 𝑉 ⊃ 𝑉, Û(𝑔, 𝑣) := 𝑔 ≤ 𝑣 ∈ 𝑉𝑡(𝑔),

para 𝑔, 𝑣 tais que 𝑠(𝑔) = 𝑝(𝑣), linear em 𝑣 e satisfaz os axiomas

1𝑝(𝑣) ≤ 𝑣 = 𝑣, (𝑔ℎ) ≤ 𝑣 = 𝑔 ≤ (ℎ ≤ 𝑣).

4.2 Algebroides

Motivados pela teoria de álgebras de Lie como a versão inĄnitesimal de um grupo de Lie, da
generalização dessa ideia de objeto inĄnitesimal surgem os algebroides de Lie. No caso clássico a
álgebra de Lie de um grupo 𝐺, se trata de uma identiĄcação entre os campos invariantes à direita
e o espaço tangente na identidade 𝑇𝑒𝐺. Isto produz naturalmente uma estrutura de álgebra de Lie
em 𝑇𝑒𝐺. Como em grupoides temos um elemento identidade para cada objeto, deste modo nossa
noção de algebroide deve ser de algum modo um Ąbrado vetorial sobre o espaço dos objetos.

Seja 𝒢 ⇒𝑀 um grupoide de Lie. Denotemos

𝑇 𝑠𝒢 := ker(𝑑𝑠) ⊆ 𝑇𝒢

e os campos invariantes à direita por

X𝑅(𝒢) := ¶𝑋 ∈ Γ(𝑇 𝑠𝒢) : 𝑋ℎ𝑔 = 𝐷𝑅𝑔(ℎ)𝑋ℎ, ∀(ℎ, 𝑔) ∈ 𝒢 ×𝑀 𝒢♢
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Considere 𝐴 := 𝑢*𝑇 𝑠𝒢 Ąbrado vetorial sobre 𝑀 , onde 𝑢 é aplicação unidade.

𝑢*𝑇 𝑠𝒢

��

�̃� // 𝑇 𝑠𝒢

��
𝑀

𝑢 // 𝒢.

Daremos a seguir uma ideia da relação de Γ(𝐴) com X𝑅(𝒢). Começando com uma seção
Ð ∈ Γ(𝐴), o campo Ð̃𝑔 = 𝐷𝑅𝑔(𝑡(𝑔))Ð𝑡(𝑔) é um campo invariante a direita. Tomando por outro
lado 𝑋 ∈ X𝑅(𝒢), deĄnimos Ð = 𝑋 ◇𝑢 que claramente é uma seção de 𝐴. Como visto, Ð̃ deĄne um
campo invariante à esquerda, resta observar que

Ð̃𝑔 = 𝐷𝑅𝑔(𝑡(𝑔))Ð𝑡(𝑔) = 𝐷𝑅𝑔(𝑡(𝑔))𝑋1t(g)
= 𝑋1t(g)𝑔 = 𝑋𝑔.

Com isso obtemos um isomorĄsmo Γ(𝐴) ⊃ X𝑅(𝒢), com Ð ⊃ Ð̃. O conjunto dos campos X(𝒢)
tem naturalmente uma estrutura de álgebra de Lie, observando que X𝑅(𝒢) é uma subálgebra de Lie
de X(𝒢), usamos o isomorĄsmo acima explorado para introduzir uma estrutura de álgebra de Lie
em Γ(𝐴), denotando o colchete em Γ(𝐴) por [≤, ≤]𝐴. Assim Ąca sendo válida a seguinte identidade

˜[Ð, Ñ]𝐴 = [̃︀Ð, ̃︀Ñ].

Considere 𝜌 : 𝐴 ⊃ 𝑇𝑀 o morĄsmo de Ąbrados, deĄnido como 𝜌 := 𝑑𝑡 ◇ �̃�. Com todos esses
elementos temos a primeira proposição que mostra que 𝜌 nos ajuda a corrigir o colchete em Γ(𝐴),
de modo que seja válida a regra de Leibniz.

Proposição 4.2.1. Para qualquer Ð, Ñ ∈ Γ(𝐴) e 𝑓 ∈ 𝐶∞(𝑀)

[Ð, 𝑓Ñ] = 𝑓 [Ð, Ñ] +
(︁
ℒ𝜌(Ð)𝑓

)︁
Ñ.

Demonstração. Notemos que ̃︁𝑓Ñ = (𝑓 ◇ 𝑡) ̃︀Ñ. Logo,

˜[Ð, 𝑓Ñ] = [̃︀Ð, ̃︁𝑓Ñ]

= [̃︀Ð, (𝑓 ◇ 𝑡) ̃︀Ñ]

= (𝑓 ◇ 𝑡)[̃︀Ð, ̃︀Ñ] + (ℒ̃︀Ð(𝑓 ◇ 𝑡)) ̃︀Ñ.

Por outro lado, se 𝑔 ∈ 𝒢

ℒ̃︀Ð(𝑓 ◇ 𝑡)(𝑔) = 𝑑(𝑓 ◇ 𝑡)(𝑔)̃︀Ð(𝑔)

= 𝑑𝑓(𝑡(𝑔))𝑑𝑡(𝑔)̃︀Ð(𝑔).

Se 𝑔 = 1𝑥 = 𝑢(𝑥) com 𝑥 ∈ 𝑀 , temos

ℒ̃︀Ð(𝑓 ◇ 𝑡)(1𝑥) = 𝑑(𝑓 ◇ 𝑡)(1𝑥)𝑑𝑡(1𝑥)̃︀Ð(1𝑥)

= 𝑑(𝑓 ◇ 𝑡)(1𝑥)𝜌(Ð)(𝑥)

= ℒ𝜌(Ð)(𝑓 ◇ 𝑡)(1𝑥),
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donde

˜ℒ𝜌(Ð)(𝑓)Ñ = ℒ̃︀Ð(𝑓 ◇ 𝑡) ̃︀Ñ.

Portanto,

˜[Ð, 𝑓Ñ] = 𝑓 [Ð, Ñ] + ˜ℒ𝜌(Ð)(𝑓)Ñ

= ˜𝑓 [Ð, Ñ] + ℒ𝜌(Ð)(𝑓)Ñ

e concluímos [Ð, 𝑓Ñ] = 𝑓 [Ð, Ñ] + ℒ𝜌(Ð)(𝑓)Ñ.

DeĄnição 4.2.2. Um algebroide de Lie é um Ąbrado vetorial Þ : 𝐴 ⊃ 𝑀 com um colchete de
Lie [≤, ≤] : Γ(𝐴) × Γ(𝐴) ⊃ Γ(𝐴) e um morĄsmo de Ąbrados 𝜌 : 𝐴 ⊃ 𝑇𝑀 tais, que vale a regra de
Leibniz

[𝑋, 𝑓𝑌 ] = 𝑓 [𝑋, 𝑌 ] + 𝜌(𝑋)(𝑓)𝑌, 𝑋, 𝑌 ∈ Γ(𝐴), 𝑓 ∈ 𝐶∞(𝑀).

Assim, pela Proposição 4.2.1 𝐴 = 𝑢*𝑇 𝑠𝒢 é um algebroide de Lie, chamado o algebroide do
grupoide de Lie de 𝒢 e o denotaremos por Lie(𝒢).

Exemplo 4.2.3. O Ąbrado tangente 𝑇ℱ a uma folheação, tem a propriedade de ser involutivo,
isto é, se 𝑋, 𝑌 ∈ Γ(𝑇ℱ) então [𝑋, 𝑌 ] ∈ Γ(𝑇ℱ), ou seja, Γ(𝑇ℱ) é uma subálgebra de Lie da álgebra
X(𝑀). Assim 𝑇ℱ munido do colchete de campos junto com a inclusão 𝑖 : 𝑇ℱ ⊃ 𝑇𝑀 fazem de
𝑇ℱ um algebroide de Lie. Como pode ser visto em Moerdijk e Mrcun [18] 𝑇ℱ = Lie(Hol(𝑀,ℱ))

Representações

DeĄnição 4.2.4. Seja (𝐴, [≤, ≤], 𝜌) um algebroide de Lie sobre uma variedade 𝑀 . Uma 𝐴-conexão
em um Ąbrado vetorial 𝑉 ⊃ 𝑀 é uma aplicação bilinear

∇ : Γ(𝐴) × Γ(𝑉 ) ⊃ Γ(𝑉 ),

satisfazendo

∇𝑓𝑋Ö = 𝑓∇𝑋Ö, ∇𝑋(𝑓Ö) = 𝑓∇𝑋Ö +
(︁
𝐿𝜌(𝑋)𝑓)

)︁
Ö ∀𝑓 ∈ 𝐶∞(𝑀) e ∀Ö ∈ Γ(𝑉 ).

Uma representação de 𝐴 é uma 𝐴-conexão plana, isto é,

∇[𝑋,𝑌 ] = ∇𝑋∇𝑌 ⊗ ∇𝑌 ∇𝑋 , para cada 𝑋, 𝑌 ∈ Γ(𝐴).

Dado uma algebroide (𝐴, [≤, ≤], 𝜌) com uma representação (𝑉,∇) de 𝐴. Temos o complexo

Ω∙(𝐴, 𝑉 ) := Γ(Λ∙𝐴* · 𝑉 ),

munindo com a diferencial exterior dada pela fórmula de Koszul
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𝑑∇æ(𝑋0, ≤ ≤ ≤ , 𝑋𝑝) =
∑︁

𝑖

(⊗1)𝑖∇𝑋i
(æ(𝑋0, ≤ ≤ ≤ , �̂�𝑖, ≤ ≤ ≤ , 𝑋𝑝)

+
∑︁

𝑖<𝑗

(⊗1)𝑖+𝑗æ([𝑋𝑖, 𝑋𝑗], 𝑋1, ≤ ≤ ≤ , �̂�𝑖, ≤ ≤ ≤ , 𝑋𝑗, ≤ ≤ ≤ , 𝑋𝑝).

O operador 𝑑∇ é linear e quando ∇ tem curvatura zero vale que 𝑑∇ ◇ 𝑑∇ = 0. Tomando
referenciais locais totalmente paralelos(∇𝑋i

Ö𝑗 = 0) que existem pelo fato de a curvatura ser nula,
mostra-se que 𝑑∇ ◇ 𝑑∇ = 0 analogamente a demonstração do Teorema 1.5.3 para a conexão de
Bott. Assim temos um complexo (Ω∙(𝐴, 𝑉 ), 𝑑∇), que nos fornece os grupos de cohomologia de 𝐴
com coeĄcientes em 𝑉 :

𝐻𝑟(𝐴, 𝑉 )
ker 𝑑𝑟∇
Im𝑑𝑟⊗1

∇

.

Exemplo 4.2.5. A conexão de Bott apresentada na proposição 1.5.2 é uma 𝑇ℱ -conexão no Ąbrado
normal Üℱ . Ainda como vimos que a conexão de Bott é plana temos uma 𝑇ℱ -representação. Do
mesmo modo, a cohomologia de uma folheação como foi deĄnida, nada mais é do que a cohomologia
de 𝑇ℱ com coeĄcientes em Üℱ .

4.3 Tame Vanishing Lema

No capítulo 3 provamos que estabilidade inĄnitesimal implica estabilidade de uma folheação. Lem-
bremos que estabilidade inĄnitesimal é a grosso modo o anulamento de modo tame de 𝐻1(ℱ , Üℱ),
porém não investigamos contextos onde isso acontece. Mas o Tame Vanishing Lema nos fornece
um caminho para provar o anulamento tame de 𝐻1(ℱ , Üℱ). Impondo as hipóteses de que a fo-
lheação seja Hausdorff e que 𝐻1(𝐿) = 0 para uma folha genérica 𝐿 mostra-se que Hol(𝑀,ℱ), 𝑇ℱ
e Üℱ satisfazem as hipóteses do Tame Vanishing Lema. Concluímos a seção com o Teorema de
estabilidade global de Reeb-Thurston. Todos os resultados desta seção podem ser encontrados na
tese de Marcut [16].

Teorema 4.3.1 (Tame Vanishing Lema). Seja 𝒢 ⇒ 𝑀 um grupoide de Lie Hausdorff com alge-
broide de Lie 𝐴 e 𝑉 uma representação de 𝒢. Se as 𝑠-Ąbras de 𝒢 são compactas e sua cohomologia
de de Rham zera em grau 𝑝, então

𝐻𝑝(𝐴, 𝑉 ) = 0.

Mais que isso, existem operadores tame lineares de homotopia ℎ, 𝑘

Ω𝑝⊗1(𝐴, 𝑉 )
𝑑∇ //

Ω𝑝(𝐴, 𝑉 )
𝑑∇ //

ℎ
oo Ω𝑝+1(𝐴, 𝑉 ),

𝑘
oo

𝑑∇ℎ+ 𝑘𝑑∇ = 𝐼𝑑.

Lema 4.3.2. Uma folheação ℱ em uma variedade compacta e conexa 𝑀 , é Hausdorff se, e somente
se o grupoide de holonomia

𝐻(ℱ) ⇒𝑀,
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é Hausdorff e próprio. Neste caso, a folha genérica de ℱ é difeomorfa a qualquer 𝑠-Ąbra de 𝐻𝑜𝑙(ℱ).

Proposição 4.3.3. O transporte paralelo da conexão de Bott deĄne uma representação de 𝐻𝑜𝑙(ℱ)
no Ąbrado normal Üℱ que integra a representação de Bott de 𝑇ℱ .

Teorema 4.3.4. Seja 𝑀 uma variedade compacta e ℱ uma folheação Hausdorff em 𝑀 . Se existe
uma folha genérica 𝐿 satisfazendo 𝐻1(𝐿) = 0, então a folheação ℱ é inĄnitesimalmente estável.

Demonstração. Como ℱ é Hausdorff e 𝑀 compacta podemos aplicar o Lema 4.3.2 que implica
𝐻𝑜𝑙(ℱ) Hausdorff, próprio e que todas suas 𝑠-Ąbras são compactas e difeomorfas à folha genérica
𝐿. Por hipótese 𝐻1(𝐿) = 0, e consequentemente 𝐻1 de toda 𝑠-Ąbra se anula. O transporte
paralelo da conexão de Bott deĄne uma representação de 𝐻𝑜𝑙(ℱ) no Ąbrado normal Üℱ , que
integra a representação de Bott de 𝑇ℱ .

Assim temos um grupoide de Lie Hausdorff Hol(ℱ) , uma representação de Hol(ℱ) em Üℱ que
integra a representação de Bott, as 𝑠⊗ Ąbras de Hol(ℱ) são as folhas de ℱ que são compactas e
sua cohomologia de de Rham em grau 1 se anula, então aplicamos o teorema 4.3.1 para concluir
que 𝐻1(ℱ , Üℱ) = 0 e mais ainda, existem operadores ℎ e 𝑘 tame lineares satisfazendo

Ω0(ℱà, Üℱσ
)

𝑑ℱσ //
Ω1(ℱà, Üℱσ

)
𝑑ℱσ //

ℎ
oo Ω2(ℱà, Üℱσ

)
𝑘

oo

𝑑ℱσ
ℎ+ 𝑘𝑑ℱσ

= 𝐼.

Logo, ℱ é inĄnitesimalmente estável.

Chegamos a uma versão global do Teorema de Estabilidade de Reeb-Thurston.

Teorema 4.3.5 (Reeb-Thurston-Hamilton). Sejam𝑀 uma variedade compacta e ℱ uma folheação
Hausdorff em 𝑀 . Se existe uma folha genérica 𝐿 satisfazendo 𝐻1(𝐿) = 0, então a folheação ℱ é
𝐶∞ estável.

A prova deste teorema é apenas lembrar que pelo Teorema 3.2.4 estabilidade inĄnitesimal
implica estabilidade 𝐶∞ e observar que ℱ é inĄnitesimalmente estável, pois satisfaz exatamente
as mesmas hipóteses que o teorema anterior.
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Apêndice A

Fibrados

DeĄnição A.0.1. Sejam 𝐺 um grupo de Lie,𝑀 uma variedade e ¶𝑈𝑖♢ um cobertura aberta de
𝑀 . Denominaremos por cociclo de 𝑀 a valores em 𝐺 uma família de funções Ó𝑖𝑗 : 𝑈𝑖 ∩ 𝑈𝑗 ⊃ 𝐺
suaves satisfazendo a condição

Ó𝑖𝑘(𝑥) = Ó𝑗𝑘(𝑥) ≤ Ó𝑖𝑗(𝑥) ∀𝑥 ∈ 𝑈𝑖 ∩ 𝑈𝑗 ∩ 𝑈𝑘.

Exemplo A.0.2. Considere um atlas ¶(𝑈𝑖, ã𝑖)♢ de 𝑀 . Então Ó𝑖𝑗(𝑥) = 𝐷(ã⊗1
𝑗 ◇ ã𝑖)(ã𝑖(𝑥)) deĄne

um cociclo em 𝑀 a valores em 𝐺𝐿(R𝑚).

DeĄnição A.0.3. Uma submersão Þ : 𝐸 ⊃ 𝑀 é uma fibração localmente trivial com Ąbra 𝐹 se
existir uma cobertura ¶𝑈𝑖♢ de 𝑀 e uma família de difeomorĄsmos Φ𝑖 : Þ⊗1(𝑈𝑖) ⊃ 𝑈𝑖×𝐹 chamadas
trivializações locais, tais que Þ1 ◇ Φ𝑖 = Þ, onde Þ1 é a projeção na primeira coordenada de 𝑈𝑖 × 𝐹 .

Denotando Ψ𝑖 = Φ⊗1
𝑖 , da condição Þ1 ◇ Φ𝑖 = Þ Ąca bem deĄnida para 𝑥 ∈ 𝑈𝑖 uma aplicação

å𝑖,𝑥 : 𝐹 ⊃ Þ⊗1(𝑥),

onde å𝑖,𝑥(𝑦) = Ψ𝑖(𝑥, 𝑦), que é um difeomorĄsmo entre 𝐹 e Þ⊗1(𝑥). Assim para cada 𝑥 ∈ 𝑈𝑖 ∩ 𝑈𝑗
temos que å⊗1

𝑗,𝑥 ◇ å𝑖,𝑥 ∈ Diff(𝐹 ).

DeĄnição A.0.4. Uma Ąbração localmente trivial Þ : 𝐸 ⊃ 𝑀 com Ąbra 𝐹 , ¶𝑈𝑖♢ uma cobertura
trivializante, 𝐺 um grupo de Lie e 𝜌 : 𝐺 ⊃ Diff(𝐹 ) uma ação efetiva suave de 𝐺 sobre a Ąbra
𝐹 . Dizemos que (𝐸,𝑀,𝐹, Þ, 𝜌) é um Ąbrado com grupo estrutural 𝐺 se, para cada par 𝑖, 𝑗 com
𝑈𝑖 ∩ 𝑈𝑗 ̸= ∅, existe uma aplicação Ó𝑖𝑗 : 𝑈𝑖 ∩ 𝑈𝑗 ⊃ 𝐺 suave tal que 𝜌(Ó𝑖𝑗(𝑥)) = å⊗1

𝑗,𝑥 ◇ å𝑖,𝑥 para todo
𝑥 ∈ 𝑈𝑖 ∩ 𝑈𝑗. As funções Ó𝑖𝑗 são chamadas funções de transição.

Nesse caso as mudanças de coordenada Ącam Ψ𝑗 ◇ Ψ⊗1
𝑖 (𝑥, 𝑦) = (𝑥, 𝜌(Ó𝑖𝑗(𝑥))𝑦). Como 𝜌 é um

homomorĄsmo injetivo, segue que

(𝑥, 𝜌(Ó𝑖𝑘(𝑥))𝑦) = Ψ𝑘 ◇ Ψ⊗1
𝑖 (𝑥, 𝑦) = (Ψ𝑘 ◇ Ψ⊗1

𝑗 ) ◇ (Ψ𝑗 ◇ Ψ⊗1
𝑖 )(𝑥, 𝑦) = (𝑥, 𝜌(Ó𝑗𝑘(𝑥)Ó𝑖𝑗(𝑥))𝑦)

implica
Ó𝑖𝑘(𝑥) = Ó𝑗𝑘(𝑥)Ó𝑖𝑗(𝑥)

para todo 𝑥 ∈ 𝑈𝑖 ∩ 𝑈𝑗 ∩ 𝑈𝑘 e 𝑦 ∈ 𝐹 .
Um Ąbrado com grupo estrutural é essencialmente determinado por suas funções de transição,

esse é o conteúdo do teorema a seguir.
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Teorema A.0.5. Sejam 𝐺 um grupo de Lie, 𝐹 uma variedade, 𝜌 uma ação efetiva e suave de
𝐺 em 𝐹 e ¶Ó𝑖𝑗 : 𝑈𝑖 ∩ 𝑈𝑗 ⊃ 𝐺♢𝑖,𝑗 um cociclo sobre uma variedade 𝑀 . Então existe um Ąbrado
Þ : 𝐸 ⊃ 𝑀 com Ąbra 𝐹 , grupo estrutural 𝐺.

No caso em que a Ąbra possua algum tipo de estrutura adicional podemos nos restringir há
um subgrupo dos difeomorĄsmos da Ąbra que preservam essa estrutura, este é o caso dos Ąbrados
principais e dos Ąbrados vetoriais.

DeĄnição A.0.6. Seja 𝑀 uma variedade suave e 𝐺 um grupo de Lie. Um Ąbrado Þ : 𝑃 ⊃ 𝑀
com grupo estrutural 𝐺 é um 𝐺-Ąbrado principal se a sua Ąbra é 𝐺 e as funções de transição são
isomorĄsmos suaves de 𝐺.

Seja Þ : 𝑃 ⊃ 𝑀 um 𝐺-fibrado principal com cociclo Ó𝑖𝑗 : 𝑈𝑖 ∩ 𝑈𝑗 ⊃ 𝐺 e uma ação 𝜌 : 𝐺 ⊃
Diff(𝐹 ). Assim temos um Ąbrado Þ : 𝐵 ⊃ 𝑀 dado pela ação 𝜌 e pelo cocliclo Ó𝑖𝑗 : 𝑈𝑖 ∩ 𝑈𝑗 ⊃ 𝐺,
tal Ąbrado é chamado de fibrado associado ao Ąbrado principal e à ação 𝜌.

Para fibrados vetoriais basta pedirmos que a ação sobre as Ąbras seja por meio de isomorĄsmos
lineares. Equivalentemente a esta deĄnição é pedir que uma Ąbração localmente trivial no qual a
Ąbra é um espaço vetorial as funções de transição sejam isomorĄsmos de espaços vetoriais.

DeĄnição A.0.7. Um Ąbrado vetorial 𝐸 é um Ąbrado cujas as Ąbras são um espaço vetorial de
dimensão Ąnita 𝑉 , com grupo estrutural 𝐺𝐿(𝑉 ) e a ação linear de 𝐺𝐿(𝑉 ) em 𝑉 .
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Apêndice B

Holonomia

Consideremos 𝑀 uma variedade suave com uma folheação ℱ de dimensão 𝑘. Sejam Ò : [0, 1] ⊃ 𝐹
um caminho contínuo e 𝐹 uma folha de ℱ , Σ0 e Σ1 seções transversais a ℱ homeomorfas a um
disco aberto, passando por Ò(0) = 𝑝0 e Ò(1) = 𝑝1 respectivamente. DeĄniremos uma transformação
local entre Σ0 e Σ1 ao longo das folhas de ℱ , sobre o caminho Ò levando 𝑝0 em 𝑝1.

Dada uma partição 0 = 𝑡0 < ≤ ≤ ≤ < 𝑡𝑘+1 = 1 de [0, 1], podemos encontrar uma sequência
¶(𝑈𝑖, 𝜙𝑖)♢𝑖 de cartas locais satisfazendo

∙ Se 𝑈𝑖 ∩ 𝑈𝑗 ̸= ∅ então 𝑈𝑖 ∩ 𝑈𝑗 está contido numa carta local de ℱ

∙ Ò([𝑡𝑖, 𝑡𝑖+1]) ⊆ 𝑈𝑖 para todo 𝑖 = 1, ≤ ≤ ≤ 𝑘.

Dizemos que ¶(𝑈𝑖, 𝜙𝑖)♢𝑖 é uma cadeia subordinada a Ò.

Para cada 0 < 𝑖 < 𝑘 + 1 Ąxemos uma seção transversal à ℱ , 𝐷𝑡i ⊆ 𝑈𝑖⊗1 ∩ 𝑈𝑖 homeomorfa a
um disco aberto e passando por Ò(𝑡𝑖), denotemos também 𝐷0 = Σ0 e 𝐷1 = Σ1. Então para cada
𝑥 ∈ 𝐷𝑡i suĄcientemente próximo de Ò(𝑡𝑖) a placa de 𝑈𝑖 que passa por 𝑥 intercepta 𝐷𝑡i+1

num único
ponto 𝑓𝑖(𝑥). O domínio da aplicação 𝑓𝑖 contém um disco 𝐷′

𝑖 ⊆ 𝐷𝑡i contendo Ò(𝑡𝑖). Assim Ąca bem
deĄnida a aplicação

𝑓Ò = 𝑓𝑘 ◇ ≤ ≤ ≤ ◇ 𝑓0

em uma vizinhança de 𝑝0 ∈ Σ0. Chamaremos 𝑓Ò de aplicação de holonomia associada a Ò. As
aplicações de holonomia dependem sobe o ponto de vista de germes apenas da classe de homotopia
do caminho Ò. DeĄnimos a seguir germes e a posterior enunciamos o teorema.

DeĄnição B.0.1. Sejam 𝑋, 𝑌 espaços topológicos e 𝑥 ∈ 𝑋 e 𝑉 ⊆ uma vizinhança de 𝑥. Intro-
duzimos uma relação de equivalência em 𝐶0(𝑉, 𝑌 ): 𝑓 𝑔 se existe uma vizinhança de 𝑊 ⊆ 𝑉 de 𝑥
tal que 𝑓 ♣𝑊 = 𝑔 ♣𝑊 . A classe de equivalência é denominada germe de 𝑓 em 𝑥, denotaremos por
germ𝑥(𝑓) o germe de 𝑓 em 𝑥.

No caso em que 𝑋 = 𝑌 , o conjunto 𝐺(𝑋, 𝑥) dos germes que deixam Ąxo 𝑥 é um grupo com a
multiplicação germe a germe, isto é, germ𝑥(𝑓) ≤ germ𝑥(𝑔) = germ𝑥(𝑓 ◇ 𝑔).
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Teorema B.0.2. Sejam 𝑓Ò e 𝑓Ð duas aplicações de holonomia, onde Ò e Ð são caminhos tais que
Ò(0) = Ð0 = 𝑝0 e Ò(1) = Ð(1) = 𝑝1. Se existe uma homotopia entre Ò e Ð que Ąxa os extremos,
então germ𝑝0

(𝑓Ò) = germ𝑝0
(𝑓Ð).

Demonstração. Ver página 60 em [3].

Seja um [Ò] ∈ Þ1(𝐹, 𝑝0), temos um único germe germ𝑝0
(𝑓Ò) tal que 𝑓Ò é uma aplicação de

holonomia de Ò. Assim temos bem deĄnida uma aplicação

hol : Þ1(𝐹, 𝑝0) ⊃ 𝐺(Σ0, 𝑝0)

hol([Ò]) = germ𝑝0
(𝑓Ò)

A aplicação hol é um homomorĄsmo de grupos, fato este que não demonstraremos aqui.

DeĄnição B.0.3. O subgrupo Hol(𝐹, 𝑝0) := hol(Þ1(𝐹, 𝑝0)) de 𝐺(𝐹, 𝑝0) é chamado grupo de holo-
nomia de 𝐹 em 𝑝0 .

Dados 𝑝0, 𝑝1 ∈ 𝐹, qualquer caminho Ð : [0, 1] ⊃ 𝐹 com Ð(0) = 𝑝0 e Ð(1) = 𝑝1 induz um
isomorĄsmo

Ð* : Hol(𝐹, 𝑝0) ⊃ Hol(𝐹, 𝑝1)

Ð*(germ𝑝0
(ℎ)) = germ𝑝1

(𝑓Ð ◇ ℎ ◇ 𝑓Ð⊗1).

Desta maneira podemos falar do grupo e holonomia de 𝐹 e independente do ponto. Como as
seções transversais são discos abertos, Ąca sendo equivalente 𝐺(Σ, 𝑥) ≡ 𝐺(R𝑚⊗𝑘, 0), basta compor
com um homeomorĄsmo que leve Σ em um disco aberto na origem.
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