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RESUMO

Na primeira parte desta tese, estudamos a semelhanca entre sistemas dinamicos reversiveis e
Hamiltonianos, sob um ponto de vista formal. Nos restringimos a sistemas definidos ao redor de
pontos de equilibrio simples e simétricos. Mostramos que, sob algumas hipéteses, tais sistemas sao

formalmente orbitalmente equivalentes.

Na segunda parte, estudamos a existéncia de conjuntos minimais em certas familias de equacdes
diferenciais. Especificamente, exibimos condi¢des sob as quais existem cilindros e toros invariantes

para sistemas de equagdes que sdo perturbacdes de sistemas reversiveis.
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ABSTRACT

In the first part of this thesis, we study the similarity between reversible and Hamiltonian dyna-
mical systems, from a formal viewpoint. We restrict ourselves to systems defined around an isolated
and symmetric equilibria. We show that, under some conditions, such systems are formally orbitally

equivalent to Hamiltonian vector fields.

In the second part, we study the existence of minimal sets for some families of differential equati-
ons. We obtain conditions for the existence of the invariant cylinders and tori for perturbed reversible

systems.
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INTRODUCAO

Em um artigo de 1917, Birkhoff [9] fez um estudo sobre sistemas dindmicos conservativos com
dois graus de liberdade. Ele percebeu que impondo uma certa condi¢iao de “reversibilidade” (este

termo foi usado sem nenhuma defini¢ao formal) no seu modelo, sua andlise se tornava mais simples.

Usando estas novas condi¢des, Birkhoff provou a existéncia de Orbitas periddicas no seu modelo.
Estava claro para Birkhoff que os resultados obtidos para o caso reversivel deveriam ser validos para
o caso geral, somente hamiltoniano, mas a prova formal no caso “irreversivel” seria muito mais

complicada.

Em 1935, Price [38] escreveu um survey sobre sistemas reversiveis, com énfase em sistemas com
uma elipse de singularidades. Os sistemas reversiveis que ele considerou eram um caso especial de

uma familia de campos hamiltonianos.

A semelhanca entre campos vetoriais reversiveis e hamiltonianos comegou a aparecer com 0S

trabalhos de Price. Seus resultados ndo dependiam estritamente da estrutura hamiltoniana.

No artigo de Price € enunciada a propriedade fundamental dos campos vetoriais R-reversiveis,
de que a orbita por R(xy) € simplesmente a Orbita por xy, refletida por R e percorrida no sentido
contrdrio. A involucdo R era sempre tomada como R(x,y) = (x,—y). Como no artigo de Birkhoff,

nenhuma defini¢do formal de sistemas dindmicos reversiveis foi dada.

Somente em 1976, Devaney [16] apresentou defini¢des formais para campos vetoriais reversiveis,

independente de estruturas conservativas. Devaney demonstrou teoremas do tipo Kupka-Smale para
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campos vetoriais reversiveis, e adaptou o Teorema do Centro de Lyapunov e alguns resultados sobre

existéncia de 6rbitas homoclinicas, do caso hamiltoniano para o caso reversivel.
Anos depois, Moser [42] demonstrou a Teoria KAM para campos vetoriais reversiveis.

Em 1984, Arnold [3] prop0s a seguinte questdo, sugerindo que todo resultado hamiltoniano de-

veria poder ser adaptado para o contexto reversivel, e vice-versa.

Desenvolva uma “super-teoria’, cuja componente par corresponda aos sistemas reversiveis, e a

impar aos hamiltonianos.

Um campo vetorial suave
%= f(x), xeR™,

¢ dito R-reversivel, com respeito a uma involugdo R : R?" — R*", se
DR(x)f(x) = = f(R(x))
para todo x € R?". Neste trabalho, consideramos dim Fix(R) = n.

O retrato de fase de um campo vetorial R-reversivel é simétrico com respeito ao conjunto F' =
Fix(R).

Um conceito andlogo ao de campo vetorial reversivel € o de campo vetorial equivariante. Dizemos
que uma equacao diferencial X = f(x) é R-equivariante se

DR(x)f(x) = f(R(x)).

Note que, dada uma involugdo linear R : R** — R?", todo campo vetorial pode ser quebrado em

soma de dois campos vetoriais, um R-reversivel e o outro R-equivariante,
f+RfR N f—RfR

f= 2
—_—
g h

onde g é R-equivariante e & é R-reversivel.

Nesta tese consideramos dois tipos de problemas. No primeiro deles, estudamos a semelhanca

entre campos vetoriais reversiveis e hamiltonianos, via equivaléncias formais.

O segundo tipo de problema considerado nesta tese € tipico na Teoria Qualitativa das Equagdes
Diferenciais: buscamos conjuntos minimais em certas familias de equagdes diferenciais. Utilizamos

basicamente variagdes da Redu¢do de Lyapunov-Schmidt e do Método da Média.
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Inicialmente quebramos a simetria de um sistema reversivel de equacdes diferenciais, por polino-
mios de grau 3. Especificamente, consideramos a forma normal em torno de um ponto de equilibrio
eliptico em um sistema reversivel. Genericamente, os termos de menor grau em tal forma normal
tém ordem 3. Este € o motivo pelo qual consideramos perturbagdes cubicas. Mostramos a existéncia

de toros invariantes para tal sistema.

A seguir, estudamos um sistema de osciladores lineares fracamente acoplados por termos nao
lineares. O modelo que consideramos € comumente encontrado em trabalhos sobre sincronizagdo.

Estudamos a existéncia de cilindros e toros invariantes para tal sistema.

No terceiro caso, desenvolvemos um algoritmo para estudar o aparecimento de cilindros e toros

invariantes em equagdes diferenciais suaves da forma
X =Ax + & Fy(x) + €2 F (%),

com x € R" e @ > 1. Aplicamos o algoritmo a dois casos especiais: perturbacdes de formas normais

e osciladores fracamente acoplados.

Finalmente, estudamos com dois modelos a persisténcia e/ou bifurcacdo de conjuntos minimais
em perturbacdes de sistemas hamiltonianos integraveis, com a propriedade de que alguma poténcia
de sua aplicacd@o de primeiro retorno seja igual a identidade. Este € um contexto em que ndo € possivel
utilizar o Teorema de Poincaré-Birkhoff nem os métodos da Teoria KAM para estudar continuagio

de oOrbitas periddicas e toros invariantes.
No inicio de cada capitulo, forneceremos referéncias sobre os assuntos estudados.

Passamos agora a descrever os principais resultados obtidos, e uma descri¢io detalhada dos capi-

tulos desta tese.

Resultados principais

Apresentamos agora os principais resultados desta tese. Os Teoremas A e B sdo referentes a
semelhanca entre sistemas reversiveis e hamiltonianos, enquanto os Teoremas C, D, E e F tratam da
existéncia de conjuntos minimais em certas familias de equacdes diferenciais, em geral perturbacdes

de sistemas reversiveis.

Teorema A: Seja X : R* - R* um campo vetorial reversivel, com um equilibrio isolado, simples,
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simétrico e ndo-ressonante na origem. Entdo, ao redor da origem, X € genericamente formalmente
conjugado a um campo vetorial hamiltoniano e genericamente formalmente orbitalmente equivalente

a um campo vetorial hamiltoniano polinomial.

Teorema B: Seja X : R** — R?* um campo vetorial reversivel, com um equilibrio eliptico isolado,
simples, simétrico e ndo-ressonante na origem. Suponha ainda que j°X é hamiltoniano. Entdo,
ao redor da origem, X é genericamente formalmente orbitalmente equivalente a um campo vetorial

hamiltoniano.

Teorema C: Considere o sistema de equacdes diferenciais

= —py—ey(ae +y?) + b + ) + £fi(x,y, 2, W),
= px+eéex (a(x2 +y5) + b + Wz)) +efolx,y,2, W),

(D

= —gw—&w (c(x2 + yz) +d(Z> + wz)) +ef3(x,y,2,w),

R
|

= qz+ez(c(@ +y) +d@ + W) + sfalx.y, 2 W),

onde € € (—&, &) € um pequeno parametro, a,b,c,d € R, p,q € N, p e g primos entre si e fi, f>, f, fa
sdo polindmios arbitrdrios de grau 3. Para & # 0 pequeno, o sistema perturbado (1) pode ter um, dois

ou trés toros invariantes, folheados por 6rbitas periddicas.

Teorema D: Considere o sistema de equacdes diferenciais

= y’
—x—ef(x,y) —eg(x,y,z,w),

= W’

2)

= N e w
1]

= —z-¢&f(z,w) — &gz, w, x,Y),

onde f(x,y) = fu(x,y), g(x, v,z w) = g(x, y) + g7 (z, w), com [y, g5, g7 polindmios homogéneos

de graus m, n, n respectivamente. Entdo, para todo € # 0 pequeno e f, g num aberto ndo vazio no

espaco dos polindmios homogéneos, o sistema perturbado (2) tem pelo menos um ciclo limite estavel.

Teorema E: Considere um sistema de equacdes diferenciais da forma

X = Ax + &°F(x) + e L(x), (3)
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com

0 —p 0 0
0 0 0
A=|"?
0 0 0 —g
0 0 g 0

onde a > 1 é um inteiro, p, g sdo inteiros primos entre si, F, L sdo aplicacdes de classe C? definidas
ao redor da origem. Entdo existe uma fun¢do, denotada f3¢° nocasoa =l e ffo no caso a > 2, de
modo que cada solug@o simples de f3¢ °(r,R) = 0 ou ff”(r, R) = 0 para ¢y num conjunto conexo nos

d4 um cilindro ou toro invariante folheado por 6rbitas periddicas para o sistema(3).

Teorema F: Considere os sistemas hamiltonianos x = JVH(x), onde J € a matriz simplética usual e

H,, H, sdo dados por

1
Hi =5 (=17 +2)+w+e(ar +blogr+@+wp)
© 1
szi(x2+y2+zz+wz)—3G,
com
y x? 2
G(x,y,z,w) = p= ﬁ(/llx+/12y+/l3z+/l4w—xw—y +yz—2zw)
X X +y
2 Asxy + 10 A
+ pX o 1+ 22 > =)
X x2 +y2 Z2+W2 (Z2+W2)2

Note que ambos os sistemas tém aplicacdo de primeiro retorno igual a identidade. Entdo, para € > 0
pequeno, existem Orbitas periddicas e cilindros invariantes para tais sistemas, bifurcando das 6rbitas
periddicas e toros invariantes destes sistemas quando € = 0. Tais resultados sdo obtidos pelo Método
da Média, ja que o Teorema de Poincaré-Birkhoff e os teoremas da Teoria KAM ndo podem ser

utilizados neste caso.

Descricao dos capitulos

No primeiro capitulo, estudamos o problema da semelhanga entre sistemas dinamicos reversiveis
e hamiltonianos. Consideramos dois tipos de equivaléncia: conjugacdo formal e equivaléncia orbital

formal.
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Diz-se que dois campos vetoriais X, Y sdo formalmente conjugados (FC) se existe uma mudanca
de coordenadas formal ¥ de modo que ¥.X = Y. Isto é equivalente a dizer que, para todo k > 1,
existe uma mudanca de coordenadas analitica W, de modo que j* (W, X —Y) = 0. A equivaléncia
orbital formal é uma relacdo um pouco mais fraca: X é formalmente orbitalmente equivalente (FOE)
a Y se existem uma mudanca de coordenadas formal ¥ e uma fungao formal p = 1 +... de modo que
Y.(p-X)=7Y.

Em 1994, foi provado em [36] que, se X é um campo vetorial reversivel em R*, com um equilibrio

isolado do tipo eliptico 1 : 1-ressonante na origem, entdo X € FC a um campo vetorial hamiltoniano.

Este resultado foi generalizado em [23], no seguinte contexto. Seja X um campo vetorial em R*,
com um equilibrio isolado do tipo eliptico na origem. Foi provado em [23] que:
1) se a origem € nao-ressonante, entdo X € genericamente FC a um campo vetorial hamiltoniano e
genericamente FOE a um campo hamiltoniano polinomial;
ii) se a origem € 1 : 1-ressonante, entdo X € genericamente FOE a um campo vetorial hamiltoniano

polinomial.

Aqui consideramos o problema da semelhanga entre sistemas reversiveis e hamiltonianos para
outros tipos de singularidades. Foi provado o seguinte resultado. Se X € um campo vetorial reversivel
em R* com um equilibrio isolado na origem que seja do tipo sela ndo-ressonante ou sela-eliptico,
entdo X € genericamente FC a um campo vetorial hamiltoniano e genericamente FOE a um campo

vetorial hamiltoniano polinomial.

Além disto, mostramos um resultado vélido em dimensdes arbitrérias: se X € um campo vetorial
reversivel em R?", com um equilibrio isolado do tipo eliptico ndo-ressonante na origem, e se j°X é
um campo vetorial hamiltoniano, entdo X € genericamente FOE a um campo vetorial hamiltoniano.
Ou seja, a propriedade de ser hamiltoniano € 3-determinada para este caso. Ainda neste contexto,
mostramos que, para n = 3 (dimensdo 6), X é FOE a um campo hamiltoniano ¥ com a propriedade

de que Y — j?Y é desacoplado (no sentido de separacio de varidveis).

Os resultados do Capitulo 1 estdo em [31] e [32].

No segundo capitulo, consideramos o problema da existéncia, persisténcia e bifurcacio de con-
juntos minimais para campos vetoriais reversiveis. Seja X um campo vetorial reversivel em R*, com

um equilibrio isolado do tipo eliptico na origem. Suponha que a origem seja p : g-ressonante, com

p + g > 5. Da Teoria de Formas Normais, temos que em uma vizinhanca da origem, X se escreve
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como
£ = —py—y(at? +y?) + b +w)) + Ri(x,y,2,w),
y = px+x (a(x2 +y2) + b(Z + WZ)) + Ro(x,y,z,w), @
z = —gw-—w (c(x2 +y) +dZ + wz)) + R3(x,y,z,w),
W= gqz+2 (c(x2 +y) +d(Z + wz)) + Ra(x,y, 2, W),
paraa,b,c,d € ReR;, j=1,2,3,4, fungdes de classe C* com
lim IRj(x, ¥, 2wl _

0
-0 x|t ’

parak =1,2,3,onde x = (x,y,z, w).

Foi mostrado em [43], usando o Método de Lyapunov-Schmidt, que o sistema (4) admite até trés
familias a 1-parametro de 6rbitas periddicas simétricas, e que tal existéncia é 3-determinada, ou seja,
s6 depende dos termos de grau até 3 no sistema (4). Apresentamos a prova deste resultado na Secao
2.3.

A seguir, consideramos uma perturbacao quebrando a reversibilidade do sistema (4) por funcdes
polinomiais de grau 3. Usando o Método da Média, mostramos que surgem até trés toros invariantes,
folheados por oOrbitas periddicas, para o sistema perturbado. Acreditamos que 0s toros nascem a

partir da bifurcacdo das familias de 6rbitas periddicas simétricas obtidas em [43].

Ressaltamos que, apesar de considerarmos um perturbacdo especifica, o método utilizado no
Capitulo 2 € geral, e pode ser empregado para outros sistemas de equagdes diferenciais. Os resultados

do Capitulo 2 estao em [24].

No terceiro capitulo, estudamos a existéncia de ciclos limite e cilindros invariantes para um sis-
tema de osciladores fracamente acoplados, que € uma perturbacdo de um sistema reversivel linear.

Consideramos o sistema de equagdes diferenciais

i+x = —ef(x,x)—egx,x,2,2),

&)

itz —£f(z2,2) — £8(2,2, x, %),
parae > O e f, g fungdes reais de classe C™. Tal sistema pode ser visto como um modelo para estudar

fendmenos de sincronizagdo. Escrevendo y = X e w = 7, o sistema (3.1) é equivalente a

= y,
= —x-¢&f(x,y) —eglx,y,z,w),

= W’

(6)

S
|

= —-Z- Sf(Z, W) - Sg(Z, w, X, y)
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O sistema (6) com g = 0 € um sistema desacoplado de segunda ordem, e suas solugdes sao

facilmente obtidas a partir das solucdes de

X+ x=¢ef(x,Xx). (7)

Quando g # 0 em (6), tal sistema se torna acoplado, e o comportamento qualitativo de suas

solu¢des pode ndo depender mais das solugcdes de (7).

Em [28] € discutida a existéncia de ciclos limite para sistemas da forma

¥+ x=ef(x,y), j+y=egx,y), 8)
para pequenos valores de € > 0 e f, g polindmios arbitrarios de grau 3.

No Capitulo 3 estabelecemos condi¢des para a existéncia de ciclos limite estdveis e cilindros
invariantes para o sistema (6) usando a Teoria da Média, no caso em que f, g sdo polindmios homo-
géneos. Seja C,,, 0 espaco dos pares (f, g) de aplicacdes polinomiais homogéneas em R*, de modo
que:

a) f € um polindbmio homogéneo de graum > 2 e
b) g € um polindmio homogéneo de grau n > 2 com matriz hessiana H, = (h; ;) satisfazendo &; ; = 0
para (i, j) € {1,2} x {3, 4}.

Note que dimC,,,, = m + 2n + 3. Mostramos que:

i) existe um conjunto aberto A c C,,,, de modo que se (f, g) € A, entdo o sistema (3.1) possui um
ciclo limite estavel;
i1) existe um conjunto aberto 8 C C,,,, de modo que se (f, g) € B, entdo o sistema (3.1) possui um

ou dois cilindros invariantes folheados por 6rbitas periddicas normalmente estaveis.

Os resultados do Capitulo 3 estdo em [33].

No quarto capitulo, apresentamos um algoritmo para detectar a existéncia de toros e cilindros

invariantes, folheados por orbitas periddicas, para sistemas de equagdes diferenciais da forma
X = AX + £"Fy(x) + &”'F (x), x € R”, 9)

onde A é uma matriz com autovalores +p1i,..., £p,i, onde {p,..., p,} C Z, sdo primos dois a dois,
« > 1 é um inteiro, & € R é um parAmetro pequeno e F;, F, sdo aplica¢des de classe C* definidas

num aberto ao redor da origem.
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Enquanto perturbagdes de sistemas lineares sdo muito estudadas, em especial o caso de centros
lineares (veja [28]), usualmente considera-se somente uma g-escala de perturbacdo. Nosso algoritmo
permite considerar duas e-escalas de perturbagdo no sistema(4.1). Sistemas como (4.1) aparecem
no estudo de equagdes de Lienard [27]. Apresentamos também aplicacdes de equacdes do tipo (4.1)
no estudo da perturbacao de formas normais de equagdes diferenciais, € no problema de osciladores

nao-lineares fracamente acoplados.

O algoritmo que apresentamos no Capitulo 4 € baseado no Método da Média de Segunda Ordem.

Aplicamos o algoritmo a dois problemas particulares.

O primeiro € o problema da detec¢do de toros invariantes em sistemas de equagdes diferenciais

em equilibrio eliptico, quando perturbados. Considere o sistema de equacdes diferenciais

X = —py—&"(y(aioAr + ap1A;) — x(c1oAr + co1A)) + E fi(x,y,z,w),
)') = px+ &” (x (Cll’oAl + a()’]Az) + y(C]’OAl + C(),]Az)) + ngz(.x, ¥, 2, W), (10)
g = —qw—&"(w(bioA +bo1Ar) — 2(di oA + do1Ar)) + L fi(x, y, 2, W),

W

= gz +&"(2(bioAr + bo1A2) + w(dipAr + do 1 A2)) + €8 fa(x,y, 2, W),

onde @, € N, & € (=&, &) é um pequeno pardmetro, A} = x> +y*, Ay = 22 + w?, a;,bij cijndij €

R, p e g sdo inteiros primos entre si € fi, f>, f3, f4 s30 polindmios.

O sistema ndo-perturbado ((10) com & = 0) é um centro linear em R* cujas érbitas periédicas
estdo em ressonancia p : g. Note que este sistema € reversivel quando € = 0. Se f| = f, = f3 =
f3 = 0em (10), entdo este sistema € uma forma normal até ordem 3 para campos vetoriais com uma

singularidade eliptica p : g-ressonante na origem, com p + g > 5.

Em [24], considerando @ = 8 = 1, ¢;j = d;; = O e fi,..., fs polindmios de grau 3 no sistema
(10), foi provado que o sistema (10) pode ter um, dois ou trés toros invariantes, folheados por 6rbitas
periddicas. Quando € — 0, dois destes toros (quando existem) tendem a Orbitas periddicas do sistema

(10) com € = 0, e o terceiro toro (quando existe) persiste.

No Capitulo 4 consideramos 8 = a+1,a > 2, fi = s =0, fo(x,y,2,w) = 2y°—x° e fu(x,y,2, W) =
Z> — y° no sistema (10). Provamos que se cio < 0edy; <0, entdo existem dois toros invariantes,

folheados por 6rbitas periddicas, para o sistema (10).

O segundo modelo ao qual aplicamos o algoritmo do Capitulo 4 € similar ao estudado no Capitulo

Xxi



3. Consideramos o sistema de equagdes diferenciais

)‘C = _y’
y = x+&%(x,y) + €b(x,y,z,w), (11)

Z:_W9

W =z + &%z, w) + &bz, w, x, ),
onde a, 8 € Z, e a, b sdo funcdes de classe C.

Consideramos 8 = « + 1 com « > 2, a(x,y) = x* —y*, b(x,y,z,w) = w’ +y° e £ > 0 pequeno.

Mostramos que para todo € > 0 pequeno, o sistema (11) tem um toro folheado por érbitas periddicas.

Os resultados do Capitulo 4 estdo em [34].

No quinto capitulo, estudamos como se comportam as 6rbitas periddicas, cilindros e toros inva-
riantes de sistemas hamiltonianos integraveis quando perturbados. Nos focamos em sistemas cuja

aplicacao de primeiro retorno ndo € do tipo twist. Consideramos dois modelos:
No primeiro modelo, definimos
1 2, 2 2
H:E((r—l) +22)+w+e(ar +blogr+(z+w)), (12)

onde & ¢ um pequeno parametro e a,b € R sdo nimeros reais arbitrarios, com r € R*, z,w € Re

0 € S = R/(27R). A partir dai, consideramos o sistema hamiltoniano associado

r= -H,= —z-—¢&b,
. b
zZ= H = r—-1+¢&l|2ar+—|,
r (13)
w= —Hp= —-¢g(z+w),
0= H,= 1+é&b.
No segundo modelo, consideramos
1
H= 5(x2+y2+z2+w2)—,sG, (14)
onde
y X2 2
Gx,y,z,w) = p=7\|735 (/hx + Ly + B2+ Agw—xw—y +yz— ZZW)
x \x>+y
2 Asxy + 10 A
+ pz al 1+ s w + oW ,
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-1
para (x,y,z,w) & {x¥*+y* = 0}JU{z24+w? = 0}, e G = 0 caso contrério, com p = exp(( v 2)),
X“+y )Nz w

A1, ..., g € R, e o sistema hamiltoniano associado
x= -H,= -y+e&G,,
y= H, = x —&G,,
(15)
-H,= -w+e&G,,
w= H,= 7 — &G,

Para estes dois modelos, estudamos a continuacao dos cilindros e toros invariantes, quando pas-
samos de € = 0 para ¢ # 0.

Os resultados do Capitulo 5 estdo em [25].
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CAPITULO 1

ESTRUTURA HAMILTONIANA PARA
CAMPOS VETORIAIS REVERSIVEIS

Neste capitulo estudamos o problema da equivaléncia entre campos vetoriais reversiveis e hamil-
tonianos. A teoria cldssica necessdria neste capitulo pode ser encontrada em [1, 4, 8, 16, 19]. Ja os

resultados estdo nas referéncias [23, 31, 32].

1.1 Introducao

A semelhancga entre as dinAmicas de campos vetoriais reversiveis e hamiltonianos foi percebida
inicialmente por Birkhoff [9], no comeco do século XX. Mais tarde, Price [38] e Devaney [16]
também observaram tal similaridade.

Muitos resultados originalmente produzidos para campos vetoriais hamiltonianos, como por exem-
plo a Teoria KAM ([42]) e o Teorema do Centro de Lyapunov ([16]), foram adaptados com sucesso
para campos vetoriais reversiveis. Deste entdo, muitos autores tentam entender o papel exato da
estrutura simplética nas demonstragdes de resultados hamiltonianos, e quando tal estrutura pode ser
substituida pela reversibilidade. Isto motivou a seguinte questio no livro Arnold’s Problems ([3]):

Question 1984-23: Develop a “supertheory” whose even component corresponds to reversible

systems, and odd one to hamiltonian systems.



Nossa idéia aqui € unificar ambas as teorias de um ponto de vista formal, isto €, queremos inves-
tigar condicoes para a existéncia de certas equivaléncias entre campos vetoriais reversiveis e hamil-
tonianos.

Fixe U C R?" um aberto contendo a origem. Seja ¢ : U C R*" — R?" uma involugdo de classe
C>, com dim Fix(¢) = n. Um ponto p € R?" é dito simétrico se p € Fix(y). Considere Qg o conjunto
dos germes de campos vetoriais X definidos em U que sdo ¢-reversiveis, com uma singularidade
simples e simétrica na origem. Suponha ainda que a origem € a unica singularidade de X em U.
Assim, se X € Qp, entdo X(0) = 0, det DX(0) # 0, ¢(0) =0 e ¢.X = -X.

Diz-se que dois campos vetoriais X, Y sdo formalmente conjugados se existe uma mudanca de
coordenadas formal ¥ de modo que W.X = Y. Isto € equivalente a existéncia de mudancgas de
coordenadas ¥, = Id + Y, com cada ¢, uma aplicacdo polinomial homogénea de grau k, k > 2,
definidas ao redor da origem, de modo que j* (¥;,. X —Y) = 0.

Dado X € Qf, nosso objetivo ¢ investigar condigdes para a existéncia de mudangas de coordena-
das ¥ = Id + Y, com cada i, uma aplicag¢ao polinomial homogénea de grau k, k > 2, definidas ao
redor da origem, de modo que j*¥;,X seja um campo hamiltoniano.

Uma relacdo mais fraca que a conjugacio formal € a equivaléncia orbital formal. Diz-se que dois
campos vetoriais X, Y : R" — R” sdo formalmente orbitalmente equivalentes se existe uma fungao
formal f : R" — R", que ndo se anula perto de 0, de modo que f- X e Y sdo formalmente conjugados.
A multiplicacdo f - X tem o efeito de reparametrizar o tempo.

Consideramos a questio de quando as formas normais de campos vetoriais reversiveis podem ser
feitas hamiltonianas. O caso bidimensional deste problema tem uma solucao trivial: formas normais
formais reversiveis, em torno de singularidades simétricas simples, sdo hamiltonianas.

Em dimensao 4, este problema foi tratado em [36] para singularidades 1 : 1-ressonantes, e em
[23] para singularidades ndo ressonantes.

Nesta tese iremos focar nos seguintes casos:

e em dimensdo 4, tratamos de campos vetoriais X € QF, cuja origem é uma singularidade ndo-
ressonante dos tipos sela e sela-eliptico. Mostramos que tais campos sdo genericamente for-
malmente conjugados a campos vetoriais hamiltonianos e genericamente formalmente orbital-

mente equivalentes a campos vetoriais hamiltonianos polinomiais;

e em dimensdo 6, tratamos de campos vetoriais X € QF, cuja origem é uma singularidade eliptica

nio-ressonante. Mostramos que, se j°X é um campo hamiltoniano genérico, entdo X é formal-



mente orbitalmente equivalente a um campo vetorial hamiltoniano “quase-desacoplado”. No

entanto, nio € possivel estabelecer uma conjugacdo formal;

e em dimensdo 2n, n > 4, mostramos que se X € 7, com a origem uma singularidade eliptica
nao-ressonante, entdo X é genericamente formalmente orbitalmente equivalente a um campo

vetorial hamiltoniano.

Este capitulo estd organizado da seguinte forma. Na Se¢do 1.2 apresentamos alguns resultados
de campos vetoriais reversiveis e hamiltonianos, além de uma ripida introdugdo a Teoria de Formas
Normais. Na Secao 1.3 detalhamos os resultados do capitulo, que sdo demonstrados nas Secoes 1.4,
1.5 e 1.6. Na Secao 1.7 resumimos os resultados do capitulo, e apresentamos direcdes para continuar

o estudo aqui desenvolvido.

1.2 Preliminares

Nesta secdo apresentamos alguns resultados basicos sobre campos vetoriais reversiveis e hamil-
tonianos que precisaremos ao longo deste capitulo. Referéncias clédssicas sobre estes temas sio [44]
e [1].

1.2.1 Campos vetoriais reversiveis

z

Um campo vetorial X : R?* — R?" ¢ dito ser ¢-reversivel se ¢, X = —X, onde ¢ : R** — R*" ¢ um

difeomorfismo involutivo. Isto implica que, se x(¢) € solu¢do de
x = X(x)

entdo ¢(x(—t)) também € solucdo As singularidades de X que pertencam ao conjunto Fix(y¢) sdao
chamadas de singularidades simétricas. Assumiremos que dim Fix(¢) = n. O seguinte resultado nos

permite considerar ¢ linear.

Lema 1.1 (Montgomery-Bochner Theorem). Seja ¢ : R** — R*" um difeomorfismo com ¢* = Id e

©(0) = 0. Entdo ¢ e Dp(0) sdo conjugados.



Demonstracdo. A prova € direta. Seja ¢ = Id + Dp(0)¢p. Note que Dp(0) = Id, logo ¢ é um

difeomorfismo local. Além disto:

P(p(x)) (Id + Dp(0)p)(¢(x))

= ¢(X) + (Dp(0)p)(p(x))
= @(x) + Dp(0)x

= De(0)(x + Dp(0)p(x))
= Dp(0)p(x).

O

Seja X um campo vetorial ¢-reversivel. Seja S = Fix(¢). Seguem algumas propriedades de X,

com respeitoa §.

1) O retrato de fase de X € simétrico com respeito a S.

ii) Se p € S e X(p) # 0, entdo a trajetéria de X € transversal a S em p.

iii) Se X(p) = 0 entdo X(¢(p)) = 0. A aplicacdo ¢ troca as variedades estdveis e instaveis. Além
disto, um ponto critico simétrico (contido em §) ndo pode ser atrator ou repulsor.

1v) Qualquer orbita periddica de X que cruza S € chamada de oOrbita periddica simétrica. Uma Orbita
periddica simétrica nunca € isolada no conjunto das 6rbitas periddicas de X. Se, por outro lado, uma
Orbita periddica y nao corta Fix(g), entdo ¢ o y é outra solucao periddica.

v) Se X; denota o fluxo associado a X, entdo X, 0o ¢ = ¢ o X_;. Se U, = X, o ¢, entdo Uf =1Ide
Fix(U,) = X,p(Fix(g)).

vi) Qualquer orbita de X conectando duas selas hiperbolicas assimétricas cruza S de forma transver-
sal, portanto € persistente por perturbacdes reversiveis.

vii) Nao existem Orbitas periddicas isoladas de X passando por pontos de S .

viii) As singularidades simétricas genéricas de X sdo selas hiperbdlicas, pontos elipticos, ou pontos
do tipo sela-eliptico.

Mostraremos agora, a titulo de curiosidade, uma propriedade algébrica muito interessante dos
campos reversiveis. Tal propriedade ndo serd explorada nesta tese. Para isto precisamos do conceito
de campo vetorial equivariante. Se ¢ : R* — R?" ¢ uma involugio, um campo vetorial ¥ : R*" — R?"
¢ dito ser p-equivariante se ¢, Y =Y.

A defini¢do é semelhante a de campo vetorial reversivel, com a ressalva do sinal. Isto significa

que, se y € uma trajetéria de Y, entdo ¢ o y também € uma trajetéria de Y, percorrida no mesmo



sentido. Mais detalhes sobre Campos Vetoriais Equivariantes podem ser encontrados em [2].

Proposicao 1.2. Seja ¢ : R — R*" uma involugdo linear. Seja Z um campo vetorial em R*". Entdo

existem tinicos campos vetoriais X, Y, com X @-reversivel e Y @-equivariante de modo que Z = X+Y.

Demonstragcdo. A prova é algébrica, e simples. Escreva Z = X + Y, com X ¢-reversivel e Y ¢-

equivariante. Entdo ¢Z¢ = —X + Y. Portanto,

_L-¢ly Y_Z+¢Zgo
o2 2

X
1.2.2 Campos vetoriais hamiltonianos

Transformacoes simpléticas

Seja V um espaco vetorial 2n-dimensional e w uma forma bilinear anti-simétrica e nao-dege-
nerada em V. Nestas condicdes, V (ou o par (V,w)) serd chamado de espaco simplético. Uma

transformacdo 7 : V — V é dita simplética se T preserva w, isto é, se para quaisquer x,y € V vale

W(T(x), T(y)) = w(x,y).

Lema 1.3. Seja (V,w) um espaco simplético, B = {vy,...,v,} uma base de Ve T : V — V uma
transformacdo simplética. Sejam Q= (Wi, v))i<ijcn € M = [T1g as matrizes da forma w e da
transformacdo T, respectivamente, em relacdo a base B. Entdo M é anti-simétrica, invertivel e vale
M'QOM = Q.

O lema abaixo é um resultado cldssico em dlgebra linear:
Lema 1.4. Duas matrizes invertiveis e anti-simétricas sdo sempre semelhantes.
Nos € conveniente reformular o lema acima para:
Corolario 1.5. Com a notacdo do lema anterior, existe uma matriz mudanca de base J tal que
0 Id,
Q= ,
-1d, O

Q = J'QJ, onde
onde 1d, é a matriz identidade n X n. Assim, em relacdo a alguma base B’ a matriz de w é QL.



Por todo o texto, Q denotard a matriz acima, denominada matriz simplética usual. A forma
bilinear induzida serd dita forma simplética usual. Motivados pelos lemas acima, diremos que uma

matriz real M 2n X 2n é uma matriz simplética se

M"'OM = Q.
Lema 1.6. Seja M uma matriz 2n X 2n dada em blocos por
A B
C D ] ’

onde A, B, C e D sdo matrizes n X n. Entdo M é simplética se, e so se

M =

A'D-C'B = Id,,
AlC-C'A = 0, (L.1)
D'B-BD = 0,.
Campos Hamiltonianos
SejaH : U C R? — R uma funcgado C’eVH o gradiente de H, isto &,
oH o0H o0H o0H
VHx) =—(),...,—(x), —(x),...,— ,
(%) e (x) I, (x) P (x) o, (x)
onde x = (x1,...,X; V1, -.,Y,). Um campo de vetores hamiltoniano € um campo da forma
Xg(x) = JVH(x), x € U, (1.2)

onde J € a matriz de alguma forma simplética (uma matriz simplética). Neste caso, H denomina-se

hamiltoniano do sistema (1.2).

Exemplo 1.7. Usualmente define-se campo hamiltoniano como um campo da forma

OoH
X = a_y(xay)
) oH
y = _a(xay)a

onde (x,y) € R* e H : R* — R é C2. Neste caso, é fdcil ver que J = Q. A menos de uma mudanga

de coordenadas (simplética), todo campo hamiltoniano é desta forma.



Quando ndo for especificada a forma simplética, deve ser entendido que o campo € hamiltoniano

em relacdo a forma simplética usual.

Proposicao 1.8. Uma condicdo necessdria e suficiente para que um sistema
X o= fxy)
y = 8y

seja hamiltoniano é que as funcoes f : R> — R e g : R> — R satisfacam

of
0x

Note que quando a dimensao do espago é maior que 2 ou quando ndo estamos trabalhando com a

0
(x,y) = —a—i(x,y).

forma simplética usual, o critério da proposi¢ao anterior nao pode ser usado.

Seja

a: (—€€) — R

uma solugdo para (1.2) com J = Q e ponha a(f) = (x(¢), y(¢)), onde x,y : (—€,€) — R". Assim
0H oH
— X'+ —y(
el ayy()
= Y OX®+x @0y
= 0,

dH
7 (@)

ou seja, H € constante sobre as trajetorias do campo. Quando isto acontece, dizemos que a funcdo H
L . . . 1 . . L, . . . . ~
€ uma integral primeira’ do sistema (1.2). Note que as trajetorias de um sistema hamiltoniano estdao

sempre contidas nas superficies de nivel de H.

Observacio 1.9. Em R?", se encontrarmos 2n—1 integrais primeiras para um campo X, conseguimos
caracterizar completamente suas trajetorias, considerando intersegcoes entre as superficies de nivel
([1]). Tais sistemas sdo ditos completamente integrdveis. Assim, em R?, basta uma integral primeira

para isto.
Vamos voltar as condicdes (1.1), agora noutro contexto.
Proposi¢io 1.10. Considere o sistema x = X(x) com X(0) = 0, x € R*". Seja

DX(0); DX(0),

X(0) =
DX(0); DX(0),

'A definicdo de integral primeira existe para sistemas gerais, ndo s6 para hamiltonianos.



uma decomposigdo em blocos para DX(0), com cada DX(0); uma matriz quadrada n X n. Um

conjunto de condicdes necessdrias para o campo X ser hamiltoniano é:

DX(0), + DX(0) =0,
DX(0), = DX(0),,
DX(0); = DX(0),.

Note que se o sistema X = X(x) for hamiltoniano, da condi¢cdo DX(0)| + DX(0), = 0 segue que

tr(DX(0)) = 0. Isso nos dé o seguinte critério:

Proposicao 1.11. As singularidades hiperbolicas de um sistema hamiltoniano sé podem ser pontos

de sela.

Outra propriedade interessante e importante de um sistema hamiltoniano € a preservacao de vo-
lumes. Seja X = Xy um campo hamiltoniano em R” com fluxo ¢ : R XxR" - R"e Q C R". Se V(Q)
€ o volume da regido Q, entdo V(Q) = V(¢,(Q)) para todo t € R. Noutras palavras, hamiltonianos
preservam volumes. Este resultado é conhecido com Teorema de Liouville. Para uma demonstra-
¢do dessa propriedade e outros comentérios, veja [6] e [14]. Estudar a preservacdo de medidas por

aplicacdes € o objetivo da teoria ergddica, que € apresentada de maneira introdutéria em [37].

1.2.3 Formas normais

Considere um sistema de equagdes diferenciais

X = f(x), (1.3)

comx € R" and f(0) = 0.

Procuramos um sistema de coordenadas no qual o sistema (1.3) se torne mais “simples” proximo
da origem. Noutras palavras, queremos eliminar alguns termos da expansdao em Taylor de f ao redor
da origem.

Escreva f(x) = AX + f£2(X) + f3(x) + h.o.t., onde A = Df(0) é uma matriz e f; ¢ homogéneo de
grau /. Considere uma mudanga de coordenadas da forma x = y + h,(x) onde h, é homogéneo de
grau 2. Com esta mudanca de coordenadas, e usando o fato de que (Id + Dh,)™! = Id — Dh, + h.o.t.,

o sistema (1.3) se escreve como

y = Ay + Ahy(y) — Dha(y)Ay + fo(y) + h.o.t.



Denote Lf)(hz)(y) = Ah,(y) — Dhy(y)Ay. Se f, estd na imagem de Lff), entdo € possivel escolher
h, que elimina os termos quadraticos em (1.3). Entretanto, em geral Lf) nao é sobrejetor. Os termos
de f> que ndo estdo na imagem de Lf) sdo chamados termos ressonantes. Os termos ressonantes nao
podem ser removidos de (1.3) com mudangas de coordenadas, ao contrario dos ndo-ressonantes.

Deve ficar claro que o processo anterior pode ser repetido para termos de ordem superior, usando

o operador Lg"), eliminando assim todos os termos nao-ressonantes de (1.3).

Teorema 1.12 (Poincaré-Dulac, [4]). Um sistema de equacoes diferenciais

X = AX + f2(X) + h.o.t. (1.4)
pode ser formalmente reduzido a
y=Ay+ ) ay) (15)
=2

onde g é homogéneo de grau k e formado somente por termos resonantes, com Dgi(y)Ay —Agi(y) =

0, para todo k > 2. O sistema (1.5) é dito ser uma forma normal para o sistema (1.4).

Note que os termos ressonantes na expansdao em série de Taylor de f s6 dependem da parte

linear de f. A expressdo ressonante € devido a presenca de ressondncias entre os autovalores de

A = Df(0). Para ver isto, assuma que A é uma matriz diagonal real com autovalores A;,...,4, € R.
O caso complexo € anadlogo. Seja H™" o espaco dos mondmios m-homogéneos em R”, x’"a%, e
LY . H™" — H™" definido por L (,)(X) = Ah,,(X) — Dh,,(X)AX, onde X" = x[" - - x}".
Os autovalores de LX”) $40 0S mMondmMios x’"%, satisfazendo
0 0
L (x"— | = [(m, D) — A,]x"—,
A ( 8xs) [(m, ) ] o,
onde (m, ) = 3};m;A; (veja [4]).
m_0_

Portanto, se a relacdo (m, ) — A; = 0 € satisfeita para certos s € m, entdo 0 mondmio X Frs é
ressonante (ou seja, tal mondmio estd no nicleo do operador LX")).

Mais detalhes sobre formas normais, incluindo discussdes sobre convergéncia, podem ser encon-
trados em [11]. Por fim, observamos que € possivel obter uma forma normal reversivel para campos

vetoriais reversiveis, como provado em [19].

Exemplo 1.13 (Estrutura reversivel-hamiltoniana em dimensio 2). Seja X : R*> — R? um campo

vetorial com X(0) = 0 e A = DX(0). Suponha que X é @-reversivel, com ¢(x,y) = (x,—y) e que



det(A) # 0. Os autovalores de A sdo ou um par de niimeros imagindrios puros +ai, « > 0, ou um

par de niimeros reais £f3, B > 0. Assim, a forma normal formal reversivel X de X é dada por

o= —ay-yf+yY), (1.6)
y o= ax+xf(x*+y?)
no primeiro caso e por
).'c = Bx+xf(xy), (1.7)
y o= =By—yf(sy)

no segundo caso, onde f, g sdo funcoes formais sem termo constante. O sistema (1.6) é hamiltoniano

com respeito a
Ho00 = 50 +) + f Y +yhdy

e o sistema (1.7) é hamiltoniano com respeito a
H(x) = —Bxy — x f g(xy)dy.

Desta forma, campos vetoriais reversiveis em R* com uma singularidade simples na origem sdo

formalmente hamiltonianos.

1.3 Resultados detalhados

1.3.1 Dimensao 4

Considere um campo vetorial reversivel X : R* — R* com X(0) = 0. Seja A = DX(0). Pelo
Teorema de Kupka-Smale ([16]), podemos supor genericamente que o conjunto o (A) dos autovalores
de A é de um dos trés tipos:
caso E: 01(A) = {zxayi, zari}, ay, @ € R;
caso ES: 0»(A) = {xai, 6}, a,B € R;
caso S: 03(A) = {£B1, £62,}, B1.B2 € R,
sujeitos a condi¢do genérica: {a, a,}, {a, B} e {B1,6} sdo conjuntos linearmente independentes sobre
Q.

Para cada um dos tipos acima, apresentamos agora a forma normal de X, onde A; = x? + y? e

I'; = xjy;, para j = 1,2.

10



Caso E:
X1
Vi
X
2
Caso ES:
X1
Vi
X2
V2
Caso S:
X1
Vi
X2

V2

Denote por X um dos sistemas (1.9) ou (1.10). O caso 1.8 foi tratado em [23].

—@1Y1 = V1 iy j=1 ai,inlAé’
a1 X1+ X1 25 ai,inAé’
—2y2 = y2 N oy DiALA),
Xy + X Zioijzl bi,jAliAé'

00 iT/

—@y1 = Y1 i1 @i AT,
00 iTJ

ax; + x; Zi+j:1 a; AT,

Bxy + x2 355 1y bi AT,
=By =y Z;‘?—j:l bi,jAll Fé.

Bixi + x1 255y ai 1T,
Byt = V1 Xy je1 ai,jrliré’
Baxa + x2 233 i b,-’jl""ll“é,
—Baya — y2 Xy jo1 b; TiT).

(1.8)

(1.9)

(1.10)

Pelo Teorema 1.12, X é formalmente conjugado a X. A partir de agora, supomos a condi¢io

aop1b1p # 0 sobre os coeficientes de X.

Nosso objetivo € transformar X em um campo vetorial hamiltoniano, usando mudancas de coor-

denadas da forma Id + h.o.t.. Faremos isto jato a jato. O resultado principal € o seguinte.

Teorema 1.14. Se b, pap; # 0, entdo para todo k > 3, existe uma mudanga de coordenadas da forma

Wio = Id + Yo, com Y_n € H*** e uma fungdo Hyyq : R* — R tal que

jk (‘Pk—zﬁjZ - JVHk+1) =0.

Usando reparametrizagdes do tempo, € possivel transformar X em um campo vetorial hamilto-

niano polinomial desacoplado.

Considere as funcdes

1
H,(x) = (EaAl +

Hy(x) = = (81T + 1/2a1,0T; + 1/3a5,T}) = (B2T2 + 1/2bp,1T3).

1

4 6

11

1. _ 1-
—al’oA% + —(lz’oA?) — (,BF2 + Ebo’ll—%)



com campos vetoriais hamiltonianos associados JVH,; e JVH;, dados respectivamente por (1.11) e
(1.12):

X1 = =y — i@ + arA)),
) = axy + x1(d1 A + dyoA?),
)‘)1 1 1(~1,o 1 2,0 1) (1.11)
Xy = Bxy+ x(bioln),
J2 = —Bys —ya(biol),
e
X1= Buxi +x1@@ o0 + agol?),
= =By — yi(@ ol + drel?),
)f1 L1y )’1~(Cl1,o |+ dxol) (1.12)
X = PBoxy + xa(bipln),
J2 = —Boyr — ya(biol).

O resultado principal é:

Teorema 1.15. (a) Suponha que X = (1.9). Se a, by, # 0, entdo para todo k > 3, existe uma
mudanga de coordenadas ¥y_, = Id + Yy, uma fungdo fi_; = 1+ 14_1, com Y, € H" % ¢
Ti_1 € H* de modo que

F(®eficr - X - IVHL,) = 0.

(b) Suponha X = (1.10). Se aiobo, # 0, entdo para todo k > 3, existe uma mudanga de coordenadas

Wir = Id + Yo, uma funcdo fioy = 1 + 14—y, com Y € H>* e 11 € H*'* tal que
J(Wiofeor - X = JVH,) = 0.

O Teorema 1.15 diz que (1.9) é formalmente orbitalmente equivalente a (1.11) e (1.10) é formal-

mente orbitalmente equivalente a (1.12).

Observacao 1.16. As fungoes Yy, Hy nos Teoremas 1.14 e 1.15 sdo diferentes, para cada caso.

1.3.2 Dimensao 6 e superiores

Considere um campo vetorial reversivel X : R* — R com X(0) = 0. Seja A = DX(0),
e suponha que os autovalores de A sdo +pyi,...,+p,i, com {py,..., p,} um conjunto linearmente
independente sobre os racionais.

Ao contrario do que fizemos em dimensao 4, aqui iremos considerar somente o caso eliptico.

12



Uma forma normal para X € dada por

X1 = =pin —)’1f1m(A1, e Ay,
o= pa+xaflAn. A,
X: :
Bno= =paye = yufa Brs e A,
Ya o = paka+ Xufy (Ar. LA,
onde fl.[j] ¢ um polindmio j-homogéneo e A; = x? + y? parax = (x1,yq,..., Xy, Y,) (nOte que fl.[j 1'¢ um
polindmio de grau 2j nas varidveis xi, ¥y, . . . , Xu, Yn)-

Temos o seguinte resultado.

Teorema 1.17. Suponha que j*X é hamiltoniano e genérico, isto é, seus coeficientes ndo satisfazem
uma certa relacdo algébrica. Entdo X é formalmente orbitalmente equivalente a um campo vetorial
hamiltoniano, ou seja, para todo k > 2 existe uma mudanca de coordenadas ¥y, uma reparametriza-

cdo do tempo py e uma funcdo Hy de modo que
-k 7 _
J(Wp - X = JVH,) = 0.

Dado um campo vetorial Z : R* — R”, dizemos que Z é k-quase-desacoplado se Z — j*Z é um
campo vetorial desacoplado.

O préximo resultado € exclusivo para campos vetoriais em dimensao 6.

Teorema 1.18. Com a notagdo desta segdo, suponhan = 3. Se j*X é hamiltoniano e genérico, entdo

X é formalmente orbitalmente equivalente a um campo vetorial hamiltoniano 3-quase-desacoplado.

1.4 Prova do Teorema 1.14

Vamos considerar somente o caso o(A4) = 03(A). O caso 0(A) = 0»(A) é andlogo. O 3-jato de X

€ dado por
X1 = pixi+xi(aol’y +apls),
Vi = — —vyi(arol'y + ag 1),
)'71 Biyi — yi(aiol's +ap 1) (1.13)
X2 = Poxa+ x2(biol'y + by, 1),
Vo = —Boyr = ya(biol't + by 1),

ondeI'; = x;y;, para j = 1, 2.

13



O sistema (1.13) é hamiltoniano se, e so6 se,
bl,O = dayp- (114)

Lembre que estamos supondo b, gap; # 0.
Iremos considerar b gap; > 0; o caso negativo € similar. A condi¢@o (1.14) pode ser obtida com
uma reescala linear das varidveis. Defina x; = c¢X;, y; = ¢y, x, = dX; e y, = dy,. O sistema (1.13)

nestas coordenadas é dado por

%1 = Bixg +xi(aigl + d?ag 1),
yio= By —ni(aoly + d*ap,I), (1.15)
%o = Boxy + x2(c?bi ol + d?bo 1), '
Voo = —Boya — (bl + dPby Iy).
b
Tomandod = |—2 e c = 1, a condic¢do (1.14) se verifica.
ao,1
O 5-jato de X, ap6s esta mudanca de coordenadas, é dado por
X1 = Bixg +xi(aoly + aoiln) + xi(azolT + ap T + agol'3),
yi = =By —yi(aiols + ag1l) = yi(azolT + a0 + ag o), (1.16)
Xy = Paxy+xa(ao s + boln) + Xz(bz,orf + b NI + bo,ﬂ%),
Vo = —Bayr = yalao Ly + bo o) = ya(baol't + by \TiTs + by o),

onde os coeficientes a; j, b; j podem ndo ser os mesmos de (1.10). Continuaremos denotando este
campo por X.
O sistema (1.16) é hamiltoniano se, e s6 se, a;; = —2byp € apy = —%bl,l. Procuramos por

Y3(x) = Id + y3(x), onde y5 € escrito em termos de (I'1, ;) como

xi (ol + poaI)
Xo(uiol'y + po 1)

= X2(01,0I'1 + 00,112)
y2(61001 + 60,112)
e
Hs(x) = —piI'1 = Bola —ag 'l - %F? _ %1%

+ h3’or:1; + hz’ll—‘%rz + hl’zl“ll% + h0,31—3.
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Nosso objetivo € resolver
(Y3, X — JVHg) = 0.

Isto € equivalente a resolver o seguinte sistema linear nas varidveis y; j, 0 ; € h; j:
2ay0t10 — 3h3p = az,
2bg,160,1 — 3ho3 = by,
2a0,1110 — ha,1 = bay,
2a0,160,1 — 12 = aop,
2b0,161,0 + 2a0,1p0,1 — 212 = b1y,

2a0,1010 + 2a1 0p0,1 — 2hy) = ay ;.

E f4cil obter uma solucdo para este sistema. Por exemplo, é possivel tomar

Jo = 1b1,1 — 2ao; sy = 1 2a,1b2 — ao1a1,1 + a1o0b11 — 2a1 00,2
01 =5 Ho=7
2 a()’l ’ 4 aél

60,1 = Oa 51,0 =0.

Ap6s esta mudanga de coordenadas, X é hamiltoniano até ordem 5.
Agora iremos normalizar um jato arbitrdrio. Suponha que X é hamiltoniano até ordem 2k — 1 com

respeito a Hy,. Procuramos por Wy,_1(X) = Id + —1(X), onde Y1 € escrito em termos de (I'1, 1)

como
X1 Qi jek—1 Mij T T
X2 Dit jk—1 Hi, jrilré
Yu-1(X) = ”
0
e

Hyo(X) = Hy(X) + Xiyjoper i jT Fé-
Nosso objetivo € resolver
PN (W1 X — JVHy10) = 0.
Isto € equivalente a resolver

ajj = 2a0,10;j-1 — (i + Dhjyyj + 2a1 opi-1, (1.17)
bij = 2bg16;j-1 — (j + Dhije1 + 2a0,114i-1,

parai+ j =k (assumay;; = 6;; = O parai, j ¢ {0,...,k}). Este sistema € triangular, portanto pode

ser resolvido (lembramos que b pap; # 0).

Isto conclui a prova do Teorema 1.14.
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1.5 Prova do Teorema 1.15

Iremos agora nos focar no Teorema 1.15-(b). A prova do Teorema 1.15-(a) € similar. Lembramos

0 3-jato de X:
X1 = Prxr +xi(aely + aoal),
v, = - —yi(aiol'y + ap11%),
).’1 Biy1 — yi(arol'y + ag112) (1.18)
Xy = Poxa+ x(bioly + bo 1),
y2 = =Bays = ya(b1ol'y + bol).
. . < b1 ao,1 3 o
Primeiro multiplicamos X por fr(x) = 1 — :B_Fl - ﬁ_rz’ de forma que j ( R X) se escreve
2 1
como
X1 = Prxr +xi(aolh),
Vi = — —vyi(aioly),
}fl Biyi — yi(aiol') (1.19)
X = Poxs+ xa(bo,1),
V2 = —Bayr — ya(bo ).
O sistema (1.19) € hamiltoniano com respeito a
1 -
Hy(x) = — Bl + Eal,Orl —|BI2 + Ebo,lrz .
Vamos continuar denotando f - X por X. O 5-jato de X se escreve como
X1 = Bixi +x(aoly + az,orf +a I+ Clo,zrg),
yi = =By — yl(al,ol“l + 612’01—‘% + al,lrlfz + Clo,zrg), (1.20)
X = Boxy + x2(boi o + bool's + by )T + by oT5),
Vo = Bayr = ya(bo s + byl'] + by T + by ol3).

Procuramos W5(x) = Id + y3(x), onde 3 € escrito em termos de (I';,I';) como

x1 (ol + poaI2)
yi(pol't + po1I2)
X2(6101'1 + 80,112)
Y2(6101'1 + 80,112)

Y3(x) =

f2(X) =1+ pa ol + p1.1 01T + ool

16



Nosso objetivo € resolver
P (Y5, X — JVH,) = 0.

Isto € equivalente a resolver o seguinte sistema linear:

Po2B1 = —apa,
2082 = —bay,
2ay 001 = p1,1B1 = ai,
2dy,1bo,1 = poaBa = bop,
2d,0bo, — p11P2 = b1y,
2081 — 2aipc10 + 3h39 = —azy.
Este sistema € triangular, logo pode ser resolvido facilmente. Desta forma, obtemos a equivalén-
cia orbital entre os 5-jatos de X e JVH,.
Nosso objetivo é mostrar que todos os termos de ordem superior podem ser eliminados de X,
usando mudangas de coordenadas e reparametrizagdes do tempo.
Vamos normalizar um jato arbitrario. Suponha que o 2k — I-jato de X estd normalizado, de
modo que ele é igual a JVH;. Procuramos por uma mudanc¢a de coordenadas da forma W,_,(x) =

Id + Yo 1(x), onde Yy € escrito em termos de (I'y, ;) como

X1 Dis j=k—1 ,Ui,jrliré
V1 D jmk—1 Hi, jril Fé
X2 Zi+j:k—l 5i,jr’i ré
Y2 Zi+j:k—1 6i,jrli FZ

Yor-1(X) =

X)) = 1+ Y00
Nosso objetivo € resolver
2k+1 &
J (Poer.(far - X) = JVHy) = 0.
Isto € equivalente a resolver o seguinte sistema:
250,151',]' —ﬁzpi,j+1 = bi,j+1,
2a1 0pkij — P1piv1j = Giv1 s
Bipox = —ao

B2pro = —bo,

parai+ j=k. Se a;obo; # 0, o sistema (1.21) tem solu¢do, ja que € triangular. Isto conclui a prova

(1.21)

do Teorema 1.15.
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1.6 Provas dos Teoremas 1.17 e 1.18

Seja X € Qg e X uma forma normal para X, ao redor da origem. Assim X se escreve como
X(x) = AX + f5(X) + f5(X) + ..., onde cada f; é uma aplicacao polinomial k-homogénea (os termos de
ordem par na expansio em série de Taylor de X sdo nulos).

As hipéteses de ndo-ressonancia da singularidade 0 garantem que

ifN AL LAY

afN AL LA
fmx) =1
“afi A1y A
i (Ary o A
onde fim € um polindmio j-homogéneo e A; = x? + y? parax = (xy,yi,..., Xy, yn) (note que fl.[j] é um
polindmio de grau 2j em xi, yi, ..., X, Yu)-

Nosso objetivo € levar X aum campo vetorial hamiltoniano Y. Escreva Y(x) = AX + g3(Xx) +
gs(x) + ..., onde g = JVH,,, para uma certa funcdo polinomial k£ + 1-homogénea Hy,; : R?" — R.
Para k > 1, considere uma mudanca de coordenadas da forma Wy.1 = Id + Yo+ cOm ¥y, uma
aplicacdo polinomial (2k + 1)-homogénea e uma reparametrizacao do tempo pyi2 = 1 + 642, para
uma certa fun¢@o polinomial 2k + 2-homogénea 65;.,.
Se
77 (ot (oo - ) = ¥) = 0 (1.22)

vale para todo k, entio X é formalmente orbitalmente equivalente a Y. Como X é formalmente
conjugado a X, segue que X é formalmente orbitalmente equivalente a Y.

Vamos considerar ;. da forma

xlo'[lk](Al, oA\
oA A
Yors1 =1
X0 (A, . LA
YAy, A)

[£]

com ¢o~;" um polindmio k-homogéneo..
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Suponha que (1.22) se verifique para todo k’ < k. Para k' = k, a equacgdo (1.22) é equivalente ao

sistema

Foksz = arss + AX - B0 = 25, (1.23)

onde fy = f5(01A,...,00A) e 0j = 0 (A, ..., Ay).

Portanto, para provar o Teorema A € suficiente mostrar que, sob certa condi¢do genérica, a equa-
¢do (1.23) tem uma solugdo com respeito a goxy3, Goriz € ff, para todo k > 1. A hipdtese € de que o
primeiro caso € verdade, isto €, j3)~( ¢ assumido hamiltoniano.

Devemos resolver a equacgdo (1.23), isto €, fori3 — Qokss + AX - Oppip = 2 ff.

E facil descrever todos os termos desta soma, exceto o lado direito, ff = fi(oAy, ..., 0.A)).

A equacio (1.23) € equivalente a um sistema linear nos coeficientes de gox+3, Ooks2 € X = (071, .. ., O).

Considere
fz[f]_l = =Y Dl=k+1 aBIfI]A? AR =10,
b= X S @AY AT =10,
Oaa(X) = 1+ Dy O1A] .- AT
8o+ = JVHopg, where Hypa(X) = Yo A ... Al €
) = Dy kiAo A

Assim, a equacdoSo (1.23) € equivalente ao seguinte sistema linear:

aj; = —Cl’jgl (frorn AXx - 92k+2)
+ 205+ Dhiy iy iy, (from gog3) (1.24)
1
+ ;1:1 a‘[j’g]r : l‘tl,l'|,...,l‘_/;l,ij—l,ijﬂ ..... in (from f32)’

para j=1,...,n,ondee, = (0,...,0,1,0,...,0) tem 1 na posi¢ao r e 0 caso contrario. Na ultima
[1]
jier

, se verifica entre estes coeficientes, ja que 7*X é hamiltoniano.

soma, consideramos y;,
(1] (1]

Jer - a}’,e

Defina F = H’}zl |t aglj e suponha que ¥ # 0. Esta é a condi¢@o genérica para que o sistema

=0sei;—1<0,ea;, sao os coeficientes de f3. Note que a

0 SRR FEb U0 ST PR

relacdo a

(1.24) tenha solu¢do (uma espécie de ndo-nulidade da diagonal). Com esta hipétese, o sistema (1.24)
tem solugdo. Isto conclui a prova do Teorema A.

Para provar o Teorema 1.18, basta alterar a equacdo (1.23) e considerar /;; = O para I # (k+2)e,,
J,r=1,...,6. Como a condicdo ¥ # 0 ndo ¢é afetada por esta alteracdo, o novo sistema ainda tem

solucgdo.
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1.7 Conclusoes

Seja ¢ : R — R?" uma involugio que fixa a origem com dim Fix(¢) = n. Lembramos que se X €
Q(2n,0,9,¢) entdo X : R — R?" é um campo vetorial suave e ¢-reversivel, com 0 um equilibrio
eliptico ndo-ressonante para X, isto €, X(0) = 0 e os autovalores de DX(0) sdo +pyi,...,+p,i, com
pj>0e{pi,...,p,} um conjunto linearmente independente sobre os racionais.

No Teorema 1.17, mostramos que todo campo vetorial X € Q(2n,0, @, ¢) com j3f( hamiltoniano,
onde X é uma forma normal para X, é formalmente orbitalmente equivalente a um campo vetorial
hamiltoniano.

O préximo passo € estudar os casos ressonantes. Em dimensao 4, alguns casos ressonantes sao
estudados em [23]. Baseado nos resultados de [35], um bom ponto de partida para lidar com os casos
ressonantes € considerar campos vetoriais reversiveis-equivariantes.

Seja G = {@,¥) um grupo finito de difeomorfismos, com ¢(0) = Y(0) = 0, ¢* = y> = Id.
Considere {Gy,...,G,} a linearizacdo de G. Seja X : R?* — R?¥ um campo vetorial G j-reversivel-
equivariante para algum j = 1,...,r, com X(0) = 0, tal que 0 € uma singularidade simplese p; : ... :
ps-ressonante.

Acreditamos ser possivel provar o seguinte resultado.

Conjectura 1: Suponha que py,..., p, satisfacam alguma relacdo diofantina. Entdo existe ry < r
tal que para todo j € {1,...,ro}, se X é G-reversivel-equivariante e j°X ¢ hamiltoniano, entdo X é

genericamente formalmente orbitalmente equivalente a um campo vetorial hamiltoniano.

Outro avango possivel no Teorema 1.17 € entender como passar de equivaléncia orbital para
conjugagdo, mesmo com mais hipéteses sobre os jatos de ordem baixa de X.

Além disto, baseado no que foi feito em dimensao 4 neste capitulo e no artigo [23], seria inte-
ressante obter condi¢des para a equivaléncia orbital formal a campos hamiltonianos polinomiais, ou

mesmo a campos vetoriais quase-desacoplados.
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CAPITULO 2

CONJUNTOS MINIMAIS EM
PERTURBACOES DE CAMPOS
VETORIAIS REVERSIVEIS

Neste capitulo desenvolvemos um programa para estudar bifurcacao de familias de 6rbitas peri6-
dicas em sistemas dindmicos reversiveis. A teoria necessdria neste capitulo se encontra em [8, 13,

19, 20, 41, 26]. Os resultados deste capitulo estdo contidos em [24].

2.1 Introducao e resultados principais

Um dos principais objetivos da teoria qualitativa das equacdes diferenciais € estudar a persisténcia
ou bifurcagcdo de conjuntos minimais invariantes para uma dada equagdo diferencial, quando sujeita
a pequenas perturbagdes.

Neste capitulo consideramos campos vetoriais reversiveis sujeitos a perturbacdes ndo-reversiveis.

Denotaremos por N o conjunto dos inteiros positivos e R o conjunto dos nimeros reais. Lembra-

mos que um sistema de equagdes diferenciais

dx 4
Z—x—f(x), x € RY, (2.1)
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é dito ser ¢-reversivel se existe uma involucdo suave ¢ : R* — R*, com dim(Fix(¢)) = 2, tal que

Do(x) f(x) = = f(¢(x)).

Claramente, se x(f) é uma solu¢do do sistema (2.1), entdo ¢(x(—¢)) também € uma solucdo de
(2.1). Uma solugdo x(#) de (2.1) € dita ser simétrica se x(t) = @p(X(—1)).
Note que uma solucdo € simétrica se ela intercepta Fix(¢) em pelo menos um ponto. Além disto,

se x(#) intercepta Fix(¢) em mais que um ponto, entdo x(¢) € uma Orbita periédica simétrica.

Vamos nos focar em pequenas perturbacdes do sistema (2.1), com x = (x,y, z, w), da forma

= —py—y (a0 + ) +bE + W) + ...

px+Xx (cz(x2 + ) + b(2? + wz)) +..., 2.2)
= —qw— w(c(x2 +y?) +d( + wz)) +...,

SR
Il

= qz+z(c(x2 +y) +d(Z +w2))+...,
paraa,b,c,d € Re p,qe Ncom (p,q) =1, onde ... representam os termos de ordem superior.

O sistema (2.2) € uma forma normal até ordem 3 para campos vetoriais reversiveis, ao redor de
um equilibrio eliptico p : g-ressonante, com p + ¢ > 5, ou ndo-ressonante, em R*. Estes termos

genericamente ndo pode ser eliminados de (2.2) por meio de mudancas de coordenadas.

Dado um campo vetorial X em numa variedade M, com fluxo ¢;, um conjunto Q C M ¢ dito ser
invariante para X se ¢,(2) C Q para todo ¢t € R. Casos importantes sdo quando Q = {p}, p e M e
quando Q é homeomorfo a S!. Neste capitulo consideramos os casos em que Q é homeomorfo a um
toro ou a unido de cilindros.

Conjuntos minimais invariantes, tais como Orbitas periddicas e toros invariantes, genericamente
aparecem em familias a 1 parAmetro em campos vetoriais reversiveis. Basicamente, isto se deve a

simetria do sistema com respeito ao conjunto Fix(¢) (mais detalhes, veja [29]).

Uma das principais ferramentas para estudar a existéncia de conjuntos invariantes minimais para
sistemas reversiveis € o método de Lyapunov-Schmidt. Para uma descri¢cdo deste método, veja [22].
Este método foi empregado, por exemplo em [15], [26] e [43] para estudar a existéncia de Orbitas
periddicas e toros invariantes para sistemas reversiveis em dimensdes 4 € 6. Em [22] o método de
Lyapunov-Schmidt foi utilizado para estudar a persisténcia de familias de orbitas periédicas em uma

deformacdo versal linear de uma familia de campos vetoriais reversiveis.

Neste capitulo iniciamos um programa para estudar bifurcacdes de familias a 1-pardmetro de

Orbitas periddicas e toros invariantes em sistemas reversiveis, considerando perturbacdes polinomiais.
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Este programa consiste em considerar a equacao diferencial reversivel (2.1) com f(0) = 0 e
A = f’(0) invertivel. Passando este sistema para forma normal até ordem k, podemos escrevé-lo

como
y = Ay + fil(y) + o(lyl**"), (2.3)

com f; dependendo dos termos de graus menores ou iguais a k da expansdo de Taylorde f numa
vizinhanca da origem. A existéncia de familias a 1-pardmetro de Orbitas periddicas simétricas para
o sistema (2.1) com f(0) = 0 and A = f7(0) pode ser estudada applicando o método de Lyapunov-

Schmidt a equagao (2.3). Os casos que trataremos aqui admitem tais familias, genericamente.

Uma vez obtida a existéncia de familias a 1-pardmetro de drbitas periddicas, consideramos um

sistema auxiliar da forma
y = Ay + &/i(y), (2.4)

e sua versao perturbada
y = Ay + &fi(y) + ePu(y), (2.5)

onde P,, ¢ um campo vetorial polinomiale &£ € um pequeno parametro, considerado em (2.4) e (2.5)
por razdes técnicas. Finalmente, estudamos a existéncia de conjuntos minimais para o sistema per-

turbado (2.5). Esta andlise € feita usando o algoritmo apresentado na Secdo 2.2.1.

Apesar de nos restringirmos a um caso particular de sistemas reversiveis, enfatizamos que o
método apresentado € aplicdvel a muitas outras classes de sistemas. De fato, o resultado que apre-
sentamos faz parte de um programa geral, que visa entender profundamente a dindmica de campos
vetoriais proximos a campos reversiveis. O (sub-)programa que apresentamos aqui nos permite discu-
tir como sdo certos conjuntos minimais, e sua persisténcia e/ou bifurcacao quando sujeito a pequenas

perturbacgoes.

Nossos resultados principais sao os seguintes:

Teorema 2.1. Considere um sistema diferencial reversivel como (2.2), com p,q € N, p e q primos

entre si. Assuma que uma das seguintes condicoes é satisfeita:

G a>0, (i)d>0; (i) 2E"9 502"

< 0.
ad — bc ad — bc

pd — gb

. - . ~ . T . g .
Entdo existe uma familia, parametrizada por o, de solucoes simétricas I -periddicas do sistema
o

(2.2), com o € (0,00) para oy > 0 pequeno.

O Teorema 2.1 serd provado na Secao 2.3.
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Observacao 2.2. Da prova do Teorema 2.1 ficard claro que se duas (resp. trés) das condicoes (i),
(ii), (iii) sdo satisfeitas, entdo existem duas (resp. trés) familias de solucdes periddicas e simétricas

para o sistema (2.2).
Considere agora o sistema de equagdes diferenciais

= —py—ey(at® + %) + b + W) + £fi(x,y,2,w),

= px+éx (a(x2 +y%) + b(Z + wz)) +efr(x,y,2, W), 2.6)
= —gw—&w (c(x2 +y) +d(Z? + wz)) + ef3(x,y,7, W), '

R
|

= qz+ez (c(x2 +y) +d(P + Wz)) + efa(x,y, 2, w),
onde € € (—&y, &) € um pequeno parametro, a, b, c,d € R, p,q € N, p e g primos entre si € fi, f>, f3, fa
sdo polindmios arbitrarios de grau 3. O sistema nao-perturbado, (2.6) com & = 0, é um centro linear

em R*, cujas drbitas periédicas estdo em ressonancia p : g.

Teorema 2.3. Para € # 0 pequeno, o sistema perturbado (2.6) pode ter um, dois ou trés toros inva-
riantes, folheados por orbitas periodicas, de modo que, quando € — 0, dois deles (caso existam) se
tornem oritas periodicas de (2.6) com € = 0, e o terceiro toro (se existir) persiste como toro invari-
ante do sistema (2.6) com € = 0. Além disto, apresentamos condigées expliticas nos coeficientes do

sistema (2.6) para a existéncia de um, dois ou trés toros invariantes.

Este capitulo estd organizado da seguinte forma. Na Secdo 2.2 nds apresentamos alguns resul-
tados bdsicos sobre campos vetoriais reversiveis, Teoria da Média, Formas Normais e o método de

Lyapunov-Schmidt. Na Sec¢do 2.3 provamos o Teorema 2.1, e na Se¢do 2.4 provamos o Teorema 2.3.

2.2 Preliminares

2.2.1 Resultados basicos sobre a Teoria da Média

Neste subse¢do apresentamos alguns resultados basicos sobre a Teoria da Média. Estes resultados

serdo uteis neste e nos demais capitulos.

Considere o sistema de equagdes diferenciais
X(1) = eF(t,x(1)) + £*R(t,X(¢£), ), (2.7)

onde x € D c R", D € um dominio limitado e t+ > 0. Suponha ainda que F(t,x) e R(t,X, &) sdo

T—periddicas em ¢.
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O sistema promediado associado ao sistema (2.7) é definido por

y(@©) = ef(y@), (2.8)

onde | .
fy) = T f F(s,y)ds. (2.9)
0

O préoximo teorema apresenta condi¢cdes para que as singularidades do sistema (2.8) estejam
relacionadas com solugdes T—periddicas do sistema (2.7). Para uma demonstragdo deste resultado,
veja o Teorema 2.6.1 de [40], os Teoremas 11.5 e 11.6 de [45], ou o0 Teorema 4.1.1 de [20].

Teorema 2.4. Considere o sistema de equacoes diferenciais (2.7) e assuma que as fungoes F, R,
D,F,, D,z(F 1 € DsR sdo continuas e limitadas por uma constante M (independente de €) no intervalo
[0,00) X D com —gy < € < &. Além disto, suponha que F e R sdo T—periodicas em t, com T

independente de &.

(a) Se a € D é um ponto singular do sistema promediado (2.8) tal que det(Dy f(a)) # 0 entdo,
para |g| > 0 pequeno, existe uma solucdo T—periodica X.(t) do sistema (2.7) tal que x,(0) — a

quando € — 0.

(b) Se o ponto singular a do sistema promediado (2.8) é hiperbdlico, entdo a solucdo peridodica

correspondente X.(t) do sistema (2.7) € tinica, hiperbolica e de mesma estabilidade que a.

Observamos que o Método da Média procura solugdes periddicas isoladas. Portanto, ndo € es-
perado que ele possa ser aplicado a sistema reversiveis para procurar Orbitas periddicas simétricas,
visto que tais Orbitas nunca sdo isoladas.

O algoritmo descrito em [26], baseado no Teorema 2.4, permite procurar cilindros e toros invari-

antes, folheados por oOrbitas periddicas. Passamos a descrever tal algoritmo.

Considere o sistema de equagdes diferenciais

X = AX + eF(x), (2.10)
com
0O -N 0 O
N 0 O
A=
0 0 -1
0O 0 1 O

25



onde N € Q\{l} Let F = (Fl,Fz,Fg,F4).

Usando a mudanca de varidveis x = (x,y,z, w) para (r, 0, R, ¢), onde

) 1-N . 1-N
x=rcosf, y=rsinf, z=Rcos|0+ N ¢, w=Rsin|0+ N o,

o sistema (2.10) se transforma no sistema

r= eG(r,0,R, ¢),
0= N+&Gyr,6,R,¢),
: eGy(r. }) 2.11)
R = 8G3(r’ 95 R’ ¢)a
¢ = N+&Gur,0,R, ),
onde
G, = cosOF(r,0,R, )+ sinOF(r,0,R, §),
1 — _
Gy = =|cosOFy(r.0.R,¢) - sin6F (r,0,R, ¢)],
r
Gz = cos (9 + I_V qb) f3(r, 0,R, ) + sin (9 + ¢) f4(r, 0,R, ),
N |1 1-N \—
Gy, = —— —(cos (9+ ¢) Fy(r,0,R, $)—
1-N|r
sin (9 +— ¢)f3(r, 0,R, ¢)) -
1 _ _
—(sin@F (r,0, R, ) — cos OF »(r, 6, R, qﬁ))] ,
’
— . 1-N ) 1-N
com F(r,0,R,¢) = F;|rcos@,rsinf, Rcos|6 + N ¢|,Rsin|8 + N o).
Tomando € como o tempo no sistema (2.11), obtemos
dr £
% = NG[(’., 9’ R9 ¢) + 0(82)5
dR e
- _ =z R 2 2.12
20 NGs(r, 0,R, ¢) + O(&”), (2.12)
d¢ e
— = 1+ —= - R 2
d@ + N(G4 G2)(r’ 09 a¢) + 0(8 )a

Da udltima equagdo, segue que qualquer solucdo (r(6), R(9), ¢(6)) deste sistema serd da forma

d0) =0+ ¢ +e-n(e, 1R, Py, 0), onde n € uma funcio sem parte linear ou constante. Substituindo
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esta expressdo de ¢(0) no sistema (2.12), ele se reduz ao sistema XQO, dado por

d
d_; _ %Gl(r, 0.R, 0+ ¢) + O(&?),
(2.13)

dR P>
—5 = NOrO.RO+ o)+ O(),

com ¢, € S'.

Agora estudamos as Orbitas periddicas do sistema (2.13) usando o Teorema 2.4. Calculando o

sistema promediado do sistema (2.13), obtemos o campo vetorial X, , dado por

dr £

20 N&(i’, R, ¢v),

IR o (2.14)
0 N&(’% R, ¢v),

1 27 p
onde g(r, R, ¢g) = % f Gi(r,0,R, 0+ ¢p) parak = 1,3 com N = p/q, p e g primos entre si.
0

Seja ¢y € S! tal que Xy, (0 sistema (2.14)) tem um ponto singular simples (r(¢o), R(¢)), ou seja,
um ponto singular com

(2.15)

0(g1,83)
det( IR

Para cada ¢ € S', aplicamos o Teorema 2.4 ao sistema (2.14), deduzindo que para & # 0 pequeno,

J+0
r=r(¢o).R=R(¢o)

o sistema (2.13) tem uma unica 6rbita periddica tal que
(1(0: (r(80). R(60))). R(0: (r(h0). R(@0)))) = (r(bo). R(@)) when & — 0.

Agora seja I C S! conexo de modo que para todo ¢y € I C S', o sistema promediado (2.14)
tem um ponto singular (r(¢y), R(¢p)) satisfazendo a condicdo (2.15). Voltando para o sistema (2.13),
obtemos que este sistema, para todo € # 0 pequeno, tem uma familia continua de 6rbitas periddicas,
parametrizada por ¢y, isto é, o sistema (2.12) (e, consequentemente, os sistemas (2.11) e (2.10)) tém
um cilindro invariante folheado por 6rbitas periddicas. Sel = S!, entdo o sistema (2.12) (logo os

sistemas (2.11) e (2.10)) t€ém um toro invariante folheado por 6rbitas periddicas.

2.2.2 Formas normais para campos vetoriais reversiveis

Apresentamos agora alguns resultados cladssicos da teorma de formas normais, com €nfase no

caso reversivel. Para mais detalhes, veja [15] e [22].
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O préximo lema nos dé a relacdo entre campos vetoriais reversiveis ao redor de um ponto de

equilibrio eliptico e o sistema (2.2).

Lema 2.5. Seja
x = f(x), xeR* (2.16)

um campo vetorial reversivel com f(0) = 0, de modo que os autovalores de f'(0) sdo *pi, +qi,
p < q, p,q € N primos entre si e (p,q) ¢ {(1,2),(1,3)}. Entdo existe uma mudanca de coordenadas

X =Y + ... que transforma o sistema (2.16) no sistema (2.2) até ordem 3.

Demonstracdo. Sem perda de generalidade, podemos assumir que f(x) = AX + /(X)) + f3(X) + ...,

onde A se escreve na forma de Jordan como

0 —p 0 0
0 0
.
00 0 —g
00 g 0

e cada f;, k = 2,3 € polinomial homogénea de grau k.

O primeiro passo consiste em eliminar f>, jd que o sistema (2.2) ndo possui termos quadraticos.
Com este objetivo, propomos uma mudanga de coordenadas da forma x = y + hy(y), onde h, €
polinomial homogéneo de grau 2, a ser determinado. Esta mudancga de coordenadas transforma o

sistema (2.16) no sistema

y = Ay + Ahy(y) — (DAY + L) + A + ..., (2.17)

onde f; depende de £, f; e ho.

Para eliminar os termos quadréticos de (2.17), precisamos escolher 4, de modo que
Ry(Y)Ay — Ahy(y) = fo(y). (2.18)
Escreva f> = (), f7. /3. /), onde
Ly zw) = Z Ajirininis X' Y2 W,
i1 +irHir+ia=2

e hy = (hy, h3, b3, h3) onde

J = i oo B3
hz(x’ Ys2, W) = Z bj7i1,i2,i3,i4x yRZBwt,

i1+ix+i3 +i4=2
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Assim a equacgdo (2.18) € equivalente a um sistema linear com 40 equagdes e 40 varidveis (os

coeficientes de bj;, ;, i,,). O determinante da matriz dos coeficientes de tal sistema €
Ay = 81p"q" (g +2p)* (=g +2p)* 2q + p)* (=29 + p)".
Ou seja, se p,qg # 0, p # £2g e g # +2p o sistema linear tem uma solugdo unica. Logo, a equagdo

(2.18) tem uma tnica solucao h,, que pode ser utilizado para eliminar os termos quadraticos em (2.2).

Ap6s a mudanca de coordenadas que elimina os termos quadraticos, o sistema (2.17) pode ser

reescrito como

X=Ax+ f(X) +...

onde f; depende de f>, f; € ho.
Agora procuramos uma mudanca de coordenadas da forma x = y+/3(y), onde /3 € uma aplicacao
polinomial homogénea de grau 3 a ser determinada.

A ultima equacdo pode ser escrita como
y = Ay + Ahy(y) = B3(DAY + /() + ... (2.19)

Procuramos /3 de modo que Ahsz(y) — h}(y)Ay + fg(y) seja igual aos termos cubicos em (2.2).
Ponha f; = (3, f3. /3. f;), onde

J — i1 )i i3 i
]%(X,y,z, W) - Z Cj,i],iz,i3,i4x y Z w ]

i1+ip+i3+ig=3

e hy = (h, h3, h3, h3), onde

J — i y,i2 i3 i
hy(x,y,2,w) = Z djirinizis X' Y22 WH

i1+ir+i3 +i4=3

Como (2.2) é reversivel, f; também € (veja [19]). Para determinar /3, precisamos resolver um
sistema linear com 80 equag0Oes e 84 varidveis (os coeficientes d;;, ;, > @, b, ¢ and d). Tal sistema

pode ser resolvido se, e s6 se,

A=p-9p+q9QCBp+qQBp-q) #0,

ou seja, se g # £p e q # £3p.
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Observamos que os coeficientes a, b, ¢ e d de (2.2) sao dados por

a = g(—3C 103,00 = €12,1,00 + €2.1.200 + 3€230,00)s
1
b = Z(_CI,O,I,Z,O +€2,1,020 = €1.0,1.02 + €2,1,002)
1
c = Z(—C3,2,o,o,1 — 30201 +€402,10 + €420.10)s
d = g(—303,o,o,0,3 + €40,0,12 = €3002.1 + 3€40,03,0)-
Isto conclui a prova do lema. O

O sistema (2.2) é uma forma normal (de Poincaré-Dulac ou Belitskii) para (2.16). A teoria das
formas normais € muito mais completa que este caso especial. Um bom texto sobre o assunto pode

ser encontrado em [8].

2.2.3 Familias a 1-parametro de érbitas periddicas
Nesta secdo apresentamos brevemente o método de Lyapunov-Schmidt. Uma exposi¢do mais
detalhada pode ser encontrada em [43].

Seja f : R" — R" uma funcdo suave com f(0) = 0 e suponha que todos os autovalores da
matriz f’(0) sdo nimeros imagindrios puros ndo-nulos. Suponha ainda que tal matriz seja diagona-
lizavel (uma hip6tese simplificadora, mas nao essencial). Estamos interessados em encontrar Orbitas

periddicas de
X = f(x) (2.20)
com periodo proximo de 2.

Denote por Cgﬂ (resp. C,,) o espago das aplicacdes x : R — R” que sdo 2zr-periddicas e de classe

C° (resp. C"). Definimos em C9_ o produto interno

27
(X1,X2) = 2, (x1(2), X2(0)) dt,

onde (-, -) € o produto interno candnico em R".

Considere a aplicagdo M : C; xR — C_given by

Mx,o)(t) = (1 + o)x(t) — f(x(2)). (2.21)
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Veremos no fim desta secao que se (X, o) satisfaz M(x, o) = 0 entdo x(o¢) € uma solucdo 27r/(1 + 0)-
periddica de (2.20). Portanto, o problema de encontrar solugdes periddicas com periodo proximo a

2r para (2.20) se reduz ao problema de encontrar solugdes para M(x, o) = 0 com o pequeno.

Enquanto a fun¢do M estéd definida em um espaco de dimensao infinita, o0 método de Lyapunov-
Schmidt permite construir uma funcdo B : R" X R — R”, definida em um espaco de dimensao finita,

de modo que solucdes para B = 0 sdo solugdes para M = 0.
Note que M(0,0) = 0. Denote por L := My(0,0) : C, — C) o operador dado por L(x)(t) =
x(1) = f(0)x().
Seja
D ={q:R > R" q(t) = exp(tf'(0))x, x € R"}.
Defina
X, = {x € C5,; (x,D) = 0}

Yy ={y € (y,D) = 0}
o complemento ortogonal de D em C ;ﬂ eC gﬂ, respectivamente, em relacdo ao produto interno definido
anteriormente.
Considere uma base {uy,...,u,} de R" e g; = exp(tf'(0)u;, i = 1,...,n. Defina a projecao
P:C) — C) por
PX) = > (4%
i=1

Assim, Im(P) = D, Ker(P) = Y;;logo C} =X, @DeC) =Y, &D.
Finalmente, defina

F(x,0) = F(q +x1,0) = F(q, X1, 0),

paraq € Dex; € X;.

Para resolver £ (q,x1,0) = 0, basta resolver

(Id - P)o F(q,%1,0) = 0,

R (2.22)
Po F(q,x1,0) = 0.

Lema 2.6. A primeira equacdo do sistema (2.22) pode ser resolvida como X1 = X1*(q, o).

Demonstragdo. Veja [21]. O
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Do lema anterior, resolver M = 0 é equivalente a resolver
F(q,0) = Po F(q,%(q,0),0) = 0.
A ultima equacdo ¢ satisfeita se, e s6 se,
(qi, ﬁ(q, X1 (q,0),0)=0,i=1,...,n.

Portanto M(x,0) = 0 se, e s se, B(u,0) = 0, com B : R" X R — R" definido por

2
B(u, o) = %Tfo exp(—tf'(0)F(x"(u,o),0)dt

X"(u, o) = exp(tf’(0))u + x1*(exp(zf’(0)u, o)
Se (2.20) € R-reversivel, entdo B também € R-reversivel.
Lema 2.7. Suponha que (2.20) é R-reversivel. Entdo
(a) RB(x,0) = —B(Rx, 0),
(b) s¢B(X,0) = B(s4X,0), com s4X = exp(=¢ f'(0))x.
Demonstragdo. Veja [46]. m|
Lema 2.8. Suponha que f estd na forma normal de Belitskii até ordem k, isto é,
FX) = AX + gi(x) + o(x[“),
com A = f'(0) linear e g; soma de mondémios homogéneos, de grau 2 até k, com [A’, g;] = 0. Entdo
B(x,0) = 0AX — gi(x) + o(Ix[**).
Demonstracdo. Veja [43]. O
Resumindo, o seguinte resultado € provado em [43].
Teorema 2.9. Suponha que
JX) = Ax + g(x) + o(x[“"")
estd na forma normal de Belitskii até ordem k. Defina

B(x,0) = 0AX — gi(x) + o(Ix[**).

Entdo para cada solucdo ndo-nula x = x(0) de B(x,0) = 0, temos uma familia de solugoes periodi-
para (2.20).

cas y, com periodo
l+o

Utilizaremos o Teorema 2.9 para provar o Teorema 2.1.
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2.3 Prova do Teorema 2.1

Provaremos o Teorema 2.1, que trata do sistema (2.2) e do Lema 2.5, mas € valido para sistemas

mais gerais.

Prova do Teorema 2.1. Do Lema 2.5, este sistema estd na forma normal de Belitskii até ordem 3.

Defina B : R* x R — R* para o sistema (2.2) como

—opy+y (a(x2 +y?) + b( + wl)) +...
opx — x(a(x2 +y2) + b(Z + wz)) + ...
B(x,y,z,w,0) =
—ogqw +w (c(x2 +y) +d(Z* + w2)) +...
oqz — z(c()c2 +y) +d(Z + wz)) +...

Do Teorema 2.9, se encontrarmos uma solucao (x, y, z, w) = (x(o), y(0), z(0), w(o)) para B(x,y,z,w,0) =

0, entdo teremos obtido também uma familia de solucdes I -periddicas para (2.2).

+ 0o
Como (2.2) é R-reversivel, com R(x,y, z,w) = (x, -y, z, —w), procuramos por solucdes de B = 0

no subespago Fix(R) = {(x,y,z,w) € R*; y = w = 0}.

Considere os termos de ordem superior na expressdao de B escritos como (4, {),, Q3,Q4), onde
Q; = Qi(x,y,z,w).

Pelo Lema 2.7(a), B é R-reversivel, logo Q(x,y,z,w) = —yf!l (x,y,z,w)e Q3(x,y,z,w) = —wQs(x, v, 2, W),
para certas fungdes Q,,Q; de classe C®. Usando o Lema 2.7(b) com ¢ = m/4, obtemos que
Q(x,y,z,w) = xf)z(x, v, Z,w) e Qu(x,y,z,w) = zf24(x, y,Z,w), para certas funcoes Q,, Q, de classe
Cc™.

Desta forma, Blgix) S€ €screve como

ox(p — ax* = bz* + Q;(x, 7))
o2(g —cx? —d + Q(x,2) |

B(x,z,0) = [

Nosso objetivo € resolver Bl = 0, 0 que pode ser feito, pelas hipéteses do Teorema 2.1.

Para x # 0, existe uma solu¢do proxima de (x, z) = (\/E , 0) (caso (i) no Teorema 2.1).
a

Para z # 0, existe uma solucdo préxima de (x, z) = (O, \/g) (caso (ii) no Teorema 2.1).

Ja se xz # 0, entdo existe uma solug¢do préxima de
(.2) | pd — gb pc —qa
X, = ) -
¢ ad — bc ad — bc
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(caso (iii) no Teorema 2.1).

Isto conclui a prova do Teorema 2.1. O

2.4 Prova do Teorema 2.3

Nesta sec¢do estudamos o que acontece com as familias de 6rbitas periddicas simétricas, obtidas na
secdo anterior, quando a simetria do sistema (2.2) € quebrada. Esta € a parte final do nosso programa,
quando consideramos uma perturbaciao do truncamento de terceira ordem do sistema (2.2). Neste

secdo, provamos o Teorema 2.3.

Considere a reparametriza¢do do tempo s = gf no sistema (2.6). Obtemos assim o sistema

~

X = —Ny-gy (c‘z(x2 +y%) +b(Z* + wz)) +efi(x,y,2,w),

Y = Nx+ex (a(xz +y%) + b(Z* + Wz)) +efo(x,y, 2, W), (2.23)
7 = —w—ew (E(x2 +y) +dZ + wz)) +efa(x,y,2,w), .

wo o= z+ez (E(x2 +y?) +d( + wz)) +efa(x,y,2, W),

onde N = p/q, k = k/p parak € {a,b,c,d, f} e a & é aderivada de & com respeito a s.

No sistema (2.23), consideramos

3
Foo_ J Q14,02 i3 4,04
ho= z : : : @ ininig™ Y W
]:0 i1+i2+i3+i4:j
3
r J 11,02 13 ,i4
L= E‘ z: Biy inisis® VW,
J=0 ij+ix+iz+ia=j
3
Foo_ J i )i2 03, i4
f3 - z : : : Yisinizis® YW
]:0 i1+i2+i3+i4:j
3
roo_ J i1yi2 i3, 4
fa = : : z : 6i1,i2,i3,i4x yoaws,

J=0 ij+ix+iz+isa=j

e aplicamos o método descrito na Secao 2.2.1. Passando o sistema (2.23) para a forma padrdo analoga

ao sistema (2.14), obtemos

d

d_; = % r(a]r2 + a,R? + as),

JR o (2.24)
E = N R(b]l"z + b2R2 + 613),
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onde

a, = 3&30’0’0 + 3,88,3,0,0 + aiz,o,o +5;,1,0,0’
a, = 20{0’0’2 + 2,3(3),1,2,0 + 2ﬁ(3),1,0,2 + 26“?,0,2,0’
as = 400+ 48100

by = 25;0’0,1 + 273,0,1,0 + 27/(3),2,1,0 + 26(:3,2,0,1’
by = Yoou2+ 30030+ Go021 + 3600030

_ 1 1
by = 46001+ %0010

Devemos encontrar as singularidades do sistema promediado (2.24),comr > 0,R > 0er+R > 0.

Noutras palavras, devemos resolver o sistema
2 2 _ 2 2 _
rair-+ a,R° +az) =0, R(bir" + bR+ b3) =0,

comr>0,R>0er+ R > 0. Tais solugdo sao:

b
(r.Ry) = |0, w/——3), se bybs < 0;
b,

(r2, Ry) = —%,0 , se ajaz < 0;
aj
by —azb biaz; — b by —azb biaz —b
(ry. Rs) = \/612 3—as 2’\/ 143 301 se 03 — A30) S0& 143 3d1 > 0:
Cl]bz — b]dz Cl]bz - b]Clz Cllbz - blaz a1b2 - b1a2

biaz — b bias —b
(rasR) = (0, /222390 e ayby — ashy = 0& 2291 5
a1b2 - b1a2 611b2 - blaz
by —asb by — aszb
(rs,Rg) = /M,O se @03 = A3 0& bias — bya; = 0.
a1b2 —b1a2 a1b2 —bl(lz

A solucdo (ry, Ry) € simples se:
(a2b3 — azby)b;

#0fork=1;
b,
b -b
az(bsa; — baz) £0fork = 2:
a
(axbs — azby)(bzay — biaz) £ 0fork = 3.
albz - blaz

Para k = 4,5, a solucdo nunca é simples. Como o dngulo ¢, € S! pode ser qualquer, cada uma das
solucdes encontradas da origem a um toro invariante, folheado por orbitas periddicas, para o sistema
(2.6).
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Isto prova o Teorema 2.3.

Observacao 2.10. Os resultados do Teorema 2.3 dependem de fi, f>, f, fa, mas ndo de p,q,a,b,c

e d, presentes no sistema (2.6). Tais termos se anulam quando calculamos o sistema promediado
(2.14).

No préximo exemplo, exibimos sistemas de equagdes diferenciais que realizam as condi¢des do

Teorema 2.3.

Exemplo 2.11. Considere os sistemas de equacoes diferenciais

i o= —py—ey(at? +37) + b +w?) + &(—1x + Taw?),
y = px+ex (a()c2 +y2) + b(Z + w2)) +& (2x2y) , (2.25)
7 = —qw—gew (c(x2 +y?) +d( + wz)) , '
W= gz+ez(c(? + )2 +d@ +wd)) + & (=4w + 2w+ IyPw),
X = —py—¢gy (a(x2 +92) + b( + wz)) +& (%xwz) ,
y = px+ex (a(x2 +32) + b + Wz)) +e (—1Ox2y) , 2.26)
= —qw—gw (c(x2 +y) +d(Z? + wz)) , '
W= gztez (C(X2 +y) +d(Z + wz)) + s(—iw + zzw)
e
X = —-py—égy (a(x2 + ) + b( + wz)) +e(x —x%),
y = px+eéx (a(x2 +3) +b(Z + wz)) , 227
Z = —qw-—gw (c(x2 +y%) +d( + wz)) +&(z - 2°), '
W o= qz+ez (c()c2 +y?) +d(Z* + wz)) ,

onde a,b,c,d € R e p,q € N com p e q primos entre si. O Teorema 2.3 garante que, para € > 0

pequeno:
e o sistema (2.25) possui um toro invariante folheado por orbitas periddicas;
e o sistema (2.26) possui dois toros invariantes folheados por orbitas periodicas;

e o sistema (2.27) possui trés toros invariantes folheados por orbitas periodicas.
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CAPITULO 3

CONJUNTOS MINIMAIS PARA UMA
CLASSE DE OSCILADORES
FRACAMENTE ACOPLADOS

Neste capitulo estudamos sincronizacao de osciladores fracamente acoplados, usando a Teoria da
Média. A teoria necessdria neste capitulo se encontra em [13, 20, 26, 41, 45]. Os resultados deste

capitulo estdo em [33].

3.1 Introducao

Neste capitulo estudamos o seguinte sistema de equagdes diferenciais de segunda ordem

i+x = —ef(x,x)—eg(x, x,2,2), 3.1
itz = —ef(z2) - eg(z 2 x, ), '

para e > O e f, g funcdes reais de classe C™.
O sistema (3.1) com g = 0 é um sistema desacoplado de segunda ordem, e suas solugdes sdo

facilmente obtidas a partir das solucdes de

X+ x=¢ef(x, X). (3.2)
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Quando g # 0 em (3.1), tal sistema se torna acoplado, e o comportamento qualitativo de suas

solu¢cdes pode nao depender mais das solugdes de (3.2).

Nosso objetivo € estabelecer condicdes para a existéncia de ciclos limite estdveis e cilindros

invariantes para o sistema (3.1) usando a Teoria da Média.

A motivacdo para estudar o sistema (3.1) vem de [17] e [18]. Em [28] € discutida a existéncia de

ciclos limite para sistemas da forma

X+x=ef(xy), j+y=-egxy), (3.3)

para pequenos valores de € > 0 e f, g polindmios arbitrarios de grau 3.

A existéncia de conjuntos minimais invariantes estaveis em sistemas fracamente acoplados € por
vezes referida como fendmeno de sincroniza¢do. Uma introdugdo ao assunto pode ser encontrada em
[10], onde a formulacdo geral do problema de sincronizagdo de sistemas dinamicos é dada, além de

varios exemplos. A sincronizacao de sistemas dindmicos acoplados € estudada também em [7].

Apresentamos agora um esbogo dos resultados principais deste capitulo. Seja C,,, 0 espagco dos
pares (f, g) de aplica¢des polinomiais homogéneas em R*, de modo que:
a) f € um polindbmio homogéneo de graum > 2 e
b) g € um polindmio homogéneo de grau n > 2 com matriz hessiana H, = (h; ;) satisfazendo h; ; = 0
para (i, j) € {1,2} x {3, 4}.

Note que dimC,,,, = m + 2n + 3. Mostramos que:

1) Existe um conjunto aberto A C C,,,, de modo que se (f, g) € A, entdo o sistema (3.1) possui um

ciclo limite estavel.

2) Existe um conjunto aberto 8 C C,,,, de modo que se (f, g) € B, entdo o sistema (3.1) possui um

ou dois cilindros invariantes folheados por 6rbitas periddicas normalmente estaveis.

Os resultados da Teoria da Média que sdo necessarios neste capitulo foram apresentados no capi-

tulo anterior, especificamente na Se¢do 2.2.1, pagina 24.

Este capitulo € dividido da seguinte forma. Na Se¢do 2 nés detalhamos os resultados que serao
demonstrados, e exibimos alguns exemplos. Nas Se¢des 3 e 4, deduzimos equacdes algébricas cujas

solugdes isoladas fornecem ciclos limites e/ou cilindros invariantes para o sistema (3.1).
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3.2 Resultados principais

Note que escrevendo y = x e w = z, o sistema (3.1) se torna

= y,
= —x-¢&f(x,y) —eglx,y,z,w),

= W’

(3.4)

= N e ke
|

= —-Z- Sf(Z, W) - 88(27 w, X, y)

Vamos considerar (f, g) € Cy, onde C,,, foi definido na introdug@o.

Primeiro nos focamos na existéncia de ciclos limite para (3.1).

Teorema A: Considere o sistema (3.1) com

S y) = fu(x,y),

(1 @)
n

glx,y,z,w) =g, (x,y) + 8,7 (z,w),

onde f,,, gﬁll), gﬁ,z) sdo polinomios homogéneos de graus m, n, n respectivamente.
Entdo existe um conjunto aberto A C C,,, de modo que para todo € # 0 pequeno, se (f,g) € A,
o sistema perturbado (3.1) tem pelo menos um ciclo limite. Além disto, existe um conjunto aberto

Ay € A C Cyy de modo que se (f, g) € Ay, entdo o ciclo limite é estdvel.

O Teorema A serd provado na Secdo 3.3. O préximo exemplo € uma aplicacdo direta deste

teorema.
Exemplo 3.1. Considere o sistema de equagcoes diferenciais

X+x = —s(ax5+bx5)—s(cx3+d23),

—& (azs + ng) - (c23 + a’)'c3), (3-3)

7+z

comb(c+d) <0,d#0ec?+5cd+4d*> # 0. Para cada € > 0 pequeno, o sistema (3.5) tem um
ciclo limite y,. Se b > 0,d < 0 e c +4d < 0, entdo este ciclo limite é estdavel (por exemplo, tomando
(aa b9 c, d) = (19 19 _19 _5))'

Além disto, lim,_, ys = Yo, onde

T = A T

bI(m) bI(m)
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€ uma orbita periodica de (3.5) para € = 0, onde 1(k) = fozn cos**1(s) ds.

Nos voltamos agora para os resultados sobre a existéncia de cilindros invariantes, folheados por

Orbitas periddicas para o sistema (3.1).

Teorema B: Considere o sistema (3.1) com

Fxy) = fulx,y),

g(x,y,z,w) = g (x,y) + g2z, w),

onde f,,, g,(11), g,(lz) sdo polinomios homogéneos de graus m, n e n respectivamente.

Entdo existe um conjunto aberto 8 C C,,,, de modo que para todo & # 0 pequeno, se (f,g) € B,
entdo o sistema (3.1) tem genericamente um ou dois cilindros invariantes, folheados por orbitas pe-
riddicas. Além disto, existe um conjunto aberto By C B C Cy,, de forma que se (f, g) € By, entdo os

cilindros invariantes sdo normalmente estdveis.

O Teorema B serd provado na Sec¢do 3.4. O proximo exemplo o ilustra.
Exemplo 3.2. Considere o sistema de equagoes diferenciais

i+x = —8<x5+5c5>—s(x3+5c3 —2z3—223),

s (ZS n ZS) _ 8(Z3 + B —00 - 2x3)' (3.6)

i+z
Para todo € > 0 pequeno, o sistema (3.5) possui um cilindro invariante normalmente estdvel, folhe-

ado por orbitas periodicas.

3.3 Ciclos limite

Nesta secdo demonstramos o Teorema A, utilizando o Teorema 2.4.

Considerando a mudanca de coordenadas
x =rsin(f), y =rcos(d), z=Rsin(¢ + 6), w = Rcos(¢ + 6),
o sistema (3.4) se escreve como
= &G (r,6,R, 9),
= 1+ &Gy(r,0,R, 9),

8G3(r’ 0) Ra ¢)a
= 8G4(}", 05 R’ ¢)a

(3.7)

T T
Il
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onde

G, = —cos(@)f(rsin(@), rcos(8)) + g(rsin(8), r cos(), R sin(¢ + 6), R cos( + 6))],
G, = Lsin(O)[f(rsin(8),rcos(8)) + g(rsin(6), rcos(), Rsin(@ + 6), R cos(d + 6))],
Gy = —cos(f+ @) f(Rsin(p + 0), Rcos(¢ + 0)) + g(Rsin(¢ + 6), R cos(¢ + 0), r sin(d), r cos(9))],
Gy = —Lsin(O)[f(rsin(8), rcos()) + g(rsin(6), r cos(9), Rsin(d + ), R cos(d + 6))]
+ Lsin(g + O)[f(Rsin(g + 6), Rcos(¢ + 6)) + g(Rsin(¢ + 6), R cos(¢ + 0), r sin(6), r cos(6))].

Usando uma reparametriza¢do do tempo, podemos tomar 6 como a nova varidvel independente.

Assim, o sistema (3.7) se torna

d

d_; = &G\(r,6,R,¢) + O(&?),

z—g = 8G3(r$ 09 R’ ¢) + 0(82)’ (3‘8)
d

d—z = 8G4(r$ 09 R’ ¢) + 0(82)'

O sistema (3.8) estd na forma padrao para calcular o sistema promediado associado, que é

dr 1 27

% = 8)’1(”, Ra ¢) = 8% ﬁ Gl(ra Q’R’ ¢) d@,

dR 1 271

i R,) = e— G5(r,0,R, ¢) do,

- ey3(r, R, ¢) Eo j(; 3(r. ¢) (3.9)
d 1 271

d_§ = 8)’4(”, R’ ¢) = Sﬂ ~/0‘ G4(r’ 99 R’ ¢) d@

Escreva

Jm(x,y) = Z ai.,ithyiza

i1+ir=m
| -
gl(’l)(x’y): Z bil,ilelylz’
i1+i=n
) .
gP(z,w) = Z Ciy i 2 W',
i1+ih=n

com f(x,y) = fulx,y) e glx,y,z,w) = gﬁ,l)(x, y) + g,(f)(z, w). Note que o espaco dos coeficientes de

f, g tem dimensdo m + 2n + 3.
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Denote

o
)
Il

27
@ij i j+l
E —f sin’(6) cos’* (0) db
2 0

i+j=m

1
— p(m) [/halm—l,l + /13am—3,3 +...+ ﬂmao,m] s

2
a; i Lo .
B, = Z 2_7; j; sin'"1(0) cos’(0) do

i+j=m

= — [ﬂma'm,O + /lm—Za/m—Z,Z +...t /llall,m—l] )
p(m)

onde p(m), 4, j = 1,3,...,m sdo constantes positivas, dependendo de m, n.

Defina ainda

Ay = 2A,m°B.B, - 2A,mB.B, + 2A2m*A,,

Ay = 2A,mB.Byn—2A,mB? — 2A,mB*n — 2A,mB.B,
+ 4A,mA Apn —2A,nB.B, — 2A.nB.B, + 2A,nB.B,m
+ 2A.nB.B,m,

Ay = 2A7n°A. - 2AMn* - 2A,n*B2 — 2A,nB?
+ 2An*B.B, — 2An*B? — 2A.nB? — 2A,nB.B, — 2AnB.B,
+ 2An°B.B,,

1
(Ab+Ac)m—n
rp = |— A s

6(/)) — A1p2m+n—3 + A2p2n+m—3 + A3p3n—3.

Teorema 3.3. Considere o sistema (3.1) com f(x,y) = fu.(x,y), gx,y,z,w) = gﬁll)(x, y) + gﬁlz)(z, w),

onde f,, g%, gf) sdo polinémios homogéneos de graus m, n, n respectivamente. Assuma:
(H.1) A,(Ap +AL) <0,
(H.2) 6(rp) # 0.

Entdo, para cada € # 0 pequeno, o sistema (3.1) genericamente tem ao menos um ciclo limite 7y,.
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Além disto, lim,_,gy, = v, onde
Yo = (63, 2,w) €RY K + 3% =19, 2= 0, w = ro)
€ uma orbita periodica de (3.1) para € = 0.

Observacao 3.4. O conjunto aberto A no enunciado do Teorema A é definido pelas hipoteses (H.1)
e (H.2).

Demonstragcdo. Reescrevendo yy,ys,y4 usando as expressoes para f,, € g,, temos

1 27 ) ‘
nrR,¢) = —r" Z a,-,,lz—f sin' () cos?*1(0) do
i1 +ia=m a 20
1 o ,
- r".z bi"izﬂfo sin’ (6) cos**'(0) do
1+ix=n )
1 d : ,
- R Z cim—f cos(#) sin'' (¢ + 6) cos? (¢ + 0) db,
i +ia=n 2 Jo
1 27 ) ‘
BORE) = <R D @i f sin' (¢ + 6) cos* (¢ + 0) d6
i1 +ia=m 0
1 21 ) )
- R Z biw’zﬂf sin’' (¢ + 0) cos?* (¢ + 0) dO
i1+iy=n 02
1 4 . .
- Z c"""ZerO cos(6 + ¢) sin'' (0) cos(0) db,
i1+ix=n

1 2 ) )
(R ¢) = —r"! Z @i s fo sin*!(6) cos™(6) df

i1+i=m
1 21 ) )
n—1 s i1+l i
r b, i, — f sin' " (0) cos™(6) do
i1;z=n 2m Jo
R" (. c i i
- — Cil,izz_ sin(6) sin"' (¢ + 0) cos(¢ + 0) dO
i1+ih=n Tt 0
1 21 ) )
+ R™! Z iy 5 f sin*!(¢ + 0) cos(¢ + 0) do
. — T Jo
11+i=m
1 27 ) ]
+ R"! Z b,-l,,-zz— f sin "1 (¢ + 0) cos(¢ + 6) db
i1 +ia=n T Jo
7 Z+ 1 2 . .
+ — Ciyiy— f sin(¢ + 6) sin'' (6) cos™ () d6.
R i1+i2:n 271' 0
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As funcgdes vy, y3, ¥4 podem ser escritas em termos de A,, B, na seguinte forma:

vi = —=A " —Apr' —[A.cos(¢) + B, sin(¢)]R"
Y3 = —AR" - AuR" — [A.cos(¢) — B, sin(¢)]r"

R (3.10)
ys = —Bg" ' =Byt - —[Bc cos(9) — A sin(¢)]

+ B,R"™'+B,R"+ %[BC cos(d) + A, sin(¢)].

Iremos procurar por solucdes do sistema y; = 0, j = 1, 3,4 restrito ao conjunto r = R, ¢ € {0, }.

Desta forma, a tinica solu¢@o ndo-nula é

1
( Ap + Ac)m -n
ro=1- )
Aq
que estd bem-definida pela hip6tese (H.1).
Como por (H.2) vale
9(y1,¥3,74)
0p)= ———— # 0,
8(7’, R’ ¢) r=p,R=p,=0

segue que rp € uma singularidade simples do sistema (3.9). Usando o Teorema 2.4, existe um ciclo

limite para o sistema (3.1), que converge para I'y quando £ — O. O

Cdlculos do Exemplo 3.1. As condi¢des b(c + d) < 0 e d # 0 sdo equivalente a hipotese (H.1) e a
condi¢io ¢? + 5cd + 4d* # 0 é equivalente a hipétese (H.2), a primeira parte do Exemplo 3.1 segue
do Teorema 3.3. Resta mostrar que o ciclo limite € normalmente estavel se b > 0,d < 0e c+4d < 0.

Note que as fungdes 7y, ¥3, ¥4 neste caso sao dadas por

3 3 5
Y = —ng3 COS(¢) - gcr3 — Ebrs,

3 3 5
Y3 = —gd}"3 COS(¢) - gCR3 - EbRS,

1 5arR® + 6dr* sin(¢) — 5SaRr’ + 6dR* sin(¢)
AT rR ’

1 v=30b d
A singularidade ry do enunciado do Teorema 3.3 € dada por ry = 3 %, e os autovalores da
aproximacao linear de ( ) em rg S0 O (ctdd)c+d) 9 (c+d)y and ® (c+dd)c+d)
r —_—_——— —_—
p ¢ Y173, 74 0 10 b T 10 b
Logo, o ciclo-limite € normalmente estdvel. m]
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Existéncia do conjunto aberto Ay C A. Sejam A, A, e A3 os autovalores da matriz jacobiana de
(v1,v3,7Y4) em (ry, r9,0). Como A;, i = 1,...,3 sdo func¢des continuas (A, # 0), Al.‘l(—oo,O) é um

conjunto aberto para i = 1,2, 3. Tais conjuntos sdo ndo-vazios pelo Exemplo 3.1. m|

3.4 Cilindros invariantes

Nesta secao, provamos o Teorema B.

Considere a mudanga de coordenadas
x = rsin(f), y = rcos(d), z=Rsin(¢), w = Rcos(¢)

aplicada ao sistema (3.4):

o= 8G1(I’, H,R, (b),
9. = 1+&G,(r,6,R, ), (3.11)
R = &Gs(r,0,R,9),
¢ = 1+&Gur,0,R, ),
onde
Gy = —cos(@)[f(rsin(6), rcos(®) + g(rsin(6), r cos(9)., Rsin(¢ + ), Rcos(¢ + H))],
G, = Lsin(@)[f(rsin®).rcos(®)) + g(rsin(6), r cos(6), Rsin(g + ), R cos(@ + B))],
Gy = —cos(®)Lf(Rsin(), R cos(¢)) + g(Rsin(@), R cos(¢), r sin(6), rcos(6))],
Gy = %sin(@)Lf(Rsin(¢), Rcos()) + g(R sin(¢), R cos(), r sin(§), r cos(6))].
Tomando 6 como a nova varidvel independente no sistema (3.7), obtemos
% = £G\(0,R,$) + O(&D),
le_l; _ 8G3(l", 0, R, ¢) + 0(82), (312)
Z_‘g = 1+ &Gy —G)(r,6,R, ¢) + O(&).

Da ultima equacéo, qualquer solucéo (r(6), R(0), ¢(0)) do sistema é da forma ¢(0) = 0+ ¢y + O(e).

Substituindo esta expressao no sistema (3.12), ele se reduz a

d

& eG\(r,6,R, 0+ do) + 0(&D),

do

o (3.13)
% = &G;(r,0,R, 0+ ¢p) + 0(82),
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com ¢y €S

Do Teorema 2.4, cada solugdo isolada (r(¢y), R(¢p)) do sistema

27
f cos(0) f(rsin(f), r cos(0)) db +
0
27
f cos(6)g(rsin(0), r cos(d), R sin(6 + ¢y), R cos(6 + ¢y)) d6 = 0,
0
(3.14)
27
f cos(8 + ¢o) f(Rsin(@ + ¢p), Rcos(8 + ¢y)) db +
0
27
f cos(8 + ¢g)g(R sin(f + ¢o), R cos(@ + ¢g), rsin(), rcos(d))dd = 0
0

d4 origem a uma 6rbita periddica para (3.11). Assim, se existe um conjunto conexo proéprio I C S'!
de modo que (r(¢y), R(¢o)) é uma solucdo simples do sistema anterior para todo ¢, € I, existe um
cilindro invariant folheado por 6rbitas periddicas para tal sistema.

Vamos especificar o sistema anterior, de acordo com f, g. Escreva

0140
f = fm = E ail,ileyz €
i1+ir=m

g = gu(x,y,2,w) = g(x,y) + gP(z,w), onde

gy = Y bypxiye

i1+ir=m
2 i,
gl w) = E CiyinZ W7
i1+ip=m

Relembre a notagao

2
A, = b f sin‘(0) cos’*! (0) do
i-i—jZ:m 27T 0
1
B l% [/llam—l,l + Ba,33+...+ AmaO,m] ’
Z CY'j 27 - )
B, = 3 % f sin™(6) cos’(6) do
i+j=m 2 Jo
1
) /% [An@no + An-2@n-22 + ... + L1 1]
onde p(m), 4;, j = 1,3,...,m s@o constantes positivas, dependendo de m, n.
J

Vamos denotar K,, = A. cos(¢g) + B. sin(¢) € Kﬁo = A, cos(¢po) — B, sin(¢y).
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jr (j+ Dr
27 2

Ky = Kp = Ky = 0e Ky, Ky, # 0 caso contrdrio. (b) Se A.B. < 0, entdo existem ¢, €
(jﬂ' (j+ Dr

Lema 3.5. (a) Se A.B. > 0, entdo existem ¢é € ( ), j=0,1,2,3 de modo que Kﬁg =

2’ 2
rio.

),j = 0,1,2,3 tais que K¢g = Eq% = Kyp = qug =0e ?¢O,K¢O # 0 caso contrd-

: . A, _
Demonstragdo. As provas de (a) e (b) sdo diretas, jd que Ky, = 0 se, e 6 se, ~5 = tan(¢g) € K4, = 0

c

A
se, e sO se, — = tan(¢y). O
B,

Ap6s multiplicar por 1/2r, o sistema (3.14) se escreve como

A" + Ay — Kgy R = 0,

_ (3.15)
AR" + ApR" — K4, 1" = 0.
Considere
Amr™t + Apnr! —K¢0nR”‘1
03(r,R) = det _
—Kgynr"! A,mR™" + ApnR™!

(A2m*)r"'R™ + (A Apmn)r™ ' RY!

(A Apmn)r" ' R™ " + (A7n* — Ky K gon>)r 'R

+

Para cada solucdo r(¢y), R(¢) de (3.15) com ¢y € I C S! um conjunto conexo préprio que
satisfaca 03(r(¢), R(¢g)) # 0, existe um cilindro invariante de “tamanho” ||, folheado por orbitas
periddicas, para o sistema (3.1).

Vamos estudar as solugdes (r(¢y), R(¢o)) de (3.15) para ¢y € S! com Kd)o,fd,o # 0 (veja o Lema
3.5).

Ponha Z = ", W = R" e | = m/n. Entdo o sistema (3.15) se escreve como

Ay, Ay
L'+ —Z=nZ)=W,
K¢0 K¢o
(3.15) A

A
AW+ LW = W) =Z,
Ky, Ky,

63(Z, W) = A2PZ7WH + A AIZE + AL AW + A7 — Ky Koy,

47



Lema 3.6. (a) Paral > 1, se A,K,, <0, A,K4 <0, AyKy, > 0 e AyKy > 0 entdo (3.15) tem pelo
menos uma solucdo isolada.

(b) Paral < 1, se A,Ky4, > 0, Aazﬁo >0, ApKy, <Oe AprO < 0, entdo (3.15) tem pelo menos uma
solucdo isolada.

A, ., A , Al A
Demonstragdo. Vamos provar (a). Seja n(Z) = —~Z' + =2Z. Assim 1/(Z) = ZH- 4+ 2L e
K¢o ®o K¢0 K¢0

_Ab
'(Z) =0se,esdse, Z =
n'(Z) se, € sO se (Aal

critico de 7 € bem definito e positivo. Como A,K, < 0, tal ponto critico € um méaximo local.

1
=1
) . Como A, Ky, < 0e ApKy, > 0, segue que A,A;, < 0 e o ponto

a

A
Agora trabalhando com (W) = z W+ ?—hW, obtemos um mdaximo local para 7} usando
$o $o

argumentos similares.
A existéncia de pontos de mdximo para 77 e 7 garante a existéncia de pelo menos uma solu¢do para

(3.15). A geometria das curvas do sistema(3.15) no plano ZW garante que a solugdo € isolada. O

Observacio 3.7. Considere | > 1, A, > 0 ¢ A, < 0 no Lema 3.6. Assim, para K, < 0 e Ky <0, 0
sistema (3.15) tem uma solugdo isolada. Vamos estudar quando ocorre simultaneamente Ky < 0 e
E% <0, de acordo com A, e B,. Se A. e B, sdo ambos positivos, entdo esta condigcdo vale para ¢y €
(</)(1), gz%). Entretanto, se A., B. sdo ambos negativos, esta condi¢do vale para ¢, € (0, ¢8) U (¢(3), 2r).
Como ¢y € S, esta unido é um conjunto conexo. Portanto, as condi¢bes do Lema 3.6, quando

vdlidas, sdo vdlidas para ¢o em um conjunto conexo de S".

Observanos que para aplicar o Teorema 2.4 € preciso assumir que o ponto critico € simples.

A curva definida por 63(Z, W) = 0, que é dada explicitamente por
1

AARIZ + A2 — Ky Ky V- 1
A22Z-1 + A, Al

9

W =6:2) = (—

Ay

A
b 3 Comparando

Aul a
as coordenadas das assintotas com as coordenadas dos pontos de médximo de 7 e 7}, vemos que a curva

-1
tem uma assintota horizontal em W = (— ) e uma assintota verticalem Z = —

3 ndo passa pela solucdo de (3.15), ou seja, tal solucdo é simples.
Para cada ¢, fixado para o qual a condi¢do do Lema 3.6 seja verdadeira, obtemos uma Orbita
periédica para (3.4). Como ¢, pode variar num conjunto conexo préprio de !, obtemos um cilin-

dro folheado de drbitas periddicas para o sistema (3.4). Note que estas condi¢des sdo validas num

conjunto aberto do espaco dos coeficientes de f,,, g,-
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Observacao 3.8. A prova da existéncia do conjunto aberto By C B, que resulta em cilindros nor-
malmente estdveis, é muito similar a prova da existéncia do aberto Ay C A, demonstrada na prova

do Teorema 3.1.

Cdlculos do Exemplo 3.2. No contexto do Exemplo 3.2, o sistema 3.15 € dado por

3 5 3
_§r3 - Er5 + ZR3 cos(¢) = 0,
3

5 3
—§R3 - ERS + Zr3 COS(¢0) =0.

12 6
Uma singularidade simples para tal sistema é Ry = ry = \/ 5 cos(¢g) — 5 for ¢ € (—g 731)

Os autovalores na linearizacao do sistema em (ry, Ry) sdo
9 9 5
—1—0(8 cos(¢o) — 1)(2 cos(¢o) — 1), —1—0(2 cos(¢o) — 1)”.

. nn ) . . .
Note que sdo ambos negativos para ¢, € (—5, 5) Assim (rg, Rp) € uma singularidade atratora.
Pelo Teorema 2.4-(b), a 6rbita periddica correspondente também € atratora, logo o cilindro é normal-

mente atrator. O

3.5 Conclusoes

A respeito do sistema

X+x —ef(x, x) — eg(x, X, 7, 2),

—&f(z,2) — eg(z, 2, X, X),

(3.16)

i+z
estabelecemos condicdes sobre f, g para a existéncia de ciclos-limite e cilindros folheados de 6rbitas
periddicas, no caso de f, g serem polindmios homogéneos. A motivacdo deste estudo vem de [17] e
[18]. A existéncia de tais conjuntos invariantes € importante no estudo de fendmenos de sincroniza-
¢ao ([7]).
Uma direcdo para continuar este estudo € considerar f, g funcdes analiticas. Um passo interme-
didrio € considerar f, g polindmios, ndo necessariamente homogéneos. Neste caso, € possivel obter
resultados similares com os Teoremas A e B. As principais mudangas serdo sobre as equagdes (3.10)

e (3.15), que passardo a ser mais complicadas.
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Exemplo 3.9. Considere o sistema

_Sf(x’ X) - 8g(~xa X’ e Z)’

-&f(z,2) — €g(z, 2, X, X),

X+ x
(3.17)

7+z

3

com f(x,%) = x> = — x" e g(x,%,2,2) = X + 22%% + 2°. Para todo & > 0 pequeno, o sistema (3.17)

admite um cilindro invariante normalmente estdvel folheado de érbitas 2n-periodicas.
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CAPITULO 4

CILINDROS E TOROS INVARIANTES EM
EQUACOES DIFERENCIAIS
PERTURBADAS EM MULTIPLAS
ESCALAS

Neste capitulo desenvolvemos uma metodologia para estudar a existéncia de cilindros e toro in-
variantes em uma classe de sistemas de equagdes diferenciais, que pode ser descrita como ‘“centros
lineares perturbados em duas escalas”. Aplicamos o algoritmo apresentado em dois modelos especi-
ficos. A teoria necessdria neste capitulo se encontra em [13, 20, 41, 45]. Os resultados deste capitulo
estdo em [34]. Uma implementacdo do algoritmo que apresentamos neste capitulo estd no Apéndice

A.1, na pagina 75.

4.1 Introducao

Neste capitulo apresentamos um algoritmo para estudar cilindros e toros invariantes folheados

por Orbitas periddicas para sistemas de equacdes diferenciais da forma

X =Ax+ & F(x) + £ L(x), 4.1)
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onde A é uma matriz com autovalores +p1i,...,xp,i, onde {py,..., p,} C Z, sdo primos dois a dois,
« > 1 é um inteiro, & € R é um parametro pequeno e F, L sdo aplica¢des de classe C? definidas num
aberto ao redor da origem.

Enquanto perturbagdes de sistemas lineares sdo muito estudadas, em especial o caso de centros
lineares (veja [28]), usualmente considera-se somente um nivel de perturbacdo. Nosso algoritmo
permite considerar dois niveis de perturbac@o no sistema(4.1). Sistemas como (4.1) aparecem no
estudo de equagdes de Lienard [27]. Apresentamos também aplicacdes de equacgdes do tipo (4.1)
no estudo da perturbacdo de formas normais de equagdes diferenciais, € no problema de osciladores
nao-lineares fracamente acoplados.

Nosso método € uma generalizacdo do algoritmo apresentado em [26], utilizado para estudar o

nascimento de toros invariantes em sistemas de equacgdes diferenciais em dimensao 4, da forma
X =Ax+eF(x),

onde A € uma matriz com autovalores +pi, +qi, p, q inteiros primos entre si € /' uma fun¢do de classe
C?. O algoritmo apresentado em [26] se baseia na Teoria da Média de Primeira Ordem. A Teoria da

Média € um método cldssico que associa singularidades simples da equagdo diferencial

1 (7
X=e— f f(x,t,¢e)dt,
T Jo
a solugdes periddicas da equagdo ndo-autdbnoma
x=cef(x,te),

onde f € uma funcdo suave T-periddica em t e € > 0 € um parametro pequeno.

O algoritmo que apresentamos neste capitulo também se baseia na Teoria da Média. A diferenca
em relacdo ao método apresentado em [26] é que utilizamos a Teoria da Média de Segunda Ordem.

A Teoria da Média de Segunda Ordem leva em conta perturbacdes em & e &2, enquanto a Teoria
da Média de Primeira Ordem s6 considera perturbacdes da ordem de &. A consequéncia disto é que
o Método da Média de Segunda Ordem € algebricamente mais dificil de ser aplicado do que o de
Primeira Ordem. Mais detalhes na Se¢do 4.2.

Este capitulo estd organizado da seguinte forma. Na Secdo 2 apresentamos alguns resultados
sobre a Teoria da Média. Na Secdo 3 apresentamos nosso algoritmo, em dimensao 4. Na Secdo 4
mostramos duas aplicagdes do algoritmo. Na Secdo 5 mostramos como adaptar o algoritmo para

dimensdes superiores.
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4.2 Resultados basicos sobre a Teoria da Média

Nesta secao apresentamos alguns resultados basicos sobre a Teoria da Média de Segunda Ordem.
Para referéncias gerais, veja [41], [13] e [20].

Considere o sistema de equagdes diferenciais
X(1) = eF\(t, x) + £ Fx(t, x) + € R(t, x, &), (4.2)

onde D C R" € um conjunto abertoe Fi, F, : R XD — R", R: R X D X (—&p, &) — R" sdo funcdes
de classe C?, T-periédicas em .
Defina fi, f>, f3 : D — R” como

T
fl(z)=f Fi(s,2)ds,
0

T s 4.3)
fz(Z)=f [DzFl(s,z)-f Fi(t,z)dt + Fy(s,2)| ds,
0 0

) = fi@) + efol2).

Teorema 4.1. Com a notacdo anterior, suponha que para todo conjunto aberto e limitado V C D
e para todo € € (—&y, &) \ {0}, exista a, € V tal que f3(a,) = 0 e det fi(a;) # 0. Entdo, para todo

le| > 0 pequeno, existe uma solucdo T-periodica ¢(-, €) para o sistema (4.2).

Demonstragdo. Veja [13]. m|

4.3 Cilindros e toros invariantes, via Teoria da Média de

Segunda Ordem
Considere o sistema de equagdes diferenciais
X=Ax+&"F(x) + &' L(x), (4.4)
com
0 —p
0
a=|"
0 —q
0 qg 0
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onde @ > 1 € um inteiro, p, g sdo inteiros primos entre si, F = (Fy, F, F5,Fy), L = (Ly, Ly, L3, Ly)

sdo aplicacdes de classe C? definidas ao redor da origem.

Nosso objetivo € desenvolver um algoritmo andlogo ao apresentado em [26], voltado a sistemas
da forma (4.4).

Multiplicando (4.4) por 1/g, podemos supor que

0 -n
0
A =
0 -1
0O 1 O

comn = —p/q.

Usando as coordenadas

1_
x =rcos(d), y = rsin(d), z:Rcos(9+ n¢), w:Rsin(9+ n¢),
n

o sistema (4.4) se transforma em

= &°G((1,0,R, ¢) + &' H\(r,0,R, ),
= n+&°Gy(r,0,R, ) + & Hy(r,0,R, §),
£*G5(r,6,R, ) + e ' Hy(r, 0, R, ¢),
= n+&°G4(r,0,R, ) + & Hy(r,6,R, §),

4.5)

T T
Il

onde

G, = sin(0)F, + cos(§)F,,

G, = % (cos(er)F2 - sin(@)fl),

G - COS((@ + - ¢)F3 . Sin((e +¢)n - "’)E,
n n
G, = _n (cos(@)sz — Ccos (W) rFq — sin(@)RFl
(n—1rR n
+ sin (W) rf3)

54



H, = sin(d)L, + cos(0)L,,
1 - -
H, = —(COS(O)Lg—sm(Q)Ll),
r

H; = COS(W)Z3+sin(W)Z4,

H, = " (cos(@)RZz — cos (W) rLy — sin(A)RL,
(n—DrR n

+ sin (W) rz3) ,

com

Fi(r.6.R.¢) = F, (f cos(6), r sin(6), R cos (0 i . nqﬁ) .Rsin (0 N n¢))

Li(r,0,R, ¢) = Ly (r cos(6), r sin(#), R cos (9 + ln;n¢) Rsin (0 N 1- n¢))

parak =1,2,3,4.

Agora tomando # como a nova varidvel independente no sistema (4.5). O sistema resultante

depende do valor de a.

Se a = 1, o sistema (4.5), apds a troca da varidvel independente, fica escrito como

Z—; = &G|(r,0,R, ) + &2(H, — G1G,) + O(&%),

dR

- - £G5(1,0,R, ¢) + £X(H; — G,G3) + O(?), (4.6)
Z_q; = 1+&(Gs—G)(r,6,R,¢) + eX(Hy — Hy + Go(G, — Gy)) + O(&%).

Se G4 — G, =0, da dltima equacgdo do sistema (4.6) temos que qualquer solugdo (r(8), R(0), ¢(6))
do sistema (4.6) é da forma ¢(0) = 6 + ¢y + O(¢?). Substituindo esta expressio de ¢(#) no sistema

(4.6), obtemos o seguinte sistema:

dr 5 3

E = 8G1(V,0,R,9+¢0)+8(Hl—GIGQ)(F,H,R,0+¢())+O(8 )5

IR 4.7)
0 eGs(r,0,R, 0 + ¢o) + £ (Hs — G2,G3)(1,6,R, 60 + ¢p) + O(?).
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Defina as fungdes fi, f>, f3 por

4 —
zo(raR) -

Se @ > 1 entdo o sistema (4.5), ap6s a troca da varidvel independente, se escreve como

dr
do
dR
do
d¢
do

21
f G](I’,G,R,9+¢0)d9
0
21

G3(I’, O,R,0 + ¢0) do
0

27 aGl X
—(I’,S,R,S+¢o) Gl(raH,R,0+¢0)d9 +
0 or 0

Hi(r,s,R, s+ ¢o) — Gi(r, 8, R, s + $0)G2(r, s, R, s + ¢p) +

(r,R) =

oG s
a_Rl(r, S9R3S+¢O) (f G3(F,H,R,9+¢O)d9)) dS

0

27 (9G3 X
—— (1,8, R, s + ¢p) G(r,0,R,0 + ¢o) dO| +
0 or 0

Hi(r, s,R, s + ¢o) — G3(1, 8, R, s + ¢0)G2(r, s, R, s + ¢p) +

oG §
_8R3 (r,s,R, s + ¢o) (f G5(r,6,R, 0 + ¢o)d9)) ds
0

R = f°(r,R) + ef"(r, R).

%G (r,0,R, ¢) + & H\(r, 6, R, ) + O(*),
£%G5(r, 0, R, ) + e Hs(r, 6, R, ¢) + O(*),

1 +&%Gy4 — Go)(1,6,R, ¢) + ' (Hy — Hy)(r, 0, R, ¢) + O(*).

(4.8)

4.9)

Analogamente ao caso @ = 1, da ultima equacdo do sistema (4.9) temos que qualquer solugdo
(r(8), R(0), $(0)) deste sistema € da forma ¢(0) = 0 + ¢y + £* - n2(e, 1, R, 6, ¢g), onde 1, € uma funcao

sem termos constantes ou lineares. Substituindo esta expressao de ¢(6) no sistema (4.9), obtemos

dr
do
dR
do

= &°G((r,0,R,0+ ¢p) + e H(r,0,R, 0 + ¢p) + O(g**?),

= &%G3(r,0,R, 0+ ¢o) + e H3(r, 0, R, 0 + ¢) + O(**2),
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que, para £ > 0, é equivalente a

dr
do
dR
do

Defina

i —
10(r9R) -

'(r,R) =

21 8G1 X
—(r, s, R, s + ¢o) G(r,0,R,0 + ¢o)dO| +
0 or 0

27 6G3 s
—(r, s, R, s + ¢o) G(r,0,R,0 + ¢o)dO| +
0 or 0

eG1(r,0,R, 0 + ¢o) + & H (1,6, R, 0 + ¢p) + O(&?),

eG3(1r,0,R, 0 + ¢o) + €2 H3(r, 6, R, 0 + ¢p) + O(&?).

27
f G(r,0,R, 0+ ¢o)dbO
0

27

G;(r,0,R, 0 + ¢y) dO
0

Hi(r,s,R,s + ¢p) +

4G :
—L(r, 5, R, s + ¢p) (f G+(r,0,R, 0 + o) d@)) ds
AR o

Hs(r,s,R, s + ¢o) +

@(r,s,R,s+¢0) ng(r,H,R,9+¢o)d0 ds
OR 0

°(r,R) = f{°(r.R) + f3" (. R).

O resultado resultado segue do Teorema 4.1.

Teorema 4.2. Suponha que uma das seguintes condigoes se verifiquem no sistema (4.5):

@a=1,

R (cos(@)fz - sin(Q)fl) +nr (sin (M) F5 — cos (W)f4) =0,

n n

4.11)

(4.12)

e para cada € € (0, &), existe (r:(¢o), Re(¢o)) € Ry XR,, com ¢y € I C S, onde I é conexo, de modo
que f3"(ro(¢o), Re(¢0)) = 0 e det D" (rs(d0), Ro($0)) # 0, para cada ¢, € I.
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(b) @ > 2 e para cada € € (0, &), existe (rs(¢o), Ro(¢o)) € R, X R,, com ¢y € I C S, I conexo, de
modo que f}"(ro(¢o), Re(¢)) = 0 e det D" (ro(d0), Ro(¢0)) # 0, para cada ¢, € I.

Entdo:

(i) se 1 # S entdo para todo || > 0 pequeno, existe um cilindro folheado de 6rbitas periédicas para
o sistema (4.2).
(ii) se I = S entdo para todo |e| > 0 pequeno, existe um toro folheado de érbitas periédicas para o

sistema (4.2).

Demonstragdo. Denote por Xy, o sistema (4.7) e seja ff * como em (4.8) (resp. (4.10) e f3¢° em
(4.12)) para ¢y € S' fixado.

Seja Iy C S! tal que f3¢° (resp. ff“) tem uma singularidade simples p.(¢¢) (resp. p.(¢o)) para todo
o € Iy e € > 0 pequeno.

Note que Iy = S ou I, é unido de conjuntos abertos e conexos de S!, Iy = I; U... U1,

Fixe ¢y € I; para algum j = 1,...,l. Aplicando o Teorema 4.1 a singularidade p.(¢o) de ff 0
(resp. p.(¢o) de ffo), obtemos que para todo € # 0 pequeno, o sistema (4.7) (resp. (4.10)) tem uma
Unica Orbita periddica.

Se I; # S', teremos um cilindro invariante, folheado por 6rbitas periddicas, para o sistema (4.6)
(resp. (4.9)). Nocaso I; = § !, teremos um toro invariante para o sistema (4.6) (resp. (4.9)) folheado
por Orbitas periddicas. O mesmo vale para o sistema (4.5), ja que ele € equivalente ao sistema (4.6),

para @ = 1, e equivalente ao sistema (4.9), para @ > 2.

O algoritmo que implementa este procedimento, no Maple 14, é dado no Apéndice A.1, pagina
75.

4.4 Aplicacoes do algoritmo

Nesta sec@o apresentamos duas aplicagdes do Teorema 4.2.
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4.4.1 Perturbacao de Formas Normais

Considere o sistema de equagdes diferenciais

= —py =& (y(a10A1 + a0 1Ar) = x(c10A1 + co14A2)) + & fi(x,y, 2, W),
= px+&"(x(a10A1 + ao1s) + y(croAr + co142)) + & fa(x, y, 2, w),

= —qw — & (W(b1oA; + bo1Ar) — 7 (d1oA1 + do 1 A)) + P f(x, y, 2, W),
= gz+&" (2(bioA1 + bo1A2) + w(di oA + do1A)) + €8 fa(x, y, 2, W),

(4.13)

= e e s
|

onde a,B € N, ¢ € (=&, &) é um pequeno pardmetro, A} = x> +y*, Ay = 22 + w, a;,bij cijndij €
R, p e g sdo inteiros primos entre si € fi, f>, f3, f4 sd0 polindmios.

O sistema ndo-perturbado ((4.13) com & = 0) é um centro linear em R* cujas 6rbitas periddicas
estdo em ressonancia p : g. Note que este sistema € reversivel.

Se fi = fo = f3 = f; = 0em (4.13), entdo o sistema (4.13) € uma forma normal até ordem 3 para
campos vetoriais com uma singularidade eliptica p : g-ressonante na origem, com p + g > 5.

O seguinte resultado é demonstrado em [24].

Teorema 4.3. Suponha que no sistema (4.13), tenhamos a = =1, ¢;; =d;; = 0e fi,..., fa sdo
polinémios de grau 3. Entdo, para todo € # 0 pequeno, o sistema (4.13) pode ter uma, duas ou
trés toros invariantes, folheados por orbitas periodicas. Quando € — 0, dois destes toros (quando
existem) tendem a orbitas periddicas do sistema (4.13) com € = 0, e o terceiro toro (quando existe)

persiste.

O Teorema 4.3 é provado em [24] usando o algoritmo proposto em [26].

Mostraremos agora que com o método desenvolvido na Segdo 4.3 € possivel estudar o sis-
tema(4.13) para valores mais gerais dos parametros.

Considere, no sistema (4.13), que g = a+1,a > 2, fi = s =0, f(x,y,zw) =2y’ = x e

fi(x,y,z,w) = 22 —y°. A funcdo f5 do Teorema 4.2 é dada neste caso por

e + o + w3 R + wurR? + wsrR*

B R, ¢o) = . 5 53 ; 5
EKIT'R + kor°R + exk31°R° + k4R’ + €ksR
onde
=5 6¢2 ? =32d°> 1 + 64 2
wy = 57+ 96¢7 (7, Ky = 32d; jn° + 64d, oc1 o7,
wy = 87TC1,0, Ky = 8d1707T,
w3 = 128C0’1C1,07T2 + 64C0,1d1’0ﬂ'2, K3z = 64C0’]d1,07'l'2 + 12861(),10']’071'2,
wy = 8co 7, Ky = 8dp 1,
ws = 64cg dy i + 32¢5 72, ks = 96d5 .
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- 1
Se c1p < 0edy <0, entdo a equagdo f3(r,R, ¢p) = 0 tem duas solugdes: (O, —) e

2 —387Td0,1
—8C1’0 ’ O .
S5& +96mct

Pelo Teorema 4.2, como f; nio depende de ¢y, cada uma desta solugdes dd origem a um toro

invariante, folheado por 6rbitas periddicas, para o sistema (4.13).

4.4.2 Osciladores fracamente acoplados

Osciladores fracamente acoplados sdo tratados em [7] e [18]. Ilustramos aqui como estudéd-los
usando o Teorema 4.2.

Considere o sistema de equagdes diferenciais

.X.: = _y’
):) =X+ g“a(x, y) + Sﬁl’)(x, s 2, W)’ (414)
=—-w,

W=z + &%z, w) + b(z, w, x,y),

onde a, 8 € Z, e a, b sdo fungdes de classe C2.
Quando @ = 8 = 1 e a, b sdo polindmios homogéneos, a existéncia de cilindros e toros invariantes
para este sistema € estudada em [33]. Aqui consideramos 8 = @ + 1 com a > 2, a(x,y) = x* —y°,
b(x,y,z,w) = w> +y° e &£ > 0 pequeno.
A aplicagio f; do Teorema 4.2 é dada neste caso por
§r5 + grsn + §R5 cos (qbo)) & — §r3

- 8 32 8 4
S R) =

5 27 5 3
(gRS + 3—2R57T + gl"s COS (¢0)) & — ZR3

1
Consid , =2V6 .
onsidere 15(8 #0) =26 \/ £(20 + 20 cos (¢o) + 277)
Note que f3(£(€, ¢o), £(g,¢p)) = 0 paratodo £ > 0 e ¢y € S'. Além disto,

(80 cos () — 20 — 27 1) 2
r=R=£(e.40) £2(20 + 20 cos (¢g) + 27 71)°

Dfi(r,R)

paratodo ¢y € S' e e > 0.
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Portanto, para todo & > 0 pequeno, o sistema (4.14) tem um toro folheado por 6rbitas periddicas.

Os célculos deste modelo podem ser facilmente realizados utilizando o algoritmo dado no Apén-
dice A.1.

4.5 Dimensoes superiores

Nesta secdo, apresentamos as ideias necessarias na adaptacdo do Teorema 4.2 para dimensdes

superiores.

Considere o sistema de equagdes diferenciais
X =Ax+&"F(x) + ™' L(x), (4.15)

onde x € R, F, L : R* — R?" sdo aplicacdes de classe C? e A é uma matriz 2n X 2n com autovalo-
res =pii, ..., tp,i tais que {py, ..., p,} € um conjunto linearmente independente sobre 0s racionais.
Escreva F = (Fy,...,Fy,)e L = (Ly,...,Ly,). Vamos considerar @ > 2, mas o caso & = 1 pode ser

tratado de forma completamente analoga.

A mudanca de coordenadas

Xy =rycosfy, y =r;sinf;

Xp = cos(&e) Yo = sin(&e)
2=n 3 2], Y2 =12 o p) (4.16)

erOS(&HQ +Hj), yj = rjsin(ﬂ82+0j), ]Z 3.
P1 P1

Xj

transforma (4.15) em
= 8(1(1)1 + 80+1l{]1,
91 =p+ SQ(DQ + 80+1\P2,
7y = 804(1)3 + 80+1“P3,
. (4.17)
6, = p1+ &Py + SQ+I\P4,
};‘j = Saq)zj_l + 6(I+I‘I’2j_1, ] >3,

9,' = 8aq)2j + 80[“\1’2]', ] > 3.
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Multiplicando (4.17) por 1/p; e tomando #; como a nova varidvel independente, obtemos
dr,
do,
dr,
do,
d92
do,
dr;
do,
do,;

— = 8a(i)2j + 80+1“i12j + O(Sa+2), ] > 3.
do,

Resolvendo a equacio de 6,, obtemos 6,(6;) = 6, + 6; + O(g"). Substituindo esta expressdo no

= SQ(I)l + SaHlP] + 0(30+2)’
= &2®;5 + 2715 + O(e7?),
=14 &, + &P, + O(e*?), (4.18)

= 8([&)2]'—1 + SQH‘i’zj—l +O0(e™?), j=3,

sistema (4.18), obtemos
dr,
do,
dr,
d6,
drj
d6,
@ = 8"621- + s"“@zj +0(g*?), j>3.
do,

Este sistema estd na forma padrdo para aplicar a Teoria da Média de Segunda Ordem. Seu analogo

=@y + 'Y, + O(e**?),
= £%®3 + £2Y; + O(e*1?),

— 80(1)2]'—1 + 8(¥+1\I]2j_1 + O(g(l+2)’ ]2 3’

em dimensdo 4 € o sistema 4.10. Seguindo a mesma metodologia da Secdo 4.3, é possivel obter
condig¢des para existéncia de cilindros e toros invariantes, folheados por 6érbitas periddicas, para o

sistema (4.15).

Observacao 4.4. Com uma pequena modificacdo na mudanca de coordenadas mud.cc é possivel
usar o método anterior para procurar por cilindros e k-toros invariantes para o sistema(4.4). Apli-

cando, por exemplo, a mudanca de coordenadas
X1 =1 COSGl, Y1 =n sin91,

xj:rjcos(ﬁg-), yj:rjsin(&éj), 2§]Sk,
)4 P1

xj:rjcos(&9k+9j), yj:rjsin(ﬁek-kej), k+1£]$n
pPi D1

ao sistema (4.15), e aplicando a mesma metodologia da Sec¢do 4.3, é possivel obter um método para

procurar por k-toros folheados por orbitas periodicas.
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CAPITULO 5

CONJUNTOS MINIMAIS EM
PERTURBACOES DE SISTEMAS
HAMILTONIANOS INTEGRAVEIS

Neste capitulo estudamos perturbacdes de sistemas hamiltonianos integraveis, com a propriedade
de que alguma poténcia da aplicacdo de primeiro retorno € igual a identidade, usando a Teoria da
Média. A teoria necessdria neste capitulo se encontra em [13, 20, 26, 41, 45]. Os resultados deste

capitulo estdo em [25].

5.1 Introducao e resultados principais

Um dos principais problemas da Teoria da Perturbacdo € detectar o qudo persistente sdo certas
propriedades. Noutras palavras, queremos passar algumas propriedades dinamicas do sistema nao-
perturbado para o perturbado. Frequentemente, o sistema ndo-perturbado € linear, polinomial ou
um sistema hamiltoniano integrdvel, e os objetos que queremos continuar sdo singularidades, orbitas
periddicas ou toros invariantes.

Quando ndo ocorre persisténcia, ocorre uma bifurcacio. Grosseiramente falando, nosso objetivo

neste capitulo € perturbar um sistema hamiltoniano integrdvel e analisar o que acontece com suas
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Orbitas periddicas e toros invariantes.

E um fato bem-conhecido que a aplicagdo de primeiro retorno de um sistema hamiltoniano inte-
gravel com dois graus de liberdado é uma aplicacdo do tipo twist. Assim, o Teorema de Poincaré-
Birkhoff pode ser utilizado para estudar quais Orbitas periddicas persistem quando perturbamos tal
sistema por um outro sistema hamiltoniano. Por outro lado, a Teoria KAM determina quais toros
quasi-periodicos persistem. Mais detalhes, veja [1, 5].

No entanto, se alguma poténcia da aplicacdo de primeiro retorno de um sistema hamiltoniano
integravel € igual a identidade, entdo nao podemos utilizar os Teoremas de Poincaré-Birkhoff ou a
Teoria KAM.

Mostraremos neste capitulo como utilizar a Teoria da Média para determinar se alguma Orbita
periddica e/ou toro invariante do sistema nao-perturbado persiste, quando perturbado.

Passamos agora a introduzir os modelos que iremos consider.

Seja R* o conjuntos dos nimeros reais positivos. Considere o hamiltoniano
I PR B 2
H—2((r D +22)+w+e(ar’ +blogr+(z+w)), (5.1

onde & é um pequeno parametro, a, b sdo pardmetros arbitrdrios e as varidveis satisfazem r € R*,

zweReOeS!=R/(2aR). O sistema hamiltoniano associado é

I
|
=
I

-z — &0,

b
z= H, = r—l+s(2ar+—),
,

(5.2)
w= —Hp= —-&g(z+w),

0= H,= 1+é&b.

Para £ = 0, temos que H e w sd@o integrais primeiras independentes para o sistema hamiltoniano
(5.2). Portanto, tal sistema é completamente integravel.
O sistema ndo-perturbado, isto &, o sistema (5.2) com € = 0, ndo € genérico ja que todos 0s seus

toros invariantes sdo folheados por drbitas periddicas de periodo 2.

a

E sabido que as orbitas periddicas de um sistema hamiltoniano com dois graus de liberdade
vivem, genericamente, em um cilindro localmente parametrizado pelos valores do hamiltoniano.
Além disto, nosso objetivo é usar um resultado da Teoria da Média que detecta somente Orbitas
periddicas isoladas. Portanto, iremos fixar um nivel do hamiltoniano, digamos H = h, com h € R,
e estudar as Orbitas periddicas do sistema (5.2), para & # 0, que estejam contidas em H = h que sdo

continuacdes de Orbitas periddicas do sistema (5.2) com € = 0, também contidas no nivel H = h.
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Como trabalhamos no nivel H = h, podemos expressar uma das varidveis em funcdo das outras
trés, e restringir o estudo do sistema (5.2) a estas trés varidveis.
No nosso caso, iremos considerar w como fung¢ao de (r, z, #) usando o hamiltoniano (5.1), isto €,
2 - (r—1)* = 22 = 2&(ar* + blog r + z6)

W= 2(1 + £6) ' (-3

Restringindo ao nivel H = h, teremos entao o sistema

=—z— &b,

. b

Z=r—1+8(2ar+—), 5.4
r

0=1+&b.

O principal resultado sobre as Orbitas periddicas do sistema (5.2) €é:
Teorema 5.1. As seguintes afirmagoes se verificam:

(a) Para e + 0 pequeno e para todo h € R, o sistema hamiltoniano (5.2) restrito ao nivel invariante
H = h (isto ¢, o sistema (5.4)) pode ter no mdximo 5 orbitas periddicas bifurcando das orbitas
periodicas do toro invariante do sistema (5.4) com € = 0, dentre as orbitas que sdo detectadas

pelo Método da Média (a ser descrito na Segdo 5.2).

(b) Além disto, para valores adequados dos parametros a e b, o sistema tem exatamente 5 orbitas

periddicas.
O Teorema 5.1 € provado na Secdo 5.3.

Consideramos agora a familia a 6-parametros de fun¢des hamiltonianas

1
H = E(x2 + y2 +722+w?) — &G, (5.5

f 2
pX %(11x+/lzy+/lgz+/l4w—xw—y2+yz—22w)
x \x*+y

y x? Asxy + 10zw AW
= 1+ ,
x \ x2+)y? 22+ w? (22 + w?)?

onde

G(x,y,z,w)

+

para (x,y,z,w) ¢ {x> +y> = 0} U {z> + w? = 0}, e G = 0 caso contrdrio, com p(x,y,z,w) =

-1
LA, ..., g €R.
eXp((ac2+y2><z2+w2>) oo
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Observamos que, quando & = 0, o sistema nao-perturbado corresponde a um oscilador harmoénico
duplo. Assim, a menos da origem, todas as outras orbitas do sistema nao-perturbado sdo periddicas
de periodo 27. Logo, a aplicacdo de primeiro retorno deste sistema € a identidade. O sistema ha-

miltoniano associado a fung¢do (5.5) é

x= -H,= -y+eG,,

y= H, = x — &Gy, (5.6)
-H,= -w+&G,, '

w= H,= 7—¢&G,.

Veremos, usando um resultado da Teoria da Média, que o sistema (5.6), para € # 0 pequeno,
tem quatro ou oito cilindros folheados por 6rbitas periddicas, de acordo com o valor do parametro
Ag. Estes cilindros invariantes nascem a partir da destrui¢do de um toro invariante do sistema nao-

perturbado.

O resultado principal para este modelo € o seguinte.

Teorema 5.2. Considere o toro

2
T:{(x,y,z,w)€R4:x2+y2:(\/2+sin2¢—sin¢) eSS, Zrwt=1),

que ¢é folheado por orbitas periddicas isécronas do sistema (5.6) quando € = 0. Para € # 0 e para

todo A, ...,As € R, vale o seguinte:

25
(a) Se Ag € (—?, 0), entdo T se quebra em oito cilindros C, ..., Cs folheados por orbitas perio-

dicas isocronas do sistema hamiltoniano (5.6).
(b) Se A6 — 07, entdo os cilindros Csj, j = 1,2, 3,4 diminuem até desaparecer, quando A = 0.

25
(c) Se dg > 0 ou se g = 5 entdo T se quebra em quatro cilindros Cy, C3, Cs, C7, folheados por

orbitas periddicas isocronas do sistema hamiltoniano (5.6).
25 . N . N
(d) Se A¢ < 5 a técnica que utilizamos ndo nos permite chegar a nenhuma conclusdo.

Observacao 5.3. O toro T no enunciado do Teorema 5.2 se quebra em cilindros porque existem

quatro orbitas periodicas em T que ndo podem ser prolongadas: as orbitas correspondentes a ¢ =
kn/2 parak =1,2,3,4.

Theorem 5.2 is proved in section 5.4.
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5.2 Resultados basicos sobre a Teoria da Média

Nesta secdo apresentamos alguns resultados basicos da Teoria da Média.

Consideramos o problema da bifurcacido de solugdes T—periddicas de equagdes diferenciais da
forma
X(1) = Fo(t,X) + €F1(1,X) + & F>(1,X, &), (5.7)

g > 0 pequeno. Supomos que as fungdes Fyp, F; : RXQ —- R"e F, : R X Q X (—&p,&) — R" sdo
de classe C?, T—periédicas na primeira varidvei e Q é um aberto de R". Assumimos que o sistema
ndo-perturbado

X(t) = Fy(t,x), (5.8)

possui uma subvariedade formada por solucdes periddicas.

Seja x(¢, z, €) uma solucao do sistema (5.8) tal que x(0,z, &) = z. Escrevemos a linearizacdo do

sistema ndo-perturbado ao longo de uma solucao periddica x(, z, 0) como
y = DXFO(I’ X(t’ Z, O))y (59)

Denotaremos por M,(t) uma matriz fundamental do sistema linear (5.9).

Assumimos que existe um conjunto aberto V com CI(V) c Q tal que para cadaz € CI(V), x(z, z, 0)
€ T—periddica. O conjunto CI(V) € isocrono para o sistema (5.7), isto é, ele € formado somente por
orbitas periddicas, todas delas de mesmo periodo 7. Entdo, uma resposta para o problema da bifur-
cacdo de solucdes T—periddicas das solucdes periddicasx(t, z,0) contidas em CI(V) para o sistema

(5.7) é dada no seguinte resultado:

Teorema 5.4. (Perturbacao de um conjunto isécrono) Assumimos que existe um conjunto aberto
e limitado V com CI(V) c Q tal que para cada z € CI(V), a solucdo x(t,z,0) é T—periddica.
Consideramos a fungdo ¥ : CI(V) — R" definida por

T
F(z) = f M (t,Z)F\(t,x(t,z,0))dt. (5.10)
0

Se existe a € V. com ¥ (a) = 0 e det (dF /dz) (a)) # 0, entdo existe uma solugdo periodica ¢(t, €)
de periodo T para o sistema (5.7) tal que ¢(0, ) — a quando € — O.

O Teorema 5.4 ¢ devido a Malkin [30] e Roseau [39]. Para uma prova mais simples, veja [12].
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O Teorema 5.4 serd usado na Secao 5.3 para provar o Teorema 5.1.

Utilizamos ainda os resultados da Teoria da Média que ja foram apresentados no capitulo anterior,

especificamente na Secao 2.2.1, pagina 24.

5.3 Prova do Teorema 5.1

Note que o dominio de defini¢do do sistema (5.4) é R* x R x S'.

Primeiramente, € facil checar que uma solugao (r(¢), z(¢), 6(¢)) do sistema (5.4) com & = 0 tal que
(r(0), 2(0), 6(0)) = (ro, 20, 6b) €

r(t) =1+ (rp — 1)cost — zpsint,
z(t) = zgcost + (rg — 1) sint, (5.11)
0(t) =t + 0.

Como r > 0, as 6rbitas periddicas deste sistema preenchem os toros invariantes f,(r,z,6) =
22+ (r-12%-a*>=0coma € (0,1), sempre com periodo 27. O toro f,(r,z,6) = 0 é invariante
pelo fluxo do sistema (5.4) com € = 0, ja que para toda solucao periddica de (5.11) em f,(r,z,6) =0
temos

dfa 0fa 0fa 0fa

7 (r(2), 2(1), 6(1)) = o () + P (0 + 20

Note que a tnica solucdo periédica que nio estd num toro invariante € a representada por z> +

6(t) = 0.

(r — 1)*> = 0. Seja V a subvariedade de R* x R x S! formada pela unido de todos os toros invariantes
descritos anteriormente. Assim V é uma subvariedade aberta e limitada, formada por 6rbitas 27—
periodicas.

Para aplicar o Teorema 5.4 ao sistema (5.4), tomamos

x= (r,z0),

z=(ro,Z20,60),
x(t,2,0) = (r(1),z(1),6(t)) dado por (5.11),
Fo(t,x)= (—z,r—1,1),

b 5.12
Fi(t,x) = (—9,2ar+ —,9), (5.12)
r
Fz(l,X,S) = 0’
= R*xRxS!,
= 2.
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Observamos que Q pode ser visto como um aberto de R3. Claro que o conjunto aberto e limitado

do enunciado do Teorema 5.4 serd a subvariedade V anteriormente.

Para a funcdo F e a solucdo periddica x(z, z, 0) dada em (5.12), alguns calculos mostram que a

matriz fundamental M,(¢) do sistema (5.9), tal que M,(0) é a matriz identidade de R é dada por

cost —sint O
M,(t) =| sint cost 0 |. (5.13)
0 0 1

Observamos que para o sistema (5.4) com € = 0, a matriz fundamental M,(¢) ndo depende da

escolha da orbita periddica x(z, z, 0).

Como todas as hipéteses do Teorema 5.4 estdo satisfeitas, devemos estudar os zeros em V do
sistema ¥ (z) = 0, com trés equacdes e trés varidveis, onde ¥ € dado por (5.10). Com alguns

calculos, obtemos

7:(Z) = (7:1 (r()’ 20, 90)5 7:2(}"09 20, 90)’ 7:3(7.09 20, 90))5

onde

b(y1-0o-17-2-1)

(=12 +2) 1= (o - 112 -2

F1="2nz|a+

2

b(ro—l)(\/l—(ro—l)Z—zg—l)

(o= 172 +23) 1= (o - 112 =33

Fo=2mla(ro—1)—1+

9

T3 = 2n(6) + 7).

Assim, pela hipétese 0 < (rg—1)? +zg < 1, o sistema anterior estd bem-definido, e pode-se mostrar

que suas solugdes sdo (ry = 7y, 20 = 0,6y = —m), onde 7y percorre as raizes reais do polindmio

p(ro) = a*ry + (=5a - 2)arj + (9612 +2ba + 8a + 1) ry + (=7a* — 6ba—

10a = 2b = 3)r% + (2a* + 4ba + 4a + b + 4b + 2) ro — b?

que estdo contidas no intervalo (0, 2).
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Pelo Teorema 5.4, para cada raiz 7y € (0, 2) do polindmio p(ry) tal que

o(F1, 2, F3) 81
det — 223 — i _
6(7’0, 205 90) (ro=r0,20=0,0p=—m) (r() - 2)2(}’0 — 1)4}"0
(- aF + 8a%F] — 26477 + 44aF; — (41a> — b?) T+ (5.14)

4(5a> - b?) 73 - 2 (2a® - b?) 72 + 4b%Fy — b2+

b {27 — F2(aF — 4aF} + 3(2a + b)F2 — 2(2a + 3b)Fy + a + b)) # 0,
temos um ciclo limite do sistema (5.4) para & # 0 pequeno. Portanto, a parte (a) do Teorema 5.1 estd
provada.

Tomando

6
a= -2 (-4916 - 1290 V3 + 783 V5 + 198 V15)),

T (—24645 + 6480 V15 + \/ 15(69081827 — 17769888 \/E)),

o polindmio p(ry) tem as seguintes 5 raizes contidas no intervalo (0, 2):
0.005027269874128..,1/3,1/2,1.13509506477830.., 1.9995591385847..

Como, para estas raizes, o determinante (5.14) vale

57805.5952633892..,1042.080111492805.., 1004.924480347716..,
983.390018341011..,3802297.318120450..

respectivamente, a parte (b) do Teorema 5.1 fica demonstrada. 5.2

5.4 Prova do Teorema 5.2

Prova do Teorema 5.2. Considerando a mudanga de coordenadas
x=rcosf, y=rsinf, z=Rcos¢$, w=Rsing,

o sistema hamiltoniano (5.6) é transformado no sistema

eG(r,0,R, ¢),
1+ eGy(r,0,R, @),
eGs(r,0,R, @),
= 1+ &Gy(r,0,R, ),

(5.15)

f
0
R
¢
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onde G, G,, G3, G4 sdo dadas por

1 1\ -
G, = —ﬁsign(cos 0) exp (_W) Gy,
G, = —¢cospsingcosf — 10R? cos ¢ sin ¢ cos 6 + Asr? sin 6—

2rR? cos ¢ sin 6 cos 6 + 2R* cos ¢ cos @ sin ¢ — 3R> cos ¢ cos 6—
— 244rR?*cos? 8 — R*cos 0 — 21,rR? sin 8 cos 6 — 351> cos? § sin H—
rR? sin ¢ + 2rR? cos? @ sin ¢ + 3r’R? cos 6 + A, rR* — 3r*R? cos® 6—
A4R? sin ¢ cos 6;
G, = Lsign(c:os 0) exp (—L) G,
PR PR
G, = 2rR3coscos? 0 — PR’ cos ¢ — 2rR> cos ¢ — 216 sin 6 cos ¢ sin o—
2A3R? sin B cos ¢ — 20R? sin 6 cos ¢ sin ¢ + 4R* sin 6 cos ¢ sin @+
PR’ cos ¢ cos? 6 — 2A,R? sin 0sin ¢ + 2r*R* sin 6 + 2As5r° cos® 6—
2151 cos 0 + 2r’R? sin @ + r*R° sin f sin ¢ cos § — 2R sin 6+
2A5r*R? cos® 6 + 21,rR? cos? 6 + A, R* cos?  — 2r*R* sin 6 cos? 6—
2A5r*R% cos 6 — 2r°R? sin @ cos® 6 — 2A,rR* — L, P R* — 24,rR? sin 6 cos —
A, R*sin @ cos 6 + 2rR> sin 6 sin ¢ cos 6,
1 . . 1\~
G; = —Fmgn(cos ) sin 6 exp (_W) Gs,
G3; = 10R? — 214cos? @ — cos pA4R? + A3R? sinp — 2R* — 20R? cos” p+
rR? sin ¢ sin 6 + rR? cos ¢ cos 0 + Ag + 4R* cos? ¢;
Gy = %sign(cos 0) exp (—L) G,
r2R6 r2R?
Gy = —213Rsinfcos ¢ — 24,R? sin @ sin ¢ + 4R* sin f cos ¢ sin o+
PR’ cos ¢ cos? 6 — 216 cos ¢ sin ¢ sin @ — 20R? sin 6 cos ¢ sin ¢—
2 7R3 cos ¢ + 2rR3 sin @sin ¢ cos 6 — r*R° cos ¢ — A3r*R° cos ¢ sin 6+
2151r% cos® 6 + 4r°RS cos ¢ sin ¢ sin 6 — 21sr* cos 6 + 2rR> cos ¢ cos? 6+
2r2R?sin 0 — 2R? sin @ — 2Asr*R? cos® 0 + 21,7R? cos? 6+
2 Asr*R? cos 6 — 2r°R? sinf cos® 0 — 2,7R*> — 21, rR? sin 6 cos O+

PR’ sin 0sin @ cos @ — 4,72 R’ sin ¢ sin 6 + 2¢R*r?* cos ¢ sin ¢ sin 6.
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Tomamos 6 como a nova varidvel independente no sistema (5.15), este sistema se torna

d

d—; = £G,(,6,R, $) + O(D),

‘;—I; = &G;(r,0,R, §) + O(£>), (5.16)
d¢ 2

5= 1 &(G4 — Go)(1,6,R, ¢) + O(&?),

Da ualtima equacdo, obtemos que qualquer solucao (r(8), R(0), #(0)) do sistema serd da forma
$(0) = 0+ ¢o + O(e).

Substituindo esta expressao de ¢(6) no sistema (5.16), ele se reduz a

fl_r = &G(r,0,R,0 + ¢o) + O(£?),
0 (5.17)

dR
20 £G3(r,0,R, 0 + ¢p) + O(2).

Agora estudaremos as 6rbitas periddicas do sistema(5.17) pelo Teorema 2.4. Calculando o sis-

tema promediado de (5.17), obtemos

dr
d_g = Sgl(r7Ra ¢O)’
dR
E = 8g3(l", R’ ¢0)’
onde
1 27
gk(r"R’(ﬁO) = _f Gk(r’e’Rag—l_(pO)’ k= 1’3’
27T 0
isto €,

4R? 20 . 2
g1(r R, ¢p) = (— —— sin g cos ¢y + —— sin gy cos ¢y + ——
3nr 3nr nr

2r 4l . 2R . ( 1 )
—+ sin ¢, cos ¢y — — sin (po) exp|— ,
Vs

n  3nRr 2R2
(5.18)
(r,R, ¢o) = (— %singo cos @y + 16—Rsingpocos¢0—
&3, K, §o 3R> 0 0o+ =

— &sin cos )ex —L
3R DTFOCOS RO P TR |

As duas solugdes (r;, R;) do sistema (5.18) com r, R positivos (para 4¢ em um intervalo, que serd
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especificado mais tarde) sdo

1 1

n=-g \/10 +2+25 + 21 singp + i \/(10 +2 V25 + 2) sin” g + 16,
1

R, = 5\/104‘2 V25+2/l6,
1 1

=y V10 -2 V25 + 2 g singy + : J(10 -2 VIS5 2) sin g + 16
1

R, = 5\/10_2\/254'2/16

25 25
Note que a primeira solugdo sé faz sentido para A¢ > — e a segunda para A4 € (—7, O).
Observe que
9(81,82) .
t = fi(d 2¢9),
e ( A R) by, ke f1(46) sin(2¢o)
25
com fi : (—?, oo) — R positiva e
o(g1,82) .
det = fo(4 2¢y),
e ( AR |y, J2(6) sin(2¢o)
com f, : (—7, 0) — R positiva, exceto no zero.
: 25
Portanto, do Teorema 2.4, deduzimos que para cada ¢, fixo e para qualquer 14 € 5 0],

existem duas Orbitas periddicas, correspondendo as condigdes iniciais (r;, R;) parai = 1,2 quando
g — 0, desde que sin(2¢() # 0. Desta forma, temos uma Orbita periddica para o sistema (5.16), para
cada ¢y € S' \ {kn/2 : k = 1,2,3,4}. Isto mostra a existéncia de oito cilindros, folheados por 6rbitas

periddicas, para o sistema (5.16) (consequentemente, para o sistema (5.6)).

Denotamos tais cilindros por C;, j = 1,...,8 de acordo com a seguinte regra: Cy; corresponde
kr (k+1 kr (k+1
agy € (g, ( 7 n para solucdes que vem de (ry, R;), € Cy4p corresponde a ¢y € (7”’ ( 7 )ﬂ)

para as solugcdes que vem de (r,, R;), para k = 0, 1,2, 3. Com isto, provamos a parte (a) do teorema.

Quando 4¢ > 0, os cilindros associados a solucdo (r,, R,) desaparecem. Isto prova os itens (b) e

(c) do teorema. O

Observacao 5.1. Uma ilustragdo ingénua da posicdo relativa dos cilindros do Teorema 5.2 é a

seguinte:
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Os cilindros internos sdo os que desaparecem quando a solugdo (r,, R,) deixa de existir. Note

que a separagdo entre os cilindros tem medida zero.



APENDICE

O algoritmo abaixo foi produzido para o software Maple 14. Os comandos estardo distinguidos
por >. Faremos alguns comentdrios para esclarecer ao leitor cada passo do algoritmo, explicando

como adapté-lo para os diversos casos.

A.1: Método da Média de Segunda Ordem: Encontrando

Cilindros e Toros Invariantes

Apresentamos um algoritmo para estudar a existéncia de cilindros e toros invariantes para equa-
coes diferenciais da forma

X = AX + &°F(X) + &2 (%),

onde A é uma matriz eliptica semisimples, F, L sdo aplicacdes de classe C* e & é um pequeno para-
metro.

Ilustraremos a aplicacdo do algoritmo a equagao diferencial

X = -y,

v = x + &%l(x,y) + € b(x, y, z,w),

y (x,y) (X, y,2, W) (19)
Z=-w,

W=z + &%z, w) + & b(z,w, x, y),

onde @ > 2 e a, b sdo fungdes de classe C2. O algoritmo pode ser executado no software Maple 14.
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Primeiro carregamos os pacotes bdsicos e introduzimos os modelos.

with(LinearAlgebra); with(VectorCalculus);
T := 2*Pi;

alpha:=2;

X := Vector([

vV V V V

y, -x-epsilontalpha®*a(x, y)-epsilon*(alpha+1)*b(x, y, z, w),
w, -z-epsilon*alpha®*a(z, w)-epsilon*(alpha+1)*b(z, w, X, y)
D;

Agora consideramos uma mudanca de coordenadas e truncamos o campo até ordem « + 1, inclu-

sive.

> Y := Matrix(1l/Matrix(

Jacobian([r*cos(theta), r*sin(theta), R*cos(2*phi), R*sin(2*phi)], [r, theta, R, phil)
)).subs(x = r*cos(theta), y = r*sin(theta), z = R*cos(2*phi), w = R*sin(2*phi), X);

> Z := Vector([

mtaylor(simplify(Y[1]), epsilon, alpha+2), mtaylor(simplify(Y[2]), epsilon, alpha+2),
mtaylor(simplify(Y[3]), epsilon, alpha+2), mtaylor(simplify(Y[4]), epsilon, alpha+2)
1D;

Agora reduzimos o sistema a um problema bidimensional com um parametro:

> G := Vector([

mtaylor(Z[1]/Z[2], epsilon, alpha+2), mtaylor(Z[3]/Z[2], epsilon, alpha+2),
mtaylor(Z[4]/Z[2], epsilon, alpha+2)

1D;

> J[1] := subs(phi = theta+phi[®], G[1]); J[2] := subs(phi = theta+phi[0], G[2]);

>
>

> F[1] Vector([coeff(J[1], epsilon?alpha), coeff(J[2], epsilon*alpha)]);
> F[2] Vector([coeff(J[1], epsilon”(alpha+1)), coeff(J[2], epsilon*(alpha+1))1);

Calculamos a equagdo promediada (no caso da Teoria da Média de Segunda Ordem):

> f[1] := Vector([int(F[1][1], theta =0 .. T), int(F[1][2], theta =0 .. T)]);
> ff[2] := subs(theta = s, Jacobian(F[1], [r, R])).Vector([

int(F[1][1], theta =0 .. s),

int(F[1][2], theta =0 .. s)

1)+subs(theta = s, F[2]);
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> f[2] := Vector([int(£ff[2][1], s = 0O .. T), int(£ff[2][2], s =0 .. TD1);
>
> M := f[1]+epsilon*f[2];

O algoritmo retorna a funcao M. Cada solucao simples de M(r, R) = 0 nos da um cilindro ou toro

invariante da equacdo (19).
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