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RESUMO

Na primeira parte desta tese, estudamos a semelhança entre sistemas dinâmicos reversíveis e

Hamiltonianos, sob um ponto de vista formal. Nos restringimos a sistemas definidos ao redor de

pontos de equilíbrio simples e simétricos. Mostramos que, sob algumas hipóteses, tais sistemas são

formalmente orbitalmente equivalentes.

Na segunda parte, estudamos a existência de conjuntos minimais em certas famílias de equações

diferenciais. Especificamente, exibimos condições sob as quais existem cilindros e toros invariantes

para sistemas de equações que são perturbações de sistemas reversíveis.
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ABSTRACT

In the first part of this thesis, we study the similarity between reversible and Hamiltonian dyna-

mical systems, from a formal viewpoint. We restrict ourselves to systems defined around an isolated

and symmetric equilibria. We show that, under some conditions, such systems are formally orbitally

equivalent to Hamiltonian vector fields.

In the second part, we study the existence of minimal sets for some families of differential equati-

ons. We obtain conditions for the existence of the invariant cylinders and tori for perturbed reversible

systems.
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INTRODUÇÃO

Em um artigo de 1917, Birkhoff [9] fez um estudo sobre sistemas dinâmicos conservativos com

dois graus de liberdade. Ele percebeu que impondo uma certa condição de “reversibilidade” (este

termo foi usado sem nenhuma definição formal) no seu modelo, sua análise se tornava mais simples.

Usando estas novas condições, Birkhoff provou a existência de órbitas periódicas no seu modelo.

Estava claro para Birkhoff que os resultados obtidos para o caso reversível deveriam ser válidos para

o caso geral, somente hamiltoniano, mas a prova formal no caso “irreversível” seria muito mais

complicada.

Em 1935, Price [38] escreveu um survey sobre sistemas reversíveis, com ênfase em sistemas com

uma elipse de singularidades. Os sistemas reversíveis que ele considerou eram um caso especial de

uma família de campos hamiltonianos.

A semelhança entre campos vetoriais reversíveis e hamiltonianos começou a aparecer com os

trabalhos de Price. Seus resultados não dependiam estritamente da estrutura hamiltoniana.

No artigo de Price é enunciada a propriedade fundamental dos campos vetoriais R-reversíveis,

de que a órbita por R(x0) é simplesmente a órbita por x0, refletida por R e percorrida no sentido

contrário. A involução R era sempre tomada como R(x, y) = (x,−y). Como no artigo de Birkhoff,

nenhuma definição formal de sistemas dinâmicos reversíveis foi dada.

Somente em 1976, Devaney [16] apresentou definições formais para campos vetoriais reversíveis,

independente de estruturas conservativas. Devaney demonstrou teoremas do tipo Kupka-Smale para
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campos vetoriais reversíveis, e adaptou o Teorema do Centro de Lyapunov e alguns resultados sobre

existência de órbitas homoclínicas, do caso hamiltoniano para o caso reversível.

Anos depois, Moser [42] demonstrou a Teoria KAM para campos vetoriais reversíveis.

Em 1984, Arnold [3] propôs a seguinte questão, sugerindo que todo resultado hamiltoniano de-

veria poder ser adaptado para o contexto reversível, e vice-versa.

Desenvolva uma “super-teoria”, cuja componente par corresponda aos sistemas reversíveis, e a

ímpar aos hamiltonianos.

Um campo vetorial suave

ẋ = f (x), x ∈ R2n,

é dito R-reversível, com respeito a uma involução R : R2n → R2n, se

DR(x) f (x) = − f (R(x))

para todo x ∈ R2n. Neste trabalho, consideramos dim Fix(R) = n.

O retrato de fase de um campo vetorial R-reversível é simétrico com respeito ao conjunto F =

Fix(R).

Um conceito análogo ao de campo vetorial reversível é o de campo vetorial equivariante. Dizemos

que uma equação diferencial ẋ = f (x) é R-equivariante se

DR(x) f (x) = f (R(x)).

Note que, dada uma involução linear R : R2n → R2n, todo campo vetorial pode ser quebrado em

soma de dois campos vetoriais, um R-reversível e o outro R-equivariante,

f =
f + R f R

2︸    ︷︷    ︸
g

+
f − R f R

2︸    ︷︷    ︸
h

,

onde g é R-equivariante e h é R-reversível.

Nesta tese consideramos dois tipos de problemas. No primeiro deles, estudamos a semelhança

entre campos vetoriais reversíveis e hamiltonianos, via equivalências formais.

O segundo tipo de problema considerado nesta tese é típico na Teoria Qualitativa das Equações

Diferenciais: buscamos conjuntos minimais em certas famílias de equações diferenciais. Utilizamos

basicamente variações da Redução de Lyapunov-Schmidt e do Método da Média.

xiv



Inicialmente quebramos a simetria de um sistema reversível de equações diferenciais, por polinô-

mios de grau 3. Especificamente, consideramos a forma normal em torno de um ponto de equilíbrio

elíptico em um sistema reversível. Genericamente, os termos de menor grau em tal forma normal

têm ordem 3. Este é o motivo pelo qual consideramos perturbações cúbicas. Mostramos a existência

de toros invariantes para tal sistema.

A seguir, estudamos um sistema de osciladores lineares fracamente acoplados por termos não

lineares. O modelo que consideramos é comumente encontrado em trabalhos sobre sincronização.

Estudamos a existência de cilindros e toros invariantes para tal sistema.

No terceiro caso, desenvolvemos um algoritmo para estudar o aparecimento de cilindros e toros

invariantes em equações diferenciais suaves da forma

ẋ = Ax + εαF0(x) + εα+1F1(x),

com x ∈ Rn e α ≥ 1. Aplicamos o algoritmo a dois casos especiais: perturbações de formas normais

e osciladores fracamente acoplados.

Finalmente, estudamos com dois modelos a persistência e/ou bifurcação de conjuntos minimais

em perturbações de sistemas hamiltonianos integráveis, com a propriedade de que alguma potência

de sua aplicação de primeiro retorno seja igual à identidade. Este é um contexto em que não é possível

utilizar o Teorema de Poincaré-Birkhoff nem os métodos da Teoria KAM para estudar continuação

de órbitas periódicas e toros invariantes.

No início de cada capítulo, forneceremos referências sobre os assuntos estudados.

Passamos agora a descrever os principais resultados obtidos, e uma descrição detalhada dos capí-

tulos desta tese.

Resultados principais

Apresentamos agora os principais resultados desta tese. Os Teoremas A e B são referentes à

semelhança entre sistemas reversíveis e hamiltonianos, enquanto os Teoremas C, D, E e F tratam da

existência de conjuntos minimais em certas famílias de equações diferenciais, em geral perturbações

de sistemas reversíveis.

Teorema A: Seja X : R4 → R4 um campo vetorial reversível, com um equilíbrio isolado, simples,
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simétrico e não-ressonante na origem. Então, ao redor da origem, X é genericamente formalmente

conjugado a um campo vetorial hamiltoniano e genericamente formalmente orbitalmente equivalente

a um campo vetorial hamiltoniano polinomial.

Teorema B: Seja X : R2n → R2n um campo vetorial reversível, com um equilíbrio elíptico isolado,

simples, simétrico e não-ressonante na origem. Suponha ainda que j3X é hamiltoniano. Então,

ao redor da origem, X é genericamente formalmente orbitalmente equivalente a um campo vetorial

hamiltoniano.

Teorema C: Considere o sistema de equações diferenciais

ẋ = −py − εy
(
a(x2 + y2) + b(z2 + w2)

)
+ ε f1(x, y, z,w),

ẏ = px + εx
(
a(x2 + y2) + b(z2 + w2)

)
+ ε f2(x, y, z,w),

ż = −qw − εw
(
c(x2 + y2) + d(z2 + w2)

)
+ ε f3(x, y, z,w),

ẇ = qz + εz
(
c(x2 + y2) + d(z2 + w2)

)
+ ε f4(x, y, z,w),

(1)

onde ε ∈ (−ε0, ε0) é um pequeno parâmetro, a, b, c, d ∈ R, p, q ∈ N, p e q primos entre si e f1, f2, f3, f4

são polinômios arbitrários de grau 3. Para ε , 0 pequeno, o sistema perturbado (1) pode ter um, dois

ou três toros invariantes, folheados por órbitas periódicas.

Teorema D: Considere o sistema de equações diferenciais

ẋ = y,

ẏ = −x − ε f (x, y) − εg(x, y, z,w),

ż = w,

ẇ = −z − ε f (z,w) − εg(z,w, x, y),

(2)

onde f (x, y) = fm(x, y), g(x, y, z,w) = g
(1)
n (x, y) + g

(2)
n (z,w), com fm, g

(1)
n , g

(2)
n polinômios homogêneos

de graus m, n, n respectivamente. Então, para todo ε , 0 pequeno e f , g num aberto não vazio no

espaço dos polinômios homogêneos, o sistema perturbado (2) tem pelo menos um ciclo limite estável.

Teorema E: Considere um sistema de equações diferenciais da forma

ẋ = Ax + εαF(x) + εα+1L(x), (3)
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com

A =



0 −p 0 0

p 0 0 0

0 0 0 −q

0 0 q 0



onde α ≥ 1 é um inteiro, p, q são inteiros primos entre si, F, L são aplicações de classe C2 definidas

ao redor da origem. Então existe uma função, denotada f
φ0

3 no caso α = 1 e f̃
φ0

3 no caso α ≥ 2, de

modo que cada solução simples de f
φ0

3 (r,R) = 0 ou f̃
φ0

3 (r,R) = 0 para φ0 num conjunto conexo nos

dá um cilindro ou toro invariante folheado por órbitas periódicas para o sistema(3).

Teorema F: Considere os sistemas hamiltonianos ẋ = J∇H j(x), onde J é a matriz simplética usual e

H1,H2 são dados por

H1 =
1
2

(
(r − 1)2 + z2

)
+ w + ε

(
a r2 + b log r + (z + w)θ

)

e

H2 =
1
2

(x2 + y2 + z2 + w2) − εG,

com

G(x, y, z,w) = ρ
y

x

√
x2

x2 + y2

(
λ1x + λ2y + λ3z + λ4w − xw − y2 + yz − 2zw

)

+ ρ
y

x

√
x2

x2 + y2

(
1 +

λ5xy + 10zw

z2 + w2
+

λ6zw

(z2 + w2)2

)
.

Note que ambos os sistemas têm aplicação de primeiro retorno igual à identidade. Então, para ε > 0

pequeno, existem órbitas periódicas e cilindros invariantes para tais sistemas, bifurcando das órbitas

periódicas e toros invariantes destes sistemas quando ε = 0. Tais resultados são obtidos pelo Método

da Média, já que o Teorema de Poincaré-Birkhoff e os teoremas da Teoria KAM não podem ser

utilizados neste caso.

Descrição dos capítulos

No primeiro capítulo, estudamos o problema da semelhança entre sistemas dinâmicos reversíveis

e hamiltonianos. Consideramos dois tipos de equivalência: conjugação formal e equivalência orbital

formal.
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Diz-se que dois campos vetoriais X,Y são formalmente conjugados (FC) se existe uma mudança

de coordenadas formal Ψ de modo que Ψ∗X = Y . Isto é equivalente a dizer que, para todo k ≥ 1,

existe uma mudança de coordenadas analítica Ψk de modo que jk (Ψk∗X − Y) = 0. A equivalência

orbital formal é uma relação um pouco mais fraca: X é formalmente orbitalmente equivalente (FOE)

a Y se existem uma mudança de coordenadas formal Ψ e uma função formal ρ = 1+ . . . de modo que

Ψ∗ (ρ · X) = Y .

Em 1994, foi provado em [36] que, se X é um campo vetorial reversível em R4, com um equilíbrio

isolado do tipo elíptico 1 : 1-ressonante na origem, então X é FC a um campo vetorial hamiltoniano.

Este resultado foi generalizado em [23], no seguinte contexto. Seja X um campo vetorial em R4,

com um equilíbrio isolado do tipo elíptico na origem. Foi provado em [23] que:

i) se a origem é não-ressonante, então X é genericamente FC a um campo vetorial hamiltoniano e

genericamente FOE a um campo hamiltoniano polinomial;

ii) se a origem é 1 : 1-ressonante, então X é genericamente FOE a um campo vetorial hamiltoniano

polinomial.

Aqui consideramos o problema da semelhança entre sistemas reversíveis e hamiltonianos para

outros tipos de singularidades. Foi provado o seguinte resultado. Se X é um campo vetorial reversível

em R4 com um equilíbrio isolado na origem que seja do tipo sela não-ressonante ou sela-elíptico,

então X é genericamente FC a um campo vetorial hamiltoniano e genericamente FOE a um campo

vetorial hamiltoniano polinomial.

Além disto, mostramos um resultado válido em dimensões arbitrárias: se X é um campo vetorial

reversível em R2n, com um equilíbrio isolado do tipo elíptico não-ressonante na origem, e se j3X é

um campo vetorial hamiltoniano, então X é genericamente FOE a um campo vetorial hamiltoniano.

Ou seja, a propriedade de ser hamiltoniano é 3-determinada para este caso. Ainda neste contexto,

mostramos que, para n = 3 (dimensão 6), X é FOE a um campo hamiltoniano Y com a propriedade

de que Y − j3Y é desacoplado (no sentido de separação de variáveis).

Os resultados do Capítulo 1 estão em [31] e [32].

No segundo capítulo, consideramos o problema da existência, persistência e bifurcação de con-

juntos minimais para campos vetoriais reversíveis. Seja X um campo vetorial reversível em R4, com

um equilíbrio isolado do tipo elíptico na origem. Suponha que a origem seja p : q-ressonante, com

p + q ≥ 5. Da Teoria de Formas Normais, temos que em uma vizinhança da origem, X se escreve
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como
ẋ = −py − y

(
a(x2 + y2) + b(z2 + w2)

)
+ R1(x, y, z,w),

ẏ = px + x
(
a(x2 + y2) + b(z2 + w2)

)
+ R2(x, y, z,w),

ż = −qw − w
(
c(x2 + y2) + d(z2 + w2)

)
+ R3(x, y, z,w),

ẇ = qz + z
(
c(x2 + y2) + d(z2 + w2)

)
+ R4(x, y, z,w),

(4)

para a, b, c, d ∈ R e R j, j = 1, 2, 3, 4, funções de classe C∞ com

lim
x→0

|R j(x, y, z,w)|
||x||k = 0,

para k = 1, 2, 3, onde x = (x, y, z,w).

Foi mostrado em [43], usando o Método de Lyapunov-Schmidt, que o sistema (4) admite até três

famílias a 1-parâmetro de órbitas periódicas simétricas, e que tal existência é 3-determinada, ou seja,

só depende dos termos de grau até 3 no sistema (4). Apresentamos a prova deste resultado na Seção

2.3.

A seguir, consideramos uma perturbação quebrando a reversibilidade do sistema (4) por funções

polinomiais de grau 3. Usando o Método da Média, mostramos que surgem até três toros invariantes,

folheados por órbitas periódicas, para o sistema perturbado. Acreditamos que os toros nascem a

partir da bifurcação das famílias de órbitas periódicas simétricas obtidas em [43].

Ressaltamos que, apesar de considerarmos um perturbação específica, o método utilizado no

Capítulo 2 é geral, e pode ser empregado para outros sistemas de equações diferenciais. Os resultados

do Capítulo 2 estão em [24].

No terceiro capítulo, estudamos a existência de ciclos limite e cilindros invariantes para um sis-

tema de osciladores fracamente acoplados, que é uma perturbação de um sistema reversível linear.

Consideramos o sistema de equações diferenciais

ẍ + x = −ε f (x, ẋ) − εg(x, ẋ, z, ż),

z̈ + z = −ε f (z, ż) − εg(z, ż, x, ẋ),
(5)

para ε ≥ 0 e f , g funções reais de classe C∞. Tal sistema pode ser visto como um modelo para estudar

fenômenos de sincronização. Escrevendo y = ẋ e w = ż, o sistema (3.1) é equivalente a

ẋ = y,

ẏ = −x − ε f (x, y) − εg(x, y, z,w),

ż = w,

ẇ = −z − ε f (z,w) − εg(z,w, x, y).

(6)
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O sistema (6) com g ≡ 0 é um sistema desacoplado de segunda ordem, e suas soluções são

facilmente obtidas a partir das soluções de

ẍ + x = ε f (x, ẋ). (7)

Quando g , 0 em (6), tal sistema se torna acoplado, e o comportamento qualitativo de suas

soluções pode não depender mais das soluções de (7).

Em [28] é discutida a existência de ciclos limite para sistemas da forma

ẍ + x = ε f (x, y), ÿ + y = εg(x, y), (8)

para pequenos valores de ε > 0 e f , g polinômios arbitrários de grau 3.

No Capítulo 3 estabelecemos condições para a existência de ciclos limite estáveis e cilindros

invariantes para o sistema (6) usando a Teoria da Média, no caso em que f , g são polinômios homo-

gêneos. Seja Cm,n o espaço dos pares ( f , g) de aplicações polinomiais homogêneas em R4, de modo

que:

a) f é um polinômio homogêneo de grau m ≥ 2 e

b) g é um polinômio homogêneo de grau n ≥ 2 com matriz hessiana Hg = (hi, j) satisfazendo hi, j = 0

para (i, j) ∈ {1, 2} × {3, 4}.

Note que dimCm,n = m + 2n + 3. Mostramos que:

i) existe um conjunto aberto A ⊂ Cm,n de modo que se ( f , g) ∈ A, então o sistema (3.1) possui um

ciclo limite estável;

ii) existe um conjunto aberto B ⊂ Cm,n de modo que se ( f , g) ∈ B, então o sistema (3.1) possui um

ou dois cilindros invariantes folheados por órbitas periódicas normalmente estáveis.

Os resultados do Capítulo 3 estão em [33].

No quarto capítulo, apresentamos um algoritmo para detectar a existência de toros e cilindros

invariantes, folheados por órbitas periódicas, para sistemas de equações diferenciais da forma

ẋ = Ax + εαF0(x) + εα+1F1(x), x ∈ R2n, (9)

onde A é uma matriz com autovalores ±p1i, . . . ,±pni, onde {p1, . . . , pn} ⊂ Z+ são primos dois a dois,

α ≥ 1 é um inteiro, ε ∈ R é um parâmetro pequeno e F1, F2 são aplicações de classe C2 definidas

num aberto ao redor da origem.
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Enquanto perturbações de sistemas lineares são muito estudadas, em especial o caso de centros

lineares (veja [28]), usualmente considera-se somente uma ε-escala de perturbação. Nosso algoritmo

permite considerar duas ε-escalas de perturbação no sistema(4.1). Sistemas como (4.1) aparecem

no estudo de equações de Liènard [27]. Apresentamos também aplicações de equações do tipo (4.1)

no estudo da perturbação de formas normais de equações diferenciais, e no problema de osciladores

não-lineares fracamente acoplados.

O algoritmo que apresentamos no Capítulo 4 é baseado no Método da Média de Segunda Ordem.

Aplicamos o algoritmo a dois problemas particulares.

O primeiro é o problema da detecção de toros invariantes em sistemas de equações diferenciais

em equilíbrio elíptico, quando perturbados. Considere o sistema de equações diferenciais

ẋ = −py − εα (
y
(
a1,0∆1 + a0,1∆2

) − x
(
c1,0∆1 + c0,1∆2

))
+ εβ f1(x, y, z,w),

ẏ = px + εα
(
x
(
a1,0∆1 + a0,1∆2

)
+ y

(
c1,0∆1 + c0,1∆2

))
+ εβ f2(x, y, z,w),

ż = −qw − εα (
w

(
b1,0∆1 + b0,1∆2

) − z
(
d1,0∆1 + d0,1∆2

))
+ εβ f3(x, y, z,w),

ẇ = qz + εα
(
z
(
b1,0∆1 + b0,1∆2

)
+ w

(
d1,0∆1 + d0,1∆2

))
+ εβ f4(x, y, z,w),

(10)

onde α, β ∈ N, ε ∈ (−ε0, ε0) é um pequeno parâmetro, ∆1 = x2 + y2, ∆2 = z2 + w2, ai, j, bi, j, ci, j, di, j ∈
R, p e q são inteiros primos entre si e f1, f2, f3, f4 são polinômios.

O sistema não-perturbado ((10) com ε = 0) é um centro linear em R4 cujas órbitas periódicas

estão em ressonância p : q. Note que este sistema é reversível quando ε = 0. Se f1 = f2 = f3 =

f3 ≡ 0 em (10), então este sistema é uma forma normal até ordem 3 para campos vetoriais com uma

singularidade elíptica p : q-ressonante na origem, com p + q ≥ 5.

Em [24], considerando α = β = 1, ci, j = di, j = 0 e f1, . . . , f4 polinômios de grau 3 no sistema

(10), foi provado que o sistema (10) pode ter um, dois ou três toros invariantes, folheados por órbitas

periódicas. Quando ε→ 0, dois destes toros (quando existem) tendem a órbitas periódicas do sistema

(10) com ε = 0, e o terceiro toro (quando existe) persiste.

No Capítulo 4 consideramos β = α+1, α ≥ 2, f1 = f3 ≡ 0, f2(x, y, z,w) = 2y5−x5 e f4(x, y, z,w) =

z5 − y5 no sistema (10). Provamos que se c1,0 < 0 e d0,1 < 0, então existem dois toros invariantes,

folheados por órbitas periódicas, para o sistema (10).

O segundo modelo ao qual aplicamos o algoritmo do Capítulo 4 é similar ao estudado no Capítulo
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3. Consideramos o sistema de equações diferenciais

ẋ = −y,

ẏ = x + εαa(x, y) + εβb(x, y, z,w),

ż = −w,

ẇ = z + εαa(z,w) + εβb(z,w, x, y),

(11)

onde α, β ∈ Z+ e a, b são funções de classe C2.

Consideramos β = α + 1 com α ≥ 2, a(x, y) = x3 − y3, b(x, y, z,w) = w5 + y5 e ε > 0 pequeno.

Mostramos que para todo ε > 0 pequeno, o sistema (11) tem um toro folheado por órbitas periódicas.

Os resultados do Capítulo 4 estão em [34].

No quinto capítulo, estudamos como se comportam as órbitas periódicas, cilindros e toros inva-

riantes de sistemas hamiltonianos integráveis quando perturbados. Nos focamos em sistemas cuja

aplicação de primeiro retorno não é do tipo twist. Consideramos dois modelos:

No primeiro modelo, definimos

H =
1
2

(
(r − 1)2 + z2

)
+ w + ε

(
a r2 + b log r + (z + w)θ

)
, (12)

onde ε é um pequeno parâmetro e a, b ∈ R são números reais arbitrários, com r ∈ R+, z,w ∈ R e

θ ∈ S1 = R/(2πR). A partir daí, consideramos o sistema hamiltoniano associado

ṙ = −Hz = −z − εθ,

ż = Hr = r − 1 + ε

(
2a r +

b

r

)
,

ẇ = −Hθ = −ε(z + w),

θ̇ = Hw = 1 + εθ.

(13)

No segundo modelo, consideramos

H =
1
2

(x2 + y2 + z2 + w2) − εG, (14)

onde

G(x, y, z,w) = ρ
y

x

√
x2

x2 + y2

(
λ1x + λ2y + λ3z + λ4w − xw − y2 + yz − 2zw

)

+ ρ
y

x

√
x2

x2 + y2

(
1 +

λ5xy + 10zw

z2 + w2
+

λ6zw

(z2 + w2)2

)
,
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para (x, y, z,w) < {x2+y2 = 0}∪{z2+w2 = 0}, e G ≡ 0 caso contrário, com ρ = exp

(
−1

(x2 + y2)(z2 + w2)

)
,

λ1, . . . , λ6 ∈ R, e o sistema hamiltoniano associado

ẋ = −Hy = −y + εGy,

ẏ = Hx = x − εGx,

ż = −Hw = −w + εGw,

ẇ = Hz = z − εGz.

(15)

Para estes dois modelos, estudamos a continuação dos cilindros e toros invariantes, quando pas-

samos de ε = 0 para ε , 0.

Os resultados do Capítulo 5 estão em [25].
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CAPÍTULO 1

ESTRUTURA HAMILTONIANA PARA

CAMPOS VETORIAIS REVERSÍVEIS

Neste capítulo estudamos o problema da equivalência entre campos vetoriais reversíveis e hamil-

tonianos. A teoria clássica necessária neste capítulo pode ser encontrada em [1, 4, 8, 16, 19]. Já os

resultados estão nas referências [23, 31, 32].

1.1 Introdução

A semelhança entre as dinâmicas de campos vetoriais reversíveis e hamiltonianos foi percebida

inicialmente por Birkhoff [9], no começo do século XX. Mais tarde, Price [38] e Devaney [16]

também observaram tal similaridade.

Muitos resultados originalmente produzidos para campos vetoriais hamiltonianos, como por exem-

plo a Teoria KAM ([42]) e o Teorema do Centro de Lyapunov ([16]), foram adaptados com sucesso

para campos vetoriais reversíveis. Deste então, muitos autores tentam entender o papel exato da

estrutura simplética nas demonstrações de resultados hamiltonianos, e quando tal estrutura pode ser

substituída pela reversibilidade. Isto motivou a seguinte questão no livro Arnold’s Problems ([3]):

Question 1984-23: Develop a “supertheory” whose even component corresponds to reversible

systems, and odd one to hamiltonian systems.
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Nossa idéia aqui é unificar ambas as teorias de um ponto de vista formal, isto é, queremos inves-

tigar condições para a existência de certas equivalências entre campos vetoriais reversíveis e hamil-

tonianos.

Fixe U ⊂ R2n um aberto contendo a origem. Seja ϕ : U ⊂ R2n → R2n uma involução de classe

C∞, com dim Fix(ϕ) = n. Um ponto p ∈ R2n é dito simétrico se p ∈ Fix(ϕ). Considere Ωϕ0 o conjunto

dos germes de campos vetoriais X definidos em U que são ϕ-reversíveis, com uma singularidade

simples e simétrica na origem. Suponha ainda que a origem é a única singularidade de X em U.

Assim, se X ∈ Ωϕ0 , então X(0) = 0, det DX(0) , 0, ϕ(0) = 0 e ϕ∗X = −X.

Diz-se que dois campos vetoriais X,Y são formalmente conjugados se existe uma mudança de

coordenadas formal Ψ de modo que Ψ∗X = Y . Isto é equivalente à existência de mudanças de

coordenadas Ψk = Id + ψk, com cada ψk uma aplicação polinomial homogênea de grau k, k ≥ 2,

definidas ao redor da origem, de modo que jk (Ψk∗X − Y) = 0.

Dado X ∈ Ωϕ0 , nosso objetivo é investigar condições para a existência de mudanças de coordena-

das Ψk = Id + ψk, com cada ψk uma aplicação polinomial homogênea de grau k, k ≥ 2, definidas ao

redor da origem, de modo que jkΨk∗X seja um campo hamiltoniano.

Uma relação mais fraca que a conjugação formal é a equivalência orbital formal. Diz-se que dois

campos vetoriais X,Y : Rn → Rn são formalmente orbitalmente equivalentes se existe uma função

formal f : Rn → Rn, que não se anula perto de 0, de modo que f ·X e Y são formalmente conjugados.

A multiplicação f · X tem o efeito de reparametrizar o tempo.

Consideramos a questão de quando as formas normais de campos vetoriais reversíveis podem ser

feitas hamiltonianas. O caso bidimensional deste problema tem uma solução trivial: formas normais

formais reversíveis, em torno de singularidades simétricas simples, são hamiltonianas.

Em dimensão 4, este problema foi tratado em [36] para singularidades 1 : 1-ressonantes, e em

[23] para singularidades não ressonantes.

Nesta tese iremos focar nos seguintes casos:

• em dimensão 4, tratamos de campos vetoriais X ∈ Ωϕ0 , cuja origem é uma singularidade não-

ressonante dos tipos sela e sela-elíptico. Mostramos que tais campos são genericamente for-

malmente conjugados a campos vetoriais hamiltonianos e genericamente formalmente orbital-

mente equivalentes a campos vetoriais hamiltonianos polinomiais;

• em dimensão 6, tratamos de campos vetoriais X ∈ Ωϕ0 , cuja origem é uma singularidade elíptica

não-ressonante. Mostramos que, se j3X é um campo hamiltoniano genérico, então X é formal-
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mente orbitalmente equivalente a um campo vetorial hamiltoniano “quase-desacoplado”. No

entanto, não é possível estabelecer uma conjugação formal;

• em dimensão 2n, n ≥ 4, mostramos que se X ∈ Ωϕ0 , com a origem uma singularidade elíptica

não-ressonante, então X é genericamente formalmente orbitalmente equivalente a um campo

vetorial hamiltoniano.

Este capítulo está organizado da seguinte forma. Na Seção 1.2 apresentamos alguns resultados

de campos vetoriais reversíveis e hamiltonianos, além de uma rápida introdução à Teoria de Formas

Normais. Na Seção 1.3 detalhamos os resultados do capítulo, que são demonstrados nas Seções 1.4,

1.5 e 1.6. Na Seção 1.7 resumimos os resultados do capítulo, e apresentamos direções para continuar

o estudo aqui desenvolvido.

1.2 Preliminares

Nesta seção apresentamos alguns resultados básicos sobre campos vetoriais reversíveis e hamil-

tonianos que precisaremos ao longo deste capítulo. Referências clássicas sobre estes temas são [44]

e [1].

1.2.1 Campos vetoriais reversíveis

Um campo vetorial X : R2n → R2n é dito ser ϕ-reversível se ϕ∗X = −X, onde ϕ : R2n → R2n é um

difeomorfismo involutivo. Isto implica que, se x(t) é solução de

ẋ = X(x)

então ϕ(x(−t)) também é solução As singularidades de X que pertençam ao conjunto Fix(ϕ) são

chamadas de singularidades simétricas. Assumiremos que dim Fix(ϕ) = n. O seguinte resultado nos

permite considerar ϕ linear.

Lema 1.1 (Montgomery-Bochner Theorem). Seja ϕ : R2n → R2n um difeomorfismo com ϕ2 = Id e

ϕ(0) = 0. Então ϕ e Dϕ(0) são conjugados.
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Demonstração. A prova é direta. Seja φ = Id + Dϕ(0)ϕ. Note que Dφ(0) = Id, logo φ é um

difeomorfismo local. Além disto:

φ(ϕ(x)) = (Id + Dϕ(0)ϕ)(ϕ(x))

= ϕ(x) + (Dϕ(0)ϕ)(ϕ(x))

= ϕ(x) + Dϕ(0)x

= Dϕ(0)(x + Dϕ(0)ϕ(x))

= Dϕ(0)φ(x).

�

Seja X um campo vetorial ϕ-reversível. Seja S = Fix(ϕ). Seguem algumas propriedades de X,

com respeito a S .

i) O retrato de fase de X é simétrico com respeito a S .

ii) Se p ∈ S e X(p) , 0, então a trajetória de X é transversal a S em p.

iii) Se X(p) = 0 então X(ϕ(p)) = 0. A aplicação ϕ troca as variedades estáveis e instáveis. Além

disto, um ponto crítico simétrico (contido em S ) não pode ser atrator ou repulsor.

iv) Qualquer órbita periódica de X que cruza S é chamada de órbita periódica simétrica. Uma órbita

periódica simétrica nunca é isolada no conjunto das órbitas periódicas de X. Se, por outro lado, uma

órbita periódica γ não corta Fix(ϕ), então ϕ ◦ γ é outra solução periódica.

v) Se Xt denota o fluxo associado a X, então Xt ◦ ϕ = ϕ ◦ X−t. Se Ut = Xt ◦ ϕ, então U2
t = Id e

Fix(Ut) = Xt/2(Fix(ϕ)).

vi) Qualquer órbita de X conectando duas selas hiperbólicas assimétricas cruza S de forma transver-

sal, portanto é persistente por perturbações reversíveis.

vii) Não existem órbitas periódicas isoladas de X passando por pontos de S .

viii) As singularidades simétricas genéricas de X são selas hiperbólicas, pontos elípticos, ou pontos

do tipo sela-elíptico.

Mostraremos agora, a título de curiosidade, uma propriedade algébrica muito interessante dos

campos reversíveis. Tal propriedade não será explorada nesta tese. Para isto precisamos do conceito

de campo vetorial equivariante. Se ϕ : R2n → R2n é uma involução, um campo vetorial Y : R2n → R2n

é dito ser ϕ-equivariante se ϕ∗Y = Y .

A definição é semelhante à de campo vetorial reversível, com a ressalva do sinal. Isto significa

que, se γ é uma trajetória de Y , então ϕ ◦ γ também é uma trajetória de Y , percorrida no mesmo
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sentido. Mais detalhes sobre Campos Vetoriais Equivariantes podem ser encontrados em [2].

Proposição 1.2. Seja ϕ : R2n → R2n uma involução linear. Seja Z um campo vetorial em R2n. Então

existem únicos campos vetoriais X,Y, com X ϕ-reversível e Y ϕ-equivariante de modo que Z = X+Y.

Demonstração. A prova é algébrica, e simples. Escreva Z = X + Y , com X ϕ-reversível e Y ϕ-

equivariante. Então ϕZϕ = −X + Y . Portanto,

X =
Z − ϕZϕ

2
, Y =

Z + ϕZϕ

2
.

�

1.2.2 Campos vetoriais hamiltonianos

Transformações simpléticas

Seja V um espaço vetorial 2n-dimensional e ω uma forma bilinear anti-simétrica e não-dege-

nerada em V . Nestas condições, V (ou o par (V, ω)) será chamado de espaço simplético. Uma

transformação T : V → V é dita simplética se T preserva ω, isto é, se para quaisquer x, y ∈ V vale

ω(T (x),T (y)) = ω(x, y).

Lema 1.3. Seja (V, ω) um espaço simplético, B = {v1, . . . , vn} uma base de V e T : V → V uma

transformação simplética. Sejam Ω̃ = (ω(vi, v j))1≤i, j≤n e M = [T ]B as matrizes da forma ω e da

transformação T , respectivamente, em relação à base B. Então M é anti-simétrica, invertível e vale

MtΩ̃M = Ω̃.

O lema abaixo é um resultado clássico em álgebra linear:

Lema 1.4. Duas matrizes invertíveis e anti-simétricas são sempre semelhantes.

Nos é conveniente reformular o lema acima para:

Corolário 1.5. Com a notação do lema anterior, existe uma matriz mudança de base J tal que

Ω̃ = JtΩJ, onde

Ω =


0 Idn

−Idn 0

 ,

onde Idn é a matriz identidade n × n. Assim, em relação a alguma base B′ a matriz de ω é Ω.
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Por todo o texto, Ω denotará a matriz acima, denominada matriz simplética usual. A forma

bilinear induzida será dita forma simplética usual. Motivados pelos lemas acima, diremos que uma

matriz real M 2n × 2n é uma matriz simplética se

MTΩM = Ω.

Lema 1.6. Seja M uma matriz 2n × 2n dada em blocos por

M =


A B

C D

 ,

onde A, B,C e D são matrizes n × n. Então M é simplética se, e só se



AtD −CtB = Idn,

AtC −CtA = 0n,

DtB − BtD = 0n.

(1.1)

Campos Hamiltonianos

Seja H : U ⊆ R2n → R uma função C2 e ∇H o gradiente de H, isto é,

∇H(x) =

(
∂H

∂x1
(x), . . . ,

∂H

∂xn

(x),
∂H

∂y1
(x), . . . ,

∂H

∂yn

(x)

)
,

onde x ≡ (x1, . . . , xn, y1, . . . , yn). Um campo de vetores hamiltoniano é um campo da forma

XH(x) = J∇H(x), x ∈ U, (1.2)

onde J é a matriz de alguma forma simplética (uma matriz simplética). Neste caso, H denomina-se

hamiltoniano do sistema (1.2).

Exemplo 1.7. Usualmente define-se campo hamiltoniano como um campo da forma



ẋ =
∂H

∂y
(x, y)

ẏ = −∂H

∂x
(x, y),

onde (x, y) ∈ R2n e H : R2n → R é C2. Neste caso, é fácil ver que J = Ω. A menos de uma mudança

de coordenadas (simplética), todo campo hamiltoniano é desta forma.
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Quando não for especificada a forma simplética, deve ser entendido que o campo é hamiltoniano

em relação à forma simplética usual.

Proposição 1.8. Uma condição necessária e suficiente para que um sistema


ẋ = f (x, y)

ẏ = g(x, y)

seja hamiltoniano é que as funções f : R2 −→ R e g : R2 −→ R satisfaçam

∂ f

∂x
(x, y) = −∂g

∂y
(x, y).

Note que quando a dimensão do espaço é maior que 2 ou quando não estamos trabalhando com a

forma simplética usual, o critério da proposição anterior não pode ser usado.

Seja

α : (−ǫ, ǫ) −→ R2n

uma solução para (1.2) com J = Ω e ponha α(t) = (x(t), y(t)), onde x, y : (−ǫ, ǫ) −→ Rn. Assim

dH

dt
(α(t)) =

∂H

∂x
x′(t) +

∂H

∂y
y′(t)

= −y′(t)x′(t) + x′(t)y′(t)

= 0,

ou seja, H é constante sobre as trajetórias do campo. Quando isto acontece, dizemos que a função H

é uma integral primeira1 do sistema (1.2). Note que as trajetórias de um sistema hamiltoniano estão

sempre contidas nas superfícies de nível de H.

Observação 1.9. Em R2n, se encontrarmos 2n−1 integrais primeiras para um campo X, conseguimos

caracterizar completamente suas trajetórias, considerando interseções entre as superfícies de nível

([1]). Tais sistemas são ditos completamente integráveis. Assim, em R2, basta uma integral primeira

para isto.

Vamos voltar às condições (1.1), agora noutro contexto.

Proposição 1.10. Considere o sistema ẋ = X(x) com X(0) = 0, x ∈ R2n. Seja

DX(0) =


DX(0)1 DX(0)2

DX(0)3 DX(0)4



1A definição de integral primeira existe para sistemas gerais, não só para hamiltonianos.
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uma decomposição em blocos para DX(0), com cada DX(0) j uma matriz quadrada n × n. Um

conjunto de condições necessárias para o campo X ser hamiltoniano é:



DX(0)t
1 + DX(0)4 = 0,

DX(0)2 = DX(0)t
2,

DX(0)3 = DX(0)t
3.

Note que se o sistema ẋ = X(x) for hamiltoniano, da condição DX(0)t
1 + DX(0)4 = 0 segue que

tr(DX(0)) = 0. Isso nos dá o seguinte critério:

Proposição 1.11. As singularidades hiperbólicas de um sistema hamiltoniano só podem ser pontos

de sela.

Outra propriedade interessante e importante de um sistema hamiltoniano é a preservação de vo-

lumes. Seja X = XH um campo hamiltoniano em Rn com fluxo φ : R × Rn → Rn e Q ⊆ Rn. Se V(Q)

é o volume da região Q, então V(Q) = V(φt(Q)) para todo t ∈ R. Noutras palavras, hamiltonianos

preservam volumes. Este resultado é conhecido com Teorema de Liouville. Para uma demonstra-

ção dessa propriedade e outros comentários, veja [6] e [14]. Estudar a preservação de medidas por

aplicações é o objetivo da teoria ergódica, que é apresentada de maneira introdutória em [37].

1.2.3 Formas normais

Considere um sistema de equações diferenciais

ẋ = f (x), (1.3)

com x ∈ Rn and f (0) = 0.

Procuramos um sistema de coordenadas no qual o sistema (1.3) se torne mais “simples” próximo

da origem. Noutras palavras, queremos eliminar alguns termos da expansão em Taylor de f ao redor

da origem.

Escreva f (x) = Ax + f2(x) + f3(x) + h.o.t., onde A = D f (0) é uma matriz e fl é homogêneo de

grau l. Considere uma mudança de coordenadas da forma x = y + h2(x) onde h2 é homogêneo de

grau 2. Com esta mudança de coordenadas, e usando o fato de que (Id + Dh2)−1 = Id − Dh2 + h.o.t.,

o sistema (1.3) se escreve como

ẏ = Ay + Ah2(y) − Dh2(y)Ay + f2(y) + h.o.t.
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Denote L
(2)
A

(h2)(y) = Ah2(y) − Dh2(y)Ay. Se f2 está na imagem de L
(2)
A

, então é possível escolher

h2 que elimina os termos quadráticos em (1.3). Entretanto, em geral L
(2)
A

não é sobrejetor. Os termos

de f2 que não estão na imagem de L
(2)
A

são chamados termos ressonantes. Os termos ressonantes não

podem ser removidos de (1.3) com mudanças de coordenadas, ao contrário dos não-ressonantes.

Deve ficar claro que o processo anterior pode ser repetido para termos de ordem superior, usando

o operador L
(m)
A

, eliminando assim todos os termos não-ressonantes de (1.3).

Teorema 1.12 (Poincaré-Dulac, [4]). Um sistema de equações diferenciais

ẋ = Ax + f2(x) + h.o.t. (1.4)

pode ser formalmente reduzido a

ẏ = Ay +
∞∑

k=2

gk(y) (1.5)

onde gk é homogêneo de grau k e formado somente por termos resonantes, com Dgk(y)Ay−Agk(y) =

0, para todo k ≥ 2. O sistema (1.5) é dito ser uma forma normal para o sistema (1.4).

Note que os termos ressonantes na expansão em série de Taylor de f só dependem da parte

linear de f . A expressão ressonante é devido à presença de ressonâncias entre os autovalores de

A = D f (0). Para ver isto, assuma que A é uma matriz diagonal real com autovalores λ1, . . . , λn ∈ R.

O caso complexo é análogo. Seja Hm,n o espaço dos monômios m-homogêneos em Rn, xm ∂
∂xs

, e

L
(m)
A

: Hm,n → Hm,n definido por L
(m)
A

(hm)(x) = Ahm(x) − Dhm(x)Ax, onde xm = x
m1
1 · · · x

mn
n .

Os autovalores de L
(m)
A

são os monômios xm ∂
∂xs

, satisfazendo

L
(m)
A

(
xm ∂

∂xs

)
= [(m, λ) − λs]xm ∂

∂xs

,

onde (m, λ) =
∑

j m jλ j (veja [4]).

Portanto, se a relação (m, λ) − λs = 0 é satisfeita para certos s e m, então o monômio xm ∂
∂xs

é

ressonante (ou seja, tal monômio está no núcleo do operador L
(m)
A

).

Mais detalhes sobre formas normais, incluindo discussões sobre convergência, podem ser encon-

trados em [11]. Por fim, observamos que é possível obter uma forma normal reversível para campos

vetoriais reversíveis, como provado em [19].

Exemplo 1.13 (Estrutura reversível-hamiltoniana em dimensão 2). Seja X : R2 → R2 um campo

vetorial com X(0) = 0 e A = DX(0). Suponha que X é ϕ-reversível, com ϕ(x, y) = (x,−y) e que

9



det(A) , 0. Os autovalores de A são ou um par de números imaginários puros ±αi, α > 0, ou um

par de números reais ±β, β > 0. Assim, a forma normal formal reversível X̃ de X é dada por

ẋ = −αy − y f (x2 + y2),

ẏ = αx + x f (x2 + y2)
(1.6)

no primeiro caso e por

ẋ = βx + x f (xy),

ẏ = −βy − y f (sy)
(1.7)

no segundo caso, onde f , g são funções formais sem termo constante. O sistema (1.6) é hamiltoniano

com respeito a

He(x) =
α

2
(x2 + y2) +

∫
y f (x2 + y2) dy

e o sistema (1.7) é hamiltoniano com respeito a

Hs(x) = −βxy − x

∫
g(xy) dy.

Desta forma, campos vetoriais reversíveis em R2 com uma singularidade simples na origem são

formalmente hamiltonianos.

1.3 Resultados detalhados

1.3.1 Dimensão 4

Considere um campo vetorial reversível X : R4 → R4 com X(0) = 0. Seja A = DX(0). Pelo

Teorema de Kupka-Smale ([16]), podemos supor genericamente que o conjunto σ(A) dos autovalores

de A é de um dos três tipos:

caso E: σ1(A) = {±α1i, ±α2i}, α1, α2 ∈ R;

caso ES: σ2(A) = {±αi, ±β}, α, β ∈ R;

caso S: σ3(A) = {±β1, ±β2, }, β1, β2 ∈ R,

sujeitos à condição genérica: {α1, α2}, {α, β} e {β1, β2} são conjuntos linearmente independentes sobre

Q.

Para cada um dos tipos acima, apresentamos agora a forma normal de X, onde ∆ j = x2
j + y2

j e

Γ j = x jy j, para j = 1, 2.
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Caso E:
ẋ1 = −α1y1 − y1

∑∞
i+ j=1 ai, j∆

i
1∆

j

2,

ẏ1 = α1x1 + x1
∑∞

i+ j=1 ai, j∆
i
1∆

j

2,

ẋ2 = −α2y2 − y2
∑∞

i+ j=1 bi, j∆
i
1∆

j

2,

ẏ2 = α2x2 + x2
∑∞

i+ j=1 bi, j∆
i
1∆

j

2.

(1.8)

Caso ES:
ẋ1 = −αy1 − y1

∑∞
i+ j=1 ai, j∆

i
1Γ

j

2,

ẏ1 = αx1 + x1
∑∞

i+ j=1 ai, j∆
i
1Γ

j

2,

ẋ2 = βx2 + x2
∑∞

i+ j=1 bi, j∆
i
1Γ

j

2,

ẏ2 = −βy2 − y2
∑∞

i+ j=1 bi, j∆
i
1Γ

j

2.

(1.9)

Caso S:
ẋ1 = β1x1 + x1

∑∞
i+ j=1 ai, jΓ

i
1Γ

j

2,

ẏ1 = −β1y1 − y1
∑∞

i+ j=1 ai, jΓ
i
1Γ

j

2,

ẋ2 = β2x2 + x2
∑∞

i+ j=1 bi, jΓ
i
1Γ

j

2,

ẏ2 = −β2y2 − y2
∑∞

i+ j=1 bi, jΓ
i
1Γ

j

2.

(1.10)

Denote por X̃ um dos sistemas (1.9) ou (1.10). O caso 1.8 foi tratado em [23].

Pelo Teorema 1.12, X é formalmente conjugado a X̃. A partir de agora, supomos a condição

a0,1b1,0 , 0 sobre os coeficientes de X̃.

Nosso objetivo é transformar X̃ em um campo vetorial hamiltoniano, usando mudanças de coor-

denadas da forma Id + h.o.t.. Faremos isto jato a jato. O resultado principal é o seguinte.

Teorema 1.14. Se b1,0a0,1 , 0, então para todo k ≥ 3, existe uma mudança de coordenadas da forma

Ψk−2 = Id + ψk−2, com ψk−2 ∈ Hk−2,4, e uma função Hk+1 : R4 → R tal que

jk
(
Ψk−2∗X̃ − J∇Hk+1

)
= 0.

Usando reparametrizações do tempo, é possível transformar X em um campo vetorial hamilto-

niano polinomial desacoplado.

Considere as funções

Hes(x) =

(
1
2
α∆1 +

1
4

ã1,0∆
2
1 +

1
6

ã2,0∆
3
1

)
−

(
βΓ2 +

1
2

b̃0,1Γ
2
2

)

e

Hs(x) = −
(
β1Γ1 + 1/2a1,0Γ

2
1 + 1/3a2,0Γ

3
1

)
−

(
β2Γ2 + 1/2b0,1Γ

2
2

)
,
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com campos vetoriais hamiltonianos associados J∇Hes e J∇Hs, dados respectivamente por (1.11) e

(1.12):

ẋ1 = −αy1 − y1(ã1,0∆1 + ã2,0∆
2
1),

ẏ1 = αx1 + x1(ã1,0∆1 + ã2,0∆
2
1),

ẋ2 = βx2 + x2(b̃1,0Γ2),

ẏ2 = −βy2 − y2(b̃1,0Γ2),

(1.11)

e
ẋ1 = β1x1 + x1(ã1,0Γ1 + ã2,0Γ

2
1),

ẏ1 = −β1y1 − y1(ã1,0Γ1 + ã2,0Γ
2
1),

ẋ2 = β2x2 + x2(b̃1,0Γ2),

ẏ2 = −β2y2 − y2(b̃1,0Γ2).

(1.12)

O resultado principal é:

Teorema 1.15. (a) Suponha que X̃ = (1.9). Se a1,0b0,1 , 0, então para todo k ≥ 3, existe uma

mudança de coordenadas Ψk−2 = Id + ψk−2, uma função fk−1 = 1 + τk−1, com ψk−2 ∈ Hk−2,4 e

τk−1 ∈ Hk−1,4 de modo que

jk
(
Ψk∗ fk−1 · X̃ − J∇Hes

)
= 0.

(b) Suponha X̃ = (1.10). Se a1,0b0,1 , 0, então para todo k ≥ 3, existe uma mudança de coordenadas

Ψk−2 = Id + ψk−2, uma função fk−1 = 1 + τk−1, com ψk−2 ∈ Hk−2,4 e τk−1 ∈ Hk−1,4 tal que

jk
(
Ψk∗ fk−1 · X̃ − J∇Hs

)
= 0.

O Teorema 1.15 diz que (1.9) é formalmente orbitalmente equivalente a (1.11) e (1.10) é formal-

mente orbitalmente equivalente a (1.12).

Observação 1.16. As funções Ψk,Hk nos Teoremas 1.14 e 1.15 são diferentes, para cada caso.

1.3.2 Dimensão 6 e superiores

Considere um campo vetorial reversível X : R2n → R2n com X(0) = 0. Seja A = DX(0),

e suponha que os autovalores de A são ±p1i, . . . ,±pni, com {p1, . . . , pn} um conjunto linearmente

independente sobre os racionais.

Ao contrário do que fizemos em dimensão 4, aqui iremos considerar somente o caso elíptico.
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Uma forma normal para X é dada por

X̃ :

ẋ1 = −p1y1 − y1 f
[ j]
1 (∆1, . . . ,∆n),

ẏ1 = p1x1 + x1 f
[ j]
1 (∆1, . . . ,∆n),

...

ẋn = −pnyn − yn f
[ j]
n (∆1, . . . ,∆n),

ẏn = pnxn + xn f
[ j]
n (∆1, . . . ,∆n),

onde f
[ j]
i

é um polinômio j-homogêneo e ∆ j = x2
j + y2

j para x = (x1, y1, . . . , xn, yn) (note que f
[ j]
i

é um

polinômio de grau 2 j nas variáveis x1, y1, . . . , xn, yn).

Temos o seguinte resultado.

Teorema 1.17. Suponha que j3X̃ é hamiltoniano e genérico, isto é, seus coeficientes não satisfazem

uma certa relação algébrica. Então X é formalmente orbitalmente equivalente a um campo vetorial

hamiltoniano, ou seja, para todo k ≥ 2 existe uma mudança de coordenadas Ψk, uma reparametriza-

ção do tempo ρk e uma função Hk de modo que

jk
(
Ψk∗ρk · X̃ − J∇Hk

)
= 0.

Dado um campo vetorial Z : Rn → Rn, dizemos que Z é k-quase-desacoplado se Z − jkZ é um

campo vetorial desacoplado.

O próximo resultado é exclusivo para campos vetoriais em dimensão 6.

Teorema 1.18. Com a notação desta seção, suponha n = 3. Se j3X̃ é hamiltoniano e genérico, então

X é formalmente orbitalmente equivalente a um campo vetorial hamiltoniano 3-quase-desacoplado.

1.4 Prova do Teorema 1.14

Vamos considerar somente o caso σ(A) = σ3(A). O caso σ(A) = σ2(A) é análogo. O 3-jato de X̃

é dado por

ẋ1 = β1x1 + x1(a1,0Γ1 + a0,1Γ2),

ẏ1 = −β1y1 − y1(a1,0Γ1 + a0,1Γ2),

ẋ2 = β2x2 + x2(b1,0Γ1 + b0,1Γ2),

ẏ2 = −β2y2 − y2(b1,0Γ1 + b0,1Γ2),

(1.13)

onde Γ j = x jy j, para j = 1, 2.

13



O sistema (1.13) é hamiltoniano se, e só se,

b1,0 = a1,0. (1.14)

Lembre que estamos supondo b1,0a0,1 , 0.

Iremos considerar b1,0a0,1 > 0; o caso negativo é similar. A condição (1.14) pode ser obtida com

uma reescala linear das variáveis. Defina x1 = cx̃1, y1 = cỹ1, x2 = dx̃2 e y2 = dỹ2. O sistema (1.13)

nestas coordenadas é dado por

ẋ1 = β1x1 + x1(c2a1,0Γ1 + d2a0,1Γ2),

ẏ1 = −β1y1 − y1(c2a1,0Γ1 + d2a0,1Γ2),

ẋ2 = β2x2 + x2(c2b1,0Γ1 + d2b0,1Γ2),

ẏ2 = −β2y2 − y2(c2b1,0Γ1 + d2b0,1Γ2).

(1.15)

Tomando d =

√
b1,0

a0,1
e c = 1, a condição (1.14) se verifica.

O 5-jato de X̃, após esta mudança de coordenadas, é dado por

ẋ1 = β1x1 + x1(a1,0Γ1 + a0,1Γ2) + x1(a2,0Γ
2
1 + a1,1Γ1Γ2 + a0,2Γ

2
2),

ẏ1 = −β1y1 − y1(a1,0Γ1 + a0,1Γ2) − y1(a2,0Γ
2
1 + a1,1Γ1Γ2 + a0,2Γ

2
2),

ẋ2 = β2x2 + x2(a0,1Γ1 + b0,1Γ2) + x2(b2,0Γ
2
1 + b1,1Γ1Γ2 + b0,2Γ

2
2),

ẏ2 = −β2y2 − y2(a0,1Γ1 + b0,1Γ2) − y2(b2,0Γ
2
1 + b1,1Γ1Γ2 + b0,2Γ

2
2),

(1.16)

onde os coeficientes ai, j, bi, j podem não ser os mesmos de (1.10). Continuaremos denotando este

campo por X̃.

O sistema (1.16) é hamiltoniano se, e só se, a1,1 = −2b2,0 e a0,2 = − 1
2b1,1. Procuramos por

Ψ3(x) = Id + ψ3(x), onde ψ3 é escrito em termos de (Γ1,Γ2) como

ψ3(x) =



x1(µ1,0Γ1 + µ0,1Γ2)

x2(µ1,0Γ1 + µ0,1Γ2)

x2(δ1,0Γ1 + δ0,1Γ2)

y2(δ1,0Γ1 + δ0,1Γ2)



e

H6(x) = −β1Γ1 − β2Γ2 − a0,1Γ1Γ2 −
a1,0

2
Γ2

1 −
b0,1

2
Γ2

2

+ h3,0Γ
3
1 + h2,1Γ

2
1Γ2 + h1,2Γ1Γ

2
2 + h0,3Γ

3
2.
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Nosso objetivo é resolver

j5(Ψ3∗X̃ − J∇H6) = 0.

Isto é equivalente a resolver o seguinte sistema linear nas variáveis µi, j, δi, j e hi, j:

2a1,0µ1,0 − 3h3,0 = a2,0,

2b0,1δ0,1 − 3h0,3 = b0,2,

2a0,1µ1,0 − h2,1 = b2,0,

2a0,1δ0,1 − h1,2 = a0,2,

2b0,1δ1,0 + 2a0,1µ0,1 − 2h1,2 = b1,1,

2a0,1δ1,0 + 2a1,0µ0,1 − 2h2,1 = a1,1.

É fácil obter uma solução para este sistema. Por exemplo, é possível tomar

µ0,1 =
1
2

b1,1 − 2a0,2

a0,1
, µ1,0 =

1
4

2a0,1b2,0 − a0,1a1,1 + a1,0b1,1 − 2a1,0a0,2

a2
0,1

δ0,1 = 0, δ1,0 = 0.

Após esta mudança de coordenadas, X̃ é hamiltoniano até ordem 5.

Agora iremos normalizar um jato arbitrário. Suponha que X̃ é hamiltoniano até ordem 2k−1 com

respeito a H2k. Procuramos por Ψ2k−1(x) = Id + ψ2k−1(x), onde ψ2k−1 é escrito em termos de (Γ1,Γ2)

como

ψ2k−1(x) =



x1
∑

i+ j=k−1 µi, jΓ
i
1Γ

i
2

x2
∑

i+ j=k−1 µi, jΓ
i
1Γ

i
2

0

0



e
H2k+2(x) = H2k(x) +

∑
i+ j=k+1 hi, jΓ

i
1Γ

j

2.

Nosso objetivo é resolver

j2k+1(Ψ2k−1∗X̃ − J∇H2k+2) = 0.

Isto é equivalente a resolver

ai, j = 2a0,1δi, j−1 − (i + 1)hi+1, j + 2a1,0µi−1, j,

bi, j = 2b0,1δi, j−1 − ( j + 1)hi, j+1 + 2a0,1µi−1, j,
(1.17)

para i + j = k (assuma µi, j = δi, j = 0 para i, j < {0, . . . , k}). Este sistema é triangular, portanto pode

ser resolvido (lembramos que b1,0a0,1 , 0).

Isto conclui a prova do Teorema 1.14.
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1.5 Prova do Teorema 1.15

Iremos agora nos focar no Teorema 1.15-(b). A prova do Teorema 1.15-(a) é similar. Lembramos

o 3-jato de X̃:

ẋ1 = β1x1 + x1(a1,0Γ1 + a0,1Γ2),

ẏ1 = −β1y1 − y1(a1,0Γ1 + a0,1Γ2),

ẋ2 = β2x2 + x2(b1,0Γ1 + b0,1Γ2),

ẏ2 = −β2y2 − y2(b1,0Γ1 + b0,1Γ2).

(1.18)

Primeiro multiplicamos X̃ por f2(x) = 1 − b1,0

β2
Γ1 −

a0,1

β1
Γ2, de forma que j3

(
f2 · X̃

)
se escreve

como
ẋ1 = β1x1 + x1(a1,0Γ1),

ẏ1 = −β1y1 − y1(a1,0Γ1),

ẋ2 = β2x2 + x2(b0,1Γ2),

ẏ2 = −β2y2 − y2(b0,1Γ2).

(1.19)

O sistema (1.19) é hamiltoniano com respeito a

H4(x) = −
(
β1Γ1 +

1
2

ã1,0Γ
2
1

)
−

(
β2Γ2 +

1
2

b̃0,1Γ
2
2

)
.

Vamos continuar denotando f2 · X̃ por X̃. O 5-jato de X̃ se escreve como

ẋ1 = β1x1 + x1(a1,0Γ1 + a2,0Γ
2
1 + a1,1Γ1Γ2 + a0,2Γ

2
2),

ẏ1 = −β1y1 − y1(a1,0Γ1 + a2,0Γ
2
1 + a1,1Γ1Γ2 + a0,2Γ

2
2),

ẋ2 = β2x2 + x2(b0,1Γ2 + b2,0Γ
2
1 + b1,1Γ1Γ2 + b0,2Γ

2
2),

ẏ2 = −β2y2 − y2(b0,1Γ2 + b2,0Γ
2
1 + b1,1Γ1Γ2 + b0,2Γ

2
2).

(1.20)

Procuramos Ψ3(x) = Id + ψ3(x), onde ψ3 é escrito em termos de (Γ1,Γ2) como

ψ3(x) =



x1(µ1,0Γ1 + µ0,1Γ2)

y1(µ1,0Γ1 + µ0,1Γ2)

x2(δ1,0Γ1 + δ0,1Γ2)

y2(δ1,0Γ1 + δ0,1Γ2)



e

f4(x) = 1 + ρ2,0Γ
2
1 + ρ1,1Γ1Γ2 + ρ0,2Γ

2
2.
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Nosso objetivo é resolver

j5(Ψ3∗X̃ − J∇Hs) = 0.

Isto é equivalente a resolver o seguinte sistema linear:

ρ0,2β1 = −a0,2,

ρ2,0β2 = −b2,0,

2a1,0c0,1 − ρ1,1β1 = a1,1,

2d0,1b0,1 − ρ0,2β2 = b0,2,

2d1,0b0,1 − ρ1,1β2 = b1,1,

ρ2,0β1 − 2a1,0c1,0 + 3h3,0 = −a2,0.

Este sistema é triangular, logo pode ser resolvido facilmente. Desta forma, obtemos a equivalên-

cia orbital entre os 5-jatos de X̃ e J∇Hs.

Nosso objetivo é mostrar que todos os termos de ordem superior podem ser eliminados de X̃,

usando mudanças de coordenadas e reparametrizações do tempo.

Vamos normalizar um jato arbitrário. Suponha que o 2k − 1-jato de X̃ está normalizado, de

modo que ele é igual a J∇Hs. Procuramos por uma mudança de coordenadas da forma Ψ2k−1(x) =

Id + ψ2k−1(x), onde ψ2k−1 é escrito em termos de (Γ1,Γ2) como

ψ2k−1(x) =



x1
∑

i+ j=k−1 µi, jΓ
i
1Γ

i
2

y1
∑

i+ j=k−1 µi, jΓ
i
1Γ

i
2

x2
∑

i+ j=k−1 δi, jΓ
i
1Γ

i
2

y2
∑

i+ j=k−1 δi, jΓ
i
1Γ

i
2



e
f2k(x) = 1 +

∑
i+ j=k ρi, jΓ

i
1Γ

j

2.

Nosso objetivo é resolver

j2k+1(Ψ2k−1∗( f2k · X̃) − J∇Hs) = 0.

Isto é equivalente a resolver o seguinte sistema:

2b0,1δi, j − β2ρi, j+1 = bi, j+1,

2a1,0µi, j − β1ρi+1, j = ai+1, j,

β1ρ0,k = −a0,k,

β2ρk,0 = −b0,k,

(1.21)

para i + j = k. Se a1,0b0,1 , 0, o sistema (1.21) tem solução, já que é triangular. Isto conclui a prova

do Teorema 1.15.
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1.6 Provas dos Teoremas 1.17 e 1.18

Seja X ∈ Ωϕ0 e X̃ uma forma normal para X, ao redor da origem. Assim X̃ se escreve como

X̃(x) = Ax+ f3(x)+ f5(x)+ . . ., onde cada fk é uma aplicação polinomial k-homogênea (os termos de

ordem par na expansão em série de Taylor de X̃ são nulos).

As hipóteses de não-ressonancia da singularidade 0 garantem que

f2 j+1(x) =



−y1 f
[ j]
1 (∆1, . . . ,∆n)

x1 f
[ j]
1 (∆1, . . . ,∆n)

...

−yn f
[ j]
n (∆1, . . . ,∆n)

xn f
[ j]
n (∆1, . . . ,∆n)



onde f
[ j]
i

é um polinômio j-homogêneo e ∆ j = x2
j + y2

j para x = (x1, y1, . . . , xn, yn) (note que f
[ j]
i

é um

polinômio de grau 2 j em x1, y1, . . . , xn, yn).

Nosso objetivo é levar X̃ a um campo vetorial hamiltoniano Y . Escreva Y(x) = Ax + g3(x) +

g5(x) + . . ., onde gk = J∇Hk+1 para uma certa função polinomial k + 1-homogênea Hk+1 : R2n → R.

Para k ≥ 1, considere uma mudança de coordenadas da forma Ψ2k+1 = Id + ψ2k+1 com ψ2k+1 uma

aplicação polinomial (2k + 1)-homogênea e uma reparametrização do tempo ρ2k+2 = 1 + θ2k+2, para

uma certa função polinomial 2k + 2-homogênea θ2k+2.

Se

j2k+3
(
Ψ2k+1∗(ρ2k+2 · X̃) − Y

)
= 0 (1.22)

vale para todo k, então X̃ é formalmente orbitalmente equivalente a Y . Como X é formalmente

conjugado a X̃, segue que X é formalmente orbitalmente equivalente a Y .

Vamos considerar ψ2k+1 da forma

ψ2k+1 =



x1σ
[k]
1 (∆1, . . . ,∆n)

y1σ
[k]
1 (∆1, . . . ,∆n)

...

xnσ
[k]
n (∆1, . . . ,∆n)

ynσ
[k]
n (∆1, . . . ,∆n)



com σ
[k]
j

um polinômio k-homogêneo..
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Suponha que (1.22) se verifique para todo k′ < k. Para k′ = k, a equação (1.22) é equivalente ao

sistema

f2k+3 − g2k+3 + Ax · θ2k+2 = 2 f Σ3 , (1.23)

onde f Σ3 = f3(σ1∆1, . . . , σn∆n) e σ j = σ j(∆1, . . . ,∆n).

Portanto, para provar o Teorema A é suficiente mostrar que, sob certa condição genérica, a equa-

ção (1.23) tem uma solução com respeito a g2k+3, θ2k+2 e f Σ3 , para todo k ≥ 1. A hipótese é de que o

primeiro caso é verdade, isto é, j3X̃ é assumido hamiltoniano.

Devemos resolver a equação (1.23), isto é, f2k+3 − g2k+3 + Ax · θ2k+2 = 2 f Σ3 .

É fácil descrever todos os termos desta soma, exceto o lado direito, f Σ3 = f3(σ1∆1, . . . , σn∆n).

A equação (1.23) é equivalente a um sistema linear nos coeficientes de g2k+3, θ2k+2 e Σ = (σ1, . . . , σn).

Considere

f
[k]
2 j−1 = −y j

∑
|I|=k+1 a

[k]
j,I
∆

i1
1 · . . . · ∆

in
n , j = 1, . . . , n,

f
[k]
2 j
= x j

∑
|I|=k+1 a

[k]
j,I
∆

i1
1 · . . . · ∆

in
n , j = 1, . . . , n,

θ2k+2(x) = 1 +
∑
|I|=k+1 θI∆

i1
1 · . . . · ∆

in
n ,

g2k+3 = J∇H2k+4, where H2k+4(x) =
∑
|I|=k+2 hI∆

i1
1 · . . . · ∆

in
n e

σ
[k]
j

(x) =
∑
|I|=k µ j,I∆

i1
1 · . . . · ∆

in
n .

Assim, a equaçãoSo (1.23) é equivalente ao seguinte sistema linear:

a j,I = −α jθI (from Ax · θ2k+2)

+ 2(i j + 1)hi1,...,i j−1,i j+1,i j+1,...,in (from g2k+3)

+
∑n

l=1 a
[1]
j,er
· µl,i1,...,i j−1,i j−1,i j+1,...,in (from f Σ3 ),

(1.24)

para j = 1, . . . , n, onde er = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0) tem 1 na posição r e 0 caso contrário. Na última

soma, consideramos µ j,i1,...,i j−1,i j−1,i j+1,...,in = 0 se i j − 1 < 0, e a
[1]
j,er

são os coeficientes de f3. Note que a

relação a
[1]
j,er
= a

[1]
r,e j

se verifica entre estes coeficientes, já que j3X̃ é hamiltoniano.

Defina F = ∏n
j=1

∏n
r=1 a

[1]
j,er

e suponha que F , 0. Esta é a condição genérica para que o sistema

(1.24) tenha solução (uma espécie de não-nulidade da diagonal). Com esta hipótese, o sistema (1.24)

tem solução. Isto conclui a prova do Teorema A.

Para provar o Teorema 1.18, basta alterar a equação (1.23) e considerar h j,I = 0 para I , (k+2)er,

j, r = 1, . . . , 6. Como a condição F , 0 não é afetada por esta alteração, o novo sistema ainda tem

solução.
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1.7 Conclusões

Seja ϕ : R2n → R2n uma involução que fixa a origem com dim Fix(ϕ) = n. Lembramos que se X ∈
Ω(2n, 0,∅, ϕ) então X : R2n → R2n é um campo vetorial suave e ϕ-reversível, com 0 um equilíbrio

elíptico não-ressonante para X, isto é, X(0) = 0 e os autovalores de DX(0) são ±p1i, . . . ,±pni, com

p j > 0 e {p1, . . . , pn} um conjunto linearmente independente sobre os racionais.

No Teorema 1.17, mostramos que todo campo vetorial X ∈ Ω(2n, 0,∅, ϕ) com j3X̃ hamiltoniano,

onde X̃ é uma forma normal para X, é formalmente orbitalmente equivalente a um campo vetorial

hamiltoniano.

O próximo passo é estudar os casos ressonantes. Em dimensão 4, alguns casos ressonantes são

estudados em [23]. Baseado nos resultados de [35], um bom ponto de partida para lidar com os casos

ressonantes é considerar campos vetoriais reversíveis-equivariantes.

Seja G = 〈ϕ, ψ〉 um grupo finito de difeomorfismos, com ϕ(0) = ψ(0) = 0, ϕ2 = ψ2 = Id.

Considere {G1, . . . ,Gr} a linearização de G. Seja X : R2n → R2n um campo vetorial G j-reversível-

equivariante para algum j = 1, . . . , r, com X(0) = 0, tal que 0 é uma singularidade simples e p1 : . . . :

ps-ressonante.

Acreditamos ser possível provar o seguinte resultado.

Conjectura 1: Suponha que p1, . . . , ps satisfaçam alguma relação diofantina. Então existe r0 ≤ r

tal que para todo j ∈ {1, . . . , r0}, se X é G j-reversível-equivariante e j3X̃ é hamiltoniano, então X é

genericamente formalmente orbitalmente equivalente a um campo vetorial hamiltoniano.

Outro avanço possível no Teorema 1.17 é entender como passar de equivalência orbital para

conjugação, mesmo com mais hipóteses sobre os jatos de ordem baixa de X̃.

Além disto, baseado no que foi feito em dimensão 4 neste capítulo e no artigo [23], seria inte-

ressante obter condições para a equivalência orbital formal a campos hamiltonianos polinomiais, ou

mesmo a campos vetoriais quase-desacoplados.
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CAPÍTULO 2

CONJUNTOS MINIMAIS EM

PERTURBAÇÕES DE CAMPOS

VETORIAIS REVERSÍVEIS

Neste capítulo desenvolvemos um programa para estudar bifurcação de famílias de órbitas perió-

dicas em sistemas dinâmicos reversíveis. A teoria necessária neste capítulo se encontra em [8, 13,

19, 20, 41, 26]. Os resultados deste capítulo estão contidos em [24].

2.1 Introdução e resultados principais

Um dos principais objetivos da teoria qualitativa das equações diferenciais é estudar a persistência

ou bifurcação de conjuntos minimais invariantes para uma dada equação diferencial, quando sujeita

a pequenas perturbações.

Neste capítulo consideramos campos vetoriais reversíveis sujeitos a perturbações não-reversíveis.

Denotaremos por N o conjunto dos inteiros positivos e R o conjunto dos números reais. Lembra-

mos que um sistema de equações diferenciais

dx
dt
= ẋ = f (x), x ∈ R4, (2.1)
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é dito ser ϕ-reversível se existe uma involução suave ϕ : R4 → R4, com dim(Fix(ϕ)) = 2, tal que

Dϕ(x) f (x) = − f (ϕ(x)).

Claramente, se x(t) é uma solução do sistema (2.1), então ϕ(x(−t)) também é uma solução de

(2.1). Uma solução x(t) de (2.1) é dita ser simétrica se x(t) = ϕ(x(−t)).

Note que uma solução é simétrica se ela intercepta Fix(ϕ) em pelo menos um ponto. Além disto,

se x(t) intercepta Fix(ϕ) em mais que um ponto, então x(t) é uma órbita periódica simétrica.

Vamos nos focar em pequenas perturbações do sistema (2.1), com x = (x, y, z,w), da forma

ẋ = −py − y
(
a(x2 + y2) + b(z2 + w2)

)
+ . . . ,

ẏ = px + x
(
a(x2 + y2) + b(z2 + w2)

)
+ . . . ,

ż = −qw − w
(
c(x2 + y2) + d(z2 + w2)

)
+ . . . ,

ẇ = qz + z
(
c(x2 + y2) + d(z2 + w2)

)
+ . . . ,

(2.2)

para a, b, c, d ∈ R e p, q ∈ N com (p, q) = 1, onde . . . representam os termos de ordem superior.

O sistema (2.2) é uma forma normal até ordem 3 para campos vetoriais reversíveis, ao redor de

um equilíbrio elíptico p : q-ressonante, com p + q ≥ 5, ou não-ressonante, em R4. Estes termos

genericamente não pode ser eliminados de (2.2) por meio de mudanças de coordenadas.

Dado um campo vetorial X em numa variedade M, com fluxo φt, um conjunto Ω ⊂ M é dito ser

invariante para X se φt(Ω) ⊂ Ω para todo t ∈ R. Casos importantes são quando Ω = {p}, p ∈ M e

quando Ω é homeomorfo a S 1. Neste capítulo consideramos os casos em que Ω é homeomorfo a um

toro ou à união de cilindros.

Conjuntos minimais invariantes, tais como órbitas periódicas e toros invariantes, genericamente

aparecem em famílias a 1 parâmetro em campos vetoriais reversíveis. Basicamente, isto se deve à

simetria do sistema com respeito ao conjunto Fix(ϕ) (mais detalhes, veja [29]).

Uma das principais ferramentas para estudar a existência de conjuntos invariantes minimais para

sistemas reversíveis é o método de Lyapunov-Schmidt. Para uma descrição deste método, veja [22].

Este método foi empregado, por exemplo em [15], [26] e [43] para estudar a existência de órbitas

periódicas e toros invariantes para sistemas reversíveis em dimensões 4 e 6. Em [22] o método de

Lyapunov-Schmidt foi utilizado para estudar a persistência de famílias de órbitas periódicas em uma

deformação versal linear de uma família de campos vetoriais reversíveis.

Neste capítulo iniciamos um programa para estudar bifurcações de famílias a 1-parâmetro de

órbitas periódicas e toros invariantes em sistemas reversíveis, considerando perturbações polinomiais.
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Este programa consiste em considerar a equação diferencial reversível (2.1) com f (0) = 0 e

A = f ′(0) invertível. Passando este sistema para forma normal até ordem k, podemos escrevê-lo

como

ẏ = Ay + fk(y) + o(|y|k+1), (2.3)

com fk dependendo dos termos de graus menores ou iguais a k da expansão de Taylorde f numa

vizinhança da origem. A existência de famílias a 1-parâmetro de órbitas periódicas simétricas para

o sistema (2.1) com f (0) = 0 and A = f ′(0) pode ser estudada applicando o método de Lyapunov-

Schmidt à equação (2.3). Os casos que trataremos aqui admitem tais familias, genericamente.

Uma vez obtida a existência de famílias a 1-parâmetro de órbitas periódicas, consideramos um

sistema auxiliar da forma

ẏ = Ay + ε fk(y), (2.4)

e sua versão perturbada

ẏ = Ay + ε fk(y) + εPm(y), (2.5)

onde Pm é um campo vetorial polinomiale ε é um pequeno parâmetro, considerado em (2.4) e (2.5)

por razões técnicas. Finalmente, estudamos a existência de conjuntos minimais para o sistema per-

turbado (2.5). Esta análise é feita usando o algoritmo apresentado na Seção 2.2.1.

Apesar de nos restringirmos a um caso particular de sistemas reversíveis, enfatizamos que o

método apresentado é aplicável a muitas outras classes de sistemas. De fato, o resultado que apre-

sentamos faz parte de um programa geral, que visa entender profundamente a dinâmica de campos

vetoriais próximos a campos reversíveis. O (sub-)programa que apresentamos aqui nos permite discu-

tir como são certos conjuntos minimais, e sua persistência e/ou bifurcação quando sujeito a pequenas

perturbações.

Nossos resultados principais são os seguintes:

Teorema 2.1. Considere um sistema diferencial reversível como (2.2), com p, q ∈ N, p e q primos

entre si. Assuma que uma das seguintes condições é satisfeita:

(i) a > 0; (ii) d > 0; (iii)
pd − qb

ad − bc
> 0 e

pc − qa

ad − bc
< 0.

Então existe uma família, parametrizada por σ, de soluções simétricas
2π

1 + σ
-periódicas do sistema

(2.2), com σ ∈ (0, σ0) para σ0 > 0 pequeno.

O Teorema 2.1 será provado na Seção 2.3.
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Observação 2.2. Da prova do Teorema 2.1 ficará claro que se duas (resp. três) das condições (i),

(ii), (iii) são satisfeitas, então existem duas (resp. três) famílias de soluções periódicas e simétricas

para o sistema (2.2).

Considere agora o sistema de equações diferenciais

ẋ = −py − εy
(
a(x2 + y2) + b(z2 + w2)

)
+ ε f1(x, y, z,w),

ẏ = px + εx
(
a(x2 + y2) + b(z2 + w2)

)
+ ε f2(x, y, z,w),

ż = −qw − εw
(
c(x2 + y2) + d(z2 + w2)

)
+ ε f3(x, y, z,w),

ẇ = qz + εz
(
c(x2 + y2) + d(z2 + w2)

)
+ ε f4(x, y, z,w),

(2.6)

onde ε ∈ (−ε0, ε0) é um pequeno parâmetro, a, b, c, d ∈ R, p, q ∈ N, p e q primos entre si e f1, f2, f3, f4

são polinômios arbitrários de grau 3. O sistema não-perturbado, (2.6) com ε = 0, é um centro linear

em R4, cujas órbitas periódicas estão em ressonância p : q.

Teorema 2.3. Para ε , 0 pequeno, o sistema perturbado (2.6) pode ter um, dois ou três toros inva-

riantes, folheados por órbitas periódicas, de modo que, quando ε → 0, dois deles (caso existam) se

tornem óritas periódicas de (2.6) com ε = 0, e o terceiro toro (se existir) persiste como toro invari-

ante do sistema (2.6) com ε = 0. Além disto, apresentamos condições explíticas nos coeficientes do

sistema (2.6) para a existência de um, dois ou três toros invariantes.

Este capítulo está organizado da seguinte forma. Na Seção 2.2 nós apresentamos alguns resul-

tados básicos sobre campos vetoriais reversíveis, Teoria da Média, Formas Normais e o método de

Lyapunov-Schmidt. Na Seção 2.3 provamos o Teorema 2.1, e na Seção 2.4 provamos o Teorema 2.3.

2.2 Preliminares

2.2.1 Resultados básicos sobre a Teoria da Média

Neste subseção apresentamos alguns resultados básicos sobre a Teoria da Média. Estes resultados

serão úteis neste e nos demais capítulos.

Considere o sistema de equações diferenciais

ẋ(t) = εF(t, x(t)) + ε2R(t, x(t), ε), (2.7)

onde x ∈ D ⊂ Rn, D é um domínio limitado e t ≥ 0. Suponha ainda que F(t, x) e R(t, x, ε) são

T–periódicas em t.
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O sistema promediado associado ao sistema (2.7) é definido por

ẏ(t) = ε f (y(t)), (2.8)

onde

f (y) =
1
T

∫ T

0
F(s, y)ds. (2.9)

O próximo teorema apresenta condições para que as singularidades do sistema (2.8) estejam

relacionadas com soluções T–periódicas do sistema (2.7). Para uma demonstração deste resultado,

veja o Teorema 2.6.1 de [40], os Teoremas 11.5 e 11.6 de [45], ou o Teorema 4.1.1 de [20].

Teorema 2.4. Considere o sistema de equações diferenciais (2.7) e assuma que as funções F, R,

DxF1, D2
xF1 e DxR são continuas e limitadas por uma constante M (independente de ε) no intervalo

[0,∞) × D com −ε0 < ε < ε0. Além disto, suponha que F e R são T–periodicas em t, com T

independente de ε.

(a) Se a ∈ D é um ponto singular do sistema promediado (2.8) tal que det(Dx f (a)) , 0 então,

para |ε| > 0 pequeno, existe uma solução T–periodica xε(t) do sistema (2.7) tal que xε(0)→ a

quando ε→ 0.

(b) Se o ponto singular a do sistema promediado (2.8) é hiperbólico, então a solução periódica

correspondente xε(t) do sistema (2.7) é única, hiperbólica e de mesma estabilidade que a.

Observamos que o Método da Média procura soluções periódicas isoladas. Portanto, não é es-

perado que ele possa ser aplicado a sistema reversíveis para procurar órbitas periódicas simétricas,

visto que tais órbitas nunca são isoladas.

O algoritmo descrito em [26], baseado no Teorema 2.4, permite procurar cilindros e toros invari-

antes, folheados por órbitas periódicas. Passamos a descrever tal algoritmo.

Considere o sistema de equações diferenciais

ẋ = Ax + εF(x), (2.10)

com

A =



0 −N 0 0

N 0 0 0

0 0 0 −1

0 0 1 0


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onde N ∈ Q \ {1}. Let F = (F1, F2, F3, F4).

Usando a mudança de variáveis x = (x, y, z,w) para (r, θ,R, φ), onde

x = r cos θ, y = r sin θ, z = R cos

(
θ +

1 − N

N
φ

)
, w = R sin

(
θ +

1 − N

N
φ

)
,

o sistema (2.10) se transforma no sistema

ṙ = εG1(r, θ,R, φ),

θ̇ = N + εG2(r, θ,R, φ),

Ṙ = εG3(r, θ,R, φ),

φ̇ = N + εG4(r, θ,R, φ),

(2.11)

onde

G1 = cos θF1(r, θ,R, φ) + sin θF2(r, θ,R, φ),

G2 =
1
r

[
cos θF2(r, θ,R, φ) − sin θF1(r, θ,R, φ)

]
,

G3 = cos

(
θ +

1 − N

N
φ

)
F3(r, θ,R, φ) + sin

(
θ +

1 − N

N
φ

)
F4(r, θ,R, φ),

G4 =
N

1 − N

[
1
r

(
cos

(
θ +

1 − N

N
φ

)
F4(r, θ,R, φ)−

sin

(
θ +

1 − N

N
φ

)
F3(r, θ,R, φ)

)
−

1
r

(sin θF1(r, θ,R, φ) − cos θF2(r, θ,R, φ))

]
,

com Fk(r, θ,R, φ) = Fk

(
r cos θ, r sin θ,R cos

(
θ +

1 − N

N
φ

)
,R sin

(
θ +

1 − N

N
φ

))
.

Tomando θ como o tempo no sistema (2.11), obtemos

dr

dθ
=

ε

N
G1(r, θ,R, φ) + O(ε2),

dR

dθ
=

ε

N
G3(r, θ,R, φ) + O(ε2),

dφ

dθ
= 1 +

ε

N

(
G4 −G2

)
(r, θ,R, φ) + O(ε2),

(2.12)

Da última equação, segue que qualquer solução (r(θ),R(θ), φ(θ)) deste sistema será da forma

φ(θ) = θ + φ0 + ε · η(ε, r,R, φ0, θ), onde η é uma função sem parte linear ou constante. Substituindo
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esta expressão de φ(θ) no sistema (2.12), ele se reduz ao sistema Xθ
φ0

, dado por

dr

dθ
=

ε

N
G1(r, θ,R, θ + φ0) + O(ε2),

dR

dθ
=

ε

N
G3(r, θ,R, θ + φ0) + O(ε2),

(2.13)

com φ0 ∈ S1.

Agora estudamos as órbitas periódicas do sistema (2.13) usando o Teorema 2.4. Calculando o

sistema promediado do sistema (2.13), obtemos o campo vetorial Xφ0 , dado por

dr

dθ
=

ε

N
g1(r,R, φ0),

dR

dθ
=

ε

N
g3(r,R, φ0),

(2.14)

onde gk(r,R, φ0) =
1

2πp

∫ 2πp

0
Gk(r, θ,R, θ + φ0) para k = 1, 3 com N = p/q, p e q primos entre si.

Seja φ0 ∈ S1 tal que Xφ0 (o sistema (2.14)) tem um ponto singular simples (r(φ0),R(φ0)), ou seja,

um ponto singular com

det

(
∂(g1, g3)
∂(r,R)

∣∣∣∣∣
r=r(φ0),R=R(φ0)

)
, 0. (2.15)

Para cada φ0 ∈ S1, aplicamos o Teorema 2.4 ao sistema (2.14), deduzindo que para ε , 0 pequeno,

o sistema (2.13) tem uma única órbita periódica tal que

(
r
(
0; (r(φ0),R(φ0))

)
,R

(
0; (r(φ0),R(φ0))

))→ (r(φ0),R(φ0)) when ε→ 0.

Agora seja I ⊂ S1 conexo de modo que para todo φ0 ∈ I ⊂ S 1, o sistema promediado (2.14)

tem um ponto singular (r(φ0),R(φ0)) satisfazendo a condição (2.15). Voltando para o sistema (2.13),

obtemos que este sistema, para todo ε , 0 pequeno, tem uma família contínua de órbitas periódicas,

parametrizada por φ0, isto é, o sistema (2.12) (e, consequentemente, os sistemas (2.11) e (2.10)) têm

um cilindro invariante folheado por órbitas periódicas. SeI = S1, então o sistema (2.12) (logo os

sistemas (2.11) e (2.10)) têm um toro invariante folheado por órbitas periódicas.

2.2.2 Formas normais para campos vetoriais reversíveis

Apresentamos agora alguns resultados clássicos da teorma de formas normais, com ênfase no

caso reversível. Para mais detalhes, veja [15] e [22].
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O próximo lema nos dá a relação entre campos vetoriais reversíveis ao redor de um ponto de

equilíbrio elíptico e o sistema (2.2).

Lema 2.5. Seja

ẋ = f (x), x ∈ R4, (2.16)

um campo vetorial reversível com f (0) = 0, de modo que os autovalores de f ′(0) são ±pi,±qi,

p < q, p, q ∈ N primos entre si e (p, q) < {(1, 2), (1, 3)}. Então existe uma mudança de coordenadas

x = y + . . . que transforma o sistema (2.16) no sistema (2.2) até ordem 3.

Demonstração. Sem perda de generalidade, podemos assumir que f (x) = Ax + f2(x) + f3(x) + . . .,

onde A se escreve na forma de Jordan como

A =



0 −p 0 0

p 0 0 0

0 0 0 −q

0 0 q 0



e cada fk, k = 2, 3 é polinomial homogênea de grau k.

O primeiro passo consiste em eliminar f2, já que o sistema (2.2) não possui termos quadráticos.

Com este objetivo, propomos uma mudança de coordenadas da forma x = y + h2(y), onde h2 é

polinomial homogêneo de grau 2, a ser determinado. Esta mudança de coordenadas transforma o

sistema (2.16) no sistema

ẏ = Ay + Ah2(y) − h′2(y)Ay + f2(y) + f̃3(y) + . . . , (2.17)

onde f̃3 depende de f2, f3 e h2.

Para eliminar os termos quadráticos de (2.17), precisamos escolher h2 de modo que

h′2(y)Ay − Ah2(y) = f2(y). (2.18)

Escreva f2 = ( f 1
2 , f 2

2 , f 3
2 , f 4

2 ), onde

f
j

2 (x, y, z,w) =
∑

i1+i2+i3+i4=2

a j,i1,i2,i3,i4 xi1yi2zi3wi4 ,

e h2 = (h1
2, h

2
2, h

3
2, h

4
2) onde

h
j

2(x, y, z,w) =
∑

i1+i2+i3+i4=2

b j,i1,i2,i3,i4 xi1yi2zi3wi4 .
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Assim a equação (2.18) é equivalente a um sistema linear com 40 equações e 40 variáveis (os

coeficientes de b j,i1,i2,i3,i4). O determinante da matriz dos coeficientes de tal sistema é

∆2 = 81p12q12 (q + 2p)4 (−q + 2p)4 (2q + p)4 (−2q + p)4 .

Ou seja, se p, q , 0, p , ±2q e q , ±2p o sistema linear tem uma solução única. Logo, a equação

(2.18) tem uma única solução h2, que pode ser utilizado para eliminar os termos quadráticos em (2.2).

Após a mudança de coordenadas que elimina os termos quadráticos, o sistema (2.17) pode ser

reescrito como

ẋ = Ax + f̃3(x) + . . .

onde f̃3 depende de f2, f3 e h2.

Agora procuramos uma mudança de coordenadas da forma x = y+h3(y), onde h3 é uma aplicação

polinomial homogênea de grau 3 a ser determinada.

A última equação pode ser escrita como

ẏ = Ay + Ah3(y) − h′3(y)Ay + f̃3(y) + . . . (2.19)

Procuramos h3 de modo que Ah3(y) − h′3(y)Ay + f̃3(y) seja igual aos termos cúbicos em (2.2).

Ponha f3 = ( f 1
3 , f 2

3 , f 3
3 , f 4

3 ), onde

f
j

3 (x, y, z,w) =
∑

i1+i2+i3+i4=3

c j,i1,i2,i3,i4 xi1yi2zi3wi4 ,

e h3 = (h1
3, h

2
3, h

3
3, h

4
3), onde

h
j

3(x, y, z,w) =
∑

i1+i2+i3+i4=3

d j,i1,i2,i3,i4 xi1yi2zi3wi4 .

Como (2.2) é reversível, f̃3 também é (veja [19]). Para determinar h3, precisamos resolver um

sistema linear com 80 equações e 84 variáveis (os coeficientes d j,i1,i2,i3,i4 , a, b, c and d). Tal sistema

pode ser resolvido se, e só se,

∆3 = (p − q)(p + q)(3p + q)(3p − q) , 0,

ou seja, se q , ±p e q , ±3p.
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Observamos que os coeficientes a, b, c e d de (2.2) são dados por

a =
1
8

(−3c1,0,3,0,0 − c1,2,1,0,0 + c2,1,2,0,0 + 3c2,3,0,0,0),

b =
1
4

(−c1,0,1,2,0 + c2,1,0,2,0 − c1,0,1,0,2 + c2,1,0,0,2),

c =
1
4

(−c3,2,0,0,1 − c3,0,2,0,1 + c4,0,2,1,0 + c4,2,0,1,0),

d =
1
8

(−3c3,0,0,0,3 + c4,0,0,1,2 − c3,0,0,2,1 + 3c4,0,0,3,0).

Isto conclui a prova do lema. �

O sistema (2.2) é uma forma normal (de Poincaré-Dulac ou Belitskii) para (2.16). A teoria das

formas normais é muito mais completa que este caso especial. Um bom texto sobre o assunto pode

ser encontrado em [8].

2.2.3 Famílias a 1-parâmetro de órbitas periódicas

Nesta seção apresentamos brevemente o método de Lyapunov-Schmidt. Uma exposição mais

detalhada pode ser encontrada em [43].

Seja f : Rn → Rn uma função suave com f (0) = 0 e suponha que todos os autovalores da

matriz f ′(0) são números imaginários puros não-nulos. Suponha ainda que tal matriz seja diagona-

lizável (uma hipótese simplificadora, mas não essencial). Estamos interessados em encontrar órbitas

periódicas de

ẋ = f (x) (2.20)

com período próximo de 2π.

Denote por C0
2π (resp. C1

2π) o espaço das aplicações x : R → Rn que são 2π-periódicas e de classe

C0 (resp. C1). Definimos em C0
2π o produto interno

(x1, x2) =
1

2π

∫ 2π

0
〈x1(t), x2(t)〉 dt,

onde 〈·, ·〉 é o produto interno canônico em Rn.

Considere a aplicação M : C1
2π × R → C0

2π given by

M(x, σ)(t) = (1 + σ)ẋ(t) − f (x(t)). (2.21)
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Veremos no fim desta seção que se (x, σ) satisfaz M(x, σ) = 0 então x(σt) é uma solução 2π/(1+σ)-

periódica de (2.20). Portanto, o problema de encontrar soluções periódicas com período próximo a

2π para (2.20) se reduz ao problema de encontrar soluções para M(x, σ) = 0 com σ pequeno.

Enquanto a função M está definida em um espaço de dimensão infinita, o método de Lyapunov-

Schmidt permite construir uma função B : Rn × R → Rn, definida em um espaço de dimensão finita,

de modo que soluções para B = 0 são soluções para M = 0.

Note que M(0, 0) = 0. Denote por L := Mx(0, 0) : C1
2π → C0

2π o operador dado por L(x)(t) =

ẋ(t) − f ′(0)x(t).

Seja

D = {q : R → Rn; q(t) = exp(t f ′(0))x, x ∈ Rn}.

Defina

X1 = {x ∈ C1
2π; (x,D) = 0}

e

Y1 = {y ∈ C0
2π; (y,D) = 0}

o complemento ortogonal de D em C1
2π e C0

2π, respectivamente, em relação ao produto interno definido

anteriormente.

Considere uma base {u1, . . . , un} de Rn e qi = exp(t f ′(0))ui, i = 1, . . . , n. Defina a projeção

P : C0
2π → C0

2π por

P(x) =
n∑

i=1

(qi, x)qi.

Assim, Im(P) = D, Ker(P) = Y1; logo C1
2π = X1 ⊕ D e C0

2π = Y1 ⊕ D.

Finalmente, defina

F(x, σ) = F(q + x1, σ) = F̂(q, x1, σ),

para q ∈ D e x1 ∈ X1.

Para resolver F̂(q, x1, σ) = 0, basta resolver

(Id − P) ◦ F̂(q, x1, σ) = 0,

P ◦ F̂(q, x1, σ) = 0.
(2.22)

Lema 2.6. A primeira equação do sistema (2.22) pode ser resolvida como x1 = x1
∗(q, σ).

Demonstração. Veja [21]. �
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Do lema anterior, resolver M = 0 é equivalente a resolver

F̃(q, σ) = P ◦ F̂(q, x1
∗(q, σ), σ) = 0.

A última equação é satisfeita se, e só se,

(qi, F̂(q, x1
∗(q, σ), σ) = 0, i = 1, . . . , n.

Portanto M(x, σ) = 0 se, e só se, B(u, σ) = 0, com B : Rn × R → Rn definido por

B(u, σ) =
1

2π

∫ 2π

0
exp(−t f ′(0))F(x∗(u, σ), σ) dt

e

x∗(u, σ) = exp(t f ′(0))u + x1
∗(exp(t f ′(0))u, σ)

Se (2.20) é R-reversível, então B também é R-reversível.

Lema 2.7. Suponha que (2.20) é R-reversível. Então

(a) RB(x, σ) = −B(Rx, σ),

(b) sφB(x, σ) = B(sφx, σ), com sφx = exp(−φ f ′(0))x.

Demonstração. Veja [46]. �

Lema 2.8. Suponha que f está na forma normal de Belitskii até ordem k, isto é,

f (x) = Ax + gk(x) + o(|x|k+1),

com A = f ′(0) linear e gk soma de monômios homogêneos, de grau 2 até k, com [At, gk] = 0. Então

B(x, σ) = σAx − gk(x) + o(|x|k+1).

Demonstração. Veja [43]. �

Resumindo, o seguinte resultado é provado em [43].

Teorema 2.9. Suponha que

f (x) = Ax + gk(x) + o(|x|k+1)

está na forma normal de Belitskii até ordem k. Defina

B(x, σ) = σAx − gk(x) + o(|x|k+1).

Então para cada solução não-nula x = x(σ) de B(x, σ) = 0, temos uma família de soluções periódi-

cas γσ com período
2π

1 + σ
para (2.20).

Utilizaremos o Teorema 2.9 para provar o Teorema 2.1.
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2.3 Prova do Teorema 2.1

Provaremos o Teorema 2.1, que trata do sistema (2.2) e do Lema 2.5, mas é válido para sistemas

mais gerais.

Prova do Teorema 2.1. Do Lema 2.5, este sistema está na forma normal de Belitskii até ordem 3.

Defina B : R4 × R → R4 para o sistema (2.2) como

B(x, y, z,w, σ) =



−σpy + y
(
a(x2 + y2) + b(z2 + w2)

)
+ . . .

σpx − x
(
a(x2 + y2) + b(z2 + w2)

)
+ . . .

−σqw + w
(
c(x2 + y2) + d(z2 + w2)

)
+ . . .

σqz − z
(
c(x2 + y2) + d(z2 + w2)

)
+ . . .



.

Do Teorema 2.9, se encontrarmos uma solução (x, y, z,w) = (x(σ), y(σ), z(σ),w(σ)) para B(x, y, z,w, σ) =

0, então teremos obtido também uma família de soluções
2π

1 + σ
-periódicas para (2.2).

Como (2.2) é R-reversível, com R(x, y, z,w) = (x,−y, z,−w), procuramos por soluções de B = 0

no subespaço Fix(R) = {(x, y, z,w) ∈ R4; y = w = 0}.
Considere os termos de ordem superior na expressão de B escritos como (Ω1,Ω2,Ω3,Ω4), onde

Ωi = Ωi(x, y, z,w).

Pelo Lema 2.7(a), B é R-reversível, logoΩ1(x, y, z,w) = −yΩ̃1(x, y, z,w) eΩ3(x, y, z,w) = −wΩ̃3(x, y, z,w),

para certas funções Ω̃1, Ω̃3 de classe C∞. Usando o Lema 2.7(b) com φ = π/4, obtemos que

Ω2(x, y, z,w) = xΩ̃2(x, y, z,w) e Ω4(x, y, z,w) = zΩ̃4(x, y, z,w), para certas funções Ω̃2, Ω̃4 de classe

C∞.

Desta forma, B|Fix(R) se escreve como

B̄(x, z, σ) =


σx(p − ax2 − bz2 + Ω1(x, z))

σz(q − cx2 − dz2 + Ω2(x, z))

 .

Nosso objetivo é resolver B|Fix(R) = 0, o que pode ser feito, pelas hipóteses do Teorema 2.1.

Para x , 0, existe uma solução próxima de (x, z) =

(√
p

a
, 0

)
(caso (i) no Teorema 2.1).

Para z , 0, existe uma solução próxima de (x, z) =

(
0,

√
q

d

)
(caso (ii) no Teorema 2.1).

Já se xz , 0, então existe uma solução próxima de

(x, z) =


√

pd − qb

ad − bc
,

√
− pc − qa

ad − bc


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(caso (iii) no Teorema 2.1).

Isto conclui a prova do Teorema 2.1. �

2.4 Prova do Teorema 2.3

Nesta seção estudamos o que acontece com as famílias de órbitas periódicas simétricas, obtidas na

seção anterior, quando a simetria do sistema (2.2) é quebrada. Esta é a parte final do nosso programa,

quando consideramos uma perturbação do truncamento de terceira ordem do sistema (2.2). Neste

seção, provamos o Teorema 2.3.

Considere a reparametrização do tempo s = qt no sistema (2.6). Obtemos assim o sistema

x′ = −Ny − εy
(
ā(x2 + y2) + b̄(z2 + w2)

)
+ ε f̄1(x, y, z,w),

y′ = Nx + εx
(
ā(x2 + y2) + b̄(z2 + w2)

)
+ ε f̄2(x, y, z,w),

z′ = −w − εw
(
c̄(x2 + y2) + d̄(z2 + w2)

)
+ ε f̄3(x, y, z,w),

w′ = z + εz
(
c̄(x2 + y2) + d̄(z2 + w2)

)
+ ε f̄4(x, y, z,w),

(2.23)

onde N = p/q, k̄ = k/p para k ∈ {a, b, c, d, f } e a ξ′ é a derivada de ξ com respeito a s.

No sistema (2.23), consideramos

f̄1 =

3∑

j=0

∑

i1+i2+i3+i4= j

α
j

i1,i2,i3,i4
xi1yi2zi3wi4 ,

f̄2 =

3∑

j=0

∑

i1+i2+i3+i4= j

β
j

i1,i2,i3,i4
xi1yi2zi3wi4 ,

f̄3 =

3∑

j=0

∑

i1+i2+i3+i4= j

γ
j

i1,i2,i3,i4
xi1yi2zi3wi4 ,

f̄4 =

3∑

j=0

∑

i1+i2+i3+i4= j

δ
j

i1,i2,i3,i4
xi1yi2zi3wi4 ,

e aplicamos o método descrito na Seção 2.2.1. Passando o sistema (2.23) para a forma padrão análoga

ao sistema (2.14), obtemos
dr

dθ
=

ε

N
r(a1r2 + a2R2 + a3),

dR

dθ
=

ε

N
R(b1r2 + b2R2 + a3),

(2.24)
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onde

a1 = 3α3
3,0,0,0 + 3β3

0,3,0,0 + α
3
1,2,0,0 + β

3
2,1,0,0,

a2 = 2α3
1,0,0,2 + 2β3

0,1,2,0 + 2β3
0,1,0,2 + 2α3

1,0,2,0,

a3 = 4α1
1,0,0,0 + 4β1

0,1,0,0,

b1 = 2δ3
2,0,0,1 + 2γ3

2,0,1,0 + 2γ3
0,2,1,0 + 2δ3

0,2,0,1,

b2 = γ3
0,0,1,2 + 3γ3

0,0,3,0 + δ
3
0,0,2,1 + 3δ3

0,0,0,3,

b3 = 4δ1
0,0,0,1 + 4γ1

0,0,1,0.

Devemos encontrar as singularidades do sistema promediado (2.24), com r ≥ 0, R ≥ 0 e r+R > 0.

Noutras palavras, devemos resolver o sistema

r(a1r2 + a2R2 + a3) = 0, R(b1r2 + b2R2 + b3) = 0,

com r ≥ 0, R ≥ 0 e r + R > 0. Tais solução são:

(r1,R1) =

(
0,

√
−b3

b2

)
, se b2b3 < 0;

(r2,R2) =

(√
−a3

a1
, 0

)
, se a1a3 < 0;

(r3,R3) =

(√
a2b3 − a3b2

a1b2 − b1a2
,

√
b1a3 − b3a1

a1b2 − b1a2

)
se

a2b3 − a3b2

a1b2 − b1a2
> 0 &

b1a3 − b3a1

a1b2 − b1a2
> 0;

(r4,R4) =

(
0,

√
b1a3 − b3a1

a1b2 − b1a2

)
se a2b3 − a3b2 = 0 &

b1a3 − b3a1

a1b2 − b1a2
> 0;

(r5,R6) =

(√
a2b3 − a3b2

a1b2 − b1a2
, 0

)
se

a2b3 − a3b2

a1b2 − b1a2
> 0 & b1a3 − b3a1 = 0.

A solução (rk,Rk) é simples se:
(a2b3 − a3b2)b3

b2
, 0 for k = 1;

a3(b3a1 − b1a3)
a1

, 0 for k = 2;

(a2b3 − a3b2)(b3a1 − b1a3)
a1b2 − b1a2

, 0 for k = 3.

Para k = 4, 5, a solução nunca é simples. Como o ângulo ϕ0 ∈ S1 pode ser qualquer, cada uma das

soluções encontradas dá origem a um toro invariante, folheado por órbitas periódicas, para o sistema

(2.6).

35



Isto prova o Teorema 2.3.

Observação 2.10. Os resultados do Teorema 2.3 dependem de f1, f2, f3, f4, mas não de p, q, a, b, c

e d, presentes no sistema (2.6). Tais termos se anulam quando calculamos o sistema promediado

(2.14).

No próximo exemplo, exibimos sistemas de equações diferenciais que realizam as condições do

Teorema 2.3.

Exemplo 2.11. Considere os sistemas de equações diferenciais

ẋ = −py − εy
(
a(x2 + y2) + b(z2 + w2)

)
+ ε

(
− 1

2 x + 3
2 xw2

)
,

ẏ = px + εx
(
a(x2 + y2) + b(z2 + w2)

)
+ ε

(
2x2y

)
,

ż = −qw − εw
(
c(x2 + y2) + d(z2 + w2)

)
,

ẇ = qz + εz
(
c(x2 + y2) + d(z2 + w2)

)
+ ε

(
− 1

4w + z2w + 1
2y2w

)
,

(2.25)

ẋ = −py − εy
(
a(x2 + y2) + b(z2 + w2)

)
+ ε

(
1
2 xw2

)
,

ẏ = px + εx
(
a(x2 + y2) + b(z2 + w2)

)
+ ε

(
−10x2y

)
,

ż = −qw − εw
(
c(x2 + y2) + d(z2 + w2)

)
,

ẇ = qz + εz
(
c(x2 + y2) + d(z2 + w2)

)
+ ε

(
−1

4w + z2w
)

(2.26)

e

ẋ = −py − εy
(
a(x2 + y2) + b(z2 + w2)

)
+ ε(x − x3),

ẏ = px + εx
(
a(x2 + y2) + b(z2 + w2)

)
,

ż = −qw − εw
(
c(x2 + y2) + d(z2 + w2)

)
+ ε(z − z3),

ẇ = qz + εz
(
c(x2 + y2) + d(z2 + w2)

)
,

(2.27)

onde a, b, c, d ∈ R e p, q ∈ N com p e q primos entre si. O Teorema 2.3 garante que, para ε > 0

pequeno:

• o sistema (2.25) possui um toro invariante folheado por órbitas periódicas;

• o sistema (2.26) possui dois toros invariantes folheados por órbitas periódicas;

• o sistema (2.27) possui três toros invariantes folheados por órbitas periódicas.
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CAPÍTULO 3

CONJUNTOS MINIMAIS PARA UMA

CLASSE DE OSCILADORES

FRACAMENTE ACOPLADOS

Neste capítulo estudamos sincronização de osciladores fracamente acoplados, usando a Teoria da

Média. A teoria necessária neste capítulo se encontra em [13, 20, 26, 41, 45]. Os resultados deste

capítulo estão em [33].

3.1 Introdução

Neste capítulo estudamos o seguinte sistema de equações diferenciais de segunda ordem

ẍ + x = −ε f (x, ẋ) − εg(x, ẋ, z, ż),

z̈ + z = −ε f (z, ż) − εg(z, ż, x, ẋ),
(3.1)

para ε ≥ 0 e f , g funções reais de classe C∞.

O sistema (3.1) com g ≡ 0 é um sistema desacoplado de segunda ordem, e suas soluções são

facilmente obtidas a partir das soluções de

ẍ + x = ε f (x, ẋ). (3.2)
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Quando g , 0 em (3.1), tal sistema se torna acoplado, e o comportamento qualitativo de suas

soluções pode não depender mais das soluções de (3.2).

Nosso objetivo é estabelecer condições para a existência de ciclos limite estáveis e cilindros

invariantes para o sistema (3.1) usando a Teoria da Média.

A motivação para estudar o sistema (3.1) vem de [17] e [18]. Em [28] é discutida a existência de

ciclos limite para sistemas da forma

ẍ + x = ε f (x, y), ÿ + y = εg(x, y), (3.3)

para pequenos valores de ε > 0 e f , g polinômios arbitrários de grau 3.

A existência de conjuntos minimais invariantes estáveis em sistemas fracamente acoplados é por

vezes referida como fenômeno de sincronização. Uma introdução ao assunto pode ser encontrada em

[10], onde a formulação geral do problema de sincronização de sistemas dinâmicos é dada, além de

vários exemplos. A sincronização de sistemas dinâmicos acoplados é estudada também em [7].

Apresentamos agora um esboço dos resultados principais deste capítulo. Seja Cm,n o espaço dos

pares ( f , g) de aplicações polinomiais homogêneas em R4, de modo que:

a) f é um polinômio homogêneo de grau m ≥ 2 e

b) g é um polinômio homogêneo de grau n ≥ 2 com matriz hessiana Hg = (hi, j) satisfazendo hi, j = 0

para (i, j) ∈ {1, 2} × {3, 4}.

Note que dimCm,n = m + 2n + 3. Mostramos que:

1) Existe um conjunto aberto A ⊂ Cm,n de modo que se ( f , g) ∈ A, então o sistema (3.1) possui um

ciclo limite estável.

2) Existe um conjunto aberto B ⊂ Cm,n de modo que se ( f , g) ∈ B, então o sistema (3.1) possui um

ou dois cilindros invariantes folheados por órbitas periódicas normalmente estáveis.

Os resultados da Teoria da Média que são necessários neste capítulo foram apresentados no capí-

tulo anterior, especificamente na Seção 2.2.1, página 24.

Este capítulo é dividido da seguinte forma. Na Seção 2 nós detalhamos os resultados que serão

demonstrados, e exibimos alguns exemplos. Nas Seções 3 e 4, deduzimos equações algébricas cujas

soluções isoladas fornecem ciclos limites e/ou cilindros invariantes para o sistema (3.1).
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3.2 Resultados principais

Note que escrevendo y = ẋ e w = ż, o sistema (3.1) se torna

ẋ = y,

ẏ = −x − ε f (x, y) − εg(x, y, z,w),

ż = w,

ẇ = −z − ε f (z,w) − εg(z,w, x, y).

(3.4)

Vamos considerar ( f , g) ∈ Cm,n, onde Cm,n foi definido na introdução.

Primeiro nos focamos na existência de ciclos limite para (3.1).

Teorema A: Considere o sistema (3.1) com

f (x, y) = fm(x, y),

g(x, y, z,w) = g(1)
n (x, y) + g(2)

n (z,w),

onde fm, g
(1)
n , g

(2)
n são polinômios homogêneos de graus m, n, n respectivamente.

Então existe um conjunto aberto A ⊆ Cm,n de modo que para todo ε , 0 pequeno, se ( f , g) ∈ A,

o sistema perturbado (3.1) tem pelo menos um ciclo limite. Além disto, existe um conjunto aberto

A0 ⊆ A ⊆ Cm,n de modo que se ( f , g) ∈ A0, então o ciclo limite é estável.

O Teorema A será provado na Seção 3.3. O próximo exemplo é uma aplicação direta deste

teorema.

Exemplo 3.1. Considere o sistema de equações diferenciais

ẍ + x = −ε
(
ax5 + bẋ5

)
− ε

(
cẋ3 + dż3

)
,

z̈ + z = −ε
(
az5 + bż5

)
− ε

(
cż3 + dẋ3

)
,

(3.5)

com b(c + d) < 0, d , 0 e c2 + 5cd + 4d2
, 0. Para cada ε > 0 pequeno, o sistema (3.5) tem um

ciclo limite γε. Se b > 0, d < 0 e c + 4d < 0, então este ciclo limite é estável (por exemplo, tomando

(a, b, c, d) = (1, 1,−1,−5)).

Além disto, limε→0 γε = γ0, onde

γ0 =

(x, y, z,w) ∈ R4; x2 + y2 =

(
(c + d)I(n)

bI(m)

) 2
m−n

, z = 0, w =

(
(c + d)I(n)

bI(m)

) 1
m−n


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é uma órbita periódica de (3.5) para ε = 0, onde I(k) =
∫ 2π

0
cosk+1(s) ds.

Nos voltamos agora para os resultados sobre a existência de cilindros invariantes, folheados por

órbitas periódicas para o sistema (3.1).

Teorema B: Considere o sistema (3.1) com

f (x, y) = fm(x, y),

g(x, y, z,w) = g(1)
n (x, y) + g(2)

n (z,w),

onde fm, g
(1)
n , g

(2)
n são polinômios homogêneos de graus m, n e n respectivamente.

Então existe um conjunto aberto B ⊆ Cm,n de modo que para todo ε , 0 pequeno, se ( f , g) ∈ B,

então o sistema (3.1) tem genericamente um ou dois cilindros invariantes, folheados por órbitas pe-

riódicas. Além disto, existe um conjunto aberto B0 ⊆ B ⊆ Cm,n de forma que se ( f , g) ∈ B0, então os

cilindros invariantes são normalmente estáveis.

O Teorema B será provado na Seção 3.4. O próximo exemplo o ilustra.

Exemplo 3.2. Considere o sistema de equações diferenciais

ẍ + x = −ε
(
x5 + ẋ5

)
− ε

(
x3 + ẋ3 − 2z3 − 2ż3

)
,

z̈ + z = −ε
(
z5 + ż5

)
− ε

(
z3 + ż3 − 2x3 − 2ẋ3

)
.

(3.6)

Para todo ε > 0 pequeno, o sistema (3.5) possui um cilindro invariante normalmente estável, folhe-

ado por órbitas periódicas.

3.3 Ciclos limite

Nesta seção demonstramos o Teorema A, utilizando o Teorema 2.4.

Considerando a mudança de coordenadas

x = r sin(θ), y = r cos(θ), z = R sin(φ + θ), w = R cos(φ + θ),

o sistema (3.4) se escreve como

ṙ = εG1(r, θ,R, φ),

θ̇ = 1 + εG2(r, θ,R, φ),

Ṙ = εG3(r, θ,R, φ),

φ̇ = εG4(r, θ,R, φ),

(3.7)
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onde

G1 = − cos(θ)[ f (r sin(θ), r cos(θ)) + g(r sin(θ), r cos(θ),R sin(φ + θ),R cos(φ + θ))],

G2 =
1
r

sin(θ)[ f (r sin(θ), r cos(θ)) + g(r sin(θ), r cos(θ),R sin(φ + θ),R cos(φ + θ))],

G3 = − cos(θ + φ)[ f (R sin(φ + θ),R cos(φ + θ)) + g(R sin(φ + θ),R cos(φ + θ), r sin(θ), r cos(θ))],

G4 = −1
r

sin(θ)[ f (r sin(θ), r cos(θ)) + g(r sin(θ), r cos(θ),R sin(φ + θ),R cos(φ + θ))]

+ 1
R

sin(φ + θ)[ f (R sin(φ + θ),R cos(φ + θ)) + g(R sin(φ + θ),R cos(φ + θ), r sin(θ), r cos(θ))].

Usando uma reparametrização do tempo, podemos tomar θ como a nova variável independente.

Assim, o sistema (3.7) se torna

dr

dθ
= εG1(r, θ,R, φ) + O(ε2),

dR

dθ
= εG3(r, θ,R, φ) + O(ε2),

dφ

dθ
= εG4(r, θ,R, φ) + O(ε2).

(3.8)

O sistema (3.8) está na forma padrão para calcular o sistema promediado associado, que é

dr

dθ
= εγ1(r,R, φ) = ε

1
2π

∫ 2π

0
G1(r, θ,R, φ) dθ,

dR

dθ
= εγ3(r,R, φ) = ε

1
2π

∫ 2π

0
G3(r, θ,R, φ) dθ,

dφ

dθ
= εγ4(r,R, φ) = ε

1
2π

∫ 2π

0
G4(r, θ,R, φ) dθ.

(3.9)

Escreva

fm(x, y) =
∑

i1+i2=m

ai1,i2 xi1yi2 ,

g(1)
n (x, y) =

∑

i1+i2=n

bi1,i2 xi1yi2 ,

g(2)
n (z,w) =

∑

i1+i2=n

ci1,i2z
i1wi2 ,

com f (x, y) = fm(x, y) e g(x, y, z,w) = g
(1)
n (x, y) + g

(2)
n (z,w). Note que o espaço dos coeficientes de

f , g tem dimensão m + 2n + 3.
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Denote

Aα =
∑

i+ j=m

αi, j

2π

∫ 2π

0
sini(θ) cos j+1(θ) dθ

=
1

ρ(m)
[
λ1αm−1,1 + λ3αm−3,3 + . . . + λmα0,m

]
,

Bα =
∑

i+ j=m

αi, j

2π

∫ 2π

0
sini+1(θ) cos j(θ) dθ

=
1

ρ(m)
[
λmαm,0 + λm−2αm−2,2 + . . . + λ1α1,m−1

]
,

onde ρ(m), λ j, j = 1, 3, . . . ,m são constantes positivas, dependendo de m, n.

Defina ainda

∆1 = 2Aam2BcBa − 2AamBcBa + 2A2
am2Ac,

∆2 = 2AamBcBbn − 2AamB2
c − 2AamB2

cn − 2AamBcBb

+ 4AamAcAbn − 2AbnBcBa − 2AcnBcBa + 2AbnBcBam

+ 2AcnBcBam,

∆3 = 2A2
bn2Ac − 2A3

cn2 − 2Abn2B2
c − 2AbnB2

c

+ 2Abn2BcBb − 2Acn
2B2

c − 2AcnB2
c − 2AbnBcBb − 2AcnBcBb

+ 2Acn
2BcBb,

r0 =

(
−Ab + Ac

Aa

) 1
m − n

,

δ(ρ) = ∆1ρ
2m+n−3 + ∆2ρ

2n+m−3 + ∆3ρ
3n−3.

Teorema 3.3. Considere o sistema (3.1) com f (x, y) = fm(x, y), g(x, y, z,w) = g
(1)
n (x, y) + g

(2)
n (z,w),

onde fm, g
(1)
n , g

(2)
n são polinômios homogêneos de graus m, n, n respectivamente. Assuma:

(H.1) Aa(Ab + Ac) < 0,

(H.2) δ(r0) , 0.

Então, para cada ε , 0 pequeno, o sistema (3.1) genericamente tem ao menos um ciclo limite γε.
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Além disto, limε→0 γε = γ0, onde

γ0 = {(x, y, z,w) ∈ R4; x2 + y2 = r0, z = 0, w = r0}

é uma órbita periódica de (3.1) para ε = 0.

Observação 3.4. O conjunto abertoA no enunciado do Teorema A é definido pelas hipóteses (H.1)

e (H.2).

Demonstração. Reescrevendo γ1, γ3, γ4 usando as expressões para fm e gn, temos

γ1(r,R, φ) = −rm
∑

i1+i2=m

ai1,i2

1
2π

∫ 2π

0
sini1(θ) cosi2+1(θ) dθ

− rn
∑

i1+i2=n

bi1,i2

1
2π

∫ 2π

0
sini1(θ) cosi2+1(θ) dθ

− Rn
∑

i1+i2=n

ci1,i2

1
2π

∫ 2π

0
cos(θ) sini1(φ + θ) cosi2(φ + θ) dθ,

γ3(r,R, φ) = −Rm
∑

i1+i2=m

ai1,i2

1
2π

∫ 2π

0
sini1(φ + θ) cosi2+1(φ + θ) dθ

− Rn
∑

i1+i2=n

bi1,i2

1
2π

∫ 2π

0
sini1(φ + θ) cosi2+1(φ + θ) dθ

− rn
∑

i1+i2=n

ci1,i2

1
2π

∫ 2π

0
cos(θ + φ) sini1(θ) cosi2(θ) dθ,

γ4(r,R, φ) = −rm−1
∑

i1+i2=m

ai1,i2

1
2π

∫ 2π

0
sini1+1(θ) cosi2(θ) dθ

− rn−1
∑

i1+i2=n

bi1,i2

1
2π

∫ 2π

0
sini1+1(θ) cosi2(θ) dθ

− Rn

r

∑

i1+i2=n

ci1,i2

1
2π

∫ 2π

0
sin(θ) sini1(φ + θ) cosi2(φ + θ) dθ

+ Rm−1
∑

i1+i2=m

ai1,i2

1
2π

∫ 2π

0
sini1+1(φ + θ) cosi2(φ + θ) dθ

+ Rn−1
∑

i1+i2=n

bi1,i2

1
2π

∫ 2π

0
sini1+1(φ + θ) cosi2(φ + θ) dθ

+
rn

R

∑

i1+i2=n

ci1,i2

1
2π

∫ 2π

0
sin(φ + θ) sini1(θ) cosi2(θ) dθ.
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As funções γ1, γ3, γ4 podem ser escritas em termos de Aα, Bα na seguinte forma:

γ1 = −Aarm − Abrn − [Ac cos(φ) + Bc sin(φ)]Rn

γ3 = −AaRm − AbRn − [Ac cos(φ) − Bc sin(φ)]rn

γ4 = −Barm−1 − Bbrn−1 − Rn

r
[Bc cos(φ) − Ac sin(φ)]

+ BaRm−1 + BbRn−1 +
rn

R
[Bc cos(φ) + Ac sin(φ)].

(3.10)

Iremos procurar por soluções do sistema γ j = 0, j = 1, 3, 4 restrito ao conjunto r = R, φ ∈ {0, π}.
Desta forma, a única solução não-nula é

r0 =

(
−Ab + Ac

Aa

) 1
m − n

,

que está bem-definida pela hipótese (H.1).

Como por (H.2) vale

δ(ρ) =
∂(γ1, γ3, γ4)
∂(r,R, φ)

∣∣∣∣∣
r=ρ,R=ρ,φ=0

, 0,

segue que r0 é uma singularidade simples do sistema (3.9). Usando o Teorema 2.4, existe um ciclo

limite para o sistema (3.1), que converge para Γ0 quando ε→ 0. �

Cálculos do Exemplo 3.1. As condições b(c + d) < 0 e d , 0 são equivalente à hipótese (H.1) e a

condição c2 + 5cd + 4d2
, 0 é equivalente à hipótese (H.2), a primeira parte do Exemplo 3.1 segue

do Teorema 3.3. Resta mostrar que o ciclo limite é normalmente estável se b > 0, d < 0 e c+ 4d < 0.

Note que as funções γ1, γ3, γ4 neste caso são dadas por

γ1 = −
3
8

dR3 cos(φ) − 3
8

cr3 − 5
16

br5,

γ3 = −
3
8

dr3 cos(φ) − 3
8

cR3 − 5
16

bR5,

γ4 =
1

16
5arR5 + 6dr4 sin(φ) − 5aRr5 + 6dR4 sin(φ)

rR
.

A singularidade r0 do enunciado do Teorema 3.3 é dada por r0 =
1
5

√
−30b(c + d)

b
, e os autovalores da

aproximação linear de (γ1, γ3, γ4) em r0 são− 9
10

(c + 4d)(c + d)
b

, − 9
10

(c + d)2

b
and− 9

10
(c + 4d)(c + d)

b
.

Logo, o ciclo-limite é normalmente estável. �
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Existência do conjunto abertoA0 ⊂ A. Sejam Λ1, Λ2 e Λ3 os autovalores da matriz jacobiana de

(γ1, γ3, γ4) em (r0, r0, 0). Como Λi, i = 1, . . . , 3 são funções contínuas (Aa , 0), Λ−1
i (−∞, 0) é um

conjunto aberto para i = 1, 2, 3. Tais conjuntos são não-vazios pelo Exemplo 3.1. �

3.4 Cilindros invariantes

Nesta seção, provamos o Teorema B.

Considere a mudança de coordenadas

x = r sin(θ), y = r cos(θ), z = R sin(φ), w = R cos(φ)

aplicada ao sistema (3.4):

ṙ = εG1(r, θ,R, φ),

θ̇ = 1 + εG2(r, θ,R, φ),

Ṙ = εG3(r, θ,R, φ),

φ̇ = 1 + εG4(r, θ,R, φ),

(3.11)

onde

G1 = − cos(θ)[ f (r sin(θ), r cos(θ)) + g(r sin(θ), r cos(θ),R sin(φ + θ),R cos(φ + θ))],

G2 =
1
r

sin(θ)[ f (r sin(θ), r cos(θ)) + g(r sin(θ), r cos(θ),R sin(φ + θ),R cos(φ + θ))],

G3 = − cos(φ)[ f (R sin(φ),R cos(φ)) + g(R sin(φ),R cos(φ), r sin(θ), r cos(θ))],

G4 =
1
R

sin(φ)[ f (R sin(φ),R cos(φ)) + g(R sin(φ),R cos(φ), r sin(θ), r cos(θ))].

Tomando θ como a nova variável independente no sistema (3.7), obtemos

dr

dθ
= εG1(r, θ,R, φ) + O(ε2),

dR

dθ
= εG3(r, θ,R, φ) + O(ε2),

dφ

dθ
= 1 + ε(G4 −G2)(r, θ,R, φ) + O(ε2).

(3.12)

Da última equação, qualquer solução (r(θ),R(θ), φ(θ)) do sistema é da forma φ(θ) = θ+φ0+O(ε).

Substituindo esta expressão no sistema (3.12), ele se reduz a

dr

dθ
= εG1(r, θ,R, θ + φ0) + o(ε2),

dR

dθ
= εG3(r, θ,R, θ + φ0) + o(ε2),

(3.13)
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com φ0 ∈ S 1.

Do Teorema 2.4, cada solução isolada (r(φ0),R(φ0)) do sistema

∫ 2π

0
cos(θ) f (r sin(θ), r cos(θ)) dθ +

∫ 2π

0
cos(θ)g(r sin(θ), r cos(θ),R sin(θ + φ0),R cos(θ + φ0)) dθ = 0,

∫ 2π

0
cos(θ + φ0) f (R sin(θ + φ0),R cos(θ + φ0)) dθ +

∫ 2π

0
cos(θ + φ0)g(R sin(θ + φ0),R cos(θ + φ0), r sin(θ), r cos(θ)) dθ = 0

(3.14)

dá origem a uma órbita periódica para (3.11). Assim, se existe um conjunto conexo próprio I ⊂ S 1

de modo que (r(φ0),R(φ0)) é uma solução simples do sistema anterior para todo φ0 ∈ I, existe um

cilindro invariant folheado por órbitas periódicas para tal sistema.

Vamos especificar o sistema anterior, de acordo com f , g. Escreva

f = fm =
∑

i1+i2=m

ai1,i2 xi1yi2 e

g = gn(x, y, z,w) = g(1)
n (x, y) + g(2)

n (z,w), onde

g(1)
n (x, y) =

∑

i1+i2=m

bi1,i2 xi1yi2 e

g(2)
n (z,w) =

∑

i1+i2=m

ci1,i2z
i1wi2 .

Relembre a notação

Aα =
∑

i+ j=m

αi, j

2π

∫ 2π

0
sini(θ) cos j+1(θ) dθ

=
1

ρ(m)
[
λ1αm−1,1 + λ3αm−3,3 + . . . + λmα0,m

]
,

Bα =
∑

i+ j=m

αi, j

2π

∫ 2π

0
sini+1(θ) cos j(θ) dθ

=
1

ρ(m)
[
λmαm,0 + λm−2αm−2,2 + . . . + λ1α1,m−1

]
,

onde ρ(m), λ j, j = 1, 3, . . . ,m são constantes positivas, dependendo de m, n.

Vamos denotar Kφ0 = Ac cos(φ0) + Bc sin(φ0) e Kφ0 = Ac cos(φ0) − Bc sin(φ0).
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Lema 3.5. (a) Se AcBc > 0, então existem φ
j

0 ∈
(

jπ

2
,

( j + 1)π
2

)
, j = 0, 1, 2, 3 de modo que Kφ0

0
=

Kφ1
0
= Kφ2

0
= Kφ3

0
= 0 e Kφ0 ,Kφ0 , 0 caso contrário. (b) Se AcBc < 0, então existem φ

j

0 ∈(
jπ

2
,

( j + 1)π
2

)
, j = 0, 1, 2, 3 tais que Kφ0

0
= Kφ1

0
= Kφ2

0
= Kφ3

0
= 0 e Kφ0 ,Kφ0 , 0 caso contrá-

rio.

Demonstração. As provas de (a) e (b) são diretas, já que Kφ0 = 0 se, e só se, −Ac

Bc

= tan(φ0) e Kφ0 = 0

se, e só se,
Ac

Bc

= tan(φ0). �

Após multiplicar por 1/2π, o sistema (3.14) se escreve como

Aarm + Abrn − Kφ0 Rn = 0,

AaRm + AbRn − Kφ0 rn = 0.
(3.15)

Considere

δ3(r,R) = det


Aamrm−1 + Abnrn−1 −Kφ0nRn−1

−Kφ0nrn−1 AamRm−1 + AbnRn−1



= (A2
am2)rm−1Rm−1 + (AaAbmn)rm−1Rn−1

+ (AaAbmn)rn−1Rm−1 + (A2
bn2 − Kφ0 Kφ0n

2)rn−1Rn−1

Para cada solução r(φ0),R(φ0) de (3.15) com φ0 ∈ I ⊂ S 1 um conjunto conexo próprio que

satisfaça δ3(r(φ0),R(φ0)) , 0, existe um cilindro invariante de “tamanho” |I|, folheado por órbitas

periódicas, para o sistema (3.1).

Vamos estudar as soluções (r(φ0),R(φ0)) de (3.15) para φ0 ∈ S 1 com Kφ0 ,Kφ0 , 0 (veja o Lema

3.5).

Ponha Z = rn, W = Rn e l = m/n. Então o sistema (3.15) se escreve como

(3.15)

Aa

Kφ0

Zl +
Ab

Kφ0

Z = η(Z) = W,

Aa

Kφ0

W l +
Ab

Kφ0

W = η̃(W) = Z,

e

δ3(Z,W) = A2
al2Zl−1W l−1 + AaAblZl−1 + AaAblW l−1 + A2

b − Kφ0 Kφ0 .
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Lema 3.6. (a) Para l > 1, se AaKφ0 < 0, AaKφ0 < 0, AbKφ0 > 0 e AbKφ0 > 0 então (3.15) tem pelo

menos uma solução isolada.

(b) Para l < 1, se AaKφ0 > 0, AaKφ0 > 0, AbKφ0 < 0 e AbKφ0 < 0, então (3.15) tem pelo menos uma

solução isolada.

Demonstração. Vamos provar (a). Seja η(Z) =
Aa

Kφ0

Zl +
Ab

Kφ0

Z. Assim η′(Z) =
Aal

Kφ0

Zl−1 +
Ab

Kφ0

, e

η′(Z) = 0 se, e só se, Z =

(
−Ab

Aal

) 1
l−1

. Como AaKφ0 < 0 e AbKφ0 > 0, segue que AaAb < 0 e o ponto

crítico de η é bem definito e positivo. Como AaKφ0 < 0, tal ponto crítico é um máximo local.

Agora trabalhando com η̃(W) =
Aa

Kφ0

W l +
Ab

Kφ0

W, obtemos um máximo local para η̃ usando

argumentos similares.

A existência de pontos de máximo para η e η̃ garante a existência de pelo menos uma solução para

(3.15). A geometria das curvas do sistema(3.15) no plano ZW garante que a solução é isolada. �

Observação 3.7. Considere l > 1, Aa > 0 e Ab < 0 no Lema 3.6. Assim, para Kφ0 < 0 e Kφ0 < 0, o

sistema (3.15) tem uma solução isolada. Vamos estudar quando ocorre simultaneamente Kφ0 < 0 e

Kφ0 < 0, de acordo com Ac e Bc. Se Ac e Bc são ambos positivos, então esta condição vale para φ0 ∈
(φ1

0, φ
2
0). Entretanto, se Ac, Bc são ambos negativos, esta condição vale para φ0 ∈ (0, φ0

0) ∪ (φ3
0, 2π).

Como φ0 ∈ S 1, esta união é um conjunto conexo. Portanto, as condições do Lema 3.6, quando

válidas, são válidas para φ0 em um conjunto conexo de S 1.

Observanos que para aplicar o Teorema 2.4 é preciso assumir que o ponto crítico é simples.

A curva definida por δ3(Z,W) = 0, que é dada explicitamente por

W = δ̃3(Z) =

−
AaAblZl−1 + A2

b
− Kφ0 Kφ0

A2
al2Zl−1 + AaAbl



1
l − 1

,

tem uma assíntota horizontal em W =

(
− Ab

Aal

) 1
l−1

e uma assíntota vertical em Z = − Ab

Aal
. Comparando

as coordenadas das assíntotas com as coordenadas dos pontos de máximo de η e η̃, vemos que a curva

δ̃3 não passa pela solução de (3.15), ou seja, tal solução é simples.

Para cada φ0 fixado para o qual a condição do Lema 3.6 seja verdadeira, obtemos uma órbita

periódica para (3.4). Como φ0 pode variar num conjunto conexo próprio de S 1, obtemos um cilin-

dro folheado de órbitas periódicas para o sistema (3.4). Note que estas condições são válidas num

conjunto aberto do espaço dos coeficientes de fm, gn.
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Observação 3.8. A prova da existência do conjunto aberto B0 ⊆ B, que resulta em cilindros nor-

malmente estáveis, é muito similar à prova da existência do aberto A0 ⊆ A, demonstrada na prova

do Teorema 3.1.

Cálculos do Exemplo 3.2. No contexto do Exemplo 3.2, o sistema 3.15 é dado por

−3
8

r3 − 5
16

r5 +
3
4

R3 cos(φ0) = 0,

−3
8

R3 − 5
16

R5 +
3
4

r3 cos(φ0) = 0.

Uma singularidade simples para tal sistema é R0 = r0 =

√
12
5

cos(φ0) − 6
5

, for φ0 ∈
(
−π

3
,
π

3

)
.

Os autovalores na linearização do sistema em (r0,R0) são

− 9
10

(8 cos(φ0) − 1)(2 cos(φ0) − 1), − 9
10

(2 cos(φ0) − 1)2.

Note que são ambos negativos para φ0 ∈
(
−π

3
,
π

3

)
. Assim (r0,R0) é uma singularidade atratora.

Pelo Teorema 2.4-(b), a órbita periódica correspondente também é atratora, logo o cilindro é normal-

mente atrator. �

3.5 Conclusões

A respeito do sistema

ẍ + x = −ε f (x, ẋ) − εg(x, ẋ, z, ż),

z̈ + z = −ε f (z, ż) − εg(z, ż, x, ẋ),
(3.16)

estabelecemos condições sobre f , g para a existência de ciclos-limite e cilindros folheados de órbitas

periódicas, no caso de f , g serem polinômios homogêneos. A motivação deste estudo vem de [17] e

[18]. A existência de tais conjuntos invariantes é importante no estudo de fenômenos de sincroniza-

ção ([7]).

Uma direção para continuar este estudo é considerar f , g funções analíticas. Um passo interme-

diário é considerar f , g polinômios, não necessariamente homogêneos. Neste caso, é possível obter

resultados similares com os Teoremas A e B. As principais mudanças serão sobre as equações (3.10)

e (3.15), que passarão a ser mais complicadas.
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Exemplo 3.9. Considere o sistema

ẍ + x = −ε f (x, ẋ) − εg(x, ẋ, z, ż),

z̈ + z = −ε f (z, ż) − εg(z, ż, x, ẋ),
(3.17)

com f (x, ẋ) = x3 − ẋ3 − x7 e g(x, ẋ, z, ż) = x3 + 2z2 ẋ + ż5. Para todo ε > 0 pequeno, o sistema (3.17)

admite um cilindro invariante normalmente estável folheado de órbitas 2π-periódicas.
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CAPÍTULO 4

CILINDROS E TOROS INVARIANTES EM

EQUAÇÕES DIFERENCIAIS

PERTURBADAS EM MÚLTIPLAS

ESCALAS

Neste capítulo desenvolvemos uma metodologia para estudar a existência de cilindros e toro in-

variantes em uma classe de sistemas de equações diferenciais, que pode ser descrita como “centros

lineares perturbados em duas escalas”. Aplicamos o algoritmo apresentado em dois modelos especí-

ficos. A teoria necessária neste capítulo se encontra em [13, 20, 41, 45]. Os resultados deste capítulo

estão em [34]. Uma implementação do algoritmo que apresentamos neste capítulo está no Apêndice

A.1, na página 75.

4.1 Introdução

Neste capítulo apresentamos um algoritmo para estudar cilindros e toros invariantes folheados

por órbitas periódicas para sistemas de equações diferenciais da forma

ẋ = Ax + εαF(x) + εα+1L(x), (4.1)
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onde A é uma matriz com autovalores ±p1i, . . . ,±pni, onde {p1, . . . , pn} ⊂ Z+ são primos dois a dois,

α ≥ 1 é um inteiro, ε ∈ R é um parâmetro pequeno e F, L são aplicações de classe C2 definidas num

aberto ao redor da origem.

Enquanto perturbações de sistemas lineares são muito estudadas, em especial o caso de centros

lineares (veja [28]), usualmente considera-se somente um nível de perturbação. Nosso algoritmo

permite considerar dois níveis de perturbação no sistema(4.1). Sistemas como (4.1) aparecem no

estudo de equações de Liènard [27]. Apresentamos também aplicações de equações do tipo (4.1)

no estudo da perturbação de formas normais de equações diferenciais, e no problema de osciladores

não-lineares fracamente acoplados.

Nosso método é uma generalização do algoritmo apresentado em [26], utilizado para estudar o

nascimento de toros invariantes em sistemas de equações diferenciais em dimensão 4, da forma

ẋ = Ax + εF(x),

onde A é uma matriz com autovalores ±pi,±qi, p, q inteiros primos entre si e F uma função de classe

C2. O algoritmo apresentado em [26] se baseia na Teoria da Média de Primeira Ordem. A Teoria da

Média é um método clássico que associa singularidades simples da equação diferencial

ẋ = ε
1
T

∫ T

0
f (x, t, ε) dt,

a soluções periódicas da equação não-autônoma

ẋ = ε f (x, t, ε),

onde f é uma função suave T -periódica em t e ε > 0 é um parâmetro pequeno.

O algoritmo que apresentamos neste capítulo também se baseia na Teoria da Média. A diferença

em relação ao método apresentado em [26] é que utilizamos a Teoria da Média de Segunda Ordem.

A Teoria da Média de Segunda Ordem leva em conta perturbações em ε e ε2, enquanto a Teoria

da Média de Primeira Ordem só considera perturbações da ordem de ε. A consequência disto é que

o Método da Média de Segunda Ordem é algebricamente mais difícil de ser aplicado do que o de

Primeira Ordem. Mais detalhes na Seção 4.2.

Este capítulo está organizado da seguinte forma. Na Seção 2 apresentamos alguns resultados

sobre a Teoria da Média. Na Seção 3 apresentamos nosso algoritmo, em dimensão 4. Na Seção 4

mostramos duas aplicações do algoritmo. Na Seção 5 mostramos como adaptar o algoritmo para

dimensões superiores.
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4.2 Resultados básicos sobre a Teoria da Média

Nesta seção apresentamos alguns resultados básicos sobre a Teoria da Média de Segunda Ordem.

Para referências gerais, veja [41], [13] e [20].

Considere o sistema de equações diferenciais

ẋ(t) = εF1(t, x) + ε2F2(t, x) + ε3R(t, x, ε), (4.2)

onde D ⊂ Rn é um conjunto aberto e F1, F2 : R × D → Rn, R : R × D × (−ε0, ε0) → Rn são funções

de classe C2, T -periódicas em t.

Defina f1, f2, f3 : D→ Rn como

f1(z) =
∫ T

0
F1(s, z) ds,

f2(z) =
∫ T

0

[
DzF1(s, z) ·

∫ s

0
F1(t, z) dt + F2(s, z)

]
ds,

f3(z) = f1(z) + ε f2(z).

(4.3)

Teorema 4.1. Com a notação anterior, suponha que para todo conjunto aberto e limitado V ⊂ D

e para todo ε ∈ (−ε0, ε0) \ {0}, exista aε ∈ V tal que f3(aε) = 0 e det f ′3(aε) , 0. Então, para todo

|ε| > 0 pequeno, existe uma solução T-periódica ϕ(·, ε) para o sistema (4.2).

Demonstração. Veja [13]. �

4.3 Cilindros e toros invariantes, via Teoria da Média de

Segunda Ordem

Considere o sistema de equações diferenciais

ẋ = Ax + εαF(x) + εα+1L(x), (4.4)

com

A =



0 −p 0 0

p 0 0 0

0 0 0 −q

0 0 q 0


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onde α ≥ 1 é um inteiro, p, q são inteiros primos entre si, F = (F1, F2, F3, F4), L = (L1, L2, L3, L4)

são aplicações de classe C2 definidas ao redor da origem.

Nosso objetivo é desenvolver um algoritmo análogo ao apresentado em [26], voltado a sistemas

da forma (4.4).

Multiplicando (4.4) por 1/q, podemos supor que

A =



0 −n 0 0

n 0 0 0

0 0 0 −1

0 0 1 0



com n = −p/q.

Usando as coordenadas

x = r cos(θ), y = r sin(θ), z = R cos

(
θ +

1 − n

n
φ

)
, w = R sin

(
θ +

1 − n

n
φ

)
,

o sistema (4.4) se transforma em

ṙ = εαG1(r, θ,R, φ) + εα+1H1(r, θ,R, φ),

θ̇ = n + εαG2(r, θ,R, φ) + εα+1H2(r, θ,R, φ),

Ṙ = εαG3(r, θ,R, φ) + εα+1H3(r, θ,R, φ),

φ̇ = n + εαG4(r, θ,R, φ) + εα+1H2(r, θ,R, φ),

(4.5)

onde

G1 = sin(θ)F2 + cos(θ)F1,

G2 =
1
r

(
cos(θ)F2 − sin(θ)F1

)
,

G3 = cos

(
(θ + φ)n − φ

n

)
F3 + sin

(
(θ + φ)n − φ

n

)
F4,

G4 =
−n

(n − 1)rR

(
cos(θ)RF2 − cos

(
(θ + φ)n − φ

n

)
rF4 − sin(θ)RF1

+ sin

(
(θ + φ)n − φ

n

)
rF3

)
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e

H1 = sin(θ)L2 + cos(θ)L1,

H2 =
1
r

(
cos(θ)L2 − sin(θ)L1

)
,

H3 = cos

(
(θ + φ)n − φ

n

)
L3 + sin

(
(θ + φ)n − φ

n

)
L4,

H4 =
−n

(n − 1)rR

(
cos(θ)RL2 − cos

(
(θ + φ)n − φ

n

)
rL4 − sin(θ)RL1

+ sin

(
(θ + φ)n − φ

n

)
rL3

)
,

com

Fk(r, θ,R, φ) = Fk

(
r cos(θ), r sin(θ),R cos

(
θ +

1 − n

n
φ

)
,R sin

(
θ +

1 − n

n
φ

))

e

Lk(r, θ,R, φ) = Lk

(
r cos(θ), r sin(θ),R cos

(
θ +

1 − n

n
φ

)
,R sin

(
θ +

1 − n

n
φ

))

para k = 1, 2, 3, 4.

Agora tomando θ como a nova variável independente no sistema (4.5). O sistema resultante

depende do valor de α.

Se α = 1, o sistema (4.5), após a troca da variável independente, fica escrito como

dr

dθ
= εG1(r, θ,R, φ) + ε2(H1 −G1G2) + O(ε3),

dR

dθ
= εG3(r, θ,R, φ) + ε2(H3 −G2G3) + O(ε3),

dφ

dθ
= 1 + ε(G4 −G2)(r, θ,R, φ) + ε2(H4 − H2 +G2(G2 −G4)) + O(ε3).

(4.6)

Se G4 −G2 ≡ 0, da última equação do sistema (4.6) temos que qualquer solução (r(θ),R(θ), φ(θ))

do sistema (4.6) é da forma φ(θ) = θ + φ0 + O(ε2). Substituindo esta expressão de φ(θ) no sistema

(4.6), obtemos o seguinte sistema:

dr

dθ
= εG1(r, θ,R, θ + φ0) + ε2(H1 −G1G2)(r, θ,R, θ + φ0) + O(ε3),

dR

dθ
= εG3(r, θ,R, θ + φ0) + ε2(H3 −G2G3)(r, θ,R, θ + φ0) + O(ε3).

(4.7)
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Defina as funções f1, f2, f3 por

f
φ0

1 (r,R) =



∫ 2π

0
G1(r, θ,R, θ + φ0) dθ

∫ 2π

0
G3(r, θ,R, θ + φ0) dθ



f
φ0

2 (r,R) =



∫ 2π

0

(
∂G1

∂r
(r, s,R, s + φ0)

(∫ s

0
G1(r, θ,R, θ + φ0) dθ

)
+

H1(r, s,R, s + φ0) −G1(r, s,R, s + φ0)G2(r, s,R, s + φ0)+

∂G1

∂R
(r, s,R, s + φ0)

(∫ s

0
G3(r, θ,R, θ + φ0) dθ

))
ds

∫ 2π

0

(
∂G3

∂r
(r, s,R, s + φ0)

(∫ s

0
G1(r, θ,R, θ + φ0) dθ

)
+

H3(r, s,R, s + φ0) −G3(r, s,R, s + φ0)G2(r, s,R, s + φ0)+

∂G3

∂R
(r, s,R, s + φ0)

(∫ s

0
G3(r, θ,R, θ + φ0) dθ

))
ds



e

f
φ0

3 (r,R) = f
φ0

1 (r,R) + ε f
φ0

2 (r,R). (4.8)

Se α ≥ 1 então o sistema (4.5), após a troca da variável independente, se escreve como

dr

dθ
= εαG1(r, θ,R, φ) + εα+1H1(r, θ,R, φ) + O(ε4),

dR

dθ
= εαG3(r, θ,R, φ) + εα+1H3(r, θ,R, φ) + O(ε4),

dφ

dθ
= 1 + εα(G4 −G2)(r, θ,R, φ) + εα+1(H4 − H2)(r, θ,R, φ) + O(ε4).

(4.9)

Analogamente ao caso α = 1, da última equação do sistema (4.9) temos que qualquer solução

(r(θ),R(θ), φ(θ)) deste sistema é da forma φ(θ) = θ + φ0 + ε
α · η2(ε, r,R, θ, φ0), onde η2 é uma função

sem termos constantes ou lineares. Substituindo esta expressão de φ(θ) no sistema (4.9), obtemos

dr

dθ
= εαG1(r, θ,R, θ + φ0) + εα+1H1(r, θ,R, θ + φ0) + O(εα+2),

dR

dθ
= εαG3(r, θ,R, θ + φ0) + εα+1H3(r, θ,R, θ + φ0) + O(εα+2),

(4.10)
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que, para ε > 0, é equivalente a

dr

dθ
= εG1(r, θ,R, θ + φ0) + ε2H1(r, θ,R, θ + φ0) + O(ε3),

dR

dθ
= εG3(r, θ,R, θ + φ0) + ε2H3(r, θ,R, θ + φ0) + O(ε3).

(4.11)

Defina

f̃
φ0

1 (r,R) =



∫ 2π

0
G1(r, θ,R, θ + φ0) dθ

∫ 2π

0
G3(r, θ,R, θ + φ0) dθ



f̃
φ0

2 (r,R) =



∫ 2π

0

(
∂G1

∂r
(r, s,R, s + φ0)

(∫ s

0
G1(r, θ,R, θ + φ0) dθ

)
+

H1(r, s,R, s + φ0)+

∂G1

∂R
(r, s,R, s + φ0)

(∫ s

0
G3(r, θ,R, θ + φ0) dθ

))
ds

∫ 2π

0

(
∂G3

∂r
(r, s,R, s + φ0)

(∫ s

0
G1(r, θ,R, θ + φ0) dθ

)
+

H3(r, s,R, s + φ0)+

∂G3

∂R
(r, s,R, s + φ0)

(∫ s

0
G3(r, θ,R, θ + φ0) dθ

))
ds



e

f̃
φ0

3 (r,R) = f̃
φ0

1 (r,R) + ε f̃
φ0

2 (r,R). (4.12)

O resultado resultado segue do Teorema 4.1.

Teorema 4.2. Suponha que uma das seguintes condições se verifiquem no sistema (4.5):

(a) α = 1,

R
(
cos(θ)F2 − sin(θ)F1

)
+ nr

(
sin

(
n(φ + θ) − φ

n

)
F3 − cos

(
n(φ + θ) − φ

n

)
F4

)
≡ 0,

e para cada ε ∈ (0, ε0), existe (rε(φ0),Rε(φ0)) ∈ R+ ×R+, com φ0 ∈ I ⊂ S 1, onde I é conexo, de modo

que f
φ0

3 (rε(φ0),Rε(φ0)) = 0 e det D f
φ0

3 (rε(φ0),Rε(φ0)) , 0, para cada φ0 ∈ I.
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(b) α ≥ 2 e para cada ε ∈ (0, ε0), existe (rε(φ0),Rε(φ0)) ∈ R+ × R+, com φ0 ∈ I ⊂ S 1, I conexo, de

modo que f̃
φ0

3 (rε(φ0),Rε(φ0)) = 0 e det D f̃
φ0

3 (rε(φ0),Rε(φ0)) , 0, para cada φ0 ∈ I.

Então:

(i) se I , S 1 então para todo |ε| > 0 pequeno, existe um cilindro folheado de órbitas periódicas para

o sistema (4.2).

(ii) se I = S 1 então para todo |ε| > 0 pequeno, existe um toro folheado de órbitas periódicas para o

sistema (4.2).

Demonstração. Denote por Xφ0 o sistema (4.7) e seja f
φ0

3 como em (4.8) (resp. (4.10) e f̃
φ0

3 em

(4.12)) para φ0 ∈ S 1 fixado.

Seja I0 ⊂ S 1 tal que f
φ0

3 (resp. f̃
φ0

3 ) tem uma singularidade simples pε(φ0) (resp. p̃ε(φ0)) para todo

φ0 ∈ I0 e ε > 0 pequeno.

Note que I0 = S 1 ou I0 é união de conjuntos abertos e conexos de S 1, I0 = I1 ∪ . . . ∪ Il.

Fixe φ0 ∈ I j para algum j = 1, . . . , l. Aplicando o Teorema 4.1 à singularidade pε(φ0) de f
φ0

3

(resp. p̃ε(φ0) de f̃
φ0

3 ), obtemos que para todo ε , 0 pequeno, o sistema (4.7) (resp. (4.10)) tem uma

única órbita periódica.

Se I j , S 1, teremos um cilindro invariante, folheado por órbitas periódicas, para o sistema (4.6)

(resp. (4.9)). No caso I j = S 1, teremos um toro invariante para o sistema (4.6) (resp. (4.9)) folheado

por órbitas periódicas. O mesmo vale para o sistema (4.5), já que ele é equivalente ao sistema (4.6),

para α = 1, e equivalente ao sistema (4.9), para α ≥ 2.

�

O algoritmo que implementa este procedimento, no Maple 14, é dado no Apêndice A.1, página

75.

4.4 Aplicações do algoritmo

Nesta seção apresentamos duas aplicações do Teorema 4.2.
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4.4.1 Perturbação de Formas Normais

Considere o sistema de equações diferenciais

ẋ = −py − εα (
y
(
a1,0∆1 + a0,1∆2

) − x
(
c1,0∆1 + c0,1∆2

))
+ εβ f1(x, y, z,w),

ẏ = px + εα
(
x
(
a1,0∆1 + a0,1∆2

)
+ y

(
c1,0∆1 + c0,1∆2

))
+ εβ f2(x, y, z,w),

ż = −qw − εα (
w

(
b1,0∆1 + b0,1∆2

) − z
(
d1,0∆1 + d0,1∆2

))
+ εβ f3(x, y, z,w),

ẇ = qz + εα
(
z
(
b1,0∆1 + b0,1∆2

)
+ w

(
d1,0∆1 + d0,1∆2

))
+ εβ f4(x, y, z,w),

(4.13)

onde α, β ∈ N, ε ∈ (−ε0, ε0) é um pequeno parâmetro, ∆1 = x2 + y2, ∆2 = z2 + w2, ai, j, bi, j, ci, j, di, j ∈
R, p e q são inteiros primos entre si e f1, f2, f3, f4 são polinômios.

O sistema não-perturbado ((4.13) com ε = 0) é um centro linear em R4 cujas órbitas periódicas

estão em ressonância p : q. Note que este sistema é reversível.

Se f1 = f2 = f3 = f3 ≡ 0 em (4.13), então o sistema (4.13) é uma forma normal até ordem 3 para

campos vetoriais com uma singularidade elíptica p : q-ressonante na origem, com p + q ≥ 5.

O seguinte resultado é demonstrado em [24].

Teorema 4.3. Suponha que no sistema (4.13), tenhamos α = β = 1, ci, j = di, j = 0 e f1, . . . , f4 são

polinômios de grau 3. Então, para todo ε , 0 pequeno, o sistema (4.13) pode ter uma, duas ou

três toros invariantes, folheados por órbitas periódicas. Quando ε → 0, dois destes toros (quando

existem) tendem a órbitas periódicas do sistema (4.13) com ε = 0, e o terceiro toro (quando existe)

persiste.

O Teorema 4.3 é provado em [24] usando o algoritmo proposto em [26].

Mostraremos agora que com o método desenvolvido na Seção 4.3 é possível estudar o sis-

tema(4.13) para valores mais gerais dos parâmetros.

Considere, no sistema (4.13), que β = α + 1, α ≥ 2, f1 = f3 ≡ 0, f2(x, y, z,w) = 2y5 − x5 e

f4(x, y, z,w) = z5 − y5. A função f̃3 do Teorema 4.2 é dada neste caso por

f̃3(r,R, φ0) =


εω1r5 + ω2r3 + εω3r3R2 + ω4rR2 + εω5rR4

εκ1r4R + κ2r2R + εκ3r2R3 + κ4R3 + εκ5R5



onde
ω1 = 5π + 96c2

1,0π
2, κ1 = 32d2

1,0π
2 + 64d1,0c1,0π

2,

ω2 = 8πc1,0, κ2 = 8d1,0π,

ω3 = 128c0,1c1,0π
2 + 64c0,1d1,0π

2, κ3 = 64c0,1d1,0π
2 + 128d0,1d1,0π

2,

ω4 = 8c0,1π, κ4 = 8d0,1π,

ω5 = 64c0,1d0,1π
2 + 32c2

0,1π
2, κ5 = 96d2

0,1.
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Se c1,0 < 0 e d0,1 < 0, então a equação f̃3(r,R, φ0) = 0 tem duas soluções:

0,
1

2
√
−3επd0,1

 e


√
−8c1,0

5ε + 96πc2
1,0

, 0

.

Pelo Teorema 4.2, como f̃3 não depende de φ0, cada uma desta soluções dá origem a um toro

invariante, folheado por órbitas periódicas, para o sistema (4.13).

4.4.2 Osciladores fracamente acoplados

Osciladores fracamente acoplados são tratados em [7] e [18]. Ilustramos aqui como estudá-los

usando o Teorema 4.2.

Considere o sistema de equações diferenciais

ẋ = −y,

ẏ = x + εαa(x, y) + εβb(x, y, z,w),

ż = −w,

ẇ = z + εαa(z,w) + εβb(z,w, x, y),

(4.14)

onde α, β ∈ Z+ e a, b são funções de classe C2.

Quando α = β = 1 e a, b são polinômios homogêneos, a existência de cilindros e toros invariantes

para este sistema é estudada em [33]. Aqui consideramos β = α + 1 com α ≥ 2, a(x, y) = x3 − y3,

b(x, y, z,w) = w5 + y5 e ε > 0 pequeno.

A aplicação f̃3 do Teorema 4.2 é dada neste caso por

f̃3(r,R) =



(
5
8

r5 +
27
32

r5π +
5
8

R5 cos (φ0)

)
ε − 3

4
r3

(
5
8

R5 +
27
32

R5π +
5
8

r5 cos (φ0)

)
ε − 3

4
R3



Considere ξ(ε, ϕ0) = 2
√

6

√
1

ε(20 + 20 cos (φ0) + 27π)
.

Note que f̃3(ξ(ε, ϕ0), ξ(ε, ϕ0)) = 0 para todo ε > 0 e ϕ0 ∈ S 1. Além disto,

D f̃3(r,R)
∣∣∣
r=R=ξ(ε,ϕ0)

= −1296
(80 cos (φ0) − 20 − 27 π) π2

ε2 (20 + 20 cos (φ0) + 27 π)3
, 0,

para todo ϕ0 ∈ S 1 e ε > 0.
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Portanto, para todo ε > 0 pequeno, o sistema (4.14) tem um toro folheado por órbitas periódicas.

Os cálculos deste modelo podem ser facilmente realizados utilizando o algoritmo dado no Apên-

dice A.1.

4.5 Dimensões superiores

Nesta seção, apresentamos as ideias necessárias na adaptação do Teorema 4.2 para dimensões

superiores.

Considere o sistema de equações diferenciais

ẋ = Ax + εαF(x) + εα+1L(x), (4.15)

onde x ∈ R2n, F, L : R2n → R2n são aplicações de classe C2 e A é uma matriz 2n × 2n com autovalo-

res ±p1i, . . . ,±pni tais que {p1, . . . , pn} é um conjunto linearmente independente sobre os racionais.

Escreva F = (F1, . . . , F2n) e L = (L1, . . . , L2n). Vamos considerar α ≥ 2, mas o caso α = 1 pode ser

tratado de forma completamente análoga.

A mudança de coordenadas

x1 = r1 cos θ1, y1 = r1 sin θ1

x2 = r2 cos

(
p2

p1
θ2

)
, y2 = r2 sin

(
p2

p1
θ2

)

x j = r j cos

(
p j

p1
θ2 + θ j

)
, y j = r j sin

(
p j

p1
θ2 + θ j

)
, j ≥ 3.

(4.16)

transforma (4.15) em

ṙ1 = ε
αΦ1 + ε

α+1Ψ1,

θ̇1 = p1 + ε
αΦ2 + ε

α+1Ψ2,

ṙ2 = ε
αΦ3 + ε

α+1Ψ3,

θ̇2 = p1 + ε
αΦ4 + ε

α+1Ψ4,

ṙ j = ε
αΦ2 j−1 + ε

α+1Ψ2 j−1, j ≥ 3,

θ̇ j = ε
αΦ2 j + ε

α+1Ψ2 j, j ≥ 3.

(4.17)
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Multiplicando (4.17) por 1/p1 e tomando θ1 como a nova variável independente, obtemos

dr1

dθ1
= εαΦ̃1 + ε

α+1Ψ̃1 + O(εα+2),

dr2

dθ1
= εαΦ̃3 + ε

α+1Ψ̃3 + O(εα+2),

dθ2

dθ1
= 1 + εαΦ̃4 + ε

α+1Ψ̃4 + O(εα+2),

dr j

dθ1
= εαΦ̃2 j−1 + ε

α+1Ψ̃2 j−1 + O(εα+2), j ≥ 3,

dθ j

dθ1
= εαΦ̃2 j + ε

α+1Ψ̃2 j + O(εα+2), j ≥ 3.

(4.18)

Resolvendo a equação de θ̇2, obtemos θ2(θ1) = θ1 + θ
∗
2 + O(εα). Substituindo esta expressão no

sistema (4.18), obtemos

dr1

dθ1
= εαΦ̂1 + ε

α+1Ψ̂1 + O(εα+2),

dr2

dθ1
= εαΦ̂3 + ε

α+1Ψ̂3 + O(εα+2),

dr j

dθ1
= εαΦ̂2 j−1 + ε

α+1Ψ̂2 j−1 + O(εα+2), j ≥ 3,

dθ j

dθ1
= εαΦ̂2 j + ε

α+1Ψ̂2 j + O(εα+2), j ≥ 3.

Este sistema está na forma padrão para aplicar a Teoria da Média de Segunda Ordem. Seu análogo

em dimensão 4 é o sistema 4.10. Seguindo a mesma metodologia da Seção 4.3, é possível obter

condições para existência de cilindros e toros invariantes, folheados por órbitas periódicas, para o

sistema (4.15).

Observação 4.4. Com uma pequena modificação na mudança de coordenadas mud.cc é possível

usar o método anterior para procurar por cilindros e k-toros invariantes para o sistema(4.4). Apli-

cando, por exemplo, a mudança de coordenadas

x1 = r1 cos θ1, y1 = r1 sin θ1,

x j = r j cos

(
p j

p1
θ j

)
, y j = r j sin

(
p j

p1
θ j

)
, 2 ≤ j ≤ k,

x j = r j cos

(
p j

p1
θk + θ j

)
, y j = r j sin

(
p j

p1
θk + θ j

)
, k + 1 ≤ j ≤ n

ao sistema (4.15), e aplicando a mesma metodologia da Seção 4.3, é possível obter um método para

procurar por k-toros folheados por órbitas periódicas.
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CAPÍTULO 5

CONJUNTOS MINIMAIS EM

PERTURBAÇÕES DE SISTEMAS

HAMILTONIANOS INTEGRÁVEIS

Neste capítulo estudamos perturbações de sistemas hamiltonianos integráveis, com a propriedade

de que alguma potência da aplicação de primeiro retorno é igual à identidade, usando a Teoria da

Média. A teoria necessária neste capítulo se encontra em [13, 20, 26, 41, 45]. Os resultados deste

capítulo estão em [25].

5.1 Introdução e resultados principais

Um dos principais problemas da Teoria da Perturbação é detectar o quão persistente são certas

propriedades. Noutras palavras, queremos passar algumas propriedades dinâmicas do sistema não-

perturbado para o perturbado. Frequentemente, o sistema não-perturbado é linear, polinomial ou

um sistema hamiltoniano integrável, e os objetos que queremos continuar são singularidades, órbitas

periódicas ou toros invariantes.

Quando não ocorre persistência, ocorre uma bifurcação. Grosseiramente falando, nosso objetivo

neste capítulo é perturbar um sistema hamiltoniano integrável e analisar o que acontece com suas
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órbitas periódicas e toros invariantes.

É um fato bem-conhecido que a aplicação de primeiro retorno de um sistema hamiltoniano inte-

grável com dois graus de liberdado é uma aplicação do tipo twist. Assim, o Teorema de Poincaré-

Birkhoff pode ser utilizado para estudar quais órbitas periódicas persistem quando perturbamos tal

sistema por um outro sistema hamiltoniano. Por outro lado, a Teoria KAM determina quais toros

quasi-periódicos persistem. Mais detalhes, veja [1, 5].

No entanto, se alguma potência da aplicação de primeiro retorno de um sistema hamiltoniano

integrável é igual à identidade, então não podemos utilizar os Teoremas de Poincaré-Birkhoff ou a

Teoria KAM.

Mostraremos neste capítulo como utilizar a Teoria da Média para determinar se alguma órbita

periódica e/ou toro invariante do sistema não-perturbado persiste, quando perturbado.

Passamos agora a introduzir os modelos que iremos consider.

Seja R+ o conjuntos dos números reais positivos. Considere o hamiltoniano

H =
1
2

(
(r − 1)2 + z2

)
+ w + ε

(
a r2 + b log r + (z + w)θ

)
, (5.1)

onde ε é um pequeno parâmetro, a, b são parâmetros arbitrários e as variáveis satisfazem r ∈ R+,
z,w ∈ R e θ ∈ S1 = R/(2πR). O sistema hamiltoniano associado é

ṙ = −Hz = −z − εθ,

ż = Hr = r − 1 + ε

(
2a r +

b

r

)
,

ẇ = −Hθ = −ε(z + w),

θ̇ = Hw = 1 + εθ.

(5.2)

Para ε = 0, temos que H e w são integrais primeiras independentes para o sistema hamiltoniano

(5.2). Portanto, tal sistema é completamente integrável.

O sistema não-perturbado, isto é, o sistema (5.2) com ε = 0, não é genérico já que todos os seus

toros invariantes são folheados por órbitas periódicas de período 2π.

É sabido que as órbitas periódicas de um sistema hamiltoniano com dois graus de liberdade

vivem, genericamente, em um cilindro localmente parametrizado pelos valores do hamiltoniano.

Além disto, nosso objetivo é usar um resultado da Teoria da Média que detecta somente órbitas

periódicas isoladas. Portanto, iremos fixar um nível do hamiltoniano, digamos H = h, com h ∈ R,

e estudar as órbitas periódicas do sistema (5.2), para ε , 0, que estejam contidas em H = h que são

continuações de órbitas periódicas do sistema (5.2) com ε = 0, também contidas no nível H = h.
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Como trabalhamos no nível H = h, podemos expressar uma das variáveis em função das outras

três, e restringir o estudo do sistema (5.2) a estas três variáveis.

No nosso caso, iremos considerar w como função de (r, z, θ) usando o hamiltoniano (5.1), isto é,

w =
2h − (r − 1)2 − z2 − 2ε

(
ar2 + b log r + zθ

)

2(1 + εθ)
. (5.3)

Restringindo ao nível H = h, teremos então o sistema

ṙ = −z − εθ,

ż = r − 1 + ε

(
2a r +

b

r

)
,

θ̇ = 1 + εθ.

(5.4)

O principal resultado sobre as órbitas periódicas do sistema (5.2) é:

Teorema 5.1. As seguintes afirmações se verificam:

(a) Para ε , 0 pequeno e para todo h ∈ R, o sistema hamiltoniano (5.2) restrito ao nível invariante

H = h (isto é, o sistema (5.4)) pode ter no máximo 5 órbitas periódicas bifurcando das órbitas

periódicas do toro invariante do sistema (5.4) com ε = 0, dentre as órbitas que são detectadas

pelo Método da Média (a ser descrito na Seção 5.2).

(b) Além disto, para valores adequados dos parâmetros a e b, o sistema tem exatamente 5 órbitas

periódicas.

O Teorema 5.1 é provado na Seção 5.3.

Consideramos agora a família a 6-parâmetros de funções hamiltonianas

H =
1
2

(x2 + y2 + z2 + w2) − εG, (5.5)

onde

G(x, y, z,w) = ρ
y

x

√
x2

x2 + y2

(
λ1x + λ2y + λ3z + λ4w − xw − y2 + yz − 2zw

)

+ ρ
y

x

√
x2

x2 + y2

(
1 +

λ5xy + 10zw

z2 + w2
+

λ6zw

(z2 + w2)2

)
,

para (x, y, z,w) < {x2 + y2 = 0} ∪ {z2 + w2 = 0}, e G ≡ 0 caso contrário, com ρ(x, y, z,w) =

exp

(
−1

(x2 + y2)(z2 + w2)

)
, λ1, . . . , λ6 ∈ R.
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Observamos que, quando ε = 0, o sistema não-perturbado corresponde a um oscilador harmônico

duplo. Assim, a menos da origem, todas as outras órbitas do sistema não-perturbado são periódicas

de período 2π. Logo, a aplicação de primeiro retorno deste sistema é a identidade. O sistema ha-

miltoniano associado à função (5.5) é

ẋ = −Hy = −y + εGy,

ẏ = Hx = x − εGx,

ż = −Hw = −w + εGw,

ẇ = Hz = z − εGz.

(5.6)

Veremos, usando um resultado da Teoria da Média, que o sistema (5.6), para ε , 0 pequeno,

tem quatro ou oito cilindros folheados por órbitas periódicas, de acordo com o valor do parâmetro

λ6. Estes cilindros invariantes nascem a partir da destruição de um toro invariante do sistema não-

perturbado.

O resultado principal para este modelo é o seguinte.

Teorema 5.2. Considere o toro

T = {(x, y, z,w) ∈ R4 : x2 + y2 =

(√
2 + sin2 φ − sin φ

)2

, φ ∈ S1, z2 + w2 = 1},

que é folheado por órbitas periódicas isócronas do sistema (5.6) quando ε = 0. Para ε , 0 e para

todo λ1, . . . , λ5 ∈ R, vale o seguinte:

(a) Se λ6 ∈
(
−25

2
, 0

)
, então T se quebra em oito cilindros C1, . . . ,C8 folheados por órbitas perió-

dicas isócronas do sistema hamiltoniano (5.6).

(b) Se λ6 → 0−, então os cilindros C2 j, j = 1, 2, 3, 4 diminuem até desaparecer, quando λ6 = 0.

(c) Se λ6 ≥ 0 ou se λ6 = −
25
2

, então T se quebra em quatro cilindros C1,C3,C5,C7, folheados por

órbitas periódicas isócronas do sistema hamiltoniano (5.6).

(d) Se λ6 < −
25
2

, a técnica que utilizamos não nos permite chegar a nenhuma conclusão.

Observação 5.3. O toro T no enunciado do Teorema 5.2 se quebra em cilindros porque existem

quatro órbitas periódicas em T que não podem ser prolongadas: as órbitas correspondentes a φ =

kπ/2 para k = 1, 2, 3, 4.

Theorem 5.2 is proved in section 5.4.
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5.2 Resultados básicos sobre a Teoria da Média

Nesta seção apresentamos alguns resultados básicos da Teoria da Média.

Consideramos o problema da bifurcação de soluções T–periódicas de equações diferenciais da

forma

ẋ(t) = F0(t, x) + εF1(t, x) + ε2F2(t, x, ε), (5.7)

ε ≥ 0 pequeno. Supomos que as funções F0, F1 : R × Ω → Rn e F2 : R × Ω × (−ε0, ε0) → Rn são

de classe C2, T–periódicas na primeira variávei e Ω é um aberto de Rn. Assumimos que o sistema

não-perturbado

ẋ(t) = F0(t, x), (5.8)

possui uma subvariedade formada por soluções periódicas.

Seja x(t, z, ε) uma solução do sistema (5.8) tal que x(0, z, ε) = z. Escrevemos a linearização do

sistema não-perturbado ao longo de uma solução periódica x(t, z, 0) como

ẏ = DxF0(t, x(t, z, 0))y. (5.9)

Denotaremos por Mz(t) uma matriz fundamental do sistema linear (5.9).

Assumimos que existe um conjunto aberto V com Cl(V) ⊂ Ω tal que para cada z ∈ Cl(V), x(t, z, 0)

é T–periódica. O conjunto Cl(V) é isócrono para o sistema (5.7), isto é, ele é formado somente por

órbitas periódicas, todas delas de mesmo período T . Então, uma resposta para o problema da bifur-

cação de soluções T–periódicas das soluções periódicasx(t, z, 0) contidas em Cl(V) para o sistema

(5.7) é dada no seguinte resultado:

Teorema 5.4. (Perturbação de um conjunto isócrono) Assumimos que existe um conjunto aberto

e limitado V com Cl(V) ⊂ Ω tal que para cada z ∈ Cl(V), a solução x(t, z, 0) é T–periódica.

Consideramos a função F : Cl(V)→ Rn definida por

F (z) =
∫ T

0
M−1

z (t, z)F1(t, x(t, z, 0))dt. (5.10)

Se existe a ∈ V com F (a) = 0 e det ((dF /dz) (a)) , 0, então existe uma solução periódica ϕ(t, ε)

de período T para o sistema (5.7) tal que ϕ(0, ε)→ a quando ε→ 0.

O Teorema 5.4 é devido a Malkin [30] e Roseau [39]. Para uma prova mais simples, veja [12].
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O Teorema 5.4 será usado na Seção 5.3 para provar o Teorema 5.1.

Utilizamos ainda os resultados da Teoria da Média que já foram apresentados no capítulo anterior,

especificamente na Seção 2.2.1, página 24.

5.3 Prova do Teorema 5.1

Note que o domínio de definição do sistema (5.4) é R+ × R × S1.

Primeiramente, é fácil checar que uma solução (r(t), z(t), θ(t)) do sistema (5.4) com ε = 0 tal que

(r(0), z(0), θ(0)) = (r0, z0, θ0) é

r(t) = 1 + (r0 − 1) cos t − z0 sin t,

z(t) = z0 cos t + (r0 − 1) sin t,

θ(t) = t + θ0.

(5.11)

Como r > 0, as órbitas periódicas deste sistema preenchem os toros invariantes fa(r, z, θ) =

z2 + (r − 1)2 − a2 = 0 com a ∈ (0, 1), sempre com período 2π. O toro fa(r, z, θ) = 0 é invariante

pelo fluxo do sistema (5.4) com ε = 0, já que para toda solução periódica de (5.11) em fa(r, z, θ) = 0

temos
d fa

dt
(r(t), z(t), θ(t)) =

∂ fa

∂r
ṙ(t) +

∂ fa

∂z
ż(t) +

∂ fa

∂θ
θ̇(t) = 0.

Note que a única solução periódica que não está num toro invariante é a representada por z2 +

(r − 1)2 = 0. Seja V a subvariedade de R+ × R × S1 formada pela união de todos os toros invariantes

descritos anteriormente. Assim V é uma subvariedade aberta e limitada, formada por órbitas 2π–

periódicas.

Para aplicar o Teorema 5.4 ao sistema (5.4), tomamos

x = (r, z, θ),

z = (r0, z0, θ0),

x(t, z, 0) = (r(t), z(t), θ(t)) dado por (5.11),

F0(t, x) = (−z, r − 1, 1),

F1(t, x) =

(
−θ, 2a r +

b

r
, θ

)
,

F2(t, x, ε) = 0,

Ω = R+ × R × S1,

T = 2π.

(5.12)
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Observamos que Ω pode ser visto como um aberto de R3. Claro que o conjunto aberto e limitado

do enunciado do Teorema 5.4 será a subvariedade V anteriormente.

Para a função F0 e a solução periódica x(t, z, 0) dada em (5.12), alguns cálculos mostram que a

matriz fundamental Mz(t) do sistema (5.9), tal que Mz(0) é a matriz identidade de R3 é dada por

Mz(t) =



cos t − sin t 0

sin t cos t 0

0 0 1


. (5.13)

Observamos que para o sistema (5.4) com ε = 0, a matriz fundamental Mz(t) não depende da

escolha da órbita periódica x(t, z, 0).

Como todas as hipóteses do Teorema 5.4 estão satisfeitas, devemos estudar os zeros em V do

sistema F (z) = 0, com três equações e três variáveis, onde F é dado por (5.10). Com alguns

cálculos, obtemos

F (z) = (F1(r0, z0, θ0),F2(r0, z0, θ0),F3(r0, z0, θ0)),

onde

F1 = −2πz0


a +

b

(√
1 − (r0 − 1)2 − z2

0 − 1
)

(
(r0 − 1)2 + z2

0

) √
1 − (r0 − 1)2 − z2

0


,

F2 = 2π


a(r0 − 1) − 1 +

b(r0 − 1)
(√

1 − (r0 − 1)2 − z2
0 − 1

)

(
(r0 − 1)2 + z2

0

) √
1 − (r0 − 1)2 − z2

0


,

F3 = 2π(θ0 + π).

Assim, pela hipótese 0 < (r0−1)2+z2
0 < 1, o sistema anterior está bem-definido, e pode-se mostrar

que suas soluções são (r0 = r̄0, z0 = 0, θ0 = −π), onde r̄0 percorre as raízes reais do polinômio

p(r0) = a2r5
0 + (−5a − 2)ar4

0 +
(
9a2 + 2ba + 8a + 1

)
r3

0 + (−7a2 − 6ba−
10a − 2b − 3)r2

0 +
(
2a2 + 4ba + 4a + b2 + 4b + 2

)
r0 − b2

que estão contidas no intervalo (0, 2).
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Pelo Teorema 5.4, para cada raiz r̄0 ∈ (0, 2) do polinômio p(r0) tal que

det
∂(F1,F2,F3)
∂(r0, z0, θ0)

∣∣∣∣∣
(r0=r̄0,z0=0,θ0=−π)

= − 8π3

(r̄0 − 2)2(r̄0 − 1)4r̄2
0

(
− a2r̄8

0 + 8a2r̄7
0 − 26a2r̄6

0 + 44a2r̄5
0 −

(
41a2 − b2

)
r̄4

0+

4
(
5a2 − b2

)
r̄3

0 − 2
(
2a2 − b2

)
r̄2

0 + 4b2r̄0 − b2+

b

√
2r̄0 − r̄2

0

(
ar̄4

0 − 4ar̄3
0 + 3(2a + b)r̄2

0 − 2(2a + 3b)r̄0 + a + b
))
, 0,

(5.14)

temos um ciclo limite do sistema (5.4) para ε , 0 pequeno. Portanto, a parte (a) do Teorema 5.1 está

provada.

Tomando

a =
6

14273
(−4916 − 1290

√
3 + 783

√
5 + 198

√
15)),

b =
1

28546

(
−24645 + 6480

√
15 +

√
15(69081827 − 17769888

√
15)

)
,

o polinômio p(r0) tem as seguintes 5 raízes contidas no intervalo (0, 2):

0.005027269874128.., 1/3, 1/2, 1.13509506477830.., 1.9995591385847..

Como, para estas raízes, o determinante (5.14) vale

57805.5952633892.., 1042.080111492805.., 1004.924480347716..,

983.390018341011.., 3802297.318120450..

respectivamente, a parte (b) do Teorema 5.1 fica demonstrada. 5.2

5.4 Prova do Teorema 5.2

Prova do Teorema 5.2. Considerando a mudança de coordenadas

x = r cos θ, y = r sin θ, z = R cos φ, w = R sin φ,

o sistema hamiltoniano (5.6) é transformado no sistema

ṙ = εG1(r, θ,R, φ),

θ̇ = 1 + εG2(r, θ,R, φ),

Ṙ = εG3(r, θ,R, φ),

φ̇ = 1 + εG4(r, θ,R, φ),

(5.15)
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onde G1,G2,G3,G4 são dadas por

G1 = −
1

rR2
sign(cos θ) exp

(
− 1

r2R2

)
G̃1,

G̃1 = −λ6 cosϕ sinϕ cos θ − 10R2 cosϕ sinϕ cos θ + λ5r2 sin θ−
2rR3 cosϕ sin θ cos θ + 2R4 cosϕ cos θ sinϕ − λ3R3 cosϕ cos θ−

− 2λ1rR2 cos2 θ − R2 cos θ − 2λ2rR2 sin θ cos θ − 3λ5r2 cos2 θ sin θ−
rR3 sinϕ + 2rR3 cos2 θ sinϕ + 3r2R2 cos θ + λ1rR2 − 3r2R2 cos3 θ−
λ4R3 sinϕ cos θ;

G2 =
1

r4R4
sign(cos θ) exp

(
− 1

r2R2

)
G̃2,

G̃2 = 2rR3 cosϕ cos2 θ − r3R5 cosϕ − 2rR3 cosϕ − 2λ6 sin θ cosϕ sinϕ−
2λ3R3 sin θ cosϕ − 20R2 sin θ cosϕ sinϕ + 4R4 sin θ cosϕ sinϕ+

r3R5 cosϕ cos2 θ − 2λ4R3 sin θ sinϕ + 2r4R4 sin θ + 2λ5r2 cos3 θ−
2λ5r2 cos θ + 2r2R2 sin θ + r3R5 sin θ sinϕ cos θ − 2R2 sin θ+

2λ5r4R2 cos3 θ + 2λ2rR2 cos2 θ + λ2r3R4 cos2 θ − 2r4R4 sin θ cos2 θ−
2λ5r4R2 cos θ − 2r2R2 sin θ cos2 θ − 2λ2rR2 − λ2r3R4 − 2λ1rR2 sin θ cos θ−
λ1r3R4 sin θ cos θ + 2rR3 sin θ sinϕ cos θ;

G3 = −
1
R3

sign(cos θ) sin θ exp

(
− 1

r2R2

)
G̃3,

G̃3 = 10R2 − 2λ6 cos2 ϕ − cosϕλ4R3 + λ3R3 sinϕ − 2R4 − 20R2 cos2 ϕ+

rR3 sinϕ sin θ + rR3 cosϕ cos θ + λ6 + 4R4 cos2 ϕ;

G4 =
1

r2R6
sign(cos θ) exp

(
− 1

r2R2

)
G̃4

G̃4 = −2λ3R3 sin θ cosϕ − 2λ4R3 sin θ sinϕ + 4R4 sin θ cosϕ sinϕ+

r3R5 cosϕ cos2 θ − 2λ6 cosϕ sinϕ sin θ − 20R2 sin θ cosϕ sinϕ−
2 rR3 cosϕ + 2rR3 sin θ sinϕ cos θ − r3R5 cosϕ − λ3r2R5 cosϕ sin θ+

2λ5r2 cos3 θ + 4r2R6 cosϕ sinϕ sin θ − 2λ5r2 cos θ + 2rR3 cosϕ cos2 θ+

2r2R2 sin θ − 2R2 sin θ − 2λ5r4R2 cos3 θ + 2λ2rR2 cos2 θ+

2 λ5r4R2 cos θ − 2r2R2 sin θ cos2 θ − 2λ2rR2 − 2λ1rR2 sin θ cos θ+

r3R5 sin θ sinϕ cos θ − λ4r2R5 sinϕ sin θ + 2λ6R2r2 cosϕ sinϕ sin θ.
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Tomamos θ como a nova variável independente no sistema (5.15), este sistema se torna

dr

dθ
= εG1(r, θ,R, φ) + O(ε2),

dR

dθ
= εG3(r, θ,R, φ) + O(ε2),

dφ

dθ
= 1 + ε

(
G4 −G2

)
(r, θ,R, φ) + O(ε2),

(5.16)

Da última equação, obtemos que qualquer solução (r(θ),R(θ), φ(θ)) do sistema será da forma

φ(θ) = θ + φ0 + O(ε).

Substituindo esta expressão de φ(θ) no sistema (5.16), ele se reduz a

dr

dθ
= εG1(r, θ,R, θ + φ0) + O(ε2),

dR

dθ
= εG3(r, θ,R, θ + φ0) + O(ε2).

(5.17)

Agora estudaremos as órbitas periódicas do sistema(5.17) pelo Teorema 2.4. Calculando o sis-

tema promediado de (5.17), obtemos

dr

dθ
= εg1(r,R, φ0),

dR

dθ
= εg3(r,R, φ0),

onde

gk(r,R, φ0) =
1

2π

∫ 2π

0
Gk(r, θ,R, θ + φ0), k = 1, 3;

isto é,

g1(r,R, φ0) =
(
− 4R2

3πr
sinϕ0 cosϕ0 +

20
3πr

sinϕ0 cosϕ0 +
2
πr
−

2r

π
+

4λ6

3πR2r
sinϕ0 cosϕ0 −

2R

π
sinϕ0

)
exp

(
− 1

r2R2

)
,

g3(r,R, φ0) =
(
− 64λ6

3πR3
sinϕ0 cosϕ0 +

16R

3π
sinϕ0 cosϕ0−

− 80
3πR

sinϕ0 cosϕ0

)
exp

(
− 1

r2R2

)
.

(5.18)

As duas soluções (ri,Ri) do sistema (5.18) com r,R positivos (para λ6 em um intervalo, que será

72



especificado mais tarde) são

r1 = −
1
4

√
10 + 2

√
25 + 2λ6 sinϕ0 +

1
4

√(
10 + 2

√
25 + 2λ6

)
sin2 ϕ0 + 16,

R1 =
1
2

√
10 + 2

√
25 + 2λ6,

r2 = −
1
4

√
10 − 2

√
25 + 2λ6 sinϕ0 +

1
4

√(
10 − 2

√
25 + 2λ6

)
sin2 ϕ0 + 16,

R2 =
1
2

√
10 − 2

√
25 + 2λ6.

Note que a primeira solução só faz sentido para λ6 > −
25
2

, e a segunda para λ6 ∈
(
−25

2
, 0

)
.

Observe que

det

(
∂(g1, g2)
∂(r,R)

∣∣∣∣∣
r=r1,R=R1

)
= f1(λ6) sin(2φ0),

com f1 :

(
−25

2
,∞

)
→ R positiva e

det

(
∂(g1, g2)
∂(r,R)

∣∣∣∣∣
r=r2,R=R2

)
= f2(λ6) sin(2φ0),

com f2 :

(
−25

2
, 0

)
→ R positiva, exceto no zero.

Portanto, do Teorema 2.4, deduzimos que para cada φ0 fixo e para qualquer λ6 ∈
(
−25

2
, 0

)
,

existem duas órbitas periódicas, correspondendo às condições iniciais (ri,Ri) para i = 1, 2 quando

ε → 0, desde que sin(2φ0) , 0. Desta forma, temos uma órbita periódica para o sistema (5.16), para

cada φ0 ∈ S1 \ {kπ/2 : k = 1, 2, 3, 4}. Isto mostra a existência de oito cilindros, folheados por órbitas

periódicas, para o sistema (5.16) (consequentemente, para o sistema (5.6)).

Denotamos tais cilindros por C j, j = 1, . . . , 8 de acordo com a seguinte regra: C2k+1 corresponde

a φ0 ∈
(
kπ

2
,

(k + 1)π
2

)
para soluções que vem de (r1,R1), e C2k+2 corresponde a φ0 ∈

(
kπ

2
,

(k + 1)π
2

)

para as soluções que vem de (r2,R2), para k = 0, 1, 2, 3. Com isto, provamos a parte (a) do teorema.

Quando λ6 ≥ 0, os cilindros associados à solução (r2,R2) desaparecem. Isto prova os itens (b) e

(c) do teorema. �

Observação 5.1. Uma ilustração ingênua da posição relativa dos cilindros do Teorema 5.2 é a

seguinte:
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C1

C3

C5

C7

C4

C2

C8

C6

Os cilindros internos são os que desaparecem quando a solução (r2,R2) deixa de existir. Note

que a separação entre os cilindros tem medida zero.
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APÊNDICE

O algoritmo abaixo foi produzido para o software Maple 14. Os comandos estarão distinguidos

por >. Faremos alguns comentários para esclarecer ao leitor cada passo do algoritmo, explicando

como adaptá-lo para os diversos casos.

A.1: Método da Média de Segunda Ordem: Encontrando

Cilindros e Toros Invariantes

Apresentamos um algoritmo para estudar a existência de cilindros e toros invariantes para equa-

ções diferenciais da forma

ẋ = Ax + εαF(x) + εα+1L(x),

onde A é uma matriz elíptica semisimples, F, L são aplicações de classe C3 e ε é um pequeno parâ-

metro.

Ilustraremos a aplicação do algoritmo à equação diferencial

ẋ = −y,

ẏ = x + εαa(x, y) + εα+1b(x, y, z,w),

ż = −w,

ẇ = z + εαa(z,w) + εα+1b(z,w, x, y),

(19)

onde α ≥ 2 e a, b são funções de classe C2. O algoritmo pode ser executado no software Maple 14.
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Primeiro carregamos os pacotes básicos e introduzimos os modelos.

> with(LinearAlgebra); with(VectorCalculus);

> T := 2*Pi;

> alpha:=2;

> X := Vector([

y, -x-epsilon^alpha*a(x, y)-epsilon^(alpha+1)*b(x, y, z, w),

w, -z-epsilon^alpha*a(z, w)-epsilon^(alpha+1)*b(z, w, x, y)

]);

Agora consideramos uma mudança de coordenadas e truncamos o campo até ordem α+ 1, inclu-

sive.

> Y := Matrix(1/Matrix(

Jacobian([r*cos(theta), r*sin(theta), R*cos(2*phi), R*sin(2*phi)], [r, theta, R, phi])

)).subs(x = r*cos(theta), y = r*sin(theta), z = R*cos(2*phi), w = R*sin(2*phi), X);

> Z := Vector([

mtaylor(simplify(Y[1]), epsilon, alpha+2), mtaylor(simplify(Y[2]), epsilon, alpha+2),

mtaylor(simplify(Y[3]), epsilon, alpha+2), mtaylor(simplify(Y[4]), epsilon, alpha+2)

]);

Agora reduzimos o sistema a um problema bidimensional com um parâmetro:

> G := Vector([

mtaylor(Z[1]/Z[2], epsilon, alpha+2), mtaylor(Z[3]/Z[2], epsilon, alpha+2),

mtaylor(Z[4]/Z[2], epsilon, alpha+2)

]);

> J[1] := subs(phi = theta+phi[0], G[1]); J[2] := subs(phi = theta+phi[0], G[2]);

>

>

> F[1] := Vector([coeff(J[1], epsilon^alpha), coeff(J[2], epsilon^alpha)]);

> F[2] := Vector([coeff(J[1], epsilon^(alpha+1)), coeff(J[2], epsilon^(alpha+1))]);

Calculamos a equação promediada (no caso da Teoria da Média de Segunda Ordem):

> f[1] := Vector([int(F[1][1], theta = 0 .. T), int(F[1][2], theta = 0 .. T)]);

> ff[2] := subs(theta = s, Jacobian(F[1], [r, R])).Vector([

int(F[1][1], theta = 0 .. s),

int(F[1][2], theta = 0 .. s)

])+subs(theta = s, F[2]);
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> f[2] := Vector([int(ff[2][1], s = 0 .. T), int(ff[2][2], s = 0 .. T)]);

>

> M := f[1]+epsilon*f[2];

O algoritmo retorna a função M. Cada solução simples de M(r,R) = 0 nos dá um cilindro ou toro

invariante da equação (19).
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