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Resumo

Esse trabalho pretende tracar uma estratégia para diagonalizar matrizes através de alguns
tipos de fatoracoes, dentre elas, fatoragdo de matrizes quadradas simétricas e nao simétricas
e fatoracdo de matrizes quaisquer. Essa tdltima fatoragao diz respeito a um resultado
notavel chamado Decomposigao em Valores Singulares cuja a sigla é SVD (Singular Value
Decomposition). Para isso foram abordados alguns conceitos da Algebra Linear como por
exemplo, espacos e subespagos vetoriais, operadores lineares, autovalores, autovetores,
formas quadraticas e o problema dos quadrados minimos. O resultado pretendido ¢ um
material didatico que auxilie professores e estudantes a trabalhar esses conteiidos em
sala de aula, principalmente a Decomposicao em Valores Singulares que geralmente nao
¢ abordado em cursos de graduagao e possui aplicacoes poderosas. Serao apresentadas
duas aplicagoes utilizando a Decomposi¢ao em Valores Singulares como instrumento, a

Pseudo-Inversa e uma das mais relevantes, a compressao de imagens digitais.

Palavras-chaves: diagonalizacao de Matrizes; decomposicao em valores singulares; com-

pressao de imagens digitais.



Abstract

This work intends to outline a strategy to diagonalize matrices through some types of
factoring, among them, factoring symmetric and non-symmetric square matrices and
factoring any matrices. This last factorization concerns a remarkable result called Singular
Value Decomposition whose acronym is SVD. For that, some concepts of Linear Algebra
were approached, for example, vector spaces and subspaces, linear operators, eigenvalues,
eigenvectors, quadratic forms, and the minimum squares problem. The intended result
is a didactic material that helps teachers and students to work on these contents in the
classroom, mainly the Singular Value Decomposition that is generally not addressed in
undergraduate courses and has powerful applications. Two applications will be presented
using Singular Value Decomposition as an instrument, the Pseudo-Inverse and one of the

most relevant, the digital image compression.

Key-words: diagonalization of matrices; singular values decomposition; digital image

compression.
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1 Introducao

O Mestrado Profissional em Matematica Aplicada e Computacional, no qual esta dissertacao
esta inserida, tem como objetivo capacitar pessoal para a pratica profissional avancada
no exercicio do magistério superior. Neste contexto, o presente trabalho, foi pensado e
produzido para ser um material didatico complementar do componente curricular Algebra
Linear para cursos de graduacao nas areas das ciéncias exatas, como matematica, fisica e
engenharias, ou pés graduagoes em que sao realizadas pesquisas com suporte nessa area

da Matematica.

Este trabalho foi dividido em trés capitulos. O primeiro capitulo apresenta os conceitos
preliminares com um referencial tedrico que nos permita obter o conhecimento adequado
para um satisfatorio entendimento da decomposicao em valores singulares, objeto principal
desse trabalho. Sao apresentados defini¢es, exemplos, teoremas com suas respectivas
demonstracoes com o intuito de tornar esse trabalho agradavel e enriquecedor aos olhos
do leitor, cujos conteudos abordados para alcangar esse objetivo sao vetores do espaco
Euclidiano, o conceito de dependéncia linear de vetores, base e dimensao de espagos vetoriais,
transformacoes lineares. Veremos também o significado de autovalores e autovetores, e
estabelecer uma estratégia para diagonalizar matrizes invertiveis e matrizes simétricas.

Além de dar um enfoque matricial ao problema de quadrados minimos.

O segundo capitulo trata propriamente da teoria da decomposicao em valores singulares
conhecida também como SVD que ¢é a abreviatura do seu nome em inglés, Singular Value
Decomposition. A SVD sera apresentada por meio de conceitos e propriedades. Antes se

faz necessario apresentar um breve histérico do surgimento e desenvolvimento da SVD.

A teoria da SVD pode ser tragada até o trabalho de cinco matemaéticos: o italiano Eugenio
Beltrami, o francés Camille Jordan, o inglés James Sylvester, e os alemaes Erhard Schimidt
e Herman Weyl. Mais recentemente, os esforcos pioneiros do matematico norte-americano
Gene Golub produziram um algoritmo estavel e eficaz para calcula-la. Beltrami e Jordan
foram os pais da decomposicao, sendo que, em 1873 Beltrami deu uma prova para o caso
de matrizes reais invertiveis com valores singulares distintos. Subsequentemente, Jordan
refinou a teoria e eliminou as restricoes desnecesséarias impostas por Beltrami. Sylvester,
aparentemente desconhecendo o trabalho de Beltrami e Jordan, redescobriu o resultado
em 1889 e indicou sua importancia. Schimidt foi o primeiro a mostrar que a decomposicao
em valores singulares poderia ser usada para aproximar uma matriz por outra de posto
menor e, ao fazer isso, ele transformou-a de uma curiosidade matematica numa importante

ferramenta pratica. Weyl mostrou como encontrar a aproximacao de posto menor na

presenga de erro (STRANG, 2009; LIMA, 2011; ANTON; RORRES, 2012).
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Este capitulo foi desenvolvido e estruturado para deixar claro o que significa uma SVD
por meio de sua defini¢do e suas propriedades apresentadas como teoremas, proposigoes e
suas respectivas demonstragoes. Além disso, é apresentada uma interpretacao geométrica
com o intuito de facilitar a visualizacao dessa decomposicao acompanhada de algumas
aplicagoes, entre elas, a norma euclidiana, a norma de Frobenius e o niimero de condicao

de uma matriz que permite classificar a matriz em mal-condicionada e bem-condicionada.

Por fim, no ultimo capitulo sdo apresentadas duas aplicagoes da SVD, a primeira aplicacao
¢ a pseudo-inversa, de extrema importancia na resolugao de sitemas lineares quando
estes tém infinitas solugdes ou nao tém solugdo alguma. A segunda é compactar imagens
digitais com o objetivo de transmiti-las a um custo computacional bem mais baixo do que

transmitir a imagem original.

Por exemplo, se colocarmos uma figura, uma foto, no software MatLab, através de um
determinado programa é possivel transformar a referida figura em uma matriz numérica e
aplicar a SVD nesta matriz aproximado-a assim de matrizes de posto inferior, obviamente
perdendo algumas informacdes sobre a figura, mas mantendo as informacgoes essenciais
para tansmiti-la digitalmente com custo computacional mais barato. Contudo o software
MatLab nao é livre, entao apresentaremos este trabalho com auxilio do software Python.
Assim a proposta deste trabalho é fomentar uma discussao a cerca dessas aplicagoes

ressaltando que existem outras iniimeras aplicacdes da decomposicao em valores singulares.
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2 Conceitos Preliminares

Nesse capitulo vamos apresentar e desenvolver as ferramentas que nos auxiliardo a entender
a estrutura dos operadores lineares, o significado de autovalores e autovetores. Além disso,
estabelecer uma estratégia para diagonalizar matrizes e resolver sistemas lineares pelo
método dos minimos quadrados (BOLDRINI et al., 1980; AXLER, 1997; TREFETHEN;
I11, 1997; LEON, 2011; WATKINS, 2002; CALLIOLI; DOMINGUES; COSTA, 2003;
SANTOS, 2007; LIPSCHUTZ; LIPSON, 2011; WATKINS, 2010; POOLE, 2011; ANTON;
RORRES, 2012; GOLUB; LOAN, 2013; COELHO; LOUREN¢O, 2013).

2.1 Vetores de R"

A algebra de vetores e a algebra de matrizes possuem similaridades em varios aspectos. Em
particular, podemos efetuar duas importantes operagoes, adi¢ao e multiplicagdao por escalar
tanto de vetores quanto de matrizes. As propriedades resultantes dessas duas operagoes sao
as mesmas nesses dois espagos. Agora vamos definir vetores suas propriedades e estender

para outros ambientes, nesse caso, para o ambiente das matrizes.

O conjunto de todas as énuplas de ntimeros reais, denotada por R", é chamado espaco
Euclidiano. Uma énupla especifica de R™, digamos v = (vq, v, - - - , v, ), ¢ denominada ponto
ou vetor. Os nimeros v; com ¢ = 1,--- ,n, sdo denominados coordenadas, componentes ou
entradas de v. Além disso, quando trabalhamos com o espago R™ usamos o termo escalar

para os elementos de R.

Exemplo 2.1.1. Os elementos v = (2,5) e u = (3,8) sdo elementos de R%. Os vetores

t =1(0,0,0) e w = (1,2,6) sdo vetores de R® em que t é o vetor nulo de R3.

As vezes é conveniente escrever um vetor de R™ verticalmente em vez de horizontalmente.
Dizemos que um vetor escrito dessa forma é um vetor coluna. Nesse contexto, os vetores
do exemplo anterior estao escritos na forma horizontal, e sdo denominados vetores linhas.

Por exemplo, seguem os vetores coluna, v, u, t e w, respectivamente,

O que é relevante para a Algebra Linear é que a extensao para dimensao n seja natural e
imediata. Por exemplo, para um vetor de R®, precisamos de cinco componentes, mesmo

que a visao geométrica seja perdida. Algumas caracteristicas importantes dos vetores em
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R™ sao as propriedades de somar dois vetores e multiplicar um vetor por escalar. De forma
clara, considere os vetores u = (uy, ug, -+ ,Up) € v = (v1,V2, -+ ,U,) de R" e um escalar
c de R. A soma de u + v dos vetores u e v é o vetor obtido somando os componentes

correspondentes de u e v, ou seja,
u+v= (U1+U1,U2+U2,"' ,Un+Un).

A multiplicagao por escalar cv de vetor v pelo nimero real ¢ é o vetor obtido pela

multiplicacao de cada componente de v por ¢, ou seja,
cv = (cvy, cvg, -+, cuy).

Considere os vetores vy, vq, -+ ,v, de R™ e os escalares cq,cy, -+, ¢, de R. Podemos
multiplicar os vetores pelos escalares correspondentes e entao somar os multiplos escalares

resultantes para obter o vetor
V=101 + CUy + - F GV

Um vetor v, assim constituido, ¢ denominado combinacgao linear dos vetores vy, vg, - -+ , v,

O conjunto R™ e o conjunto de todas as matrizes m X n tém uma estrutura comum
chamada Espaco Vetorial. A motivagao para a definicao de um espago vetorial vem das
propriedades de adi¢ao e multiplicacao escalar em R™. A adigao é comutativa, associativa, e
tem uma identidade. Cada elemento possui um inverso aditivo. A multiplicagdo por escalar
é associativa, tem elemento neutro. Adicao e multiplicacdo por escalar sao conectadas por

propriedades distributivas. Agora vamos definir formalmente espago vetorial.

Definicao 2.1.2. Um espaco vetorial real € um conjunto V munido com uma adi¢io em

V' e uma multiplicagdo por escalar em V que satisfazem as sequintes propriedades:

a) Comutatividade: uw+ v = v + u, para todo u,v € V;

b) Associatividade: (u+v) +w = u+ (v + w), para todo u,v,w € V;

c) Elemento Neutro da Adi¢ao: Erxiste 0 € V tal que v+ 0 = v, para todov € V;

d) Inverso Aditivo: Para todo v € V existe um elemento —v € V', tal que v + (—v) = 0;

e) Elemento Neutro da Multiplicagao: dado 1 € R temos que 1-v =v , para todo v € V;
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f) Associatividade da Multiplica¢ao por Escalar: a - (b-u) = (a-b)-u, para todo u € V e
a,beR;

g) Distributivas: a - (u+v) =a-u+a-ve(a+b)-v=a-v+b-v, para todo a,b € R e
todo u,v € V.

Exemplo 2.1.3. O conjunto R™ é um espaco vetorial. Para verificarmos as propriedades
da defini¢io de espago vetorial considere os vetores u = (x1,+-+ ,x,), v = (Y1, * ,Yn) €

w= (21, ,2,) de R", e 0s escalares a e b de R.

a) Comutativa — pela propriedade comutativa da soma dos nimeros reais temos:

utv= (1, ,2) + (Y1, Yn)
:(m1+y17... 7$n+yn)
= (1 + 21, Yo+ Tn)
= (y1,--- ayn>+(I1;"' 735”)

=0+ u.

b) Associatividade:

Usando a propriedade associativa da soma entre niumeros reais obtemos:

(utv)+w=(z1+y, Tt yn) + (21, 20)
=(x14+y1+ 21, T+ Yn+ 2n)
= (@14 W1 +21), T+ (Yo + 20))
= (@1, xn) (Ut 2 Y+ 2)
=u+ (v+w).

c) Elemento Neutro da Adigao:

Dado que existe um elemento neutro no corpo dos numeros reais, seque que

Ou seja, (0,0,---,0) € o elemento neutro em R™.
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d) Inverso Aditivo:

Dado que R é um corpo, € possivel mostrar que

u+(—u) = (z1,- - 2n) + (=(21,7 -, 20))
= (:L‘h'" ,wn)+(—l’1, 7_1:71)
= (1 — 21, , Ty — Ty)
= ((),... ’())

e) Elemento Neutro da Multiplicacao:
Aqui, usaremos o fato de que o nimero real 1 € o elemento neutro para a multiplicacdo

no corpo dos numeros reais. De fato,

.(xl’... ’xn)

l-u=1
(1'131,”',1'l‘n)
(

T1,c Tn)

u.

f) Associatividade da Multiplica¢io por Escalar:
Para mostrar esta propriedade usaremos o fato da multiplica¢io no corpo dos niimeros

reais ser associativa.

a(bu) = a(b(xy, -, ,))

= a(bxy,- -+ ,bxy,)
= (abxy,- -+ ,abxy,)
= ab(xl’ - ’:Lvn)
= (ab)u.

g) Distributivas:
Para provar ambas propriedades associativas, usaremos a propriedade distributiva do

corpo dos numeros reais.

a(u+v) :CL((CL’l,--- ,In)—l—(yl’--- 7yn))
:@($1,"‘ ,$n)+a(’y1,"' 7yn)

= au + av
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i)
(a+bu=(a+0b)(ry, - ,z,)

=((a+b)xy, - ,(a+b)xy,)

= (azy + bxy, -+ ,ax, + bx,)

(axy,--- ,ax,) + (bxy, -+, bxy,)

= a(z1, -, zn) +b(z1,+  T)

= au + bu.

Definicao 2.1.4. Um subespacgo de um um espago vetorial V é um subconjunto S de V
nao vazio que satisfaz as propriedades de um espaco vetorial. As combinagoes lineares e o

vetor nulo permanecem no subespaco, isto €,

i) O wvetor nulo pertence a S;
ii) S € fechado para adigdo, isto €, se u,v € S entdo u+v € S;

iii) S é fechado para multiplicagao por escalar, isto é, se « € R ev € S entdo a-v € S.
As propriedades (1) e (iii) podem ser resumidas numa unica afirmacao equivalente que diz
que para quaisquer u,v € S e a € R, a combinacao linear au + v € S.

Exemplo 2.1.5. O plano R? pode ser definido como um subconjunto W do R3 onde a

terceira coordenada € nula, isto €,
W ={(z,y,2) € R®| 2 = 0}.

Nesse caso, o conjunto W é um subespago vetorial do R3. De fato, sejam u = (z1,y1,0) e
v = (w9, y2,0) vetores de W, e « € R um nimero qualquer. E imediato que o vetor nulo
(0,0,0) pertence a W, pois sua terceira coordenada é nula. Agora, como R® é um espago

vetorial temos
a-u+v=oa(x,y,0)+ (z2,y2,0) = (- 1 + T2, - Y1 + 12, 0).

O que implica que o -u+v € W. Assim, por definicao, concluimos que W é um subespaco
do R3.

Além do espago vetorial R™, em nosso trabalho, precisaremos do espago vetorial das

matrizes. Para tal iniciamos por lembrar a definicio de matriz.
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Definicao 2.1.6. Sejam m > 1 en > 1 dois numeros inteiros. Uma matriz é uma dupla
sequéncia de numeros reais, distribuidas em m linhas e n colunas, formando uma tabela

como a Sequir:

aix Qa2 - Qin
a21 Q22 -+ Q2
Am1 Am2 - Omnp

Abreviadamente esta matriz pode ser expressa por [a;;] com 1 <i<mel<j<n,ou
apenas [a;;] quando nao houver possibilidade de confusao quanto a variacao dos indices. As
matrizes sdo denotadas por letras maitsculas do nosso alfabeto. Indicaremos por M, (R)

ou por R™*™ o conjunto das matrizes reais m x n.

A soma de duas matrizes A = [a;;] ¢ B = [b;;], ambas de mesma ordem m X n, é uma
matriz denotada por A + B também de ordem m X n , cujos elementos sao somas dos

elementos correspondentes de A e B, isto é,

Dadas as matrizes A = [a;;], B = [b;j] e C = [¢;;] de mesma ordem m X n, a soma de

matrizes goza das seguintes propriedades:

A1) Comutatividade: A+ B = B + A;

Pela definicao de soma de matrizes,
A+B: [Clij+bij] = [bij—l—a,»j] :B+A,
onde na segunda igualdade usamos a comutatividade entre dois niimeros reais.

A2) Associatividade: A+ (B+C) = (A+ B) + C;
Por definicgao,

(A+ B) + C =[ay; + bij] + [cij] = [(ai; + bij) + (cij)]
=laij + (bij + cij)] = [ai] + [bij + ]
_A+(B+0),

onde na terceira igualdade usamos a associatividade entre trés niimeros reais.

A3) Elemento Neutro: A+ 0= A, em que 0 é a matriz nula m x n;

Pela definicao de soma de matrizes,

A + 0= [aij + Oij] = [aij] = A,
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onde a tultima igualdade decorre do fato de zero ser um elemento neutro para a soma

entre dois nimeros reais.

A4) Elemento Oposto: existe uma matriz (—A), também m x n, tal que A+ (—A) = 0.

Se A = [a;;], é evidente que —A = [—a;;]. Por definicao,
A+ (=A) = [ai; + (—aiy)] = 0,

onde na ultima igualdade usamos o fato da soma de dois niimeros reais opostos ser

nula.

Considere uma matriz A = [a;;] de ordem m x n e um nimero real k, a multiplicacio

de uma matriz por um escalar também é uma matriz m x n dada por

Dadas as matrizes A = [a;;], B = [b;;] de mesma ordem m X n, e os escalares ¢,d € R, o

produto de uma matriz por um escalar goza das seguintes propriedades:

M1)

M2)

M3)

Associatividade: (¢-d)-A=c-(d-A);

Pela definicao de multiplicagao de matrizes por um escalar,
(cd)A = [(cd)(aig)] = [e(d - aij)] = c[d - ai;] = c(dA),
onde na segunda igualdade usamos a associatividade de ntimeros reais.

Distributivas: (c+d)-A=c-A+d-Aec- (A+B)=c-A+c-B;

Pela definicao de multiplicagdo de matrizes por um escalar,
(C + d)A = [(C + d)aij] = [C . CLij + d . CLZ‘]‘] = [C . aij] + [d . Clij] = CA + dA,

onde na segunda igualdade usamos a distributividade de nimeros reais. Da mesma
forma,

c(A+ B) = [e(ay + by)] = [ (ay)] + [c- (bij)] = cA+ cB.
onde a segunda igualdade decorre também da distributividade de ntimeros reais.

Elemento Neutro: 1- A = A.

Pela definicao de multiplicagdo de matrizes por um escalar,
1-A=[1-(ay)] = [(ay)] = A.

onde a segunda igualdade decorre do fato de 1 ser neutro na multiplicacao de nimeros

reais.
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As propriedades A1-A4 e M1-M3 demonstradas acima nos mostram que o espaco das

matrizes de ordem m X n é um espagco vetorial.

1 2 -1

1 -2
soma de matrizes e multiplicacao de uma matriz por um escalar temos

1 2 -1 —
2A+3B =2 +3 v = b
3 4 1 =2 9 2

Além da soma e de multiplicacdo por um escalar no espago de matrizes, o produto entre

Exemplo 2.1.7. Dadas as matrizes A = e B=

] pela definicao de

duas matrizes faz um importante papel para nos.

Definicao 2.1.8. Seja A = [a;;] wma matrizm xr e B = [b;;] uma matrizr xn, o produto

A - B € uma matriz m X n definida por
A-B= [Z aikbkj] .
k=1

De outra forma, para obter a entrada da linha i e coluna j de A - B, destacamos a linha
1 de A e a coluna j de B, dai multiplicamos as entradas correspondentes da linha e da

coluna destacadas e entdo somamos os produtos resultantes.

Exemplo 2.1.9. Considere as matrizes
10 —1

A=
3 2 1

Como A €2x3 e B é3x2, 0 produto AB é uma matriz quadrada 2 X 2. Para determinar

a entrada na linha 1 e coluna 2 de AB, destacamos a linha 1 de A e a coluna 2 de B e

procedemos conforme a defini¢ao, ou seja,

0
10 —1] - [=2| =1-040-(=2)+(-1)-4=—4
4

Procedendo de modo andlogo obtemos todas as entradas do produto AB, isto €,
—4 —4
2 0

Defini¢ao 2.1.10. Dada uma matriz A = [a;;] de ordem m X n , podemos obter uma

AB =

outra matriz AT = [b;;] de ordem n x m, cujas linhas sdo as colunas de A, isto é, bj; = a;;.

AT ¢ denominada transposta de A.
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A partir da definicao de transposta, podemos mostrar que a transposta do produto de
duas matrizes é dado por (A4 - B)T = BT . AT,

Lembramos que o produto escalar de dois vetores u = (uy, ug, -+ ,Uy,) € v = (V1,0V, -+ ,Uy)
em R" é dado por

UV = ULV + UgVg + * - Up Uy,

Exemplo 2.1.11. Considererando os vetores u = (1,3,5) e v = (4,5,0) de R3, vamos

calcular o produto escalar u - v e os produtos de matrizes u” -v e v’ - u.

e u-v=(1,3,5)-(4,50)=1-4+3-5+5-0=19.

e ul-v=1|3 -[4 5 o]:1-4+3-5+5-0:19.

el .u=|5 -[1 3 5}:4-1+5-3+0~5:19.

Esse exemplo destaca um caso especial de um produto de um vetor linha por um vetor

coluna como os mesmo nimero de entradas. Em verdade, é facil mostrar que

2.2 Sistemas de Equacoes Lineares

Em muitas ciéncias como, por exemplo, Matematica, Fisica, Quimica, Administracao,
entre outras, é comum a informacao ser organizada em linhas e colunas formando o que

conhecemos como matrizes e os sistemas lineares tem uma relagdo intima com as matrizes.

Toda informacao necessaria para classificar um sistema linear com respeito ao niimero
de solugoes ou a resolucao desse sistema podem ser tiradas de uma matriz através de

operacoes apropriadas nessa matriz. Por exemplo, as informagoes sobre o sistema linear

20+ 3y =4
r—4y=1

2 3 4
1 —4 1|

Essa relagao intima entre sistemas lineares e matrizes é bastante relevante no desen-

estao localizadas na matriz

volvimento programas computacionais para resolver sistemas, isso porque os programas
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computacionais sao apropriados para manipular tabelas numéricas. As matrizes nao servem
apenas para auxiliar na resolucao de sistemas, existe uma vasta e rica teoria em torno das

matrizes, além disso, as matrizes tém uma imensa variedade de aplicacdes que veremos a

seguir.
Definicao 2.2.1. Uma equagao linear nas incognitas xi, o, -+ ,x, € uma equacdo da
forma
a1T1 + aoxy + -+ - + apxy, = b.
Cada n-upla (1,29, -+ ,,) que torna essa equagao uma setenga verdadeira denominamos

solucao da equacao.

Ao conjunto formado por duas ou mais equagoes lineares damos o nome de Sistema Linear,

ou seja,

a11.21 + a12.29 + ... + A1p. LTy = b1

a91.T1 + A29.T2 + ... + A2y . Ty = bg

Am1-T1 + Q2T + ... + Q- T, = by,

Para um melhor tratamento computacional, é possivel escrever este sistema na forma

matricial da seguinte maneira

ai; a2 - Qin I by
Qg1 Q22 -+ d2p T2 ba
m1 Am2 - Omp Tn bn
a1 a2 - Aip
Q21 A2z -+ dop , . .
ou Az = b em que A = _ _ . ¢ a matriz dos coeficientes m x n,
Am1  Am2 Amn, i
T bl
T2 | : o by |, : ,
x = | _ | éamatriz das incognitasn x 1 eb= | | é a matriz dos termos indepen-
Tn bn

dentes m x 1.
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Para um sistema de equacoes lineares, podemos encontrar trés possibilidades quanto as
solugoes: existe uma unica solucao, existem inimeras solugoes ou nao existe solucao. Para
cada caso temos uma nomenclatura: dizemos que um sistema é consistente se tiver uma
ou mais solugoes; se nao possuir solugao alguma dizemos que o sistema é inconsistente.

Dois sistemas lineares sao ditos equivalentes se possuem as mesmas solucoes.
Exemplo 2.2.2. Seja o sistema de equagoes lineares

a1 + ajoxe + ... + a1, = bl

a91T1 + A92T9 + ...+ AonLy — bg

Am1T1 + AmaTo + ... + QnTyn = b

e W ={X = (21,29, -+ ,x,)} CR" 0 conjunto solugcao do sistema S. Afirmamos que o
conjunto W € um subspago vetorial de R" se, e somente se, S € um sistema homogéneo,
ou seja, b; = 0 para i = 1,---m. De fato, supondo que W € subspaco vetorial de R",
entdo (0,0,---,0) € W. Considerando a forma matricial do sistema temos A-0= B, o
que implica que B = 0. Logo, S é homogéneo. Reciprocamente, se S é homogéneo, isto €,

A - X =0, vamos verificar que W ¢é subspaco de R™.

i) O wvetor nulo pertence a W pois A-0 = 0.

ii) Sejam X,Y € W ec € R, entio A(cX+Y) = A(cX)+AY = c(AX)+AY = ¢-0+0 =0,
o que tmplica que cX +Y € W.

Agora, por i) e ii), concluimos que W é subspago de R™.

2.3 Base, Dimensao e Posto

A Geometria Analitica nos da4 um alicerce adequado para nos apropriarmos de certos
conceitos da Algebra Linear. Observe que a nocao de um subespaco é simplesmente uma
generalizagao algébrica dos exemplos geométricos de retas e planos que passam pela origem.
O conceito fundamental de base para um subespaco, tendo em vista essa analogia, é
derivado da ideia de vetores diretores para tais retas e planos. O conceito de base nos
dard instrumento para definir precisamente dimensao. Por fim, essas ideias trazem luz ao

conhecimento que ja trazemos conosco sobre matrizes e solucoes de sistemas lineares.
Analisar se existe uma relacao de dependéncia entre os vetores de um conjunto
S = {U17U27' o 7Uﬂ}

¢é fundamental para resolver o problema de decidir se um ou mais vetores de S podem ser
expressos como combinacgao linear dos outros. Entao vamos definir geradores e dependéncia

linear.
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Defini¢ao 2.3.1. Seja S = {vy,v9, -+ ,v,} um subconjunto do espago vetorial V. O

conjunto de todas as combinagoes lineares civy + cavo + « -+ + U, de vy, Vg, Uy, €
chamado de conjunto gerado por vy,ve,- -+ ,v, e é denotado por span(vy,ve, - ,v,). Se
V = span(vy,vq, -+ ,vy,), dizemos que S é um conjunto de geradores de V, e diz-se que V

é gerado por S.

Definigao 2.3.2. Um conjunto S = {vy,ve, -+ ,v,} em um espago vetorial V é linearmente
dependente se existirem escalares ¢, ¢, - -+ , ¢, nao todos nulos tais que a combinacgdo linear
dos vetores de S seja nula, isto €, civy + covg + -+ - + ¢, v, = 0. Caso contrdrio, dizemos

que o conjunto S é linearmente independente.

Agora considere um espaco vetorial V' e pense em um subconjunto finito de vetores tais
que, qualquer outro vetor de V' seja uma combinacao linear deles. Ou seja, queremos
obter um conjunto que gere o espaco V' de modo que seus elementos sejam absolutamente

necessarios para alcancar tal objetivo.

Exemplo 2.3.3. Da Geometria Analitica temos que qualquer vetor (z,y) do plano R?
pode ser expresso como combinagdo linear dos vetores i = (1,0), j = (0,1) e w = (2,0) da
sequinte forma: a(1,0) + b(0,1) +0(2,0), para todo a,b € R. Observe que nao é necessdario
esses trés vetores para gerar o plano R?, mais ainda, o conjunto formado por esses trés
vetores sao linearmente dependentes pois w = 2i. Bastam os vetores i = (1,0) e j = (0,1)

para gerar o plano R%. Além disso, esses vetores sio linearmente independentes.

Conjuntos de vetores com essas caracteristicas sao os menores conjuntos que geram um

espago vetorial. Denominamos os conjuntos de vetores desse tipo de base.

Defini¢ao 2.3.4. Uma base de V é uma lista de vetores {vi,vq, -+ ,u,} em V que é

linearmente independente e gera V.

Teorema 2.3.5. Seja V um espaco vetorial gerado por um conjunto finito de vetores e
B = {v1,v9,- - ,v,} uma base de V. Entdo, qualquer conjunto com mais de n vetores é

linearmente dependente.

Demonstragio. Seja S = {wy,ws, -+, wy,} um conjunto qualquer de m vetores em V, com
m > n. Como B = {vy,vy,--+ ,v,} é uma base, cada w;, i = 1,--- ,m, pode ser expresso

como combinagao linear dos vetores de B. Temos entao

w1 = a1101 + A21V2 -+ Ap1Uy

W = Q12V1 + Q22V2 - Ap1Up

W = A1pV1 + GomV2 - QpmUp.
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Agora, devemos encontrar escalares ¢y, ¢, - - - , ¢, nao todos nulos, tais que
caqwi + - Wy =0
. Podemos escrever entao
(a1101 —+ 4 almcm)vl + -+ (anlcl —+ 4 anmcm)vm =0.
Pela independéncia linear da base B = {vy,vq,- -+ ,v,} temos o seguinte sistema

a11C1 + *** + A1mCm = 0

Up1C1 + -+ + QpmCm = 0.

Observe que esse sistema tem mais incognitas que equacoes ja que m > n. Logo o sistema
admite pelo menos uma solugao nao trivial, o que implica que os vetores wy, wa, - -+ , Wy,

sao linearmente dependentes. O

Corolario 2.3.6. Qualquer base de um espago vetorial V tem sempre o mesmo niumero

de elementos.

Demonstragio. Sejam By = {vy,v9, -+ ,v,} € By = {wy,wq,- -+ ,wy,} duas bases de V.
Como B; = {vy,v9,-++ ,v,} é uma base de V e By = {wy,ws, - ,w,} é linearmente
independente entao, pelo Teorema 2.3.5, m < n. Por outro lado, By = {wy,ws, -+ ,wy,}
é uma base e By = {vy, vy, ,v,} é linearmente independente, entdao n < m. Disso

concluimos que m = n. O
O numero encontrado no Corolario acima é chamado dimensao de V', e é denotado por
dimV .

Como muitos exemplos de subespagos surgem no contexto de matrizes nada mais natural
que associar conceitos vistos até o momento as matrizes. Dito isso vamos definir a seguir

importantes subespagos associados a matrizes.

Definicao 2.3.7. Seja A uma matriz m x n.

i) O espago linha de A, denotado por Lin(A), é o subespago de R™ gerado pelas linhas de
A.

ii) O espago coluna de A, denotado por Col(A) € o subespago de R™ gerado pelas colunas
de A.

iii) O posto de uma matriz A, denotado por posto(A) é a dimensdo dos seus espagos linha

e coluna.



Capitulo 2. Conceitos Preliminares 26

iv) O espago nulo de A é o subespago N(A) de R™ que consiste nas solugoes do sistema
linear homogéneo Ax = 0. Ou seja, N(A) = {z € R"| Az = 0}.

v) A nulidade de uma matriz A, denotada por nul(A) é a dimensdo do espago nulo de
A. Em outras palavras, é a dimensdo do espago solucio de Ax =0, que € o mesmo

numero de varidveis livres na solucao do sistema.

2.4 Transformacoes Lineares

Em um determinado sentido o estudo das transformacoes lineares tem uma relagdo intima
com o estudo de matrizes como veremos mais adiante. Desta forma, vamos apresentar
sua definicao e uma associagdo do conceito de transformacoes lineares com o espago
das matrizes. Além disso, estabelecer um paralelo entre espaco nulo de uma matriz e o
nucleo de uma transformacao linear, o espaco coluna de uma matriz e a imagem de uma

transformacao linear.

Definicao 2.4.1. Uma transformagao linear é uma funcao T : V — W com as sequintes

propriedades:

o aditividade: T(u+v) = T'(u) + T(v) para todos u,v € V;

e homogeneidade: T(c-v) = c-T(v) para todo ¢ € R e para todo v € V.

Quando V =W dizemos que a transformagdo linear T :'V — V' é um operador linear.

Observacao 2.4.2. Por definicao, a aplicacao T : V — W € linear se preserva a soma
de vetores e a multiplicacao por escalar, as duas operacoes bdsicas de um espaco vetorial.

As duas propriedades da definicio podem ser resumidas em uma unica propriedade,
T(au+v) =aT(u) +T(v)
para todos u,v € V e a € R.

Conforme foi dito, podemos associar o estudo das transformagoes lineares ao estudo de

matrizes. Seja A uma matriz m x n. Definimos

T1
Ty :R" R porv—y=Avemquev= | : |, entdo
L xn -
| T ] Y1
Th(v) =Av=A =
| Tn | Ym
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Das propriedades de operagoes de matrizes temos Ta(c-u+v) = A(c-u+v) = ¢- Au+ Av,
portanto T4 ¢ uma transformacao linear. Esse resultado que, como vimos, vale para espagos

Fuclidianos pode ser naturalmente estendido para espacgos vetoriais V' e W quaisquer.

Seja T': V' — W uma transformagao linear. Suponhamos que o conjunto By = {vy, -+ ,v,}
seja uma base de V e By = {wy, - ,wy,} de W. Entao T(v1),---,T(v,) sdo vetores
de W e portanto podem ser expressos como combinac¢ao linear dos vetores da base

By = {wy, -+ ,wy} . Desta forma temos

T('U1> = a711.Wq + a921.W2 + ...+ Q1 - W,

T(UQ) = A12.W1 + A92. W3 + ... + Apa. Wy,

T(vn) = Q1p- W1 + Qop.Wo + ... + Ay Wy, .
A transposta da matriz dos coeficientes deste sistema, denotada por A = [T g;, ¢ chamada

matriz de T em relagao as bases By e By , ou seja,

ailz Qa2 - Qip

A - [T]Bl _|@21 G222 v G2g
= By =

ap1 Ap2 - Qmn

Observe que T' se torna a transformacao linear associada a matriz A e bases By e B, isto
é, T =T,y

Definicao 2.4.3. Seja T : V. — W uma transformagdao linear. O conjunto de todos os
vetores v € V tais que T'(v) = 0 é chamado nicleo de T e é denotado por Ker(T) ou N(T).
Isto é

N(T)={veV |T(v) =0}

Note, pela defini¢ao, que o nticleo de T" equivale ao espago nulo da matriz da transformagao
T :V — W. Neste caso, se A for a matriz da transformacao linear T, isto é, T = T}y,

entdo se v é um vetor tal que T'(v) = 0 se, somente se, T4 - [v] = 0.

O nicleo de T' : V. — W é subespago vetorial de V. De fato, como 7(0) = 0 temos
0 € Ker(T). Além disso, se u,v € Ker(T) e a € R, entao

T(au+v)=aT(u)+T(v)=0+0=0.

Portanto, au + v € Ker(T). Diante do exposto concluimos que o ntcleo de 7' é subespago
de V.
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Definicao 2.4.4. Seja T : V — W uma transformacao linear. A imagem de T, denotada
por R(T) ou Im(T') é o conjunto dos vetores w € W tais que eziste um vetor v € V, que
satisfaz T'(v) = w. Ou seja,

R(T)={T(v);v € V}.

Observe, pela definicdo, que a imagem equivale ao espaco coluna, espago imagem ou
simplesmente imagem da matriz da transformagao 7' : V' — W. Ou seja, a imagem de
A de ordem m x n é formada pelos vetores que sao combinagoes lineares das colunas da
matriz A. Assim b € R(A) se, e somente se, existe um = € R™ tal que Az = b. Como
consequéncia da definicdo, temos também que o sistema linear Az = b é consistente se o

vetor b estd na imagem de A.

A imagem de T : V' — W é subespago vetorial de W. De fato, como 7(0) = 0 temos
0 € Im(T). Além disso, se wy,wy € Im(T') e o € R, existem u,v € V tais que T'(u) = w,

e T(u) = wy. Entao
T(au+v) =aT(u) +T(v) = awy + we € IMm(T)
. Assim concluimos que a imagem de T é subespaco de W.

Exemplo 2.4.5. Vamos encontrar a matriz A = [T da transformagao linear T : R3 — R?

definida por T(x,y,z) = 2z +y — 2,3z — 2y + 42) em relagao as bases

a={(1,1,1),(1,1,0),(1,0,0)} e 8 = {(1,3),(1,4)}
de R? e R? respectivamente.

Primeiro vamos calcular A com respeito aos elementos da base o. Assim temos

T(1,1,1) = (2,5) = a(1,3) + b(1,4)
T(1,1,0) = (3,1) = c(1,3) + d(1,4)
T(1,1,1) = (2,3) = e(1,3) + f(1,4),

~—
—~

que resulta nos sistemas

a+b=2 c+d=3 e+ f=2
3a+4b=5 3¢+ 4d =1 3¢ +4f =3,

cujas solugoes sao dadas por
a=3,b=—-1,c=11,d= -8, e=5¢e f=-3.

Desta forma a matriz procurada é

A_ace_?) 11 5
b od fl -1 =8 3|
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Agora se resolvermos esse mesmo problema tomando as bases canonicas
a=1{(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} e B = {(1,0),(0,1)}
de R? e R? respectivamente. Assim teremos,
7(1,0,0) = (2,3) =2(1,0) + 3(0,1)

T(0,1,0) = (1, —2) = 1(1,0) — 2(0,1)
T(0,0,1) = (—=1,4) = —1(1,0) + 4(0, 1).

Observe que o0s cdlculos aritméticos sao bem mais simples quando usamos bases padroes ou

canonicas. Assim a matriz A da referida transformacao linear é dada por
2 1 -1
3 -2 4 |

2.5 Autovalores e Autovetores

A:

Iniciamos destacando que o adjetivo germanico “eigen” significa “préprio” ou “caracteristico
de”. Valores e vetores proprios, ou autovalores e autovetores, sao caracteristicos de uma
matriz no sentido de conterem informagoes importantes sobre a natureza da matriz. A
letra A (lambda), letra grega equivalente ao L em portugués, é utilizada para designar

autovalores porque anteriormente esses nimeros eram chamados de valores latentes.

Dada uma transformacao linear 7' : V' — V | considere o problema de determinar quais
vetores de V' sao levados em um multiplo de si mesmo. Ou seja, devemos procurar um

vetor v € V e um escalar A € R tais que T'(v) = Av.

Neste caso, o vetor T'(v) tem a mesma dire¢cao que v. Como v = 0 satisfaz a equagao
T'(v) = Av para todo A € R, entao vamos nos concentrar em determinar vetores v # 0 que
satisfagam essa equacgao. O escalar A € R serd chamado de autovalor ou valor caracteristico
e o vetor v serd chamado de autovetor ou vetor caracteristico do operador T'. Agora vamos

formalizar este conceito.

Definicao 2.5.1. Seja T : V — V um operador. Dizemos que um escalar A € R é um
autovalor de T se ezistir um vetor v € V, v # 0 tal que T'(v) = A\v. Todo vetor v que

satisfaz essa relagdo é chamado de autovetor de T associado ao autovalor \.

Em termos geométricos, a matriz A do operador T tem o efeito de esticar ou contrair o

vetor proprio v por um quantidade especificada pelo valor préprio A.

Proposicao 2.5.2. Se v é autovetor associado a X\ , isto é, Av = \v, entdo, qualquer

maltiplo de v, cv, com ¢ # 0, serd também autovetor associado a este mesmo autovalor.



Capitulo 2. Conceitos Preliminares 30

Demonstragio. Com efeito, A(cv) = c(Av) = ¢(Av) = A(cv). O que implica que cv também

é um autovetor associado ao autovalor . O

Proposicao 2.5.3. Seja A um autovalor do operador T : V. — V . O conjunto
Vi = {v € V;T(v) = M}, chamado autoespago formado pelos autovetores associados

a A, € um subespaco vetorial de V.

Demonstracao. Vamos mostrar que o autoespago V), verifica as propriedades de um subes-
pago. De fato, o vetor nulo pertence a V) pois T(0) = 0 = X - 0. Sejam u,v € V) e c € R,

entao
T(cu+v)=T(cu)+T(v)=cl(u)+T(v) =clu+ \v = Acu+ v = A cu + v).

Isso implica que cu + v € V). Assim V) é subespago vetorial de V. O

Seja a matriz A associada ao operador T : V — V e observe que a equacao Av = A\.v =

(M)v pode ser escrita de forma equivalente a (A — A\.T)v = 0, cuja forma matricial é dada

por
ap — A Q12 ce Q1n T
21 g — A -+ Q2n, T2

an1 an2 s Appn — >\ Ty, 0

Entao se det(A — \.1) # 0 o posto da matriz A — .l é completo, isto é, a matriz A — \.1
tem posto n e portanto o sistema homogéneo acima tem uma tUnica solugao. Por ser
homogéneo essa tnica solugao serd o vetor nulo v = (xy,--- ,2,) = (0,---,0), ou v = 0.
Assim, a tunica maneira de encontrar autovetores de A é se det(A — A\.I1) = 0. Desta forma,
os autovalores de A sdo as raizes reais do polinémio p(\) = det(A — A\.T). Esse polinémio

recebe o0 nome de polindmio caracteristico do operador T'.

Exemplo 2.5.4. Vamos calcular os autovalores e autovetores do operador T : R? — R?

dado por T(x,y) = (2x + y,3y), sequindo o roteiro de resolugio.

1. Encontrar a matriz A = [T, sendo B a base candnica do R?, ou seja, B = {(1,0), (0,1)}.
2 1

03]

2. Calcular os autovalores da matriz A, que € equivalente a calcular as raizes do polinomio
caracteristico p(\) = det(A — X\.1) de T. Assim,

Temos que T(1,0) = (2,0) e T'(0,1) = (1, 3). Desta forma A = [T|p =

2—-A 0

det(A—\1) = L3

‘:(2—/\)(3—/\):0.

Logo os autovalores de A sdo \y =2 e Ay = 3.
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3. Calcular os autovetores.

i) Autovetores associados ao autovalor \y = 2.

Por definicao temos

Resolvendo a equagdo matricial obtemos o sistema

20 +y = 2x
3y = 2y,
cuja solugao é y = 0 e x um numero real qualquer. Entao os autovetores sao do tipo
v1 = {(x,0);z € R} = span((1,0)). Em outras palavras, o autoespago Vy, = span((1,0)).
it) Autovetores associados ao autovalor Ay = 3.

Por definicao temos também

2 1
Av = M <= AT =37,
0 3 Y Y
Resolvendo a equagdo matricial obtemos o sistema

20 +y =3z
3y = 3y

cuja solugio €y = x. Entdo os autovetores sao do tipo vy = {(z,x);x € R} = span((1,1)),

em outras palavras, o autoespaco Vy, = span((1,1)).

2.6 Matrizes Diagonalizaveis

Nessa secao vamos discutir a diagonalizacdo de uma matriz quadrada A de ordem n
ofecerecendo um algoritimo para diagonalizar A, e para tanto vamos apresentar algumas
defini¢oes e propriedades relacionadas com autovalores e autovetores, iniciando com dois
questionamentos, com respeito a referida matriz A, aparentemente diferentes mas que sao

equivalentes.
Problema 1: Existe alguma matriz invertivel P tal que B = P~1. A. P ¢é diagonal?

Problema 2: Existem n autovetores de A linearmente independentes ?

Teorema 2.6.1. Autovetores associados a autovalores distintos sdo linearmente indepen-

dentes.
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Demonstra¢io. Vamos provar de modo indireto supondo que {vy,...,v,} é linearmente

dependente, com o objetivo de mostrar que essa hipotese nos leva a uma contradicao.

Se v1, vs..., v, a0 linearmente dependentes, entdo um desses vetores pode ser expresso como
uma combinacao linear dos vetores precedentes. Seja vi1 0 primeiro dos vetores v;, que
podem assim ser expresso. Em outras palavras vy, ve, ..., v; sao linearmente independentes.

Desta forma vg1 € span(vy, ..., vy) e assim existem escalares ay, ..., ax € R tais que
Vg1 = Q101 + ... + agvy. (2.1)
Aplicando o operador T nos dois membros da equagdo acima obtemos
T(ver1) = T(a1vr + ..., +avy) = a1 T(v1) + ..., +ap T (vg).
Por definicdo de autovetores e autovalores temos
Aet1Uks1 = 1AV + o + QAU (2.2)
Multiplicando a Equacao 2.1 por A\;.; obtemos
Ak 1Uk41 = A1 AR 1V1 + oo+ Qe App1 U (2.3)
Subtraindo a Equacao 2.2 da Equacao 2.3 resulta
a3 (A1 — Agr1)v1 + oo+ ap( A — Agyr)vr = 0.
A independéncia linear de vy, v, ..., v, implica que
ar(A1 — Ak) =0,y ap—1 (A1 — ) = 0.
Como os autovalores \;, com i = 1,--- , k sdo todos distintos, entao
(A — Aex1) # 0, ey, (A — A1) # 0.

Logo ay =, ...,ax = 0, o que implica que vi;; = 0, contradizendo nossa hipotese, pois o
autovetor vg,1 nao pode ser zero. Portanto, temos uma contradi¢do da hipotese assumida.

Dai segue que {vy,...,v,} tem que ser linearmente independente. O

Definigao 2.6.2. Sejam A e B matrizes quadradas de ordem n. Dizemos que A € seme-
lhante a B se existir uma matriz invertivel P também de ordem n tal que B =P~ 1. A. P,

ou equivalentemente AP = PB e escrevemos A ~ B.

Teorema 2.6.3. Sejam A e B matrizes n X n. Se B é semelhante a A, entdo as duas ma-

trizes tém o mesmo polinomio caracteristico e, consequentemente, os mesmos autovalores.
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Demonstragio. Sejam pa(A) e pp(\) os respectivos polindmios caracteristicos das matrizes
A e B. Por definicao, se B é semelhante a A, existe uma matriz invertivel P tal que

B =P '.A.P. Desta forma,

pp(A) = det(B =X
=det(P'-A-P—\-P'IP)
=det(P"-A-P—-P ' (\-1I)-P)
= det[P~'(A — \I)P]
= det(A — )
= pa(A).
Os autovalores de uma matriz sdo as raizes do seu polinémio caracteristico. Como as duas

matrizes tém o mesmo polindmio caracteristico, consequentemente, elas tém os mesmos

autovalores. O

2.6.1 Diagonalizacao

Considerando uma matriz A quadrada de ordem n, vamos definir a seguir as matrizes

diagonais e as matrizes diagonalizaveis.

Definicao 2.6.4. Uma matriz diagonal é uma matriz quadrada cujos elementos fora

da diagonal principal sao todos nulos.

Definicao 2.6.5. Uma matriz A € dita diagonalizdval se for semelhante a uma matriz
diagonal D, ou seja, se existir uma matriz ndo singular ( invertivel ) P tal que a matriz
D = P71 A.P ¢ diagonal.

1 3 1 3
Exemplo 2.6.6. A matriz A = 5 9 ] ¢ diagonalizdvel. De fato, P = _—_ ] é
. P . o 4 0
invertivel ja que det(P) = —5 # 0. Agora seja a matriz diagonal D = 0 1| Temos,

AP = e PD =

A Ry R AR FRA R |

Ou seja, AP = PD ou, equivalentemente, D = P~1.A.P, o que implica que A é semelhante

a uma matriz diagonal e, por definicao, A é diagonalizdvel.

O exemplo anterior nos induz a seguinte questao: de onde vieram as matrizes P e D ?

Note que os elementos 4 e —1 da diagonal de D sao os autovalores de A, ja a origem de P
nao ¢ tao 6bvia assim, mas tem uma relagao intima com os autovetores de A. O teorema a

seguir desvenda esse mistério.
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Teorema 2.6.7. Se A é uma matrizn X n , entio A serd diagonalizdvel se, e somente

se, A tiver n autovetores linearmente independentes.

Mais precisamente, existem uma matriz invertivel P e uma matriz diagonal D de modo que
P71 A.P = D se, e somente se, as colunas de P forem os n autovetores de A, linearmente
independentes, e os elementos da diagonal de D forem os autovalores correspondentes

aqueles colocados na mesma ordem.

Demonstracdo. Suponha que A seja diagonalizavel, isto é, A é semelhante a matriz diagonal
D, ou seja, P"'AP = D ou AP = PD. Sejam vy, v...,v, 0s vetores coluna de P, e

A1, Ag..., Ap, 0s elementos da diagonal de D. Entao

A O
0 X
A'[Ul fU2 fun]:[fvl fU2 Un]'
0 O An
ou
[A-vy, - A v, = [Nog, -, Ao (2.4)

Da Equacao 2.4 temos n equagoes, uma para cada coluna
Avy = Moy, -+, Av, = Aoy,

O que mostra que os vetores colunas de P sdo os autovetores de A cujos os autovalores
sdo os elementos da diagonal de D na mesma ordem. Como P é invertivel seus vetores

coluna sao linearmente independentes.

Reciprocamente suponha que A tem n autovetores linearmente independentes, vy, vs..., vV,

associados aos autovalores A\, Ao..., A\,,, respectivamente. Ou seja,
Avy = Ny, -, Av, = A\v,.

Consequentemente, se chamarmos de P a matriz n X n com colunas vy, vs, - -+ , v,, entao
a equacao pode ser escrita como AP = PD. Como as colunas de P sao linearmente

independentes, implica que P ¢ invetivel, logo P~1-A-P = D e assim A é diagonalizavel. [

2.6.1.1 Algoritmo da Diagonalizacao

Agora vamos estabelecer um algoritmo para calcular autovalores e autovetores de uma
matriz quadrada A de ordem n, e a partir dai decidir se existe ou nao uma matriz invertivel
P tal que P71 - A - P seja diagonal, e assim decidir também se A ¢ ou nao diagonalizavel.

Para tanto devemos seguir os seguintes passos:
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Passo 1: Forme a matriz M = A — X - I. A partir da matriz M, encontre o polindmio

caracteristico de A e suas raizes obtendo assim seus autovalores.

Passo 2: Encontre uma base para o espago solugao do sistema homogéneo M - X = 0.

Esses vetores da base sdo autovetores linearmente independentes de A associados a .

Passo 3: Considere o conjunto S = {vy, vy..., v} de todos os autovetores obtidos no passo
2.

i) Se k # n, entdao A nao é diagonalizavel,

ii) Se k = n, entdao A é diagonalizavel.

Mais precisamente, seja P a matriz cujas as colunas sao os autovetores vy, vs..., vg. Entao

M O - 0
, 0 X -+ 0
P A P=D= . . . . )
0 0 - \,
em que A; é o autovalor associado ao autovetor v; para qualquer : =1,---  n.

Exemplo 2.6.8. Vamos aplicar o algoritmo da diagonalizacao a matriz A =

4 2
3 —1|

Passo 1: Considere a matriz M = A — X - I. Calculemos o polinémio caracteristico p(\)

De acordo com os passos do algoritmo.

de A e suas raizes, que sao os autovalores de A.

M=A—\ = [4_A 2 ]

3 —1-=A
O polinémio caracteristico é dado por

4— A\ 2

p(A\) =det(A—N) = 5 1

=(@A—=X)(-1-X)—6=X1—-3x-10.

As raizes do polinomio p(A) = N\ — 3\ — 10 sGo A\ =5 € Ay = —2.

Passo 2: Vamos encontrar uma base para o espago solucao do sistema homogéneo M X = 0,
onde jd sabemos que os vetores dessa base sao os autovetores linearmente independentes

de A associados a \.

i) Para \y =5 temos

Moo A\ — 4— N\ 2 _ 4—-5 2 _ -1 2 '
3 —1-A 3 —1-5 3 —6
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Entao o sistema homogéneo MX = 0 é dado por

-1 2 x 0 —x+2y=0
= — — = 2y.
3 —6 Yy 0 3r—6y=0
Assim o autoespago de Ay = 5 € o conjunto Vy, = {(2y,y);y € R} = {y(2,1);y € R}.

Desta forma Vy, = span((2,1)), logo v; = (2,1) é um autovetor associado ao autovalor

A =5.
|6 2
31
Entao o sistema homogéneo M X = 0 é dado por

6 2 x 0 6z +2y =0
= — =y = 3.
31 Yy 0 3t +y=0

Entao o autoespago de Ay = —2 € o conjunto V), = {(z, —3x);x € R} = {z(1, -3);z € R}.

it) Para Ay = —2 temos

4+2 2
3 —1+2

M=A—\ = d=A 2
31—\

Dessa forma Vy, = span((1,—3)) e assim vy = (1,—3) é um autovetor associado ao

autovalor Ao = —2.

Passo 3: O conjunto S = {(2,1),(1,—3)} € o conjunto de todos os autovetores de A.
Como, pelo Teorema 2.6.1, autovetores associados a autovalores distintos sao linearmente
independentes, entdo S é base do R? com dois vetores, entdo dimS = 2 = dimR?. Logo

R? = span((2, 1), (1,—3)). Portanto A é diagonalizdvel.
2 1
1 -3 |

Seja P a matriz cujas colunas sao os autovelores vy e ve, ou Seja, P =
Calculando a inversa de P obtemos

1 -3 -1 1
pl=__. = T
7[—1 2] [ —?]

Dessa forma, a matriz diagonal D cujas entradas sao os autovalores de A é dada por

AT A Y|

2.6.2 Poténcia de uma Matriz

= W

D=P ' . A. P=

ST 19t

Definicao 2.6.9. Uma matriz quadrada A = |a;;] pode ser multiplicada n vezes por si
mesma. A matriz que resulta dessas operacoes, representada por A™, é chamada poténcia

n da matriz A.
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Note, pela defini¢ao, que calcular poténcia de matrizes é exaustivo e enfadonho, porém o

calculo da matriz A™ é muito simples quando A é uma matriz diagonal de ordem k, isto é,

se
AN O - 0 AP0 - 0
0 Ay -+ 0 ) 0 A -~ 0
A= ,entao A" =| 7 _
0 0 - M\ 0 0 - AP

Dessa forma, para calcular uma poténcia de uma matriz A basta encontrar uma matriz

diagonal D semelhante & matriz A, ou seja, a matriz D é tal que P~'-A- P = D.

Teorema 2.6.10. Seja A uma matriz diagonalizdvel com P~ A-P =D ou A= P-D-P~!
en € N. Entdo A" = P.D". P71

Demonstracao. Vamos fazer a prova por indugao sobre n. Para n = 1 ¢ imediato, pois
A=P-D-P! Paran =2 temos

A2=P-D-PYH(P-D-PY=P-D-(P'-P)-D-P'=P-D*. P
[ —
I
Suponha agora que a afirmacdo é verdadeira para n = k, isto é, A¥ = P. DF. P71 ¢
mostraremos que vale para
Ak+1 —PpP. Dk+1 . Pfl.
Multiplicando a equacdo A¥ = P-DF.P~! por A & direita obtemos A¥- A = P.D*. P~1. A,

Disso,

At =p.pFk.pt.p.D.P'=p.DF (Pt P).D.-P ' =pP.DM . Pt
N————
1

o que conclui nossa demonstracao. O

Observagao 2.6.11. No caso da matriz A nao ser diagonalizavel também é possivel
calcular poténcias de matrizes, mas os cdlculos de poténcias de matrizes nao diagonalizaveis

requerem a forma canodnica de Jordan que ndo é objeto do nosso estudo.

Exemplo 2.6.12. Dada a matriz A =

01
5 1 ], vamos calcular A0 utilizando o Teorema
2.6.10.

Para calcular a 10* poténcia de A € necessdrio encontrar os autovalores e autovetores.
Efetuando os cdlculos necessdrios, obtemos os autovalores \y = —1 e Ay = 2 com o0s

respectivos autovetores vy = (1, —1) e vy = (1,2). A partir disso, obtemos as matrizes
11 -1 -1 0

, P1= 13 eD = .
~1 2 L 0 2

A0 p.plo . pi_ :{342 341].

P=

Wl wiN

Dessa forma,

682 683

| —
|~

—

N
1
—

—
|

[ R

N—r
—
o
N o
=)
I |
—
W= Wi
wim |
W=
1
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2.7 Produto Interno e Norma

Noés vivemos em um mundo Euclidiano tridimensional e, portanto, conceitos de Geometria
Euclidiana influenciam de modo determinante nossa maneira de ver o mundo. Em particular,
¢é natural dizer que a menor distancia entre dois pontos é uma reta, contudo veremos a seguir
outra maneira de medir distancia que é tao real quanto a distancia que estamos acostumados
da Geometria Fuclidiana, conseqiiéncia do Teorema de Pitagoras, permitindo-nos, assim,
pensar em distancia de uma forma mais forma flexivel, e que nos dara possibilidade de

calcular distancia, por exemplo, entre polinémios, fungoes e matrizes.

Para motivar o conceito de produto interno, vamos pensar nos vetores no R? e R? como
setas com ponto inicial na origem. O comprimento de um vetor v no R? e R3 é chamado
de norma de v, denotada por ||v||. Assim para v = (z,y), sua norma Euclidiana é dada
por ||v]| = V2% 4 y?. Se pensarmos nos vetores como pontos em vez de setas, entao ||v||

deve ser interpretado como a distancia do ponto v a origem.

Exemplo 2.7.1. Sejam u = (x1, -+ ,x,) e v = (Y1, -+ ,Yn) vetores genéricos do R".

Definimos o sequinte produto no espaco R™:

n
<wv>=u'v=0v"u=) Ty =11 Y+ Yot A+ Lo Yn.

i=1
Tal produto satisfaz a comutatividade, a aditividade, a homogeneidade e a positividade.

FEssas propriedades estao verificadas a sequir.

a) Comutatividade:

<UV>S=ZT1 Y1+ F T Y=Y L1+ YTy, =<V, U >
b) Aditividade:

<u,vtw>=<(x1, - ,xn), (Y1 + 21, Yn + 2n) >
=z1(th +21)+ -+ Tn(Yn + 20)
=T Y1+ X121+ T Ty Yn T Ty 2y
=@y 4+ F T Yn) (T A T 2p)

=<u,v >+ <uw>.
c) Homogeneidade:
<a-u,v > =< (ary,ary, ), (Y1,Y2, 0 5 Yn) >
:axlyl_i__i_oéxnyn

:a(xlyl_i__i_xnyn)

=a <u,v>.
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d) Positividade:
Pela definigio desse produto temos < u,u >= x5 + -+ + x2, que obviamente é nio

negativo, e so serd nulo se u = 0.

Esse produto pode ser generalizado para outros espacos vetoriais conforme veremos na

seguinte defini¢ao.

Definicao 2.7.2. Seja V um espago vetorial real. Um produto interno sobre V é uma
fungao que a cada par de vetores v e v em V, associa um numero real <u,v>, satisfazendo

as sequintes propriedades:

a) Comutatividade: < u,v >=< v,u >, Yu,v € V;

b) Aditividade: < u,v+w >=< u,v >+ < u,w >Yu,v,w € V;

c) Homogeneidade: < av-u,v >= a- < u,v >, Vu,v € V e a € R;

d) Positividade: < v,v >>0 e <v,v >=0 se, e somente se, v=0,Yv € V.

Observacao 2.7.3. E muito util observar que se representarmos u e v por vetores coluna,

como foi feito no Exemplo 2.1.11, entdo seu produto interno euclidiano é dado por

<u,v>=ul -v=2T - w.

Em um espago com produto interno, podemos definir o comprimento de um vetor e a

distancia entre dois vetores da seguinte forma.

Definicao 2.7.4. Sejam V um espago vetorial com produto interno e os vetores u,v € V.

i) O comprimento ou norma de v € dado por ||v|| = /< v,v >;
ii) A distancia d entre os vetores u e v é dada por d(u,v) = ||u — v||.

Teorema 2.7.5 (Desigualdade de Cauchy - Schwarz). Seja V' um espago vetorial com

produto interno. Para quaisquer v,w € V', € verdade que
<v,w>P < <vu>-<ww>.
Demonstracao. Seja o vetor u = v+t - w para qualquer t € R, e consideremos o polinémio
p(t) =<u,u>=<v+t-wov+t-w>.
que é nao negativo para qualquer ¢ € R. Entao,

p(t) =< w,w>t*+2t <v,w >+ <v,v>>0.
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Assim temos um polindémio do segundo grau positivo para qualquer valor de t. Da positivi-
dade do produto interno o coeficiente < w,w > de t? é sempre positivo, logo o polindmio
p(t) ndo admite raizes reais distintas. Desta forma o discriminante do polinémio é nao
positivo. Portanto,

2<v,w>)P—4<ww><v,0><0.

O que implica que |< v,w >|* < < w,w >< v,v >. ]
Corolario 2.7.6 (Desigualdade Triangular). Sejam u e v vetores em um espago V com
produto interno. Entao ||u + v|| < ||u|| + [|v]|.

Demonstragio. Calculando ||u + v||? obtemos

lu+v]? =<u+v,utv>=<uu>+2<uv>+<v,0>.
Pela desigualdade de Cauchy - Schwarz < u,v >< ||ul|||v||. Entao
lu+ol? =<w,u>+2 <uv >+ <v,v > ul* + 2ful o]l + [[o]* = ((full +[lv])*

Concluimos assim que ||u + v| < |Jul| + [|v]|. O
Como vimos o comprimento de um vetor v = (z,y) é dado por |[v|| = /22 + 2. Tal
numero é conhecido como norma do vetor euclidiano. A norma é um conceito que

podemos generalizar para diferentes espagos vetoriais. A seguir apresentamos a defini¢ao

de norma de um espaco vetorial.

Definicao 2.7.7. Uma norma em um espaco vetorial V é uma aplicacao que associa a
cada vetor v um nimero real ||v||, chamado norma de v, e satisfaz as sequintes propriedades

para todos os vetores u e v em V' e todos os escalares o € R:

a) Positividade: ||v]] >0 e |jv]| =0 < v =0;
b) Homogeneidade: |- v|| =| a | ||v||;

c) Desigualdade Triangular: |u + v|| < ||u|| + ||v]].

Um espago vetorial com uwma norma é chamado de espago vetorial normado.

Teorema 2.7.8. Em um espago vetorial com produto interno, a fungdo ||v]| = /< v,v >

define uma norma.

Demonstracio. Como a funcao raiz é uma funcao crescente, concluimos, da positividade

do produto interno, que ||v|| = /<v,v> > 0. Além disso, ||v|]| = /< v,v > = 0 se,
somente se v = 0. Agora, da homogeneidade do produto interno segue que

la-v|| = V< av,av > = /a2 <v,o>=|a|/<v,o>=al-||v].

A desigualdade triangular segue do Corolario 2.7.6. m
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Observacao 2.7.9. Cada produto interno dd origem a uma norma que pode ser usada
para medir a distancia ou comprimento dos elementos de um certo espaco vetorial. No

entanto, nem toda norma que € usada em aplicacoes provém de um produto interno.

Exemplo 2.7.10. Uma classe importante de normas vetoriais sao as normas-p, as quais
sdo definidas por,

n

v = (O Juil ) = (o1 [P+ | v [P)P, comp > 1.
1

A positividade e homogeneidade sao propriedades da morma-p que ndo sdo dificeis de
estabelecer conforme mostraremos a sequir. A desigualdade triangular, no entanto, nao
¢ trivial pois sua prova necessita da definicao de fungdo convexa e das desiqualdades de
Young, Holder e Minkowski, as quais ndo sdo objeto deste trabalho. Assim vamos verificar
as duas primeiras propriedades de norma e no proximo exemplo faremos a verificacao

completa para a norma-p mais usual, que é a norma Euclidiana.

a) Positividade: é verdade que || v ||,> 0, pois | v; |> 0 para todo i =1,--- ,n. Agora,
1
ol =0 <= [lvll,=(v [P +-+|va[")> =0,
dessa igualdade temos

i P+t v, P=0<= v, =0,i=1,--- ,n.

b) Homogeneidade:

3=

o ollp = (Fov-wn [P o o0 )
1

(alp (oot | o )

=l a] (v 4t v )

=l | -[vllp-

Exemplo 2.7.11. A normas-p mais usual em R™ € a norma FEuclidiana conhecida como

norma-2. A norma Euclidiana de um vetor v em R", denotada por || v ||2, € dada por

1
Holle= (o P4+ v D2 =] or P4+ | o |2,

que € obtida através do produto interno usual, uma vez que | v |a= VvT - v ou, equi-
valentemente, || v ||3=vT - v. Agora vamos mostrar que a norma Euclidiana satisfaz as
propriedades da definicao de norma.

E claro que | v 3= X702 =< v,v >> 0. Além disso, pela positividade da definicio de

produto interno,

n
||U||322U¢2:0 — v, =0,i=1,--- ,n < v=0
1
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Isso mostra a propriedade (a) de norma em um espago vetorial. Para mostrar a propriedade

(b) basta notar que
| c-vlh=<cv,cov>=c <vuv>=c| v

Portanto || c-v ||o=|c |- || v ||2, 0 que verifica a propriedade (b) de norma. Para mostrar
a desiguladade triangular considere, para i =1,---  n,

n

|u+wv 3= Z(ui—i-vi)z = Zu?+22ui-vi+2v?.
1 1

1

Pela Desigualdade de Cauchy - Schwarz,

lu+vlz < Tulz+2u’ vt o Bl +2[u’ v |+ vl
< Julz+2lullz-llollz+ vl
(Fwllz + v l2)*,

o que comprova a desigualdade triangular.

Podemos definir normas para matrizes exatamente como definimos normas para vetores
em R”. Acontece que, para matrizes, as normas mais uteis satisfazem uma propriedade
adicional, || A-B ||<|| A || - || B ||. Uma norma de matriz no espago das matrizes de ordem
n X n é compativel com uma norma de vetor || v || em R" se, para toda matriz A, e

todo vetor v em R”", tivermos || Av ||<|| A || - || v ||

Exemplo 2.7.12. A norma de Frobenius || A |r de uma matriz A é obtida quando
colocamos os elementos da matriz em um vetor e entao calculamos a norma-2 (Euclidiana,).
Em outras palavras, || A |r € a raiz quadrada da soma dos quadrados dos elementos de A.

Entao, se A = [a;;] € uma matriz n X n, entdo

n
A= > aj.

ij=1

Por exemplo, anorma de Frobenius da matriz
3 -1
A=
-2 4

| A[2=32+ (—1) + (=2 + 4> =9+ 1 + 4+ 16 = 30

¢ dada por

Portanto || A ||p= v/30.
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3

1 1
Exemplo 2.7.13. Considere a matriz A = ] e seja b= [ 5 001

, Vamos
11,0005 ]

resolver o sistema Az = b. Com efeito,

1 1 T 3 T+ x2=3
I 11,0005 T2 3,001 x1 + 1,0005 29 = 3,001.

Subtraindo uma equagdo da outra obtemos 0,0005z5 = 0,001, logo 3 =2 e x; = 1. Entdo

1 ~ 1 1
xr = . Se alterarmos a matriz A para A = obtemos
2 1 1,001
1 1 | 3 Ty + a2 =3
1 1,001 Ty 3,001 x4+ 1,001 25 = 3,001

. Assim, uma

Procedendo de modo andlogo, a nova solu¢cdo T do sitema serd T = [

mudanca relativa de W ~ 0,0005 ou 0,05% acarreta uma mudanga de % =1 ou

100% em x1 e 1%2 =—0,5 ou —50% em 5.
Neste caso dizemos que a matriz A é mal-condicionada pois uma pequena perturbacao
nos valores de seus elementos produziu grandes perturbacoes na solucao do sistema Ax = b.

Caso contrario dizemos que a matriz A é bem-condicionada.

E possivel usar normas de matriz para oferecer uma maneira mais precisa de determinar
quando uma matriz é mal-condionada. Agora vamos pensar na variacdo da matriz A para
a matriz A com erro AA que provoca um erro Az na solucio x do sistema Az = b. Desta
forma A=A+ AAei=zx+ Ax. Como Ax =b e AZ = b, temos (A + AA)(z + Az) =b
ou

Ar+ A - Arx+AAx+AA - Ax=b<= A - Ax+ AAzx + AA- Az = 0.

Logo, A- Az = —AA(x + Az). Como estamos supondo que Az = b tem uma solugao

entao A é invertivel. Portanto, podemos reescrever a tltima equacao como
Az = —A7'AA(z + Ax)] = —ATH(AA)Z.

Calculando as normas de ambos os membros desta tltima equacao temos

I Az ||=] —AT ALz <[ ATHAQA) |-z <A - AA -T2,
o que implica que
| Az | Sy AA
— <Al AT
I |l A
O nimero || A || - || A7 || é definido como ntimero de condigdao de A, e ¢ denotada
por cond(A) =|| A || - || A7! ||. Se este ntimero é grande dizemos que a matriz A ¢é

mal-condicionada, e neste caso, pequenas perturbagoes no vetor b podem produzir grandes

perturbacgoes na solugao do sistema original Az = b.
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2.8 Ortogonalidade

Generalizando a nogao de ortogonalidade de dois vetores em R™ para um conjunto de

vetores, veremos que duas propriedades tornam a base canonica
{(1707 a0)7(0717"' 70)7"' a(070>"' al)} do R"

mais agradavel de manipular. A primeira é o fato de dois vetores distintos quaisquer serem
ortogonais e a segunda consiste no fato de cada vetor ser unitario. Essas duas propriedades
nos remetem as nogoes de bases ortogonais e ortonormais, cujos conceitos usaremos mais
adiante. Em particular, na teoria e aplicagoes de Decomposicao em Valores Singulares.

Agora vamos formalizar essa teoria.
Definicao 2.8.1. Dizemos que dois vetores u e v sdo ortogonais se < u,v >= 0.

Definicao 2.8.2. Seja V um espaco vetorial com produto interno e um conjunto S =
{v1,--+ ,v.} de vetores ndo nulos em V. Dizemos que S é um conjunto ortogonal se seus
elementos sdo, dois a dois, ortogonais, e dizemos que S € ortonormal se for ortogonal e
cada um de seus vetores for unitario. Da mesma forma, seja B uma base de um espaco
vetorial V' com produto interno, dizemos que B € uma base ortogonal (ortonormal) se B é

um conjunto ortogonal (ortonormal).

Definicao 2.8.3. Sejam V' um espaco vetorial com produto interno e W um subconjunto
nao nulo de V. Chama-se complemento ortogonal de W o conjunto formado por todos os

vetores do espaco vetorial V que sao ortogonais aos vetores de W. Ou seja,

Wr={weV;v-w=0,YweW}

O complemento ortogonal W+ definido acima é um subespaco vetorial. De fato, se
considerarmos W um subconjunto nao nulo de um espaco veorial V', um escalar c e

os vetores u,v € W+ temos

a) O vetor nulo pertence a W+ pois 0 - w = 0 para todo w € W.

b) Mostremos agora que c¢-u+v € W isto é, (¢-u+v) - w = 0. De fato,

(ccut+v) w=c-(u-w)+v-w=c-0+0=0

De (a) e (b) concluimos que W+ é subespaco vetorial de V.
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Proposicao 2.8.4. O complemento ortogonal do espaco imagem da matriz de uma trans-

formacao linear é igual ao espaco nulo de sua transposta. Isto €, dada uma matriz A,

R(A)* = N(AT).
Demonstragido. Para provar a igualdade R(A)* = N(AT), vamos mostrar que R(A)* C
N(AT) e N(AT) Cc R(A)*.

Inicialmente vamos mostrar que R(A)* C N(AT). Assim, pelo Exemplo 2.1.11, se x €
R(A)* entdo z -y = 27 -y = 0 para todo y € R(A). Agora, se y € R(A), existe w € R"
tal que y = A - w. Desta forma, 27 -y = 27 - (A - w). Usando a associatividade de produto

de matrizes, segue que
(7 A) w=0= (AT -2)" -w=0.

Como y # 0, w # 0 temos (AT - 2)T = 0. Em consequéncia, AT - z = 0. Portanto,
r € N(AT).

Mostremos agora que N(AT) C R(A)*. Considere z € N(AT), logo ATz = 0. Considere
também y € R(A), logo existe w € R™ tal que y = Aw. Portanto,

v-y=a" -y=2a"(Aw) = (27 - Aw = (AT2)"w=0-w=0.
Como z -y = 0 temos que x e y sdo ortogonais. Assim, se y € R(A), entdo z € R(A)*. O

Teorema 2.8.5. Todo conjunto ortogonal de vetores é linearmente independente.

Demonstragio. Considere o conjunto ortogonal S = {vq,---,v.}, com v; # 0, para
1=1,2,--- ,r. Para mostrar que S é linearmente independente, considere a combinacao
linear

101 + cavg + - + v = 0.

Temos entao que
0=<ciu; + Vg + -+ - + GV, 01 >= ¢ < V1,01 > 0 < V2,01 >+ -+ G < U, U1 >

Como S ¢é ortogonal < v;,v; >= 0 com 7 # j. Entdo a equacao anterior reduz-se a

1 < vy,v; >= 0, mas v; # 0, entdo ¢; = 0. Procedendo de modo analogo, mostramos

também que ¢y = --- = ¢, = 0 e portanto S é linearmente independente. O
Teorema 2.8.6. Seja V' um espago vetorial com produto interno e B = {vy,--- ,v,.} uma
base ortogonal de V. Entao, para todo w € V temos w = <”“;ﬁ|12> v+ ﬁff);ﬁf Vgt ﬁﬁ’”ﬁf Up

Demonstrag¢io. Como B é uma base ortogonal em V', entao para todo w € V' temos

W = C1U1 + CoUy + + -+ + CpUy.
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Entao,
< W,V >=< U1 +CUs++ - ~+CpUp, V1 >=C1 < V1,V] > +Cy < Vg,V1 > + -+ +Cp < Uy, V1 > .

Como S ¢ ortogonal a equagao acima reduz-se a < w,v; >= ¢; < v1,v; > 0 que implica

que
<w,v > <w,v >
C]. = = D)
< V1,01 > H’UlH
Analogamente, mostramos também que ¢; = % para i =2,---,n. O
vi|2 ) )

Os coeficientes ¢; sao chamados de Coeficiente de Fourier. O vetor w € V nada mais é que

a soma das projecoes ortogonais de w sobre os vetores da base B.

Proposicao 2.8.7. Sejam wy,wsy,--- ,w, vetores ortogonais de V. Dado um vetor v
qualquer de 'V, denotamos por u = v —(¢y-wy+ -+ ¢ w,), em que ¢; = 2:2“;1 = <||1;Uw”z2>
et =1,---,r. Entao u € ortogonal a wy,ws, - ,w,.
Demonstragio. Dado i = 1,--- ,r e usando o fato de < w;,w; >= 0, para i # j, temos
<u,w; >=<v—(c1-wy+ -+ ¢ wp),wy >
Mas,
<U,W; >=< V,W; > —C1 < W, W; > —++—Ci» < Wi, Wy > —+++ — Cp < WpW; > .
Disso
<u,w; >=<v,w; > —c1-0—-—c- <wj,w; > —---—cp- 0 =< v, w; > —cr < wy,w; > .
Substituindo o valor de ¢; na tltima equagao obtemos
<U,W; > =< V,W; > —Cr < Wi, W; >
< v,w; >
=< v, w; > ———— T < wy,w; >
< Wi, wW; >
=<vw; > — < v,w; >=0,
o que gostariamos de mostrar. O
Vamos assumir que temos uma base wy, ws, - -+ ,w, de W, em que dimW = n. O objetivo
é, a partir da base conhecida, construir uma base ortogonal vy, - -+ ,v,. Vamos construir

os elementos da base ortogonal um por um. Como inicialmente nao vamos nos preocupar

com a normalidade, entdo nao ha prejuizo em escolher o primeiro vetor fazendo v, = wy.

Comecgando com ws, o segundo vetor vy deve ser ortogonal ao primeiro vetor, < vy, vy >= 0.
Vamos arranjar isso subtraindo ws de um multiplo adequado de vy, e definir vy = ws — cvy,

em que c¢ é o escalar a ser determinado. Pela condi¢ao de ortogonalidade temos

0 =< Vg,V >=< Wy — CVU1, V) >=< Wy, V] > —C < V1,V >=< Wy, v1 > —cl|v1]|?.



Capitulo 2. Conceitos Preliminares 47

Assim ¢ = % A independéncia linear de v; = w; e wy garante que vy # 0.

Agora construimos vs = w3 — ¢;v; — covy. Subtraindo ws dos multiplos adequados dos
dois primeiros vetores da base ortogonal, queremos que v3 seja ortogonal a ambos v; e vs.

Como ja tinhamos < vy, vy >= 0, isso implica que devemos ter

0=<v3,v1 >=< w3 — 1V, V1 >=< W3,V > —C1 < V1,V >

e
0 =< v3,V9 >=< W3 — CaVs, Vg >=< W3, Vg > —Cy < Ug, Uy >.
Logo ¢; = % ecy = % Como v; e vy s20 combinacoes lineares de w; e ws, entao

devemos ter vs # 0, pois, caso contrario, wy, we € ws seriam linearmente dependentes
e nao formariam uma base. Continuando da mesma maneira, suponha que ja tenhamos
construido os vetores ortogonais vy, - - - , v, como combinagoes lineares de wy,--- ,wg. O
proximo elemento, vg 1, da base ortogonal, serd obtido subtraindo wy; de uma combinacao

linear adequada dos elementos anteriores da base ortogonal,
Vg+1 = Wg1 — QU1 — =+ — CplUg.
Como vy, -+ , v ja s@o ortogonais, a restricao de ortogonalidade

0 =< Vpq1,v; >=< Wpp1 — CjV;, VU >=< Wy, V5 > —¢j < Vj,05 >

<w ,U5> . .
requer que c; = W para j = 1,--- , k. Ou equivalentemente
_ _ <Wg41,01> L SWpy1,vE>
Vg41 = Wg+1 o1l U1 el V.

O processo iterativo de Gram-Schmidt em que comegamos com v; = w; e sucessivamente
construimos s, - - - , v, define um procedimento recursivo explicito para construir a dese-
jada base ortogonal. Se quisermos obter uma base ortonormal, basta normalizar os vetores

da base ortogonal.

Matrizes cujas colunas e linhas formam um conjunto ortonormal surgem frequentemente

em aplicagoes. Essas matrizes tém varias propriedades tuteis.

Definicao 2.8.8. Uma matriz quadrada A de ordem n x n € dita ortogonal se seus
vetores colunas formam um conjunto ortonormal em R™. Alternativamente, uma matriz
quadrada A é dita ortogonal se sua inversa é igual a sua transposta. Ou seja, A~ = AT

ou, equivalentemente, AAT = ATA=1.

Proposicao 2.8.9. Dentre algumas propriedades de matrizes ortogonais A de ordem n xn

destacamos as sequintes:
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P1) O produto entre duas matrizes ortogonais, n X n, resulta em uma matriz ortogonal;

P2) Se a matriz A € ortogonal entdo A preserva o produto interno entre dois vetores, ou

seja, < Av, Au >=< v,u > para quaisquer u,v € R";

P3) Se a matriz A € ortogonal entdo A preserva norma Euclidiana entre dois vetores, ou

seja, || Av ||l2=|| v ||2 para qualquer v € R™;
P4) Se a matriz Q de ordem n x n é ortogonal entdo, || QA |2=| A ||2 para qualquer

matriz A de ordem n X n.

Demonstragdo. Dadas as matrizes ortogonais A e B temos
AB-(AB)Y' =A.-B-B" A" =A- A" =1,e (AB)'-AB=B"- A" A-B=B"-B=1,.
Portanto o produto AB é ortogonal.

Considerando a Observagao 2.7.3 e empregando a definicdo de matriz ortogonal de uma

matriz A, isto é, A~ = AT temos
< Au, Av >= (Av)" - (Au) =T - AT A u=0" - u=<u,v >
Mostremos agora a propriedade P3. De fato,
| Av |l3=< Av, Av >=< v,v >=|| v ||3,

o que implica que || Av |l2=| v ||2.

[QAv]l

I Analisando o numerador

Da definigdo de norma-2 matricial temos || QA ||2= Moz
v

observamos que para qualquer vetor v € R", (QAv) = Q(Av), com Av € R™. Da

propriedade P3 da referida proposicao, temos,

1 (QA)v [l2=][] Q(Av) [l2=] Av |2 -
Assim,

| QA lg= mag QA0 _ QWA _ 1 Av s

= ax
N I PR S O P w0 vl

:H A ||2 .

2.9 Diagonalizacao Ortogonal

Os conceitos de matrizes semelhantes e diagonalizagdo de matrizes podem ser analogamente
associados & matrizes ortogonais. Neste caso, dadas as matrizes quadradas A e B podemos
dizer que elas sao ortogonalmente semelhantes se existir alguma matriz ortogonal P
tal que

B=P' A-P=P". A.P
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Da mesma forma, se a matriz A for ortogonalmente semelhante a alguma matriz diagonal
D, digamos D = PT - A. P, dizemos que A ¢ ortogonalmente diagonalizavel e que P

diagonaliza A ortogonalmente.

Vimos também que nem todas as matrizes quadradas sdo diagonalizaveis. Quando se trata
de matrizes que sao iguais a sua transposta, ou seja, matrizes simétricas reais, a situacao
muda de maneira determinante pois os autovalores das matrizes simétricas reais sao todos
reais e elas sao sempre diagonalizaveis, conforme veremos a seguir. Além disso, existe uma

relacdo intima entre matrizes ortogonalmente diagonalizaveis e matrizes simétricas.

Teorema 2.9.1 (Teorema Espectral). Seja A uma matriz de ordem n x n. As sequintes

afirmagoes sao equivalentes.

a) A é ortogonalmente diagonalizdvel;
b) A possui um conjunto ortonormal de n autovetores;

c) A é simétrica.

Demonstrag¢io. (a = b). Supondo que A seja ortogonalmente diagonalizavel, existe alguma
matriz ortogonal P tal que P! A - P é diagonal. Como mostramos na demonstraciao do
Teorema 2.6.7, os n vetores coluna de P sao os n autovetores de A. Como P é ortogonal

esses n vetores sdo ortonormais. Logo A tem n autovetores ortonormais.

(b = a). Suponha que A tenha um conjunto ortonormal {vq, vy, -+ ,v,} de n autovetores.
A matriz P que tem esses autovetores como colunas diagonaliza A. Como esses autovetores

sao ortonormais, P é ortogonal e, assim, diagonaliza A ortogonalmente.

(a = ¢). Devemos mostrar que A = A”. Como A ¢é ortogonalmente diagonalizavel entao
existem uma matriz ortogonal P e uma matriz diagonal D tais que PT - A- P = D. Como
Pt = P temos PT-P = P-PT =] ¢assim, A= P-D-PT Agora calculando a

transposta de A obtemos
AT =pP-D-PHY =(PHT.D".PT=P.D-P" = A

Portanto A é simétrica.

(c = a). Seja A € R™"™ uma matriz simétrica. Vamos mostrar que A é ortogonalmente
diagonalizavel por indugao sobre n, ou seja, queremos mostrar que existe uma matriz
ortogonal @ € R™" e uma matriz diagonal D € R™*" tais que D = QT - A-Q. Paran = 1,
nao ha nada a fazer ja que a matriz A de ordem 1 x 1 ja estd na forma diagonal. Agora
mostrar que ¢ valido para n = k dado que é valido n = k — 1. Seja A € R*** ¢ X\ um
autovalor de A associado ao autovetor unitario v. Podemos estender o vetor v para uma

base ortonormal de R cujo primeiro elemento é v, e seja ()1 a matriz cujas colunas sio os
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vetores desta base. Seja W € R¥**~1) yma submatriz de @, formada pelas colunas de Q;
exceto a primeira, ou seja, as colunas de 2 até k, de modo que @1 =[ v W |. Como as
colunas de W sdo ortogonais a v, WTv = 0. Seja A, = QT - A- Q,. Entao,

UT

WT

vTAv  vT AW

A p—
! WT Ay WTAW

-A~[v W}:

Como Av = \v , segue que
v Av = v = AoTv) = A0 =X eWlAv =W = Wy =0

A

Entao A; tem a forma em blocos A; = . Observe que B € RE=Dx(E=1) " entzo

pela hipdtese de inducao existe uma matriz ortogonal Qz e uma matriz diagonal D tais

. N A 1 0
que D = QY - B-Q,. Agora vamos definir Q, € R¥** por @, = [ . ] , entdao Qs é

0 G
R A N

ortogonal, e

0 QT -B-Q, 0 D

que é uma matriz diagonal. Vamos chamar essa matriz de D e seja Q) = @)1 - Q2 que é

ortogonal ja que é produto de duas matrizes ortogonais. Entao,

D=0Qy A+ Qo=0Q; Q1 - A Q- Q=Q"-A-Q

Teorema 2.9.2. Se A é uma matriz real simétrica entdo:

a) Os autovalores de A sdo reais;

b) Autovetores de autoespagos diferentes sao ortogonais.

Demonstragio. a) Inicialmente vale lembrar que dado um niimero complexo a + bi seu
conjugado complexo é a — bi e que para mostrar que um nimero \ é real basta mostrar que
ele é igual ao seu conjugado complexo. Neste caso, queremos mostrar que A = \. Suponha
que A seja um autovalor de A associado ao autovetor v. Entdo Av = X - v, e tomando

conjugados complexos temos Av = A - v. Como A é uma matriz real

A T=A-1=A - v=\-v=\-T.

Tomando transpostas e usando o fato de A ser simétrica (AT = A), temos

ol A=0" AT =A- ) =(N-0)f = X2
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Logo
M@ 0) =7 - (W) =77 - (Av) = (T - Ao = (N7 )v = AT - v),
ou
(A —X)(@T v) =0

Agora,

a, + bll ap — bll

v = : — TV =

an + byt an — byt

Disso,

ol v= (a3 +b}) 4+ (a2 +b2)£0

ja4 que v # 0. Desta forma A — X\ = 0, logo A = )\, o que mostra que \ é real.

b) Sejam u e v autovetores correspondentes a autovalores distintos A; e Ag, de modo que
Au = \u e Av = Xy - v. Devemos mostrar que u - v = 0. Usando o fato de A ser simétrica

e o fato de que Au - v = (Au)? - v |, para dois vetores Au e v quaisquer em R”, temos,
Au-v = (Au)Tv = (v Ao = v (ATv) = v (Av) = u - (Av).
Como u é autovetor de A associado a A\; e v é autovetor associado a Ay segue que
AUV =U Ay,
que pode ser reescrito como
(A — ) (u-v)=0.
Mas A1 # Ag, logo Ay — Ay # 0. Assim u - v = 0. O
2 =2

-2 5
matriz ortogonal P tal que D = PT - A - P seja diagonal. Lembre-se que o0s autovalores de

Exemplo 2.9.3. Sejo A =

] uma matriz real simétrica. Vamos encontrar uma

A sdo as raizes do polinémio caracteristico, ou seja,

2—X =2

PO =det(A=A-Dy=|"" "

=X —-TA+6=0.

Resolvendo essa equagdo encontramos A\ =6 e Ay = 1. Apds os cilculos adequados temos

0s autovetores uy = (—1,2) e uy = (2,1) que sao claramente ortogonais.

Por definicao as colunas da matriz ortogonal P sao formadas por vetores ortonormais,

desta forma devemos normalizar os vetores uy e us. Com efeito,

v_ul_(—L?)_(_l 2) o o l2 <271)_<2 1)
w JCe2z VBB uw JCire2z \WBVE)

Portanto, P é a matriz cujas colunas sao vy e vy, ou Seja,
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1 2 1 2

P = V5 Vb e PT = V5 \/5]
2 1 2 1
V5 VB IVEG

Efetuando o produto de matrizes P - A - P obtemos

1 2 1 2

po| v | |2 2| | wB|_|00]
2 1 -2 5 2 L 0 1
NG NGRS

Como esperado as entradas diagonais de D sao os autovalores associados as colunas de P.

O Teorema 2.9.2 ilustrado pelo procedimento do exemplo anterior pode ser formalizado no

seguinte algoritmo, o qual fornece uma matriz ortogonal P tal que PT - A - P é diagonal.

2.9.0.1 Algoritmo de Diagonalizacao Ortogonal

Considere uma matriz simétrica real A e observe os seguintes passos.

Passo 1: Encontre o polinémio caractaristico P(\) de A e seus autovalores que sdo as

raizes do polinomio caractaristico

Passo 2: Para cada autovalor A de A, encontre os autovetores associados que formam
uma base ortogonal de um espaco vetorial V' e normalize todos os autovetores formando

assim uma base ortonormal de R™.

Passo 3: Entao P é a matriz cujas colunas sdo os autovetores normalizados e D = PT-A- P

a matriz cujas entradas diagonais sao os autovalores de A.

Exemplo 2.9.4. Dada a matriz A =

3 1
} , vamos utilizar o Algoritmo de Diagona-

lizacio Ortogonal para encontrar uma matriz ortogonal P tal que D = PT - A - P seja

diagonal sequindo os passos sugeridos.

Passo 1: O polinémio caracteristico de A é

3—A 1

P(\) = det(A—\-1) = .

—(3- M2 1.

Resolvendo a equagao (3 —X)> —1 =0 ou (3 —\)?> =1 o que implica que \; =4 e Xy = 2.
Passo 2: Agora calculemos os autovetores ortonormais de A.

a) Autovetores associados a A\ = 4.

31 3r+y=4x
Avy = )\ v = T =4 v = Y
13 Y Y x4+ 3y = 4y.
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Portanto x = y. Assim o autoespaco associado é Vy, = {(x,x),z € R}. Logo v; = (1,1).

b) Autovetores associados a g = 2

1
AUQZ/\Q'U2<:>[3 ][$:|:
1 3 Y

Portanto x = —y. Assim o autoespaco associado é Vy, = {(—x,x),z € R}.
Logo vo = (—1,1).

Y

x 3r+y=2x
S
T+ 3y = 2y.

Normalizando os vetores v; e vy obtemos

_w Ly (1 1 v _ _ (=11 _ (_1 1
Uy = vi V12412 T (72’ 72) EUz =, = (—1)2+12 - ( V2’ \/§>

Agora note que u, e us formam uma base ortonormal de R? jd que

ucup =0 e |wl =1, comi=1,2.
1 1 4
Passo 3: Desta forma P = ‘{5 ) 21 eD= 0 . Portanto a matriz A pode ser
V2 oV2

escrita na sequinte forma fatorada,

11 40 1
A=PDpPT=| V2 V2. 2
v 0 2 7

] |

-t

Como percebemos nos exemplos anteriores, os cdlculos manuais determinados pelo al-

goritmo de diagonalizagao sao bastante trabalhosos, por isso os exemplos apresentados

utilizam matrizes de ordem 2 ou 3.

2.10 Formas Quadraticas
Uma equagao quadratica em duas variaveis x e y é uma equacao da forma
ax® +2bxy +cy* +dr +ey+ f =0

A equacao acima pode ser escrita em sua forma matricial

a b T
x : : +|d e|- +/=0.
el ot 2l 2] e
. x D a b
Considere o vetor X = [ } e a matriz simétrica A = . O termo
Y c

f(z) = 2" Ar = ax® + 2bxy + cy?
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é chamado forma quadratica associada a equagao quadratica. Esse conceito pode ser
estendido para n variaveis. Poderiamos ter equagoes do segundo grau e formas quadraticas
com qualquer nimero de varidveis. De fato, uma equacao quadratica em n variaveis

1, , T, ¢ uma equacao da forma
2TAz+Br+a=0

em que = (z1,- -+ ,T,)T, A é uma matriz simétrica n X n, B ¢ uma matriz 1 X n e & um

escalar. Assim, definimos a seguir uma forma quadratica de modo mais geral.

Definicao 2.10.1. Uma forma quadrdtica em n varidveis é uma funcao f : R"* — R da
forma f(x) = 2T Az, em que A é uma matriz simétrica de ordem n xn e x € R™. A matriz

A é denominada matriz associada d forma quadrdtica f(x) = 27 Ax.

Exemplo 2.10.2. Seja f: R?* — R definida por f(x,y) = z* — 10xy + y*. Sabemos que
a b x
x, — . . .
o=l -0 2]
Assim,
f(x,y) = azx? + 2bzy + cy® = 22 — 102y + v*.

Logoa=1,b= =5 e c=1. Substituindo os valores de a,b e c em f(x,y) obtemos
1 =5 T
v) = |x . . .
o= | ][]

r =51,
€ stmétrica.
5 1

Note que a matriz A =

Como foi visto nesta secao, a matriz de uma forma quadratica é simétrica, e essas matrizes
podem sempre ser diagonalizadas. Usaremos agora esse fato para mostrar que, em toda
forma quadratica, podemos eliminar os termos mistos por intermédio de uma mudanga de

variaveis conforme o teorema seguinte.

Teorema 2.10.3 (Teorema dos Eixos Principais). Toda forma quadrdtica pode ser diago-
nalizada. Especificamente, se A,x, € a matriz associada d forma quadrdtica v7 - A-v e
se P é uma matriz ortogonal que faz PT - A- P = D ser uma matriz diagonal, entdo a
mudanca de variavéis v = Pu transforma a forma quadrdtica v¥ - A-v em v’ - D -u que

nao tem termos mistos.

Se os autovalores de A sdo Ay, , A\, e se u = [uy, - ,u,|’, entdo

'UTAUZUTDUZ)QU/%"‘—’—)\”U?L
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Demonstragio. Seja Q(v) = v - A - v uma forma quadratica em n varidveis. Sendo
A, «n uma matriz simétrica, existe uma matriz ortogonal P que diagonaliza A, isto é,

PT.A.P =D, em que D é diagonal e os autovalores de A sdo as entradas diagonais de D.
Agora consideremos v = Pu ou, equivalentemente, u = P~'v = PTvy. A substituicio na
forma quadratica implica que
v Av = (Pu)TAPu) =u”-PT-A-P-u=u""D -u,
—_—
D

a qual é uma forma quadratica sem termos mistos ja que D é diagonal. Além disso, se os

autovalores de A sao A1, -+, \, entao D pode ser escolhida de modo que
A 0O 0
0 X 0
= :
0 0 An
Se u = [u1, -+ ,u,|T, entdo com respeito as novas varidveis, a forma quadrética passa a ser

vl Acv=ul - D-u= N u+ -+ N\l

Esse processo é chamado diagonalizacao de formas quadraticas.

Exemplo 2.10.4. Utilizando mudanca de varidveis vamos transformar a forma quadrdtica
Q(z,y) = 32* + 2zy + 3y? e identificar o lugar geométrico representado pela equagio

322 + 22y + 3y? = 4. Escrevendo a forma quadrdtica na forma matricial obtemos

Q,y)=v"-A-v=z y][g 1] : H

1 3 Y
em que
31
v=(x,y) e A= .
(z,y) |3 ]
Note que A é a matriz do Fxemplo 2.9.4 cujos autovalores e autovetores normalizados ja

foram calculados. Assim,

pP=

1
V2

S-Sl

1
ﬁ] e D=PT. A.P=

4 0
0 2|
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Apds a mudanga de varidveis que elimina os termos mistos v = Pu, temos,

11
u=(r1,51) e [x] = [\? 1@] : {1:1
y vi vzl

Isso produz a nova forma quadrdtica

40 T
o=l w2 2] [ ] oten

a qual nao tem termos mistos. Desta forma temos

4x%—|—2y%=4<:)x%+y§

1 QR .
ou 1—2—1—(\/5)2_

que corresponde a uma elipse, na qual os vértices nos novos eivos sio (1,0) e (v/2,0).

Definicao 2.10.5. Uma matriz simétrica A € dita definida positiva se a forma

quadrdtica Q(v) = vl - A-v for positiva, para todo v # 0.

3 0

Exemplo 2.10.6. Considere a matriz A = 0

. Para qualquer vetor v = (x,y),

v # 0, € facil verificar que

Q) =v"-A-v= [z]{g g][:p y}:3x2—|—5y2>0.

Porém para o caso geral, A, «,, ndo é simples verificar se uma matriz é ou nao definida

positiva a partir da definicao. O teorema seguinte auxilia na resolugdo desse problema.

Teorema 2.10.7. Seja A uma matriz n xn simétrica. A forma quadrdtica Q(v) = vT-A-v

¢ positiva se, e somente se, todos os autovalores de A sdo positivos.

Demonstracdo. Inicialmente ortogonalizando a matriz A, obtemos uma matriz ortogonal
P tal que D = PT . A. P é a matriz diagonal

M O - 0
0 X --- 0
0 0 - M\,

Entao, pelo Teorema 2.10.3 dos Eixos Principais, a mudanca de varidavel v = Pu nos da

UT-A-UZuT-D-UZ/\lu%+---+/\u2

n Wy

em que 0s \;, i = 1,--- ,n, sdo os autovalores de A. Agora note que u = PTv implica que
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ul -u = (PTo)T - PTy =0T (PT)TPTy =0T (P - PT)v = vTw
ja que PT = P~1,
Desta forma v? - A-v > 0 com v # 0 se, e s6 se, todos os valores de A na equacdo
vl Acv=ulDu= ul+ -+ Nl

sao positivos. O

O Teorema acima é de extrema importancia para auxiliar na demonstracdo do Teorema

dos Valores Singulares que veremos no proximo capitulo.

Teorema 2.10.8 (Teorema dos Extremos Condicionados). Seja a forma quadrdtica

flx)=a" A 2
cuja a matriz associada A € de ordem n X n. Sejam Xy > Ay > ... > A\, 0s autovalores de
A. Entao, sujeitas a restrigao ||z|| = 1, valem as sequintes afirmagoes:

b) O valor mdzimo de f(x) é Ay, e ocorre quando x é um autovetor unitdrio correspondente

CL)\l.

c) O valor minimo de f(x) € \,, € ocorre quando x é um autovetor unitdrio correspondente
a Ay,

Demonstracio. Vamos comegar diagonalizando A ortogonalmente ja que A é simétrica.

Obtemos assim uma matriz ortogonal @ tal que QT - A-Q = D ¢ a matriz diagonal

A0 0
0 A 0
0 0 An

Entao, pelo Teorema 2.10.3 dos Eixos Principais, a mudanga de variavel x = Qy nos da

2’ A-x=y" - D-y. Note que y = Q7x implica que
vy = (@Q"0)"(Qx) = 2TQQ"r = xT .

Usando o fato de z - x = 272 vemos que

=y y=y'y=a"e=x-z=|* =1
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Assim, se x é um vetor unitério y também é, e os valores de 27 - A-x e yT - D -y sao os

1mesimos.

Para provar o {tem (a) observe que se y = (y, - - y,) entao

= M+ tyn) =Myl = A

Assim, f(z) = 27 - A-x < A\, para todo vetor x, tal que ||z|] = 1. De modo analogo
mostra-se que f(z) =T+ A-x > \,. Isso mostra que todos os valores da forma quadritica

x? - A - x estdo entre o maior e o menor autovalor de A.

Para provar o item (b), considere x um autovetor unitério de A correspondente a ;.

Entao,
)=t Acr=a" (v x) = (@7 0) = M- () = -l = A

Isto mostra que A é maximo de f e ocorre quando x é um autovetor unitario correspondente

a A1. A prova da propriedade (c) é anédloga a prova da propriedade (b). O

2.11 Quadrados Minimos

O problema dos quadrados minimos pode ser descrito da seguinte forma: Seja o sistema
linear Az = b. Dados uma matriz A, m X n e um vetor b, m x 1, o problema de quadrados
minimos é encontrar um vetor coluna z, de ordem n X 1 que minimiza a distancia entre o

vetor b e Az, ou seja, que minimiza ||b— Az |2, ou equivalentemente, minimizar ||b — Az ||3.

Se m =n e A é ndo singular, a resposta é simples, z = A~'b. Mas se m > n, entdao temos
mais equacoes do que incognitas, este problema ¢é dito sobredeterminado. Tais sistemas,
muitas vezes, sdo incompativeis. Entao, geralmente, nao podemos esperar encontrar um
vetor x € R" que satisfaz Az = b exatamente. Em vez disso, vamos procurar um vetor
x para o qual Az estd o mais proximo possivel de b. A ortogonalidade tem um papel

importante na escolha desse x.

Resumindo, quando uma solugao é procurada e nao existe, o melhor a fazer é encontrar um
x que torna Az o mais préximo possivel de b. Um vetor & que faz isso é dito uma solucgao de
quadrados minimos para o sistema Ax = b. Ocasionalmente encontramos o problema

subdeterminado, onde m < n, mas vamos nos concentrar no caso sobredeterminado

(WATKINS, 2010; POOLE, 2011; OLVER; SHAKIBAN; SHAKIBAN, 2018).

Definicao 2.11.1. Se W ¢é um subespaco de um espago linear normado V e se v é
um vetor em V', entao a melhor aprorimacao em W para v é o vetor u em W tal que

lv —u||< ||v—w | para todo w em W diferente de v.
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Supondo que queiramos aproximar o vetor b em R3? fixado por algum vetor w de algum
subespaco W C R3. A menos que b esteja em W, qualquer aproximacio dessas resulta
num vetor erro b — w, independente do vetor w # 0 escolhido. No entanto, escolhendo

w = projwb podemos tornar o comprimento do vetor erro
[b—w [|=[[b— projwb ||

0 menor possivel.

P

b—w b b — proj.b

W
w projub @

Figura 1 — Melhor aproximacao, adaptado de Anton & Rorres (2012, p. 367)

Teorema 2.11.2. Assuma que V' € um espaco com produto interno. Sejam W um subespaco
vetorial de V' e b um vetor em V. Entdo a projecao ortogonal do vetor b sobre o subespaco
W, denotada por p = projwb, € a melhor aprorimagdo para b em W. De outra forma,

Ib—p ||< ||b—w | para todo w #p em W.

Demonstragio. Sejam w € W qualquer e escreva p = projwb. Entao b—w = (b—p)+(p—w).
Sendo uma diferenca de vetores em W, o vetor p — w € W. Dado que b — p é ortogonal a
W, segue que b—p e p—w sado ortogonais. Assim, por uma versao do Teorema de Pitagoras

para espacos vetoriais com produto interno vemos que
1b—w 3= 1lb—p 5 +p—wl.
Entretanto, ||p —w [|3> 0, j4 que w # p. Entao,
1o=pl<lo=pI5+lp—wl=b—w]3.

Ou, equivalentemente, [|b — p ||o< ||b — w ||2. Assim, por defini¢ao, p = projwb é a melhor

aproximacao de b em W. O

Dado uma matriz A de ordem m X n com m > n, consideramos o sistema linear Ax = b,
o qual é um sistema linear sobredeterminado. Para cada x € R"™, podemos formar o vetor
residuo r = b— Ax com r € R™. Uma maneira de encontrar alguma solucao por quadrados
minimos, z, de Az = b é: calcular a projecao ortogonal p = projra)b e, depois, resolver a
equacao Ax = p. Contudo, podemos evitar o célculo da projecao escrevendo Ax = p como

b— AZ = b — p. Entao multiplicamos ambos os membros dessa equacao por AT, obtendo
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AT(b— Az) = AT(b— p).

Sendo b — p é ortogonal ao subespago R(A), concluimos pela Proposi¢ao 2.8.4 que
b—pe N(AT).

Isto implica que AT (b — p) = 0. Dessa forma

AT(b—Az) =AT(b—p) =0 <= ATb— ATAT =0 < ATAz = Ab. (2.5)
Isso representa um sistema de equagoes conhecido como equagdes normais para .

Observacgao 2.11.3. Supondo que AT A seja invertivel, ou seja, que A possua colunas

linearmente independentes, a solucao por quadrados minimos é dada por
z=(ATA)TATD.

Desta forma a matriz (ATA)~YAT funciona como uma matriz inversa de A para esse

problema. Ela é chamada de pseudo-inversa de A e denotada por A™. Isto ¢,

AT = (ATA)AT.

Um problema comum no trabalho experimental é obter uma relacdo matematica y = f(x)

entre as variaveis = e y através de um ajuste de uma curva aos pontos

(33'1, y1)7 ($2a 92)7 ) (xna yn)

determinados experimentalmente.

Se esses dados consistem em n + 1 pontos do plano, é possivel encontrar um polindémio de
grau menor ou igual a n cujo grafico contém todos os pontos. Tal polinémio é chamado
polinémio interpolador. Como os dados geralmente envolvem erros experimentais, nao
hé necessidade de exigir que o grafico contenha todos os pontos. A ideia é escolher a curva
que melhor ajusta os dados, que pode ser uma reta, ou uma parabola, ou um polinémio

cubico, entre outras.

Vamos comegar definindo o que significa “melhor ajuste”. Considere, por exemplo, (1,2),
(2,2) e (3,4) como pontos que surgiram de medidas feitas durante algum experimento.
Esperamos também que os pontos estejam sobre alguma reta y = a + bx. Desta forma,

todos os trés pontos vao satisfazer essa equacgao e teremos

2=a+b-1, 2=a+b-2¢ 4=a+0b-3.
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Esse é um sistema com trés equagoes lineares com duas variaveis

at+b=2 1 1 9
a

a+2b=2 <~ |1 2 b = 1|2

a+3b=14 13 4

Esse sistema é inconsistente ja que os trés pontos nao estao sobre uma reta. Entao, vamos
buscar uma reta que esteja o mais préoximo possivel de passar pelos pontos dados. Para
qualquer reta mediremos a distancia vertical de cada ponto dado até a reta, e entao
tentaremos escolher a reta que minimize o erro total. Se os erros forem denotados por rq,

To € T3, 0 vetor erro é r = (11,79, 73).

Queremos que o vetor r seja o menor possivel. Isto significa que || 7 || deve estar o mais
préximo possivel de zero. Neste caso, por questao de conveniéncia, vamos usar a norma

Euclidiana. Entao, vamos minimizar

Irllo=y/ri+r3+r3 ou | r|5=rf+ri+ri.

E dai que vem o termo quadrados minimos. O nimero || r ||z é chamado de residuo ou

erro quadratico minimo da aproximacao.

Por que, ao invés de minimizar a norma Euclidiana, ndo minimizamos apenas a soma
dos valores absolutos dos erros, isto é, || r |[1=| r1 | +--++ | r» | do vetor residuo, ou
minimizar o erro maximo, isto é, || 7 ||oo= max{| r1 |, -+ ,| rn |} 7 Embora cada um desses
critérios alternativos de minimizagao seja interessante e potencialmente til, todos eles
levam a problemas de minimizagao nao-lineares e, portanto, sao muito mais dificeis de

resolver.

No exemplo em questdao obtemos as seguintes féormulas para os erros:
rm=2—(a+0b-1), ro=2—(a+b-2)e r3=4—(a+b-3).

Em geral, suponha que tenhamos n pontos dados (z1,y1), (z2,92), -+ , (Tn, ys) € uma reta
y =a+ bx. O vetor erro é r = (11,79, ,7,) em que r; = b — (a + bz;) comi=1,---  n.
A reta que minimiza 7% + 73 4 - - - + 72 é chamada reta de quadrados minimos ou reta

de melhor ajuste para os pontos (z1,y1), (z2,Y2),"** , (Tn, Yn)-

Desta forma podemos expressar esse problema em forma de matriz. Se os pontos dados

estiverem na reta y = a + bz, as n equacoes lineares

a+bxry =1

a+bxn:yn
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seriam todas verdadeiras. O interessante estd no caso em que os pontos nao sao colineares,

no qual o sistema ¢ indeterminado. Em forma de matriz temos

1 X1
I x a y.l
A
- Yn
o qual poder representado por Ax = b, em que
1 I
Y
1 z
A= | '2 , T = “Web= :
Do b
1z, Yn

O vetor residuo é dado por r = b — Az, e queremos minimizar || r ||3. Assim, podemos

reescrever nosso problema em forma de matrizes, como ja tinhamos visto acima

em que

Suas equagodes normais sao dadas por

111
ATAz = ATh <— .
1 2 3

Ll=bes)

AT = ATp s | 3 O L |02 8
6 14 b 18

Desta tltima equacao resulta o sistema

_ =
w N =

O que implica que

3a+ 6b =28
6a + 14b = 18,
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cuja solugao é a = % e b= 1. Isto siginifica que 7 = (2

3. 1). Logo, o polinémio interpolador
de primeiro grau que corresponde ao melhor ajuste de quadrados minimos é y = % +z. A

Figura 2 ilustra o ajuste desenvolvido neste exemplo.

vV

|
A B
P4

Ly
=%
LT
=)
v
-

Figura 2 — Reta de Quadrados Minimos (POOLE, 2011, 527)
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3 Decomposicao em Valores Singulares

No capitulo anterior, vimos que toda matriz simétrica A pode ser fatorada como
A=P-D-P",

em que P é uma matriz ortogonal e D é uma matriz diagonal formada pelos autovalores
de A, associados aos vetores coluna de P, e podemos chamé-la de Decomposi¢ido em

Autovalores de A.

Se A nao for simétrica uma fatoragao desse tipo nao é possivel, mas vimos também que
podemos fatorar uma matriz quadrada A como A = P-D - P~! em que D é também
uma matriz diagonal formada pelos autovalores de A, mas P agora é apenas uma matriz

invertivel. Entretanto, nem toda matriz é diagonalizavel.

O resultado surpreendente que sera apresentado nesse capitulo é o fato de que toda matriz,
quadrada ou ndo, simétrica ou nao, possui uma fatoracio da forma A = P-D-QT, em que
P e () sao ortogonais e D é uma matriz diagonal. Esse resultado notavel é chamado de
Decomposig¢ao em Valores Singulares cuja sigla em inglés é SVD (Singular Value
Decomposition), e é uma das mais importantes dentre todas as fatora¢oes de matrizes.
Assim nesse capitulo vamos mostrar algumas propriedades da SVD e como calcular uma
SVD de uma matriz (AXLER, 1997; TREFETHEN; III, 1997; WATKINS, 2010; POOLE,
2011; ANTON; RORRES, 2012; OLVER; SHAKIBAN; SHAKIBAN;, 2018).

3.1 Valores Singulares

Para qualquer matriz A de ordem m x n, lembramos que a matriz AT A, é simétrica. Com

efeito,

(474)" = a7 (a7)" = A7,

Agora, pelo Teorema Espectral 2.9.1, AT A pode ser diagonalizada ortogonalmente, pelo
Teorema 2.9.2 sabemos que os autovalores sao reais. Além disso, afirmamos que os autovalo-
res de AT A sdao nao negativos. De fato, seja A um autovalor de AT A com o correspondente

autovetor unitario v. Entéo:

0 < ||Av|® = (Av) - (Av) = v - (ATAv) =v- M= X(v-v) =X |]v]* = A

Portanto A > 0, e assim faz sentido extrair a raiz quadrada (positiva) desses autovalores.
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Mostramos acima que \; =|| Av; ||2. Portanto o; = v/A; =|| Av; ||. Em outras palavras, os

valores singulares de A sao os comprimentos dos vetores Av; com7=1,...,n.
Definicao 3.1.1. Seja A uma matriz de ordem m X n e A, Ag, ..., N\, 0s autovalores
da matriz AT A, os nimeros o; = /A >0, comi=1,...,n, sdo denominados valores

singulares da matriz A.

Vamos supor que A\; > Ay > --- > \,, assim os valores singulares o1 > 09 >,.... > 0,.
Com os valores singulares nomeados desta forma, oy ird sempre denotar o maior valor

singular ou valor singular dominante.

Exemplo 3.1.2. Seja A matriz de ordem 2 x 2 definida por

1 0
A= 1 1
-1 1

Queremos encontrar os valores singulares da matriz A. Pela definicao, precisamos encontrar

1 0
3 0
1 1= .
0 2
-1 1

Calculando o polinémio caracteristico de AT A obtemos

0s autovalores da matriz AT A. Calculemos

11 -1
01 1

ATA =

3—X 0

P(\) =det (ATA=\-1) = 0 o,

—(3-M\) (2= =0.

Assim os autovalores de AT A sio \y =3 e Ay = 2. Logo os valores singulares da matriz A

sdoalz\/)\_lzﬁzl,'Y?)Q 602:\/)\_2:\/521,414.

3.2 Decomposicao em Valores Singulares

Uma intuicao geométrica tem a vantagem de auxiliar na visualizagdo da decomposicao em

valores singulares. Inicialmente vamos pensar no efeito de uma matriz A sobre um vetor v,

e
SRR

conforme ilustrado pela seguinte figura.

por exemplo, digamos que A = . Entao

Av =




Capitulo 3. Decomposi¢io em Valores Singulares 66

Figura 3 — Vetores v e Av, elaboracao propria

A ideia é transformar o vetor v no vetor Av que basicamente consiste no ato de rotacionar e
esticar o vetor v. Isso é o que acontece sempre que se manipula um vetor sob a multiplicagao

de uma matriz.

Procedendo de modo analogo, o que acontece com um circulo unitario S sob a multiplicagao

de uma determinada matriz A? Considere a seguinte figura:

U Vg A D

Figura 4 — SVD de uma matriz 2x2, Trefethen & 111 (1997, p. 26)

Observe que os vetores vy e vy ortogonais e unitarios sao transformados pela matriz A nos
vetores oiuy e gaus que produzem a rotacao e o alongamento dos vetores vy e vo. Assim a
matriz A transforma o circulo unitario S em uma elipse cujos eixos principais sao o
e o9l em que oy e gy sao os fatores de alongamento chamados de valores singulares da

matriz A.

Considere agora uma esfera unitaria S de R™ e A uma matriz de ordem m x n com
m > n. Supondo que A tenha posto completo, ou seja, posto(A) = n, a imagem AS é uma

hiperelipse de R™.

Vimos no capitulo anterior que para algumas matrizes A é possivel obter a Decomposicao
Espectral da forma A = P- D - PT em que P é uma matriz ortogonal n x n e D ¢ uma

matriz diagonal n x n, na qual os elementos da diagonal sao os autovalores da matriz A,
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ou seja, a; = \; parat = 1,2,...,n. As colunas de P sdo os autovetores correspondentes,

digamos p;, i = 1,2,...,n. Desta forma,

A=P-D P« AP =PD < Ap, = \pp;,i=1,2,...,n.

A proposta para matrizes gerais A de ordem m X n é construir uma decomposicao da
forma

A=U.-%-VT,
em que U é uma matriz ortogonal de ordem m x m, X2 uma matriz diagonal de ordem

m X n e V uma matriz ortogonal de ordem n x n.

Para nao causar estranheza, vamos definir a diagonal principal de uma matriz m x n como
a fileira de entradas que comecga no canto superior esquerdo e se estende diagonalmente

até onde for possivel. O teorema a seguir garante a existéncia dessa decomposicao.

Teorema 3.2.1 (Decomposic¢ao por Valores Singulares - SVD). Seja A uma matriz de
ordem m X n com valores singulares o1 > 09 > ..., > 0, >0 e 0,31 = -+ =0, = 0.
Entao existem uma matriz ortogonal U,,x.,, uma matriz ortogonal Vi, «, € wma matriz nao

quadrada diagonal Xy, de modo que A=U -3 V7T,

Demonstracio. Queremos mostrar que a matriz A de ordem m x n pode ser fatorada

como A =U-%-VT em que Unxm € Vixn 530 ortogonais e 3, x, ¢ diagonal. Se os valores

singulares de Asdao oy > 09> ..., >0, >0e 0,41 =+ =0, =0, entdo X tera a forma
em blocos
D 0
men - )
0 0
em que
o 0 - 0
0 o9 -+ 0
Drxr =
0 0 - o
e 0 ¢ uma matriz nula com ordem adequada.
Seja {vy,...,v,} uma base de autovetores ortonomais de A7 A em R™. A matriz ortogonal
V serd dada por V. = [v;---v,]. Para construir a matriz U, primeiro notamos que
{Auvy, ..., Av,} é um conjunto ortogonal de R™. Para constatar isso, suponha que v; seja

o autovetor da matriz simétrica AT A correspondente ao autovalor \;. Entdo, para i # j,

temos

(Avy) - (Avy) = (Av)" (Avy) = (vf AT)(Avy) = vf (AT Avy)
= o (ATAy) = v - (- y) = A5 (v ;)
- )‘j . O - O,
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visto que os vetores v; sao ortogonais.

Agora, lembre-se que para cada ¢ = 1,...,n o valor singular é o; =|| Av; ||, e que os

primeiros r valores singulares sao nao nulos. Portanto, podemos normalizar os vetores do

conjunto {Avy, ..., Av,} considerando u; = Hﬁ—zzn = ‘2’ ou Av; = ou;, com i =1,...,7.
Isso garante que {ug,...,u,} seja um conjunto ortonormal de R™, mas se r < m esse
conjunto nao serd uma base para R™. Nesse caso, podemos estender o conjunto {us, ..., u,}
para uma base ortonormal {uy, ..., Up, Ups1, ..., Uy} de R™.

Resta verificar que, com U, V e ¥ ja descritas anteriormente, temos A =U - ¥ - V7T, Como
a matriz V ¢ ortogonal, isto é, VT = V! isso equivale a mostrar que AV = UY. Sabemos
que Av; = ou; parat=1,...,re || Av; ||=0; =0 parai=r+1,...,n. Disso, por meio

de manipulacoes matriciais vemos que

AV = Alvy -+ v, = [Avy -+ - Avy| = [Avy -+ A, 020 = o1 - ug -+ -0 - e, 00 -2 0]

Portanto, ] )
o 0 -+ 0
0 09 0
@]
AV = [ug -+ Uy - oo e =U>.
0 O o,
L O O .

]

Uma fatoracdo do tipo A = U - X - V7 vista no teorema acima é chamada de decomposi-
¢ao em valores singulares (SVD) de A. As colunas de U sao chamadas de vetores
singulares a esquerda de A, e as colunas de V' sao chamadas de vetores singulares a
direita de A.

Exemplo 3.2.2. Seja a matriz A de ordem 3 x 2 dada por

1 0
A= 1 1
-1 1

Jd trabalhamos com esta matriz no exemplo anterior. A decomposicao por valores singulares

da matriz A é dada por
Aswz = Usys - Bgxa - Vaho

em que U e V sao matrizes ortogonais e 3 uma matriz diagonal. Jd sabemos que os valores

singulares da matriz A sdo o1 = /3 e 09 = /2, entdo a matriz diagonal Ysyo ¢ dada por
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V3
=10
0

0
V2
0

Para calcular a matriz V precisamos obter os autovetores ortonormais da matriz AT A.
Inicialmente vamos calcular os autovetores associados ao autovalor \y = 3. Por defini¢io

de autovalores e autovetores temos
3 0 3r = 3x
ATA’Ul =\ = : v =3- . <~
0 2 (0 Y 2y = 3y

Assim x é um nimero real qualquer e y =0, logo Vy, = span {(1,0)}. O que implica que

v = (1,0)

Analogamente, é possivel mostrar que Vi, = span{(0,1)}. Desta forma, a matriz V' é dada

por
10
V= =V
0 1
Para calcular a matriz U devemos lembrar que u; = ”%j“ = %’ comi=1,23. Assim
7= 0
1 L 1 V3 1 L 0 )
3 0 % T2 1 vz

sao dois dos trés vetores coluna de U. Note que os vetores uy € ug sao ortonormais como
esperado. Assim podemos estender o conjunto {uy,us} a uma base de R3. Vamos simplificar
os cdlculos removendo convenientemente as raizes multiplicando uy e uy por escalares

apropriados. Desta forma vamos encontrar um vetor us ortogonal a

1 0
\/§u1 = 1 e \/§u2 =11
-1 1

Para satisfazer essas duas condicoes de ortogonalidade, o vetor us deve ser uma solucao

do sistema linear homogéneo

T
11 -1 -
01 1 y1=
z

o O

| —

r+y—2=0
<~
y+2z=0.

Resolvendo o sistema obtemos y = —z e x = 2z. Tomando z = 1 obtemos 3 = (2,—1,1).
Normalizando o vetor ti3 obtemos us = (%, —%, %) Disso, escrevemos a matriz U como
1 2

v Y

U—| L L _1

V3 V2 V6

1 1 1

V3 V2 V6
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Portanto, a decomposicao por valores singulares (SVD) de A € dada por

1 2
1 1 1
-1 1 -5 5 U 0 O

Observe que os calculos envolvidos na decomposicao em valores singulares sao bastante
trabalhosos, e neste caso é mais conveniente utilizar softwares matematicos para efetuar

esses calculos como, por exemplo, o software Mathematica, o MatLab ou o Python.

Existe outra forma de decompor uma matriz em valores singulares andloga a decomposicao
espectral para uma matriz simétrica. Tal decomposicao é obtida a partir da SVD por uma

expansao de um produto externo

Teorema 3.2.3 (Forma SVD por Produto Externo). Seja A,,x, wma matriz com valores
singulares o1 > 09 > -+ >0, >0 e 0,1 =---=0, =0. Sejam uy, ..., u, os vetores sin-
gulares da esquerda, e sejam vy,...,v, 0s vetores singulares a direita de A, correspondentes

a esses valores singulares. Entao,

T T
A=oy-up-v] +--+0,-u -0, .

Demonstracdo. Podemos mostrar essa versao da SVD tomando como base o que ja fizemos
anteriormente para obter a decomposicao espectral de uma matriz simétrica. Usando a

multiplicagdo por blocos e a representacao coluna - linha do produto temos

o 0 -+ 0
0 09 - 0 0 U{
A=U-2- VI =[uy - up) - :
0 O o, vg
- 0 O -
De outra forma, segue que
v
op 0 0 :
0 09 0 U;r
. 0
A= |up - UpiUpyq - Uy,
o 0 - o UrTH
I 0 0 :
o7
Agora, reescrevamos o produto de matriz da seguinte forma
o 0 - 0 . .
v v
0 oy 0 ! r
A:[ul...ur]. ) ] ) . : _}_[ur_’_lum][o} .
: o T T
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Disso,
01 0 0 UT
1
0 g9 0
A=uy---u
T
v
0 O o "
Concluimos assim que
T
U1
. T T
A:[O—l.ul...o-r.ur]. : :Ul.ul.vl+...+o—r.ur.vr‘
T
/UT‘

]

Teorema 3.2.4. Sejam A = U - X - VT uma decomposicio a valores singulares de uma
matriz Ay xn ndo nula com posto r. Entao, a esfera unitaria de R™ por uma transformagao

matricial que associa o vetor x ao vetor Ax é:

a) a superficie de um elipséide em R™, se r = n;

b) o elipsdide solido em R™, se r < n.

Demonstracao. Sejam uy, ..., u,, os vetores singulares a esquerda e vy, ..., v, os vetores
singulares a direita de A, respectivamente. Ja que o posto(A) = r, os valores singulares de

A satisfazem 01 > 09> ..., >0, >0e 0,1 =--- =0, =0. Seja

T

T

um vetor unitario em R"”. Como a matriz V é ortogonal entdo V7 também é, e por isso,

é um vetor unitario. Logo
(vfx)Q + e+ (fo)z = 1.

Pela decomposicao em valores singulares do produto externo, temos

T T
A=o0y-up-vi +---+0,-u -v,.

Portanto

Ax:al-ul-vlTx+--~—|—0r-ur~vrTx:(UlvlTx)u1+~--+(0rvTTx>uT.
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Escrevendo os escalares y; = ov] x, com ¢ = 1,...,r, ou, equivalentemente, v/ z = oy
K3

temos

Ar =y -ur + -+ yp - Uy
a) Se r = n, devemos ter n < m e
Ar =y uy+ -+ Yn-u, = Uy

at
emquey= | : |.Portanto || Az ||=|| Uy ||= , ja que U é ortogonal. Assim
que y () Yl Jaq g

Yn

() e ()= (5) o (22) =1
1 n

O que mostra que os vetores Ar formam a superficie de um elipséide em R™.

b) Se r < n, a equagao do ftem (a) passa a ser a inequacao

2 2
(BY 4 (B <,
g1 Onp,

ja que estao faltando algumas parcelas. Dessa forma, essa inequagao corresponde a um

elipsoide solido em R™. O

Exemplo 3.2.5. Para descrever a imagem da esfera unitdria de R® sob a acdo da matriz
1 10
0 01

é necessario calcular inicialmente sua SVD. Por meio do software Mathematica, o comando

SingularValueDecomposition nos mostra que

0 0
00 1 0 1 0 10 o
v v 0

Como r = posto (A) = 2 < 3 =n temos que a imagem da esfera unitdria ird satisfazer a

2 2 2
<y1> +(y2) <loulyy2<l.
01 P 2

110] [10]'[\/500]. % Vli(l)

1mequacao

em relacdo aos eizos coordenados y1y, em R2.

Em geral, podemos descrever o efeito de uma matriz A de ordem m x n sobre a esfera
unitaria de R" em relacdo aos efeitos de cada fator na sua SVD, A = UX VT, da direita
para esquerda. Como V7 ¢ uma matriz ortogonal, ela preserva a esfera, isto é, ela leva a

esfera unitaria nela mesma. Com respeito a matriz 3 de ordem m X n, os elementos da
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diagonal 0,1 = --- = 0, = 0 anulam n —r das dimensdes da esfera unitaria, restando uma
esfera unitaria de dimensao r, a qual os elementos da diagonal o4, - - - , 0, irdo distorcer
em um elipsdide. Por fim, a matriz ortogonal U alinha os eixos desse elipsdide com a base

ortonormal de vetores uy....,u, de R™.

3.3 SVD Reduzida

Algebricamente, as linhas e colunas nulas da matriz X sdo supérfulas e podem ser eliminadas
multiplicando-se por extenso a expressao UX VT por meio de multiplicacdo em blocos
e subdividindo-se as matrizes conforme indicado na férmula da SVD. Os produtos que

envolvem blocos nulos como fatores desaparecem, restando

g1 ’U?
0 o9 -+ 0
. . . . UZ
0 0 - o,

que é denominada SVD reduzida ou condensada de A. Vamos denotar as matrizes
do lado direito por A = Usvr cujas ordens sao m X r, r X r e r X n, respectivamente.
Observamos que a matriz Y 6 invertivel ja que suas entradas diagonais sao positivas.
Multiplicando o lado direito de A = usvT por colunas e linhas, obtemos
A=o0y-u -0 + 400 u - 0F

r

que é denominada expansao em valores singulares reduzida de A. Esse resultado é

aplicavel a qualquer matriz.

3.3.1 Algumas Aplicacées Basicas da SVD

A partir da SVD de uma matriz A é possivel simplificar cdlculos, como por exemplo,
da norma FEuclidiana, do nimero de condi¢ao e da norma de Frobenius de uma matriz

conforme mostram os teoremas a seguir.
Teorema 3.3.1. Seja A uma matriz de m X n com valores singulares

o1>03>...,>20,.>0.Entdo || A |2= 01.

Demonstracdo. Da decomposicao em valores singulares de A temos
A=UXV' <<= AV =UY
e Av; = ojuj, j =1,2,...,r. Agora, considerando que || vy |2=1 e que || uy ||2= 1 temos

| Ava ||
llv1ll2

=|| o1uy ||]2= 01 || w1 ||2= o1. Portanto

A A
| A oz magi Azl 5 Il Avllz (3.1)

220 |zl = floille
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Seja x € R" . Entao x pode ser escrito como combinagao linear dos vetores singulares a

direita de A, z = cyvq + - - - + ¢,v,. Como os vetores vy, ..., v, sd0 ortonormais,
I 3=11 cron+ -+ cuvn 3=l crvn I3+ + || cavn lo=] 1 [P+ + [ ea |7
Calculando Ax obtemos
Axr = A+ -+ Av. + e Avp g + -+ e Avy, = oy + - -+ copu, 04 - - 40,
em que 7 é o posto da matriz A. Como uy, ..., u, sdo ortonormais entao
| Az [3=] orer P+ + | over 2.

Assim
| Az [[3< of (l a4+ e |2) <ot z|3,

o que implica que

| Az |2
A llo=mar——= < 0. 3.2
H H2 220 || T ||2 =v1 ( )
Da Equacao 3.1 e Equacao 3.2 temos || A [|o= 071. O
Teorema 3.3.2. Seja A uma matriz de ordem n X n ndo singular e oy > 09 > ..., >

on > 0. Entdo condy (A) = 2t

Demonstracio. Da decomposicao em valores singulares de A e do fato de A ser nao singular
temos que os valores singulares de A sao nao nulos, isto é, o; > 0,7 =1,2...,n, pois caso

contrario A teria posto incompleto e nao seria invertivel.

Se A=UXVT entdao A~! = (UEVT)i1 = VX~'UT. Assim os valores singulares de A~*

580 - > -+ >~ logo || A7 ||la= . Portanto

n

_ 1 o
conds (A) =|| A [lof| A" o= 01 - — = =
On  Op
m
Teorema 3.3.3. Seja A uma matrizmxn e sejam oy, 09, . .., 0, todos 0s valores singulares

nao nulos de A. Entdo | A ||3= 03+ - + 02,

Demonstracao. Lembre-se que se A é uma matriz de ordem m X n e () é uma matriz
ortogonal de ordem n X n, entao || QA |[|[p=|| A |r. Dada a decomposi¢ao em valores
singulares de A, A =UXV7T, temos

T
| AW=NUZVT 3= ZVT 3= (V7)) 5=l VET 5=l 57 =0} + - + 02

r

]
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Geralmente calculamos o posto de uma matriz por reducao de linhas para a forma
escalonada e contando o nimero de linhas nao nulas. Entretanto, erros de arredondamento
podem afetar esse processo, especialmente se a matriz for malcondicionada. Elementos que
deveriam ser nulos podem acabar sendo nimeros muito pequenos, interferindo em nossa

capacidade de determinar com precisao o posto de uma matriz.

Na pratica a decomposicao por valores singulares é frequentemente utilizada para encontrar
um posto de uma matriz, ja que ela é muito mais confiavel quando erros de arredondamento
estao presentes. A ideia basica por tras dessa abordagem é que as matrizes ortogonais U e
V da SVD preservam o comprimento e, portanto, nao introduzem nenhum erro adicional,

qualquer erro que ocorrer tenderd a aparecer na matriz 3.

Teorema 3.3.4. Seja A =UXVT uma decomposicio em valores singulares da matriz A
de ordem m xn. Sejam o1 > 09 > -+ > 0, > 0 todos 0s valores singulares ndo nulos de A.

Entdo o posto de A € igual ao nimero de valores singulares nao nulos, isto €, posto(A) = r.

Demonstragio. Como A = UXVT temos posto(A) = posto (U ZVT). Afirmamos que se
U é invertivel, entao posto(UA) = posto(A) e posto(AU) = posto(A). Com efeito, para
provar que posto(UA) = posto(A) devemos mostrar que N(UA) = N(A), em que A é uma

matriz m x n e U é uma matriz n X n invertivel, ou seja, devemos mostrar que
N(A) CN(UA) e N(UA)C N (A).

Mostremos inicialmente que N (A) C N (UA). Considerando x € N (A), segue que Az = 0.
Logo U (Az) = 0, o que implica que (UA) xz = 0. Portanto x € N (UA). Mostremos agora
que N (UA) C N (A). Para isso considere xz € N (UA), entdao (UA)z =0, logo U (Az) =0
o que implica que Az € N (U). Como U é invertivel N (U) = 0, entdo Az = 0, logo
x € N (A). Portanto N(UA) = N(A).

Pelo Teorema do Posto,
dim(N(UA)) =n — posto(UA) e dim(N(A)) = n — posto(A).

Assim n — posto(UA) = n — posto(A), portanto posto(UA) = posto(A). Analogamente

mostra-se que posto(AU) = posto(A). Usando a afirmacao temos,

posto(A) = posto (UZVT) = posto (ZVT) = posto (X) = .

Exemplo 3.3.5. Sejam as matrizes

8,1650 —0,0041 —0,0041 8,17 0 0
A= 4,0825 —3,9960 4,0042 e B=|408 —4 4
4,0825 4,0042 —3,9960 4,08 4 —4
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Note que a matriz B foi obtida ao arredondarmos os valores dos elementos de A para
a sequnda casa decimal. Calculando os postos dessas matrizes aparentemente iguais,
encontramos posto(A) = 3 e posto(B) = 2. De fato, se calcularmos a SVD de A e de B

pelo software Mathematica, por exemplo, obtemos

10 0 0 10 0 0
Ya=10 8 0 e Xp=|0 80
0 0 0,01 0 00

Desta forma os valores singulares de A sio 10, 8 e 0,01, que implica no posto(A) = 3. Os
valores singulares de B sao 10, 8 e 0, portanto B tem posto 2. Isso implica que a matriz A
¢ invertivel, mas B nao. A explicagdo para essas diferencas criticas entre duas matrizes

aproximadamente iguais sao retratadas pelas suas SVDs.
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4 Aplicacoes

Nesse capitulo vamos tratar de uma das mais impressionantes aplicagoes da decomposi¢ao
em valores singulares, que é seu uso em comprimir imagens digitais para que possam ser
transmitidas eletronicamente de forma eficiente. A transmissdo e o armazenamento de
grandes quantidades de dados digitalizados tém se tornado um dos maiores problemas
de nosso mundo tecnoldgico, dai vem a importancia de discutir o papel da decomposicao
em valores singulares na compressao de dados digitalizados que possam ser transmitidos
mais rapidamente ocupando menos espaco de armazenamento. Além disso, vamos mostrar
como utilizar essa decomposicao para encontrar a solugao 6tima de um sistema linear
através da pseudo-inversa (TREFETHEN; III, 1997; MULLER; MAGAIA; HERBST,
2004; WATKINS, 2010; POOLE, 2011; ANTON; RORRES, 2012; OLVER; SHAKIBAN;
SHAKIBAN;, 2018; PEREIRA; MENEGUETTEJUNIOR; BOTTA, 2020).

4.1 Pseudo-Inversa

A pseudo-inversa foi definida pela primeira vez pelo matemaéatico americano Eliakim Moore
na década de 1920 e redescoberto pelo fisico matematico britanico Sir Roger Penrose na
década de 1950. Por conta disso a pseudo-inversa também é conhecida como a inversa
de Moore-Penrose (ANTON; RORRES, 2012; OLVER; SHAKIBAN; SHAKIBAN;, 2018;
PELLEGRINI, 2020).

A nocao de pseudo-inversa e o estudo de suas propriedades nos auxiliam a responder um
questionamento bastante natural com respeito ao sistema linear Az = b. Qual é ou quais
sao os valores de x tais que o erro 7 = [|[b — Az || é o menor possivel e qual entre esses
vetores x ¢é a solugdo 6tima, quer dizer, tem norma minima ? Pelo que foi descrito, esse, na
realidade, ¢ um problema de quadrados minimos aplicado a resolucao de sistemas lineares.
No caso em que a matriz A quadrada possui colunas linearmente independentes, A tem
posto completo e assim A é invertivel, logo a tinica solucao do sistema Ax = b é dada por
x = A7'b. Agora se a matriz A nao se encaixa nesse perfil, ou seja, se m >n e A é uma
matriz m X n com colunas linearmente independentes, entdo o sistema Axr = b ndo possui
nenhuma solugao exata. Isto é, podemos nos deparar com um sistema indeterminado ou
com um sistema inconsistente. Nestas situagoes, temos duas alternativas; se o sistema é
indeterminado, temos infinitas solu¢oes e devemos encontrar aquela com a menor norma
possivel; se o sistema é inconsistente, nao ha solugao, e neste caso devemos encontrar o

vetor x para o qual a distancia ||b — Ax ||2 seja a menor possivel.

Ha diversos métodos para obter a pseudoinversa de uma matriz, por exemplo: a decompo-

sicdo em posto completo, a decomposicao por blocos, entre outros que nao serao tratados
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aqui porqué a decomposic¢ao em valores singulares resolve esse problema para qualquer

matriz.

Sabemos que nem toda matriz quadrada tem inversa. Ao generalizar o conceito de matriz
inversa veremos que toda matriz, mesmo que seja singular ou que nao seja quadrada possui
o que vamos definir a seguir de pseudo-inversa em termos da decomposi¢do em valores

singulares.

Definicao 4.1.1. A pseudo-inversa de uma matriz A de ordem m X n com decomposicao

em valores singulares A = UXVT é a matriz A de ordem n x m dada por At = VX1UT,

Observe que a ultima equacao da definicao corresponde & SVD de AT e, portanto, seus
valores singulares nao nulos sao os reciprocos dos valores singulares nao nulos de A. Além
disso, se A for uma matriz quadrada nao singular, entao sua pseudo-inversa A" coincide
com sua inversa ordinaria A~!. De fato, lembrando que a inversa de uma matriz ortogonal

¢ igual a sua transposta temos
-1 -1
ATt =(UsvT) = (V) 2T = Vet = AT
De forma mais geral, se a matriz A tiver colunas linearmente independentes, ou seja, tiver

posto completo n, nao é necesséario usar a SVD para calcular a pseudo-inversa como mostra

o lema a seguir.

-1
Lema 4.1.2. Se A é uma matriz de ordem m x n de posto n, entio AT = (ATA) AT,

Demonstracdo. Inciamos por substituir A por sua SVD
ATA = (UEVT)T (UZVT) =vyTUTUsvT =vyTevT = vy,
ja que X1 = X e UTU = I. Agora se A tem posto completo n, entdo V é uma matriz
ortogonal de ordem n x n, e assim V! = VT, Portanto,
(A74) AT = (vervt) T (usvT)
=vyvtvytot
=VEX2yuT =vytlut = AT,

o que demonstra o Lema. O
11

Exemplo 4.1.3. Considerando a matriz A= | 1 2 | note que suas colunas sao linear-
1 3

mente independentes, entao podemos usar o lema anterior para calcular sua pseudo-inversa.

Assim, vamos calcular AT iniciando com o cdlculo da inversa de AT A:

1
AT A — 1 11 1 _ 3 6 '
1 2 3 ] 6 14

w NN =
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Logo,

-1 1] 14 -6 I
(A74) " =~ —| 3 .
6] -6 3 -1
Portanto, a pseudo-inversa de A é
4
1 1 1|
-1 4 12 3 -1 1

Teorema 4.1.4. O problema de quadrados minimos Ax = b possui uma unica solu¢ao por

Wi~
Wi

At = (ATA>_1 AT =

O Wi

quadrados minimos T de comprimento minimo, que € dada por x* = A*b

Demonstracdo. Seja uma matriz A uma matriz de ordem m xn com posto r e decomposicao

em valores singulares A = UXVT de modo que AT = VX ~1UT. Escrevamos y = VTx e

C1
)

. . . . Y1
c = UTb, os quais podem ser escritos em forma matricial como y = ec=
Y2 C2
em que y; e c; estao em R".

Agora nosso objetivo ¢ minimizar || b — Az || ou equivalentemente || b — Az ||?>. Como U”

é ortogonal temos

10— Az =] UT (b— A=) |*=| UTb —UTUSV 2 = e — Zy ||*.

2
fe=my = | =2 0] || =
Cy 0 O Y2

O valor minimo ocorre quando ¢; — Dy; = 0 ou, equivalentemente, y; = D~ '¢;. Com isso

Assim,
2

q—Dm]

C2

todas as solugoes por quadrados minimos sao da forma x = Vy. Agora vamos definir

D—l
rr=Vy' =V 061].

Afirmamos que z* é a solucdo por quadrados minimos de menor comprimento. De fato,

supondo que

D_lcl
Y2

F=Vy=V

seja uma solugao por quadrados minimos diferente, ou seja, y» # 0. Entao,

L[| = Vy il =yl <[l gll =l Vol =[ z

Dilcl v D=t 0 ' C1
0 0 0 Co

o que demonstra o nosso teorema. ]

Desta forma,

r=Vy' =V =VXTUTh = A™D,
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Exemplo 4.1.5. Vamos encontrar a solucao por quadrados minimos de comprimento

minimo do sistema linear Ax = b , em que

et ]

cujas equagoes correspondentes $ao

r+2y=3
2z + 4y = 5.

Observe que elas sdo claramente inconsistentes. Entdo nao € possivel usar o Lema 4.1.2
para encontrar a pseudo-inversa jd que a matriz A nao € invertivel. Assim, também nao é
possivel encontrar a solugdo do sistema com esse mesmo artificio. Neste caso, a solu¢ao
por quadrados minimos € a que resolve o problema. Além disso, as colunas de A sao
linearmente denpendentes, por isso existirdo infinitas solucoes por quadrados minimos,
dentre as quais queremos aquela de comprimento minimo. A decomposicio em valores

singulares de A resolverd esse problema.

Inicialmente, o polinomio caracteristico de A € dado por

1—A 2

= A2 -5,
24—

p(A) =

cujas raizes sao Ay =5 e Ay = 0. Como a matriz A € simétrica, os valores singulares de A

sdo os valores absolutos dos autovalores de A, logo
50
00|

Agora, para construirmos a matriz V- vamos calcular os autovetores unitdrios correspon-

dentes.

Os autovetores associados ao autovalor \y =5 sdo encontrados por

e [ ] =5[]

r+ 2y = dx

2x + 4y = by
—=2r—y=0
<=y = 2x.

Assim, o autoespago associado a \y =5 é formado por vetores do tipo v = (x,2zx) = x (1,2).

~ oy s . s _ L l
Entao, neste caso, o autovetor unitdario é v, = (\/5, \/5)
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Para encontrarmos os autovetores associados ao autovalor Ao = 0 procedemos da sequinte

wone [ [

z+2y=20

forma:

20+ 4y =0
—ao+2y=0

— r = —2y.
Assim, o autoespago associado a \y = 0 € formado por vetores do tipo

v=(2y,—y) = y(2,-1).

Entao, neste caso, o autovetor unitdrio é vy = (%, —%) Portanto a matriz V é dada por

2
NG
_ 1
NG

que € igual a sua transposta ja que V é simétrica.

V:

S &l

Para encontrar a matriz U calculamos

1 2 L L
o1 5 2 4 2 2
V5 NG

Precisamos estender {u,} para uma base ortonormal {uy,us} do R*. Para simplificar os
calculos vamos nos livrar da inconveniente raiz mutiplicando o vetor uy; por um escalar

adequado, digamos v/5u; = (1,2). Agora, satisfazendo a ortogonalidade de u, e uy temos

[12]]

]:O<:>x+2y:()<:>x:—2y.
Y

Entao, o vetor ug € um vetor do tipo (2z, —y) = y (2, —1), assim uy = (%, —%) Portanto,

a matriz U é dada por

12

— | V5 V5
U= 2 _1]’

V5 V5

que pela mesma razao de 'V é igual a sua transposta.

Em posse das matrizes U, ¥ e V, podemos escrever a pseudo-inversa de A:
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1 2 1 1 2 1 2
At = VEflUT — V5 NG 5 V5 NG — 25 25
2 _ 1 00 2 _ 1 2 4
V5 V5 V5 5 25 25

Portanto,

1 2 3 13
- _ | 25 35 _ | 35
zT=ATh= v s = 2
25 25 25

Seguindo as equivaléncias (Equacdio 2.5), para verificar se a solug¢ao por quadrados minimos

estd correta, basta verificar se ela satisfaz as equacoes normais AT Az = ATb. De fato,

5 10 §:13€ATb:12 3|_| B
10 20 || 22 26 2 415 26

25
Isto implica que a solucdo encontrada por quadrados minimos é a solucao de menor

AT Ax =

comprimento, ou seja, € a solu¢io mais prozima da origem.

Algoritmo 1: Solugio por minimos quadrados de comprimento minimo
Entrada: matrix A mxn, matrix B mx1

Saida: matrix solugao nx1

inicio

Atribuir valores para a matriz A mxn;

Atribuir valores para a matriz B mx1;

Atribuir x e y;

Calcular a pseudo-inversa A™ de A;

Calcular a matriz solucao X: n x 1 por meio do produto entre as matrizes A" e

B.

Y

Calcular a equivaléncia com a Equacao 2.5;
fim

O Algoritmo 1 descreve o exemplo 4.1.5.

4.2 Compressao de Imagem Digital

Dentre muitas aplicagoes, a decomposigao em valores singulares (SVD) é uma das mais
impressionantes. Ela pode ser utilizada para comprimir imagens digitais com o objetivo de
reduzir seu espaco de armazenamento e acelerar sua transmissao eletronica com eficiéncia,
por satélite, internet ou semelhante, uma vez que a transmissao e o armazenamento
eficientes de grandes quantidades de dados digitalizados tém se tornado um dos maiores

problemas do nosso mundo tecnologico.

Como vimos no capitulo anterior, para cada matriz A € R™*" existem matrizes ortogonais

U= [ul Uy - um},comuiERm,izl,...,m, VT = | vy vy --- vn},com
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v; € R* j =1,...,m, e a matriz diagonal ¥ = diag{oy,09,...,0,} € R™" em que
0; sao os valores singulares de A satisfazendo o1 > 09 > --- > 0, > 0 e, além disso,

r =min{m,n}.

O problema que agora vamos considerar esta relacionado com reduzir o total de informagoes
a serem transmitidas, obviamente com perda consideravel de informacgoes a respeito de
uma determinada figura, mas sem perder nenhuma informacao essencial. O primeiro passo
para isso é representa-la como uma matriz numérica, a partir da qual a imagem possa ser
restaurada quando necessario. Por exemplo, uma fotografia em preto e branco pode ser
escaneada como um arranjo retangular de pixels (abreviagao da expressao em inglés picture
elements) e armazendada como uma matriz A. A fim de medir a perda de dados durante a

implementacao da SVD para restauragao de imagens vamos considerar o seguinte teorema.

Teorema 4.2.1 (Melhor Aproximacao de Posto Baixo). Seja a matriz A € R™™ com
posto(A) =r >0 e sua SVD, A= UXVT com valores singulares oy > oy > ..., > 0, > 0.

Parak=1,...,r—1 defina Ay, = UL, VT, em que ¥y = diag (o4, ...,,04,0,...,0). Entdo,
posto (Ag) =k e ||A— Ay |a= min{||A — B ||2; posto(B) < k} = ox11. Ou seja, de todas

as matrizes de posto menor ou iqual a k, Ay € a mais prozima de A.

Demonstragio. Pela SVD da matriz Ay = US,VT, concluimos que posto (Ax) = k. Como
A—A, =0V — U VT =U (2 -5 VT
é evidente que o maior valor singular de A — A é o41. Portanto,
1A = A 2= 11U (= Z) VT 2= 2 = B [|l2= o%r1.

Mostremos agora que, para qualquer outra matriz B com posto (B) < k, temos ||A—B ||2>
or+1- De fato, considerando uma tal matriz B, temos que dim (Im(B)) < k, o que
implica, pelo Teorema do Nicleo e da Imagem, que a dimensao do nicleo de B é dada
por dim (N (B)) > m — k. O subespago S = span (vy,...,0x11) tem dimensao k + 1,
lembrando que os vetores vy, ..., v,, representam as colunas da matriz V. Como N (B) e

S sao subespacos do R™, a soma de suas dimencgoes excede m. De fato,
dim (N (B)) +dim (S) > (m—k)+ (k+1)=m+ 1.

Entdao N (B)N S # {0}. Seja w € N (B) N S e suponha que |Jw ||o= 1. Como w € N (B)
entdo Bw = 0, e pelo fato de w pertencer a S, o vetor w pode ser expresso como combinag¢ao

linear dos vetores de .S, isto é,
wW=cCcv+...+ Ck+1Vk+1-
Pela ortonormalidade de S temos,

ler [P+t Lo = lw 2= 1.
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Assim,
k41 k41
(A — B)w = Aw — Bw = Aw = ZCiAUi = ZCiUi’LLi.
i=1 i=1
Como uyq, ..., ury, também sdo ortonormais,
kt1 k+1
(A= B)wllz=>_ loic: "> 01 D | e [*= 0j41-
i=1 i=1
Portanto,
A-—B)w
||A— B HZZ ||( ) ||2 > 0t
[[w |2

Concluimos assim que qualquer matriz de posto menor ou igual a k estd a uma distancia
maior ou igual a o3, de A, e, também, que Ay é uma matriz de posto k£ que estd o mais

proximo possivel de A. O

Desta forma, para qualquer matriz Ay, ||A — Ag ||2 ou ||A — Ag ||r é a medida para a
perda de dados no processamento de compressao de imagens. Segue do Teorema 4.2.1 que
a qualidade da restauragido de imagens pode ser estimada pela equagao ||A — Ay ||2= ori1

se a imagem restaurada tiver posto k.

O principio fundamental do esquema de compressao de imagem baseado em SVD ¢é
selecionar um numero apropriado de valores singulares para representar a imagem original.
O primeiro passo é representar uma determinada imagem como uma matriz numérica
de acordo com seus tons de cinza. Neste caso, dispomos de 256 tons de cinza, em que 0
corresponde ao branco e 255 ao preto. Assim as entradas da matriz sao ntimeros inteiros

entre 0 e 255, conforme ilustrado na seguinte figura.

195 210 225 240 255
195 210 225 240 255
195 210 225 240 255
195 210 225 240 255
195 210 225 240 255
195 210 225 240 255
195 210 225 240 255
195 210 225 240 255
195 210 225 240 255
195 210 225 240 255

GEEEEEEEEE
BEEEEEEEEEC

=
(=]

Figura 5 — Matriz numérica em tons de cinza, Antonello (2020, p. 7)

Assim a imagem pode ser recuperada a partir da matriz A exibindo os pixels com seus

tons de cinza associados.
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Considerando a matriz A de ordem m x n poderiamos armazenar suas m - n entradas
individualmente, o que corresponde a imagem original. Como procedimento alternativo,

suponha que a imagem restaurada B é contruida a partir de sua SVD reduzida, isto é,

B=A,=U% V! = alulvf + 027u2v2T + ...+ akukv,{. (4.1)

Suponha agora que 0,41, ..., 0 sejam suficientemente pequenos, a ponto de poderem ser
ignorados no produto externo (Equagao 4.1), e dessa forma produzam uma aproximagao

aceitavel de A e da imagem que A representa:

A, = alulvlT + UQ,UQUg +... .+ UTurvTT (4.2)

Pelo Teorema 4.2.1, dizemos que a Equagao 4.2 é a aproximagao de posto r da matriz
A. Como cada vetor de U tem m entradas e cada vetor de V tem n entradas, o total
necessario para o armazenamento Ay sdo as k colunas de U, as k linhas de V', bem como

os primeiros k valores singulares, ou seja,

kE+k-m+k-n=k(l+m+n).

Por exemplo, supondo que temos uma figura de tamanho 340 x 280 pixels, lembrando
que cada pixel corresponde a um dos 256 tons de cinza, que podemos representar por
ntmeros entre 0 e 255. Podemos armazenar essa informagao em uma matriz A de ordem
340 x 280, porém transmitir e manipular esses 340 x 280 = 95.200 ntimeros ¢ muito caro do
ponto de vista computacional. A ideia por tras da compressao de imagens é que algumas
partes da figura sao menos importantes que outras. Em vez de transmitir 95.200 nimeros,
precisamos enviar, por exemplo, somente 20 valores singulares mais os 20 vetores singulares
correspondentes a esquerda uq, . .., us de R e os vetores singulares correspondentes a

direita vy, ..., vy de R?® o que da um total de
k(14 m+mn)=20(340+ 280 + 1) = 12.420

nimeros.
Comparando os nimeros k (1 + m + n) com as entradas individuais m - n obtemos a taxa

k-(1+m+mn) 12420
m-n 95200

0,13,

dando uma compressao de aproximadamente 87%.

Para exemplificar o processo de aproximacao de A por matrizes de posto menor, vamos
usar como exemplo uma imagem do Mercado Modelo, ponto turistico famoso de Salvador,

em formato .jpg ou .png, que serd convertida para uma matriz.
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Figura 6 — Vista geral do Mercado Modelo, Google

A foto original do Mercado Modelo representada pela Figura 6 é uma imagem em 480 x 730
pixels. A matriz A correspondente tem dimensao m x n, com elementos entre 0 e 255. A
matriz A, portanto tem posto 480. Aproximando A por A, como descrito anteriormente,
obtemos uma imagem que corresponde aos k primeiros valores singulares de A. As Figuras
7 e 8 a seguir mostram varias dessas imagens para valores de k£ de 5 a 60. De inicio a
imagem esta muito embassada, mas ela toma forma muito rapidamente. Ou seja, quanto
maior o posto da matriz melhor serd a nitidez da imagem e maior o custo computacional
de sua transferéncia. Note que, para n = 30, na 8, ja temos uma aproximagao bem razoavel

da imagem original Algoritmo 2.

Algoritmo 2: Compressao de Imagem
Entrada: imagem, k valor singular

Saida: imagem processada
inicio
Carrega a imagem;
Inicializa a imagem carregada em tons de cinza;
Atribui £ valor singular;
Comprime a image;
fim
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Figura 8 — Valores entre 35 e 60 para k

Assim, para n = 30 por exemplo, temos uma aproximagao bem razoavel da imagem original,
porém foram perdidas varias informacoes sobre a imagem original, mas as informacoes
essenciais foram conservadas permitindo fazer o processo inverso, ou seja, a partir dessa

imagem representada por uma matriz de posto menor, podemos retomar a imagem original.
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5 Consideracoes Finais

Este trabalho ressalta a relevancia das fatoragoes de matrizes apresentadas, como por
exemplo, na simplificacdo do célculo de poténcias de matrizes quadradas diagonalizaveis.
O fato de matrizes simétricas poderem ser ortogonalmente diagonalizaveis é utilizado em
muitas aplicagoes. Em particular, a decomposicao em valores singulares que ¢ classicamente
utilizada na compactacao de imagens digitais, que por sua vez, reduz de modo significativo
seu espaco de armazenamento a fim de acelerar sua transmissao eletronica com eficiéncia.
Desta forma, abre-se espaco para o estudo de outras fatoragées como a LU, QR, Schur e
Cholesky, por exemplo. Isso deixa claro a continuidade desse trabalho acompanhado de
suas aplicacoes computacionais. Isso mostra também que a Algebra Linear nao deve ser
tratada como um componente curricular isolado ja que é instrumento de aplicagoes em

diferentes areas.

Este mestrado juntamente com este trabalho contribuiram de modo significativo para o
meu crescimento profissional uma vez que todo o curso foi dado prestigiando o casamento
perfeito entre o tradicional quadro negro e giz, e os modernos laboratérios de informatica
onde conhecemos varios softwares matematicos, como o Mathematica, o Matlab e o Python
entre outros. Essa juncao causou um impacto determinante no meu fazer pedagogico e
refletiu diretamente na qualidade das minhas aulas. Nesta caso, optamos por apresentar a
compressao de imagens por meio do Python uma vez que esse software ¢é livre e esta ao

alcance de todos, além de poder ser utilizado online através do Google Colab.

Atuando como professor da rede federal de ensino nos cursos integrados de Tecnologia
da Informacao e Eletrotécnica, e nos cursos superiores de Licenciatura em Matemadtica e
Ciéncia da Computacao observo que as matrizes sao objetos de estudo tanto do Ensino
Médio quanto do Ensino Superior, o que permite uma maior interagao entre as diversas
areas do conhecimento. Nesse contexto, a evidente vocacao tecnologica do nosso Campus
torna todas as consequéncias desse estudo algo muito natural. Por fim, cabe mencionar
que este trabalho nao esgotou as possibilidades de andlise referente ao tema estudado,

uma vez que as aplicagoes envolvendo a decomposi¢do em valores singulares sao intimeras.

Pessoalmente, o processo de elaboragao deste trabalho proporcionou uma satisfacao e
alegria indescritiveis, porque, além de permitir um estudo aprofundado e dinamico dos
contetidos da Algebra Linear me permitiu também associar os mesmos as aplicagoes desse
conteudo utilizando a tecnologia fornecida pelos softwares matematicos citados neste
trabalho.

Esperamos que a reflexao proposta a respeito das aplicagoes das fatoracoes de matrizes

contagie outros colegas incentivando-os a embarcar no fantastico mundo da matematica
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aplicada, mundo esse que encheu minha vida de conhecimento e alegria.

5.1 Sugestbes para Trabalhos Futuros

Como sugestao para trabalhos futuros poderiamos nos aprofundar nos estudos de outras
fatoragoes de matrizes, dentre elas, a fatoracao LU, a fatoracdo de Cholesky e a fatoragao
QR. entre outras. Estudo esse obviamente acompanhado de suas aplicacoes, inclusive
computacionais. As diversas fatoragdes de matrizes sdo temas de extrema relevancia para

a area da Matematica Aplicada em todos os seus niveis.
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APENDICE A — Cédigo para Compressio de Imagem

O cddigo esta escrito em Python para ilustrar a aplicacao da compressao de imagens

digitais com a SVD.

import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np

import cv2

img = cv2.imread (’mercadomodelo. jpg’)
img\ _gray = cv2.cvtColor (img,cv2.COLOR\_BGR2GRAY)

plt.figure(figsize=(9,6))

plt.imshow (img\_gray, cmap=’gray’)

h,w=img\_gray.shape

print(h , w)

U,sigma,V = np.linalg.svd(img\_gray)

reconstimg = np.matrix(U[:,:1])*np.diag(sigmal[:1])*np.matrix(V[:1,:])
plt.imshow(reconstimg, cmap=’gray’);

for i in range(0, 65,5):

reconstimg = np.matrix(U[:,:i])*np.diag(sigmal:i])*np.matrix(V[:i,:])

plt.imshow (reconstimg, cmap=’gray’)

title = "n = %s" % i
plt.title(title)
plt.show ()

O matplotlib.pyplot é o pacote para fazer graficos.

O pacote numpy ¢ utilizado para fazer operagdoes matematicas.

O pacote cv2 lida com imagens.

Carrega a imagem em tons de cinza

Mostra a imagem

Configura o tamanho da imagem

Calcula a dimensao da matriz numérica onde h é altura (linhas) e w largura (colunas)
Calcula-se a SVD da matriz numérica pelo comando np.linalg.svd.

O comando for faz um Loop para i=0,5,...,61 de 5 em 5

Fatia-se a matriz com o parametro i.

Adiciona o titulo ao grafico e mostam-se as imagens representadas pelas matrizes de posto

menor.
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APENDICE B - Cédigo para célculo da

Pseudo-Inversa

O cbdigo esta escrito em Python para ilustrar a resolu¢ao do sistema linear do exemplo

4.1.5 por meio do cédlculo da pseudo-inversa.

import numpy as np

A = np.array([[1,0,1],[0,1,0],[1,0,11])
B = np.array ([[3],[51])

Amais = np.linalg.pinv(A)

X = np.matmul (Amais,B)

print (X)

O pacote numpy lida com as operagoes matematicas.

Declara-se A uma matriz qualquer de ordem m x n, neste caso m=n=2.
Declara-se B uma matriz qualquer m x 1,neste caso m=2 e n=1.

Calcula-se a pseudo-inversa de A, chamada A mais pelo comando np.linalg.pinv.

Calcula-se a matriz solucao X tal que X é uma matriz nx1 obtida pelo produto entre A

mais e B por meio do comando np.matmul ou np.dot.
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