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Resumo

”

Um dos grandes desafios do professor no mundo contemporaneo é se colocar como
mediador no processo de ensino e aprendizagem, motivando os alunos na construcao de
seus saberes. Nesse trabalho, a modelagem matematica de problemas de Otimizagao
Linear e suas técnicas de resolucao sao utilizadas como ferramenta metodologica para
auxiliar no processo ensino-aprendizagem dos diversos niveis de educacao. Os problemas
abertos servem de agente motivador ao aprendiz, levando a construcao de varios saberes
matematicos e possibilitando o desenvolvimento de competéncias e habilidades necessa-
rias & vida em sociedade. Problemas que envolvem tomadas de decisao com um conjunto
de restricoes, que fazem parte do cotidiano, permitem uma interacao direta da realidade
com o conteido a ser aprendido. Escolher uma melhor opc¢ao entre as possibilidades
existentes faz parte do instinto humano, nas varias idades e momentos da vida. Usar
esta abordagem em sala de aula torna o momento de aprendizagem mais interativo e
dinamico. Organizar, classificar e usar as operacgoes basicas para entender o que esta a
nossa volta torna o aprendizado da matemética mais prazeroso, pois d& sentido ao que

estd sendo aprendido. Aprendemos melhor quando temos um proposito para isso.

Palavras-chave: Otimizagao Linear, tomada de decisdo, ensino-aprendizagem, ferra-

menta metodoldgica, modelagem matematica.



Abstract

One of the biggest challenges for the teacher in the contemporary world is to be
placed as mediator in the teaching/learning process, motivating the students to build
their knowledge. In this work, the mathematical modeling of Linear Optimization
problems and their solving techniques are used as methodological tools to help in the
teaching/learning process of several levels of education. The open problems can be
motivating agents to the learner, taking to the construction of several mathematical
lessons enabling the development of competencies and skills necessary for life in society.
Problems involving decision making, with a set of constraints, which are part of everyday
life, allow direct interaction of reality with the content to be learned. Choosing the
best option among the possibilities is part of the human instinct, taking advantage,
at all ages and moments in life. Using that in the classroom makes the learning time
more interactive and dynamic. Organizing, classifying and using the basic operations
to understand what is around us makes the math learning more pleasurable, because it

makes sense of what is being learned. We learn better when we have a purpose for it.

Key words: Linear Optimization, decision making, teaching/learning, methodological

tools, mathematical modeling.
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Introducao

A matematica na Educacao Bésica se coloca como um dos grandes desafios ao estudante,
principalmente no Ensino Médio. Muitos alunos tém dificuldade em aplicar o conteido
desenvolvido na escola no seu cotidiano e, com isso, acabam por nao desenvolver as habi-
lidades necessarias ao seu aprendizado. Buscar uma contextualizacao para as atividades
propostas, que tenha sentido para o aluno em seus varios niveis, tem sido um grande
desafio ao educador que tem de permear por varias metodologias e recursos na busca do
sucesso do educando. De acordo com Willingham [2011] "As pessoas sdo naturalmente
curiosas, mas nao sao boas pensadoras. A menos que as condi¢oes cognitivas sejam favo-
raveis, pensar sera evitado". Dai o grande desafio de provocarmos o aluno para que possa
aprender.

Quando contextualizamos bem as situagoes de aprendizagem, o aluno se envolve de
forma interativa nas aulas. Quando desafiado, colocado em conflito, responde de maneira
favoravel sendo protagonista de seu aprendizado. O aluno passa a criar e resolver seus

proprios problemas e a analisar o que esti ao seu redor.

Resolver problemas é uma atividade humana fundamental. De fato, a maior
parte do nosso pensamento consciente relaciona-se com problemas. A nao
ser quando nos entregamos a meros devaneios ou fantasias, os nossos pensa-
mentos dirigem-se para um fim, procuramos meios, procuramos resolver um
problema.

Polya [2006]

A todo momento nos deparamos com situagoes problema, mensuraveis ou nao, que
sao criados pela sociedade ou por nés mesmos. Resolver problemas faz parte de nosso
cotidiano e até mesmo de nossa diversao. Somos levados a todo momento a tomar decisoes.
Temos que decidir entre as diversas oportunidades que a convivéncia social nos propoe.
Aceitamos algo ou nao a todo momento.

Nessa perspectiva, se nos aproveitarmos disso no preparo das aulas, enriquecendo
nossas ferramentas metodologicas, podemos motivar nossos alunos ao aprendizado dos
diversos contetidos da Matemética. A tomada de decisoes, bem como a anéalise das pos-

sibilidades nos rodeiam a todo instante. E porque nao nos apropriarmos disso para a
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construcao do aprendizado?

Temos conhecimento de que, nos maiores conflitos, surgem novas oportunidades. A
tomada de decisao é cada vez mais primordial. Andrade [2012], no primeiro capitulo de
seu livro, fala sobre o surgimento da Pesquisa Operacional como ferramenta na solucao de
problemas militares durante a Segunda Guerra Mundial. Desde seu nascimento, esse novo
método de andlise de decisao vem sendo utilizado nas mais variadas areas do conhecimento.
Como podemos usufruir dessa ferramenta também na Educagao Béasica?

A sistematizacdo de elementos na tomada de decisdes nos permite uma anélise
mais critica na busca do melhor resultado. Se pudermos usar isso na construc¢ao do
conhecimento, estaremos otimizando alguns processos e fornecendo aos nossos alunos

novas ferramentas de trabalho, preparando-os para a vida adulta.

2

O principal a saber é que apresentar aos alunos desafios que requerem a
criagao de algo novo é uma tarefa além do alcance deles - mas isso nao quer
dizer que vocé nao deve propor essas tarefas. Apenas mantenha em mente o
que os alunos irdo ou nao ganhar com isso.

Willingham [2011]

Percebemos que a articulacao entre as varias areas do conhecimento, seus problemas e
solugoes vem servir-nos como base na construcao dos saberes matemaéticos e de seus regis-
tros. O uso da Otimizacao Linear, sua abordagem algébrica e geométrica proporcionam
a comunicacao entre varios conteidos matematicos do Ensino Fundamental e do Ensino
Médio. O que nos coloca alguns questionamentos a serem investigados nesse trabalho.
Quando modelamos um problema usando Otimizacao Linear? Quais contetidos da Edu-
cagao Basica estao relacionados a essa abordagem? Como nos apropriarmos dos recursos
tecnologicos como facilitadores desse processo?

Esse trabalho busca refletir sobre esses aspectos, apresentando no decorrer de sua
construgdo uma fundamentacao teérica do que é Otimizacao Linear. Sua aplicagdo e
comunicacao com os conhecimentos matemaéticos adquiridos com o passar dos tempos e
como essa ferramenta pode nos ser 1til nos varios momentos de aprendizagem.

A investigacao e aplicacao de atividades aos alunos do Ensino Regular, Fundamental
e Médio, e Educacao de Jovens e Adultos, servirao de referéncia as decisoes e sugestoes
de atividades no desenvolvimento desse texto.

Pretende-se com isso analisar como educadores e educandos se colocam & frente de
situacoes que envolvem miiltiplas andalises na busca de uma melhor solucao. Além de, com
o uso de planilhas e gréaficos, fundamentando o registro algébrico e geométrico, contribuir
na formacao para o mercado de trabalho e a vida social, como explicitada na Lei de
Diretrizes e Bases da Educagao Nacional (LDBN 9.394 [1996]).
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No Capitulo 1, “Otimizacao Linear”, buscaremos entender alguns conceitos relacio-
nados a problemas de otimizacao. Iniciaremos pelas ideias de tomada de decisao, onde
ressaltaremos a importancia desse conceito na Otimizacao. Veremos ainda como a mo-
delagem de problemas pode facilitar o entendimento do mesmo e a identificacao de seu
objetivo, observando as caracteristicas de problemas de Otimizacao Linear. Discutire-
mos, ainda nesse capitulo, conceitos importantes que servirao de base ao entendimento e

a resolugao desses problemas.

Analisando situacoes problema e observando as diferentes formas de resolucao, no
Capitulo 2, “Resolucao de Problemas de Otimizacao Linear”, discutiremos como cada
método de resolucao nos encaminha a solucao. O uso de recursos computacionais para
facilitar o entendimento e a resolucao de problemas e a anélise algébrica de situagoes se
comunicam nesse segundo capitulo, de forma a valorizarmos cada um dos processos que

serao mais explorados no decorrer desse material.

O processo de ensino e aprendizagem na Educacao Bésica traz como cerne o desen-
volvimento de habilidades necessarias a constituicao do cidadao como um todo. Tomar
decisoes e fazer escolhas fazem parte do cotidiano. No Capitulo 3, “Otimizagao Linear e a
Aprendizagem”, buscamos entender um pouco mais de como as técnicas da Otimizacao Li-
near podem nos ajudar em cada fase dessa modalidade de ensino. Usaremos cada passo do
processo de modelagem para entender como essas praticas podem nos ajudar a construir
0s varios conceitos matematicos, desenvolvendo habilidades de calcular e usar os nime-
ros e operacoes para descrever o mundo em que vivemos. Os varios saberes construidos
no passar dos tempos se comunicam diretamente no desenvolvimento das competéncias e
habilidades necesséarias a vida em sociedade.

Escolher um melhor caminho, uma dieta mais apropriada, o melhor combustivel a
colocar no carro, entre outras opc¢oes na vida, fazem parte da rotina de criancas e adultos
no mundo contemporaneo. E, nesse contexto, por que nao usarmos as necessidades para
motivar o aprendizado com situagoes significativas a comunidade escolar? Buscamos, no
decorrer do Capitulo 4, “Como aplicar a Otimizacao Linear na Educacao de Base”, estru-
turar métodos para o desenvolvimento de alguns dos tépicos a serem trabalhados em cada
nivel de ensino, na Educacao Bésica, no componente curricular de Mateméatica. Através
de problemas de Otimizacao Linear, desencadear ou revisitar o conhecimento necessario a
resolugao de problemas. Enfrentar uma situagao, escolhendo a melhor solucao, faz parte,
desde as brincadeiras de infancia, até o mundo do trabalho na vida de todos.

Como trazer vivéncias para dentro da sala de aula? Como dar significado ao contetido
da matemaética a ser ensinado? Em comunicacao com os anteriores, o Capitulo 5, “Ati-
vidades para Sala de Aula”, traz algumas sugestoes de situacoes de aprendizagem que
podem ser desenvolvidas na Educacdo Béasica. As atividades nao se colocam de forma
obrigatoria, e mesmo com sugestoes de nivel de ensino, podem ser adaptadas de um para

outro nivel, conforme o que o professor pretende com sua turma. Objetivamos aqui que
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essas propostas sirvam de modelos & construgao de outras e que as orientagoes ao profes-
sor levem a reflexao da importancia da valorizacao dos varios saberes a serem adquiridos.
Alunos e professores fazem parte de uma parceria na construcdao do conhecimento e no
uso de novas ferramentas. Aprendemos e ensinamos a todo momento através da vivéncia
e dos desafios apresentados dentro e fora da sala de aula.

Finalizaremos nossa discussao com uma reflexao sobre o uso das ferramentas da Otimi-
zacao Linear na Educacao Basica. O Capitulo 6, “Reflexdes Finais”, nao tem por objetivo
esgotar as possibilidades do assunto, mas sim, fazer uma anélise sobre o que foi discutido
até o momento. Estamos sempre aprendendo e nao esgotamos esse contetido enquanto o
homem continuar produzindo conhecimento. Como seres criativos estamos em constante
transformacao e aquisicao de novos saberes. A evolucao tecnologica nos coloca a frente
de novos desafios e temos de estar sempre prontos a aceita-los.

Nos apéndices, as atividades e modelos devem servir como apoio as vivéncias das
atividades desenvolvidas, um apanhado de sugestoes ao professor, para servir de subsidio
ao preparo de algumas aulas ou até mesmo para testar as atividades discutidas nesse
material. O conhecimento nao esta pronto e sim em transformacgao. Devemos sempre
buscar o nosso melhor e em cada final um novo recomeco, decidindo o caminho a ser

seguido e tracando nossos objetivos pessoais.
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Capitulo 1

Otimizacao Linear

Nesse capitulo discutiremos os principais conceitos envolvidos em Otimiza-

¢ao, como podemos modelar matematicamente um problema e as caracte-

risticas dos problemas de Otimizacao Linear.

A busca pelas melhores solugoes dos problemas que surgem no cotidiano norteiam
o ser humano a construir conhecimentos desde seus primoérdios. Buscar por modelos
matematicos representativos e por melhores caminhos para alcancar objetivos vem con-
tribuindo no desenvolvimento do conhecimento matemaéatico com o passar dos tempos.
Nessa busca, percebemos em varias passagens da histéria o aparecimento de simbolos e
equacoes modelando situacoes cotidianas ou problemas desafiadores para melhorar seu
raciocinio, competir entre seus pares e valorizar o proprio ego.

Os matematicos da India, além de contribuirem no desenvolvimento do sistema nu-
mérico utilizado até hoje, ja buscavam solugoes para equagoes com mais de uma varidvel
entre os séculos VII e XII.

Na China, além de outros algoritmos, ja se tinha solucdes de problemas por métodos
muito parecidos com o nosso modo de resolver Sistemas Lineares, lembrando bastante o
escalonamento de Gauss. Ja resolviam diversas equacoes simultaneamente e modelavam
diversos problemas.

Na Grécia, além das contribuicoes em geometria, resolviam equagoes e descreviam
algoritmos para encaminhar solucao de problemas. Nesse periodo histérico ja podemos
encontrar métodos de resolugoes para equacoes de mais de uma incognita e solucao de
varios problemas.

Assim, a busca de solucoes aos problemas de cada época conduziu ao desenvolvimento
da matemética que conhecemos hoje. Podemos buscar mais informacoes em Bernghoff
and Gouvéa [2012] , Roque and Carvalho [2012] entre outros autores, onde encontramos
varias passagens interessantes sobre o desenvolvimento matematico. Como exemplo

temos:
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Comecando na Primeira Guerra Mundial, governos descobriram que pensar
matematicamente os problemas levavam a resultados tteis, e nasceu a “pes-
quisa operacional”. Na Segunda Grande Guerra, matematicos tiveram um
papel crucial de muitos modos, com mais fama ao desenvolver a ciéncia da
criptografia e quebrar o codigo alemao Enigma. Redes de telefonia e, mais
tarde, a internet foram estudadas matematicamente. A “programacao linear”
foi desenvolvida para lidar com o fato de determinar o “melhor modo” de
fazer coisas de todas as espécies de areas, desde a industria, passando pela
governamental, até a area militar.

Bernghoff and Gouveéa [2012]

A busca por solucoes cada vez melhores para os problemas encontrados nos leva a
construcao de saberes e ao desenvolvimento de novos métodos. A expressao “Pesquisa
Operacional”, surge pela primeira vez durante a Segunda Guerra Mundial, onde se buscava
desenvolver métodos para resolver problemas de operacoes militares. A busca pela melhor
utilizacao de materiais de guerra levaram os cientistas britanicos ao desenvolvimento de
novos métodos que, posteriormente, foram adaptados para melhorar a eficiéncia de outros
processos.

Com o término da Segunda Guerra, a pesquisa operacional evolui rapidamente na
Inglaterra e nos Estados Unidos. Um dos objetivos eram apoiar as decisoes de operagoes
da forca aérea americana. No final da década de 1940, George Dantzig desenvolveu,
formalizou e testou o método simplex para resolver problemas de Otimizacao Linear. No
Brasil a pesquisa operacional iniciou-se na década de 1960 com um simpésio realizado
no ITA, em Sao José dos Campos, em 1968. Temos uma abordagem um pouco mais
detalhada e mais contribuigdes historicas no livro de Arenales et al. [2007].

A tomada de decisao e a busca pelo melhor desempenho é o objetivo de toda a pro-
dutividade mundial. Dessa forma, a “Otimizacao Linear” se coloca como uma importante
ferramenta que administra em véarios campos, buscando um melhor aproveitamento de
recursos sem perder os objetivos esperados.

Otimizacao Linear, ou mais genericamente, a Pesquisa Operacional, tem enfoque di-
reto na tomada de decisao. Busca a melhor solucao para um determinado problema
independente de sua area. Dessa forma, sua aplicabilidade acabou por ser reconhecida
em varias atividades profissionais, seja na busca de maximizar lucros, minimizar despesas
ou até mesmo alocacao de funcionarios de forma a melhorar o atendimento. Ela facilita
muito o processo de analise de decisao permitindo, em alguns casos, uma experimentacao

anterior.
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Um grande desafio do mundo contemporaneo é o melhor aproveitamento de recur-
sos, sem, com isso, abrir mao dos confortos com os quais estamos acostumados. Nessa
premissa, a busca por melhores solugoes para os problemas enfrentados como cidadaos
produtivos faz parte da formagao do homem moderno. Tanto na administragao doméstica
como na empresarial, a tomada de decisao é fundamental. Qual a melhor escolha? O que
se deve fazer? Como ganhar mais? Como gastar menos? Na busca dessas e outras respos-
tas temos como importante ferramenta os conceitos de otimizacao, a busca do 6timo ou do
melhor possivel. Com isso, a Pesquisa Operacional, junto com as facilidades tecnolégicas,
se tornam auxiliadoras na tomada de decisao.

Somos levados a todo instante a tomar decisoes, a fazer escolhas, seja na vida diaria
ou no trabalho. Isso determina um melhor desenvolvimento ou perda de alguns recursos,
e até mesmo conflitos interpessoais ou transtornos no ambiente social. Dessa forma, a

tomada de decisao se coloca de forma crucial na resolucao de problemas.

1.1 Tomada de Decisao

A tomada de decisao pode ser identificada como parte do reconhecimento de um problema
ou de um caminho para sua solugao. Nao se trata de um processo simplério e, muitas
vezes, deve-se levar em conta muitos fatores, inclusive uma avaliagao posterior a ela. Em

seu livro, Andrade [2012] coloca:

[...] uma decisao é o resultado de um processo que se desenvolve a partir do
instante em que o problema foi detectado, o que geralmente ocorre através
da percepcdo de sintomas. |...|

Andrade [2012]

Existem varias definicoes sobre tomada de decisao, entre as quais podemos, como
afirmado por Andrade [2012|, destacar: “uma decisdo é um curso de agao escolhido pela
pessoa, como o meio mais efetivo a sua disposicao, para alcancar os objetivos pretendidos,
ou seja, para resolver o problema que o incomoda”. Com isso, percebemos que a decisao
esta diretamente ligada a experiéncia de quem vai resolver o problema, seu conhecimento,
sua cultura e até mesmo seu estado emocional. A decisdo pode ser individual, tomada
por uma unica pessoa, ou em grupo, tomada por um grupo de pessoas, mas carrega as

seguintes caracteristicas: sequencial, complexa, subjetiva, institucional, racional.

e No processo sequencial, mesmo que pareca por impulso, as decisoes se desen-
cadeiam conforme o andamento do problema. Uma nova decisao sempre depende
da anterior, sem com isso perder o foco do objetivo a se atingir. Estd presente em

discussoes e, muitas vezes, é dificil de se apontar o ponto principal do processo.
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e No processo complexo, que se caracteriza, geralmente, pela quantidade insufici-
ente de informacoes, a experiéncia do individuo ou do grupo reflete diretamente na
solucao do problema. A analise das informacoes e elementos do problema podem

variar conforme o nivel da decisao do problema.

e Em processos que implicam valores subjetivos, fatores intuitivos norteiam a
decisao na solugao do problema. E de grande importancia na tomada de decisao
e sofre interferéncia da personalidade dos envolvidos na resolucao do problema.

Muitas vezes, ¢ o0 que vai caracterizar a solugao do problema como boa ou ruim.

e O processo institucional estd ligado & forma organizacional do local onde se
pretende resolver o problema. Esta interligado ao relacionamento entre as pessoas
e na interacao entre os diferentes grupos de trabalho. Criar um bom ambiente

institucional favorece uma melhor solu¢cao do problema.

e A decisao racional estd ligada a logica do processo, ao conjunto de todos os fatores
envolvidos, no grau de conhecimento do problema. Nesse caso, um estudo minucioso

da situacao se faz necessario e a experiéncia da equipe é crucial ao produto final.

Todo processo de decisao esta ligado ao nivel hierarquico do grupo, do ntimero de pessoas
que participarao do processo decisorio, do tipo e da qualidade da informacao disponivel.
Outro fator importante ¢ a identificacao do problema a ser resolvido e um bom modelo

para a resolucao do problema.

1.2 A Arte da Modelagem

Apos a identificagao do problema, cabe agora a construgao de um modelo que permita
sua representacao, analise e possivel solucao. Cada tipo de problema tem seu modelo
especifico e cabe ao administrador! escolher o que melhor represente seu problema. Em
alguns casos, plantas, mapas ou modelos servem bem, em outros podemos ter expressoes
matematicas ou muitas vezes, uma juncao de varios modelos. O modelo mais adequado
é o que melhor representa a situacao a ser estudada, podendo ser dividido em conceitual,

simboélico ou heuristico.

e Os modelos conceituais relacionam como uma sequéncia logica as informagoes
e caracteristicas do objeto de estudo, possibilitando analise e tomada de decisao.
Identifica-se as interferéncias no problema e a estrutura de forma a buscar a melhor

possibilidade ao objetivo proposto.

1Quem est4 buscando solucdo para o problema.
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e Baseando-se em todas as informacoes e variaveis relevantes do problema, o modelo
simbdlico ou matematico permite, com o uso de simbolos matematicos, quantificar
e analisar as relacoes entre as informacoes apresentadas, de forma a encontrar a

melhor possibilidade.

e Quando a complexidade inviabiliza a representacao matemaética, se torna necessario
o uso de modelos heuristicos. Esses modelos se baseiam em regras empiricas e
intuitivas que permitem um encaminhamento a um modelo que facilite a tomada de

decisao. Um exemplo sao modelos com o uso de inteligéncia artificial.

A escolha de um modelo ou uma sequéncia de modelos depende sempre do encaminha-
mento do desafio que se propoe a enfrentar, suas certezas e incertezas, além dos riscos
que a situacao pode oferecer. Quanto mais detalhes conhecemos do problema, melhor
serd sua modelagem e mais sucesso teremos em sua solugao. Cabe lembrar que, muitas
vezes, temos de elencar prioridades nas andlises para atender mais rapidamente ou até

mesmo atender conflitos de interesses. Em seu livro, Andrade [2012] coloca:

Um estudo de Pesquisa Operacional consiste, basicamente, na construcao de
um modelo para um sistema real que sirva como instrumento de andlise e
compreensdao do comportamento desse sistema, com o objetivo de levar o
sistema a apresentar o desempenho desejado.

Andrade [2012]

A Pesquisa Operacional se dedica, principalmente, aos problemas que podem ser re-
presentados por modelos matematicos que vao depender da qualidade da informacao, da
natureza matemética de suas variaveis e dos niveis de incertezas. Dessa forma, os modelos

matemaéticos se dividem em modelos de simulacao e modelos de otimizacao.

e Os modelos de simulacao buscam uma representacao do problema real, per-
mitindo interferéncias antes da implantacao completa da solucao do problema em

questao. Dao uma flexibilidade considerével na escolha das a¢oes mais convenientes.

e Os modelos de otimizagao nao permitem flexibilidade, pois estao estruturados

para encontrar apenas uma alternativa através de algoritmos.

Podemos ainda alternar entre os dois tipos de modelos na busca da melhor solucao do pro-
blema a ser enfrentado. A resolugao de problemas permeia as varias atividades humanas e

nos leva a vérias reflexdes sobre o que devemos fazer ou nao. De acordo com March [2009]:
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Preferéncias seriam definidas incluindo coisas como lucros, vendas e valor de
estoque (amanha, no ano que vem, dentro de dez anos); contribuicoes para
metas politico sociais (por exemplo, a¢do afirmativa, metas de qualidade de
vida, impacto da decisao sobre as familias)...

March [2009]

O conceito de otimizacao estd ligado a busca de minimo ou maximo de uma funcao,
atendendo as condicoes impostas pelo problema. A funcdo matemaética que define as
possiveis solucoes em relacao ao conjuntos de variaveis do problema é chamada de funcao
objetivo. Esses tipos de problemas permeiam as varias atividades humanas e estao

diretamente ligadas ao cotidiano. Assim podemos dividir os problemas de otimizacao em:

1.2.1 Otimizacao Linear

Nos problemas de Otimizacao Linear as varidveis sao continuas e apresentam comporta-
mento linear, tanto em relacdo as restricoes como a funcao objetivo. Estaremos nesses
problemas trabalhando com igualdades representadas por equagoes lineares e desigualda-
des que podem ser transformadas em equacoes lineares. Sua importancia esta na eficacia
dos algoritmos existentes e na possibilidade de transformacao de modelos nao-lineares em

lineares por aproximacoes.

1.2.2 Otimizacao Nao-Linear

A Otimizacao Nao-Linear se caracteriza pela existéncia de qualquer tipo de nao linea-
ridade, seja na funcao objetivo ou em qualquer uma de suas restrigoes. Podemos ter
aqui outros tipos de func¢oes, polinomiais ou nao, onde observamos casos de convexidade
preservando as propriedades matematicas. Esta presente em vérias representacoes que
envolvem fendmenos naturais e em alguns casos conseguimos boas aproximagoes para

funcoes lineares, podendo aplicar as técnicas da Otimizacao Linear.

1.2.3 Otimizacao Inteira

Quando as varidveis nao podem assumir valores continuos, ou seja, permitem apenas
valores inteiros, temos a Otimizacao Inteira. Assume apenas valores Discretos e pode ser
Linear ou Nao-Linear, exigindo técnicas de resolucao mais abrangentes.

Priorizaremos aqui a Otimizacao Linear, por estarem mais préximos aos conteidos

trabalhados na Educacao Basica.
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1.3 Problemas de Otimizacao Linear

Os problemas que podem ser formulados como problemas de Otimizacao Linear, em que

todas as expressoes sao lineares com variaveis continuas, sao dos tipos:

e Problemas de mistura — consiste em combinar virios materiais para gerar novos

produtos.

e Problemas de transporte, transbordo e designagao — consiste em transportar

produtos ou materiais ao seu destino.

e Problemas de planejamento da producao — esta ligado a fabricacao de diversos

produtos envolvendo periodos e condicoes de producao.

e Problemas de gestao financeira — envolvem decisoes relacionadas a investimen-

tos financeiros.

e Problemas de meio ambiente — envolvem o melhor aproveitamento de recursos

naturais minimizando os impactos ambientais.

e Problemas de corte e empacotamento — ligados ao melhor aproveitamento de

matéria prima, objetos e embalagens de comercializacao.
e Problemas de dieta alimentar — Envolve questoes de nutricao.

e Problemas de alocacgao de funcionarios — Envolve estruturacao de cronogramas
de trabalho.

1.3.1 Hipoéteses de Linearidade

Nesses e em outros tipos de problemas de Otimizagao Linear, as grandezas envolvidas

precisam obedecer as hipoteses: de aditividade, de proporcionalidade e de fracionamento.

e Hipétese de aditividade - o todo é igual a soma das partes. Por exemplo, se
juntarmos 200g de acticar com 300g de farinha teremos 500g de mistura. Temos de
lembrar de que por transformacoes quimicas nem sempre isso sera verdade no que

diz respeito a volumes ou por questoes de volatilidade.

e Hipo6tese de proporcionalidade - a constante da varidvel é uma constante de
proporcionalidade, ou seja, se a = 0,1 é o valor de uma bala em reais (Cada bala

custa R$ 0,10) e 2 é o namero de balas, entao 3 balas serd a x x = 0,1 x3 = R$0, 30.

e Hipétese de fracionamento - os valores fracionarios para as variaveis sao validos.
As variaveis, dentro de suas restricoes podem assumir qualquer valor no Conjunto

dos Numeros Reais (z; € R).
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1.3.2 Caracteristicas

Em modelos de problemas de Otimizacao Linear, com todas as funcoes lineares, essas
hipoteses nos levam a observacao de que esses problemas devem possuir as seguintes

caracteristicas:

e Proporcionalidade — A quantidade de recurso e o custo, devem ser proporcionais

ao nivel, em cada atividade.

e Nao Negatividade — deve sempre ser possivel desenvolver a atividade com valores

nao negativos.
e Aditividade — o custo total é a soma das parcelas associadas a atividade.

e Separabilidade — pode-se identificar de forma separada o custo, ou consumo, das

operacgoes em cada atividade.

1.3.3 Propriedades basicas

Assim temos que, o problema para ser modelado como Otimizacao Linear deve ter a
funcao objetivo e as restrigoes, respectivamente, todas representadas por fungoes lineares

continuas, além de atender as trés propriedades bésicas:

1. Proporcionalidade - requer que a variavel de decisao contribua de forma direta-

mente proporcional, tanto na fun¢ao objetivo como nas restrigoes.

2. Aditividade - requer que a contribuicao de todas as variaveis da funcao objetivo e

das restricoes seja a soma direta das contribuicoes individuais de cada variavel.

3. Certeza - todos os coeficientes podem ser determinados, ou seja, sao constantes

conhecidas.

Resolver um problema modelado como Otimizacao Linear é encontrar uma solucao que
atenda todas as restricoes do problema e que seja a melhor possivel, maximizar ou
minimizar a funcao objetivo.

As solucdes do problema de Otimizacao Linear sao classificadas em:

e Solucao viavel ou factivel: é o conjunto de valores das variaveis que atendem a

todas as restricoes do problema.

e Solucao 6tima: é a solucao viavel que melhor atende a funcao objetivo do

problema.
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1.4 Modelando problemas de Otimizacao Linear

Apobs o entendimento do problema e visto que se trata de Otimizacao Linear, tendo inter-
dependéncia proporcional entre as varias grandezas envolvidas, cabe agora modelarmos
matematicamente esse problema para encaminhar sua solucao. Devemos identificar as
varidveis a serem manipuladas e a da funcao objetivo a ser alcancada, que retrata o que
queremos melhorar (tornar 6timo). Essa funcao envolve as variaveis a serem manipula-
das na situacao e, em nosso caso, ¢ uma expressao linear. Também devemos elencar as
restrigoes apresentadas pelo problema, verificar como essas informagcoes se comportam e
construir as expressoes algébricas lineares, igualdades, desigualdades, que representam a
situacdo. Podemos buscar mais aprofundamentos em Taha [2013].

O modelo matematico de um problema de Otimizacao Linear, como qualquer modelo

de problema de Otimizacao, tem trés componentes basicos:

1. Variaveis de decisao que procuramos determinar. As varidveis que podemos

modificar na busca da solu¢ao 6tima.

2. Fungao Objetivo (meta) que precisamos otimizar (maximizar ou minimizar). Fun-

cao linear e continua, que envolve todas as varidveis de decisao.

3. Restrigoes que a solugao deve satisfazer. Expressoes algébricas lineares (igualdades
e/ou desigualdades), que atendem as caracteristicas de linearidade, e envolve as

varidveis de decisao.

1.4.1 Forma Geral de um problema de Otimizagao Linear

Consideramos um problema de Otimizagao Linear escrito na seguinte forma geral:

Minimizar . f(z) — funcao objetivo
Sujeitoa: x € S —> regiao variavel,

em que o conjunto S é definido por equagoes e/ou inequagoes, as quais chamamos de
restri¢oes do problema. Temos que S C R™ é a Regido de factibilidade? , nessa regiao
estao as solugoes que atendem a todas as restricoes do problema, que sao chamadas de

solucoes viaveis ou factiveis.

Seja 7', o vetor? das variaveis do problema, representado por 7 = (1, T2, 3, ..., Tp)"
com 7 € R™, vetor coluna. Para aprofundar os conhecimentos sobre vetores e matrizes
veja Boldrini et al. [1986] e Steinbruch and Winterle [2006].

2Regido onde se encontram as possiveis solucdes da situacio problema. Também pode ser chamada de
Regiao de Viabilidade.
3E o conjunto de todos os segmentos orientados com a mesma direcio, médulo e sentido.
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O vetor 7 ¢ uma possivel solucao do nosso problema se, e somente se ele atende a
todas as restricoes da regiao S, ou seja, 7 e s.

0, i=1,.....m — restricoes de igualdade
0, j=1,....,1 — restricoes de desigualdade
0, k=1,.....q — restricoes de desigualdade

A dificuldade de modelar matematicamente e resolver problemas de Otimizagao Linear

depende, em geral, da dimensao do problema, isto ¢, do niimero de restricoes e variaveis
envolvidas.

Resolver um problema de Otimizacao Linear consiste em determinar a melhor solucao,

ou seja, determinar o vetor 7 € S que minimiza a funcdo objetivo f(x), denominada

solucao otima. Para isso é necessario usarmos um dos métodos de resolucao disponiveis
em Otimizagao Linear.

Considere um Problema de Otimizacao Linear escrito da seguinte forma:

Minimizar Z(z,) = 121 + caxa + ... + Cpy,
(

a11T1 + a19T9 + ...+ 1Ty

2 (2)
3 (3)

<b (1)
2171 + A22%2 + ... + A2, Ty Kb
Sujeito a <b

a3171 + aza®s + ... + a3n Ty

| am121 + Aoy + oo + Ay < by (M)

Muitos dos problemas de programacao linear nao sao de minimizagao e sim de maxi-

mizagao. Quando isso ocorrer, podemos usar artificios algébricos para reescrever o modelo
na forma desejada.

Considere que o problema modelado tenha a seguinte forma:
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Maximizar Q(x,) = 121 + coTy + ... + cuy

,
a11T1 + 122 T A1nTn

<b
a91T1 + AooXo + ... + A9, Ty < by (2)
<b

Sujeito a ¢ as1x; + asaTo + ... + ATy

| am121 + oy + oo + Gy < by, (M)

Se queremos aplicar um método que necessita que a funcao seja de minimizagao
podemos nos ater na propriedade de que Min Z = Max (-Z), ou seja, maximizar uma
funcao ¢ minimizar a sua funcao simétrica. No modelo de maximizacao apresentado

acima, se considerarmos W = -QQ podemos reescrever o modelo da seguinte forma:

Minimizar W (x,) = —c121 — coa — ... — CpTp

;
111 + a19T9 + ... + A1,Ty

<b
A01T1 + AooTa + ... + Aop Ty < by (2)
<b

Sujeito a 4§ az1r] + az202 + ... + A3 Ty

| am121 + oy + oo + Gy < by, (M)

Como exemplo, suponha que queremos maximizar Z = 7r; — 2xs.

Considerando W = —Z |, temos W = 2x9 — Txy.

Entao maximizar Z, nessa situacao, é equivalente a minimizar W.

Outra possibilidade ¢ termos restricoes do tipo maior ou igual, ao invés de menor ou

igual. Nesse caso podemos escrever a desigualdade simétrica, multiplicando a mesma por
(-1).

Por exemplo, supondo que uma restricao do problema seja bxy — 3xy > 7.

e Podemos reescrevé-la como (—1) X (bxy — 3xy > 7) <= —bxy + 315 < —T7.

e Dessa forma, passamos a ter a inequacao: —5x; 4+ 3z < —7.

Podemos ainda transformar desigualdades em igualdades acrescentando variaveis de folga,
para restrigoes de menor ou igual ( ...+x,,), ou retirando variaveis de excesso ( ...—Z,,),

para restricoes de maior ou igual. Para mais detalhes veja:
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Arenales and Darezzo [2015], Lachtermarcher [2013], Goldbarg and Luna [2005] e
Arenales et al. [2007].

[...transformar o conjunto de restricdes em um conjunto de equagbes equi-
valentes, com a introdugdo de varidveis que representardo a folga entre os
lados direito (right hand side — RHS) e esquerdo (left hand side — LHS) das
inequagoes...|

Lachtermarcher [2013]

Como exemplo, considere as desigualdades:

51 — 310 =7 (1)

Admitindo a existéncia de uma varidvel de folga x3 e uma variavel de excesso x4:

e escreveremos a inequagao (i) como equagao: bry — 3xg — x4 = 7,

e a inequagao (i7) como equacdo: 4z, — 2x9 + x3 = 6.

E continuamos o processo de resolucao do problema pelo método escolhido.

Esses e outros casos que podem aparecer serao melhor exemplificados nos capitulos
seguintes onde analisaremos alguns problemas e discutiremos, mais detalhadamente, os
métodos apresentados até o momento.

A forma geral de um problema de otimizacao atende aos passos de resolucao de pro-

blemas apresentado por Polya [2006], que podem ser resumidos em:
1. Entender o problema.

2. Criar uma estratégia para resolucao.

w

. Aplicar essa estratégia.

4. Verificar se a solucao atende as condi¢oes do problema.
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1.4.2 Forma padrao do problema de Otimizagao Linear

Consideremos, como Arenales and Darezzo [2015], que um problema de Otimizacao

Linear pode ser escrito na forma padrao:

Minimizar Z(z) = ¢ -2 —  (0) funcao objetivo
%
AT = .
Sujeito a N — (1) restricoes do problema
>0

Em (0), temos a fun¢do objetivo a ser minimizada, enquanto que em (1) as restrigoes
do problema, em que a matriz A,,x, ¢ a matriz dos coeficientes das varidveis de
decisao, em geral com n > m, o vetor custo 7 € R" é um vetor linha, o vetor solu-

- - - .
cao Z € R" um vetor colunae b € R™ um vetor coluna com componentes nao negativas.

Temos que:
o« 7 = (c1, ¢2, ..., €n) € O vetor custo.
t . ., .

o 7 = (x1, xg, ..., Tp)" € o vetor das variaveis.

- t, .
o b = (by, by, ..., by)" & o vetor dos termos independentes.

e t . - . .
e 0 =(0,0, .., 0) éo vetor cujos elementos sdo todos iguais a zero.

Sem perda de generalidade, consideramos que o conjunto formado pelas m linhas da
matriz A é linearmente independente. Se tivermos linhas linearmente dependentes o
sistema Ar = b nao tem solucdo ou tem equacoes que podem ser retiradas sem que a
regiao factivel se altere.

O conjunto de restricoes de um problema de Otimizacao Linear pode conter desi-
gualdades, igualdades ou ambas, mas sempre podemos escrevé-lo na forma padrao para
aplicarmos o Método Simplex, que detalharemos no capitulo seguinte.

Quando o problema de Otimizacao Linear nao esta na forma padrao, para cada caso,

temos técnicas para colocé-lo como segue:
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e Desigualdades (< ou >), elas podem ser transformadas em igualdades quando
adicionamos ou subtraimos variaveis de folga ou excesso, respectivamente. Essas

variaveis serao melhor definidas nos exemplos subsequentes.

a+as+...+a, <b—ay+ay+..+a,+a,.1 =>b Variavel de folga
ou

ai+as+..+a,=2b—a+ax+..+a, —a,.1 =0 Variavel de excesso

e Termo independente, b < 0, nesse caso basta multiplicar a restricdo por (—1) e

temos b > 0.

e Variaveis livres, sao as variaveis que podem assumir valores positivos, negativos
ou nulos, ou seja, sao irrestritas de sinal. Indicamos no problema como xj livre e
podemos substitui-las pela diferenca de duas variaveis nao negativas x) e z, isto

é, xp =), —x), em que x;, = 0 ez} > 0.

e Variavel nao positiva, nesse caso basta substitui-la pela sua simétrica, ou seja,

x), = —xy, e substituir z;, por —zj, e temos z;, > 0.

e Problemas de maximizagao, nesse caso também usamos a simetria, substituindo
a funcao objetivo a ser maximizada por uma funcao objetivo a ser minimizada com

sinal trocado, da seguinte forma:
Mazx Z(x) = Min — Z(z)

Aplicando essas técnicas conseguimos escrever o problema de Otimizagao Linear na forma
padrao e prosseguimos com a solucao pelo Método Simplex ou outro método de resolucao
de problemas de Otimizacao Linear.

Podemos resumir os passos da solucao de problemas como na Figura 1.1:

Meodelar Resolver o
Matematicamente Problema

Figura 1.1: Passos para resolucao de problemas.
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1.4.3 Exemplo de modelagem de problema de Otimizacao Linear

Para entendermos melhor o processo de modelagem, nos apoiaremos em uma situagao
problema, que envolve consumo de combustiveis em carros flex. Essa mesma situacao

serd abordada vérias vezes com objetivo de entender o processo e fazer comparagoes.

Em um determinado posto da cidade, a gasolina custa R$ 3,15 e o etanol
custa R$ 1,95. Consideremos carros populares que fazem, com etanol,
9,1 km/1 (cidade) e 9,6 km/1 (estrada); se abastecidos com gasolina, as
médias ficam em 13,1 km/1 (cidade) e 14,3 km/1 (estrada). Para facilitar
as analises consideraremos que na mistura de combustiveis o consumo é
diretamente proporcional a mistura e em situagoes ideais de manutengao
e uso. Um carro popular tem tanque de combustivel em média de 50

litros. Queremos percorrer a maxima quilometragem na estrada, com

os R$ 120,00 que temos. Qual a melhor forma de abastecimento?

Analisando o problema percebemos que as variaveis de decisao, que controlam o obje-
tivo, sao a quantidade de litros de cada combustivel. Chamaremos de x; a quantidade de
litros de gasolina e de x5 a quantidade de litros de alcool. Percebemos que toda situacao
estd vinculada a essas grandezas. Aqui encontramos duas varidveis, mas vale lembrar de
que podemos ter muitas outras em problemas reais.

Queremos andar & méxima quilometragem na estrada e sabemos que o rendimento
do alcool na estrada é de 9,6 km/1 e o de gasolina 14,3 km/l. Com essa informagao,

podemos escrever a nossa funcao objetivo, a qual queremos maximizar.
Mazximizar f(x1,z9) = 14,3z + 9, 625.

Identificada a funcao objetivo, devemos verificar as restricoes do problema:

e Sabemos que no carro s6 cabem 50 litros de combustivel, logo,

T+ X9 < 50.

e O gasto com combustivel ndo pode ultrapassar R$ 120,00. Assim,

3,15z, + 1,955 < 120.
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e A quantidade de combustivel nao pode ser negativa, ou seja,

Ressaltadas as restrigoes e a fungao objetivo, podemos escrever o modelo, em que todos
os valores que atendem ao sistema sao solugoes factiveis (possiveis) do problema, temos

de encontrar a melhor entre elas (solugao 6tima).

Mazximizar f(x1,z9) = 14,3x1 + 9,625 (2)

¢

T+ X2 < 50 (3)
o 3,15x1 + 1,95z < 120 (4)
Sujeito a

\

A equagao (2) representa a fungdo objetivo que esta sujeita as restri¢oes (3), (4), (5)
e (6) e todas sdo fungoes lineares, o que implica em atender a trés propriedades basicas:

proporcionalidade, aditividade e certeza.

Como atende as trés propriedades, o conjunto de equagoes e inequagoes representa o
modelo matematico de Otimizacao Linear e sua resolucao consiste em encontrar a melhor

solucao, que pode ser obtida por métodos graficos ou algébricos.

1.5 Alguns Conceitos Preliminares

Para compreendermos melhor os métodos de resolugao de problemas de Otimizagao Linear
vamos rever alguns conceitos. Caso seja necessario podemos aprofundar na literatura

disponivel sobre o assunto, das quais elencamos:
Steinbruch and Winterle [2006|, Boldrini et al. [1986],
Arenales and Darezzo [2015], Arenales et al. [2007].
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1.5.1 Vetor

Vetor ¢ um substantivo masculino que significa condutor ou portador. Na matemaética
representa o conjunto de todos os segmentos orientados equipolentes. E o conjunto de n
segmentos orientados que dependem de um sistema de coordenadas n-dimensionais e que

se transformam segundo leis bem determinadas quando se muda o sistema.

Para entendermos melhor, consideraremos:

o Os pontos A = (=3,-2), B = (=1,1), C = (2,—-1), D = (4,2), E = (2,2),
F=(4,5),G=(-3,2) e H=(—1,5)

e E os segmentos orientados: AB, CD, EF e GH.

Representando esses segmentos no plano cartesiano na Figura, temos:

GAV

H F
5
4
3
D
G 2 E
\Y;
B

Figura 1.2: Segmentos e vetores no Plano Cartesiano
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Chamamos de segmentos equipolentes os que possuem a mesma dire¢ao, comprimento
e sentido, entao; AB, CD, EF e GH, sdo equipolentes.

Se indicarmos por v este conjunto, simbolicamente podemos escrever:

¥ =AB ~ CD ~ EF ~ G H, onde v representa qualquer segmento equipolente

a ele.

Identificamos o vetor ﬁ como B — A e chamamos de ?, assim:

AB=B - A=(-1,1)— (-3,-2) = (2,3) « T = (2,3).

Genericamente no plano cartesiano representamos um vetor como v = (z,y).

Assim, um vetor 1@ ¢ determinado por uma infinidade de segmentos orientados
todos equipolentes entre si. Assim, um segmento determina um conjunto que é o vetor
7, e qualquer um desses representantes determina o mesmo vetor. Portanto, com
origem de cada ponto no espaco, podemos visualizar um representante de um vetor.
Usando um pouco mais nossa capacidade de generalizacao, se considerarmos todos os
infinitos segmentos orientados de origem comum, estaremos caracterizando, através de
representantes, a totalidade de vetores no espaco. Consequentemente, todos os vetores se

acham representados naquele conjunto que imaginamos.

Sem perda de generalidade representaremos os vetores ¥ € R como U =

(Ula V2, U3, ...y Un)'

1.5.2 Vetor Gradiente

Em uma funcao de miltiplas varidveis, chamamos de vetor gradiente o vetor que
indica o sentido e a direcao na qual ocorre o crescimento dessa quando alteramos o
valor de uma de suas varidveis. Nas fungoes lineares o vetor gradiente é obtido usando
como coordenadas os coeficientes das varidveis da funcao. Esses coeficientes controlam

os incrementos na funcao provocando sua alteracao.
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Considerando a funcdo de duas variaveis f(xy,z2) = c121 + cox9, 0s coeficientes de

e x9 sao as coordenadas do vetor gradiente da funcao, assim:

T = (c1; ) = vetor gradiente da funcio.

Seja (a,b) um vetor qualquer fixo na dire¢ao e sentido do vetor gradiente W, era
reta perpendicular & diregdo do vetor gradiente passando por (a,b). E considerando nas
retas, para simplificacao de registro, x = x; e y = x5, como convencionado na geometria

analitica plana, observamos, como na Figura 1.3.

Figura 1.3: Vetor gradiente T e retar

Assim, r : (x,y) = (a, b) + M(—cq, ¢1), com (—cg, ¢1) vetor perpendicular ao vetor
gradiente.

Isso mostra que qualquer ponto na reta r é dado por (—cq, ¢1), com (—cz, ¢1)

perpendicular ao vetor gradienteﬁ.
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Logo, para qualquer ponto na reta r temos:

f(x1,22) = 171 + coxo
flxy,z0) = c1(a — o) + ca(b+ 1 A)
f(z1,22) = c1a + cob.

Portanto, para todo (z,y) em r a fungdo f(x1,z2) é constante e igual a cia + cob.

(depende apenas de a e de b)

Assim, se tivermos (c, d) na direcéo e sentido do vetor gradiente 7 com ¢ > a e d > b

es: (x,y)= (¢, d)+ A(—cq, ¢1) , como na Figura 1.4.

N |
\
\
\
\
\
\
\
\
d
b
o -

Figura 1.4: Retas r e s representando f(z1,x2)

De forma anéloga a reta r, na reta s temos:

f(&?l, .I‘Q) =cc+ C2d
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Logo, para todo (z,y) em s a fungdo f(z1,x2) é constante e igual a ¢;c+cod. (depende

apenas de ¢ e de d)

Como ci¢ + cad > c1a + cob o valor na reta s para f(z1,25) é€ maior do que o valor na

reta r.

Dessa forma, a medida que vamos aumentando o valor da funcao f(z1, z2) = ¢121+coxo
a linha que representa a funcao f ¢ perpendicular ao vetor gradiente e consequente-
mente, paralela a linha anterior. Com isso concluimos que a funcao cresce na dire¢ao do

vetor gradiente .

Sem perda de generalidades, definimos o vetor gradiente 7 de uma funcao linear,

(@1, 22, T3, ooy Tp) = 121 + C2%a + 373 + ... + Ty,

como sendo o vetor perpendicular na direcao do crescimento da funcao, escrito como:

W= (c1, c2, C3y ooy Cp).

1.5.3 Conjuntos convexos

Chamamos de conjunto convexo uma variedade linear de um espago vetorial. Uma
regiao no espaco em que se pegarmos dentro dela dois pontos quaisquer e tracarmos um
segmento de reta, ele estard contido na regiao.

Consideremos S um subconjunto em um espaco vetorial V. Se pegarmos dois pontos
quaisquer A C S e B C S e tracarmos o segmento AB, se AB C V temos um conjunto

complexo. Vejamos, na Figura 1.5. a representagao em um espaco vetorial bidimensional.

S,: Regi&o convexa

S: Regido convexa

\

<l

Conjunto ndo convexo

Conjunto convexo

<l

Figura 1.5: Regides em um espaco vetorial bidimensional
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Para quaisquer pontos A e B dentro da regiao S7, o segmento AB formado estara todo
dento de S;. Logo temos um conjunto convexo. Na regiao Sy, como ilustrado na Figura
1.5, podemos tracar o segmento AB com partes fora da regidao. Podemos estender a ideia,

sem perda de generalidades para um espaco vetorial n-dimensional.

1.6 Solucao de problemas de Otimizacao Linear

Resolver um problema de Otimizacao Linear consiste em dentre as solucoes factiveis do
problema encontrar, quando existir, a solu¢ao 6tima. O tipo de solucao do problema vai
depender de como ¢ a regiao de factibilidade, podendo ser inexistente, tinica ou infinitas

solucoes.

1.6.1 Tipos de solucao

Das Figuras 1.6 até 1.15, observaremos os diferentes tipos solugoes para um problema
de Otimizacao Linear de duas varidveis com fun¢ido objetivo, f(z1,x2) = c121 + ca22, noO

entanto, as mesmas solucoes aparecem em problemas com mais variaveis.

Figura 1.6: Regioes ilimitadas e sem vértice

e Em R; a funcdo f(z1,x2) = 171 + cax2 assume o valor minimo em toda a reta que

limita R; e ndao assume valor maximo.
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e Em R, a fungdo f(z1,72) = c1m1 + cax2 ndo assume nem o valor minimo e nem

valor maximo.

Figura 1.7: Regioes ilimitadas e com vértice

e Em R3 a fungdo f(x1,22) = 121 + cax2 ndo assume valor maximo e tem o valor

minimo em A.

e Em Ry a funcdo f(x1,x2) = c1x1 + cox2 assume o valor minimo nos vértices A e B,

portanto assume valor minimo em todo segmento AB, e nao assume valor maximo.

Figura 1.8: Regioes limitadas com pelo menos trés vértices
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e Em Rj5 a funcdo f(x1,22) = c121 + ¢z assume o valor minimo no vértice B e

assume valor maximo no vértice C.

Figura 1.9: Casos degenerados

e Em Ry a funcao f(x1,x2) = c1x1 + a2 ndo assume nem o valor minimo e nem valor

maximo, pois a regiao factivel é toda a reta.

e Em R; a fungao f(z1,x2) = c1x1 + cox2 assume valor minimo no vértice A e nao

assume o valor maximo.

e Em Rg a funcdo f(z1,72) = ¢121 + cozo assume o valor maximo no vértice B e

assume valor minimo no vértice A.
e Em Ry a fungao f(x1,22) = c121 + caxs tem o valor minimo igual a f(A).
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1.6.2 Teorema Fundamental de Otimizacao linear

Consideremos um problema de Otimizacao linear escrito na forma padrao,

Minimizar Z(z) = ¢ -«
%
Suieit A-Z =10
ujeito a
>0

onde:

e A é uma matriz (m X n) com m > n, que chamamos matriz das restri¢oes,

e 7 = (c1, ¢y ..., Cn), € 0 vetor gradiente n da func¢ao objetivo, o qual também

pode ser chamado de vetor custo,

o 7 = (x1, 2, ..., m,)", é o vetor das variaveis que, quando se encontra em um
vértice da regiao de factibilidade, chamaremos de solugao béasica viavel.
Temos que:

1. A funcdo objetivo assume necessariamente uma valor maximo e um valor minimo
quando o conjunto convexo (regidao factivel) for limitado. Se existir uma solugao

viavel, existe uma solugao basica viavel.

2. Os vértices da regiao poliedral (conjunto convexo) desempenham um papel funda-
mental na procura de maximos e minimos. Se existir uma solucao viavel 6tima, ela

estard num vértice da regiao poliedral.

Os pontos maximos ou minimos da funcao objetivo serao procurados pelo deslocamento
das curvas de nivel * da funcao objetivo na direcao do vetor gradiente para maximizar,
e no sentido contrario para minimizar, percorrendo a regiao de factibilidade. Esse fato é

fundamental para a resolucao de problemas de Otimizacao Linear.

4Curvas de Nivel sdo as linhas paralelas que representam a transicdo da funcdo objetivo perpendicular-
mente no sentido do vetor gradiente.
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Lema 1.1. Seja f(x1, x2, ... T,) = 121 + 22+ ... + ¢, € seja um ponto P interior
a um segmento AB do R", isto é, P=A+(1—-A\)B, 0 <A< 1.

Entao teremos f(A) < f(P) < f(B) ou f(B) < f(P) < f(A).

Demonstragao. Como P = A+ (1 —AN)B e f(x1, z2, ... x,) é uma transformacdo afim,
temos:
f(z) = L(z) + b, onde L(x) = L(xy , ..., x,) =121+ ... + ¢z, é linear,

f(P)=L(P)+b=LAA+(1=X)B)+b=AL(A)+ (1 —\)L(B) +0b.
Suponha f(A) < f(B) — L(A) < L(B).

Como f(P) = AL(A) + (1 — X\)L(B) + b temos

Portanto:

f(A) < (P)< f(B)
De forma analoga, se tivermosf(B) < f(A) mostramos que f(B) < (P) < f(A4). O

Uma consequéncia deste resultado é o lema a seguir.

Lema 1.2. Seja f(z1, ..., x,) = c1x1+ ... +¢pxy,. Se dentre os valores que f(x1, ..., Ty)
assumir num segmento AB do R"™, o valor mdzimo (minimo) for assumido num ponto P

interior desse segmento, entao f(xy, ..., ,) serd constante em AB.

Esse lema pode ser provado da mesma forma do anterior, o que é um bom exercicio
ao leitor. Pode ser visto em Goldbarg and Luna [2005].
Observando os lemas 1 e 2 e a natureza da regiao poliedral convexa, podemos enunciar

o principal resultado da Otimizacao Linear.
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Teorema Fundamental

Seja f(x1, xa, ... T,) = 11 + T3 + ... + ¢, + b definida num conjunto convexo A
do R™. Suponha que f(x1, ... ,xs) assuma um valor maximo, ou valor minimo, nesse
conjunto. Entdo, se A possui vértices, o valor maximo, ou valor minimo, serd assumido

num vértice.

Demonstracao. Suponhamos, para regioes A do R2, que o valor méaximo, ou valor minimo,
de f(x1, x2) seja assumida num ponto P de A.

Considerando todas as regices possiveis do R?, apresentadas em 1.6.1, podemos ter:

P ¢é um vértice, ja estando provado o teorema.

P estd numa aresta. f(zq, x2) assumira este valor méximo, ou valor minimo, em toda
a aresta, veja lema 1.2. Como a regiao A possui vértices esta aresta conterd um vértice v
obrigatoriamente. Portanto f(P) = f(v).

P estéa no interior de A. Neste caso, f(z1, z2) serd constante em toda regidao A.

Seja () um outro ponto interior de A. Como A é um conjunto convexo, o segmento Q) P
esta contido em A; além disso, como P é interior, podemos considerar um prolongamento

QQ’ desde que ainda esteja contido em A. Do lema 1.2 segue que f(z1, z2) é constante

em QQ' e, portanto, [(P) = f(Q).

A prova deste teorema vai envolver um ntmero maior de possibilidades: o ponto inicial
de maximo ou minimo podera estar:

Num vértice.

Numa aresta. Nesse caso, o maximo ou minimo sera assumido em toda aresta que é
subconjunto de dimensao 1;

Numa face. Neste caso, o méximo ou minimo sera assumido em toda a face que é um
subconjunto de dimensao 2;

Numa regido contida em A. neste caso o maximo ou minimo serd assumido em toda
regiao que ¢ um subconjunto de dimensao n;

Num ponto interior da regiao A. neste caso, a funcao sera constante em toda a regiao.

Pode-se mostrar que em todos estes casos, quando a regiao tem vértices, conseguimos

um vértice v onde a funcao assume seu maximo ou minimo,
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Observacao. E este teorema que permite, nos casos em que, pela natureza da fungao,
j& sabemos que ela assume maximo ou minimo, encontra-los apenas determinando seus

valores nos vértices da regiao de restri¢do (conjunto convexo).

Como exemplo podemos citar o problema da se¢ao 1.4.3, f(xy1, x2) = 14,3x1+9, 629 >
0 pois: 1 + 22 < 50, 3,1521 + 1,9525 < 120, z 2 0 ey = 0.

f(x1, x3) & limitada por um poligono no plano, o que nos permite concluir que ela
assumird minimo e méximo na regiao que é fechada. Para encontra-lo, bastara portanto

calcular o valor da funcao nos vértices da regiao.

Uma situagao onde, para qualquer funcao objetivo, temos necessariamente maximo
e minimo acontece quando a regiao A for limitada. Note que ao varrermos o R" por
hiperplanos® perpendiculares ao vetor gradiente da funcao objetivo, sempre tocaremos a
regiao A uma primeira e uma ultima vez. Um conjunto convexo contém vértices, o que

nos permite escrever o teorema fundamental da Otimizacao Linear.

Teorema 1.3. Seja f(xy, x2, ..., x,) = 11 + T2 + ... + ¢z, definida em um
conjunto convezo limitado A. Entao f(x1, xo, ..., T,) assume seus valores mdzrimo e

minimo nos vértices de A.

Resolver problemas de Otimizacao Linear é buscar dentro das solucoes factiveis a
melhor solucao viavel, que segundo o teorema fundamental se encontra em um dos vértices

dessa regiao.

5Se N = (ay, ..., ap) # 0, entdo H é um hiperplano de R™. Para n = 3 os hiperplanos sao planos e para
= 2 os hiperplanos sao retas.
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Capitulo 2

Resolucao de Problemas de Otimizacao

Linear

Nesse capitulo discutiremos os principais métodos de resolucao em problemas

de Otimizacao Linear, como podemos analisar matematicamente as solucoes

de um problema e como representa-las algebricamente e graficamente.

Apos termos entendido a situacao problema e a representarmos matematicamente,
devemos escolher um método de resolucao, executar a estratégia prevista para chegarmos
a solucao e posteriormente verificar se ela atente ou nao as condicoes apresentadas. No
exemplo do consumo de combustivel, do Capitulo 1, modelamos o problema matema-
ticamente e o escrevemos na forma padrao de problemas de Otimizacao. Nesse tipo de
problema podemos reescrever as técnicas de resolugao de Polya [2006] como: entendimento
do problema, modelagem matemaética, escolha do método de resolucao, execucao do mé-
todo de resolucao, verificacao da solucao e conclusao. Podemos ilustrar essa sequéncia

como na Figura 2.1.

Figura 2.1: Resolucao de problemas de Otimizacao
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Para a resolugao de problemas Otimizacao Linear podemos elencar varios métodos.
Aqui destacaremos as seguintes: tabulacao das informagoes, método grafico, método al-

gébrico, Método Simplex e uso do computador.

2.1 Tabulacao das informacoes

Entre os varios caminhos podemos construir tabelas com as solugoes vidveis e tentar
identificar a melhor solucao, ou seja, buscar a solucao 6tima. Apesar de trabalhosa esta é
uma estratégia possivel, mas para problemas com muitas variaveis pode-se tornar muito
complicado ou mesmo impossivel.

Para entender melhor o comportamento das grandezas envolvidas no problema que
estamos discutindo, construiremos uma tabela de maultiplas entradas. Dessa forma,
analisaremos a interferéncia das variaveis na funcao objetivo e quais das solugoes obtidas
sao viaveis, ou seja, atendem as restricoes do problema, e qual atende da melhor maneira

0 objetivo proposto.

Consideremos o exemplo do consumo de combustivel:

Mazimizar f(xy,xe) = 14,3z + 9,624 (2)

Ty + 22 < 50 (3)
Sujeito a { 3,15x1 + 1,95z < 120 (4)

x1, T = 0

Na Tabela 2.1, temos nas colunas 1 e 2 as variaveis de decisao, quantidade de gasolina
e alcool, na coluna 3 a Func¢ao Objetivo (2), que representa o percurso realizado pelo
veiculo em quilometros, na coluna 4 a restrigao (3), que representa o volume do tanque
em litros, na coluna 5 a restri¢ao (4), que representa o valor disponivel, em Reais e na

coluna 5 o tipo de solucao obtida (viavel, inviavel).
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Gasolina ‘ Alcool ‘ Fungao Objetivo (0) ‘ Restricao (1) ‘ Restricao (2) ‘ Tipo de Solucao ‘

x1 9 14,321 + 9, 6x4 xr1 + X9 3,15x1 + 1,95x9

0 50 480 o0 97,50 viavel
50 0 715 o0 157,50 inviavel
25 25 597,5 50 127,50 inviavel
30 0 429 30 94,50 viavel
35 0 500,5 35 110,25 viavel
38 0 543,4 38 119,70 viavel
30 13 553,8 43 119,85 viavel
35 5) 548,5 40 120,00 viavel
31 11 548.9 42 119,10 viavel
28 16 554 44 119,40 viavel
23 24 559,9 47 119,25 viavel
20 29 564,4 49 119,55 viavel (Melhor)

Tabela 2.1: Solugoes do problema

Completando e analisando a Tabela 2.1, podemos nos encaminhar a uma solucao do
problema, em nosso caso como maior percurso, que chamamos de solucao 6tima. O método
de completar tabelas nos encaminha a uma solu¢ao, mas pode se tornar muito longo e, as
vezes, inviavel, conforme a quantidade e os tipos de varidveis do problema. O tamanho
da tabela dependera de quem esta resolvendo a situacao e de seu bom senso. Aqui cabe
algumas escolhas do tipo: vamos usar decimal ou apenas valores inteiros. Nossas decisoes

interferem na qualidade da resposta final.

e Pela Tabela 2.1, temos como solugao 20 litros de gasolina e 29 litros de &lcool,

percorrendo 564km, que dentro dos valores testados é o méximo percurso.

Essa tabela poderia ser ampliada com facilidade usando uma planilha de calculo como o
Excel ou outras equivalentes. Com o uso de planilhas podemos obter rapidamente uma
maior quantidade de resultados na funcao objetivo, obtendo uma solucao cada vez melhor.

No Excel por exemplo fariamos com facilidade o célculo para a primeira coluna com
x1, variando de 0 até 50/ e na segunda coluna xs, variando de 50/ até 0. Enquanto na
varidvel x; acrescentamos uma unidade, na variavel x, retiramos. Essa verificacao permite
uma melhor compreensao do comportamento da funcao objetivo quando ocorre a variacao
de suas variaveis.

Na busca de solucoes para o problema podemos usar também graficos e métodos
algébricos, que com o uso de algoritmos e softwares, favorecem a resolucao do problema

com maior agilidade e melhor precisao na resposta.
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2.2 Método Grafico

O método grafico ¢ bem util na resolugdo de problemas de Otimizagao Linear com duas
variaveis e nos permite observar o que esti ocorrendo no problema e como é o comporta-
mento das restricoes e da fungao objetivo. Os graficos podem ser feitos manualmente ou
com o uso de programas de computador, que nos permitem uma visualizacao de maior
precisao e qualidade.

Para ilustrar esse método, vamos observar como fica nosso problema exemplo em grafi-
cos construidos com uso do GeoGebra, programa livre para fins educacionais, encontrado
em GeoGebra |2016|,<https://www.geogebra.org/ >, observando passo a passo as res-
tricoes do problema e o comportamento da fungao objetivo.

Inicialmente, representaremos a restricao de nao negatividade das variaveis, colocando

no eixo horizontal a variavel x; e no vertical x,.

Figura 2.2: Restricoes de nao negatividade no problema de consumo de combustiveis

A regiao mais escura, na Figura 2.2, representa a intersecao das duas restricoes. Agora
colocaremos no mesmo grafico a restricao da capacidade do tanque de combustivel, z; +
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Figura 2.3: Restrigao de capacidade do tanque no problema de consumo de combustiveis

A linha pontilhada, na Figura 2.3, limita a capacidade do tanque. A regiao preenchida
com tragos verticais no grafico representa a uniao das restricbes de nao negatividade
e capacidade do tanque. Vamos inserir agora a ultima restricao que ¢ a do valor de
abastecimento: 3,15z + 1, 95z9 < 120.

Alcool
*{litros)

.

Gasolina
(litros)

50 60 70 80

Figura 2.4: Restricao do valor a ser gasto no problema de consumo de combustiveis
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A regido abaixo da linha traco e ponto, da Figura 2.4, representa o conjunto de pontos
que satisfaz a restrigao de valor na igualdade e o poligono formado pela intersecao de todas
as regioes é a regiao de factibilidade, onde as variaveis atendem a todas as restri¢oes ao
mesmo tempo, ou seja, sao as solucoes do problema.

A fungao objetivo, mazximizar f(xy,z5) = 14,3z 4+ 9, 622, busca o percurso maximo.

Vamos representar alguns desses percursos no grafico das restrigoes:

| Alcool
*ylitros)
| ‘\\

‘. 600km  Gasolina
g (litros)

Figura 2.5: Curvas de Nivel da fungao objetivo do problema de consumo de combustiveis

Representamos no grafico da Figura 2.5, em linhas tracejadas, as Curvas de Nivel :
14,321 49,622 = 0, 14,321 + 9, 625 = 200, 14,321 + 9, 625 = 400 e 14, 321 + 9, 622 = 600,
relacionadas a func¢ao objetivo. Dessa forma, percebemos que a melhor solucao esté
na intersecao das retas que delimitam as restricoes de capacidade do tanque e valor de
abastecimento. Percorrendo a regiao de factibilidade com as curvas de nivel, no sentido
do vetor gradiente para problemas de maximo e no sentido oposto para os de minimo,
até tocar o ultimo ponto da regiao de factibilidade encontramos o ponto A no gréfico da

Figura 2.6.
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Gasolina
(litros)

50 60 70 80

Figura 2.6: Solucao 6tima do problema de consumo de combustiveis

Na representacao gréfica, as curvas de nivel percorrem a regiao factivel atingindo o
poligono que delimita essa regiao, dessa forma podemos observar, no grafico da Figura
2.7, que a solucao 6tima encontra-se em um dos vértices desse poligono. O ponto A de
coordenadas x1 = 18,75 e x5 = 31, 25 indica a melhor solucao do problema e nos permite
percorrer 14,3 x 18,75+ 9,6 x 31,25 = 568, 125 km.

Gasolina
(litros)

50 60 70 80

Figura 2.7: Solucao 6tima do problema de consumo de combustiveis com curva de nivel
da funcao objetivo
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Percebemos uma diferenca entre a solucao 6tima obtida na secao 2.2 usando tabela :
x1 = 20 e x5 = 29 percorrendo 564km e a solucao grafica que foi vy = 18,75 e 5 = 31,25
percorrendo 568, 125km. Isso se deve a s6 usarmos valores inteiros na tabela, que mesmo
assim nao se distanciou tanto uma resposta da outra.

Podemos ainda nos apropriar de métodos algébricos e analiticos para resolver esse tipo

de problema e até mesmo mesclar mais de um método para um melhor entendimento.

2.3 Meétodos Algébricos de Otimizacao Linear

Resolver um problema algebricamente consiste em nos apropriarmos dos registros
matematicos e de algoritmos na busca da melhor solucao da situacao a ser enfrentada.

Temos de entender a matemética envolvida e manipularmos as informacoes.

Continuando com o problema do consumo de combustivel, temos a seguinte situacao:

Maximizar: z = f(x1,x9) = 14,321 + 9, 622

.
T+ X2 < 50
o 3,15z + 1,952, < 120
Sujeito a:
Ty 2 0
i) 2 0
\

onde z é o percurso em quildmetros, x; e x5 0 volume de gasolina e alcool, respectivamente.

Nesse problema em especifico, se nos apropriarmos das observacoes na resolucao
grafica, percebemos que a melhor solucao estd na intersecao das retas limites das
restri¢coes de volume (x; + xo = 50) e de valor (3,15x; + 1,9525 = 120) e que a fungdo
objetivo (z = 14,3x; + 9, 625) deve passar por esse ponto, vértice do poligono da regiao

factivel. Dessa forma, a solugao do problema é a solucao do sistema linear:

X1+ To9 = 50 (Z)
3,152, + 1,950 = 120 (i)

Esse sistema linear tem solucao relativamente simples e pode ser resolvido por qual-

quer um dos métodos de solugao de sistemas. Nesse caso, resolveremos por substituicao:
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e Da equagao (i) temos:
r1 =50 — x4
e Substituindo x; na equagao (ii) temos:
3,15+ (50 — x9) + 1,9529 = 120
e Aplicando a propriedade distributiva da multiplicacdo passamos a ter:
157,5 — 3,1529 4+ 1, 9525 = 120

e Retirando 157,5 nos dois membros da igualdade, juntando os termos semelhantes e

multiplicando a equacgao toda por -1 obtemos:
1,229 = 37,5
e Dividindo os dois membros da equacao por 1,2 descobrimos:
To = 31,25
e Substituindo na equagao (i) observamos:
x1 = 18,75
e Usando os valores das variaveis na fungao objetivo, concluimos:

z = 568, 125km

Temos entao como solucao 6tima do problema 31,25 litros de alcool e 18,75 litros de
gasolina, que é a mesma resposta obtida no método gréfico.

Poderiamos ter resolvido esse sistema pelo método do escalonamento de Gauss ou
pelo método de Cramer e chegariamo ao mesmos resultado. E importante ressaltar que
poderiamos ter mais varidveis ou nao ter a visualizacao grafica, tornando-se necessario
outro tipo de algoritmo de resolucao.

Ampliando a ideia de resolucao de problemas de otimizacao, pensando também em
problemas com mais variaveis, algoritmos de resolugao de sistemas e métodos computaci-
onais se colocam como ferramentas importantes no tratamento desses tipos de situacoes.
Continuaremos em nosso problema exemplo para descrevermos o método simplex analitico

e a solucao por computador com o auxilio do Excel Solver.
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2.4 Meétodo Simplex

O método grafico e a utilizagao de resolucao de sistemas como descrito anteriormente s6
podem ser utilizados para resolugao de situagoes com duas ou no maximo trés variaveis.
Para problemas maiores, o Método Simplex se coloca como um grande auxiliar na solugao
dos problemas de Otimizacao Linear. Esse método consiste em, apdés a modelagem ma-
tematica do problema, obter uma solugao factivel (viavel) inicial e, aplicando sempre os
mesmos passos nas iteragoes, ir melhorando tal solucao até chegar a solugao 6tima, caso
exista, ou concluir que nao temos uma solucao para o problema.

Podemos esquematizar da seguinte maneira:

Solugdo basica
viavel inicial

I |Solugdo basica
> vidvel cada vez
melhor

I .
e —

Para o desenvolvimento do Método Simplex consideramos o problema escrito na

forma padrao:

Minimizar Z(z) = ¢ - 7

AT=1

=0

Sujeito a

Seja, S = {z tal que A-x =b, x > 0} o conjunto das solugdes factiveis do problema,
em que A é a matriz dos coeficientes das restricoes, 7 = (x1, -+, Tm)" & o vetor das
variaveis, ¢ = (c1, ¢a, ..oy ¢) € 0 vetor de custos e b = (by, by, ..., by)" & o vetor dos
termos independentes. Assim, para entendermos melhor o desenvolvimento do Método

Simplex, temos de retornar em alguns conceitos matematicos importantes.
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Definicao I - Uma base de uma matriz A (m X n) é uma matriz quadrada de m
vetores coluna linearmente independentes em R™. As variaveis associadas a essas colunas
denominaremos variaveis basicas.

Podemos docompor o vetor das variaveis x que em varidveis bésicas rp e variaveis

nao basicas xry da seguinte forma:

x = (xp, xy), onde xp representa o vetor das varidveis basicas de m componentes e

rn € 0 vetor das restantes n — m varidveis nao basicas.

variaveis basicas variqueis nao basicas
a1 Aar2 ... Qaim AG1m+1  AG1m+2 A1m43  -.- Qin
Q21 Q22 ... d2m A2m+1  A2m42 A2m43 ... A2p
(B N) =
Am1 Am2 .. Omm Amm+1 Amm+2 Amm+3 - Amn

Podemos solucionar o conjunto de equagoes m x n somente em funcao das variaveis
bésicas, = (zp, 0). Dessa forma dividimos a matriz A (m X n) em duas matrizes:
B (m x m), a matriz das variaveis basicas, e N (m X n —m), a matriz das varidveis

nao basicas.

Em relagao a essa divisao, podemos afirmar que:

e Definicao II - Seja B uma base associada a matriz A. O vetor composto por

x—B> =B71'b e $—>N = 0 é chamado de solucao bésica.

e Definicao IIT - Uma solucao basica sem componentes negativas ¢ denominada

solucao basica viavel.

$:<xm+17 T, Ip T1, -0y xn)

'TB:<an+17 ...7 xn>eajN:<x17 ...7 xn>

Para entendermos melhor as definicoes anteriores, consideraremos um conjunto de

restrigoes de um problema de Otimizagao Linear:
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Passando para a forma padrao de representacao, acrescentando as varidveis de folga

T3 € Ty, temos:

3371 +4I2 +x3 = 25
71’1 —|—2£E2 + x4 = 40

e 3410
72 01

As varidveis basicas serao x; e o, e as varidveis nao bésicas serao xr3 e xy. Assim,

1 0
0 1
Obtemos entao as matrizes B e N:

o-(11)0-(2)

Logo, rp = (1’3, 554) CETN = (1’17 352)

Entdao a matriz A sera:

escrevemos a matriz A = (B| N):

3 4

A:(B|N):(7 ,

e Defini¢ao IV - O conjunto C' = {z tal que A-x = b, x > 0} é chamado de conjunto

de solucoes viaveis.

Além das definicoes, para o entendimento do método simplex, sao importantes os seguintes

teoremas:

Teorema 2.1. O conjunto C' das solugoes vidveis de um modelo de Otimizacao Linear é

um conjunto convexo.
Demonstracao. Seja C' o conjunto formado pelos pontos x tais que: A-x=bex > 0.
Se C' é convexo entao para qualquer conjunto composto por dois pontos distintos z1,

xo pertencentes a C, a combinacao linear convexa desses pontos também pertence a C, o

que equivale a dizer que:
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r=X 1+ (1 =Nz € C
0<A<1

{21, 23} € C =

Sejam duas solucoes viaveis de C, x1, xo, tais que x; # xo, entao:

A'IElzb AZEQZb
x1 20 x2 20

Ar=ADr1 + (1 =N ) = Aey + AL =Nz = X0+ (1 —A) =b
e x > 0 uma vez que:

r=X 1+ (1=Nzg>0,21 20, 29>20e0<A<1
O

Teorema 2.2. Toda solucdo bdsica vidvel do sistema Ax = b é um ponto extremo do

conjunto de solugoes vidveis, ou seja, um extremo do conjunto C.

Demonstracao. Seja C o conjunto formado pelos pontos x tais que:

Ar=b,z>0ex = (21, T3, ... , T, 0, ... ,0)", de dimensao n, na qual as variaveis

bésicas sdo as m primeiras. Todas maiores ou iguais a zero (z; > 0).

Suponhamos, por absurdo, que x nao seja um ponto extremo do conjunto convexo C,
definido anteriormente. Entao x pode ser escrito como combinacao convexa de outros dois
pontos distintos desse mesmo conjunto.

Chamando de y e z esses dois pontos, temos:

r=Ay+(1—XN)z yelC Ay=b Az=1D
como obtemos: e
0<A<1 zeC y=0 220
A relacio x = Ay + (1 — N)z, colocada em termos das coordenadas de cada um dos

trés, fornece as seguintes relacoes:
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I = )\yl + (1 — )\)21

To = )\yg + (1 — )\)22

T = N + (1 = Nz
0= Aymr1 + (L = A)zmi1

Como, 0 < A< 1,y >0e 2z >0 as tltimas (n — m) relagoes do conjunto s6 podem

ser satisfeitas em um dos seguintes casos:

0<A<leypii=mparat=1, ..., n—m.

Assim x = y = z, pois tanto y quanto = sao solugoes basicas do mesmo sistema,

calculados com as mesmas varidveis basicas.

A=0¢e yni =0parat =1, ..., n —m, de forma analoga x = y e como h = 0,
rT=y==z
A=leypyr=0parat=1, ..., n—m. Entao x =y = 2.

Com isso demonstramos que nao existem solucoes viaveis y e z, diferentes da solucao
bésica x que satisfacam a relagdo z = Ay + (1 — )z, contradizando a hipétese inicial. Por

contradicao demonstramos que x é um ponto extremo do conjunto convexo C'. L]

O Teorema 2.2 mostra a correspondéncia no sentido de uma solugao béasica viavel para
o ponto extremo, reforcando o teorema fundamental da Otimizacao Linear, e o Teorema

2.3 completa a associagao.

Teorema 2.3. Um ponto x € extremo em um conjunto de solugcoes wvidveis de um
problema de Otimizacao Linear se e somente se x > 0 for solucao bdsica do sistema de

equacoes lineares Ar = b.

Com esses teoremas temos:

Corolario. 1 - O conjunto dos pontos extremos de um conjunto de solucoes vidveis é
finito e limitado em C)".

2 - Se existe uma solucao vidvel, entao existe uma solucao bdsica vidvel.
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O tultimo respaldo necessario para entendermos a estratégia do método simplex diz

respeito ao valor 6timo alcancado pela funcao objetivo.

Teorema 2.4. 1 - Se uma funcao objetivo possui um mdrimo ou um minimo finito, entao
pelo menos uma solucao dtima é um ponto extremo do conjunto convexo C' do Teorema
2.1.

2 - Se a funcao objetivo assume o mdzimo ou o minimo em mais de um ponto extremo,

entao ela toma o mesmo valor para qualquer combinacao convexa desses pontos.

Podemos ver a demonstracao desse teorema em Arenales et al. [2007] e Goldbarg and
Luna [2005].

Essa fundamentacao tedrica pode ser resumida como:

e Uma solucao factivel S é solucao basica viavel do problema de Otimizacao Linear,

se e somente se, é vértice do conjunto convexo C.

e FExiste um nimero finito de vértices em C.

e Se o problema possui uma solugao 6tima, entao existe uma solucao béasica viavel

6tima em C, isto ¢, um vértice 6timo em C.

e Se o problema possui mais de uma solucao 6tima, entao este possui infinitas

solucoes 6timas.

Esses resultados sao a fundamentacao tedrica para o desenvolvimento do Método Simplex.
A busca pela solucao 6tima estd em transitar pelos vértices do conjunto das restricoes,
solucgoes basicas vidveis, na busca da melhor solucao. Como o niimero de vértices é finito,

teremos finitas iteracoes para a solucao do problema.

Consideraremos para exemplificagao do Método Simplex um problema de Otimizacgao

Linear modelado como:
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Maximizar f(xy, x9) = 1521 + 1225

(

T+ x9 < 45
3xr1 4+ 229 < 110
0

0

Sujeito a

WV

€

WV

X2

\

Para escrever o problema na forma padrao de Otimizacao Linear acrescentaremos as

variaveis de folga x3 e x4 no conjunto de restricoes do problema.

Maximizar f(xy, x9) = 1521 + 1225

T+ x9 + 23 =45
Sujeito a ¢ 3z, + 2z9 + 24 = 110
r1, T, T3, T4 =0
Observemos que a base B = [aj;|mxm da matriz A = [a;;]mxn, m > n, do sistema

Ax = b, é igual a m colunas linearmente independentes em A. Dessa forma é possivel

escrever uma particao conveniente em A, como A = [B N] e escrevé-lo como:

Ar=b < Bazp+ Nzy=b <= Brxp=b— Nxay

Zq
1110 45
Ax =0 no problema = X 2 )
—_— 3201 x3 110
Ty

11 1 0 ] 45
B.TB—FN.CEN:Z? — X 1 + X 3 = ,
3 9 Lo 01 L4 110

em que B é uma matriz m X m formada pelas m colunas linearmente independentes de A,
denominada de matriz base, N a matriz formada pelas (n—m) colunas restantes da matriz
A. Assim temos na matriz A = [B N] os vetores zp e zy que sdo formados pelas com-

ponentes x das colunas das matrizes B e N, respectivamente. Escrevemos o vetor x como:

Tp Ty T2
T = no problema = , em que:
IN ’ T3 T4

e Variaveis béasicas siao as m componentes do vetor xp = (x1, T2);
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e Variaveis nao baésicas sdo as (m — n) restantes, componentes do vetor

N = (l’g, ZE4).

Sendo B, uma matriz base, existe uma tinica matriz inversa B~!. Dessa forma, podemos
escrever o vetor xpg, como segue:
rp = B_l(b — N%N)

Obtemos essa forma partindo do sistema linear Az = b, aplicando as operagoes ele-
mentares para transformar a matriz B na matriz identidade I (método de Gauss-Jordan).
Isso equivale a multiplicar o sistema Bxp + Nzy = b pela matriz inversa B~! tendo:

I -2+ (B7'N)-zy =B 'b

No exemplo temos:

1
B:
E

-2 1
Como zg = B7'b, temos x5 = [ 5 . ] X

-2 1
, calculando sua inversa obtemos B~! = [ ] .

3 -1
45
110 |

20 ~
. ] , obtendo como solucao (z1, z2) = (20, 25).

Logo, g =

Quando resolvemos o sistema Ar = b, partindo da forma xp = B~'(b — Nay), para
cada escolha de valores para as variaveis x obtemos um valor para as variaveis xpg.
Como podemos atribuir arbitrariamente valores as (m — n) componentes do vetor zy
e determinarmos de forma tnica os valores das componentes do vetor xp, o sistema
Ax = b admite infinitas solucoes, ou seja, temos um Sistema de Equacoes Lineares

Indeterminado.

Chamamos de solugao basica uma solucao particular do sistema Az = b, ou

rp = B71(b— Nuzy), que é atribuir zy = 0, assim, zp = B~!b, e podemos dividir em:

e Solucao basica viavel, quando todas as componentes do vetor x sao maiores ou

iguais a zero;
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e Solucao basica viavel degenerada, quando uma ou mais componentes bésicas

sao iguais a zero.

Uma forma de aplicar o algoritmo do Método Simplex é com o uso de tabelas, que facilita

a organizacao das informagoes durante a resolucao do problema.

Método Simplex no formato tabular

Partindo de uma solucao béasica inicial do sistema original Az = b, cujos coeficientes
sao denotados por a;; e b;, @ = 1,2, ..., m, j =1, 2, ..., n, alteramos essa solu¢ao pelas
operacoes de pivotamento do método de Gauss-Jordan, obtendo novas solucoes em um
sistema equivalente A = zb. Tsto & equivalente a encontrar solugoes que transitam pelos
vértices da regiao de factibilidade (viabilidade), repetindo o processo até chegarmos a

solucao 6tima.

Podemos resumir o método em alguns passos:

1. Determine uma solucao basica viavel inicial, que pode ser representada em uma

tabela como segue:

‘ Quadro inicial do problema ‘

N Coeficientes de
Equacao
X1 SR Xm Xm+t1 | """ Xn | constante
z 0 co1 |- | com | Comt1 |- | con by
V.N.B.
Xm-+1 1 ary1 | | Qi | Qi1 | 200 | Q1 by
Xn m Am1 | * Amm | Amm—+1 | ° Amn bm

Tabela 2.2: Modelo de quadro para o algoritmo do Método Simplex em tabelas

Na Tabela 2.2, consideramos como variaveis basicas (V.B.), x1, xo, ..., 25, € como
variaveis nao basicas (V.N.B.), Zyi1, Tmi2, -- -, Tn. As constantes, by, by, ..., by,
sao os valores da expressoes para a solugao béasica viavel inicial e serao atualizados

a cada nova solucao viavel até chegarmos a solugao 6tima.
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2. Se algum dos coeficientes das varidveis nao bésicas, na funcao objetivo
f(z) = cx, ¢ = (1, o, ..., ¢), for menor que zero (¢; < 0), observamos que,
quando aumentamos o valor da variavel a funcao objetivo decresce, entao a solugao

ainda nao é 6tima, vamos para o passo 3.

3. Coloque na base a variavel x; com coeficiente mais negativo na funcao objetivo,

pois ela faz com que a funcao decresca mais rapidamente.

4. Retire da base a variavel x; que se anula mais rapidamente com o crescimento da

varidvel z; que entra na base. Para isso verificamos o valor minimo dentre as razoes

entre a constante do vetor b = (b1, ... ,b,) e os coeficientes da variavel que entra
na base z; = (a1, ... ,an), ou seja M@'n{b—l, L S ,bﬁ}. Como esta linha sera a
a1’ as Am

do pivo analisar apenas as razoes maiores que zero, Z— >0
m

5. Atualize o quadro, aplicando operacoes de pivotamento. Atualize a nova base,

determine uma nova solucao basica e va para o passo 2.

Para exemplificar os passos do Método Simplex, retornaremos ao problema de combustivel.

Maximizar: z = 14,3x1 + 9, 625

1+ xe < 50 (3)
Sujeito a: { 3,15z + 1,952, < 120 (4)

1, 12 20

Transformando as desigualdades em equagoes lineares, podemos escrever as restrigoes
do problema como um sistema de equacoes lineares.

Para resolvermos o problema acrescentaremos as variaveis de folga x3 e x4, que irao
transformar as inequacgoes (3) e (4) nas equacoes (5) e (6), escrevendo o conjunto de

restrigoes na forma de um sistema de equagoes lineares. Assim teremos:

271‘|‘(L’2+$3:50 (5)
3, 15.%‘1 + 1, 951’2 + x4 = 120 (6)

Ty, T2, T3, T4 2 0
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Devemos agora juntar ao conjunto de restricoes a fungao objetivo.

Maximizar z = 14,321 + 9, 625 + 023 + 0x4

T+ Lo+ T3 = 50
3, 15{)’)1 + ]_, 951’2 + x4 = 120
Ty, T2, T3, g 20
Para escrevermos o problema na forma de minimizacao, como anteriormente, lembra-

mos que maximizar z é minimizar w = —z, dessa forma podemos escrever o problema

comao:

Minimizar w = —14,3z; — 9,6z — 0x3 — 024

1+ X9+ X3 = 50
3,152 4+ 1,952 + x4 = 120
T1, T2, T3, T4 2 0
Uma solucdo viavel do nosso problema é o ponto A = (z1,25) = (0,0), vértice do
poligono formado pelas restricoes do problema, como pode ser visto na Figura 2.7.

Queremos buscar, dentre os outros vértices B, C' e D o que fornece o menor valor para a

funcio objetivo, que sera a Solucao Otima.

Gasolina
(litros)

50 60 70 80

Figura 2.8: Representacao grafica do Método Simplex.
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Graficamente, deslocamos a funcao objetivo w = —14,3x; — 9,622 no sentido
contrario ao vetor gradiente 77 = (—14,3; —9,6) até atingir o ultimo ponto da regido de

factibilidade (viabilidade), obtendo assim, a solugao 6tima que é o vértice C.

Aplicaremos o Método Simplex em tabelas no problema com as iteracoes na Tabela
2.3, construida com o modelo de nosso problema.
Considere as variaveis de folga, x3 e x4, como variaveis basicas (V.B.). Com isso,

construimos o quadro inicial do método.

Quadro inicial do método
. Coeficientes de Linha
Equacao
X1 Xy [ X3 |[x4| b

w 0 -1431-96 | 0 | O 0 Ly
V.B.
X3 1 1 1 110 ] 50 Lo
X4 2 3,15 1,95 0 | 1 ]120 Ls

Tabela 2.3: Problema do consumo de combustivel - método simplex - Inicial

Para verificarmos se temos uma solucao 6tima, observamos, no quadro da Tabela 2.3,
se os coeficientes das variaveis ndo bésicas sao todos nao negativos na equagao (0). Caso
contrario, ela pode ser melhorada. No quadro inicial temos coeficientes negativos, e nesse
caso, devemos melhorar a solugdo que inicialmente é (x1, xs, x3, 4) = (0, 0, 50, 120) e
z = 0.

Buscando melhorar a solucao, vamos escolher qual variavel nao basica entra na base
e qual variavel basica sai, fazendo as iteragoes na tabela. Escolhemos para entrar a de
maior negatividade, x, e para sair aquela em que ocorre o valor minimo dentre as razoes

entre a constante do vetor b, e os coeficientes da variavel que entra na base ,

.o (50 120\ _ 120 :
Min. (%, 3715) = 375- Dessa forma z; entra na base e sai xy.

Aplicaremos as operacoes de pivotamento de Gauss-Jordan para tornar a coluna de

1 como a coluna de x4 , formada somente por 1 e zeros.
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Primeira iteracao
Coeficientes de Sai Entra
X1 X9 X3 X4 b
z | 0 [-0,748 | 0 | 4540 | 544,762 | Ly | L + 372 X Ly
Base
X3 00381 |1 |-0,317 | 11,905 | Lo Loy — 5—L1%
X1 110619 | 0| 0,317 | 38,095 | L3 3—15 X L3

Tabela 2.4: Problema do consumo de combustivel - método simplex — primeira iteracao

Apo6s a primeira iteracao, na Tabela 2.4, percebemos que uma segunda iteracao se
torna necesséria, ja que temos variaveis nao béasicas com custo negativo.

Escolheremos agora a variavel nao basica com coeficiente de maior negatividade na
funcao objetivo, xo, para entrar na base e a variavel bésica que apresentar a menor razao,

nao negativa, entre os coeficientes do vetor b com o coeficiente da variavel que entra na
base para sair.

. (11,905 38,095\ _ 11,905 -
Min.(Gssr> 510) = G381 L3 sal da base.

Aplicaremos novamente as operacoes de pivotamento na coluna de x, para torna-la
igual a de x3 obtendo:

Segunda iteracao

Coeficientes de Sai Entra
X1 | X2 X3 X4 b
z | 0] 0[1,963]3916 568134 | Ly | L1 + g5 X Lo

Base
X9 0| 1] 2625 |-0,833 | 31,246 | Lo 0381XL2

x; | 1] 0[-1,625] 0,833 | 18,754 | Ly | Ly — 5500 x I,

Tabela 2.5: Problema do consumo de combustivel - método simplex — segunda iteracao

Analisando a Tabela 2.5, observamos que os custos de todas as variaveis nao basicas sao
positivos. Logo, estamos na solugao 6tima, que é xy = 18,751 de gasolina e zo = 31,251
de alcool. Percorrendo 568,13 km. Vale observar que é a mesma obtida pelo método

grafico e pela resolucao de sistemas visto anteriormente.
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2.4.1 Problemas de Maximizacao

No exemplo apresentado, resolvemos um problema de maximizacao usando a funcao si-
métrica para transforma-lo em minimizacao. Podemos também resolver problemas de
Otimizacao Linear de maximizacao sem essa transformacao, mudando-se apenas o crité-
rio de entrada das varidveis na base e o critério de otimalidade'. Com isso, entra na base
a variavel nao bésica de maior coeficiente positivo na funcao objetivo, e temos a solucao
6tima quando todos os coeficientes na funcao forem nao positivos.

Podemos resumir o método para resolver problemas de Otimizagao Linear de maximi-

7agao nos seguintes passos:

1. Determine uma solugao basica viavel inicial.

2. Se algum dos coeficientes das variaveis nao bésicas, na funcao objetivo f(x) = cz,
forem maiores do que zero (¢; > 0), favorecendo o crescimento da fun¢ao, entdo a

solucao viavel nao é 6tima, vamos para o passo 3.

3. Coloque na base a varidvel nao bésica x; com coeficiente mais positivo na funcao

objetivo, o que proporciona o maior crescimento da funcao.

4. Retire da base a variavel bésica que se anula mais rapidamente com o crescimento
da varidvel que entra na base. Para isso verificamos o valor minimo dentre as
razoes entre a constante do vetor b = (by, ... ,b,), e o coeficiente da variavel que

entra na base x; = (aj, ... ,a,). Como esta linha serd o nosso pivo analisar apenas

as razdes maiores que zero 2= > ()

am
Mm{b—l by . b_}

a1’ az’ > am

5. Atualize o quadro, aplicando operacoes de pivotamento, atualize a nova base,

determine uma nova solugao basica e v para o passo 2.

2.4.2 Casos especiais em problemas de Otimizacao Linear

A convergéncia do algoritmo simplex é garantida pela certeza de que, a cada passo, o
critério de escolha de troca de uma variavel da base melhora o valor da funcao objetivo.
Mesmo se tivéssemos que fazer um nimero grande de iteracoes, em finitos passos, o

algoritmo terminaria. Porém, em alguns problemas de Otimizagao Linear, encontramos

!Encontrar a solucio 6tima.

65



situagoes que nao permitem o perfeito uso dos critérios apresentados anteriormente.

Podemos dividir esses casos em:

e Empate na entrada de variaveis na base, nesse caso, a escolha é aleatoria,
dependendo da escolha pode levar a mais ou menos iteracoes no Método Simplex.
Esse procedimento de escolha pode ser feito se ocorrer o empate em qualquer

iteracao do método.

e Empate na saida de variaveis da base, esta escolha também é aleatoria,
acarretando solugoes bésicas viaveis degeneradas, ou seja, temos variavel béasica,
uma ou mais, que assume valor zero.

O fendmeno de ciclagem?, apesar de raro pelos erros de arredondamento, pode
ocorrer de forma a levar as bases se repetirem indefinidamente.

Quando nao ocorre degeneracao o conjunto de solucdes basicas é finito de forma
que o Método Simplex pode apresentar uma tinica solucao, infinitas solugoes,

solugao ilimitada ou nao ter solugao.

e Problemas com infinitas solucgoes, identificamos infinitas solug¢oes 6timas em
problemas de Otimizacao Linear quando, no quadro simplex da solucao 6tima,

temos algum zero nas varidveis nao basicas da funcao objetivo.

e Problema ilimitado, sao os problemas de Otimizacao Linear onde nao temos
uma solu¢ao 6tima, na minimizacdo Z(x) — —o0 e na maximizagao Z(zr) — oo.
Identificamos essa situacao quando na iteracao do Método Simplex nenhuma das
restricoes impede o crescimento da variavel que entra na base, a funcao objetivo

cresce indefinidamente.

e Problema inviavel, quando o problema de Otimizacao Linear nao possui uma
regiao de factibilidade (viabilidade).

Além dos casos descritos acima podemos ter problemas de Otimizacao Linear em que nao
é direto encontrar uma solucao basica viavel para inicializacao do Método Simplex. Nesse

caso, o método terd duas fases.

2

— repeticao de forma indefinida.
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2.4.3 Meétodo Simplex em duas fases

Para iniciarmos o processo iterativo do Método Simplex precisamos de uma solucao basica
viavel. Portanto, precisamos fazer uma busca de colunas linearmente independentes para
obtermos uma matriz-basica que nos dard uma solucao para iniciarmos o método. Para

isso se torna necessario considerar o método em duas fases:

e Fase I, onde determinamos, usando funcao e variaveis artificiais, uma base e uma

solucao basica viavel, quando ela nao é direta, para iniciarmos o Método Simplex.

e Fase II, com a solugao obtida na fase I, prosseguimos com o Método Simplex até

obtermos a solucao 6tima do problema original.

Para resolvermos a questao podemos introduzir varidveis artificiais, que nao tem signifi-

cado nenhum para o problema real, mas permite a inicializacao do método.

Para operacionalizar a busca vidvel inicial existem duas alternativas, todas
com base na ideia de “varidveis artificiais”. Vamos definir como varidveis
artificiais aquelas que faremos introduzir no problema de otimizacdo para que
tenhamos a tao necessaria base vidvel inicial. Egsas varidveis nao necessitarao
possuir qualquer ligacdo com a realidade da modelagem do problema, dai o
nome de “artificiais”.

Goldbarg and Luna [2005]

Considere o problema de Otimizacao Linear na forma padrao:

Minimizar Z(x) =cx —  funcao objetivo

Ax =0

Sujeito a —  restricoes do problema
x>0

em que A é uma matrizm xn,be R", ce R", x € R"eb > 0.
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Se o sistema Ax = b nao possuir uma solugao para inicializagao do Método Simplex,

acrescentamos varidveis artificiais no conjunto das solucoes da seguinte forma:

Ax + 2% =D

r=20, 220

t
com % = (Tpi1, Tnt2, -y Tnip) ,comp<neb>0.

Com o acréscimo das varidveis artificiais, forcamos obter uma matriz identidade, que
serd a base considerada para inicializacao do Método Simplex. Temos entao uma solugao

béasica vidvel tomando-se z* = (2, ..., 75) =bex =0.

Para que a solucao do sistema com as varidveis artificiais seja solucao do sistema
das restricoes do modelo do problema de Otimizacao Linear, devemos ter z* = 0, pois
Ar =b<= Az + 2 = b, com x* = 0.

Fase I - Primeira fase do método

O primeiro passo, considerando o problema de Otimizacao Linear na forma padrao,
é alterar a funcao objetivo e as restricoes com a introducao das varidveis artificiais.
Considerando que para todas as varidveis originais do problema e variaveis de folga os
coeficientes das variaveis «; da funcao artificial serd a soma dos coeficientes das colunas
da matriz de restricoes do problema original, acrescido das variaveis artificiais e o vetor
gradiente artificial d = (aq,ag, ..., an, Qpi1, ...y ptp), temos nosso problema artificial

escrito na seguinte forma :

Minimizar W(x, %) = —d -z funcao artificial
o Az +2* =0 restricoes com
Sujeito a — L e
>0, 2793>0 varidveis artificiais
(, %) = (21, T2y -ty Ty Tigls Timt2s ooy Tontp)

Independentemente de que tipo é o problema de Otimizacao Linear inicial, o artificial
serd sempre de minimizacao para anularmos as variaveis artificiais.

Para aplicarmos o Método Simplex Tabular, vamos construir a Tabela 2.6 com os
coeficientes da funcao objetivo original, da funcao artificial e das restrigcoes com as
varidveis artificiais, z,41 até x,,, inseridas como variéveis basicas no problema artificial.

Seguimos o seguintes critérios:

68



e Para os custos das variaveis do problema original na fungao artificial, calculamos a

soma em cada coluna, como por exemplo:

a1 = a11+ agq —|—...+ap1.

Qg = a12 + Q29 + ... + Gpo.

Ay = A1y + Q2 + ... + Apm-

e No coeficiente das variaveis artificiais colocamos o zero, pois sao as varidveis basicas

do método. Como nos problemas de minimizacao sao acrescentadas inicialmente

apenas no conjunto das restrigoes.

e A constante na funcao artificial é a soma das constantes das restricoes.

bare = —(by +ba+ ... +b,)

e S0 colocamos na base os coeficientes das linhas que temos variavel artificial.

Quadro inicial do método

. Coeficientes de
Equacao
Xy |0 | X Xnt1 | ©°° | Xngp | constante

Z 0 @y | - Qp Ap41 | Antp bo

w Art. ap | | g | Quar | | gy b art
V.B.
Xn+1 1 Q11 |~ | Qin | Qipntl | " | Qln4p by
Xn+p p Ap1 | | Qpn | Gppt1 | """ | Gpnip bp

Tabela 2.6: Modelo de quadro para o algoritmo do Método Simplex - Fase I

Apobs o preenchimento da tabela devemos aplicar as iteragoes do Método Simplex até

que os coeficientes, menos os das variaveis artificiais, da funcao artificial zere. Atingida a

solucao 6tima dois casos podem ocorrer:
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e O valor da funcgao objetivo artificial ser igual a zero (bs,s = 0), nesse caso
obtemos uma solucao basica inicial para o problema original e devemos continuar

a solucao indo para a Fase II. Descartamos a funcao artificial e as variaveis artificiais.

e O valor da fungao objetivo artificial ser diferente de zero (bs # 0), o
problema original nao tem solucao viavel, o que significa que as restricdes devem

ser inconsistentes.

Fase II - Segunda fase do método

Temos uma solucao bésica vidvel para o problema original no final da Fase I. Para
prosseguir a resolucao do problema de Otimizagao Linear, pelo Método Simplex, devemos
abandonar a funcao objetivo artificial e as variaveis artificiais e prosseguimos com as

iteracoes do método até obtermos a solugao 6tima.

Para exemplificar o método, consideremos o problema:

Uma pessoa tem disponivel hambtirguer e ovo para se alimentar. Cada
unidade de ovo contém 15mg de vitamina e 10g de proteina. Cada
hambirguer contém 30mg de vitamina e 10g de proteina. Cada ham-
burguer custa R$ 3,00 e cada ovo custa R$ 2,50. A necessidade diaria
de proteina é no minimo 50g e a de vitamina no minimo 120mg. Qual

a quantidade de carne e ovo que a pessoa deve consumir para atender

suas necessidades diarias gastando o minimo possivel?

Considerando z; a unidade de ovo e x5 a unidade de hambirguer, podemos modelar

o problema de Otimizacao Linear da seguinte forma:

Minimizar: z = 2,5x; + 39

50

10z + 10z >
Sujeito a: 1527 + 30z > 120

Ty, T2 = 0
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Representando o problema na forma grafica na Figura 2.9 verificamos que nao temos

uma solucao bésica imediata, pois as restricoes sao do tipo maior ou igual.

Figura 2.9: Representacao do problema da dieta com hambtrguer e ovos

Primeiramente, acrescentaremos as variaveis de excesso x3 e x4, escrevendo nosso

problema na forma padrao:

Minimizar: z = 2,5x; 4+ 3x»

101’1 + 101‘2 — T3 = 50
Sujeito a: ¢ 1521 + 302y — 24 = 120

Ty, T2, T3, T4 2 0

Para a primeira fase do método acrescentar as variaveis artificiais x5 e xg, obtendo o

problema artificial:

Minimizar: w = —2b5x; — 4023 + 23 + x4

101’1 + 10.7)2 — T3+ 5 = 50
sSujeito a: < 1521 + 302y — x4 + v = 120

X1, T2, T3, T4, Ts, Tg 2 0
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Completar a Tabela 2.7 com as informagoes do problema artificial e a funcao objetivo

original.

‘ Quadro inicial do método

. Coeficientes de
Equacao
X1 Xo | X3 | X4 | X5 | Xg | constante
zZ 0 251 -31010]01]0 0
w A 25140111010 -170
V.B.
X5 1 10 |10 (-110 |10 50
Xg 2 15 1300 (|-1|0]1 120

Tabela 2.7: Dieta com hamburguer e ovos - Método Simplex - Fase [

Buscando zerar a fungao objetivo artificial vamos escolher qual variavel entra na base
e qual sai, fazendo as iteracoes na Tabela 2.7.

Escolhemos para entrar a que possui coeficiente de maior negatividade, x5, e para
sair a variavel com o valor minimo dentre as razoes entre a constante do vetor b, e o
coeficiente da variavel que entra na base x5. Como esta linha serd o nosso pivd analisar

apenas as razoes maiores que zero,

(50 120\ _ 120 :
Min.(55, 55) = 30> dessa forma g sai da base.

Atualizando o quadro temos:

Primeira iteracao
Coeficientes de Sai Entra
X] | X2 | X3 | X4 | X5 | X6 b
z |-1[0]0|—%]0] &5 12| L | Li+3x%
w |5 0[1 ] —2]0] 3 [-10] Ly |Ly+40x &
Base

xs |50 [-1] &+ [1[—3]10]| Ly |Ly—10x%
X2 |5 ]1]0]—5 w5 4] Ly = X Ly

Tabela 2.8: Dieta com hamburguer e ovos - Método Simplex - Fase I- primeira iteracao

Apo6s a primeira iteragao, na Tabela 2.8, percebemos que uma segunda iteracdo se

torna necessaria, ja que o coeficiente de z; é o mais negativo na funcao objetivo artificial.
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Escolhemos agora x; para entrar na base. Acontece a menor razao, nao negativa,
dentre as razoes entre a constante do vetor b, e o coeficiente da varidvel que entra na

base x1 em x5, portanto, essa variavel deixa a base.

Apos atualizar o quadro temos:

Segunda iteracao

Coeficientes de Sai Entra
X1 | Xo | X3 | Xu X5 X b
z |00 |-F]—-5] & | 55 [14] Ln L+
w [0JoJo] 0o | 1 | 1 ]0]|L|[L+5x%k
Base
x; | 1 e | =12 L £ X Ly
xe |01 [E]-L]-L] L [3][L[Li—ixk

Tabela 2.9: Dieta com hamburguer e ovos - Método Simplex - Fase [- segunda iteragao

Analisando a segunda iteracdao, na Tabela 2.9, observamos que todas as varidveis
da funcao objetivo artificial tem custo maior ou igual a zero, e que o valor da funcgao
objetivo artificial é zero, W = 0. Logo, estamos na solugao 6tima do problema artificial e

temos uma solucao basica inicial para o problema original. Devemos continuar a solucao
indo para a Fase II.

Descartamos a funcao objetivo artificial e as variaveis artificiais, obtendo a Tabela
2.10 do problema original.

‘ Quadro inicial do problema

Equacio Coeficientes de
X] | X9 | X3 | X4 | constante
z 0 0Jof[:] 5 14
V.B.
X1 1 1 | = 2
Xo 2 01|51 3

Tabela 2.10: Dieta com hambiurguer e ovos - Método Simplex - Fase 11

Na Tabela 2.10, temos os coeficientes de x; e x5 iguais a zero, variaveis xs e x4 com
custos nao negativos e, portanto, nao serd necessario nova iteragao, pois ja temos a

solucao 6tima: 2 ovos e 3 hambirgueres dando um valor de R$ 14,00.
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A tabela do método simplex nos permite analisar melhor as informacgoes por fornecer
mais dados que os pedidos no problema, o que favorece a tomada de decisao posterior em
caso de alteracao de algumas informacoes no mesmo problema. Apesar de tediosos, os
calculos de Gauss-Jordan permitem a solucao de problemas indiferentemente do ntimero
de variaveis apresentadas. Na prética, esses calculos sao executados em computadores.
Porém, torna-se valido conhecer o funcionamento do método. Uma ferramenta que temos

em maos para esse tipo de situacao é o Solver do Excel.

2.5 Solucao por Computador Solver do Excel

Os métodos computacionais facilitam muito a resolucao de problemas de otimizacao
linear. A resolucao com softwares permite agilidade no processo sem restricao a
quantidade de varidveis do problema. Para entender o método, continuaremos em nosso

problema exemplo do consumo de combustivel modelado como:

Maximizar: z = f(z1,22) = 14,321 + 9, 629

;

T+ To < 50
o 3,15z1 + 1,952, < 120
Sujeito a:
T 2 0
i) 2 0

Lembremos de que nossa fun¢io objetivo, f(x1,22) = z, representa o percurso a ser
maximizado com as variaveis x; (litros de gasolina) e x5 (litros de &lcool), usando apenas
R$ 120,00 e no méximo um tanque de combustivel (50 litros). Usaremos o Solver do Excel
2013 para resolver nosso problema.

Podemos representar nossa situagao em uma tabela com as informacoes retiradas do

problema inicial:

’ Dados ‘ Gasolina ‘ Alcool ‘ Restricao dada no problema ‘
Preco R$ 3,15 | R$ 1,95
Desempenho na cidade 13,1 9,1
Desempenho na estrada 14,3 9,6
Volume utilizado méximo de 50 litros
Deslocamento do veiculo maximo possivel
Valor gasto maximo de 120 reais

Tabela 2.11: Informagdes do problema de consumo de combustivel
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Na Tabela 2.11, representamos as informacoes retiradas do problema. O desloca-
mento e o valor gasto dependem do volume a ser utilizado, logo a quantidade de cada

combustivel sao nossas variaveis de decisao.

Agora, construiremos no Excel uma planilha conforme o modelo da Figura 2.9, onde
j& estao as formulas que devem ser colocadas no programa.

Colocamos as informagoes do problema da seguinte forma nas células do Excel:

e Preco nas células: C5 e D5
e Desempenho na estrada nas células: C7 e D7

e Variaveis de decisao: C9 e D9, na E9 somamos esses valores e na F9 o valor de

restricao desse volume.

e Deslocamento, cuja soma ¢ nossa fun¢iao objetivo: na Cl11 digitamos =C9*C7, na
D11 digitamos =D9*D7 e na E11 somamos os valores de C11 e D11. Observamos

que nosso objetivo final estd na E11, que chamamos de célula objetivo.

e Valor Gasto, cuja soma é uma das restricoes do problema: na C13 digitamos
=C9*C5, na D13 digitamos =D9*D5 e na E13 somamos os valores de C11 e D11.

Na F13, digitamos o valor da restricao de valor.

E - = Pastal - Excel (Falha na Ativagdo do Praduta)
LG PAGINA INICIAL INSERIR LAYOUT DA PAGINA FORMULAS DADOS REVISAO EXIBICRO

oay YW —
e = da o ==H % - = 5 : . =
ﬁ - Calibri 14 A A - I =¢ Quebrar Texto Automaticamente | Geral |:
Colar ‘4 N I S -~ - DA =E= =i MasclareCentraIizar > &2 . g5 om 0 8 Forr'r?a.tagﬁo Formatz
4 Condicional ~ Tabs
Area de Transf... 1 Fonte F} Alinhamento F} Nimero F] Estilc
C10 b4 5
A B C D E F
y PROBLEMA DO CONSUMO DE COMBUSTIVEL
: | DADOS GASOLINA ALCOOL TOTAL RESTRICAO
5 |[PRECO 3,15 1,95
6
7 | DESEMPENHO 14,3 9,6
8
s |'VOLUME =S0MA(C9:D9) 50
10
1| DESLOCAMENTO =C9*C7 =D9*D7 =SOMA(C11:D11)
12
13 |[VALOR GASTO =C9*C5 =D9*D5 =SOMA(C13:D13) 120

Figura 2.10: Planilha Excel — Formulas — Consumo de Combustivel - SOLVER
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Colocamos as informacoes retiradas do problema, conforme a tabela na Figura 2.10
e obtemos a tabela na Figura 2.11. Nessa tabela, marcaremos a célula onde estd o
resultado da fungao objetivo (aqui em amarelo) e as células das variaveis (aqui em
azul). E importante destacarmos essas células, pois serdo nossa referéncia para usarmos

adequadamente a ferramenta.

A B C D E F
; PROBLEMA DO CONSUMO DE COMBUSTIVEL
3 DADOS GASOLINA ALCOOL TOTAL RESTRICAO
5 |PRECO RS 3,15 | RS 1,95
B
7 | DESEMPENHO 14,3 9,6
8
o VOLUME I 0 50
1 DESLOCAMENTO 0 0 0
12
12| VALOR GASTO RS - RS - RS - 120
14

Figura 2.11: Planilha Excel- Consumo de Combustivel - SOLVER

Observemos, na Figura 2.11, que no desempenho colocamos somente o da estrada, que
estamos usando nesse exemplo, mas podemos mudar facilmente na planilha e executar
novamente as ferramentas que mostraremos a seguir. O mesmo vale se ocorrer variacoes

nas informagoes ou na restricao do problema. Isso facilita muito a resolucao de problemas

parecidos e as adequacoes a realidade.

Usando o Excel 2013 devemos verificar se a ferramenta Solver ji esta habilitada. Caso

nao esteja, clicamos em:

e Arquivo — Opc¢oes —> Suplementos —> Solver — Ok.

Serd nossa ferramenta de trabalho na resolucao desse tipo de problema.
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Agora, configuraremos a resolucao de nossa situacao. Clicando em:

e Dados — Solver.

I obtemos a tela da Figura 2.12.

i Analise de Dados

Selecione o mecanismo LP Simplex para Problemas do Solver lineares. Selecione o mecanismo
Evolutionary para problemas do Solver nio suaves.

D Solver
Obter Dados Externos Conexdes Classificar  Filtrar Ferramef p < os do Solver
D9 = I
N iz i B ] ! Definir Objetivo: B
- Para: (@) Max. ) Min. () valor de:

» PROBLEMA DO CONSUMO DE COMBUSTIVEL

= Alterando Células Varigveis:

3 DADOS GASOLINA ALCOOL TOTAL RESTRI({ =
4

s PRECO RS 3,15 | RS 1,95 Sujeito as Restricdes:

Adicionar

6

7 DESEMPENHO 14,3 9,6 Alterar

2 Excluir

s |[voLume S 0 50

10 Redefinir Tudo
1 DESLOCAMENTO 0 0 0

Carregar/Salvar

B [£] Tornar Variaveis Irrestritas Nao Negativas

3 VALOR GASTO RS = R$ - RS = 12C i

: Selecionar um Métado de GRG N0 Linear i Opcées
15 Método de Solucio
= Selecione o mecanismo GRG Nio Linear para Problemas do Solver suaves & ndo lineares.

@

Plan1

Figura 2.12: Abrindo o Solver do Excel

Em seguida, configuraremos a ferramenta definindo:

A célula objetivo (amarela), que em nossa planilha é a E11.

Se nosso Objetivo ¢ maximizar (Max.) ou minimizar (Min.).

As células das varidveis de decisao, C9 e D9.

As restricoes. Devemos adicionar uma a uma e nao esquecer da nao negatividade.

Selecionar modo de Solu¢ao LP Simplex.
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Ao adicionar as restricoes, devemos ficar atentos aos sinais condicionais, pois o preenchi-

mento correto garantird a qualidade da resposta obtida.

5i

valores de uma solucao do problema.

Pardmetros do Solver

Definir Objetivo: SES11

Para: @ [ETS

) Min.

Alterando Células Variaveis:

5C5%5059

Sujeito as Restricdes:

=1

O Valor de:

5C59>=10
SD89 ==0
SE513 == 5F5313
SES9 <= 5F59

Tornar Variaveis |rrestritas Mao Megativas

selecionar um Método de

Meétodo de Solucdo

LP Simplex
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Redefinir Tudo

LCarregar/Salvar
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Selecione o mecanismo GRG Mo Linear para Problemas do Solver suaves & ndo lineares.
Selecione o mecanismo LP Simplex para Problemas do Solver lineares, Selecione o mecanismo
Evolutionary para problemas do Solver ndo suaves.

Ajuda

Figura 2.13: Configuragao do Solver

Resalver
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Fechar

Apos configurar o Solver como na Figura 2.13, clicamos em resolver e obtemos os



A B

L&

D

E

PROBLEMA DO CONSUMO DE COMBUSTIVEL

Resultados do Solver

0O Solver encontrou uma solugdo. Todas as Restriges e
condigdes de adequagdo foram satisfeitas.

: DADOS

GASOLINA

ALCOOL

TOTAL

5 PRECO R$

3,15

R$ 1,95

DESEMPENHO

14,3

9,6

[ Reternar a Caixa de Didloge Parametros do Selver

VOLUME

|3 @ e [~

1

50

@ Manter Solugo do Solver

) Restaurar Valores Criginais

Cancelar

DESLOCAMENTO

268,125

300

568,125

Relatérios
Resposta
Sensibilidade
Limites

[ Relatérios de Estrutura
de Topicos

Salvar Cendrio.

0 Solver encontrou uma solugio. Todas as Restrigdes e condigdes de adequagao foram

satisfeitas.

12

Quando o mecanismo GRG foi usado, o Solver encontrou pelo menos uma solugdo ideal

13 VALOR GASTO RS

59,06

RS 60,94

R$ 120,00

local. Quando LP Simplex & usado, significa que o Solver encontrou uma solugdo ideal

global

14

Figura 2.14: Confirmacao do Solver

Estando de acordo com a solucao, como na Figura 2.14, clicamos em Ok e obtemos

a tabela com uma solugao 6tima do problema.

Vale lembrar de que a qualidade da

resposta depende da boa modelagem do problema e da configuracao correta da ferramenta.

A B C D E F
. PROBLEMA DO CONSUMO DE COMBUSTIVEL
; |DADOS GASOLINA ALcooL TOTAL RESTRICAO
5 |PRECO RS 3,15 | RS 1,95
B
7 | DESEMPENHO 14,3 9,6
8
° |VOLUME | 1875 [ sis ] 50 50
1 DESLOCAMENTO 268,125 300 568,125
12
13| VALOR GASTO RS 59,06 | RS 60,94 | R$ 120,00 120

Figura 2.15: Solugao do problema

Comprovando as solucoes que ja tinhamos do problema pelos

outros métodos,

obtemos, na Figura 2.15, que devemos abastecer o carro com 18,75 litros de gasolina,

31,25 litros de alcool e percorreremos 568,125km na estrada.

A resolucao pelo solver é bem menos trabalhosa e nos permite interferéncias rapidas.

Vamos supor que apés modelarmos o problema verificamos que o novo preco da gasolina

¢ R$ 3,65 e do alcool R$ 2,45. Como o combustivel aumentou, vamos dispor agora de R$

150,00 para o abastecimento. Na tabela do problema, como na Figura 2.15, s6 alteramos

esses valores e executamos a ferramenta solver novamente obtendo a nova resposta.
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C

D

E

PROBLEMA DO CONSUMO DE COMBUSTIVEL

2
3 | DADOS GASOLINA ALCOOL TOTAL RESTRICAO
5 |PRECO RS 3,65 | RS 2,49

6

7 |DESEMPENHO 14,3 9,6

8

g \VOLUME 41,09589041 0 41,09589041 50

1| DESLOCAMENTO 587,6712329 0 587,6712329

12

12 |VALOR GASTO RS 150,00 | RS = RS 150,00 150

P

A nova solugdo, na Figura 2.16, nos mostra que devemos abastecer somente com
gasolina, 41,09 litros e vamos percorrer 587,671km com a nova situacao.

A grande vantagem do uso computacional é que nos permite trabalhar facilmente com
problemas com ntimero grande de varidveis sem nos preocuparmos com algoritmos gigan-

tescos. O computador se coloca como um facilitador na anélise e resolucao de problemas.

Figura 2.16: Solugao nova do problema

Ele faz as devidas alteragoes mesmo se o objetivo for minimizar.
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Capitulo 3

Otimizacao Linear e Aprendizagem

Nesse capitulo discutiremos como a Otimizacao Linear estd presente nos va-
rios niveis da Educacao Basica e como ela pode ajudar no desenvolvimento

das habilidades e contetidos presentes nas atividades de matematica, auxili-

ando o processo do ensino e da aprendizagem.

As técnicas utilizadas na Otimizacao Linear podem ser uma ferramenta metodoloégica
em toda Educacao Béasica. Permeando pelos conceitos podemos perceber, nos processos
de modelagem e resolucao, técnicas que podem ser usadas em atividades nas diferentes
fases da aprendizagem. Os jogos e brincadeiras na educagao infantil, as atividades de
entendimentos de problemas, as resolucoes de situacoes e a construcao dos registros algeé-
bricos permitem a provocagao ao aprendizado de varios conceitos e ao desenvolvimento
de habilidades fundamentais na formacao do cidadao.

Na educacao infantil, as brincadeiras que envolvem tomada de decisao e sequéncias
permitem o desenvolvimento social da crianca. Decidir sobre a melhor acao, o caminho
a seguir, a forma geométrica que melhor se encaixa ou até mesmo a cor que completa a
sequéncia esta ligado ao entendimento de problemas, tao necessario para identificacao de
qual ferramenta serd usada na sua resolucao, que ainda de forma simploria, esta articu-
lada nas estratégias de enfrentamento das situagoes e contribuem no desenvolvimento das
habilidades necessarias a construcao dos saberes matematicos.

No Ensino Fundamental ciclo I, primeiro ao quinto ano, comecamos a construcao das
operacoes e aplicacoes da matemética em algumas situacoes cotidianas. Nesse foco, as
ferramentas da Otimizagao Linear, alguns de seus registros, contribuem no desenvolvi-
mento do aluno em cada fase da aprendizagem. No inicio, problemas mais simples com
tomada de decisao por tabelas e adicoes basicas, seguido por modelagens e vivéncias e
culminando na construcao de modelos com graficos e tabelas para a tomada de decisao.

No ciclo II do Ensino Fundamental, sexto ao nono ano, partimos para problemas um

pouco mais elaborados, ja iniciando o desenvolvimento e o uso da algebra. Nesse mo-
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mento, o uso de situacoes que envolvem tomada de decisao com varias varidveis permitem
contextualizacoes nos conceitos a serem apresentados. Tornar o problema significativo aos
aprendizes torna o momento da aprendizagem mais prazeroso e nos leva a melhores resul-
tados. Os problemas cotidianos com as ideias da programacao linear sao de grande valia.
Partindo das tabelas e graficos nos anos iniciais, vamos ampliando com o crescimento
algébrico e a construcao de sistemas, onde a resolucao grafica e algébrica analitica servem
ao desenvolvimento dos algoritmos que favorecem o desenvolvimento 16gico matematico.

O Ensino Médio, que separa o Ensino Fundamental da Universidade, tem como fi-
nalidade fundamentar as ideias desencadeadas nas séries iniciais e construir aplicacoes e
conceitos tteis na formacao do cidadao. Nessa fase, o aluno ja se apropria melhor dos
registros algébricos e podemos aumentar o ntimero de variaveis e a dificuldade nos pro-
blemas usando algoritmos mais elaborados e aprofundando o conhecimento de sistemas
e desigualdades. Com o estudo das funcoes e da geometria analitica podemos modelar
melhor nossos problemas e em via dupla, do contetido aos problemas de otimizacao e das
situacoes ao contetido, melhorar nossas resolucoes.

Para entendermos melhor, em cada secao desse capitulo, descreveremos atividades em
cada uma das fases de ensino e aprendizagem, discutiremos alguns conceitos e refor¢aremos
as ideias de Otimizacao Linear, analisando em cada situacao o contetido matemético e

algumas das formas de solucao dos problemas.

3.1 Otimizacao na Educacao Infantil

Com criangas até seis anos de idade, a educacao infantil se caracteriza pelo processo ludico
e o uso de material concreto. Vivenciar é fundamental nessa fase da aprendizagem e as
atividades devem ser voltadas a experimentacao e manipulacdao de materiais. Com essa
visao analisaremos algumas atividades com olhos nas ideias de tomada de decisao.

Para discutirmos melhor o assunto, partiremos de uma situagao problema para que as
criancas possam decidir e vivenciar tomando decisoes e fazendo experimentacao.

Queremos cobrir um retangulo de 20cm por 30cm (para a crianca a medida nao é tao
importante, ja apresentamos o poligono cortado.). Podemos fazé-lo com figuras de trés
lados (triangulos), quatro lados (quadrados), cinco lados (pentagonos), seis lados (hexa-
gonos) ou podemos mesclar entre as figuras usando um pouco de cada uma. Dispomos
de poligonos regulares (angulos e lados iguais) em quantidade limitada (10 de cada) e
temos de investigar a forma que podemos cobrir o retangulo da melhor maneira possivel
(a maior parte), usando o menor niimero de pecas.

Na educagao infantil, o problema ¢ mostrado de maneira mais lidica, dentro de uma
historia ou contexto divertido, onde com as pecas em maos a crianca desenvolve habili-
dades como: percepcao de forma, espaco, cores, quantidade e tamanho. Permite dentro

da contagem e comparacao, levar o aluno a escolha da melhor solu¢ao para o problema,
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nesse caso minimizar a quantidade de pecas, tendo de decidir entre a melhor solucao
encontrada.

Para resolvermos o problema com a crianca, fornecemos quadrados, triangulos, pen-
tdgonos e hexagonos, todos com medida de 10 cm de lados e com cores diferentes. Nesse
momento é importante discutirmos as diferencas das formas e cores e onde elas aparecem
em nossas vidas. Apoés a primeira discussao, vivenciaremos a atividade propriamente dita,
lembrando que nosso objetivo ¢ cobrir a maior parte do retangulo com o menor niimero
de pecas possivel.

Organizaremos a solucao em uma tabela com o nimero de figuras necessarias para
cobrir o retangulo dado. Em nosso caso usaremos registro de algarismos, mas dependendo
da idade da crianca devemos nos ater ao desenho das figuras para compor nossa Tabela
3.1. Com os poligonos, em quantidade suficiente, solicitamos primeiramente que eles pre-

encham a figura somente com um tipo de poligono e conte quantas pecas foram necessarias.

Tentativa | Triangulos ‘ Quadrados ‘ Pentagonos | Hex4dgonos ‘ Total de figuras ‘
1 10 0 0 10

[ev) Rew) Rew}
jenl il \V) e Raw]

6 0 6
0 0 2
0 1 1

CO| ~J| O U W= | | DN

Tabela 3.1: Quantidade de poligonos para cobrir o retangulo

Nesse processo, estaremos trabalhando cor, formas e quantidade, juntamente com a
nocao de espaco e conservacao de espaco. Apoés a contagem é hora de partirmos ao nosso
problema propriamente dito. Colocar o maior ntimero de pecas possivel sem sobrepor e
anotar na tabela os resultados obtidos. Apods a Tabela 3.1 completa, decidiremos qual
a melhor solucao para o problema. Lembramos que todas as solucoes atendem nossa
proposta, mas uma delas ¢ a melhor que podemos chamar de solucao 6tima.

De forma simples, passamos pela construcao de um problema de otimizacao para ser
vivenciado por criancas. Podemos variar com os tamanhos dos poligonos e até mesmo
em mais restricoes no problema aumentando a dificuldade e adequando a necessidade de
cada turma. O registro na tabela pode ser feito com algarismos ou outra representagao

que o aluno ja tenha se apropriado, como por exemplo: barrinha, bolinha, etc.
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E importante, nessa fase de aprendizagem, valorizar todas as respostas com a finalidade
de manter a motivacao e a busca na superacao de desafios. Buscar a melhor solucao esta
diretamente ligado a auto provocagao no enfrentamento de problemas. Nao importa a
idade, queremos sempre o melhor.

Outra atividade na busca da melhor solugao é entregarmos aos alunos tampinhas de
garrafas para representar rodas (para criangas menores devemos usar tampas maiores) e
caixas para representar os veiculos, carros ou motos. Com um ntmero de pecas limitado a
crianca deverd formar o maior nimero de veiculos sobrando a menor quantidade de rodas,
pode nao sobrar nenhuma, usando a maior parte das caixas. Ainda com registro em tabela,
respeitando o nivel do aluno, vamos anotando todas as possibilidades encontradas, para
dentre elas, escolher a melhor solugao.

Nessa fase da aprendizagem, trabalhamos apenas com as ideias da otimizagao sem
o registro algébrico, porém ja estamos embutindo no aprendiz uma base que servira de

conhecimento prévio a outros saberes como nos diz Willingham [2011]:

O conhecimento prévio nao serve apenas para fazer de vocé um leitor melhor,

2

ele também ¢é necessario para ser um bom pensador. [...|] ..., as pessoas
recorrem a memoria para solucionar problemas mais frequentemente do que
vocé pode imaginar. Por exemplo, pode ser que muito da diferenca entre os
melhores jogadores de xadrez do mundo nao seja a capacidade de raciocinar
sobre o jogo ou planejar o melhor movimento, mas a memoria para as posigoes
do jogo...

Willingham [2011]

Com as atividades de vivéncia e tomada de decisao na educacao infantil, estaremos
proporcionando ao aluno contetidos para memoria e habilidades de escolhas que no de-
correr do processo de ensino e aprendizagem permitird o crescimento do saber. Quanto
mais vivéncia a crianca tiver da educacao infantil, melhor serd seu desempenho no Ensino

Fundamental.

3.2 Otimizacao no Ensino Fundamental ciclo 1

Dividido em cinco anos, tem como foco a alfabetizacao nas diversas linguagens, entre elas
a logica matematica e sua aplicacdo na vida cotidiana. As atividades, ainda com foco
no concreto, permeiam entre o lidico e o abstrato atendendo a idade e a necessidade de
cada turma. Aqui analisaremos algumas atividades desse nivel e o conteido matemaético

envolvido.
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Nessa fase de aprendizagem, a comunicacdo entre as areas do conhecimento e a
realidade é de grande importancia, dar significado ao que se aprende e ao que se pretende
ensinar se torna fundamental. A matematica se comunica em seus varios contetdos e
com a realidade vivida, proporcionando uma amplitude de possibilidades. As ideias
apresentadas na Otimizacao Linear, principalmente as questoes de modelagem de
problemas, servem para problematizar a realidade e buscar a melhor solucao para as
situacoes, isso faz parte da natureza humana. Essa necessidade de motivacao é reforcada
por Willingham [2011].

As pessoas sao naturalmente curiosas, mas ndo sdo naturalmente boas pen-
sadoras. A menos que as condi¢des cognitivas sejam favoraveis, pensar sera
evitado.

Willingham [2011]

Esse fato nos coloca o desafio de provocar o aluno com situacoes desafiadoras que
levem & tomada de decisoes e os coloquem em constantes conflitos. Situacgoes problema
abertas, que apresentam frases ou paragrafos mais longos, contém dados suplementares,
permitem varios modos de resolucao e diferentes solucoes, que envolvam tomada de
decisao e a busca de uma melhor solucao. Os problemas de otimizagao, em nosso caso
linear, adaptados a linguagem da crianca, se tornam boas representacoes da realidade.

Observemos a situagao a seguir.

Queremos construir carrinhos de mao que podem ser feitos com duas,
trés ou quatro rodas. Dispomos de vinte e trés rodas, cinco moldes
para carrinhos de duas rodas, cinco moldes para carrinhos de trés rodas
e quatro moldes para carrinhos de quatro rodas, para a construcao

desses carrinhos e queremos fazer o maximo de carrinhos usando todas

as rodas.

Para desencadear a resolucao desse problema, de forma mais concreta, sem o uso de
algoritmos algébricos, proporcionamos a construcao de modelos fisicos para facilitar o
entendimento e construir ideias mateméticas que possibilitem o desenvolvimento futuro
dos modelos de otimizacao linear e resolugao de problemas. O trabalho em grupo favorece
a circulagao de informacoes.

Fornecemos, inicialmente, os moldes para grupos de quatro alunos de forma a conhe-
cerem o material disponivel. As linhas cheias definem corte e as pontilhadas dobras na

construcao dos carrinhos. Para percepcao de espaco podemos solicitar aos alunos que
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pintem as figuras a serem usadas e identifiquem as formas geométricas. E importante
que eles registrem em seu caderno o nome das figuras e suas caracteristicas, além das
conclusoes observadas até o momento.

Para conhecermos melhor o material, ilustrado na Figura 3.1, propomos a construcao
de um carrinho de mao de cada tipo para iniciarmos a problematizacao, modelagem do
problema e nosso estudo numeérico. Ressaltamos a importancia de que se registrem as
observacoes em seu caderno para depois podermos socializar as conclusoes com a turma
em uma roda de conversa. No caso do professor, as anotacoes dos avancos e dificuldades

favorecem as interferéncias no processo do ensino e da aprendizagem.

Carrinho de m&o de duas rodas
@@Q = ‘

Carrinho de méo de trés rodas Carrino de mé&o de quatro rodas

Figura 3.1: Moldes para construcao dos carrinhos de mao e modelagem do problema.

Feito um carrinho de cada tipo, podemos comecar nosso planejamento no entendimento
do problema. Uma sugestao é construir uma tabela como a Tabela 3.2 para verificar a
quantidade de rodas necessarias a construcao de outros carrinhos. Podemos relacionar
cada roda a uma unidade do material dourado®, ou outro material concreto similar, para

permitir a comprovagao do nimero de rodas por contagem.

I'Material Dourado é um dos materiais idealizados pela médica e educadora Maria Montessori. Ele tem
como foco o trabalho com a matemaética.
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Ntmero de carrinhos | Duas rodas ‘ Trés rodas ‘ Quatro rodas ‘

1 2 3 4
2 4 6 8
3 6 9

4 8

3

6

7

8

9

10

Tabela 3.2: Relacao de niimero de rodas e carrinhos

O preenchimento da Tabela 3.2 possibilita o trabalho com as sequéncias dos multiplos
de 2, 3 e 4. Os alunos que ja se encontram em fase operacional o fazem por multiplicacao
ou adigao, enquanto os que nao estao se utilizam da contagem. As relagdes com os registros
matematicos também sao muito importantes durante toda a atividade. Para os alunos
de quartos e quintos anos ji podemos observar as regularidades da sequéncia e discutir
critérios de divisibilidade por dois, trés e quatro.

Preenchida a tabela, nos apropriando de seus resultados, podemos estar provocando

os alunos a juntar as informacoes e conduzir a algumas ideias pertencentes as operacoes:

e Em um carrinho de cada tipo, quantas rodas usamos?

Se fizermos dois carrinhos de cada tipo, quantas rodas usamos?

Vamos fazer dois carrinhos de quatro rodas, trés de trés rodas e um de duas rodas.

Quantas rodas usaremos?

e Com dez rodas, quantos carrinhos de trés rodas podemos fazer? Quantas sobram?

Com vinte e trés rodas, quantos carrinhos de quatro rodas podemos fazer? Quantas

sobram?

Podemos provocar outras problematizacoes conforme o nivel da turma, explorando as
potencialidades existentes. Devemos valorizar e incentivar os alunos a buscarem sempre
o seu melhor.

Terminada a investigacao, pedimos que os alunos proponham uma solucao para a
situacao inicial, usar as vinte e trés rodas para fazer os carrinhos, e verificar com os
moldes fornecidos, se ela é possivel ou nao. Registraremos a informac¢dao em uma nova
tabela como a Tabela 3.3 e discutiremos a possibilidade de outras solugoes. Lembremos de
que dispomos de cinco moldes para carrinhos de duas rodas, cinco moldes para carrinhos
de trés rodas e quatro moldes para carrinhos de quatro rodas. Temos apenas 23 rodas,

ou seja, sobrarao carrinhos sem rodas.
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Imaginemos que as respostas de um determinado grupo de alunos sejam:

Carrinhos de 2 rodas | Carrinhos de 3 rodas | Carrinhos de 4 rodas | Total de carrinhos
maximo 5 maximo 5 méaximo 4 maximo 14
(1) 2 1 4 7
(2) 1 3 3 7
(3) 0 5 2 7
(4) 2 5 1 8
(5) 4 5 0 9
(6) 5 3 1 9

Tabela 3.3: Resultados obtidos para 23 rodas

E importante solicitarmos que os alunos, quarto e quinto ano, registrem e confiram
as expressoes do nimero de rodas para verificar se foi atendido a restricao das vinte e

trés rodas dadas no problema como segue:

(1)2x24+1x3+4x4=23
(2) 1x24+3x3+3x4=23
(3)0x2+5x3+2x4=23
(4)2x2+5x3+1x4=23
(5) 4x24+5x3+0x4=23
(6) 5x2+3x3+1x4=23

Todas as solugoes atendem a restricao das vinte e trés rodas e ao limite maximo de
carrinhos fornecida pelo problema. Nesse momento, informamos aos alunos que todas
sao solugoes vidveis, porém como o problema nos pede o maior nimero de carrinhos,
devemos verificar quais delas atendem, realmente, a essa proposta. Essa chamamos de

solucao 6tima. Na solucao apresentada temos:

(1) Solucao viavel
(2) Solugao viavel
(3) Solucao viavel
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(4) Solugao viavel
(5) Melhor solugao entre as analisadas
(6) Melhor solugao entre as analisadas

Aqui temos duas solucoes que podem ser consideradas como 6timas, podemos pedir
que os alunos busquem outras solucoes possiveis na busca de uma melhor solucao. Eles
também podem escolher uma dessas encontradas como resposta ao problema.

Uma resposta possivel para esse problema seria: quatro carrinhos de duas rodas, cinco
de trés rodas e nenhum de quatro rodas. Atendendo as condi¢oes do problema.

Esse problema permite o desenvolvimento de varias habilidades relacionadas aos co-
nhecimentos matematicos, mas nas séries finais do ciclo I, podemos torné-lo mais préoximo
a otimizacao se colocarmos um objetivo a ser melhorado. Nosso problema era:

Queremos construir carrinhos de mao que podem ser feitos com duas, trés ou quatro
rodas. Dispomos de vinte e trés rodas, cinco moldes para carrinhos de duas rodas, cinco
moldes para carrinhos de trés rodas e quatro moldes para carrinhos de quatro rodas, para
a construcao desses carrinhos e queremos fazer o méximo de carrinhos usando todas as
rodas.

Agora acrescentaremos a seguinte informacao:

O carrinho de duas rodas para ser fabricado custa R$ 60,00. Quando
acrescentamos mais rodas, para a primeira roda, ocorre um acréscimo
de R$ 6,00 no custo de producao e para a segunda R$ 5,00, ou seja,
o de trés rodas tem um custo de R$ 66,00 e o de quatro rodas R$
71,00. Queremos gastar o minimo possivel atendendo as condigoes de

nosso problema inicial. Qual o maior niimero de carrinhos que devemos

produzir?

Reconstruiremos a tabela de respostas obtida anteriormente acrescentando as infor-

macoes adicionais, conforme a Tabela 3.4, e verificaremos como ficaria a nova solucao.
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Carrinhos de
2 rodas 3 rodas 4 rodas total Custo
maximo 5 | maximo 5 | maximo 4 | maximo 14
(1) 2 1 4 7 R$ 470,00
(2) 1 3 3 7 R$ 471,00
(3) 0 5 2 7 R$ 472,00
(4) 2 5 1 8 R$ 521,00
(5) 4 5 0 9 R$ 570,00
(6) 5 3 1 9 R$ 569,00

Tabela 3.4: Resultados obtidos para 23 rodas com custo de producao

Com a nova condicao, podemos reclassificar as solu¢oes do nosso problema como:
(1) Solugao viavel
(2) Solucao viavel
(3) Solugao viavel
(4) Solugao viavel
(5) Solugao viavel
(6) Solugao o6tima

Passamos entao a ter uma tnica solucao ao problema. Podemos ainda inserir outras
variacoes ou outras restricoes valorizando a tomada de decisao na busca de uma melhor
solucao para o problema.

E importante a valorizacdo dos registros e a construcio dos algoritmos das operacoes
dentro dessa fase de aprendizagem. Com o uso de problemas de otimizacao, com muitas
respostas viaveis e com possibilidades de escolha o aluno se coloca como protagonista de
seu aprendizado, desmistificando a dificuldade e a punicao do erro. Valorizar as varias
respostas nos mantém motivados & busca de outras que podem ser melhores ou nao. Isso
promove o treino das operacoes e um melhor entendimento de problemas.

O problema apresentado pode sofrer varias alteracoes conforme as dificuldades da
turma e pode ser ampliado em turmas mais desenvolvidas, preparando o aluno para o

sexto ano, que abre a segunda fase do Ensino Fundamental.
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3.3 Otimizacao no Ensino Fundamental ciclo 11

Estruturado em quatro anos, o Ensino Fundamental ciclo IT busca um aprimoramento
dos saberes, desenvolvendo a competéncia leitora e escritora, bem como as habilidades de
trabalhar com a informagao fazendo operacoes e se apropriando dos registros matematicos.
Nessa secao, consideraremos problemas que podem ser resolvidos com uso de tabelas,
sistemas lineares e computador.

Mais uma vez discutiremos algumas abordagens partindo de uma atividade e anali-
sando algumas ideias que podem ser abordadas com maior relevancia para as questoes de
Otimizacao Linear. As grandezas e medidas se colocam como ligacao entre os contetdos
na atividade que gradativamente vai ganhando um registro algébrico e uma notacao mais
formal. Para resolver um problema temos de conhecer seus elementos. Em “A Arte de

Resolver Problemas” temos uma boa abordagem, como segue:

[...] Primeiro, temos de compreender o problema, temos de perceber clara-
mente o que é necessario. Segundo, temos de ver como os diversos itens estdo
inter-relacionados, como a incégnita esté ligada aos dados, para termos a ideia
da resolucdo, para estabelecermos um plano. Terceiro, executamos o nosso
plano. Quarto, fazemos um retrospecto da resolucdo completa, revendo-a e
discutindo-a.

Polya [2006]

Em problemas abertos que podem ser modelados por Otimizacao Linear, usamos as
ideias de Polya, primeiro devemos conhecer o problema para depois podermos modelar
e aplicar os processos de solucao, que podem ser graficos, algébricos ou computaci-
onais. Problemas de Otimizacao Linear usados como ferramenta metodolégica nos
permitem investigar varios contetidos matematicos nos varios niveis de ensino. Vol-

tando ao Ensino Fundamental analisaremos o problema da fabricacao de mesas e cadeiras.

Problema norteador da atividade

Queremos fazer mesas e cadeiras com o material disponivel de forma
a aproveita-lo da melhor maneira possivel. Dispomos de 10 placas de
material, representado por folhas de sulfite, e os moldes de: cadeiras,
mesas de quatro lugares e mesas de seis lugares. Qual o maior niimero

de mesas e cadeiras podemos fazer de modo a formar jogos completos,

quatro ou seis lugares, com as 10 placas?

Primeiramente, forneceremos aos alunos os materiais a serem utilizados de forma

a conhecer melhor o problema e solicitar que eles relatem as semelhancas e diferencas
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apresentadas nas Figuras, 3.2 a 3.4, que formam os moldes das mesas e cadeiras. Medir
segmentos, angulos e retomar caracteristicas de poligonos sao alguns dos contetudos

trabalhados nessa fase.

Figura 3.2: Molde para as cadeiras

As linhas cheias no molde representam corte e as “traco-e-ponto” representam dobra,
tanto na cadeira quanto na mesa. Dobrar, cortar, encaixar na placa de forma a obter
o melhor rendimento favorece o desenvolvimento de espacialidade, além de melhorar a
coordenacgao motora do aluno. Essas habilidades devem ser reforcadas em todos os niveis

de aprendizagem.

SN

Pé da mesa

Figura 3.3: Molde para as mesas 1.

Medir os segmentos e identificar como cada uma das pecas ficarao apos a montagem,
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perceber como os encaixes se completam de forma a constituir o todo favorecem o de-
senvolvimento de raciocinio logico e cria bagagem para modelagem de outros problemas

semelhantes.

] L -

6 lugares 4 lugares

i ] il

Tampo de mesa

Figura 3.4: Molde para as mesas 2.

Outra ideia a ser trabalhada em uma atividade que representa a realidade sao as
proporcoes entre a realidade e o modelo apresentado. Dessa forma, o contexto com a
realidade do aluno permeia seu aprendizado e suas descobertas.

Voltando a modelagem matematica, vamos supor observacoes que podem ser feitas por
alunos com os moldes em maos. Cada folha de permite a confec¢ao de uma das seguintes

opcoes:
e Duas cadeiras completas.
e Pés suficientes para trés mesas.
e Dois tampos de mesa de 6 lugares.
e Dois tampos de mesa de 4 lugares.
e Um tampo de mesa de 4 lugares mais uma cadeira completa.
e Um tampo de mesa de 6 lugares mais uma cadeira completa.
e Uma mesa de 6 lugares completa.
e Uma mesa de 4 lugares completa.

Lembremos de que em nosso problema inicial, dispomos de dez placas e queremos jogos
completos, quatro ou seis cadeiras com mesa. Com essa informacao um dos grupos colocou

como solugao possivel, fazer com uma placa, trés pés de mesa, trés tampos de seis lugares
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com uma cadeira cada um e com as placas restantes, dezesseis cadeiras. Dessa forma,
obtiveram trés jogos completos de seis cadeiras e sobrou uma cadeira.

Com esse problema interagimos de forma a construir uma ideia e propor uma solucao,
agora podemos expandir a ideia de forma a trabalhar com restricoes e variaveis.

Na venda individual, cada cadeira tem lucro de R$ 7,20, cada mesa de seis lugares R$
15,35 e cada mesa de quatro lugares R$ 11,75. Qual foi o lucro na solugao obtida? Como
fica a expressao que representa esse lucro?

Observemos que na solugao encontrada, obtivemos 3 mesas de seis lugares e 19

cadeiras, podendo escrever a expressao da seguinte forma:

3x15,354+19 x 7,20 = 182,85

Logo, o lucro na venda de pecas individuais foi de R$ 182,85. Ja podemos colocar
a ideia de variaveis, a quantidade de cada peca varia conforme as diferentes solugoes da
turma, assim podemos escrever uma expressao aberta para o calculo do lucro como sendo:
z2=15,35s84+11,75q¢+ 7,2 c, onde 2z é o lucro, s o nimero de mesa de seis cadeiras, ¢
o nimero de mesas de quatro cadeiras e ¢ o nimero de cadeiras. Percebemos que o lucro
depende do nimero individual de cada item produzido, temos nesse caso trés variaveis
que controlam o lucro final.

No Ensino Fundamental é trabalhada a ideia de equacoes e inequacoes de até duas
incognitas, bem como os sistemas de equagoes de duas varidveis. Por isso restringiremos
nosso problema inicial em jogos de seis cadeiras, que chamaremos de x, e jogos de quatro
cadeiras, que chamaremos de y, e trabalharemos com representacoes no plano cartesiano.
Essas ideias serao mais abrangentes no ensino médio com o estudo de sistemas com mais
variaveis e a notacao de matriz.

Agora consideraremos que o lucro no jogo de quatro cadeiras ¢ de R$ 45,00 e no de
seis cadeiras R$ 65,00. Dessa forma, a expressao do lucro ficaria z = 65 x + 45 y,, sendo o
lucro nosso objetivo principal.

Inicialmente, analisaremos o problema como equacao de duas incognitas, equagoes
diofantinas, propondo solucoes inteiras e depois propondo outras caracteristicas ao nosso
problema base. Fixaremos, inicialmente, valores para o lucro z e buscaremos a quantidade
de jogos de cada tipo para atender a solucao.

Queremos um lucro de R$ 2000,00 na venda dos jogos de mesa. Quantos jogos de cada
tipo devemos produzir? Nessa situacao, a equacao obtida é 65z + 45y = 2000 e todas as
solucoes inteiras dessa equacao nos servem como resposta. Podemos solicitar aos alunos
que, de forma empirica (tentativas), busque as solugdes possiveis. Dessa forma, estaremos
desenvolvendo as vérias possibilidades de resposta nesse tipo de equacao. Admitindo solu-
¢oes no Conjunto dos Numeros Reais, podemos representar a solu¢ao no Plano Cartesiano

e dessa forma observar se temos mais de uma solucao inteira nao negativa. Uma restrigao
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natural de nosso problema ¢ a nao negatividade, nao podemos produzir menos um jogo
de mesa.

Usando um software como o GeoGebra [2016], podemos representar facilmente essa
equacao no Plano Cartesiano, conforme ilustrado na Figura 3.5. Caminhando sobre a
reta, verificaremos que apesar de termos infinitas solugoes reais, as inteiras sao finitas,

pois nao sao permitidas solucoes negativas.

X

65 x + 45y =2000

Figura 3.5: Lucro de R$ 2000,00

Podemos transformar esse tipo de equagao para uma Unica variavel fixando um dos
valores. Por exemplo: Se produzirmos 19 jogos de seis lugares na busca do lucro de R$
2000,00, quantos jogos de quatro lugares devemos produzir?

Substituindo em x obtemos uma equagao com a incoégnita y como segue:

65 x 19 + 45y = 2000, efetuando o produto temos:

1235 + 45y = 2000, tirando 1235 nos dois membros teremos:

45y = 795, dividindo os dois membros por 45 obtemos;

y = 17, ou seja, devemos produzir 17 jogos de 4 cadeiras.

Ainda na linha de uma variavel para depois estender a duas, levamos a ideia da desigual-
dade. Se quisermos ter um lucro maior de R$ 2000,00, ja tendo produzido 19 jogos de
seis lugares, quantos jogos de quatro lugares devemos produzir? Nessa situacao, obtemos
a expressao 1235 4 45y > 2000 e verificaremos que devera ser produzido mais de 17 jogos
de quatro cadeiras, y > 17.

Antes de impormos as restri¢coes na linha de um problema de otimizacao linear, ob-
servaremos uma variacao de um sistema linear de duas incoégnitas, assunto abordado no

oitavo ano do Ensino Fundamental. Queremos ter um lucro de R$ 2000,00 produzindo
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exatamente 40 jogos de mesa. Quantos jogos de seis cadeiras devemos produzir? E de
quatro cadeiras?

Com o acréscimo dessa informacao passamos a ter uma nova equacao de duas
variaveis,  +y = 40, onde x é o nimero de jogos de seis cadeiras e y o de quatro cadeiras.

Juntando as duas equacoes temos o sistema:

652 + 45y = 2000 (1)
r+y =40 (2)

Representando a segunda equacdo no GeoGebra [2016], verificamos a resposta do sis-
tema pelo método grafico, conforme ilustrado na Figura 3.6, onde na intersecao das retas

encontramos nossa resposta.
\

40
35
30

25

20

65 x + 45y =2000

Figura 3.6: Resolugao grafica do sistema das mesas

Observando no grafico, obtemos que devem ser produzidos 10 jogos de seis cadeiras e
30 jogos de quatro cadeiras. Podemos ainda resolver nesse nivel de ensino e aprendizagem

pelo método da substituicao que consiste em substituir uma equagao na outra como segue:

65z + 45y = 2000 (1) _ ) )
° , isolamos da equagao (2) uma das incognitas obtendo:

r+y =40 (2)
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e y =40 — z, e substituimos na equagao (1):

e 65z + 45(40 — x) = 2000, que resolvendo obtemos:

e = = 10, que substituindo em (2) teremos y = 30 .

Outra forma seria o método da adicao, que traz as operagoes de Gauss-Jordan, mesmo

sem ainda ter se estudado matriz.

652 + 45y = 2000 (1) . ) ,
o , multiplicamos a equagao (2) por -45, obtendo o sistema

r+y =140 (2)
modificado:

652 + 45y = 2000 (1) )
. , € somamos a equacao (1) na (3) tendo:
451 — 45y = —1800  (3)

20x = 200, logo:

x = 10, que substituindo em (2) teremos y = 30

Agora sim podemos propor um problema mais amplo, com mais caracteristicas de
otimizacao, pois ja construimos alguns conhecimentos prévios que permitiram o encami-

nhamento da solucao.

Pensemos no seguinte problema:

Queremos fazer mesas e cadeiras, de modo a compor jogos de seis e
quatro cadeiras. Sabemos que o lucro na venda desses jogos é R$ 65,00
e R$ 45,00, respectivamente. Analisando a producao percebemos que
conseguimos produzir, no méximo, 40 mesas por dia indiferente do
ntmero de lugares e, no maximo, 220 cadeiras. Quantos jogos devemos

produzir de forma a obter o maior lucro possivel? Qual sera esse lucro?
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No problema proposto, com informagoes vivenciadas na situacao, temos duas varia-
veis que controlam o lucro, nosso objetivo, e um conjunto de restricoes que devem ser
atendidas na resolucao. Inicialmente, buscaremos as expressoes matematicas que compoe

nosso objetivo e as restricoes apresentadas:

Nosso objetivo é maximizar o lucro que pode ser representado pela equagao

matematica: z = 65z + 45y, onde x é o nimero de jogos de seis cadeiras e y o de

quatro cadeiras.

e O numero maximo de mesas ¢ 40, logo x + y < 40

Podemos fazer, no méaximo, 220 cadeiras, entao 6x + 4y < 220

Nao podemos ter niimero de jogos negativos, x > 0ey >0

Dessa forma, podemos representar nosso problema da seguinte forma:

Maximizar z = 65z + 45y (0)

x4y <40 (1)

. 6z + 4y < 220 (2)
Sujeito a

=0 (3)

(y=0 (4)

Temos em (0), nossa fun¢ao objetivo que é maximizar o lucro z. As expressoes (1),
(2), (3), e (4), representam as restri¢oes, de nimero maximo de mesas, nimero maximo
de cadeiras e nao negatividade das variaveis x e y, respectivamente, em que x é o ntimero
de jogos de seis cadeiras e y ¢ o numero de jogos de quatro cadeiras.

Encaminharemos a solucao do problema construindo uma tabela, conforme a Tabela

3.5, com as informacoes apresentadas, respeitando as restrigoes.
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’ \ Jogo 6 cad. \ Jogo 4 cad \ Mesas \ Cadeiras \ Lucro
Variavel x Y r+y | 6x+4y = 65z + 45y
Restricao - - Max 40 | Max 220 Maximizar
I 20 20 40 200 2200
IT 10 30 40 180 2000
111 5 35 40 170 1900
v 35 2 37 218 2365
V 30 10 40 220 2400

Observamos que todas as solugoes apresentadas na Tabela 3.5 respeitam as restrigoes,
sao solucoes viaveis, e que a solucao V representa o maximo lucro que era nosso objetivo,

solucao 6tima. Por essa solucao, a resposta do problema é 30 jogos de seis cadeiras, 10

Tabela 3.5: Problema dos jogos de mesas e cadeiras

jogos de quatro cadeiras, tendo um lucro de R$ 2400,00.

Um facilitador para calculos em tabelas seriam planilhas eletrénicas como o Excel, pois
se programado corretamente faz os célculos de forma rédpida. Como exemplo poderiamos

montar uma tabela semelhante a Tabela 3.5 na planilha e ir atribuindo valores para as

varidveis para ver o que ocorre com o lucro, veja a Figura 3.7.

B HS-

Pastal - Excel (Falha na Ativagio do Produto) T HEH - &8 X
PAGINAINICIAL ~ INSERR  LAYOUTDAPAGINA  FORMULAS  DADOS = REVISAO  EXIBICAO Mario Almeida - | ]
[ Do Access [l Conexdes s, TR N f+o Consolidar T L Anélise de Dados
z S| 2
[& DaWeb D‘:)' D “1 Y E= B8 Remover Duplicatas [E% Teste de Hipéteses - L % 2y Solver
DeOutras  Conexdes  Atualizar 7| Classificar  Filtro Texto para ) Agrupar Desagrupar Subtotal
[BDeTete  Fontes-  Edstentes Tudo- Vo Avancado  Colunas =5 Validagio de Dados ~ & 2
Obter Dados Externos Conexdes Classificar e Filtrar Ferramentas de Dados Estrutura de Topicos ] Andlise
D5 = fe || =BS+CS
A B c D E F

2 Jogo 6 cad. Jogo 4 cad Mesas Cadeiras Lucro

3 Varidvel X Yy X4y 6x+4y Z=65x + 45y

4 Restrigao Max 40 Max 220

5 1 =B5+C5 =B5*6+C5%4 =B5*65+(5%45

3 n =B6+C6 =B6*64C6%4 =B6*65+C6%45

7 11} =B7+C7 =B7*64C7*4 =B7*65+C7*45

8 v =B8+C8 =B8*6+C8*4 =B8*65+C8*45

9 \4 =B9+C9 =B9*6+C9*4 =B9*65+C9*45
10 VI =B10+C10 =B10*6+C10*4 =B10*65+C10%45

1 Vil =B11+C11 =B11*6+C11*4 =B11*65+C11*45
12 Vil =B12+C12 =B12*6+C12%4 =B12*¥65+C12%45
3 X =B13+C13 =B13*6+C13%4 =B13*65+C13%45
14 X =B14+C14 =B14*6+C14%4 =B14*65+C14¥45
15
16
Plan1 ®

Vinculamos os célculos as nossas variaveis que sao mesas de seis cadeiras e mesas
de quatro cadeiras e solicitamos aos alunos que vao atribuindo valores as variaveis e
observando o que ocorre com o lucro e as restricoes, conforme ilustrado na Figura 3.8.

Verificando se a solugao proposta ¢ viavel ou atribuir uma nova na busca da melhor solucao

Figura 3.7: Féormulas do Excel para o problema dos jogos de mesas.

entre as analisadas.
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A B C D E F

2 Jogo 6 cad. | Jogo 4 cad Mesas Cadeiras Lucro
Variav
3 el X y X+y 6x+4y Z=65x + 45y
Restric
4 do - - Max 40 Max 220 Maximizar
5 1 10 20 30 140 RS 1.550,00
B 1l 20 10 30 160 RS 1.750,00
7 1 25 10 35 190 RS 2.075,00
8 v 25 15 40 210 RS 2.300,00
g v 26 14 40 212 RS 2.320,00
10 Vi 27 13 40 214 RS 2.340,00
Vil 28 12 40 216 RS 2.360,00
12| VI 29 11 40 218 RS 2.380,00
13 | IX 30 10 40 220 RS 2.400,00
14 X 31 9 40 RS 2.420,00

Figura 3.8: Tabela de solugoes para o problema dos jogos de mesas.

Na dltima linha da tabela, da Figura 3.8, apesar de termos um lucro maior, a solucao
nao é viavel por ter ultrapassado a restricao do nimero de cadeiras, mantendo a mesma
solucao anterior.

Outras formas poderiam ainda ser exploradas conforme a turma. O uso de graficos
pode favorecer o entendimento do problema e o encaminhamento da solucao que pode ser
melhor explorada no Ensino Médio quando aprofundamos alguns conceitos e exploramos

novas ferramentas.

3.4 Otimizacao no Ensino Médio

Dividido em trés anos, o Ensino Médio tem por finalidade o preparo para o mercado de
trabalho e a formacao de um cidadao critico na busca de novos saberes. Nao traz em sua
base uma formagao técnica e sim um ponto de partida para a area de estudo escolhida no
futuro, pelo educando. Essa modalidade de ensino trabalha conceitos mais amplos, nao
direcionados a apenas uma profissao, buscando criar um alicerce para que o estudante
prossiga em seus objetivos.

Os problemas que envolvem tomadas de decisao e se colocam de maneira mais aberta,
com mais de uma solucao possivel, sao importantes ferramentas de motivacao ao estudo
dos diversos contetidos abordados pela matematica. Permitem o desenvolvimento de ha-
bilidades que constituirao competéncias essenciais em sua vida futura. Os problemas que
envolvem ideias de Otimizacao Linear, nesse contexto, nos sao de grande valia.

Na construcao de modelos matematicos para resolver problemas, o uso de equacoes
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e funcoes sao fundamentais. Assim, a linguagem matematica se coloca como elo de
comunicacao entre diferentes areas do conhecimento, ferramenta para o entendimento
das outras areas da ciéncia. Dessa forma, quando equacionamos um problema estamos
passando-o para a linguagem matematica como reafirma George Polya, na pagina 84, em

a “Arte de Resolver Problemas”.

Equacionar significa expressar por simbolos matematicos uma condicionante
que esta formulada por palavras; é a traducado da linguagem corrente para a
linguagem das féormulas matemaéticas. As dificuldades que podem surgir no
equacionamento sao dificuldades de traducao.

Polya [2006]

O olhar da mateméatica como linguagem nos coloca de frente com a modelagem onde
passamos o texto da lingua patria para a linguagem matematica. A apropriacao de dife-
rentes representacoes e registros se fundamentam nesse periodo e a competéncia leitora
e escritora se colocam como fundamentais. Quando problematizamos situagoes cotidia-
nas, proximas da realidade do aluno, tornamos as ideias mateméticas mais significativas
e proximas do aprendiz.

Iniciaremos nossa abordagem da otimizacao no Ensino Médio por uma situacao
que envolva o carro bicombustivel. Devemos usar &lcool, gasolina ou a mistura desses
dois combustiveis. Observando manuais de alguns fabricantes de automoéveis, podemos
construir nosso problema norteador que servird de base para a investigagao de alguns

conceitos matemaéaticos.

Situacao de consumo de combustivel

Em um determinado posto da cidade, a gasolina custa R$ 3,69 e o etanol
custa R$ 2,65. Consideremos carros populares que fazem, com etanol,
9,1 km/1 (cidade) e 9,6 km/1 (estrada); se abastecidas com gasolina, as
médias ficam em 13,1 km/1 (cidade) e 14,3 km/I1 (estrada). Para facilitar
as analises, utilizaremos que na mistura de combustiveis o consumo é
diretamente proporcional a mistura e em situagoes ideais de manutengao

€ uso.

Um carro popular tem tanque de combustivel, em média, de 50 litros.

A situacao nos coloca de frente a um problema real e os questionamentos feitos sobre

a situacao, desencadeiam vérias ideias importantes na aplicacao dos contetiidos a serem
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abordados nos varios anos do Ensino Médio. Analisando nosso problema, percebemos
que as grandezas varidveis sao: litros de élcool, xq, e litros de gasolina, x,. Todas as
outras grandezas envolvidas na situacao sao controladas por elas. Inicialmente, vamos
observa-las como Funcao Afim.

Analisando a situagdo na cidade temos a fungao f(z;) que representa o percurso com
alcool, f(x2) que representa o percurso com gasolina, p(x;) que representa o gasto com
alcool e p(z2) o gasto com gasolina. Observemos as leis das fungdes com base em nossa

situacao problema:

o f(z1)=09,11

g(x9) = 13, 1y

p(z1) = 2,651

q(zs) = 3,69z4

Que podemos representar no plano cartesiano, conforme ilustrado na Figura 3.9, obser-

vando as inclinagoes das retas formadas e algumas caracteristicas dessas funcoes.

/

g(x) = 13, 1z

percurso
40 com f(xz1) =9, 1a, g(x2) = 3,69x9
gasolina percurso : gasto com

com gasolina

alcool

p(x1) = 2,65x,
gasto
com alcool

Figura 3.9: Fun¢ao Afim — Percurso e Gasto.
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Podemos escrever funcoes de duas varidveis, pensando na mistura de combustiveis
na cidade, teremos para o percurso em km a funcdo f(z1,x9) = 9,1xy + 13, 1xy e para
o custo g(x1,x3) = 2,65x1 + 3,69x9. Assim, podemos verificar o percurso maximo e o

gasto para algumas situacoes de abastecimento representados na Tabela 3.6.

Opcao Al(ic)ml Gas((f)hna Percurso (km) Valor (RS$)
Varigvel 1 T flxy,20) = 9,12y + 13, 1z | g(x1, 22) = 2,6521 + 3,692
) 50 0 455 132,50
2) 0 50 655 184,50
(3) 25 25 555 158,50
(4) 10 40 615 174,10
) 10 10 195 142,90

Tabela 3.6: Relacao entre alguns custos e percurso na cidade.

Analisando a situagao descrita, discutiremos as questoes de Dominio e Imagem das
Fungoes. Na Fungao Afim, o dominio e a imagem percorrem o Conjunto dos Nimeros
Reais, mas em nossa situacao estamos restritos aos valores maiores ou iguais a zero.
Temos: 1 > 0 e x5 > 0 como restricao implicita no problema. Como todas elas sao

crescentes, teremos as Imagens também maiores ou iguais a zero.

Fixando valores de Imagens, limite de valor ou distancia, obtemos equacoes com duas
varidveis, em outros problemas poderiamos ter mais, onde podemos buscar solugoes e
representar graficamente. Supondo que queremos abastecer com exatamente R$ 100,00,
quantos litros de alcool ou de gasolina podemos colocar? Mantendo a notagao inicial
temos: 2,65x; + 3,69x5, = 100, uma equagao linear de duas incognitas que podemos
representar em uma tabela com algumas de suas solugoes, Tabela 3.7, ou em forma de
um grafico cartesiano colocando x; no eixo das abscissas (x) e 23 no eixo das ordenadas
(v), Figura 3.10.

Opcao Al(cl())ol Gas((l))hna Percurso (km) Valor (R$)
Variavel T T f(x1,22) = 9,1y + 13, 1z | g(z1, 22) = 2,65x1 + 3,692
1) | 37,73 0 3133 100
2) 0 271 355 100
(3) 9,88 20 351,9 100
@ | 2381 | 10 347.,6 100
(5) 30,77 ) 345.,5 100

Tabela 3.7: Algumas possibilidades de abastecimento com R$ 100,00
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Figura 3.10: Algumas possibilidades de abastecimento com R$ 100,00

e Podemos também estipular que queremos percorrer com esses R$ 100,00 a distancia
de 350km, nesse caso passaremos a ter juntamente com a equacao do valor, 2,65z +
3,69z5 = 100, a da distancia, 9, 1z1 + 13, 125 = 350, obtendo o Sistema de Equacgoes
Lineares:

2,65x1 + 3,692, = 100
9,1z1 + 13, 1z = 350
Podemos resolver esse sistema por diversos métodos e também representa-lo grafica-

mente, Figura 3.11. Inicialmente, retomaremos que um Sistema de Equacoes Lineares

pode ser classificado como:

e Impossivel (SI) — Nao tem solugao.

e Possivel, tem solucao, podendo ser:

— Determinado (SPD), quando tem uma tnica solugao.

— Indeterminado (SPI), quando permite infinitas solugoes.

Resolveremos esse sistema usando a notacao de matrizes com o escalonamento de

Gauss-Jordan, mas poderiamos usar qualquer um dos outros métodos.

) 2,65x1 + 3,692 = 100 ) o
Nosso sistema, , pode ser escrito na forma matricial como:

9,1z + 13, 1y = 350

2,65 3,69\ (o _ (100
9,1 13,1 ze |\ 350
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Do sistema escrito na forma de produto de matrizes, retiramos as variaveis escrevendo

a matriz estendida do sistema

2,65 3,69 100
9,1 13,1 350
Com as operacoes elementares de matrizes de adicao, multiplicacao por escalar e

troca de posicao das linhas na matriz obtemos a matriz em sua forma escalonada:

3,69 100 3,6 100 49,025
2,65 3,69 100 ) I N 1 3% % . 10 35
9,1 13,1 350 0 36 175 0o 1 & 01 2

2,65 2,65 1,136 1,136

\=)

N
ot

Transformando as fracoes em ntumeros decimais aproximados, obtemos a matriz e

dela voltamos ao sistema equivalente.

1 0 2 1 0 16,28 10 T 16, 29
17,5 = = X -
01 L5 0 1 15,4 0 1 T 15,4

T = 16,29
Ty = 15,4

=

Assim, temos que a solucao do sistema é 16,29 litros de alcool e 15,4 litros de gasolina,

conforme ilustrado na Figura 3.11.

.|Gasolila
(litros)

rrrrrrr

(16.29, 15.4)

Alcool

(litros)

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 2 24 2 28 30 32 4 36 N

Figura 3.11: Grafico do sistema para percorrer 350km com R$ 100,00

Avancando a ideia das Equagoes Lineares e seus Sistemas, podemos investigar

situacoes com mais variaveis e direcionar a ideia a problemas abertos. Analisaremos uma
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situacao que envolva nutricao.

Situacao de consumo de alimentos

Uma familia de quatro pessoas, passando por dificuldades financeiras
resolveram entender melhor seus gastos com alimentagao. Mas também
estao preocupados com a satde da familia. Ap6s uma pesquisa de precos
conseguiram chegar a alguns valores de alimentos, depois de prontos por
quilo: arroz R$ 4,85, feijao R$ 7,25 e peito de frango grelhado R$ 9,45.
Em uma busca na internet, observaram os valores nutricionais para

cada 100g do alimento pronto e resumiram em uma tabela.

Alimento pronto | Arroz (100g) | Feijao (100g) | Frango (100g)
Proteinas 2,5g 4,8g 32g
Colesterol 0 0 89mg

Carboidratos 28,1g 13,6g 0
Fibras 1,6g 8,5g 0
Calorias (kcal) 128 kcal 320 kcal 159 keal

Observaram que a quantidade minima de proteina diaria é 50g, a de

colesterol 300mg, a de fibra alimentar 25g, a de calorias 2000kcal e de

carboidratos 300g.

Sejam x; a massa de arroz, o a massa de feijao e xr3 a massa de frango, todos em

quilogramas, obtemos fungoes em relacao das trés variaveis para o valor a ser gasto e as

quantidades de nutrientes fornecidos como segue:

Gasto (R$): g(z1,xe,x3) = 4,852 + 7,85x9 + 9,453
Proteinas (g): p(z1,xa, x3) = 2521 + 4872 + 32023
Colesterol (mg): c(z1, e, x3) = 8903

Carboidratos (g): a(xq,x, z3) = 281x1 + 13629
Fibras (g): f(x1,z2,x3) = 1621 + 852

Calorias (kcal): e(xq, z9,x3) = 128021 + 320025 + 15903
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Podemos acrescentar nessas funcoes as restri¢oes apresentadas pelo problema de forma a

encaminhar um melhor conhecimento do mesmo como segue:

e Gasto (R$): g(x1, 29, x3) = 4,851 + 7,851 + 9,45x3 ,queremos minimizar, ja que

se busca economia.
e Proteinas (g): p(x1,x2, x3) = 2521 + 4829 + 32023 > 50
e Colesterol (mg): c(xq,x2,23) = 890x3 > 300
e Carboidratos (g): a(xy, z2,x3) = 28121 + 13625 > 300
e Fibras (g): f(x1,xe,x3) = 1621 + 859 > 25

e Calorias (kcal): e(xy, z9, x3) = 1280z + 3200z + 159023 > 2000

O problema passa a ser representado matematicamente, em que z; ¢ a massa de arroz,

xo a massa de feijao e x3 a massa de frango, da seguinte forma:

Minimizar g(x1, o, x3) = 4,85x1 + 7,85x9 + 9,4525 (0)

251 + 48x9 + 320x3 = 50 (1)
8905 > 300 2)
2811 + 13625 > 300 (3)
Sujeito a | 1071 8572 > 25 (4)
1280z + 3200x9 4+ 1590x3 > 2000 (5)
x1 =20 (6)
29 >0 (7)
x3 >0 (8)

\
Desse modo, ja estamos com nosso problema modelado como um problema de Oti-
mizacao Linear, mas vamos, primeiramente, explorar alguns conceitos do Ensino Médio,
para depois resolver pelos métodos da Programacao Linear.
Considerando apenas proteinas, carboidratos e calorias com a condicao de igualdade

teremos o Sistema de Equagoes Lineares de trés equacoes e trés incognitas:

2571 + 485 + 32023 = 50
281z + 13629 = 300
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Esse tipo de sistema pode ser interpretado como planos no espaco e sua solugao é
dada pela intersecao desses planos. Buscamos solucao tinica, se tiver, ou condicoes para
que possamos entender o problema. Como no problema anterior usamos Gauss-Jordan,
aqui analisaremos pelo Método de Cramer, uma das maneiras de se resolver Sistemas

Lineares. Para isso, escreveremos matricialmente o sistema:

25 48 320 T 50
281 136 0 X | xz | = 300
1280 3200 1590 T3 2000

Primeiramente, verificamos se o sistema tem solucdo dnica. Segundo a Regra de

Cramer, isso ocorre se o determinante da matriz do sistema for diferente de zero.

95 48 320
Det| 281 136 0 = Det(A)
1280 3200 1590

Det(A) =25 x (136 x 1590 — 0 x 3200) — 48 x (281 x 1590 — 0 x 1280) + 320 x (281 x
3200 — 136 x 1280) = 215998480

Como o determinante da matriz principal é diferente de zero, o sistema tem solucao e
é tnica. Para obté-la, calculamos os determinantes das matrizes formadas substituindo
o vetor dos termos independentes na coluna da variavel correspondente. Chamaremos
aqui de Det(A,,) o determinante formado, trocando a primeira coluna, Det(A,,) o
determinante formado, trocando a segunda coluna e Det(A,,) o determinante formado,

trocando a terceira coluna.

50 48 320
Det| 300 136 0 = Det(A,,)
2000 3200 1590

50 (136 x 1590—0x 3200) — 48 x (300 x 1590 —0x 2000)+320 X (300 x 3200—2000 x 136) =
208076000
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25 50 320
Det | 281 300 0 = Det(A,,)
1280 2000 1590

Det(A,,) = 25 x (300 x 1590 — 0 x 2000) — 50 x (281 x 1590 — 0 x 1280) + 320 x (281 X
2000 — 1280 x 300) = 46545500

25 48 50
Det | 281 136 300 | = Det(A,,)
1280 3200 2000

Det(Ag,) = 2,5 x (13,6 x 2000 — 300 x 320) — 4,8 x (28,1 x 2000 — 300 x 128) + 50 x
(28,1 x 320 — 13,6 x 128) = 10512000

A solucao do sistema sera dada pelo quociente entre o determinante com o resultado

Det(Az,)

e o determinante da matriz do sistema x,, = DetlA)

_ Det(A,,) 208076000

- - = 0,9633
U7 TDet(A) T 215008480
Det(A,,) 46545500
- - = 0,2155
27 "Det(A) T 215008480
gy = Det(Ae) 10512000 0

Det(A) 215998480

Com isso, temos a solugao do sistema S = (x1; zo; z3) = (0,9633; 0,2155; 0,0487),
que nos serve bem como solucao do sistema. Retornando ao problema inicial, teremos
como resposta: 963g de arroz, 216g de feijao e 49g de filé de frango. Essa resposta
realmente atendem as restrigoes do problema? Elas atendem também as outras restricoes?
Cabe aqui uma discussao de que nem toda solucao encontrada soluciona o problema, ou
seja, o sistema ter solucao nao implica em termos nossa situacao resolvida.

Voltando ao problema inicial, verificamos que as restri¢oes sao abertas e que podemos
alterar os valores de referéncia, apds a igualdade, de forma a buscar novas solugoes posi-
tivas que atendam as restricoes impostas. Isso ja estd ligado a resolucao dos problemas

de otimizacao.
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Com as respostas obtidas em nosso sistema, retornaremos ao problema inicial para

verificar se ela atende a todas as caracteristicas impostas em nosso modelo.

Minimizar ¢(0,9633;0,2155; 0, 0487) = 4,85x0, 9633+7, 85x 0, 2155+9, 45 x 0, 0487 =
6,84 (0)

25 x 0,9633 + 48 x 0, 2155 + 320 x 0,0487 = 50 > 50 (V)

890 x 0,0487 = 43 > 300 (F)

281 x 0,9633 4 136 x 0,2155 = 300 > 300 (V)

Suieito a 16 x 0,9633 + 85 x 0, 2155 = 34 > 25 (V)
1280 x 0,9633 + 3200 x 0, 2155 + 1590 x 0, 0487 = 2000 > 2000 (V)

71 = 0,9633 >0 (V)

2y = 0,2155 > 0 (V)

| 3= 10,0487 >0 (V)

Verificamos que somente a equagao (2) do sistema nao é atendida, pois foi a unica que
nao implicou em verdadeira. Dessa forma, a solucao encontrada s6 nao atende a restricao
do colesterol, atendendo a todas as outras. Poderiamos aqui buscar outras solucoes para
o problema.

Problemas abertos como esses permitem a investigacao de diversos conceitos e o uso
das tecnologias. A tomada de decisao e a comparacao de resultados se colocam de forma a
desenvolver diversas habilidades e competéncias. O Ensino Médio, atendendo a Legislagao
Nacional (Lei 9394/1996), com o preparo para o mundo do trabalho nos permite a explo-
racao dessa e outras ferramentas. No proximo capitulo, resolveremos esse problema na
integra, de forma a discutir os métodos de Programacao Linear e alguns de seus beneficios

na aprendizagem dos alunos.
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Capitulo 4

Como aplicar a Otimizacao Linear na

Educacao de Base

Nesse capitulo mostraremos como usar a Otimizacao Linear e suas técnicas

na Educacao de Base para resolver um problema cotidiano.

As solucoes de problemas abertos, com varias possibilidades de solugoes, nos permi-
tem interferéncias e tomadas de decisdes. A busca da melhor solucdo, Solucao Otima,
proporciona o desenvolvimento de diversas habilidades necessarias ao aprendizado. Nesse
contexto, a otimizagdo, mais precisamente a Otimizacao Linear, serve de ferramenta a
andlise, modelagem e solu¢ao de diversos problemas do cotidiano. Somos provocados a
todo momento a escolher entre varias possibilidades e pescar dentro das opc¢oes existentes
a que mais nos convém.

Partiremos, inicialmente, do problema da dieta, transcrito abaixo, onde queremos
gastar o menor valor possivel, atendendo as necessidades diarias de nutricdo. Dentre as
varias possibilidades queremos escolher a melhor. Lembremos de que poderiamos ter um
niimero maior de possibilidades de alimentos, mas para nosso estudo nos restringimos a

trés.

Situacao de consumo de alimentos

Uma familia de quatro pessoas, passando por dificuldades financeiras
resolveu entender melhor seus gastos com alimentacao. Mas a familia
também estd preocupada com a satde. ApoOs uma pesquisa, 0S8 precos
de alguns alimentos depois de prontos por quilo, foram determinados:
arroz R$ 4,85, feijao R$ 7,25 e peito de frango grelhado R$ 9,45.

Em uma busca na internet, os valores nutricionais para cada 100g do

alimento pronto foram obtidos e resumidos na Tabela 4.1 a seguir:
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| Alimento pronto | Arroz (100g) | Feijao (100g) | Frango (100g) |

Proteinas 2,5g 4,8¢ 32¢g
Colesterol 0 0 89mg
Carboidratos 28,1g 13,6¢g 0
Fibras 1,6g 8,5g 0
Calorias (kcal) 128 kcal 320 kcal 159 kcal

Tabela 4.1: Valores nutricionais

Além disso, a familia descobriu em sua busca que a quantidade minima
de proteina diaria é 50g, a de colesterol 300mg, a de fibra alimentar 25g,
a de calorias 2000kcal e de carboidratos 300g.

Supondo que uma pessoa queira passar o dia somente com

esses trés alimentos, qual a quantidade necessaria de cada

um deles e qual valor seri gasto de forma a minimizar o custo?

Considerando o modelo matematico construido no Capitulo 3 temos:

Minimizar Z = g(x1, xa, x3) = 4,85x1 + 7,85x9 + 9,45x5 (0)

¢

25x; + 489 + 320x5 > 50 (1)
89025 > 300 2)
28121 + 13622 > 300 (3)
Sujcito a 1621 + 8519 > 25 (4)
1280z + 32005 + 1590x3 > 2000 (5)
1 =0 (6)
x9 =0 (7)
x3 =0 (8)

\

Chamamos aqui a funcao objetivo de Z, entao em nosso problema queremos minimizar
Z = g(x1, 9, T2) que representa o gasto com os trés alimentos: arroz (z;), feijao (x3) e
frango (x3).

Ao construir o modelo matematico, estaremos formalizando o registro algébrico nas
diversas séries do FEnsino Fundamental e Médio e podemos retomar a linguagem mate-
matica, seus registros e a importancia de seus simbolos. Juntamente com o estudo dos

problemas, ressaltamos os diferentes tipos de ntimeros e como eles interferem na solucao.
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A solucao pode ser decimal ou sé aceitaremos valores inteiros? Aqui podemos ressaltar
os diferentes Conjuntos Numéricos e suas aplicacoes em contextos reais.

Nos processos de resolucao do problema com o uso dos métodos da Programacao
Linear, sejam analiticos, graficos ou com uso de ferramentas tecnologicas, reforgamos
diversos contetidos matematicos ligados a Geometria e a Algebra.

Esse tipo de trabalho com problemas ligados a realidade motiva os alunos a construir
novos saberes e a estudar os conceitos que ainda nao estao fundamentados em sua cabeca,
além de reforcar os contetidos ja adquiridos.

Para resolver nosso problema usando métodos da Otimizagao Linear, principalmente
em métodos algébricos, o problema deve estar na forma padrdao. Em alguns casos, temos
de manipular nossa funcao objetivo de forma a escrevé-la na forma padrao, minimizar.
Para isso usamos a ideia de fungao simétrica, onde o maximo de f(z) é o minimo de
—f(x). Dessa forma, se chamarmos de W a simétrica de Z teremos W = (—Z), onde
maximizar Z é minimizar W. Com duas incognitas, podemos mostrar isso facilmente de
forma grafica aos alunos que nao estio abstraidos'.

Regressando ao problema do consumo de alimentos, na fungao objetivo, temos:

Minimizar Z = 4,85z, + 7,85z2 + 9, 4523

Escrevendo a funcao simétrica passamos a ter:

Maximizar W = —Z = —4, 85z, — 7, 8525 — 9, 4573

Como minimizar Z é maximizar W observamos que passamos de um problema de

minimo para méximo. Assim, o nosso modelo matematico do problema passa a ser:

Maximizar W = —4,8bx1 — 7,8bx9 — 9, 4523

2571 + 4879 + 32023 = 50 (

890z5 = 300 (

o 281x1 + 13622 = 300 (
sujelto a:

(

(

12801 + 320022 + 159023 = 2000

kxl’ T2, T3 2 0

! Alunos que ainda nio conseguem entender conceitos abstratos sem uma contextualizacio com a realidade.
Tem necessidade de material concreto para relacionar o que esta sendo desenvolvido com a realidade.
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As desigualdades podem ser transformadas em igualdades com a adicao de uma
varidvel de folga, se a desigualdade for menor ou igual, ou de excesso, se a desigualdade
for maior ou igual. Temos em nosso problema, como variaveis, as massas de arroz (z1),
feijdo (x9) e frango (x3). Temos cinco desigualdades para serem transformadas, entdo
acrescentaremos as variaveis xy, Ts, Tg, T7 € rgz. Assim, o conjunto de desigualdades das

restricoes torna-se o Sistema de Equacoes Lineares:

25x1 + 48x9 + 32023 — x4 = 50

890x3 — x5 = 300

281x1 + 13629 — x4 = 300

1621 + 8529 — 7 = 25

1280x71 + 320029 + 1590235 — g = 2000

1
2
3
4
5
6

(1)
(2)
(3)
(4)
()
| 71, T2, T3, Ty, Ts, Tg, T7, 75 2 0 (6)

Ao resolver este Sistema de Equagoes Lineares encontraremos uma solugdo para o
problema. Dessa forma, podemos explorar um método de resolucao de sistemas. Usaremos

Gauss-Jordan.

4.1 Gauss-Jordan para resolucao de Sistemas Lineares

Esse método consiste em usarmos as operagoes elementares nas linhas da matriz A do
sistema Az = b de forma a transformé-lo em uma Matriz Identidade, cujos elementos que
nao pertencem a diagonal principal sao nulos e os elementos dela, unitérios.

No processo do ensino e da aprendizagem, estamos nesse momento retomando ou
desenvolvendo o contetido referente as Matrizes e suas operagoes. Para obter a Matriz

Identidade podemos aplicar as seguintes operacgoes elementares:

e Trocar uma linha de posicao com outra.
e Multiplicar a linha por um ntimero escalar.

e Somar uma linha na outra.

Consideremos o Sistema de Equagoes Lineares com as restri¢oes de (1) a (5) do problema:
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2521 + 4879 + 32023 — x4 = 50 (1)
8905 — 25 = 300 2)
98121 + 13625 — w6 = 300 (3)
1621 + 8519 — 27 = 25 (4)
\ 1280z + 3200x9 4+ 1590x3 — xg = 2000 (5)

Representando o Sistema Linear na forma matricial temos:

X
25 48 320 -1 0 0 0 0 2 50
0 0 80 0 -1 0 0 0 = 300
281 136 0 0 0 -1 0 0 |x| ™ |=1| 300
6 8 0 0 0 0 —1 0 = 25
1280 3200 1590 0 0 0 0 -1 zﬁ 2000

7

xg

Nessa transicao de sistema para matriz estamos retomando o produto de matrizes.
Devemos lembrar de que nosso objetivo é encontrar a Matriz Identidade, que é uma

matriz quadrada do tipo a;; = 0 para ¢ # j e a;; = 1 para i = j.

1 00 00
01 00O

B a; =1 se 1= B
Isys = . .:>[— 00100
aij =0 se i 00010
00 0O01

Em nosso problema temos cinco equacoes. As colunas da matriz A representam as
variaveis descritas no problema, x; & x3, e as outras acrescentadas, variaveis de excesso,
x4y & xg, para transformacao das desigualdades em igualdades. Para exemplificar o
método, consideraremos as cinco primeiras colunas da matriz A do sistema Ax = b e os
valores de b. Dessa forma, as trés primeiras colunas representam a quantidade de arroz,

feijao e filé de frango, respectivamente.
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25
0

281

16

48
0

136

85

1280 3200 1590

A X
320 —1 0
890 0 -1
0 0 0 X
0 0 0
0 0

Zs

2000

Do Sistema Linear A x X = B, construimos a Matriz Aumentada, [A|B], formada

pelos elementos de A, nas primeiras colunas e pelos elementos de B, na ultima coluna.

aix a2 A1n by
A21 Q22 Qon by
[A|B] = |
am1  Am2 Qmn bm
Para o nosso problema temos:
[ 25 48 320 -1 0 | 50 ]
0 0 890 0 —1 | 300
[A|B]=] 281 136 0 0 300 | Matriz Aumentada do Sistema Linear
16 85 0 0 25
| 1280 3200 1590 0 2000 |

Para obtermos a Matriz Identidade a partir de A, aplicaremos as operacoes elementares
nas linhas da Matriz Aumentada do Sistema Linear.

Com essas operacoes estaremos retomando ideias operacionais com matrizes e
reforcando o método de Gauss-Jordan. A seguir, acompanharemos o passo a passo do
método de Gauss-Jordan para obter a Matriz Identidade, partindo da Matriz Aumentada

do Sistema Linear.

[ 25 48 320 -1 0 50 ]
0 0 80 0 —11 300
[A|B]=1] 281 136 0 0 0 | 300
6 8 0 0 0 25

| 1280 3200 1590 0 0O | 2000 |

Consideremos aﬁ) = 25 # 0 como pivo do passo 1
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Passo 1: Dividiremos a linha 1 pelo pivo e subtrairemos da 3%, 4* e 5% linhas a 1%

linha multiplicada por az; = 281, a4 = 16 e a5; = 1280, respectivamente:

Ly — L3P—>L3—281X

25’ 25’

Trocaremos a 2% com a 32 linha:

Ly— Ly —

L2 —> Lg, L3 —> LQ.

- 64 =1
25 5 25
0 _ 10088 17984 281
25 5 25
[AV[BO] =10 0 890 0
0 187  _ 1024 16
25 5 25
0 32 14794 26
@ _

Consideremos as, =

Ly
16 x 32,

2

—262

—560 |

300
-7

10088 # 0 como pivo do passo 2

Ls+— Ly — 1280 x &,

25

Passo 2: Dividiremos a linha 2 pelo pivo e subtrairemos da 12, 4% e 5% linhas a 22

1357

3712

linha multiplicada por a;, = 28 = € 59 , respectivamente:
257 52
_ —25><L2 _ 1357 —25><L2
Lo — 1o5ss 10088 X Lo, Ly — Ly Tooss > La = La X Sooss—> Ls = Ls—
[ 1 0 __ 5440 17 950 ]
1261 1261 1261
11240 281 3275
0 1 1261 —Tooss U 5044
[A®B®@] =10 0 890 0 -1 300
0 0 868360 21709 213075
1261 10088 5044
0 (0 _ 26999810 90640 1314000
| 1261 1261 1261

: 3
Consideremos agg) =

Passo 3: Dividiremos a linha 3 pelo pivd e subtrairemos da 12, 22, 42 ¢

868360

a 3% linha multiplicada por a;3 = —3320, a3 =
respectivamente:
5440
Ly 890’ Ly Ly — (_1261)
868360
Ly Ly — (= 1261 ) X 890’ Ls
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__ 11240
1261

890’

— Ly — (-—

Q43 =

1;2 — L

11240
1261

26999810
1261

890 # 0 como pivo do passo 3

1261

) X

e

Ls
890"

53

Ls
890

3712

—25><L2

X 10088 -

52 linhas

26999810
1261 °



17 544 247750
100 1261 112229 112229
01 0 —.281 1124 1057325
10088 112229 448916
(3) | B = _ 1 30
[A B ] 001 0 890 89
0 0 O 2.9  _ 86836 85239525
10088 112229 448916
0 0 0 920640 _ 2699981 693048300
| 1261 112229 112229
: (4) __ 21709 A
Consideremos a,, = $0088 # 0 como pivd do passo 4

Passo 4: Dividiremos a linha 4 pelo pivo e subtrairemos da 12, 2% e 5% linhas a 42

281 __ 90640

. T 17 i
linha multlphcada Por a4 = 19617 o4 = 70088 € dzq = 1261 7

respectivamente:

L4 — 10088 X L4, Ll — Ll 17 % 10088><L4’ L2 — L2 _( 281 ) X 10088><L4, L5 N

21709 1261 21709 ~ 10088 21709
_ 90640 ., 10088x Ly
Ls — To61 X “a1709
i 1300 T
100 0 O 57
2225
0100 0 51200
(4) | @] = _ 1 30
[A B } 0010 —55 89
32 170479050
0001 89 1932101
159 322629300
|00 00 89 T 1932101
Consideremos ay) = 159 # 0 como pivd do passo 5
55 — &9 p p

Passo 5: Dividiremos a linha 5 pelo pivo e subtrairemos da 32 e 4 linhas a 5 linha

L

multiplicada por aszs = —g55

e Ay = respectivamente:

_32
89’

Ly 2 x Ly, Ly = Ly — (—gi5) X B8 Ly Ly — (—28) x 8ls

890 159 7 * 1
1000 0] 13
01000 2=

[ A(5)\ B(5)} =100100 1216570050707
00010 6121855045’)07570
(0000 1 |—10m8800 |

Aproximando os valores temos:

10000 o 1000O0]| 1,018
01000 e 01000/ 01025
[I|S]=]100 100 | 2% |=]00100] 02321
62854050
000 1 0| S0 000 1 0| 546283
1075431
(0000 1| -8B80 | | 0000 1 |—934688 |
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Com isso passamos ao nosso sistema de restrigoes:

.
r1 = 1,018 Variavel do problema
xo = 0,103 Variavel do problema
r3 =0,232 Variavel do problema

x4 = 54,628 Variavel de excesso

|75 = —93,469 Variavel de excesso

Retornando ao problema inicial teremos como resposta: 1018¢g de arroz, 103g de feijao
e 232g de filé de frango. Agora, analisaremos se atende as restrigdes e verificaremos o

custo dessa dieta.

Z = g(1,018; 0,103: 0,232) = 4,85 x 1,018 +7,85x 0,103+ 9,45 x 0,232 =7,94  (0)

25 x 1,018 + 48 x 0,102 + 320 x 0,232 = 104,63 > 50
890 x 0,232 = 206,48 > 300

W
(
281 x 1,018 + 136 x 0,102 = 300,07 > 300 (
(
(

F

S S

16 x 1,018 + 85 x 0,102 = 25, 04 > 25
1280 x 1,018 + 3200 x 0,102 4 1590 x 0,232 = 2001, 52 > 2000

)
)
)
)
V)

Nesta solucao, atendemos as restricoes de proteina, carboidrato, fibras e calorias,
porém nao atendemos a restricao colesterol. A restricao de colesterol melhorou em relacao
a solucao anterior. Como nosso objetivo era explorar o Método de Gauss-Jordan, esse
nos encaminhou a solucao do sistema, porém nosso problema ainda nao esta resolvido por
completo, atendendo todas as restrigoes. Esta solugdo do problema nao é factivel (viavel)!

Trabalhando com esse processo estamos reforcando operacoes com matrizes e equi-
valéncia numérica, destacando varias operacoes fundamentais e explorando ntimeros e
aproximacoes. Ainda explorando a variacao de valores conforme as quantidades, usa-
remos uma planilha eletronica para comparar as solucoes e encaminhar a uma solucao

factivel com uso do computador.
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4.2 Tabelas e Planilhas Eletronicas na Resolucao de

Problemas

Uma ferramenta importante na discussao de problemas abertos é organizar as informa-
coes em tabelas para posterior tomada de decisao. Uma das habilidades esperadas do
aluno ao término da Educacao Basica é que ele saiba ou consiga analisar as informacoes
em uma tabela e/ou grafico. Nesse contexto, proporcionar a construgao desse recurso,
planilhas eletronicas, além de encaminhar nosso problema até a sua solugao, permite o
desenvolvimento de diversas capacidades necessarias 4 tomada de decisao.

Retornando ao nosso problema, temos o consumo de alimentos com o objetivo de
gastar o minimo possivel sem prejudicar a nutricio diaria. Dessa forma, podemos
transformar nosso problema em uma tabela de miltiplas entradas para analisar as

variacoes quando mudamos a quantidade de cada alimento.

Alimentos Nutrientes Valor
Arroz | Feijao | Frango | Proteina | Colesterol | Carboidrato | Fibra | Calorias
Kg Kg Kg g mg g g Kcal RS
1,018 | 0,102 | 0,232 105 206 300 25 1998 8
0,9633 | 0,2155 | 0,0487 50 43 300 34 2000 6,84
1 0,2 0,35 147 312 308 33 2477 9,83

Tabela 4.2: Situacao do consumo de alimentos

As primeiras linhas foram preenchidas por valores encontrados anteriormente, e a
ultima linha da Tabela 4.2 foi preenchida com valores arbitrarios apenas para exemplifica-
¢ao. Vale relembrar que as massas e quilogramas (kg) dos alimentos; Arroz, Feijao e Filé
de frango, sao representadas no problema pelas variaveis; x1, xo e x3, respectivamente,

conforme o modelo mateméatico:

Minimizarg(xy, z2, x3) = 4,85x1 + 7,85z + 9,45x3(Valor)

;

25x1 + 4879 + 32023 = 50 (Proteina)
890z5 > 300 (Colesterol)
281x1 + 136z4 = 300 (Carboidrato)
1621 + 85z > 25 (Fibra)
12801 + 3200x9 4+ 159023 > 2000 (Calorias)
| 71, 2, w3 >0 (Nao negatividade)
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Por conter muitas formulas e calculos a serem realizados, uma planilha no Excel facilita
o preenchimento e temos uma maior possibilidade de valores a serem analisados para
tomarmos a decisao. Vamos, inicialmente, construir uma tabela como a anterior e nela

colocarmos as formulas para calculo de cada item. Veja Figura 4.1.

- E S
. e L= 5 . B y | S Bx
el Calibri B <A A & ¢ Quebrar Texto Automaticamente | Geral il 2 | & 5 @ ; A d H

Colar Nzs-[H0O- &-A- &= 5= [E Mesclar e Centralizar = 0. o4 000 4y £ Formatagio Formatarcomo Estilosde  Inserir Excluir Formatar Classificar Lacalizar e

- ¥ - - " Condicional~  Tabela~  Célula~ - £ 7 eFiltrar~ Selecionar
Area de Transf.. & Fonte ] Alinhamento F] MNimero F] Estilo Células Edigdo -~
c12 - £ v

A ] € ) E F G H | =
Alimentos Nutrientes
o= : : : : Valor

2 Arroz Feijdo Frango Proteina Colesterol Carboidrato Fibra Calorias

plan1 | Plan2 @
PRONTO EH m ———+ 100%

Figura 4.1: Situacao do consumo de alimentos - Excel

Colocamos nas colunas A, B e C as variaveis de decisao que sao os alimentos, nas

colunas D, E, F, G e H as restricoes que sao os nutrientes. E na Coluna I o valor que é
nosso objetivo a ser minimizado.

Vamos escrever as férmulas no FExcel para cada tipo de funcao, nas restrigoes e valor.

\ Funcoes \ Excel ‘
Valor g(x1,x9,x3) = 4,852 + 7,8525 + 9,453 | —A3%4,854+B3*7,854+-C3%9,45
Proteina (21, 9, x3) = 2521 + 4819 + 32023 —A3*25+-B3*48+C3*320
Colesterol c(xy, x9, x3) = 890x3 —C3*890
Carboidrato a(xy, x9, x3) = 28121 + 13629 =A3*281+B3*136
Fibra f(ZL'l, 9, 173) = 16ZE1 + 851’2 :A3*16+B3*85
Calorias e(x1, g, x3) = 12801 + 320029 + 159023 | =A3*1280+B3*3200+C3*1590

Tabela 4.3: Situacao do consumo de alimentos - Formulas para planilha no Excel
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Digitando essas formulas, apresentadas na Tabela 4.3, na linha 3 da planilha,

selecionando as células e arrastando, obtemos uma planilha com auto preenchimento

quando fornecermos as variaveis.Veja Figura 4.2.

D E F G H I
Nutrientes
Valor

2 Proteina Colesterol Carboidrato Fibra Calorias

3 [=A3*25+B3*48+C3%320 = (3*890 =A3*281+B3*136 =A3*16+B3*85 =A3*1280+B3*3200+C3%1590 =A3"4,854B3%7,854C379,45

4 |=A4*25+B4%48+C4*320 = C47890 =A4*281+B47136 =A4*16+B4*85 =A4*1280+B4*3200+C4%1590 =AA*4,854B4"7,85+C479,45

5 |=A5*25+B5*48+C5*320 = C5*890 =A5*281+B5*136 =A5*16+B5*85 =A5*1280+B5*3200+C5%1590 =A574,85+B5%7,85+C5%9,45

& [=A6*15+B6*48+C6%320 = C6*890 =A6*181+B6*136 =A6*16+B6*835 =A6*1280+B6*3200+C6%1590 =AG*4,854B6%7,854C6%9,45

7 |=AT*25+B7*48+C7*320 = C7*890 =A7*281+B7*136 =AT*16+B7*85 =AT*1280+B7*3200+C7*1590 =AT*4,854B777,85+C779,45

5 |=A8*25+BE*48+C8*320 = C8*890 =A8*281+B8*136 =A8*16+B8*85 =A8*1280+B8*3200+C8*1590 =AZ*4,85+B8%7,85+C8%9,45

9 [=A9*25+B9*48+C9*320 = C9*890 =A9*281+B9*136 =A9*16+B9*85 =A9*1280+B9*3200+C9*1590 =A9*4,85+B9%7,85+C979,45

10 |=A10%25+B10*48+C10*320 = C10%890 =A10*281+B10%136 =A10*16+B10785  |=A10*1280+B10*3200+C10%1590 =A10%4,85+B10%7,85+C10%9,45
11 |=A11%25+B11*48+C11*320 = C11%890 =A11*281+B11%136 =A11*16+B11785  |=A11*1280+B11*3200+C11*1590 =A11%4,85+B11%7,85+C11%9,45
12 |=A12*251B12%48+C12*320 = C12*890 =A12*281+B12*136 =A12*16+B12*85  |=A12*1280+B12*3200+C12*1590 =A12%4,85+B12°7,85+C1279,45
13 [=A13*25+B13*48+C13%320 = C13*890 =A13*281+B13*136 =A13*16+B13*85  [=A13*1280+B13*3200+C13*1590 =A13%4,854B13+7,85¢C13%9,45
14 |=A14%25+B14*48+C14*320 = C147890 =A14*281+B14%136 =A14*16+B14785  |=A14*1280+B1473200+C14*1590 =A14%4,85+B14*7,85+C1479,45
15 |=A15%25+B15*48+C15*320 = C15*890 =A15*281+B15*136 =A15*16+B15*85  |=A15*1280+B15*3200+C15*1590 =A15%4,85+B15°7,85+C15%9,45

Figura 4.2: Situacao do consumo de alimentos - Excel - formulas

Com a tabela preparada, podemos solicitar que os alunos mudem os valores nas va-
riaveis de forma a perceber as varia¢oes nas fungoes buscando solugdes Factiveis (viaveis)
e tentando descobrir a melhor entre elas (solugao 6tima). Devem observar se as solu¢oes
apresentadas sao factiveis ou nao.

Observaremos uma tabela preenchida com os valores considerando como legenda
que os valores em vermelho, formatacao condicional do Excel, observemos a Figura 4.3,
nao atendem as restri¢oes, as solugoes sdo infactiveis (nao viaveis). As linhas que nao
apresentarem valores em destaque nas restricoes representam solugoes factiveis, e a de

menor valor consideraremos como 6tima entre as que foram analisadas.

A B C D E F G H 1
Alimentos Nutrientes —

2 Arroz Feijdo Frango Proteina Colesterol Carboidrato Fibra Calorias
3 1 1 1 393 890 417 101 6070 RS 22,15
4 0,5 0,5 0,5 196.5 445 2085 50.5 3035 RS 11,08
5 1 0,5 0,5 209 445 349 58,5 3675 RS 13,50
6 1 0,2 0,4 162,6 336 3082 33 2556 RS 10,20
7 1 0,1 0,4 157.8 356 2946 24.5 2236 RS 9,42
8 1 0,2 0,4 162,6 336 3082 33 2556 RS 10,20
g 1,1 0,5 0,3 147.5 267 377.1 60.1 3485 RS 12,10
10 0,9 0,35 0,35 1513 3115 3005 415 28285 RS 10,42

1 0,2 0,35 146.6 3115 3082 33 2476,5 RS 9,73
2 1 0,15 0,35 144.2 3115 3014 28,75 23165 RS 9,34
13 1,1 0,15 0,34 1435 3026 3205 3035 2428.6 RS 9,73
14 0,9 0,35 0,34 148.1 3026 3005 4415 28126 RS 10,33
5 1 0,16 0,34 14148 302.6 302,76 29.6 23326 RS 9,32
16

Figura 4.3: Situacao do consumo de alimentos - Excel - formulas
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Observando a tabela percebemos que as linhas; 3, 5, 6, 8, 10, 11, 12, 13, 14 e 15
apresentam solucoes factiveis e que a linha 15 tem o menor valor nos gastos. Dessa forma,
uma solucao para nosso problema é consumirmos 1000g de arroz, 160g de feijao e 340g
de filé de frango, gastando R$ 9,32.

Serd que podemos encontrar uma solucao melhor? Com essa provocacao abrimos
varias discussoes e levamos o aluno a explorar a mudanca de valores na busca de outras
possibilidades. Uma maneira que podemos, de forma pratica, buscar essa resposta é
usando a tabela que montamos no Excel e com a ferramenta Solver buscar uma solugao.

Abrindo a ferramenta definiremos como objetivo a célula I3, como variaveis as células
A3, B3 e C3. Adicionaremos as restricbes do problema e selecionaremos o método, LP

Simplex. Veja Figura 4.4.

Pardmetros do Solver >
Definir Objetivo: 5153 B
Para: () Max, (® Min. () valor de: !

Alterando Células Variaveis:

L]
1

i

5A53:5C53

Sujeito as Restricdes:

5453 =10
§B53==0
5C53:=10
5D53 == 50 Alterar
SES3 »= 300
SF53 > = 300 :
5G53 »= 25 Excluir
§HS3 > = 2000

Adicionar

Redefinir Tudo

Carregar/Salvar

Tornar Variaveis Irrestritas Mao Megativas

Selecionar um Método de LP Simplex ot Opcoes

Método de Solucdo

Selecione o mecanismo GRG Mdo Linear para Problemas do Solver suaves e ndo lineares.
Selecione o mecanismo LP Simplex para Problemas do Solver lineares. Selecione o mecanismo
Evolutionary para problemas do Solver ndo suaves.

Ajuda Resolver Fechar

Figura 4.4: Situagao do consumo de alimentos - Excel - Solver
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Clicando em resolver, obtemos nas células indicadas uma nova solucao para o problema

na Figura 4.5.

B

C

D

Alimentos

E

B
Nutrientes

H

Arroz

Feijdo

Frango

Proteina

Colesterol

Carboidrato

Fibra

Calorias

Valor

3 1,018

0,102

0,337

138,2350612

300

300

25

2166,983662

RS

893

0,5

0,5

0,5

196.5

445

208.5

50.5

3035

RS

11,08

0,5

0,5

209

443

349

585

3675

RS

13,50

0,2

0,4

162.6

356

308.2

33

2556

R$

10,20

Figura 4.5: Situacao do consumo de alimentos - Excel - Apo6s Solver

Com essa acao, a solucao do problema, na Figura 4.5, passa a ser: 1018g de arroz,
102g de feijao e 337g de filé de frango, gastando R$ 8,93. Que é melhor que a encontrada
anteriormente.

Encontramos uma solugao para o problema com o uso do computador que nem sempre

¢ uma ferramenta disponivel em sala de aula. Uma outra forma de buscarmos uma

resposta seria o algoritmo do Método Simplex.

4.3 Meétodo Simplex

Para resolvermos o nosso problema pelo Método Simplex devemos lembrar que minimizar

Z é maximizar —Z = W, com isso temos o modelo matemético :

Minimizar Z = 4,85x; + 7,85x9 + 9, 45x3 (0)

;

25621 + 4819 + 320253 — x4 = 50 (
890x3 — x5 = 300 (
L. 2811’1 + 136$2 — Tg = 300 (
Sujeito a
161’1 + 851’2 — X7 = 25 (4
(
(

1280z, + 3200x2 + 1590x3 — xg = 2000

\371, T2, T3, T4, T5, T, L7, T8 2 0

Inicialmente, devemos construir a tabela inicial com os coeficientes das variaveis para
as respectivas iteracoes do método. Vale lembrar de que as iteragoes estao relacionadas
as operacgoes de Gauss-Jordan e que buscamos coeficientes positivos ou nulos na nossa

funcao objetivo.
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Para iniciar o método, precisamos de uma solucao viavel basica inicial, o que nao temos
de forma direta nesse caso por conta das restricoes de maior ou igual (=), z = (0,0,0)
nao é solucao do problema. Além de explorar o método, estamos discutindo operagoes
em desigualdades e refor¢cando procedimentos em matrizes e tabelas. Para aplicacao do
Método Simplex, nao hé& necessidade de inverter as desigualdades pois para transformar
em igualdades podemos usar varidveis de folga ou excesso. Como nao temos a solugao

vidvel inicial aplicaremos o Método Simplex em duas fases.

4.3.1 Fasel

O primeiro passo, considerando o problema de Otimizacao Linear na forma padrao, é
alterar a funcao objetivo original e as restrigoes com a introducgado das variaveis artificiais,
X9, T19, T11, T12, T13 . Considerando que para todas as varidveis reais e de folga o
coeficiente vy é a soma dos coeficientes da coluna da matriz de restricoes do problema

com as varidveis artificiais:

oy = 25+ 281 + 16 + 1280 = 1702
g = 48 + 136 + 85 + 3200 = 3469
az = 320 + 890 + 1590 = 2800
W = 50 + 300 + 300 + 25 + 2000 = 2675

Temos o vetor d = 1702, 3469, 2800, —1,—1,—1,—1,—1,0,0,0,0 e nosso problema

artificial:

Minimizar W = —1602z; — 346925 — 280023 — x4 — x5 — 27 — x5 = —2675 (0)

(
25$1 + 481’2 + 320ZE3 — Ty + Tg = 50 ( )
890%3 — X5+ 10 = 300 ( )
N 28121 + 13622 — 26 + 21, = 300 (3)
Sujeito a
16[E1 + 851’2 — X7 + 29 = 25 (4)
(5)
(6)

1280z1 + 320024 4 159023 — x5 4+ 213 = 2000

| T1; T2, T3, T4, Ty, Te, T7, Tsy To, T10, T115 T125 T13 =0
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Para aplicarmos o Método Simplex , vamos construir a Tabela 4.4 com os coeficientes
da funcao objetivo original, da funcao artificial e das restricoes com as variaveis artificiais

inseridas como variaveis basicas no problema artificial.

‘ Quadro inicial do problema ‘

Coeficientes de
X1 X2 X3 X4 | X5 | X | X7 | Xg | X9 | X10 | X511 | X12 | X3 b
z 485 | -785 | -945 | 0 0|0 [O0]0]0| O 0 0 0
w | -1602 | -3469 [ -2800 | 1 |1 |1 | 1|10 O 0 0 0 |-2675
V.B.
Xg 25 48 320 | -1 00 0|01 0 0 0 0 50
X10 0 0 890 0O(-110[0]01]0 1 0 0 0 300
X11 281 136 0 0|0 |-1]0]0]0] 0 1 0 0 300
X19 16 85 0 0| 0]0|-1]0]0] 0 0 1 0 25
Xy3 | 1280 | 3200 | 15690 | O [ O | O | O |-1] 0| O 0 0 1 | 2000

Tabela 4.4: Dieta - Método Simplex - Fase I

Apbs o preenchimento da Tabela 4.4 devemos aplicar as iteragoes do Método Simplex

até que os coeficientes, menos os das variaveis artificiais, da funcao artificial zerem.
Buscando zerar a funcao artificial vamos escolher uma linha pivd e aplicar as
operacoes de pivotamento de Gauss-Jordan de matrizes. Devemos fazer a escolha de
qual variavel entra na base e qual sai, fazendo as iteracoes na tabela. Escolhemos para
entrar a de maior negatividade, x9, e para sair a menor razao entre a constante b e o coe-
50 300 25 2000y _ 25

ficiente a da variavel xo, Min.( S500) = 22

T80 136 82 3900 dessa forma x5 entra na base e sai 1».

Em cada linha, L,, faremos as operacoes indicadas na Tabela 4.5:

‘ Operacoes elementares em cada linha — primeira iteracao

Linha do passo anterior Nova linha
Ly Ly +7,8 x P
Lo Lo+ 3469 x P
Ls Ly —48 x P
L4 L4 —0x P
Ls Ls; —136 x P
Lg P= % x Ly
L, L; — 3200 x P

Tabela 4.5: Dieta - Primeira iteracao - Operagoes - Fase 1
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Fazendo as operacoes elementares entre as linhas obtemos a Tabela 4.6:

Quadro primeira iteracao

Coeficientes de

X1 X2 X3 Xy | X5 | Xp X7 Xg | X9 | Xi0 | X11 X12 X13 b

z -3,3724 0 | -945 | 0 0 0 | -0,0024 0 0 0 0 0,0924 0 2,3088

w | -949,0118 | 0 | -2800 | 1 1 1 | -39,8118 | 1 0 0 0 40,8118 0 | -1654,7059
V.B.

X9 15,9647 0 320 | -1 0 0 0,5647 0 1 0 0 -0,5647 0 35,8824
X10 0 0 890 0 | -1 0 0 0 0 1 0 0 0 300
X11 255,4 0 0 0 0 | -1 1,6 0 0 0 1 -1,6 0 260

X2 0,1882 1 0 0 0 0 | -0,0118 0 0 0 0 0,0118 0 0,2941
x13 | 6776471 | 0 | 1590 | 0 0 0 | 37,6471 | -1 0 0 0 | -37,6471 1 1058,8235

Tabela 4.6: Dieta - Primeira iteragao - Método Simplex - Fase I

Apo6s a primeira iteracao, na Tabela 4.6, temos que z1, x3, x4, Ts5, Tg, T7, T3 < 0.
Nem todos os coeficientes da funcao artificial sao maiores ou iguais a zero. Escolheremos
agora o coeficiente de maior negatividade, x3, na funcao artificial para entrar na

base e a variavel que timer a menor razao, nao negativa, entre a constante b e o co-

35,8824 300 1058,8235) __ 35,8824
320 78907 1590 320

eficiente a de x3 para sair; Min.( , dessa forma xq, sai da base.

Logo na segunda iteracao entra x3 e sai xg conforme Tabela 4.7:

‘ Operacoes elementares em cada linha — Segunda iteracao

Linha do passo anterior Nova linha
Ly Ly +9,45x P
Lo Ly + 2800 x P
Ls P = ﬁ X L3
Ly Ly, —890 x P
Ly Ly —0x P
Lg Lg—0x P
L, L; — 1590 x P

Tabela 4.7: Dieta - Segunda iteracao - Operacoes - Fase |
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Das operacoes elementares obtendo a Tabela 4.8.

Quadro segunda iteracao ‘

Coeficientes de
X1 X2 | X3 X4 X5 | X6 X7 X8 X9 X10 | X11 X12 X13 b
V4 -2,9009 0 0 -0,0295 0 0 -0,0757 0 0,0295 0 0 0,0757 0 3,3685
W -809,3206 0 0 -7,7500 1 1 -34,8706 1 8,7500 0 0 35,8706 0 1340,7353
V.B.
X3 0,0499 0 1 -0,0031 0 0 0,0018 0 0,0031 0 0 -0,0018 0 0,1121
X10 -44,4018 0 0 2,7813 -1 0 -1,5706 0 -2,7813 1 0 1,5706 0 200,2022
X11 255,4 0 0 0 0 -1 1,6 0 0 0 1 -1,6 0 260
XQ 0,1882 1 0 0 0 0 -0,0118 0 0 0 0 0,0118 0 0,2941
X13 598,3224 0 0 4,9688 0 0 34,8412 -1 -4,9688 0 0 -34,8412 1 880,5331

Tabela 4.8: Dieta - Segunda iteracao - Operagoes - Fase |

Observamos na Tabela 4.8 que ainda temos coeficientes menores do que zero

na funcao artificial, xzq, x4, x5, x4, v7, x5 < 0, temos a maior negatividade em x; e

/260 8805331\ _ 260
Mm'(255,47 598,3224) = 255,47

em Ziqq.

Entao na terceira iteracao entra x; e sai x1; conforme as operacoes da Tabela 4.9:

’ Operacoes elementares em cada linha — Terceira iteragao ‘

Linha do passo anterior Nova linha

Ly Ly +2,9009 x P
Ly Ly 4809, 3206 x P
Lg L3 — 0, 0499 x P
Ly L4+ 44,4018 x P
Ly P = ﬁ x Ls
Lg Lg—0,1882 x P
L, L; —598,3224 x P

Tabela 4.9: Dieta - Terceira iteracao - Operacoes - Fase |
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Obtendo, pelas operacoes elementares entre as linhas, a Tabela 4.10:

’ Quadro terceira iteracao ‘

Coeficientes de
X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 X8 X9 X10 X11 X12 X13 b
VA 0 0 0 -0,0295 0 -0,0114 -0,0575 0 0,0295 0 0,0114 0,0575 0 6,3216
%Y 0 0 0 -7,75 1 -2,1688 -29,8005 1 8,75 0 3,1688 30,8005 0 -516,8381
V.B.

X3 0 0 1 -0,0031 0 0,0002 0,0015 0 0,0031 0 -0,0002 -0,0015 0 0,0613
X10 0 0 0 2,7813 -1 -0,1739 -1,2924 0 -2,7813 1 0,1739 1,2924 0 245,4038
X1 1 0 0 0 0 -0,0039 0,0063 0 0 0 0,0039 -0,0063 0 1,018
X2 0 1 0 0 0 0,0007 -0,0129 0 0 0 -0,0007 0,0129 0 0,1025
X13 0 0 0 4,9688 0 2,3427 31,0929 -1 -4,9688 0 -2,3427 -31,0929 1 271,4343

Tabela 4.10: Dieta - Terceira iteracao - Operacoes - Fase 1

Na Tabela 4.10 ainda temos coeficientes menores do que zero na funcao artificial;

0,0613 271,4343) _ 271,4343
0,0015° 31,0929 / — 31,0929

Ty, Ty, Tg, T7, Ty < 0, temos a maior negatividade em 7 e Min.(

em Ii3.

Entao na quarta iteracao entra x; e sai x13 conforme as operacoes da Tabela 4.11:

’ Operacoes elementares em cada linha — Quarta iteracao ‘

Linha do passo anterior Nova linha
Ly Ly 40,0575 x P
Lo Ly 4+ 29,8005 x P
L3 L3 — O, 0015 x P
L4 L4—|—1,2924><P
Ls L; —0,0627 x P
Lg Lg +0,0129 x P
L, P= m x Ly

Tabela 4.11: Dieta - Quarta iteragao - Operacoes - Fase |
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Obtendo a Tabela 4.12:

Quadro quarta iteracao

Coeficientes de
X1 | X2 | X3 X4 X5 X6 X7 X8 X9 X10 X11 X12 X13 b
7 ol o] o |-0023|0]| -007 | o|-00018]| 0023/ o 0,007 | 0 | 0,0018 | 6,8235
w 0 0 0 -2,9878 1 0,0765 0 0,0416 3,9878 0 0,9235 1 0,9584 -256,6864
V.B.

X3 0 0 1 -0,0034 0 0 0 0 0,0034 0 0 0 0 0,0487
X10 1| 0] 0| 29878 | -1 | -0,0765 | 0 | -0,0416 | -2,9878 | 1 | 0,0765 | 0 | 0,0416 | 256,6864
X1 0] o] ol -000 | 0|-000439 | 0 | 0,0002 | 0,001 0 | 00044 | 0 | -0,0002 | 0,9633
X9 0| 1| 000021 | 0| 00017 | 0 | -0,0004 | -0,0021 | 0 | -0,0017 | 0 | 0,0004 0,2155
X7 ol o] o | 01598 | 0| 0073 | 1]/|-0032]|-0158]| 0 |-00753| -1 | 00322 | 87298

Tabela 4.12: Dieta - Quarta iteracao - Operagoes - Fase 1

Temos na Tabela 4.12 coeficientes menores do que zero na funcdo artificial,

256,6861 0,2151 8,7298) __ 8,7298
2,9878  0,0021° 0,1598/ ~ 0,1598

Ty, Ts, Tg, Tg < 0, € a maior negatividade em x4 e Min.( em

XT7.

Entao na quinta iteracao entra x4 e sai x; conforme as operacoes da Tabela 4.11:

] Operagoes elementares em cada linha — Quinta iteragao

Linha do passo anterior Nova linha
L1 L1 + 07 0203 x P
Ly Lo+ 2,9878 x P
Ls L3+ 0,0034 x P
Ly L,—2,9878 x P
Ls Ls+ 0,001 x P
Lg L — 0,0021 x P
L P = 0,11598 X Lq

Tabela 4.13: Dieta - Quinta iteracao - Operagoes - Fase I

Temos entao, a Tabela 4.14.
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Quadro quinta iteragao

Coeficientes de

x1 | x2 | x3 | x4 | x5 X6 X7 X8 x9 | X10 X11 X12 X13 b

z oo | o o] o] 00026 | 01273 | -0,0059 | 0 | 0 |-0,0026 | -0,1273 | 0,0059 | 7,9349

w 0|0 | o | 0| 1| 1,4852 | 18,6966 | -0,5597 | 1 | 0 | -0,4852 | -17,6966 | 1,5597 | -93,4688
V.B.

Xg [0 ] o | 1] o0 o0 o00017 | 0020 |-00006 |0 | 0 |-00017 | -0,021 | 0,0006 | 0,2321
X190 | 0 | 0| 0| 0 |-1|-1,482 |-186966 | 0,5597 | 0 | 1 | 1,4852 | 18,6966 | -0,5597 | 93,4686
X1 1o |o0o] o | o0 |[-0003| 00063 0 0 | o | 00039 | -0,0063 0 1,018
Xe | 0| 1|0 | oo | 00007 | -00129 0 0| 0 |-0,0007 | 0,0129 0 0,1025
Xg [0 0o | o] 1| 0| 04715 | 62577 | -02013 | -1 | 0 | -04715 | -62577 | 0,2013 | 54,6283

Tabela 4.14: Dieta - Quinta iteragao - Operagcoes - Fase |

Na Tabela 4.14 ainda temos coeficientes menores do que zero na funcao artificial,

x5, Tg, 7, g < 0, temos a maior negatividade em xg e como o dnico coeficiente a > 0

que estd em na base é x19, na sexta iteracao entra xg e sai x19 conforme as operagoes da

Tabela 4.15:

Temos entao, a Tabela 4.16.

‘ Operacoes elementares em cada linha — Sexta iteragao ‘

Linha do passo anterior

Nova linha

L L +0,0050 x P
Ly Ly +0,5598 x P
Ls Ls +0,0007 x P
L P= Lo <L
Ls Ls+0x P

Le Ls—0x P

L L; +0,2013 x P

Tabela 4.15: Dieta - Sexta iteracao - Operacoes - Fase |

Quadro sexta iteragao

Coeficientes de

X1 | X2 | X3 | X4 X5 X6 X7 xg | X9 X10 X11 X12 X13 b
Z 0 0 0 0 -0,0106 | -0,0132 -0,0711 0 0 0,0106 0,0132 0,0711 0 8,9273
w 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 0

V.B.

X3 0 0 1 0 -0,0011 0 0 0 0 0,0011 0 0 0 0,3371
Xg 1] 0] o] o]-1,7865 | -2,6533 | -33,4018 | 1 | 0 | 1,7865 | 2,6533 | 33,4018 | -1 | 166,9837
X1 0 0 0 0 0 -0,0039 0,0063 0 0 0 0,0039 -0,0063 0 1,018
X9 0 1 0 0 0 0,0007 -0,0129 0 0 0 -0,0007 0,0129 0 0,1025
X4 0 0 0 1 -0,3596 | -0,0625 -0,4647 0 -1 0,3596 0,0625 0,4647 0 88,2351

Tabela 4.16: Dieta - Sexta iteracao - Operagoes - Fase |
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Apos a sexta iteracao, na Tabela 4.16, zeramos a funcao artificial, W = 0, dessa forma

descartamos as variaveis artificiais e vamos para a fase IL.

4.3.2 Fase I1

Temos uma solucao basica factivel (viavel) para o problema original no final da Fase 1.
Para prosseguir a resolucao do problema de Otimizacao Linear, pelo Método Simplex,

devemos abandonar a funcao artificial e as variaveis artificiais, como na Tabela 4.17, e

prosseguimos com as iteracoes do método até obtermos a solugao 6tima.

Quadro Inicial da Fase 11

Coeficientes de
X1 | Xo | X3 | X4 X5 X6 X7 X8 b
z 00| 0] O0/|-0,0106|-0,0132]| -0,0711 | 0 | 8,9266
V.B.
X3 0]07}]1]0]-00011 0 0 0| 03371
Xg 1701070 |-1,7865 | -2,6533 | -33,4018 | 1 | 166,9837
X1 010100 0 -0,0039 | 0,0063 | O 1,018
X2 01700 0 0,0007 | -0,0129 | 0 | 0,1025
X4 0]0]0]1)-03586 |-0,0625| -0,4647 | 0 | 88,2351

Tabela 4.17: Dieta - Inicial da Fase 11

Como os coeficientes das variaveis na fungao objetivo e todas as constantes sao maiores
que zero, temos uma solugao 6tima dada por b = {1,018; 0,103; 0,337} com o valor da
funcao objetivo em R$ 8,93. Se nao tivéssemos obtido uma soluc¢ao 6tima, continuariamos
as iteracgoes.

Com isso, temos como solucao do nosso problema: 1,018kg de arroz, 0,103kg de feijao
e 0,337kg de frango, gastando R$ 8,93, que é 0o mesmo que verificamos com o uso do Excel.

O algoritmo do Método Simplex pode favorecer o desenvolvimento de habilidades com
as operacoes numeéricas, bem como fundamentar as operagoes com matrizes e a apresen-

tacao da notacao de vetores como ferramenta na resolucao de problemas corriqueiros.
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Capitulo 5

Atividades para Sala de Aula

Nesse capitulo apresentaremos algumas sugestoes de situagoes de aprendi-

zagem envolvendo ideias da Otimizacao Linear e orientagoes ao professor.

Em todos os niveis de ensino, as situacoes de aprendizagem servem de base para o
bom andamento da aula. Problematizar uma situacao ou até mesmo levantar hipdteses
sobre um determinado assunto é o ponto de partida no desencadeamento da construcao
do conhecimento. Quando interagimos de forma bem articulada, tanto educadores como
educandos ampliam suas habilidades e constroem novos saberes.

As técnicas da administracao que envolvem tomadas de decisdes nos permitem amplas
discussoes. Temos de conhecer o problema a ser resolvido para depois elaborarmos uma
estratégia de resolucao. Ja na leitura do problema, iniciamos as tomadas de decisoes.
Quais as informacoes importantes? Ja enfrentamos situagoes parecidas? Onde se quer
chegar? Qual o melhor caminho? Essas e outras perguntas norteiam o entendimento do
problema. Estamos constantemente lidando com escolhas que podem facilitar ou dificultar
atingir o objetivo proposto.

Entendido o problema, temos de criar uma estratégia de resolucao. Levantarmos as
ferramentas que temos e como vamos utilizd-las para chegar a solucao. Nessa fase do
problema, novamente a escolha é fundamental. Usaremos tabelas e/ou gréaficos? Cons-
truiremos equacoes ou inequacoes? Usaremos matrizes ou simplesmente analisaremos as
informacoes? Se ja resolvemos problemas parecidos temos um parametro, se nao temos
que desenvolver o caminho como um todo. Todos os passos fazem parte do desenvolvi-
mento de nossas habilidades.

Elaborada a estratégia, ¢ momento de aplica-la para verificar se realmente o problema
é resolvido e verificar se a solucao realmente atende ao que se propunha. Encontrada essa
solugao entramos em novos questionamentos: A resposta realmente atende ao problema?
Temos mais de uma solu¢ao? Podemos encontrar uma solucao melhor? Claro que estamos

a todo momento escolhendo, comparando e buscando o melhor caminho ou a melhor
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solucao e a tomada de decisao acaba sendo inerente a existéncia humana, permeando por
todas as suas atividades. Na matemaética e na sala de aula nao é diferente! Estamos a
todo momento envolvidos em conflitos internos e externos que servem de motivagao para
a construcao de nossos saberes.

A Otimizacao Linear, ou parte dela, nos serve de base para a resolucao de diversos
problemas e na elaboracao de muitas atividades para a sala de aula. Nesse capitulo conhe-
ceremos algumas atividades envolvendo problemas de otimizagao para serem resolvidos
nos diversos niveis de aprendizagem. Em alguns desses problemas, nos diversos niveis sao,
parcialmente, usadas as técnicas da Otimizacao Linear, os quais servirao de conhecimento
prévio para a resolucao de problemas futuros. Separaremos por niveis de ensino, mas uma
atividade pode migrar de um ao outro com as adequagoes de linguagem e respeitados os

limites de cada turma.

5.1 Brincando com os blocos logicos

5.1.1 Objetivo

A atividade deve proporcionar a relagao entre as formas geométricas fazendo relagoes entre
numero de lados, tamanho, espessura e cores. Trabalhar as diferencas e semelhancas e
proporcionar senso de contagem. Os eixos a serem abordados devem ser: percepcao,
classificacao, posicao e contagem. Desenvolver no aluno a percepcao de que podemos

classificar e organizar informacoes para tomar a melhor decisao.

5.1.2 Publico alvo

Criangas de 3 anos a 6 anos de idade, atendendo a Educacgao Infantil e o inicio do Ensino

Fundamental.

5.1.3 Material necessario

Para cada grupo de quatro alunos sera necessario:

e 1 caixa de blocos logicos.
e 1 quadrado de papel cartao de 20cm x 20cm.

4 folhas de sulfite.

1 caixa de lapis de cor.

1 cartolina.

Figuras equivalentes as que temos nos blocos logicos, em papel colorido, para cola-

gem na cartolina.
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5.1.4 Problema norteador

Com as pecas dos blocos logicos, queremos cobrir o quadrado de 20cm x 20cm usando o

menor nimero de pecgas possivel.

5.1.5 Desenvolvimento

e Em grupos de 4 alunos, fornecer os blocos lo6gicos e proporcionar o manuseio para
conhecimento do material. Como sao as pecas? Quais as cores que temos? Quais

as semelhancas e diferencas?

e Em uma cartolina dividida ao meio, propor que eles representem acima da linha
central, o que tem no céu e abaixo, o que tem no chao, constituindo as ideias de

acima e abaixo.

e Solicitar aos alunos que formem algo com as pecas, deixando a criatividade fluir.
Provocar para que descrevam o que fizeram e levantar questoes. O que temos na

parte de baixo? O que temos na parte de cima? O que temos ao lado?

e Pedir para que cada aluno pegue uma peca. Questionar sobre como ele fez essa
escolha e o que podemos formar com essa peca. O que temos parecido com essas

formas em nossas casas?

e EMPILHANDO PECAS - Pecas do material espalhadas pela mesa (ou pelo chao).
Cada aluno devera pegar uma peca e colocar no centro do grupo, de modo que as
pecas serao empilhadas uma a uma. O aluno devera fazer de tudo para a “torre” nao
cair. Para isso os alunos terao que pensar nas pecas mais adequadas para a base,
meio ou topo da torre deixando as “piores” para o companheiro seguinte. Nesta
atividade, os alunos desenvolverao a capacidade de discernimento, raciocinio logico

e motricidade.

e Encaminhando ao nosso problema norteador, solicitaremos que os alunos separem
as pecas por formas e tamanhos e conte quantas temos de cada tipo, descrevendo

suas caracteristicas.

e Com as pecas separadas, propor uma primeira solucao para cobrir o quadrado,
registrando no sulfite quantas pecas de cada tipo foram utilizadas. Nesse momento,

comparamos a solucao de cada um.

e Solicitar que busquem outras solugoes na tentativa de identificar uma com um menor

numero de pecas.
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e Em uma roda de conversa socializar as solucoes encontradas, construir um grafico
na cartolina usando como registro representacoes das figuras e discutir a existéncia

de varias solugoes certas e que tem uma que melhor atende nossa proposta.

5.1.6 Orientacao ao professor

Nessa atividade, a socializacao e circulacao das informacoes é fundamental ao desenvolvi-
mento da crianca. Proporcionar que o aluno coloque sua observagao permite as ligacoes
cognitivas da comparacao. Quem ¢é maior? Quem é menor? Quem é fino? Quem é
grosso? Qual rola? Qual nao rola? Essas e outras questoes favorecem a classificagao e
a construcao da ideia de conjunto. Na educacao infantil, ainda nao fundamentamos o
registro matematico, porém é de grande importancia a construcao de ideias que servirao

de alicerce ao desenvolvimento de conceitos futuros.

E importante relembrarmos que para conduzir adequadamente turmas de alunos me-
nores, devemos dar um comando de cada vez, para que com isso, nos facamos entender
sem causar tumulto durante a atividade.

Explorar as varias vertentes do material e repetir a atividade mais de uma vez desen-
volve nogoes de classificacao, contagem, mais e menos. Comparando as solucoes, anali-
sando os graficos e buscando sempre uma melhor solucao. Quando comparamos com um
tipo s6 de figuras e percebemos que uma cabe mais que a outra estamos embutindo a
diferenca de superficie e a percepcao de conservacao de area em diferentes quantidades.

Nas ideias da otimizacgao linear, apesar de nao estarmos registrando de forma abstrata,

estamos induzindo as ideias de restricao, solucao viavel e solucao 6tima.

5.1.7 Conteudos envolvidos

e Ordenacao.

Conjuntos.

Contagem.

Formas geométricas.

Nocao de superficie.

Tomada de decisao.
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5.2 Brincando com os sapatos

5.2.1 Objetivo

Desenvolver a percepcao de quantidade, cor e as possibilidades de escolhas. Levar o aluno
a construir referenciais de escolha, maior, menor, quantidade e comparacao de formas e
tipos. A classificacdo e a nocdo de conjuntos, ainda de forma intuitiva também fazem
parte da proposta dessa atividade. Escolher dentre as opcoes selecionadas a que melhor

atende o que se pretende fazer.

5.2.2 Publico alvo

Criancas de 3 anos a 6 anos de idade atendendo a Educagao Infantil e o inicio do Ensino

Fundamental.

5.2.3 Material necessario

e Texto: A Centopéia e Seus Sapatinhos de Milton Camargo.

e Poema: Os sapatos de quem anda descalco.

Para cada grupo de quatro alunos sera necessario:

Figuras de tipos de sapatos usados no cotidiano.

1 cartolina.

6 folhas de papel sulfite.

1 caixa de lapis colorido.
5.2.4 Problema norteador
Queremos separar tipos de sapatos para a melhor estacao do ano, ou ocasiao e analisar a

quantidade necesséaria para o uso individual e coletivo.

5.2.5 Desenvolvimento

e Contar a historia aos alunos.
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A Centopéia e Seus Sapatinhos

Autor: Milton Camargo

Naquela manha, a centopéia acordou mais cedo. Era dia de comprar sapatos. Levan-
tou, arrumou a sua caminha e foi para sala tomar café. Sua mae ja tinha arrumado a
mesa. O café estava quentinho e havia uns bolinhos de que ela gostava muito.

_ Menina, ande logo, senao vamos chegar muito tarde, e nao vai dar tempo de com-
prarmos todos os sapatos de que precisamos.

Dona Centopéia e sua filha pegaram os seus chapéus e suas sombrinhas, por que estava
um sol muito forte e sairam. Quando chegaram & loja, a joaninha veio atendé-las:

_ Bom dia, Dona Centopéia! Como sua filha esta bonita! Fazia muito tempo que a
senhora nao aparecia.

A centopéia pediu um sapato vermelho muito bonitinho.

A joaninha subiu e desceu a escada, subiu e desceu, subiu e desceu diversas vezes para
trazer os pares de sapato.

A joaninha colocou todos os sapatos na centopéia e ela andou um pouco para ver se
eles nao apertavam os pezinhos.

_ Dona Joaninha, estao muito apertados! Nao tem nenhum ntmero maior? - pediu a
centopeinha.

E a joaninha subiu e desceu novamente a escada, subiu e desceu diversas vezes para
buscar os sapatos maiores. Quando acabou de colocar os sapatos nos pés da centopéia, a
joaninha nao tinha mais forga para levantar. Dona Centopéia, entao, abriu a bolsinha e
disse:

_ Voceé esta muito cansada, amanha eu volto para comprar os sapatos.

Ouvindo isso, a joaninha desmaiou.

e Solicitar as criancas que falem sobre a historia. O que aconteceu? Quem fez parte da

historia? O que usamos nos pés para protegé-los? Quais tipos de sapatos usamos?

e Pedir que representem na folha de sulfite os sapatos provados pela centopeia e a

ordem que os fatos ocorreram.

e Recitar ou cantar o poema com os alunos.

Os sapatos de quem anda descalgo
(adaptado da cancgéo “A Barefoot Walker’s Shoes”)
Tenho sapatos para caminhar,

E pés de pato pra nadar.
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Ténis bem fortes pra segurar
Meus pés e eu poder escalar.
Tenho belas sapatilhas
E botas pra cavalgar
E um lindo par de patins
Que me fazem deslizar.

Botas quentes para o frio,

E de borracha pra quando chove.

E sandalias pra dar saltos
Com meus amigos, saltos bem altos!
Perto da cama tem pés de pato
Botas, sandalias e sapatos.

“O que eu cal¢o?”

“Fico descalcgo!”

O que eu faria sem meus sapaaaaatos?
(Eu nao quero usar sapaaaaatos!”)

Retornando ao poema, solicite que as criancas interpretem os movimentos.

Solicite que as criangas peguem o tipo de sapato, nas figuras apresentadas, que vao

aparecendo no poema e separe conforme seu uso. Onde usamos esse tipo de sapato?

Separar os tipos de sapatos pelas suas caracteristicas e discutir onde usamos e como

usamaos.

Aproveitar a atividade para trabalhar as quantidades 1 e 2, a questao dos pares,

duplas, relacao biunivoca.

Levantar a discussao de quantos pares de sapato precisamos ter para atender as
nossas necessidades. Lembremos de que é uma questao aberta e todas as respostas

devem ser aceitas.

Fazer uma roda de conversa para discutir as duas historias e ressaltar as diferencas

entre as respostas encontradas.
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5.2.6 Orientacao ao professor

Ao contar a historia, entonar e discutir as relacbes de subir e descer, proporcionar o
entendimento do texto e agucar a imaginacao das criangas de forma a interagirem com
o texto para seu melhor entendimento. Ler um fato e imaginar o que esta ocorrendo é
fundamental no entendimento e posterior resolucao de problemas.

Na reconstrucao da historia, elencar a ordem em que os fatos ocorreram e problema-
tizar se eles poderiam ter ocorrido em outra sequéncia. Perceber a ordenacao é outra
habilidade importante ao entendimento de problemas. Tanto no poema como no texto,
proporcionar a expressao do que esta ocorrendo favorece o entendimento.

Discutir que cada pessoa usa por vez um par de sapatos e que existe uma relacao de
dois sapatos para uma pessoa. Todos os animais tem dois pés? Se fossemos fazer sapatos
a eles usariamos pares? Essas e outras discussoes devem permear a roda de conversa de
forma a construir relagoes de quantidades.

Na separacao dos tipos de sapatos, observar as caracteristicas envolvidas: cor, uso,
tamanho, conforto e outras que os alunos levantarem. Ressaltar a importancia da classi-
ficacao na hora da escolha.

Estamos trabalhando nessa atividade ordenacao e tomada de decisao que serve de
conhecimento prévio a problemas de otimizagdo. Também tratamos de forma implicita

das restricoes naturais.

5.2.7 Contetdos envolvidos

e Sequéncias.
e Conjuntos.
e Contagem.

e Tomada de decisao.

5.3 Brincando com as formas

5.3.1 Objetivo

Vivenciar como as diferentes formas interferem no espaco que temos para utilizar. De-
senvolver a percepcao da interferéncia da forma no uso do espaco. Comparar medidas
e registrar de forma a passar essa informacao ao outro. Escolher o melhor espaco para

desenvolver uma atividade e a melhor solugao para um problema.
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5.3.2 Publico alvo

Criancas de 3 anos a 8 anos de idade atendendo a Educagao Infantil e o inicio do Ensino

Fundamental.

5.3.3 Material necessario

e Papel Sulfite - 1 folha por aluno.
e Lapis colorido -1 caixa para cada grupo de quatro alunos.

e 1 corda de 8m de comprimento.

5.3.4 Problema norteador

Queremos, com uma corda de oito metros, delimitar uma area que caiba o maior niimero

de pessoas.

5.3.5 Desenvolvimento

1. Com a corda de 8m, formar uma regiao e desenhar a regiao formada no papel sulfite.

2. Ainda com a forma montada, ir entrando, um aluno de cada vez, dentro da forma
para verificarmos quantas criancas cabem dentro dessa regido. Registrar no desenho

a quantidade de pessoas.

3. Levantar hipoteses: Quais formas podemos obter? Qual forma cabe mais criangas?
Em qual delas obtemos o maior espaco? Qual delas é mais util? E solicitar que

verifiquem cada uma das afirmacoes, repetindo os passos 1 e 2.

4. Apos formarem varias possibilidades diferentes, organizar as anotagoes do que tem
mais para o que tem menos e descreverem a forma com o maior e com o menor

numero de criangas.

5. Socializar as respostas, comparar as diferencas e verificar se temos uma melhor.
Registrar as informacoes e discutir o resultado obtido com a turma e a diferenca

entre as formas geométricas encontradas.

5.3.6 Orientacao ao professor

Na construcao das formas geométricas ¢ interessante observar que nao existe a obrigato-
riedade das formas serem regulares. Quanto maior a variedade de formas, mais rica se
torna a discussao e mais se relaciona com a tomada de decisao. Possibilitemos a nossos

alunos que levantem suas hipoteses e compare com situacoes do cotidiano.
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Em turma com alunos mais novos, o professor deve mediar todo o processo e a forma
de registro deve respeitar o nivel de aprendizagem que o aluno se encontra. Com os alunos
mais velhos ja podemos explorar a ideia de perimetro, o mesmo se mantém, mas a regiao
formada se altera. Vale a questao da decisao de qual a melhor forma a ser usada.

Fazer escolha e verificar a melhor para uma determinada finalidade, muitas vezes, é
condigao necessaria a solucao de um problema de Otimizagao Linear e quando vivencia-
mos atividades praticas com nosso alunos, estamos fornecendo um repertorio de memoria
espacial para que se construa seu aprendizado nos problemas futuros. E importante que
ele tenha vivenciado situagoes concretas para depois gradativamente construir o abstrato.

Atividades como essa da corda podem ser adaptadas as séries posteriores acrescentando
calculo de areas, sistemas lineares, nogoes de maximo e minimo. Em cada série do Ensino
Basico podemos ampliar as dificuldades até chegar em situagoes rotineiras que podem ser

resolvidas com essas ideias.

5.3.7 Conteudos envolvidos

e Sequéncias.

e Area.

e Perimetro.

e Formas.

e Contagem.

e Tomada de decisao.

e Problemas de maximizacao.

5.4 Vamos construir figuras?

5.4.1 Objetivo

Essa atividade traz como principal objetivo explorar as formas planas na construcao de
figuras espaciais. Levar o aluno a construcao da nogao de capacidade e proporcionar a
tomada de decisao para escolher a melhor solucao do problema. Vivenciar situagoes que

envolvam interferéncias do triangulo equilatero e do quadrado na criacao de caixas.

5.4.2 Publico alvo

Alunos do Ensino Fundamental ciclo I — 12 ano ao 5° ano.
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5.4.3 Material necessario

Para cada grupo de quatro alunos serao necessarios:

20 bolas de isopor com 5cm de diametro.

20 quadrados de 15cm de lado em papel cartao.

20 triangulos equilateros de lado 15cm em papel cartao.
1 folha de papel quadriculado.

2 folhas de sulfite.

1 régua.

5.4.4 Problema norteador

Queremos construir caixas de trés formas: cubos, piramide de base triangular, piramide

de base quadrada, de forma a usar 20 quadrados e 20 triangulos todos com 15 cm de lado.

Pretendemos guardar dentro dessas caixas o maior niimero possivel de bolas.

5.4.5 Desenvolvimento

Fornecer os triangulos e quadrados para que os alunos se familiarizem com as formas,

comparando nimero de lados, medidas de lados, semelhancas e diferencas.

Discutir quantas dessas pecgas serao necessarias para fazer cada caixa, provocar para
que sejam tampadas de forma a obter os s6lidos geométricos, usando um sé tipo de

poligono ou os dois e registrando essa informagao na forma de uma tabela.

Com fita adesiva, fazer uma caixa de cada tipo deixando uma extremidade aberta

para explorarmos a capacidade, quantas bolas cabem dentro de cada uma.

De forma experimental, verificar quantas bolas cabem em cada uma e registrar essa

informacao.

Partiremos para problematizacao e experimentacao, quantas caixas e quais formas
podemos fazer com os poligonos que temos? Sobra algum poligono? E possivel
fazer sem sobras? E importante que essas informagoes sejam compartilhadas e

registradas.

Proporcionar o preenchimento de tabelas com miltiplos relacionados as quantidades
de poligonos e & quantidade de bolas que cabem em cada caixa, sempre valorizando

o registro numérico e operacional.

143



e Apoés as varias experimentacoes e registros, provocar para que eles proponham so-

lugoes ao problema norteador e verificar se ela é possivel ou nao.

e Comparar as varias solugoes encontradas de forma a verificar se existe uma melhor

entre elas. E possivel obtermos uma solucio melhor?

e Socializar as conclusoes e discutir as melhores formas de registros para essa situacgao.

5.4.6 Orientacao ao professor

Temos uma atividade com envolvimento de diversas habilidades e contetidos matemaéticos,
valorizar as propriedades desses poligonos regulares e a construcao de poliedros com eles
é muito importante e a forma de abstracdao dependera do nivel de cada turma. Nesse
momento, ja podemos discutir semelhangas/diferencgas de forma a classificarmos e reco-
nhecermos poligonos e poliedros. Algumas no¢oes como obliquo, paralelo, perpendicular
j& podem ser exploradas nas construgoes valorizando a atividade. Claro que devemos
primeiro verificar as observagoes dos alunos e relacionar com figuras presentes em seu
cotidiano.

Nas representacoes de quantidades, estaremos explorando sequéncias de miltiplos e
contagem de forma a fundamentar as operacoes basicas, seus registros e suas inversas. A
construcao de expressoes e relacoes ja podem também ser vivenciadas e contextualizadas.
Na comparacao entre as solucoes estamos verificando as varias solugoes para um mesmo
problema desencadeando a tomada de decisao. Temos também a insercao de que para um
problema podemos ter mais de uma resposta e multiplas formas para a sua resolucao.

E importante ressaltar que em varios problemas cotidianos temos de escolher entre
a melhor opcao. O mais vantajoso, que depende sempre da situacao em que estamos
vivendo. Proporcionar a importancia da organizacao das informacgoes para posterior to-
mada de decisao. Aqui podemos explorar graficos, tabelas e diagramas representativos
como um preparo para o aprendizado da algebra nas séries subsequentes. Também é im-
portante provocar questionamentos e socializar as respostas obtidas de forma a circular a

informacgao e construir novos saberes.

5.4.7 Contetidos envolvidos

e Formas geométricas planas.

Formas geométricas espaciais.
e Sequéncias de multiplos.
e Numeros e operagoes.

Gréficos e tabelas.
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e Tomada de decisao.

e Problemas de maximizacao.

5.5 Vamos medir e construir figuras?

5.5.1 Objetivo

Proporcionar ao aluno a vivéncia com sélidos geométricos e sua construgao plana, plani-
ficacao, desenvolvendo a percepcao de quantidade de material necessario, area, perimetro
e ideia de volume. Utilizar da melhor maneira possivel de um material na construcao de
objetos concretos e visualizar as formas de como podemos interferir nessas situacoes. Em

uma, atividade lidica, desenvolver as habilidades de medidas e tomada de decisao.

5.5.2 Publico alvo

Alunos do 3% ao 6% ano do Ensino Fundamental e/ou mais adiantados para revisitar

conceitos.

5.5.3 Material necessario

Para cada grupo de quatro alunos serao necessarios:
e 4 réguas.

2 tesouras.

4 lapis.

1 cartolina ou papel cartao.

1 rolo de fita adesiva.

e 2 compassos.

5.5.4 Problema norteador

Fazer com uma folha de cartolina, sem mudar as dimensoes dos poligonos, o maior na-
mero de sélidos possivel de forma a obter o maior volume acumulado entre os poliedros

encontrados.
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5.5.5 Desenvolvimento

e Entregar para cada grupo de quatro alunos uma cartolina e solicitar que, primeira-
mente, em uma folha de caderno, desenhe em medidas exatas as seguintes figuras:
Quadrado de lado 5 ¢cm, quadrado de lado 10 c¢m, retangulo de lados 5 ¢m por 10

cim.

e No desenho formado, verificar se, realmente, sao quadrados e retangulos, medindo
suas diagonais e comparando essas medidas. Estao corretos? Como podemos usar
o compasso para facilitar nossa construcao? Quais as diferencas e semelhancas
entre quadrados e retangulos? Existem figuras de quatro lados iguais que nao sao

quadrados?

Na cartolina, depois de medir e anotar suas dimensoes no caderno, reproduzir 3
quadrados de lados 5 cm e 3 quadrados de lados 10 cm e 6 retangulos de lados 5 ¢cm

por 10 cm e reservar a parte restante para a proxima etapa da atividade.

Usando fita adesiva para unir os lados, podemos formar caixas com essas figuras?
Quais suas caracteristicas? Se fossemos guardar balas dentro dessas caixas, qual

caberia mais? Registre em seu caderno as observacoes de seu grupo.

E possivel fazermos triangulos com lados 5 cm? E com lados 10 cm? Desenhe um

de cada tipo em seu caderno e depois de conferir suas medidas corte na cartolina.

Como poderiamos montar as caixas usando esses triangulos? Monte um exemplo.

Podemos fazer triangulos com lados de medidas diferentes? Como ficariam as caixas

montadas por eles?

Vocé poderia sugerir uma figura com mais de quatro lados e montar uma caixa

diferente para mostrar para seus amigos?

Observe as pecas que vocé montou, elas representam sélidos geométricos e sao cha-
madas de poliedros onde observamos trés elementos: face, vértice e aresta. Dé um
nome para cada uma delas e complete a tabela com a quantidade de cada um desses

elementos.

Nome | Faces | Vértices | Arestas

e Retornando as nossas primeiras caixas de base quadrada, observaremos mais alguns
elementos. Qual o perimetro e a area de cada um dos poligonos usados? Registre

suas observagcoes.
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e Voltando a quanto cabe dentro de cada caixa, quantos cubinhos de lado 1cm cabem

dentro da caixa de base quadrada de 5ecm? E dentro da caixa de base 10cm? Qual

cabe mais? Quantos a mais? Preencher a tabela, com as medidas dos poligonos

usados, para observar mais algumas possibilidades de respostas e como o volume se

comporta em relacao as outras dimensoes.

Medidas da base

lado lado

Altura da caixa

Area da base | Volume

a b

axb

aXxXbxc

e Com uma cartolina, quantas caixas de cada tipo podemos fazer? Use para planejar

as medidas da cartolina anotadas no inicio da atividade.

e Usando o volume de cada caixa, em qual terfamos um volume acumulado maior?

Em qual sobraria mais papel?

e Usando os dois tipos de caixa, qual o maior namero de cada uma que podemos fazer

e qual o volume acumulado em cada caso? Analise varias possibilidades e anote na

tabela. Quanto mais melhor!

Quantidade de caixas

Volume de cada caixa

Base de 5cm

Base de 10cm

Base de 5cm

Base de 10cm

Volume acumulado

ni

no

(%1

V2

V:nlxvl+nngg

e Em qual das solucdes obtemos o maior volume acumulado? E possivel obtermos

uma solucao melhor? Proponha uma outra possibilidade para esse problema.

5.5.6 Orientacao ao professor

Essa situagao de aprendizagem deve levar o aluno a construir algumas ideias de grandezas

e suas dimensoes. Na medida de comprimento, valorizar o uso da régua com multiplos e

submiltiplos do centimetro e seu registro como nimero decimal. Retomar o uso da régua

como instrumento de medida e o parametro de contagem apresentado na mesma. Todos

os alunos sabem usar a régua? Como eles usam? Como eles transferem medidas? FEssas

e outras perguntas devem permear a avaliacao da atividade e a valorizacao do uso de

instrumentos como régua e compasso.
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Na observacao das caracteristicas do retangulo, observar que as diagonais devem ser
iguais, e que no caso particular do quadrado, lados iguais, o nao atendimento & restricao
nos propicia o losango. Vale ressaltar as caracteristicas, as classificagoes de poligonos e
as diferencas entre regulares ou nao. Na construcao do triangulo, mais uma vez, vamos
explorar o uso do compasso como facilitador da construcdo. E importante que o aluno re-
gistre suas observacoes para concretizar ideias que facilitarao no aprendizado de conceitos
futuros e comece a dissertar na resolucao de problemas.

No calculo de area e volume, o uso de material concreto para comparacao facilita o
entendimento. O material dourado se coloca como facilitador se considerarmos como di-
mensao unitaria e construirmos os poligonos contando quadrados ou poliedros contando
cubos. O produto entre as dimensoes no calculo de area e volume também pode se
associar a métodos de contagem e podemos contextualizar outras situacoes onde multi-
plicamos para contar. Fazer o registro das operacoes ja na linguagem algébrica facilita a
familiarizacao com essa escrita facilitando processos futuros.

A organizacao da informacao em tabelas para posterior consulta, agrupando os dados,
e tomada de decisao, ja nos leva a leitura e proposicao de situacoes cotidianas. Quando
nos deparamos com diversas solucoes e temos que escolher uma delas por algum critério,
estamos nos apropriando das técnicas de otimizacao que nos favorecem em varias ativida-
des. Aqui o uso de planilhas e graficos também podem ser explorados como facilitadores

do processo e aplicagoes tecnoldgicas.

5.5.7 Contetdos envolvidos

e Nameros e operagoes.

Poligonos e poliedros.

Contagem e operacoes basicas.

Perimetro, area e volume.

e Expressoes algébricas.

Tomada de decisao e Problemas de Otimiza¢ao (maximizagao).

5.6 Construindo brinquedos de papel

5.6.1 Objetivo

Desenvolver a percepcao de espago revisitando ideias da geometria e melhorando o apro-
veitamento de materiais. Revisitar operacgoes basicas e construir expressoes e modelos

para representacao e solucao de problemas.
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5.6.2 Publico alvo

Alunos do 3° ao 9° ano do Ensino Fundamental conforme abordagem dos registros e

linguagem apresentada.

5.6.3 Material necessario
Para cada grupo de quatro alunos serao necessarios:
e 1 cartolina.

e 4 réguas.

4 lapis.

4 tesouras.

Modelos dos brinquedos, ver apéndice A.3.

4 tabelas de registro.

4 folhas de papel quadriculado ou milimetrado.

5.6.4 Problema norteador

Qual o namero méximo de casas e carros, mantendo a escala inicial, podemos fazer em
uma cartolina de forma que o nimero de carros seja, pelo menos, o dobro do nimero de

casas?

5.6.5 Desenvolvimento

e Fornecer aos alunos os modelos das casas e carros, disponivel no apéndice A.3, a
serem feitos na cartolina, um de cada, e com auxilio de uma régua solicitar que,
inicialmente, verifiquem quantos carros e casas seria possivel fazer com apenas uma

cartolina.

e Provocar os alunos para que observem as figuras geométricas envolvidas, suas carac-
teristicas e dimensoes. E importante o registro dessas observagoes e a sistematizacao

de alguns conceitos, como por exemplo retas paralelas e concorrentes.

e Proporcionar as relacoes de medidas entre os segmentos usados. Explorar as medidas

decimais e as classificacoes em maior e menor.

e Retomar ideias de proporc¢oes. Se a casa é 100 vezes menor que a realidade, quais
seriam suas medidas reais? Um carro tem aproximadamente 4m de comprimento,

quantas vezes esse carro é menor que o real?
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e Fornecer aos alunos mais moldes de forma a fazerem os carros e casas com sua
cartolina e depois compararem as quantidades obtidas. Levar a discussao do termo

“pelo menos” no problema norteador.

e Ampliando nossa situacao, vamos problematizar! Em uma loja de brinquedos, o
lucro no carro ¢ de R$ 2,75 e da casa R$ 1,35. Com os carros e casas feitos em uma

cartolina o lucro seria, ao todo, quanto?

e Comparando grandezas, completaremos uma tabela para o ntimero de carros pro-
duzido e uma para o niimero de casas e representé-las em um grafico no papel qua-
driculado. Para que o lucro seja, aproximadamente, igual entre os dois brinquedos,

quantos de cada um devemos ter?

Casas Carros
Quantidade | Lucro Obtido Quantidade | Lucro Obtido
1 R$ 1,35 1 R$ 2,75
2 2
3 3
7 E— 1
5 5
10 10
15 15
20 20

e Agora juntaremos as informacoes do lucro de carros e casas e completaremos a nova

tabela acrescentando os resultados obtidos pelos alunos da turma.

Quantidade de casas | Quantidade de carros | Lucro Obtido

1 1 R$ 4,10

1 2
2 1
2 3

e Valorizar a escrita na forma de expressoes numéricas para a construgao do registro,
1x2,754+1x1,35 =4,10 e propor discussoes, nos resultados da turma, do tipo:

Onde obtivemos o maior lucro? E o menor lucro? E possivel obtermos um lucro
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maior nessa situacao? Proponha que os alunos produzam um texto argumentativo

com as respostas dessas perguntas e registrem as conclusoes da atividade.

5.6.6 Orientacao ao professor

A importancia do registro no ensino e aprendizagem de matemaética tem de ser observado
com atencao. Em turmas das séries iniciais, valorizar as questoes dos ntimeros e operacoes
dando ideias de variagoes. Nos alunos das séries finais do Ensino Fundamental, ja podemos
introduzir variaveis na forma de incognitas e construir equacoes e inequacoes para a
representacdo da situacdo e comparacdo nas tabelas e graficos. E possivel escrever uma
regularidade? Existem restrigoes a serem analisadas? Podemos interferir na situagao?
Essas e outras perguntas devem nortear sempre o problema, levando ao aluno a percepcao
de que suas decisoes interferem nos resultados obtidos. A valorizacao da producao se
coloca como motivador na busca de novas solucoes.

No trabalho com propor¢ao e escala é importante a discussao de onde esse conceito
aparece no cotidiano e como ele pode nos ajudar a entender e representar situacoes. A
ideia de fracao como razao pode ser provocada ou retomada, revisitando e construindo
parametros a cada momento. Circular as conclusdes e provocar para que as respostas
tenham origem nos proprios alunos.

Além de conhecimentos basicos da matematica, a situacao permite uma exploracao de
grandezas variaveis linearmente, podendo ser exploradas dentro da resolucao de sistemas
lineares e sua representacao grafica e se ampliarmos a situacao que envolve tomada de

decisdo, podemos interagir nas ideias de otimizacao linear ji nessa fase do aprendizado.

5.6.7 Conteudos envolvidos

e Numeros e Operagoes.

e Razao e Proporgao.

e Medidas e Formas.

e Expressoes Algébricas.

e Gréficos e Tabelas.

e Tomada de decisao e problemas de otimizagao restritos (maximizacao).

e Modelagem matematica e resolucao de problemas.
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5.7 Carrinho de Mao

5.7.1 Objetivo

Problematizar de forma ludica a contagem e a sequéncia de miltiplos. Manipular for-
mas geométricas, recortar, dobrar e colar, para aperfeicoamento da coordenac¢ao motora.
Vivenciar ideias operacionais do principio aditivo e multiplicativo. Levar o aluno a cons-
trucao de solucoes em problemas abertos que envolvam tomada de decisao. Proporcionar
o registro em tabelas na resolugao de problemas. Escolher a melhor possibilidade entre

as respostas encontradas na solucao de um problema.

5.7.2 Publico alvo

Alunos das séries iniciais do Ensino Fundamental ou das séries subsequentes com neces-

sidade de retomada dos conceitos.

5.7.3 Material necessario

Para cada grupo de cinco alunos serao necessarios:

5 folhas de moldes, disponivel no Apéndice A.2 desse material, de cada tipo, A.2.1
a A.2.4.

10 folhas de papel sulfite.

1 caixa de lapis de cor.

Material dourado ou outro equivalente.

5 tesouras.

1 tubo de cola.

5.7.4 Problema norteador

Construir nimero maximo de carrinhos de mao que podem ser feitos com duas, trés ou
quatro rodas. Dispomos de vinte e trés rodas, cinco moldes para carrinhos de duas rodas,
cinco moldes para carrinhos de trés rodas e quatro moldes para carrinhos de quatro rodas,

disponiveis no apéndice A.2 desse material, e todas as rodas devem ser usadas.

5.7.5 Desenvolvimento

e Inicialmente, forneceremos os moldes para grupos de quatro alunos de forma a co-

nhecerem o material disponivel. As linhas cheias definem corte e as pontilhadas
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dobras na construcao do material. Para percepcao de espaco podemos solicitar aos

alunos que pintem as figuras a serem usadas e identifiquem as formas geométricas.

Solicite que eles registrem em seu caderno o nome das figuras e suas caracteristicas.

e Nesse momento, construiremos um carrinho de mao de cada tipo para iniciarmos

a problematizacao e nosso estudo numérico. Mais uma vez é importante que os

alunos registrem suas observagoes em seu caderno para depois podermos socializar

as conclusoes com a turma em uma roda de conversa.

e Feito um carrinho de cada tipo, podemos comecar nosso planejamento na solucao

do problema. Uma sugestao é construir uma tabela para vermos a quantidade de

rodas necessarias a construcao de outros carrinhos. Podemos relacionar cada roda a

uma unidade do material dourado para permitir a comprovacao do nimero de rodas

por contagem.

Quantidade de rodas para carros de:

Numero de carrinhos -
Duas rodas | Trés rodas

Quatro rodas

3

4

4 6

8

QS| ||| Ot | W ||~

e Nesse momento, podemos provocar os alunos a juntar as informagoes para conduzir

a algumas operacoes:

— Em um carrinho de cada tipo, quantas rodas temos?

— Se fizermos dois carrinhos de cada tipo, quantas rodas temos?

— Se fizermos dois carrinhos de quatro rodas, trés de trés rodas e um de duas

rodas. Quantas rodas teremos?

— Com dez rodas, quantos carrinhos de trés rodas podemos fazer?

sobram?

Quantas

x Podemos provocar outras problematizacdes conforme o nivel da turma,

explorando as potencialidades existentes.
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e Terminada a investigacao, pedimos que os alunos proponham uma solucao para a
situacao inicial e verifiquem, com os moldes fornecidos, se ela é possivel ou nao,

discutindo em seu grupo a solu¢ao encontrada.

e Apoés a discussao no grupo fazemos uma roda de conversa para a socializagao das
conclusoes obtidas em cada grupo e ap6s essa discussao, o professor fundamenta as

descobertas e faz os registros necessarios.

5.7.6 Orientacao ao professor

Problematizar a situagao de forma a motivar a turma no desenvolvimento da atividade.
Uma boa provocacao, com retomada de regras de convivéncia, facilitam o desenvolvimento
do trabalho, favorecendo um melhor resultado e uma boa circulacao da informacao. Va-
lorizar os varios métodos utilizados no desenvolvimento da atividade e proporcionar a
reflexdo sobre o registro correto das operacoes basicas. E importante ressaltar que exis-
tem varios algoritmos para realizacao dos célculos, porém, no momento de apresentar os
resultados, usamos expressoes algébricas.

Nessa atividade, é importante que o aluno desenvolva a percepcao de sequéncias de
miultiplos, mesmo que por contagem, para a ampliacao de seus saberes. Uma boa ob-
servacao do professor permite avaliar o nivel que se encontra cada aluno intervindo com
perguntas e uso de materiais concretos que favorecam o entendimento. Para alunos com
maior facilidade e agilidade no entendimento, podemos ampliar as problematizacoes de
forma a nao tornar a atividade entediante.

No que diz respeito a tomada de decisao, temos as varias possibilidades de respostas
que devem circular na turma de forma a desenvolver varios caminhos. Temos de discutir
que, nem sempre pela resposta estar diferente, esta errada e sim que podemos ter, em va-
rios casos, mais de uma resposta para uma mesma questao. Dentre as varias possibilidades

podemos escolher a que melhor atende as nossas necessidades.

5.7.7 Contetdos envolvidos

e Sequéncias numéricas e regularidades.

e Numeros e operagoes.

Resolucao de problemas e preenchimento de tabelas.

Formas geométricas, linhas e segmentos.

Contagem e possibilidades.

Tomada de decisao e problemas de otimizacgao restritos (maximizacao).
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5.8 Fazendo mesas e cadeiras

5.8.1 Objetivo

Trabalhar miltiplas habilidades ligadas ao contexto matematico. Proporcionar fixacao
de ideias na resolucao de problemas. Desenvolver competéncia leitora de situacoes mate-
maéticas. Perceber ideias das operacoes matematicas. Relacionar (Geometria, Nimeros e
Algebra na resolucio de problemas. Modelar um problema com a linguagem algébrica se

apropriando dos modelos da Programacao Linear.

5.8.2 Publico alvo

Alunos no final do Ensino Fundamental e alunos do Ensino Médio, com a linguagem

adequada a cada fase de aprendizagem.

5.8.3 Material necessario

Para cada grupo de cinco alunos serao necessarios:

e 10 folhas de sulfite 40.

5 folhas de papel quadriculado.
e 5 réguas.

5 tesouras.

2 transferidores

Modelo das mesas e cadeiras, disponiveis nos apéndices A.1 desse material.

Roteiro da atividade.

5.8.4 Problema norteador

Com as 10 folhas de sulfite fornecidas, fazer o maior ntimero possivel de mesas e cadeiras
de forma a termos o maior ntimero de jogos completos de mesa com quatro cadeiras e

mesa com seis cadeiras.

5.8.5 Questoes da Atividade

1. Quais as semelhancas e diferencas entre as pecas que seu grupo recebeu?

2. Quais as medidas dos segmentos de retas usados na construcao das figuras? Quantos

segmentos temos de cada tamanho?
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. Quantos angulos temos em cada figura?

a

b
(c

(d) Quais a medidas em graus de cada angulo?

(a) Quantos sao retos?
(b) Quantos sao agudos?
Quantos sao obtusos?

)
)
)
)

. Qual o perimetro de cada figura?

a

b
(c

(d) Quantas vezes o maior cabe no menor?

(a) Qual tem o maior perimetro?
(b) Qual tem o menor perimetro?
Qual a diferenca entre eles?

)
)
)
)

. Qual a area de cada uma das figuras?

a) Qual a maior area?

b
(c

(
(b) Qual a menor area?

Qual a média aritmética das areas obtidas?

)
)
)
)

(d) Qual a diferenca entre a maior e a menor area?

. Qual a area da folha que vocé tem para construir as pecas?

(a) Usando o valor da area de cada figura, estime quantas pegas de cada uma, de

apenas um tipo, poderiamos fazer com a folha.

(b) Qual cabe mais?

(c) Qual cabe menos?

. Usando a figura, verifique quantas realmente é possivel fazer de cada uma na folha.

(a) Compare com os resultados obtidos pela area e verifique a diferenga entre eles.

(b) Como podemos explicar a diferenga obtida nos calculos e na realidade?

. As pecas analisadas formam mesas e cadeiras.

(a) Quantas mesas de 6 lugares obtivemos?
(b) Quantas mesas de 4 lugares obtivemos?

(¢) Quantas cadeiras nos obtivemos?
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10.

11.

12.

13.

14.

Na venda individual, se cada cadeira tem lucro de R$ 7,20, cada mesa para quatro

cadeiras tem lucro de R$11,75 e cada mesa para seis cadeiras tem lucro de R$ 15,35.

(a) Qual o lucro obtido se vendermos todas as cadeiras individualmente?
(b) Qual o lucro obtido se vendermos todas as mesas individualmente?

(¢) Qual o lucro total obtido?

O lucro no jogo de uma mesa e 4 cadeiras vendidos conjuntamente ¢ R$ 45,00 e
o lucro no jogo de uma mesa e 6 cadeiras ¢ R$ 65,00. Se formarmos os jogos e

vendermos todos, qual serd o lucro obtido?
[y}

Considerando “x” o ntimero de conjuntos de 4 cadeiras e “y” o niimero de conjuntos

de 6 cadeiras, escreva a equacao que representa:

(a) O lucro total “I” na venda dos conjuntos.

b) O ntmero de cadeiras “z” para fazer os conjuntos.
J
Em um determinado dia foram produzidas 100 cadeiras.

(a) Quantos jogos de 4 lugares e quantos de 6 podemos obter? Encontre pelo

menos 3 respostas diferentes.

(b) Represente no plano cartesiano as possibilidades de respostas e escreva sua

conclusao.
(c¢) Qual o lucro em cada uma das suas respostas no item “a’”™?

(d) Qual o maior lucro que podemos obter para as 100 cadeiras? Justifique sua

resposta.

Crie uma situagao problema envolvendo as mesas e cadeiras e passe para o outro

grupo resolver.

Escreva um texto de 15 a 20 linhas falando sobre como os conhecimentos matema-

ticos ajudaram a desenvolver essa atividade.

5.8.6 Desenvolvimento

e Fornecer aos grupos de 4 alunos, 10 folhas de sulfite 40, os moldes das mesas e

cadeiras, disponivel no apéndice A.1, e a folha de atividades a serem resolvidas no

caderno.

e Solicitar que sejam feitas, primeiramente, as questoes de 1 a 8, para depois confecci-

onar as mesas e cadeiras. Um planejamento pode levar a uma solucao mais favoravel

ao nosso problema norteador.
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e Apods o término dessas questoes e a vivéncia com o material, ndo é necessario que
sejam feitas todas as mesas e cadeiras e sim que facam o levantamento de quantas
dessas pegas serao feitas com o material fornecido de forma a termos a menor perda
de material. Vamos socializar as respostas encontradas na turma e organiza-las em

uma tabela para melhor visualizacao da informacao.

Pecas avulsas Jogos de mesas

Cadeiras | Mesa de 4 cadeiras | Mesa de 6 cadeiras | Com 4 cadeira | Com 6 cadeiras

10 1 1 1 1

25 3 2 3 2

e Discutir as varias possibilidades encontradas, se ocorreram sobras de mesas ou ca-
deiras, solicite que os alunos que obtiveram o melhor aproveitamento relatem como

fizeram. E possivel melhorar nossa solugao?

e Nas questoes 9 e 10, com os dados da tabela anterior, proponha solucoes para
cada questao de forma a registrar a expressao necessaria ao calculo e relatar seu

procedimento.

e Nas questoes 11 e 12 proporcionar o registro das equacoes e representar a situagao
no plano cartesiano. O grafico pode ser feito com ajuda de um software ou de um
aplicativo, mas é importante que o aluno saiba como usar a escala grafica no papel

quadriculado.

e O desenvolvimento e a discussao das questoes 13 e 14 devem sistematizar os princi-
pais conceitos a serem fundamentados nesse momento. Serd de grande valia se cada

grupo apresentar suas principais conclusoes com mediacao do professor.

5.8.7 Orientacao ao professor

Um bom envolvimento com a turma, usando comandos claros, favorece o desenvolvimento
de atividades desse tipo. Saber que em alguns momentos estarao produzindo em grupos,
e em outros, em seu proprio caderno é fundamental para o bom andamento da aula.
A construgao das regras para o desenvolvimento dos trabalhos também fazem parte do
conjunto de restricoes na resolugao do problema. Outro fator importante é a discussao
do objetivo principal que é a construcao dos saberes matematicos.

Na representacao das equagoes de duas variaveis pode-se retomar as ideias de funcao
afim e equacao da reta na geometria analitica e as representacoes necessirias para a
construcao de problemas maiores. O movimento de retas no plano cartesiano pode ser

explorado por ideias de vetores e suas representacoes. Os sistemas lineares podem ser
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resolvidos por diversos métodos conforme o nivel de abstracao de cada turma. Num nono
ano do ensino fundamental, eles ainda nao viram matrizes e resolvem pelo método da
substituicao ou o método da adicao, ja no ensino médio podemos explorar o método de
Gauss-Jordan ampliando a sistemas maiores.

Outra ferramenta interessante na exploracao desse problema sao softwares de geo-
metria dinamica que permitem a visualizacao da reta da fungao objetivo pelo plano de
forma concreta. Um Software livre que pode ser usado é o GeoGebra, disponivel para
computadores e alguns tipos de celulares. O uso de tecnologias, se bem colocado para
exemplificacao, se coloca como facilitador no entendimento de conceitos. Mas é impor-
tante frisar que eles nao servem como justificativas e que para isso devemos nos apoiar
nos conceitos matemaéaticos.

Nao podemos esquecer de revisitar os conceitos da geometria plana, suas construcoes,
medidas, angulos e como isso interfere no consumo de material. O calculo de area e peri-
metro e como as formas interferem nessas grandezas. A contextualizacao desses conceitos

torna mais clara sua aplicacao e permite um melhor entendimento.

5.8.8 Conteudos envolvidos

e Grandezas e medidas.

o Angulos e retas.

e Areae perimetro.

e Funcao afim.

e Equacao da reta.

e Representacao no plano cartesiano.
e Desigualdades.

e Sistemas lineares.

e Tomada de decisao e problemas de Otimizagao Linear, método grafico, modelagem

matematica.

5.9 Consumo de Combustiveis

5.9.1 Objetivo

Desenvolver as habilidades de leitura e interpretacao de problemas dando significados aos

nimeros que aparecem em seu contexto. Modelar matematicamente como um problema
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de Otimizacao Linear uma situagao com uso de sistemas e fungoes fazendo interferéncias
nas solucoes propostas. Vivenciar em uma situagao rotineira os conceitos matematicos
estudados em sala de aula e construir significado ao aprendizado. Escolher a melhor

possibilidade entre as respostas encontradas na solucao de um problema.

5.9.2 Publico alvo

Alunos do 92 ano do Ensino Fundamental e alunos do Ensino Médio.

5.9.3 Material necessario

Para cada dupla ou trio de alunos serao necessarios:
e 1 Folha com as questoes da atividade.
e 2 réguas.

e 2 folhas de papel quadriculado ou milimetrado

5.9.4 Problema norteador

Com o surgimento de carros bicombustiveis, a necessidade de escolha se torna cada vez
mais presente no cotidiano doméstico. Como podemos percorrer a maior distancia possivel

gastando o menor valor possivel?

5.9.5 Questoes da Atividade

Em um determinado posto da cidade, a gasolina custa R$ 3,15 e o etanol custa R$
1,95. Consideremos carros, bicombustiveis, populares que fazem, com etanol, 9,1 km/I
(cidade) e 9,6 km/1 (estrada); se abastecidos com gasolina, as médias ficam em 13,1 km/I
(cidade) e 14,3 km/] (estrada). Para facilitar as anélises, consideraremos que na mistura
de combustiveis, alcool e gasolina, o consumo ¢é diretamente proporcional a mistura e tendo
situacoes ideais de manutencao e uso. Um carro popular tem tanque de combustivel em
média de 50 litros.

Com essas informagoes proponha respostas aos questionamentos explicando como che-
gou ao resultado. Quando encontrar mais de uma resposta para as perguntas, mantenha

todas que encontrar.

1. Com o tanque cheio de gasolina, quantos quilometros o carro pode rodar:

(a) Somente na cidade?

(b) Somente na estrada?
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(c) Metade na cidade e o resto na estrada?

(d) 30% na cidade e o resto na estrada?
2. Quanto eu gastaria, no maximo, para completar o tanque do carro com:

a) Somente gasolina?

(a)
(b) Somente etanol?

(c) Metade de cada combustivel?

(d) 30% de um combustivel e 70% do outro?
3. Uma pessoa que dispée de R$ 100,00 pode colocar no tanque no maximo quantos:

a) Litros de gasolina?

(a)

(b) Litros de etanol?

(c) Litros de gasolina e 10 1 de etanol?
)

(d) Litros de etanol e 20 1 de gasolina?

4. Em um determinado dia, em que cabem 40l de combustivel no tanque, uma pessoa

quer encher o tanque com exatamente R$ 100,00.

(a) Quantos litros de cada combustivel ele devera colocar para ter o maximo de

gasolina no tanque?

(b) Quantos litros de combustivel devera colocar para ter o maximo de élcool no

tanque?

5. Consideremos que o tanque do carro esta vazio e temos apenas R$ 100,00. Queremos
encher o tanque percorrendo a maxima distancia sem reabastecer. Quantos litros

de cada combustivel devemos colocar para percorrer a maxima distancia:

(a) Somente na cidade?
(b) Somente na estrada?

(¢) Usando metade do combustivel na cidade e o restante na estrada?

6. Como vocé construiria um modelo matemético para resolver problemas desse tipo?
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5.9.6 Desenvolvimento

e Fazer uma leitura criteriosa do problema de forma a identificar os ntmeros que

aparecem no problema, seus significados e suas relagoes no contexto apresentado.

e E'm duplas ou trios, os alunos devem propor solucao para todas as questoes regis-

trando o procedimento utilizado para posterior discussao.

e Terminada a proposta de resposta ¢ de grande valia que cada dupla ou trio comente,
sucintamente, as dificuldades enfrentadas na resolucao do problema e as observagoes

levantadas.

e Identificar junto com os alunos as varidveis do problema e suas relacoes, levantando
as restricoes apresentadas e o objetivo proposto. Vale lembrar de que o objetivo e
as restricoes dependem do problema a ser resolvido. Dessa forma, modelamos o pro-
blema como um problema de Otimizacao Linear e discutimos o modelo encontrado

com O que OSs alunos escreveram.

e Modelado o problema, representamos no papel quadriculado as restrigoes mostrando
a regiao no grafico onde se encontram as possiveis respostas, onde buscaremos nossa

solucao 6tima, que maximiza o percurso com o combustivel disponivel.

e Representamos no mesmo plano das restricoes algumas retas construidas pela funcao
objetivo, levando o aluno a perceber que elas vao percorrendo a regiao das restricoes
e que a melhor solu¢ao encontra-se no vértice do poligono formado. Essa construgao

pode ser feita com uso de software de geometria dinamica favorecendo a visualizagao.

e Os alunos de posse dessa ferramenta devem rever as respostas de sua atividade e

verificar se podem melhora-la, mantendo as duas solugoes.

e Solicitar que os alunos produzam um texto dissertativo com a vivéncia dessa ativi-

dade e como a modelagem pode ajudar na tomada de decisao.

e Socializar com a turma as conclusoes e observacgoes.

5.9.7 Orientacao ao professor

A discussao dos problemas em duplas, com a verificacao de que a proporcionalidade
permeia as questoes iniciais, funciona como uma retomada desses conceitos e uma forma de
revisitar diferentes conjuntos numéricos. Aqui, a relacdo entre grandezas ja se coloca como
ideia da lei de uma funcao afim levando a construcao de equacoes e funcoes. Essa vivéncia
facilita o entendimento do problema e as maltiplas possibilidades para o abastecimento do
veiculo. Podemos ainda discutir a interferéncia de varias varidveis em uma mesma situagao

e como isso esta presente em nosso cotidiano. Aqui estamos relacionando tanto o valor
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monetario como o rendimento do combustivel, permitindo uma relacao entre diferentes
tipos de medidas. O significado do niimero no problema e o conceito abstrato de niimero,
deve permear toda a interpretacao de valores.

Dentro das construgoes algébricas, valorizamos fungoes de uma ou miultiplas varidveis
na descricao de um problema real e como isso interfere na conclusao da situagao. Quando
impomos restricoes abertas ja estamos introduzindo as desigualdades e com isso apare-
cem multiplas solucées do problema. A tomada de decisao, atendendo as restrigoes, e a
escolha de parametros permitem o desenvolvimento de habilidades, como reconhecer uma
informacao e elencar sua prioridade e conceitos de ntimeros e operacoes.

O namero racional em sua escrita decimal e percentual permeiam a situacao, aqui
vale a discussao entre as varias formas de se escrever um numero racional. As varias
ideias da fragdo (parte de um todo, medida, razao e percentual), devem ser revisitadas
a todo momento permitindo que os alunos que nao se familiarizaram com esse tipo de
representacao de niimero o facam. Os conjuntos numéricos e suas aplicagoes sao de grande
valia na interpretacao de problemas.

Quando envolve funcao linear, ja podemos trabalhar as questoes relacionadas a equa-
cao da reta e sua representacao no plano cartesiano. O uso de planilhas eletronicas e
construcao de graficos podem agir como facilitadores na visualizacao de propriedades,
mas vale ressaltar que precisam ser verificadas também algebricamente. Justificar mate-
maticamente é fundamental na construcao da solu¢ao de um problema e na concretizacao
de conceitos matemaéticos.

Nas restrigoes que envolvem desigualdades, explorando aqui as lineares, estamos traba-
lhando variagdes e representagdes de regiao no plano cartesiano (duas variaveis). Quando
estamos em turmas em nivel mais avancado, com mais facilidade no entendimento dos
conceitos matematicos, uma discussao de vetores e matrizes contribui na modelagem e
solucao do problema. Mais uma vez, o uso de software de geometria dinamica facilita a
visualizacao para o aluno para posterior abstracao.

Falando de Otimizacao Linear, j4 podemos discutir as questoes relacionadas a funcao
objetivo e ao conjunto de restri¢coes. Se tratando do plano fica facil perceber a localizacao
das solucoes viaveis e a busca de uma solucao 6tima que pode ser maxima ou minima
conforme o objetivo do problema a ser resolvido.

Socializar as descobertas e os varios meios de chegar a solucao também contribuem ao
aprendizado e ao entendimento do objeto de estudo. Nessa premissa, ¢ importante que

os alunos discutam entre si e comentem as descobertas com toda a turma.

5.9.8 Conteudos envolvidos

e Numeros e Operacoes.
e Conjuntos e Relacoes.
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Fungoes e Desigualdades.

Retas e Plano Cartesiano.

Gréaficos e Tabelas.

Sistemas Lineares e Matrizes.

Tomada de decisao e problemas de Otimizagao Linear, método grafico, modelagem

matematica como um problema de Otimizacao Linear, Método Simplex.

5.10 Dieta Alimentar

5.10.1 Objetivo

Partindo de uma situacao concreta, desenvolver ideias que envolvam funcoes de miiltiplas
varidveis e com o uso de ferramentas algébricas, tomar decisoes na busca de solugoes
para problemas cotidianos. Reconhecer em problemas lineares com varias possibilidades
de solucao as solugoes vidveis e a existéncia de uma possibilidade de melhora em seus
resultados. Modelar matematicamente um problema e explorar solucoes de sistemas e

uso de matrizes nas resolugoes algébricas e no uso de tecnologias.

5.10.2 Publico alvo

Alunos do Ensino Médio.

5.10.3 Material necessario

Para cada aluno serao necessarios:
e Folha com a situacao de aprendizagem.
e Papel quadriculado ou milimetrado.

e Régua.

5.10.4 Problema norteador

Gastar o minimo possivel em alimentacao atendendo as necessidades basicas diarias de

nutrientes.
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5.10.5 Questoes da Atividade

Uma familia de quatro pessoas, passando por dificuldades financeiras resolveram entender
melhor seus gastos com alimentacao. Além disso estdo preocupados com a saide da
familia. Apo6s uma pesquisa de precos conseguiram chegar a alguns valores de alimentos
depois de prontos por quilo: arroz R$4,85, feijao R$7,25 e peito de frango grelhado R$9,45.

Em uma busca na internet, observaram os valores nutricionais para cada (100g) do

alimento pronto e resumiram em uma tabela.

Alimento pronto | Arroz Feijao | Frango
Proteinas 2,5g 4,.8g 32g
Colesterol — — 89mg

Carboidratos 28,1g 13,6g —
Fibras 1,6g 8,5g —
Calorias (kcal) | 128 keal | 320 kcal | 159 kcal

Observaram que a quantidade minima de proteina diaria é 50g, a de colesterol 300mg,

a de fibra alimentar 25g e de carboidratos 300g.

Com base nas informacoes, responda as perguntas e mostre como chegou nos resulta-

dos:

1. Quanto a familia vai gastar em uma refeicao se for consumido 800g de arroz, 500g

de feijao e 700g de frango grelhado?

2. Uma pessoa que consumiu 200g de arroz, 150g de feijao e 180g de frango grelhado,

obtera quanto de:

a) Proteina?

(
(b) Colesterol?
(
(d

)
)
¢) Carboidrato?
) Fibras?
)

(e) Calorias?
3. Uma pessoa quer obter 1000 cal em uma refeicao.

(a) Qual o cardapio necessario? (Encontre pelo menos dois diferentes)
(b) Quanto de cada nutriente ela vai obter?

(c) Considerando a quantidade minima didria de nutrientes, como ficara cada um

deles em relacao ao consumo da dieta estipulada?
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(d) Quanto essa pessoa gastaria nessa refeicao?

4. Qual o minimo de frango a pessoa tem que comer para obter 300mg de colesterol?

5. Qual o minimo de cada alimento uma pessoa deve consumir para obter 25g de fibras

alimentares?

6. Uma pessoa quer garantir o minimo necessario de cada nutriente em uma Unica

refeicao gastando o minimo possivel.

(a) Quantos gramas de cada alimento ela deve consumir?
(b) Quanto de cada nutriente ela esta obtendo?

(c¢) Quanto ela gastara na refei¢ao?

7. Uma das pessoas da familia estd de dieta e precisa consumir menos de 2000 kcal

sem com isso prejudicar o minimo didrio necessario e com o menor custo.
(a) Quantos gramas de cada alimento ela deve consumir?

(b) Quanto de cada nutriente ela esta obtendo?

(c¢) Quanto ela gastara na refei¢ao?

8. Como vocé usaria essas informacoes na tomada de decisao? E possivel construir um

modelo matematico?

5.10.6 Desenvolvimento

e Provocar uma leitura compartilhada na situagao problema de forma a analisar as
informagcoes e como elas se comportam no texto. Nao esquecer de verificar a equi-

valéncia entre as grandezas para que se construa um real entendimento da situacao.

e Conhecendo um pouco mais do problema, solicitar que em duplas, os alunos propo-

nham solucao para cada uma das questoes registrando os procedimentos necessarios.

e Levantar o questionamento sobre a representacao do problema por equagoes e/ou

funcoes de multiplas varidveis. Quais seriam as vantagens?

e Discutir com os alunos as respostas encontradas e como elas seriam registradas com

o uso das expressoes algébricas.

e Nas questoes com mais de uma equacao, discutir sobre sistemas numéricos, sua re-
presentacao matricial e verificar se o sistema apresentado tem tnica solucao. Exis-

tem outras possibilidades?
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e Representar o problema graficamente, lembrando que estamos tratando de uma

situacao com trés variaveis, ou seja, ¢ uma representacao de plano no espaco.

e Levantar as possibilidades do uso de planilhas e softwares graficos como facilitadores

do processo de resolucao.

e Resolver o sistema apresentado em uma das questoes retomando o método de Gauss-

Jordan reforcando a construgao da Matriz Identidade.

e Nas questoes com restricoes abertas apresentar, ou retomar, ideias da Otimizagao

Linear, Modelagem Matemaética, resolugao grafica e Método Simplex.

e Solicitar aos alunos que apo6s as discussoes apresentadas, revejam as solucoes do

problema na busca de melhorar suas respostas e/ou seus argumentos.

e Analisar a situacao que envolve otimizacao usando o SOLVER do EXCEL, compare
com a solucao encontrada e discuta a importancia de um bom entendimento e uma
boa modelagem para a resolucao de problemas. Sejam com métodos algébricos ou

tecnologicos.

e Lembrar-se de que problemas reais podem ter um ndmero de varidveis bem maior

que o apresentado e que para analise o uso de tecnologia pode ser muito til.

e Para finalizar a atividade podemos pedir uma dissertacao sobre os assuntos aborda-
dos na atividade ou que sejam propostos novos problemas com o encaminhamento
de solucao. E importante ressaltar que a escrita da resolucdo deve ser colocada de
forma clara, se apropriando da linguagem matematica, justificando todos os recursos

utilizados.

5.10.7 Orientacao ao professor

Nessa atividade, a retomada de ideias de anos anteriores percorrem os varios anos da
Educagao Basica e devemos explorar ao maximo cada um dos assuntos. Podemos propor
outras questoes paralelas as apresentadas atendendo a dificuldade apresentada por um
aluno ou pela turma. Revisitar conceitos anteriores é necessario para a construcao de
novos saberes. Para entender as representacoes algébricas, as operagoes fundamentais
e suas propriedades devem estar bem fundamentadas e as representacoes das grandezas
analisadas em cada momento. Tudo tem uma justificativa e se for colocado de maneira
mecanica, nao desenvolve saberes.

Nas discussoes sobre funcoes e equacgoes é importante ressaltar a interdependéncia
entre as grandezas e como elas interferem no desencadear da situagdo. As questoes de
dominio e imagem de uma funcdo e sua relacdo com aceitar ou nao um tipo de resul-

tado. Posso ter valores negativos? Os resultados tém de ser inteiros? Todo problema
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tem realmente solucao? Nesse contexto, a linguagem matemética passa a ser utilizada
conjuntamente a linguagem materna interagindo-se entre si para entender o mundo. A
comunicacao pode resolver ou criar novos problemas.

Na discussao de sistemas é importante tratar dos vérios tipos de sistemas lineares,
quando tem solucao, quando nao tem e quando tem infinitas solucdes. No caso de infinitas
solucoes podemos ter algumas de nosso interesse e outras nao. Discutir o uso de matrizes
como ferramenta de resolucao e representagao de situagoes rotineiras é de grande valia,
ampliando o repertorio de possibilidades ao enfrentar uma situagao. Os varios métodos
de solucao de sistemas lineares podem ser explorados e discutidos, permitindo ao aluno a
percepcao dos varios caminhos a serem escolhidos. Como vamos propor o Método Simplex
com o uso de planilhas eletronicas, é necessario explorar um pouco mais o Método de
Gauss-Jordan, lembrando que o recurso tecnolégico ¢ um facilitador e nao serve sozinho
de argumento matematico.

A circulagao de informagao entre os alunos e a mediacao do professor é fundamental
no desenvolvimento da atividade. Temos de lembrar de que nao devemos dar respostas e
sim provocar o aluno a construir um caminho. Quando o aluno ¢ tirado de sua &rea de
conforto, provocado, constroi caminhos. Discutindo seu caminho com o de outros, amplia
suas possibilidades. E quando compara e reflete sobre as varias possibilidades intervindo

na construcao, constroi conceitos.

5.10.8 Conteudos envolvidos

e Funcoes de multiplas variaveis.
e Resolucao de problemas e modelagem matematica.
e Matrizes e Sistemas Lineares

e Tomada de decisao e problema de Otimizacao, método grafico, Método Simplex.
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Capitulo 6
Reflexoes Finais

Resolver problemas e buscar caminhos esta sempre ligado as relagoes humanas e a cons-
trucao de diversas situacoes da sociedade. A busca pela solucao dos conflitos nas varias
civilizacoes acabaram por desenvolver a logica e a mateméatica. A Otimizacao Linear se
coloca como uma importante ferramenta na administracao e também na construcao de
conhecimentos matematicos na Educacao Bésica. Buscar solucoes, tomar decisoes, ana-
lisar informacoes e construir novos caminhos se faz necessario a todo instante no mundo
contemporaneo, e por que nao na sala de aula?

A tomada de decisdao, organizacao dos registros e escolha pela melhor forma de fa-
zer proporcionam ao educador uma importante ferramenta para a problematizacao de
contetidos em suas aulas nos diversos niveis de ensino. Na Educacao Bésica, problemas li-
gados ao cotidiano dos alunos servem como motivadores na construcao e sistematizacao do
conhecimento. Mestre e aprendiz se alternam na mediacao do aprendizado significativo.

Na Educacao Infantil, nos jogos e brincadeiras, as ideias da tomada de decisao pre-
sentes na Pesquisa Operacional favorecem o desenvolvimento da autonomia na crianca e
permite o desenvolvimento das habilidades ligadas a lateralidade e autonomia de esco-
lha. Organizar para decidir e classificar leva a crianga a uma melhor escolha dentre as
varias possibilidades e desenvolve o contetido de ntimeros e sequéncias. As cores e formas
também sao desenvolvidas dentro dessa proposta de forma ladica e dinamica, levando ao
desenvolvimento de todos os atores da escola.

No Ensino Fundamental, em problemas com vérias possibilidades de respostas, o aluno
desenvolve as operacdes béasicas, reforca o sistema de numeragdo e os registros algébricos
que gradativamente chegam a representagao por equagoes e sistemas de equacoes. Nessa
fase do aprendizado, o aluno j& constroi conceitos de igualdade e desigualdade, permitindo
uma representacao mais efetiva do registro matemético. A modelagem matemaética da
Otimizacao Linear, introduzida nessa fase do aprendizado, conjuntamente & construcao
de graficos e tabelas, possibilitam aprender véirios contetidos da matematica enquanto
escolhe a solugao melhor, denominada solucao 6tima, para nossa situacao problema.

O estudo das equacoes ganha mais significado quando inserido em uma situacao co-
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tidiana, ou jogo préoximo a realidade do aluno. No final do Ensino Fundamental, com
a sistematizacao de equacgoes com duas ou mais variaveis, nos deparamos com miltiplas
respostas a um mesmo problema e temos de escolher a melhor entre elas. Resolver o pro-
blema, ou encontrar o melhor caminho, passa a ser nosso objetivo principal e desta forma
queremos sempre a melhor solucao. Para melhorar a visualizacao dos modelos matema-
ticos o uso de softwares favorecem o aprendizado. As planilhas eletronicas e softwares
graficos passam a funcionar como instigadores na busca de novas solucoes e revisitam as
ideias da tomada de decisao e da Otimizacao Linear.

Os problemas onde estao presentes as equacoes lineares, com suas restrigoes, resol-
vidos pela Otimizacao Linear, sao de suma importancia na sistematizacdo dos conceitos
matematicos ligados a resolucao e modelagem matematica de problemas, ntimeros e ope-
racoes, e nos levam a revisitar a interpretacao logica. A competéncia leitora é valorizada
em todo o trabalho e a escritora reforcada na elaboracao dos modelos matematicos, onde
estamos usando miltiplas linguagens. Nos varios niveis de aprendizagem, organizar para
decidir ou reestruturar a histoéria, a Otimizacao Linear favorece de forma direta ou indi-
reta o trabalho do professor e o aprendizado do aluno. “Aprendemos enquanto ensinamos
e ensinamos enquanto aprendemos”.

Finalizando o Ensino Fundamental, vivenciamos situacoes de Funcoes Afins, que se-
rao aprimoradas no Ensino Médio, onde a proporcionalidade permeia as equivaléncias e
decisoes. O conceito de grandezas, que ja vem sendo construido desde o inicio, passa a
ganhar significado e se concretizar em situacoes cotidianas. Espera-se que nas discussoes
em sala de aula alunos e professores déem significado na formacgao de cidadaos criticos e
participativos.

Entrando no Ensino Médio, nos deparamos com uma amplitude maior de conceitos,
multiplas fungoes e restricoes em um mesmo problema, levando ao aparecimento das
Matrizes e Sistemas Lineares. Mais uma vez a Otimizagao Linear nos dard apoio, sis-
tematizando a resolucao e reforcando a aplicacdo de métodos graficos e algébricos. A
representacao matricial e os tipos de matrizes funcionam como base ao desenvolvimento
de outras habilidades e construcao de facilitadores a tomada de decisao.

Com o estudo das matrizes, seus contextos e operacoes, nos apropriamos do método
de Gauss-Jordan e sistematicamente introduzindo o Método Simplex para a resolucao de
problemas de Otimizacao Linear, no refor¢co das operagoes e iteracoes em uma matriz
na busca dos resultados esperados. O trabalho com esse tipo de algoritmo, além de
aprimorar os processos operacionais, revisita o comportamento do ponto e a translagao da
funcao objetivo no plano cartesiano. As transicoes no plano, caminhando pelos vértices do
poligono das restri¢oes representam solucoes viaveis, dentro das quais estd nossa solucao
6tima. O Método Simplex proporciona o caminhar por esses vértices na busca do melhor
objetivo.

Os problemas de miultiplas variaveis, com restricoes e tomadas de decisao, principal-
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mente os que podem ser modelados linearmente, possibilitam o desenvolvimento de vérias
competéncias e habilidades necessarias aos alunos no prosseguir de seus estudos. Perce-
bemos, durante o desenvolvimento das atividades, uma evolugao na construcao logica e
o reforco dos varios conceitos matematicos. Alunos e professores se colocam como me-
diadores em um processo do ensino e da aprendizagem onde a Otimizacao Linear nos
encaminha para a melhoria das ferramentas de criacao do conhecimento matematico per-
mitindo otimizar o aprender e ensinar matematica.

Otimizar é buscar sempre a melhor solucao, dessa forma nao chegamos a um resultado
final como trabalho, mas desencadeamos um processo de busca de novos caminhos e
novas atividades, ressaltando o verdadeiro objetivo que é otimizar o ensinar e o aprender
matematica, possibilitando a construcao de uma sociedade critica, sempre na busca do

melhor caminho.
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Apéndice A

Modelos Usados nas Atividades

Os modelos apresentados, a seguir foram desenvolvidos com o uso do GeoGebra [2016],
software educacional, para facilitar o entendimento dos varios conceitos que permeiam as
atividades propostas nesse material. Espera-se que sejam usados e melhorados sempre na

busca da melhoria do aprendizado do aluno.
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A.1 Fazendo mesas e cadeiras

A.1.1 Fazendo mesas e cadeiras - Cadeira

Y




A.1.2 Fazendo mesas e cadeiras — Tampo da mesa de quatro lu-

gares
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A.1.3 Fazendo mesas e cadeiras — Tampo da mesa de seis lugares
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A.1.4 Fazendo mesas e cadeiras — Pé da mesa parte inferior
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A.1.5 Fazendo mesas e cadeiras — Pé da mesa parte superior
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A.2.2 Carrinho de Mao — Com duas rodas

Carrinho de mao de duas rodas
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A.2.3 Carrinho de Mao — Com trés rodas

Carrinho de mao de tres rodas
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A.2.4 Carrinho de Mao — Com quatro rodas

Carrinho de mao de quatro rodas
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A.3 Construindo brinquedos de papel
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