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INTRODUCAD

E um processoc classico em geometria (em particular em geome-
tria riemanniana) tentar obter informagoes globais (topoldgicas )
ou locais {(analiticas) a partir de informagOes pontuais (algébri-

cas) do objeto em estudo,

No caso de variedaes riemannianas as informacgoes pontuais
que mais permitem deduzir informagoes locais e globais sao as so-

bre ¢ tensor curvatura.

Nesta tese queremos estudar alguns dos aspectos locais e glo
baig de variedades riemannianas cujo tensor curvatura tem uma es-

trutura algdébrica particularmente simples.

Se M & uma variedade riemanniana com tensor urvatura R ,
diremos que R & puice se existir uma base ortonormal {xl,...,Xn}
em cada espago tangente tal que (R(Xi’xj]xk'xﬁ y= 0 se o conjug
ko {1,73,k,%}) tem mals gue dois elementos. A classe das varieda —
des riemannianas com tensor curvatura puro & de um certo interes-
se pois engloba pelo menos duas classes de variedades particular-
mente importantes, as variedades conformemente planas e as varie-
dades que admitem imersoes isomeétricas em espagos e curvatura

constante, com fibrado normal plano. B de fato, estas variedades

serac os objetos principals de nosso estudo.

ko primeiro caplitule recordaremos conceitos e resultados ba-
sicos de geometria riemanniana essencialmente para flxar as no-

tagoes.
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No segundo capltulo faremos um estudo das variedades comfor-
memente planas imersas em espagos euclideanos em codimensac baixa.
Um estude hastante completo das hipersuperficies conformemente pla
nas, n > 4, & feito em [C-D - M] onde em particular é mostrado
que "genericamente" elas sao umbilicas ou folheadas por aesferas
geométricas de codimensao 1. Chamamos de esgena geomeirica de ti-
po €, ¢ = 0,1 uma subvariedade I C M totalmente umbilica, com
vetor curvatura média paralelo, e tal que a curvatura seccional de
M ao longo £ & uma constante k2, k2 20 se ¢ = a, 12 2 0 se
£ = 1. Também por "genericamente” entenderemos gue existe um con-
junto aberto e denso cujas componentes conexas sao do tipo em ques
tio. Se uma variedade conformemente plana M™ 2 folLheada [Localmen
te) por esperas geometrlcas de fipo ¢ e codimensac p, diremos que
Mn e do Tipo {(p,c} . Um primeiro resultado geral gue segue de
M-M] e [Re] (teorcma 2.24) garante que se Mt ¢ conpormenente

n n+i - . ~ . - .
plana ¢ £ : M —> IR P 3 uma imesdo isomitrnica cow n >4 ,

p < n-3 entac Mt ¢ "generndcamente" do tdpo {L,e), & < p. Um caso
interessante & o case p = 2. Consideremos a hipodotese adicional que
o fibrado normal seja planc. Vale a pena cobservar gue €m {Chz—T ]

e "demonstrado" um teorema que afirma que todas as imersces iso-

métricas f : m" w~+>ﬂzn+2 quase umbilicas tem fibrado nommal pla

no. Este resultado, juntamente com o teorema de Moore-Morvan im-

. . n . - .
plicaria que se M & conformemente plana, n > 5, entao o fibra-

do normal de f & planoc. Em 2.1.10 mostraremos com um cxemplo que

* - - . . - . n
0 resultado acima ¢ false e de fato exdstem Amensves de TR em

RO guase umbificos com fibrado noamal wnao planoc.
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. . -~ - n +
Consideremos uma imersac isometrica £ : M ——e»ﬂ%n 2, n>>5,

n . -
com M corformemente plana e fibrado normal plano. Entao, "gene
ricamente" temos as seguintes possibilidades:

(a) M" & umbilica

(b} M & do tipo {(1,¢)

o
e
M

do tipo (2,¢)

Provamos © seguinte resultado (Veja Teorema 2.3.9}):

TEOREMA. No caso {c) M admite duas f{olheacies orfogonais de co
dimensac 1 cujas folhas sac quase umbi{licas em M, conformemente
planas na wetrica (nduzida,de fipo (l,e)} , cuja Lnterseccdo ¢ uma
golheaguo porn esjenas geomefnicas F e a distrnibuigae ortogonalk

a F e integravel.

Olhando de um ponto de vista intrinseco as do tipo (a) 530
de curvatura constante (e portanto admitem localmente imersoes
isometricas em IRn+l). As de Zdipo (l,e) admditem tambem Aimernsoes
fsometnicas Locads "genendcamenteem I2n+l. Este & um resultado

de do Carmo-bDajczer [C-DI e daremos uma demonstracaco simplifica-
da, nas mesmas linhas (o nosso caso @ mais particular pois esta
mos supondo n > 5 e o resultado acima vale para n = 4). Nesta
linha de raciocinioc tentamos provar © sequinte:

CONJECTURA 1. Seja M7, n > 5, uma vardiedade congoamenente plana

de tipo (2,1) tal que as folheacoes por esfenas gocmetrnicas Sejam
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internsecgao de duas folheacoes ortogonals com folhas quase umbifi
cas de codimensido 1. Entdo M" admite Localmentfe {mersoes Lsome —

. +2 .
thicas em RS com §ibrado nehmal planc.

Informalmente falando, mostraremos o suporte da nossa conjec

tura, © segquinte resultado (Veja Teorema 2.4.3 para mais detalhes):

TEOREMA. Nas hipoteses da conjectura existe uma famifia v® de "se

gundas goramas fundamentass™ diagonalizaveis gue verdlpicam as equa

coes de Gauss e pante das cquacoes de Codazzd e Riced.

As equacgoes de Codazzi e Ricci que "sobram” para provar a
conjectura deveriam scr verificadas para uma escolha oportuna do
parametro ¢. De fato um tal ¢ & solugao de um sistema ey v €y R}
de trés equacoes diferenciais barciais {com coeficientes gue de-
pendem da geometria intrinseca de M) para uma fungao w:HQz-_éﬁm.

Algumas tentativas de resolver este sistema sao discutidos no §5.

O tltimo parigrafo do capitulo II & principalmente motivacgao
para o capitulo IJI. Comentaremos resultados glfobadis (essencial —
mente conhecidos} sobre variedades compactas conformemente planas
M"  mostrando como a condicao de nao-negatividade da curvatura sec

cicnal & extremamente restritiva na topologia e geometria de M,

No capitulo 1II estudaremos propriedades globais de varleda-
des com curvatura seccional nao negativa. Motivades dos resulta-
dos do §6 do capitulo II enfraqueceremos a hipbtese de conforme —

mente plana para uma hipotese mais geral, de ter operador de



curvatura purc., Um primeiro resultado gue mostraremos &€ o seguin-

te {(Veja Tecrema 3.4.1)

. n - . . - . .
TEOREMA., Seja M uma vardedade rdlemanniana analitica,compacia e sim-
pleswmente conexa , com curvaturas seccdonads nae negativas ¢ opera —
- n - . . .
don curvatura puto. Eatao M7 o produte {(rdiemanndanc) de subvanie-

dades M, cada uma com a mesma cohomologia neal de uma esfena.

Uma consequéncia interessante & a seguinte:

. n . .
CORQLARIO. Seja M uma variedade compacta, simplesmente conexa
kiheleniana ¢ analitica. Entdo, se MU tem openador de cuwrvatura
- . n - . .
puro wnao negative, M ¢ difeomorfa ao produto de esferas de dimen

500 dois.

A seguinte conjectura parece razoavel.

CONJECTURA 2. 04 aesulfados acima valem sem a hipotese de analifi

cidade.

¢ Gltimo tecrema que mostraremos de um lado reforga a nossa
opiniao de uma resposta positiva a conjectura 2 e também & inte-
ressante em relacaoc ao seguinte resultado devido a Erbacker (veja

[Ch,] , cap. 4, teor. 7.1).

1

. n . . ~ .
THEOREMA., Sega M compacia com curvaturas seccLondts nace negatfi-

n L DD

vasy ¢ f : M —w> IR uma Amersdao Ldometrica com vefor cuavalturda
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media paralelo e fibrade normal plLanc. Entdo M produto {ndieman

niano) de esferas{de curvatura constante) e f Amenge cada  faton

em codimensao 1 :

0 papel da hipotese do fibrado normal ser plano no teorema
acima & relacionado com o aspecto topoldgico da tese. De fato

I

mostraremcos © seguinte resultado (veja Teorema 3.5.1):

. n .
TEOREMA. Seja M compacta.sdmplesmente conexa,com curvatfurasb sec-
. . - . n n+p . ~ . - .
cioandis nae wnegafivas ¢ f : M —> IR uma Amensao Lsomelrica
com {ibrado wormal planc. Entdc MD ¢ produto |(niemanniano) de sub

variedades M, cada uma com a mesma cohomologia neal de uma esfena.



CAPITULO I
ESTRUTURA ALGEBRICA DO TENSOR DE CURVATURA

Neste capItulo recordaremos alguns conceitos basicos de geo
metria riemanniana com a finalidade principal de fixar as notagdes.

Nossas referéncias basicas sao [C1, [X-w}], [R], [s].

§ 1. GENERALIDADES: Seija M uma variedade riemanniana e ¥V a c¢o-
nexao de Levi~Civita de M. Denotaremos com TM o fibrado tangente
a M, T Mo espago tangente a M em xeM e {, >x ou simplesmente {,}
o produto interno em T M. ¥ (M) denotara a algebra dos campos de

. L D
vetores diferenciavels ac longo de M, ﬁ%

(M) as p-formas externas
em T M e Py as p-formas diferenciaveis.

O tensor curvature associado a ¥ & a aplicacao trilinear
Re %(M)7 s ¥ (M),

1.1.1 R{X,Y}4 = ¥ VXZ - 4

R ,
X VeVy Vix,v1?

E bem conhecido que (R(X,Y)Z)X depende so dos valores de X,Y,Z2 em
x e portanto 1.1l.1 define efetivamente um tensor. As principais

propricdades de R sao

i

1.1.1.a (R{X,Y)Z,w? - R{Y,X)Z,W?

It

1.1.1. (R(X,¥)%,wW ~{R(X,Y)W, 2%



1.1.1.¢c (RX,¥)z2,W = (R(Z,W)X,Y’
1.1.1.d R(X,¥Y)Z + R{Y,Z)X + R(Z,X)¥Y =0

l.1.1.e (VWR(X,Y) + Y, ,R{Y,W) + VYR(W;X))(Z) =0

X

As propriedades (d) e (e} sac conhecidas como primeira e segunda

identidade de Bianchi, resoectivamente.

= - * *
Seja {Xl,...,Xn} uma base de T Me {Xl,...,Xn} a base dual
em (TXM)* = Ai(M). As 2-formas externasg Xiﬁxg‘formam, para i<j,
uma base de ﬂi(M). Devido as propriedades de simetria, © tensor

R induz um operador simétrico a nivel de 2-formas, o opcrador cur

vatura

obtido estendendo por bhilinearidade a aplicacao

* * * XYy
1.1.2.a (px(xinxj), XkﬂXR)_ (R(Xi,xj)xﬂ,xk)

onde o produto escalar no primeiro membro de 1.1.2.a & o induzido,

2

x(M)' pela metrica riemanniana, (i.e. se {X

a nivel de A .oy Xn}

1*°
€& base ortonormal em TXM, Xihxﬁ, i<j & base ortoncrmal em Ai(MD e

o do segundo membro & a metrica riemanniana em TxM'

Sejam X,¥Y dois vetores linearmente independentes em T M e

g (X,Y) o 2-plano gerado por X e Y. O nlimero

1.1.3 K(g) = K(X,¥) =t ROLYIY,X
ﬂxn2 HYu2 - (X,Y>2



nao depende de X e Y mas somente deoc e & chamado de curvatura sec

ctonal de M em o,

1.1.4 OBSERVAGAO: p € um operador simétrico e portanto diagonali
zavel. Se para cada 2~forma w € Ai(M), {plw),w & positivo [ o
que & equivalente a os autovalores de p serem positivos) entdo to
das as curvaturas seccionais sao positivas. Por outro lado se as
curvaturas seccionais s3o positivas entac { p(w),w & positivo pa-
ra todas 2-formas w decomponiveils isto & formas do tipoc w = X*AY¥
onde X*, Y*¥ gao as l-formas duais dos vetores X, Y € T, M. Isso em
geral naqe ¢ suficlente para garantir a positividade de ¢. De fa-
to a finalidade desta tese & estudar a estrutura de variedades em
que a positividade de p & equivalente a positividade de K e vere-

mos gue esta & uma condigao bastante restritiva.

§ 2. IMERSOES ISOMETRICAS

Sejam M e M variedades riemannianas de dimensac n e nt+p res
pectivamente e f:M ——> M uma imersao isométrica (i.e. para cada

X €M, (df]x $ T M o———> T M & isometria come aplicagao linear

X £{x)
entre espagos vetoriais com produto escalar). Para todas as con-
sideracoes de carater local identificaremos M com df(M) (localmen

te) e T M com (df) (T M). A imersao f determina uma decomposi -

cao ortogonal do "pull-back" de TM.

1.2.1. £ (TM) = TMl = TM ® uM
M



onde vM, o fibrado normal de M em M,& ¢ complementc ortogonal de

TM em TM. Denotaremog com Vv e V as conexoes de Levi-Civita de

M e M respectivamente. Sejam X, ¥ € ¥{M) e £ uma secgéo diferen-

cidvel de vM {campo normal). As projegdes candnicas
PT : Tl\w’l > TM

1.2.2 ’
pt o+ TM ——= WM

determinam deccmposicoes ortogonais

[[F,G.] : VY = V. Y + o {X,Y)

1.2.3 <|. X %
- 1
TLWL s W = —=A + ¥
fr.w.] Tk X TyE
chamadas de formula de Gauss e Weingarten respectivamente, onde

a ¢ TM & T™™

- PRy . 85 -
> vM & um tensor simétrico chamado de 27 Jorma fun

damental de £ . A, ¢ M —> TM & também um tensor simétrico,cha
: e . . i - ~

mado operador de Weingarien na diregdo £ e ¥ & uma conexao em

v M, compativel com a métrica e chamada de concxao normal. Os

tensores we A  sao relacionados por:

1.2.4 {a(X,Y), 8 = A X,

Os tensores de curvatura R, R de M e M sao relacionados pela cqguy

cac de Gauss:

1.2.5 (E.C):{ R(X,Y)Z-R(X, V)%, W = a(X,2),a(¥, W) =Ca(X,W) ~ (¥ )



e portanto as cuivaturas seccicnais pela equacgac

1.2.5 (a): K(X,V)-K(X,¥) = laX, ) 0% = CalX,X),al¥,¥)) .
E Gtil ter uma formulagao de 1.2.5 em termos dos operadores de
curvatura p e p. Seja entao {gl,...,ﬁp} um referencial crtonor-

. ©Os operadores de Weingarten relativos. Se
k.

1

mal em va e A

X,Y € TxM a 1.2.5 pode ser escrita como

- P
1.2.5 (b): {p =p) (XAY) = £

onde temos identificado, como faremos sempre no gue segue, 08 ve

tores X,Y com as l-formas duais. A derivada covariante da 2?
forma fundamental & definida por
%)

. - - v e J_ - — | . e
1.2.6 (VoY (Y, #) ‘J’X(u(Y,Z)) a(UXY,é) G(Y,UX,

A projecao normal do tensor R mede a falta de simetria de 1.2.6

com respeito a X ¢ Y. 1Issc & conhecido come a equugao de Codaz-
21!
1.2.7 PT(R(X,V)Z) = (Vyo) (¥,2) - (Vga) (X,2)

1 ~ 4 1 ) I L
A curvatura R da conexao YV, R {X,Y)E = vaég - UY

€ relucionada com a curvatura R pela c¢quagao de Ricel:
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1.2.8 (R{X,Y¥'E - R(X,Y)&,n = ([An,A 1,70

g

onde [AH'AE} denota o produto de Lie das transformagaes,[An.Ag]

A LA = A - .
[ n’ E] nAE AEAn
§3. O TEOREMA FUNDAMENTAL DAS IMERSOES

Por simplicidade neste paragrafo consideraremos imersdes
isométricas em espagos euclideanos ou seja tomaremos, COm as no -

n+p

tagaes do §2, M = IR Temos visto que dada uma imersao isomé-

. n+ , . ~ a
trica £:M —>R " P temos associada a esta imersdo uma 2° forma
. . b : ntp
fundamental {(que descreve a geometria extrinseca de M em IR )
que satisfaz algumas condigoes como as equagoes de Gauss, Codazzi

e Ricci (1.2.3, 1.2.7, 1.2.8). O teorema fundamental das imer-

soes garante a reciproca ou seja, dada uma "segunda forma funda -

mental em M" que verifica as cquagoes acima mencionadas, existe
. L~ . - R o | n+p
uma imersac i1sometrica f£:M > R gue tem esta forma comoe
a i} .
2. forma fundamental.
m

Mais precisamente, seja gP > M um fibrado vetorial p-di-

mensional sobre M com métrica riemanniana (come fibrado) (, ? e

uma conexdo V- compativel com a métrica. Uma segunda forma funda
mental & uma sec¢ao diferenciivel do fibrado Hom (TM @ E, TM) sa-

tisfazendo
(A(X,e),Y = (X, A(Y,c)?

ou equivalente uma sec¢ao o do fibrado Hom (TM @ TM, E) tal que
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-

a(X,¥) = «l(¥,X}. A eguivalencia des dois conceitos @ no sentido

que a relacaoc

Ca(X,v)e) = (A(X,E),¥™

define uma das secg¢oes a partir da outra.

(1.3.1) TEOREMA: Seja EP > M um fibrado vetorial p-dimensio -

- . . . ~ B
nal com metrica riemanniana {, > e uma conexac V compativel com

a dita métrica. Dada uma 2? forma fundamental o @ M > Hom

(TM & TM, E) que verifique as equagoes de Gauss, Codazzi e Ricci,

. . e . = . - ; n+mn
existe uma imersao isometrica iocal £ : M —> 1R - tal que
i - - , - a
P L . ma isometrico a vM e o e a 27 forma fundamental de £.

Além disso, se M & simplesmente conexa f & globalmente definida.
A imersao isométrica cuja existéncia & garantida pelo teorema
acima & essencialmente Unica:

+ - -
1.3.2 TEOREMA: Sejam f £, : M —> R'P dquas imersdes isome

17 "2
i,

\ . o . 1 P .
tricas com fibrados normais Ei —-—=>» M nasg condigoes acima. En-

tao se existir uma isometria de fibrados:

¢ .

P -l e I-J 2
”lé iuz

M s M

E E
~ . 2
qque preserva as conexges V T, V e as gegundas formas fundamen-—

tais, entao existe uma isometria



n+p

+
> R™YP  tal que
o = - @
gef, £.,09
Um conceito bastante importante relacionado com os teore -

mas acima € o de "nimero tipe" de um conjunto de operadores 1li -

neares. Sejam V, W espacgos vetoriais e L = {Ll,...,Lp} um con -

junto de cperadores lineares Li:V >W. Chama-se de numero ti-—
pe de L o maximo inteiro t = t(L) tal que existem t  vetores
xl,...,xt en V tals que os vetores Li(Xj), i=l,...,p ; i=1,...,t

sao linearmente independentes.

Se f:Mn ﬁﬂln+p

e uma imersao isométrica, denotaremos por
N, (x} = ger {a(X,Y):X,Y € TxM}

o primeivo capace novmal e se [f ..,Eq} e uma bage para N

1
0 numero tipo de f em x & LA, 4.8,

Jl Jq
que este numero naoc depende da escolha da base em Nl(x)).

}). (Nao é dificil ver

>R n+p

1.3.4 TEOREMA (Allendoerfer). Sejam f.l:Mi , i=1,2 duas

imersoes isométricas o ) : Ml — M2 uma isometria. Suponhamos

que os primeiros espagos normais de fl e f, tenham dimensac cons-

. - . . . nt n#
tante e igual. Sc t(f,) > 3, existe uma isometria A:R P___.g™P
tal que £, = A°f,.
O problema de existéncia de imersces isométricas locais de

\ . } n+ .
uma variedade n-dimensional em TR P ge resume, em virtude de

1.3.1 a existéncia de uma segunda forma fundamental que verifiqgue



as equagoes de Gauss, Codazzi e Ricci. Queremos observar que a
primeira e de caracter puramente algébrico e as cutras sac de ca
racter diferencial. A busca de uma segqunda forma fundamental que

verifigue a equacao de Gauss se reduz a busca de p transformagoes

lineares simetricas AT M > T M tais que

P
1.3.5 p(XAaY) = © A,XAA.Y
. i i
i=1
Em geral se V & um espago vetorial de dimensac finita e
"I A2(V) —_ ﬁ2(V) & um operador simetrico, a existencia de uma

fatorizacac do tipo 1.3.5 & equivalente ac fato gque  verifique
a primeira identidade de Bianchi. Este resultado devido a Jaco-
bowitz (veja [J]) vode ser considerado o eguivalente algébrico
do teorema de imersao isométrica de Nash.

Uma vez garantida a existéncia de uma fatorizagao

B -
g = & Aiﬂgi’ gqueremos condigoes suficlentes que nos garantam

i=1

Jgue os Ais verificam as equagﬁes de Codazzi e Ricci.

P
1.3.6 TEQOREMA (Allendnerfer): Se p = 7} AiAAi et (Al,...,A =4
i=1 -

entao os Ais verificam as equagoes de Codazzi e Ricci.

Naturalmente a condi¢ao sobre o niimerc tipo ¢ muito forte.
No caso p=l ela @ equivalente ac posto de » ser > 6 mas para p>l
ela & efetivamente uma forte restricao. (Para mais detalhes ve-
ja [ 8] vol.V).

Para o case p=1, temos uma série de resultados razoavelmen
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te aplicaveis que passamos agora a discutir.

1.3.7 TEOREMA (Thomas): Se M' & uma variedade riemanniana  com
operador de curvatura p de posto > 6, entido M= admite uma imer-
+1

~ . - . n : .
sac isometrica local em IR se e somente se existe um operador

com s n n
simetrico L:TXM > TXM tal gque p = LAL.
0 teorema de Thomas & obviamente consequencia imediata de
1.3.6 e do teorema fundamental sobre imersoces iscométricas; se pos
to > 6 , ele reduz o problema da existencia de uma imersac isomé-
. n+l - . .
trica local em IR ao problema puramente algébrico de determi -

nar um operador simétrico L tal gque p = LAL,

>ﬁ2(TM) preserva a de

1.3.8 DEFINIGCAO: Diremos que p: A% (TM)

A2

compontdilidade se ¥ u € (TM} tal que w2 = whw = 0 temos

g [Lﬂ)z = p (w) dp{w) = 0.

A condigao de preservar a decomponibilidade € equivalente a

que, para todos, ¥X,Y,Z,W ETXM se@ tenha:
1.3.9 2 (Xav)YAp(ZaW) = —¢ {XAZY A p {YAW)

{(veja [Vl1). Obviamente se p=LAL, ¢ preserva a deccmponibilidade;

o inverso & verdadce em uma forma fraca:

1.3.10 PROPOSICAO: Seja p:hz(V) > nZ(V) um operador simétri

co. Entao p= * LAL para algum operador L se e somente se p pre-
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serva a decomponibilidade e satisfaz uma das duas condigles abai

X0

(a) pho # 0 e p nao & correlagao se posto 0 = 6

i
L
il

(b) php = 0 e ou posto p = 0,1 ou posto p

= conulidade » .

Lembramos que p € uma correlacao se preserva a decomponili-

dade e, dadocs Xl,...,X4 linearmente independentes tais que

p(XlﬂXZ) = Y1AY2, D(X3HX4) = YBJ“\Y4 com Yl""'Y4 linearmente in-
= - + = - -

dependentes temos p(XZﬁX3) Y AY, e D(Klﬁx4) Y, AYy. Lem

bramos também que o0 espacgo nulo de p & definido por:
Ni{p) = (X €V : p{XAY) =0,¥YY € V}

e a conulidade de p & a codimensao de N{p). (para maiores deta-
lhes veja [Vzl)-

Para © tensor de curvatura de uma variedade riemanniana va-
le a primeira identidade de Bianchi e portanto a simetria de L na
fatorizacao 1.3.10 & garantida pélo resultado de Jacobowitz ja
citado. A indeterminacao t LAL pode ser eliminada com uma condi-
gao um poucoO técnica que vamos considerar agora.

Seja X,,...,X_ uma base de V & consideremos a matriz de 0
1 n

na base {XiAXj t 1,3 = 1,...,n, i<j]
ij _
P17 <D(XihXj), X AX )
Definimos
= ij kp ig
Flo) I Pr3 piq pjp

irj:krﬂrp:q
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. iy ke pg
po (0} = T pld o p=
. k
lr]rkrng:q bopd 4]
1.3.11 TEOREMA: Se p = + LAL e g(p)} + % v (p) > 0, entdac ¢ = LAL

DEMONSTRACAOQ: veja [vl1.

1.3.12 EXEMPLO: O exemplo a seguir esta diretamente relacionado
com uma classe de variedades riemannianas, as variedades com ope-
rador de curvatura puro que e na realidade o tema central desta
tese.

Suponhamos gue M seja uma variedade riemanniana tal que,pa

ra cada x & M1 existe uma base ortonormal {X Xn} amnm TXMn

l;o-.;

tal que p(X,aX.) = A._.X.AX.. Os autovalores X.. saoc entaoc as cur
i3 ij7i g ij -

vaturas seccionails dos planos Uij = ger {Xi,xj}. A condigao de

p preservar a decomponibilidade e

1.3.13 Aij Akﬂ = Aik Ajﬁ i,j,k,% distintos

Suponhamos agora que as curvaturas seccionais sejam nao negativas

. e 1
e Aij% ¢ para i,3 = L,...4. Entac g (p) + = ¢ (p)> 0 ¢ posto
4
o i [ ] A i L
p > 6 . Alcem disso (Xlﬁxz)ag(x3nx4) *12 A34 Xl X2NX3ﬂX4 Z 0
e portanto ¢ nac & correlacgdo. Portanto nesta situacgao ¢ = LiL

e L verifica as equagoes de Codazzi e portanto uma variedade rie-

manniana nas hipdteses acima admite localmente uma imersao 1somé-—

. r+1
trica em IR .



CAPITULO II
VARIEDADES CONFORMEMENTE PLANAS

Neste capitule queremos estudar alguns aspectos de uma clas
se de varledades riemannianas cujo tensor curvatura tem uma ag-
trutura algébrica particularmente simples, as variedades conforme
mente planas, tendo em vista particularmente uma caracterizagao
dagquelas tais variedades que admitem uma imersao isométrica em

um espago euclideane em codimensao baixa.

§ 1. GENERALIDADES

2.1.1 DEFINICAQ: Uma varliedade riemanniana Mn, n = dim M, & (lo-

n

calmente) cowformemante plana se ¥V x © M existe uma vizinhanga

—_ T . .
U C R -de x e um difeomorfismo conforme ¢: U
h¢

x > ACR T,

Se n=2 todas variedades M2 sao conformemente planas cComo
consequencia da existencia de parametros isotérmicos. Se n»4, va
rias condigbes de caracter pontual sobre as curvaturas de M sao
equivalentes a M ser conformemente plana. Vamos agora enunciar

algumas delas. Seja x € M e {Xl,...,Xn} uma base ortonormal de

TTM e consideramos ¢ operador de Ricci Q: TXM

£

- TyM definido

v

por
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onde R & o tensor de curvatura de M. Consideremos 0 cperador
Y : T.M—> TXM definido por
Y (X) = L 0 - Lragc 0 1! (x)
(n—-2) 2{n-1)

2,1,2 TEOREMA (Weyl, veja [B.G.]l): Sen > 4, M} & conformemente

plana se e somente se ¥ X, Y € T M

pIXAY)Y = Y{X)JAY + XAY(Y)

2
onde p : ﬁi(M) > A;(M} €& o operador de curvatura de M.

O resultado a seguir caracteriza as variedades conformemen

te planas (n > 4) em termos de curvaturas seccionais:

2.1.3 TEOREMA (Kulkarni, [Kl): Se n > 4, M' & conformementc pla

na se e somente sc para cada quatro vetores ortogonais Xl,...,X4
temos
+ =
K(Xl,xz) K(X3'X4) K(Xl,X3) + K(XZ,X4)
Suponhamos agora dada uma variedade M e uma imersao
£2 M > RTTP

2.1.4 DEFINICAOD: Diremos gque f & uma imersao conformemcnle pla~
ng se M for conformemente plana com respeito a métrica induzida

at

por £. VUsuremos a noiacweo ICP o as vesés pensaremes M come varic
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dade viemanviana, firada a métrica induzida e £ como uma imersac

isométrica.

O teorema 2.1.3 fornece imediatamente o seguinte resultado,

originalmente devido a Cartan.

2,1.5 'TEOREMA (Cartan) Seja n > 4. Entac f: m> ~——>2ﬁn+l & uma

ICP se e somente se o operador de Weingarten A £ &€ vXM tem um

g r
autovalor de multiplicidade pelc menos (n-1}.

3 >lR4

2.1.6 OBSERVACAO: Se n=3 existem exemplos de ICP, f: M

que nao verificam a condicao do teorema 2.1.5.

O resultado de Cartan foi parcialmente generalizado por J.

D.Moore para ICP em codimensao maior.

> E2n+p uma ICP n>4 ,

2.1.7 TEOREMA (Moore [Mi): Seja f: M"

p<n-3. Entao existe uma base ortonormal {Xl"'"'xn} de T M tal

que a 2% forma fundamental de f & da forma

ende A & umi matriz vetorial pxp a valores em v Me & & v M.

2.1.8 PDEFINICAQ: Dada uma imersao isométrica fr M
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e £ € vM diremos que § ¢ uma direedo quase umbilica se e somente

se AE tem um autovalor de multiplicidade pelo menos (n-1). Dire-
mos que f ¢ quase wumbilica se ¥ x € M existe uma base ortonormal
{El,...,gp} de yM tal que &, é direcao quase umbilica para
i=1,...,p.

Os conceitos de ICP e imersoes gquase umbilicas sao relacio-

nados pelo seguinte resultado:

2.1.9 TEOREMA (Moore-Morvan [M-M]}): Seja M" uma variedade rie -

; ; = n n+ . - . -
manniana de dimensao n>4 e f : M > R™P uma imersao isometri
ca comp < 4 e p < n-3. Entao f & ICP se e somente se & guase um

bilica.

Imersoes gquase umbilicas tém sido consideradas por B.Y.Chen
em lChz-T] Neste trabalho ele afirma que imersoes guase umbilicas
tem conexao normal plana. Este resultado & falso como mostra o
exemplo a seguir:

2

2,1.10 EBEXEMPLO: Seda £ : M > 114 uma imersao isométrica com

M2 plana e RY ¥ Q. {Uma tal imersac pode ser cbtida de uma imer-

-~ . - . 2 ’ jing : x -
sao (local) c;llndrlca de IR em E13 e uma imersao cilindrica de

3 4 ' =~ = . o C
R~ em R a0 longo de uma curva nao tangente as diregoes princi-

pais da primeira imersao). Consideremos a imerszo produto
—_ — D - . _
£ : M2 x R" 2 i E2n+“. Entio £ ainda satisfaz R3#0 e M%an 2
€ plana (em particular conformemente plana). Sejam {El, 52} um

referencial ortonormal para f e {Xl,Xz,...,Xn} um referencial or-

tonormal de TX(M2 X Ezn*z) tal que {xl,xz} & um referencial de
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'I‘KM2 gque diagonaliza A

51
TM2
Os operadores de Weingarten Ag e Ag de £ s3o da forma:
1 2
— 7 s -
ll 0 a b 0
A, = A2 A, = b c
S
L 0, 2 0.
L0 0] L0 0
Consideremos g = cos0 £, + send £,. Temos entao
Al cosll + a seni b seng 0
T3kl 3+
Af - b seno l2 cosh ¢ sené
"5 .
0 0
e a condigao para £ ser quase umbilico &
_ | 2 >
(Al cosd9 + a seny) (AZ cose + © senB) - b sen & = 0.

besenvolvendo temos

A, A cos2o + {a y., + ¢ Al) cos(O seno + (ac - b2] sen20= 0

172 2

Observamos que K(Xl,X2) = A1A2 + {ac - b2) = 0 e portanto substi-
2 -
tulndo —llAZ por (ac - b ) vemos que a egquagao acima tam sempre

- . o 2 -
uma sclugao, pois 05 coeficientes dos termos em cos § sao opostos



18

e portanto f tem pelo menos uma diregdo quase umbilica. O resul
tado geral abaixo permite concluir que f é quase umbilica {este
daremos

resultado & de Chen-Yano {(veja (Ch,l cap.5, prop.2.1} e
uma demonstracdo simplificada).

n+2

2.1.11 PROPOSICEO: 8eda f; M" > R

uma ICP, n > 5 e £

uma direcao quase umbilica. Entao et & quase umbilico.

DEMONSTRACAQ: Seja Xl,...,Xn uma base como em 2.1.7. Alem disso
podemos escolher XX, tais que a base acima diagonalize Ag‘ Te
mos entao:
o — -
0 a b OT
1
b c
A
A, = A = U
£
A ‘ El .
0 A 0 !
Pela equagao de Gauss tcmos
K(X.,%5) = »x (ac 2 KX, ,X,} = »x, + au
1772 1 1774 1
2 2 2
R(X3,%,) = y K{Xy,%Xy) = 2% + cu
Portanto por 2.1.3
0=K (X, ,X,} K(X,,%,) K(X,,X,) K(X,,X,) = 2 _ (a+c)y +lac bz}
= l’ 2 + 3;.(4 - 1, 4 — 2' 3 =\ Bl A -
o que implica que £' & uma direcio quase umbilica poisy € autova-
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lor de

2.1.12. OBSERVAGAQ: Nao e de estranhar que a condigido que garan
te a existéncia de uma direg¢aoc quase umpilica no exemplo acima &
0 anular-se da curvatura seccional de Mz. De fato 2.1.3 1implica
facilmente gue se uma variedade conformemente plana € produto de
subvariedades de dimensac > 2 entac V¥ X,Y tangentes ac primeiro

fator e ¥ W,% tangentes ao segundo, K(X,¥) = -K(W,z).

§ 2. ESTRUTURA FOLHEADA DE UMA IMERSAQ CONFORMEMENTE PLANA

Seja £:M" > R™P | n >4 e p <n-3, uma ICP. Por 2.1.7

¥ x € M® fica determinado o "autoespacgo relativo ao autovalor 3
de a" o que sugere a existéncia de uma "distribuigac de curvatu -

ras principais" associadas. Queremos precisar e estudar esta ideia.

2.2.1 DEFINICAC: Seja f:MP > R™P yna imersdo isométrica
Uma curvatura principal £ em X € um vetor & € vXM tal que o espa-

go vetorilal
- = = : = } '
Exfﬁ) {X ZXM : Anx {(n,E6tX, ¥n € UXM}

tem dimensac positiva. Uma seceqo principal @ um campo normal

continuo £ tal que § e uma curvatura principal em cada ponto.

E]
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Dada uma seccao principal £ , consideremos os subconjuntos
= G i = ]
My {x M/ dim EX(E) i}

Sendo a funcgao dimensao superiormente semicontinua temos

o Q
M = UM, , M, = interior de M..
i i i

2.2.2 TEOREMA (Reckziegel [Re]): Com as notagoes acima temos

l.g & diferencidvel em ;i e E(£) € integravel em ;i'

2, As variedades integrais de E(f) sac umbilicas em M e R P,

3. Se vy & = 0, ¥ X € E(£) entao as variedades integrais de E(&)
tem curvatura media paralela em M.

4. Se M e completa e M, é aberto, as variedades integrais de E(£)

sao completas.

Antes de aplicar o resultado acima a nossa situag¢ao vamos in

troduzir algumas defini¢oes:

2.2.3 DEFPINICAC: Uma subvariedade ¥

> M & uma esfera extrin

seca se I & umbilica e o0 vetor curvatura média & paralelo na co-
- - . 2

nexao normal., Se, alem disso M tem curvatura constante k7 ao lon

go de I, diremos que I & uma esSfera geométrica de tipo 0 ou ] res

pectivamente se k=0 ou k>0,

2.2.4 TEQREMA: Scja £:M0 > RYP uma ICP, n >4 e p <n-3, En

tao existe um subconjunto aberto e densc V C Mn, folheado por es-

feras geométricas totalmente umbilicas em ®r TP,
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DEMONSTRACAQ: O teorema 2.1.7 garante a existeéncia em cada x € M

de uma base ortonormal {Xl,...,Xn} tal que

onde A & uma matriz vetorial (n-2) x {(n-g} para algum g > n-p. Por

tanteo £ € uma secc¢do principal e é diferenciavel no conjunto
U = U;i onde também a base {Xl,...,xn} pode ser escolhida diferen
ciavelmente,

Seja x € &R. Escrevendo a equacao de Codazzi para Xi,Xj,Xj,

i,3 » &, i#] temos:

bl

Portanto podemos aplicar 2.2.2 e concluir observande que a curva-
tura de M ao longo dos planos X AXj, 1,3 > ¢ & ”5”2 que & gbvia -
mente constante e nao negativa ac longo das folhas. Alem  disso
se ¢ e uma folha {(umbilica) com segunda forma fundamental

A X temeos, pela equagéo de Guass

il

2
K (xi,xj) = K(Xi,Xj) P

Portanto § tem curvatura constante nao negativa em cada ponto e

portanto constante pelo lema de Schur (dim § > n-p > 3).



22

§ 3. IMERSOES CONFORMEMENTE PLANAS EM CODIMENSZ0 2 COM RT = 0

Com a finalidade de entender melhor a estrutura folheada de
uma ICP, vamos examinar ¢ caso de codimensao baixa e fibrado nor-
mal planc. Queremos observar explicitamente gque a hipotese RlE 0
"pertence a geometria conforme" no sentido que uma transformagao
conforme do espaco ambiente transforma uma imersac com RY 2 0 em
cutra com a mesma propriedade.

0O caso de hipersuperficiesg, p = 1, & estudade com bastante
detalhe em [C-D-M]. Vamos agui ressaltar algumas conseguéncias

> ™1 uma 1CP,

imediatas dos resultados do §2. Seja f: M
n >4, M, & entao o conjunto dos pontos de curvatura constante,
umbilicos de f e as componentes conexas de ﬁn sao aplicadas por
. n+1 o =
f sobre abertos de n-esferas ou n-planos em R . Mnnl e a
reuniao de dois subconjuntos U, e Uy folheados por esferas geome-
tricas de codimensaoc 1 de tipo 0 e 1 respectivamente. Além disso
o ° . o -
UO U U1 e denso em Mn—l' Como este tipo de estrutura aparecera

em codimensac maior, vamos dar a seguinte definigao:

2.3.1 DEFINIGAD: Uma variedade M" & conformemente planc de tipo
(p,e) (e=0,1) se M" é folheada por esferas geométricas de codimen

sao p e de tipo €.

> E{n+2 com Rl = 0.

Vamos considerar agora uma ICP f: M
Temos entao que &n e uma variedade conformemente plana de tipo
(0,e). As componentes conexas de &n—l sao também variedades con-
formemente planas de tipo (1,g) e, como veremos a seguir, tem a

. . n+l
mesma estrutura intrinseca das ICP em R .
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Seja x € ﬁn“2 e gl, &y duas direcoes gquase umbilicas ortogo-
nais em x e {Xl,...,xn} uma base que diagonaliza simultaneamente

AE e AE . Nesta base os dois operadores AE sao da forma (a me
1 2 i

nos de reordenar os indices)

sendo b, = b ou b, = b.

1 Z
2.3.2 LEMA: b2 £ b, ay £ a e bl = b
DEMONSTRACAO: Com as notacces do §2, se b2 = b, E[g)agﬁm{xz,_.,xn}

e portanto x € M4 U M. Entac b2 £ b e b1 = b, Pelo mesmo ar-

£ a.

gumento a,

Vamos considerar em &n 5 OS seguintes subconjuntos

2 o 2 2
U0 = (R & Mn~2 ra’ + bt o= 0y

2 . ® ) ~ 2 .2
uj = {x € Mn—2 : ab = 0, a~ + b” # 0
2 - xeh ab # 0

2 = | n-2 ¥

2.3.3 OBSERVACAO: Os conjuntos acima sao bem definidos. De fa-

to as direcbes guase umbllicas sao univocamente determinadas pols

2

o ~
X € Mn—2‘ As componentes conexas de Ué sao planas e portanto con
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formemente planas de tipo (0,0).

2.3.4 PROPOSICAQ: As componentes conexas de %2 sao conformemen-

1

te planas de tipo (1.1). De fato existem imersdes isométricas 1o

cais de Ui em H{n+1.

DEMONSTRACAO: Suponha b = 0. Temos entédc pela equacao de Gauss

Portanto AE é um operador linear simétriceo que verifica a equa-
1
cao de Gauss. Além disso sendo n > 5, a Z 0 implica posto p > &

e portanto A verifica as equagoes de Codazzi (veja 1.3.7) e 0

&4

teorema de existéncia 1.3.1 garante a nossa afirmagdao.

Vamos entao estudar com mais detalhes a estrutura local das

o 2 - .
U,. Elas sac conformemente planas do tipo

componentes conexas de
{2,1) e vamos agora ver como a folheacao por esferas gJgeométricas
de codimensao 2Iaparece como interseccac de duas folheagces orto-
gonais de codimensaoc 1 cujas folhas sao quase umbilicas em M e

conformemente planas de tipoe (1.1).

Seja x € %% e El e Ez um referencial ortonormal paralelo na

conexaoc normal. Os operadores de Weingarten associados sao da
forma
3 0| B, 0
Ar = =2 3 A- = *2 5
t1 * €2 i
0 :E 0 b
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onde £ = a §£. + b £ Como ja mostramos em 2.2.4 que Vi E = 0

1 &2
j > 3, seque que a e b sdo constantes em cada folha I da folhea -

cao por esferas geométricas de codimensdo 2. Queremos relacionar

as diregoes paralelas El e 52 com as diregoes gquase umbilicas El

e £,. Dados El e EZ' seja £, = COSB El + sene EZ' £q € uma dire

¢dao quase umbilica se e somente se o angulo ® & solucdo da egua-
cao:

+send b.-cose a-sens b).{cose §2+Sen9 52_0058 a-sens b)=0

(cos® a; 1

As solu¢oes da eguagao acima sao dadas por

o |
;
o

6, = arctg a, - a 92 = arctg

B2

oy
|
o
!
ol

Cbservamos que a condig¢ao do teorema 2.1.3

que pela equagao de Guass & escrita

que garante f . © &y serem ortogonais.
1 2

2.3.5. COROLARIO: As diregdes quase umbilicas £l € £ sao dife -

2

- . 0
rencidveis am U2.
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Antes de proceder ao estudo das distribuigoes dos autoespa -
¢cos das diregdes guase umbilicas, vamos coletar algumas formulas,
consequencias das eguacbes de Codazzi, que nos serao uteis. Fixa
remos entéo dols vetores unitarios gl' £, nas direcdes guase umbi
b

{Xl,...,xn} um referencial ortonormal e diferenciavel tangente a

licas, diferenciaveis em uma vizinhanga aberta em e seja

M gue diagonaliza A e tal que X, seja o autovetor simples de

&4
A, i=1,2.
31

A equacgac de Codazzi e

ijg-(X];Xk} = iju(xi!xk)-

: = 4 o ) = i = = i
Sejam a, <A51 Xy xi> ; by <A€2xi,xi . ag=a, i#l e b, b, i#2
Sejam

‘1k .
lij = (vx Xj’ Xk)

cg simbolos de Cristoffel da conexao Y. A equagao de Codazzi se

escreve entao:

) i L k
SaglXglaghey + X {b) £y + & %, f1t Py X, Eal #T ; [lay-ag) 8y
i ER
- - -
+(bk bj)52] dik[Xj[ak)gl + Xj(bk)E2 + akvXj El + bk Xj ,2] +
rtoro e, + (b, - b.)E]
L R L LS| P T L

Se 1 #£# j # k # 1 temos
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k
Tiq (ay - aj) - g (ay - a;) =0
2.3.5.1
Kk i
Fy s (b, - by} - Mk (b, - b.) = 0
Se 1 # j, J = k temos
X. {a,) + b (VL £ E) = T (a, - a.)
i 8k k.o ot2r kk ‘% i
2.3.5.2 j 1
X. (b) +a {(v: e, £) = T (b - b.)
i Px kxR 2 kk 'k i

2.3.6 LEMA: A conexac normal €& dada em termos de a s bi por:

=X, (b) X, (b}
L ! L M1 ¢
(a} vy gy = £o L S N
1 a 1 a
X, (a) -X., (a)
1 2
2 b 2 b
L P
() V& &£ = 0 , Voo =0 i >3
X, 1 X, 2

DEMONSTRACAO: Pondo 1 = 1, k> 2 na segunda equacdo de 2.3.4.2 te
mos (a}. Analogamente gegue {(b) pondo i1 = 2 e k» 2 na primeira

equa¢ac, Alem disso se i,k » 2 temos

X. (b)
1 M
1 a
Por outro lado para k = 1 e 1 » 2 temos na segunda equacao de

2,3.4.2
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Lew]
i}
E et
<]

e sendo a # a; segue Xi(b)
2.3.7 COROLARIO: X, (a) = 0 = xi(b} se 1 > 3,

2.3.8 LEMA: Os simbolos de Cristoffel sac dados em termos de

a. b, or:
ir Py P

1 2 L
{a) Tij = rij =0 se 1 # 3, 1,] > 3
1 1 Xl(az+b2) 5 1 X2(a2+b2}
by Ty =o s Ty = e, 123
2 a{a—al) 2 b(b—bz)
i %lag) i Xy by .
ey Ty, = — ro g s T o 123
7 Xz(al—a) 1 Kl(b2~b)
(d) Fll = e , F2? £ st
[al—a} (bz—b)
I"i = - I‘i .
(e} 12 0 21 ! 1 .: 3
DEMONSTRACAO: A 2.3.4.1 para k = 1, i £ 3, i,j > 3 fornece
P%. - 1. - 0. por ocutro lado a distribuigdo 1¥X,,...,X } & inte-
1] Jjl 3 n
- 1 1 1 i 1
" - F.. — . = - P I'_ - l—'_, =
gravel e portanto i Fjl 0 Logo 2 Flj 31 51 0 o

que prova (a}. A (b) segue de 2.3.4.2 para i1 = 1,2, k » 3 tendo
em conta 2.3.6. A (¢} segue tambem de 2.3.4.2 para 1 *» 3, k=1,2.

Analogamente (d) segue de 2.3.4.2 e (e) segue de 2.3.4.1.
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Vamos agora considerar as distribuigdes D, = ger{er...,Xn},

1

2 ger {Xl'XB""’Xn} ; D = Dl M D2 = ger {X3,...,Xn} e

o
i

b~ = ger {Xl,xz} -

2.3.9 TEOREMA: As distribuic¢des acima sao integraveis. Além dis
so se I, ¢ uma variedade integral de D,y Ei é quase umbilica em

M e, na métrica induzida, conformemente plana de tipo (1.1).

DEMONSTRACAO: A integrabilidade das distribuigdes acima segue
imediatamente de 2.3.8. A segunda forma fundamental -de Zl em M

é dada por:

e a guase umbilicidade segue também de 2.3.8. Analogamente para
22.

0 fato de L, ser conformemente plana segue do fato geral que
uma hipersupecrficie quase umbilica de uma variedade conformemente
plana & conformemente plana. De fato sendo M conformemente pla~
na, ¥ x € M existe um difeomorfismo conforme de umna vizinhanga
U de x em um aberto de R". Difeomorfismos conformes preservam a
guase umbilicidadc ¢ portanto a imagem de Zi em R & gquase umbl-
lica e portanto conformemente plana. Mas a métrica original de
Ly & conforme a métrica induzida pela imersdo em R e portanto a
métrica originaria de D e conformemente plana. Vamos agora mos-—
trar que iy & do tipo {(1.1). Claramente a distribuicac D induz

uma folheagao de Lsi seja ¢ uma variedade integral de D, ¢ C By
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Entac j tem curvatura seccional constante e sua segunda forma fun

damental em Iy & dada por
(A X.,Xj) = (v .Xj,Xl) = T

portanto y & umbilica em I, como segue de 2.3.8. A curvatura mé-

1

dia Hl de ¢ em i e
i»3
e H, a curvatura média de [ em M, &

H = ) ., X
i23

»or,., X
123 ii 72

Por 2.3.8 {e) e pela integrabilidade de Dl temos
1 1 i
= { = - -
Fiog = Tpy * “[X, X0 X)) Fpp + ([X, X0, %) = 0
Sendo H paralelc temcs
gl _ 1 1 1 2 2 L R
0 = ¥y Ho= I Xo (TydXy + Ty Vo Xy + 2 XT3 )0 Xy Wy %p=
5 i>3 i i>3 i
_ 1 2 102 2 .1 _
= {n-2) (xj(rii)xl + xj{rii)xz + T35 Tig X2 * T Tio Xl)— 0

Portantoc Xj {Tii) = 0 = Xj (Tii) e tambem Hl & paralelo na conexao
normal de I em Zl. Analocgamente para I,.
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A curvatura de I, ao longo de § e dada pela equacgao de Gauss

1

- 2
Kl{Xi,Xj) - K(xi,xj) = ﬂHlﬁ

e portanto K (Xi,xj} & constante positiva ao longo de E.

1

Antes de fechar este paragrafo gqueremos ressaltar algumas ou
tras relacgoes entre os invariantes intrinsecos de uma variedade
conformemente plana nas hipoteses do teorema 2.3.9.

= K(X1,X), ky, = Ki{X,, X}, i, J > 3.

1 2
~ 2 2 2 2
Temos entac a” + b~ = k, aaq + b™ = kl, bb2 + a = kz. Cha-

Seja k = K(Xi,xj), k

mando tang v = b , & primeira equacac de 2.3.8 (d) fornece:
a

Fil = =X, (10g{‘al—a|} = ~X, ( log kl_kl _ log cos ¢}
k

Analogamente a segunda equagao 2.3.7 (d) fornece

Téz = =X, (Log([b,-b]}) = ~X;( log Jki:kl _ log sen ¢)
X

Portanto ¢ &€ solugao do sistema:

|

. k.-k
(Cl)s X2 {log cos ¢) = P2 + X2 {log J*—i——l)
vk

2.3.10 A

k..-k
. 1 2
1 {log sen ¢} = F22 + Xl {log i;%——L)

L

A equacdoc de Rigdi para imersao £: MP >ﬂa“*2 fornece, de modo

analogo, uma eguacdo diferencial de 22 ordem gue admite ¢ como so
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lucao. A saber, por 2.3.6 temos:

1 L 2
R {X rX )g- = V { "
1772°%1 Xl b 2 X

_vt
2 [X,,%,1 1

Desenvelvendo e escrevendo [Xl,X2] em termos da conexao ¥, temos

X, (a) X, {b) 2 X, (b) 1 X, {a)
2 ), Ry Ly Ty (T T, (22

b a a b

X =0

1 ¢

Lembrando que a = Yk cos v e b = Yk sen ¥ , temos

Xy (X)(#)) = X (X,(¢)) + X, (cotge X, (log (Vk)))+

1
¢ X, (tge X (log (/) = T2 (X, (¢) + tg v X, (log (YK))) +
+ T2, (=X, (#) + cotg® X, (log (7)) .

Portantoy¢ &€ solugao de:

2.3.11(R}: Xl(cotg wxz(log(/E)} + Xz(tg¢ Xl(log(JK)J} =

1 2 —
r,, (cotge X, (log (/K)) + ry; (tge Xl(log{/k))-

Queremos observar explicitamente que a existéncia de solugac ¢ do

sistema {C,, C,, R} depende somente dos invariantes intrinsccos de

M.
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§ 4. EXISTENCIA DE IMERSOES ISOMETRICAS

Neste paragrafo vamos tentar inverter os resultados do § 3,
mostrando que as condicOes geometricas intrinsecas de uma varie-

. . . n+2
dade conformemente plana isometricamente imersa em IR com

1l . ~ _— . C e .
R™ =0 sao suficientes para garantir a existencia de uma tal imer
sao isométrica. O primeiro resultado e devido a do Carmo e Dajc

zer {(veja [C-D]) e daremos uma demonstrado levemente simplificada

na hipotese adicional n » 5.

2.4.1 TEOREMA: Seja M" uma variedade conformemente plana do ti
po (l,e), n > 5. Entao M? admite uma imersao isometrica local

em H{n+l.

DEMONSTRACAO: Seja U C M e {Xl,...,xn} um referencial local or-

tonormal adaptado a estrutura folheada, isto &, X, €& normal a

1

folha £. A segunda forma fundamental de I em M e dada por

sendo I umbilica em M. As curvaturas de M e I respectivamente

no plane {Xi’xj} , 1,37 > 2 sdo relacionadas pela equagaoc de Gauss

- 2

Pelo teorema Z2.1.3 temos
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KX, %) + K(Xj'xn] = K(Xl,Xj) + K(Xi,XR}

para cada 1i,j,4% distintos e maiores que 1. Portanto K(Xl,Xi) nao

depende i. Pondo u = ?E((Xj_,}(:.l)]‘/2 e oy = K{Xl,xi)u_l conside
remos a matriz
i ]
Y 0
A = u
3] U
- J
2.4.11 ASSERCAO: p = A A A
De fato o operador de curvatura p de I & da forma
g(x AY ) = gtx. X.) X.AX, = (AZ +u2} X, AX,
173 i'3 177 173
. . . 2 2 - ;
pois I tem curvatura constante (A7+wr7). Pela equacao de (Gauss
temos entao
(X, AK.) (X AX.) = AL (KA. (X.) = 2% X, AX i,9 > 2
Y l j - 2 ‘l } - Xl _LﬁXl ] - l ] ’ l’]_

e portanto

Alem disso

(D(thXj},thXi> = (XlAXj, p AXp AX D) =0
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e portanto, denotado por O © operador de Ricci, temos

—

(Q(Xl), Xi) =0 i

v
(Y

Segue entdo gue a base {Xyreaas X} diagonaliza Q e portanto XiAXj
diagonalizam p ¥i,j > 1 (veja 2.1.2) e a assergao segue imediata-
mente.

Temos entao uma segunda forma fundamental A gue verifica a
equagao de Gauss. Se u £ 0, posto p > 6 (n > 5), A verifica a
equacac de Codazzi pelo teorema 1.3.11.Portanto, o nosso teorema S
provado para € = 1. Se M € do tipo (1,0) a afirmacdo acima impli

ca que M & plana e portanto admite uma imersao isométrica local

am IRrl g IRn+l.

2.4.2 OBSERVACAQ: Se n =4 e M e do tipo {1,0) o mesmo resulta-
do obviamente vale pois M continua plana. Se M e do tipe (1,1) o
mesmo teorema vale, com a mesma demonstracao se g # 0. B5Se Wq= 0

do Carmo e Dajczer provam diretamente a validade da equagao de

Codazzi para A,

Vamos agora supor que Mn, n > 5 seja uma variedade conforme-
mente plana de tipo (2,¢) tal que a folheagao por esferas geomé -
tricas § seja intersecgac de duas folheagoes ortogonais Iy e I,

quase umbllicas em M,
, - n . . ~ . - . n+2
Se £ = 0 entao M~ admite uma imersao isometrica em IR com

1

R =0 se e somente se M’ & plana {(veja observacido 2.3.3). Real-

mente é facil ver que a condigao Rt =0 & supérflua.
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Vamos entao considerar o caso € = 1.

2.4.3 TEOREMA: Nas hipoOteses acima existem operadores lineares

¢ ¥
Ty, T5 : TM

> T M, 0 <9 < 5/2, tais que

% B O S

Além disso, se ¢ for solucao de 2.3.10, Ti verifica as equagoes
de Codazzi e se ¢ for tambem solucgdo de 2.3.11 Ti@ verifica a

equacoes de Ricci e portanto M admite uma imersao isométrica lo-

2

cal em I2n+ com Ri = 0,

DEMONSTRACAO: Seja {Xl,XZ,...,Xn} tm referencial ortonormal adaE

tado a estrutura folheada, isto &, T Ly = ger {X,,...,X )} e T I,=

= A 5 8
= ger {xl’XB""'Xn}' Gpr Gos G Axl, AXZ, Axl, AX? sao as 2%

formas fundamentals e os operadores de Weingarten de 1 £ e T

17 =2

em M.

Sendo I umbilica em M, temos para i # J, i,J > 3

Segue entao que{X3,...,Xn}Sao autovetores de A e A e portan -

to X, é autovetor de A, e X & autovetor de Ay - Em particular
1 ’ 2



(v X,, X = -A{vy X., X)) = <£ X., X,y =0
Xy z J X, 3 2 X, 1 ]
(v - - (3 _
2.4.3.1 « % X+ Xj) (VX Xj, xl) = (AX Xy, xj) =0
2 2 1
T
v - _ - I3
{ Xj Xy X2) (sz X., Xl} 0 y 3 >3

2.4.3.2 OBSERVACAO: (a) Segue de 2.4.3.1 que a distribuig¢io or-
togonal a © € integravel {cf. teorema 2.3.9).

(b) Pelo mesmo argumento usado na demonstracao de 2.3.9 segue que
Ei eé conformemente plana de tipoc (1,1) e por 2.4.3.1 a folheagao
por esferas geométricas & a induzida por I.

2.4.3.3 ASSERCAO: {X ..,Xn} diagonaliza o operador de Ricci

27
Ql de El. Im particular se Py & o operador de curvatura de Lqyv
- (Xian) = kl(Xi,Xj)XihXj , 1,3 > 2 onde kl & a curvatura sec -

cicnal de El no plano {Xi,Xj}

De fato o argumento € o mesmo usado em 2.4.1.1.

2.4.3.4 ASSERCAQ: A base {Xl,...,xn} diagonaliza o coperadeor de
Ricci Q@ de M. Em particular p(XiAXj} = K(Xi,Xj}XiﬁXj. Além dis-

so se i > 3, (Q(Xi),Xi) nao depende de 1i.

De fato, seja.go operador de curvatura de r. Tendo 1§ curvatura
constante c, O(Xian) = C xinxj , 1,37 » 3. Pela equacaoc de

Gauss, tendo em conta 2.4.3,1 temcs

p (XjaXs) = o (X;AX,) - &
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. /
onde ¢ = K(Xi,Xj]. Por outro lado
p(XiAXj) = Y(Xi}AXj + XihY(le = C (XiAXj)
{(Veja 2.1.2}. Fazendo produto escalar por XjAXk, kK # 1,3, k » 3
temos (Y(Xi},xk) = 0 e portanto Y{Xi) = alXi + bl Xj. Procedendo
analogamente substituindo j por k temos Y{Xi) = asX, 4+ bzxk e por
tanto Y{Xi) = tiXi' Portanto os Xi, i> 3 sao autovetores de v e
portanto de Q. Observamos tambem gque se Q{Xi) = ﬁiXi temos
n
&, = ) R{X,,X.)
* jzlrj#l J

Se i,j,k sao indices distintos maiores ou iquais a 3 temos

e sendo K{Xj,Xk} = K[Xi,xk} segue K(Xl,xi] nao depende de 1 e de
maneira analoga K(XZ'Xi) nac depende de i. Segue entao gue 84
também nac depende de i, 1 > 3.

Vamos agora mostrar que Xl,xz sao autovetores de Q. Temos pa
ra i » 3, pela equacao de Gauss e 2.4.3.3

o{xznxi) = p(xznxi} - Axlx2n Axlxi = a(xznxi)

Analogamente

p X AK ) = TH AX,
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Temos portanto

(Q(xy), X, = 153 Co (X AX) ), X, AX,) = 0
e a conclusdo segue do fato que Q &€ simétrico e Q(x,) =
= Xi’ i > 3.

Temos portanto gque a base {Xl,...,Xn} é tal que p(XiAXj} =
= K(Xi,xj)XiﬁX. r 1,3 = 1,...,n. Vamos agora procurar uma "se-

gunda forma fundamental" que verifique as equacces de Guass, Co -

dazzli e Ricci.

2.4.3.5 ASSERCAO: Existem dois operadores lineares simétricos

¥ ¥ .
Tl P T2 : TXM > TXM tals gue:
¥ ¥ _ m¥ e
(1) Tl ° T2 = T2 ° Tl |
oY 14 ¥ ¥
(2) p = 'I'l A Tl + 'I'2 A T2

DEMONSTRACAO: Seja {Xl,...,Xn} uma base adaptada a estrutura fo

lheada e v: T M > TXM ja definido em 2.1.2. Por 2.4.3.4 temos

gque y & na base {Xl,...,Xn} da forma
- -
Al 0
A
2
= 2
Y u
0 u2
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Temos entao para i,j » 3:

p X AXy) = Y(X{}AK, + Xy (Xy) = (A + 20X M,
2
p(XlAXi) = Y{Xl}AXi + XlM’{Xi) = (ll + ou }XlﬂXi
B B 2
p(XzﬂXi) = Y[Xz)AXi + xznw{xi) = (Az + o )Xzﬁxi
2
p(XiAXj) = Y(Xi)AXj + Xihy(Xj) = 2y XiAXj
Vamos considerar os coperadores
- 7 - -
ay 0 b 0
a b]
Tl = T2 = :
=] . b.
0 " a 0 " b
N . | -
Sendo
a = Y2 cos v yu ’ L = V2 sen ¢ y
Al + {12 Cos2 ¥ ) u2 32 + (12 5en2 ¥) u2
aq= - b1:
V2 cos ¥ u Y2 sen ¢
onde ¥ & um parametro, ¥ € (0, 7/2). Obviamente Ti, TE satisfazem
a condicao (1) e um calculo direto mostra a condicao {2). Observa

mos explicitamente que a # 0 # b.
Vamos agora considerar um ponto x € M e uma vizinhanca U S M

de x, Seja E = U x H{z e e 52 as secgoes El(x} = {x, {(1,0))

‘1
e gz(x) = (x, (0,1)). Definimos uma métrica em E pedindo que £ @

. . ~ 1
52 sejam ortonornais e uma conexao V- estendendo:
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=X, (b) X. (b)

v; 1 = - 2 ’ Y 5y = - 1

1 a Xl a
Vi - X2{a) : vl . _X2(a) ;
X, "1 ) 2 X, 2 b 1
1 L
Yy, 81 = 0 = Yo by i2>3

1 1

1l . - . -
Claramente V e uma conexao compativel com a metrica e definimos

uma "sgunda forma fundamental" o: TMRTM > E

¢ B 9
a (xi,xj) = <Tl X xj>

e +{r¥ %, x) ¢
2 %3

1 2 2

- ¥ o -
Por construgac ¢ verifica a equagao de Gauss. Vamos estudar en-

tdo a equacao de Codazzi

¢ ¥
{Dx.“ ) (Xj,xk) = (DX‘G ) (Xi,xk)
1 J
Sendo obviamente
v S ¥ _ ¥ LY 7
(Dxia) {Xj,Kk) = UXi o (Xj,Xk) a (\?Xin, Xk) a (X, Xix]g

2.4.3.6 OBSERVACAO: escolhendo o parametro ¥ constante nas dire
coeSs . i > 3, temos Xi(a) = Xi(b) = 0.

2.4.3.7: A equagac de Codazzi & verificada para i,j,k > 3.

De fato, se k# i,j, usando a notagao dos simbolos de Cristoffel,

temos:
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k k

ij ji

gue €& obviamente verificada pois a(Xi,Xi) =

Se k¥ = 1 temos

que também & obviamente verificada pois ¥

com a escolha 2.4.3.6, Xi{a) = Xi(b) = 0.

T . (a(Xk;Xk) - a(xj,xj} = T, (a(xk,xk) - a(xi,xi}

a(xj,xj) = a(xk,xk).

2.4.3.8 A equacaoc de Codazzi & verificada se i = o = 1,2 e 7 £ k,
jrk_3_’3.
De fato neste caso temos

o (ax,x,) (X, %) = 17 (alX,,X% ) (X _,X )

o5 S TRt R b " L T Rl e R Lol LA

e a condicao segue da umbilicidade de I e F;k = 0
2.4.3.9 A equagao de Codazzi é verificada para i,j,k = o =1,2 e
i,j > 3.
De fato se i = j nao temos nada a mostrar. Se i £ j, segue ime -
diatamente da umbilicidade de T (Ffj =0 i# j).

2.4.3.10 A equacgao de Codazzi verificada para ¢ 1T, kX, g,1=1,2

e k > 3.

Segue também imediatamente de 2.4.3.1
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2.4.3.11 A equagao de Codazzi & verificada para o, j, T, 0,71 =

=12 , 3123 , ©#1.

Segue tambem imediatamente.

0s casos nao triviais saoc portanto 0s seguintes:

i) (l,],j) e (2rjrj}
ii) (1,3,1) e (2,3,2}

iii}y ({1,2,1) e (1,2,2)

Para o caso (i} temos as relagodoes a serem vevrificadas (confronte
com 2.3.8):
-
1 a Xl(a) + b Xl {b)
I, =
33
afla - al)
{i) §
a X,{a) - b X, (b)
r2, . 2 2
1)
] b(b - bl}

Para o caso (ii) temos as relagtes a serem verificadas:

. Y. . X. (b.)
(i1} 3 . 3 (2! , pd o3 I
11 22
(a)-a) (by-b)

Para o caso (iil) temos as relagdes a serem verificadas:
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1 X2 (al—a)
12 ~

(al—a)
2 xl (bl—b)
21 7

(bl—b)

+ a X2 {a)

1
b (bl — b}
(a) + b1 Xl (b)
a (al - a)

Consideremos entao a forma bilinear associada ac operador

L{X,Y) =

1

(n-2)

Q(X,Y)

traco Q (X,Y)

2 {n-1)

Usando a segunda identidade de Bianchi € facil ver que L € um ten

sor de Codazzi isto e, verifica a equacao

onde (V,L} (Y¥,Z) = X(L{Y,2))- L(V,Y,2) - LI(Y, V%)

2.4,3.12

De fato, escrevendo a equacac de Codazzi

e lembrando gue 2u2 = az

ra relacao.

relagao.

(VXL} (Y,z2) = (VYL) (X,Z)

ASSERGCAO: As

relagdes (i} sao

Analogamente considerando

vaerificadas

para L e {Xl,Xj,Xj} temos

2 . .
+ b7 temos a primel-

{x2,xi,xi} temos a segunda
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2.4.3.13 ASSERCAQ: As relagdes {ii) sgao verificadas

De maneira analoga a 2.4.3.12, escrevendo a equacao de Codazzi pa

ra L, {Xl, Xj' Xl} temos

. X.(x,)
rJ2 i
11
A — 2
1M
Agera, Xj(Al) = a Xj{all pols por 2.4.3.6,¢ & tal gue Xi(a)xxi(b}:
=Xi(u) = 0. Analogamente usando {X2, Xj' X2} segue a segunda re-

lacao.

2.4.3.14 ASSLERCAO: Se ¢ & solucao do sistema 2.3.10 entao as re
lacoes (iii) sao verificadas e portanto o’ verifica as equagoes

de Codazzi.

De fato, escrevendo a equacao de Codazzi para L e {Xl’ Xo . XZ} te

mos
b {A.,) = I‘l (A, — A.)
1 27 T 22 2 1
2 2 . 2 2
e lembrando dque ll + u o= b+ ald oy tu = a4 bbl e
2 uz = a2 + b2 temos
; L=l 2 -1 .2, .1 2 B
Kl (bbl + 2 a~ - 2 L) = F22 (a™ - aja + bbl b2)

gue € igual a
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. 2
b Xl (bl—b) + a Xl (a) + bl Xl (b) oy (a{al—a} + b{blnb)).
Como v e solugao de 2.3.10 temos entao F%l = X, (log |bl - b)) e
portanto segue a segunda relacao de (i1ii). Analogamente conside-

rando {X,, Xy, X;} temos a primeira relagao.

2,4.3,15 ASSERCAO: 5Se ¢ € solucgao de 2.3.11 entdo a? verifica

as equacoes de Riccli.

De fato, como T¥ o TY = 7¥ o 1Y, basta provar que

1 2 2 1
(1) RY (., X.) 0 = RY (%,, ¥X.) &
AR S T 10 %) 5y
(i1) R (x _ 0 - rY 0 2 >
11 a’ X.l) El = = XF; Xl] ‘52 ’ - ll e 1 s
{"']Rl(x x)r—0~Rl(X X.) ¢ > 3
111 i . 1 = = P 9 1,3 2 3.
Se v e solucao de 2.3.11 entdao a relacac (i) é verificada. (veja
2.3.11). A relagao (i1ii) ¢ obviamente verificada pois V; £ =
i
= V; £, = 0 para 1 > 3. Verifiquemos (ii) para ¢ = 1. Pela
i
definicao Vl toemos
-X, (1)
1 L 1 i £
RO(X,,x.){g,} = - ¥ { —————1) F, = ¥ T, =
1771 1 X 2 [Xl,Xi] 2
a
Xl{b) Xl(b) .
= X (=) By v CIXy, XD, XY e &y
a a
F P .
Como [Xl, Xi] (b) = —Xi {Xl (b)) e Xi e = Xi (Xl (b)) la~ (lembre
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de 2.4.3.6), temos (ii) para ¢ = 1. Analogamente (ii) vale para

g = 2.

§ 5. ALGUNS COMENTARIQS SOBRE A INTEGRACAC DAS EQUACOES DE CODAZ

ZI E RICCI (2.3.9 e 2.3.10) E PROBLEMAS EM ABERTOC

A finalidade deste paragrafo € fazer considerac¢des relativas

a seguinte conjectura:

CONJECTURA: Seja Mn, n > 5 uma variedade conformemente plana de
tipo (2.1) tal que a folheacao por esferas geométricas @ de co-
dimensac dois e intersecgaoc de duas folheagoes ortogonais Lyr I,
quase umbllicas em M. Entac M admite localmente uma imersdo iso-

- i
metrica em Hin+2 com R = 0,

Dada a natureza deste paragrafo, ficaremos um poucc informais.

O teorema 2.4.3 reduz a conjectura a existéncia de uma solu-

gaoc local ¢: M -——> (0, 7/2) do sistema:
i 2 Ryl
Cy = %y {log cos ») - ri; - % (log ———1)= 0
vk
1 [, ]
(Cz : Xl (log sen ¢} - Top = Xl (log - - )= 0
3
R : X; (cotge X, (log YK}y o+ X, (tg ¢ X; (log vk} =

2
= Féz (cotg v X, (log Yk)) + r'y; kg X; f(log vk))
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cnde {Xl,...,xn} ¢ uma base local ortonormal adaptada a estrutura
folheada i.e. T Zl = ger {Kz,...,xn}, T 22 = ger{xl,x3,,,,,xn},
r _ . . . -

rij = (VXin,Xr> , ko= k{Xi,Xj} i,j >3 i#4 3 (k nao depende
de i,]), kl = K(Xl,xj} 3 > 3, k2 = K{Xz,Xj} j >3 (kl,k2 também

nao dependem de j).

Vamos comecar analisando o sistema {C CZ}' Como temos vis-—

lr

to na demonstracgao do teorema 2.4.3, a existéncia de uma solucao

do sistema {Cl,Cz} & equivalente as equagoes:

1 2
= T —_ — —
Y] 11 X, (log lal a]} 0
¢ b X, {b) + a, X, {a)
22,0 12 .
1 11 -
-
1
Y, = I, - X, (log |b,-b|) = 0
ﬁ 9 1 a Xl(a] + bl Xl (b)
Yy T Tpp ¢ =0
i a(a—al}
As equagoes Yi = {0 sao as equagoes escalares correspondentes a
equagdo vetorial.
1 2 _
Yi 5 r Y fp =0
Por ocutro lado a "eguacao de Codazzi" para o operador L ( veja

2.4.3.14) fornece uma equagac escalar
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@ portanto Yi = 0 se e somente se Yi = 0. Uma primeira tentativa
de mostrar entao a existéncia de solugoes {Cl,C2} seria tentar ob
ter uma eqguagac de Codazzi vetortal intrinseca analoga a do opera

dor I. que fornece uma relac¢ao do tipo

para ¥,Y independentes.

Um ataque mals direto para garantir solugoes de {Cl'c2} pode

ser feito da seguinte maneira: consideramos coordenadas locais

]

177" n] adaptadas a estrutura folheada, isto e, Xi:ai EEI

. , ' 1
Alem disso, scndo M conformemente plana podemos supor as coordena

(x X

das tals que a; = @ nao depende de i , i = 1,...,n. Temos entao

por definigac de produto de Lie
{Xl,le = ~X, (log «) X, + Xy (log @) X,

Por outrc lado, escrevendo ¢ produto de Lie em termos da c¢onexao

temos

[X)rXy] = = Ty X

Portanto
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2 2 3
ri1 = %5 (log o) Fll = — Biﬁ
2.5.1 ou 2
1 _ 1 3a
1

Observamos, de passagem, que, come consequéncia temos a relagao

2 1
2.5.2 Xy (rll) = X, {r22)
Sejam agora hl' h2 fungoes reais positivas tais que Xy (hl} = 0,
Xl (hz) = 0 e consideramos as funcgoes
LI
¢ = arc cos o 11 /hl
2.5.3 K w
L%,k | =
- n
¢ = arc sen o L2 KHZ i
— J
/R !
¥ & solugao de C,iew & solugao de Cy. A condigac ¢ = y pode ser
escrita na forma
(k, k) ° (k -k) °
2.5.4 e h, + —= h = 1.
5 1l 9 2
k a k a
A existéncia de funcgoes hi , 1 = 1,2 que verificam a condigao aci

ma ¢ entao equivalente a existencia de solugoes do sistema

af ah of

—mihl+f]—--l+m—2«h2=0
ax ' X i).4

af eh st

1 hl + f2 T2 2 hz _ 0

3 X Y Y
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(k, k) %
onde fi 5 A condicao de existéncia de hl’ h2 solucoes
k o
do sistema acima e tails que X2 (hl) =0 e Xl (h2) = 0 pode ser es

crita explicitamente em térmos de fi e suas derivadas. NoOs nao
faremos isso peis nao achamos nenhuma forma esteticamente aceita-
vel. 80 comentaremos que ela expressa que uma certa fungao das fi
e suas derivadas sdo constantes ao longo de certas diregoes. Isto
deveria ter um significado geométrico intrinseco que nao consegui

mos descobrir.

Se de um lado os comentarios acima parecem sugerir uma res -
posta positiva para a nossa conjectura, uma primeira analise da
equacao R mostra as dificuldades do problema. De fato uma primei

ra tentativa de resclver a equagéo R seria tentar resolver o sis-

tema.
2.5.5 X.(f) = ri, £, X, (g) = r°
< 1 = I roo Ay V90 = Ty 9
OBSERVACAQ: O sistema acima pode ser escrito em termos dos inva-

riantes extrinsecos das folheacgoes zi em M da seguinte forma

X, {log |T1 - T‘) Xl {log ]al - a[)

X, (log |8 - a]) X, (log |by - B[)

onde T e ¢ sio os autovalores de multiplicidade (n-2) de Zl e 32

emMe T, e 51 gao og autovalores simples.
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Usando 2.5.1, o sistema 2.5.5 se escreve

Xl {log £} = Xl {log «) , X, {log g} = X, {log o)

que tem solugoes do tipo

f = Gf,2 g = G.Rl
sendoc Xl (22) =0 = X2 (21) Portanto
cotg ¢ = a &, (¥X,(1lc Th_l t = o £, (X, (loc AE)“I
g9 2 2 9 g v = 1 l( . )
com a condicao
) . -2
2y 2, = X, (log k) X, (log vk) «
e a existéncia de tais P,oe oty e equivalente a
2.5. : : —
5.6 2 2 2 (log &) E— 1og K =0
35{1 3X2 3Xl sz

0o que & uma condig¢ao forte sobre o crescimento de XK nas diregoes
ortogonais & folheacao por esferas geométricas.
Assumindo 2.5.6, a eventual solugao de R ¢ do tipe

1

2.5.7 tg ¢ = at. (X, log k)~

1 1

e comparando com as eventuails sclugoes {Cl, C2} temos



lkz—kl

Ikl_kl

Entdo, mesmo assumindo 2.5.6 uma condigao suficiente para existén
cia de solugoes do sistema {Cl’CE’R} & a existéncia de funcgoes
{r ii i =1,2 tais que verifiquem 2.5.4, 2.5.8 e Xl(£2)=X2(£l):

= Xl(h2) = X2[h = 0.

l} -

Finalmente vamos concluir este paragrafo proponde dois pro -
blemas preliminares a uma tentativa de resolugac de nossa conjec-

tura:

1} As equagdes C C2, R sao independentes ou, por exemplo, R &

lr
uma condicdo de integrabilidade para o sistema {Cl, Cz} ?
2) Achar eventuais condigdes geométricas intrinsecas e simples

. n . . .

que uma variedade conformemente plana M~ isometricamente imersa
+2 _ . .

em R com R £ 0 tenha que satisfazer (a mais das do teocrema

2.3.8) para gue O sistema {Cl, Cys R} tenha solucgao.

§ 6. ALGUMAS PROPRTEDADES GLOBAIS

Neste capituleo gueremos discutir alguns resultados de caracter
global sobre variedades conformemente planas. Provavelmente o re
sultado mais interessante nesta direcao & o seguinte teorema devi

do a N. Ruiper (Veja {Kul}.

2.6.1 TEOREMA: Seja M uma variedade riemanniana compacta € sim

e R s G ~ -
plesmente €6nexd. Se M~ e conformemente plana entio M° &
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T 4 n » - L
globalmente conformemente equivalente a esfera & . {(isto &, exis

te um difeomorfismo glcbal conforme ¢: M" > sy,

2.6.2 OBSERVACAO: A condigado de compacidade é uma condigdo glo
bal razoavel em geometria conforme. Qutras condigbes globais,por
exemple a de ser completo, ndo sao invariantes por transforma-
¢oes conformes. N. Kuiper tem considerado também um conceito de
variedade conformemente completa que foi mostrado ser equivalen-—

te a compacidade.

O tecrema 2.6.1 nos diz essencialmente gue a topologia de
uma variedade compacta conformemente plana esta concentrada no
grupo fundamental. Os resultados a segquir fornecem um exemplo
de tal situacdo:

7E{n+1 uma LCP,

n , - n - ..
n > 4, M cowpacta e conexa. Entao M e difeomorfa a S com

2.6.3 TEOREMA (Veja [C-D-M]) Seja f: M"

bl(M) asas coladas, onde bl(M} e 0 19 nlUmero de Betti de M,

. n . .

2.6.4 TEOREMA: Seja M uma variedade compacta conexa. Se exis
tir uma metrica conformemente plana cujo tensor de Ricci e nao
negativo e positivo em um ponto, entao M' & difeomcrfa a um quo-

ciente de s por um grupo finito de difeomorfismes.

DEMONSTRACAQ: De fato nestas hipoteses my (M) & finite (veja

[M~R2], teorema 6.19) e o resultado segue do teorema 1.
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2.6.5 TEOREMA (Veja [Y]) Seja Mn uma variedade compacta confor
memente plana com curvatura seccional naoc negativa e n > 4. En-

- . ‘ .y n - .. n
tao o recobrimento universal Mn de M e difeomorfo a E{n, S ou

sl x R. No Gltimo caso M é difeomorfa a s7 L x sl e a métri-
ca € localmente o produte de uma métrica de curvatura constante

I n-1 o 1
positiva em 5 e uma metrica em 5.

DEMONSTRACAC: Se ul(M) é finito entao ﬁn’ com a métrica de reco
brimento & uma variedade compacta simplesmente conexa conforme -
mente plana e portanto por 2. 6.1, difecmorfa a s™. Suponhamos

m (M) infinito. Entao ﬁn e completa, nao compacta, com curvatu-
ras seccionais nao negativas e portanto, pelo teorema da alma

(veja [M—Rl]}, difeomorfa aco fibrado normal de uma subvariedade

. _ 1
I totalmente convexa. Alem dissoc, se X €T & e Y € (TL) ,
K{(X,Y) = 0 @ se dim £ = n-1, M & isometrica a & x R
Suponhamos dim % = n-1. Queremos mostrar que I tem curvatu

ra seccional constante. be fatc, sejam X, Y, Z vetcocres ortonor-

1

mais e TXE e N & TXI . De 2.1.3 temos:
K{X,Y) + K(%,N}) = K(X,2}) + K(Y,N)
portanto
K(X,¥) = K{(X,2}.

Segue entac facilmente que K ¢ constante em TXE @ portanto pe
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lo lema de Schur {(n-1 > 3} K‘ & constante. Além disso, sendo
z
L compacta e simplesmente conexa K‘ > 0.
z
Suponhamos agora dim £ < n~1 e sejam Nl’ N2 € (sz)l €

X, ¥ &€ TXZ . Ainda por 2.1.3 temos

RiX,Y) + K(Nl,Nz) = K{X,Nl} + K{Y,Nz} = 0
e sendo K > 0, temos K(X,¥) = 0 = K(Nl'Nz)' Seque entao gue z
e plana, compacta e simplesmente conexa e portanto dim I = 0 e
MY é difeomorfa a R".

Em relacao ao teorema 2.6.5 e a situacgdo analisada nos para

grafos anteriores, temos © seguinte resultado

2.6.6 TEOREMA: Seja M', n > 4, uma variedade compacta, conexa ,

conformemente plana com curvatura seccional nac negativa e
n n+2 . ~ . . ~ n -

f: M7 —>1R uma imersac isometrica. Entao ou M7 e difeomorfa
n - . s n-1 1 . -~ = .

a S ou e isometrica a S X 50 e a lmersao € justa.

DEMONSTRACAC: Se M for simplesmente conexa entdao M &€ difeomorfa

n . ~ : :

a S pelo teorema de Kuiper. Se M nao for simplesmente conexa o

teorema segue da classificacgao das subvariedades de codimensao
n+2

dois do R com k > 0 dada em [B-M].



caPITULO III
VARIEDADES COM OPERADOR DE CURVATURA PURQ NAO NEGATIVO

Temos visto, no ultimo paragrafo do capitulo anterior, que
para variedades compactas conformemente planas, a hipotese de cur
vatura nao negativa implica em fortes consequénbias globais. Nes
te capitulo manteremos a hipdtese de curvatura nao negativa enfra
gquecendo a hipotese da variedade ser conformemente plana. Consi-
deremos uma c¢lasse de variedades Riemannianas, as com oeperador
curvatura puro (veja definigac abaixo) que incluli comeo diziamos as
conformemente planas e também as isometricamente imersas com espa
gos de curvatura constante com fibrade normal plano,para as quais
a positividade da curvatura secciconal & equivalente a positivida-

de do operador curvatura (confronte observacao 1.1.4).
§ 1. DEFINICOES E RESULTADOS PRELIMINARES
Em (G-M) Gallot e Meyer provaram o seguinte teorema:

3.1.1 TEOREMA: Seja M uma variedade riemanniana compacta, sim-
plesmente conexa com operador de curvatura nao negative. Entao M

& produto riemannianco de variedades dos seguintes tipos:

GMl: Variedades m-dimensionais com grupo de holonomia g Z S50 (m)

. . m
e com cchomologia dc de Rham isomorfa a da esfera S .

UNIZCAMDP
pIRLINTEO R conTo o
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GM2: vVariedades 2k-dimensionais com grupo de holonomia § - U(k) e

: . k
com a cohomologia de de Rham isomorfa a do espago projetivo P .
GM,: Espagos siméetricos de tipo compacto.

Além disso, se p €& positivo em um ponto, M & do tipd GM, .

Como ja observamos na introdugao, a positividade das curvatu

ras seccionais de M nao implicam, em geral, na positividade de op.

Consideremos as seguintes condigoes:

Pl: Existe uma base {wij} de AZ {TXM) de autovetores decomponi-
veis de p , isto @, o{w,.) = A, . w.., e existem vetores X.. e Y..
ij 13 i3 13 i
€ET M tal que w,., = X.. A Y,..
X i1 13 17j
P2: Existe uma base ortonormal {Xl,...,Xn} em TXM tal que
p(xi A xj) = Aij X, oA xj.

Claramente P2 wﬁPl 2 Pl implica a equivaléncia entre a positivida

de das curvaturas secclonals e a positividade de p.

0s seguintes resultados sao de algum interesse:

3.1.2 EXEMPLO: Py #392: £ suficiente exibir um contra-exemplo

para um ponto de M. Seja V um espac¢o vetorial com produto inter-
no tal que dim V > 4 e {Xl""’xn} € uma base ortoncrmal de V. Pa

ra i < j, seja

wij: (cos o Xl + send XZ)ﬁ XB se (i,3) = (1,3)

{-sen 8 X, + COSs 8§ X2} A X, se (i,3y = {2,3}

1 3
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onde 8 £ K n/2. Entaoc {wi } & uma base ortonormal em hz(v) con—

J
sistindo de elementos decomponiveis. Definimos

p hz(V) _— ﬂZ{V]

p(wij) = Aij wij com Aij # AkS se {i,3) £ (k,s)

Entao p e um operador como um operador de curvatura  verificando

P,. HMas o nac verifica P, pois se {Xl,...,xn} e uma base de V,

as 2-formas "ij = Xihxj olhadas como Z2-planos em V verificam a se

guinte propriedade: existem duas retas em “ij' Ly ¢ L,, tal que

e 0om.. @ zero, L. ou L,. Mas w & interceptado por w

W
‘9 ii 1

12 137 71

€ W,, ao longo de quatro retas distintas.

Wo3

3.1.3 PROPOSICAO: Suponha dim M < 3. Bntdo p satisfaz P2

DEMONSTRACAQ: Se dim M = 2, p satisfaz obviamente P2‘ Se dim M =
= 3. . observamos primeiramente gue se w g Ai(M), w ¢ decomponi-

vel., Sejan Xl,}{,),}(.3 formande uma base ortconormal de TXM. Entao

Se 0 ou a = 0, obviamente w e decomponivel. Se a

a3 © 23
8n- £ 0 definimos

2= ayp ay3 Xy - apg apy Xy

1 _1
ay3 X1 * 213 %
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e w = 2AW. Consideremos agora {wl,wz,w3} base de autovetores de
0. COmo Wiy, W,,w, sao linearmente independentes e dim M=3, olhan-
do W, Ccomo 2-plano, temos que existem tres retas perpendiculares

Ll,L2 e Lj tais que W N w, = Ll' w, Nw, =L, ew

L 2 1 3 2
tao a base ortonormal {El’EE’EB}tal que Ey,E, e E

, Mwy = L .Bn

geram Ll,L.

2 <

3

L3 respectivamente implica que p satisfaz P,

3.1.4 PROPOSICAO: Se M e conformemente plana entac o satisfazj%.

DEMONSTRACAO: Temos por 2.1.2 gue existe um operador simétrico

Y: T M > T M tal que
X X
p (X K Y) = y(X) A Y + X A v({Y)
Portanto =so {Xl,.__,Xn} & uma base ortonormal gue diagonaliza

Y, (XA Xj} diagonaliza p e portanto e satisfaz P.,.

3.1.5 PROPOSICAG: Seja £: M» > RY uma imersac isometrica
com fibrade normal planoc. Entao p satisfaz P,.

DEMONSTRACAO: Ccmo & = Rl = 0, segue da eqguacgao de Ricci [1.2.8]
que para todo ¢, nE?IXM, AE ° AL = An ° Ap . Logo para todo x €M
existe uma base ortoncrmal {Xl,...,Xn} cm TxM que diagonaliza
simultaneamente Ag’ Y of & TiM. Entao se {51,...,£p} ¢ uma base

ortonormal de T-M e +% = {A, X.,X.) temos por 1.2.5 b
X 1 E 7if7g

X, A X)) =0y A, AL) X, A XL
o Xy g (a:l E R i
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e p satisfaz P2.

Os resultadoes 3.1.3, 3.1.4 e 3.1.5 justificam nosso interesse na

propriedade P2.

3.1.6 DEFINICAO: Dizemos que o operador de curvatura p & puro

se p satisfaz Pz. Neste caso diremos que M tem o.c.p. (operador

de curvatura purc) e uma base ortonormal de T M, {Xl,...,xn} tal
. = A,_ . Jn. . 3 “"b

que p {Xi A Xj) 15 X, Xj sera chamada uma p=-base

E claro que se M, e M, sao variedades riemannianas com ¢.c.p. Py

1 2
e P, respectivamente, entac o produto M = M, x M, tem o.c.p. P,
pois a uniaoc da ol—base com a p,-base forma a f-basec. A recipro
ca da afirmacao acima foil provada sob condigoes adicionais e
[Ma]. Agora provaremcs a reciproca no caso geral:
3.1.7 PROPOSICAOQ: Seja M = M1 X M2 uma variedade riemanniana
com 0.C.p.. Entaoc My e M, tém o.c.p.

DEMONSTRACAQ: Seja X X, a p-base para T M. Denotaremos por

-

Py i=1,2, o operador de curvatura de M, e, para X € T_M, por

X'e X" as projec¢oes de X sobre os egpag¢os tangentes a M, e M, res

pectivamente, Com esta notacao temos:

DXL AXL) = AL L (X AT LN AT X T AN et AT
ptxlnx]) Alj(Xlﬁ J) Al](xl j+x1 XJ+X1 3+X1 XJ)

3.1.7.1

1',-. . = - l-n‘ ‘ 1,‘ ﬂX I.‘
o[\lr’s}(j) {‘{l ‘(J] + 02[}{1 )

Dl >
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e entao:
pl(XiﬁXj} = AiniAXj / pz(XiAXj) = Aij Xihxj
3.1.7.2
1ij {xinxj + XiﬁXj) = 0
ASSERCAO: Se x.. # 0 entao ou X! = 0 = X! ou X" = 0 = ¥X"
17 i ] i 3

Vamos supor Xi # 0 e seja w = Xihxﬁ ¥ XEAXj. Tomando © produto

interior com Xi Temos:

4 1 ~ t 2 noo_ n 1 1 " t 1 1 1) n
0_1(xi}w = Hxin xj (xj,xi> X3+ (XE,XD) xj - (Xj,Xi XY
S X x - (xt, X x©
1 ] 71 1
e entao XU o=, XY ux5u"2 X"
1773 I i

J

Tomando produto interior com Xﬁ temos:
H r 7l 1 " [} 2 n
0 = i{X")w = (X!, X'y X" - lkx1™ x»
J 1] J ] 1
e entdo (X', XD % ix'1% §x11%) x* = 0.
1" ] i i i

Se x; £ 0, a condicao acima implica Xﬁ = AXi e por 3.1.7.1,3.1.7.%

e Aij # 0 temos XiAXj = XV A X; gue implica, tomando produtc in

terior com X, gue X; = 0 contradizendo a hipotese. Logo X! = 0.

Invertendo-se os indices de Xi e Xj obtemos novamente Xﬁ = 0 ou
"= . ‘nta . € . 3 - .o,

X] 0 Entao X; e X] sao tangentes a M, e M, Como i £ 0 ;
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Xi e Xj devem ser tangentes a mesma Mi O gue prova a assergao.

Agora,reordenamOs os vetores Xl,...,xn de maneira que
le...,xk sac vetores tangentes a Ml e que para todo i = 1,..., k
existe 4§ tal que Aij # 0 {em particular Xj é tangente a M),
Xk+l""’&“ 580 tais que Aij = 0 para 1 = k+1,...,m e todo j e
{Xl,...,Xk,X£+l,...,X$} € uma base do espa¢o tangente a Ml' Ob -
servamos gue {Xl,...,Xk}é ortonormral e ger {x£+l,...,x$} & ortogo
nal a ger {Xl,...,xk}. S5eja {Yk+l""'Ym} uma base ortonormal
para ger {X&+l,...,X$}. De 3.1.7.1 segue facilmente que {Xl,...,
Xy 1 Yk+1""’Ym} e uma Dl—base para o espaco tangente a M. Do

mesmo modo vemos dque M2 tem ¢o.c.p. e isto completa a prova.

3.1.8 OBSERVACAO: Nao sabemos ainda se uma subvariedade total -
mente geodesica de uma variedade com o.c.p. tem também o.c.p.. Se
ria interessante no minime provar que a alma de uma variedade nao

compacta com o.c.p. nac negativo tem a mesma propriedade,

A existéncia de uma metrica com o.c.p. fornece imediatamente

restrigoes fortes sobre a topologia de M. Por exemplo:

3.1.9 PROPOSICAO: Se M admite uma metrica com o.c¢.p. entac to-

das as formas de Pontrjagin de M se anulam.

DEMONSTRAGAO: Se 91 € uma forma de Pontrjagin, podemcs expres-

sar g, {p) como segue:

1

3.1.9.1 {p) = . T &
T2 T

p(Xi ij )f'\...!\p{Xi hX,

172k 1091 2k 2k

)



64

onde a soma & sobre Lodos os subconjuntos ordenados (il,...,izk)
de 2k elementos de {(l,...,n) e todas as permutacgoes {jl""’j2k)
: Ji--dox , -
de (i ,...,i4.) ¢ 6.7 . denota o sinal da permutacao. se
1 2k Ioavedny
{Xl,...,xn} & uma p-base,
p (X AXL )} Ao..h p(X, AX. )= A, . ...k, . X, AX, h... AKX, AX,
1)1 fok o Jok 1101 toxdok t1 0N Lok ok
que € zerc pols X, A X. A...h X, A ¥X. tem elementos iguais
1 J 1 J
) 1 1 2k
((jl,...,jzk) e permutagao de (11,...,l2k)}
Esta proposig¢ac mals o teorema da signatura de Hirzebruch

fornecem um interessante resultado sobre a dimensao das varieda-

des do tipo GM,, «ue tém o.¢.p.. Lembramos que se uma variedade

M compacta e orientada tem dimensao n = 4k, a sianaturae o (M) e

2k

definida como segue: escolhemos uma base a ..,a_ para H (M)}

1
tal que a matriz simetrica [(aanj)[p}] & diagonal (onde U & o
produte “"cup” e . a classe fundamental de H4k(M)). Entao G(M4k)

€ o numero de autovalores positivos menocs o numero de antovalo-

res negatives da matriz acima.

3.1.10 PROPOSICAO: Se uma variedade do tipo GM, tem ©.C.p. en-

tao sua dimensao ¢ da forma 4dm + 2.

DEMONSTRACAO: Se dim M = 4k ¢ M e do tipo GM., entao (M) = + 1.
Mas © teorema da signatura de Hirzebruch diz que o (M) & combina-

cac dos numeros de Pontrjagin e portanto ¢ (M} = 0 por 3.1.9.
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3.1.11 OBSERVAGCAQ: ©E possivel construir variedades  compactas,

simplesmente conexas e de dimensao 4m + 2 cuja cohomologia de de

Rham & igomorfa a de CP2m+l ¢ tendo classes de Pontrjagin nulas

Entac o problema de nao existéncia de métricas com o.c.p. sobre

variedades do tipo GM, nao parece ser puramente topologico se a

2

dimensdo nao € nultiplo de 4.

- In . : -
3.1.12 Se M ¢ uma variedade de dimensao par com 0.C.p e

{Xy70000 %5 &€ uma p-base entaoc o integrandc de Gauss - Bonnet -

2n

Chern (veja [Ma]) é dado por

on
3 - S
3.1.12.1 G g Ag(1)0(2).... A0(2n~l}o(2n]
{2n) !
onde a soma & sobre todas as permutacgoes ¢ de {1,...,2n} tal que

o{l) <« o(2) (...0 o(n).

Como estames interessados em variedades simplesmente conexas
com curvaturas seccionais nao negativas e o.c.p., comegaremos ana

lisando variedades irredutiveis do tipo GM, e GM,.
§ 2. ESPACOS SIMETRICOS DE TIPO COMPACTO:
Seja M um espacgo simétrico de tipo compacto, simplesmente co

nexo. Entao a metrica simetrica natural sobre M tem  curvatura

seccional constante.
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3.2.1. TEOREMA: Se M C um espago simetrico de tipo compacto, ir

redutivel com o.c.p. entdo M tem curvatura scccional constante.

DEMONSTRACAQ: Sejam Xqp..., X, campos de vetores ortonormais defi
nidos num conjunto aberto A & M tal que p(XiAXj) = Aij Xi“xj‘ Co
mo M & simetrico, Aii ¢ constante em A. Provaremos primeiramente
um resultado preliminar:

3.2.2 LEMA: Sejam j,. fixados e suponha Aij # r;, para algum
i - 1,...;1’1. EntéO:

(V, X., Xy =0 Y ¥ € T™
£ ] £

DEMONSTRACAO DE 3.2,2: Como M & simétrica, YR # 0. Além disso
como p ¢ puro, se o conjunte {i,j,k,z} contém mais que dois ele-

mentos, (R{X.,X.)X,_,Xx » = 0. Entao temos:
1777 TRy

]
I

v Mo L op = =—INL1A. v . -_ . oy dhs =
(TgR) (X, X5 X ,X)) = =RIK 0K, X, K ) RO KGR vyX )

H

_ A Y - =
vxxj,xﬂ i <vxxi,xj> A

(vxxj,xi) (kij - lii)'

1

{3.2.3) Completaremos a demonstragac de 3.2.1, Vamos supor que

M tem curvatura nao constante. Entao existe X; tal que o conjun
o
to {li 3o 0J # io} tem no minimo dois elementos distinteos. Vamos
0
rearranjar a base {Xl,...,Xn} para que



= = ). l
(3.2.3.1) Al2 “e 1p ’

Aplicando 3.2.2 para i =1, jJ = 2,...,p e & =171 > p, obtemos

L'

Afirmamos que existe r p tal que se 1 #£ 1, r entao Ali = Ar

ol

£ )

De fato, suponha que para teodo r »p existe 1 £ 1,r com A

11 ri’
Aplicando 3.2.2 temos
: - € T
3.2.3.3 (VX X Xr) 0 ¥YX € TM, r>p
e isto junto com 3.2.3.2 implicaria que a distribuigao D=
= ger {Xl,...,Xp} é paralela contradizendo a irredutibilidade de
M. Aplicando novamente 3.2.2 a i = Yy s 3= 2,...,p,% = 1 obte-
mos
y (v o= = ] =
3.2.3.4 x Xy0 X 0 ¥X €TM 3= 2, ..,p
Portanto 3.2.3.2 e 3.2.3.4 implicam gue D = ger {X2,...,Xp} e

uma distribuicdo paralela nao trivial o que contradiz a irreduti-

bilidade de M.

§ 3. VARIEDADES DE KXAHELER

Seja M uma variedade riemanniana compacta, orientada e w uma

p-forma diferencial. A formula de Weitzenbdck é:
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3.3.1 (aw]w) = (vw\vw) + (Qp wlw)

onde a4 € o coperador de Laplace-Beltrami, Qp o tensor de Ricci ge-

neralizadeo ¢

(T‘T] = ¢ rMx), t{x)) am
M

e o L2 - produto intcrne em Ap{M) (veja [G-M], [M—R2]

Se {Xl,...,xn} ¢ uma base ortonormal em T M definimos
Aw) = by ) wi(X _ , X, X_, LH )
o« ,u r,s,t,u s £ % up
W (Xt, Xr’ Xa ""‘Xa ).(p{XSﬁXu),Xtth)
3 p
3.3.2¢4
B{w) = ) )3 wiX X , X ,...,X ).
o PR Yo t.ou r 5 (13 (1p
3 Up P2 ey
W (Xtr XU_’ XU Fo == fXa ) *( p (thxs) :Xthxu)
3 p
entao
(Qp(w),w) N A{w) - p-1 B {w) (veja [ MR2 1}.
' (p-1) ! 2
0 ponto fundamental na demonstragac do teorema de Gallot -
Meyer (3.1.1) € o fato gque se p > 0 entao Qp > 0. Em particular

se p > 0 cada forma harmonica e paralela como segue de 3.3.1.

Se M & do tipo GM2 um gerador de Hz{M;I{) define uma estrutu-
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ra k8heleriana sobre M. O objetivo deste paragrafo ¢ provar o se
guinte resultado:
. 2k : . .
3.3.4 TEOREMA: Seja M  k » 1, uma variedade riemanniana com-
pacta, simplesmente conexa com o.cC.p. nao negativo. Se existe
. . . 2 ~ ,
uma forma harmdnica w € A7 (M} tal que wk # 0 entao existe um con

M2k

junto aberto A & , A#@, isométrico a um produtc de subvaricda-

des de dimensao posgitiva.

DEMONSTRAGCAC: Scja x €M c {Xl,...,Xn} uma base ortonormal em

T M tal que p{X,AX.} = ). . X, AX,. Se w € AZ(MJ e uma 2-forma har
hie r ] 47 1] -

monica, temos:

i

E Alw) = T W{XS, X ) Asu

f s,u,r
3.3.4.1¢

DB = T 2w, X2

T or,s r' rs
Entao nor 3.4.3
_ 2
3.3.4.2 {0 _(w),w = ¥ w (X ,Xx )y A =0
P . su
S ,UAT
Obhservamos que Come Asu > 0 entao todos 0s termos na soma acima
. _ 2k ~ -

tem gque anular.  Se Aqu =0 ¥ s,u e ¥x € M centao M e pla-

na e simplesneonte conexa o que contradiz a compacidade de M. En-

tdo vamos supor ip, # 0. De 3.3.4.2 temos
) Lo

33,403 wing,Xx) = 0, W2
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Entao w & da forma

3.3.4.4 W= W X, A Xy + b w.. X. A X.
i, 322 )

Como Wk £ 0, entao Voo # 0. Assim 3.3.4.2 implica

3.3.4.5 A = {0 ¥ 5 >2,
ls

Usando o mesmo argumento para os outros indices temos, apos uma

pogsivel recnumeragac,

3.3.4.6 AL, o=
i3

L
u
[

se {1,3) £ {(2s5-1, 2s) s = 0,...,k

0 integrando de Gausz-Bonnet-Chern dado por 3.1.12.1 e

K
S A .. AL
¢ 12 2k-1,2k
k!
Se G =0 entao » (M) = 0 ¢ por 3.1.1 M e do tipo GM. Entac ou M

& redutivel ¢ que prova o tcorema ou 3. (M) £ 0. Sc X (M) £ 0 exis-

te um conjunto aberto A C M tal que A J. Em um

A 2
12 "t "2k-1,2k 7

conjunto poussivelmento menor A C A, onde as multiplicidades dos

autovalores de e sao localmente constantes, podenons cscolher

xl,...,xzh diferonciaveis o se comportando em cada nonto cono O
I

referencial gue temos usade até o momento.

ASSERCACQ: Ag distribuicoes D, = gor {X20~l’ X, sac paralelas

o

e determinam uma fatorizagido local como produto de superficies.
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DEMONSTRACAC DA ASSERCAOQ: Consideremos a segunda Identidade  de
Bianchi:

v
3.3.4.7 (T RIXy,%,)+T, R(X,, X, )47,

(X :X)]{X :XE) :'O-
K 1 y K771 1

Expandindo 3.3.4.7 temos:

Xk<R(Xl’x2)Xl'Xg>“<R{VX_XI'XE]XI’XE)“(R(Xl'v

X, )Xo, X, )
K X, 2701

k

~(R(X1,X2)VX Xl’xﬂ)_{R(Xl’X2)Xl'vX

X7+ X . {R(X
K K L 1

5 X )X SR -

- - - . _
(R(vxlx2,xk)xl,x2> <R(x2,vxlxk)xl,>\2 <R(x2,ak)vxlxl,x2>

~<R(x2,xk)xl,vxlxg>+x2(R(Xk,xl)xl,xg>-(R(Vx2xk,xl)xl,xg>

—{R(X, ,V

P _f\ v &
K X’xl}xl,xﬁ> \R(xk,xl} X x£> {R (X

X1

!X )X .rv

X Xz): 0

K k

Como <R(xi,xj)xk,xﬁ>= 0 se {i,j,k,2} contém mais gue dolis elemen
tos, de 3.3.4.6 segua que O unico termo da expansaoc de 3.3.4.7
gue nac se anula para Kk,2>2 e (R{Xl,xz)xl,vx XE}'

K
Portanto

<vx X o X3) =0 k, 252

-~
-7
<

~
2
ona

]
o

k,£>2
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0 gue prova gue Dl e uma distribuicdo paralela. Pelo mesmo argu-
mento DS e uma distribuigac paralela e isto prova a assergio e o

teorema,

§4, VARIEDADES ANALITICAS COM o.c.p.

E um resultado bem conhecido que o©s grupos de nolonomia lo-
cal de uma variedade analitica saoc iguals. Usando este fatg, 3.2.1,
3.3.4 e o teorema de Gallot e Meyer (3.1.1), os seguintes resulta

dos sac facilmente provados:

3.4.1. TEOREMA. Scja M uma variedade riewmanniana compacta, sim-
plesmente conexa com ©O.c.p. 1A0 negativo. Se a métrica de M &
analitica, entac M & o produto riemanniano de variedades com a

cohomologia de de Rham igsomorfa a da esfera.

3.4.2. COROLARIO. Se M & variedade de Kaheler compacta, simples
mente conexa, analitica com o.c.p. nao negativo, entao M é
produto riemanniano de variedades difeomorfas a esfera dois dimen

sional.

§5. IMERSOES ISOMETRICAS COM CURVATURA NAQ NEGATIVA E FIBRADC NOR

MAIL PLANO,.

. n . . . ‘
Sela M uma variedade riemanniana e simplesmente conexa

. . o X n L n+
com curvaturas secc¢ionais nao negativas ¢ £ ¢+ M s IR P uma

, P . - . L . -
imersao isométrica com curvatura normal RT =z 0, Se {Xl,..-,Xn} e
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uma base ortonormal de TXM que diagonalizZa a 22 forma fundamen-
tal «, entao por 3.1.5 os bivetores Xi A Xj » 1 < j, diagonali
zam o operador de curvatura p e portanto p & puro. A finalidade

deste paragrafo & provar o seguinte resultado:

3.5.1. TEOREMA. Nas hipdteses acima, M & produto de variedades
do tipo GMlh
OBSERVACAO. Do teorema 3.2.1 segue que, na decomposigiac de de Rham
de M nao aparecem espacos simétricos gue nac sejam esferas. Por
tanto para mostrar 3.5.1 & suficidnte mostrar o0 seqguinte resultado:

n

3.5.2. TEOREMA., Se M & do tipo GM,, entao n = 2k = 2.

2!’

DEMONSTRACAO. Seja vl:{(x,g) € v :lIgt =1} o fibrado normal uni
- _ - -1 + .
tario da imersao T e G : ul __%)Sn+p L c R a aplicagao

normal de Gauss generalizada, G{x,§) = £. Sejam
s n+p=—-1 - X . o
D={f & g £oé valor regular de G}

A= {(x,5) ¢ vl : (x,£) & ponto regular de G}

; _ 1 -
P = i{x&€ M. 3 < \)XM: (x,£) € A} = TT\)(A)
N = o - . 1
onde " ; v—>M € a proje¢ao canonica e vX =71 T{x).
Seja A, = {(x,¢) € A = indice A_ = 2}. A !-ésima curvatura

£ £
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total absoluta de f &

[
J |det Ah]dvl
A g

3

ﬁ
',--h
;
==

onde dv e a medida em v e ¢ o volume da esfera Sn p l. A

caracteristica de Buler-Poincaré pode ser calculada a partir de

Tg(f) por
o g
(M) o= ooa o (=1) v (f)
£=0 '
(veja [Ri}. Pelas nossas hipbteses X(M) = k+1 e a idéia da dc-
rl r
monstragao ¢ mostrar que 2 (—l)L TR(f) > k+1l se k » 1. Come-
2=0 '

caremos dando uma decomposicao de UX que nos serd Util para es-
timar Tt _{f}.
3.5.2.1. ASSERCAD. Seja i¥X,,...,X_ } uma base ortonormal de T M
3 1 n X
que diagonaliza a 22 forma fundamental de a. Se x € P, H(X_J%)#U
o
- e os subespacos Bi = ger {“(X2i~1'x2i~l)'“(X21'X21’} 5A0 dois

a dols ortogonails.

De fato, se u(Xj,X&) = 0, para qualquer £ € vi ' A;(Xj) =0

e portanto x ¢ P. A ortogonalidade dos Bi seqgue de 3.3.4.6 e

da equagdo de Gauss. Temos portanto uma decomposicao ortogonal.

v =B, & ... & B, & N, (x)
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onde dim Bi =1 ou 2 e Nl(x) = {£ € vt AE = 0} & ortogonal
ao 19 espago normal.

Suponhamos ter ordenado os Xls de tal maneira gue dim B, =
=2, 1< s, dinm Bi =1, s+1 < 1 < k. Em cada Bi consideramos a

base ortonormal:

-1
= [ Il
ojop & 00Xy gr¥yy ) alXy, 0%, )
i< s ¢
521 = vetor unitario normal a @21_1 e tal que
L <g2l ,N(X2i,X21) ) > 0.
£ = (X X Yl (% X yI~ L
"Zs+t 25+t 28+t 2+t 28+t

4
e completamos a base com uma base ortonormal de Nl(x) .

£ & vt seja ai{i) =
cada Bi consideremos
N s B
Bl — {cJ o Bl .
Bl = {f{ ¢ B,
i i
2
BY = {£ ¢ B, :

Para

. Em

(A xi,Xi> o i-ésimo autovalor de AE

r

0s seguintes subconjuntos:

ay;.1(8), ay, (8) > 0}
a,. (&) a, (&) < 0}
aZi_l(E), azi(E) < 0}
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221

Claramente, se dim Bi =1, Bi = ¢ . Seja dim Bi = 2

Lo S Kot 18941 + XZigzi. Consideremos os conjuntos
ol o)
= (|} &« .2 . . + £
By =B &R ®pi-1%01-1 F %3004 ou
®2i-182i-1 7 Foy8p5 € By
=¢ - Ir & O - " -

S S P LS B PO ou

B, U B

Analogamente definimos

e



}
> =0 =2
Te tao B, # G
mos en i 7 ¢ # Bi se, e somente se K(X2i—l'x2i) > 0.
. 1 1 .
Consideremos agora WR(X) = AR N vX . bado § € vx conside—
ramos a decomposigac de £.
3.5.5.2. I SN L
i . = L , — i
onde £~ ¢ B. e & € Nl(x) . Seja WO{XJ ={geanv : i €
3%} ¢ W (x). pado um subconjunte {i,,...,1i,} C {1,...,k} i, <
i - © 17 P I I ’ 1
< ...< i, consideramos as aplicagoes
= 1
¥y ;¢ Wo(x) —> Vv,
N

gue consiste em ltrocar, na decomposigéo 3.5.2.2 de ¢, os vetores
i iy N
E Treu kB com seus opostos. Seja W, . (x) C W2t(x) a imagem

17 te -
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) . . Observamos:
0 1,--.1,

530 isometrias sobre suas imagens e estas

sa
disjuntas.
(b) |det A_, = idet A .. |
£ ' ¢ (F)
(¢ = v ; ). Destes observacgoes segue imediatamente:
b
3.5.2.3 f ldet & |ds = ( K ) jdet A_|ds
. j _ | L - .I,_I - t _-. E_ X
WZL{X) WO(X)
onde ds & a medida em v c W, (x) a reuniao dos W. . {x).
. X 2t i,..-.1
1 t
Somando a relagﬁo acima em t temos:

k k X

3.5.2.4. b | det Aglds, = L () J* | det A{[dsx =
t=0 2t(x) i t=0 Wo(x)
e
- of . |det Ag|ds .
YW (x) i
O
ider: 53 : = c, =
Consideramos agora W2g_1(x) , D 1,...,k. Se ¢ WZR—fX)
existe um primeirc 1 < k tal que El € Bi = Bi e bidimensio-
o -i— - = .
nal. Entac £ at21w1+ b”Zi com ab < 0.

Consideremos as apli

- i i
cagoes v, € ¥, COmo segue:
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i . -
vy consiste em trocar, na decomposicgaoc de b,

i ,
¢ vetor & pelo vetor fjal ¢

Se a < 0, aplicar

+ bt

2i-1 21

. i . R
Se b < 0, aplicar ¥, consiste em trocar,na decomposigao de &,

.1 , .
0 vetor £ pelo vetor a€2i—l + bE2i

Temos:

i ~ , . .
(a} vy & ¥, sa0 isometrias sobhre suas imagens.

(b} a imagem wi esta contida em Wzﬁ(x) - W2p(x) e a imagem de
i - - =

¢ esta contida em W22+2(x) w2£+2(xi.

(¢) |det A} < ldet A |, 3 =1,2.

Portanto de 3.5.2.4 e das observag¢tes acima temos:

k
X(M) = % J (7 J“_ |det AE[dSX + [ _ |det A{stx -
Pooe=0 JwW, (x) JWQE(X)"W2P(X) ”
k k
- 7 |det A ]ds Ydx v 2 (_ |det a lds dx =
£ b4 . c .
2=1 Wzg—lIX) g » WD(X) -

onde KO = {(x,8) € AO 1 X e P e [ & W_(x)1.
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Queremos agora, estimar { |det A %dvl
5N §
O
. ; - 1
Seja {U‘}\GI uma colecgao de abertos conexos de v tal que
A . - .

U U} & igual, exceto para um conjunto de medida nula, ao conjun
AET

to A e tal que G[U ¢ injetiva para todo A em I. Os abertos
A
UA tém a seguinte propriedade: o indice de x como ponto criti-

co de h_ para (x,) & U\ & constante.

Seja I, = {n € I u, ¢ Ag} ‘para L = 0,...,2k. Para
. . -1 = i .
& 2] ¢ T = a = T fo . 0
A IR' sejam lﬁ(x) UA v, € Tg(x) TQ(X) NR(X) Existe
uma correspondeéncia biunlvoca entre IO e Ii para qualquer £>1
pois Tﬂ(x) pode ser obtido de To(x) compondo as isometrias
@ . . w} e gl definidag anteriormente. Para cada xA € I _,
iy-.01y 1 2 o)
seja § seu correspondente em IQ. Chamemos Ué por Ui e UA por
[
Ui . Temos entaoc L = IO tal que se X €L e (x,£) € U; ; X
& ponto critico de h, de indice 2.
‘ = . i ' nrp-l
Temos entao, denotando com V a medida em S ;
K . V(G(T))) V(G(T)))
X(M) > — & V(G(UA}} = L A t oLl + +
C hern AEL c c

v(m(ﬁ%k))_

.1.. ——— e i

C



2.2.5.5. ASSERCAO.

DEMONSTRAGAOQ, Seja

vamos provar que V

Se V(C) » 0, 3IX) €

a a soma das medid

81

Ui EeT (0} e uy = {(x,8) €Uy £ €
VIG(T)) por V_ e I V(G(T)) por V,.
AEL ”

2V > .
o}

B = U G(ﬁ;). Ent3o V(B) < V_. Seja C=D - B.
AEL - °
. o o] o) .
< - 3 C z 1 A =,
{C) VO Seja Ch UA tal que G(CAJI B =g

L tal gue V(G(C?)) > 0. Se expressarmos por

as de todas as intersecgoes dos G(C?) teremos

v(c) = X V(G(C)) - o
ACL
Se M & do tipo GM., , X(M) = k+1 e entao
v v v
k1 » —— + .+ E + ... + 2k
= C C
[
Se Vo > ¢ nao ha nada a demonstrar. Mas se VO < ¢ entao exis-
te %, numero par, tal gue v, > c.
Para este ¢, sejam D, = U G(ﬁg) e D, =D~ D,. Conside-
1 A 2 1
AEL
remog para todo A C'Q C UR tal que G(Cg) M D, = 4. Se £ ex-
P tA = T p 1 A
pressa a soma das medidas de todas as intersecgoes dos G(Ci), te

mos:



g2

b= 8 VIG(Cy)) -~ B
AEL
Observemos que

3.5.2.6. V(D,} < ¢ <V

Vamos agora relacionar VQ com VO . Lembremos que

)
Vg = L J et Ar}dvl e Vv, = I [ | det AE|dvl
YL /50 AEL Jﬁﬂ ’
A X
e se & = 2t, dado um elemento I de Tﬁ(x) existe il < ... it
com {il,...,it} C {i,...,k} tal gue & & obtido de um elemento
de T (x) oor v, . . Segue de 3.5.2.3 gue
O 14 «=-l
1 t
] - k [
|det A lds_dx = { ) ; |det A_|ds_dx
P, /T, (x) X E P IT (%) £ o=
A 2t Ao
onde PK = Wv(Ul). Portanto
- - _ k
3.5.2.7. VR = | £ ) VO .
Agora relaclonaremos V(Dz) com VI(C).
Scjam T!'(x) = oo vl e T'(x) = Cﬁ n vl . Novamente, re-
') A % A A ¥

cordamos gue existe ( .} escolhas de il < L.l =04 com
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{il,...,it} C {1,...,k} tal gue 0 (Té(x)) C T (x) e suas

imagens sao disjuntas. Como

) V(G(Cg}) = I f [det Ag]dvl )
A ACL O
€y
Lovielc)) = % f ldet A, ldv’
AEL AET, 2 ”
5\
o o
temos se Ll = ”v(ck)

det Aa‘dsxdx :-yJPI J | det Agldsxdx >

Té(x)

jdet Arfdvl
hel

Agora precisamos relacionar a com f . Se G0 = G(C?) sl G(Cg)’ pa-
Fa

ra tode I € Go existem X e vy tals que ¢ € Té{x) e £ e
inT A - 11 - ]
Po(y}. Portanto e (£) € Tg(x) e v, (£) € Tg(y) e
1 t 1 t

- 2 5 o -1 Q
: . L 2 =2 C M . =
wil'-"lt(?} ¢ Gg G h) G(Cﬁ) Chamando de C} C (GO) N CA
e C? = 1H1(G )N C£ temnos

A £ A



S J’ Pt idet A:_ id\_.sl =y
(""‘ o

A

onde como ja temes observado

Yy » o = B, Logo
3.5.2.8 vI{b,) o

De 3.5.2.6, 3.5.2.7 & 3.5.

]
ey
.

e

0 que prova 3..

[
s
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2.8

segue

Portanto X (M) > 2°7*. Como X (M)

dim M # 4 segue gue k = 1.

|dvl

= k+1

= YV(GO)

e por

3.1.10

que



B - @]

[B - Ml

[C-D-M]

[Chl]

{Chz—wﬂ
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