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Resumo

Neste trabalho, presentamos uma teoria de conexdes adaptada a geometria de
Schwartz ( 2-conexdes) e estudamos os levantamentos horizontais estocasticos em
refagdo a 2-conexdes. Nos capitulos 2 e 3 desenvolvemos a teoria de 2-conexdes
para fibrados principais e fibrados vetoriais associados, damos diferentes caracte-
rizagdes desta nogdo de conexdo e a comparamos com outras no¢des de conexio de
ordem dois ja existentes na literatura, estudamos as 2-conexdes invariantes para
fibrados do tipo G{G/H,H) em que a base € o espago homogeneo G/H do grupo G e
consideramos levantamentos horizontais estocasticos de semimartingales em relagio
a 2-conexdes, finalmente introduzimos uma noc¢&o de paralelismo estocastico de
difusdes, mostramos que todo paralelismo estocastico que verifica certas proprie-
dades naturais € obtido como o sistema dos levantamentos horizontais estocasticos
em relagio a uma 2-conexao.

No capitulo 4 estabelecemos a existéncia de bije¢des entre as 1-conexdes de H*M,
as 2-conexdes de H'M e os transportes paralelos estocasticos em TM. Achamos um
prolongamento I -1 de 1-conexdes sem torsiao de H'M a l-conexdes de H*M, este
prolongamento coincide com o prolongamento p(1') defimdo por 1. Kolar [22].



Agradecimentos

Agradeco a todos que, direta ou indiretamente, participaram na realizacio desta tese.
Ao Prof Dr Luiz San Martin, pela amizade e orientacdo.
A meus colegas e mnigos da UNMDP.

A meus amigos Lord Paul, Capitan Dan.-Dan de Passagarda, Tomas, Sao, Marcinha, a
turma dos Maringones e o povo Chileno.

Aos companheiros do predinho.
Ao IMECC.

AOCNpQ, por ter financiado meu trabalho.

Pedro José Catuogno



Aos meus pais Pedro Carlos e Marta Amalia.



Introducao

No inicio da década passada P. Meyer fez a seguinte observacio fundamental: ”A
teoria de semimartingales é essencialmente uma teoria geométrica ”.O ponto chave, é
que o espago dos semimartingales continuos é estavel por composicao com aplicacoes C<.
Em 1980, L. Schwartz descobriu o que hoje é conhecido como o principio de Schwartz:
"Se X é um semimartingale continuo numa variedade diferencidvel M, os diferenciais de
It6 dX* e d[X* X] (onde (z') é uma carta local e X* a i-coordenada de X nesta carta)
comportam-se (formalmente), como os coeficientes de um vetor tangente de segunda
ordem. isto €,

dXo = dX{gs + 30N X g

é um vetor tangente de segunda ordem (formal} de M em X, ~. O significado heuristico
deste principio é que, toda férmula geométrica envolvendo vetores tangentes de segunda
ordem tem uma leitura probabilistica.

Assim, naturalmente vinculado ao estudo dos semimartingales numa variedade difer-
encidvel, temos uma geometria de segunda ordem, chamada de geometria de Schwartz
8].

Estos fatos sugeriram a P. Meyer e L. Schwartz ( [28], [30] e [34]} um novo enfoque
do calculo estocastico, o qual estende e esclarece as construcoes elementares do célculo
estocastico numa variedade diferencidavel (Isto €, integracac estocastica ao longo de semi-
martigales, equacdes diferenciais estocdsticas, [-martingales. etc). Este enfoque também
permitiu formular novos e interessantes problemas, tanto de natureza estocastica como
geométrica.

Neste ponto € interessante destacar que motivados por problemas analiticos e geométricos.
varios autores (ver (3], [11]. {31] e [36]) j4 tinhan-se interessado pelas geometrias de se-
gunda ordem. '

A pesar do dito anteriormente, a geometria de Schwartz fol pouco desenvolvida além



dos trabalhos iniciais de P. Meyer e L. Schwartz. Em nossa opiniéo, isto é devido a dois
fatores.

O primeiro é a visao da geometria de Schwartz, s6 como uma linguagem adaptada &
geometria estocastica. O segundo é a falra de uma nocao de conexao adaptada a esta
geomelTia,

Por isto, um dos objetivos desta tese é desenvolver uma teoria de conexoes adaptada
a geometria de Schwartz, de maneira analoga & teoria de conexdes cldssica. Com esta
finalidade introduzimos as 2-conexdes. Estas sdo um tipe de conexao de segunda ordem
adaptadas & geometria de Schwartz. A nogao de 2-conexao esta implicita no trabalho
de P. Mever [28] como prolongamento de l-conexdes. Nos explicitamos esta nog¢io no
inicio do capitulo 2, onde também a comparamos com oulras nocoes de conexao de
sequnda ordeni. j& existentes na literatura. Nos capitulos 2 e 3 desenvolvemos a teoria
de 2-conexoes para fibrados principats e fibrados vetoriais.

Um outro assunto central nesta tese sao os levantamentos estocdsticos. O principio
de Schwartz sugere uma defini¢éo de levantamento horizontal estocdstico de semimartin-
gales em relacac a uma 2-conexao. que estende o levantamento horizontal estocastico
em relacan a uma l-conexdo. No capitulo 2 mostramos diversas propriedades dos levan-
tamentos horizontais em relacao a 2-conexoes, merecenido especial destaque a seguinte:
Toda difusao num fibrado principal com gerador infinitesimal horizontal em relagao a
uma 2-conexao ¢ um levantamento horizontal estocéastico em relacac a esta 2-conexao.
(‘omo era de esperar o enfoque de P. AMevyer e L. Schwartz do célculo estocastico e a
teoria de 2-conexdes sugerem novos resultados. Por exemplo. de natureza geométrica:
No capitulo 2 mostramos que se P(M. G é um fibrado principal, entao toda 2-conexao
H para P(M, ) determina um prolongamento candnico das conexdes de M a conexoes
G-mvariantes de P. Ou de natureza estocdstica por exemplo no capitulo 3 achamos uma
formula que permite interpretar os 2-operadores de derivada covarlante em termos de di-
fusoes. Ou ainda de natureza mista. tanto estocastica como geométrica, por exemplo no

. L e . - o ; -
capitulo 4 provamos a existéncia de bijecdes entre as 1-conexdes de H-M . as 2-conexdes
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de H'M e os transportes paralelos estocésticos em TM .

A seguir faremos um breve resumo dos capitulos que compdem esta tese.

No Capitulo 1 abordaremos de forma breve os principals conceitos e resultados dos
quais dependem o desenvolvimento da tese. Dividimos este capitulo em duas se¢des. Na
primeira expomos as nocdes basicas do caleulo estocastico em variedades diferenciaveis, na
forma desenvolvida por L. Schwartz e P. Meyer ([28].(30].[34]; junto com os elementos de
geometria de segunda ordem necessarios ao desenvolvimento das construgoes elementares
do célculo estocastico neste contexto. Na segunda secao deste capitulo desenvolvemos a
teoria elemenfar dos jatos de ordem um e dois, que sac relevantes para nosso traballo
([31].13)).

No capitulo 2 introduzimos e estudamos uma nocio de conexao adaptada & geometria
de Schwartz, que chamaremos de 2-conexao. Freferimos dividir este capitulo em trés
seches. Na primeira introduzimos as 2-conexodes para uma variedade fibrada = : P — A,
Observamos que as 2-conexdes sdo uma extensao natural das 1-conexoes e que toda 2-
conexao induz uma l-conexao. Mostramos que as 2-conexdes podem ser olhadas como
secoes do fibrado 8 : JoP — P, o que nos permite dar uma nova caracterizacao do
prolongamento de Stratonovich de P. Meyer, em termos de morfismos da teoria de jatos.
A seguir. provamos que as conexées holonémicas de ordem dois de Ch. Ehresmann [11]
coincidem com as 2-conexdes quando estas sdo formuladas em termos da teoria de jatos.
Concluimos esta secao mostrando que as 2-conexoes estao em correspondéncia biunivoca
com os pares formados pela 1-conexao induzida e um certo tensor simétrico.

A segunda secio é um estudo das 2-conexdes invariantes para fibrados do tipo G(G/H. H
em que a hase € o espago homogéneo G /H do grupo de Lie .

Finalmente na terceira secao consideramos levantamentos horizontais estocésticos em
relacao a 2-conexdes. Primeiramente mostramos sua existéncia e unicidade. A seguir
observamos que se H € uma 1-conexéo para P(M. G} e X um M-semimartingale entao
o levantamento horizontal estocastico de X em relacio a H definide por 1. Shigekawa

em |35] coincide com o levantamento horizontal estocdstico em relagdo a 2-conexiao H™.

m



Depois estudamos os prolongamentos de l-conexoes a 2-conexodes num fibrado principal
P(M.G) tais que. para um par fixo de conexdes sem torsio | de P e I' de M se veri-
fique que os levantamentos horizontais estocdsticos de [-martingales sao I-martingales.
Mostramos que se P{M, ) é um fibrado principal. toda 2-conexiao H para P(M,G)
determina um prolongamento canénico das conexoes de M a conexoes G-invariantes de
P.

Concluimos este capitulo mostrando que toda difusio no fibrado principal com gerador
infinitesimal horizontal é um levantamento horizontal estocdstico em relagao a esta 2-
conexao.

O capitule 3 se divide em duas secoes. Na primeira secao desenvolvemos a teoria
das 2-conexoes para fibrados vetoriais. Definimos as chamadas 2-conexaes induzidas nos
fibrados vetoriais e as comparamos com as 2-surconexdes {26]. Introduzimos um tipo
de operador de derivada covariante de segunda ordem que chamamos 2-operadores de

derivada covariante. Resumimos os resultados obtidos da seguinte maneira

Seja E um fibrado vetorial e BE o fibrado principal das bases de E'. Entao as seguientes

nocoes de conexao de segunda ordem sao eqguivalentes

1 2-conexac induzida em E.

]

2-surconexao em E [26].
3 Z-conexan em BE.
4 2-operador de derivada covariante em L.

Mostramos uma férmula que vincula o 2-operador de derivada covanante V de £ com
PV, o transporte paralelo estocastico associado a V. Com efeito, sejam ¢ € ['(E) ¢ X

uma difusiio com gerador infinitesimal L inicializada em r. entao

d L
7 =0 EI(PY, 1 0o X = V(s

v



Na segunda se¢ao do capitulo 3 introduzimos a nogao de paralelismo estocastico de
difusoes. Um paralelismo estocdstico é um sistema especial de levantamentos de di-
fusdes. Em particular, o sistema dos levantamentos horizontais estocdsticos de difusdes
em relagado a uma 2-conexao é um paralelismo estocastico. O objetivo desta secéo é
mostrar que todo paralelismo estocastico que verifica certas propriedades naturais é
obtido como o sistema dos levantamentos horizontals estocdsticos em relacdo a uma
Z-conexac.

O principal objetivo do capitulo 4 é estudar as relagdes entre a geometria de Schwartz
de H'M e a geometria usual de H?Af. Estabelecemos a existéncia de bijecoes entre as
1-conexdes de H2M  as 2-conexdes de H'M e os transportes paralelos estocdsticos em
TM. A seguir introduzimos de uma maneira natural um prolongamento I' — T de 1-
conexdes sem torsio de H'M a l-conexdes de H*M. Provamos que este prolongamento
coincide com o prolongamento p(T') definido por 1. Kolar |22].E damos uma interpretacao

estocastica deste prolongamento em termos de transporte paralelo estocdstico.



Capitulo 1

Geometria de Schwartz e Teoria de

Jatos.

Neste capitulo apresentamos, sem pretensao de originalidade, alguns elementos basicos
do calculo estocéstico e da teoria de jatos; Acreditamos que isto facilitard a leitura do
resto deste trahalho.

Preferimos dividir este capitulo em duas se¢Ges. Na primeira expomos as nogoes
basicas do cdlculo estocéstico em variedades diferencidveis. na forma desenvolvida por
L. Schwartz e P. Mever ({28}.130].[34]) junto com os elementos de geometria de segunda
ordem necessarios aoc desenvolvimento das construcoes elementares do cdlculo estocdstico
neste contexto. Esta forma do cdlculo estdcastico € sugerida pela seguinte observacao
fundamental de L. Schwartz, conhecida como o Principio de Schwartz: "Se X é um
semimartingale continuo nurﬁa variedade diferencidvel M. os diferenciais de Ité6 dX* e
d{X? X7] (onde (z') é uma carta local e X* a i-coordenada de X nesta carta) comportam-
se (formalmente}. como os coeficientes de um vetor tangente de segunda ordem. isto é,

Xil + 2dIN X5

rar Y

daX, = d

é um vetor tangente de segunda ordem (formal} de M em X, . O significado heuristico



deste principio é que, toda formula geométrica envolvendo vetores tangentes de segunda
ordem tem uma leitura probabilistica.
Na segunda secdo deste capitulo desenvolvemos a teoria elementar dos jatos de ordem

um e dois. que sao relevantes para nosso trabatho ({311.[13]).

1.1 Geometria de Schwartz e calculo estocastico.

Comecaremos desenvolvendo as nogoes bdsicas da geometria de segunda ordem, tambem
chamada de geometria de Schwartz [8].

Seja z um ponto de uma variedade diferenciavel M, o espaco tangente de segunda
ordem a M em z. denotado por 1, M, € o espago vetorial dos operadores diferenciais
de M em r de ordem menor ou igual a dois sem termo constante. Se dim(M) = n
entdao dim({7, M) =n + %n(ﬂ. + 1}). Como os elementos de T, Af podem ser olhados como
os operadores diferenciais de M em 7 de ordem um, sem termo coustante, temos que
T.M C .M.

Seja (7, 2') um sistema de coordenadas local para M tal que r € I'. Entao todo

L € .M pode ser escrito de maneira inica como

L=u'D;+a" Dy com a7 = g
8 e . . .. :
onde I); = et eD;; = Py sao operadores diferenciais em r (usamos aqui e em outras
T 1o

expressoes em coordenadas, a convencao da soma dos indices repetidos). Os elementos
de 7.A7 sic chamados de vetores tangentes de segunda ordem {ou vetores tangentes de
ordem dois! em r; Os elementos do espaco vetorial dual 7211 sdo chamados de formas
de segunda ordem ( ou covetores de segunda ordem) em z.

A unido disjunta 7A = UI;_M .M 7'M = Uxe.&f T+M] é canonicamente dotada
com uma estrutura de fibrado vetorial sobre M, chamada de fibrado tangente de segunda

ordem [fibrado cotangente de segunda ordem] de M. Observamos que a inclusao i :

TA — 1A é um monomorfismo de fibrados vetoriais.



Sejam M e N variedades diferencidveis, z € 3 € ¢ : M — N uma funcao C>. Entao
¢ induz uma transformacdo linear ¢,(z} : .M — To(z)/N, chamada de diferencial de ¢

em z. Se L € 7. M entao ¢,(r)L € 74,y N é dado por
A (x)L{f = L(f o¢) para toda [ € C={N).
Dualmente, para um covetor § € ré(s,}_?\-' definimos ¢”(1)8 € 77 M pela férmula

{¢*(z)6. L) = (8. ¢, (z)L) para todo L € 7M

~ %

Denotamos por I'(7 M )[respectivamente I'(7* M }] o espaco das se¢des de 7 M [respectivamernte
7*M]. Sejam I7 € M um aberto, 7 € [T e f. g € C*{I7). Definimos d*f{x) e (df -dg)(x) €
T, M por
d*f(z)- A = A(f)
(df -dg)(x)- A = 3{AlJg) — Jiz)Alg) — g(z)A(f)}{z)
onde 4 € 7,M.
Seja ([7. ') um sistema de coordenadas local de M e = € M entdo {d”z' dz? . dz? -
i € j} é a base de 720 dual de {D;. D;; - ¢ < j}. Logo se ® € 72M existem 1tinicos

coeficientes ;. 8;; = 6 tais que © = 8,072’ + By;da" - dz?. Observamos que
¢*f = Difd*at+ Dyfdat- da?

Seja L € T'(7A). Denotamos por G L o “operador quadrado do campo” associado a L.

Ele é dado por
) . 1 . .
QL(f.g) = (df -dg}(L} = g[ﬂ(.fﬂﬁ — fL{g) — gL(f)]
onde f, g € C=(M). Em um sistema de coordenadas (U, 2] temos que

QL(f.g)=a”DifD;g



onde L = a'D; + a”D;;. Seja (U.3%) outro sistema de coordenadas. Neste sistema

L = @D, + a”D;; as coordenadas nos diferentes sistemas estao relacionadas por

ac a*D;I% + a¥ D ;50

il

— " ] — -
@ =  aYD;z™. Djfs

A segunda destas féormulas coincide com a férmula de mudanga de coordenadas de um
tensor de TM @T M . Logo a expressao anterior para L mostra que o operador quadrado
de campo associado a um operador diferencial de segunda ordem sem termo constante,
pode ser interpretado como um tensor siméirico, isto €, um elemento de TM & TM.
Em coordenadas, QL é dado por QL = a¥D; & D;. Podemos considerar @, : 7,M —

T,.M ¢ T,M como uma aplicacdo linear, definida por
Q-(L =a'D;+a"Dy) = %D, & D,

Observamos. que Q : 7A — TAM © TM é um morfismo de fibrados vetoriais tal que a

seguinte seqiiéncia de fibrados vetoriais é exata
0—=TM —-TM -TMcTM —10

Definicao 1.1.1 Sejam M e N variedades diferencidveis. ¢ € M ey € N. Uma trans-

formagao limear . 7,M — 7,N € dita um morfismo de Schuarlz se
. f(T,M)CT,N
2. QUI(L) = (f & [HQL). para toda L € 7M.

Seja {I7. 2!} um sistema de coordenadas local para Af tal que 7 € I/ e seja também

(V. 7*) um sistema de coordenadas local para N tal que y € V. Se [ : 7,M — 1, ¢



linear, nestas coordenadas temos que

F(D4)
(D)

It

oy Cl'ﬁ
f; Da + f;' Das
afd
= fﬁDa + ffj Dag
Logo [ é um morfismo de Schwartz se e s6 se
27¢)
1

0
aff

_ 1 a v 8
Fgg = E(f?fj -f'f?f?-)
Sabe-se que f : 7, M — 7,N é um morfismo de Schwartz se e 36 se existe uma aplicagao

C* ¢: M — N com oz) = y tal que f = ¢,(2).[§]

Seja M uma variedade diferenciavel, (2. F, P.(F;};>0) um espaco de probabilidade
filtrado. U'm processo estocdstice continuo adaptado e a valores em M, X é dito um
M -semimartingale se para toda funcao £, f de M o processo a valores reais f o X €

um semimartingale.

A seguir definiremos a integral estocastica de processos a valores no fibrado cotangente

de segunda ordem ao longo de semimartingales. Fsta é uma generalizacio devida a P.
Mever da integral de Ité em R . ([28], [8})

Com efeito, seja X um semimartingale a valores em M e A(X} o conjunto dos pro-
cessos prediziveis © a valores em 7 M que satisfazem:

1. 7080 =X gs.

2. O conjunto {6, : 0 < 5 < 1} é relativamente compacto em 73 *, para todo t e
w e

Entio existe uma unica aplicacao linear [8, Theorem 6.24. pg. &1]

e — /{@?dgm

Do conjunto A(X) nos semimartingales reais continuocs, tal que para toda f € C*(M).

Jr



todo processo predizivel localmente limitado K e todo € € A{X ) temos que

f(d2f|d2-x> = foX -foXp
f(KO,d:X) = [Kd(f(©.d2X))

O processo [ (6. daX) é chamado a integral de © ao longo de X' e seu valor no tempo
{ é denotado por j(@, doX). Quando 8 é uma forma de segunda ordem e 8,(w) = 8(X;)
esCrevemos simpk:sment.e [{8.doX) para [ {O,doX} .

Se X é um semimartingale que toma seus valores em U. dominio da carta local
(/. £1) e nesta carta local ©,{w) = f;(w)dz® + B;;1{w)dz’ - d17 entdo i(C—)S.ngs) =
qftﬁisd}( 4 $05dIX X,

L Seja L € T'{(+M}) e X um semimartingale continuo em M. Dizemos que X é uma
difusao para (Q. F.(F;). P) com gerador infinitesimal { abreviado g.i.] L. se para toda '

F € C3(M irespectivamente C> (M }]
f
foXy—foXg— /Lf(X;)ds
b

é um martingale! respectivamente martingale local].

Esta condiciao é equivalente a

Para qualquer I-forma # com suporte compacto

O/ @ 6X) —f<d9, L} (X )ds

]
é um martingale.
t t
Onde [{#,6X) = [(df.d-X) é a integral de Stratonovich de # ao longo de X .{
0 O
d:T*M — 7'M é o morfisme de fibrados vetoriais definido por P. Mever em [28]. Em

coordenadas locais d(f = 8;d7%) = df, - dz* + 8,d°=%)

Sao imediatas a partir da definicac as seguintes propriedades:

6



1) Se X ¢ uma difusdo para (Q. F, (F), P) com geradores infinitesimais L e R entao

L{Xy) = R(X,) gs.

2} Se X é uma variavel aleatéria em M e X, é o fluxo associado ao campo L entédo

X:(XNa) é uma difusao com g.i. L.

3) Se X é uma difusac para (1. F, (F;).P) com g.i. L entdo X é uma difusao para

(O F (5(X)).P) com g.i. L onde o (X;} é a g-dlgebra gerada por {X,:s <i}.

4) Se X é uma difusio para (Q F, (F;).P)comgi L e T € Fp é tal que P(T) > 0,
entdo X |y é uma difusio para (Y, F1.(FF).PY) com gi L. onde FY [F¥|é a

o-dlgebra {a N T :a € F 1F7]} e PT é a medida de probabilidade em (T, F7),

PlATT
P{Ty T

PY(4) =
proposicao 1.1.2 Sejom M e N variedades diferencidveis. ¢ - M — N aplicagao regular
e X uma difusdo com gerador infinitestmal L. Entdo ¢ o X € uma difusao se e 50 se
eriste R € T{r(N}) tal que (¢,L)}{X;) = R(6(X;)]. Neste caso ¢ o X € uma difusao com
gz A.

Demonstragao: Se ¢ o X é uma difusao com g.i. R entado para toda f € CF(N) temos

que

1
flooX,) — fleceXg) — /Rf{@ o X;}ds é um martingale.
0

e como

. t
{(fod) (X)—(foe)(Xg)— /L(f o o){X)ds é um martingale
&
concluimos que
e L (X)) = Rio(X ).

Por outro lado, se ¢.L{X.) = R{¢(X,)) entao ¢ 0o X é uma difusao com gerador in-

finitesimal K. O

-]



Seja M uma variedade diferenciavel com uma conexao sem torsao V. No contexto da
geometria de Schwartz ¥V é interpretada como uma regra que permite encontrar a parte
de primeira ordem dos cperadores diferenciais de segunda ordem [8]. Formalmente, para
cada 2 € M seja Fo(a) @ .M — T.M definido por: Fy(2A) = Ae Fo(2)(AB) =
VaB(x) para A e B campos locais de primeira ordem em 1. Se T:‘J(I, sac 0s simbolos
de Christoffel da conexao ¥V no ponto r num sistema de coordenadas (I/. 27}, obtemos
que Fe(z)(Dy) = F:-}(I]Dk . Assim as aplicacoes Fy(z) : ;M — T, M sao 1) lineares,
2) dependem suavemente de z e 3} verificam que Fy(z) |1 ar=ldr,ar para todo 7 € M.
Obviamente toda familia I = {T'(z} : x € A} tal que I'(z) satisfaz 1}, 2} e 3) determina
uma conexao sem torsao de Af. VI tal que For = I e também: V¥ = V. De aqul em
mas, todas as conexoes que nds consideraremos sao sem torsao salvo mencao explicita do

COntrario.

Definigao 1.1.3 Sejam M e N variedades diferenciduveis providas de conexdes T e [

respectivamente. Um morfismo de Schwariz ¢ . .M — 7,N € difo afim se:
T(y) oo = o o T(x)

E conhecido que

proposicao 1.1.4 Sejam M e N variedades diferencidveis providas de conezces I el

respectivamente, ¢ & : Ml — N regular. Enfac sao equivalentes:
1. ® é uma aplicacao afim.
2. Para todo r € M, ®,(r} é afim.

A existéncia de uma conexao na variedade diferencidvel permite definir a integral de
[t6 de 1-formas. Com efeito. sejam M uma variedade diferencidvel, I' = {I'(z) : z € M}
uma conexio de A/, X um M-semimartingale e § uma 1-forma de M. Entido a integral
de Ité de 8 ao longo de X. _0; {6.Td2X ) é definida como 0}(?’*9. d:X}, onde I'* é o adjunto
de I'.
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Seja M uma variedade diferenciavel provida de uma conexao I' | nés definimos I'-

martingale de acordo com P. Meyer e M. Bismut ([28],(8])

Definigao 1.1.5 Sejam M wuma variedade diferencidvel, I' = {T'(z) - 2 € M} uma
conexdo de M e X um M -semimartingale. X € um I'-martingale se alguma das sequinies

afirmagoes equivalentes € setisfeita:

i) Paratoda f € C*(M), foX —foXy— %fHessrf(dX,dX) é um martingale local.
f
ii) Para toda 1-forma 8 de A temos que f (§.T'd2X) é um martingale local.

iii) Se (I7.7") é uma carta local de M e (X7} é a expressio local de X parado em 17,

entao existem martingales locais reais AM? tais que
: j 1 : i gk
X;-X. = M —3 EJ[F;-,\_(XS)d{MJ. M5,

R. Darling provo o seguinte resultado que vincula martingales e aplica¢des afins (ver

(8, prop. 4.32]).

proposicio 1.1.6 Sejam M e N wariedades diferenciduveis providas de conexdes I ¢ T
respectivamente, ¢ ® : M — N, C>. Entao ® € afim se e 50 se para gqualquer espago
de probabilidade fitrado (), F,(F:). P) e todo I'-martingale X temos que ® o X € um

T-martingale.

L.Schwartz |34} introduziu de uma forma intrinseca, equagdes diferenciais estocdsticas

em variedades diferenciaveis, de tipo geral.

Definigao 1.1.7 Sejom M e N variedades diferenciaveis. Um operador de Schwartz
f de M a N ¢ uma familia {f{z.y)}serrpen onde cada f{z.y) - .M — 7,N € um

morfisme de Schwartz e f € regular.



Definigao 1.1.8 Sejam X um semimartingale em M e f um operador de Schwartz de

M a N. Uma solugao dao equagao
deY = f{X.¥V)d X

€ um semimortingale Y com valores em N tal que para qualguer forma de sequnda ordem
O de N
JlO.dY) = [{F(X.Y10,d5X)

onde f*(x.y): 7;N — 7.M € o adjunto de f(z.y).
M. Emery {8 Theorem 6.41] prova o seguinte

Teorema 1.1.9 Seje X wum semimartingale em M. { wm operador de Schwartz de M
a N, e Yy uma Fy-v.a. em N. Entao exisie um tempo de parada predizivel { > 0 e um
semimartingale Y com dominio (0. e valor inicial Y;, solugdo de doY = f(X,Y)d:X
que explode no tempo { no evento { < oc}. Ainda mais vale a sequinte unicidade: Se
n € oulro tempo de parada predizivel e Z € outra solucao inicializada em Y, definida em

[0O.np[ entdon <. eZ =Y gs em[0g]

Seja 7 - P — M uma fibracio. (0. F P, {Fi}i»0) um espace de probabilidade filtrado
que satisfaz as condi¢ches habituais. Estamos interessades no seguinte tipo de equagao

diferencial estocastica

doYile) = F(Yy(w))daX ()

Ya = Y

onde X é um semimartingale continuo em A, yo uma Fy-v.a. a valores em P tal que
7{yo) = Xge F = {F(yi}yep é uma familia de morfismos de Schwartz restrita a {{z,y) €
Mx P :z{y) =2} isto é F{y}: 7zznM — 7,P é da forma ¢,{7y) onde ¢ é uma secéo

local de = : P — M .({9).
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Uma solucao desta equacao consiste de um par (¥,{) onde ¢ > 0 é um tempo de
parada predizivel e ¥ é um semimartingale Inicializado em y,, definido em [0, | que

verifica 5Y = X neste infervalo e tal que para toda forma de segunda ordem 4 de P.

Jo.doY) = [{F{Y)8.daX)

onde F*(y) : 7, P — 7. M € o adjunto de F(y) : 7syM — 7,P.
M. Emery prova em [9. Theorem 4] um teorema de existéncia e unicidade de solucoes

para este tipo de equacoes diferenciais estocasticas.

1.2 Teoria de Jatos de ordem < 2.

Expomos aqui os rudimentos da teoria de jatos de ordem < 2 que utilizaremos ao longo
deste trabalho. Nossa referéncia basica é [31, capitulo 1.
Seja 7 : P — M uma fibracao. Duas sec¢oes locais C* set dew : P — M sio ditas

k-equivaléntes em 7 € M {k = 1,2.) se verificam as seguintes condigées de 1 até k + 1.

1. s(x) = t(z)

]

D...'S(;I') = .D,f {’{:l
3. Dys{x) = Dytlz)

E imediato que a relacao de k-equivaléncia em z € M é ﬁma relacao de equivalencia
no conjunto das secoes locais de 7 : P — M. A classe de equivaléncia de uma secao s
é chamada de “k-jato de s em 17 e é denotada por ji‘s. O ponto 7 € M é chamado a
“fonte” do jato e s{z) € P é a “salda ".

Seja JiP; o conjunto de todos os k-jatos em 7 de secbes locais de 7 : P — M
entio JLP = Upear JrPr tem uma estrutura natural de variedade diferenciavel. Ji P

pode ser considerarado como uma fibracao sobre Al | sobre P] com a “projecéo fonte”
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a: JiP — M, a(j¥s) = 7 [com a “projecio saida” B : kP — P. B(5ks) = s(z)), [13),[31].
Jp P é chamado o “fibrado dos k-jatos holonémicos de P " |10} ou mais brevemente, o
“fibrado dos k-jatos de P . K interessante observar que quande 7 : P — M é um fibrado
vetorial, a : P — M e 3. J. P — P sao fibrados vetoriais.

Sejam 7 : P — M .4 :Q — M fibracdes e ¢ : P — ¢ um morfismo de fibracoes
(isto é ¢ é suave e # o o(p) = n(p) para todo p € P). Entido ¢ pode-se prolongar a um
morfismo de fibracdes j'c : ;P — J;Q definido pela propriedade de ser o tinico tal que
Ha(i's) = j*(é o s) para toda segéo local s de 7 : P — A [13'. [31].

Definimos os 2-jatos semiholondémicos de uma fibracio = : P — M de acordo com

Ch. Ereshmann. Sejar € M e

TP, = {ils: s é uma secac local de o : JJF — M em =z

ral que s(z) = jl3 o5}

Sabe-se que {3] ¢ : JoP = Ugeny J2P — M é uma fibracio, o -fibrado dos 2-jatos semi-
holondémicos de P™.
Existe um morfismo de fibracdes canénico Sym : JoP — JoP . Em coordenadas

locais este morfismo é dado por
Sym ((.TA. yé. yi)-. y,i\,,\ y;)) - (~’5A~ yi- U; ],-”2{«&’.4’i +u y;))

Onde (z* ' 35 yi,) e (2% 7 yL), ¥hay}) sfo as coordenades induzidas em JoP e JoP
respectivamente. pela carta fibrada (z*, v') de 7 : P — AL,

Sejam % : P — M uma fibracdo e ¢ € I'(J : JJF — P, Estamos interessados em
definir um prolongamento x de I'(3 : 1} P — P) em I'(3 : J.P — P). De fato, como
(1 0 £} P) C J.P, definimos o* = Sym o jlp o . Obviamente »* € I'(3: JoP — P)
e pi oyt = ¢ (onde pi : JoP — J\P ¢ definida por p7(jis) = jls ). Provamos assim a

seguinte,

proposicao 1.2.1 »: (3 : ;P — P} — (3 : JoP — F} € um prolongamento.
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Capitulo 2

Teoria de 2-Conexoes.

Neste capitulo introduzimos e estudamos uma nogao de conexio adaptada a geometria de
Schwartz, que chamaremos de 2-conexao. Nossa principal motivagao para introduzir as
2-conexoes é a geometria diferencial estocdstica na forma desenvolvida por L. Schwartz
e P. Mever [34].[28].130].

Preferimos dividir este capitulo em trés se¢ées. Na primeira introduzimos as 2-
conexoes para uma variedade fibrada » : P — M. Observamos que as 2-conexdes sao uma
extensac natural das 1-conexoes e que toda 2-conexao induz uma l-conexao. Mostramos
que as 2-conexoes podem ser olhadas como se¢ées do fibrade 3 1 JoP — F. o que nos
permite dar uma nova caracterizacac do prolongamento de Stratonovich enunciado por
P. Mever, em termos de morfismos da teoria de jatos. A seguir, provamos gue as conexoes
holondmicas de ordem dois de Ch. Ehresmann coincidem com as 2-conexoes quando estas
sao formuladas em termos da teoria de jatos. Concluimos esta se¢do mostrando que as
2-conexdes estao em correspondéncia biunivoca com os pares formados pela 1-conexao
induzida e um certo tensor simétrico.

4 segunda secao € um estudo das 2-conexoes invariantes para fibrados do tipo G(G/H, H)
em que a base é o espaco homogeneo G/H do grupo de Lie G. Mostramos que estas po-
dem ser olhadas de uma maneira estritamente algebrica, na verdade seu estudo se reduz

ao dos pares formados pelas 1-conexdes invariantes para G{G/H. H} e os elementos de
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Homyg{m©Om.h) onde h é a algebra de Lie de H e m é um subespaco de g complementar
de h invariante por Ad{H ). Finalizamos esta se¢ao mostrando que se G/H é um espago
simétrico tal que g é uma forma real normal de uma algebra simples complexa, entao as
linicas 2-conexdes invariantes para ((G/H.H) sao os prolongamentos de Stratonovich
das 1-conexoes invariantes para G{(G/H, H ).

Finalmente na terceira se¢ao consideramos levantamentos horizontais estocdsticos em
relacao a 2-conexoes. Primeiramente mostramos sua existéncia e unicidade. A seguir
ohservamos que se H € uma 1-conexdo para P(M.Gi e X um M-semimartingale entao
o levantamento horizontal estocastico de X em relacdo a H definido por 1. Shigekawa
em [35] coincide com o levantamento horizontal estocdstico em relagio a 2-conexio HY.
Nosso proximo objetivo é estudar os prolongamentos de 1-conexdes a 2-conexdes num
fibrado principal P{M. G) tais que, para um par fixo de conexdes sem torsao FdePe
I' de A se verifique que os levantamentos horizontais estocasticos de -martingales sao
T-martingales.

Mostramos que se P{M. (G} é um fibrado principal. toda 2-conexao H para P(M.G)
determina um prolongamento canénico das conexdes de M a conexdes G-invariantes de
P. No caso que G seja abeliano obtemos que todo I'-martingale X se fatora na forma
X, = f, - hy onde X é o levantamento horizontal estocastico de 7 o X inicializado em X ¢
(que é um T-martingale) e a #-martingale hy.(Onde # é a conexéo canénica de G,

Logo provamos que o levantamento horizontal estocastico em relacao a uma 2-conexao
preserva difusdes e concluimos este capitulo mostrando que toda difusiao no fibrado prin-
cipal com g.i. horizontal é um levantamento horizontal estocastico em relacao a esta

2-conexao.

2.1 2-conexoes

Comecamos com a sepuinte definicdo
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Definicao 2.1.1 Sejan : P — M uma variedade fibrada. U'ma familia de morfismos de

Schwartz H = {H, : p € P} ¢ ditu wma 2-conerdo para s : P — M se;
1) Hy: topM — 1, P,
2) w0 H, :z'dfm}_;\.f
8} Pare todo L € T'(7M) o aplicacao p — H,L pertence a Ti7 P).
Sao imediatas a partir da definicao as seguintes observacoes:
observagao 2.1.2

1) Se ua definicao trocamos - por T obtemos a defini¢ao usnal de conexao para variedades

fibradas. que neste frabalho chamaremos de I-conexao.

2) Toda 2-conexio H = {H, : p € P} induz uma l-conexdo H' = {H] = H, /T, M :

p € P}. Esta é a unica 1-conexao tal que o seguinte diagrama comuta

onde { é a inclusdo natural.

3) Sejam (z* y') e (27} cartas locais para P e M respectivamente. Entdo a 2-conexao

H={H,:p¢€ P} escreve-se nestas cartas como:

}‘IP(D'\“! - D)\ +G;D1
HP(D)\_L.' 1= D)\!, -+ G&HDi + Q?I‘D"j —+ QG%DiV
onde .
ij L i 7
ay, = 5(&&(1]{: + a, ]
W _ 1 ié;r/ . irqu\
H)\,u - ?2—((1}« o + Gy Y
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Estas ultimas identidades aseguram que H, é um morfismo de Schwartz.

Seja H = {H, p € M} uma 2-conexdo para 7 : P — M. Associamos a H uma secio
vy de 3 : JoP — P, da seguinte maneira: Para cada p € P. existe uma secio local s de

7 P — M em p tal que Hy, = s,(x(p)} Definimos

7]

rlp) = Jrps

Como s(z(p)) = p temos que n, 0 Hy, = 7,035, = Id,_x . logo yu é uma segéo de
3. JF — P.

Com as notacoes anteriores, podemos provar a seguinte

proposicao 2.1.3 A4 aplicacdo H — g ¢ uma corvespondéncia bijetora do conjunto das

2-coneroes de 7 : P — M nas se¢oes de 3: JoP — P.

Demonstracao: Seja & uma secao de 3 : JoF — F e p € P. Entéo existe uma secao
local s de # : P — M em p tal que 7(p) = jg{ms. Esta secao define um morfismo de

Schwartz H] : 7ogyM — 1P
H = s, (x{pl) : TaM — 1P
Observamos que HY = {H] : p € P} é uma 2-conexao para 7 : P — 3, pois

Ty 0 H; = w0 s5,(m{p))
= (?'_95)*(‘”—(?)}

= Ao

Sejam {27}, {z% 4% e (z* 9% vi, ¥i,) cartas locais para M. P e JoP respectivamente.

Nestas cartas locais v escreve-se como



onde v} e ‘}}w sao C*. Logo HEIT)-U"} DT M = Ty P € dado por

Hisoy(Dy) = Dy+93\D;
H(.r (D)\,u) = Dz\_u + A:'.j;.ny + ﬂ}i)i;DU + 2";::4 iy

LR

onde '}'i‘i e ‘,vi‘; sdo determinados como em na observagac acima. Obviamente, para
L €T(7M) a aplicagio p — HJ(L) é C*.Como yu- = 7 para toda y € ['(J : JoP — P)
e H™ = H para toda 2-conexao H , temos que H — ~g ¢ bijetora. M

Observamos que dada uma variedade fibrada existem infinitas 2-conexoes gue induzem
a mesma 1-conexao. E natural perguntar se existe alguma maneira candnica de prolongar
I-conexoes a 2-conexoes.

Por uma contrucao de P. Mever [28]. toda l-conexao H = {H, : p € P} para uma
variedade fibrada 7 : F — M admite um prolongamento canénico a uma 2-conexao H
paras : P — M .isto é Hi;f|T,,.(p} = H, para todo p € F. Este prolongamento é chamadao
de prolongamento de Stratonovich e é o Unico que satisfaz alguma das propriedades

seguintes

1) [8] Para todo p € P e todo M -semimartingale X inicializado em #np a solugao da

equacao de Stratonovich
§Y = HyiéX

¢ solucdo da equacao diferencial estocastica

d.Y = HidoX
Yg = ;’(J

e reciprocamente.

2) [28] Para todo p € P, H}f{J\', Y} ={HX HY}, onde X e} sado campos locais em
M e {.}éoanticomutador {X. Y} = XY + YX.

17



3) [34] Se z¢ é uma curva em P tal que H,, (‘%?ra”;] = %:r, para todo 1, entao HS (:—;?T:zrr) —

e
27 %¢ para todo 1.

4) (28] Seja (1. y') e (2*) cartas locais para P e M respectivamente. Se nas cartas locais

H, escreve-se como

H, (D) = Dy + alD;

- K
entio Hp escreve-se como

HJ(Dy) = Dy+aeiD;

HE(Dy) = Dy, +af,Dy +al, D, + 2%, Dy,
onde

a}'ﬁ = 1,-"2((:1(1{1 + aici'}

ai; = ];’Q(af\éﬁ + aié‘;}

af\# = 1;’12(&'{_03:0.; + Gf‘D‘j&; + DAQL + D#G&)

Nosse préximo objetiveo é dar uma caracterizacado do prolongamento de Stratonovich,
em termos da teoria de jatos. como € sugerido pela relacao acima entre 2-conexaoes e jatos

holonomicos.

Seia « : P — M uma variedade fibrada e v € T{3 : JJP — P). Definimos o* =
Symojlyoy. Como " € I'(3 : JoP — P)e pr ot = ¢ Temos que * é um
prolongamento de I'(3 : 1P — P)em I'(7 : JoFP — P). Com as notacdes anteriores,

temos a seguinte

proposicao 2.1.4 Seja n : P — M uma variedade fibradu ¢ H uma I-conexdo para

7: P — M. Entao
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Demonstragao: Sejam (z*, 3%, y5) e (Ca TE yiTp y3) as cartas locais standard para
J1P e J1|J; P] respectivamente, onde (x*) e (2*.y') sdo cartas locais para M e P.
Seja ¢ € T'(3: J1P — P}. Nestas cartas locais i escreve-se como
s = AT
Entdo j'¢ : 1P — J1}Jy P] escreve-se localmente como
1 i

e @y ) — (BN e Dosy + vl Dy,

Assim

Entao +° = Sym o j'y oy tem a expressio local
£ =Symojtpoy: (a2t yt) — (£, o', &l l,f'Q(DC;:? + an;z + :péDj:p; + gcf?Dj:,Cz 1)
Seia H = {H,:p € P} uma l-conexdo para 7 : ¥ — M. Em coordenadas locais
Hp(Dy) =Dy + a\D;
Entéo vy tem a expressao local
ya (Mgt = (20 ed)
e como - escreve-se localmente como

qms (et ) — (2t Y7 e, 1/2(Dgal + Dya’ + alDyal + o Djal))

fica claro que vgs = (va)”.
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Agora reformularemos a nogao de 2-conexao adaptando-a aos fibrados principais

Definigao 2.1.5 Seja F(M.G) um fibrado principal. Uma 2-conexdo H = {Hy:p e P}

para % : P — M € dita uma 2-conerao para P(M .G} se satisfaz
4) Hyg = Ry Hp para todop € P e g € G onde Ry € g a¢do o direita de G em P.

Agora provaremos que o prolongamento de Stratonovich é bem comportado no sentido

da nova definicao. Isto é

Lema 2.1.6 Sejo P(M.G) um fibrado principal e H wuma I-conerdo para P(M, G).

Entdo H € uma 2-conerdo para P(M.G}.

Demonstracao: Resta mostrar que, Ry, o H,; = H;fq para todo p € P e g € G, Sejam

A e Y campos locals em1 7p € M| como

Rg*OHﬁq(X) = Rgs 0 Hp(X)
= Hpg(X)
- HSOY)

Rgo0o HJ({X.Y}) Ry ({HX, HYY},) por definicao de HY
= {HX HY},, propiedade de {, }

- H;;({X. Y h) por definicao de H

“(Di) e Rpeec H3(Dy;) =

ps P

Sejam (27} coordenadas locais em Tp, como R, © H;q(D?-_) =f

O

H%(Dﬁ)‘ resulta que R-g; a H§ _ H;‘;‘;

E interessante destacar que em 1950, Ch. Ehresmann [11] introduziu diversos tipos de
conexoes de ordem superior para fibrados principais. Estamos interessados nas chamadas
conexoes holondmicas de ordem dois, pois elas sdo as 2-conexoes em termos da teoria de

jatos. Com o intuito de provar esta ultima afirmacao, damos a seguinte
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Definicao 2.1.7 (Ch. Ehresmann) [1!/ Seja P{(M.G) um fibrado principal. Uma
conezao holonomica de ordem dois € uma segao da variedade fibrada pg : JoP/G — M
onde JoP/G € o quociente de JoP pela agao nafural de G em JoP e pe € induzida pela

projegao fonte a @ JoP — M.

Seja H = {H, : p € P} uma 2-conexado para F(M.G|. Como vu(p.g) = "u(p).¢ para

todop € P e g € G, resulta que 1y induz uma segao ['y de pe : JoP/G — M
Tu(np) =1alp)G

Agora com as notagoes anteriores podemos provar a seguinte

proposicao 2.1.8 4 aplicagio H —T'y € uma bijecao entre as 2-conexoes para P(M, G)

€ as conexdes holonomicas de ordem dois de P(M. G,

Demonstragao: Seja I’ uma conexao holondmica de ordem dois para P(A,G)ep € P,
como I'(np) = j};ps,G onde s ¢ uma secao local de P(M, G} numa vizinhanga de wp,
podemos escolher 5 tal gue s{wp) = p. Definimos Hg = s,.{wp), esta definicdo é boa, pois
se & é outra secao local de P(M.(G) numa vizinhanga de np tal que jﬁps’,G = jfps,G
temos que j2,s" = jo s e portanto s.(ip) = s.(%p). Segue-se que H' = {H] :p € P} é

uma 2-conexio para P{(M, G} Com efeito, 7,0 H;]; =ld._as e
Rg. o HY = Ry, 05.(1p) = (Rgo s).(vp) = H,

Como localmenie I : (2*) — (2 Ti(z*). jy(:r*‘}) onde T'{ e Fi\p sao C>. resulta que
oz coeficientes de H;— sdao C*. Logo para L € I'(7M ) a aplicacio ¢ — H,l pertence a
T(7P). Agora como I'gr = e H'® = H temos que a aplicagio H — 'y é uma bijecao.

O

A sepuir caracterizaremos as 2-conexoes em termos de objetos geométricos mais con-

hecidos. Isto sera feito a partir do estudo da estrutura afim das 2-conexdées. Com esta
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finalidade introduzimos algumas notagdes.

Seja P(M.G} um fibrado principal. Denotamos por 45 ,(F) o espaco vetorial

®0Ru G R, = Ad(g7ljod €P
deT(Hom{TPOTP M xg)): g+ g (97) P
q) | ]\’E?‘(ﬁ, & :.‘.‘ o 0 g€ G

das formas de TP & TP horizontais e equivariantes a valores em g a dlgebra de Lie do
grupo estrutural .

Se S é uma 1-conexdo para P(M,G) denotamos por C»(S} o conjunto
{2-conexdes H para P(M.G): H'= S}

Definiremos wina acio e de 45 (P ) em Co{S).
Sejam & € 4% (P)e H ={H,:p € P} € C2(8). Definimos

PeH={PeH,=,0P,+ H,:pc P}

d

onde 7p 1 g — TpF € dado por 7,(A4) = 5., _p-expl(t- 4] e &—)p C TrpM — g € o unico

homomorfismo 1al que épor* (p) = &,0Q, (@p : P — T,PZT,P éo operador quadrado

de campo,. Fazemios a seguinte
Afirmacao e é hem definida.
Provaremos isto em quatro etapas.
i) beH,: 7, M — P élinearer,(p)o®eH, =Id._ ;.
i) e r, | T =8,
iii) Rpuode H, = ¢ o Hyp

iv) ¢ e H, é um morfismo de Schwartz.
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De fato.

i) ®eH,, é linear. pois é soma de transformacdes lineares. E obviamente 7,(p)o®eH, =
0+ 7.(p) o Hy =ldrar

ii}) Sejam A € T, M e Az T,F tals que 7.{p)A = A. Como

o 8,(A) = (0 m(p)(A4))
= 3(®p 0 Qp(A))
= 7,(0)
= 0

Segue-se que $ © Hy |1, amr=. 750y |1om +Hp |1on= 0+ Hy i = Sy

iii) Seja 4 € 7M. Entao

Rg®e Hy(A) = Ry Hpd + Rpupo &pA
= HpgA + pg(Ad(g™1)®, 4,
= HpgA 4 (e )
= @& Hp(A)

logo Ry,od e Hy,=de H .

iv} Como

@ e Hy(TopM1 C npo ®p(TrpM) + Hy(TyM) € T,P

(‘boHp"@(@oHp)oQ = LP®SP°Q

Temos que ®eH é um morfismo de Schwartz.

Resulta assim, que o é bem definida.
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Agora mostraremos que {("2{S), #) é um espaco afim. Este é o contetido da seguinte

proposigao 2.1.9 Sejum P(M.G) um fibrado principal € S uma I-conexdo para P{M, G).
Entdo (Ca(S), ) ¢ um espace afim.

Demeonstragao: Sejam ¢, ¥ € Af ;e H M €(5(8) mostremos que o

verifica
Al {(P+V)eH =b e (VeH)
Ao 0eH = H. onde 0 é o zero de Af (P}

As Existe um tnico & € 45 (P) talque e H = M

Obviamente o satisfaz A; e As . Seja @ definida por 1,0®.c @, = (M — Hi,on.(p).
Mostremos que ® € A5 ((P). Como Ker(Q,) = T,P C Ker( "o (M — H),0n.(p); pelo
teorema do isomorfismo existe uma unica aplicagao linear @, : TP & T,F — g tal que
podroly=(M—Hlpor,p)

Seja A € Keru,(p)C Kern,(p}. Entdo existe L € 7,F tal que 4 = Q,L e como =,{p}

¢ um morfismo de Schwartz. temos que #,{p)L € Tr,M . pois

Q?.‘poi"-*(p)]—’ = F't(p} :eﬂ*(p)onl

Logo

Assim &, | Kera,(p) © Kerm, (p} = 0.



Sejam A € T,F & T,P e g € G. Como

(Ppgo Rge € Rgi)A = Op50Qpe(Rgul
".-"p_g] o (M — H]pg ° W*(PQ)(RQ»L.}
= 4l o (M — Hpgom(p)(L)

"f—] o RQ‘[(‘M - H)p © 7‘_*(1’0}(1‘)]

Py

It

E como -, verifica que se 1,{A) = V, entdo 7,,(Ad{g7?14; = R, 1. temos que

Tpg © Ro (M — H)pon (p) (L)) = Ad(g™" (5" o (M — H)por.(p)(L))
= Ad(g7h)®,(4)

Isto & ($,, 0 Ry, & Rg,) = A_d(g_l)ti?p. Logo & € A5 (P). Segue-se facilmente que
e H =M e que ¢ é tnica com esta propriedade. Resulta que o satisfaz Az Assim

{Co(S). ®) é um espaco afim. 0

Seja P(M . &) um fibrado principal. Por intermédio da acio e associamos ao conjunto
dos pares (S.®) onde S € uma l-conexao para P(M.G; e ® € 43 ,(P), uma 2-conexdo

para P(M.G), ® » S¥. Provaremos que a aplicacic (S.®1 — ¢ e 8% é uma bijecao

Corolario 2.1.10 A aplicacdo (S,®) — & » S° € uma bijecao do conjunto dos pares
(5.9) onde S € uma I-conexao para P(M.G) e & € A§(P). no conjunto das 2-conerces
para F(M.G).

Demonstracao: Sejam S, T 1-conexoes para P(M,G)le @, ¥c AF(P) tais que P 8° =
UeT  Logo S =[deS=|WeTS =T ecomo (CoS = T),e) é um espaco afim
segue que & = W. Assim a aplicacio (S.9) — ® » S° é injetora. Seja H = {H, : p € P}
uma 2-conexao para P(M .G} e H! a 1-conexdo para P(M, G) induzida por H. Obvia-
mente H e [H']® pertencem a Ca(H'}. Entdo por Aj da prova da proposicio anterior,

existe um tnico & € A§(P) tal que $o [H'|* = H. Logo (H', ®) — ®e [H] = H ou



seja a aplicacio (S.®} — & e S® & sobrejetora. 0

2.2 2-Conexoes Invariantes

Comecamos lembrando algumas definicoes e fatos basicos sobre espagos homogéneos.
Seja G um grupo de Lie e H um subgrupo fechado de &. Sabe-se que G{G/H, H) tem
uma estrutura candénica de fibrado principal com projecao = : G — G/H. x(g) = g.H.
O grupo & age pela esquerda. sobre si mesmo por translagoes a esquerda e em G/H via
g.9'H = (gg'VH . Para estas agoes 7 € equivariante. isto é 7{gg’) = g7 (g'). A partir

desta equivarianca temos que 7,{c} o Ad{h} = h,(H)on,(c! paratodo h € H.

Definigao 2.2.1 Uma 2-conerdao H = {H, . p € G} para G.G/H H) € dita invariante
se

g.0oHyog ' = Hy,. para quaisquer p.g € G

Observamos que se H = {H, : p € G} é uma 2-conexéo invariante para G(G/H, H),
entdo a l1-conexao induzida H'é uma conexéo invariante para G(G/H, H) [21]. Logo se
existe uma 2-conexao invariante para G(G/H. H ), necessariamente G /H é redutivo (Isto
¢, existe um subespaco vetorial m de g tal queg = h& m e Ad{h)m C m para todo

heH)

Corolario 2.2.2 S¢e H = {H, : p € G} € wma 2-conexdo invariente para G(G/H H),
entao para todo h € H
Ad(hvo H, = H.o Ad{h)
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Demonstragao: Com efeito

Ad(hYoH, = Lp oRp-1,0H,
— Ly 0 Hopet
= H.och,(H)
— H,o Ad(h)

Denotamos por g) o espaco vetorial dos operadores invariantes pela esquerda de
ordem no maximo dois de G. 7,G identifica-se naturalmente com g‘* .
Seja G, H redutivo e {X)...., X, X,i1,.... X, } uma base de g onde {X,,... X,} é
base de m e {X, ;... X,} é base de h. Definimos m~ = {Iilﬁij){p\’_} + i a'X;
ig= i=1
a“.a' € IR}. Neste caso temos que 7gG/H identifica-se com mé}, a acao de h,(H) em
rgG/H com a acio de Ad(h) em m® e n,(e) : 7yG/H — 7.G com 7, : m® — g&
definida por: 7,( i a‘j,‘s’f-Xj+i o’ X;) = i: a XX+ 'i i a—?'kin,Xk}M—l—er atX;.
=1 =1 =1 7=lk=r—1 =1
Via estas identificacdes podemos considerar H, como um morfismo de Schwartz de m(®
em g tal que 7, o H, =Id_. Seja T : m™ — g um morfismo de Schwartz que
verifica Adih) o T = T o Ad{h) para todo h € H e 7.(¢) o T =Idye. Se definimos
Hy=g.cTog ' 1,yG/H — 714G, resulta que H = {H, : ¢ € G} é uma 2-conexao
invariante para G{G/H. H). Com efeito, os H, sdo morfismos de Schwartz pois sao

composi¢oes de morfismos de Schwartz.

Ty O Hg :]dn.—gM . Pois

F,OHQ = F*Og,oTog:l

= g,0n,0T cgl!
= Q*O]dfﬁﬂfog:l

= Id,
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Ry, 0 Hy = Hgn para todo h € H. Pois

Rp. 0o Hg Rp.ogioTogl?

|1

= g,0h,0(RpoLy1,0Ti0g]?
= (gh}oToh og]!

= (gh), o T o (gh);!

= th

e obviamente se L € I'(G/H) a aplicagdo ¢ — H,L é C>*. Como

Hyg = {pg)oTo(pg)”
= P*O(Q*OTDQ;'])OP:I
= p*ngop:}

temos que H = {H, : ¢ € G} é uma 2-conexao invariante para G(G/H, H). Provamos

assim a seguinte

proposigao 2.2.3 Seja G/H redutivo. FEntac o conjunte das 2-coneroes invariantes
para G{G/H, H) estd em correspondéncia biunivoca com os morfismos de Schwartz T :

m® — g que verificam Ad{(h)o T = T o Ad(h) para todo h € H e 7, (e)oT =Id_ ;.

Corolario 2.2.4 Seja G/H redutivo. Entac o conjunto das 2-conexoes invariantes para
G(G/H H) esta em bijecao com os pares formados pelas I-conexroes invarianies paru

G(G/H,H) e os elementos de Homyg{m © m, h).

Demonstragao: Seja T = {T,: p € G} uma 2-conexao para G{G/H, H). Entao T pode
ser considerarado como um morfisme de Schwartz que satisfaz T o Ad(h) = Ad(h)e T
para tode h € H e 7, o T =Id_,» logo Tlsatisfaz T' o Ad{k; = Ad(h) o T! para todo
he Hen,oT =ldy. Assim T! determina uma 1-conexao invariante para G{(G/H, H)

[21]. Seja Fr: m © m — g definida por

Jp(X e YVi=THX. Y - ITTf{x. v}
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E claro que Im83r C h pois. s, o ffr =0 e
QBR(X ©Y) = QTH{X. Y} - QT ({X.¥}) =0
Ainda mais 3 o Ad(h) = Ad(h)} o 3y para todo h € H. De faio

Br(Ad(R)X ©Y) = p(Ad(R)X © Ad(h)Y)
= T{AdRX, AdMY}) — [TUS({Ad(R)X, Ad(h)Y])
= AdMTHX. YY) = AdWITIF X YD
= Ad(R)BT(X G Y)

Assim 31 € Homy(m & m.h). Como T — (T, Bt} é bijetora, segue-se o corolario. O

Estudaremos agora a existéncia de prolongamentos de 1-conexoes invariantes para
G{G/H. H) no caso de G semi-simples. onde g tem decomposicio de Cartan g = m & h.
Seja a C m uma subalgebra abeliana maximal e 3 € Homg{m © m,h;. como todo

X € m ¢ conjugado por H a algum A € aisto é X = Ad(h)A temos que

e portanto J é determinada por seus valores 3(4 & 4;. A € a.  Portanto., para se
determinar Hompy(m © m. h}. é suficiente encontrar as aplicacoes linearesde a & a — h
que sao invariantes pelo normalizador de a em H. Seja V' = {(h € H . Ad(h)a = a}
esse normalizador e denotemos por N = {h € H : Ad(h)4 = A para todo 4 € a} o
centralizador de a em H .

Sejam1 A € aem € N entiao Ad(m)A = A e portanto

Adim)8(AC A) = S{Adm)AQ Ad(m)4d) = B(AC A)
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De onde se vé que ;3 assume valores na subalgebra

f = {Reh: Ad(m)R = R para todo m € N}

dos pontos fixos de N em h.
Esta dlgebra é dada explicitamente da seguinte forma. Seja IT o conjunto das raizes
do par (g. a) (raizes restritas:. a dlgebra se decompde como

g = ngac ) g,

acl]

onde n é o centralizador de a em H (isto é. a algebra de Lie de N') e g, 0 espaco de
raizes correspondente 4 ¢. Com essas raizes. se tem a seguinte decomposicao de h.

Para o € 1l seja

he = {H ¢h:ad(AV¥H = o(A)"H para todo 4 € a}

entdo [15, lemma 11.3 pag.335

Como N centraliza a, cada componente dessas decomposi¢oes sao invariantes por N, logo
a dlgebra dos pontos fixos é da forma

f — nnfe S hoNf

aill

e por isso é necessdrio buscar os pontos fixos dentro de cada componente.

Seja Ny a componente conexa da 1dentidade de N, as outras componentes conexas
de N sdo dadas por transformacoes lineares do complexificado gg da forma expiA4 |
A € a da seguinle maneira; Para uma raiz ¢ denotamos por H, o seu dual em a, isto é

a(A) = (H,. A) para todo A € a onde {-.-) é a forma de Cartan-Killing e como é usual,
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seja

2

H. = Ha

(010>

Por [37, lemma pag.213] uma exponencial da forma expi4 . A € a pertence a H se e s6
se A é um elemento do reticulado I' gerado por s H) , @ € 1. E por [37, lemma 1.1.3.3

pag 28] . se tem que o conjunto
C = {expitA: AeT}

¢ um subgrupo finito de i/ que cobre as componeutes conexas de N, isto é N = (A,

Como para todo par de raizes a. g se tem que F{H.) é inteiro, os elementos de (7 sao
transformacdes lineares reais em gq e se tem que expiH = cos H se H €.

A partir desses comentarios di para comecar a analisar os conjuntos dos pontos fixos
em cada uma das componentes da decomposicao de h.

Em primeirc lugar, como os elementos de a comutam com os elementos de n. se tem
que a restricao de (" a n ¢ a identidade. Por isso, n N f é exatamente o conjunio dos
Ng-pontos fixos em n e este coincide com o centro de n pois Ny é conexo.

Sejam H € I" e H € h, para uma raiz . Entio ad(H)?A = a(H)?A e portanto
(expiH)A = (cos H)A = cos(a(H}) A

e dal que A # 0 é fixo por cos H se e 86 se cos(a(H)) =1, isto é, a(H) = 2kn. k € Z.
E se isso acontece entao cos H é a identidade em h,. Por isso, uma condicio necessaria
para que h, tenha intersecdo nao trivial com f é que a(H) seja um multiplo par de =
para todo H em . No entanto, I" é gerado por # Hp, 3 € I e portanto essa condigao é
equivalente a que a(Hj) seja par para toda raiz . Em outras palavras, uma condigio

necessaria para que existam pontos fixos em h, é que os niimeros de Killing

2{c. 3}
(3.5}
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sejam pares para toda raiz 3.

A partir dal se tem a

proposigao 2.2.5 Suponha que n = 0 e gue pare toda raiz 3 exista uma raiz o tal gue

o numero de Killing
2{3,a)
{a.a)

sejam dmpar. Entao f =0 ¢ B = (0 € a unica forma bilinear H -invariante,

Uma édlgebra que satisfaz as condicdes desta proposicao é sl{n. IR). O grupo N ¢

discreto e ¢ sistema. de raizes é isomorfo 4 um multiplo do sistema dado pelos elementos

e portanto os nimerocs de Killing associados a raizes distintas sao da forma +1.

Dizer que n = 0 é o0 mesmo que dizer que g é uma forma real normal de sua com-
plexificada ja que se 1sso acontece entéao a ¢ um abeliano maximal em g e portanto uma
subdlgebra de Cartan. A proposi¢iao acima se restringe entéao as formas reais normais.

A condic¢ho para a raiz 7 na proposicao anterior pode ser detectada pelo diagrama
das raizes resiritas. Para toda raiz restrita J existe um elemiento w do grupo de Weyl
tal que w3 ou é simples ou é o dobro de uma raiz simples. No caso das formas reais
normais. o dobro de uma raiz nunca é raiz e portanto toda raiz é conjugada a uma raiz
do diagrama. Investigando os diagramas. se existe uma ligacao simples ou tripla entre
duas raizes, o mimero de Killing é —1 ou —3 e dai que existem raizes 3 tal que o nimerc
de Killing

2(3. a)
{c. a}“
¢ par para toda raiz ¢ se e $6 se no diagrama existe uma ralz simples que se liga a todas

as outras raizes por uma ligacao dupla. Isso s6 acontece em By e (7. No entanto, em
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Bl>2 o—0—
ey [0 2] Gy /0y

com ! > 3, a raiz oy é a Gnica que se liga a todas as cutras por uma ligacao dupla. E

como ¢y é de comprimento menor (pela direcao da ligacio),

2{ay, oy_1)

= -1.
(al—l-. QE—I)

Assim

proposicido 2.2.6 As unices formas reais normais que podem admitir B # 0 sdo as de

(. 122 (Cy = By).

As alpebras (7 sdo as dlsebras simpléticas e os espacos simétricos associados sao
espacos simétricos hermitianos.

Para as algebras nao compactas associadas a espagos simétricos hermitianos, existe
uma construcao candnica de formas bilineares invariantes a partir da estrutura complexa
associada: as dlgebras cujos espacos simétricos sao hermitianos sao aquelas em que a
componente h da decomposicdo de Cartan admite centro z(h) nao trivial. Tome Z € z{h)

seja J a restricao de ¢d{Z) a m e defina
BX.Y)=[JX.Y].

Entao B ¢ bilinear simétrica pois

B(Y.X) = [JY.X]
(Z.[Y. X} = [¥. 7 X]
— B(X.Y)

Il

pois [Z,[X. Y]} = 0 ja que Z estd no centro de h. Além do malis, B é H-invariante ja que

J comuta com os elementos de H.
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Um exemplo de uma élgebra dessas é a dlgebra simplética sp(n. [R) das matrizes do

tipo
A B -
B. C simetricas
C — Al
Se tem
A —-B
h={ : A anti-simétrica B simétrica}
B A
é isomorfa & u(n) e
A B »
m = { : A, B simétricas}
B —-A

O centro de h é formado pelas matrizes em que 4 = (0 e B é miiltipla da identidade (as

multiplas da identidade em u(7). Tomando

se tem

A B —-B A

e dal que
|A,B] —{A°+ B%

BX.X)=2} =
A*+B*  [A B]

se X € dada por 4. B.

Juntando isso com o qgue foi feito antes, se tem

proposicao 2.2.7 Suponha que g € uma forma real normal de uma dlgebra simples com-
plexa. Entdo eristem formas bilineares B # 0 definidas em m a valores em h equivari-

antes por H s¢ e 80 se 0 espaco simétrico correspondente € hermitiano.
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Corolario 2.2.8 Seja G/H um espago simetrico tal que g € uma forma real normal de
uma dlgebra simples complera. Entfac as unicas 2-conexoes invariantes para G(G/H, H)

sdo os prolongamentos de Stratonovich das I-conexoes invariantes para G(G/H. H).

2.3 Levantamentos Horizontais Estocasticos

O primeiro a considerar o transporte paralelo estocastico de um tensor ao longo de uma
curva aleatdria foi K.It6 em {17]. L. Schigekawa, L. Schwartz . P. Mever , M. Bismut em
[33], [34]. [30]. [2] consideraram transportes paralelos estocdsticos em relagao a 1-conexoes
em diversas situacdes. Nesia secio estudamos os levantamentos horizontais estocdsticos
de semimartingales em relagao a 2-conexoes.

Sejam P(AM .G} um fibrado principal, H = {H, : ¢ € P} uma 2-conexao para P e
(2. F, P, (F)e>0) um espaco de probabilidade que satisfaz as condigoes usuais. Seja X
um M -semimartingale e p uma variavel aleatéria a valores em P tal que Xg = 7 (p) q.s.

Com as notagbes anteriores

Definigao 2.3.1 Um levantamento horizontal estocdstico de X em relagao a uma 2-

conexdo H. comecando em p. € um P-semimartingale X: 0 <t < oc que satisfaz
E) J\’O = p
i) X, = X; para todo i > 0 g.s.

ii) [3(8,doX) = 0 para todo t > 0 e § € H*, onde

H- = {§:0(H,) =0 para todo p € P}

FProvemos a existéncia e unicidade dos levantamentos estocasticos

Teorema 2.3.2 Sejam X um M -semimartingale e p uma varidvel aleatoria a valores
em P tal qgue Xo = 7(p) ¢.5. Entao eriste um unico levantiamenio horizontal estocdstico

de X comecando em p em relagac a H.



Demonsiragao: Seja :\’Ht uma solugdo maximal da seguinte equacéao diferencial es-

tocastica

dEJYf — H(A’Jngf
X = P
obviamente r);’r = X, .epara f§ € H- temos que

[H6.d2X) = JHH'(X)8.doX) definicio de X
= {8 H(X),doX) definicio de H*
= [3{0,d=X) pois § € H*
= 0

entao X € um levantamento horizontal estocéastico de X .

A unicidade segue da unicidade das solugoes das equagdes diferenciais estocdsticas.

observagao 2.3.3 (1) Sejam P(M,G) um fibrado principal, H uma I-conerao para P e
X um M -semimartingale. Eniao o levantamento horizontal estocdstico de X em relagao
e H. definido por 1. Shigekawa em [35] coincide, com o levantamento estocdstico que
acabamos de definir respeito da 2-conerdo HO. Isto € evidente. a partir do fato que, o
levantamento horizontal estocastico de X comegando em p, X € obtido como solugao da
equagao

doX; = HS(X)d2 X

5\: 0 = r

Logo X € soluggo da equagdo de Stratonovich

H(X )X,

Oy
>
i

0 = P

36



0 gque € equivalenfe a dizer que

T (Xy) = X¢ para todot 20
t

w,6X ) = 0 para todot > 0
FotR) = 0o

Onde w € a forma de conexdo associada a H. Isto € X € o levantamento horizontal

estocdstico de X no sentido da definicao de I. Shigekawa [35].

observacao 2.3.4 (2) Sejam P(M,G) um fibrado principal. H uma 2-conexao para P

e X um M-semimartingale, obtido como solucao da equacao diferencial estocdstica

d‘.’er. = FfAf.Xr)d.’.‘Af

}(0 = I

onde A € um N-semimartingale. Enlao X o levaniamenio horizontal estocastico de X

tnictalizado em p € obtido, como solucao da sequinie equagdo

d?f;\rt = G (At: -i;;)dE—‘ir

Xo = r
onde G(a,z) = H(z,xz) o Fla,72}.

A sepuir estudameos os prolongamentos de 1-conexoces a 2-conexoes num fibrado prin-
cipal P(M.G), tais que para um par fixo de conexoes sem (OISao I'de Pel de M se ver-
ifique que os levantamentos horizontais estocdsticos de [-martingales sio [-martingales.
Mostraremos que toda conexdo I' de P que é G-invariante e satisfaz uma propriedade
adicional induz um prolongamento nestas condigoes.

Sejam FP(M,G)} um fibrado principal e T uma conexdo G-invariante de P, isto &

T = {"1:1, . p € P} é uma conexdo sem torsao de P que verifica

G-invariancia Para todo g € G, T,,0 R, = Rg. 0T,



Obviamente, toda conexao G-invariante de P que satisfaz
To(Ker(n,(p))) C Ker(n.(p))

para todo p € P, determina uma tnica conexao de M tal que a projecao 7 : P — M é
afim. Com efeito; Seja I uma conexao G-invariante de P, L € T.pM e T € 7,,P tal que
L =m,T, entdo I'py(L) = 7,(T,(T)) ¢ a tnica conexio de M nestas condicbes.

Neste caso, observamos que I define um prolongamento de 1-conexdes de P(M, G|

a 2-conexoes de P(M,G}. Denotamos este prolongamento por H — H', o dnico que

verifica

“Se X é um I-martingale e X' é um levantamento horizontal estocastico de X' em relacao

a H' entdo X é um Mmartingale ™

b

Provemos esta afirmacao. Seja Hi = {H; . p € P} uma l-conexao para P(M,G).

Entao existe uma \nica 2-conexdo H ={H, : p € P} para P(M, G} tal que
Hp: 7opM — 7,P é afim

Com efeito. de (9, lemma 11] Hy |1, s= H, e Hp = (exp, oHjoexp ;). (7p). Obviamente,

w.{p}o Hy, =ld; s e p — H, é regular. E como

Trpd

Ry, 0H, = (Rgjoexp,oH}o exp;}})f(ﬂp)
= (expp, oRgy © H) o expry).(7p)
= (exppg ngg © exp;}}g)*(ﬂpg)

:Hpg

Concluimos que H é uma 2-conexao para P(M, G). Denotamos esta 2-conexdao por H

Sejam X um [-martingale e X um levantamento horizontal estocdstico de X em
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relacao a HT. Sabe-se que X é solucao da equacao

-

dg.‘{:g = Hl-:(x\tjdg}k’t

Xo = p

E pelo principio de transferéncia de Ité [9. Theorem 12] temos, que X é solucao da

equagao diferencial estocastica de It6

[doX, = Hy(XldoX,
Xg = p
Como X é um I'-martingale. concluimos que X' é um ['-martingale.
A seguir mostraremos que H' é o 1inico prolongamento de H,. tal que, todo levanta-
mento horizontal estocéstico de um I'-martingale é um ["-martingale.

Com efeito. Se I' e T tem as seguintes expressdes nas coordenadas locais (%) de M

e (2%, y") de P respectivamente

P(D) = T3,Da

DD, = ThDy+TLD;
(D, = Ti,D;
T(Djk) = ;};Di

E nestas coordenadas, H; tem a seguinte expressao
}](D,\) = D,\-i'&i\Di_
Dado um I'-martingale X, localmente temos que

dX} = dM} - AT (X)d[MH MY, (2.1)
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onde os M, s2ao martingales locais reais.
Localmente, qualquer levantamento horizontal estocastico X de X em relacao a uma

2-conexdo H’, que prolonga Hj, tem a forma X = (X?.Y7%). Onde

dY;i = aldX)}+ am,d[\“ XY
Das expressoes anteriores, obtemos que
dY} = aldM} + 3(al, — aiT) Md|MP MY, (2.2)

E como X = (X* Y é um [-martingale se e s6 se

] . 1. .
ay; +orwdgx Y"]ﬁr;pd[}f-’.xﬂf+§r;£d;1"f,}-”°1r

€ um martingale local.
Substituindo (2.1) e (2.2) na expressao anterior. resulta que

} 1 : .
A + < [(a), — adT),) + T, + 2050l + Dialcl] afar®, ar%),

Jute

é um martingale Jocal, isto é

Juty

(al, — aiI2) + Th, + 20% ol + Thalal = 0

Assim os ¢’ , sao univocamente determinado. Logo existe umsa Uinica 2-conexdo H' que

s

prolonga Hi. Provamos o sequinte

Teorema 2.3.5 Sejam P{M.G) um fibrado principal e T uma conexdo G-invarignle tal
que T (Ker(n,(p))) C Ker(n.(p)) para todop € P. Entdo T define um prolongamento de
I-conerées de P(M.G) a 2-conexées de P(M.G), gue denotamos por H — H'. 0 dnico
que satisfaz: "Se X ¢ um F-martingale e X ¢ um levanfaments h.;:)rz'zonta.f estocdstico de

X em relugao a HT, entdo N €um T-martingale . Onde I' ¢ a conezdo induzida por T
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em M.

A reciproca do teorema anterior é essencialmente uma reformulacio de um resultado
de P.Meyer para fibrados vetoriais [30, Theoreme 5}, no contexto de fibrados principais.
Sejam P(M.G)} um fibrado principal e H uma 2-conexao para P(M.G}. Seja A a
familia {A® : z € M} onde para cada z € M, A® é uma conexdo G-invariante para Py

tal que a aplicagio p — AP € C*™. Entao o par (H,A) define um prolongamento natural
(H.A): {T" : conexao de M} — {T : conexdo G-invariante de P}

Com efeito, seja I' uma conexao de M. Definimos

HyoTrp(m,(p)R) Se R = H,4
(H.A),(R)=T,(R)={ 0 Se R = (p.{e)B)H A
AZP(R) Se R = p.(e)C

Onde A € T(7M). B € g e ¢ € g¥. Obviamente T, : 7, — TpP ¢ linear e

fp !TpP:IdTpPA Mostremos que T é G-invariante

Rg, o] TP(H;,"—U — Hg* ¢ Hp o r‘:.'p‘/-l
= HpgolzpA

= Ty o Rou(H,A
RQ‘OTP((‘;O*(E)B}HA) = R,(0)
0

= Tpol(pa(e)Ad(g™")B)(Rg, H A))
= Tpg{(Rys 0 pule)BY( Ry H A))

o © R ((p,(€)B}H 4)

I
h-j
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Roe o Tolpu(e)0) = Ry AP(p.(6)C)
— AT o Ry (p(e)C)

= Tpgo Rg.(p.{€)C)

Observemos que fp(h'er(ﬁ*(p))} C Ker(n,(p)) para todo p € P, logow : P — M ¢é
afim e I' é induzida por I'. Ainda mais. todo levantamento horizontal estocéstico em
relacio a H de Imartingales é I-martingale. Alem disso, I é a tnica conexio sem

torsao G-invanante de P, que satisfaz:

1) #: P — M éafim.

2} Vierticahorizontal= 0.

3) A conexdo induzida por I em P, é A%, para todo = € M.

4) Todo levantamento horizontal estocastico em relacdo a H de I-martingales é r-

martingale,

E interessante notar que podemos fazer uma escolha canénica de A = {A*:z € M}

Para isto consideramos em G a conexdo sem torsao invariante a esquerda <y definida por

6(XY) = LX)V
g(X) =

>~

para X.Y € g.
Mostraremos que para cada z € M, ¢ induz uma conexao G-invariante de F,.

Com efeito. seja

@;rp =p,08o0p,: TpPrp — TPy

Obviamente @7 ¢ linear e orr 1, P, =1d7, P, -



©7 é G-invariante. Seja A € 7, Py, como

Rg.0©P(A) = Ry op.ofop l(4)
= R, op.(foprl(4)
= (pg). o Ad{g™ )8 op (A4
= (pgleobo Adg™ ) (p7 (4}
= (pg).ofo(pg);! o Re(A)
~ O7% 0 R, (A)

Resulta que ©77 é G-invariante. Onde utilizamos que Ry, o p, = (pg). o Ad{g™') e
Ad(g7 1) o8 = o Ad(g7?).

A seguir, aplicamos estos resultados a um fibrado principal P(}.G) com grupo es-
trutural abeliano provido de uma l-conexao Hi, para obter um teorema de fatorizacao
de I'-martingales.

Seja I' uma conexdo de M e I a conexdo G-invariante de P determinada por (H, 6},
onde H = Hy. Seja X um I-martingale, como 7 é afim temos que X = 7 o X é um
I-martingale. e da caracterizacao de T segue-se que, X o levantamento horizontal es-
tocastico de X inicializado em Xg é um I'-martingale. Seja w a 1-forma de conexio
correspondente a Hindo é dificil mostrar neste caso que dw = I« (Onde d é o operador

de P. Mever definido no capitulo 1). entao

i t

[ [w 6X) =

I
T
o,
£
o,
13
>
T

1 L 1 _

Assim [ <w 6X> é uma g-martingale. Seja g; = ¢ | | <w: bX >)a exponencial estocastica
D 0

de Hakim-Dowek e Lépingle, segue-se de [14, Thorme 4] que g; é um ¢-martingale. Da

prova de [35, Theorem?2.1} temos que 517, = X, g, logo X, = “;&:’f - hy onde hy = g; 'é
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um #-martingale (isto segue do fato de G ser abeliano e das formulas para a exponencial

estocéstica). Provamos assim a seguinte

proposigao 2.3.6 Sejam P(M,G) um fibrado principal com grupo estrutural abeliano
e H, uma J-conezdo para P(M.G). Sejam T wma conerac de M e T a conezdo G-
invariante de P determinada por (HS,©). Entdo todo T-rartingale X se fatora na
forma X, = 3(: - h; onde X € o levantamento horizontal estocistico de 7 o X inicializado

em X¢ {que € um T-martingale) e o §-martingale h;.

Concluimos este capitulo estudando o levantamento horizoztal estocdstico de difusdes
em relacdo a 2-conexdes. Comecamos, mostrando gue o levantamento horizontal es-

tocdstico preserva difusoes.

proposigcao 2.3.7 Sejam P(M.G)} um fibrado principel. H uma 2-conexao e X wuma
difusao em M com ¢.i. L . Entao os levantamentos horizor.'ais estocasticos de X sao

difusoes em P com g.i. HL.

Demonstracao: Seja HX um levantamento horizontal estocastico de X em relacao a

H. entao HX satisfaz a seguinte equacéao

doHX = H(HX;)d2 X,
HXy = Y

onde Y é uma varidvel aleatéria a valoresem P tal que 7 = ¥ = X,

Seja f € C*{M) eutdo

1
FIHX,) = f(HXo) = {(dg.fﬁdsHX)
= [(H(HX)daf.dsX)

{(H{HX)*dof . L{X()ds) — martingale local

Oy Dy O

((HL){)}{HX)ds + martirgale local
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Logo HX é uma difusdo com g.i. HL. O

Provemos o seguinte

Lema 2.3.8 Sejam P(M,G) um fibrado principal. H uma 2-conezxdo, L € U'(t M} parabol-

ico e Y ,Z difusoes em F com g.t. HL tais que
1. Yo = Zg
2.5Y =72
Entao Y = Z.

Demonstragao: Seja H; a 1-conexao induzida por H e HS = H‘f senl prolongamento
de Stratonovich. Entdo HL = HL + U onde U é um campo vertical invariante a direita.

Seja w a forma de conexao associada com Hy e Y uma difusdo com gerador infinites-

j(w:éY):/t(m I

De fato, seja # € Hy. Temos que

imal HL. Entao

[{d6. HL) (} =

f <d9.H5L + 1) (Yo)ds

(46,1 (Ye)ds

0.0 (Y,)d

i

Il
Dty o Ty o, ey

t i
Assim [{8.6Y) — [ (6.7} (Y,)ds é um martingale local.
0 D
Seja f € C~, como f8 € HT pois 8 € H{, resulra que

t

t
Of(fg,ﬁ) /fe Y (Yolds

0



é um martingale Jocal. Como

j(fﬁ-éi’) = j.f(x-;)d(j (0.6Y)) 4 %If oy, [(8.6v)]
1] 0 0

Obtemos que

ST

(f ¢ Yjd(martingale local, + [ (8, U) (Y, dr)+
0

t

Hfo Y. f{8.6Y)] — [(f8.U) (Y.)ds

{0

¢ um martingale local: Concluindo entao que [f o Y. [ {8, 8Y)] = 0 para toda f € C5°.

Logo
1 1
[(8.8Y) = [(8.U)(Y,)ds paratoda € Hy
Em particular
1 t
!(* ) = i {w, U} (Y )ds
Agora, como 7Y = 72 existe g, € G, gy = € tal que Z; = Y;g;. Afirmamos que g

¢ um semimartingale. De f{ato, em coordenadas locais Z; = (7 Z;. hs) € Yy = (5 Yi. 1y)

entdo h, = r, . g, isto é gy = r;lhi e um produto de semimartingales. entdo g; € um
semimartingale.

Agora como

i

J{w Uy (Z)ds =

{w,62Z)
0 4

{w. 6Yg)

|
e oy T

!
(©.68g) + [ (Rgew. 8Y) [35. lemma 3.4]
0

46



onde © é a 1-forma canonica de &. E

[t

1
J{Rgw, £Y) (Adg™'w, 6Y)
0

Adg ([ (. 5Y))

il

AdgTY (w, U (Yyids

o~
E

—

—a

7Y (Z4)ds

1l

St o Dy Dy Tre

t
Obtemos que [{0,8g} = 0. Logo de[35, Lemma 3.3] segue-se que g, = €. Isto mostra
0

que ¥ = Z. |

Do lema anterior concluimos o seguinte importante corolario

Corolario 2.3.9 Seja P(M.G) wm fibrado principal. H uma 2-conerao e I € T'(7M)
parabolico. Entdo toda difusao com g.i. HL € wmn levantamento horizontal em relagao a

H.

Demonstragdo: Seja ¥ uma difusao com g.1. HL, entao 7} = X ¢ uma difusac com
gi, L. Seja Z o levantamento horizontal estocastico de X em relacao a H inicializado

em Yp. como Z ¢ uma difusio com g.i. HIL pelo lema anterior, concluimoes que Y = Z,

O



Capitulo 3

2-Conexoes em Fibrados Vetoriais e

Paralelismo Estocastico.

Este capitulo consta de duas se¢des. Na primeira secao desenvolvemos a teoria das 2-
conexoes para fibrados vetoriais. Comecamos construindo uni tipo especial de 2-conexao
nos fibrados vetoriais associados, a partir das 2-conexodes no fibrado principal. Chamamos
estas de 2-conexoes induzidas. Logo comparamos as 2-conexoes induzidas com as 2-
surconexdes [26]. A seguir, desenvolvemos uma teoria de 2-conexdes algebrica para os

fibrados vetoriais. Resumimos os resultados obtidos da segmente maneira

Seja E um fibrado vetorial e B E o fibrado principal das bases de E. Entédo as seguientes

nocoes de conexac de segunda ordem sao equivalentes
1 2-conexdo induzida em E.
2 2-surconexao em E [261.
3 2-conexdo em BE.

4 2-operador de derivada covariante em E.

Onde os 2-operadores de derivada covariante resultam ser uma extensao a segunda

ordem dos operadores de derivada covariante cldssicos.
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Concluimos esta se¢ao com uma féormula gue vincula o 2-operador de derivada covari-
ante V de E com PV o transporte paralelo estocastico associado a V. Com efeito. Sejam

¢ € '{E) e X uma difusao com gerador infinitesimal L inicializada em 7. Entao

d .
0 l—o B[(PY,) 7 ¢ 0 Xy] = Vy(x)

Esta formula permitenos mostrar que a derivada forward de Nelson da mecénica esto-
castica, no tempo t = 0 ,[1] define um 2-operador de derivada covariante no fibrado
tangente.

Na segunda secao deste capitulo introduzimos a nogao de paralelismo estocastico de
difusdes. Um paralelismo estocdstico é um sistema especial de levantamentos de difusées.
Em particular. osistema dos levantamentos horizontais estocésticos de difusbes em relagao
a uma 2-conexao é um paralelismo estocastico. O objetivo desta secio é mostrar que todo
paralelismo estocdstico que verifica certas propriedades naturais ¢ obtido como o sistema

dos levantamentos horizontais estocdsticos em relacao a uma 2-conexao.

3.1 2-Conexoes em Fibrados Vetoriais

Seja P{M.G) um fibrado principal, H uma 2-conexéo para P(M,G)e E = E{(M . F,G. P)
um fibrado associado a P(A/,G) com fibra standard F. Entao H induz uma 2-conexao
HF para n : E — M da seguinte maneira. Tomemos ¢ € E, . p € Py e £ € F tals que

pf =ce. Seja Fe: P — E dada por F¢lq) = ¢.&. Definimos
HE = (Fe).(p) o H,

Nao é dificil provar, que H:F é independente da escolha de (p, &) € P x F e que HY =
{HE - ¢ € E} é uma 2-conexdo para E. Chamamos esta 2-conexdo de a 2-conexao

induzida por H em E.
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proposicio 3.1.1 Seja P(M.G) um fibrado principal. E um fibrado vetorial associado
e H uma Z-conerao para P(M,G). Entao dp(H) = yge € T(8 : JbE — E) ¢ um

morfismo de fibrados vetoriais.

Demonstragao: Sabe-se que Ap(H) = yqe € ['(3 : bE — E). Entao s6 resta provar
que Ap(H) é linear. Sejampe P,o € R, f.gen Yz =nplel . n € Ftaisque [ =p

e g = p.7. Seja s uma secao local de P tal que H, = s,(z). Entéo

Ap(H)(f +ag) = 5i(Fieanos)
= jUFos)+ 1H{(Fay o s)
= j2Fcos)+jia(Fyos)

= Ag(H){(f) + are(H){g)

a

COINO JUeriamos mostrar.

Seja J,\CEQ definido por
JSEI = {jis : 5 € uma secao local de F tal que s(z) = 0}

Sabe-se que{36] JIE = JPE, é um fibrado vetorial sobre M. Este fibrado vetorial

TEM

esta naturalmente imerso em JiF pela inclusdo ¢ : J‘;‘;:"E — JiE que 4 um monomorfismo

de fibrados vetariais. Obviamente femos a seguinte seqiéncia exata de fibrados vetoriais

e JOE —e JoE — 2 ey

Avgora € possivel introduzir as 2-surconexoes de P. Liebermann

Definicio 3.1.2 (Liebermann)/26] Seja E um fibrade vetorial toda particae da seqiiéncia

erata » - E — IoF ¢ chamuda de 2-surconerao para E .
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Seguem-se da definicio as seguintes
observagao 3.1.3 :

1) Seja [/(M.G) um fibrado principal, £ um fibrado verorial associado e H uma 2-

conexdo para P(M.G). Entao Ap(H) é uma 2-surconexio para E.

2) Toda 2-surconexdo A induze uma l-surconexao A! = g% < A, Chamamada de induzida

por A.

. - - 5 -1 . ; -~
3) Seja A uma l-surconexdo, entdo A° = Symoj'Aoi é uma 2-surconexao que chamamos

o prolongamento de Stratonovich de A,

4) Seja E um fibrado vetorial e A uma l-surconexao para £
SalM) = {Xo € So(E) : pi (3 =2}

tem uma estrutura natural de espago afim.

Nosso proximo objetivo é achar o espago vetorial associado a S»(A). Para isto, lem-

bramos da chamada “identidade fundamental ” que estahelece que a seqiiéncia
0—EQ(TM@TM) =" JbE - J.E =0

é exata {[31],[24]).

Lema 3.1.4 O espaco vetorial associado ao espaco afim S=(X € o espago das se¢ées do

fibrado vetorial

Hom((TM @TM)} Hom(E E .

Demonstragao: Sejam X, 3" € Sp(}). Como pf(X — A1 =0 a imagem de A’ — A" esta
contida em ker p7. Logo A'—X" pode-se considerar como um morfismo A'— A" : E — ker p?.

Da identidade fundamenrtal temos que 4 é injetora e que ker pf =im~. Logo. podemos
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considerar A' — X' como um morfismo X — M E —» E@ (TM © TM)* . Isto mostra,

que X' — A" é uma secio de

Hem{({TM © TM). Hom(E, E))

Seja E um fibrado vetorial, denotamos por BE o fibrado principal das bases de E.
Mostraremos que toda 2-surconexio X para E é da forma Ag(H) para alguma 2-conexac
H para BE. Este é o conteiido da seguinte proposicao, que € uma adaptacao de um

resultado de N. Van Que [36].

proposicao 3.1.4 Sejo E um fibrado vetorial. Entao
Ap: Co(BE) — So(E)

€ uma bijecdo.

Demonstragao: Seja p: E — JoE uma 2-surconexdo para E. Seja p = [e;....,€,] €
BE,. existem s'. ..., s™ secdes locais de E tais que p(e;} = j=s' parai = 1, ....n. Definimos
Hp)p = st ....s"]u(z) : oM — 7,BE. Obviamente H (p), 56 depende de {jZs'. .. jZs"}.
Logo H(p}p esta bem definida.

Provemos que H{p)p; = Rg, 0 H{p), para todo g € Gi(n). De fato, como

po = leaenly = lg%en. g™

e plgle;) = gVple,) = g¥yys’ = jRg¥s", temos que



Assim H{p)= {H{p), : p € P} éuma 2-conexao para BE. Observamos que Ap(H{p)) =p.

Pois, se ¢ = a'e; € E;

Ap(H(p)){e)

I}

Aep(H(p))o'es)
= a*dp(H(p)(e)
= a2t
= a'ple)
= ple)

Isto é. Ag é sobrejetora.

Resta provar que Ar éinjetora. Suponhamos o contrario, iste é, existem T.H €Cs(BE)
ep = e1,....6n) € BE, tais que H, # T, e Ag(T) = dg (H). Logo AL(T) = Ap (H)
entio as 1-conexdes induzidas Tle H*® sdo iguais, assim existe ® € Co(T! = H') tal que
¢eH = T. isto implica que Tp = Hp+ 7,0 EIBP. Como TF = HE para todo ¢ € E, temos
que para todo ¢ € F, (Fel.(p) o Tp = (F¢).(p) o Hp isto é possivel s6 no caso que

(FC)*(P) © Yp © q)p =0
Como 1s5to acontece se¢ e sO se % |e=0 pexpf&lp = 0 ou seja se &, = 0. Resulta que
H, =T, Assim Mg ¢éinjetora. )
Corolario 3.1.5 Seja E um fibrado vetorial e 8 uma I-conerao para BE. Entao
Mgt Ca(S) — S2(Ap(S)) € um isomorfismo afim.

Demonstracao: Sejam H.H' € Ca(S}, ¢ € IR, ¢ € E, e p € P,. Entdo existem s, s
e s+ segdes locais de P tais que Hy = s,(z), H, = s,(1) e (eH + (1 = a}H)p = s3(z)

Tespectivamente.



Seja £ € F tal que Fe(p) = ¢. Como

Ap(eH + (1 - a)H') = jZF 05
= ajiF;05+ {1 —0a)j?F.05

= adp(H)+ (21— a)AgH')

da proposicao anterior segne-se gue Ap € bijetora, logo é um isomorfismo afim. G

A seguir. estenderemos o enfoque de Koszul da teoria de conexdes clissica para as
2-conexoes. Isto é, reformulamos a teoria de 2-conexoes para fibrados vetoriais em termos

de certos operadores de derivada covariante. Comegamos com a seguinte

Definicao 3.1.7 Seja E um fibrado vetorial sobre M. Um operador V . T(1M ) xTE —
[E € dito um 2-operador de derivada covariante para E (abreviadamente. 2-odc pura E )

se satisfoz:

Para quaisquer L. T € T(+M). é.v € T'E e f € C*{})
i) Viepe = Vo + Vyo
i) Vo = [916
i) Vile+¢)=Vio+ Vi
iv) Vifo=L{f)e+[Ve+2Vgurpe. Onde Q(L. fi{g) = 5(L{fg)~ fL{g)— gL(f))
Chamamos a ¥V ¢ de a £-derivada covariante de ¢ em relacdo a L |
E imediata a partir da definigao a seguinte observacao
observacgio 3.1.8 :
1) iv)da defini¢io é uma regra de Leibnitz de segundo ordem.

2) Todo 2-operador de derivada covariante V induze um l-operador de derivada covari-

ante V! = V [T(TAM | x T'(E}. Chamamos a V! de induzido por V.
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3) Seja C'd2(F) o conjunto dos 2-odc para E. Este conjunto tem uma estrutura natural

de espaco afim.

4} Seja D um l-odc para E e
(do(D) = {V € Cda(E): V! = D}

este conjunte € naturalmente um espago afim:. O espaco vetorial associado é o espago
das secoes de Hom(TME&TM, Hom(E . E)), que é isomorfo com I'og(Hom(t M, Hom(E, E)) =
{¢p e L{Hom(rM . Hom(E. E)) -0, | T,M =0} .

A secuir, mostramos como construir 2-odc em fibrados associados a partir de 2-
conexoes em fibrados principais.

Lembremos dos segnientes fatos hasicos sobre se¢ées de fibrados associados [21]. Pode-
se associar com cada s € T'(E) uma funcao Flo] : P — F definida por Flo]{p) =
p~to(rp). Onde cada p € P é considerado como uma aplicagio linear p 1 F — E_,,.
Observemos que F|o] satisfaz Flo]o R, = A,-1 o F|o] para todo ¢ € G. Reciprocamente.,
se uma funcéo [ : P — F satisfaz f o Ry = Ag-1 0 f para todo g € G, entao ela define
uma secao de E. S[f] por S[f](z) = pf{(p) para todo p € P tal que 7p = z. Com as
notacoes anteriores, temos que F[S{f]] = f e S{Flo]] = 0.

Arora podemos mostrar a seguinte
g P E

proposi¢ido 3.1.7 Sejern P(M.G) um fibrado principal, H uma 2-conezao para P e E

um fibrado vetorial associado a P. Entdo VB definida por
Vie(r(p)) = S{(HpL)Fig]]

€ um 2-operador de derivada covariante para E.

Demonstragao: Observamos que

Q(leﬂf O"_'} = HJ’OQ(Lf)



para quaisquer L € T(7MYe f € C*(M). Pois

Q(H,L. for} = QHpL){fom)
(H, = Hp)(QLYf o) Hpé um morfismo de Schwartz

Por outro lado, para g € C*(P) temos que

((Hy @ HoY(QL)(foriilg) = (Hp@ Hp}(QLYd(f o7).dg) definigho
= QL(H)d(f o) H}dg)
= QL(df 0%, 0 Hp, Hdg)
= QL{df. H}dg]
= HyQ(L. f)(g)

Isto é (H, & Hp)(QL) = HpQ(L.f), logo Q(H,L. for)=H,Q(L. f}.
Agora provaremos gue & expressao para VE do enunciado é bem definida.

De fato

FIVieleo Ry(py = F[Viol(pg)
= Hp{L)F|[¢} definicéo
= ((Ry).HpL)F|o] propriedades de H
— H,L(F[é]oRy)
= H,L(Xx o F[¢]) propriedades de F'[¢]
= Ag-10{HyL)Fl¢] Ag-1 é linear
= JXg-1 0 F[UHg] definigao

de onde VEIG; cTE.



Agora mostraremos que VH satisfaz as propriedades que definem um 2-ode, como

1}-iii) sdo obvias. Sé temos que verificar i1v]

FIVEiélp) = (HpL){f om)F[d]
= ((HpL)f on}Fle] + for({H,L)F|¢| +2Q(HL,f on),F|[¢]
= (HPL(f o ;—.))F[qﬁ] + fo ﬁ(HpL)F[qr}] + QHPQ(L,f)F[q')]
= FlLfo+ Vi +2VE, 1¢](p)

|

Nosso préximo objetivo é formular, no contexto das 2-conexdes ¢ seguinte resultado
de geometria diferencial: Seja F um fibrado vetorial. Entdo V : Cy(BE) — Cdi(E)
definida por H — V & um isomorfismo afim. Comegaremos, mostrando que existe um
prolongamento de 1-odc a 2-odc que corresponde ao prolongamento de Stratonovich de

1-conexoes.
Lema 3.1.8 Sejo V um I-odc para E. Entao existe um inico 9-ode para E, V° tal que

J- V € induzido por V°
2- VX, Yé = {Vx.Vy}é para quaisquer X.Y € T(TM) e ¢ € T(E)

VS € dito o prolongamento de Stratonovich de V.

Demonstragao: Seja V um l-odc. entdol21] existe uma inica H € C;(BE) tal que
VH_-V. Definimos V< coma VI

V™ satisfaz 1- e 2-.



Com efeito, sejam X € '(TM)e ¢ € '(E) como

Vislrp) = V¥ o(rp)
= S[HZX)F[¢])(np)
= SUH,X)F|¢]l(xp)
= (VH),e(xp)

= Vxé(rp)

temos que V é induzida por V.

Sejam X, Y € ['(TM)e ¢ € I'(E). Como

Viiysolrp) = SIHSX. YHF[o))(rp)
= S{HX HY},Fle]j(zp)
= SHHSX HY},Fle]|(rp)
= {VX. Vitelrp)

Agora mostraremos que V® é tinico em estas condicdes.

Seja V um 2-odc que satisfaz 1 e 2. Entio em coordenadas locais

Vie(rp) = Vip,0,0(7p)

= 19¥p,¢(rp) + 'V p,é(np)

= ¥¥.p, p6(np) + 'V p,o(rp)

= 1"{Vp,Vp,}eé(rp) +1'Vpolsp)
= Vie(rp)

S ¢ e
Logo V< € unico, O

Agora é possivel provar o seguinte

Teorema 3.1.9 Sejam E wm fibrado vetorial ¢ S uma 1-conerao para BE. Entao a

aplicagdo V : CaS) — Cdo(VE) ¢ um isomorfismo afim.
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Demonstragao: Comegamos mostrando que V é um morfismo afim. Sejam H, T €(C(S)

e € R Entaoparag € I'(Eye L € I'(vM)

v NTy(zp) = SH(AH + (1= MT) L)Fid)]
= S[(AH,L + (1 - \)T,L)Fe]|
= SAH,LYF[¢] + (1 = M)T,L)F[¢)])
= AS[(HL)F[¢]) + (1 — \)S{(T,L)F[9))
= AV[e(rp)+ (1= NVTe(np)

Logo ¥ é um morfismo afim. E como V5° = (VS)$
V(H) = (V5)° + T(H - S%)

Onde T : A§o(BE) — To(Hom(7M. Hom(E E))) é definida por T(e}{L)(e) =
—pldp0Qrpllp e, onde p € BE. L € 1M e € Erpe ¢} TpM G ToM — gl{n, R)
é a tinica aplicagdo linear tal que ¢, = ¢, o (7, © 7,){p). Ela é dada pelo teorema do
isomorfismo jé que Ker(n, & n.}{p) C Kerd,. Mostremos que esta defini¢ac é boa.

1). T(e)(L)(e) depende s6 de 7p. Com efeito

—(pg)(¢n, 0 Ry LHpg) e = —plole, 0 Qupl)g~']p e

= —plAd(g)(ey, 0 Qrpl)ip™
= _p[Ad( oAd( (‘D erp J] _16

= —p(d) o Qrpllple

2). Trpldy) - TopM — Hom(E E)., é linear. Selam L. S € 7., M e A € R . Entao

para qualquer ¢ € E,

Tﬁp(é}?)(-[’ + )‘S)(f:}' = _P(‘-j’; © Q?rp(L + }‘S.]r',}P_l
= —p(@) o Qupl + Ao} 0 QrpS)p~ie
= Toplep)(L)(e) + ATrplep)(S){e)
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Logo a definicao é hoa.

Obviamente, T : AL (BE) — D'g(Hom (7M. Hom(E E))} é linear. 86 nos resta
provar, que é um isomorfismo. Para isto, suponhamos existe ¢ € Ai__o(BE) tal que
T{s) = 0. Entao @y 0 QmpS = O paratodop € Pe S e 7,M, logo ¢, = 0 para todo
p € BE. Assim ¢, = ¢, 0 (7. & m)(p) = 0. Isto € T € um monomorfismo. Para ¥ €
To(Hom(: M. Hom(E, E})) definamos n, : T,M — gl{n, [R) por ,(S) = —p~*¥_.(S)p.
Como Qrp - TrpM — T, ;M 5 TrpM é sobrejetor e Ker),, C Ker{y,) pelo teorema do

isomorfismo existe um tnico ¢} : TrpM © TrpM — gl{n. R) tal que n, = ¢, 0 Qrp. Como

1

mpe(S) = —(pg) 1 Wipe(S)pg)
= g_][—p_llprp(S:lp]g
= Ad(g_lji—p“l‘lfm(.?)p]

Ad(9™ )m,p! S

Resulta que ¢}, = Ad(g_l)a’);. Logo ¢p : T:pBE & T,BE — gl{n, IR) definida por
¢p = ¢ho(7, O 7. ){(p) satisfaz opg0 Ry © Rge = Ad{g o ¢, € obviamente ¢, | Ker{r, ©
7,)(p) = 0. Assim ¢ € A‘,’;___O(BE‘). Agora da definicdo de ¢ segue-se que para todo

TFP(G’P}(S)(E} = _I’(C‘;OQﬂpL}p_lﬁ
= —p-r;p{'g)p_}e
= pp W (S)pple

= WU(Sie

Isto é T{¢) = ¥. Assim T é sobrejetora. Concluimos entdo que T é um isomorfismo. T

A seguir. obteremos uma expressiao dos 2-odc em termos do transporte paralelo de

difusdes.
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Sejam E um fibrado vetorial, ¥V um 2-odc para £ ¢ H a unica 2-conexao para BE
tal que VH = H. Naturalmente, podemos definir um transporte paralelo em E sobre
M -semimartingales.

Com efeito. sejam X um Af-semimartingale comecando ex. 2 € Af, ¢ € F definimos
o transporte paralelo de ¢ ao longo de X como. Pj‘;—f () = X - [ onde X o levantamento
horizontal estocdstico de A em relacao a H comecandoem p £ P e f étalquey  f =¢.
Nao é dificil mostrar, que a definicao € bda, e que ng(w-} - Er — FEay) € gs. um

1somorfismo linear.

proposicao 3.1.10 Sejam E wum fibrado vetorial, V um 2-od:. L e T{tM}, y €T(E} ¢

X uma difusao com gerador infinitesimal L inicializade em x. Entado

o

E !r:o E{(Pj\:}j_lv’ e X:] = Vielr

Demonstragao: Pela definicao, temos que

(PY) Lo Xy = pX; Hyo X,

= pFle](Xy)

Como i’v e uma H [ -difusao
t
Fle)(X,) — F[#)(p) = local martingale + /HL Flo])(X)dt

Entédo )
% o B{(PY,) e o Xyl = lim, Elp 2 L ( )

t —
= lim;_op pE[%{HL!ﬁ’F[p])(Xf)dr.]

= pHL(F[¢])(p)
= Vielz)
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Uma nogao matematica central da mecédnica estocdstica é a derivada forward de Nel-
son. BEsta derivada é definida em termos de um transporte paralelo de vetores tangentes
ao longo de difusoes, introduzido por D.Dorhn e F.Guerra [6].[1, pg. 78].

E interessante notar que esta derivada no tempo f = 0 ¢ um 2-operador de derivada
covariante no fibrado tangente. Esta uliima afirmacao € conseqiéncia de nossa caracter-
izacdo dos 2-odc em termos do transporte paralelo de difusdes. Com efeito, seja ' uma
conexao sem torsac de M e X uma difusao em A com g.i. L, P. Meyer provo [30, pg.
184-185] que o transporte paralelo estocdstico de Dorhn -Guerra Pf%c(e) deee T, M ao
longo de X e dado por fi -fonde fétalquep-f=ce X o levantamento horizontal
estocdstico de X comecando em p em relagao da 2-conexao de BAf, DG = I‘rc(Onde re
é o "complete 1ift” de I [4] e T é T vista como uma l-conexdo de BM j. Por definicao, a
derivada forward de Nelson do campo de vetores tangente ¢ ao longo de X em t = 0 €

dada por
d

= le=0 E{(PXT) T 0 X
!

logo, da caracterizacao dos 2-ode em termos do transporte paralelo de difusoes, obtemos

que a derivada forward de Nelson de ¢ ao longo de X em t = 0 é dada por VP {z).

3.2 Paralelismo Estocastico

Seja P(M.G) um fibrado principal com projecdo = : P — M e (Q, F, {F;). P) um espaco
de probabilidade filirado. Denotamos por S{Q, F. (F¢}. P} o conjunto dos pares (X, B)
onde X é uma difusio em AM e B é uma Fp-v.a. com valores em P tal gue 7B = X;.

O paralelismo esfocdstico de difusoes é definide como uma aplicagao
H: 8(Q. F (F) P} — {difusdes para (2. F.(F).P) em P}

que verifica:

A0) Ho(X.B) = B g
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Al) noH(X . B) =X gs.
A2) RH(X.B) = H(X.R,B).

A3) Se X é um processo com variacao limitada (V.L. processo) entao H{X, B) é um V.L.

Processo.

A4) Se o é uma mudanca deterministica do tempo. com ag = 0 entao

H(X ca,B)=H(X.B)oa
A3) Seja X uma difusdo e a € Rype X = X,y entao
H(X® H(Y.B),) = H(X.B)®
A6) Seja T € Fy tal que P(T)} > 0, entéo
H(X,B)|xr = H{X |v,B |y)
ATY Sejam Y™{Y] difusdes em M com g.i. R"[S], B"[B] P-v.a. tais que Y = aB"]Y =

7B|. Selim,., B" = B e limp.x R:B"-(w) = SzB(.) Q.5. Entéo limy_ Tgn(w,} =

Ry, 5. onde THR] é o gi de H(Y™ B™)H(Y, B)].
Como corolario de A7) obtemos:

[B] Sejam X e Y difusées com gi. L e S respectivamente, tais que Xop = Y5 Se

Lx, = Sy, qs., e T [R] éogide H(X, B)[H(Y, B)], entdo Tg = Rp q.s.
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Com efeito, seja Y™ = X e B”" = B, obviamente lim,_,..B" = B e

]imn — ;B“{w} = LTTB(LI-']

entao de A7; segue-se que Tpuy = limp_. Tg,.(w) = Rp,.

Nao ¢ dificil de mostrar que todo levantamento horizontal estocdstico em relagdo a
uma 2-conexao para P verifica AQY - A7). De fato. seja H{X, B) o levantamento horizontal
estocdstico em relagdo a uma 2-conexao H, entdo A0) e A1) sédo Sbvios.

Para provar A2). Seja ¥ = H{X . B). entdo Y é solucao de

Assim
dsRY = Rg.dsY

= RLH(Y)d2X
— H(R,Y)doX

Como H{X. R ,B) é a tinica solucao de

dY = H(Y}doX
Yo = R,B

obtemos que R;H{X, B; = H{X R B).

A3) segue de propriedades das equacoes diferenciais estocdsticas.
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Para provar Ad), seja § € I'{7P). Como

1 [« 73

[0, d2(H(X B)oa) = [{8.do(H(X. B))

] 0

oy
= [ (H*9,d.X)
0

i
= [{H'8,do(X 2 )
{
obtemos que H(X, B) o o satisfaz

dY = H{Y)do(X oa)
Y, = B

Isto é H{(X oo, B) = H{X,B)ca.

A5) é andlogo com A4}, AB) é conseqliéncia do lema 77, Pois s o H{X, B) |vy= X |v
e H{X. B} |ye B{X |y. B |y) tem ¢ mesmo g.1.

A7) segue-se do fato que 0 g.i de H(Y". B"j[ H(Y, BY] € HR"[H 5] e da continuidade
de H.

Estamos interessados em mostrar a reciproca da observacao anterior, isto é, todo
paralelismo estocdstico de difusoes em P de um certo tipo, é dado por um levantamernto
horizontal estocastico em relagao a uma 2-conexao para F.

Seja P(M,G) um fibrado principal e H um paralelismo estocastico de difusées em P.

Definicao 3.2.1 Seja A € 7.M parabolico e X wma difusao para (0, F. (F,), P) inicial-
izada em x com g.i. L e tal que L, = A { wma tal difusao sempre existe ver por exremplo

{16/}, Parap € ="z} nos definimos Ly(A) como o g.i. de HiX,p) evaluado em p.

Mostremos que L, € bem definido.

De fato. seja Y uma difusao para (), F. (F,}), P} inicializadz em z com g.i. S tal que
Sy = A Seja também Rogi deH(Y.p)eT ogi. de H(X.p entdo de |B] segue-se que
Lp,{A) =T, = Ry, isto € a definigao de £, s6 depende de (0. F (F), P).

Agora, seja X uma difusdo para (2. F, (F;), P) com g.i L inicalizada em z. Podemos
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considerar que Q9 NQ = ¢. Sejam Q = QU O ={alb:a€ F b€ ?t} e

- ! = {w) for - €} )
P{aUb) = ;P{a)+ 5P(b), definamos X () este processo € uma

f(wj for.eQ
difusdo para (€. F.(F,).P) com g.i L. De A6) obtemos. que

H(X.p)|n = H{X.p)
H(X.p) |y = H(X. p)

Seja K o g.ide H(J{(Hp) Entio K éo g.ide H(X,p) e H{X.p}. Logo £, é independente

do espago de probabilidade filtrado. Provamos assim que £, esta bem definida.
proposicao 3.2.2 Sejam p € 7 H(z) . A. B € 7,(M) parabolicos ¢ A € R»y. Entdo
1. 7. (L,A) = A
2. L (AA) = ALp(A).
3. LygA =Ry L A
4. Se A € T, M entao LA € TP,

Demonstragao:

1. Seja X uma difusio inicializada em z com g.i. L e tal que L; = A. Segue-se de
AD. que 7 (H{X . p)) = X. Se R éo gi de H(X.p) sabe-se, que n,R = L o%. Em
particular: 7,(L£,4) = 7,(R,) = L, = A

2. Seja X uma difusao inicializada em x com gi. L talque L, = A. Eseja Rogi de
H(X.p). Se#f é uma mudanga do tempo definida por §{t) = At. Entdo ¥ = X o8

é uma difusao para (2. Fa, P) com g.i. AL. De A4}

B(Y.,p) = H(Xof,p) = H(X.pjcb.
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De onde H(Y.p) é uma difusio com g.i. AR. Assim pela definigao de £,

L,(AA) = AR, = AL, A.

3. Seja X uma difusdo inicializada em r com gi. L. tal que L, = 4. Segue-se de A2)

que R,H(X . p) = H{X.pg). Logo da definicao de £,. L£,,4 = R,.(L£,A).

4, Seja A € T,M. B um campo de A tal que B, = A e X a curva integral de B tal
que Xy = r. Como X é um V.L. processo segue-se de A3} que H(X.p) é um V.L.
processe. Logo o g.i. de H(X,p) é um operador diferencidvel de primer ordem,

assim L4 € T,P.

proposicio 3.2.3  Se X € wmo difusao com g.i. L. Entao H(X.B) € uma difusdo

com g.a. LL.

Demonstragao: Mostremos primeiro, que se X € uma difusao com g.i. S e R éo gi.
de H(X. B), entao Rg = £S5 q.5.. onde LgS{w) = LS.
De fato. Seja {Yy}yeasr uma familia de difusdes com g.i. &, como Yy, € uma difusdo
com gi. S e (Yx,)o = Xo de [B] seque-se, que Rp = Tgponde T é o gi. de H{Yx,, B).
Seja B uma variavel aleatdria a valores em P simples {Isto é. B = 3 p;1,, ). De A6).

segue-se que

H(Yx,, Bi|a; = H(Y¥x,la:B oy
= H(Yop,.pi)
Entéo Tp |a; = £, S. Istoé, Rp=Tg = L5 .
Agora. seja B € Fj arbifraria. Existe (B") C Fi onde cada B™ é simples. tal que
mB" = B. Como S é o gl de Y™ = Y.pn, segue-se de A7), que se R" é 0 g.1. de

H(Y™, B™) entdo limpoc(L5m()S = Bng,y) = R 4.5 Logo Rp = LS.
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Seja X uma difusao com g.i. L. De Ab) segue-se, que paratodoa € R, H(X® H(X B),) =
H(X,B)% Como X° é uma difusdo com g.i. L, se Ré o gi. de H{(X,B)entao K éogi
de H(/\r., B)a. LOgO RH(X,BJ" = [:'H(X,B)“L‘ Isto é H(X B) tem gl LL. O

Corolario 3.2.4 L = {Lp}pep éC™.

Demonstracao: Seja L € I'(rM) e X uma difusac com g.i. L. Entao H{X, B} é uma

difusdo com g.i. LL. e como LL € T{7P) resulta que £ é C*. 0

Propomos o seguinte axioma,
A8) Sejam A. B € 7., M paraholicos, entdo

L(A+B) = L,A+L,B.
QLA = (£p©L)QA

Dizemos que um paralelismo estocdstico de difusées H em P é um paralelismo es-
tocdstico axiomaéatico de difusoes em P se verifica A&). Neste caso, temos uma unica
- = P . = 3 - - . 2 I —
extensao de £, a uma transformacao linear £y : 7,M — 7,F e obviamente, £ = {£,},cp
é uma 2-conexao.

Finalmente

Teorema 3.2.5 Seja P(M.G) um fibrado principal e H um paralelismo estocdstico az-
iomadtico de difusoes em P. FEntdo existe uma unice 2-conerdo £ tal que se (X B) €
S5(9, (Fe)iso. P), H(X, B) € o levantamento horizonlal estocdstico de X em relagdo a L
inicializado em B.

Demonstracio: Seja £ definida como em 3.2.1. entdo £F é uma 2-conexdo. Seja X
uma difusao para (Q. (Fi)i>e. P) com gi. S e B uma Fy-v.a. tal que x B = Xy Segue-se

da proposicac3gdue H(X . B) é uma difusio com g.i £L#(S). Agora, pelo corolario?3%
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a defini¢do de H obtemos que H(X. B) é o levantamento horizonta} estocdstico de X em

relacio a Linicializado em B. O

69



Capitulo 4

Geometria de H2M

O ohjetivo deste capitulo é estudar as relacdes entre a geometria de Schwartz de H'Af e
a geometria usual de H-M .

Nos dividimos este capitulo em duas se¢des. Na primeira estabelecemos a existéncia
de bijecdes entre as l-conexdes de H-M, as 2-conexdes de H*M e os transportes par-
alelos estocasticos em TAf. Na secunda seclo introduzimos de uma maneira natural am
prolongamento I" — I'! de 1-conexdes sem torsao de H'M a 1-conexdes de H”M | prova-
mos que este prolongamento coincide com o prolongamento p{I") definido por 1. Kolar
[22] e damos uma interpretacao estocastica deste prolongamento em termos de transporte

paralelo estocastico.

4.1 1-Conexoes de H°M e o Transporte Paralelo Es-
tocastico em T'M.

Nesta secao estudamos as 1-conexdes de H°M . Primeiro, mostramos a expressao em co-
ordenadas locais do operador de derivada covariante associado a uma 1-conexao de HZM .
A partir desta expressao achamos a férnula de mudanca de coordenadas das componentes
locais de uma l-conexio em H*M . Depois achamos a férmula de mudanca de coorde-

nadas para as componentes locais das equacdes estocdsticas lineares [30]. Mostramos

70



gue estas componentes locais sao as componentes Jocais de uma 1-conexao de H>M com
sinal trocado. Isto estabelece. uma correspondéncia bijetora entre as 1-conexdes de H*M
€ os transportes paralelos estocdsticos em TM . Finalmente, provamos que existe uma
correspondéncia bijetora entre 1-conexdes de HM e 2-conexdes de H1AL.

Seja M uma variedade diferenciavel, e
H M = {jgs . 5 é um difeomorfismo local de 0 € IR” em M}

o conjunto de 2-bases holonomicas de M. este conjunto é um fibrado principal com grupo
estrutural

GIF = {jglf - f é um difeomorfismo local em 0 e f(0) = 0}

e projecao n- : H2M — M definida por 7°(j3s) = s(0). onde a acho pela direita de GI-
em H2M é dada por: jis-jif = ja(so f).

Lembremos que &7 é um produto semidireto GI° = Gi(n) x S%(n} onde S*(n)
¢ o espaco vetorial real das formas bilineares simétricas de IR", GlI{n) identifica-se ao
subgrupo de GI* {j2f € GI*: Dy;f7(0) = O para r,i,j = 1,....n}, e S%(n) ao subgrupo
{jgf € GI*: D;if7(0) = 6f para t,j = 1, n} Em coordenadas locais se { = (;'_; Q}k) e

) € dado por

1 = (0}, nj) € GI7 o produto J = (A%, A}

i . =5
Moo= Sy
] o TS 4.8
Ajk = Spsflit + Ssf ik
a
=1 _ (,-:“ _Ftes 77’7'?}
= Vgt Ss%;}q‘:j‘:}‘

“iy—l
Y R

onde (:) = {

O fibrado dos vetores tangentes de ordem dos 1M é um fibrado vetorial associado a
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H*M pela seguinte acao a esquerda de G1? em 73iR"
(o = (k) (@D + ¥ Dy)

= ({fa* + :;L”JL)D + (Sda™) Dy,

- ~ . - . . L] & .
Temos um epimorfismo canénico de fibrados principais 77 : H°M — H'M, definido
comefa2ey — sl

por: #7{igs) = jgs.

Seja I’ uma conexao em H>M , e w sua forma de conexao associada, entdo « decompde-

5e Como

W = wptuy

onde wp ¢ a gl{n, IR} componente e wya S*(n) componente de ..
Sejam {E}} e {E“‘ E"’} as bases candnicas de gl{n. R} e 57(n) respectivamente.
E seja ¢ a secdo local de H*M dada por o(r) = (z'.14.0} sobre (I7.2?}. Definimos as

fungdes T e T'%y em U (I, = T'y,) por
0*wy = (Tidz?)EF

otwy = (Tiyde?)EF

As fungdes T}k . [y sdo as componentes locajs de I' respeito a {7, 7',
Seja I uma conexdo em H*M, como 7M é um fibrado vetorial associado de H?M
podemos definir um operador.de derivada covariante V em 1M {12, proposition 1.10;.
A seguir. calcularemos T em coordenadas locais.
Seja (17, 2%) uma carta local de M e (1 (U), (2%, 2%)) . (1L (2%, 2}, z%)) as cartas

induzidas por (U, ) para H'M e H?M respectivamente. Sejam I' uma conexao em

H1M e T uma conexido em HM. Sabe-se que [4] se X = X*ai, € T.M, o levantamento
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horizontal de X tem a seguinte expressao em coordenadas locais

» {1 ot f _ ri a
X7t ) = X (55

PHYE Lty _ i 8 _ (prd o 1r Llomy_ 8
Xtz 2y = X° (a;* rjfr:fa;g (T - ﬂm'Tfijar;k)

Onde as I'}, sao as componentes locais de . E I}y , I'jy sao as componentes locais de

I.

proposicdo 4.1.1 Sejam (I7. x*) uma curta local de M e A{z) = a‘('r)—-f—ﬂ“(l)ar,;ﬂ €

7.M . Entao

Voo Alr) = ($% +Ti00 + 0,0 + ‘:ﬂ)c"}—l-l"’1 o + T 0% 5%

; )
Py dr'dx

Demonstragao: Sejam AeT(rM)e Fs - H°M — 10R" dado por Fa(p) = p™°

A{n{p)). Se A(z) =a® af{—a a—%em (I, 1%}, a expressio local de Fq em (7 3 (U), (2%, %, 2% Y)
Fa(ztxl ool = (a3, 2877 Fa(a® 6.0)
= (:I:; .’E}k]_; e’ Dy + ¥ Dy

= (Fla® - Ty T D, + (1T D

Onde (71} = (21)7'e {D;. D;;} é a base candnica de 75/R". Como

&

a ]H ( i {g'.' U)F4

li
£l

O T — I 55 1((Tla® — 728 P70’ D+

= ( I aj+ 'LJTGJT)D -l-(an + T, a" + i, a7 Dy



V.o Alz) = (29,6.,0)-|5%])7 (2", 6:.0)Fa

= (20.60.0) (£ + Ti07 + Ti0/M)Di + (2253 + T],a* + Tia®) Dy

= (BGA + F (13' + I-\kjrﬂﬂ)a ; + (aa 2 + P a® + Fisas'f)az"azri

|

Agora. no é dificil achar a regra de mudanca de coordenadas para as componentes
. - vl
locais de uma conexao em H-M.

proposicio 4.1.2 Seja T' uma conexrdo em HM , { }_U-‘T‘E.mn} € (ﬁ,j:?zmﬂ) as compo-

nentes locais de T ns cartas locais (U, z%) e (U, 7%) de M respectivamente. Entdo

T _ i Oz* 91! 829 7 8yt

1—‘1‘!’ - F}fa.'r‘ a2 I +8:r‘8'_”8_

T _ i 9o gam e i &2k Bl GEF
rah  —  * jmnPr gz Or° oab 3t FFOEE BT 0%

21—' 8°%F_ 3zl Ar™ Hz a2k ( 8z drt
mlazna:r= 7T 08 gz¢ | Briow \ITCHT gEb |

gk 82’3) + &
o or oz arf a7 ot T

!

Lembremos que o transporte paralelo estocastico de Yy € Ty, M ac longo de X, Y,
obtem-se como solucdo de uma equacao estocdstica linear. De acordo com P. Mevyer {3(]
Y, é solucao de uma equacio estocistica linear; Se dada uma carta local (17, z%) de M,

temos que Yy satisfaz uma equagao do tipo

dY' = oL Y7dX! + af,,, Y7 id XY X
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Onde (7 YI'), 2%,y = dr’) é a carta induzida por (U/.2') em TM. Chamamos
: p
(aj—;, Jm,,) das componentes locals da equagao estocastica linear. A seguir, calculamos as

regras de mudanca de coordenadas para estas componentes locais

proposicao 4.1.3 Sejam M uma variedade diferenciavel. (a};, @fpn,) € (Thj, Thpnn) a5
componentes locais de uma equacao estocdstica linear nas cartas locais de M, (I7,1%) e

(U, 7*) respectivamente. Entao

D I iol - -~ R -l

U = Y6y a7 o ar ow o7

Tk = 4t gz* dxi d2™ 9z™ + of i @r_.56}k+
Qg — jmn 3r 57 J1° gr° Jt gzedxt gr” Ot

jai]

i Sk ?iazm arn E il ( H2p: Z.J+
Amigerac oz G50 g%  0x'da) \ 67787 G+F

& arj) _ gzt et
drtdT T° 87! FFeaTtaTT

Demonstragao: Pela regra do preduto, temos que

v = d(Zy)
Ry 3’?‘ kL) ¥
= }daw -d'Y +d[ar=- N
Agora, aplicando a férmula de [to
ek a7 Sk
Y g'j_:" = Y?(B:r‘-dr-? X 7 + 0‘1’61"61“ "dl X J X f

_ 8% e ar Ty o°r* 9z’ 8%z 1 7
= Brdrd Ea’fr) dX -+ 517817 dx 8_05—5 d[X X ]+

T 81 B! B L v ¢ W
S o o e ¥ 5d[X X




T ayt = T (' YIXT+db,, 2 X™ X))

o
ol 25 SR N g | gt DL 0T BTN R+
i SR ox B BT e W
@rn G e 38 o} 34N Y]
yi ki
IBI“ 1 = d[araﬁd}sj'-l-m,,d[)(:’ X] de\ —I—ﬂjmn,.,d[;\m )&n}
8% 9a” 9™ af)—fld;X *fb]

_ i
= 205550 g5 a5 or

cir’ I (¥ o
= o, e = 8§, temos que
ars &7° '
2k Pas §x' + gz= B = 0
B:z.‘axs 57 8% B o aw
3% gzl B

A3z Hri Pt 31" + +
Br A Ozt O 5x° O | Dbl Oz OTeIE

&g ( &z LJ'Jr Bz azd)Jrai* 8zl - 0
dz' 61\ Gziox ozt | GataT O o¢ FEeoTreT

Logo obtemos que

Tk 87" ozt o) 87 9% \v T v
Y i z Oz’ _ O : -
d} - (a.}'t ax' g7 o1 " & 6T )} dx -

8xt Br FT¥

(('E 8—' 83 Hz™ Hx™ +a z' _
Jmn 9zl &F FZ° F3° Jt Fegre o7 ot

(41)

T~ Yrl Bl

2q¢ 32“‘31':@3‘_@_321‘( +
G 5zn 87 5zF B7° g7 Aridzrt \ FxT a7b

ozt _ 8%l \yTlarve
6_;733?"6;’6‘:? ¥ Ed[)‘ X

8z B_Ij) _
artaz” gz
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—k A . =T - -
Por outro lado, temos que dY = @&Y dX + @Y %d[fa.,Xb]‘ Entao comparando

coeficientes 4.1 temos que

=k el L

n it 8z §¥ ar Bxt FTIE
Fk — o 7" 8r: 8™ B + gl &k axt ozt
rab FMR A gz’ 079 7% At gFe 5Tt T A

2q° &z¢ 8zl gam 2 _HFF ( &2zi @_I_
mldr-ar gz* d7° ot dridr \ 67297 BTt

P or'y _ gz __8%!
i ar gr! FFegTtaT

Segue-se, que a féormula de mudanca de coordenadas locais de uma equacao estocéstica
. - - - n -
linear é a mesma que a das componentes locais de uma 1-conexao de H-M com sinal

trocado. Temos assim o seguinte coroldrio

1

Corolario 4.1.4 FEriste uma correspondéncia bijetora entre as 1-conexées de H*M e os
transportes paralelos estocdsticos de TM . Seja T uma 1-conexdo de H*M e (U, %) uma
carta local de M. Entao esta correspondéncia € dada erplicitamente por
. i & - i4-3 791 i -j1 m o 3T
I'={ )= dY = =LY/ dX" -1 }’id[X .o

kit © kmn jmn

Lembremos que uma 2-surconexao de TM é uma particio As : TM — JTM da

seguinte sequéncia exata de fibrados vetoriais:
0 — JSTM — JoTM — TM — 0

Seja (17, 2%) uma carta local de M. (77,17, 2", y* = dz%) e (x rprll 2", 4% ¥, Yy} as
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cartas induzidas para TM e JoTM respectivamente, entao nestas coordenadas locais
}‘9 . (-T-i- yj} - (.T?, yj- _ai'r{'ri)yk$ _airs(ri.}yk)

Néo ¢ dificil de provar, gue existe uma correspondéncia bijetora entre 1-conexdes de H*M

e 2-surconexoes de TM. Em coordenadas locais esta correspondéncia € dada por
I= (F:\J i-n‘m\J - )\T : (Iilyj) - ('Tij yj: "Firyk‘ —r{*rsyk)

Dos comentérios anteriores. obtemos o seguinte resultado de natureza estritamente geométrica

proposicio 4.1.5 FEuiste uma correspondéncia bijetora entre 1-conezées de H°M e 2-

coneroes de HIAL .

4.2 O Prolongamento I’ — I'.

Nesta se¢ao construimos e estudamos um prolongamento natural I' — I'! de 1-conexdes
sem torsio de H'M a l-conexdes de H?M. A construcao deste prolongamento é bascada
no seguinte resultado de S. Kobayashi [20]. Existe uma correspondéncia bijetora entre
as Gl(n)-estruturas de H2M (isto é um subfibrado principal de H=3 com grupo estru-
tural GI(n}) e as 1-conexdes sem torsio de H'A { conexdes afines sem torsao de M }.
Comecaremos por mostrar de uma maneira mais geométrica este resultado. Depois, cal-
culamos as componentes locais de [''e mostramos que I'! coincide com o prolongamento
(T} definido por 1. Kolar {22i. Também, mostramos que este prolongamento tem uma
interpretacio natural em termos de transporte paralelo estocdstico. E interessante notar
que pela correspondéncia bijetora de 4.1.4 T'! é associado com o transporte paralelo de
Dorhn-Guerra em TM.

Lembremos da seguinte

Definigao 4.2.1 Sejom M e N wvariedades diferenciaveis providas de coneroes sem lorsao

Tar eIy respectivamente, 2 € M ey € N uma aplicagao binear F @ 7.0 — 7, N € afim
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8€

'noF = Foly
Seja I’ uma conexao sem torsao de M, entdo definimos;
(I} = {):5 € H?M - s, : 10R™ — 740, M é afim para F}

onde IR” é considerado com a conexao “flat”™ usual.
Seja (U7, 2“) um sistema de coordenadas local (I/, %) para M. Entao [8] s, : p[R" —

Tsq) M € afin para [ se e 86 se
Df_jso = —Dfsngs'*'l“;.__

onde I'§, sdo as componentes de I" em (U, x%).

Obviamente, se j3s € Q(T) e j2f € Gi(n) < GI¥ entao jfs= f € Q(T). De fato, como
Ds;(s ofi® = fDrrSO) o .f-DjfT : Di,ff + (Drsﬂ- o f ‘ijfr
e Dy;f" = 0. Entao

Dy(sof)® = (Dus®)o f.D;f7-Dif!
= —D,sﬁDfs'TFI‘(;;:. D" Dif?
= —Dyso f)PDs{s o f)'TY,

E como jis € Q') e jzs -9 € @) implicam que g € GI{rn.. Concluimos que Q(I') é

uma Gl{n)-estrutura de H>M .

Teorema 4.2.2 A aplicagac

Q : {conexdes sem forsgo para M} — {Gf(n}-estrurums de HQ_-"'J}



¢ bijetora.

Demonstracao: Sejam I' e T' conexdes sem torsio para M. Nio é dificil ver que
QIT) # Q(T'') se I' # I". Seja P uma Gli{n)-estrutura de H°M e j2s € P, pelo tecrema
da funcao inversa. existe uma vizinhanca [/ de z = s(0) € M tal que (U.(2%) = 571} é
um sistemna de coordenadas local. Neste sistema de coordenadas Dgs® = ég. Definimos
I'S.(x) = — Dg,s" estas sao as componentes locais de I" uma conexao sem torsao para M.
Obviamente, para esta conexdo P = {jgs e H°M : s, : 173/R" — TsyM € afim para F}.

Isto é P = Q(T). 0

Seja I' uma conexao sem torsio de M. Definimos um monomorfismo de fibrados
principais it = ¢ o [x7/Q(MYF ¢ HAf — H®M onde ir : Gl(n) — GI* é a incluséo
natural. Entao [21. proposition 6.1] existe uma tnica conexio I'" em HZAM tal que os
subespacos horizontais de I sao levados a subespacos horizontais de I por ir. Ainda
mais, se wr € a forma de conexao de I, entdo itwr = {(ir),wr.

Seja I’ uma conexdo sem torsdo. Nosso proximo objetive é achar as componentes
locais de T,

Seja p; = (27.6}) € HIM e p, = (2*"._6;,0] e H*M. Como ir(p1) = (Ii.ﬁ;,—ij)

temaos gue
8 . a4 _r f%i
7]"':(_;01)(32,1 —~ B ST B;r‘:j_
_ 8 Tu e
Sl 8t Al
ik
e
| 8 g _ Oah i _a
?Tt(pl)(a;x-;} = 61—;. - Bf;:;m tkar:,
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entao

i) = X (m(pl)(%)—m*wn(

a))

: ar:
e rif 8 P, a
= .-\ (33." G ax_;.l; iy ( 33‘ QFTL 31— ))

8 r 8 iy a
(3;— o + QU0 — 5 Jafjk)

Seja g = (6}1‘;“”“) € GI? como ir(p ) - g = (2. 6}, —-T;k} . (6},[‘;) = (z', 6;-., 0) temos que

XH(pa) = Rgeoir{p)(XF)
= ﬂ(%—r:ﬁ; (207, I%, — 5= — T

snsoam L3 mﬂlaz;ﬂn)

=1 = = . -
Denotemos por I . Ty = Iy as componentes locais de T'. Entdo

=1

rjk - j;\
T = (Zma 4 0D — (0,15, + T7,05))

Esta ultima férmula implica a seguinte

proposicdo 4.2.3 Seja (I/. 1Y) uma carta local de M e T ume conezdo sem torsdo para

. ; - . =i =r ~
M com componentes locais '}, Entao as componentes locais de T [ie Dipy sa0 dadas

por
Iﬁjk = ;k
ar, T TS T FIRY
rmm X = (ﬁﬁ + 1—1:3 wn (rs-nrzm + rsmrin),}

Como estas sao as componentes locais de p(T") [19], onde p é o operador natural

definido por I. Kolar em [22!. De onde segue-se o

Corolario 4.2.4 Seja I" uma conexao sem forsac pare M, com as notagoes anteriores
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temos que

p(l) = T!

A seguir damos uma descricio de I'! em termos de transporte paralelo estocéstico.
Seja I uma conexao sem torsao de M, se X; € um semimartingale é conhecido que I’
determina um transporte paralelo estocdstico em TAf ao longe de X,. Py x, : Ty M —
Ty, M. De [9. lemma 11} temos que existe uma iinica extensao afim P_I.{,_‘_\-f CTx M —
Tx, M. Nao ¢ dificil mostrar que P%. . determina o levantamento horizontal estocastico
de X; em H>M associado com (I'')F (o prolongamento de Stratonovich de T').

Lembremos que a equacao diferencial estocdstica associada com o transporte par-
alelo de Dorhn -Guerra em TA/ |30} tem a seguinte expressaoc nas coordenadas locais

(=117 2%y = da?):

—F

ay; = —T7 ydXP 4+ (e —TITY 4+ (T4 Ts, + T, Do )Y idx ™, Xm),

wnmnt 1 Il TR
da proposicac anterior temos que

=

d}.rfr = _'f‘—:m}.;id)(;n _ rimn}.}i%d[x'm: Xn]t

Obtemos assim o seguinte

Corolario 4.2.5 Seju " uma conerdo sem torsdo de M. Eniao pela correspondeéncia da

proposicacd. 1.4 T € associado com o transporte paralelo de Dorhn-Guerra.

82



Referéncias

{1] .Ph. Blanchard, Ph. Combe, W. Zeng : Mathematical and Phisical Aspects of

Stochastic Mechanics. Lecture Notes in Physics 281, Springer 1987,

[2] J.M. Bismut : Mécanique Aléatorie Lecture Notes in Mathematics 866, Springer

1981.

{31 B. Cenkl: On the Higher Order Connections. Cahiers de Top. et Geom. Differ.IX,1
L1966,

[4] L. Cordero, C. Dobson. M. de Léon : Differential Geometry of Frame Bundles.
Kluwer Academic Publishers, 1989,

[3] E.B. Dynkin : Diffusion of Tensor. Soviet Math. Dokl. 9.532-535. 1968.

[6] D. Dorhn. F. Guerra : Nelson’s Stochastic Mechanics on Riemannian Manifolds.

Lettere ao Nuovo Cimento 22, 121-127. 1978.

(7] M. Emery : En Marge de L ‘expose de Meyer: Géométrie Différentielle Stochastigue.

Séminaire de Probabilités XVI. Lecture Notes in Mathematics 921, Springer 1982.
[8] M. Emery : Stochastic Calculus in Manifolds. Springer-Verlag. 1939.

[9] M. Emery : On Two Transfer Principles in Stochastic Differential Geome-
try.Séminaire de Probahilités XXIV. Lecture Notes in Mathematics 1426, Springer
1990.



[10]

{11]

[12]

(13]

[14]

18]

[19]

(20}

[21]

C. Ehresmann : Connexions Infinitésimales. Collg. Topol. Alg. Bruxelles, 29-55,
1950.

C. Ehresmann Connezions d ‘ordre superieur. Atti del 5% Cong. della Unione Mat.

[taliana,326-32%. Ed. Cremonese. 1950.
J. Gancarzewicz : Connections of Order r. Ann, Pol. Math. 34, 70-83, 1977,

H. Goldschmidt : Iniegrability Criteria for Sysiems of Non-Linear Partial Dufferen-
tzal Equations. ). Differential Geometry 1. 269-307. 1967

M. Hakim-Dowek. D. Lepingle : L 'Exponentielle Stochastigue des Groupes de Lie.

Séminaire de Probabilités XX. Lecture Notes in Mathematics 1204, Springer 1986.

S. Helgason : Differential Geomeétry, Lie Groups and Symetric Spaces. Academic

Press, 1978.

N. Ikeda, S. Watanabe : Stochastic Differential Equations and Diffusion Processes.

North-Holland 1581.

K. Ité . The Broumian Motion and Tensor Fields on Riemannian Manifolds. Proc.

Intern. Congr. Math.(Stockbolm),536-539, 1962.

K. Ité : Stochastic Parallel Displacement Probabilistic Methods in Differential Equa-

tions. Lecture Notes in Mathematics 451, Springer 1975.

J. Janvska . I. Kolar : On the Connections Naturally Induced on the Second Order

Frame Bundle. Archivum Mathematikum {Brno) 22, 21-28, 1986.

S. Kobayashi : Canonical Forms on Frame Bundles of Higher Order Contact.

Proc.Svmp. Pure Math. 3, 186-193, 1961.

S. Kobavashi, K. Nomizu :Foundations of Differential Geometry. Interscience. vol.1

.1963.vol. 2, 1968.

o0
LN



(2]

23]

1)

132)

33

I. Kolar : On some Operations uwith Connections. Math. Nachr. 69, 297-306, 1975.

J.L. KWoszul : Lecture on Fiber Bundles and Differential Geometry. Tata Inst. of

Fund. Research, 1960.
M. Kuranishi : Lectures on Involutive Svstems. Publ. Soc. Mat. Sao Paulo, 1967.

P. Liebermann : Connexions d "ordre supérieur.3° Coloquio Brasileiro de Matemat-

ica, Fortaleza. 1961.

P. Liebermann : Sur la Géometrie des Prolongements des Espaces Fibrés Vecto-

riels. Ann. Inst. Fourier. Grenoble 14. 1, 145-172, 1964,

P.A. Mever : Un Cours sur les Intégrales Stochastiques.Séminaire de Probabilités X.

Lecture Notes in Mathematics 511. Springer 1976.

P.A. Meyer : Geomeélrie Differentielle Siochastigue.Séminaire de Probabilités XV.

Lecture Notes in Mathematics 851, Springer 1981.

P.A. Mever : A Differential Geomelric Formalismn for the Ito Calculus. Stochastic
Integrals.Proc. of . M.S. Durham Symposium. Lecture Notes in Mathematics 921,

Springer 1982.

| P.A. Mever : Géométrie Différentielle Stochastique (bisjSéminaire de Probabilités

XVI. Lecture Notes in Mathematics 921, Springer 1982,

J.F. Pommaret : Systems of Partial Differential Equations and Lie Pseudogroups.

Gordon and Breach, 197%.
P Protter : Stochastic Integration and Differential Equations. Springer-Verlag 1990.

L. Schwartz : Semimartingales sur des variétés et Martingales Conformes sur des

Variétés Analvtiques Complexes. Lecture Notes in Mathematics 780. Springer 1980.



[34] L. Schwartz : Geom#irie Differentielle du 2 ordre, Semimartingales et Equations
Différentielle Stochastiques sur une Variélé Différentielle. Séminaire de Probabilités

XVI Lecture Notes in Mathematics 921, Springer 1982.

[35] 1. Shigekawa : On Stochastic Horizontal Lafts. Z. Wahrscheinlichkeitsheorie verw.

Geviete 59, 211-221. 1982,

36] N. Van Que: Du Prolongement des Espuces Fibres et des Structures Infinitésimales.
g 4
Ann. Inst. Fourier. Grenoble 17. 1, 151-223, 1967.

[37] G. Warner : Harmonic Analysis on Semisimple Lie Groups I. Springer, 1972.

36



