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lesumo

Provamos a existéncia de um par de solugGes positivas para o problema

—Ayu = flz,u) em
u = 0 sobre 0€2,

onde Ayu € o operador p-Laplaciane, {1 € um dominio limitado em RY, com fronteira de
classe C?. A nfo linearidade f: 2 x RY — R é Caratheodory, “sublinear”em zero, com
crescimento subcritico, e satisfaz a condic@o de Ambrosetti-Rabinowitz. Na primeira parte
do trabalho supomos a existéncia de uma super-solugio estrita para provar a existéncia
do par de solugles positivas. A existéncia da primeira sclucdo é obtida via um processo de
minimizacdo cldssico. A segunda solucdo € obtida via argumentos variacionals tais como o
Teorema do Passo da Montanha e o Principio Variacional de Fkeland. Na segunda parte
do trabalho, usamos técnicas de Simetrizacdo de Schwarz, para determinar condigdes sobre
a ndo-linearidade f que garantam a existéncia de uma super-solugéo estrita, primeiro no

caso de uma bola e depois no caso do dominio geral Q.



We prove the existence of a pair of positive solutions for the problem

~Bpu = flz,u) em 0

u = 0 sobre 90,

where Apu is the p-Laplacian operator, {1 is a bounded domain in RY with a C? boundary.
The non-linearity f : & x R™ — R is Caratheodory, “sublinear”in zero, with subcritical
growth, and satisfies the Ambrosetti-Rabinowitz condition. At the first part of the work,
we suppose the existence of a strict super-solution tc prove the existence of a pair of
positive solutions. We obtain the existence of the first positive solution using classical
minimization. The second solution is obtained using variational arguments such that The
Mountain Pass Theorem and the Ekeland Variational Principle. At the second part of
the work, we use Schwarz Symmetrization techniques to obtain conditions about the non-
linearity f such thaf, it guaranteed the existence of the strict super-solution, first in the

case of the ball and then after in the case of the general domain (.



No que segue, (I sempre denotard um dominio limitado de RY, N > 2.

M . fim de uma demonstragao

wi=u"—u", onde u¥:=max{u,0} e u” :=max{-u,0}
pN
“ = sel<p< N
j4 N_p se lsp<i

|ullze(: norma em LP(Q), onde 1 < p < oo.

[lu] = (J/; | VulP dm> 1/13’ norma em W (€1).

— : convergéncia forte

-> 1 convergéncia fraca

|uf = fu(z)]

V] = |Vu(@)

medA: medida de Lebesgue do conjunto A.

B;: bola aberta em RY com centro na origem e raio 1, Vol(B;) = wy

B,(zo): bola aberta em RY com centro zo e taio p, Vol(B,(0)) = wy p".



lu|lx : norma da funclo v no espago de Banach X
Y4 © funcgado caracteristica sobre o conjunic A.
CHTY ={ue CYD) : u=0 em B0}

CHO) © conjunto das funcgdes de classe C* com suporte compacto em

S
p ¥

op(s) = [s[P~2s
R = [0, +00)

o . .
g-: derivada de u na direcio normal v
37

v(zg) @ vetor unitdrio normal exterior em zg
(WyP()) « dual de W,P(0)
g.t.p. : quase toda parte
Imersoes de Sobolev:
Imersdo continua: W, P(Q) « L4(Q), para 1< g<p*

Imersao compacta: ﬂfg’?(ﬁ) CC L), para 1<g<p*
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introducao

Em 1985, de Figueiredo e Lions [14] provam que o problema

—Au flu} em Q
u = 0 sobre 91,

(F2)

onde © é um dominio limitado suave em RY, ¥ > 2, e f : RT — R wma funcéo localmente

lipschitziana satisfazendo as seguintes condictes

8 hminfﬂ—s—l > A e léminfi@ > Ay

s—0+ 8 s—+oo 8
(i.e. sub-linear em zero e super-linear em infinito)

® lim 1(s)

srtoa 57

=0 com I<o<(N+2)/(N-2) s NZ=3 ou

l<o<oo, se N=2

e liminf sf(s) — 0F(s)

e 32]0(5>2/(_N+1) = 0 com § > 2,

possui um par de solugdes positivas ordenadas. Aqui A; = A1{€) é o primeirc autovalor de
—A em HH(S)). A suposigho fundamental que se faz em [14] para provar a existéncia das
duas solugdes, seja por métodos topoldgicos ou por métedos variacionais, é que () possul
uma super-solugao estrita w. A sub-soluc¢fo é obtida da sub-linearidade em zero. Para f

satisfazendo as condi¢bes acima, o tratamento que se faz de (P), em [14], é variacional.



Usando um resultado de 1984, devido a de Figueiredo e Solimini [15], provam a existéncia

de u; € [u, w] tal que é um minimo local do funcional @ : H((2) ~ R definido por

[t

! ! é
@{%}m%fj;z%v&fzd$MjﬁF{%}£$? onde F{S)zjé flrydr.

A existéncia da segunda solugdo é obtida usando o Teorema do Passo da Montanha, no
caso de wuy ser um minimo local estrito, e o Principio Variacional de Fkeland no caso de

4y nédo ser um minimo local estrifo.

Uma das questdes centrais do artigo de de Figueiredo e Lions [14], é garantir a ex-
isténcia de uma super-solugéo estrita. Nesse sentido, no caso de {I ser uma bola, eles
obtém uma condigio sobre f que garante a existéncia de uma super-solugdo para (P

explorando o conhecimento explicito da solugio do problema

—Au = Au+1 em
u = 0§ sobre 9B,

onde 0 < p < A{By). No caso de © ser um dominio geral eles usam técnicas de

Simetrizaciio de Schwarz para obter uma condigio anéloga a obtida no casc da bola,

Em 1988, Bhattacharya [7] -na sua tese de doutorado- estuda o problema de Dirichlet
envolvendo o operador p-Laplacianc no caso de uma bola. Usando técnicas do grau

topolégico consegue provar que

—Ayu = flu) em Bp
uw = 0 sobre JBp,

possul um par de solucgdes positivas ordenadas. Da mesma forma que em [14], para provar
este resultado, ele supde a existéncia de uma super-solugio estrita, e as condicdes que

assume sobre f s80 as seguintes:

s f:RT — RT localmente lipschitz crescente

o tim 18
s—s gP—1
® Hm ﬁi} > Ay{p, Br)

g0 §P

> /‘\z(p; BR)



{
% Him mmmf \s}

AL,
s—too 59

=0 algum p-l<oeLp —1

s s5f(s) <HF(s) para s (0,+o0), onde 0 <6 < p*.

Também consegue obter, uma condicao sobre [ que garante a existéncia da super-solugio

estrita w, explorando ¢ conhecimento explicito da sclugéo do seguinte problema

T o 1 -
!w’:p"g{(p—i}w""+j\ E‘uﬂ’}+(;\$ﬁw+0f =0 emO<r<RQR
7

w >0 emO0<r< R

w'(0) = w(R) = 0

onde 0 < X < Ay {p, Bg) e { é uma constante positiva.

Ao extender os resultados em [14] para um operador mais geral, o p-Laplaciano (p # 2),
vemos que surgem de forma natural intimeras dificuldades de ordem bastante técnicas,
essencialmente pelo fato de este operador néo ser linear e nao ter estrutura hilbertiana.
Para salvar algumas das dificuldades nos temos a disposigfo, por exemplo, a Desigual-
dade de Diaz-Saa (1987) [12] para provar unicidade; o Principio de Comparagdo Fraco, e o
Principio de Comparacio Forte de Guedda-Veron (1989) [19] para comparar duas funcoes;
o Principio do Méximo de Vazquez (1984) [31] ¢ 0 Lema de Hopf (1987-1988) [25], [26];
para obter positividade. Também usaremos os resultados, ja classicos, de Anane (1988)
[2] para obter estimativas em L*°, e os resultados de Liebermann (1988) [21] e Tolksdorff
(1983) [30] para obter regularidade C**. Estes resultados serdc apresentados no decorrer

do trabalho como Lemas.

Mais especificamente, seguiremos as idéias de de Figueiredo e Lions, para provar a

existéncia de duas solugbes positivas -usando métodos variacionais- para o problema de

Dirichlet
—Agu = flr,u) em §

u = 0 sobre d€1,

(P)

onde
—Au = —div ([VuP V)

3



é o operador p-Laplaciano e {} é um dominio limitado em BN, N > 2, com fronteira de
classe C% e 1 < p < N. A nio-linearidade f serd Caratheodory, “sub-linear” em zero,

com crescimento sub-critico e satisfazendo a condigio de Ambrosetti- Habinowitz, ou seja

{(f1) F: O xRT — R & Caratheodory

(£2) Tim in fixf} > A(p, )

A 1

(F3) |fiz,8) < C(1+|s"!); para alguma constante C > 0, onde 1 < ¢ < p*
(f4) Existem constantes § > p e M > 0 tals que para s > M
0< 8F(z,s) <sflz,s).

E intersssante notar que da condigdo de Ambrosetti-Rabinowitz temos que [ € “super-

linear” no infinito.
Este trabalho divide-se em 2 capitulos que estdo distribuidos da seguinte forma:

No Primeiro Capitulo provamos a existéncia da primeira solugéo via o método da sub-
e super-solugio. Para isso, vamos supor a existéncia de uma super-solugdo estrita de (P),
uma vez que a existéncia da sub-solucio é garantida por {f2). A seguir, provamos que
esta solucdo é um minimo local na topologia C?, fazendo uso do Principio de Comparagéo
Forte de Gueda-Veron [19]. E importante observar que para provar esse fato aparece a

necessidade de acrescentar uma hipétese sobre f, a saber

(f5)  flz,-) é estritamente crescente no intervalo [0, max w]
0

Usando o resultado de Garcia-Manfredi-Peral {2000} [18], concluiremos que esta fungio
também é um minimo local na topologia Wi?. Vale lembrar que o resultado em [18] é
uma extensao para o p-Laplaciano do conhecido resultado de Brezis-Niremberg (1993) [8]
para o caso semilinear, ou seja quando p = 2, que diz que um minimo local na topologia
' é um minimo na topologia H]. Para provar a existéncia da segunda solugio, usaremos
o Teorema do Passo da Montanha se a primeira solugio é um minimo local estrito, e o

Principio Variacional de Ekeland se a primeira solucdo nao é um minimo local estrito.

( principal resultado de este capitulo é ¢ seguinte:



Tecrema 0.1, Suponhaemos gue o problema (P} possui ume super-solugdo estrite w €
WeP() N C*(Q), algum o € (0,1) tal que w > 0 em 1 . Suponhamos ainda que, f

sofisfaz as hipdleses (f1), (f2), (f3), (f4) e (f5). Entdo (P) tem duas solugdes positivas.

5

No Segundo Capitule, determinaremos uma condigBo sobre f que nos garanta a ex-
isténcia de uma super-solucBo estrita para o problema (P). Para isso, introduziremos
primeiro o conceito e alguns resultados da Simetrizocdo de Schwarz. Definiremos u* como
a Simetrizada de Schwarz da fungéo u. A funcdo u* serd positiva, radialmente simétrica
e decrescente. Dado o dominio limitado €2, o conjunto {I* serd definido como uma bola
com o mesmoe volume que (). A condicio que nos garante a existéncia da super-solugdo,
como veremos no decorrer deste Capitulo, esta ligada a existéncia e unicidade da solucio
do problema

—Apu = pluffu+1 em O
u = sobre %1,

onde 0 < i < Ay(p, ©2). O problema (FP,) é um caso particular do problema estudado por
Fleckinger-Pellé, Herndndez, Taka¢ e De Thélin [16], [17].

(F.)

No caso de €2 ser um bola unitéria, provaremos que a solu¢éo de (F,), é radialmente
simétrica decrescente, entdo teremos que o seu méximo M, € atingido no centro da bola.
Observemos que a diferenca do caso p = 2, nds ndo conseguimos obter explicitamente a

solugdo de (P,) e conseqiientemente de M,. Contude, conseguimos provar que a condigao

Existem ntimeros 50 > 0 e 0< < X{p, B} tals que:
(f 6) S0 p—1
fla, s} < popy(s) + (m) . Y0<s< s
M,

nos garante a existéncia da super-solugdo estrita para (P). Fazendo p = 2 em (f6) temos
a condi¢o obtida em [14].

O caso de €I ser um dominio geral ¢ um pouco mais delicado. Precisaremos provar
primeiro o seguinte resultado
Teorema 0.2. Seja f € IP(2), e sejam u € WP (Q) e v € WiP(Q*) solugdes fracas de:

Doy = f em £} —LDyy = fF em 7

(Fr) e (P)
u = { sobre 501 d v = 0 sobre OO



respectivamente. Entao w* <wv  g.t.p em 0%,

Este resultado € uma extensfo para o p-Laplaciano do resultado provado em 1976 por
Talenti [28], para p = 2, usando as Desigualdades Isoperimétricas. Em 1981, Lions {23
apresenta uma demonstragao mais simples que Talenti, prescindindo do uso das Desigual-
dades Isoperimémetricas. Nos seguiremos as idéias de Lions para demonstrar o Teorema

acima.

Umn dos principais resuitados deste capitulo € o seguinte:

Teorema 0.3. Sejom u,v € WyF(Q) solugdes fracas de,

7 ~Ayu = pufPfu+l em

g u = { sobre 0%l
() Ay = plufffu+ 1l em O

g v = 0 sobre 90

onde 0 < u < A(p, ). Entdou* <v qtp em Q'

Com auxilio deste Teorema provaremos que uma condicfo andloga a {f6) nos garante

a existéncia da super-solucao estrita para (P).

Na parte final deste capitulo mostraremos como obter a existéncia de uma super-
solugdo para o problema auténomo (Pa) em {2, a partir do conhecimento da solugio do

problema auténomo {Pg*) em 0.

Finalmente, no apéndice A, apresentamos e provamos algumas desigualdades técnicas
que serao usadas no decorrer deste trabalho, e no apéndice B, apresentamos as versdes que

usaremos de dois resultados classicos na teoria das equagbes diferencias parciais elipticas.



Positivas

1.1  Introducao

Neste capitulo, vamos estabelecer a existéncia de duas solugdes positivas para o problema

quasilinear com condicdes de Dirichlet
~Au = flz,u) em 0
o[ = fe
u o= 0 sobre (2,

onde —A,u = —div(|VuF~2Vu) é o operador p-Laplaciano, § é um dominio limitado em
RY, N > 2, tal que a fronteira 90 ¢ de classe C?, ¢ f satisfaz um conjunto de condicdes

que serfc apresentadas no que segue.

Seja Ay(p, Q) > 0 o primeiro autovalor de —A, em Wy P(2). E bem conhecido (ver [2],
161, [22] e [25]) que A;1(p, ) ¢ simples, isolado, e que pode ser definido como segue

f]Vu!p dz
Ap, Q) = inf e

. (1.1)
weWy (N[0} jla]pdx
0

ou também por
Ai(p, §1) = inf {j[ |VulPdr:ue WyP(Q) e / luffde =1 } . (1.2)
Q Ji

7



CAP.1 « EXISTENCIA DE DUAS SCLUCOES POSITIVAS g

Daqui para frente, escreveremos indistintamente Xy ou A;(p. {2).

Assumiremos as seguintes condicoes sobre a fungéo f:

(f1) f: 0O xR" - R é Caratheodory (L.e. f(z,-) é continua para quase todo z € (e

f{.,5) é mensurdvel para todo s € R7).

(£2) liminf / (f-’ 5) < A (p.Q)

s—0+ g~

(£3) [f(z,s)l < C{1+1s°"1); para alguma constante C > 0, onde 1 < ¢ < p*, onde

sel<p<N
(f4) Existem constantes § > p e M > 0 tais que para s > M
0 <8F(z,s) < sflz,s).

Observemos que a condigdo {f4) implica que f(z,s) > C s?! para s > M, ou seja

flz.s)

f—p
pr SR
entao
flz,s) |
—l e 00
sp—1

pois € > p. No caso p = 2 isto significa que [ é super-linear em infinito.

As condigbes {f1) a (f4) ndo sdo suficientes para garantir a existéncia de uma solugio
positiva para (P). Por exemplo, se f(z,5) > asP~! para o > Ay e 5 > (0, é possivel
provar que a Unica solucio possivel para (P) é a trivial. Assim, vemos que para ter solucio
positiva, o gréfico de f deve cortar o grafico de A;sP~L. Porém, a pergunta é: quio abaixo
de A;5°~1 deve estar o gréfico da funcéo f 7 E claro que se f{so) = 0 para algum sg > 0
o problema (P) tem uma solucio positiva usando apenas as hipGteses (f1), (f2) e (F3).
Isto é possivel, uma vez que da condicfio (f2) temos garantida a existéncia da sub-solugéo
e w(z) = sy serd uma super-solugdo para o problema (P). A resposta para a pergunta

acima motiva os resultados que serdo estudados no Capitulo 2.



CAP.1  EXISTENCIA DE DUAS SOLUCOES POSITIVAS 9

Definamos  f{z,s) = f{z,0) para s negativo, e consideremos o funcional
& WHP(Q) — R definido por

]

@(?ﬁ}*—:ifi?u%pdzwa(ﬁ,&>d$, (1.3)
Lo o

onde F(z,s) = f Flz,7ydr. De (f1) e {f3) o funcional $ estd bem definido e é de classe
o

C? com derivada
(@' {u),v) = j[ VuP?VuVude — f flz,wvdz, Yo e WeP(0), (1.4)
a o

Assim, por solucdo entenderemos uma funcio u € W 7(Q) que satisfaz (P) no sentido
fraco, isto €
j/ Vulf P VuVuds = ,/[ flz,wvdz, Yve W,?(Q) (1.5
2 Q

Isto significa que w é um ponto eritico do funcional ®. E claro que as solugdes de (P) com

a f estendida sdo as mesmas que as solugBes do problema original {P).

Para obter a existéncia da primeira solugdo vamos supor que existe uma super-solugdo
estrita w para o problema (P), uma vez que a sub-solucio u serd um multiplo da primeira
auto-fungao correspondente a A;{p, {2}, em virtude da hipétese {f2). Truncando a funcdo

f usaremos minimizagdo classica para provar que o problema

—~Bpu = flz,u) em
uy = 0 sobre O€1,

(F)
temn uma solugdo tal que

U< up < w.

Esta solugdo serd em particular a primeira solugéo de {P).

Como nosso objetivo é provar a existéncia de uma segunda solucdo precisaremos de
compacidade para nosso problema. A condi¢io (f4) val nos garantir que @ satisfaz a
Condicido de Palais-Smale. Porem precisaremos também acrescentar uma hipdtese de

motononicidade sobre f, a saber,

(f5)  flz.-) é estritamente crescente no intervalo [0, max w], para quase todo z € £l
9
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Esta hipétese nos permitird usar o Principio de Comparecdo Forte de Guedda-Veron
[19], para concluir que u; € wm minimo local no topologia €7, e assim usar o resultado
de Garcia-Manifredi-Peral [18] para garantir que é um minimo local na topologia W’é’p .
Supondo que u; é um minimo local estrito, e usande {f4) para provar que ® ndo esta
limitade por baixo, nos encontraremos com a geometria do Passo do Monianha, portanto
teremos garantida a existéncia da segunda solugdo. Porém, w; pode nfo ser um minimo
local estrito, neste caso com o auxilio de um resultado anilogo ao de Cuesta-de Figueiredo-
Gossez [9], que usa o Principic Variacional de Ekeland na sua demonstragéo, concluiremos

que {P) tem mais uma solucio.

1.2 Existéncia da Primeira Solucdo Positiva

Lembremos que as solucdes de (P) sBo pontos criticos do funcional ®. Observemos que

elas sao positivas, de fato, fazendo v = u~ em {1.5) temos que

WJI[ ]Vu‘[z’dm=] f(:z:,u)u_dzc=f flz,0)u"dz > 0.
{u=0} {uz0} {u<0}

Dal, j WVu [Fdzr =0 o que implica que v~ =0 ¢.t.p. em . Portanto,
o
u>0 em (.

Definico 1.1. A funcdo v € WHP(Q) N C(Q), algum o € (0,1), € chamada sub-
solugdo de (F) se

/iVy_lp‘QVy_Vvdx < ff(x,g)vdz, Yo e WeP(Q), v>0
a o

u < 0 sobre 9.

Escrevemos —Agzu < f(z,u).
Da mesma forma, a fungdo w € WHP(Q) nCH(Q), algum o € (0,1), € chamada

super-solucdo de (P) se
Jl/ Vw2 VuVode > f flz,wyvdz, YveWyP(Q), v20
0 Q

w > { socbre 0.

Escrevemos —L,w 2 flo,w).
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Definicdo 1.2. A super-solugdo w € chamada super-solucdo estrite de (P} se
Ji; VwP VwVuds > Lf{x,w}’z;— dr, YoeCHO), v=0, v#£0
Escrevemos — 08w > flo, w)
O seguinte Lema foi provado por Liebermann [21] e Tolksdorff [30].

Lema 1.3 (Estimativa O1°, Tolksdorff, Liebermann). Seja ) wm dominio limitado
de classe C*° para algum 8 € (0,1), e seja u € Wy (Q) N L=(N) tal que Ayu € L=(Q).
Entdo u € CP*(8) e |[ullgrem < K, para algum o € (0,1) € wma constante K > 0. As

constantes o ¢ Ky 56 dependem de N, Q,p, Hullpe e |80
O seguinte resultado foi provado por Anane [3],

Lema 1.4 (Estimativa L™, Anane, 1988 [3]). Sejo v € Wi?(Q)) tal que Dpu €
L1 (§2). Suponhames que existem nimeros reais ¢ > 0, ¢ € [1,p*), ¢ € [1, E;‘;) e uma

fungdo be LY () (6> 0) tais que
—ulpu < alu|” +b(z)u]  gtp. em

Entio u € L™(Q) e |julley < C, onde C ¢é uma constante que depende de a, 5,9, N,

P anm’{n): e |[ullLzo(ny, onde

A

p* se T < oo

o=
2maz{pg,0} se p* = oc.

Teorema 1.5. Suponhamos que f satisfaz (f1) e (f3), e sejam u e w sub- e super-solucdo,
respectivarnente, de (P), tais gue u < w em $1. Entdo, (P) tem uma solucdo fraca
uy € WiP(Q) tal que

u<u S
Além do mais, u; € C*(Q0), para algum o € (0,1).

Demonstracao: Para provar o Teorema definamos a funcio f: 0 xRT —R por

(1.6)
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E imediato que f{z, -} é continua. Usando {f3) concluimos que ela é limitada, isto é,

e

|z, 8)] < M. (1.7)

. . ey 1 .
Agora, consideremos o funcional & : W;#(0) — R definido por

. 1 ~ '
@(@a}ﬂ—f i?alpdx—fﬁ’{x,u) dz, (1.8
Pia ¥

onde
o~ u e
Flz,u) = / flz, s)ds.
0
Continuaremos a demonstracao do Teorema seguindo por passos:

Passo 1:  Primeiro provaremos que ® é coercivo. Usando (1.7) e a imersdo de Sobolev
W (Q) — L) temos que

B(u) > ~|[ulff ~ Cllu|

R

Como p > 1,

lim @(u) = +oo

(L ——— '

dai o resultado.

A seguir, provaremos que & ¢ fracamente semicontinuo inferior. Como -7, parap > 1,
¢ fortemente continua e convexa, entfo é fracamente semicontinua inferior, portanto, s
falta provar que o segundo termo de (1.8} ¢ fracamente semicontinuo inferior. Para isso
definamos o funcional

U LHO) s R
U f F(z, u(z)) dz,
o

e provemos que ele é continuo. Seja {u, 12, € LYQ) tal que u, — w em LYQ), entdo

existem h € L'(€2) e uma subseqiiéncia {un, }52; tais que
lun; (2)] < h{z)  qtp,

Un,(z) = u{z) qt.p.
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Usando a continuidade de F(z,-) temos que

o

Flz,un,(z)) — Flz,u(z)) qt.p.,

€ Como

\F(z,2n,(z))] < h{(z), onde h=M- heL'(S),
pelo Teorema do Convergéncia Dominada de Lebesgue concluimoes que
U, ) — Tlu).

Assim, se {u, 15, © Wy P(Q) é uma seqiiéneia tal que u, — u, pela Imersdo de Soboley
WaP() << LYQ) temos que u, — u em L), entdo, usando a continuidade de ¥

reguita que
fﬁ(:ﬁ,un{x))dmwj?‘(:a?u(z))dx,
Q Q

e daf

®(u) < liminf ®(u,,).

=00

Logo, existe u; € W, P() tal que

®lu)) = inf  D(u),

ueW;#(9)

isto €, uy € um minimo global de ®. Como ® é diferencidvel, u; é um ponto critico de

(1.8), e assim solucdo do problema

—Apuy = flz,u) em &
u = 0 sobre 1.

(P)

Passo 2: u<wu; <wemfl.

Como u é sub-solugéio e uy € solucdo de (P) temos que
j/ Vul?VuVudr < j/ flz,u)vdr
0 o

f[?uzﬁp"z‘??u; V@dxm[f{x,uj)z}dx?
o )
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para todo v € WiP(Q), v > 0. Entéo

f{*vggp"?w-jwlgp-?%i}% dz < f{f(x,p;}—ﬁzqul)jﬁ dz, Yve WPy v>0.
o 0

Escolhendo v = (g — uy )7, e substituindo na desigualdade acima temos que

[ew - Feuiu-wytd= [ (fz)- Fowla-u)ds =0
Q {

u—u1 20}

pela definigdo de f Consegiientemente
0z _/[ (VP Vy — [V P2 V) Vg — ) d
{y—u: 20}

£

Cpf |V (u—u)ff dz . se p>2
fu—wi 20}

2/p
> ( [ ve- ul)tpdx)
c {u—u1 >0}

e (2—p)/p
( [ v+ vy dw)
\ {u—u1 20}

pela Proposicae A.2. Logo, para qualquer p > 1 temos que

0 =f V(= )P de = f IV — g )* PP d,
{u—u1 20} 0

se 1<p<Z

entao
(u—u)* =0qtp em Q,
ou seja, u —u; < 0, ou o que é a mesma coisa
u < ug.
Da mesma forma, podemos verificar que u; < w. Portanto, & solugao u de (ES) é tal que

u<u; <w em (1.9)

logo, f(:ﬁ,ul) = f{z,u;), pela definicdo de F, e assim u; é solucio de (P).

Passo 3: Regularidade da solucdo u; € Wi (Q).
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De (1.7) é imediato que F{-,us(")) € L®(0), entdo F{-, us(-}) € LL (), logo Ay €
Lt (1), Por outro lade

loc
—u1dply = Us };{xﬂm) < Mluy|, M>0 gtp. emL

Entéo u; € L°(Q) pelo Lema 1.4, dai, u; € W,7(Q) N L=(0). Finalmente, como Ayuy €

L>{01), entdo
u; € CH*(Q), para algum a € (0, 1),

pelo Lema 1.3. B
O seguinte resultado fol provado por Vazquez [31].

Lema 1.6 (Principio do Maximo Forte, Vazquez, 1984 [31]). Seje 2 ¢ RY um
dominio, e sejam u € CHQ) tal que uw > 0 g.tp. em Q, Ayu € L2 (D) e Ayu < Slu)

g.t.p. em §2, onde

G:[0,+o00) =R,
é uma func¢do continua, ndo-decrescente com [(3(0) = 0 e satisfaz uma das duas seguintes
condigdes !

B(sp} =10 pare algum s5 >0

ou B3{s) > 0 para todo s >0 e

jf(sﬁ(s))“%ds= .

Sew # 0 em 1, entdou >0 em Q. Além disso, se v € CHO U {zo}) com u{zo) = 0 para
algum zo € 08 que satisfaz a condigdo da bola interior ( i.e. eriste uma bole B C O ial
que QN O = {zo} ), entdo

S

é‘;(l‘ﬂ) < 9,

onde v € a normal unitdria exterior em zg.

Proposicao 1.7. Seja u € WP () wma solugdo fraca ndo-trivial do seguinte problema

de gutovaior
—fpu = MpulfPu em O

(PA} w > 0 em Q
n = { sobre 8§
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Entdo u € CY*(Q)), para algum o € (0,1). Além do mais verifica-se o Principio do
Mézimo Forte, isto €,

w>0 em O e %<G sobre O81.

Demonstragio: Seguiremos por passos:

Passo 1: Estudemos a regularidade de w. B imedisto que Ayu € L} .(Q) pois
P~y € LP () implica que jufP~2u € L. _(Q), e como ~ulu = Xluff, com A > 0
el <p<p’ entdo u € L) N WP(Q), pelo Lema 1.4, Daf, [ufP~%u € L®(Q), ou
seja, Ayu € L®(0), entdo u € CH*(11) algum a € (0,1), pelo Lema 1.3.

Passo 2: Definamos a funggo §: [0, +oc) — R por S(s) = A;s7™7, é claro que ela ¢

continua, crescente, com G{0) = 0, tal que 3{s) > U paratodo s >0 e

1 1
5 8(s)) VP ds = ATVP ds =\ P Insli= 400
0 1 o % 1 ’

Como u # 0, entdo u > 0 em §2, pelo Lema 1.6. Por outro lado, como 802 é de classe C?,

entdo a condi¢do da bola interior é satisfeita em todos os pontos da fronteira, logo

E?E < § sobre 3fL.
Jv

Observacao 1.1 (Notagao). Dagui para frente, escreveremos ¢, para Tepresentar a

primeira autofungdo positiva de —4, em ) com condigdes de Dirichlet.

Lema 1.8 (Lema de Hopf, 1987-1988). Sejou € WP () N C(Y) tal que

—Aju(z) + MuPHz) > 0 em Q (no sentido fraco), M >0
u > 0 em@l
u = 0 sobre 0.
Entao f?ff <0 sobre OfL.
v

Demonstragdo: Ver [25] e [26]

i
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Teorema 1.9. Suponhamos que (P) possui uma super-solucio w € WyP{Q) N CH(TY)

algum o € (0,1), tal gue w > 0 em & e flz,w) > 0. Suponhamos ainda gue f satisfaz
(F1), (f2) e (#3). Entdo, (P) tem wma solugéo fraca uy € WEPIQ)NCH>(0), para algum
o € {0,1), tal que

gp1 Sy Sw,
para um £ > O apropriado.

Demonstracao: De (f2) temos que para um ¢ > 0 suficientemente pequenc a funcao

g, é uma sub-solugao de (P), ou seja,
—Apu =Myt < flz,u),  onde y = g6y

Da Proposicio 1.7 temos que u € Wy P(0) N CM=((1) é tal que

u>0 em e —g% <0 sobre . (1.10)
Por outro lado, como ~A,w > f(z,w) = 0, entdo
%15 <0 sobre 89 (1.11)

pelo Lema 1.8 {com M = 0). Assim, para um £ > 0 apropriado temos que u < w em {1
Logo, o problema (P) tem uma solugio u; € WyP(02) N CH(0)) tal que

.@Sulgwa

pelo Teorema 1.5. =

Observacdo 1.2. Se supomos que f(z, ) € estritamente crescente no intervalo [0, max w)
1

0
temos que f{z,w) > 0, entdo —5—?5— < 0, pelo Lemo 1.8. Assim, podemos substituir a

hipdtese flx,w) > 0 no Teorema 1.8, por uma hipdlese apropriade de monotonicidade
para f{z,-).
Observacie 1.3. O fato de ter as derivadas normais de u e w, respectivamente, tais que

du  Ow
-a“;*(-é;;<0 em 0%},

nos garante que u < w. Ver por ezemplo, o caso das funcies u(z) = £z e wiz) = .

Por menor gque seja a escolha do &, ndo temos como gorantir gue u < w em (0, +oo}.
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A seguir provaremos que as condicdes (f1}, (f2) e (F3) (inclusive {f4}) ndo sdo su-
ficlentes para garantir a existéncia de soluc@o positiva para (F). Para provar este fato

usaremos o seguinte resultado:

Lema 1.10 (Identidade de Picone, 1998 [1]). Seja ) wm dominio limitado. Sejom
v >0, v > U diferencidveis. Denotamos por

u—l

P
Liu,v) = [Tuf + (p~1)— Vo — p—Vu|VulP~2V,
7E 34 1
, 4 @jp -2
Rlu,v) = leﬂ_vg‘\@pmz) |VolF™*Vu.

Entéo
L{u,v) = R{u,v).

Mas ainde, L{u,v) 2 0, e L{u,v) = 0 g.t.p. em {1 se e somente se Vi{u/v) =0 gt.p. em

(, isto € uw = kv para alguma constanie k.
Demonstracao: Ver [1].

Proposigdo 1.11. Seja f(z,5) > as?™! para o > A e s > 0. Suponhas ginda gue f

satisfaz as condi¢bes (f1) e (f3). Entdo o problema (P) sé tem a solugdo trivial.

Demonstragao: Por contradigio. Suponhamos que (P) tem uma solucdo fraca nic-
trivial. Sabemos que neste caso, u > 0. Por (f3) temos que Ayu € L], (Q) e também
—ubu < uf{z,u) < cu” + cupara 1 < o < p*. Entdo u € L™(Q) N WyP(Q), pelo
Lema 1.4, logo Apu € L=(Q), entdo u € C2*(Q0), pelo Lema 1.3. Por outro lado , como

Apu € LE(Q), Apu < 0= pPlu)eu#0temosqueu >0 em e gg < 0 scbre 0Q,

J¢d
pelo Lema 1.6. Como ¢ >0 em Q e ~— < 0 sobre &, ver Proposigao 1.7 {ver também

Jv
. &
Observacio 1.1) entéo "u'}T}E € WiP(), logo, estamos em condicdes de aplicar o Lema

1.10 para as funcgdes ¢ e u, ou seja
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GS]R(@?&M:Z: s f[‘i'/”éﬁ%x«f gwgww-v< ﬁz) dz
Q o R ur
.. 4
= }igé@;ﬁdEW\i}f{@,ujwde

< A;/@§d$~afu?“l—f—ldz
o 0 up

_ (Alwa)fg’;’fd:z<{),
i

o gue ¢ uma contradigao.

Observagao 1.4. E possivel provar o resultado acima, usando o Desigualdade de Diaz-
Saa [12].

Observagao 1.5. Observemos que se f satisfaz as condi¢ées (f1), (£2), {f3) e
flz,80) =0 para algum sq > 0,

entdo w(x) = sp € uma super-solugio de (P). Por outro lade, € imediato gue para um
e > 0 apropriado y < w em 2, onde u = c¢y. Entdo o problema {P) tem uma solugdo
uy € WP (Q) N CHe(Q) tal que

;@S’U&Sw:

por uma aplicacdo direta do Teorema 1.5.

1.3 A Condicao de Palais-Smale

Para provar que o funcional ® satisfaz a Condi¢do de Palais-Smale provaremos primeiro

que &’ satisfaz a Condigcdo (S..).

Definicdo 1.12. Seje X um espaco de Banach. Dizemos gue o operador T : X — X',

satisfaz o condigdo (Sy) se para cada segiéncia {u,}°, C X tal que

Up — U eM X
1.12
lim sup{Tun, u, — u) < 0, (1.12)

[
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para algum u € X, verifica-se gue

U, U em X,
Lema 1.13. ~A, sotisfaz a condicdo {5.).
Demonstracio: Seja {u,}32, C W,P(Q) tal que

u, — wem Wi ()

E:izfijamazkpun, U, —u) <0, (1.13)
para algum u € WIP(0). Observemos que
(— Ay, Uy —u) = j{z IV, P2V, - Viu, —u)dx
= J/{)(Wﬁnip“zVun — VP V) - V{u, —u) dz (1.14)

+J/ IVulP?Vy - V{u, — u) dz.
Q

Afirmamos que o segundo termo de (1.14) converge para zero. De fato, fixemos v €
WaP(2) e definamos

Dy Wol’p Q) — B
Vb / I Vulf*Vu - Vodz.
o
Claramente @, € linear, a continuidade segue-se da Desigualdade de Hélder, pois Vv €
(LR e [Vulp2Vu € (I7(Q))". Portanto, ¢, € (WeP())'. Como u, — u em

WiP(Q), entdo
Oy (tn) ~ pulu),
isto &,

j'[ IVulP2Vu - Vu, dz — f |VulP~?Vu - Vudz,
o o

logo
/ IVufP 2 Vu - V(u, — u)dz — 0 (1.15)
o

Para estudar o primeiro termeo de (1.14) consideremos dois casos:
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Caso 1 :  Sep > 2, pela Observacao A.l temos que

f{l?uﬂiﬁ“QVuﬁ — [VuP2 V) - Viu, — uldz > ¢, llu, — ull?.
Q

Usandeo {1.13), {1.16} e {1.15) em (1.14) temos que

0

Z

Hm sup{—Aptin, tn — w)

lim supj[(iVun]p"EVun —~ |VulP~* V) - Viu, — u)dz
a

+lim f VU2V - V(u, — u) do
9

¢p lim sup {lu, — uli?.

Por outro lado, u — u, — 0 implica que liminf {ju — u,]|F > 0, entdo

ou seja,

0 <liminf Ju — «, | < Hmsup lju —u,|F <0,

U, —u  em WP (Q).

Caso 2: Sel <p <2, pela Observacdo A.1 temos que

j/(]Vun]:"_QVun ~ VU2 V) Viu, —u)dz >
o

lltn — ulf?

® Tuall + 1?7
1 —

P CF

(1.16)

pois u, — wu implica que {u,|| < €. Continuando da mesma forma que no Caso 1

concluimos que

U —u em WP (Q).

Proposicao 1.14. &' satisfaz a condicdo (S,).

Demonstracao:

Seja {un}3, C WyP(Q) tal que

n — wem WyP(£2)

imsup(P (un ), un —u) <0,

Thombnde 00

(1.17)
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para algum u € W?(£2). Sabemos que

(B (un), thn —u) = f |V, P ¥y, - Vi, — vl de — f fla un) - (v, —u)da
0 o

= {=Dpln, Uy —~ U) — ji[ Hla,un) - (1 — w)dz. (1.18)
o

AY }- }.
Afirmamos que j[f(x,un) Au, — uidr - 0. De fato, seja ¢ tal que p + = = le
Q

consideremos uma subseqiiéncia de {u, }725 que ainda chamaremos u,. Para cadan € N

f |0 i = f il < oo dz,
9] 3

pela Imersso de Sobolev WP (Q) «— L7(Q). Entdo fl-,un()) € L7(0), logo

temos que

éw@w&~@fdez§Qévm&afﬁyﬁﬁm—uma (1.19)

pela Desigualdade de Hélder. Por outro lado, a Imersdo de Sobolev WP () ¢ L7(Q)
nos garanie que

U, — u  em L7(£2),

Entéo, existem g € L7(f1) e uma subseqiiéncia {u,;}32, tais que

{mmesmw

Un, (7} — u(x)
g.t.p. em 2. Pela continuidade de f(z,-) é imediato que
F(z un(2)) — flz,ulz)), qtp. em @,
e por (f3)

[f@un(2))] < C+lun(2)7)
< Cll+[g@]™") = h(z)

onde h € L7 (Q). Pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue concluimos que

Feuny) — flow) em I7(Q),
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logo, a seqiiéncia {f(z,u,,)} é limitada em L7 (2). Aplicando limites em {1.19) para a

subseqliéncia u,, temos que

Jf.f@a@%%)‘§unjm~a}dzlm%6, (1.20)
{3

e daf a afirmacao.

Para finalizar a demonstracdo do Lema apliquemos limites em (1.18), entéo
limsup{®'(u,), u, — u) = Em{~L ., u, —u) <0,

por {1.17) e (1.20), logo

U, —u em WP,

pelo Lema 1.13 ]

Definicao 1.15. Sejam X um espaco de Banach ¢ @ : X — R um funcional de classe
C*. Dizemos gque @ satisfaz a Condigdo de Palais-Smale ( ou de forma mais breve,

satisfaz a Condicdo (PS} } se cada segiéncia {u,}22, C X tal que

D(u.)l <C, C>0

®(u,) — 0, paran — o0, em X',
possut uma subsegiéncia convergente (na norma de X ).

Lema 1.16. & satisfez a condigao (PS).

Demonstragio: Seja {u,}52, C W, () uma seqiiéncia tal que

1®(un)| < C
D' (uy,) - 0,
entao )
Blu, )| = ;-—jlf {Vuﬂlpdx—jfﬁ’(:c,un) dzi < C, (1.21)
IP 0 Iy}
e também

(" (un), v} < enllvl; (1.22)

onde v € Wy¥(§)) e &, — 0. Fazendo v = u, € WZP(Q) em (1.22) temos que

| .
(@ (1) un)]| = % f Vunl? diz — j @ d| < 2 (1.23)
19 ¥
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De {1.21) e (1.23) temos que

. : 6 L "
60(run) ~ (B'(un), tn) = (—w — 1> lun P -§—j oz, U un — 0F (2, u,)| da
)

Y
< O gnllun]
onde C = (-4, entdo
4 ~ ; . .
(E—Fl)@unW}é<34-amunu4—j}9F¢mz%>-fuaunﬁ%adx (1.24)
¢

Usando {f4) temos que:

fﬁﬂ%%&wﬂz%wdﬁ ﬂ‘[ BF (@, u) — (@, un)unl de
2 {zefliua>M}

+j[ [OF(z,un) ~ Flo,tn)tte do
{zeft: 0un <A}

<

f 0 Flz un) ~ fz,up)un) dz
{xe(: 0<u <M}
< (.

Substituindo este resultado em (1.24) temos

9 G
(5 —_ 1) ”unilp S G? + Engjanh?

onde Cy = (1 + C. Como (g— — 1) > 0ep>1¢simples verificar que
Hun“ § CS%

onde Cj é uma constante positiva. Logo, usando que W,P(02) é um espaco de Banach

reflexivo temos que existe uma subseqiiéncia {un, }32, tal que
1,
Un, > w  em WyP(Q),
logo, a seqiiéncia {{lu,, — u||} é limitada. Escolhendo v = u,, — v em (1.22) temos que

1<®!{y’”j}?uﬂj - u); § gﬁjggu% - ’U’E; - 07
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pois em particular £,, — . Em resumo

1
Uy, ~>u  em Wy P (8

Iim (@’(unj)? U, — zz} = 0.
Lembrando que &' satisfaz a condigio (54} ,ver Proposigio 1.14, concluimos que

Un; — U €m WeP(0).

1.4 Um Lema de Existéncia e Unicidade

Lema 1.17. Seja Q wm dominio limitado em RY, N > 2. Seja f € [F(Q) tal gue f # 0.

Entdo, existe uma dnica solugdo fraca u € Wy(S) de

~Ayu = flz) em 0

P
() v = 0 em OS5}

Demonstragao: Seguiremos por passos:

Passo 1 (Existéncia): Consideremos o funcional

@(u}=§£)[Vu!pdx~éf-udx

Pela Desigualdade de Young e pela Desigualdade de Poincaré temos que
1 £ C
z Py — e Py e e
D(u) > 5 L [VulP dz " J{; |Vul? dz =7
i £

£ o
— e YT [
P(l Al)J{zi uf dz er'/p’

onde C = C{p/, || fll ;). Escolbendo 0 < & < A; temos que o funcional @ é coercivo.

Seja {un}3; em Wy P(Q) uma seqiiéncia tal que u, — u em Wi%(§2), entdo

j:zf“ﬂn-ﬁféfm,
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j[ [VulPdr < Eiménfj/ Vu,|P de,
i o

daf temos que © é fracamente semicontinua inferior.

Portanto, existe ug € W, P(Q) tal que ®lug) = inf $(u), e como @ € de classe
weWiP ()

C*, u é um ponto critico de ¢ e assim soluglo fraca de (Fr).

Passo 2 (Unicidade): Definamos o operador
T IF(Q) — WP ()
f = u

onde u é sclugdo fraca de (Fy), e sejam u; e ug, duas solugles fracas de (F), ou seja,

J[ V[PV Veds = f flz)-wds e j (V[P *Vuy -V dz = J[ flz)-pdx
o ) o v

para todo @ € Wol’p {(1). Tomando ¢ = u; — uy como funglo teste, temos

0 = f (VP2 — Va2V ug) V(uy — ) dz
{2

Cpllur — ua]? ; se p=2
= [lug — waf?
» =— ; se p<Z,
(lual] + fluel)™™
pela Observagao A.1. Dal é imediato que u; = uy. |

Observacio 1.6. Notemos que o operador T ¢ injetor, pois para cada f € LF, eziste
wma dnica v € Wat (1) tal que T f = u.

Observagdo 1.7. Se supusermos que [ € L®(Q), € possivel obter o mesma conclusio de

existéncic € unicidade.

Observacao 1.8. Se 8Q € de classe C* podemos obter reqularidade C* para a solucdo
de (Ps). De fato, como f € LF(Q) entdo Hpu € L (Q) e —uldu < || fllzelul, logo

u e Lo(0),

pelo Lema 1.4, daiu € L®(Q) N W, P(Q). Finalmente, como HNyu € L®(Q), pelo Lema
1.8 concluimos que

u € CH(0)  pare algum o € (0,1).
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Observacao 1.9. Se supusermos gue [ > 0 € imediato gue u > 0 e como [ # 0 entdo
u # 0. Observemos gque Ayu € L (1) e Ayu < 0 = [(u), entdo, Pelo Principio do

Mazimo de Vizguez, Lema 1.6, concluimos que

w0 em L.

1.5 Principios de Comparacao

Proposigdo 1.18 (Principio de Comparacio Fraca). Seju & € RY(N > 2) um

dominio limitado com fronteira 951 suave. Sejam uq, us € WP} tais gque

—Au; £ —Ayuy em 2 {no sentido fraco)

(23] < (15 em 9%,

Entao
uy < uy  q.t.p em £l

Demonstragao: Como —Ayu; < —Ajus é uma desigualdade no sentido fraco, entéo
] Ve P2V Ve ds < J[ VusP2Vuy Ve dz, Y€ WiF(Q), 0 >0  (1.25)
o 0
Escolthendo ¢ = (u; — ug)™ € W,yP(0) como funcio teste, em (1.25) temos que

0 = j/ (|Vus [PV — [V |P?Vug) Vi — up) ™ dz
L

= f (VP2 Vug ~ ]Vu;}p_QVul) Vi{u; —ug)dz
{ug —u2 >0}
Usando a Proposicao A.2 temos que, para qualquer p > 1
0=j[ lv(ul—ua)lpd:ﬁ=flv(uz ~ug) P dz
{u1 ~up >0} a

entac

{ug —uy)" =0, qt.p. em 0,

ou seja

%y < ug, ¢.t.p. em £,
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Observacao 1.10. Alguns resultados de comparacéo, incluindo principios de comporogao
fraca e forte, pare um operador gue em particular € o p-Laplaciano, foram provedos por

Damascelli [11].
Agora enunciamos o Principio de Comparagcdo Forte de Guedda-Veron [18].

Lema 1.19 (Principio de Comparacao Forte, Guedda-Veron, 1989). Suponha gue
p>1, 0 C RY um dominio limitado com fronteira 99 de classe C?, f,g € L®(Q), u e v

duas fungbes em C1(0)) tais que satisfazem as equagdes

~Lou = f sem @ ~8pu = g ;eml
uw o= 0 ; sobre 94 v = ( ;| sobre 91}

Suponha também que 0 < f <g q.t.p. emftl, e que ¢ conjunto

C={zeq: fa) = g(a))

tem interior vezio, entao

o < Ou <0 sobre 00 (1.26)

b<u<yv em§l s
u<v e eay £y

Observacao 1.11. Para obter o Principio de Comparacdo Forte, Guedda- Veron impéem
a condigdo de que o conjunto C = {z € O : f(x) = g{z}} tenha interior vazio. Supondo
que f 5 g num conjunto de medida de Lebesgue positiva, Cuesta e Takdc [10] provaram
{1.26) impondo wmae restrigdo sobre o dominio 1, a saber, que sua fronteira 00 seja uma

variedade coneza de classe C**, para algum o € (0,1).

Proposicio 1.20. Suponhe que p > 1, @ € RY wm dominio limitado com fronteira 82
de classe C? e f : R — R uma funcdo continua crescente. Sejam u e v duas funcfes em
Cl(Y), onde u >0 ew +# 0, tais que

0< —Apu < flu) < flu) < —Ayv em & | (1.27)

u=v=90{ emotl

Entao 8 E P L
d<u<y emfl e & < g <0 em @@ N N T
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Demonstracio: Observemos primeiro que, as desigualdades em (1.27) s8o consideradas

no gentido frace, isto é,
; Vulf?VuVeds < j'[ flujpdr < f floyedz < / |VulP2 VoV dz (1.28)
Jo o 0 o

para todo v € CH) tal que ¢ > D8 0 # 0.

Pelo Principio do Mdzimo de Vasquez, Lema 1.6, temos que u > 0. De fato, é imediato
que Ayu € L2 (§1). Escolhendo a fungio 8(s) = 0 temos que Ayu < Oecomou > Je
u 5% 0 concluimos a afirmacBo.

Por outro lado, de (1.27) temos que u < v, pelo Principio de Comparagdo Frace.
Como flu), f{v) € L*=((}), entéo os seguintes problemas

~8,0 = fluy em O — A, = flv} em §
(P) p~ (u) . () p~ ()
u = g em 982 v o= { em 02
tern solucdes tinicas ¥, T € WiF(Q) respectivamente, pelo Lema 1.17. Agora consideremos

o seguinte conjunto
C={z € f(ule)) = flo(@)}.
Afirmamos que int C = §. Provaremos esta afirmacdo por contradicio. Seja zg € int C

entéo, existe p > 0 tal que By{zo) CintC e
flw) = f(v) em By(zo), (29
logo
u=v em B,(zq). (1.30)

Caso contrario, existe z, € B,(xo) tal que u{x:) < v(z1), e pela continuidade de u e de v
existe uma bola Br(z,) C B,(zo), comr < p, tal que u < v em B,{(z;). Entéo f(u) < f{v)

em B.(x;) C B,{zo), pois f é crescente, contradigio com ({1.29).

Seja o € CH{(Y) tal que @o > 0 e supp o C B,(zo). De (1.27) temos que

f VulP V- Vg dz < f Vo2V - Vi dz (1.31)
Bpl{za) Bolzo)
Porém, Vu = Vv em B,(z;), logo

f VulP TV Vg dz = jf (VolP 2y - Vg de,
Bp(zg) Bplzo)
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contradigéo com (1.31). Portanto, int C = {.

Aplicando o Principio de Comparagdoe Forte (Lema 1.19) aos problemas (F,) e {(F,)

concluimos que

O<u<? 0 — < — < ). (1.32
%<7 em e §y<§y_{) em 50 (1.32)
Finalmente, observemos que {1.27} pode ser escritc como

0<—Opu< flu)=-4,T0< -A70= flv)<—-Ayw em (1.33)

logo, usando o Principio de Comparagéo Fraca e (1.32) temos que

O<u<u<rv<v emil

€ Ccomo 5 % o5 8
v U u u
— L e e L < em 85,
v~ v Ov T A '
entdo, a conclusdo da Proposicao é imediata. |

Observacao 1.12. Na demonstracdo do Lema, em (1.31), usamos gque
—Ayu < —Ay (1.34)
no sentido da desigualdade (1.28}. Porém, se em lugar de {1.27) temos que
0 < —Apu= flu) £ flv) < —~Aw
(isto €, a funcdo v € uma super-solugdo estrite) ou
0 < —Apu < flu) < flv)=—Ap

a condicdo (1.34) também € satisfeita.

1.6 Existéncia da Segunda Solucdo Positiva

Lema 1.21. De (f4) o funcional & ndo ¢ limitado por baizo.
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Demonstragio: De {f4) temos que

d{fnt) - d{ln Fz. 1))

= e parat > M,
integrando de M s s temos que

/8 | Flz,s) ]

s 3 Ty | il | T e ,

fin M> e {F(a:a | para s > M
Flz. M

Fazendo C(z) = %}l temos que

Clz)s® < F(z,5) paras> M {1.35)

e dafl Fiz,s) > Cs’ — ) para s > 0 e algums constante ¢y > 0. Assim, para t > 0

temos que

B(tgy) = ; j; V(0P — [ Flz,td)

L]

p
< & [ ivep-ce jf & + Cy med(Q).
P Ja Q
Como ¢ > p concluimos que
i Ay} omm

Observacio 1.13. Usando (1.35) em (f4) temos que f(z, s} > Cs*=* para s > M, entio

> 556‘3’,
sgpml ™
e como 8 > p concluimos que
z,8
%-;;?Z s 400 quando § — +00. (1.36)

Definicdo 1.22. Seja © : X — R um funcional sobre o espago de Banach X. Dizernos

gue ug € X € um minimo locael de @ se existe £o > 0 tal gue

D(ug) < @(u); Yue X onde |u—ul <z
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Proposicao 1.23 (Resultado andlogo ao de Cuesta, de Figueiredo, Gossez [9]).

Seja ug um minimo local esirito do funcional © (i.e. existe g5 > 0 tal gue
Blug) < Blu); Yu € WoP(Q) onde 0 < |ju—ugll < &)
Entdo, para cada 0 < & < gy temos que
inf {®(u) : flu — uoll = 2} > P{ug). {1.37)

Demonstracdo: Na demonstracéo do Lema usamos idéias encontradas em [9]. Seguire-

mos por contradigdo. Suponhamos que
inf{®(u) : ju — wl| = a} = ®(ug)

para algum « tal que 0 < o < go. Entéo, existe uma seqgiidncia minimizante {2,125, C
WEF () tal que

[lin — uoll = o
(1.38)

B(un) < Blug) + 5.

Consideremos agora o seguinte anel
R={ue WH(Q):a—6< fu—ul <a+dl,
onde ¢ é escolhido de tal forma que

0<a—¢ & o+ <ep.

Para cada n € IN, aplicamos o Principio Variacional de Ekeland (ver Proposigao B.1) ao

funcional & sobre R, entéo existe v, € R tal que

B(vn) < D(un), (1.39)
[on = ] < (140)
D(v,) < O(u) + ;iiu — U] YueR. (1.41)

Afirmamos que {v, 5%, é uma segiiéncia { PS) para @, ou seja,

@' (v,) — 0.
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De fato, come 4 € minimo local estrito, usando {1.38) e {1.39) temos que

Blug) < B(wn) < Blug) + i_ (1.49)
< @lug) + 1, para todon € IN, (1.43)

logo [®(v, )] < O, assim temos a primeirs parte da afirmagfo. Para provar que @'(v,) — 0

Seguirenos por passos:

i .1

Passo 1: Para n grande temos que n > 5 (oud > ;1—), usando {1.40) temos que

1 it }- L

a—d<a—— <y, —ugl| <o+ - <o+, (1.44)
7 7
ou seja,
v, € ntR.

Passo 2: Sejat > 0ew € WyP(0) uma funcdo tal que |w]] = 1. Consideremos

entao, a funcao

U = Uy + tw,

e observemos que para, t suficientemente pequeno, u; € K. De fato,

m e — ol = v — ol
onde o lado direito é
< on = Unll + Jun — well < %+a<5+a
e também
> — tol| — on — ] 2&—% Sa—4

Passo 3:  Substituindo u por u, em (1.41} temos que

D(vn) < D(v, +tw) + —i—t. (1.45)

Usando a Formula de Taylor para ® em torno de u: junto com a desigualdade {1.45) temos

que

Clv, +tw) = D(v,) +{® (v,), w) + o(t)

1 - | ;
< B, +tw) -+ ;;t + 1@ (v, ), w) + olt),
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ol B
onde lim mi-—’— = (. Entdo
t—i+ T

Fazendo t — 07 resulta que

e como esta expressio é verdade em particular para —w € W, ?() temos que
i 1 .
(P (v,), w)| < =, para todo w € WyP(Q) com [Jw| = 1,
n

ou seja

e dai ®'(v,} — Oem (Wé’?(ﬂ))gq
Agora, como {v,}32, é uma seqiiéncia (PS) para © entéo, pelo Lema 1.16 existe uma
subseqgiiéncia tal que

Un, — v em W,P(S),

7
entao

1 1
@ ——< “'Unj _UGH <o+ —,
25 5

pois em particular (1.44) é vélida para a subseqiiéncia v, . Daf lim ||u,, —w|| = o, e pela
continuidade da norma

lo —uoll = @,

ou seja v # ug. Por outro lado, como (1.42) é verdade também para a subseqiiéncia vy,

temos que @{up) < P(vn;) < D(ug) + —]3—, entéo
Tt

1
0 < B(en,) ~ Bluo) < -

logo @(vn, ) — ®(up) = ©(v), pela continuidade de ®. Contradicdo com o fato de ug ser

minimo local estrito. B

O seguinte Lema é uma extensio para WiP(0) do conhecido resultado de Brezis-

Niremberg [8].

Lema 1.24 (Garcia-Manfredi-Peral, 2000, [18]). Seuy € WyP(Q) € um minimizador

local de ® em CHQ), entdo uy € um minimizador local em WyP(Q)
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Demonstracdo: Ver [18].

Teorema 1.25. Suponhamoes gque o problema (P) possui uma super-solucdo estrita w €
PO N G, algum o € (0,1), tal gue w > 0 em Q. Suponhamos ainda gue f
setisfaz as hipdteses (f1),(f2),{f3), (f4) e a hipdiese adicional

(f5)  flz,-) € estritamente crescente no intervelo [0, maxw], para quase todo x € (1
f
Entao (P) tem duas solugdes positivas.

Demonstragdo: Pelo Teorema 1.9 sabemos que (P) tem uma solucdo u; € WyP(Q) N
CH(8)) tal que
by <uy <,

onde y = £¢q, para € > { suficientemente pequeno. Entéo, usando (f5} temos que
0< flz,u) € fla,w) € flz,w) (1.46)

Agora, estudaremos (1.46) por partes:
Parte 1: 0 < —Aju= "' < f(z,u) < flz,u) = —A,u

Consideremos os seguintes problemas

~Aju = XuPt em Q —Bpuy = flz,u) ;em O

u = 0 sobre 0G1 wy = { ; sobre 02

Sejam f(z) = Mu(z)P e §lz) = flz,ui(z)), entho f,§ € Leo(81) sfo tals que f<gem
(1. Entéo, o conjunto

C={z€: f(z)=§(x)}
tem interior vazio. Portanto

Ou; Oy
"5;/— < _ﬁ_y <0 sobre 5@, (147)

pelo Principio de Comparacdo Forte {Lema 1.19).

O<u<y em £

Parte 22  ~Opu; = f(z,u) < flz,w) < —Ayw
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Pels Proposigdo 1.20 {(ver também a Observacdo 1.12) temos que

Jw Oy , )
up < W em §2 e 5 < 5 sobre J(1. (1.48)
Juntando {1.47) e {1.48) temos que
f<uy<y; <w emfil e %<%<%<G sobre Ofl.
v ov Oy

Logo, se v € C3(8)) e flv — utljer < 7, para r > 0 suficientemente pequeno temos que
v<v<w emfil
Entéo

. viz) w{z) vz
Fiev@) ~Fo) = [ s@na = [ fanar- [ fena
j; @) dr - fau@u@ - | flz)dr

z{x)
= Plz,u(z)) - flz,u2) - ul=),

o~

s6 depende de z, isto é, F(z,v(z)} ~ F(z,v(z)) é uma funcio independente de v. Mas

ainda,

é constante para {|v — uiller < r, logo
B(uy) = C+ B(uy) < C + o) = B(v),

pois vy é um minimo global de @. Assim, u; é um minimo local de @ na topologia C*.

Entfo, usando o Lema 1.24 concluimos que
u; & minimo local de @ na topologia W,7.
Logo, existe 7o > 0 tal que

P(u;) < ®(v), paratode v & W) com |jv — w] < 7o.



CAP.1 « EXISTENCIA DE DUAS SCLUCOES POSITIVAS ' 37

Notemos que o minimo local u; pode ser estritc ou ndo, assim consideraremos a seguir

essas duas alternativas:

Alternativa 1: uy é um minimo local esirito

Neste caso, para cada 0 < p < 7y temos que

nf{8(0) o~ wl =g} = mf B(0) > D).
vE8B, (1}

pela Proposiciio 1.23. Logo, existe b € R tal que

inf  ®{u) > b > Pluy).

uES B, {u1)
Por outro lade, como @ ndo é limitado por baixo, Lema 1.21, existe e € W, P(0)\ B,{uy)
tal que ®(e) < b, entéo
max{®(u1), ®le)} < b.

Mas ainda, ® satisfaz a condicdo (PS), Lema 1.16, conseqiientemente pelo Teorema do

3

Passo do Montanha temos um ponto critico us de @ (i.e. @' (uy) = 0) no nivel

c=inf max &(u)>b,
€T uey((0,1))

onde
U= {y € CU0, 1 W) : %(0) = us,v(1) = €}

é a classe de caminhos que juntam u; a e.

Alternativa 2: wu; é um minimo local, sem ser estrito.

Entao, existe 0 < p < Ty, tal que
inf{@(u) : fjlu —w| = p} = (w).
Neste caso, pela demonstragao da Proposicao 1.23 temos que existe v € Wol’p {€1) tal que
lv—wmll=p e @(v)=S(u),

ou seja, v é win minimo local de ©, e assim uwm poxnto critico de ®. Portanto, us = v é a

segunda solugdo de (P), que esta no mesmo nifvel de ${u;). ]

Observacao 1.14. Quando p = 2 em [14] provaram gue esta segunda solugdo € estrita-

mente maloT que o primeira.



CAPITULO 2

-xisténcia da

er-solucao

2.1 Introducao

Como ja fol mencionado anteriormente, neste capitulo, determinaremos uma condi¢io
sobre a funcao f que nos garanta a existéncia de uma, super-solugao estrita para o problema
{P). E importante observar que esta condigio esta relacionada, como veremos no decorrer

do capitulo, com a solucao do problema

—Ayu = plufPu+1l em O

(F.)
g u = 0 sobre 9§

onde g é um nimero tal que 0 < u < Ai(p, ). A unicidade da soluco de (P,) serd
provada usando a bem conhecida Desigualdade de Diaz-Saa [12]. A regularidade, e o fato
de ela satisfazer o Principio do Méximo Forte, serd provada -como jé foi feito no capitulo
anterior - usando os resultados cldssicos de Anane, Liebermann, Tolksdorff, e Vasquez,

respectivamente.

A estratégla que seguiremos, serd usar o conceito, e algumas propriedades classicas
da Simetrizacdo de Schwarz. Com o auxilio desta ferramenta provaremos que no ¢aso
da bola, a solugio de {P,) é radialmente simétrica decrescente. Assim, seu méximo, que

chamaremos M, serd atingido no centro da bola. Aqui devemos lembrar que a existéncia

38
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da super-solugdo esta relacionada com o fato de f se encontrar suficientemente por baixo

da funciio A, 8271, Provaremos entdo, que se existem sp > 0 e 0 < p < Ay(p, By) tals que

p—1
&
{}} , mparatodo 0 < s < g

f.8) <uels) + (22

a existéncia da super-solucdo, no caso da bola, estd garantida. E interessante observar
que esta condicio implica que o ponto onde o grafico da fungdo f corta A8~ é menor

que o ponto sg, © que nos permitird compreender melhor o comportamento de M),

Fazendo p = 2 em (F,) temos o problema estudado em [14], onde os autores obtém
uma expressao explicita da solucéo v, e do seu méximo M,. Para p # 2 e 6 quando
u = 0, nos obtemos por integracio direta uma expresséo para up e My respectivamente.
Para 0 < g < Ay obtemos uma expressao ‘integral’ de u, e M,. Diferentemente do que nos

faremos aqui, em [7] 0 autor consegue uma expressio explicita para a solugdo do problema

1 p—1
— | =Dy = (,uﬁup‘} + 1) em B,
(Fu)
u = 0 sobre 05
e conseqiientemente para o seu méximo M,. No entanto, nos consideramos que o prob-
lema (F,) que nos estudaremos aqui, é uma extensdo natural para ¢ p-Laplaciano do

problema estudado em [14].

No caso de €2 ser um dominio geral, estabeleceremos primeiro, uma relagdo entre as

solugbes dos seguintes problemas

—Dpu = plufPu+1 em

(Fu)
u = { sobre 0%
A = plP P41 em OF
(P2 !

v o= { sobre O

onde 0 < p < A1{p. 0) e O* é uma bola com ¢ mesmo volume que {1, Provaremos entdo
que u*<v em ¥ ondew*éa Simetrizada de Schwarz de u. Usando gue o méaximo
de v é p¥ M,,», onde p ¢ o raio da bola %, e como |jullz=(q) = W Loy < Hlvllzeciany,

obteremos uma cota superior para u, ou seja, 0 < u < p¥ M, . Dai, seguindo de forma
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analoga ao caso da bola unitédria, provaremos que se existem 50 > 0 ¢ 0 < p < Ay{p. O7)
tais que

5o
o Mp»
a existéncia da super-solucac, no caso de um dominio geral, também esid garantida.

p—1
flz, ) < wpp(s) + ( } , paratodo 0 < s < s

Na parte final do capitulo, usaremos os resultados acimsa, para mostrar como obter a
existéncia de uma super-solugdo para o problema autbnomo {Pa), o denotaremos assim
para diferencia-lo do problema néo autdénomo (P), a partir do conhecimento da existéncia

da solugdo do problema

~Lpv = flu)  em
(Pa") v > 0 em £2*
v o= 0 sobre J0*

2.2 Simetrizacao de Schwarz

O objetivo de definir o rearrangamento de uma funcio u : O € RY — R, é substituir u
por uma outra fungdo u* cujos conjuntos de nivel {z € O : u*(z) > 1} sdo bolas que tem &
mesma medida que os conjuntos de nivel {z € O : u(z) > ¢} de u. A seguir, lembraremos
algumas definicdes e alguns resultados bem conhecidos na literatura, ver por exemplo,
Bandle {5], Kahwol [20], Mossino [24], e Talenti [28].

Definicdo 2.1. Seja Q ¢ RY um conjunto mensurdvel e u : 3 — R uma funcdo men-
surdvel. A funcde u: RY — R definida por

u(t) = med{z € Q: ju(z)| > t},
é chamada funcao de distribuicdo de u (ou de |ul).

Observemos que u(t) é uma funcéo € continua a direita em ¢, decrescendo de u(0) =
med{suporte de u} a p(+oco) = 0, quando ¢ cresce de 0 a +co. Seja u(¢™) o limite a
esquerda de u num ponto £ > 0, ent8o p{t™) = med{z € O : lu(z}| > ¢}. A funcdo u
pula no nivel ¢ se e somente se |u| assume o valor ¢ em cada ponto de algum subconjunto

de (i com medida positiva:

medi{z € 0 julz)] =t} = p{t™) — plt).
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Definicdo 2.2. Seja O C RY wm deminio limitado, o dominio simetrizado 1* € a bola

com centro na origem {x € RY . |z| < p}, e com a mesma medida (volume) que (2.

= - . F7 o~ - -
Definicde 2.3. Sejo u - RY — R wma fungdo em L', o Simetrizada de Schwarz ou
Rearrangamente Simétrico Decrescente de u, denctada por v*, € a funcéo uv* - RY — R

positive, radielmente simétrica e decrescente, tal que
med{z € RY : [u(z)] > t} = med{z € RY . v*(z) > t}, para todo > 0.
Mas precisamente, u" pode ser definido por
u*(z) = inflt > 0: med{z € RY : julz)| > t} < wylz"],

onde wy é o volume da bola unitdria em RY.

Observemos que se u* € radialmente simétrica decrescente temos que

u'(z) =u"(y)  se|z|=|y]

uwz) > u™y)  selz| <yl

Como nosso interesse é simetrizar fungdes em £ ¢ RY, se u € L1({2) entéo u* estd definida

sobre £¥* por

onde
% ; sex €]

i(z) = )
0 ; sexeR"\Q

As seguir resumiremos algumas das propriedades da Simetrizacdo de Schwarz que
USaremos no que segue € decorrem-se diretamente da definicio.
Proposigdo 2.4. Verificam-se as seguintes propriedades:
(i) Se 0 <u<vem{), entdo u* < v* em % {a fungdo u v u* preserva a ordem ).
(i1} Se c € R € uma constante, entdo (u+¢)* = u* +¢.

(1ii) Pare cade t > 0, (tu)™ = tu* (o fungdo u — u* € homogénea positiva de grau 1 ).
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'3

() (") = v (g fungdo uwr u* ¢ idempotente ).
Para outras propriedades da Simetrizacio de Schwarz ver [5], [20], [24].

¥

Proposicao 2.5, Sejom v € LY tal quew > 0 ¢, h: RT — RV wma funcdo continua
crescente. Bnido
(h(w) = h(w?).

Demonstragao: Ver [24]

A seguir, apresentamos alguns resultados classicos do Rearrangamento Simétrico Decres-

cenie gue usaremos no resto do capitulo.
. :*V’ ~ . o
Teorema 2.6. Sejau:{ CRY — R wma funcdo integravel, enido

(i) Para cade funcio real F continua em R™ e positiva, temos

féF(;u;)dwj; Flu) dz.

Em particular, se u € L*(Q) entdo v* € LI*(*) pare 1 < s< o0, ¢

Lo(0*) <ou élu(z){scfac:ji‘(u*(z))sdm).

(ii) Para cada w € LP{Q) e v € LF () onde 1 + -}7 =1,
r p

/m; d:cﬁ/ uw v dx.
Q *

(i4) (Desigualdade de Polya-Segé) Se u € WyP(Q) entdo u* € WEF({r") e

f* Evu*lpd:cgjim[wm.

Demonstragao: Ver [5], [24], [20]

”““LS(Q) = [lu”

Corolario 2.7. Seja \i(p,¥*) o primeiro autovalor do —A, em Q* com condigées de

r

Dirichiet, entao
Mlp, ) < Aalp, Q).
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Demonstracao: Lembremos que
Ay (p, ) = inf {J[ VuPdzuwe WyP(0) e f julf dz = 1} ,
Lo I+

e que ¢ & ‘Wé‘?p (Q) ¢ a primeira autofuncdo positiva do —A, em (I com condiges de
Dirichlet. Sem perda de generalidade podemos supor que [i¢{leqn = 1. Usando o

Teorema 2.6 temos que ¢F € W™ ((1*) é tal que
1 o

ggs;wx:j/mmxm
o Q
j VP dz < jf (Vo P da.
ax {3

)< | [Vepds < j’ Vi lF dz = M (p, ),
= 43

Entéo

daf o resultade. B

2.3 Super-solucdo na Bola

Comecaremos estudando & existéncia e unicidade de solugao para o seguinte problema de
Dirichlet,

—Apu = pluf?u4+1 em )

(F.)
u = 0 sobre 91

onde x é um ndmero tal que 0 < g < A{p, ) e 1 < p < oo. Para nossos objetivos
suporemos que & ¢ RY & um dominio lmitado com fronteira de classe C%. Provaremos
unicidade, positividade e regularidade da solugfo, seguindo as mesmas idéias encontradas
no artigo de Fleckinger-Pellé, Herndndez, Takae,De Thélin [16], onde eles consideram um
problema de Dirichlet envolvendo o p-Laplaciano bem mais geral, num dominio limitado
com fronteira Cb* . Para provar a existéncia usaremos minimizaco cldssica, uma outra

demonstragdo de existéncia para (F,) pode ser encontrada em [17].

Lema 2.8 (Desigualdade de Diaz-Saa). Sejom w; € L°(Q), para i = 1,2, tais que
w; >0 gtp em ), w; € W), Ajw; € L7°(Q) e wy = wy em I8 Suponhamos que
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<E£i) e Lw<9> para 7 % j, ande 2“? = 1‘2 Enido

(I3
~Dywy —Dw ,
ji ( L ﬁj‘2>{w§-w§>2@. (2.1)

4
uwf wh
Demonstracdo: Ver [12].

Observagao 2.1. Em (2.1) temos igualdade se e somenie se wy = twy ou wq = twy, para

algum t € {0, +00). Ver [2], Propesicio I, pag 726 ou 3], Proposicdo 3.1, pag 19 .

Teorema 2.9. Seja O ¢ RY um dominio limitado com fronteira de classe C*. Seja p um
numero tal que 0 < p < Aip, Q). Entdo, o problema (P} tem wma dnica solucdo fraca
w € WyP(Q). Mas ainda, v € CH¥(Q) pare algum o € (0,1) e verifica-se o principio do
mdazimo forte, isto €,

u>0 emil e g—g<(} sobre 051

Demonstragao: Se y =0 o resultado segue-se do Lema 1.17 e das observagdes conti-

das na secdo 1.4. Suponhamos entdo que 0 < u < A(p, ).

Passo 1 (Existéncia): O funcional associado ao problema (P,) é dado por

dlu) = é L Vup dz - & j; (ufP dz — J,i v da. (2.2)

As solugdes de {P,) slo pontos criticos de @. Usande a Desigualdade de Poincaré e a
Imersio de Sobolev WiP(£1) — LY(1) temos que

(1= £) e -l

# . ) . . .
e como 1 — " > 0, concluimos que @ doercivo, isto é:
H

@{u) >

3]

lim @(u) = +oc.
el =00

Agora, seja {1,152, C W, P(Q) uma seqiiéncia tal que u, — u em WaP(Q), entéo

(i) fJul? < liminf flu, [
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{ii) /iun}?d&?mﬁjéaé%ﬁx
0 o

De fato, seja

J e = Pl s < [ lgpfu) (u= )l do+ [ Vigp(a) = pulin)) - vnldo
{2 kY Y

Usando a Desigualdade de Hilder temos que

[lente -z < ( / [s—op(mip’dx)w ( / [u—unipds:y/p -

it i m}. i1
= Eiﬁéﬁpggzggiu - %ngigpiﬁ) - 4,

pois a Imersdo de Sobolev W, P($2) cC LP(Q) garante que u, — u em LP({1). Por

outro lado, usando o Corolério A4 temos que
) /7
Jf {eplu) — p(ua)) - unldz < unllze(ey U lep(u) — p (un) i dﬂf)
Q Q | (2.4)
< M- lpp(u) - @p(un)”m’(ﬂ} — 0,

pois |[un|zei0) € M. De (2.3) e (24) temos a afirmagio.

(iii) [undxméfudm
o 0

Esta afirmagdo é imediata pela fmersdo de Sobolev W, 7(Q) cc LHQ).
Portanto, de (&), (i4) e (¢44) temos que

®(u) < liminf ®{u,),

n—F o0

ou seja, ® é fracamente semicontinuo inferior. Logo, existe u € W2P(Q) tal que
J & @

G(u)y= mf D),
vEWF ()

isto é, u é um minimo global de ®, e como @ ¢é de classe C*, u é um ponto critico de {2.2),

e assim solugdio de {F,).
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[2ele]

Passo 2 {Regularidade): Como pluff~?u + 1 € IF(Q) entdio Ayu € L (). Por
outro lado '

~ulpu < plulf + lul gtp. em

onde x> 0,1 < p < p*eblz) =1, entdo u € L), pelo Lema 1.4, daf uw € WyP() N
1°°(0). Assim
o) + 1] € pllullfe +1,

entao
Agu € L=(0).

Usando o Lema 1.3, concluimos que
e CH(TY)  algum o € (0,1).

Passo 3 (Positividade): Multiplicando & primeira equa¢io de {P,) por u~ e inte-

grando sobre {1 obtemos,

wf Vu T Fdr = —-,u/(u_)p dx-i—]u“ dz
Q Q Q
> ——&L—[qu“]p da:-i—f’u‘ dz
At Ja 0

> K jf VU PP dz,
A Ja

usando que f v~ dx > 0 e a Desigualdade de Poincaré. Entdo,

9]
0> (zmm’:‘u>f|vu“§dx,
Arj Ja

logo j{ [Vu~™|P de =0, o que implica v~ = 0 q.t.p. em £}, daf
Q
v >0 qi.p. em (L

Como Ayu € L () e Ayu < 0= 3{u) entdo

w>0 emf§l e g—z-<@ sobre J¢2,

pelo Lema 1.6.
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Passo 4 (Unicidade): Sejam uy.us € WiP(Q) duas solugdes fracas de (P}, pelo

iy . o
Passo 3 sabemos que u; > 0 ¢ — < 0, para i = 1,2, entéo

Jy

1 1
e = e L®(0) (2.5)
() 51

Se 1y = uy nAC temos nada que provar. Suponhamos entdo gue u; # ug, l0go

— Ny «—L{n‘sug\) w1 w1
f{ ot _ i}(uﬁ—u@mﬂ{z UYL Tk N 0 R

U ub” uh uh

1 i
= é {u_f”l - ;‘g:}‘} (U] — ufy) de.

. o a i, .
Como a fungio g : {0, +o0) — R definida por g{s) = pracil decrescente concluimos que

~A —A
Jj; (: et pf?;‘?} (W —B) dz < 0 (2.6)

uy Un

Por outro lado, como wu; e us satisfazem (2.5) a Desigualdade de Diaz-Sea, Lema 2.8, nos

AW )] AW
| (- - sz 0 27)

P
U Un

garante que

Juntando (2.6) e (2.7} temos que

—Aju —Aju
[ (-2 - =,
1 P

o que é possivel, se e somente se u; = fup para t > O (ver Observagio ao Lema 2.8).

Substituindo esta informacio em (P,) resulta que

1o
—Apuip = pippuz + (S Y
daf (3)77' =1, logo £ = 1, portanto u; = us. ™

Nesta secao determinaremos uma condicio sobre f que nos garanta a existéncia da
super-solucdo do problema (P} no caso de {1 = B;. Para isso, usaremos as propriedades
da solugéo do problema (P,) em By, que sdo andlogas as determinadas no Teorema acima.

A seguir, provaremos gue no caso da bola, esta solucéo tem uma propriedade adicional
muito importante, ela é radialmente siméirice decrescente. Para tal fim, usaremos os

conceitos apresentados na segdo anterior sobre a Swmetrizacdo de Schwarz
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Corolério 2.10. Seja u € WyP(B,) solugio fraca de (P,), entdo v = u*, isto &, u é uma

Juncdo decrescente radialmente simétrica.
Demonstragao: Como By = B temos que u* € W, YP(B.). pelo Teorema 2.6, entéo,
i o \P1)s ; ;

S(u) < Bu*), pois ¢ é um minimo global de & {ver Teorema 2.9)
1 _ .
= - Vuf dz — ﬁj/ T dz-—/ v dx
2JB P B By

1 .
< ——jf Vulf do — £ l? dr — f u dz, usando o Teorema 2.6
P B PJB; B

= (),
ou seja ®(u) = B{u*). Pela unicidade de u {ver Teorema 2.9) concluimos que u = u*. B
Denotemos por u, & solucéo de (F,) em I = By. Sabemos que u, é positiva, decres-
cente, radialmente simétrica, entdo seu méximo M, é atingido no centro da bola, isto
é:
M, = u,(0) = maz{u,{z)|z € B},

logo,
O<u, <M, em B.

Como u(z) é uma funcio que depende somente do raio r = |z}, a denotaremos novamente

por u(r), ela é solugo do seguinte problema

= (r"ep(w) = T (wpp(u) + 1) em (0,1)
w'(0) =0=u(l)

(Fr)

Integrando a egua¢do acima e observando que ¥'{0) = 0 e que ¢, 0 @, = id temos que

() = o (G [ M) + 35 ).

Integrando mais uma vez temos que

wlr) = u(0) — fs " (Erj-_-g ]; tsﬁr”l(#gop(u)-i—}.)ds) t. (2.8)

Fazendo r = 1 em (2.8) e lembrando que u{1) = 0 ¢ u(0) = M, temos uma expressio

para M,

1 : e
M, =u,(0) = / Py {7‘{? + g};?“—l g1 ERUTY ds} dt. (2.9)
o i o
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Se u = 0, por integragio direta temos que a soluclo de {Fg) é

1
give?

up(r) = (1—r9), (2.10)

consegientemente

1 p-1

My = HO{@} = A_T«i}’:? ty} My = W

(2.11)

No caso particular em que p = 2 é possivel, ver [14], obter uma expressao explicita da

fungéo u,(r) em termos da funclo de Bessel de ordem k& = (N — 2)/2, ou seja,

o)=L [ A2

T oa i a/E
e dai uma expressaoc explicita para M,

B E; #fcfﬁ B
Me=2 Lk RCPEWAND) %

Em [7], o autor consegue obter uma expressao explicita para a solugdo do problema

, -1
— ("l () =Vt (Mf"}f u+ 1);0 em (0,1)

¥ (0) =0 =u(1)

a saber,

]

=TI
pr=t

e assim uma expressao para M,

M#mug(U)*j@{R}ﬁj_l}]

onde ¢ é soluglo do problema
— (PNl () = Nl g, (u)  em (0, 400)
(@) =0 e u(0)=1
Proposicac 2.11. Suponhamos que f : {} x R — R™ satisfaz a sequinte condicdo:

Ezistem nimeros s0>0 e 0 u<Xi(p,Q) tais que

(f6)

P31
flz,8) < psP™t (,ZS > ; Vs € [0, s0)

i

“p

Entio, o problema (P} com 0 = By, tem uma super-solucdo estrito.
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Demonstragio: Consideremos ¢ seguinie problema de Dirichlet

=M = pluPfuw 4Pt em By
(Fo) _i
w = 0 sobre 85

onde ¢ > 0 € uma constante e § < p < Ar{p, By). Como a solugio w de {F,) é tal que

1 1\
A (zw) =L (gw} +1

. b - s
entao -;:-w ¢ solugdo de (P,), logo 0 < w < ¢ M, em By. Escolhendo ¢ = ng temos que
H
0 < w < &, entao

p—1
{x,w) p—1 20 ,
f\‘:C) '{.i,} < ;‘iw Wiu <A/I‘u> 3

[ ivurvuveds 2 [ feupds Ve W@, 20

ou seja w é super-solugio de (P). Agora, seja ¥ € CH{{2) tal que ¢ > 0 e 1 # 0, entdo

f VP *VwViedr = j[ pwPt+ Py dr
{4>0} {v>0}

> [ fewva
{¥>0}

isto é, w € uma super-solucdo estrita de (P). |

Observacao 2.2. Seja u, solugdo de (FP,) em Q = B,, € possivel provar gue
u,(0) = max{u,(z) : 7 € O} = o M.
logo,
0 < uu(z) <P My, emQ,
pois 0 < pPu < PAi(p, B,) < Mi(p, By). Assim, temos uma condigdo andloga a (f6), a
saber:
Exzistemn ndmeros s> 0 e 0< p< Alp, B,) tais que:

(f6) ( s

8y < pusPl4
f(x’ ) au"s 0 ;Oplﬁffypp

-1
> . Ysell,sg)
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Observacfo 2.3. Como w(0) = M, -¢ = s¢ u existéncia de sy € garantida pela eristéncia
da solucdo do problema (F,).
Seja s. > 0 um nimero real tal que
M= g sPh P (2.12}
onde Ay = Ay(p, By}, pela Proposigio 2.11 temos que 0§ < &, < sg, ou seja, [ intercepta ao

menos duas vezes o grafico de A;s77'. Entéo

8¢
< 85,

e My - (g —pite=t =

i

2 o

1
Se p =0 em (2.13) temos que My > 5o epor {2.11) resuita que
1

v ifp—1
A > e NPT
(7, Br) > I N

De (2.13) temos que

im M, = +o0.
p—AL

2.4 Um Teorema Importante

Seja f € L (Q) tal que f # 0, pela parte (1) do Teorema 2.6 temos que f € L¥'(0*).

Consideremos entao os seguintes problemas de Dirichlet

~Dpu = f em §2 Ay = f* em §2°
(Pr) e (P
u = {  sobre 0} v = ( sobre O
Pelo Lema 1.17 temos que u € WyP(£) e v € Wy P(Q*) sao solugdes fracas tnicas de (F;)

e {Ps-) respectivamente. Além do mais
u € Che(Q) algum o € (0,1).

o,
Observemos que se f > 0 pode-se concluir ainda que u > O em {1 e que 5?3 < 0 sobre 9.

Por outro lado, como 0% é wma bola ¢ f* > 0 temos que

ve CH*(0*) algam o€ (0,1)
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>0 em & e §E<{} em o0"
S

Ver Observagtes 1.8 e 1.9 respectivamente.

A seguir enunciaremos um Teorema gue serd muito usado no decorrer do capitulo, e
diferentemente do que foi feito nas secGes anteriores, agul enunciaremos e demonstraremos

primeiro os lemas necessdrios para sua demonstracdo, que sé serd feita no final da secio.

Teorema 2.12. Sejo f € L7 (), e sejam u € WyP(Q) e v € WP (Q*) solugbes fracas de
(P;) e (P~ respectivamente. Entdo

<y g.t.p em £

No caso p = 2, 0 Teorema 2.12, foi provado por Talenti [28] e por Lions [23]. A demon-
straciéo de Lions dispensa o uso das Desigualdades Isoperiméiricas usadas por Talenti na

sua dernonstracdo. Aqui nos seguiremos as ideias usadas por Lions.

Sem perca de generalidade podemos supor que, f > 0. De fato, seja 71 € W, P(Q)
solugéo fraca do problema
A = |f] em £
0 sobre 00

U
A existéncia de T é gerantida pelo lema 1.16. E claro que
””ApuszIffz" o2,
entdo u < u em {Q, pelo Principio de Comparacao Fraca, logo
u* < (u)” em §2*, (2.14)

pela parte (i) da Proposicio 2.4. Assim, provando que (7)* € v em ¥, de {2.14) temos
que

E

ut <y em 7%,

A seguir demonstraremos alguns resultados preliminares que nos auxiliaram na demon-

stragio do Teorema 2.12.
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Proposicdo 2.13. A4 solucdo v € Wy P(Q) do problema (Py.) € radialmente simétrica

estritamente decrescente.

Demonstracgio: Lembremos que v € o minimo global do funcicnal @ associado ao
problema {Pr). Pela parte (74} do Teorema 2.6 temos que v* € W, P("), e pela parte

{iv) da Proposigéo 2.4 (f*)* = f*, entfo usando (i) e {i%) do Teorema 2.6
®v) < @),

= —%j[ Vo'lPdr— | ffoutda
B Jo §

< »}1/ VofFdz— | ffouvdz
PJas 40

ou seja, (v} = ®{v"). Pela unicidade da solucdo de (Pp.) conclufmos que v = v™.
Como v{z) é uma funcio que depende somente do raio 7 = |z (a denotaremos por v(r})

serd solucéo do seguinte problema

— (Pl ()Y = #V-LfY em (0, p)

onde p é o raio da bola 2*. Como f* > 0 temos que 7" "}y, {v) & estritamente decrescente,

conseqiientemente ,(v') < 0 para tode r € (0, p), dai concluimos que

v(r) <0  paratodor € (0, p)

Lembremos que o volume da bola de raio o0 é Vol(B,) = pMwy e sejam,
p(t) =med{z € Q:ulz) >t} e vit)=med{z e vz} >t}

as funcdes de distribuicao de u e v respectivamente. Estas funcgbes sdo mondtonas de-
crescentes, entdo u e v sao funcdes diferencidveis q.t.p. em R™. No que segue, e para

simplificar omitiremos nas derivadas a notacio q¢.t.p.

Lema 2.14. Sejam u e v solugdes fracas de (P;) e (Pp) respectivamente, entdo verificam-

se, as seguintes desigualdades
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w2 ([ wwa)s[ foas] ree
di [ust} {u>t} {ur=t}

d i\ T d 74
() —= {j’f V| €533’> < (____,,,) —— j/ VulPdz ,
(97 dt fut >t} \d %_ dt fumt} m%
(c) —— </ |V dz\> = N wi" p(ty=vN,

dt \Jowsn

(@) (N wy™ vty VWP = (—%) ( f{ e dm) v

Demonstracio: Dados £, h > 0, consideremos a funcdo Fyp : RT — R™ definida por

0 O<xs<t
Fin(s)=4 s—t ; t<s<t+h
B, s>t+h

Como f > 0 temos que u > 0 em Q, entéo Fy,(u) € WyP(£), e também

Vu ; t<u<t+h

0 ; em outro caso.

Vﬂgh(u) = {

Parte (a): Multiplicando a equagéo em (Pf) por F;,{u) e integrando por partes temos

que

f [Vulf 2V - VF p(u) dz = jf VulP dz,
Y {

t<usi+h}

e
j;f(z}Ft:h(u(x)) dz = Aﬁmg:%} Flo)ylu(z) —t)dz + h] flz)dz.

{u>t+h}
Entdo, de {2.15) e {2.16) resulta que

1

(A

f flz)dz + flz)dz
{t<ugt-th} {u>tidh}

= J/ flz) de.
{u>t}

- VulP do = %(’T)_é)d d
h J[{t<u53+h} ! l ? j/;t@gt»@»h} f(x) < h o J/wah} f(x) ’

(2.15)

(2.16)

(2.17)
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Por outro lado

d ] 1 _ 1
@\ =0l \Jpustany {u>t}

= lim <-}l[ [i?u?d:ﬁ} }
=0 \ B Jricucern)

entdo, usando (2.17) temos que:

d
~% (ji . |Vulf d-x) < jlj .y flz)dz. (2.18)
u U

Observemos que, pela parte (i) do Teorema 2.6

f fle)dz = jf (@) 5 (&) d
{uxt} o

(2.19)

Finalmente, de (2.18) e (2.19) temos o resultado.

Parte {b): Primeiro observemos que

d
—— <j[ IVu*idx) = lim (E[ ]Vu*]dx) .
dt {ur>t} h—=0 \ A {t<u*<i+h}

Agora, como Fip € crescente temos que (F;x{u))* = Fin{u*), pela Proposicio 2.5. Entéo

IV Fun(u)P de < jf IV Fyp ()P d, (2.20)
2= Q
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pela parte (7i7) do Teorema 2.6. Usando a Desigualdade de Hélder e (2.20) temos que

i/’ ifw
J/, Vu'ldr < (jf dx} <J/f VurP d$>
{ftur <i+-h} {tcur <ta-h} ftut <t}
iy e
= {J[ dz -—f da:} </ IV E R d$>
{u*>t} {w* >k} -

i/p

= ule) - plt+ R ( / :%M}
{tulivh}

1/ 1/p
4 (f ]Vu*!af:c} < (_ﬁﬁ) (Eim —1—/ |Vul? dm)
di {ur >t} di =0 h {t<ugt-th}
dlf: 1/p d 1/p
{u>t}

Parte {c): Lembremos que para cada ¢t > 0, o conjunto

A

dai

{z € " 1 u™{z) >t} = B.i»(0),

¢ a bola de centro na origem e raio z = z(¢). Seja u*{z) = w{r) com r = |z|, entdo
A0 7 dy
jf Vut{z)ldr = N'wwf (——-—(T)) V-1 dr, (2.21)
{ur>t} v dr

dw
pois w é decrescente em (0, +00), isto &, - < 0.
7

Por outro lado, observemos que para cada t > 0, w(z(t)) = ¢ e ult) = wy(z{))".

Assim, fazendo a mudanca de varidvel r = 2z(s) em (2.21) resulta que

f[ Vu*{z) dr = Nuwy j/+m{z(s)]‘w“1 ds {2.22)
{u*>t} t



CAP. 2 « EXISTENCIA DA SUPER-SOLUCAC

57

. [
logo, como u(t) = wxy|z{f)]V implica que z{t) = i_i:( } temos
I
f IV {z)] dx) _ e Nuwy ] 2(s))" ds>
d?& kY {ur >t} dt
= Nuwpy [z(i‘)

= Nut)— ﬂ

= j\;’yy(t}l“]‘/‘xw;f{.

Parte {d): Seguiremos por Passos

Passo 1 Trocando u por v na desigualdade em (a) obtemos igualdade.
De fato,

4 {J[ EVU[?d:z:) == lim — ! (j{ ]V@Ip>
dt {v>1} h—0 ki {t<v<i+h}

N '%li% (Jl;@svrh} 7@ <v($f)‘; t> T J{v%«%h} f*($)>

- J/; RO

jj;@gwh} ) (ﬁ(xié_ t> #

DOis

< [ @i
{t<vZt+h}

< 1F7(0)] dz — 0.

{i<vgt-+h}
Passo 2 Trocando u* por v na desigualdade em {b) obtemos

F ([, me) = (%) [ (L, mre)]
- Voldz | = { w s Volf dx .
dt ( {w>t} ] ! dt dt {v>t} | I

De fato, fazendo a mesma mudanca de varidvel que em (2.22) temos que

[ ve@) de = vy [T 01 as
{v>1} 2

[ e do = Ny [ WGP (o s
{u>t} 1

(2.23)

(2.24)

(2.25)

(2.26)
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Derivando {2.25) e {2.26) temos

-5 ([, Iwr@lde) = Nuntz)
vt

d ? w AT ,
T <J/ [Vulz)P df} = Nwy v (2P ()Y (2.28)
{v>i}

Fatine
D
B2
~3

o

respectivamente. Por outro lado, como () = wy2(1)]" entdo

%(@ = Nl (0). (2.29)

duv il’?f" d . : i/p
< di} | -JZE%(/"Q%}%VU(%Nde}] B

{=Nuy[z@ 2 @V {Nwp o (2(0) P2 201

Daj

I

= Nuyl(0)]" 7 @M ' ()"

= Nuylz(0)]"™,  poisv/(2(1)) - 2/(8) = 1

- - j:} Ve(o)lde).

que € ¢ gue Nos queriamos provar.

Passo 3 Trocando u* por v em (c) é imediato que

“gg ( f [Vv!dx) = N/ u(e) =N, (2.30)
{v>i}

Passo 4 Substituinde (2.30) em (2.24) temos que

d d e
j\-fw;\;Ny(t)l—l/N = ( dj) [ H{g (j; }lvv[?f dx)} ,
vt

e usando (2.23) resulta que

i o dv o/p
(Nu;f%( )= l/N) :< di) < - F(z) d:z:) .
>
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Lema 2.15. Verifica-se a seguinte igualdade

#(t) s \ V¥
f frlz)dz = f <-m~> ds. (2.31)
{u">1} 0 Wy

Demonstracdo: Como {z € 1 :u*{x) > t} = B.»{0) entdo

z{z)

| r@d=nuy [ per e
{ur >t}

g

§ LN .
Fazendo r = <-{U§;} e lembrando que p(t) = wy(2{(t))" temos o resultade. |

Observagio 2.4, Fazendo $(s) = f*((3Z)VY) em (2.31) temos que

pia{t] i
[ rwa=[" e
{w> >t} o

Substituindo u* por v na igualdade acima obtemos

£E>t} f(z) dz = j:v(t) @(s) ds.

Demonstracao do Teorema 2.12 :

Seia £ > 0§ um numero suficientemente pequeno, e definamos a fungéo
F:le,med(2)] = R por

1 A r/p
Fid) = e s d )

E claro que F € positiva e continua em Je, med(Q)].

Substituinde (¢)* em (b)? do Lema 2.14, depois usando {a)”/? e a Observacio 2.4

temos _ J p e
it wrr < () [B([L,mr )
< (8) (o)
'/
- (B (["w0e)”
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Entao J
£

i< s s {0 .

< ( dt) Flult))

Por outro lado, da parte (d} do Lema 2.14 e da Observacio 2.4 temos gque

dy _
1= {"-E;g} F(y(i}}.

Portanto

dis dv
LA N # B IR 238 .
(%) e < (5) e (2.52)
oz . dF )
Agora seja F uma fungdo tal que o= F em (g, med(2)), entdo

(i) F e CH(0, med()]),
(ii) F é estritamente crescente, pois £ > 0.

Entde, de (2.32) temos que
d -
_ <
= Fon

< %(Fo v). | {2.33)
Integrando (2.33) de 0 a ¢ temos que

Flu(t)) = F(u(0)) < F(v(t)) — F(v(0)),
e como u{0} = v(0) = med(£2) resulta que
Flu(t)) < Fu(2))-

Daf conclufmos que p(t) < v(#) (pois F é estritamente crescente), isto é

pt)=med{ix € Q" :u"(z) >t} <med{z € 0" :v(z) > i} =v{t) VE>0. (2.34)
Afirmamos que a desigualdade em (2.34) implica que u*(z) < v(z) em Q. De fato,
(
)

suponhamos que existe zo € 2 tal que w*{(zo) > v{zo). Se v(zg) = tp entdo u*(zg) > to.

Como u* é decrescente, existe z1 > zo tal que u*(zo) > v*(21) = &g, loge
v(to) < ulto)s

contradicdo com {2.34). B
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2.5 Super-solucdo num Dominio Geral

INesta secio determinaremos a condicio sobre f que garania a existéncia da super-solucéo
. o IV . .. .
estrita para o problema (P), com {1 C R um dominio limitado com fronteira 911 de

classe O2.

Teorema 2.16. Sejom u, v € Wé’p(Q) solugdes fracas de,

gy [ B = L eme
# u = 0 sobre 00
—ALy = plwlP e+l em
Ene
v o= { sobre O0F

onde 0 < p < Ai(p, ). Entdo
v <wv g¢gtp emF

Demonstracao: Se py =0 o resultado é imediato por uma aplicacio direta do Teorema
2.12. Suponhamos entfo, que 0 < g < A(p,2*). Observemos primeiro que ug = 0
e up = 0 s@o sub-solugdes de (F,) e (P]) respectivamente, e a seguir consideremos os

seguintes problemas de Dirichlet:

~Apu; = 1 em . —Ayyy = 1 em Q"
(A1) e ()
uy = { sobre dfl vy = 0 sobre 90
onde u; e v; sdo solugdes fracas Unicas e positivas de (Py) e {7}) respectivamente (ver

Lema 1.17), entdo

u; <wvp gt.p. em 0% (2.35)
pelo Teorema 2.12. Lembremos que w,(s) = |s{P"?s. Agora, seja ws solucdo fraca do
problema

- AT uy)+ 1" em O
() P12 (uoplur) + 1)
we = 0 sobre 90*,

e seia vy solucdo fraca do problema

—~8vs = ppp(vi)+1 em QF

(73)
wy = 0 sobre Ji1*.
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Por {ii) e {4ii) da Proposicio 2.4, pela Proposicdo 2.5, e por (2.35) temos que

ou seja. ~Lywe < —A,vs  em {7 entédo
wy L vp g.bp. em 07, (2.36)

pelo Principie de Comparagdo Fraca(Lema 1.18). Por outro lado, consideremos o seguinte

problema
—Opuy = ppp(ur)+1 em O

(P2)
Uy = 0 sobre 0f1,

aplicando o Tecrema 2.12 a (P) e (P) temos que vl < wy q.t.p. em %, entdo, usando

(2.36) conclufmos que
uy <vy  q.t.p. em £

Continuando com este processo de forma indutiva construimos as seqiiéncias {u,}52;

{vn}2,, cujos elementos sdo solugdes fracas dos problemas:

—Dptun = pop(te1) +1 em

(Fr)
u, = 0 sobre 0%}

“—-’in?}n = eu'(pp(vn——l) +1 em OF
Up = O sobre OLF

respectivamente, tals que:
ur <, qt.p. em O

Daqui para frente, para simplificar, escreveremos h(-) = up,(-) + 1. B claro que A{") é
uma fungdo crescente. Observemos que a existéncia e a unicidade das solugtes de (F,) e

(Pr) sao garantidas pelo Lema 1.17.
Continuaremos a demonstracao do teorema por passos:

Passo 1: U<y << Sy, < .. <y em %
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Como vg = 0, € claro que h{vg) = 1. Pelas observacfes ao Lema 1.17 temos que v; > 0,

entdo —A,vy = A{vg) < Alvy) = —A,vs, dai pelo Principic de Comparagdo Fraca
O<yy <wvy gt.p em 7
Continuando com este processo de forma indutiva concluimos que
<€yt <y, <.
Por outro lado, sabemos que v > 0 em {7 entéo
B0 = h{z) < h() = ~A,
dai, pelo Principio de Comparagdo Fraca
<vi <v qgip emiF
Continuando com este processo de forma indutiva conclufmos que
O<v,<w, qtp em O ¥ne N,

dai a afirmacao.

P

Passo 2: i]vnﬂwg,p(m} <.

Seja v, € W, P(£1) solugio fraca de (P¥), entéo

Vo, [PV, - Vodr = f hlun_1) - wdz; Vo € WP (2.37)

=

Q’u

Fazendo ¢ = v, em (2.37) temos que:

|V, de = jf P(vpet) - vpdz < J[ hvn) - vpde = ‘uj

[Un'?dzc—i—f U dz
S'Zm ]

Q)ﬁ

. . i
pois A{-} é crescente. Por outro lado, como j/ P de < T IVu,|Pdz, onde A =
* i Qu
A¥(p, 1), temos gue

]an[pd$gg.gf ]vné}”dzmﬁf v, dz < —% !V@ﬂ!?dz—%f v, dz,
o o o A

1S

®

entao
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<1 - %5 j; V[P dr < f vy, Az gj/; vdzr < vl ey - med(S17) dz

Dai
; z }’i ] £y
V[P dr < e ia;i@[gﬂmm»} - med(817),
- 1
portanto
Al 1/p
Ynllorrtizrony S | ———ll0l poo ey - EA(QYF }
| n!zwgpm )y = (;\‘; __ ﬁé“@{EL 0 ( )>
ou seja,

lwallwrzgey € C, onde  C=Clp, MY, b, [Jv] =gy, med(E27})
Passo 3: v, — V em W,P(("), algum V € WiF(Q).
Pelo Passo 2 existe uma subseqiéncia v,, que chamaremos v,, tal que v, — V em

WP (). A Imersdo de Soboley Wy?((*) CC LP()) nos garante que v, — V em
LP(Q*). Observemos que

(—ApUn, v — V) = jfz Vo, P2V, - V(v, — V)dz
- j[ {tas) - (o~ V) da
< [ B n-V)do
< )l o llvn — Viice@n,
e como |A(va)ilrw (g < C1, onde C; = (ul[ullg;l(ﬂ,} + 1) - med(0*), temos que
(=AU, v — V) £ Oy flon — Voo,
portanto
lim sup{—2A,ts, v, — V) < 0.
Usando o fato de que —A, satisfaz a condicio {5, ), Lema 1.13, obtemos que

v, — V. em WiP(0F).
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Passo 4V é solugdo de [P,

Sabemos que v, € solucdo fraca de (F)), entéo

f IV, P2, - Vo dz = ] B(vai) - wdx, Y& WiP(0) (2.38)
* 5‘2*
Como u, — V em LP(0*) entdo wp{vn_1) — ©,(V) em L¥ ("), ver Corolério A 4, temos
que
[ nwypde [ bon)-ods) < u [ leplV) = ool -elde
H Ed Q* i { "
< plie(V) - @p{@nwl}ggiﬁ’{ﬁ*}gg@‘éﬂ?{ﬂ*} — 0,
ou seja '
B{p1)pdz — | WV )pdz (2.39)
o e

Por outro lado, como Vv, — VV em (Az’lp(Q*))Ag implica que @,(VV) — @(Vu,) em
(LF ()Y, ver Observacio A.2, entdo

] |‘§7V|1'”"“2‘§7V-Vgoda:—f YV, [P 2V, - Vedr <
o o

< o lep(VV) — @p(Vun)| [Vl da
< lep(VV) = (Ve oy [Vl gy — 0,
ou seja
f wp(Vu,)Vpdr — f Op{VU)Vpdz (2.40)
o Q

Finalmente usando {2.39) e {2.40) em (2.38) temos que

VVP-2VV - Ve de = j/f WV + Lpdz,
o o
ou seja, V' € solugdo fraca de (F;). Pela unicidade da solugao, ver Teorema 2.9, concluimos

que V = .
Passo 51 uf — u” em WyP(Q")

Esta afirmacao prova-se seguindo os mesmos passos acima para a solugdo u,, do prob-

lema {F,), € observando que:
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(i) D<u <up €< < < w em QF, usando {4} da Proposicio 2.4,

() ]l < O, para C'= Clp, AL, g [0 | oo r0my, med(§2%)), usando (¢} e (4) do Teorema
2.6.

Passo 6: u" ' <v qgtp em 5

Como v, — v em WyP(Q*), pela imersio de Sobolev WiF (%) — LP({2*) temos que
vy - v oem LP(Q7), dai, existe um subseqiiéncia v, tal que v,, — v q.t.p. em
Portanto

Up — ¥ a.t.p. em 07,

Da mesma forma concluimos que

%

uy — u g-.t.p. em 0%
Finalmente, como u; < v, q.t.p. em 2% ¢ imediato que

ur <y q.t.p. em £2*.

Proposicdo 2.17. Suponhamos que [ : § x R — R, satisfaz a sequinte condigdo:

Emstem nimeros 5o >0 e 0< u< M{p, ) tais que:

50
'
2 M#PP

onde p € o raio da bola £2°. Entdo, o problema (P} tem wma super-solugdo estrita.

-1
flz,8) < usP™ 1 + ( )p , Vsel0,s)

Demonstracao: Consideremos os seguintes problemas de Dirichlet,

—Ayw = plwFPw+ Pt em O
w = 0 sobre 9}
—8pv = plufiu 4 Tt oem O

v = § sobre 500*
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onde ¢ > 0 é uma constante. Como u e w s8o solugles de (F,) e (P, ) respectivamente,

temos que
1

_%!33:: <_i.fw> = Hy (éﬂj) 41 em I
1 1

Pelo Teorema 2.16 temos que

(o) =) o
-t < —v g.t.p. em {27,
c e

Usando (447} de Proposi¢io 2.4 junto com a Observacdo 2.2 resulta que
1, 1 , |
U< Sw < v < M, g.t.p. em 0%,

dai

O0<w <cpf Myp.
Por outro lado, como [|w*|ze(qe) = {|wljze=(n), {parte (4) do Teorema 2.6) temos que
0<w< et Mye.

Sg
Escolhendo ¢ = ———— temos que
P M.up}’

1
fz,w) < wp”l—%-( ,SD >
(z,w) < p T

daf w é super-solucdo de (P). Prova-se que w é uma super-solucio estrita seguindo as

mesmas idélas que na prova da Proposigo 2.11. =

A seguir mostraremos como urma solugio de

(Pa) ~Bu = flu) em
u = 0 sobre 982

pode ser obtida a partir da solugdo de
-8 = flu) em OF
(Pa*) v > 0 em (2"
v = 0 sobre o4

Aqui vamos a supor as seguintes condicdes sobre f
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(1} f:R* — R™ localmente lipschitziana

) _ s) ,
(f2) liminf —‘;f;l > Mi{p, )

Teorema 2.18. Seje f : RT — RY wma funcdo crescente que satisfaz (f1) e {f2').
Suponhamos que o problema (Pa*) tem wma solucdo v &€ WEPLON) n CH({F), algum

a € (0,1). Entdo o probleme (Pa) tem uwma solugdo minimal u e
¥<y  oem Q
onde v € solucio minimal de {Pa*).
Demonstracio: Seia ¢; a autofuncio correspondente a A {p, 17} tal que

n ~F
dr >0 em OF e J/{D; dr=1
Qv

Usando (f2') temos que ug = £¢y é sub-solugo de (Pa) e e = 7 é sub-solugio de
(Pa*), entao
ug < g em 7%, (2.41}

Agora consideremos os seguintes Problemas de Dirichlet

—Ayuy = ug) 02 . —Apwy = ug) )t QF
(Pay) fuo) e (o) (Fluo))

u = 0 o902 w; = 0O ot

onde u; e wy sdo solucles fracas tnicas e positivas de (Pa;) e (Pay) respectivamente.
Entao,

uy <w; em 0F,
pelo Teorema 2.12. Consideremos agora ¢ seguinte problema de Dirichlet

—Av = flug) OF
m = 0 89*

{(Paj)

onde v; ¢ a dnica solu¢fo positiva de {Pa}). Como [ é crescente usando a Proposicao 2.5

temos que (f{ug))” = flud) < flwg) em £ ou seja

~Dpwy = (f{ue))” < flvo) = —Apvn
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Pelo Principio de Comparagdo Fracae conclulmos que
uy <wvy e 0%

Continuando este processo de forma indutiva construlmos as seqiéncias {u, } e {v,} cujos

elementos sao solugdes fracas dos problemas

Agtn = flun_) 0 A, = floa) O
(Pa.) i (tn-) e  (Pal) ? (s

Up = 0 82 v, = 0 afr

respectivamente, tals que

Seguiremos & demonstragdo por passos:
Passo I: <<y <. <, < .. <9 em .

Como —Aug < flvg) = —Ayv; entdo vp < vy em 0*. Agora, usando que [ é crescente
temos que —Ayu; = flug) < fv1) = —Ayvs entdo vy < vy em *. Continuande este

processo de forma indutiva temos que
0<yp<mn <. . <y, <... em Q"

v
Como —Ayv = 0 em O, entdo — < 0 sobre 00, pelo Lema de Hopf, assim para um

Sy

1 > (0 apropriado temos que vy < v. Observemos que v € em particular uma super-solugéo
de {Pa*). Usando que f é ndo-decrescente temos que —Ayu; = fluwg) < f{v) = —A0,
entdo vy < v; < v em Q. Continuando de forma indutiva com este processc temos o

resultado.
Passo 2: o, — V em WP (), algum V € WiP(0").

Como v, € solucio de (PaX} e f é crescente entédo

f Vo lPdr= | flu,-)vndzr < flks) - ko - med(Q),

onde kg = maxv(z). Logo

it

ol ony < lio - (ko) - med(Q7)]'P = cite.
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Y

. . ae = 1 1, >
Daf existe uma subseqiiéncia w,, que chamaremos v, tal que v, — V em W,7(0")

Pela Imersdo de Sobolev v, — V em L*((*). Como
(W&p@n7 UV ™ V} = J{ QV’E}ngp—g’V’Ua . V(?}n ol 3’7) CL?I
= fUpey) - {vp — Vidz
Qx

< ko) flvn — Vil
entio
Imsup(—Ayv,, v, — V) < 0.

Finalmente, usando que —A, satisfaz a condicdo (S,) temos ¢ resultado.
Passo 3: V ¢ soluglo de (Pa®)

Lembremos que

]anlp“QV’vn thdxm/ flvn_)pde.
o o

Como f é continua e v, — V q.t.p. em * entdo

FViedz — Flog1)pdx

< [ V) = flna)l- Il do

< FV) = flom-a ) ogan j;* lpldz — 0.

Por outro lado, como
j[ V[PV, - Vo dz — f iVV!?"”“ZVV Vpdx
0= >

(ver Passo 4 da demonstracdo do Teorema 2.16) entdo a afirmacao é imediata.
Passo 4: V é uma solucéo minimal de {Pa*)

Esta afirmac@o € imediata pois para todo n € IN temos que vo(z) < vp(z) < viz)

q.t.p. em " implica que

vo(z) € (imw,(z) = V{z)) <wv(z) gtp em O
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Passo 5: U é solucao minimal de (Pa)

seguindo as mesmas idelas que no Passo 2 temos que
<y <y <. . <u, <... aqtp emil
Observemos que neste caso ndo temos uma super-solugio para {Pa), porém pela parte (1)
do Teorema 2.6 temos que
lunllzeoqe) = [[un 2oy < {lonllz=(oy < Ko
Usando esta estimativa resulta que

j VP de = f ) -t < Flko) - ko - med(S2)
[y £

ou seja [lunllyirg < ctte. Continuando da mesma forma que no Passo 3 e no Passo 4

concluimos ¢ resultado.
Passo 6: U* <V qtp. em O*

A prova desta afirmacfo segue as mesmas idéias que no Passo 6 na demostragio do
Teorema 2.16. &

Corolario 2.19. Seja f) : R™ — R™ uma funcdo crescente satisfazendo as hipdteses {17
e {f2'), tal que
fils) > f(s) para todo s € RY.
Suponhamos gue o problema
-Au o= fi(v) em

{Pa}l)
v o= { sobre O02F

tem uma solugio v € WoP(Q)NCY>(TF). Entdo o problema (Pa) tem uma super-solugdo

estrita w.

Demonstracao: Como fi é crescente e satisfaz (f17) e (f2), pelo Teorema 2.18 temos

que o seguinte problema

~Dpz = fi{z) em D
(P a’fi}
z == 0 sobre o8}
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tem uma solucdo minimal w tal que w™ <y em 7, onde v é a solugéo minimal de (Pal ).
Isto & possivel pois v > 0 em 07, pelo Principio do Mdarimo de Vozguez. F imediato gue
w é uma super-solucdo de {FPa). Afirmamos que w € uma super-solugio estrita. De fato,

seja b € CH) tal que v > U e # 0, entdo

J,{}IVWFQ‘V%MV@{Z&:Wfﬁ{w}’gﬁsdx>jf{w}@dx
2 G )

dai a afirmacio. =



Lema A.l. Sejap > 1. Bziste uma constante ¢, > 0 tal que, para todo sq,53 € RY,

CplSa — 81fF : se p>2

(|32/F 250 ~ [51/P %51, 81 — 83) > |8 — 511

—— g DX 2,
[52] T [s1)7F F

onde {-,-) € o produto interno usual em RY.
Demonstragao: A demonstracio deste lema pode ser encontrada em [27].

Proposicdo A.2. Sejam ui,up € Wy P{Q), onde p > 1, entdo

(o [Wee-wP 22
[%(EVUQEP“ZVU»Q_Ivul!p_2vu1)V(’ng—u1) > 4 (Jiiv(%“%;)ip)?/p 2
? —= ; PZ2,

k (J,/;UVUQH-]V?J,H)?)E Pt

Demonstragao: Dividiremos a prova em dois casos:

Caso p > 2 Neste caso, o resultado é uma aplicagio imediata do Lema acima.

73



CAP. A « UMA DESIGUALDADE IMPORTANTE 74

Caso 1 < p <2 Usando a Desigualdade de Holder temos que

E‘?J’(al - ug)}p ; y e
v e 24y VF L ‘ (5700 | o [y VP22
Lg {?..%1 Uy )| = '/i (;vali i §v%2§>3}{}3m2}/‘2 UV §$'&22§> ’

~ Vs 2 ;. (2-2)/2

EV(’&LE _ ,&2};2 B/ . i
< e : (IVug| + [Vug[)? :
B <J{z (Vug| + [Vue[)*7 J/ﬁm 1 [Veal)

Entao, usandoe o lema acima temos que

(j; M '"uﬂip)w . jr { | {ug —2up)]?
al

/ _ {2~z}ip §Vu;§ + gvﬁgg}zmp
{\f{;wlg + EV%EI}?\) ha
Q r

< jl(lv&i !p—iv,&z e EVag]p“ZVug}V(m - ’U:z),
¥

daf o resultado. B

Observacao A.1. A desigualdade acima, pode ser escrita em termos da norma em
WyP(0). De fato, como

<j;(iﬁ7u1§ i WUBE}F) " = ||Vu| + | Vuellize

< Huall =+ el

entio
1 . 1
N7 2 Tl + el
Q(]Vuii + [ Vugl)
Logo,
p llug — ug|f? . se p>2
J[([Vugfp_:ZVuz |V P20 )V (ug — 1) > 5
o ug — ]

P Ml + s ¢ P=2

Definamos a fungéo ¢, : R — R por @,{s) = |s/P"%s. Observemos que ¢, 0 g, == id e

G, =i 1.1
©q 0 pp =id, onde - + 2 =1.
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Proposicao A.3. Sejop > 1. Eriste wma constante ¢, > 0 tal que, para todo 1,13 € RY,

Loy (2 Coltz — 1P ;ose p<2
[pplta) — wp(ti)| < - o \
Gofta =l + [P se p22,

onde & = min{l/c,, 1/cE7"}.

Demonstracao: Usando a desigualdade triangular no Lema Al para 1 < ¢ < +0¢
1emos gque
Colsa — 51|70 g2 2
E%O?{SQ,} o @P{Si}g = 532 — 31%

T T T e
(Isa] + |s1)29

g2
para §1 ¥ 83. Para ¢ = 1,2 seja
t= pg(8;) entlo plt;) =s; , (A1)

A conclusao do Lema € obtida pela consideracéo dos seguintes casos:

i
Caso 1 {g>2): Usando (Al)eofatodep—1= i temos que
q ey

[t2 = 21177 2 & ipp(ta) — @p(t)]-
Caso 2 (g <2): Usando (A.1) temos que
[tz — taf{leal ™ + [P0 2 cliop(ta) — (i)
Usando a desigualdade
&+ <(a+bf Va,b>0, ep>1,
temos que

colenlta) — wpltr)] < o — ta|(JtafP ™ + |8y P70
< g - tf(jta] + &) FVED
= o — ta|(lta] + [])P %
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Corolario A.4. Sejam vy, ug € LP(12), 1 < p < +oc, entdo vale a destgualdade

i Pt
Cp uy — ?—523‘2?{9} ; P2

lop(ui) = eplua)lipo o <

g g =
o s — uall 1o (55‘&511@?{@} + §'%2§§Lza{sz>}p Pzl

Demonstracao: Seja p’ tal que i + § = 1. Pela Proposicio A.3 temos que

cg’ j{;fu; - uE[P'(P""l) o Cg Hup — uzjlg(lm D p<2
jf op(ur) — op(un)? <
9]

& f s = wol (Jud + )2 pz2

Da desigualdade acima temos gue o caso p < 2 esta provado, assim, sé nos resta provar o
caso p > 2. Pela Desigualdade de Holder temos que

1

Ji fur = wal” (Jua| + Jug) P27 < ( Ji lulmuzfﬂp*“}% ( fi (auzg+;u2])@—2>pf<p—w)ﬁ
= ( [ b é) ( J ]+ iump)%ﬁw

; {p—2
. !]’u,l — uBngsz(Q} ngli “+ [uQHEfZIE?Q}D

< un = welffeggy (luallzegey + lluallzo)”#72.

Observagdo A.2. Sejam Vuy, Vug € (LP(Q))V, isto €, para cada 1 <41 < N tem-se que

Zu fu ¢ [7(0). Entdo

lop(Vug) — @p<v“l)”{m’(g)).’v <

&l Vuz = Vur|[f 0y ; p<2

ep [V un — Vurll ey ([ Vuillze@py + 1Vuall e )% 5 p2 2.



Proposigdo B.1 (Principio Variacional de Ekeland). Seja X um espaco méirico
completo ¢ ® : X ~ R U {+oo} um funcdo semicontinua inferior que € limitada por
baizo. Sejoe >0 e 4 € X dado, tal que

o(a) < ig,}f@ + %
Entdo, dado A > 0 eziste uy € X tal que
Sun) < o1
d{uy, @) < A
B(uy) < (u) + f):d(u, w), Yu 2 us
Demonstragio: Ver [13].

Proposigdo B.2 (Teorema do Passo da Montanha, Ambrosetti-Rabinowitz [4]).
Seja X um espago de Banach e @ : X — R um funcional de classe C! que satisfaz a
condicgo de (PS). Seja § um subconjunto fechado de X que o disconecta. Sejam zo, %1 €
X que estGo em componentes conezas distintas de X. Suponhamos gue @ € limitado por

baizo em 5, isto €,
i%f@ >b e max{®(xy),®(z1)} < b

77
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Seia o congunio

eniao

o= inf max &~
BEg {(~()),

¢ fal gue ¢ > —00 e € um valor critico. Isto &,

JZp € X tal que ®(E)=c¢ e

Demonstragao: Ver [13].
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