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Resumo

Nesta dissertacao estudamos o comportamento assintotico de solugées para um sistema
de equagoes do tipo Schrodinger nao-linear. O resultado principal a ser estudado exibe
explicitamente uma classe de ondas viajantes solitarias para a equacao de Schrodinger e
mostra que sempre existe uma solucao do sistema que tem comportamento assintético, no
espaco de energia, semelhante a um par de ondas solitarias. Além disso, a convergéncia no
infinito se da de forma exponencial. Como requerimento prévio, sera necessario um estudo

das ferramentas basicas da teoria de equagoes diferenciais parciais dispersivas.

Palavras-chave: Sistema de equagoes de Schodinger, ondas viajantes , multi-soliton, ,

comportamento assintotico de solugoes.



Abstract

In this dissertation we study the asymptotic behavior of solutions for a nonlinear system
of Schrodinger type equations. The main result to be studied exhibits explicitly a class
of solitary traveling waves for the standard Schrodinger equation and shows that there
is a solution of the system that asymptotically behaves, in the energy space, like a pair
of solitary waves. As previous requirements, it will be necessary a study about the basic

tools of the theory of dispersive partial differential equations.

Keywords: System of Schrodinger equations, traveling waves, multi-soliton, asymptotic

behavior of solutions.
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Lista de simbolos

A menos de um conjunto de medida nula.
Parte real do niimero complexo z.
Parte imaginaria do niimero complexo z.

Espaco das fungoes continuas do espago topologico X ao espago topolé-

gico Y.

Espago de Banach dos operadores lineares e continuos do espago de
Banach X para o espago de Banach Y, equipado com a topologia da

norma.
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Espaco euclideano d-dimensional.
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Transformada de Fourier de u.

Transformada de Fourier de inversa de w.
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Espago das fungoes com derivadas continuas até ordem k > 0 em ().

Espaco de Schwartz.
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Espaco das distribuicdes temperadas em R
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Espaco das fungoes u € LP(B), com B < € limitado.
(meN, 1< p< ) Espago de Sobolev.

= W™2(€), com m € N.

(L +1g2a(e) " (x).

(seR,1 < p < ©) Espaco de Banach dos elementos u € S'(R?) tais
que Jéu € LP(RY).

= H**(RY).

(s e R,1 < p < o0) Versdao homogénea do espago de Sobolev H*?.

= H**(RY).

(seR,1 < p,q <) Espaco de Besov.

(seR,1 < p,q <o) Versao homogénea de espago de Besov B;yq(Rd).

Espago de Banach das fungdes u: I — X tais que u(t) € LP(X) q.t.p
tel.

—an2itle2~ \ VY
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Uma constante universal que pode variar conforme a linha.

Espago produto X x X x --- x X (l-vezes).
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Introducao

Sistemas de equagoes do tipo Schrodinger surgem em diversos contextos fisicos. Quando
o potencial de interacao é quadratico, estes sao colocados na forma
i@tul + Aul + (,U1|U1|2 + 6|u2|2)u1 = O, (1)

i0pug + Auy + (p2|us]* + Blur|*)us = 0,

onde (t,z) € R x RY, u; = u(t,x) e ug = uy(t,r) sdo funcdes que tomam valores
complexos, com € R\{0} e 1; > 0 para j = 1,2. Para exemplificar, quando d = p; = 1 o
sistema (1) pode ser derivado como um modelo de propagagao de feixes de luz em uma
fibra 6tica, levando em consideracao a polarizagao do feixe. Com esta escolha especifica de
parametros, o parametro 5 mede a for¢a da interagao XPM (modulacao de fase cruzada)

e varia dependendo da natureza da fibra (por exemplo, § = 2 para fibras de nicleo duplo

ou f = ; para fibras de nicleo tinico) (veja (AGRAWAL, 2007)). Também, se d = 3 tal
sistema pode modelar a interacao de dois condensados de Bose-Einstein de atomos em
diferentes estados de “spin” (veja (ESRY et al., 1997)).

Sistemas de tipo (1) também foram estudados a partir do ponto de vista matemético.
Quando p; = po = f, em dimensao 1, o sistema (1) tem a particularidade de ser
completamente integravel. Portanto, cdlculos explicitos de solugoes sao possiveis e pode-
se exibir uma variedade de solugoes nao-lineares como solitons ou multi-solitons (veja
(ABLOWITZ; PRINARI; TRUBATCH, 2004)).

Solitons e multi-solitons desempenham um papel crucial na compreensao da dindmica
das equagoes de evolugao dispersivas nao-lineares, como nas equacoes de Korteweg-de Vries
ou nas equagoes nao-lineares de Schrodinger (veja (TAO, 2009) para uma visao geral). O
primeiro resultado de existéncia de multi-solitons em um ambiente nao-integravel foi obtido
por Merle em (MERLE, 1990) para multi-solitons compostos de ground states ou excited
states para a equacao de Schrodinger nao-linear L*-critica. Para multi-solitons compostos
apenas de ground states, o caso L*-subcritico foi tratado por (MARTEL; MERLE, 2006)
(ver também (MARTEL, 2005) para a equacao generalizada de Korteweg-de Vries) e o caso
L*-supercritico de (COTE; MARTEL; MERLE, 2011). Até onde vai nosso conhecimento,
o primeiro resultado de construcao de excited multi-solitons, em um ambiante nao critico,
é devido a (IANNI; LE COZ, 2014). Este que sera objeto principal de estudo ao longo
desta dissertacao.

Agora, devido as diversas aplicacoes e do interesse do ponto de vista matematico, o
sistema (1) tem recebido muita atenc¢ao nos ultimos anos. O interesse matematico ocorre
em diversos aspectos tais como boa colocagao local e global, comportamento assintético de
solugoes, existéncia e estabilidade de ondas viajantes, existéncia e unicidade de solugoes do

tipo ground state, dentre outros. Nesse sentido, o objetivo de I. Ianni e L. Coz é fornecer
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um novo ponto de vista sobre o estudo deste sistema. Mais precisamente, ao estudar este
trabalho temos a inten¢ao de entender a boa colocagao global em alguns espagos de fungoes
definidos em R? e estudar o comportamento assintético de solugoes do sistema (1).

Observe que se u; = 0 ou uy = 0, o sistema (1) reduz a equagao de Schrodinger escalar
idpu + Au + plulu = 0. (2)

Portanto, o sistema (1) também pode ser visto como uma extensao natural de (2) no
sentido que se u; ou uy é “pequena” em algum espago de fungoes entdao a solu¢ao (uq, usg)
deveria se comportar como as soluges de (2). E bem sabido que esta dltima equacio
satisfaz algumas propriedades de existéncia de solugao em alguns espacos de fungoes.
Motivados por isto, nossa intencao inicialmente é estender de certa forma todas essas
propriedades da equacdo (2) para o sistema (1). As solugoes da equagao nao linear de
Schrodinger (2) satisfazem vérias leis de conservagao (veja (GINIBRE; VELO, 1982),
(STRAUSS, 1978) e (WEINSTEIN, 1986) para um entendimento bastante completo dessas
leis), em particular, a massa M e a energia £ de uma solugao de (1) (veja a defini¢do em
(2.57) e (2.58)) sao conservadas no tempo. Assim, parece natural estudar as propriedades

do problema (2.2) no espaco H'(R?) x H'(R?). De fato, no segundo capitulo estudaremos

a teoria de boa colocacio em H'(R%) x H'(R?) no caso sub-critico 2 < T 5 O problema
se dificulta em espacos de Sobolev do tipo H*(R%) x H*(R%) para s > 0, onde a existéncia
e regularidade das solugdes depende da escolha da s. Como estudaremos existéncia local
nestes espacos, precisamos de estimativas em espacos do tipo LI(I, L"(R%)), com I um
intervalo contendo o zero.

Contudo, para valores de s nao inteiros as nao linearidades nao sao bem comportadas
entre espagos de Sobolev do tipo H S”’(]Rd). Assim, somos forgados a recorrer aos espacos
de Besov B:,(R?) e precisamos de estimativas lineares nos espacos do tipo L(1, B:,(RY)).
Nestas estimativas, os expoentes ¢ e r sempre satisfazem uma certa relagdo (que considera-
remos mais adiante). A ideia geral é entender a teoria de boa colocagao local da equagao
(2) em (CAZENAVE, 2003) e estender esta teoria para o sistema (1).

Estudar a boa colocacao global ou blow up é um pouco mais complicado, exigindo uma
analise um pouco mais avancada. Por exemplo, para o caso d = 3, se considerarmos o par

(P, Q) como sendo qualquer solugao ground states de (1), e assumimos que
M(uf, uz)€ (uf, u) < M(P,Q)E(P, Q)
onde (u,uy) é qualquer dado inicial do sistema (1). Entdo, (veja (PASTOR, 2015))

(1) Se
M(uf, us)([Vur]ls + [Vusl) < M(P.Q)IVPI; + V),

temos

My, u5)([Vur ()3 + [Vua (8)]3) < M(P,Q)(IVP]; + [VQI).
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e portanto a solucao existe globalmente no tempo, pois o gradiente permanece

uniformemente limitado.

(1) Se
M(uf, us)([Vur]ls + [Vuslz) > M(P,Q)(IVP]; + [VQl3),

temos

My, u5)([Vur (0)[3 + [Vua (8)]3) > M(P,Q)(IVP; + [VQI3)-

Além disso, se u? e u) sdo radiais entdo a solucdo possui blow up em tempo finito
(veja (PASTOR, 2015)). E importante ressaltar que no caso (i) acima, ainda ocorre o
espalhamento da solugdo, ou seja, existem ¢, ", ¢~ ¢~ € H'(R?) tais que

i [ (), wat) — (€767, €6 girr = 0

i [ (), uat) — (€297, € s = O,

onde, ¢ denota o grupo associado a (2) (veja (FARAH; PASTOR, 2017)). Note que as
igualdades acima estabelecem o comportamento assintético no infinito das solugoes de (1),
implicando que para t suficientemente grande o comportamento da solu¢ao do problema
nao linear é equivalente ao de uma solucao do problema linear. Por outro lado, nosso
principal interesse é justamente no comportamento assintotico das soluges de (1) que
nao satisfazem (i) e (i7) (no caso d = 3). Por isso estudaremos em detalhes o trabalho em
(TANNI; LE COZ, 2014), o qual consiste em aplicar estimativas uniformes em solugoes
aproximadas do sistema (1) e usando as propriedades adquiridas por este sistema mostrar
que existem solugoes que se comportam como duas ondas solitarias no infinito.

Este trabalho esta organizado da seguinte forma, o primeiro capitulo apresenta algumas
ferramentas da andlise que utilizamos nos capitulos seguintes, tendo como principais
referéncias os livros (CAZENAVE, 2003), (LINARES; PONCE, 2015) e (BERGH; LOFS-
TROM, 1976). O segundo capitulo tem como propésito analisar a boa colocagao local
do sistema (1), usando como base para esse estudo (CAZENAVE, 2003) e (CAZENAVE;
WEISSLER, 1990). Finalmente, no terceiro capitulo apresentamos a constru¢ao de uma
solugao do sistema (1) com cada componente se comportando, para tempos suficientemente

grandes, como uma onda solitaria da equacao escalar de Schrodinger (2), usando como
referéncias (IANNI; LE COZ, 2014).
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1 Preliminares

Com o intuito de deixar este trabalho autocontido, neste capitulo vamos apresentar as
defini¢oes bésicas e resultados classicos sobre a teoria de equagoes diferenciais dispersivas.
Alguns resultados nio serdo demonstrados, eles se encontram nas referéncias indicadas ao

longo do texto.

1.1 Espacos de Sobolev

Esta secao contem defini¢oes e resultados relacionados com os espacos de Sobolev, os
quais nos darao suporte para o entendimento dos capitulos posteriores. Para obter uma
maior quantidade de detalhes sobre este assunto o leitor podera consultar as referéncias
(CAZENAVE, 2003), (BERGH; LOFSTROM, 1976).

O primeiro passo para a construgdo do espaco de Sobolev sera introduzir um novo

conceito de derivada que generaliza a derivada usual.

Definigdo 1.1.1. Sejam um aberto Q < R, uma fungio u € L, (Q) e a € N um

1

10e(82) € uma a-ésima  derivada fraca de u se

multi-indice, dizemos que v e L

JQ u(x)D%p(z) dz = (—1) ng(x)go(az) dx, para toda p € C(£2).

Dizemos que u é fracamente diferenciavel se todas as derivadas fracas de primeira
ordem de u existem, e fracamente diferenciavel k—vezes, quando D%u existe para todos os
multi-indices « tais que 0 < |o| < k.

Essencialmente, a Definicao 1.1.1 diz que uma derivada fraca de uma func¢ao é uma
funcao localmente integravel que nos permite fazer integragao por partes. O Lema 1.1.2

abaixo estabelece, em certo sentido, a unicidade da derivada fraca.

Lema 1.1.2. A a-ésima derivada fraca de uma fungdo u € L;,.(Q), quando existe, é iinica

a menos de conjuntos de medida nula.

Demonstracdo. Suponha que v, ¥ sdo a-ésimas derivas fracas de u. Entao
(—1)l J vpdr = J uD%pdx = (—1)° J vpdx, para toda p € C (),
Q Q Q

e portanto
J (v—="0)pdr =0, paratodo p € Cy(Q).
Q

Dai, por Dubois Raymond segue que v — 9 = 0 q.t.p em €2, e portanto v = ¥ q.t.p em
Q. O
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Do Lema 1.1.2, se u € L; () possui a-ésima derivada fraca v, podemos denotar

simplesmente

v = D%u.

Motivados por este conceito de derivada fraca, definimos os espagos de Sobolev com os

quais vamos trabalhar nos proximos capitulos.

Definicdo 1.1.3. Sejam Q < R? um aberto, 1 < p < © e k € N U {0}. Definimos o
espaco de Sobolev W*?(Q) como sendo

WHE2(Q) = {u e LP(Q): D*u e LP(Q) para todo |a| < k}.

Observe que, se u € W"P(Q) entao u € LP(2), de modo que toda funcio de W*?(Q)
estd em L (Q).

loc

WHP(Q) é um espaco de Banach equipado com a norma | - ||yre = || - lwr.p () definida

por

lulweo = 35 D]z

0<|al<k

Quando p = 2, defina W*?(Q) = H*(Q), e equipamos H*(2) com a norma equivalente
1/2
v = ( > |Dau<x>r2dm) .
0<|a|<k v

O espaco H* (Q) é entao um espago de Hilbert com produto escalar

(u,v)gr = Z ERJQDQU(Z‘)DO‘U<CL’)CZ$.

0<|a|<k

Definimos a convergéncia fraca e convergéncia forte no espaco de Sobolev W*?(Q) como

segue.

Definicao 1.1.4. Sejam {uy,},_, uma sequéncia em LP(Q2) e w € LP(2). Dizemos que uy,

converge fracamente a u em LP(Q2), se

m—00

lim | w,vdr = J wv dzx para toda v e LV (Q),
Q Q

1 1
em que — + — = 1. Neste caso escrevemos
p p
U, — u em LP(Q).
Definigdo 1.1.5. Sejam {u,,}*_, uma sequéncia em W*P(Q) e u e W*P(Q).
(i) Dizemos que u,, converge fracamente a u em W*?(Q), se

Uy, — u em LP(Q)
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D%u,, — D% em LP(Q)) para cada |o| < k,

€ eSCTrevemaos

U, — u em WFP(Q).
(ii) Dizemos que u,, converge fortemente a u em W*?(Q), se
7rlzi—r>noo Hum — U/Hwk,p(Q) = 0,

€ escrevemos

Uy, — u em WEP(Q).
Uma estratégia muito usada no Capitulo 3 é a seguinte.

Teorema 1.1.6. Sejam (X, || - |) um espago vetorial normado, {x,,}em_, uma sequéncia

em X exe X. Se x,, — x fracamente em X, entdo {x;,}_, € limitada e
||| < liminf |z,,|.
m—0o0
Demonstragdo. Veja (BREZIS, 2011, Pag. 58). ]

Acima definimos os espacos H* com k € N U {0}, mas em geral k pode nao ser um

numero natural, portanto definimos H® para s € R.

Definicao 1.1.7. Seja s € R. Definimos
H*(RY) = {ue S'(RY): (1+[¢[)2ae LRI},

com norma
e = [[(1+ 1€)%)24 e

J1ul
Mais geralmente podemos definir os seguintes espacos.

Definicao 1.1.8. Sejam s€ R e 1 < p < . Definimos o espago de Sobolev de ordem s,
denotado por H**(R?), como:

H**(R?) = {ue S'(RY) : Ju(z) = (1 + [€]*)2a(€))" (z) € LP(RY)},

com a norma

[ulew =] Lo

Algumas propriedades fundamentais do espaco H*P(R?) sdo dadas na seguinte propo-

sicao.
Proposicao 1.1.9. O espaco H*P(R?) werifica:

(i) H**(RY) = H*(R?) e H*?(RY) = LP(RY) (mesmas normas).
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(i) H'P(R?) «— H*2P(R?) se 51 > so.
(iii) Se p < oo entdo [H**(RY)]* = H~*7 (RY).

(iv) Se m é um inteiro ndo negativo e 1 < p < o entdo W™P(R?) = H™P(RY) com

normas equivalentes.

(v) Imersio de Sobolev: H*P(R?) — H*"P1(R?) se

d d
s——=8—— e l<p<p <o, ss €R.
p P1

d
Em particular, se 1 <p <o el <s<—, entdo
p
HP(RY) — L% (RY).

d
Mais ainda, H*?(R?) < L*(R%) sep>1es > —.

p
Demonstragdo. Veja (BERGH; LOFSTROM, 1976) Capitulo 6. O
1 1
Teorema 1.1.10. Se s > d (2 - > com p > 2, entdo H*(R?) — LP(RY).
p
Demonstragdo. Basta combinar as propriedades (i),(i7) (v) da Proposigao 1.1.9. O

1.2 Espacos de Besov

Mais adiante vamos precisar de espagos que servem para generalizar espacos de fungoes
mais elementares, como os espacos de Sobolev, e sao eficazes na medicao das propriedades
de regularidade das fungoes. Para que possamos prosseguir, vamos introduzir a nocao de
espagos de Besov B (]Rd) para 1l < p,g<weseR.

Consideremos a fun(;ao ne C(R?) tal que,

e definimos a sequéncia (¢;)jez = S(R?) por

¢; (&) =1 (2%) —7 (2f_1> :

Definicao 1.2.1. Sejam 1 < p,q < w0 e s € R. Definimos o espaco de Besov B;q(]Rd)

por

B: (RY) = {ue S'(RY) : |

B;Lq < 00}7

com

|l

o 1/q
5y, = (7) |Lp+<2 29)(4,2) m) se g<o
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lullss, = ()" |z» + sup 2] (¢;0)" | 1o se q = 0.
j=

Mostraremos a relagao entre os espacos H*?(R%) e B;ﬁq(]Rd). Mais precisamente.
Proposicao 1.2.2. As sequintes propriedades sdo satisfeitas:

1. Se 1 <p<2, entdo B; (R?) — H*"(R?) — B ,(R?).

2. Se2 <p <, entio B} ,(R?) — H*?(R?) — B; (R).

3. Em particular, Bj,(R?) = H**(R?) = H*(RY).
Demonstragdo. Veja Teorema 6.4.5 em (BERGH; LOFSTROM, 1976). ]

Agora introduzimos os espacos homogéneos H*(R?), H*?(R?) e B;q(Rd). Na verdade,
eles sao bastante delicados de definir, ja que podem ser considerados espacos semi-normados

ou espacos quociente. Sera suficiente para o nosso propésito definir apenas as semi-normas.

Definicao 1.2.3. Sejam 1 < p < w0 e s € R. Definimos a semi-norma do espago Hs’p(]Rd)

por: dada u € S'(R?), temos que

0

D (El¢m)Y

j=—00

lull s =

Lr

ee}
se Z (|€]*p;a) converge em S'(R®) para uma fungio de LP(R?), e |ul
j=—00
forma.

frsp = 00 de outra

Dada u € 8'(RY) definimos a semi-norma do espago H*(RY) por, |ullze = [u] s
Finalmente, sejam s€e R el < p,q < o0 eu e S’(Rd). Definimos a semi-norma do

espago B;,q (RY) por:

o0 1/q
fuls, - ( 5 <23J<¢ja>vum>q> e g<o
J

i

luls;, = sup2(¢;0)" |» se q = oo.
JEL
O seguinte teorema serd muito importante no desenvolvimento do Capitulo 2.

Teorema 1.2.4. Algumas propriedades fundamentais das seminormas H*P(R?) e B;q(]Rd)

sa0:

1. Se s > 0, entao ||ul

g~ luls + ul 5
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2. Se 0 < s <1, entao

e dt 1/q
By, ™ (J (" sup |u(- —y) — U(')Lp)q> se q <

0 lyl<t t

i

lullsy, ~ sup Ju(- —y) —u()|er se ¢ =0

ly|<t

Demonstragdo. Veja Teoremas 6.3.1 e 6.3.2 em (BERGH; LOFSTROM, 1976). O

1.3 Estimativas de Strichartz

Algumas estimativas muito importantes nos permitirao garantir a existéncia de solucao

do sistema (1). Iniciamos introduzindo a nogao de par admissivel.

Defini¢ao 1.3.1. Dizemos que o par (q,r) é admissivel se

<< 2d

Observagao 1.3.2. Se (q,r) € um par admissivel, entdo 2 < q < 0. Além disso, note

sed>3, 2<r<ow sed=1, 2<r<w sed=2.

que (00,2) é um par admissivel.
O teorema a seguir descreve as propriedades suavizantes globais do semigrupo (eitA)teR.
Teorema 1.3.3 (Estimativas de Strichartz). As seguintes propriedades sio validas:
1. Para cada p € L*(RY), a fungio t — €™ pertence a
LY(R, L"(RY)) n C(R, L*(RY))
para cada par admissivel (q,r). Além disso, existe uma constante C' tal que

€02l ar.zry < Cllolze para toda o € LA(RY).

2. Sejam I wm intervalo de R (limitado ou ndo), J =1, e tye J. Se (v, p) é um par
admissivel e [ € L"*/(I, L'”/(]Rd)), entdo para cada par admissivel (q,r), a fungao

t
t— () = J )2 f(s)ds paratel (1.1)

to
pertence a
LA(I, L"(R%) n C(J, L*(R%)).

Além disso, existe uma constante C, independente de I, tal que

|| 2o(1.r) < Clf | p, para toda f & L' (1, 17 (R).
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Demonstragdo. Veja Teorema 2.3.3 em (CAZENAVE, 2003). n

As estimativas do Teorema 1.3.3 podem ser generalizadas a outros espagos envolvendo

derivadas. Mais precisamente,
Teorema 1.3.4. As sequintes propriedades sao validas:
1. Para cada p € H™(RY), a fungdo t — e pertence a
LR, W™ (R"))
para cada par admissivel (q,r). Além disso, existe uma constante C' tal que

0>l ) < Cllglmn para toda o € H™(R).

2. Seja I um intervalo de R (limitado ou ndo) tal que 0 € I. Se (v,p) € um par
admissivel e f € LY (I, L7 (R?)), entdo para cada par admissivel (q,r), a fungio
t

t— Ds(t) = J =2 f(s)ds parate I
0

pertence a

LI, W™ (RY)).

Além disso, existe uma constante C, independente de I, tal que

¢l sz wmery < O fl v r,p0ry para toda f e LY (I, L7 (RY)).

Demonstragao. Veja (CAZENAVE, 2003, Pag. 38). O
Corolario 1.3.5. Seja s € R.

1. Se (q,r) € um par admissivel, entao existe uma constante C' tal que

Hei(.)ASOHLq(R7Bi2) < Clells;, para toda ¢ € H*(RY).

2. Se (q,r) é um par admissivel, entao existe uma constante C' tal que

i()A . :
le QOHLq(R,B;Q) < Clel B,

para toda ¢ € S'(R?) tal que H90|352 < .

3. Seja I um intervalo de R (limitado ou nao). Se (v, p) é um par admissivel, entdo

para cada par admissivel (q,r) eziste uma constante C', independente de I, tal que
”(I)fHLq(LBf’Q) < O”fHL“//(I,BZ, 2) para toda f e L7 (I, BZ')Q(Rd))’

onde @y € definida como em (1.1).



Capitulo 1. Preliminares 22

4. Sejam I um intervalo de R (limitado ou ndio), J = I, etye J. Se (v, p) é um par

admissivel, entdo para cada par admissivel (q,r)
;€ LU(I, B,(R) n C(J, H*(RY)),
e existe uma constante C', independente de I, tal que
HCI)fHLCI(I,Bj’Q) < CHfHL“/(I,B:,,Q) para toda f € Lv,(l’ B;',z(Rd))u
onde ®; € definida como em (1.1).

Demonstragdo. Veja (CAZENAVE; WEISSLER, 1990). O

1.4 O Problema de Cauchy

Seja X um espago de Hilbert com norma | - |x e produto interior real (-, )x. Con-
sideremos A : D(A) € X — X um operador C-linear, e assuma que A é auto-adjunto,
D(A) denso em X e (Azx,x) < 0 para todo x € D(A). Suponhamos que A é o gerador
infinitesimal do semigrupo de contracoes (U(t)),-, em X. Note que D(A) um espago de
Hilbert equipado com o produto escalar (x,y)p) = (Az, Ay)x + (x,y)x, correspondente
A norma el = Al + 3

Denotamos por X 4 o completamento de D(A) para a norma HIH2D(A) = x|} — (Az,2)x.

Logo,

D(A) > X4 X — X3 — (D(A))"

onde todas as imersoes sao densas.

Agora, vamos definir o que entenderemos por uma solu¢do para nosso sistema (1),
através de um argumento muito comum que consiste em estabelecer uma equivaléncia
entre o problema de Cauchy e uma equacao integral.

Com efeito, consideremos o problema de valor inicial (PVI)

{ iug + Au + g(u) = 0,

u(0) = up € X (1:2)

onde g é chamada de nao-linearidade e A um operador auto-adjunto que estende A em
(D(A))* com dominio em X.
Além disso, seja I um intervalo tal que 0 € I, e consideremos a seguinte equagao

integral
t

u(t) = e + ’LJ e g(u(s))ds para tel. (1.3)
0
com (eitz)tE]R o grupo de isometrias gerado por i A.
Agora, a teoria de semigrupos de operadores lineares (veja (CAZENAVE, 2003, Pag.
18)), estabelece que se ug € X, g € L*([0,T], X3) e u e L*((0,T), X4), entdo u verifica

(1.2) q.t.p t €[0,T] se e somente se u verifica (1.3) q.t.p ¢ € [0,T].



Capitulo 1. Preliminares 23

Portanto, usando a teoria mencionada anteriormente com o operador A = A e os
espacos de Sobolev X = H*(RY) com alguma escolha de s € R temos o seguinte teorema,

o qual vai estabelecer uma relacao entre equagoes (1.2) e (1.3). Por conveniéncia, vamos
A

usar a mesma notacao para e e 4.

Teorema 1.4.1. Sejam I um intervalo tal que 0€ I, s,0 € R, e g : H*(RY) — H°(RY)
continua e limitada em conjuntos limitados. Se uw e L*(I, H*(R%)), entdo ambas equagdes
(1.2) e (1.3) fazem sentido em H"(R?) para p = min{s —2,c}. Além disso, u satisfaz a

equagio (1.2) q.t.p t € I se, e somente se, u satisfaz a equagdo integral (1.3) q.t.p te I.

Demonstracio. Como u € L*(I, H*(RY)) e A € L(H*(R?Y), H"%(RY)), entdo Au €
L™(I, H7*(R%)). Além disso, g(u) : I — H?(R%) é mensurdvel pois temos que g €
C(H*(RY), H°(R%), e limitada ji que g é limitada em conjuntos limitados, portanto
g(u) € L*(I, H"2(RY)). Consequentemente as equagoes (1.2) e (1.3) fazem sentido em
H"(R%). Agora, como {€"*},cr é um grupo de isometrias em H*(R?), entdo a equivaléncia

entre (1.2) e (1.3) segue da observagao feita acima. O

Por ltimo vamos mostrar um resultado que permite estender, sob certas condigoes,
as solugoes obtidas do problema (1.2). No que segue vamos assumir que para cada
ug € H¥(R?), com s € R, existe T' = T(|lup| x) > 0 dependendo somente de |ug|zs e uma
tinica u € C([0, T], H*(R%)) solugao de (1.2). Além disso suponha que T pode ser escolhido

gs < M entao u estd definida em [0, Tyy],

uniformemente no seguinte sentido: se |ju(t)]
com Ty = T(M).

Proposigao 1.4.2. Se |u(t)|gs < M para todo t € [0,T], com M > 0 uma constante,

entdo u pode ser estendida unicamente a [0, c0).

Demonstragdgo. Como |u(t)|

ms < M, entdo sabemos que u estd definida em [0, T)y].
3T
Vamos a mostrar que podemos estender u ao intervalo lO, QM] De fato, consideremos o

seguinte PVI,
it + AU+ g(u) =0,
w(0) = u (Th/2) .
Como |a(0)|gs = |u(Th/2) |ms < M, entdo segue que u estd definida em [0, T)/]. Agora,
defina
*) u(t), se 0 <t <Ty/2
w =
Pela definicao de w nao é dificil obter que w € C([0,3Ty;/2], H?). Para finalizar a de-

monstragao devemos mostrar que w ¢é a tnica solugao de (1.2) em [0,37'M /2], ou seja,

t
w(t) = e uy + zf e 2g(w(s))ds, qt.p tel0,3Tn/2]. (1.4)
0
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O resultado é claro para t € [0, Ty;/2]. Suponha que t € [Ty;/2,3T);/2], entdo temos que

w(t) = @t — Thy/2)
t—Th /2

_ ei(thM/Q)Au(TM/Q) + ZJ ei(thM/Qfs)Ag(ﬂ(S)) ds
0

' 4 Ta/2
_ ez(t_TM/z)A 6z(TM/2)AuO + ZJ ez(TM/2—s)Ag(u(8)) ds
0

t—Tar/2
+ 1 J e -TM2=9)8 0(i(5)) ds
0

‘ Thm/2 t A
=g [ IBgfa(s) ds b | IBg(alr - Tu/2) dr
0 Thi /2

' Thm/2 t ;
— ey, + ZJ et=8g(w(s)) ds + zf =8 g(w(s)) ds
0 Th /2

t
TN J ¢35 (1)) ds.
0

Fazendo este processo reiteradamente podemos mostrar o resultado desejado. O
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2 Boa Colocacao local para um sistema nao-

linear de equacdes tipo Schrodinger em H®

Neste capitulo vamos estudar a boa colocacao local do problema de valor inicial
associado a um sistema nao-linear de equacoes tipo Schrodinger no espaco de Sobolev
H S(Rd) para certos valores de 0 < s < 1. Em principio, um resultado de existéncia local

pode ser estabelecido por um argumento de ponto fixo usando as estimativas de Strichartz

nos espacos de Sobolev H*"(R?) junto com estimativas de |.|zsr. Aqui, preferimos usar o

espaco de Besov Bf,(R?) como um espaco auxiliar, porque as estimativas de |.| Bs, SA0
muito mais simples de serem obtidas.
A nocao de boa colocagao local que adotaremos inclui existéncia, unicidade, persisténcia

e dependéncia continua com relacao ao dado inicial. Mais precisamente,

Definicao 2.0.1. Sejam X, Y espacos de Banach e F :' Y — X wuma func¢do continua.

Dizemos que o problema de Cauchy

ou(t) = F(u(t)) € X, (2.1)
uw(0) =peY,
é localmente bem colocado (ou bem posto) em Y se

1. Eziste T > 0 e uma fungio v € C([-T,T] : Y) tal que u(0) = ¢ e a equagio

diferencial em (2.1) é satisfeita, no sentido que

u(t + h) — u(t
lim ( ) —uld) _ F(u(t))] =0,
h—0
X
onde as derivadas em t = =T et = T sdo calculadas a direita e a esquerda
respectivamente.
2. Essa solugao € inica em C([-T,T]:Y).
3. A fungdo p — u € continua. Mais precisamente, sejam p, €Y, n=1,2,3,...,00,

tal que @, Y Yoo € Uy € C([=T,T,] : Y) as solugdes correspondentes. Seja T €
(0,T). Entao as solugées u,, podem ser estendidas ao intervalo [—T,T], para todo
n suficientemente grande, e
lim sup |u,(t) — ux(t)|y = 0.
Jim, s fu(8) )]
Se alguma das condigoes acima nao é verificada, o problema é dito mal colocado (ou

mal posto). Se as condigoes sdo satisfeitas para todo T' > 0, dizemos que o problema é

globalmente bem posto.
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Consideremos o sistema de equacoes nao lineares de Schrodinger

ié’tul + Auy + gl(ul, Ug) =0,
10sus + Aug + gg(ul, Uz) =0, (22)
(11(0), u2(0)) = (1, ¥2),

onde para j = 1,2, g; : C x C — C sao as nao linearidades, u; : R x R - C,d<3e
¢; : R" — C. Frequentemente escrevemos u; = u;(t, ) e u;(t) = u,(t, ).

Nosso objetivo aqui serd estudar a boa colocagao local do sistema (2.2) nos espagos de
Sobolev Y = H*(R?) para escolhas apropriadas de s € R e g; para j = 1,2. O Capitulo 3

estd orientado a trabalhar com nao linearidades dadas por
g1(ur,ug) = puy|ur Py + Blus*uy e galur,uz) = polua|?us + Bluy*us,
onde p; > 0 e 5 € R\{0}. Neste sentido, é claro que para j = 1,2,
|95 (u1, u2) — g;(v1,02)| < O (Jua]? + ol + Jor|* + [v2*) (Jur — 01| + [uz —va]) . (2.3)

Formalmente, obter uma solu¢ao (uq,uz) do sistema (2.2) com as duas nao linearidades
indicadas acima ¢ equivalente a obter uma solucao das seguintes equagoes integrais, no

sentido do Teorema 1.4.1,

t
uy (t) = ey + ZJ e =R g1 (ug(s), ug(s))ds (2.4)
0
€ t
uy(t) = ey + ZJ e =98 gy (ur (), ug(s)) ds. (2.5)
0
De fato, a seguinte observacdo mostra esta relagao.
Observagio 2.0.2. Sejam d/6 < s < min{l,d/2} 1d 5
servacao 2.0.2. Sejam s min = ——— ey = —, com
g ..7 ) J p d + 2 fY d _ 287

1 <d < 3. Considerando, as fungoes g1 : C x C — C, g9 : C x C — C dadas por

9121, 22) = (walz1* + Blz2]?) 21,

92(21, 22) = (p2]2af” + Blz1]*) 2

para z1, 22 € C. Dai, para j = 1,2, resulta que ¢;(0,0) = 0 e g; verifica a desigualdade
(2.3) para z1,z2 € C. Seja I um intervalo limitado com 0 € I e suponha (uy,us) €
(L(1, H*(RY)Y? 2 (L(L, Bi(RD))2

Como p = 2, pela Proposigio 1.2.2 temos B;Q(]Rd) — H*P(RY). Como 2s < d, obtemos
sp < d, entdo a Proposicio 1.1.9 diz que H*"(RY) «— Ld%ﬂ(]Rd).

Segue, aplicando interpolagdo, que BS,Q(]Rd) < LP(RY) para todo p < p < =
4d
d—2s
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Assim, (uy,us) € (L7(I, LP(R%)))? para todo p < p <

Além disso, como

1/p 3/3p
loftar = ([ lotwae) "= ([ lofras) = polga.
R4 R4
1/p 1/2p 1/2p
otler = ([ o as) "< ([ pvac) ([ ) = bl o,
R R R

entao, dado que

d—2s’

9j (21, 22)| < Cllza + |z2*) (21| + |22]) = C(|21® + |22 + |21 |22] + |22[?|21]),

d
— 25

temos que gj(uy,uz) € (L7(I,LP(R%)))* para todo max{l, g} <p< 7

tel

, Pois para

lgj(ur(t), ua(t))] Lo
< CO([fur ()Pl 2o + Nua @) e + [lua (6)Plua (0] o + [ua () Plur ()] 20)
= C(Jur (8)]17s0 + lua(®)Fsp + Jua (8| Zaollua ()] 2o + [ua(t)|Fap | (£)]220).

d
Desta forma, se max {1, g} <p< FEp obtemos | g;(u1, uz)| 1,00y < .
—2s
Logo, como p' = 57 go €ntao gi(un,u) € (L(1, L7 (R%)))2.
—2s
(d —2s) o (R4 24 R
Por outro lado, tomando 0 = —————, temos 20 < d, de onde H°(R") — L2 (R?),
2d )
e como ——— = p, resulta que, H°(R?) < LP(RY), assim L” (R?) — H~°(R?). Logo,
—2s

gi(uy,ug) € L7(I, H7(R?). Consequentemente, gj(uy,us) € L*(I € H™7(RY).
Por outro lado, como (veja (2.21))

ng(ulauz) - 9;'(“171)2)“Lp' < C(Hul - leLp + HU2 - U2HLP)>

H*(RY) — H°(RY) «— LP(RY), pois d/6 < s, e L’ (R?) — H™"(RY), seque que g; €
C(H*(RY), H°(RY). Logo, como (uy,us) € (L*(I, H*(RY))?, o Teorema 1.4.1 garante
que obter uma solugio do sistema (2.2) € equivalente a obter uma solugio dos sistemas de

equagoes integrais (2.4) e (2.5).

Sendo assim, no que segue, entenderemos por solugao do sistema (2.2), com as nao
linearidades satisfazendo (2.3), uma solugdo das equagoes integrais (2.4) e (2.5). Convém
mencionarmos que, restringiremos o estudo da boa colocagao local para dois casos: o
primeiro quando d/6 < s < min {1,d/2} e o segundo quando s = 1. Para outros casos veja
(CAZENAVE, 2003).



Capitulo 2. Boa Colocagio local para um sistema ndao-linear de equacées tipo Schrodinger em H® 28

2.1 Boa colocacio local em H® quando d/6 < s < min {1, d/2}

Vamos comegar estabelecendo uma estimativa para a norma de B®,(R%), a qual

usaremos para mostrar a boa colocagao local do sistema (2.2). Mais precisamente.
Proposigao 2.1.1. Seja ge C(C x C,C). Assuma g(0,0) =0 e
l9(21, 22) = g(z1,22)] < O (|21 + [22* + |21 + o) (|20 — 2| + [0 —22])  (2:6)

para zi, z2, 1, To € C.

2pr
Sejam0<s<1,1<qg< o, 1<p<r<owm. Seazi, entdo

CllualZo + luzlZo)(

lg(ur, ua)| g, < B:,)

5 S
B,

lg(ur, u2)le, < Cllualie + fualZe) (luall s, + luzlsg,). (2.7)

para toda (uy,us) € vaq(Rd). Aqui, usamos a convengio que |ul7, = J}Rd |ul” dz para
0<o<l

2 2
PT temos1 =22 + b Aplicando a desigualdade de Holder
r—op o

Demonstragao. Como o =

segue que
[(Jua [ + [uzf*)v] 75 = Ly [(Jur |* + Juz[*)v [P do

_ f (arl? + JusP)Plo? de

2p/o p/r
(] G s appyrac) = ([ olyras)
R (2.8)
2p/o p/r
=C (J (Jur|* + |ugl )”/2 dx) (J v|rdx>
Rd
2p/o p/r
C (J (Jua] + Juz|)? ) <J lv|" dx)
Rd
= C|[(lul + lu2)) [ 02
Dessa maneira,
| (Jua ] + Jua|*)vle < C(lua] + Juz) - 0] 2r < C(Jwa]Fe + Juz]e) o]z (2.9)

Além disso, se y € R, entdo das desigualdades (2.6) e (2.9) obtemos

lg(ua, u2)(- =) — g(ur, u2) ()| v

< Cl(Jua (- = )1 + ua(- = 9)I* + [ () + Jua()]?)

ua (= y) —ua ()] + |ua(- —y) —ua()]) e

< C(lualfe + Jualio)(Jur (- = y) = wr()or + Jua(- = ) — ua(-)]2r)-
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Nesse sentido, usando o Teorema 1.2.4 resulta que

lgCun, o)l < Cllunlo + fualfo) (s, + Jual s, ). (2.10)

Por outro lado, por (2.6), temos |g(uy, ua)| < C(|ug|* + [uz|?) (Jus| + |ug]), assim, novamente

usando a desigualdade (2.9), chegamos a

lg(ur, u2)lzr < C(lurlLo + Juzlie) (Jur - + fuaf ), (2.11)

e pelo Teorema 1.2.4 sabemos que |u|ps  ~ [[ufz» + [ul

dades (2.10) e (2.11) segue (2.7). O

ps - Logo combinando as desigual-
p,q

A seguinte proposicao diz respeito aos varios pardametros que ocorrem no teorema

principal.

Proposicao 2.1.2. Suponha

4d 8
2 0 d/2 = = .
<d—237 <s<d2, p d+2s €7 d—2s
Seja
1 B S
propd
entao

2d
(z')2<p<d

286d>262<p<0®86d=1,2.

2 1 1
(ii)) — =d (2 - ) Em particular, (v, p) é um par admissivel.
v p

d
(iii) p < —. Em particular p* > p.
s

= |w BN

(iv)

+

b\‘)—l
b.\*—‘

(v)

2|~

Demonstragdao. Suponha 2 < pi el <s<d/2.

— zS

d 4 4 2
1. Como s < 3 obtemos ES < 2. Logo 2 + ES < 4, isto é, 2 (1 + ;) < 4, de onde

2(d + 2 4d
(78) < 4, o que é equivalente a 2 < 5" Agora, como 2(d — 2 — 2s) <
s

2(d —2s) < 4 temos 2d — 4 — 4 < 4s e assim 2d + 2d — 8 < 2d + 4s, o qual implica
que 4(d — 2) < 2d + 4s.
2d 2d

4d
Portanto FEy < T g e d # 2. Desta forma concluimos que 2 < p < P
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(1Y _y 1 1+2s/d\ d—2s 2
2 p)  T\2 4 4y

Da parte 1 e a igualdade acima é claro que (v, p) é um par admissivel.

2. Note que

< 1. Dali,

4
3. N te de s < d/2 d+ 2s > 4s, isto é,
ovamente de s / segue que S S, 1ISTO € 2+d/s

A df 4 Ny _d
p_1+23/d_3 2+d/s s

2 4 1 1 1

4. Pela definicao de p resulta que 1 + 2 —,istoé, 1 — — =2 ( — S) + —.
d p p p d) p

1 1

Portanto — = — + —.
proop P

4 4
5. Como 2 < 5q7 & definicao de ~ implica que v > 4, o que equivale a — < 1, de
1 1 3
onde, — =1——>—.
Y Yo

]

O seguinte resultado garante a boa colocagao local do sistema (2.2) no espago de
Sovolev H*(R?) quando d/6 < s < min {1,d/2}.

, com1l <d < 3. Para

4
Teorema 2.1.3. Suponha d/6 < s < min{l,d/2} e 2 < y
Jj =1,2 sejam g; € C(C x C,C). Assuma g;(0,0) =0 e

2s

195(21, 22) — gj(w1, 22)| < O21* + |2 + |21 [* + [2) (|21 = 21| + |22 — 7)) (2.12)
para 21, z3, 1, o € C.
Seja (v, p) o par admissivel definido por

C4d 8
p_d+25’ py_d—25'

Dados (¢1, p2) € H¥(RY) x H¥(R?), existem Thnaw, Tynin € (0, 0] € uma tinica solugio mazi-
mal (uy,uz) € (C((=Tmin, Trmaz ), H*(R?)))* A (Lo ((=Tnins Tinaz), Bio(R)))? do sistema

(2.2), satisfazendo as sequintes propriedades:
1. (ur,u2) € (L ((=Tmin, Trnaz), vaQ(]Rd)))2 para cada par admissivel (q,1).

2. 5€ Thax(p1,p0) < O (respectivamente Tiin(p, o) < ©) entdo

[ Cur (), ua(2))]

HsxHs — OO,

quando t 1 Thax(pr,0s) (Tespectivamente t | —Tinin(er ) )-
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3. (uy,uq) depende continuamente de (¢1,2), no sequinte sentido. Existe 0 < T <
Tmax(cpl,soz)vain(Lm,cpz) tal que se ((;0?,903) - ((101’()02) em HS(Rd) X HS(Rd) € se
(u},uy) denota a solugio de (2.2) com dado inicial (p},¢h), entéo 0 < T <
Tax(er o) Tmin(gn,en), para todo n suficientemente grande, e (uy,uy) € limitada
em LY((—T,T), Bfa(]Rd)) para todo para admissivel (q,r). Além disso, (uf,uy) —
(uy,us) em LA((=T,T),L"(RY)) quando n — oo. Em particular, (u?,u}) — (u1,us)
em C([-T,T], H¢(R%)) para todo 0 < & < s.

Demonstracdo. A demonstracao deste resultado sera feita em 5 passos.

Passo 1 (Existéncia) Inicialmente vamos mostrar a existéncia de uma solu¢ao para o
sistema (2.2). A ideia para garantir a existéncia desta solugao é encontrar solugoes das
equagoes integrais (2.4) e (2.5).

Definamos
X = {u e L(1, Byy(RY) : Juliorm: ) < M} : (2.13)

onde I = (=T,T) e T, M sao constantes positivas que serdo escolhidas posteriormente.
Sem perda de generalidade suponha que I = [0,T") para o caso (—T,0) procedemos de

forma semelhante. O espaco X x X munido da métrica

d((u1, u2), (v1,v2)) = |Juy — UlHLW(I,B;;Q) + [ug — UQHLW(I,B;;Q)

é um espaco métrico completo.
Com efeito, consideremos a sequéncia {(u,, v,)} ey € X x X tal que (uy,,v,) — (u,v)
em L7(I, BZQ(]Rd)) x L(I, BZQ(]Rd)). Dessa maneira pelo Teorema 1.1.6 temos que

(u,v) € L(I, B 5,(RY)) x L7(I, BS 5(R?))

| (s 0) [ Lr,85 ) pva,ms ) < Mminf | (wn, vn)| 20,83 ) x2r1,85,) < M

Portanto (u,v) € X x X, o que mostra que (X x X,d) é completo. Por outro lado,

consideremos a fungdo H : £ x ' — E x E definida por
H(Ul,U2> = (Hl(ul,UQ),HQ(Ul,UQ)) (214)

Cco1m
t

Hj(uy, ug)(t) := €™ p; + zf =98 g (uy (), ua(s)) ds, (2.15)
0

para 57 = 1,2. Nosso objetivo é encontrar T, M tais que H esteja bem definida e além
disso, que também seja uma contragao, de onde, pelo Teorema de ponto fixo de Banach
seguira o resultado desejado.

De fato, consideremos (uy, us), (v1,v2) € X x X. Daqui para frente trabalharemos com

j=1,2. Tomando p = p/, r = p e ¢ = 2, pela Proposicao 2.1.1 temos que

s, ua)lzs,, < € (Jurl? oy + sl sy ) (ealsg, + el s, )

d—2:
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para cada (u1,uq) € B;Q(Rd) X B;Q(Rd).
A Proposigao 1.1.9 estabelece que B;,Q(Rd) — Ld%s(Rd), assim

2. ) (il

8272) )

5y, <C

g5 (w1, uz)| 233,2 + |z By, + [uz|

isto é,

\ulHB;2> . (2.16)

lgs s, ua)lss,, < C (feall , + ol + Jon By s, + ol

1 3
Agora, pela Proposigao 2.1.2 resulta que — > —, entao seja 6 > 0 tal que
v

— =245 (2.17)

Aplicando a desigualdade de Holder (no tempo) segue que

([ o) < <( [a)™ (] (o)™ ) /)

e (L O, dt) 3/7 (2.18)

= TJH“H%W([,B;Q)

/A

€

2y
34

/ / 1/7,
! o0l )

LN/ 2y'/y
i) a) (] (e
” I

1/y
7, dt)
P2

(] 1t
< (( | dt)w (] (tute
=1 ([ Jutor, ) " (] 1o

= T°ulirir s vl .53 ,)-

1/

NG 744 v/
7, ) dt)
& (2.19)

Desse modo, aplicando a desigualdade de Minkowski em (2.16), e usando as desigualdades
(2.18) e (2.19),

195 (w1, uz)ll (1B, ,)
< O (Il 1.3, + 12l r.m5.) (2.20)

+CT° <|’U2H%W(I,B;2)HUIHL”(I,B;Q) + HU1|’%V(I,B;Q)HU2HL”(LB;2)> :

S
Dessa forma, tomando p* tal que — = — — 7 pela Proposicao 2.1.2 temos que
p P
2 1 20 /
— =+, istoé, 1= p* + 2
p p pp



Capitulo 2. Boa Colocagio local para um sistema ndao-linear de equacées tipo Schrodinger em H® 33

Logo, usando a desigualdade (2.12) e aplicando a desigualdade de Holder analogamente

como na desigualdade (2.8), resulta que
g (ur, uz) = g;(ve, v2) | Lo

< [ (Jual? + Juzl® + [v1]? + va]?) (Jur — v1] + Jup — vo|)| 1

= C(||U1Hip* + Hqu%p* + ||v1Hip* + \|U2||%p*)(HU1 —v1]ze + [lug — va|ze).

Pela defini¢ao de p*, obtemos que p < p*. Logo dado que p > 2, pela Proposicao 1.2.2
temos B;Z(Rd) < H**(R?). Como 2s < d, obtemos sp < d, entdo a Proposicio 1.1.9 diz
que H**(RY) «— Ld%ﬂ(]l{d). Assim, B;Q(]Rd) < L (R%) e consequentemente

ng(uh uy) — gj<vl, UQ)HLP’

(2.21)
< C(HUl\QBs2 + ||Uz|zBs2 + “01‘2352 + ||v2\%32)(\|u1 —v1|pe + [luz — vaf o).
Py ps P, P,
Por outro lado, pelo Corolario 1.3.5 resulta que para todo par admissivel (g, ),
le*20ilLaq,B2,) < Clslag, = Cleslus (2.22)
e
Hq)gj (u, U2)HLQ(1,B;2) < Clgj(ua, UQ)HLW’(I,B;/ L) (2.23)
onde .
Dy, (ur, uz)(t) = ZJ =98 g (uy (), ua(s)) ds. (2.24)
0

Assim, da defini¢do de H; dada em (2.15), e as desigualdades (2.22) e (2.23) obtemos

| Hj(ur, us)|raqr,5:,) < C <||90j|Hs + ng(uhUQ)”Lv’(],Bz,2)> ; (2.25)

para todo par admissivel (g, 7).

Logo, para o par admissivel (7, p), usando a desigualdade (2.20) na desigualdade (2.25),

obtemos
| Hj(ur, uz)| v, )
< Cligjlne + CT° (Il g, + laliarosg )
+ T (a1, et lava,m ) + Jaar g Jallr ) )
Dai,

| M, w2) |2 (1,m3 ) < 11,85 )

= [Hi(ur, u2)|r,ms,) + [Haur, u2) | r,bs )

< C(lerlme + lp2las) + CT <HU1H%W(I,B;72) + ”uQH%V(I,B;’Q)) (2.26)
+CT° <HU2H%W(I,B;2)HUIHL”(I,BZ,Q) + ||U1H%”/(I,B;72)HUQHL”(LBS,QO

< CO(HQDl‘ Hs) +C()T6M3.

ms + |2
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Consideremos
M = 2Cy (||

Hs), (2.27)

s + |2

e tomemos T suficientemente pequeno tal que

CoT°M? < —. (2.28)

DO | —

Entao, como (u1,us) € X x X combinando as desigualdades (2.26)-(2.28) temos que

| (ur, u2) .83 ) < Lv1,85) < Colller]|ms + p2lm:) + CoT° M
< M.

(2.29)

O que mostra que H(X x X) < X x X, ou seja, H estd bem definida.
Por fim, s6 precisamos mostrar que H é uma contracao.

1 1 1 2 1
Consideremos p < 7 tal que — = — + 4, entdo pela igualdade (2.17), — + — = —, isto
p p v 7

/ 2/
1=£+p56 =L+
v p

Y
Mais uma vez, aplicando duas vezes a desigualdade de Holder (no tempo) na equagao

, . . . P
(2.21) de forma analoga como nas desigualdades (2.18) e (2.19), primeiro tomando 7 =
g

1
= -, ¢, em seguida, 75 = 7 e 75 = —, obtemos
2y p

/
e 5
g (ur, uz) — g;(vr, U2>Hm’(1,BS, )
p'2
< C (Jurllaqrmg ) + lalagrmg ) + 01055, + loalngrss )
: (||U1 — V1| ooy + U2 — 'U2||LP(I,LP))
< C (Jurllagrmy ) + Ialiagrs ) + 0155, + loalingrss ) 2.30)
(s = vill oy + T uz = w2 or,0)
= CT* (furlrr,mp ) + IlEr s + 1o ) + ool ) )
: (Hul — 1| zva,zey + Jug — U2HL7(I,LP))
<CT°M? (Hu1 — 01l ey + JJuz — UzHLV(I,LP)) :
Pela definigao (2.15) e a desigualdade (2.30) temos
d(H(Uh Ug), H(’Uh UQ))
= | Hy(wr,ug) — Hy(vi,v2) | pvr,ney + [ Ho(ur, ug) — Ha(v1,v2)|| (1,10
<C (’\91(“1#2) — g1 (v, U2)Hm’(1,m’) + g2 (1, uz) — 92(U17U2)“m’(1,m’)> (2.31)
< ClT6M2 (Hu1 — UlHLW(I,LP) + HUQ — UQHL’Y(LLP))

= 01T5M2d((u1, UQ), (Ul, UQ)).
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Tomando T suficientemente pequeno tal que

1
CiT°M? < =, (2.32)

[\

segue que
1
d(H(Ul, u2)7 %(Ulv U2)) < §d((u17 u2)7 (U17 UQ)))

consequentemente, H é uma contragao. Entao tomando 7" satisfazendo (2.28) e (2.32)
temos pelo Teorema de ponto fixo de Banach que, existe tnica (uy,us) € F x E tal que

(ug,us) = H(ug,us), isto é, (uy,us) € E x E é solugao do sistema (2.2).

Passo 2 (Item 1) Seja 7' > 0 dado pelo Passo 1. Suponha sem perda de generalidade
que I = [0,T), e consideremos (uy,uz) a solugdo dada pelo Passo 1, com dado inicial
(01, 2) € H(RY) x H(RA).

Mostraremos que (uy,us) € (LI, ng(IE{d)))2 N (C([0,T], H*(R%)))% Por (2.14) e
(2.15) sabemos que
H(uy, ug) = (Hy(ur, uz), Ho(uy, uz)),

com
t

Hj(uy,ug)(t) := eim% + z’fo ei(t’S)Agj(ul(s), us(s)) ds,
para 7 =1,2.

Pelo Teorema 1.3.3 e o Corolario 1.3.5 temos que H,(uy,u) € C([0,T], H*(R%)) para
j = 1,2. Além disso, combinando o Coroldrio 1.3.5, a desigualdade (2.20) e a defini¢ao
dada em (2.24), segue que para j = 1,2,

Heim@jHLq(LB:g)) < Clgjlsg, = Clejlus < >

H ¢)gj <u1a Uz) HLq(IvB:,Q)

< Olgj(ur, ua)| (1,82, ,)
< CT* (el 1., + 12l r.55.)

+CT° <HU2H%W(1,B;2)HUIHL”(I,B;Q) + ||U1H%”/(I,B;72)HUQHL”(LB;Z))

< CT’M?

M

o

para todo par admissivel (¢,7) e M dado em (2.27), satisfazendo (2.28)-(2.32).

Portanto, combinando as defini¢oes (2.14) e (2.15) com as duas desigualdades acima,

<

obtemos
|H (wr, us) HL‘J([,B;?J) xLa(1,Bs,) S M,
o que implica H(ur,us) € LI, BE,(RY) x LI(T, B3,(R). Como (1, u5) 6 tal que

(u1,ug) = H(u1,us), obtemos que

(ur, uz) € (LU(I, By 5(R)))* n (C([0, T], H*(R)))*.
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Passo 3 (Unicidade) Sejam
(ulu u2>7 (Ul’ UQ) € L’Y((_Ta T)7 B;,2<Rd)) X L’Y(<_T7 T)) BZ,Z(Rd))7

solugbes do sistema (2.2) e com igual dado inicial (1, p2), onde T > 0 e [T, 7] é um
intervalo comum de existéncia de (uy, uz) e (v1,v2). Se (uy(t),us(t)) = (v1(t), v2(t)) para
todo t € [-T, T, entao nada temos que demonstrar.

Mostraremos o resultado para o intervalo [0, 7] (a mesma andlise poderd ser feita para
[-T,0)).

Suponhamos que (uq(t'),usz(t")) # (vi(t'),v2(t")) para algum ¢ € [0,T]. Logo, pela
continuidade de (u; (), uz(t)) e (vi(t), va(t)) em H*(R?) para todo ¢ € [0,T7], existem € > 0

e tg € R tais que

to =inf {t € [0,T] : (u1(t), u2(t)) # (v1(t),v2(t))}, (uilto), ua(to)) = (vi(to), v2(to)).

e (u1(t),ug(t)) # (v1(t),v2(t)) para todo t € (to, to + €) < [0,T1].

Sem perda de generalidade assumamos que (u1(tg), uz(tg)) = (vi(to), v2(to)) = (1, p2),
sendo (1, p2) as condigdes iniciais do sistema (2.2).

Note que as curvas (Uy(t),Us(t)) = (ui(t + to),ua(t + t9)) e (Vi(t), Va(t)) = (vi(t +
to), v2(t + to)) para t € [0, T], satisfazem

(UL(1), (1)), (Va(1), Va(t)) € (C([0, €], HY(R))* n (L7((0,¢), B, ,(R7)))?

(wy(t), wa(t)) = H(wy,we)(t), para todo t € [0,¢].

Consequentemente, considerando f; = g;(Uy, Us) —g;(V1, V2), temos da igualdade (2.24)

que

Dy, (U, Ua)(t) = Py, (V1 Vo) (2) = @J eI (g;(Un(s), Un(s)) — g;(Va(s), Va(s))) ds

0

- ZJ | IR fi(s) ds = Dy, ().

0

Logo, como (U1(0), U2(0)) = (u1(to), u2(to)) = (1, 92) = (vi(to), v2(to)) = (V1(0), V2(0)),
pelas definicoes de H e H; para j = 1,2, (2.14) e (2.15), e além disso usando o Coroldrio
1.3.5 e a desigualdade (2.30) segue que

|(U,Us) — (W1, ‘/2)”L”/(I,BZ’Q)XLV(I,B;J)

= HH(Ulu U2) - H(Vh ‘/2)HLV(I,B;Q)XL’Y(LB;Z)

= |H1(U, Uz) = Hi(Vi, V)| Lva,s ) + [ H2(Ur, Uz) — Ha(Vi, Vo) o )

= [, (U1, U2) = @4, (V1, Vo)l Lo(1,85,,) + [ @gs (Un, Uz) = Py, (Vi, Va) [ L (1,85 ,)-
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Ou seja,

(U1, Uz) = (Vi, Vo)l o185, ) x £ (1,5,
< Hq)sh (Ula UQ) - (Pgh (‘/Ylv VYQ)HLW(LBZQ) + H(DW(Ul’ U2) - CI)W(VL ‘/2)“[’7(1’3272)

VAN

1@ [ virs) + [Pl ,5s,)
<O (Iilirus, )+ 1 Felivas, )
=C <H91(U17 Us) — g1(V1, ‘/Q)HLW/(LBZ, ,) + [ g2(Ur, Us) — g2(V1, ‘/Z)HLW/(LBZ, 2))

< C€ (0155, + 10l g0 + VilEsg,0 + 1ValEos )

: (HUl — Villeva,ey + |Us — VQHLV(LLP))

Tomemos € suficientemente pequeno tal que

Ce (01,5 + W0 r.  + Wil ) + IValiirm ) < 1

entao

[(Uy,Us) — (W7, Vz)||L“/(I,B;72)xLW(I,B;72) <[ (U, Us) — (1, V?)||L"’(LB§,2)XL”(LBS,2)’

o que é uma contradigdo. Assim, devemos ter que (u;(t),us(t)) = (v1(t),v2(t)) para
todo ¢ € [0,7], mostrando assim a unicidade da solugdo em (C([-T,T], H*(R%)))? n
(L((=T.T), B 5(R)))*.

Passo 4 (Blowup Alternativo) Consideremos (g1, p2) € H*(R?) x H*(R?).
Sejam
Tnax(pr,02) = sup {7 > 0 : Existe solucao de (2.2) em [0,T7]},

Tnin = sup {T" > 0 : Existe solugao de (2.2) em [—T,0]}.

©1,2)

Pela Proposicao 1.4.2 e os Passos 2 e 3, temos que existe tinica solugao do sistema (2.2),

(u1,u2) € C((_Tmin(w,m)» TmaX(so1,g02))7 HS(Rd)) X C((_Tmin(sm,soz)a TmaX(w,«pz))v HS(Rd))

com dado inicial (¢, ).

Agora, suponha que Thax( < 0. Seja 0 <t < Tiyax e sem perda de generali-

©1,92) ©1,2)>
dade suponha que (u1(t), u2(t)) = (p1, @2).
Fazendo o mesmo processo que no Passo 1, para uma translacao do dado inicial, segue

da equacao (2.28) e o argumento de ponto fixo que se M = 2C(| 1| gs + |2|us) €

C(|¢1] me) + C(T —t)°M? < M,

i+ [ipa]

entao T' < Tiax(pr,p0)- 10OLO,

C(lleal

s + ||§02|H5> + C(TmaX(WhSDQ) - t)6M3 > M’
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e como M = 2C(|¢1||gs + |¢2|us), temos que

(Tmax(erps) — )M > (|01 ]la= + [02] 1rs)-
Por isso, )
M? > ,
C(Tmax(pr,02) — 1)°
obtendo
L 2= t t 2
ms + o2l ms)® = (Jua(®)] s + [ua(®)|as)”,

<
g 17~ 1

de modo que
1

C(Tmax(<ﬁ1 wp2) t

por conseguinte, como t < Tiax(p,p.) ¢ tomado de forma arbitrario, se temos que

HSXHS)Qa

5 < (1(n (1), wal)]

Tmax(¢1,<p2) < 400, segue que

[ Cun (), ua(2))]

HsxHs — 100,

quando ¢ T Tiax( O caso em que t | —Tiyin(p,,0) € analogo.

P1,$2)

Passo 5 (Dependéncia continua) Seja (¢1,p,) € H*(R?) x H*(R?). Consideremos
(u1,us) solugao do sistema (2.2) com dado inicial (1, s). Suponha que existe uma
sequéncia de dados inicias tais que (¢7,¢h) — (@1, ¢2) em H¥(R?) x H*(R%) quando
n — .

Pela convergéncia temos que

[e s + ezl < 2([rlms + l@2]me), (2.33)

para n = ng suficientemente grande.
Fixemos n = ng. Pelo Passo 1, a solugdo (uf, uy) estd definida em algum intervalo de

tempo (—7,,,T,) onde podemos considerar T), tal que

1
Tn = Sas0°
CMY

s + |5 as), € > 0 uma constante
escolhida de forma que T,, satisfaz as desigualdades (2.28)-(2.32). Seja M = 4Cy(| 1| ns +
2| ms), onde Cy satisfaz (2.29). Notar que, usando (2.33), obtemos que M > Co(||¢T | zs +
5|l s) = M,. Assim, também temos que o tempo de existéncia da solugdo (uy, us) pode

ser tomado da forma

com C' independente do dado inicial, M, = 2Cy(||]]

1
T = .
cMY

Logo,

1 1
—=CM < CM’ = —,

n
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dessa forma T < T,, para todo n = ng. Logo, obtemos que 0 < T < Tmax(@?wg), Tmin(@?wg).
Aplicando o mesmo processo que no Passo 1 para (u},u3) obtemos as seguintes esti-

mativas

| H (uy, uz)l| .85 )< 01,85.,) < Colll@t [ + €3]
d(H(u?7 U;L), H(”% U;)) < OngMZd((u?7 U;L), (U?, U;))
Portanto, pela estimativa (2.33) e o fato de que M,, < M

| H(ut, us) v,y )< a,8s.,) < Coll@t [ me + ll@3]as) + CoT) M}
< 2Co([lp1 s + 2] mrs) + CoT M?

d(M(uf, up), H(vY, 03)) < T Mad((uf, ug), (oF, 03))
< O\ M (v}, ug), (o] 03).
Entao, usando a argumentacao feita no Passo 1 segue que (uf, uj) pertence ao conjunto
X(T,,, M) x X(T,, M) com X(T,,, M) definido em (2.13) (7}, ¢ M definidos acima) para
todo n = ny. Como T' < T,,, resulta que (uy,uz) e (uf,us) pertencem ao mesmo conjunto
X(T,M) x X(T,M) (M e T definidos acima) para n = ny.

O Passo 2 garante que

H(Ulau2>HL‘Z(I,Bfg)qu(I,Bf’Z) = HH(UhUz)HLLI(I,B;Q)qu(I,B;Q) <M

| (us ug) | La.Bs yxraBs ) = |1 H(u's u) | Lo,y ) xroa,Bs,) < M

para n = ng.
Desse modo, (uy,us) e (uf,uy) s@o limitadas em L%(1, nyQ(]Rd)) x LI(I, B;Z(]Rd)).

Agora, mostraremos que (uy,uy) — (ug, us) em
LI((=T,T), L"(RY) x LA((~T,T), L"(R%)) para todo par admissivel (¢,7).

Seja (¢q,r) um par admissivel. Aplicando as estimativas de Strichartz, o Corolario 1.3.5
e fazendo um processo semelhante ao feito nas desigualdades (2.30)-(2.31) temos que para

n suficientemente grande

d((uf, uy), (w1, uz))

= d(H(ut, uy), H(u, us))

= |Hi(uf, uy) — Hi(w, w2)|pr—1m),00) + [ Ha(uy, uy) — Ha(ur, u2)| v (-1m),10)
= [[(e"2&} + Py, (uf, u5)) — (€1 + Dy, (ur, u2)) | 27 (~1.1).10)

+ [ ("2 0h + Py, (uf, ub)) — ("2 + Py, (ur, u2)) |17 ((—T,1),10)-
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De onde,

d((uf, uy), (w1, u2))
+ (e e ©y + CI)QQ(UDUZ)) (e ZMS02 + q)g2(ulau2>)HLv( (=T.,T),Lr)
< [ Bl — e 901\\LW((7T,T),L1>) + [ @, (uf, uy)) — g, (ur, ua) | Lo ((-11),10)
+ €208 — e pa () Lo + [Py, (Ul u5)) = Dy, (ur, wa) | (1,7, 10)
Cller = erllzz + 05 — @2lz2)
+C (”91(“1117“721) — g1(ur, w2)| g (o poy + [92(ufs uz) — ga(us, u2)HL'v’((—T,T),LP'))
Clet — eilrz + |05 — p2llr2)
+ CT°M? (|[uff — wll o (-zm).20) + I = wal o (-77).20))
= C(let = erllee + g5 — w2ll2) + CT M2d((uf, uy), (ur, ug)).

Assim,

d((uf, uz), (ur, uz)) < C(lef = @il 2 + |95 = p2lr2) + CT Md((uf, ug), (w1, uz)). (2.34)

Como o tempo T' é tal que (uf,uy), e (u1,uz) pertence a F(T, M) para n suficientemente

grande, entao pela escolha de T temos

CTM? < ;

Logo
n n n n 1 n n
d((uy, uy), (ur,u2)) < C(0) — @12 + |93 — w2fz2) + §d((u1auz>a (u1, uz)),

de onde resulta que

d((uf, uy), (ur, u2)) < C([@) = @12 + 5 — w2 r2)
C([l#T — @l

i + [y — @a ).

Mas como
(1, ©8) = (p1,92) em H*(R?) x H*(RY),

segue que
(u}, ul) — (uy,up) em LY((=T,T),L°(RY)) x L"((=T,T), L*(R?)).

Seguindo o mesmo procedimento que na desigualdade (2.34) obtemos

[ (u, ug) — (ur, uz) | Lo—rir) L) x Lo ((~11),27)

= | H(uy, u3) = Hlur, u2) | o-1,7),Lr)x Lo (-1, 17)

= [Hi(ut, uy) — Hi(w, u2)|pa-1m),0r) + [Ha(ut, uy) — Ho(wr, u2)| pa-1m),10)
= ("¢} + Py, (uf, u5)) — (€1 + By, (ur, u2)) | La((~1,7).L7)

+ [ ("2 0% + Py, (uf, ub)) — ("o + Py, (ur, u2)) | La(—1,7),L7)-
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Ou seja,

[ Cuts uz) = (urs wa) | aq-2,2),Lr) % Lo (1), 0)
= (€™ + @y, (uf, uf)) — (€201 + Py, (ur, u2)) | pa—r;1),27)
+ (™25 + g, (uf, u3)) — ("2 + @y, (w1, ua)) [ 1o((-1,7),17)
< O(let — e1llez + oz — @2lz2)
+.C (llgr (0 105) = g1 a, wa) o oy + gt 5) = g, 02) |1 )
< O(ler — @il + 05 = pallz2) + CT°M? (Juf — i ar,z0) + [0 — 2] 2(1,20))
< CO(let = erllms + 105 = pallms) + CT M (Juf — wr|[v a0y + [0 — 2] 12 (1,20)) -

Logo como
(©1,95) = (p1,2) em H*(R?) x H*(R)

(uyll>ug) - (u17u2) em Lv((_Tv T)v LP(RdD x LW((_Tv T)? LP(Rd))v

entao
(u?,ug) - (u17u2> em Lq((_T> T)? LT(Rd)) X Lq((_Tv T)er(Rd))v

para todo par admissivel (g, 7).

Em sintese, s6 resta mostrar a convergéncia em (L*((—=T,T), H**(R%)))? para todo

e > 0.
€
Seja € > 0. Entao aplicando interpolagdo com 6 = — e escrevendo s — e = (1 — 6)s,
s
temos que
It ug) = (wi,uo) [re-exms—e = |Juf — wr|ms—< + [uy — uof rs—e
s—e e s—e e
< Juf —wlgs ot —wlfe + [uy — wollgs [uy — uel ;2.

Desse modo,
(', uy) — (wr, w2 Lo ((—17), HHo—) x Lo ((—T) ,H5—2)
= ||U711 — U1 HLOO((_T7T)7H575) + Hug — u2||L°O((—T7T)7HS*€)
s—e €
<t = will o orry, oW — il o1y 12

£
uy = Uz| zoo(_rm) 12)-

s—e
+ [ug — U2HL30((—T,T),H5)

Nesse sentido, pela limitagao de (uf, u3) e (u1,uq) em L*((=T,T), H®) e a convergéncia
(u}, ub) — (uy,up) em L*((—=T,T), L*) (tomando o par admissivel (¢,7) = (0, 2)), segue
que, (u?,uy) — (u1,uy) em LO((=T,T), H**(R%) x L®((~T,T), H**(R%)) para todo
0<e<s.

Isso completa a demonstragao do teorema. O
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Observacao 2.1.4. No teorema anterior mostramos como a solugdo depende conti-
nuamente do dado inicial. Por outro lado, é possivel fazer um processo muito simi-
lar ao feito no Passo 5 na demonstracio do Teorema 2.1.3 e mostrar o sequinte: Se-
jam (7, 07) € H¥(RY) x H*(RY), n = 1,2,3,...,00, tal que (o7, ¢7) — (p1,02) em
H*(RY) x H*(RY) e (uf',uy) € C([~Tn, T] : H(R?) x H*(RY)) as solugoes correspon-
dentes. Se T € (0, Ty, 4,)), entio as solugoes (uy,usy) podem ser estendidas ao intervalo

[=T,T], para todo n suficientemente grande, e para todo 0 < € < s

lim  sup [(u}(t), uy(t)) — (ui(t), uz(t))| ms—exmgs— = 0.

n—+ao [—T,T]

2.2 Boa colocacio local em H'

A seguir usaremos um método introduzido por T. Kato, (CAZENAVE, 2003, Pag. 90),
baseado no argumento do ponto fixo de Banach e estimativas de Strichartz, por o qual
podemos mostrar que o sistema (2.2) é bem posto em H'(R?) x H'(R?) para certas classes

de nao linearidades g1, go.
Teorema 2.2.1. Para j = 1,2 sejam g; € C(C x C,C). Assuma g;(0,0) =0 e
195(21, 22) = g1, 22)| < Cllza* + 20 + [ * + w2 ) (|21 — 21| + |22 — 20])  (2.35)

para zi, 2z, 1, To € C.
Dado (¢1,p2) € H'(RY) x H'(R?), 1 <d < 3,

1. Existem Tpaz, Trnin € (0, 0] e uma dnica solugio mazimal do sistema (2.2),
(ub Ug) € (C((_Tmma Tmaa:)a Hl (Rd)))2 M (Lq((_Tmzna Tmax)a Wl,r(Rd)))z
comr = 4.

2. 5e Thnax(p1,00) < © (respectivamente Tiin(p, y) < ©) entdo
[ (ua (@), ua(8))] s — 0,
quando t 1 Thax(py,40) (Tespectivamente t | —Thin(s, 00))-

3. (uy,ug) depende continuamente de (o1, @2).

Demonstracdo. A demonstracao deste teorema sera feita em 3 passos.

Passo 1 (Existéncia) Primeiro vamos fazer algumas estimativas usando a desigualdade
/ /

de Holder. Fixemos j = 1,2. Note que 1 = — + —, entao temos que
r r
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!
H(!UJQ + [ua|® + [v1]? + [v2]?) g — 1] 2

= | af? e e ol
R

= J [(Jua? + Juzl® + Joi [* + oo )" g — v1|” da
Rd

2r'fo r'/r
< ( f (leal? + lual? + o2 2 + [l [7)72" dx) U (g — o [)7" dm) .
R4 Rd

Portanto,
L
/ / 27‘,/0— , , 7",/’/‘
) (J (fur]? + Jusf? + oa? + [l 772" dx) (J (o dx>
Rd P
2r' Jr Iy
= (J (Jua|? + Jug)? + [v1]? + |vg|?)™7? d:z:) (J lug — vy " da:) (2.36)
Rd R

2r' /v r'/r
<C (J (lur] + |ua| + |v1| + |va])" dm) (j lug — vy|” dm)
R R

= Ol(jua| + [zl + [or] + o2 )75 | = w17,

[(Jua]? + Juol® + |o1]* + [va]*) [ — w1

resultando em

[(Jua? + Jua|? + o1 + [va]*)|us — v1]

L,r/
< Cf[(Jual + fuz] + oi] + 2T ua — 1]z (2.37)

< C(|wllir + Jualir + [vilie + [v2]Z)us = vi]re-

Do mesmo modo

[(Jur* + ua|* + [v1]* + |va]*)ua — vo

L’
< O||(Jua] + fua| + [o1] + [v2])[ 7 [uz — va - (2.38)

< CunlZe + luzlZr + o lZr + [oalZe)uz — oz
Por conseguinte, pelas desigualdades (2.35), (2.37) e (2.38) segue que
lg; (1, u2) = gi (w1, v2)l| v < Cluallpr + a1+ o [7e + o2l o) (i = vr]lze + Juz = va 1)

(2.39)

Agora, vamos definir o espaco no qual vamos aplicar o Teorema de ponto fixo de

Banach.

Consideremos ¢ tal que (g,r) é um par admissivel e definamos
X ={ue L”(I,H"(RY) n LY, W' (RY) : |u]peqm) < M, |ufpaqwir < M},

onde I = (=T,T) e T, M sao constantes positivas que serdo escolhidas posteriormente.
Sem perda de generalidade suponha que I = [0,T) para o caso (—T,0) procedemos de

forma semelhante. Consideremos X x X munido da métrica

d((u1, u2), (v1,v2)) = |ug — UlHLq(I,LT) + |ug — U2HLCI(1,LT)-
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Note que (X x X, d) é um espago métrico completo (veja Passo 1 do Teorema 2.1.3). Além

disso, consideremos a funcao H : X x X — X x X definida por
H(ur, ug) = (Hy(u, uz), Ha(ug, uz))

com
t

H;(uy,ug)(t) := eimgoj + iL ei(t_s)Agj(U]_(S),UQ(S)) ds (2.40)

para 7 = 1,2. Aqui também temos o proposito de encontrar T, M tais que H esteja bem
definida e além disso também seja uma contragao.

Sejam (u1,us), (v1,v2) € X x X. Usando a estimativa (2.39) obtemos

g (ur, uz) — gj(vr, U2)||Lq(1,ff’)

<C (HulH%m(Ly) + HU2H%OO(1,LT) + Hvl||%00(I,LT) + HUQH%OO(I,LT))
1/q
- ( [ 110 = 00+ st - vz<t>y>>wt) |

Dessa maneira, aplicando a desigualdade de Minkowski

g (ur, uz) — g;(vr, U2)HLQ(I,L’J)

<C (”UIH%OC(I,U) + ”U2H%OC(I,U) + Hle%@(I,L’“) + HU2H%°°(I,LT))

- (( [ 10 - oy, ar) "y (] st = vty ) l/q> (2.41)

<C (”ulH%@(I,LT) + ”u?H%w(I,LT) + HUIH%OO(LLT) + HU2H%OO(I,LT))
(fur = villpacr,ory + [ue — vo| Lo iry),
isto é,
195 (w1, uz) — g5 (v, v2)| pacr )

<C (HUIH%OO(LLT) + HU2H%OO(1,LT) + HUIH%OO(I,LT) + HUQH%OO(I,LT)) (2.42)

portanto g;(uy, us) € LY(I, L™ (R)).
Também, dado que (uy,us) € X x X, temos que (uy(t),uz(t)) € W (R?) q.t.p t e I.

Logo, como r > d, segue pela imersao de Sobolev que o par (u;(t),us(t)) é continuo q.t.p

luy — U1HLq(1,Lr) + Jug — UQ”LQ(I,LT)) )

t € I. Assim, temos que para i € {1,2,...,d}, pela desigualdade (2.35),

|0ig; (ur (), ua (£)) ()

1 |
gi(ui(t), ua(t)) (@ + ke;) — gj(ui(t), ua(t)) ()
k—0 k

97 (1), walt)) (& + ke) — g, (ua (), ua(1)) ()
0 ]
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Portanto,

10ig; (ua (1), ur (1)) ()]
< C}cirr(l)(]ul(t, z+ ke;)|? + |ug(t, x + key) [P + |ur(t, 2)° + |ua(t, )|?)

lim (lur(t, x + ke;) — uy(z)| + |ua(t, v + ke;) — us(t, x)|
2 B

= C2lur(t, )" + 2Jus(t, 2)[*) (|0 (¢, )] + [Grua(t, 2)])
= 2C(lua(t, )" + [ua(t, 2)|*) (|0rua (t, )| + [Crua(t, 2)]),

ou seja,
[V g;(ui (t), ua(t)] < Clur (8)]* + Jua()[*) ([Vur (t)] + [Vua()]), a-tptel.
Consequentemente,

[Vg;(ui(t), uz(t)) = Vg;(0a(t), va(t))]
< Clua@®F + fua () + [ (O + [o2(O) ) (Vs ()] + [Vua(t)] + [Vor (8)] + [Vea(t)]),

q.t.p t € I. Dal, aplicando a desigualdade de Holder como na desigualdade (2.36), resulta

que

IV g;(ur,uz) — Vv, vg)| v < Cllurlir + Juzlz- + loilir + [v2|3-) (2.43)
(IVurllpr + [Vuz|zr + [[Vor|zr + [[Vve|zr).

Entéo, pelas desigualdades (2.39) e (2.43) obtemos

195 (u1, uz) — gj(vi, v2)| i
= llgj(u1, u2) — gj(v1, v2) |1 + [Vgs(ur, u2) = Vgj(v1,v2) 1
< (w7 + JualZr + Joal7r + vzl 2-) (lualzr + Juallzr + Joror + Jvaf o)
+ C(lw |7 + Jualzr + [or]7r + 02| 2) IV + [Vualor + [Voi] e + [Voz]2r)
< CJultr + Juzlir + loall 2 + Joal7o) (ualwrr + Juz|wrr + Jorwre + Josfwar).

Agora, fazendo um processo andlogo ao desenvolvido na desigualdade (2.41), e pelo fato
de que H*(R%) — L"(R?) (Proposicao 1.1.9), pois 7 = 4 e d < 3, segue que

195 (u1, u2) = g;(v1, v2) | pagrwn)
< C(HUlH%w(I,LT) + HU2H%OO(1,LT) + Hle%OO(I,L’“) + HU2H%OO(I,LT)>

(luallzagrwrry + [uzlpagwrry + (vl o mwrry + |v2llzagwn) (2.44)
< C(HulH%m(I,Hl) + HU2||%00(1,H1) + HU1H%°0(I,H1) + ||U2H%°C(I,H1))

: (”UIHLQ(I,WLT) + ||U2|\Lq(1,wlm) + HUIHLQ(I,WLT) + HUQHLQ(I,WLT))-
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Como 2 + M = 1, aplicando a desigualdade de Hélder (no tempo) temos

q qq
195 (ur, uz) — gj(v1, v2)ll Lo (r

:(mem@xm@»—%@Mwﬂdwﬂawdou¢

< ((L dt) " ( L g (ur (8), ua(t)) — g(vi(t), va(t)) |4, 0 dt) q'/q> 1/q

= T(;ng(uh?@) — gj(vr, UQ)HL‘I(I,WU"/)

/

e

195 (u1, u2) = g;(v1,v2)| 1 (1,7

) 1/q
= ([ 100,00 = g ox 0 et )
6q ¢/a\ Y
< (( [ ae) ™ (] ostuntor waton = s ateny, ) )
I I
= T°)g;(ur, u2) — g;(v1,v2) | (s 1)
A

onde § = (4 /q ) Entao, usando as duas desigualdades acima e as estimativas (2.42) e

qq
(2.44) obtemos

195 (w1, uz) — g;(v1, UQ)HLLZ'(I,WLT')

< CT&(HulH%O@(I,Hl) + HUQH%OO([,Hl) + Hle%w(I,Hl) + ”U?H%O‘J(I,Hl))
(2.45)

(| agrwrey + JuallLagwrry + lo1| Lo wrry + [val o)

< CT°M3

195(u1, u2) — g;(vi,v2) ||L¢1’(I,LT')
<C (Hul“%w(l,u) + HUZH%W(I,LT) + H'Uluiw(f,y) + HU2H%°0(I,LT))
: (HU1 — vifLoqr,Lry + lluz — Uz”Lq(I,U))

< CT5M2 (Hu1 - U1||Lq([7Lr) + HU2 — UQHLq(LLr)) .

Entretanto, pelo Teorema 1.3.3 e o Coroléario 1.3.4, temos que para todo par admissivel

(q,7)
|20l Laqr,rry < Clloslre, (2.46)

|20l Lagwrry < Clls| (2.47)

[Py, (urs w2) [aqr,ry < Clg;(wrs w2) | o 1,05 (2.48)
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1Dy, (w1, u2) | Loz wiry < Cllgs(urs ua)ll e (r ey, (2.49)

onde .

By (11, 0)(0) = | €115, () .

Pela defini¢do de H; dada em (2.40) e as desigualdades (2.47), (2.48) resulta que
1H s, w0) oy < C (sl + 5, 00)] o rapnr) ) (2.50)
para todo par admissivel (g, 7). Logo, combinando as desigualdades (2.45) e (2.50), obtemos
| Hj(ur, u2) || pagrwrry < Cllgj|a + CTM?
e por conseguinte

HH<ulaUZ)”LLI(I,WLT)XL‘I(I,WLT) = HHl(UhUz)HLq(I,WM) + |\H2(U1,U2)||Lq(1,wlw)

s s (2.51)
< Colller]ms + 2] ) + CoT M.
Nesse sentido, se consideramos
M = 2Co([[ 1] ms + lpal m0), (2.52)
e tomamos T suficientemente pequeno tal que
1
CoT° M? < 3 (2.53)
entdo, combinando as desigualdades (2.51), (2.52) e (2.53) temos
M M
HH(ubUZ)HLQ(I,leT)qu(I,leT) < ) + bY = M.

Como resultado H (uy,us) € LI(I, W (R?)) x LI, W' (R?)), de onde segue que H esté
bem definida.

Além disso, o Teorema 1.3.3 combinado com o Corolario 1.3.5 implicam que H(uy, us) €
(C([-T,T], H'(R%)))?, portanto temos que

H(u, uz) € (C([=T,T], H'(RY)))* 0 (LU(1, W (RY)))*.

De maneira similar que no Teorema 2.1.3, combinando as desigualdades (2.46)-(2.49),
podemos mostrar que H é uma contragao. Assim, pelo Teorema de ponto fixo de Banach
existe tnica (up,ug) € X x X tal que (up,us) = H(uy,up) € (C([~T,T], H'(RY))?* n
(LY(I, W' (R%)))?, o qual implica que (u1,us) é a tnica solucdo do sistema (2.2) em
X x X.

Passo 2 (Unicidade e Blowup alternativo) Este passo ¢é feito como nos Passos 2 e 3
do Teorema 2.1.3, basta mudar os espagos onde as normas sao estimadas, por isso para

evitar tecnicalidades nao faremos a sua demonstragao (veja (CAZENAVE, 2003, pag. 93)).
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Passo 3 (Dependéncia continua) A demonstragao deste passo é similar ao Passo 5 do
Teorema 2.1.3, com uma nova estimativa que depende do gradiente de g; para j = 1,2,
que nao é dificil de obter procedendo da mesma forma que no Passo 5 (veja (CAZENAVE,
2003, pag. 96)).

0

2.3 Leis de conservacao.

Mostraremos agora que o sistema (2.2) satisfaz as leis de conservagao de energia,
massa e momento. Para isto, assumiremos que o sistema (2.2) tem boa colocagao local em
H*(RY) x H*(R?), de fato, um processo semelhante ao feito nas secdes anteriores mostra
que o sistema (2.2) é bem posto no espaco H*(R?) x H*(R?) (CAZENAVE, 2003, Pag.
134).

Considere a equacgao escalar de Schrodinger

i0u + Au + polul*u = 0
u(0) = ug
quando pp € uma constante positiva.

Além disso, sejam a energia, a massa e o momento escalares associados ao problema

de Cauchy acima, definidos por

1 p
B, i) = IVl = 2 Jul, 250
1 2
M(w) = 3 Jul} (2.55)
¢ 1
Plu) =+ J Vi dz. (2.56)
2 Rd

A seguir, observamos que o sistema (2.2) admite suas préprias leis de conservagao.

Mais precisamente, sejam a energia &£, a massa M e o momento total P definidos como

segue
E(ui(t),uz(t)) == E(ur(t), i) + Elua(t), p2) — ngd Jur (8)*uz () de, (2.57)
M(uy(t),us(t)) == M(ui(t)) + M(ua(t)) (2.58)

Pur(t), us(t)) :== Pui(t)) + P(ua(t)) (2.59)

Nosso objetivo é mostrar que qualquer solugao (uq,uy) do sistema (2.2) definida num
intervalo [—7,T] com dado inicial (u;(0),u2(0)) = (¢1,¢2) satisfaz as seguintes leis de

CONservacao,

E(ua(t), uz(t)) = €(ur(0), u2(0)), (2.60)
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M (uy(t), uz(t)) = M(ui(0), usz(0)). (2.61)

P(ur(t), us(t)) = P(ur(0),uz(0)). (2.62)

Primeiramente mostraremos que a energia total é conservada pelo fluxo de (2.2).
Suponha que (u1,us) € H*(R?) x H*(R?). Multiplicando a primeira igualdade de (2.2)

por 0,1; e a segunda igualdade por d,7, e integrando sobre R? temos
f iﬁtulﬁtﬂl de = — f Aulﬁtﬂl dr — 1251 f |u1|2u18tﬂl dr — BJ |u2|2u1§tﬂ1 dx (263)
R4 R4 R4 R?
e
f iﬁtuﬁtﬂg dr = — f AUQatﬂg dxr — j2%) f |U2|2U28tﬂ2 dx — 6 f |U1|2U28tﬂ2 dzx. (264)
R4 R4 R4 R4
Mas, do sistema (2.2) também segue que

—i0, Opuy = —AU Oy — pa|ua Ty Oy — Blus|*d dyuy

— 100y = —AUgOpun — po|us|*Wadyus — Blus|*Wadyus,

dessa maneira integrando sobre R¢ resulta que

- J i&tﬂlé’tul dr = — f Aﬂlé’tul dx — M1 J |u1\2ﬂ1@tu1 dx — BJ |u2|2618tu1 dx
R4 R4 R4 R4
(2.65)

—J i(?tm(?tuz dr = — AHQatUQ dr — /,LQJ |U2|2ﬂ28tUQ dr — BJ |U1|2ﬂ2|(9tUQ dx.
R R4 R4

(2.66)
Por consequéncia, somando as igualdades (2.63) e (2.65), também (2.64) e (2.66)

obtemos

R4

0= f (Aulatﬂl + Aﬂlatul) dz + /Llf (]u1]2u16t61 + ”U1’2ﬂ16tul) dx
R4 Rd

(2.67)
+ BJ d(|u2|2ulé’tﬂ1 + |u2|2ﬂ1(9tu1) dx,
R
assim como também
0= f (Aus0ity + AtipOyup) dz + /“L2f (luaPuz0pis + Jus*Tadruy) da
* " (2.68)

+ 5J (Jur|Pugditiy + |ui|*Tadpus) da.
Rd
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Aplicando integragao por partes nas igualdades (2.67) e (2.68) temos
0= —f (Vu10,Vuy + Va0, Vuy) dx + ulf (]ullzulétﬂl + ]u1]2ﬂlé’tu1) dx
R4 R4

+ BJ (|’U/2|2U1(’}tﬂ1 + |u2|2ﬂ1(7tu1) dx
R4

0= —f (VuQétVﬂg + VEQ@tVuz) dx + ,UQJ (|U,2|2U28tﬂ2 + |U,2|2ﬂ2(?tlt2) dx
R4 R4
+ BJ (|U1|2U2&\tﬂ2 + |u1|2ﬂ25tu2) dﬂ?,
R4

0 que ¢é equivalente a

d 2 d (1,
0 fRd dt|Vu1| T+ JRd 7 (2(u1u1) ) x
#5 [l + ol ) de
R

e

1
2

d d
0= —J *’VUQ‘Z dzx + ,UQJ - *(UQEQ)Z dz + ﬁj (\u1\2u28tﬂ2 + ‘ul‘QﬂgatUQ) dr.
Rd dt Rd dt Rd

Em consequéncia, somando as igualdades acima segue que

B d 9 d 1 _\2 d 2
0= L{d dt|Vu1] dx + 11 fRd pn (2(u1u1) ) dx J;E{d dt\Vu2| dx
d (1
b | (Gem)?) o [ sl + moa) do
Rd dt 2 Rd

+ 5 J |U1|2(U2atﬂ2 + ﬂgatUQ) dx
Rd
d_ d(, d_
R d (= do— | 2 d
J]Rd dt|VUI| T J]Rd dt (Q(UIUI) ) . J‘]Rd dt|VU2| .

d (1 d (1
+ o JRd % (2(u2u2)2> dr + BJ;Rd % (2|U1|2|U2|2> dl’,

de tal forma que

d , d 1, d ,
—— d B I (e dr — 2 d
0 i ). |Vuy|® dx + py it ). (2(u1u1) ) ey y |Vus|* dz

d 1 d 1
+ Ha o <2(U2U2)2) dx +3% o <2|U1|2|U2|2) dz,

portanto
d
0= —&(w(t) ust)),

o que mostra que (uy,us) € H*(R?) x H*(R?) satisfaz a igualdade (2.60).
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Como H?*(R?%) é denso em H'(R?) segue que a igualdade também é valida para
(uy,us) € H'(RY) x H'(R?). Com efeito, suponha (uy,us) € H'(RY) x H'(R?Y) e (¢1,¢2) €
HY(R?Y) x HY(RY). Sejam (¢}, ©8)nen = H*(R?) x H*(R?) uma sequéncia de funcdes tais
que [[(pF, ¢5) — (p1,92) |1 — 0 quando n — co. Agora, pela boa colocagao de (2.2)
temos que existem T > 0 e (uf,uy) € (C([-T,T], HQ(]Rd)))2 para cada n € N solucao de
(2.2) com dado inicial (7, ©5).

Da dependéncia continua temos que

Sup [ (ut (2), w3 (£)) = (ua(t), ua(t)) | oo — 0,

quando n — oo. Além disso, como
nip\ om Lo n f2) e M2y
£ (t), uz(t)) = SIVur ()2 — lud @llee + 5[Vuz @)l 2 — 7z (#)] s

B n n
Y Jut ()2 |us () | da
2 Rd
= E(pT, py) paratodo t e [-T,T],

e pela Proposicdo 1.1.9 temos que H'(R?) < L*(R%) pois d < 3, entdo tomando limite na

igualdade acima, temos que a convergéncia em H'(R%) x H*(R?) implica que
E(uy(t),us(t)) = E(¢1,p2) = E(u1(0),u2(0)) para todo t e [-T,T].

Por conseguinte mostramos que a igualdade (2.60) se verifica para a solu¢ao dada pela
boa colocagao local.

Para mostrar a igualdade (2.62) consideremos inicialmente (uy,u) € H*(R?) x H?*(RY)
satisfazendo (2.2) com dado inicial (g1, ¢2). Multiplicamos (2.2) por Vu; na primeira

igualdade e por Vi, na segunda igualdade, integramos sobre R¢ e tomamos a parte real

§R Z'(’}tU1VE1 dr = —§R Au1Vﬂ1 dr — ,uﬂRf \u1\2u1Vﬂ1 dx — BRJ‘ \u2]2u1Vﬂ1 dx
R4 R4

R4 R4

§R Z'atUQVﬂg dr = —3% AUQVHQ dr — MQ?RJ |U2|2UQVU2 dr — 5?}%\[ |U1|2U,2Vﬂ2 dx.
R4 R4

R4 R4

Logo,

—%J (’/)tU1VE1 dx = —R AU1VE1 dm—ulﬁ%f |’U/1|2U1Vﬂ1 dl‘-ﬁ%J ‘U2‘2’U/1Vﬂ1 dx
R4 R4 R4 R4
(2.69)

(S

—%J atUQVHQ dr = —%J AUQVUQ d.’lﬁ—MQ%J\ ‘U2‘2UQVH2 d.’ﬂ-ﬂ?RJ\ ”U1’2UQVE2 dzx.
R4 R4 R4 R4
(2.70)
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Além disso, do sistema (2.2) também segue que

—i(?thul = —AmVul — ,u1|u1|2H1Vu1 — 6|u2|261Vu1

—ié’ﬂgVug = —AUQVUQ — M2|U2|2HQVU2 — 6|U1|2U2VU2.

Logo fazendo o mesmo processo anterior,

%J 8t61Vu1 dr = *% AmVul dx — “1§}EJ |U1|QE1VU1 dr — ﬁéRJ |UQ|QE1VU1 dx
Rd Rd Rd

Rd

& 6@2VU2 der = —R AHQVUQ dx — /,LQ?}EJ\ |U2|2HQVU2 dx — B%J |U1|QHQVU2 d(L’,
R4 R4 R4 R4

Assim usando integracdo por partes temos

& @thul dr = §R VﬂlAul dr — MﬁRJV |U1|2H1VU1 dr — ﬁ?RJ |UQ|2ﬂ1VU1 dz
R4 R4 R4 R4
(2.71)

%J (%ﬂQVU,Q de =R VEQA'U/Q dx — /LQ?RJ |U2|2EQVU2 dr — 53%J |U1|2EQVU2 dx
R4 R4 R4 R4
(2.72)
dessa forma, somando (2.69) e (2.71), logo (2.70) e (2.72), segue que
R é’leul de — 6tu1Vﬂ1 dr = —[,L1§RJ |u1|2mVu1 dr — B?RJ |U2|2U1VU1 dz
R4 Rd Rd R4

- uﬁij ]u1]2u1Vﬂl dr — 5%J ]u2]2u1VEl dx
R4 R4
€

%J 5tﬁ2Vu2 dr — %J
R4

R4

5tu2VH2 dr = _MQ%J |U2|2EQVU2 dr — ﬁ?RJ |U1‘2EQVU2 dz
R4 R4
- MQéRJ |U2|2UQVU2 dr — B%J |U/1|2UQVH2 dz.
R4 R4
Logo,

Ry 8tu1VU1 de — (9tﬂ1Vu1 dr = 2#1%] \ul\QUIVﬂl dx + 26§RJ‘ |U2|ZU1VH1 dx.
R4 R4 R4 R4
e

Ry (?tuQVHQ der — é’tUQVuQ dr = 2M2§RJ\ ‘u2‘2UQVH2 dx + 25%‘[ ’U1’2U2Vﬂg dzx.
R4 R4 R4 R4
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Como

%J (Vi dyuy — Vui0ity) doe = Vu,0puy dx — f
]Rd

R4

Vu1 atﬂl d.fC)

]Rd

= ( Vulﬁtul dx + J Ulvatﬂl dl‘)
R4 R4

(VU opuy dz + w0, VUy) do
Rd

= QJ\RUZ dt u1Vu1
_dg J (u1 V) dz,
dt R4 ! !
obtemos
d
%J <U1Vﬂl) dr = 2/113?[ ‘U1‘2U1Vﬂ1 dx + 25%[ ’U2’2U1VE1 dzx.
dt Rd Rd Rd
€
d
SJ (UQVUQ) dr = 2M2§Rf |U2|2U2Vﬂ2 dx + 25§RJ |U1|2UQVU2 dx.
dt R4 R4 R4
Assim
d _ _
— S| (wmVa)de+S | (ueVae)de
dt R4 R4
= 2M1§RJV ’U1’2U1VH1 dx + 26%] ‘U2‘2U1VU1 dx
R4 R4
+ 2M2§RJ |’U/2|2U2Vﬂ2 dr + ZB%J ’U1’2UQVU2 dx
R4 R4
= 2,u1§Rf luy [Puy Vi, do + 2/@?)?] s | Py Vs d
R4 R4
+ QB&EJ (‘UQ‘Q?MVﬂl + ‘U1‘2UQVU2) dx
Rd
Portanto,

d

dt R4 R4

= 2M1§RJ |y 2wy Vi, do + QUQ%J s | Py Vs da
Rd Rd

+ 2B§RJ (|UQ|2U1VE1 + |’U/1|2U2Vﬂ2) dz

1 1

= |V () + g |V () de
+[)’f ]uﬂ |us| ) x
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Assim,
d
5 (Pu(?)) + P(uz(t))) = 0.

O que implica que
d
o P ua(t), u2(t)) = 0.

Em consequéncia
P(u(t), uz(t)) = P(ur(0), u2(0)),
para toda (uy,us) € H*(R?Y) x H*(RY).

Por analogia ao caso da energia, podemos mostrar que P(uy(t), uz(t)) = P(u1(0), uz(0))
para toda solucao em H'(RY) x H'(R%). Finalmente a igualdade (2.61) pode ser obtida
de forma similar como nos casos anteriores, multiplicando o sistema por @ e s, obtendo
assim que as massas escalares respeito a u; e us sdo quantidades conservadas, de onde
segue o resultado.

Isto mostra que as solugoes obtidas pela teoria local satisfazem as leis de conservagao
(2.60)-(2.62).
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3 Existéncia de Multi-Soliton para um sis-

tema nao-linear do tipo Schrodinger

Este capitulo é dedicado ao estudo do artigo (IANNI; LE COZ, 2014), com o propésito
de exibir uma soluc¢do particular de (2.2) e estudar seu comportamento para tempos
suficientemente grandes. Primeiramente estabeleceremos alguns resultados da equacao
escalar de Schrodinger nao-linear. Imediatamente depois, definiremos os tipos de solugoes
que vamos estudar junto com suas propriedades mais importantes, e em seguida fazemos a

apresentacao de algumas estimativas com as quais serda demonstrado o teorema principal.

3.1 Standing waves

Consideremos a equacao escalar de Schrodinger

i0u + Au + plul®u = 0. (3.1)
it
Uma standing wave ¢ uma solugdo de (3.1) da forma u(t,z) = f@(m), onde ¢ é
[
uma solucao de
—A® + & —|D°P = 0. (3.2)

A existéncia e propriedades de solugoes para equagoes do tipo (3.2) s@o bem conhecidas
(veja (BERESTYCKI; LIONS, 1983a), (BERESTYCKI; LIONS, 1983b)). De fato, todas

as solugoes de (3.2) sdo suaves e exponencialmente decrescentes, no seguinte sentido.
Proposicdo 3.1.1. Sejam a > 0, be R. Se u e H'(R?) satisfaz
—Au + au = blul*u em H™'(RY),

entdo as sequintes propriedades sao satisfeitas:

1. u e W3 (RY) para todo 2 < p < 0. Em particular, u € C*(RY) e |Du(x)| it o)
para todo |B| < 2.
2. Para todo 0 < € < 1 temos e®I(ju(z)| + |[Vu(z)|) € L*(RY).
Demonstragio. Ver Teorema 8.1.1 de (CAZENAVE, 2003, Pag. 256). ]

3.2 Construcao da solucao multi-soliton

Comecamos definindo um tipo de solucao da equagao

i0u + Au + pylulPu = 0, (3.3)
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para j = 1,2, as quais serao muito usadas no desenvolvimento desta secao.

Definigdo 3.2.1. Para j = 1,2, sejam w; > 0, v; € RY, v, € R, z; € R? e ®; € H'(RY)
uma solucao de

—AD; + &, — |P;°P; = 0. (3.4)
Um soliton é uma solugdo de (3.3) viajando na reta x = x; + v;t, dada por

R;(t,x) = tf‘bj(\/@(:r — vt — x;))e it —t+ vy at)
J

lvj

Note que se R; denota um soliton para (3.3) entao (Rq,0) é trivialmente uma solugao
do sistema (2.2). Se Ry é outro soliton de (3.3), entao devido a interagdo nao-trivial g # 0,
o par (R, Ry) ndo tem razao para ser solugao do sistema (2.2). No entanto, nosso objetivo
serd exibir solugoes do sistema (2.2) que se comportam como um par de solitons (Ry, Rs)
no infinito, desde que a velocidade relativa dos solitons sejam suficientemente grandes.

Chamamos tais solugoes de multi-solitons, mais precisamente.

Defini¢ao 3.2.2. Um multi-soliton é uma solug¢do (ui,us) de (2.2) para a qual existem
To € R e um par de solitons (Ry, R2) da equagdo (3.3) tal que (uy,us) esta definida em
[Th, +) e

Hm | (u1(t), uz(t)) — (Ru(2), Ra(t))| 1< = 0.

t—+00
Sejam wy > 0, v € R, 29, v9 € R? e ®; solucio da equacao (3.4). Consideremos Ry o

soliton correspondente, isto é,

lvg|2

Ro(t,z) =, /O/joq)o(«/wo(:v — wot — @g)) el @0l it a0 EH0) (3.5)
0

Seja Sy : H'(R?) — R o funcional definido por:

So(u) := E(u, o) + (wo + |Uz|) M (u) 4+ vg - P(u), (3.6)

para toda u € H'(R?), sendo E, M e P definidos como em (2.54), (2.55) e (2.56).

Agora, definamos a agao linear Hg, paratodote Reve H 1(]Rd), por
Ho(t,v) := (Sy(Ro(t))v,v). (3.7)
Observacao 3.2.3. Usando a definicio de derivada de Gateaux, temos que para toda
ue HY(RY), (veja Teorema A.0.1)

2
Si(u) = —Au + (wo + Wj) u + ivgVu — polul*u.

Note que Ry definido em (3.5) satisfaz

2
—ARO + (WQ + IUZ‘) Ry + ivgVRy — M0|R0|2R0 =0,
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desse modo, para t fixo, temos que Ry(t,-) € um ponto critico de Sy.

Ademais, a sequnda derivada de Gateaux é dada por, (veja Teorema A.0.1)

(85 (Ro)v,v)

|Uo|2

= |[Vol7: + (wo + 4) [ol7z +vo- S J vVU — 2p0 J [ Ro|?[v]* = 110 J R(Rov)*.
Rd Rd Rd

O proximo lema mostra uma propriedade muito importante que satisfaz a agdo Hy, a

qual chamaremos de propriedade de coercividade.

Lema 3.2.4. Sejam wy > 0, 7 € R, 20,19 € RY, ® solucio de (3.4) e Ry solugio de
(3.3) dado por (3.5), e Sy, Ho 0s funcionais dados em (3.6) e (3.7). Entdo existem cy > 0,
v € N, e uma familia de fungoes {€F € L*(RY) : |65 2 = 1, para k = 1,--- |15}, tais que

para todo t € R e toda v e H'(RY),

o 2

~k
ool < Holt,v)+ Y (v, ) - (3.8)
k=1
onde gok(t) denota as fungoes definidas por
~k L Wo .k —i(wot—Mt+lvo~x+vo)
& (t)(x) = M—fo (v/wo(z — vot — xg))e Ta :
0

Demonstragdo. Inicialmente vamos mostrar o resultado para v € H*(R?). Em seguida
usando a densidade de H*(R?) em H'(R?), estenderemos o resultado para v e H*(R?).

Com efeito, sejam ¢ € R e v e H*(R?). Consideremos z € H*(R%) tal que
_ %o i(wot——‘”0|2t+lvo-m+%) _ _
v(z) = e 4 '3 z(y/wo(x — vot — xp)),
Ho

para todo z € R?. Pela Observacao 3.2.3 temos que
(S (Ro)v, v)

2
_ Vol + (wO ; ‘4') ol + v - S f o Vds — 20 j RoPJoPdz — poR f (Rov)da
IRd

R4 R4

Logo, substituindo v na igualdade acima, segue que (veja Corolério A.0.2) Ho(t, v) = Ho(2),

onde

~ 1 w? w2 2w3 w§

Ho(z) := 0vz)2, + 2222, — =2 <I>2z2dx—0f §R<1>z2dx>.
0(2) WL (MO\ |72 uoH 172 o Rd\ ol*|2] o I (®oz)

a
-(Lz,z), com L é o operador linear dado por

(v/@o)

Note que Ho(z) =

Lw = —Aw + w — 2|®|*w — ®2w, (3.9)

para toda w € H*(R?) e a = w?/up uma constante.



Capitulo 3. FEzisténcia de Multi-Soliton para um sistema néao-linear do tipo Schrédinger 58

Usando integracao por partes é facil mostrar que L é um operador auto-adjunto.
Além disso, pela Proposigao 3.1.1, temos que @, decai exponencialmente. Logo, L é uma
perturbagdo compacta de —A + 1 (veja Teorema A.0.3). Portanto, como oeg(—A + 1) =
[1,4+00) (veja (REED; SIMON, 1980, Pag.117)), o Teorema de Weyl’s (REED; SIMON,
1980, Pag. 113) diz que 0ess(L) = 0ess(—A + 1) = [1, +00).

Agora, como
(Lw,w) = Vw72 + |w|32 — QJ | |?|w|? dz — J N(Pgw)* dx
R Ré

> Jwl? -3 f 10?0 da
]Rd

> [wlzz = 3C w7
= (1=3C)wlL,

entdo L é limitado inferiormente, portanto o(L), o espectro de L, também é limitado
inferiormente. Assim, como o(L)\o.ss(L) consiste de autovalores isolados de multiplicidade
finita segue que L tem um ntimero finito de autovalores em (—o0, w'], para todo w’" < 1.
Consideremos A\; < Ay < ... < A\, € R 0s autovalores nao positivos de L (contando
multiplicidades) e sejam £;,£2, ..., € H'(RY) suas autofuncdes correspondentes, tais
que &5z = 1 para todo k =1,...,vp.
Pelo Teorema espectral (KATO, 1995, Pag.178) temos que

LQ(Rd) = <{fé7§g7 R (l)lo}>®lp

com P a imagem da projecao espectral correspondente a parte positiva do espectro do

operador L. Como z € H*(R%), entdo
z = 1€y + o+ + EL° + po, (3.10)

com ¢; € R, para todo i = 1,..., 1. Além disso, como o(Ljp) ¢ limitado inferiormente por
0, entdo existe ¢ > 0 tal que (Lp,p) > c|p|32 para todo p € P n H*(RY) (veja (KATO,
1995, Pag.278)). Assim, aplicando o Teorema de Pitdgoras na igualdade (3.10) chegamos a

(Lz,z)y = {L(c1&§y + 265 + -+ + &L + po), 1€y + 25 + -+ + &0 + po)
=N+ A+t c,%o)\,,o + (Lpo, po)
> M+ G+ -+ A + ol
=N+ A+t 012,0)\1,0 +c(|zlps —E—c3— - — 012/0)
=clz[fe+ (M —c)cF+ (Mo —c)cz+ -+ (N, — )
>clz]2 + (M =)+t + cio),

pois L é auto-adjunto e (&}, &%) = 0 para j # k.
Como ¢ = (2,&F), para todo k = 1, ..., 9, obtemos

Yo

(Lz,2) + C1 ) (2,65)3 = ¢l 2|7,

k=1
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com Cy = ¢ — A\ > 0. Além disso, sabemos que

(L2, 2> = |Vl + |2 — 2J B[] Pda —f R(®y2)2de

R R4

Logo,

(Lz2) + 2f 1Bo[2]2|2 da + f R(Bo2)* di = | V2|2 + ]2

R4 R4
Desse modo, como & é limitada,
|21 = [ V2]7 + 207
=(Lz,z) + QJ | |?|2|? dz + J R(Dez)? dx
R R

<Lz, 2) + C|z|32

<{Lz,z)+C (<Lz, 2y + C i(zaf§)§>

k=1
Vo
C | Lz 2+ 3 (=65 |
k=1
isto é,
Vo
|22 < (Vo) 'CHo(2) + C Y (2, €)3
k=1
Agora, usando mudanga de variaveis temos

23 = (Vi) <||Z|L2+ ||VZ!L2>,

1
onde Z(z) = z(y/wo(z — vot — x0)). Como ||Z]3: < max{l,wy} (Z|%2 + wvz@z) temos
0

(Vo) 23 < (Vo) *CHo(2) dCZ %8003 (3.11)

onde E’S(m) = &8 (y/wol(r — vt — x0).
Agora, pela igualdade (A.1) temos
wolvo|? WSQ

_ 20 V2 —OV
L - o | 2V v,

IVol7: =

C(IZlZ2 + IVZIZ2).

. . [v |
Se denotamos por et'() ;= eil(wot*%t%vo'”%), usando (3.11) temos que

[olF < ClIE ]

~

< CHo( )+02 (2, €0)2

< KoH tv+K02(\/i \/;Oe )

< K(t.0) + o 3 (0,8)

k=1
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1
Tomando ¢y = T obtemos
0

2 ~k
CO”UH%” < H(t’v) + Z(Ua 50 )%

Isso mostra a desigualdade desejada se v € H?(R?). Vamos mostrar que
colwlz < H(tw) + Z w.&)3,

para toda w e H'(R%). Com efeito, seja w € Hl(Rd), entdo pela densidade de H?*(R%) em
H'(RY), temos que existe {w,} < H*(RY) tal que w, — w em H'(R?) quando n — oo.
Logo,

1%0) k

collwnllfn < H(t,w,) + Y (wn, &0 )3, (3.12)

k=1
Tomando o limite quando n — oo na desigualdade (3.12), obtemos

Yo
colw|3n < < lim H(t, wn) Z w 50

Assim, s6 precisamos mostrar que lim H(Z, wy,) = H(t, w). Lembremos que

H(t, wy)
Vo
= vanH%Q + (Wo + ’ 4| ) HwnHLz + 'UO\S J anwn — 2#0 f ’R0| |wn|2 — /,L()?R J(Rown)
R4 R4

Como w,, — w em H'(R?) quando n — oo, entdo é claro que

T [ Vw2 = [Vl (3.13)

pi (w0 + 20 a3 = (i + 220 o (3.14)

Além disso, aplicando integracao por partes, temos

lim & | w,Vw,dr = — lim & | w,Vw, dx
n—00 n—0o0
R R
= lim % fanwn dx
n—0o0
R4

A%(szn, Wy)2 dx

= (vaaw)Q
=R waw dx
]Rd
= —J J w Vw dz
]Rd
= J w Vw dz,

R4
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de onde

n—0o0

lim vy - S J w, VW, dr = vy - & J w Vw dzx. (3.15)
R4 R4

Ainda mais, pela Proposicio 3.1.1 temos que Ry € L”(R?) e dessa maneira

[ oo = [ imoPluas] = | [ (R - luPe
R4 R4 R

<cf wnl? — fwP|da
Rd

~C | (uwn+ ), = ol

< C([lwn] + wl]z2) (Jwn = w]L2)

< Cllwy, — w| 2.

Como w, — w em H'(RY) quando n — oo, resulta que

lim | Ro|*|wy|? dz = J | Ro|*|wl|? dx. (3.16)
n—0o0 Rd Rd
Similarmente, obtemos
lim | Riw:dr = J Ry w* d. (3.17)
n—0oo Rd Rd

Combinando (3.13)-(3.17), segue que

lim H(t, wn) = H(ta w)a

n—0oo
desse modo mostramos que a desigualdade (3.8) vale para toda v e H'(R?), o que mostra

o resultado. OJ

Dadas as anteriores consideragoes procedemos para enunciar o principal teorema desta

dissertacao.
Teorema 3.2.5. Para j = 1,2, sejam w; > 0, x;,v; € R, v; € R e ®; solugio de
—AD; + &, — |9;°®;, =0, &€ H'(RY).
Consideremos 0s solitons
v 12t

Rj(t,x) = f‘bj(\@(x — vt — ;)@ para j = 1,2,
J

Existe vy tal que se v, > vy, entao existem Typ € R e um multi-soliton (uy,us) solugio de

(2.2) definida em [T, +0) tal que, para todo t € [Tp, +0)

| (ua(t), us(t)) — (Ra(t), Ro(t)) ] srsrmn < e Voo, (3.18)

1
onde v, 1= |v] — Va| € w, = Zmin{wl,cug}.
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A estrategia para mostrar este resultado é resolver o problema de valor final associado
ao sistema (2.2) com dado final sendo um par de solitons no tempo 7;,, onde {7,,} é uma
sequencia crescente convergindo ao infinito. Estas solugoes sdo chamadas de solugoes
aproximadas. Em sintese, a demonstragao depende de dois passos principais. Primeiro,
mostramos que as solugdes aproximadas satisfazem a estimativa (3.18) em [Tp, T,,] com
Ty independente de n. Em seguida, mostramos que a sequéncia de dados iniciais, em Tp,
¢ compacta. Portanto, podemos extrair um dado inicial dando origem a uma solugao do
sistema (2.2) satisfazendo a conclusao do Teorema 3.2.5.

Por conseguinte, seja {T,,} uma sequencia crescente em R de tempos tais que lim 7T, =
n—+0o0

+o0. Para cada n € N, seja (uf, u}) solugio do sistema (2.2) definida no intervalo (T}, T,]
e tal que o dado final satisfaz que (u](T,), u5(T,)) = (R1(T,), Re(T)).

Proposicido 3.2.6 (Estimativas Uniformes). Eziste vy tal que se v. > vy, entdo o
sequinte se verifica. Existem Ty € R e ng € N tais que, para todo n > ng cada solugao

aprozimada (u},ul) estd definida em [Ty, T,] e para todo t € [Ty, T, ]
[ (), u5 (1)) = (Ra(t), Ra(t)) | < eV, (3.19)

Por enquanto vamos assumir a Proposicao 3.2.6 para fazer a demonstracao do Teorema
3.2.5, depois dedicaremos todos os esforcos a demonstragao dessa proposi¢do e com isso
terfamos provado a existéncia de uma solugao do sistema (2.2) cujo comportamento no
infinito é comparavel com um par de solitons (R;, Rs).

Como T, vai para +00, a sequéncia (uf,uy) fornece uma melhor aproximagao do
multi-soliton. O que falta mostrar é a convergéncia dessa sequéncia. De acordo com a boa
colocagao local do sistema (2.2) e as estimativas uniformes, a questao principal é obter a
convergéncia da sequéncia de dados iniciais (u} (7o), u5(Tp), o qual é o objetivo da seguinte

proposicao.

Proposicio 3.2.7. Eziste (u),u9) € H*(RY) x H'(R?) tal que, a menos de uma subsequén-
cia, (u}(Tp),u(Tp)) — (ub,u}) fortemente em H*(RY) x H*(R?) para todo 0 < s < 1

quando n — +0.
Para demonstrar esta proposicao precisamos do seguinte lema.

Lema 3.2.8 (Ly(R%)- Compacidade). Seja 6 > 0. Existe rs > 0 tal que para todo n

suficientemente grande,
([} (To)|? + |us (To)[?) da < 6.
|z[>7s
Demonstragdgo. Consideremos n suficientemente grande tal que a estimativa (3.19) seja

0
satisfeita. Seja Ty € [Ty, T,,] tal que e 2VwnTs 3 Entao, pela Proposicao 3.2.6, temos

>

[(ui (T5), u5 (T5)) = (Ba(Ts), Ra(T5)) |3 < €72V To < (3.20)

oo
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A Proposigao 3.1.1 implica que R; e Ry decaem exponencialmente, assim podemos

garantir a existéncia de ps > 0 tal que

4]
(|R1(Ts)|* + |Ro(T)|?) da < 3 (3.21)
lz|>ps
Também, da desigualdade (3.20) segue que
n n 5
[ (T5), w3 (T5)) = (Ba(Ts), Bo(Ts))[Z2((afpayx 2(1als) < -
Assim a estimativa (3.21) implica que
n n 5
I(ut (T5), ug (Té))\|L2(|z\>p5)xL2(|m\>p5) <2 ]’
isto é,
J
([} (T5) PP + [ub(T5) ) do < 5 (3.22)

|z[>ps
Nossa intencao é mostrar que a desigualdade acima se verifica com Ty no lugar de Ty.
Consideremos 7 : R — R funcio de corte de classe C*(R) tal que 7(s) = 0 para s <0,
7(s) = 1 para s = 1, 7(s) € [0,1] e |7'(s)| < 2 para todo s € R. Seja ks > 0 (a qual serd

definida mais para frente) e definimos a fungao

V=g [ Gl + gy (M) do

Como, para j = 1,2,

;lt]u?(t)\Q — (1) Al () + O (Eul(£) = 2R(W (£)dul (1)),

entao diferenciando no tempo obtemos

a0 = 5[ Stworaon: (o) w
- ;Ld(zm(u;«t)atu?;(t)) L OR(T () () (W) I
_ ;Ld(zm(um)@u?(t) L)) (W) dz
= %J;d (@} (t)opuy (t) + uy (t)Opus ()T <|$|k_5p6) dzx.

x| — ps
ks

Agora, vamos estimar R | @y (¢)d.ul(t)T (

> dx. De fato, como (uf,u3) é solugao
R4

do sistema (2.2), entao

0t + Auf + pyutPul + Blul]Pul = 0. (3.23)
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Logo multiplicando a igualdade (3.23) por iu} obtemos
—n n N n . n |4 . n|i2|,n|2 __
—uyouy +iut Aul + ipg|ul|t + iBluy|*|ul|* = 0.
Assim, fazendo integracao por partes,
R| wourr (‘:"’ - ”5> de=R | @A) (le - ")‘5) dz
Rd kg Rd k&
+ S‘EJ i U |*r (m _ p5) dx
Rd kg
+ %J il Plug|Pr (‘”' - p5> dz
R4 k5
_ —%J (@ AT <|x| — '0‘5) dz
R4 k5
_gj ,U«1|U?|4T(|x|p5>dx
Rd ks
_gf 5|ug|2|u7f 2T<’$‘_p6) dr
Rd ks
= *%J (uy Auy)T (m - '05) dx
Rd k&
-3 | vuv (wa <|x| — p5)> da.
Rd k(;
Visto que
—n |‘T|_p5 |l’|—p5 -—n |I|—,05 n
\Y% <u17' < s =Vr s Uy + T s uy
(el =ps [ — ps
= T+ Vul,
kol ( ks >u1 T( ks h
temos
R | wloulT <|x| — Pa) dr = %J \Vul T (|a:| — p5> dx
Rd k5 Rd kg
1 T x| — p5>
+ -S| Vul-u—1 ( dx
ks Jga x| ks
1 J —n L || — Pé)
=S| u'— - Vulr ( dz.
k‘g Rd L ’1’| ! k‘g
Consequentemente,
_ Il’l—pa> 1 f g ,<|$|—pa)
R ol T | ——— | dor = —S uf — - Vul'r dx. 3.24
R4 1ot ( k(; k?5 RA ! |.’L" ! k?5 ( )
repetindo o processo acima, mas trocando uj por uy, temos que
_ 1 _
R w@rounr (!xl p‘s) dr = %f T VA ("d p‘;) dz. (3.25)
R k5 k(; R4 ‘33" ]f(;
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A Proposicao 3.2.6 implica que |(u}(T5), u}(Ts))|grxz é limitada independentemente

de n e t, isto é, existe ng € N suficientemente grande tal que

sup sup [(uy(t),uy(t))||grxm < 1. (3.26)

n>no te[To,Tn]
Entao por (3.24) e (3.25) segue que, para j = 1,2,
_ %] — ps 1 J T o (|2l = ps
R g " del = | =5 nt oguns (TP 4
’ JRd w; oy T ( i x ]{Zg\f iy u; 7 uyT " x
1

< —
~
k(s Rd

l?
1
Sk e
2

z\
<
£
<73

2
= EHU?HLQHVU?HB

1
< E(HU?H% + [ Vu3iz)

1
< /'CT;”U?H%IL

Logo, usando a estimativa anterior e a desigualdade (3.26) segue que

V(t)‘ - ’a%f (@Ol + Thoul)T (""”' — ”5> dx’
Rd ks

< ’?Rf uy OpuyT (]x| _ pé) da:‘ + ’?RJ Uy Opuy T (]a:\ _ pé) da:‘
R4 kf(s R4 kd

(ha 7 + s 170)

k:

1 n

= )
1

<

ks

I =T é Entao,
ks

para todo n = ng e t € [Ty, T,,]. Agora, escolha ks tal que

=

7o Ts — T
V(Ty) — V(Ty) :f Vi(t)dt < 2210 <
Ts ks

(3.27)

1 S
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Pela desigualdade (3.22) e a defini¢ao de 7 temos

VT =5 | (W@ + @Ry ('x' . f’é) "

| Gurme + o) as

|z]>ps

<

N = N =

<

IR

d 9
Desta forma, a estimativa (3.27) implica V (T) < V(T5)+ 1 < —. Por fim, seja r5 := ks+ ps

N}

(note que rs é independente de n), de onde, pela definigdo de T,

| (urp s Py o= [ o + g s () do

|z|>rs g
|z[>7s
n n |‘T‘ — Ps
< [ P + Py () a
Rd b
=2V (Tp)
< 6,
mostrando o resultado. O

Agora, faremos a demonstracao da Proposicao 3.2.7.

Demonstracdo da Proposigcao 3.2.7 . Seja T, como na Proposicao 3.2.6. Pela de-
sigualdade (3.19) temos que (u}(Tp),u5(Tp)) é limitada em H'(RY) x H'(RY), e sendo
este um espaco de Hilbert, segue que, a menos de uma subsequéncia, existe (u),u) €
H'(RY) x H'(RY) tal que

(W (Ty), ud(Ty)) — (ud,u)) em H'(RY) x HY(RY). (3.28)

Nossa intencao é mostrar que além de convergir fracamente em H 1(Rd) x H 1(Rd), a
sequéncia (uf(Tpy), uy(Tp)), a menos de uma subsequéncia, converge fortemente no espago
L*(R?) x L*(R%). Com efeito, seja 6 > 0. Como H*(R?) x H*(R%) <% L2 (R?) x L} .(RY),
entao temos que (uy(7p),us(Tp)) (a menos de subsequéncia) converge fortemente em
Lige(R") x Liy,

sequéncia é o mesmo, isto é,

(R%). Logo pela convergéncia fraca dada em (3.28) temos que o limite da

(ui (To), u3 (To)) — (ufuz) em  Lip(RY) x Lj

loc

(RY). (3.29)

Consideremos 75 > 0 como no Lema 3.2.8. Entao por (3.29) existe N; € N tal que se

n = Ni, obtemos

)
(|u71‘(T0) — u? 24 lub (Ty) — ug 2) dr < 2" (3.30)

|z|<rs
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Por outro lado, o Lema 3.2.8 garante a existéncia de Ny € N tal que, se n > Ns,

(|} (To)|* + |us(To)[?) do < g (3.31)

|z|>7s

Além disso, como
(W} (To), u3 (Tp)) — (u},up) em H'(R?) x H'(R),
segue que
(i (To), u3(To)) — (uf,uz) em L (x| > rs) x L*(|z] > r5),
de tal forma que o Teorema 1.1.6 e a desigualdade (3.31) implicam

[, ) Lol o) x L2(lafrs) < Hminf || (u (To), w3 (To)) | z2(afre)) x L2(l>rs)

5 (3.32)
< o)
8
ou seja,
o
(|ul? + |us|?) dz < 3 (3.33)
lz|>7s

Finalmente seja N € N com N > max{Nj, N2}, entdo combinando (3.30)-(3.33) resulta
|(u (To), w3 (T0)) — (ud, up) |12 2 = L{d (e (To) — wy* + Jug (To) — u5f*) de

- f W(Ty) — OPdr + f 3(Ty) — w3 da

|z|<rs |lz|<rs
+ f i (Ty) — ul)Pde + J luby (Ty) — ud|*dz.
|lz[>75 |z|>rs
Portanto,
(w3 (To), us (To)) — (), u5) |72 2
<2 [ (P s @) v [ (a8
|z|>rs |z|>rs
<2(g)+2(3)+ 5
=0.
Consequentemente,
(i (To), w3 (To)) — (ui, up)|L2xz2 — 0. (3.34)

Como as sequéncias (u(Ty), us(Ty)) e (u?,ud) sdo limitados em H'(R?) x H'(R?),
entao usando interpolagdo e a convergéncia (3.34) temos que para cada s € [0, 1) existe
6 € (0,1) tal que

[ (W (To), ul (To)) — (uf, ud) | mexms < CO (W (To), ub (To)) — (uf, ud)| 125 12,
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o que implica que
(P (Ty), ub (Tp)) — (ud,u)) em HY(RY) x H*(RY), 0<s< 1.
m

Agora, mostraremos como as Proposi¢oes 3.2.6 e 3.2.7 implicam o teorema principal.

Demonstracdao do Teorema 3.2.5. A Proposicao 3.2.6 garante a existéncia de vy tal

que se v, > vy, entao existem Ty € R e ny € N tais que, para todo n = ng e todo t € [Ty, T,,],

[(ui (t), @ (1) = (Ru(t), Ra(t)) | rrsrn < eV, (3.35)

Seja (u},uy) como obtido pela Proposicdo 3.2.7. A boa colocacio local do sistema (2.2)
em H*(R?Y) x H*(R%), para 1/2 < s < 1, garante a existéncia de uma solucio (uy,us)
do sistema (2.2) com condicdo inicial (u1(7p), u2(Tp)) = (ul,u5) definida num intervalo
[Ty, T™), onde T™* é o tempo maximal de existéncia da solugao.

Vamos mostrar que 17" = 4+ e que (uy, uy) verifica a estimativa do Teorema 3.2.5. De

fato, suponha T* < co. Entao, usando a Proposicao 3.2.7 temos que
(W} (Tp), uy(Ty)) — (ud,ud) em H(RY) x H5(RY), 0<s<l1.

Como o sistema (2.2) é bem colocado em H*(R?) x H*(R?), entdo pela dependéncia

continua em relagdo ao dado inicial temos que, para t € [Ty, T™),
(u (), us (t)) — (ur(t),ua(t)) em HY(R?Y) x H'(RY), 1/2<s<1.

Agora, pela desigualdade (3.35) e a Proposicao 3.1.1 obtemos (tomando n suficientemente
grande tal que T, > T*) que (u?(t),u}(t)) é limitada em H'(R?) x H'(R?) para todo t €
[Ty, T™), entdo a menos de uma subsequéncia temos que (u}(t),us(t)) converge fracamente
em H'(RY) x H'(R%). Mas como a sequéncia converge fortemente em H*(R%) x H*(R?),

para 1/2 < s < 1, podemos concluir usando interpolagao que para todo t € [Ty, T7),
(uf (£), w3 (1)) = (ur(t), ua(t)) em H'(R?) x H'(RY).
Logo

[ (ur (), ua(t)) = (R (t), Re(t)| e < Niminf [ (uf(£), ug (2)) — (Ra(t), Ra(t)|

<e

Assim, existe vy tal que se v, > vy, entdo existem Ty € R e ng € N tais que, para todo

n = ng e todo t € [Ty, T%),

[(un(t), uz(t)) = (Ri(t), Re(t) s < €7V, (3.36)
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Como T < +0, entao pela desigualdade (3.36) obtemos que (u;(t), uz(t)) é limitada em
HY(RY) x H'(R?) para todo t € [Ty, T*).

Novamente como o sistema (2.2) é bem posto em H'(R?) x H*(R?), entéo existe solucio
deste sistema satisfazendo as condigdes do Teorema 2.2.1, mas como H'(R%) x H*(R?)
H*(R%) x H*(R?) entdo temos que pela unicidade da solucio em H*(R?) x H*(R?), a
solucdo dada em H'(R?) x H'(R?), coincidem com (u;, us) em H'(R?) x H'(R?). Portanto,

como T < 40, a condicao de blow up alternativo implica
Jim [ (8), wa(0) | = +o0,

o que contradiz a limitacdo de (u;(t),u;1(t)) em H'(R?) x H'(R?) para todo t € [Ty, T*).
Portanto devemos ter que T* = +c0. Agora, precisamos mostrar que (uy,uy) verifica
a estimativa do Teorema 3.2.5. De fato, seja N > ng, entdo da mesma maneira como

chegamos a desigualdade (3.36) para t € [Ty, T™), podemos obter
[(ur (1), ua () — (Ri(t), Ro(t))| mrascrn < €™V,
para todo t € [Ty, Ty]. Da mesma forma obtemos que que
[(ua(t), ua(t)) = (Ra(t), Ro(t) [ < eV,
para todo t € [T, Ty+1]. Seguindo este processo obtemos assim

[(ua(t), ua(t)) = (Ra(t), Ro(t) [ < €7 Vo™,

para todo t € [Tp, ).

3.3 Estimativas uniformes

Esta tultima parte é dedicada a demonstracao da Proposicao 3.2.6. Ela sera baseada em
um argumento de bootstrap. De fato, a partir da defini¢do do dado final (u}(T,), us(T,))
e a continuidade do (u,u}) no tempo, segue que a desigualdade (3.19) se mantém em
um intervalo [tT, T,] para t" suficientemente préximo a 7,,. Entdo a seguinte proposicao
mostra que podemos realmente melhorar a estimativa 3.19, deixando espaco suficiente

para estender o intervalo no qual a estimativa original se verifica.

Proposicao 3.3.1. Eziste vy tal que se v, > vy, entdao existem Tp € R e ng € N tais que,
para todo n = ng, toda solu¢do aproximada (uy,uy) estd definida em [Ty, T,]. Além disso,

sejam tg € [Ty, T,] e n = ng. Se, para todo t € [ty, T,,], temos
[ (i (t), u5 () = (Ru(t), Ra(t)) [ < eV, (3.37)

entdo para todo t € [to, T)],

I(uy (@), ul (1) — (Ry(t), Ro(t))| et < ;e—\/wfv*t.
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Antes de prosseguir, indicamos como a Proposicao 3.3.1 é usada para demonstrar a

Proposicao 3.2.6.

Demonstracdo da Proposi¢gdo 3.2.6. Sejam Tj, ng e vy dados pela Proposicao 3.3.1.
Fixemos n € N com n > ng e assuma que v, > vy. A Proposicao 3.3.1 implica que as

solugdes aproximadas estao definidas em [T}, T,,], no seguinte sentido,
(ui, uy) € C([To, ), H'(RY)) x C([To, T.], H' (R)).

Além disso temos pela Proposicao 3.1.1 que o par (R;, Rs) é continuo em relagdo ao
tempo. Logo como (u}(7T},),u5(T,)) = (Ri1(T,), R2(T,,)), entdo para todo ¢ suficientemente

proximo de T,, (pela esquerda) segue que

(wf (1), uz (1)) — (Ba(t), Bo(t))] s

< (' (8), uz (1)) = (uy (T), uz (To)) | e + [(Ba(Tn), Ro(Th)) — (Ra(t), Ra(t)) [
< i () =y (Tl + Jlug (8) — wg (To) [ + [ By (8) = By (Do) | + | B2 () — Ry ()| e
e*\/wi*v*t.

N

Seja
ty := inf {t; € [T, T,,] : (3.19) é satisfeita para todo t € [t+,T,]}.
Pela escolha de t; obtemos que t; < T,. Assim para demonstrar a Proposicao 3.2.6 s

precisamos mostrar que t; = Ty. Assuma que t; > Tj. Entao pela Proposicao 3.3.1 para

todo t € [ty, T,,] temos que

[ (£), u () — (Ri(8), Ra(®)) a1 < ;e—«mt_

Consequentemente,

1 — A/ WxUx
(312, (1)) = (Ralt), Bolty) i < et

Novamente pelo argumento acima, a continuidade de (uf,u}) implica que para t suficien-

temente préoximo de ¢4 (pela esquerda),
[ (), us () — (Ra(t), Ro(t)) | mrisin < eV,
o que contradiz a minimalidade de #;. Assim, se deve ter que t; = Tj. O

Antes de fazer a demonstragao a Proposicao 3.3.1, ainda precisamos de alguns resultados
preliminares. Vamos considerar n fixo. No que segue denotaremos (uf,uy) por (uy,us).
Por outro lado, seja (1, ¢5) € H'(RY) x H'(R?) tal que

(w1, u2) = (R1, Ro) + (€1, €2). (3.38)
Consideremos ty < T}, e assuma a hipétese bootstrap

I(e1, €0) || wrr < e V™! para todo t € [to, T)]- (3.39)
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Para j = 1,2 denotamos por S; e H; os funcionais definidos a partir dos soliton R;, do
mesmo modo que Sy e H, foram definidos para Ry (veja (3.6)).

Agora, seja S o funcional definido para cada (wy,w,) € H*(R?) x H'(R?) por:
S(wi, we) 1= Si(w1) + Sa(w») (3.40)
e H o funcional definido para cada (¢, (wy,ws)) € R x HY(R?) x H'(R?) por
H(t, (wy,ws)) := Hi(t,wy) + Ha(t, ws).
O proximo lema é consequéncia direita do Lema 3.2.4.

Lema 3.3.2. Euiste ¢, > 0 tal que, para todo t € R e todo (wy,wy) € H'(R?) x H'(RY),
temos

vj

ol (wryws) e < HE (o wa)) + 30wy, & (1)3

j=1,2 k=1
~k
onde (&) sao dados para j = 1,2 pelo Lema 3.2.4.

Para demonstrarmos a Proposicao 3.3.1, além das consideragoes feitas acima, precisamos

dos seguintes lemas.

Lema 3.3.3 (L*(R%)- Controle). Seja (1, ¢2) dado por (3.38) e assuma a hipdtese (3.39).
Entao existe C > 0, independente de v,, tal que, para todo t € [to, T,],

C

Wi Uy

6—2\/(1.)*'1]*75

N

[(e1(t), 2(t)) |72 2

Lema 3.3.4. Assuma a hipdtese (3.39). Entao existe Ty > 0 dependendo somente de vy, vo,
com vy, vy como no Teorema 3.2.5, tal que se ty > Ty existe C' > 0 independente de n e v,
tal que, para todo t € [to, Ty,

C

Wy Uy

S(ui(t), ua(t)) — S(ua(Tn), ua(T))| et

N

Por enquanto vamos assumir os lemas acima para demonstrar a Proposicao 3.3.1.

Demonstrag¢ao da Proposi¢do 3.3.1. Seja (€1, e2) dado por (3.38), assuma a hip6tese
(3.39) e que ty > Ty, onde Ty é dado pelo Lema 3.3.4. Entao, para n € N fixo, podemos
assumir pela boa colocagao do sistema (2.2) que (uq, uz) esté definida para cada t € [Tp, T,,],

pois o problema de dado final associado ao sistema (2.2)

i(?tul + Au1 + (M1|U1|2 + 6‘“2‘2>u1 = 0,
i0pug + Aug + (po|us|* + Blui|?)us = 0,
(ur(Tn), ua(Tn)) = (Ri(Th), Ra(T)),
é também bem posto (é equivalente a resolver nosso sistema para tras). Isso garante a

existéncia das solugbes (u1,us), as quais satisfazem

(u1,uz) € C((T,,, Tp], HY(RY) x C(Th, To,], H'(RY)).
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No Capitulo 2 mostramos que existe M > 0 tal que [(u1(t), ua2(t))|grixm < M para todo
t e [T,,T,], onde T, = T,(M). Portanto, pela Proposicdo 1.4.2 temos que (u,us) pode

ser estendida unicamente a [Ty, T,,] . Dai que
(ur, uz) € C([To, To], H'(RY)) x C([To, T, H'(R)).

Neste sentido (uy,us) esta definida em [Tg, T, ].

Por outro lado fixemos ¢ € [ty, T},] e seja vy suficientemente grande tal que

C
<
A /w*vﬁ

onde C' serd determinado mais adiante. Suponha v, > v3. Do Lema 3.3.2 segue que existe

N | —

¢, > 0 tal que
el (ex(t), ea (@) < H(t, (ea(t), Z Z e;(t )3 (3.41)
Agora, pelo desenvolvimento de Taylor do funcional S temos que
S(u(t), uz(t)) = S(R1(t) + £1(t), Ba(t) + e2(t))
= S(I(1), Re(t)) + S'(Ra (1), Ra(t)) - (1(1), 2(1))
+{(8"(Ra(t), Ra(1)) - (21(1), £2(2)), (€1 (1), £2(1)))
+0 (11, 220 sy rrsca ) -

Como Ry, Ry sdo pontos criticos de S e Sy respectivamente, obtemos que

S(ur(t), uz(t)) = S(R1(t), Ra(t)) + H(E, (e1(t), £2(1))

\ (3.42)
+ 0 (1e1(0), 2200 i ray sy ) -
Do Lema 3.3.4 segue que
C
S(ur(8), us(t)) = S(un(Ty), wa(T)| € ———e Ve, (3.43)

Wy Vs

Além disso, como (ui(7,),u2(Ty)) = (R1(T5), R2(T,)) e os solitons Ry, Ry satisfazem as

leis de conservacao entao
S(ur(Th), ua(Tr)) = S(Ba(Th), Ro(Th)) = S(Ra(t), Ra(1)). (3.44)
Por outro lado, da hipdtese bootstrap (3.39) temos que existe C' > 0 tal que
o ([(1(t), ()21 ) < CemVerr, (3.45)

Assim, usando as desigualdades (3.42)-(3.45) e tomando T} suficientemente grande tal que,

para t > tg > Ty,
1

e—SQ/W*U*t <
A/ WUy

—21/{,\1*7)*1:
€ )
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obtemos

[H(t, (1, €2))| = |S(ur(t), u2(t)) = S(RL(E), Ra(t)) — 0 ([(e1(t), 2(t)) |31 1) |
< [S(ui(t), uz(t) — S(Ru(t), Ra())] + o ((e1(t), 2(t) 31 c1)

isto é,
C
1H(t, (e1,2))| < me_Q*/E”*t, para todo t > ty > Tj. (3.46)
Também, para j = 1,2, sejam ¢; := max{H&fH%z ck=1,---,v;}, ec:=max{c; : j = 1,2}.
Entao, pelo Lema 3.3.3,
vj ~k ) Vj ~k )
D ()6 )5 < (55 (2), &5 (£))2
j=12 k=1 j=1,2 k=1

=S OGP + S eat). & (1)l

< (n)Cler(®)|72 + (1) Cllea(t)] 72

< O|(e1(t), e2(1)) |72 12
C

< 6—2@1;*15'
BRIR
Desse modo,
S skoy2 C et
20,6 )5 < ———e : (3.47)
j=12k=1 W Ux

Portanto, usando as estimativas (3.41), (3.46) e (3.47) resulta que

C - Wx U
[CTORO) [ ————
WUy
C C 1
it B \/\/LT*U* = \/\/07*1)11 S 5y temos que

1 —A/ WV
1(e1(t), e2(t)) | s < ¢ Vet

O que mostra o resultado desejado. O

Antes de demonstrarmos os Lemas 3.3.3 e 3.3.4, precisamos da seguinte estimativa

sobre a interacao de dois solitons.

Lema 3.3.5. Existe C' > 0 dependente de ®1, Do, w1, wo, i1, 12, como no Teorema 3.2.5,

porém ndo de vy, vy tal que, para todo x € RY, temos que

IR ()] | Ro(t)]] 2 < Cem (Ve
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[(B1 ()] + [VR1(8)]) (| Ra(8)] + [V Ro(t)])] 12 < C(1 + [vn] + Jva])%e (B)vevet,
para todo t € R.

Demonstracdo. Sejam j € {1,2}, t € R, x € R%. Como ®; decai exponencialmente

(Proposigao 3.1.1), sabemos que para 0 < n < 1 existe C' = C(®;) > 0 tal que

Pela Definicao 3.2.1 temos

j . |'U~\2
Rj(t, 33) = &q)](\/@(gg — th _ xj))ez(wjt—JTH%vj.Hw)’
Hj
€
! % i(w-t—Mt.;_lv..x_,_ )
VRj(t7x) - ivj 7(1)3(\/(")7](1‘ — vt — ZE]'))B J 1 2V T+
M
Wi 2 ) v |2
+ (\/\/z) V@j(\/"‘TJ(l’ — vt — :Ej))ez(“’jt_JTH%Uj'a?-i-vj)‘
Hj
Portanto

|R;(t, )| + |[VR;(t, x)| < |[C®;(\/wj(x — vjt — x;))|
+ |Cv®;(yfwj (@ — vjt — ;)|
+[CVe;(Vwj(a — vit — ;)]
< O+ Juyl)emvestent,
onde C' = C(®;,wj, ;). Logo
(|Ri(t, )| + [VRi(t, )] ) (| Ra(t, 2)| + [V Ro(, )|)
<C(1+ v )1+ ]vzy)e_nm|x—”1t—xl| . e~ Wwalz—vat—as|
< 0(1 + |?}1| + |1}2|)26—n4/min{wl,wg}(\x—mt—xl\+|x—v2t—x2\)'

Seja 0 < 6 < n. Como

|o1t — vat| < |z — vit]| + |z — vat|

|z — vit| — |21| + |x — vat| — |xe| < |z — vt — 21| + [T — Vol — 3],
entao
< C(l + |U1| + ’U2‘)2675q/min{wl,wg}(\x7v1t711\fovztfxz\)
. e_(n—5)\/min{w1,w2}(|r—v1t—az1|+|:c—v2t—:(:2|)
< C’(l + |U1| + |U2|)26—5\/miﬂ{wl,wg}(\x—mt—xl\+\x—v2t—ax2\)€—(n—5)q/min{w17w2}|v1t—vgt\
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1
onde C' = C(®;,wj, 1, z;) > 0. Escolhendo n = ;, 0= 3 e lembrando as defini¢oes de
1
Wy = Zmin{wl,wg} e v, = |v; — vy, obtemos
(I1R1(t, @) + [V Ry (E, ) ) (| Ra(t, )| + [V Ra(t, 2)])

< C(l + |U1’ + ‘U2|)267i\/ﬁ(|17v1t711|+|mfv2tfxg|)€f(%) Wx Vst

implicando que
[([R ()] + [V R ([ Ra(8)] + [V Ra (1))
< Jm (|Ru(t, )] + [VRL(t,2))(|Re(t, )] + [VR(t, 7)) [*de

<O+ |n| + ‘UQDA‘e_B‘/‘T*v*tJ 2V ([T—vit—ai[+la—vat=a2]) g
Rd

= O+ o]+ ual) e | e b
R4

2

= O(1 + |vy| + |vg])te 2Vereet

L2
< O(l + |’U1| + |U2|)4€_3\/‘Tw*t.

Desta forma
[(|R:1 ()] + VR (|Ro ()] + [V Ro(D)]) | 2 < C(L+ [on] + Jwg]) e 3V,

mostrando a segunda desigualdade. Agora, para demonstrar a primeira desigualdade,

prosseguimos do mesmo modo acima, para obter
IRy (t, )] < Cem Wil
7
Novamente, tomando 1 = 3 e o= 3’ temos

[Ra(t,2) | Faft, )] < e Toralizmmtomsiemnnt=sa)

1 3
< 06—11/w*(|x—v1t—w1|+|ac—v2t—;t2|) . e—(§)1/w*v*t7

e dai,
IR (O Ra(t)]z2 < Ce 3V,

O

Por fim, vamos fazer a demonstracao dos Lemas 3.3.3 e 3.3.4. Para obter o Lema
3.3.3 adotamos a seguinte estratégia. Primeiro escrevemos o sistema satisfeito por (g1, €2).

Entéo, diferenciamos no tempo as L*(R?)-massas de ¢, e £, e limitamos o resultado com

Vit

a expressio e V¥**! A integracdo no tempo finalmente nos permite ganhar o fator extra

1

WUy
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Demonstragio do Lema 3.3.3. Seja (e1,e5) dado por (3.38) e assuma a hipdtese

(3.39). Note que (e1,ey) satisfaz a equagao
’iat<€1, 82) + £<€1, 82) + N(&l, 82) +F = 0, (348)

onde £ denota a parte linear em (1,¢5), N a parte ndao-linear e F o termo forcante. Mais

precisamente,
‘6(51762) = (L1<€17€2)7L2(€1752)>7 N(517€2) = (N1<517€2>7N2(€1752))7

F o= 5(|R2|2R1, |R1|QR2),

com
L1(€1,82) = A&l + (2M1|R1’2 + 6|R2|2)€1 + /ublngl + B(Rlﬁgefg + R1R2§2),

L2(81,€2) = A€2 + (2M2|R2|2 + B|R1|2)82 + /JQR%?Q + 6(E1R252 + Rlegl),

N1(€1,€2) = /ubl(ﬁléf + 2R1|€1|2 + |€1|2€1) + B(Rzggél + §2€1€2 + R1’€2’2 + |€2|2€1)

N2(€1,€2) = ,UQ(EQ&% + 2R2|52|2 + |€2|2€2) + 6(R1§1€2 + E161€2 + R2|€1|2 + |€1|2€2).
De fato, mostremos que
i(}téfl + L1(€1,€2) + N1(€1,€2> + B|R2‘2R1 = 0.

Como R; é solucgao de
0 + Au + py|ulPu = 0,

entao

i0ie1 + Li(e1,€2) + Ni(e1,€2) + B|Ro|* Ry

= i0puy — 10, Ry + Auy — ARy + 21| Ry [Puy — 2| Ry [P Ry + B Ry "
— B|Ro|?Ry + pn Riuy — pa RIRy + BR1Ryuy — B Ry|* Ry + SR Ryt
— BIRo|*Ry + pi Ryt — 2p0 | Ry [Pur + pun| Ry |* Ry 4 241 |uy |2 Ry
— 2411 | Ry |Puy — 21 R0y + 2p0 | Ry PRy + punug Py — g |ug | Ry
— i Ry + | Ry [Puy — pufua Ry + pn Ry + | Ry [Puy — | By |* Ry
+ BRytiyuy — SRyt Ry — B Ry|*uy + B Ry|* Ry + BRouguy — SRyus Ry
— B|Ro|*uy + B|Rof* Ry + BR:|usl® — BRyus Ry — SR Rytis + S| Rs|* Ry
+ BlugPur — Blug|* Ry — BugRouy + BuzRo Ry — BRyUsuy + SRoU Ry
+ B|Ra[*uy — B|Ro|* Ry + 8| Ro|* Ry

= —i0,R; — ARy — ;| R1|*R, = 0.
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De forma semelhante se pode mostrar que
i&t52 + L2(€1762) + Ng(él, 62) + ﬁ|R1|2R2 = 0.

O seguinte argumento consiste em estimar a derivada com respeito ao tempo da LQ(]Rd)—

massa de €;. Com efeito, seja t € [to, T},]

= (Ger(t),e1(t)) 2
= (iL1(e1(t), e2(t)) + iNi(e1(t), e2(1) + iB|Ra(t) " Ra(t), €1(t)) 12

— R J}Rd (Ly(e1(t), e2(t)) E1(t) + Ni(er(t), ea(t)) Ea(t) + B|R(8) PRy (8) 21 (1)) da
— _%fRd (L1 (e1(t), e2(2)) E1(2) + Ni(e1(t), e2(2)) E1(t) + BIR2(t)|*Ri(t) E1(t)) da.

A ideia é estimar cada um dos termos da igualdade acima. De fato, Pela definicao de L,

temos
% L L), ) Ea(0) da
= ngd (Aer(t)&1(t) + (2m|Ra(t)* + BIRo(t)*) €1 (1) 21(2)) d
+ %Ld (1R (8)* &1 (t) + B(R1(t) Ra(t) e2(t) + Ra(t)Ra(t)22(t))E1(t)) da.
Portanto fazendo integraciio por partes obtemos
3 JR L), )70 da
-3 va@vaOir+s fRd IR + BIRo(1)2) 1(t)21(8) da
+$ JRd (1R (t)*E1(t) + B(R1(t)Ra(t)ea(t) + Ri(t)Ro(t)E2(1))E1 (1)) dx
_ —%JRd Ve (1) dz + %Jw (ulRy(0) + BIR(1)2) |er ()2 da
+ %JW (1R (8)? &1 (t) + B(R1(t)Ra(t)ea(t) + Ri(t)Ra(t)22(t))E1(t)) da

-3 fRd (B (621" + BB Ra (D)2 (71 (1) + Ra () Ba()22(1)21(1))) dv

Assumindo a hipdtese (3.39) e usando o fato de R; decair exponencialmente para cada

j =1,2, temos
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d

‘%L{ Li(e1(t),e2(t))E1(t) dx

- ‘% L{d (11 R1(t)?E1(t)* + B(R1(t)Ra(t)ea(t)E1 (1) + Ri(t) Rao()Ea(t)E1 (1)) d

< fRd |Ri(t)%1(t)?| dz + | 8] JRd [(Ri(t)Ra(t)ea(t)E1 (t)| da
#1811 R(0=(0z(0)] ds

<0 (1m0 o+ 1ROl ROl [ el o)

< C (IRl ler @l + [ Rl | Ra ()] 2= e (8)] 22 e2(8) | 2)
(ler @7 + ler @l le2(®) )

C
C (lex® i + le2)]7)
06_2\/“T*U*t,

NN

N

isto é,

< Ce V@t para todo t € [to, Tp]. (3.49)

‘% JRd Lier (), 2()) 2 (¢) da

Além disso, como d < 3, H'(RY) — L*(R%) e H'(R?) — L*(RY), temos

R4

’% Ni(21(), 2(t)) (t) da

<o ([ Im@lla@f as [ ot as [ molalo? )
o ([ Imolapa©ii [ laoPao? )

< C (IRl llex@®lzs + ()20 + | Ra()| = lea ()] 2 lex (8)]74)
+C (| Bi®)]eller@®)]z2lle2(t)Za + le2(®)7alle1 (t)]1Z4)

< C (lex®zn + ler®an + lea @) ea(®)]F)
+ C (1O le2 (@) + o2t [ |er ()71

< C(ler® i + a1 @i + o207 + ler(®)50)
+ C (a1 + lea @i + 25 + ler(®)]3n)

C (lex®zn + les Ol + lea@lzn + ler (7 + le2(®)5)
<C (6—3\/(T*U*t + 6—4\/LT*’U*t + 6—2\/07*7)*15)

N

< Ce—?@v*t.
Dai,
‘% Ni(e1(t), e2(t)EL(t) do| < Ce Y9+ para todo t € [to, T]. (3.50)

Rd
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Finalmente vamos estimar o termo forcante. Combinando o Lema 3.3.5 com a desigualdade
(3.39) obtemos

‘% JRd | Ro() 2Ry ()21 (¢) da

< | IROFIR @0 do

< [Ra(8)] = fRd | R (2)[ | Ba (2) ]2 (2)] dx

< OB @) [ R ()] 2] €1(8)] 2
< Cef(g)\/wi*v*t’

ou seja,

'%f |Ro ()| Ry (t)E1(t) dor| < Ce~ Vet para todo t e [to, Tn]- (3.51)
R4

Dessa maneira, pelas desigualdades (3.49)-(3.51)

0

atM(al(t))‘ < Ce V9! para todo t € [to, T,].

Integrando no tempo e lembrando que ,(7},) = u1(T,,) — R1(T,,) = 0, chegamos a

M(ei(t)) < [M(ex(1))]

<C ( 1 6—2\/u7*v*Tn _ 1 6—2\/07*v*t>
Wy Vs A/ Wi Us
C 6—2\/LT*U*T”
Wy Uy '
Logo,
C
M(e(t)) < e 2Vt para todo t € [to, Tp,].
Wy Vs

Fazendo o mesmo processo anterior para €5 vemos que

C

Wy Uy

M(es(t)) < e

e consequentemente,

C —2,/wev
H(€1 (t), 62(t))||%2(Rd)XL2(Rd) < e 2yfon *t, para todo t € [to, Tn]
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Para terminar esta se¢ao s6 resta mostrar o Lema 3.3.4. A demonstracao deste resultado
¢é semelhante ao Lema 3.3.3, com a diferenga que aqui vamos estimar trés quantidades, a

massa, 0 momento e a energia.

Demonstragido do Lema 3.3.4. Suponha a condicao (3.39) e seja t € [tg, T,,].
Pela definigdo de S (veja (3.40)),

[S(ua(t), uz(t)) = S(ur(Th), uz(Th))|
= [(S1(wa(t)) = S1(ua(Tn))) + (Sa(ua(t)) — Sa(uz(Th))|
< [(B(ur(t), ) = E(ua(Tn), ) + (E(uz(t), p2) — Eua(Tn), p2))|

|02

N (w1 M f’) M (s (1)) — M(ua(T)] + <w2 + 4> (M (us(t)) — M(us(T,)]

+ |1 (P(ur(t)) — P(ua(Tn))) + 02 (P(ua(t)) — Pluz(Tn)))] -

Neste sentido, nosso objetivo é controlar cada termo na expressao acima.
Como as massas escalares sao conservadas pelo fluxo de (2.2) (veja Capitulo 2) e

(u1,uz) é solugao de (2.2), entao

(14 25 10100000) = @)+ (1 + 20 s - a0
(3.52)
Agora vamos estimar os termos que envolvem o momento. Como o momento total (2.59)
¢ uma quantidade conservada (veja Capitulo 2), conseguimos que P(uy(t),us(t)) =
P(ui(T),),us(T),)), de onde
Plui(t)) = P(ui(Ty)) = P(us(Tn)) — P(us(t)).
Assim, s6 precisamos estimar
(01 = v2) P(ua(t)) = P(ua(To))| = vu| Pun(t)) = Plua(T))]- (3.53)

Agora diferenciamos no tempo t o momento para .

0
(%Pu;l(t»

= iad J;Rd Uy (t)VUl (t) dx

I 0
- 53] G@va®)a

1

-39 L{d(atul(t) VT () + wi(t) - 8,V (1)) da

_ 1y J () - V() de — ~5 | Vuu(t) - o (t) de
2 Rd 2 ]Rd

1 1

- ﬁtul (t) . Vﬂl (t) dx + _ Y Vﬂl (t) . 8tU1 (t) dx

2 Rd R4

Rd
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Usando o fato de que (uy, usy) satisfaz (2.2) e fazendo integracao por partes, Note que na

oitava igualdade usamos o fato de que, fazendo integracao por partes,

0
=P ()

= 6tu1 (t) : Vﬂl (t) dx

Rd

_3 JRd iAus (VT (1) dz + 1S JRd iy (8) Pus () VL (¢) d
R fRd s (8) [Py (£) V7 (£) d

_ 53 fRd i (1) s (£) Vi (1) d

=53 PV (o)) ds

-5 | ®PY () dx

Pois,

R4

Rd
Com o exposto acima, mostramos que

0

SPO) = =5 | P (o)) de (3.54)

Lembrando que u; = ¢; + R; para j = 1,2 substituindo na equacgdo (3.54) temos

0
atP(Ul(t))
N _gj NPV (Jua (D)) do
=2 a0+ R () + Ri(OP) do
— _gj;dmZ(t)PV(le( )[?) da — f 2|Ry(t)PV(R(Ru(t) e1(1))) d
_g [ |Ro(1)]2V (e (1)) dx—f 2R(Ra(t) e2(1)) V(| R (1)) do
JRd
( .
_g AR(Ra(t) e2(t)) V(R(Ru(t) € ()))da:—f 2R(Ra(t) e2(t))V(Jea (1)) d
JRd R
[
_§J e PV RO d - 2DV R (1) <1 (1) de
a SJ:Rd le2(6) PV (le1 (¢) ) da.
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Vamos estimar cada termo usando a desigualdade (3.39) e o Lema 3.3.5.

5 [ Im0Py R do

<O imoPIv R0 do
<O amopvmoimol e

< CJRd(\Rz(t)\ + VR (IR1(8)] + [V R (1)])* d

= C|(IB(t)] + [VR(&))(|Ra(t)] + [V Ra() )] 2o
S CO(1 4+ |vg| + |vg])te3vemut,

(3.55)
Aplicando a desigualdade de Holder,

5[ lapvieora
<C de eat) V]2 (1) 2]
<C fw ealt) PV ()] e (1) de

1/2
<0 ([ la@PaOE0k ) 90l
Rd
< Clea(®)Zsller () s Ver (#)] 2
Como H'(R?) — L%(R%) temos
I ECRRIE

< Clea®) i ler(®) s | Ver ()] (3.56)

Clle2®)in + [Ver ) F) (e )7 + [Ver(®)F2)
< 06—4\/LT*U*t'

Para cada j = 1,2, pelo fado de R; decair exponencialmente, segue que

\ﬁ ]Rd2|Rz(t)|2V(%(R1() ) dx +‘B 2R(Ra(t)e2(t)) V(| R (1)) da

=C fRd [Ra(O)F|V(R(Br(£)er(1)))] d + C JW R(Ra(t)e2 ()| V(| Ry (8)[*)| dax
<C | IROPIVR @) + [V 1Ri0)]) da

+C [ IROlelIVR O] R do
<C | IROPIVR(©] + IROD ()] + V(0 do

+ CfRd | Ro(1)||e2()[|V By (1)[| B (2)] di.



Capitulo 3. FEzisténcia de Multi-Soliton para um sistema néao-linear do tipo Schrédinger 83

Portanto,

5[ arwpver@mana) + | |

+\ OR(Ral0)es(1) V(| Ba (0

S CJW (1B ()] + [Ro(D)]) ([Ba ()] + [VEL()]) ([R(D) ) (|e2(0)] + [Ver(B)] + |e2(t)]) de

<CLJWﬁﬂﬂvmwmmmmmwﬂ+wam+kﬁmm
< O|(|Ri@)| + VR ()| R (8)] |2 (|e1(B)] + [Ver ()] 2 + ||e2(t)] 2)
< O(1 + |vy] + vg)2e 8VErvstgmvemvst

< O+ [vr] + [vg])2e3vorent,

(3.57)
Além disso como H'(RY) < L*(R?), obtemos
‘5 AR(R(t)e2(t))V(R(R1(t)es (1)) da
< CJRd |R2 )||52<t)‘(|VR1<t)‘ + |R1‘)<|v€1(t)| 4 ’51|)d1‘

< CfmﬂR?(tN + VR (D)) ([e2(t)] + [Ve2(t) D(IVEL ()] + [Ba)(IVer(t)] + [en]) d

< Ol([B@)] + VR DAV ELD)] + [Ril 22| ([e2(8)] + [Vea0))(IVer ()] + [ea]) 22
< Ol Be@)] + VRNV BB + [Ba) 2 le2()] + [Vea )l nalIVer ()] + el s
< Ol B(O)] + VR DV EL )] + [Ba) 2 [[[e2 ()] + Vel [[Ver ()] + leall
< O+ [v] + [va])2e3venmtem2viunt

< C(1+ or] + |ua])2e 2Vt

(3.58)
Similarmente,
5 [ rE0=07 (0P ] <0 [ 0lla0ivao) e
R
< Jea®)lzeler()] s Ver (922 (359)
<C 6—3\/a7*v*t'
Fazendo integracao por partes e por um processo similar ao anterior conseguimos
5 [ ve@amaora - |5 [ #Eon0)viaor e
<C| allelva)d (3.60)

< ller(®)] zalle2(t) | ra [ Vea(t) [ 2
< 0673\/@1)*15.
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Por outro lado, para j = 1,2,
V(IR;(t,2)[") = V(R,(t,x) - B;(t, x))

— (%q)j(@(w — it = 5)) - B;(/wj(x — vt — xj)))

1271
S
- 2}; R, (@5 ( — vyt — 1))V (@5 (& — vyt — ).

Desse modo,
IVIR; ()| < C1@5(t) |12 [ VR, ()] e < C.

Por conseguinte, pelo Lema 3.3.3 segue,
NBRR

O proximo termo é tratado de forma semelhante ao anterior, além de usar integragao por

'g J]Rd () V| Ry (2)]* dax

< Cle2(t)]1Z2 < e, (3.61)

partes,
\5 R(t) PV |en (D)2 d| = W V(| Ret)P) e (1) da
< Clea()2 (3.62)
C

6721 [Wivst

<
h A/ Wi Uy

Consideremos Ty suficientemente grande tal que
0o (14 |vi] + |vg))te 2V To < 1. (3.63)

Suponha que t > tg > Tj, entdao combinando (3.55)-(3.62) segue que

0
o5 Plun(0)

1
< Cw, (\/QT*U* e~ Vvt (1+ || + |’U2|)4€_3\/°T*v*t>
C
N
< Ce 2ot 4 O (14 || + |vg) e VervToe 2yt
< Cle 2Vt

N

6_2‘/L7*v*t + CU*(l + |v1| + |v2|)46—\/u7*v*t6—2\/¢7*v*t

isto é,

v*jtP(ul(t))‘ < Cem2Vervt, (3.64)

onde C' = C(®;,w;j, py, B) para j = 1,2.

Da equagcao (3.64) e de (3.53) obtemos o seguinte controle para o momento
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01 (P (ur(t)) — P(ur(T0))) + va(Pua(t)) — Pluz(Tn)))l
= [0 (P(us(t)) = P(ua(T5)))]

f” 0u L P(ua(s)) ds

138
Tn
g f

0
T
< CJ e 2VE s g
t

(3.65)

Ux

P(ul(s))‘ ds

s

C 6721/w*v*t
Wi Uy

Agora, vamos estimar a parte da energia. Como a energia total (2.57) é uma quantidade

conservada (veja Capitulo 2), observamos que
[(E(u1(t), pa) — E(ur(Th), o)) + (E(uz — E(uz(Th), p2))|

=|5(U1(t)7U2(t))—5(U1( ﬁJ (fua ()P ua(0)* = [ua (L) ua(T0)|*) dae

= 8 [ (Pl o) Plua(3) ) d
<161 | (0P ualt)F + s (T) (T, ) o

Novamente a ideia é estimar cada termo da desigualdade acima. Primeiro, usando o fato
de que (uy(Ty),u2(Ty)) = (R1(T},), R2(T},)) e o Lema 3.3.5 temos

J}Rd ‘Ul(Tn>’2|u2(Tn)|2) dm:J |R1( )| |R2( )|2dx
< Ce 3 vk Tn

-3 ¢
< Ce™2Vunvt,

(3.66)

Como antes, para o outro termo restante na estimativa da energia, substituimos u; = R;+¢;

para 7 = 1,2, consequentemente,
Bl | la(®F ) da
~ 181 [ R OPIROP do + 23] || IRAOFR (Falt)2a) do
118 f Ry(6)Plea() i + 218 j R (Ba(t) e2(6)) | Ro(t)?
48] j (1) R (Falt)ea(t)) do + 218 j Ri(H=1(1)) [ea(t)]? da
#18] [ IR@Pl®F do+ 18] [ R (Ralt)ea) (o) da
Rd Rd
# 181 |l feat)

(3.67)
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As seguintes estimativas sao obtidas usando os mesmos argumentos que foram usados nas

estimativas do momento. Logo pelo Lema 3.3.5 e a hip6tese (3.39)

‘5 f [Ru(t) 2| Ro () da| < O Ru(#)|| Ra(®)| ]2 < eV,
]Rd

‘Qﬁ . §R (EQ(t)EQ(t)) |R1(t)|2 dx

< CBa(0)] oo | | B2 ()] Ba (8)] 22| £2(2)] 2

5
< Oe—ia/w*v*a

‘25 R (Ri(H)er(t)) |Ra(t) 2 da

< O Ry (1) || By ()| B2 (0)] [ 22 €1 (1) ] 22

5
< Cve—i,/w*v*t7

‘45 R (Ri(t)e1(t)) R (Ra(t)ea(t)) da

R4

< Cl[Ba(@)]| B ()] 2 [[[er (B[ (B)]] 2

< OBy B2 ()] 221 (8 sl e2(2) ] s

)
< Ol B @ Ro (O 2l (@) 1 €2 (@) [ e
C«e—%\/@v*t,

N

‘25 Rd%(ﬁl(t)él(t)) le2(t)|* dz| < O Ru(t) | ze»lex(t)] e |lea () | s

< Cller(t)]r2]e2(t) |3
< Ce—SWU*t‘

‘5 de R (Ra(t)ea(t)) [e1(1)? do| < C|Ra(t)]e ealt) 12 Jer (D)2

< Clea(t)]2]er ()70
< 0673\/ﬁv*t’

’BJW 1 () le2 (@) dr| < Cller ()74 ler ()74

< 0674 w*v*t.
Por outro lado, pelo Lema 3.3.3 segue,

< C|Ry(t) |20 ]|21 (1) 22

- C
RN

C EICIXCRE

6—2«/&)*7)*15

(3.68)

(3.69)

(3.70)

(3.71)

(3.72)

(3.73)

(3.74)

(3.75)
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‘ﬁfm le2() IRy (1) | < OB (1) [ e () 72
C

Wi Uy

(3.76)

6—21/W*U*t

Combinando (3.66)-(3.76) e tomando T suficientemente grande tal que, para t > ¢y, > Tj,
1

Wi Vs

5
Y * *t
e 54/ WU <

e BVt (3.77)

obtemos

[(E(ur(t), 1) = E(ur(Tn), ) + (E(ua(t), p2) — E(ua(Th), p2))]

féx/ﬁv*t 1 —2,/wWevat

<C <e 2 + N ) (3.78)
C 6_2\/('7*”“5.
Wi Ui

Finalmente, consideremos 7} suficientemente grande satisfazendo (3.63) e (3.77), segue de
(3.52), (3.65) e (3.78) que se ty > Ty, existe C' > 0 independente de n e de v, tal que, para
todo t € [to, Tn],

O - WiV
|S(U1<t), UQ(t)) — S(Ul(Tn), u2(Tn))| < W@ 2./wx *t’
o que mostra o resultado desejado. 0O

Com a demonstracao deste lema temos obtidos todos os requerimentos com os quais

foi mostrado o teorema principal desta dissertacao.
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APENDICE A - PROPRIEDADE DE
COERCIVIDADE

Nesta secao vamos mostrar alguns resultados usados no Lema 3.2.4 que nao foram

demonstradas.

Forma quadratica associada a &

O seguinte teorema estabelece algumas propriedades da forma quadratica Hy (veja

(3.7)). No que segue, para simplificar a notacao, denotaremos f fdx simplesmente por
Rd

f.
Rd
Teorema A.0.1. Seja o operador Sy : H'(RY) — R definido por

’UOP

So(u) := E(u, po) + (wo + 4) M(u) 4+ vg - P(u),

para toda v e H'(RY). Entdo

’ 2

So(u) = —Au + (wg + ’UZ ) u + g Vu — pio|ul?u.

e

’UOP

(8§ (Ro)v, vy = |[Vv[72+ (WO + 4) [v]72+vo-S f vVT—2pg f | Ro*|v]*—po f R(Ryv)?
R4 R4

R4

onde Ry € definido como em (3.5).
Demonstragcao. Lembrando que
1 Ho
E(u, ug) := §||VUH2L2 - ZHUHZE,

1
M(u)i= Sl

1
P(u) := 2%[}@ uVa,

obtemos

1 Mo 1 |U0|2 1 o
80(’U) = §HVUH%2 - ZHUH%/L + 5 (Mo + T ”UH%2(R¢1) + 5’1]0 . o uVu.

Agora, vamos calcular a derivada de Gateaux de Sy.
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Considere

1 1
i) = I Vults = 5 [ VP

. Logo para v e H'(RY),

lim S]Rd |V (u+ t“)‘z - S]Rd ‘VU‘Q

(i), =

t—0 t
_ llim SRd |Vu + tVo]? — S]Rd |Vu|?
2t-0 t
_ llim Spa [Vul? + 1§, VuVo + t o, VaVe + 82 (o, Vol = (G [Vl
2 -0 t
B 11_ t e (VuVT + Vuvo) + 2 (., [Vo]?
T 2050 t
1
=— J (VuVt 4+ VuVo)
2 Ra
=R\ VuVo
Rd
=-R| Auv
R4
= (—=Au,v).
Desse modo, no sentido das distribuigoes, temos que S} (u) = —Au.

Ademais,

R Yo t 7—R( . _
(ST (u)v,v)y = Pn(l) SR V(u + U)Vtv SR VuVo

1 |vo|? 1 |vo|?
SQ(U) = 5 (LUO + T HUH%Q(Rd) = 5 wo + T J;Rd |U|2

Entdo, para v e H'(RY)

|UO|2) SRd lu + tUP - SRd ’u|2

(S 0y = 3 (o 2

1 |vg|? S]Rd lul? + tS]Rd lv]? + tSRd uv + SRd w — S]Rd u|?
o\t t
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2
Dessa maneira, Sy(u) = <w0 + |UZ|> u

Também, temos que

2 7y — —
(83 (u)v,v) = (wo + |UZ| ) lim §RSIRd(“ + to)v %SRd uv

t—0 t

=R| |

R4
= [vlZ-.

Agora, considere S3(u) = Jvo - R f uV7. Fazendo o mesmo processo acima obtemos
R4

(S3(u), vy = llim vo - S fga(u + t0) V(U + t0) — vy - S g, uVa

2 t—0 t
2 t
1 _ _
—(—vo-%f Vuv—I—vo-%J Vvu)
2 ]Rd Rd

= - & vV
Rd
= -1y oVu
R4

=1 R <ZJ vVu)
Rd

e assim S5(u) = ivgVu. Também,

vo - S (o V(T + t0)v — vg - S {0 Vaw

(S5 (u)v,vy = Pr%

t
’ R %SRd Vav + tvg - %S]Rd Vv — vy - %S]Rd Vv
= lim
t—0 t
= lin& vy - S Vou

Rd
= - %J Vou.
R4
Logo,
(S3(u)v,v)y =wvy -S| Voo.
R4

Por ultimo, considere Sy(u) = —%HUH%4 S lul*. Dai,
d

4 Jr

(Si(u),v) = _ o Ja Ju + 10" = fga Jul*

4 t
_ _@SRd lu|* + 2t SRd |u|?uv + 2t S]Rd lu*vu — SRd ||t
4 t

S <J |u\2vu+f |u\2uv)
2 R4 R4

= —,uoé]?f |u|?uw.
Rd
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e 8(u) = —polulu.
Além disso,
R g v+ to]*(u+ t0)o — R (G JulPuo

t
R §pa [([u]*uv + tul0? + 020 + tu*|v]* — R (. |uPuv

(S (u)v,v)y = —pg lim

I
|
N
=
o
=
—
=
=
T
|
=
o
=
—
=
=

Portanto,
So(u) = Si(u) + Sy(w) + Ss(u) + Si(u)
2
= —Au+ (wo + |UZ|) u + ivgVu — pio|ul®u,
e

(SY(Ro)wv)

= (ST (Ro)v,v) + (S5 (Ro)v,v) + (S5 (Ro)v, v{+{Sy (Ro)v,v)

= 190l + (s P85 ol w0 [ 0w = om0 [ 1R j R(Rav)?
R4 R4

]

No préximo corolario mostraremos uma propriedade de Hy que foi usada na demons-

tracao do Lema 3.2.4.

Corolario A.0.2. Dado v e H'(RY), considere z tal que

lvol2
v(z) = 90 gilwot— 41+ ”Ox”‘))z(w/wo(x—vot—xo)),
Mo
para todo x € RY. Entdo
1 w? w? 2w? w?
’Ht,v=<ov,22+oz2—0 @222—OJ §R<I>22>.
ot0) = (omia (Il + 2l =50 | e =0 | (g
Demonstragcao. Temos
Ho(t,v)
= 190l + (w0 + '4') ol + w08 [ 097 - 200 f Rof?of? — o j R(Rop)”

R4

Nos célculos abaixo denotaremos as expressoes e='), ¥ e D, respectivamente por
, logl? - ~

eFi0) 1= Filwot=F4 i 5w m40)  X(1) i 2(\ g (@ — ot — 20)) € Po(z) 1= Do (+/wo(x — vot —

l’o))



2 2
=—‘%f|%ﬂw.
0 R4
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Inicialmente, usando mudanca de variaveis, temos
- [ 1w
Rd
2
:f v( /woeit)g)
R Ho
— X ( V (e'V2) V (ei0Z)
Ko JRra (A1)
_ wo f e i = - ~2 '
= — —— 2] + Vwozvo - ZVZ — A Jwo=vg - ZVZ + wy|VZ]
o JRrd 4 2 2
wo |U0|2 2 Z o Z . 2
= — 7+«/7-V—«/—-V+V
(o) fRd < || wo="g - 2VZ Loy o - 2V2 wo|Vz|
wo |Uo‘2 J )
= z|[52 — A/wou VZzz + wy|Vz )
s (M4 el — e oI 91Es
Além disso,
|vo|? [vo|”
(Cd() + T HUH%Q = | Wo + T R |U|2
2 2
(w18 [ |
4 R4 Ho (A 2)
W 2 - .
- <w0+ ’U‘)’) f 2|2
Mo 4 R4
2 2
Wo 2 wovo 2
=———|z[7: + ———=|2]7--
,UO(\/U-TO)dH HL2 4/!0(\/&)70)6[” ”L2
Por outro lado,
vo‘%f VT = 1y - f M 0ei()z. (,/el() )
Re V Ho
zvo-%J ez <—voe 0F + /wpe sz)
Ho R 2
2 ~ B
_ wolvol” %J <—Z|2|2) +\/c70w°uo-%f AV (A.3)
Lo R4 2 R4
2 3/2
_ _“olu J 22+ f 3
210 JRa
_ ool e “3/2 v %f 2V
=2 2+ ————yp - i
2p10(y/wo)? r f1o(y/wo)? R4
Também temos
w
o [ VRl = —2m0 [ |\ [0, |, [
Rd R4 Mo
2w? -
- 0 ENEEE (A.4)
Mo JRrd
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Finalmente,
2
R R Ho V' Ho
2 ~
ey [ () (A5)
Ho  JRrd
2
“o 2
= — R Doz
1o (/wo)* ]Rd( )
Portanto, de (A.1)-(A.5) segue o resultado. O

Perturbacao compacta do Laplaciano

Esta secao ¢ dedicada a demonstracao de um resultado usado no Lema 3.2.4.

Teorema A.0.3. Seja L o operador definido em (3.9). Entdo L é uma perturbagdio
compacta de Ly := —A +1: H*(RY) = L*(RY) — L*(R%).

Demonstrag¢io. Da definigdo de pertubagao compacta (REED; SIMON, 1980, Pag.113)

precisamos mostrar que o operador linear (L — Lg)(Lo — M) ™"

¢ compacto para algum
A € p(Lg). Como o(Lg) = [1,+00), isto garante que A = 0 € p(Lg), de onde, s6 devemos
mostrar que o operador (L — Lo)Ly' é compacto.

Seja v, € L*(R?) limitada e denotemos por T' = (L — Lo)Ly"' : L*(RY) — L*(RY).
Pela igualdade (3.9) temos que (L — Lo)v = —2uwp|®o[*v — we®20 e como @y decai
exponencialmente, entao L — Ly é um operador limitado. Logo, T é um operador limitado
em L*(R%), pois é composta de operadores limitados. Assim T'v,, ¢ uma sequéncia limitada
em L*(RY), portanto, existe v € L?*(RY) tal que Tv, — v em L*(R%), e como L*(R?) <%
L. (RY), entdao temos que Tw, — v em L2 (R?). O decaimento exponencial de ®, vai
implicar que Tw, — v em L*(R%), o que mostra que (L — Ly)Ly " é um operador compacto.

De fato, seja 0 > 0. Consideremos rs > 0 o qual vai ser definido mais para frente.

Entao,

|Tvn = vl72 = [T, - UHQL2(\x|>r5) + | T, — UH%%;\Q&), (A.6)

2

e dado que Tv, — v em Lj,

(R%), temos que, |Tv, — 0||72 (ej<ry) — 0- Logo s6 devemos

estimar o termo |7T'v, — v||%2(‘x|>m). Para isso, escolha r; tal que, para ¢ = 2,

/ 57
|Po[* dar < e (A7)

|z|>7s

onde ¢’ é o conjugado de ¢ e M vai ser escolhido mais para frente.
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Agora, H*(RY) — L*R%), pois d < 3, e (Ly'v,) é uma sequéncia limitada em

H?*(RY) entao aplicando a desigualdade de Hélder, temos

— 2
||T'UnH%2(|m|>T5) = f ‘2&)0|(I)0‘2L0_11)n + wO(I)(Q)L(;l’Un

|z[>7s
<C J (200/ol?[* + wo®3*) 1 L5 o2
|lz[>7s
S (A8)
|z[>7s
1q /g
<C | Do |47 |Lgtv, |
|z|>7s |z|>rs
<0,
sendo M = C¥ em (A.7), onde C} & tal que
1/q
C f Lo | <cn

|z[>7s
Além disso, pela convergéncia fraca em L?(R%), temos convergéncia fraca em L?(|z| > 75).
Logo,
[0 22y rs) < T inf [T [ 22 j0(5r)-
Assim,

vl z2(2)5rs) < 6. (A9)

Usando (A.8) e (A.9) em (A.6), segue que [T, —v||rz2 — 0. Com isto obtemos o resultado.
[l
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