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Resumo

Sejam E e F espacos de Banach complexos. Denotamos por H{E; F') 0 espago
das fungdes holomorfas de £ em F'.

Denotamos também por Hy(E; F) (resp. H,,,(E; F) o subespaco de H(E; F}
constituido pelas funcdes holomorfas que sio fracamente continuas ( resp. fra-
camente uniformemente continuas ) nos limitados de £.

Em 1983 Aron, Hervés e Valdivia levantam a seguinte questéo:

- Hy(E; F) = Hy(E; F), para quaisquer espagos de Banach B e F 7

Seja Hyse(F; F) 0 espaco das funcdes inteiras que levam seqliéncias fracamente
convergentes €m seqiiéncias convergentes em norma. Relacionado ao problema
anterior Aron, Hervés e Valdivia propuseram também:

Hyse(E; F) = Hy(E; F), se E tem dual separavel é F ¢ arbitrdrio ?

Denotando por Hy(E; F) o espago das fungdes holomorfas limitadas nos sub-
conjuntos fracamente compactos, e modificando as técnicas de Dineen [4] mos-
tramos que se £ tem dual separdvel entdo a relagao

Hy(E; F) = Hy,(E; F)

é satisfeita. Isto responde parcialmente em forma afirmativa a4 primeira
questdo e completamente a segunda.
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Abstract

Let £ and F be complex Banach spaces, and let H{E; F) be the space of all
holomorphic functions from F into F.

We also denote by H,(E:;F) (resp. Hy(E;F)) the subspace of all f €
H(E; F) which are weakly continuous on bounded sets {resp. weakly uni-
formly continuous on bounded sets)

In 1983 Aron, Herves and Valdivia raised the following question:

Does Hy(E; F) = Hy,(E; F) for arbitrary £ and F ?

Let Hyso(E; F) be the subspace of all f € H(E; F) which map weakly con-
vergent sequences onto norm convergent sequences. Related to the preceding
problems Aron, Herves and Valdivia raised also

Does Hysc(E: F) = Hy(F; F) when E has separable dual and F is arbitrary
?

Denoting by Hy(E; F) (resp. Hy(E; F)) the subspace of all f € H(E; F)
which are bounded on weakly compact sets (resp. bounded on bounded set)
and modifying the techniques of Dineen [4] we show that if £ has a separable
dual then the relation

Hu(E; F) = Hy(E; F)
is satisfied. This answers partially the first question and completely the second
question.
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Introducao

Sejam E ¢ F espagos de Banach complexos. Denotamos por H(E; F) o espago das fungdes
holomorfas de F em F'.

Denotamos também por Hy(E; F) (resp. Hy,(E; F) o subespago de H(FE; F) constituido
pelas funcdes holomorfas que sdo fracamente continuas (resp. fracamente uniformemente

continuas ) nos limitados de E.
A maior parte de nosso trabalho foi motivado pelo estudo dos espagos acima mencionados,
em particular pela seguinte questio proposta por Aron, Hervés e Valdivia, [1] em 1983

Problema 1. H,(E; F) = Hy,{F; F), para quaisquer espacos de Banach Fe F 7

E conhecido que uma. resposta afirmativa para E = I; resolve por completo o problema,
. [1]; razdo pela qual hoje este é conhecido como problema [; e continua aberto [{5].

No estudo dos espagos acima mencionados é introduzido o espago Hy s (E; F') constituido

pelas funcdes inteiras fracamente sequéncialmente continuas. Aron, Hervés e Valdivia

mostram que se E é separdvel e nio possui copia de {; entdo Hy(E; F) = Hy(E; F) e

levantam a seguinte questao:

Problema 2. Hy;(F; F) = Hy(E; F), se E tem dual separdvel e F' € arbitrario ?

Se denotamos por H,(F; F) o espaco de fungdes holomorfas que sao limitadas nos limitados
de E, nio é dificil mostrar que H,(E; F) = H,(E; F) N Hy(E; F). Assim o problema 1
e equivalente a mostrar a relagio

Hy(E; FY C Hy(E: F).

E facil ver que se E é reflexivo as igualdades nos problemas 1 e 2 séo verdadeiras. No
entanto Dineen [4], mostra que esta nio é uma condicio necessiria em geral. De fa-
to, denotando por Hy(E; F) o espaco das funcées holomorfas limitadas nos fracamente
compactos e E = ¢y, 0 espago das seqiiéncias que tendem a zero, Dineen prova que

Hy(E; F) = Hy(E; F). (1)

Em [7] é mostrado que se a relacio (1) ¢ verdadeira entdo E nao possui copia de /5. Néo
é conhecida se a reciproca é verdadeira.



Problema 3. Hy (F; F} = Hy(E; F), se E ndo tem copia de I ¢ F é arbitrario ?

Usando as técnicas de Dineen [4] mostramos no Capitulo 2 que se F tem uma base de
Schauder contrétil e incondicional, entdo a relagio (1) é satisfeita. Estendemos assim, o
resultado obtido por Dineen.

No Capitulo 3, generalizamos este resultado mostrando que se F {em dual separdvel entio
arelagdo (1) é satisfeita. Grande parte deste capitulo € desenvolvido para mostrar a relacio
(1) para espagos de Banach com base contratil. Nossa afirmacio segue de um resultado
de Davis, Fiegel, Johnson e Pelczynski [2], estabelecendo que todo espago de Banach com
dual separdvel é o quociente de um espago de Banach com base contratil. Os espagos de
Asplund s3o espagos de Banach nos quais todo subespago separavel tem dual separavel.
Assim a relacido anterior (1) se verifica também para estes espagos. O resultado principal
deste capitulo da uma resposta parcial aos problemas 1 e 3 e responde completamente o
problema 2.



Capitulo 1

Preliminares P 1w

1.1 DBases contrateis e incondicionais

Iniciamos a presente tese introduzindo algumas definigbes e mostrando alguns lemas pre-
liminares.

Denotaremos por F, F' espacos de Banach complexos, E' ¢ dual topoldgico de E. Se
r > 0 B-(E) e 5,(E) denotardo a bola fechada e a esfera de raic v > 0 e centro 0 de F
respectivamente. Se r = 1 dispensamos o simbolo 7.

Para @ C E e uma aplicagdo f : B — F denotamos | fllg := supgeq [|f(z}].

Em particular se p € E' entdo temos que

sup |p{z)f = T”PHB(E)
E)

-

A topologia fraca de E sera denotada por o(E,E’}. Se (z,) C £ é fracamente convergente
a 1 € F escreveremos w lim, z, = .

Definicao 1.1. Uma série convergenie En21 Tn =2z em uym espaco de Banach F, ¢ dita
incondicionalmente convergente, se para tode permutagdo m de N, 37 o) Zr(ny converge a
z.

Proposicéo 1.2. Seja (r,) uma segiéncia de vetores em um espaco de Banach E. Entido
as condicdes seguintes sdo equivalentes. '
(i} A serie Y, ., Tn € incondicionalmente convergente.

(ii) A série Y ;> Tn, converge para toda escolha ny < ng < ...

(i) A série Y, OnZn converge pare tode escolha de sinais 0 (i.e. 6 = £1).

(iv) Para todo € > 0 existe um inteiro n tal que || > ., il < € para todo conjunto finito
o de inteiros que satisfazermn min{i € o} > n. (Veja/6,p.15]).



Seja E um espaco de Banach. Lembremos que uma seqiéncia (e,) de E é dita base de
Schauder de E se cada elemento x € E pode ser representado de maneira tinica na forma

fes]
T = E Q;€;.
i=1

Toda base de Schauder (e,) do espago de Banach F determina uma seqtiéncia de projecdes
(¢") em E, onde ¢™(_ ., cie;) = 2,1 i¢;. Estas projegdes (que chamaremos canénicas)
sao operadores lineares limitados e sup, {|¢"]] < oo. O nimero sup,|q™| é chamado
constante bdsica e denotaremos esta por A.

Sejam I a aplicacdo identidade de F e 0 a aplicagao nula. Para m < n em N definimos
g =I—q" ¢4 =¢" —¢" = g — gn. Observemos que para cada = € E lim, ¢ = g ()
e limm 00 giy,(z) = 0. Também {lg, | < 2A

A base (e,) é dita éncondicional se para todo z € E, a série > w;e;, que representa
z, converge incondicionalmente. Neste caso, para toda seqiéneia & = (#,) de sinais, o
operador My definido por Mp(3_,.51 @nén) = .51 Bnanen é um operador linear limitado.
A constante supy ||Mp]|| é chamada constante incondicional e serd denotada por T'. (Veja

[61)-

Lema 1.3 Seja E um espago de Banach com base de Schauder incondicional (e,). Se
T=73..510n€n € E, entdo para todo (a;) de lo, a série 3~ Gntne, converge.

Prova.- De fato, definimos 4™ = 3 ., | Gntnen. Entdo (y™) é de Cauchy. Para ver isto,
sejam p € N fixe e pp, € B(E'} tais que

m+p m+p
P Z GnCnen) = || Z O Cn ||
n=m+1 n=m-+1

Quando os escalares sao reais, seja (8.} a seqliéncia de sinais definida por

6. = 1 3¢ ,Om(anen) >0
"l =1 se pmlopen) <0



Entio

m+p

| Z Gnlnen|

m+1

Como Y5 0nen converge, fazendo m — oo obtemos ||y™*? —y™|| = |3

EA

1A

A

<

m+p
Z anpm(anen)
m+1
m-rp
Z |an|lpm(an3n)[
m-+1
m+p
Z |@n|Gnom (men)
m+l

m-p

sup |anl Z Onpom{anen)

m+1l<n<m-+p m+1
mtp
lall, pm (D bnanen)
m+1
m+p
@]l |l Z Oncimen |
m+1
m-p

r|la|lfoo|i Z anen“-

m+1

m+p

ma1 OnOnen|l —*

0 quando m — oco. Sendo p € N arbitrario a afirmagio esta mostrada. Quando os escalares
sio complexos, o resultado ainda é valido considerando separadamente as partes reais e

imagindrias de pr{oney,). B

—e

eperador linear continuo.

'z = Siomen, € B Seja T : log = E definida por Tlan) = ) anopen.

Lema 1.4. Sejam E um espaco de Banach com base de Schauder incondicional (e) e

Fntao T € um

Prova.- E ébvio do comentdrio anterior que T’ estd bem definida e ¢ linear. Para mostrar
que ¢ continua sejam a = (a,) € B(lx) © p, € E' dada por

pa(z GnCinen) = || Z GnQnénl-

nzl

n>l



Quando os escalares séo reais escolhemos 6, = sinal(p,(aney,)). Entio

”Zananen“ = Zan:oa(anen)

n>l nzl
< Zianupa(anen”
n>l
< ol (D npalamen))
n>l
= “a”lmfoa(zgnanen)
n>1
< “anim”zena'nenn
nxl
< Tlalli Y omenll
>l

Assim [|T(a)|| < Tllalli. | 3, @nenll para todo a € Iy € logo T é continuo. Quando os
escalares sdo complexos, o resultado ainda é valido considerando separadamente as partes
reals e imaginarias de pg{ane,). W

Lembremos que um subconjunte W C E é relativamente compacto ou precompacto se
dado € > 0 existe um conjunto K, C F relativamente compacto, tal que W C K.+ e¢B(E).

¢/ _ . Coroldrio 1.5. Sejam E um espaco de Banach com base de Schauder incondicional,
M~ QC E lmitado e (\) € ¢p. Entdo o congunto

M) Q0= D Mntmen iz = ane, € Q)

n>l n>l

é relativamente compacto.
Prova.- Sem perda de generalidade podemos supor que 2 = B,.(¥). Consideremos a cau-
da (An)npm de (An)ny1. Temos pelo Lema anterior anterior [T'(An)a>mll £ I'rsup,sp, [Anl.

Assim
T{An)n>m = Z AnGnen € I'r sup |2 | B(E).

n>m N

Logo dade € > 0 existe ng € N tal que sup,»p, [An| < ¢/7T para tode m > ng e portanto
> nom AnGnén € eB(E) para todo m > ng. Por um comentario anterior

nop—1
D Annen =Y Annen+ Y Ananén € ¢ (T Aoof) + €B(E)
n>1 n=1 nZng

e o Corolario segue. W



Observacao. E imediato da prova do Corolario anterior que (E% [ Anlin€n }i>1 Converge
a zero quando { — co.

Seja (en) uma base de Schauder do espago de Banach E. Para m < n denotamos

E, = span{e;i>n+1} =g, (E)
By = span{e;m+1<i<n}=q,(E).

Se p € E', Ipl|. serd a norma do funcional p restrito ao subespago E, de E.
Uma base de Schauder (e,) de E é dita contrdtil se, para todo p € E' temos ||§"p—p] — 0,
onde ¢"p = pog".

Lema 1.6. Seja E um espaco de Banach com base de Schauder contrdtil. Enido para
todo p € E', |Iplin converge a zero quando n = oo.
Prova.- | suficiente observar que se p € E' entdo p — §"p = p — pg" = p/p,. Assim

lelln = llp/e, | = 1la"p — pll = 0
quando n — oo W

Corolario 1.7. Seja E um espago de Banach com base de Schauder contrdtil. Entio
{a}) Para cada Q C E limitado .
lim {|pflg, (n) = 0.

(b) limp o0 |0l BER) = 0.
{c¢) Sejam (z) C E, ¢ € E tais que wlimz, = z. Entdo pare cadea m € N fizo

wlim g% (z5) = gm{z).
Prova.- (a) Se  C E ¢ limitado entdo existe uma bola B,(F) tal que Q@ C B,.(E)
e portanto |lgn(z)|| < 2Ar para todo z € £ isto é ¢,(Q2) C 2ArB(E,) e logo para cada

P € E, ol = 2870l BiE,) ©

lim{lplly 0y < 2Arlim|plps,)
i K
= 2A7‘1i?1111]|p||n =0

(b) Também B(EL) C B(En,) pois B}, C E,,. Assim se p € F' entdo

m}j}l}jm ”PHB(E;‘R) =0
(¢) De fato seja p € E'. Temos gi{zn — 2) = gnizn — 3} — gn{zn — z). O conjunto
0 = {z, — z} é limitado e segue de (a} limy, |p{gn{zn — 2))| < limy, [lpll,, () = 0- Sendo m
fixo limy, p{gm(@n — 2)) = 0. Isto é lim, p(gm{z,)} = plam{z)). Sendo p € E' arbitririo o
Corolério segue. B



1.2 Funcoes holomorfas

Nesta secdo introduzimos algumas definigbes e fatos basicos conhecidos de holomorfia em
dimensgo infinita. Para as provas das afirmagoes ver [8].

Seja Br{a) a bola fechada do espago de Banach E com centro em ¢ € F e raio r.

Para cada m € N denotamos por L{™E; F') o espaco das aplicacdes m-lineares continuas A :
E™ — F. S¢ F = C escrevemos L{™FE) = L(™E;C}. A forma m-linear 4 ¢ dita simétrica
se A{z1,%2, ., %m) = AlZ501):Z4(2)) -+ To(m)) Para toda permutagio o de {1,2,...,m}.
L*(™E; F) denotard o espago constituido por estas aplicagdes.

Para cada multi-indice k = (k,k2,...,k;) € N) denotamos [k] = k1 + ks + ... + kj e
k' = kLkol. ksl Assim definidas, dada A € L{™E; F) com |k| = m, denotamos

k,
A(x}fl,xgﬂ...,xjj) = Az, .21,y Ty s T )-

kl kj
£ conhecida a seguinte relacio de Leibniz para A € L° (ME; F)

! :
Alzy + 22+ .. +2)" = Z FA(QJTI , mgz, mfj)

[k[=m
Uma aplicacdo P : B — F ¢é dita polinémio m- homogéneo continuo se existir A €
L*(ME; F) tal que P(z) = Az™. A forma m -linear A é dita assaciede a P. O espago

dos polindmios m- homogéneos continuos é denotado por P(™E; F).
Os espagos L(™E; F) e P(™E; F) sio espagos de Banach com as normas

1Pl = sup [P(z)]
|z[<1
A} = sup{ld(zy, 22, .o 2m)ll : 2; € £, maxlz;ff < 1}

A desigualdade de Polarizagdo estabelece uma relacao entre as normas de P € P(™E; F)
e sua forma m-linear simétrica associada A:

kL)

o -
1Pl < JJA] < Pl < e™||1P]

Seja U C E aberto. Uma aplicagio f : U — F é dita holomorfa se para cada ¢ € U
existem uma bola B,(a) C U e uma seqiiéncia de polindmios F,, € P(™E; F) tais que

fl@)=3_ Pmlz—a)

>0

uniformemente em B, (a). O espago das funcdes holomorfas em U é denotado por H{U; F).
Se F' = C escrevemos H{U/) = H(U,C). A série anterior ¢ dita desenvolvimento de Taylor

10



de f em a.

O raio de convergéncia r.f(a}, ou raio de convergéncia uniforme da série Y, ., Pr(z—a)
¢ o supremo de todos os r > 0 tais que a série converge uniformemente em B,(a).

O raio de limitagdo rpf(a) de f em a é 0 supremo de todos os r > 0 tais que B,(a) C U
e f ¢ limitada em B,(a).

A férmula de Cauchy Hadamard estabelece que o raio de convergéncia r.f(a), vem dado
pela formula

= limsup [| P /™
TR0

r.fla)

Estamos interessados no caso em que U = F. Neste caso f é dita inteira. Toda funcio
inteira é continua. Todo polindmio m-homogéneo continuo € uma funcio inteira. Para
toda funcdo inteira f € H(E; F) e a € F temos a seguinte relacio

’r‘bf(a) = ch(a)‘

Na defini¢do de func¢do holomorfa os polindmios P, dependem do ponto a € E e de f.
Assim é 1til escrever P™ f{a) para denotar esta dependéncia.

Dados r = (r1,72,...,7;) € R comr;>0i=12.,jea= (@y,....a;5) € ¢/, denotamos
por Ai(a,r) o multidisco fechado {z; € C: |zy —a;| < r; i =1,2, ..., 5} e por A (a,7) a
sua fronteira distinguida, isto ¢ A (a,r) = {2 € C: |zs —ai| = i=1,2,..,5}

As Férmulas de Cauchy para funcdes holomorfas generalizamm as ja conhecidas para H(C).
Seja f € H(E; F) com desenvolvimento de Taylor f =3 ., P™f(a)(z — ¢) em torno de
¢ € E, entao

m! . 1 a4+ ez + ...+
k! (273) Jayns(o,1) et

Em particular da formula de Leibniz obtemos

ml ks 1 Pla+ ez + ... + €;25)
— Azt .zl = ——f 97 dey ... de; 1.1
Bt T (2w} Jani(0,0) e’fﬁl...e? 1 bt (1)

Uma func¢do inteira f é dita de tipe limitado se leva conjuntos limitados de E em conjuntos
limitados de F'. O espago constituido por estas fungdes serd denotado por H,{E: F). Assim
€ Hy(E; F) se supgeq ||f{2)] < oo para todo limitade € de .

Definimos também o espaco Hpx(F; F') constituido por todas as fungdes inteiras limitadas
nos conjuntos fracamente compactos Q C E. Isto é f € Hy (E; F) se sup . || f(#)]] < o0
para todo ©Q C E fracamente compacto. Observemos que sempre é verdadeira a seguinte
relacdo

Hy(E; F}) C Hy(E; F)

para quaisquer espagos de Banach E e F.
O resultado seguinte aparece em [4, p. 206].
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Teorema 1.8. Seja P, € P("E; F) para todo n com (7,) esiritamente crescente. Entdo:
(o) f = P, € H(E; F) se ¢ 56 selim []Pnl[lh" = 0 pare todo conjunto compacio K C E.,
(8)f = 3. Pn € Hy(E; F) se e s6 se lim || Byl3i Ham para todo conjunto o(E,E) -
compacto W C E.
(e})f =3 P, € Hy(E;F) se e 56 se lim|| Byf|¥™ =0

X

1.3 Modificacoes de polinémios

Nesta se¢do introduzimos o conceito de modificagio de um polinémio P, € P(™E; F),
1 = deg(P,). As modificacies sio fortemente usadas na demostragio do Teorema princi-
pal deste capitulo. Mostramos com algum detalhe algumas propriedades das modificagoes.
No que resta deste capitulo, E possui uma base de Schauder. ¢* e g, denotamn as projegoes
candnicas definidas na secio 1.1.

Sejam P, € P(" E; F) um polinémio ~,- homogéneo, 4, € L("™ F; F} sua forma -, line-
ar simétrica associada e (m;) uma seqiiéncia estritamente crescente de inteiros positivos.
Para cada multi-indice k = (ki,ky, ..., kj11) com [k] := SI5 ki = 9, e k! = ky kol By

definimos a aplicacio (Pﬂ)zlkTngTi E = F por

) ! . ) . .
(PR, @) = T Anlg™ @) @ g, ()

e
1

Entao (Pn) ﬂij ¢é dita modificagdo de F, e pertence a P(”’“E .
Da relacao 1 1 obtemos imediatamente

Lema 1.9. (Estimativa E1) Seje F um espa.go de Banach com base Schauder. Sejam
(m;) C N estritamente crescente e P, € P("E; F), entdo

L T 7
(P okt (@1 <, e uPn(Zeaqm (@) + 6;41qm, ()]

para todo 3 =1,2,..

, ~ i 3 ky
Usaremos 4s vezes as notagdes [ [117 k; = kilkz!..kj 1! e Ap (25 252 i) = An(ﬂﬁf zky.
Sejam mp = 0 < my < mp < ... < my < ... inteiros positivos, (¢;) € ¢p e @ C E. Para
! € N com m; < I, definimos os conjuntos

Q(m)lLy) = {Zezgm,l )+ 0551qm, (z) : @ € % 16;] = 1}
Q(midieg, ) = {Zezqm L (2) + 054180, (2) + Ojp0q{) 13 € Q6] = 1}

12



Se (zn,) é uma seqiiéncia em E definimos para cada 7
§
() ®(($n);((m = {Z €;0 z‘i‘m (@) + 05 +19m, (zj) 8] =1}

=1

Observemos que este ultimo conjunto € relativamente compacto.
Lembremos que o Teorema de Eberlein-Smulian afirma que um conjunto M C FE € relativa-
mente o(E, E')- compacto se e so se é relativamente o(F, E')-seqiiéncialmente compacto.

Lema 1.10. Sejam E um espaco de Banach com base de Schauder, ! C E compacito.
Entdo para cada j fizo, Q((mz)"? ¢ relativamente compacio.

Prova.- O conjuntc Q((mz)z 0) é a imagem do conjunto SyAITH{0, 1) x Q pela apli-
cacdo bilinear continua B : U! x E — E dada por B((#; )J‘+11 z) =Yl 0 (z) +
0;+19m, (z). Sendo &A7(0,1) x © compacto na topologia produto o lema segue. M

Lema 1.11. Sejam E um espaco de Banach com base de Schauder contrafil; Q C E
o(E, B} compacto. Entao para cada j fizo,

P I A U

¢ relativamente o(E, E')- compacio.

Prova.- Seja (an) C Up»10({mi)_y.1). Passando a subseqiiénciaspodemos distinguir
dois casos
Caso 1.- Existe I tal que

-

On £ Q((mi);‘:mz) ;,{/;
- A

para todo n. Sejam m;; =1le 8 u] %

v %::J:C; {
sl i e

Gn = Zgn 3311 + 6} +2Qm3+1($n)

R
Neste caso, tomando subseqiiénciasse for necessirio, pela o(F, E')- compacidade de
podemos supor que existe x = wlimz,. Também pela compacidade do circulo unitario
do plano complexo e tomando novamente subéeqﬁéncias se for necessdrio, podemos supor
que existem lim, 07 = 6;,i = 1,2, ..., 7+2.. Dsando ao(E, E')- continuidade das projecodes
gm; ¢ = 1,2,..,7 + 1 temos que existe

7+1 (:-(_{"{J'

whman = Z@zqm +8j400m; ., (x) N . } R

Caso Z.- Existem {3 < {» < ... tal que

an € Q((mi)g:m L)

il .

13



0 . “'“‘t,a) : 3 ' N y — R_( ( - LI.

¥ ! _ . A

para cada n. Seja o a T

j L
Ay, = Z SRQm, 1(1"73) + SJqum_? (mﬂ) + 9 2y (xn)
i=0

Como no caso anterior, pela compacidade fraca de 2 podemos supor sem perda de ge-
neralidade que existe z = wlimz,. Tomando subseqiiéncias, se for necessdrio, podemos
supor que existem #; = lim,, 6” i=1,2,....,7 + 2. Pela continnidade fraca de gm; ¢ 0 Co-
roldrio 1.7 existe w lim 87 +1q (2n) = 0j410m;(z) e também wlim, 67 5, (zn) = 0. Dos
casos 1 e 2 segue que existe whmn ay- Portanto Q((mz)gzgjﬂ ) é relatlva,mente (B, E-
sequéncialmente compacto e portanto relativamente o(E, E')- compacto. W

* Lema 1.12.- Sejam E um espag¢o de Banach com base de Schauder contrdiil e incondici-
onal, (x,) C E uma sequéncia limitada e sejo (€;) € cg. Entdo o conjunto

| (&) R)((zn), (ma)=y)

21
¢ relativamente o(E, E')- compacto. .
Prova- Seja (an) C Ujp1(er) ®(n), (ms)]_,). Passando a subseqiiéncias, se for ne-

cessario, temos os seguintes casos
Case 1.- Existe um 7 tal que 5

an € (&) (), (m) L))

para todo n > 1. Sendo (&) ®((2n), (mi)_,) relativamente compacto, existe uma sub-
sequéncia {a,,) de {a,) fracamente convergenfe. ¢
Caso 2.- Neste caso podemos supor sem perda de generahdade que
4
a; = Z Giggqu,l (xi_-,;) + ij-;-lgmij (mlj)
i=1

com ([;} estritamente crescente.
Seja

Z 629} qma I )

Pelo Corolario 1.5 o conjunto K = {@; : j > 1} é relativamente compacto. Logo passando
a uma subsequéncia se for necessario, podemos supor que existe lima; = ¢ € K. Por
outro lado, se p € E,

o

lpa; —@5)| = |p( Z €3939m, (&)} — 95?;,-+1th3- (z,)].
i=t+1

14
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Pelo corolério 1.7, [p(8], +1qm1j (21;))] — 0 quando j — co. Pela ohservago que segue ao__,

Coroldrio 1.5, p(ziﬂj+1 el am:_ (i) — 0 quando § — oo, e assim lim; p(a; — @;) = 0.
Logo da igualdade a; —a = a; —a; +&; —a temos lim; p(a;) = p(a). Assim (a;) é 0(E, E')-
convergenie. .

Dos casos 1 e 2 segue que {,»q{e:) ®((2n), (ms)]_,) é relativamente o(E, E') -compacto.
|

No que segue a expressdo [ = y P, com v, = deg{F,), denotard o desenvolvi-
mento de Taylor de f € H(E;F) na origem; (P, } uma subseqgiiéncia de (F,).

Lema 1.13. Sejom E wm espago de Banack com base de Schouder, f =5 P, € H(E; F)
e (Pp,) C (Pr); entio

{a) Para cada 0 C E B
2
my, e o o
H(Pm)kllkz, :k;r+l|| - “ ﬂ{” (ﬂii)'j:o).
AN
(8) Se Q@ C E € compacto, entdo e

], TTy 1
Jim ([P =0

Prova.- (a) Seja x € 2. Entdo pelo Lema 1.9

ml,m,mj <
1Pk a0 S8 oy ”Pan%emu ) + 6)51Gm, (@)

< Py ”ﬂ((ms}iﬂ)

Sendo z € Q arbitrdrio obtemos

]-/Ir “ing

ml,,..,m:,- 1';7“1
e s ™ < WPl s

ki kayokir 102
(b) aplicando o Teorema 1.8 e 0 Lema 1.10 & dltima desigualdade, o lema segue. W

Lema 1.14.  Sejam F um espaco de Banach com base de Schauder contrdlil, f =
Y nso Pr € Hu (B F) e (Poy) C (Pr). Entéo
{a) Para cade QC E

My, me . Ty
116 2% o M||Q = W8 loaqimat_o

(b) Se j €N ¢ firo e Q C E € o(E, E')- compacto, entio

my,my...my,l Hl.’]"'ﬂ; _

ﬂl—l>m ”( m)kl k1R O -
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fer o Yo L'?!.’:'-.

Prova.- (a) Pelo Lema 1.9 para cada 7 € Q2 temos

My ,..., Myl
PP @) € sup iPRI(Zegqmz1x)+9j+-lqinj(x)+ej+ng(:c))||

Ba5d+2(0,1)
< NP llogimepi
< annwm, 5

Sendo z € () arbitrério 4 afirmacéc segue.
(b) Por (a), o Lema 1.11 e o Teorema 1.8

1,1-v,,£ —0

. mi, ,m_,, 1;"1’)"111
li_lglo “(Pﬂ:)kl,kg, ,,:gﬂ_g” < 11 ”Pm “

m; )3 1)
]

*Lema 1.15. Sejam E um espago de Banach com base de Schauder contmts! e incondici-

onal, f = Ewup € Hy(E; F), (Po,) € (Py), (&) € . e

(e} Se (zn) CE eq = Zi= €iGm._, (1) + gm,{x1). Entdo

)i ke (OO S Wy ey @t mariy)

(b) Se (zn) € limitada

ml; "y VA,
il_l)m “( n; k1 ka . km(az)H =0

Prova.-{a) Pelo Lema 1.9

{
I(Pr )i (@)l < sup ||Pn;(z€z'9z'qg§§_1($s)+9z+1qm£(ﬂ?z))||;
S 666‘0&‘“(0,1) i=1
onde

i

sup [P, (D ebigrnl (@) + Oreagm (@) < UPu ey @ ((2n), tmii_,
IR ; " I @l mdi)

Logo
P i i (OON S WPy @tz matn) S IBr N, ey @@n)tmarizy )
(b) Por (a), ¢ Lema 1.12 e o0 Teorema 1.8

o

i (R ()7 < B P —0.
=0

k1 ke kg Uj 5 le:) @z} (mi ': 1)
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Capitulo 2

Funcoes inteiras em espacos de
Banach com base de Schauder
contratil e incondicional

Dineen [4] provou que
Hy(E; F) = Hy(E; F)

quando F = ¢.
Neste capitulo mostraremos que se F tem uma base de Schauder contratil e incondicional
entdo uma cuidadosa reformulacio da demonstragdo de Dineen permite provar que

Hy(B; F) = Hy(E; F).

2.1 Observacoes iniciais

//

L//Lema 2.1. Se Hy(E;F) ¢ Hy(E;F), entdo existem f = 3 P, € Hy(E;F)\
Hy(E; F), com P, € P("™E;F) para todo n, constantes 6,p > 0 ¢ uma segiéncia (z,) C
S(E) tais que
(a)

p < || Bolzn) [V < ||Pali 7 < 8

para todon >1 ¢

(b)

s
I+ 1) =

17
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para todo n > 1.

Prova.- Como Hy{E; F) ¢ Hu(E;F) existe ¢ € Hy(E;F) \ Hy(E; F). Seja g =
Y- Qn a série de Taylor de ¢ na origem, e seja R o raio de convergéncia. Como g ¢
Hy(E;F), R < co. Usando a férmula de Cauchy- Hadamard [8, Teorema 4.3] podemgps
achar uma subsequenc1a Qn; ta.l que

b 1
/r Ij.?fﬂHQn;”l'({Tnf = E.
Esta ultima relagdo implica que dado € = 1/2R > 0 existe um Ip € N tal que

1 1/m _3_
para todo [ > lp. Seja @ = 3/2R e p = 1/2R. Agora por continuidade; para todo I > {g

existe um y; € S(E) tal que
1@, () IV > p. (2.2)

Por outre lado 5
i —— =
t ]’I]'(F}(Rj + 1)
Assim se 1 € N existe ; € N tal que

Try

In{n, + 1) >t 28)

Definimos P; = @, , f = D i1 Qn,, € Ti = yy,;. Por (2.1) e (2.2) a seqiiéncia P; satisfaz
(a) e portanto f € ku(E F) YH;, E F) Por (2.3) a seqiliéncia 7, satisfaz (b). B

t N -

Assim se Hy(E; F) ¢ Hy(E; F) existe uma f =3 -, Po € Hy(E; F) \ Hy(E; F) tal que
Yn/ In(y, + 1) > n. Esta relacdo implica que exp{ya) = (v, + 1)" para todo 1 € 7 < n.
Logo '
1 1
>
(pn + 1)/t = explom )}/

=1/e (2.4)

para l <r < n.
Seja E um espaco de Banach com base de Schauder e sejam g™, g%, gn as projegoes definidas
na secao 1.1. Nao é dificil verificar que se j1, ja, ..., Ji+1 € N com Es %33 = Y, , entdo

Jz+1

ml L% T ml,mz Rt NN |
(Fn) 120 nfine1 _Z 3132, whuddiei—i (2.5)
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\ff:

onde (rn;) € uma seqiiéncia estritamente crescente de inteiros positivos. De fato, para cada
z & F temos:

(Pr)iip ()

RN FIN :.?H—l
= '!.+1 qus 1 qm'a( )i+l)
s=1J s .
= 3+1 qus 1 Qmiﬂ( z) + gm«;ﬂ(x))ﬁﬂ)
om1 Js!
Jz+1

! Z Fie1! i -
= T ) . 3 + ( )Jq . ($)31+1 J)
3S 11.73 G= 0.? (.?z+1—j ]:J: ms l . g1

Jit1 7 [
_ Z g (2} gm,,, () )
J= 0311‘?21' ?.?%?jl(.?z-f"l_-? s=1 ms 1 -
jr.+l
_ T TTLD yeeny T4 TRG 41
= Z(Pn)jl,jg,.--;ji:j:ja’+1_j(x)
3=0

Lema 2.2. Sejo F um espago de Banach com base de Scahuder. Sejam (Py) e (zn) as
sequéncias dodas pelo Lema 2.1. Entdo para cada sequéncia estritamente crescente de
inteiros positivos ()2, existem seqiiéncias (Jnm; Jnpi ¢ = 1,2, ... tais que

(o) |
i
0< Zjn,ms < Yn
s=1

para cada i > 1 e cada n > 4.

(b) Se Yni="Yn — L =1Jnm,, €ntdo W
Ty 5"::;\ Tri; 11', P
O [ i PR € | T 2
b 5= U(F}/n?s + 1) ™

RS

('Yn 0= ’}’n} (2-6)

para cada i > 1 e cada nn > 1.
Prova.- Seja Ay, a forma -y,- linear associada com F,. Entao para todo n > 1, da relagio

(2.5} obtemos que

| Palz I—HZ BN CA] L

<ZH Pl e
< Gt DB o)
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N
r””#—'—-__
para algum j = jpm, com 0 < 35 m; < Yn. Assim
1 Iff"fn
P.ym™ 1;""}!“ F Ljn > P > E
||( n)_},’}'n"’_ﬁ’ )” (’}( + 1) “ ﬂ(xﬂ-)” - (’}(n _:_ ]_)If'r".f’n = e

Suponhamos dado o inteiro ¢ > 1, existem (ms}izl € (Jnme)nzs s = 1,2, ..., 4, satisfazendo
(a) e (b). Entdo usando (2.5) e a NOtaCE0 Yns = Yn — 2. gm1 Jnim, PATA My > My €

*n > i+ 1 temos que

&V .
Tt /
DS FRRRPLEH _ ml ST ey TR, TR 1]
H(P )Jn Vi an mr:: wIn, wiys I, t(.‘rn)” - ” Z Jn My JFn, meg s ,;n LSPRE: J(‘T"ﬂ-) ||
3
Tr,i .A)
m R .
S Z || J’nlml sl.l':n ;T::,m.;:in j’}'n i 3(3'1%)”
C g DB

Frmngadnomgafn,my Ty T dnamg g

para algum jn,mi.'.] com 0 < jn,m;'-q-l < Ynog- Entéo

)T g TR 1/
” (Pn )xtml ?jﬂ,mz J“‘?j:‘];ni i _jn.’m-,j_:_l (mn) H {‘T
l m 3
> 1 m27 Ty . 1im
- ('Ynz + 1 11.‘”}’71, ” Jn mlljﬂ gt my e g (:I:n)”
1 1
(Vni + 1)L/ H;;B {(Yn,s + 1)1/
1

HZ:U ('}’n,s + 1)1“}7“
—1 > 1 '
H:=0(ﬂfﬂ'|s+1}1/'}.n - H;:O(?n""l)f*—l/?ﬂ !
(b) é satisfeita W

_ 1 >
H:::O {nm +1}‘i+l;‘r‘m -

Agora e por hipdtese 1/e. Assim

As seqiiéncias (Jnm;Jn>it = 1,2, ..., serdo chamadas ”associadas”a (m;).

Mostramos neste capitulo que existem uma funcio f € Hy(E; F'} com desenvolvimento de
Taylor ¥ P, satisfazendo as condi¢des do Lema 2.1 e uma seqiéncia (m;) de inteiros posi-
tivos tais que as seqiiéncias associadas (jn.m, ) satisfazem certas propriedades. Derivaremos
destas propriedades a existéncia de uma seqiiéncia {4;) € [;. Finalmente, mostraremos que
a existéncia desta seqiiéncia leva a uma contradigao.

O seguinte Lema é importante pois também sera usado no capitulo 3.

Lema 2.3. Sejo E um espago de Banach com base de Schauder contrdtil. Sejam (FPy) e
{z) as seqiéncias dadas pelo Lema 2.1. Enido emiste uma seqiéncia estritamente cres-
cente (m1())i>1 de inteiros positivos tais que
(a)

[6¥si )l > 2

" dnmy ()8 Jrmy ()
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para todon>2el > 1

(b) ‘

Jnma (D) )
Fn . 3

para todo I > 1. /

Prova.- S¢ja K € N. Provaremos que existe um { > K tal que a seqiiéncia associada

(jn,) satisfaz 0 < liminf, i,;ini Caso contrario se para todo { > K temos

0 < liminf
n

lim nf @ =0
n Tn
Entao dado [ existe um n; tal que < 1/I; assim limy ’r' = (. Podemos supor que

n1 < ng < .... Temos dois casos. : :
Caso 1.- Se para infinitos indices ny, j‘m = 0 pa:ra todo { > K. Entéo

p

€

)|/

N

||( EL )Jnt 1Ty _.?'n,a I

= (P65, (@ )17
= B (@ma )M

para todo! > K. Como w limy g;(2y,) = 0 (pelo Corolario 1.7), o conjunto {g;(zn,} : I > K}
é relativamente o(E; B') -compacto, entdo o Teorema 1.8 implica que

lim | Py (g1 D7 = 0

uma contradicio.
Caso 2.- Se para infinitos indices n; temos j,, > 0, podemos supor, sem perda de genera-

lidade, que jn, > 0 para todo ! > K. Se definimos o = exp(—~+/Vn,/Jn,.1); entéo (o) € co
j”*'{f"nf — 1 quando I — co. Seja y; = ¢ (zn,) + qizn,). Entdo

e C!:E
“ 1
] ” Pm)jﬂI 1Yy =Fny, i(%"ﬁ)“ Iy
/ nd
¥ { 1/~
= " “( m)_;rn{;,*yni—h ;( g ” im!
it
2 ai‘.‘n{ _8
=4

Por outro lado sendo o conjunto W = {y; : { > K} relativamente o(E, E’) -compacto, 0
Lema 1.14 implica que

n 1;'{'}‘11
hm”( ni).‘;ni £33 Jn{ (yﬂ)”lfj‘ P = llmH(Pni Jni 1y — Jmi” b=
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uma contradigio. Assim existe um [; > K satisfazendo 0 < liminf, J"T:L
Como K € N era arbitraric podemos aplicar o argumento precedente com K = [i e assim
obtemos [y tais que (a) e (b) sio satisfeitas. Procedendo indutivamente achamos uma

Frmy (€]

sequéncia estritamente crescente {I;) C N tal que liminf, 1*-,},—7!— > 0 para todo t. A
sequéncia (m;y(2)) = (It) tem as propriedades requeridas. W

Definimos

51(t) = lim inf 2l
n Y

2.2 O resultado principal

Lema 2.4. Seja F um espago de Banach com base de Schauder contrdlil. Sejam g =
S P, € Hy(E,F)\ Hy(E;F) ¢ (z,) C S(E) dadas pelo Lema 2.1. Entdo existem uma
sequéncia estritamente crescente (m;) de inteiros positivos, e segiiéncias (Jnm, )n>s @S50-
ciadas a {m;) tais que
{a) Para cada i > 1 e cadan > 1

i1

0 < Grym: SV — D Jngmes

s=1

(b) para cada i > 1 '
lim inf 22 > 0
i Fr

{¢c) para cada i > 1 e cadan > i

EASERLLLs T ’0
(P (R

jﬂ.m1 :jn,mg ,‘-‘,jn,m,_- Pt N e
onde

T
Tri = Yn = Zjn,m.gE i > 1 (Va0 = )
s=1
Prova.- A prova é por indugdoc. Procedemos a construir o inteiro m1 € a seqliéncia
(n.my Jn- O Lema anterior fornece um my = m; (1} e uma seqiincia associada (fn m,; ) tal
que

1(Pn)5 (@)™ =

jn,ml ﬁn_jn.ml

@i

paratodon = 1le )
0 < lim inf 2272
n T
Temos construido my e a seqiiéncia {(jnm,)n. Suponhamos que temos construido as

3

segiiéncias (mz—)le e (Jrnm;)n>e com @ = 1,2, ..k, satisfazendo as condigbes do Lema.
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Vamos construir my11 € (Jnmy,; Jnpkri-

Seja a familia {(F, ?:lelﬁkfiz R - k}. Pela relacio (2.5) dado { > my existe

uma seqiéncia j,; tal que

k
0 < jn,l <Y Zjn,ms
s=1
P I ooy Tl o ].‘.""}’n
E < ”( n)jn,ml :jn,mg1--‘ejn‘mk:jn,£s'}‘n,k+l (-T'ﬂ)”

para todo n > k + 1.
Mostremos que existe um {; tal que

liminf 2% > 0
n

De fato. Suponhamos que para cada { > my temos lim inf, 5;“—; = 0. Entac dado { > my

existe um n; > & + 1 tal que _
’Y'l'lg

<

|

isto é lim —‘— = 0. Podemos supor que n; < ny4... para todo { > m;. Temos os seguintes
casos

(aso 1.- se para infinitos indices I, ﬂz = 0, isto é 7,; = 0. Entdo
R (¢ (n) 177
e = 1/ 9n;my - Jn; K. TS aJnI my 0, RETRTS Ty
M1 ,..., 778 ,i - 1/ %m,
H(Pnf )Jni my J:; my adngmp 03 Tny ks (qu (9:'1’11) +a (:'U?le ))” Iy

onde Yp, k+1 = Yo, — Zf | Jrm.- Como o conjunto W = {¢7*(zn,) + qi(zn,) 1 L > my} é
relativamente o(E, E')- compacto, 0 Lema 1.14 garante que

. B £ b
11}11 || (Pm );:::m; ,j:;__mz ,,",jnf_mk ,{};}rn!‘k_'_l (qu (.,"_’Im) + q: ({.Cm )) ” / 1y

- TIL] qeee mk,f lfl{?ﬂf p—
< h;m H(Pﬂ: )jn;‘,m1,ujn;‘mszjnz.-mk Ty ek H =
contradicio.

Caso 2.- Suponhamos agora que para infinitos indices /, ‘%“—E > (. Sem perda de generali-
)

dade podemos supor que j,;‘—” > 0 para todo ! > my. Definimos oy = exp{—, !;”‘fij. Entao
be¥) Tif s

Inpd
(o) €Eco e o™ — 1 quando ! — oo. Seja 4 = ¢™ (@n,) + O:;,qink (zn,) + q(xp,). Como o
conjunto W = {y; : { > my} é relativamente o(E, E') compacto, o Lema 1.14 garante que

My ,. mg,l 1fm; —
hm “( )J“E m] Jn{ [ RAD :.?n; g :Jni i ¥my k4l (yl)” m=0
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Por outro lado

I(Pa)T ()"

Fngomy :.?nf,my-‘-xfr"n;,mk :jn!,h'}'n‘t,k+l

. it T yeeey gL 1)'(“{
- ai : ”(Pﬂ,; )jnhml,:jﬂ;smgs---vjng,mk :jni,if’}'n{,kﬂ'—l (Int)” "

2 o '?"n,e 2
quando { — oo, um absurdo. .
Assim existe I > my, tal que liminf, 5 > 0. W

Lema 2.5. Seja £ um espaco de Banach com base de Schauder contrdtil. Sejam (jn m; )nzi
i=1,2,...; (my) as sequiéncias dadas pelo Lema anterior. Entdo existem sequéncias estrita-
mente crescentes (ri(n))n>1 & =1,2,..., ¢ uma seqiéncia (0;) de reais positivos tais que
(a) Para todo k> 1

>k (2.7)
(re(n)) < (rg—1{n)) (2.8)

(b) Parg todo k > 1

n 'Yfk(ﬂ)
{¢) Pora todo n > k '
ry(n}
(@) .
253 <1
i=1

Prova.- Sejam §; = liminf, “""‘T:L > 0, e (ri(n)} uma subseqiéncia de (n),>; estrita-
mente crescente tais que r1{1}) > 1l e
H.m jf'l (n),ml — 51
" Trn)
jrl{n),ml

'Yﬁ (n)

< 241, paratodon > 1

Como (r1{n)) C (n)n>1 temos

0 < liminf 22 < fjm inf Z00m2
" Tn * Yri(n)
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f jrl {n).mq

Sejam 69 = liminf, i © (ra(n)) C (r1{n)) uma subsequéncia estritamente crescente

tais que 72(2) > 2 e

lim Jra(mmz - _ d9

o Yro(n)
Jra(m)ma < 28y para todon > 2
Yran)
Procedendo indutivamente, dado &k achamos uma seqiiéncia estritamente crescente (rg(n))n>1
tais que (rx(n)) C (rx-1(n)) C ... C{ri(n)) C(n),ru(k) 2 ke

5, = liminf Rt
n ’Yrk—l(?’l)
= i Predhme g
T Yridn)
Irlmme o 95
T‘r‘k(nj

para todo n > k.

Mostremos que a seqiiéncia (4;) assim definida satisfaz ) .o, d; < 1. Sendo_(ziz1 8s)
uma seqiiéncia ndo decrescente de termos positivos é suficiente mostrar que (3.5, 6,) <1
para todo 1.

Seja ¢ € N arbitrario. Como 0 < jpm; < Ve — Zizl Jn,ms Dara todo n > i entdo

i .
ngl, para todon > 1

L

5=1
e portanto
i .
Ira{ime < 1 para todon > <.
5=1 ,YT;'{??,}
Logo
[ .
lim inf($ " 2y < g,
n a1 ’}(Tf(n)

Usando as propriedades do limite inferior obtemos

i . i
S lim inf T < lig g3 260hme )
n Fri{n) b 7?'3-(':1.}

s=1 5=1

Como (r;(n)) é uma subseqliéncia de (rg(n}} para 1 < s < ¢ temos

53 = lim M = lim inf m < lim inf Jri{n).ms
T Tra(m) n Yrm) 2 Yrin)
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e logo
: i

i % .
. adri(n)m, .. Jri(n)m,
E ds < E llmlnf—ghmmf(g — <1
d n r'}’rn;(n) b "]/'r,-{n)

s=1 =1 s=1

o que queriamos mostrar. W

Observemos que se (P, ) ¢ (zn) 530 as seqiiéncias dadas pelo Lema 2.1, o Lema 2.3 implica

(P ny)ten (mrn(n))”u%“(“’ > g para todo n > i

jr(n)‘ml :"':jr {(n),mn:Trm

Também sendo & < ri(k) < rp(n) para 1 <k < n temos 'hf;{&’t < 26, para k =1,2,..n.

rrin}

Lema 2.6. Dados (&;) €l e a > 0 eziste uma seqiiéncia crescente (¢;) tal que
(o) lim; ¢p; = oo
(b) Ei)l Yibi =a

Prova.- Para todo k € N, existe p; € N tal que
o 0]
Z & < 4~k
Pr

Podemos supor que p; <p2 < ... <pr < ...

Agora
o0 o0
si=Y a2t > bn < ) a2fak
k=1 PREM<Prt k=1
oo
- S
k=1 >
= a
//
Definimos Lo -
a—3 ; S
PR selsi<m; -
i = Y
k . ) \ N
a2 se pr S8 < pPrink > L
|

Teorema 2.7. Seja E um espago de Banach com base de Schauder, contrdtil e incondi-

cionel. Enitdo
Hy(E,F) = Hy(E, F).

Prova.- E ébvio que Hy(E, F) C Hy(F, F). Suponhamos que Hy,(E, F) ¢ Hy(E, F).
Sejam f = 5" PpHye(E, F)\ Hy(E, F) e (x5} C S(E) dadas pelo Lema 2.1 . Consideremos
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as seqiiéncias (m;), (Jnm(i) )i, (ri(n)) e &; dadas pelos Lemas 2.4 e 2.5.
Seja (105) € RN como no Lema anterior tal que 3 %465 < In(2). Definimos €; =" exp(—1,).
Entdo (es) € ¢g e

{ {
D GoIn(es) = = Y 65 2 — In(2) = In(1/2).
=1 =1

Assim
{ {

In(JTe¥) = 6 Infe;) > In(1/2)

s=1

donde z
[T =12 (2.9)
s=1

para todo [ € N. Consideremos a sequiéncia (y») definida por yn = 3 ooy 507 (2, (n)) +
G (Zr, ()} Sendo (z,,(n)) uma seqliéncia limitada o Lema 1.15 garante que

. ™M1,MmM2...Mp 1/%“ T:_ _
é]ifilc ” (Prn (ﬂ.) )jrn{n},ml "'j‘rn{n),mn yinn (yﬂ.) || =) = 0'

Por outro lado

TN, s Ve tn)
|| (Pr?i (71} )jr“ {n)ymy '"jrn(n,),mn TTnan (yﬂ) || e
Yra(m) -
_ Trlm)" T, ] . 1
”’ ” i . 1Arn (n) H esgmi_l (:Crn{n) )J”T“[n)"rﬁ"9 1 Qg ("Trn(n)ym " ” oty
[Ts=1 Jra m)ims Tra(n).n! s=i
Ira{n)mmy framime  Frp(nlamn
— Tra (n} Trn(n) Yra(n) 12T 1/ Ymin
- A €2 ~€n H(P‘r‘n n )jﬂ"n(n).mp---xjrn(n),mn TTam (‘T'rn(n})” i
j‘f‘n{n)-ml j"‘n(ﬂ):mz jrn{n),mn oo
Y & Tralm) o Tralm) P T e

1 e UL

)
“l"
v

Pelo comentario que segue ao Lema 2.5, % < 28%. Logo pela relagio 2.9

T (n)

j"'n(“)‘ml jrn(n)‘mz j‘f‘n[n)‘mn
Traln} Traind Trpin) 28y 202 261 2
€ €y T ep T >l ey et > (1/2)
Isto é
mlrmfh---smﬂ' 1/")',. (n)
N )P, L) > /e > 0

e temos uma contradicio fazendo n — oo na ultima desigualdade. W

Notemos que a hipétese de base incondicional fol usada apenas para aplicar o Lema 1.15.
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Capitulo 3

Funcoes inteiras em espacos de
Banach com base de Schauder
contratil.

Mostraremos neste capitulo que & igualdade
Hy (B, F) = Hy(E, F)

¢é verificada quando E tem uma base de Schauder contratil. Concluiremos por um resulta-
do de Davis, Figiel, Johnson e Pelczynski [2] que esta relacdo é também verdadeira quando
o espaco de Banach E tem dual topolégico separavel.

3.1 O resultado principal
Seja E um espago de Banach com base de Schauder.

Lema 3.1. (Estimativa E2) Sejam P, € P("™E;F) e 8 > 0 fais gue | PV < 8.
Entdo

F+1
1By o™ @Y7 < ey + 1) [T llgms_, (@)If5/ ™™ (3.1)
s=1

Prova.- Da identidade j7 = ¥, vn!/ [[{=; kv! segue que (y:!/ [T}z, &)/ 7 < j.
Por outro lado é conhecido que se P, € P(™ E; F) e A, é sua aplicacdo v, -linear associada,

28



N

entio || Ap||Y/ 7 < || Py} 7= [8,Teorema 2.2). Daqui _."'

Il(Pn)ff_’_f?"l'mj(x)lll’”” = = H An(g™ (= 24 () g () Kiry|
PR B Hi—l k! ({J D
’Y'n- I/%n 1/ ks )
< Hﬁlk l) /) A, |1 SH1||Qm5 (@) [, (mjy1 == 00)
J+1
< ef(+ 1) [ e, ()il
5=1

MLema 3.2. Sejam E um espaco de Banach com base de Schauder contrdtil. Sejam f =
> P, € Hy(E,F),(z,) C S(E) e p >0 tais que

1P () /7 2

1 1
,r=12

'Yﬂ + UTK%

para todo n > 2. Entdoe existem seqiéncias estritamente crescentea (mi(t))i>1 e (ma(t))e>1,
tais gque
{a) my(t) < my(2) para todo t > 1.

-

(b} Dados s1 < s2 em N, entdo E

3

I(F, )ml[SL)m?(SQ} / )“U’Tn > P

In.my(t)rdn mz[t)ﬂn" Tn e

para tode n > 2; onde yp 2 = Y — Ele Fnme(se)-
(c)

0 < 5,(1) = lim inf 720
R

=1,2

para todo 1 > 1,
Prova.- Seja (mi(t)); a seqiiéncia dada pelo Lema 2.3. Procedemos a construir a
seqiiéncia {mo(t)). Para isto precisaremos do seguinte Lema

\/Lema 3.3. Seja (ma(t)) a seqiiéncia dada pelo leme 2.3. Sejam s1 € N fizo e (m(t))
uma seguéncia de inteiros positivos com limm(t) = oc. Enido existe uma subsequéncia
estritamente crescente (m(t,)) C (rmyt)) fais que
(a) mi(s1) < m{t1).

(b) t 72
P s ms (@)1 > 2
para todon> 2, er > 1.
(c) _
0 < lim inf 2222()
T ’Yn
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para todo r > 1.

Prova.- Seja K > mq(s1) um inteiro positivo fixo. Como lim; m(2) = oo podemos supor
sem perda de generalidade que m(t) > K > mi(s1) para todo ¢ > 1. Assim (a) serd
verificada a priori.

Censideremos a familia o)
THR1181 .
{((Pn)jn,ml(sl):?n"jn,ml(s]_] - 2 2}
O Lema 2.2 implica que para cada m(t) > K > m(s1) sua seqiiéncia associada (§5.m)
verifica (b). Provaremos que existe m(t;) > K > m(sl) tal que liminf, &‘—,}m > 0.

Temos dois casos. N
Caso 1.- Se para infinitos indices ?, j, my = 0, podemos assumir sern perda de generalidade
» QUE Jnm(z) = ( para todo ¢t = 1. Entéo

R e S (A

Inmy(sy)s 0, ¥ng,2

P! : a1/
= ”j ( TltOI,},n ZlAm (qml(sd(xm))}nt'ml{sl (qnzl(t()sl)(3311:))OQm(t){xm)r}m'"i|1h '
TL,HELLS1 ) TRt
I .
= e An (7 (@) Y g () e |7

Inma(s1) 0% ¥ne 2!
(P )20 (e (g ) 4 gy (@ DY T

Jn,myfag)e Oﬂht 2

Agora o conjunto W = {g™0st)(z,,) + @) (Tn,) © t 2 1} é relativamente o(E, E) -
compacto, pois 51 € fixo ¢ w limyy,)(Zn,) = 0. Pelo Lema 1.14
(t
lim |y, )?‘iiiﬁj‘;‘,oim,o(q V() + Gy (2 M7
m1(s1),7m(t) Vn, _
S H( nt)jn,ml(sl)ﬂoﬂqﬂt 2” [—

uma contradicao.
Caso 2.- 8e jp,m(r) > 0 para infinitos indices £, podemos assumir, sem perda de gene-

ralidade, que j,mq) > 0 para todo ¢ > 1. Definimos o = exp(y/¥n,/Jn, men)). Entéo

(o) € cg e ad™ ™™™ 1 para t — 00. Seja ye = ¢ (z,,) +atg25?31)($m) + Gy (T )-
Entao
mi{s1)mi{t) 1/
[[CN Fiiri N )] [
a%?ne‘mu’"!’ﬂ: ”( )mz (31},m(t} ( .nt)HlX'ym

i in ml(sl)ﬂnt )Ty 2
jn S f”)‘n .IO ﬂ
Z at i [ t o 5 =
e e
quando ¢ = oo. Por outro lado ¢ conjunto W = {y; : [ > 1} é relativamente o(E; E)
()

-compacto pois $; ¢ fixo, lim agqg(m(:z:m) = 0 e w limy,4y (wp,) = 0. Assim o Lema 1.14
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implica que
m1{s1},m{l) 1/
hm “( )Jn g (sljx}nc m{t)¥ng,2 (yt) ” ’

< llm”( Jml(.‘il),m(t Hlfl”}‘ni _

tiin sy (e dngmit) Yry,2

uma contradicao. _

Logo, existe um #; satisfazendo liminf, j""—mfftl—) > 0.

Assim m(t;) verifica (b) do Lema. Para completar a prova observemos que K > m;(s1)
for escolhido arbitririo; logo se substituimos K por m(f;) obtemos m(t;) satisfazendo o
Lema. Por inducdo obtemos m(t.}). W

Prova do Lema 3.2. Construiremos a seqiéncia mo por um processo de diagonalizacio.
Para s1 = 1 o Lema 3.3 fornece uma seqiiéncia estritamente crescente ;(¢) de inteiros
positivos tais que
(a) ml(l) < :'71(1)

(b)
et e BT 2 2
paratodon > 2, et > 1.
(c}
0 < hm mf ———= Tnia (1)
Tr
parait=12, ..

Procedendo indutivamente vemos que dado & € N existem uma subseqiiéncia (Ix(2))e>1
com (lk(t)) C (lk__l(t) C..C (El(t))), e 31(1) < 32(1) < < -{k(l), tais que
(a) my(k) < k(1)

(b) (k)1 (t} / e
L3 k 1/ ~
”( n)Jn (K Jn EL(tJ F?'T:LEZ( Tl)” 2 e
paratodon>2 ¢t 2> 1.
(c)
0< hm 1nf~n—l-’~“~(i)-
“Fn
para todo ¢ > 1.
Definimos my(t) = I:(1).
Observemos que se ¢t € N, entdo
mift) < L(1)
= ma(t)

Assim (a) § verificada. E imediato da construcio das seqiiéncias (m1 (1)) e (mp(l)) que (b)
e {¢) séo verificadas. Assim as condigbes {(a)- (c) sdo satisfeitas. M
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Lema 3.4. Sejam (m1{1)) e (ma(l)) as seqiéncias dadas pelo Lema 3.2. Scja

jn,mg{f)

do(t} = liminf
n Yn

Entdo existe no € N com no > 2 tal que

Jﬂ.omg(!)
= inf
T2 121{ Yo }>0

Jng mag (i)

Prova.- Suponhamos que para todo n > 2 temos inf;> { } = 0. Entdo para cada

n > 2 existe {, tal que J”—’f:j— < 1/n. Assim lim, 3—”3%-”[—" = []. Temos dois casos:

Caso 1-Se (I,) é limitada, entdo existe ng e uma subseqiiéncia (rng) C {n € N:n > 3}

tais que lim, —ﬂf—'f},ﬂo—) 0. Esta relagao implica

e Inmalag)

0 < d3(lp,) = liminf(———)

" Tn

jm,mg(ln ]

(———)
FY?‘I.;

1A

lim inf
£

lim(M) -0
t g

uma contradigio.
Caso 2.- Se (l,)} é ndo limitada, entdo podemos assumir que {j < Iz < .... Temos dois

subcasos.
Subcaso 2o.- Se para infinitos indices n, jn m,(1,) = 0 para n > 2. Entéo

1),ma{ln v
< pypmale) (@)t

= (BTl (™D () + Gy (20D 17

Sendo o conjunto W = {¢™ W (z,) + Ima(in)(Zn) : 1 > 2} relativamente o(E, E') - com-
pacto, o Lema 1.14 mmplica

p

E< tm B D) (0D @) 4 oy (1) ()7
S 11m||( )mifl)amz(ﬂﬂ} l]lf’?‘n =0

In Wy (L) Usr:f'ﬂ z

uma contradigao.
Subcaso 2b.- Se jnm,,) > 0 para infinitos indices, entdo, sem perda de generalidade

podemos assumir qué Jp .,y > 0 para todo n > 2. Seja an = exXpP —/VYn/Tnimalin))-
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Entéo (@) € cp e o e N para n — 0. Seja yn = ¢V (z,) + anqmz d”J('z:n) +

sz(ln)( 7, ). Entdo o Lema 3.2 implica que
Dmalin .
(P {1 matle) () 1"

Jn ml{l)!Jﬂ. my(la}i¥n.2 yﬂ'

In mz(in}
— T m1{1)1m2(’! } 1,:1'}’71
= On ! ”(P )jn.ml(l)sjn:n-z[in]aﬂyrlj(xn)”
In malin}
> ag £ - 2
€ €

quando n - o0. Por outro lado, o conjunto W = {y, : n > 2} é o(E, B} - compacto, pois
mi(1) é fixo, lim o:nqglz({i’]‘) = 0, e sendo (I;;) infinita, wlim g, )(zn) = 0, 0 Lema 1.14
implica que

P ml(l}mz{in} 1/7n
e S hm” Pn J ml(l)x}n m2(£n)).l'n 2( 71)” !
< Hm[j(B) et el =0

Ta,my (1)dnmaiis) 12w, 2

uma contradicao. W

! Teorema 3.5. Sejam FE e F espagos de Banach, E com base de Schauder contrdtil.
" Entdo :
Hy(E; ) = Hy(E; F).

Prova.- E obvio que Hy(E; F) C Hy(E; F). Suponhamos que Hy(E; F) ¢ Hy(E; F).
Sejam f € Hy(E; F) \ Hy(E; F), (zp),p,0 > 0 dados pelo Lema 2.1. Consideremos as
seqiiéncias (m;(s}}s>1 ¢ = 1,2. dadas pelo Lema 3.2 e ng, o9 > 0 dados pelo Lema 3.4.
Como

1 gy, ) ()| = 0
dado { > 0 podemos escolher s; tal que

G o) (@) < 27472
Como nz > 2 0 Lema 3.2 implica que

B(1) = [|(Ppy ) (Sthmatst) ()] /12 > £

Jng ml[sI}JRQ mg(sf)s‘?‘ﬂ.g 2 e
Por outro lado, usando o Lema 3.1 temos

-"'.ng,ml(_s[ jng.mQ{sE) Trng,2
g S{

2 < BO) <3eBlg™ D @l ™ g m)l T it (@an)| T

Agora. lembrando que (z,) C S(E) e que A é a constante bdsica, temos que

7

j“z‘m](s{ ng.m (5]
g™ (@, ) 2 < (28) T
Tny,2 Tn

|!Qm2{81)(xn2 H T2 < (24) Tm
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Também ||gm, (s,) (Tny )| < 27492 € portanto

mafs;) £
(mng)” < 2A80|gmy sy (@)l < 2A(2772).

s 5,5
Daqui .
Ino,ma(s)) 1 Inamatspy
g (fsm)ll e <202 2)) e
Assim
0 Ing.mi (s} o Ing,malsy) Fry.2
o SEWO £3e0((28) ™2 Y2427 72) e ){((24) )
jnz.ml[s;) +jng.m2{.sg) T, 2 e -’Ing,mg(sz)
=389(2A) byt Trg Ty (2 ag) ¥
Para finalizar lembremos que
Yrz,2 = Yno ~ Jnami(s) — jnz,mz(ﬂ}’
Jno,ma(s) > inf{.?nz,m-z(s}} =0y >0
’Yﬂz 5 'Yng
Assim ,
Jn!,mg(si)

—E < E(l) < 6eAg(27) T T < BeAB(27H2)7%) = 661‘19513

Portanto E(I) — 0 para [ — oo, uma contradicdo. B

3.2 Conseqiiéncias.

Corolario 3.6. Se E € um espago de Banach com dual separduvel, entdo Hpy(E; F) =
Hy(E,F) pare todo espaco de Banach F.

Prova.- Seja f € Hy(E; F). Por um resultado de Davis, Fiegel Johnson e Pelczynski
[2, Corolério 8], E é o quociente de um espaco de Banach Z com base contritil. Seja
7 . Z — E a aplicacdio quociente. Entdo fon € Hy(Z; F) e portanto f ow € Hy(Z; F)
pelo Teorema 3.5. Daqui f € Hy(E; F). &

Se F = I entdo todo subconjunto fracamente compacto de F é compacto em norma, e
portanto Hy(E, F) = H(E; F) # Hy(E; F). Assim a conclusdo do Corolario 3.6 nao é
verdadeira para & = {;. De fato Moraes [7] provou que Hy. (E) # Hy(F) se E contém um
subespaco isomorfo a {7.

Diremos que E é um espago de Asplund se cada subespago separavel de E tem um dual
separavel, ou seja se E' tem a propriedade de Radom Nikodym. Ver [3]. E imediato da
definicao de espaco de Asplund o seguinte coroldric
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Coroldrio 3.7. Se E € um espaco de Asplund, entéo Hy(E; F) = Hy(E; F) para tode
espaco de Banach F.
[ |

Coroldrio 3.8. Se E ¢ um espaco de Asplund, entdo H,.(F: F) C Hy(E; F) para todo

espaco de Banach F.
Prova.- Claramente Hys.(E; F) C Hy(E; F). Assim a conclusao segue do Corolrio

precedente. W

Coroldrio 3.9. Se E € um espago de Asplund, entso Hys {E,F) = Hy(E; F) =
Houw(E; F) para todo espaco de Banach F.

Prova.- As inclusdes Hyy (E; F) C Hy(E; F) C HysE; F) sio sempre verdadeiras.
Por [1, Prop 3.3], Hys(E; F) = Hy(E; F). Usando o Corol4rio precedente e a observagfio
em [1, pagina 200] obtemos

Hyso(E; F) C Hy(E, F) N Hy(B; F) = Hyu (B F).

O Corolario 3.9 responde parcialmente aos problemas 1 e 3 e completamente ao problema
2.
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