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Resumo 

Sejam E e F espaços de Banach complexos. Denotamos por H(E; F) o espaço 
das funções holomorfas de E em F. 
Denotamos também por Hw(E; F) (resp. Hwu(E; F) o subespaço de H(E; F) 
constituído pelas funções holomorfas que são fracamente contínuas ( resp. fra­
camente uniformemente contínuas ) nos limitados de E. 
Em 1983 Aron, Hervés e Valdivia levantam a seguinte questão: 

Hw(E;F) = Hwu(E;F), para quaisquer espaços de Banach E e F? 

Seja Hwsc(E; F) o espaço das funções inteiras que levam seqüéncias fracamente 
convergentes em seqüências convergentes em norma. Relacionado ao problema 
anterior Arou, Hervés e Valdivia propuseram também: 

Hw$c(E; F) = Hwu(E; F), se E tem dual separável é F é arbitrário? 

Denotando por Hbk(E; F) o espaço das funções holomorfas limitadas nos sub­
conjuntos fracamente compactos, e modificando as técnicas de Dineen [4] mos­
tramos que se E tem dual separável então a relação 

Ho(E; F) ~ Hok(E; F) 

é satisfeita. Isto responde parcialmente em forma afirmativa à primeira 
questão e completamente à segunda. 

Vl 



Abstract 

Let E and F be complex Banach spaces, and let H(E; F) be the space of all 
holomorphic functions from E in to F. 
We also denote by Hw(E;F) (resp. Hwu(E;F)) the subspace of ali f E 

H(E; F) which are weakly continuous on bounded sets (resp. weakly uni~ 
formly continuous on bounded sets) 
In 1983 Aron, Herves and Valdivia raised the following question: 

Does Hw(E;F) = Hwu(E;F) for arbitrary E and F? 

Let Hw 5c(E; F) be the subspace of ali f E H(E; F) which map weakly con­
vergent sequences onto norm convergent sequences. Related to the preceding 
problems Aron, Herves and Valdivia raised also 

Does Hwsc(E: F) = Hwu(E; F) when E has separable dual and F is arbitrary 
? 

Denoting by Hbk(E;F) (resp. H,(E;F)) the subspace of all f E H(E;F) 
which are bounded on weakly compact sets (resp. bounded on bounded set) 
and modifying the techniques of Dineen [4] we show that if E has a separable 
dual then the relation 

H,k(E;F) = H,(E;F) 

is satisfied. This answers partially the first question and completely the second 
question. 
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Lista de símbolos 

•N 

•C 

• E,F,G 

• E' 

• u(E,E') 

• B,(E),B,(a) 

• S,(E),S,(a) 

• l, 

• co 

•A(mE,F) 

• P(mE,F) 

• H(E,F) 

• H,(E,F) 

• Hbk(E,F) 

• Hw(E,F) 

• Hwu(E,F) 

• Hw 5c(E, F) 

{1,2,,,), 

NU {O} 

Corpo dos números Reais. 

Corpo dos números complexos. 

Espaços de Banach complexos. 

Dual topológico de E. 

Topologia fraca de E. 

Bolas fechadas de raio r e com centro na origem e a respectivamente. 

Esferas de raio r e com centro na origem e a respectivamente. 

Espaço das seqüências somáveis . 

Espaço das seqüências que tendem a zero. 

Projeções canônicas. 

Espaço dos operadores m- lineares contínuos de Em em F. 

Espaço dos polinômios m homogêneos contínuos de E em F. 

Espaço das funções inteiras de E em F. 

Espaço das funções inteiras de tipo limitado. 

Espaço das funções inteiras limitadas nos fracamente compactos de 
E 

Espaço das funções inteiras fracamente contínuas nos limitados de 
E, 

Espaço das funções inteiras fracamente uniformemente contínuas nos 
limitados de E. 

Espaço das funções inteiras fracamente sequêncialmente contínuas. 
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Introdução 

Sejam E e F espaços de Banach complexos. Denotamos por H(E; F) o espaço das funções 
holomorfa.s de E em F. 
Denotamos também por Hw(E; F) (resp. Hwu(E; F) o subespaço de H(E; F) constituído 
pelas funções holomorfas que são fracamente contínuas (resp. fracamente uniformemente 
contínuas ) nos limitados de E. 
A maior parte de nosso trabalho foi motivado pelo estudo dos espaços acima mencionados, 
em particular pela seguinte questão proposta por Aron, Hervés e Valdivia, [1] em 1983 

Problema 1. Hw(E; F) = Hwu(E; F), para quaisquer espaços de Banach E e F? 

É conhecido que uma resposta afirmativa para E = h resolve por completo o problema 
[1], razão pela qual hoje este é conhecido como problema !1 e continua aberto [5]. 
No estudo dos espaços acima mencionados é introduzido o espaço Hwsc(E; F) constituído 
pelas funções inteiras fracamente sequéncialmente contínuas. Aron, Hervés e Valdivia 
mostram que se E é separável e não possui copia de lr então Hwsc(E; F) = Hw(E; F) e 
levantam a seguinte questão: 

Problema 2. Hwsc(E; F)= Hwv.(E; F), se E tem dual separável e F é arbitrário? 

Se denotamos por Hb(E; F) o espaço de funções holomorfas que são limitadas nos limitados 
de E, não é difícil mostrar que Hwu(E;F) = Hw(E;F) nHb(E;F). Assim o problema 1 
e equivalente a mostrar a relação 

Hw(E; F) C H,(E; F). 

É fácil ver que se E é reflexivo as igualdades nos problemas 1 e 2 são verdadeiras. No 
entanto Dineen [4], mostra que esta não é uma condição necessária em geral. De fa­
to, denotando por Hbk(E; F) o espaço das funções holomorfas limitadas nos fracamente 
compactos e E= c0 , o espaço das seqüências que tendem a zero, Dineen prova que 

H,,(E; F) ~ H,(E; F). (!) 

Em [7] é mostrado que se a relacão (1) é verdadeira então E não possui copia de l 1 . Não 
é conhecida se a recíproca é verdadeira. 
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Problema 3. Hbk(E; F) = Hb(E; F) 1 se E não tem copia de l1 e F é arbitraria ? 

Usando as técnicas de Dineen [4] mostramos no Capítulo 2 que se E tem uma base de 
Schauder contrátil e incondicional, então a relação (1) é satisfeita. Estendemos assim, o 
resultado obtido por Dineen. 
No Capítulo 3, generalizamos este resultado mostrando que se E tem dual separável então 
a relação (1) é satisfeita. Grande parte deste capítulo é desenvolvido para mostrar a relação 
(1) para espaços de Banach com base contrátil. Nossa afirmação segue de um resultado 
de Davis, Fiegel,Johnson e Pelczynski [2], estabelecendo que todo espaço de Banach com 
dual separável é o quociente de um espaço de Banach com base contrátil. Os espaços de 
Asplund são espaços de Banach nos quais todo subespaço separável tem dual separável. 
Assim a relação anterior (1) se verifica também para estes espaços. O resultado principal 
deste capítulo da uma resposta parcial aos problemas 1 e 3 e responde completamente o 
problema 2. 
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Capítulo 1 

Preliminares 

1.1 Bases contráteis e incondicionais 

Iniciamos a presente tese introduzindo algumas definições e mostrando alguns lemas pre­
liminares. 
Denotaremos por E, F espaços de Banach complexos, E' o dual topológico de E. Se 
r> O Br(E) e Sr(E) denotarão a bola fechada e a esfera de raio r> O e centro O de E 
respectivamente. Se r = 1 dispensamos o símbolo r. 
Para íl C E e uma aplicação f' E-+ F denotamos llflln o~ SUPxen llf(x)ll· 
Em particular se p E E' então temos que 

sup lp(x)l ~ riiPIIs(E) 
Br(E) 

A topologia fraca de E será denotada por a(E,E'). Se (xn) C E é fracamente convergente 
a x E E escreveremos w Iimn Xn = x. 

Definição 1.1. Uma série convergente Ln>l Xn = x em um espaço de Banach E, é dita 
incondicionalmente convergente, se para todã permutação 1r de N, L:n~l x1r(n) converge a 
X. 

Proposição 1.2. Seja (xn) uma seqüência de vetores em um espaço de Banach E. Então 
as condições seguintes são equivalentes. 
{i} A serie Ln>l Xn é incondicionalmente convergente. 
{ii) A série :z=i;l Xn, converge para toda escolha n1 < n2 < ... 
{iii) A série :L:>l OnXn converge para toda escolha de sinais O {i. e. f)= ±1). 
{i v) Para todo E> O existe um inteiro n tal que li Li E o- xiJI < E para todo conjunto finito 
a de inteiros que satisfazem min{i E a}> n. (Veja[6,p.15j). 
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Seja E um espaço de Banach. Lembremos que uma seqüência (er,) de E é dita base de 
Schauder de E se cada elemento x E E pode ser representado de maneira única na forma 

00 

x = Laiei. 
i=l 

Toda base de Schauder (en) do espaço de Banach E determina uma seqüência de projeções 
(qn) em E, onde qn(l::::i>l aiei) = L:::~=l aiei. Estas projeções (que chamaremos canônicas) 
são operadores lineareS limitados e supn jjqnll < oo. O número SUPnllqnll é chamado 
constante básica e denotaremos esta por A. 
Sejam I a aplicação identidade de E e O a aplicação nula. Para m < n em N definimos 
Qn =I- qn, q~ = qn- qm = Qm- Qn· Observemos que para cada x E E limn q:h = Qm(x) 
e !im,,n~ooq;;,(x) =O. Também l[q;;,[[ <: 2A 
A base (en) é dita incondicional se para todo x E E, a série L:::aíei, que representa. 
x, converge incondicionalmente. Neste caso, para toda seqüência B = (On) de sinais, o 
operador Me definido por MeCEn>l anen) = Ln>l Onanen é um operador linear limitado. 
A constante sup0 liMe li é chamadã:" constante incOndicional e será denotada por r. (Veja 
[6]). 

Lema 1.3 Seja E um espaço de Banach com base de Schauder incondicional (en)· Se 
x = Í:n>l anen E E, então para todo (ai) de l00 a série L:::n>l ananen converge. 

Prova-:- De fato, definimos ym = L~=l ano:nen. Então (yml é de Cauchy. Para ver isto, 
sejam p E N fixo e Pm E B(E1

) tais que 

m+P 

Pm ( L ananen) = li 
n=m+l n=m+l 

Quando os escalares são reais, seja (Bn) a seqüência de sinais definida por 
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Então 

m+p m+p 

11 L ananenll ~ L UnPm(O:nen) 
m+J m+l 

m+p 

< L laniiPm(anen)l 
m+l 
m+p 

L lanlenPm(O:nen) 
m+l 

m+p 

< sup lanl L BnPm(anen) 
m+l:Sn:Sm+p m+l 

m+p 

llaii!~Pm(L Bnanen) 
m+I 

m+p 

< llaiUI L Bnanen li 
m+I 

m+p 

< fllalld L <>nenll· 
m+l 

Como :Ln>l anen converge, fazendo m --7 oo obtemos llym+p -ymll = 112..::!1 ano:nenll-t 
O quando iii -7 oo. Sendo p E N arbitrário à afirmação esta mostrada. Quando os escalares 
são complexos, o resultado ainda é valido considerando separadamente as partes reais e 
imaginárias de Pm(o:nen)· • 

Lema 1.4. Se;am E um espaço de Banach com base de Schauder incondicional (en) e 
~ ~-·-- -·---~ .. · 

x = L: O:ne., E E Se; a T : l00 -7 E definida por T(an) = 2..: ano:nen. Então T é um 
operador linear contínuo. 

Prova.- É óbvio do comentário anterior que Testá bem definida e é linear. Para mostrar 
que é contínua sejam a= (an) E B(l00 ) e Po. E E' dada por 

Po.(~= UnO:nen) = 11 L UnO"nenll· 
n?:l 
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Quando os escalares são reais escolhemos ()n = sinal(pa(o:nen)). Então 

11 I>nanenll L anPa(o:nen) 
n_:;::l n_:;::l 

< L lanllp,(anen)l 
n;:::l 

< llallloo (L Bnp,(anen)) 
n>l 

llalllooPn(L Bnanen) 
n>l 

< llalld L Bnanenll 
n>l 

< r11a11,oo 11 L "nenll 
n_::::l 

Assim jjT(a)jj:::; r!lalllooll~no:nenll para todo a E loo e logo T é contínuo. Quando os 
escalares são complexos, o resultado ainda é valido considerando separadamente as partes 
reais e imaginárias de Pa.(o:nen)· • 

Lembremos que um subconjunto W C E é relativamente compacto ou precompacto se 
dado E> O existe um conjunto K€ C E relativamente compacto, tal que W C K 0 +EB(E). 

--tCorolá.rio 1.5. Sejam E um espaço de Banach com base de Schauder incondicional, 
\.. _ _./O C E limitado e (..\n) E co. Então o conjunto 

é relativamente compacto. 
Prova.- Sem perda de generalidade podemos supor que n = B,(E). Consideremos a cau­

da (..\n)n>m de (..\n)n>I· Temos pelo Lema anterior anterior IIT(.\n)n>mll :::; r r SUPn>m l.\nl· 
Assim- - - -

T(..\n)n;:::m = L ÀnO:nen E rr sup 1..\niE(E). 
n_::::m n?_m 

Logo dado E > O existe no E N tal que supn?.m j..\nl < E/ri' para todo m ;::: no e portanto 
En;:::m Àno:nen E EB(E) para todo m 2: no. Por um comentário anterior 

no-1 

L ÀnO:nen = L Àno:nen + L ÀnO:nen E qn°- 1 (I'JI..\jj 00 fl) + EB(E) 
n>l n=l 

e o Corolário segue. • 
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Observação. É imediato da prova do Corolário anterior que (2=~>t Ànanen)t;:::1 converge 
a zero quando l ---+ oo. -

Seja (en) uma base de Schauder do espaço de Banach E. Param< n denotamos 

En span{ei,i;::n+l}=qn(E) 

E~ span{ei,m+ 1:::; i:::; n} = q~(E). 

Se p E E', IIPIIn será a norma do funcional p restrito ao subespaço En de E. 
Uma base de Schauder (en) de E é dita contrátil se, para todo p E E' temos I I ?r p-pjj ---+ O, 
onde fFp = p o qn. 

Lema 1.6. Seja E um espaço de Banach com base de Schauder contrátil. Então para 
todo p E E', IIPIIn converge a zero quando n-+ oo. 

Prova.- É suficiente observar que se p E E' entáo p- (flp = p- pqn = P/En. Assim 

quando n --+ oo • 

Corolário 1. 7. Seja E um espaço de Banach com base de Schauder contrátil. Então 
(a) Para cada ü c E limitado 

{b} li-,n~oo IIPIIB(E~) ~O, 
(c) Sejam (xn) C E, x E E tais que wlimxn = x. Então para cada m E N fixo 
wlimq~(xn) = Qm(x). 

Prova.- (a) Se O c E é limitado então existe uma bola B .. (E) tal que O c B .. (E) 
e portanto llqn(x)jj :::; 2Ar para todo x E O isto é Qn(D) C 2ArB(En) e logo para cada 

p E E', IIPII0,(n) ~ 2AriiPIIB(E,) e 

li,;" IIPIIo,(n) < 2Ar li,;n IIPIIB(E,J 

2Arlim IIPIIn ~O 
n 

(b) Também B(E;;.) c B(Em) pois E;;. C Em. Assim se p E E' então 

lim IIPIIB(E' 1 ~O 
m,n-J-oo m 

(c) De fato seja p E E'. Temos q;;.(xn- x) = Qm(Xn- x)- Qn(Xn- x). O conjunto 
O= {xn- x} é limitado e segue de (a) limn jp(qn(Xn- x))j :5 limn jjpjjqn(S1) =O. Sendo m 
fixo Iilllnp(qm(Xn- x)) =O. Isto é limnp(qm(xn)) = p(qm(x)). Sendo p E E' arbitrário o 
Corolário segue. • 
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1.2 Funções holomorfas 

Nesta seção introduzimos algumas definições e fatos básicos conhecidos de holomorfia em 
dimensão infinita. Para as provas das afirmações ver [8]. 
Seja B,.(a) a bola fechada do espaço de Banach E com centro em a E E e raio r. 
Para cada mE N denotamos por L(m E; F) o espaço das aplicações m-lineares contínuas A: 
Em -7 F. Se F= C escrevemos L(mE) = L(m E; q. A formam-linear A é dita simétrica 

se A(xl, x2, ... , Xm) = A(xr:r(l), Xa(2), ... , Xa-(m)) para toda permutação cr de {1, 2, ... , m }. 
L 8 (mE; F) denotará o espaço constituídO por estas aplicações. 
Para cada multi-índice k = (k1,kz, ... ,kj) E~ denotamos [k[ = k1 + k2 + ... + kj e 
k! = k1!.k2!. .. kj!. Assim definidas, dada A E L(mE;F) com jk[ = m, denotamos 

É conhecida a seguinte relação de Leibniz para A E L 8 (mE; F) 

Uma aplicação P : E --7 F é dita polinômio m- homogêneo contínuo se existir A E 
Ls(mE;F) tal que P(x) = Axm. A formam -linear A é dita associada a P. O espaço 
dos polinômios m- homogêneos continuas é denotado por P(m E; F). 
Os espaços L(m E; F) e P(m E; F) são espaços de Banach com as normas 

IIPII sup IIP(xlll 
l;z:l9 

li Ali sup(jjA(x,, x,, ,,,,xm)ll 'x; E E, max llx;li <:; 1} 
) 

A desigualdade de Polarização estabelece uma relação entre as norma.s de P E P(m E; F) 
e sua forma m-linear simétrica associada A: 

m 

IIPII <:;li Ali <:; ';-JIPII s; emJIPII 
m. 

Seja U C E aberto. Uma aplicação f : U --7 F é dita holomorfa se para cada a E U 
existem uma bola Br(a) C U e uma seqüência de polinômios Pm E P(m E; F) tais que 

f(x) ~L Pm(x- a) 
m~O 

uniformemente em Br(a). O espaço das funções holomorfas em Ué denotado por H(U; F). 
Se F= C escrevemos H(U) = H(U, C). A série anterior é dita desenvolvimento de Taylor 
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defema. 
O mio de convergência rcf(a), ou raio de convergência uniforme da série I:m>o Pm(x- a) 
é o supremo de todos os r ~ O tais que a série converge uniformemente em B--;. (a). 

O raio de limitação r0 f(a) de f em a é o supremo de todos os r~ O tais que Br(a) CU 
e f é limitada em Br(a). 
A fórmula de Cauchy Hadamard estabelece que o raio de convergência rcf(a), vem dado 
pela formula 

___2_( ) = limsup[IPm[[ 1/m 
rcf a m-too 

Estamos interessados no caso em que U = E. Neste caso f é dita inteira. Toda função 
inteira é contínua. Todo polinômio m-homogêneo contínuo é uma função inteira. Para 
toda função inteira f E H(E; F) e a E E temos a seguinte relação 

rbf(a) = rcf(a). 

Na definição de função holomorfa os polinômios Pm dependem do ponto a E E e de f. 
Assim é útil escrever pm f (a) para denotar esta dependência. 
Dados r= (r1,r2 , ... ,rj) Elff/ com ri >Oi= 1,2, ... ,j e a= (a1 , ... ,aj) ECJ, denotamos 

por L::.J(a, r) o multidisco fechado {zi E C : jzi - ad ~ri i = 1, 2, ... ,j} e por 80 . .6.i(a, r) a 
sua fronteira distinguida, isto é 8oL::.J(a,r) = {zi EtC: jzj- ai I= ri i= 1,2, ... ,j}. 
As Fórmulas de Cauchy para funcões holomorfas generalizam as já conhecidas para H(C). 
Seja f E H(E; F) com desenvolvimento de Taylor f= Lm>O pm f(a)(x- a) em torno de 
a E E, então -

Em particular da formula de Leibniz obtemos 

ml k1 kJ=_l_h P(a+..:1x1 + ... +EjXj)d . 
k 1 Ax1 , ... ,xj (2 ·)J _ k+l k·+l E1 ... d..:1 

· 1f~ 8oLV(O,l) t: 1
1 ... E/ 

(11) 

Uma função inteira f é dita de tipo limitado se leva conjuntos limitados de E em conjuntos 
limitados de F. O espaço constituído por estas funções será denotado por Hb(E: F). Assim 
f E Hb(E;F) se SUPxm llf(x)[[ < oo para todo limitado rl de E. 
Definimos também o espaço Hok(Ei F) constituído por todas as funções inteiras limitadas 
nos conjuntos fracamente compactos O C E. Isto é f E Hbk(E; F) se supxenllf(x)ll < oo 
para todo D c E fracamente compacto. Observemos que sempre é verdadeira a seguinte 
relação 

Hb(E; F) c Hbk(E; F) 

para quaisquer espaços de Banach E e F. 
O resultado seguinte aparece em [4, p. 206]. 
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Teorema 1.8. Seja Pn E P(7" E; F) para todo n com (in) estritamente crescente. Então: 

{a) f= LPn E H(E;F) se e só selim[IPnll~ 1 " =O para todo conjunto compacto K C E. 

(b)f = L Pn E Hbk(E; F) se e só se lim IIPniiU-'" = O para todo conjunto a(E, E') ~ 
compacto W C E. 
(c)j = L;Pn E Ho(E;F) se e 'ó se limiiPnll'h" =O 

1.3 Modificações de polinômios 

Nesta seção introduzimos o conceito de modificação de um polinômio Pn E F("!"- E; F), 
"in= deg(Pn)· As modificações são fortemente usadas na demostração do Teorema princi­
pal deste capítulo. Mostramos com algum detalhe algumas propriedades das modificações. 
No que resta deste capítulo, E possui uma base de Schauder. qn e qn denotam as projeções 
canônicas definidas na secão 1.1. 

Sejam Pn E P('Yn E; F) um polinômio ín· homogêneo, An E L('Y" E; F) sua forma "in line­
ar simétrica associada e (mi) uma seqüência estritamente crescente de inteiros positivos. 
Para cada multi-índice k = (k1,k2, ... , kj+l) com lkl :=L{~{ ki = ín e k! = k1!k2!. .. kj+1! 
definimos a aplicação (Pn)m, ','m2

., .. mj :E --t F por 
j, 2 ... J+l 

Então (Pn),mj .. ,.mJ é dita modificação de Pn e :Pertence a P('Y"- E; F). 
j ... J+l 

Da relação 1.1 obtemos imediatamente . ~ 

Lema 1.9. (Estimativa El) Seja E um espaço de Banach com base Schauder. Sejam 
(mi) C N estritamente crescente e Pn E P(n E; F), então 

para todo j = 1, 2, .. 

U , - llj+lk-klkl k· r A(k' k2 k,+~)-A(llj+l k,) saremosasvezesasnotaçoes i=l ; - 1· 2 .... J+l·e n X1 X2 ... xj+l - n i=I xi · 

Sejam mo= o < ml < m2 < ... < mj < ... inteiros positivos, (ti) E Co e n c E. Para 
l E N com mj < l, definimos os conjuntos 

j 

Q((m;)l=o) = {~O;q:;;;_, (x) + Oj+lqm, (x) 'X E Q; j6;j = 1} 
i=l 

j 

O( (mi)f=o' I) {~= lhq:;_
1 
(x) + ej+lq:n) (x) + ej+2ql(x) : x E n; jei[ = 1} 

i=l 
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Se (xn) é uma seqüência em E definimos para cada J. 

J ' 
(€i) Q9((xn), ((mil!~oll ~{L 'ieN:;;;_, (xj) + ej+lqm, (xj) 'IBil ~ 1} 

i=l 

Observemos que este ultimo conjunto é relativamente compacto. 
Lembremos que o Teorema de Eberlein-Smulian afirma que um conjunto M C E é relativa­
mente u(E, E')- compacto se e so se é relativamente a(E, E')-seqüêncialmente compacto. 

Lema 1.10. Sejam E um espaço de Banach com base de Schauder, O c E compacto. 
Então para cada j fixo, O((mi)i=o) é relativamente compacto. 

Prova.- O conjunto O((mi){=0 ) é a imagem do conjunto ô 0 L~.i+ 1 (0, 1) x O pela apli­

cação bilinear contínua B: cH1 X E--+ E dada por B((ei){;;i,x) = ~{=1 eiq;rii_l(x) + 
ej+lQmJ (x). Sendo ôol::.j(O, 1) X n compacto na topologia produto o lema segue .• 

Lema 1.11. Sejam E um espaço de Banach com base de Schauder contrátil; n c E 
cr(E, E') compacto. Então para cada j fixo, 

r: 
.. J 

é relativamente cr(E, E')- compacto. 

Prova.- Seja (an) c Ul>lü((mi){=0,l). 
dois casos 

Passando a subseqüênciaspodemos distinguir 

Caso 1.- Existe l tal que 

para todo n. 

anEfl((mi){~ 0 ,1) «/: , 
Sejam mj+l = l e P, p ,11 1

, 4:J ·J, • . _! \1-l 

j+I i I ~4 v f ;, "1)' 
an =L Bfq~;_ 1 (xn) + B}+2Qmj+l (xn)­

i=O 

Neste caso, tomando subseqüênciasse for necessário, pela a(E, E')- compacidade de n 
podemos supor que existe x = w limxn. Também pela compacidade do circulo unitário 
do plano complexo e tomando novamente subseqüências, se for necessário, podemos supor 
que existem limn Bf = ei, i= 1, 2, ... ,j +2 .. Us~ndo a a(E, E')- continuidade das projeções 
Qm, i = 1, 2, .. , j + 1 temos que existe 

Caso 2.- Existem l1 < l2 < ... tal que 

an E D((mi){=o,ln) 
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c ... 
'' \ C iL( ( VV' ,· 

' ! ; ;~ 

para cada n. Seja 

j í t 
an = L 8fq~;_ 1 (Xn) + 8'J+l q~j (xn) + 8]+2Qln (xn)-

i=O 

Como no caso anterior, pela compacidade fraca de O podemos supor sem perda de ge­
neralidade que existe x = wlimxn- Tomando subseqüências, se for necessário, podemos 
supor que existem e i = li:rnn 8i, i = 1, 2, ... , j + 2. Pela continuidade fraca de Qmj e o Co­
rolário 1.7 existe wlim8j+lq;j(xn) = ej+lQmj(x) e também Wlilll.n8J+2ºln(xn) =o. Dos 

casos 1 e 2 segue que existe wliinnan· Portanto O((mi)i=o,ln) é relativamente a(E,E')­
sequêncialmente compacto e portanto relativamente a(E, E 1

)- compacto. • 

,. Lema 1.12.- Sejam E um espaço de Banach com base de Schauder contrátil e incondici­
onal, (xn) c E uma seqüência limitada e seja (ti) E co. Então o conjunto 

U (<i) @((xn), (mi)i=1) 

j2:1 

é relativamente a(E, E')- compacto. 
Prova.- Seja (an) c U;>1 (<i) @((xn), (m,Ji=l). 

cessário, temos os seguinteS casos 
Caso 1.- Existe um j tal que 

Passando a subseqüências, se for ne-

para todo n ~ 1. Sendo (€i) @((xn), (mt}L:=1 ) relativamente compacto, existe uma sub-
seqüência (an

1
) de (an) fracamente convergente. ~ 

Caso 2.- Neste caso podemos supor sem perda de generalidade que 

,, 
aj =L €ief·q;;:;_ 1 (xlj) + efj+l ºmtj (xlj) 

i=l 

com (lj) estritamente crescente. 
Seja 

00 

aj =L EiB{q:;_ 1 (xl)· 
i=l 

Pelo Corolário 1.5 o conjunto K = { aj : j ;::: 1} é relativamente compacto. Logo passando 
a uma subseqüência se for necessário, podemos supor que existe limaj = a E K. Por 
outro lado, se p E E', 

00 

ip(aj- aj)l = ·IP( L €i8fq:;_l (xl))- e{j+lqmtj (xl)l· 
i=lj+l 
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Pelo corolário 1. 7, lp(l:lf,·-+l Qm1,. (xli)) I ---t O quando j -+ oo. Pela observação que segue a__Q_ __ , 
- I ~ 

Corolário 1.5, p(L~li+l Eit9] q~I_ 1 (xlj)) ---c> O quando j -+ oo, e assim limj p(aj - a;) -+ O. 
Logo da igualdade a1 -a= a1 -a1 +aj-a temos lim; p(aj) = p(a). Assim (a1) é a(E, g)­
convergente. 
Dos casos 1 e 2 segue que Uj>l (Ei) @( (xn), (mi){=l) é relativamente a(E, E') -compacto. . -

No que segue a expressão f = L Pn com In = deg(Pn), denotará o desenvolvi­
mento de Taylor de f E H(E;F) na origem; (Pn 1 ) uma subseqüência de (Pn)· 

Lema 1.13. Sejam E um espaço de Banach com base de Schauder, f =L Pn E H(E; F) 
e (Pn1) C (Pn); então 
(a) Para cada f2 c E ...,.,,.·r 

! 
II(Pn )m,, ... ,mj 11 1;," < IIPn 11 1

;,", · . 
1 k 1,k2, .•• ,k1+1 n - 1 l1((m;)~= 0 ) 

(b} Se O c E é compacto, então 

Prova.- (a) Seja X E n. Então pelo Lema 1.9 

) 

< sup IIPn1(L&iq::_ 1 (x)+e}+lGmJ(x))ll 
(e;)E806.i+1(0,l) i=l 

< IIPn, lln((m;)l~ol 

Sendo X E n arbitrário obtemos 

(b) aplicando o Teorema 1.8 e o Lema 1.10 à última desigualdade, o lema segue. • 

Lema 1.14. Sejam E um espaço de Banach com base de Schauder contrátil, f 
Ln>O Pn E Hbk(E; F) e (F n/) c (Pn)- Então 
(a) Para cada n c E 

(b) Se j E N é fixo e n c E é a(E, E')- compacto, então 
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Prova.- (a) Pelo Lema 1.9 para cada X E n temos 

j 

sup IIPn,(Le,q:;;;_,(x) +eJ+,q!, (x) +eJ+2q,(x))ll 
8o.ó.H2(0,l) i=l J 

< IIPn, lln((m,)b,l) 

< J]Pn/JJu1n((m,Jb,iJ 

Sendo X E n arbitrário à afirmação segue. 
(b) Por (a), o Lema 1.11 e o Teorema 1.8 

lim II(Pn )m,, ,mj,l lllh,, < lim IIPn ll 1h"' ~O 
l-+oo I lq,k2,···•kJ+2 f! - 1-+oo I U!1((m,)b,l) 

• 
' ::; ·JLema 1.15. Sejam E um espaço de Banach com base de Schauder contrátil e ·incondici-

onal, f~ Zn>oPn E Hbk(E;F), (Pn,) C (Pn), (c;) E Co. 

(a) Se (xn) C -E e a1 = Í::~:::ol Eiq;;;:;_
1 
(xl) + qm1 (xl). Então 

(b} Se (xn) é limitada 

Prova.-(a) Pelo Lema 1.9 

l 

II(Pn 1 )~~;;~:'.:~l+l (ai) li::; sup IIPnJL EiBiq:;_ 1 (xl) + Bl+lqm1(Xt))JI, 
0E8o.ó.1+1(0,l) i=l 

onde 

l 

sup IIPn, (L ,,e,q:;:;_, (x,) + el+lQm, (xl))ll " IIPn, ll(c;) 0((x,),(m,);_,)' 
0E80.6.l+l(O,l} i=l -

Logo 

li(Pnl )~~k;~~~~l+l (at) li ::; IIPn1ll(q) 0((xn),(rn;J\=1) ::; [IPnl lluj>t (E,) @((xn),(rn;)~=l) · 

(b) Por (a), o Lema 1.12 e o Teorema 1.8 

• 

~ 

li ll(p )m,, ... ,m, ( )ll'h", < 1· IIP ll'h"' -o 
l-+n;;, n1 kt,kz, ... ,kl+l al -~,!~ n1 U;?:J(E,)@((xn),(rn,)~=l)- · 
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Capítulo 2 

Funções inteiras em espaços de 

Banach com base de Schauder 

contrátil e incondicional 

Dineen [4] provou que 
H,k(E; F) ~ H,(E; F) 

quando E= co-
Neste capítulo mostraremos que se E tem uma base de Schauder contrátil e incondicional 
então uma cuidadosa reform~lação da demonstração de Dineen permite provar que . ~ - - ----

2.1 
/ 

H,,(E; F) ~H,( E; F). 

Observações iniciais 

1,/ Lema 2.1. Se H,,(E; F) ~ H,(E; F), então existem f ~ L:n>O Pn E Hbk(E; F) \ 
Hb(E;F), com Pn E P('"E;F) para todo n, constantes fJ,p >O e u-ma seqüência (xn) C 
S(E) taís que 
(a) 

para todo n ;:: 1 e 
(b) 

In > n 
ln(~n+l)-
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para todo n ;::: 1. 

Prova.- Como H,,(E; F) 'i'- H,(E; F) existe g E Hok(E; F) \ Ho(E; F). Seja g ~ 
L Qn a série de Taylor de g na origem, e seja R o raio de convergência. Como g t.j. 
Hb(E; F), R < oo. Usando a fórmula de Cauchy- Hadamard [8, Teorema 4.3] pode~s 
achar uma subseqüência Qn1 tal que 

I~ 

/ limi1Qn,ll 1h'' 
n 

1 

k 

Esta ultima relação implica que dado E= 1/2R >O existe um lo E N tal que 

1 3 
- < IIQ 11'17'' <-2R n 1 2R (2.1) 

para todo l 2': lo. Seja () = 3/2R e p = 1/2R. Agora por continuidade; para todo l ;::: lo 
existe um Yl E S(E) tal que 

Por outro lado 

Assim se i E N existe li E N tal que 

= 00. 

1n, 
c-7--"''-c-ccc) > i. 
ln(/'n1 + 1 

(2.2) 

(2.3) 

Definimos P. = Qn1., f= :Li>l Qn1• e Xi = Yl;· Por (2.1) e (2.2) a seqüência Pi satisfaz 
'1 (a) e portanto f E li,,( E; F)\ H,(É;F). Por (2.3) a seqüência ~n satisfaz (b). • , -· -- "' 

.. )?" --
(/ Assim se Hbk(E; F) rf.. Hb(E; F) existe uma f = Ln>l Pn E Hbk(E; F)\ Hb(E; F) tal que 

!n/In(/'n + 1) 2': n. Esta relação implica que exp(/';:;) 2': C!n + 1)1' para todo 1 :::; r:::; n. 
Logo 

(2.4) 

para 1 ::; r ::; n. 
Seja E um espaço de Banach com base de Schauder e sejam qn, q~, qn as projeções definidas 
na seção 1.1. Não é difícil verificar que se ]l,j2, ... ,ji+l E N com :z=:~\ js =In, então 

(2.5) 
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onde (mil é uma seqüência estritamente crescente de inteiros positivos. De fato, para cada 
x E E temos: 

(Pn.)ml,m2,··_·,m, (x) 
]1,]2,···,],+1 

' i 
.1n· A IIT qm' (xJ''q .(x)J•+') 

fl t+l . 1 n ms-1 m, 
s:ol Js· s=l · 

Ji+1 ! i 

"' ')'n. A (II m, ( )'' m,., ( )j ( JMdJ L..J · ! · ! ·.1 "!( ·. _ ")l n qms-l X qm; X qm,+ 1 X 
j=O )h)2·, ... ,J~·,J· Jt+l J . s=l 

Ji+l 

L:(p )ml,mz, ... ,m;,m;+l( ) 
n · · · · · ·X 11 ,;z, ... ,;;,;,;;+J-J 

j=O 

Lema 2.2. Seja E um espaço de Banach com base de Scahuder. Sejam (Pn) e (xn) as 
seqüências dadas pelo Lema 2.1. Então para cada seqüência estritamente crescente de 
inteiros positivos (m~)~ 1 , existem seqüências (jn,m; )n>i -i= 1, 2,. tais que 
(a) 

para cada ~ ;::: 1 e cada n ;::: i. 

{b) Se 'Yn,i = 'Yn - L~=l Jn,m,, 

para cada i ~ 1 e cada n ::::: i. 

i 

Ü s; L Jn,m 8 s; 'Yn 
s=l 

então 

(2.6) 

Prova.- Seja An a forma 'Yn- linear associada com Pn. Então para todo n ::::=: 1, da relação 
(2.5) obtemos que 

IIPn(Xn)ll = 11 L:IPn)j,'~d(xn)ll 
j=O 

'" S L: II(Pn)J,';,-j(xn)ll 
j=O 

S bn + l)II(Pn)j,'~,-j(xn)ll 
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,-------

para algum j = Jn,m 1 com O:::; Jn,m 1 ::::; "'n· Assim 

1 l/In p p 
II(PniT;, .. ;(xn)ll

1
h' 2: bn + 1) IIPn(Xn)ll

1
h' 2: bn + 1)1h, >;; 

-t rsuponhamos d~do o inteiro i ;,.:: 1, existem_ (ms)~_=.:_ e (Jn,mJr;{?:s ~ = 1, 2,_ ... _, i, s_atisfazendo 
\(a) e (b). Entao usando (2.5) e a notaçao fn,t - "'n- l:s=dn,m;, para mt+l > mi e 
n ?_ i + 1 temos que 

"In,, / 

ll(p )m;,m,, ... ,m; ( )li 
n jn,m 1 ,Jn.-m.2 , ... ,}n,m; ,~/n,i Xn 

11 '\'(Pnr'·m,, ... ,m;,m;,+; _ (xn)ll 
~ )n,ml ,)n,m2 , ... ,Jn,m; ol'n.l ) 

;=O 

para algum Jn,mi+ 1 com O ::::; Jn,m,+ 1 ::::; /n.i· Então 

> 

> 

Agora IT~=o('Yn~s+l)lhn 
(b) é satisfeita • 

1 . 
7""---:-c= II(Pn)m,.m,, ,m; · (xn)ll'i'• 
(/n,i + 1)1/ln Jn,ml,Jn·"'2•····Jn,m/Yn.t 

1 1 

bn,i + l)lhn n~=~bn,s + l)lhn 
1 

rt=o(ln,s + 1) 1
/ín 

As seqüências (Jn,m; )n>i i = 1, 2, ... , serão chamadas "associadas" a (mi). 
Mostramos neste capítulo que existem uma função f E Hbk (E; F) com desenvolvimento de 
Taylor L Pn satisfazendo as condições do Lema 2.1 e uma seqüência (mr) de inteiros posi­
tivos tais que as seqüências associadas (jn,mJ satisfazem certas propriedades. Derivaremos 
destas propriedades a existência de uma seqüência (E i) E ! 1 . Finalmente, mostraremos que 
a existência desta seqüência leva a uma contradição. 
O seguinte Lema é importante pois também será usado no capítulo 3. 

V Lema 2.3. Seja E um espaço de Banach com base de Schauder contrátil. Sejam (Pn) e 
(xn) as seqüências dadas pelo Lema 2.1. Então existe uma seqüência estritamente cres­
cente (m1(l))r:::1 de inteiros positivos tais que 
{a} 
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para todo n :2: 2 e l :2: 1 
{b} 

O < lim inf Jn.m 1 (l) 
n 

para todo l :::-: 1. / 
Prova.- Seja K E N. Provaremos que existe um l > K tal que a seqüência associada 

Un t) satisfaz O < lim infn jn,l. Caso contrario se para todo l > K temos 
' On 

I, , f)n.l O lmm _, ~ 
n 'In 

Então dado l existe um nt tal que in1J < 1/l; assim limt j~"'' 1 = O. Podemos supor que 
ln1 /nl 

n1 < n2 < .... Temos dois casos. 
Caso 1.- Se para infinitos indices nt, in1 =O para todo l > K. Então 

p 

e < li (Pnl )).,1,[,fn1 -jn1,1 (Xnl) 11
1
h"l 

~ jj(Pn,)b,,n
1
(Xn,)JI 1h"1 

IIPn, (q,(xn,)) jjlhn, 

para todo l :::-: K. Como w lim1 qt(Xn1) = O (pelo Corolário 1.7), o conjunto { ql(Xn1) : l > K} 
é relativamente a(E; E') -compacto, então o Teorema 1.8 implica que 

uma contradição. 
Caso 2.- Se para infinitos índices nt temos in1 >O, podemos supor, sem perda degenera­
lidade, que in1 >O para todo l > K. Se definimos O:t = exp(-Jrn1/in1.1), então (a!) E co 

e a{n1'1rn1 -+ 1 quando l-+ oo. Seja Yl = atq'(xn1) + qt(xn1). Então 
,, 

·, 

Por outro lado sendo o conjunto W = {Yt : l > K} relativamente u(E, E') -compacto, o 
Lema 1.14 implica que 
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uma contradição. Assim existe um h > K satisfazendo O< lim infn j~ 1 ~ 1 
• 

Como K E N era arbitrário podemos aplicar o argumento precedente com K = !1 e assim 
obtemos l2 tais que (a) e (b) são satisfeitas. Procedendo indutivamente achamos uma 

seqüência estritamente crescente (lt) C N tal que lim infn Jn,m 1 
(f) > O para todo t. A 

'" seqüência (mi(t)) = (lt) tem as propriedades requeridas. • 

Definimos 
, (t) 1. "nf Jn.m, (t) 
til = lilll . 

n 7n 

2.2 O resultado principal 

Lema 2.4. Seja E um espaço de Banach com base de Schauder contrát-il. Sejam g = 
L_Pn E H6k(E;F) \ Hb(E;F) e (xn) C S(E) dadas pelo Lema 2.1. Então existem uma 
seqüência estritamente crescente (ms) de inteiros positivos, e seqüências (Jn,mJn:;::s asso­
ciadas a (ms) tais que 
(a) Para cada i ;:: 1 e cada n ;:: i 

i-1 

O :::; Jn,m; ::; In - L )n,ms: 
s=l 

(b) para cada i ;:: 1 

lim inf Jn,m; > O 
n 7n 

(c) para cada i;:: 1 e cada n;:: i 

>~ 
e 

onde 
i 

ln,i = In - L Jn,m 5 i i ;:: 1. bn,O = 7n) 
s=l 

Prova.- A prova é por indução, Procedemos a construir o inteiro mt e a sequencia 
()n.m

1
)n- O Lema anterior fornece um m1 = mt(1) e um<;L seqüência associada Un.m 1 ) tal 

que 

para todo n ;:: 1 e 
O < lim inf Jn,m 1 

" 'Yn 

Temos construído mt e a seqüência Un,m 1 )n- Suponhamos que temos construído as 
seqüências (mi)f=l e (Jn,mJn?.k com i = 1, 2, ... k. satisfazendo as condições do Lema. 
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Vamos construir mk+l e (Jn,mk+ 1 )n~k+l· 

Seja a familía {(Pn)~ 1 ·····~W : n ~ k}. Pela relação (2.5) dado l > mk existe )n,ml ,)n,mz, .. ,Jn,mk,/"n,k 
uma seqüência Jn,l tal que 

para todo n ~ k + L 

k 

o<·<". )n,l ~ In ~ ~ Jn,m, 
s:o:ol 

p 
< 

e 

Mostremos que existe um h tal que 

I. . f)n,l, >O lmln --
n 'In 

De fato. Suponhamos que para cada l > mk temos lim infn j;~ 1 = O. Então dado l > mk 

existe um n1 > k + 1 tal que 
Jn/,l <! 
ln1 l 

isto é lim j,1'
1 =O. Podemos supor que n 1 < nl+l··· para todo l > mk. Temos os seguintes 

'"' casos 
Caso 1.- se para infinitos indices l, J:;r,l =O, isto é Jn.l =O. Então mz · 

p 

e 
< 

onde ln1,k+l = ln1 - L~= 1 Jn~,ms· Como o conjunto W = {qmk(Xn1) +m(xn1): l > mk} é 
relativamente a(E, E')- compacto, o Lema 1.14 garante que 

limii(Pn)m1, ... ,~kl/ ( m,( )+ ( ))11 1 /~r, 
1 J )nl,m.l,J"I·m2, .. ,j,l·mk'0.'\',1.k+l q Xnl ql Xnl . 

1 

contradição. 
Caso 2.- Suponhamos agora que para infinitos índices l, j:;1•

1 >O. Sem perda de generali-
'"' 

dade podemos supor que j,1
"
1 > O para todo l > mk. Definimos n 1 = exp(- ~). Então 

/n1 V j,/,1 
in1 .1 

(at) E co e a 1 "Yn
1 -+ 1 quando l -+ oo. Seja Yt = qmk (Xn1) + a1q~k (xn1) + Qt(Xn1 ). Como o 

conjunto W = {y1 : l > mk} é relativamente cr(E, E') compacto, o Lema 1.14 garante que 
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Por outro lado 

j,[,l 

a 1'<[ II(R )mJ ... ·,n:bl ( )illhn 
l n1 ]nl•'""l'Jn1,m2' .. ,jn 1 ,m~,j,_ 1 ,z.'"/,_ 1 ,k-t-l Xnz 

1 

jn1,/ 

1nl P P > a, - --t -. 
e e 

quando l ----1- oo, um absurdo. 

Assim existe lr > mk. tal que lim infn j~~~ >O. • 

Lema 2.5. Seja E um espaço de Banach com base de Schauder contrátil. Sejam Un,mJn~i 
i=1,2, ... ; (mi) as seqüências dadas pelo Lema anterior. Então existem seqüências estrita­
mente crescentes (rk(n))n;::r k = 1, 2, ... , e uma seqüência (ói) de reais positivos tais que 
(a) Para todo k;:::: 1 

(b) Para todo k ?-: 1 

(c) Para todo n ?_ k 

(d) 

rk(k) > k 

(rk(n)) C (rk-I(n)) 

(2. 7) 

(2.8) 

Prova.- Sejam 61 = liminfn j':;:1 >O, e (r1 (n)) uma subseqüência de (n}n;:::r estrita­
mente crescente tais que r 1(1) ?_ 1 e 

lim Jr1 (n),m1 51 
n Ír1 (n) 

Jr!(n),m! < 261, para todo n 2:: 1 

Como (r1(n)) c (n)n;::l temos 

O I. · f Jn,m2 < I" . f Jr1 {n),mz < tmin -- lmlll 
n In - n lr1(n) 
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Sejam J2 = liminfn irJ( ... ),m 2 e (r2(n)) C (r1(n)) uma subseqüência estritamente crescente 
í'rl (n) 

tais que r 2 (2) :;::: 2 e 

lim Jr2(n),m2 

n lrz(n) 

Jr2{n),m2 

lr2(n) 
< 202 para todo n :;::: 2 

Procedendo indutivamente, dado k achamos uma seqüência estritamente crescente (rk (n) )n>l 
tais que h(n)) C h-l(n)) C ... C h(n)) C (n),rk(k) 2: k e -

ok = liminfJrk-J(n),mk 
n lrk-J(n) 

= lim c):.o'>o:ln")"'.m"-k > O 
n frk(n) 

para todo n 2:: k. 
Mostremos que a seqüência (Os) assim definida satisfaz 2::~ 1 05 :::; 1. Sendo CL::=l Os) 
uma seqüência não decrescente de termos positivos é suficiente mostrar que (2=~= 1 Os) :::; 1 
para todo i. 
Seja i E N arbitrário. Como O :::; Jn.m; :::; In - .L~=l Jn,m, para todo n :;::: i então 

e portanto 

Logo 

i L Jn,m, :::;_ 1, para todo n :;::: i 
s=l In 

i 
'""' Jr;(n),m, < l d > . 
~ _ para to o n _ z. 
s=l lr,(n) 

i 
lim inf(L Jr,(n),m,) :::;_ 1. 

n s=l Ír;(n) 

Usando as propriedades do limite inferior obtemos 

Como (ri(n)) é uma subseqüência de (r5 (n)) para 1:::; s:::; i temos 

, I' Jr 8 (n),m 8 
u5 = 1m 

n lrs(n) 
I. . f Jr5 (n),m 8 = lllilll 

n frs(n) 
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e logo 
i i 

L CÍs s; L liminfJr;(n),m5 
s=l s=l n 'Yr;(n) 

i 

s; liminf(L .lr;(n),ms) s; 1 
n s=l 'Yr,(n) 

o que queríamos mostrar. • 

Observemos que se (Pn) e (xn) são as seqüências dadas pelo Lema 2.L o Lema 2.3 implica 

II(P )ml, ... ,m, . (x )lllhrn(nl > [!_ para todo n >i 
T"n(n) Jr(n),mt>""">Jr(n),mn'"Yn,n Tn(n) e -

Lema 2.6. Dados (Oi) E l1 e a> O existe uma seqüência crescente (1./Ji) tal que 
(a) lim, ,p, ~ oo 

{b) L,> I ,p,;, ~a 
Prov"â.- Para todo k E N, existe Pk E N tal que 

Podemos supor que PI < P2 < ... < Pk < ··· 
Agora 

k=l 

Definimos 

• 

k=l 

= 

- a 

sel:::;i<PI 

Teorema 2. 7. Seja E um espaço de Banach com base de Schauder-, contr-átil e incondi­
cional. Então 

H,k(E, F) ~ Hb(E, F). 

Prova.- É óbvio que Hb(E,F) C Hbk(E 1 F). Suponhamos que Hbk(E,F) ç:. Hb(E,F). 
Sejam f= 2..: PnHbk(E, F) \Hb(E, F) e (xn) C S(E) dadas pelo Lema 2.1 . Consideremos 
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as seqüências (mi), (jn,m(ij)n;:::z, (r;(n)) e Ói dadas pelos Lemas 2.4 e 2.5. 

Seja (1/Js) E JRN como no Lema anterior tal que L1/Js0s::; ln(2). Definimos f.s =~exp(-1/Js)­
Então (Es) E co e 

l l 

I:o,ln(e,) =- I:<~>,o, 2: -ln(2) = ln(!/2). 
s=l s=l 

Assim 
l l 

ln(IT e~')= L o, ln(e,) 2: ln(l/2) 
s=l s=l 

donde 
l 

II ,~, :: 112 (2.9) 
s=l 

para todo l E N. Consideremos a seqüência (yn) definida por Yn = L:~=l E8q;;{;_ 1 (xr,(n)) + 
qm, (xr,.(n))- Sendo (xr,(n)) uma seqüência limitada o Lema 1.15 garante que 

Por outro lado 

> 

ll(p )m,,m, .. m, ( )ll'h, I•J 
Tn(n) j,.,_(n),,.1 ... j,.n(n),m.n•Ín.n Yn n 

I n 

11 . 1c,ln)· A I) II e qm' (x I J)Jc,(c),m, q (x I J)''"lllh,,r,J 
IT

t . ! Tn n S ffis-1 Tn n ' m, Tn n 

s=l Jr,(n),ms lr,(n),n· s=l 

Jr,(n).m 1 ir,_(n).mz irn(n).mn 

E ""~rn(n) E ""~rn(n) ... En "":'r,(n) II(Pr n )r:'J,ffi2 ... -,mn (Xr n )111/lr,_(n) 
1 2 n() Jr,(n),mj'""",Jrn(n),mn·~ 1 n,n n( ) 

irn(n).mJ irn(n),m2 

"Yr,_(n) "Yr,_(n) 
E1 f.2 

ir,.(n),mn. 

"Yr,(n) P 
... en 

e 

Pelo comentário que segue ao Lema 2.5, Jrn(n),mJ. ::; 20k· Logo pela relação 2.9 
í'r,(n) 

Isto é 

1r,(n),m1 jrn("-),mz 

'rn(n) ""~rn(n) 

El €2 

jrn(n),mn 

""~rn(n) 
... En 

(((P, lnJ)m,,m,, ,m,. • (y,)(( 1hc,(>) 2: pj4e >O 
n Jr,(n),m 1 ,---,Jrn(n),mn' ln.n 

e temos uma contradição fazendo n -t co na ultima desigualdade. • 

Notemos que a hipótese de base incondicional foi usada apenas para aplicar o Lema 1.15. 
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Capítulo 3 

Funções inteiras em espaços de 
Banach com base de Schauder 
contrátil. 

Mostraremos neste capítulo que a igualdade 

H,(E, F) ~ H,(E, F) 

é verificada quando E tem uma base de Schauder contrátiL Concluiremos por um resulta­
do de Davis, Figiel, Johnson e Pelczynski [2] que esta relação é também verdadeira quando 
o espaço de Banach E tem dual topológico separável. 

3.1 O resultado principal 

Seja E um espaço de Banach com base de Schauder. 

Lema 3.1. (Estimativa E2) Sejam Pn E P(í'"E;F) e(}> O tais que i1Pnll 1hn:::; 8. 
Então 

(3.1) 

Prova.- Da identidade fY" = Llkl=rn l'n!/ rr~=l k,..! segue que hn!/ nt=l k,..!)1hn :::; j. 
Por outro lado é conhecido que se Pn E P('" E; F) e An é sua aplicação ín -linear associada, 
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j+l 

< ,eu+ 1) II 11 ª;;:;_, (x)llk,h, 
s=l 

• 
!Lema 3.2. Sejam E um espaço de Banach com base de Schauder contrátil. Sejam f= 

L Pn E H,,(E, F), (xn) C S(E) e p >O tais que 

lfPn(Xn)[[ 1h" 2: P 
1 1 

,------=~~ > -, r= 1, 2 
bn + 1Yhn e 

para todo n 2:: 2. Então existem seqüências estritamente crescentes (m1 (t))t~ 1 e (m 2 (t))t~ 1 , 

tais que 
{a) m 1(t) < m,(t) para todo t 2: 1. 
(b} Dados s1 _:::: s2 em N, então 

II(Pnfn(s;),~2(S2) /. (Xn)lllhn 2': [!_ 
Jn.mj(t),Jn,m2(t)•Ín,2 e 

para todo n 2': 2; onde /n,2 = "fn - L;= I jn,m,(sr) · 
{e) 

O<O,(l)=liminfJn,m,(i) r=1,2 
n 7n 

para todo l 2': 1. 
Prova.- Seja (m1(t))t a seqüência dada pelo Lema 2.3. Procedemos a construir a 

seqüência ( m 2 ( t)). Para isto precisaremos do seguinte Lema 

v' Lema 3.3. Seja (m1(t)) a seqüência dada pelo lema 2.3. Sejam s 1 E N fixo e (m(t)) 
uma seqiiência de inteiros positivos com limm(t) = oo. Então existe uma subseqüência 
estritamente crescente (m(t,)) c (m(t)) tais que 
{a) m 1(sl) < m(tl). 
{b) 

para todo n 2': 2, e r ;?: 1. 
(c) 

O< liminfJn,m(t,) 
n 7n 
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para todo r 2:: 1. 
Prova.- Seja K 2:: m 1(s1) um inteiro positivo fixo. Como limr m(t) = oo podemos supor 

sem perda de generalidade que m(t) > K > mi(sr) para todo t ~ 1. Assim (a) será 
verificada a priori. 
Consideremos a família 

O Lema 2.2 implica que para cada m(t) > K > m(s!) sua seqüéncia associada (Jn,m(t)) 

verifica (b). Provaremos que existe m(tl) > K > m(sl) tal que liminfn Jn.mUtl > O. 
""' Temos dois casos. 'V, 

Caso 1.- Se para infinitos índices t, Jn,m(t) =O, podemos assumir sem perda de generalidade 
, que jn,m(t) =O para todo t :::.': 1. Então 

p < 
e 

Agora o conjunto W = {qmhl(xn 1 ) + qm.(tJ(Xn,) : t :2: 1} é relativamente a(E,E')­
compacto, pois sr é fixo e w li!llm(tj(Xn1 ) =O. Pelo Lema 1.14 

< 

uma contradição. 
Caso 2.- Se jn

1
,m(t) > O para infinitos índices t, podemos assumir, sem perda de gene-

ralidade, que jn,.m(t) > O para todo t ;::: L Definimos O:t = exp( -,//n1 /Jn1 ,m(t))· Então 

( ) j,,,m,h<t ] t S , m.('<)( ) , m(t) ( ) + ( ) O:t E co e o:t ---t para ---t 00. eJa Yt = q Xn, T O:tQm1 (sJ) Xn1 Qm, Xn1 . 

Então 

quando t ---t oo. Por outro lado o conjunto W = {y1 : l ~ 1} é relativamente a( E; E') 

-compacto pois sr é fixo, limo:tq:[~li)(xn 1 ) =O e w lilllm(tj(Xnt) =O. Assim o Lema 1.14 
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implica que 

uma contradição. 
Logo, existe um t 1 satisfazendo lim infn in,m(t 1 l > O. 

"" Assim m(t1) verifica (b) do Lema. Para completar a prova observemos que K > m 1 (si) 
foí escolhido arbitrário; logo se substituímos K por m(t 1 ) obtemos m(t2 ) satisfazendo o 
Lema. Por indução obtemos m(tr)· • 

Prova do Lema 3.2. Construiremos a seqüência m2 por um processo de diagonalização. 
Para s1 = 1 o Lema 3.3 fornece uma seqüência estritamente crescente h(t) de inteiros 
positivos tais que 
(a) m1 (1) < 1,(1). 
(b) 

para todo n ::=: 2, e t :::: 1. 
(c) 

parat=1,2, ... 

O I. . fJn,l1(t) < lmm --
n ~n 

Procedendo indutivamente vemos que dado k E N existem uma subseqüência (lk(t))t-;:: 1 

com (l,(t)) c (lk~l(t) c ... c (l1 (t))), e 1,(1) < 12 (1) < ... < 1,(1), tais que 
(a) m1(k) < lk(1). 
(b) 

para todo n :2: 2, t :2: 1. 
(c) 

para todo t ~ 1. 
Definimos m2(t) = l1(1). 
Observemos que se t E N, então 

O I. . f Jn,lk(t) < 1mm --
n ~n 

m1 (t) < 11(1) 

~ m 2 (t) 

Assim (a) é verificada. É imediato da construção das seqüências (mr (l)) e (m2(l)) que (b) 
e (c) são verificadas. Assim as condições (a)- (c) são satisfeitas. • 
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Lema 3.4. Sejam (ml(l)) e (mz(l)) as seqüências dadas pelo Lema 3.2. Seja 

, (t) 1. . f Jn,m2(t) uz = lilllll . 
n ~n 

Então existe nz E N com nz > 2 tal que 

Prova.~ Suponhamos que para todo n > 2 temos inf1>1 e"2
'm

2(n} =O. Então para cada 
~ í'n2 

n > 2 existe l tal que Jn.m 2 (
1
" < 1/n Assim lim Jn.J,mz(!n) =O Temos dois casos· n í'n. ní'n . . 

Caso 1.-Se Un) é limitada, então existe no e uma subseqüência (nt) C { n E N : n > 3} 

tais que limt Jnvn 2 (lnol =O. Esta relação implica 
'"' 

O< Óz(ln
0

) = liminf(Jn,m2 (lnol) 
n ~n 

< liminf(Jnt,m2(lnol) 
t lnt 

lim(Jnt,m2(ln0 )) =O 
t 'Ynt 

uma contradição. 
Caso 2.- Se (ln) é não limitada, então podemos assumir que l1 < l2 < 
sub casos. 
Subcaso 2a.- Se para infinitos indices n, Jn,m2 (ln) =O para n > 2. Então 

Temos dois 

Sendo o conjunto W = {qm1(1l(xn) +qmz(l,)(xn): n > 2} relativamente a(E,E')- com­
pacto, o Lema 1.14 implica 

p < 
e 

uma contradição. 
Subcaso 2b.- Se Jn,m2(l,) > O para infinitos índices, então, sem perda de generalidade 

podemos assumir que Jn,mz(l,) > O para todo n > 2. Seja a., = exp- ln/.in,m2 (ln)l· 
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Então (an) E co e a~"'"' 2 (!.,.Jh.,. --t 1 para n --t oo. Seja Yn = qm1(1l(xn) + anq::g'))(xn) + 
Qm2 (l,)(Xn). Então o Lema 3.2 implica que 

II(Pn)mc(l),m,(l,) (Yn)ll 1h" 
Jn.ml (l) ,Jn,m2 Un) ,/n.2 

Jn,mz(ln) 

C<n '" II(Pn)mc(l),m,(l,) (xn)ll 1h" 
Jn,mJ (l)•Jn,mz (ln)• ln.2 

Jn,mz(ln) p p 
> O:n "'In --t-

e e 

quando n -t oo. Por outro lado, o conjunto W = {Yn : n 2: 2} é CY(E, E') -compacto, pois 

mt(1) é fixo, limanq;;::~i)) =O, e sendo (ln) infinita, wlimqm2(tn)(xn) =O, o Lema 1.14 
implica que 

uma contradição. • 

p 

e 

] Teorema 3.5. Sejam E e F espaços de Banach, E com base de Schauder contrátil. 
' ' Então 

H,k(E; P) ~ H,(E; F). 

Prova.- É obvio que Hb(E;F) C Hbk(E; F). Suponhamos que Hbk(E;F) (j'_ Hb(E; F). 
Sejam f E Hbk(E;F) \ Hb(E;F), (xn),p,e >O dados pelo Lema 2.1. Consideremos as 
seqüências (mi(s))~~l i= 1,2. dadas pelo Lema 3.2 e n2,CY2 >O dados pelo Lema 3.4. 
Como 

dado l > O podemos escolher s1 tal que 

JJqml(sJ)(Xnz)Jj < 2-l/a-2 
· 

Como n2 > 2 o Lema 3.2 implica que 

E(l) = IJ(Pn )T_TlJ(sd,mz(sJ) . (Xnz)IJ1hn2 2: f!... 
2 J'>2.mj(Sj),J'>2.m2(SI)'/n2•~ e 

Por outro lado, usando o Lema 3.1 temos 

Agora lembrando que (xn) c S(E) e que A é a constante básica, temos que 

inz.ml (>1l j"2·"'1 (>i) 

ll<f''l"l(xn,)ll '"' <; (2A) '"' 

33 



Também lfqm1(s1j(Xn2 )11 < 2-l/o-2 e portanto 

jjq:~~!;j (xn2) li ::; 2AIIqm 1(sl) (Xn2) 11 < 2A(2- ~
1

2 ). 

Daqui 
1 Jn2,m2(s1) 

<; (2A(2-"')) '"' 

Assim 

p 1n2.m1(s1) 1 jn2,m2(>J) ~ 

- <; E(l) <; 3e8((2A) '"' )((2A2-"') '"' )((2A) "'"') 
e 

jn2,ffiJ(sr) +j"2·m2(óJ) + '"nz,2 l j"2·"'2(s/l 

= 3eB(2A) 1"2 1"n2 "Yn2 (2- ""2) 1"n2 

Para finalizar lembremos que 

Assim 

'Ynz,2 

Jn2,m2(s1) 

'Yn, 

; ::; E(l)::; 6eAB(2-l/a- 2 /"l·~~i•!l ::; 6eAB(2-l/tr2 t 2 ) = 6eAB ;l 

Portanto E(l) -+ O para l -+ oo, uma contradição. • 

3.2 Conseqüências. 

Corolário 3.6. Se E é um espaço de Banach com dual separável, então Hbk(E; F) = 

Hb(EiF) para todo espaço de Banach F. 
Prova.- Seja f E Hbk(E; F). Por um resultado de Davis 1 Fiegel Johnson e Pelczynski 

[2, Corolário 8], E é o quociente de um espaço de Banach Z com base contrátil. Seja 
1f : Z --t E a aplicação quociente. Então f o 1f E H bk ( Z; F) e portanto f o 1r E Hb ( Z; F) 
pelo Teorema 3.5. Daqui f E Hb(E; F). • 

Se E = l1 então todo subconjunto fracamente compacto de E é compacto em norma, e 
portanto Hbk(E; F) = H(E; F) =/: Hb(E; F). Assim a conclusão do Corolário 3.6 não é 
verdadeira para E= l1 . De fato Moraes [7] provou que Hbk(E) ::j:. Hb(E) se E contém um 
subespaço isomorfo a l1. 

Diremos que E é um espaço de Asplund se cada subespaço separável de E tem um dual 
separável, ou seja Se E 1 tem a propriedade de Radom Nikodym. Ver [3]. É imediato da 
definição de espaço de Asplund o seguinte corolário 
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Corolário 3.7. Se E é um espaço de Asplund, então Hbk.(E; F) = Hb(E; F) paTa todo 
espaço de Banach F . 

• 
Corolário 3.8. Se E é um espaço de Asplund, então Hwsc(E; F) C Hb(E; F) para todo 
espaço de Banach F. 

Prova.- Claramente Hwsc(E; F) C Hbk(E; F). Assim a conclusão segue do Corolário 
precedente. •· 

Corolário 3.9. Se E é um espaço de Asplund, então Hwsc(E;F) = Hv..,(E;F) = 

Hwu(E; F) para todo espaço de Banach F. 
Prova.- As inclusões Hwu(E; F) C Hw(E; F) C Hwsc(E.: F) são sempre verdadeiras. 

Por [1, Prop 3.3], Hwsc(E; F) = Hw(E; F). Usando o Corolário precedente e a observação 
em [1, pagina 200] obtemos 

Hw"(E;F) c Hw(E;F) nHo(E;F) = Hwu(E;F) . 

• 
O Corolário 3.9 responde parcialmente aos problemas 1 e 3 ·e completamente ao problema 
2. 
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