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Resumo

A tese versa sobre questOes relativas a grupos de simetrias de cédigos e sua uiilizacio no rotu-
lamento destes cddigos. Um cddigo € rotuldvel por um grupo G se este grupo age como grupo
de simetrias de modo livre e transitivo; os rotulamentos sao as bijecdes naturais entre o grupoe
suas drbitas. A importancia disto vem das isometrias associadas entre anéis e cddigos que vém
sendo usadas para obtencac de novos exemplos a partir de construgdes ji conhecidas. Neste tra-
balho atilizamos grupos de simetrias de cédigos em dois problemas distintos: o primeiro, sobre
extensdes de cédigos quaterndrios via isometrias entre anéis e eédigos em espacos de Hamming,
e o segundo sobre cddigos em grafos que incluem os espagos de Lee. Um dado interessante é
que todos os grupos envolvidos podem ser escritos como produto semi-direto de dois grupos
simétricos ou de um grupo simétrico por um grupo abeliano (malis especificamente, o produto é
o “wreath product” destes grupos}.

Na parte relativa a espagos de Hamming, os resultados principais sdo a descri¢io dos codigos
propelineares como drbitas de grupos de simetrias e suas relagdes com os cddigos G-lineares;
a demonstracao da inexisténcia de rotulamentos ciclicos de espacos de Hamming em geral; a
determinagido dos grupos de simetrias dos cddigos de Reed-Muller generalizados de primeira
ordem e rotulamentos ciclicos para estes cédigos. A existéncia destes rotulamentos é conhecida
de trabalhos anteriores, e aqui fornecemos uma descricio alternativa, a qual determina todos os
rotulamentos no caso bindrio. Além disso, mostramos que as simetrias que rotulam RM(1,m)
nio se estendem a isommetrias do espaco ambiente.

Quanto aos codigos sobre grafos, os principais resultados sdo a explicitacio de relagdes entre
codigos em grafos e ladrilhamentos do espago euclidiano; a construgio de um grupo rotulador
nao-abeliano para uma familia de espagos de Lee; e a descricio de todos os cédigos perfeitos de
Lee em dimensdo 2, via a consideracio do problema de ladrilhamentos associado (estendendo
resuitados classicos sobre estes codigos).
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Abstract

This work deals with questions related to symmetry groups of codes and their use as code
labelings. A code is labeled by a group ( if this group acts freely and transitively as a group
of symmetries; the labelings are the natural bijections between the group and its orbits. The
importance of labelings comes from the associated isometries between rings and codes which have
been used as a means of constructing new codes from old ones. In this work we use symmetry
groups of codes in two different problems: the first one, on extensions of quaternary codes via
isometries between rings and codes in Hamming spaces, and the second on codes in graphs that
include Lee spaces. An interesting feature is that all the groups involved can be expressed as
wreath products of two symmetric groups or of a symmmetric group and an abelian group.

Concerning Hamming spaces, the main results are the description of propelinear codes as
orbits of symmetry groups and the determination of its relationship with G-linear codes; the
proof of the non-existence of cyclic labelings of general Hamming spaces: the determination of
the symmetry groups of the generalized first-order Reed-Muller codes and of cyclic labelings for
these codes. The existence of these labelings is known from previous works, but here we provide
an alternative description that determines all the labelings in the binary case. In addition, we
show that the symumetries that label RM (1, m) are not extendable to symmetries of the ambient
space.

With respect to codes on graphs, the main results are the establishment of the relations
between codes on graphs and tesselations of euclidean space; the construction of a non-abelian
labeling group for a family of Lee spaces; and the description of all linear perfect Lee codes in
dimension w0, via the associated tesselation (thus extending classical results on these codes).



Notacao

F, denota o corpo finito de g elementos (dnico, a menos de isomorfismos).

S(M,d)} é o grupo de simetrias do espago métrico (M, d)}.

S(C) é o grupo de simetrias do eddigo € C (A", d), ou seja, o grupo de simetrias do espago
métrico (C,d|c) .

S (C, A™) é o grupo das simetrias de (A", d) que preserva o codigo C (se f € S(C, A") eu € C,
entdo f{u) € C).

Sy, é o grupo simétrico de grau n, ou seja, o grupo de todas as permutactes de um conjunto de
1 elementos.

Z.m serd usado tanto para o anel modular Z/mZ quanto para o grupo ciclico de m elementos
{(que é o grupo aditivo de anel Z/mZ). Nas passagens em que estivermos tratando de ambos,
como quando estivermos falando tanto do anel quanto do grupo ciclico, denotaremos este Gltimo
por (Zm, +).

Hx( indica um produto semi-direto de G por H, onde H age em (F. Neste texto, este produte
serd quase sempre um “wreath product”.

GRM (1,k), ¢ o codigo de Reed-Muller (generalizado) de primeira ordem sobre o corpo Fy.
RM (1,k) é o cédigo de Reed-Muller bindrio.
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Introducao

Rotulamentos

Rotulamentos, ou parameirizagoes, de cddigos sdo wm instrumental comum em se tratando
do estude de codigos esféricos de espagos euclidianos, onde se consideram grupos discretos de
transformacdes ortogonais. De modo geral, diremos que o cbdigo ¢ € rotulado pelo grupo de
simetrias G se este grupo age livre e transitivamente em €. A utilizacdo de grupos rotuladores
na construgio de exemplos em espagos métricos discretos ainda é restrita, talvez porque leve
naturalmente a cédigos nao-lineares, onde hd menos ferramentas disponfveis do que no caso
linear. Por outro lado, rotulamentos sdo um meio de compensar a ndo-linearidade, fornecendo
wma estrutura algébrica a cddigos nao-lineares. E sfo também um meio de obter bons cédigos
sobre corpos a partir de outros sobre anéis, através de rotulamentos de cédigos classicos, como
alguns cédigos MDS e os cédigos de Reed-Muller de primeira ordem.

As aplicagtes de rotulamentos ao estudo de cddigos em espagos discretos tém sua malor
motivacgio nos cddigos quaterndrios. Estes cddigos, também chamados de Zg-lineares, séo obtidos
via uma isometria entre o espago de Lee (Z%,d)) e o espaco de Hamming (ZZ",d,). O primeiro
codigo a ser reconbecido como quaterndrio foi o de Kerdock, o que foi feito em [32]. Mas o
trabalho que realmente inaugurou esta drea é o artigo {22}, em que questdes pendentes até entao
sao resolvidas via a associagdo entre cddigos sobre ZE,” e codigos lineares sobre Z7.

Um segundo exemplo importante de aplicaclio de rotulamentos ao estudo de cddigos é o
dos coédigos propelineares. Estes cédigos foram definidos em [37] como um modo de descrever
codigos bindrios perfeitos, um programa que é realizado em [6]. A cada cédigo propelinear é
associado um grupo de permuta¢ées de coordenadas satisfazendo algumas condigdes, de modo
a definir uma estrutura de grupo sobre o cddigo.

Uma terceira comstrucédo, a (F-linearidade, feita de modo a estender o concelto da Za-
linearidade, utiliza diretamente os grupos de simetrias do espago ambiente. Na G-linearidade
buscam-se grupos de simetrias que parametrizem o espaco todo, ou seja, que tenham uma agio
livre e transitiva no espaco ambiente. Os cédigos entfo correspondem a drbitas de subgrupos de
G. Para familias de espagos métricos (M™,d)}, como os de Hamming e de Lee, pode-se estender
a acio de G coordenada a coordenada, e deste modo obter uma agdo de G* em (M*" d). As-
sim consideram-se também subgrupos de G™ e suas drbitas, de modo andloge ao que € feito na
Zs-linearidade.
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xil Introdugio

Qutra aplicagio € relacionada & conexdo entre cddigos e reticulados. Esta conexfo vem sendo
explorada had tempos para a construgdo de reticulados a partir de cddigos: um bom exemplo
é a construcdo A de Sloane, que consiste usar a proje¢do candnica p : Z" — Z7 para definir
reticulados em R® como pré-imagens de cédigos bindrios[11]. Pode-se também usar o caminho
inverso, como é feito em [20] na construgio de cédigos de Lee perfeitos.

O ponto em comumn entre todas estas construgbes € que sio ou diretamente definidas por
rotulamentos, ou existe uma construcdo mais intrinseca e equivalente por rotulamentos.

Zs-linearidade, G-linearidade, Propelinearidade e Rotulamentos

O conceito de cddigo Zg-linear deu origem a um fértil campo de pesquisa tanto em cddigos
binarios como em construgio de reticulados em K. Naturalmente buscaram-se extensdes disto
que permitissem o uso das mesmas técnicas, o que levou 4 consideracdo de pesos (métricas invari-
antes) sobre R-moédulos e isometrias entre estes modulos e cddigos. Mesmo nesta generalidade,
é facil verificar que um HR-mddulo M dotado de uma mésrica invariante d é isométrico a um
espaco métrico (C, d’) se e 86 se o grupo aditivo (M, +) age (livre e transitivamente) como grupo
de simetrias em C (Capitulo 1, Secdo 1.3, Lema 1). Em particular, os c6édigos quaterndrios
correspondem a cédigos bindrios invariantes sob a aglo de um grupo de rotagfes isomorfo a
(Z%,+). Isto é discutido com mais detalhes no Capitulo 1.

Assim, o estudo dos rotulamentos abelianos de um cédigo € equivalente ao estudo de isome-
trias entre médulos e este cddigo, e extensdes da Zs-linearidade para uma Z,,-linearidade cor-
respondem a rotulamentos ciclicos de cddigos. Sobre esta questdo temos algumas respostas
parciais. A versdo G-linear desta extensfio, por exemplo. requereria um rotulamento ciclico do
espago ambiente. Este problema foi considerado em {13] para espagos de Lee, onde mostramos
que o tinico rotulamento é o de Z2 por Z4 (ver também [19, 30, 28]). O mesmo problema foi
considerado em [39] para isometrias entre Zpe € 0 espago de Hamming (Z”;,dh) , P primo. A
resposta também é negativa. Esta conclus@o vale para todos os espacos de Hamming distintos
de (Z3,dp), como mostraremos no Capitulo 4 (Secéo 4.2 ,Teorema 16).

As extensbes existentes sio, portanto, para rotulamentos de cédigos e ndo do espaco total.
Rotulamentos ciclicos de cddigos em espacos de Hamming sio o tema do Capitulo 4.

No caso bindrio, as isometrias efetivamente usadas sio feitas com o anel Z,:. H& vérios
motivos para a restricdo a um alfabeto de 2* elementos. Entre outras coisas, isto permite uma
comparacao mais direta com cédigos bindrios lineares — que sempre possuem 2™ elementos — e
também o uso de técnicas como o levantamento de Hensel. Este é um método de obter cédigos
em Z7; a partir de outros pré-existentes sobre Z%, e foi utilizado em [22] no dmbito de cddigos
Z4-lineares. Nestas condicdes temos 0s c¢odigos Zqx-lineares de [9], que sdo construidos a partir
de uma isometria entre um espago métrico sobre Zqxs: e o cédigo de Reed-Muller de primeira
ordem RM (1, k). Aqui nds reconstruiremos esta isometria a partir de rotulamentos do cédigo
biortogonal, que é o cddigo esférico obtido ao se trocar 1 por —1 e 0 por 1 nas palavras de
RM (1,k) (Capitulo 4, secao 4.3.4).

A isometria bindria {oi estendida a uma isometria entre uma classe de anéis finitos e os cédigos
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GRM (1,k),, os cddigos de Reed-Muller de primeira ordem sobre um corpo finito F; em {21,
Como consequéncia, existem isometrias entre andis Z,: e estes codigos. Viérios cédigos de bons
pardmetros — bindrios e terndrios — foram obtidos via o levantamento de Hensel composto com
estas aplicagdes [9, 17, 21]. Para construi-las explicitamente como rotulamentos, nés calculamos
o grupo de simetrias dos cddigos GRM (1,k}, (Capitulo 4. Seclo 4.3). O mesmo método é
utilizado para construir rotuiamentos por Z 2 do cédigo de Reed-Solomon sobre F, estendendo
uma isometria apresentada em [16] (Capitulo 4, Segao 4.3.2).

Os codigos propelineares, por sua vez, também correspondem a rotulamentos por grupos
de simetrias. O caminho para chegar a este resultade ¢ mais longo, e esta “traducéo” é o
tema do Capitulo 3. Nesta parte do trabalho nds mostramos como chegar aos propelineares
via rotulamentos ¢ estabelecemos as relacdes existentes entre estes codigos e cédigos G-lineares
bindrios (Capitulo 3, Secdo 3.2, Teorema 11, e também Secdo 3.3). A associagio entre codigos
bindrios e esféricos que usamos para os cédigos de Reed-Muller também aparece aqui, de modo
essencial, na construcdo de novos exemplos de codigos propelineares e G-lineares (Capitulo 3,
Secdes 3.2 e 3.3). Particularmente, hd um novo exemplo de cédigos propelineares feito a partir
de 4lgebras de Clifford (Capitulo 3, Secéo 3.2, Exemplo 8).

Devemos charmar a atencio para o fato de que vérios dos rotulamentos ciclicos do Capiiulo 4,
envolvendo cddigos de Reed-Muller e de Reed-Solomon, nao se encaixam em nenhum destes dois
conceitos: ndo sa0 nem G-lineares, nem propelineares. No caso do Reed-Muller bindrio, podemos
afirmar com certeza que nenhum rotulamento é feito por uma isometria que venha do espago
ambiente. Ou seja, as isometrias ciclicas sio isometrias do espaco métrico (RM (1,k),dy) que

nao vém de isometrias de (Z%k, dh) (Capitulo 4, Secao 4.3.4, Teorema 22). Elas nio se estendem

ao espago ambiente. N&o hd certeza quanto aos outros casos, mas o cédigo de Reed-Solomon
possul simetrias inextensiveis, e é provavel que 0s outros cddigos de Reed-Muller também as
possuam. Dstas questOes sao tratadas no Capitulo 4, onde também fornecemos estimativas
parciais para a menor dimens&o possivel em que se encontra um cédigo com rotulamento ciclico
(Capitulo 4, Segdo 4.3.2, Teorema 21}.

Rotulamentos de espacos de L.ee e cddigos perfeitos em dimensao
2

Cédigos perfeitos em espagos de Lee e rotulamentos destes espac¢os sdo estudados no Capitulo
2. Para estas questdes ¢ vantajoso trabalhar com espacos de Lee como guocientes de grafos.
O grafo original é o grafo canénico sobre Z%, em que dois vetores u,v sdo ligados se e sé se
u—v = te;. A projecdo Z™ — Z7, induz uma estrutura de grafo em Z7, que define a métrica
de Lee. Esta construcdo, mais o fato de que todas as simetrias de (Z7,,d;) s@o induzidas de
isometrias euclidianas, pemite relacionar cédigos de Lee e ladrilhamentos de R*. No capitulo
2 vamos estabelecer correspondéncias entre ladrilhamentos de R", ladrilhamentos de toros e
c6digos em espagos de Lee.
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A primeira aplicagio é em cédigos lineares perfeitos bidimensionais. Nds fornecemos uma des-
cricio completa destes codigos, mostrando que para cada ndmerc natural m da forma
m = k (2n% 4+ 2n + 1) existem exatamente dois destes cédigos em (Z2,.d;). Também verifi-
camos gue ambos sao equivalentes, isto €, que existe uma isometria linear que leva um em outro.
Isto é feito via © estudo do problema asscciado de ladrilhamento do planoe (Capitulo 2, Secio
2.4, Teoremas 8 € 9).

A segunda aplicacéo € na construgdo de um rotulamento do espago total, que sabemos ser ou
dado pelo grupo de translagdes, ou por um grupo parametrizador nao-comutative [30, 28]. Este
caso também é resolvido por meio da construcgéo de um ladrilhamento em R®. A parametrizacio
feita é entdo quocientada para toros onde se realizam os espagos de Lee. Este rotulamento é um
exemplo de G-linearidade, onde G € o grupo rotulador, que é isomorfo a Z% xZ5 {Capitulo 2,
Secao 2.5).
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Capitulo 1

Fundamentos

Neste capitulo reunimos os conceitos fundamentals de teoria de cddigos necessdrios para este
trabalho. As fontes sao MacWilliams/Sloane {27], Conway/Sloane [11] e Tsfasman/Vladut [41].
Algumas definigdes nao sao exatamente as mesmas, mas sao sempre generalizagdes naturais das
originais.

As descrigdes dos grupos de simetrias dos espacos de Hamming e de Lee sao indispensiveis
no que se segue, € por isso também estdo presentes neste capitulo. Estudamos com detalhes o
caso de espagos de Lee em [13, 30, 28]. Uma demonstragio do caso de Hamming pode ser vista
em [15].

1.1 Conceitos Fundamentais
Definicio 1 Seja (M,d) um espago métrico. Um cddigo € um subconjunio discreto de M.

Esta nogdo mais geral de cddigo remete a [15]. Ha pelo menos dois casos bem distintos
aqui: M continuo e M discreto {e neste caso M ¢ finito, em geral). No primeiro caso, M
costuma ser o espago euclidiano R", a esfera S™, ou {mais raramente) os espacos projetivos RP”
e CP". Como ja foi mencionado, os cddigos em esferas costumam estar associados a grupos
de transformacdes ortogononais, e 0s ¢cédigos em RE” costumam estar associados a reticulados.
Existe uma associacdo simples entre cddigos esféricos e cddigos bindrios (cddigos em Z%), a
aplicacio n(ay,...,an) = ((~1)*,...,(=1)%). Ela serd utilizada como um meic de obter
exemplos em espagos discretos via grupos ortogonais.

Em espagos finitos teros duas métricas cldssicas: as métricas de Hamming e de Lee, que
530 as gue nos ocupardo neste trabalbho. Em ambos os casos o espago M € do tipo A", onde A é
chamado de alfabeto do cddigo. Para a de Hamming pode-se usar qualguer alfabeto A, mas em
geral A tem ac menos a estrutura de grupo abeliano. Por sua vez, a métrica de Lee € definida
apenas sobre produtos cartesianos de Z,,. Cddigos sobre espagos do tipo (A", d}, onde a métrica
d vem de uma métrica d’ sobre A, costumam ser chamados de cédigos de bloco.



4 1. FUNDAMENTOS

Seja entao A um conjunto ndo-vazio. O espago de Hamming (A", dy) tem a seguinte fungdo
distancia: dados v = (u1,...,un) € v = (V1,...,0,) € A",

dp, ((ugs - un) s (V-0 o)) = D 6lus, v),

onde §(a,b) =0 sea="0ed(ab)=1sea#b
Os espagos de Lee sdo definidos apenas sobre os Zp,-médulos Z7,. Os unidimensionais s&o
isométricos a espacos de m pontos uniformemente distribuidos sobre um circulo. Em Z%, a

métrica de Lee é definida pela soma das distancias entre as coordenadas: dados u = (u1,...,un)
ev=(vi,...,0n) € L,
T
dy ({21, un), (U1, ooy Un)) = Zmin{éui — il m = Ju; — wl}.
i=1

Nota-se claramente que a métrica de Lee & invariante: d{u,v} = d{u—v,0}). O mesmo ocorre
com ¢ espaco de Hamming (A", dy) quando A tem estrutura de grupo abeliano. Deste modo,
a métrica é determinada pela funcio w(u) = d(u,0). Esta funcdo é chamada peso de u. Em
geral, estas fungdes sao definidas sobre espacos vetoriais e mdédulos.

Definicdo 2 Sejo R um anel, M um R-mddulo. Uma funcio w: M — R € uma funcde peso
se a aplicacéo d{u,v) = w(u —v) € uma métrica sobre M.

Este conceito aparece em, por exemplo, isometrias entre anéis de cadeia finitos e cddigos de
Reed-Muller de primeira ordem [21]. Voltaremos a isso quando estivermos tratando de rotula-
mentos de cédigos.

As comparagdes entre codigos sdo feitas com base em alguns pardmetros basicos. Dentre
estes se destacam a distdncia minima, o nimero de pontos do cédigo. e 0 seu comprimento.

Definicdo 3 A distdncia minima de um cddigo C € o nimero d = min{d(z,y)lz,y € C.z # y}.
O comprimento de um cddigo C em (A", d) € o dimensdo do espaco ambiente, n.

Deste modo, d mede o “espalbamento” dos pontos de €. O problema fundamental em
teoria de cédigos € dado em termos destes pardmetros: no espaco (M, d), procuramos codigos
com a maior distdncia minima e maior nimero de pontos possiveis. Logicamente, estes sao
objetivos conflitantes: uma melhor maneira de tratar este problema ¢ fixar alguns pardmetros.
Por exemplo, dados k e n, procurar o codigo com a maior distdncia minima possivel. Cutro
problema: fixados n e d, encontrar ¢ddigos com o maior k possivel e com distdncia minima maior
do que (ou igual a) d.

A distancia minima diz respeite & capacidade de correcio do cédigo. Nés dizemos que um
codigo C é capaz de corrigir ¢ erros se as bolas de raio ¢ centradas em pontos de C tém intersecgao
vazia; isto vem da interpretacao dos pesos de vetores como erros em transmissdes por canais
gaussianos. Neste modelo, um vetor vy € transmitido., e um vetor vy + e € recebido, onde a
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febi]

probabilidade de que o peso de e seja r decresce exponencialmente com 7. A codificagio € um
modo de corrigir os erros cometidos na transmissao: os vetores transmitidos sdo os elementos do
cédigo (também chamados palavras do cédigo). Deste modo, se o vetor recebido na transmissao
é u, e u pertenice & bola B; (v), onde v pertence ao cidigo, decidimos que o vetor transmitido foi
v. Esta é a chamada decodificacio pelo vizinho mais préximo (nearest neighbor decoding). O
vetor erro, neste caso, é o vetor € = u— v, que iem peso menor do que {. Logo, se a probabilidade
de ocorrer mais do que ¢ erros na transmissio é desprezivel, esta decodificacdo recupera o vetor
correto quase sempre. Uma exposicdo mais detalhada do modelo gaussiano e das aplicacoes de
cédigos em Teoria da Informacdo pode ser encontrada em [1] e [27].

A relacao da distdncia minima com a capacidade de correcio é direta: se o cédige C' possui
distancia minima d, entdo duas bolas de raio t = |{d — 1) /2| centradas em pontos distintos de
C nio se interceptam, e o cddigo pode corrigir até ¢ erros, e nio malis que isso. O nidmero ¢
também ¢é chamado de raio de empacotamento do cédigo?.

Quanto & estrutura, podemos afirinar sem exagero que guase todos os cddigos conhecidos
$A0 lineares.

Definicdo 4 Seja (A", d) um espago métrico, onde A, o alfabeto, € um anel. Entdo um cddigo
C de (A™,d) € dito linear se € um submddulo livre de A™. Para cédigos lineares sobre o corpo Fy
de cardinalidade g € usada a notagdo [n, k. d],, sendo k a dimensdo do cddigo (como subespago
vetorial).

Os cddigos lineares sao mwuito importantes por vérias razoes. Em geral, quanto mals estru-
tura o cédigo possui, mais ferramentas existem para o cédlculo da distdncia minima e de sua
cardinalidade. Além disso, passos importantes na implementacio e na decodificago dependem
da linearidade. Por outro lado, hd uma limitagio nas possibilidades de ndmero de pontos e
distancia minima, e é aqui que reside o interesse em cddigos ndo-lineares. Alguns dos melhores
cédigos conhecidos sao nao-lineares, e foi a pesquisa sobre alguns destes codigos, como os cédigos
de Kerdock, que levou ao conceito de cédigo quaternario.

O cédigo Linear C pode ser sucintamente descrito pela notagdo [n, k, d] , que lista seus pardme-
tros fundamentais. Também se usa esta notacdo para cédigos nao-lineares, sendo que neste caso
k = log 4 [C] (também se encontra a notagdo (n,|C|,d} para c6digos nado-lineares e cédigos
esféricos). Uma informagdo mais corpleta sobre o perfil de distancias do cdédigo linear C é dada
pelo polindmio enumerador de C, definido a seguir.

Definicio 5 Seja C um cédigo em (A", d), A um anel, w o peso associado ¢ d. O polinémio
enumerador de C € we(t) = 5, otV

1Esta é a definicio para espacos métricos discretos.No caso geral, o raio de empacotamento € o supremo dos
nimeros s tais que duas bolas guaisquer de raio s tem intersecgéo nula.
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Em outras palavras, we(t) = 3 vy ait’ = 1+ ggt + ... + a,t™, onde o coeficiente a; de
t* é igual ao ntumerc de elementos de C cujo peso é igual a 7. Este polindmioc também pode
ser usado para cddigos ndo-lineares que contém a origem e que sio homogéneos - isto é, que
possuemn grupo de simetrias transitivo. Em espagos de Hamming, outro polinémio usado para
cédigos lineares é o polindmio homogéneo we(z,y) = Y ¢ g@lelyn—wlu) 5 o comprimento do
cédigo. Note que we(f) = Wel(t, 1).

Finalmente, mencionamos uma classe importante de cédigos que ird aparecer no trabalho:
a dos codigos perfeitos. Em geral, se o cddigo corrige ¢ erros, a unifo das bolas By (v) nio
cobre o espago inteirc. Nés chamamos de raio de cobertura do cédigo o menor inteiro 7 tal

que A" = |J B, (v}. Logicamente, temos ¢ < r em qualquer espago métrico. Quando ocorre a
uel
ignaldade, temos um codigo perfeito.

Definicio 6 Um cddige C € perfeito quando os raios de empacotamento e de cobertura sio
iguais.

Em espagos de Hamming sdo conhecidos todos os cddigos perfeitos lineares. Em espacos
de Lee existemn apenas resultados parciais, e neste texto daremos uma contribuigdo no caso
bidimensional.

1.2 Simetrias e Automorfismos

Em Teoria de Codigos, as questoes sdo usualmente de natureza geométrica (como a busca do mel-
hor cédigo possivel com pardmetros & e n fixados) ou motivadas por consideracdes geométricas
{como o problema de encontrar algoritmos de decodificagio que sejam boas aproximagdes da de-
codificacio por probabilidade méxima). Deste modo, é de se esperar que as transformacdes nat-
urais sejam isometrias, que sao agrupadas em trés classes: isometrias do cédigo que se estendem
ao espaco ambiente, isometrias inextensiveis, e isormetrias lineares, chamadas de automorfismos.

O estudo dos automorfismos é motivado pela classe dos codigos lineares, pois estas sfo as
isometrias que preservam esta classe. Comecamos pelo grupo de automorfismos dos espacos de
Hamming.

Definigdo 7 Seja Fy um corpo finito. O grupo monomial sobre F} consiste das matrizes
quadradas de ordem n cujos vetores coluna possuem ezatamente uma entrada ndo-nula.

Este grupo é o grupo de isometrias lineares de (F?,dh), e pode-se ver facilmente que ¢
isomorfo a (Fy)" xS, (onde Fy ¢ o grupo multiplicativo (Fy — {0},-)). Dois cédigos lineares
sao ditos equivalentes se sao assoclados por uma mairiz monomial. As transformactes monomiais
que fixam um cddigo € formam o seu grupo de automorfismos, denotado por Aut(C).
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No caso de espacos de Lee, o grupo de isometrias lineares coincide com o grupo de isometrias
que fixam a origem. Iste grupo ¢ isomorfo ac grupe de matrizes ortogonais reais cujas colunas
possuem uma entrada igual a 1 ou —1, e todas as outras nulas [13]. O grupo pode ser descrito
como ZixSy.

Ao considerar também cddigos ndo-lineares somos levados a incluir todas as simetrias possiveis,
e ndo sé as lineares. Os grupos de simetrias dos espagos de Hamming e de Lee sdo conhecidos:

Teorema 1 1. [15] Seja (A", dp) o espago de Hamming sobre A™, onde A tem m elementos.
O grupo S (A™.dp}. o grupo de simetrias de (A", dy), € isomorfo eo grupo Si, xS,

2. [15] O grupo de simetrias do espago de Lee (Z7,, d;) € isomorfo ao grupo Zj, = (Z5x Sy).

Para uma melhor compreensio da acio destes grupos, vamos descrever como agem os fatores
de cada um. No caso de (A", dy}, seja v = (u1,...,up) € A% e 7w € 5,. Entéo

Y = (uﬁ_—lu}, cey uﬂ—i(n)) 3

isto é, S, age por permutacio de coordenadas. O grupo 57, age coordenada a coordenada: dado
G = (0"17...50’,”) & S?n
aqu = (olul, ‘e ,o‘nun) .

Toda isometria se fatora como produto de uma permutacgio de coordenadas por um elemento de
57, O grupo também pode ser descrito como um grupo de matrizes. A representacio (real} pode
ser feita do seguinte modo: tomamos o espago vetorial gerado pelo conjunto
B o= {eyii=1,2...,nej & A} Nesta base, a acdo é descrita por (o,7) (e;;) = €r(i)on i
A representacdo ¢ definida pela extensdo linear desta agdo. Deste modo, pode-se identificar o
ponto (ai,....an) COM O vetor ey, -+ ...+ en,,. € considerar a acio de Sy, xS, no conjunto
Ar = {€14, + ... + €na,;0; € A} como uma agio equivalente & de Sy, xS, como grupo de sime-
trias do espaco de Hamming (4", d)%.

Nos espagos de Lee € mais ficil dar uma representagio matricial sobre o préprio alfabeto Z,,.
O grupo de isometrias lineares ¢ isomorfo a Z5xS,. Como no caso anterior, S, age permutando
coordenadas, e Z% age como Sy, O grupo Z7, corresponde as translagdes de (Z7,,d;). Uma
representacdo deste grupo (sobre Zn,) € dada pelo grupo de matrizes

ay; ... Qin Ui

M=
Gni -+ Qun YUp
o ... 0 1

onde (a;;) ¢ monomial com entradas ndo-nulas =1, e v; € Zy,. Identificando Z7, com o hiperplano
zn x {1} C ZFi temos que este grupo de matrizes age de modo equivalente ao de simetrias
de ZT.

2 sgquivalente” no sentido de agio de grupos: se ¢ é a aplicagdo queleva v = {a1,...,0,) em €14, + ...+ €nan,
entio ¢ {{o,7) (v)) = (o, w) ¢ (v). Observe que a representacio ¢ induzida da representagio candnica de S, em
R™.
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Analogamente ao grupo de automorfismos de ¢ temos o grupo de simetrias que preserva
o cédigo. No entanto, este grupo nao retdne necessariamente todas as isometrias de &1 po-
dem existir isometrias do espago métrico (C, d) que nfo sdo induzidas por simetrias do espago
ambiente.

Definico 8 O grupec de todas as simetrias de (C,d} serd denotado por 8(C). Denotaremos por
$(C, A™) o grupo de simelrias de (A", d) que preserva o cédigo C.

Resumindo, temos
Aut{C) C S (C,A™) C S{C)

Problemas envolvendo rotulamentos tém de levar em conta a distingho entre S (C, A"} e S{C).
Esta distingao tem um interesse em si a partir do momento em que se consideram isometrias
quaisquer entre cédigos. Isto motivou a definicio a seguir.

Definicdo 9 [{0] Seja C um cédigo de (A", d). Dizemos que C € metricamente rigido quando
os grupos S (C, A"} e S{C) sdo iguais.

Quando o cddigo € metricamente rigido pode-se concluir muita coisa a partir do grupo de
simetrias de (A™,d), mas o problema muda de figura no outro caso. Simetrias que néo se
estendem ao espaco ambiente aparecem nos cddigos de Reed-Muller bindrios de primeira ordem,
como mostrarermos no Capituio 4. O mesmo ocorre com os coédigos de Reed-Solomon [40]. A
importancia destas simetrias reside no fato de que os rotulamentos ciclicos do codige de Reed-
Muller bindrio (e possivelmente dos ¢-arios) serem realizados por isometrias deste tipo.

Observamos também que os grupos de simetrias que sdo determinados e/ou utilizados neste
trabalho possuem sempre a estrutura de um “wreath product” de um grupo finito por um grupo
de permutagdes Sy

Definigio 10 Seja G um grupo de n elementos € H um subgrupo de S,. O “wreath product”
de G por H € o produto semi-direto HxG™ determinado pela acdo candnica de H em G™: se
g={(g1,62,---,9:) € G" e h € H, entdo

hig) = (gn-101)s- -+ Gn-1(n)) -
Dai, se (k,g) e (R, g') pertencem a HxG", entdo
(h,g) (B, g") = (AR W (g)d) .

Exemplos desta estrutura sdo os grupos de simetrias de espagos de Lee e de Hamming, ¢
também os dos codigos de Reed-Muller de primeira ordem, que serdo vistos no ultimo capitulo.
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1.3 Rotulamentos e Isometrias entre Mddulos e Cédigos

Rotulamentos s&0 um maneira de conferir uma estrutura algébrica ao cddigo usando grupos de
simetrias. Esta estrutura tem ac menos duas utilidades: pode servir para estudar o cédigo em si,
ou também para uséd-lo como ambiente de codificacio. Exemplos deste dltimo sdo os subeddigos
de cédigos de Reed-Muller definidos em [9, 17, 211, Como ja fol dito anteriormente, virias
técnicas distintas de fornecer estruturas a cédigos podem ser descritas como rotulamentos. O
conceito de rotulamento que estamos usando aqui é o seguinte:

Definicdo 11 Seja C um cddigo e seja G um subgrupo de S (C). Diremos que G rotula o cdédigo
C quandc G agir livre e transitivamente em C. Os rotulomentos determinados por G sdo as
aplicagoes

sz G — C

indexadas por C.

A estrutura algébrica colocada em C € a do grupo G, e é dada por esta bijegdo: definimos
yz = s, (s31 (¥) sz" (2)). Isto é o que acontece com os codigos propelineares, como veremos no
capitulo 3. E ¢ também o que ocorre com todas as isometrias entre anéis e cddigos, ou médulos
e codigos, que foram construidas como extensdes da Zg-linearidade. Para entender como isto é
feito nds voltaremos ao ponto de partida disto tudo, os cédigos quaternarios.

Definicao 12 A aplicacdo de Gray de Zg em Z3 € dada por ¢ (0) = 00, ¢ {1) = 01, ¢{2) = 11,
¢ (3) = 10. Sua extensdo @ : Zj — Z2" feita coordenada a coordenada também € chamada de
aplicacio de Gray.

Considerando a métrica de Hamming em Z2", podemos tomar a fun¢o distancia induzida
em Z7 por esta isometria. A métrica d' induzida sobre Z%, d' (u,v) = di{®@u, Pv), coincide com a
métrica de Lee, e assim & é uma isometria de (2%, d;) em (Z%n, dh). Esta isometria corresponde a
uma acio de (Z}, +) como grupo de simetrias de (Z%”? dh). Esta acio é facilmente determinada:
para u € Z} e v € Z3", definimos u(v) = & (u + @’1(1;)). Em particular, identificando Z3 com
um quadrade centrado na origem em R?, vemos que (Zs, +) corresponde a0 grupo de rotagdes
deste quadrado. Por extensdo, o grupo (ZF, +) corresponde a um grupo de rotagbes do “2n-
cubo” Z3". Em termos de rotulamentos, o grupo rotulador é (Z}, +}, e o ponto inicial é a origem
- na notacdo da definicdo 11, @ (u) = sp (u) = u (0).

Esta correspondéncia entre uma isometria do anel Z7? sobre Z3" e uma agio do grupo aditivo
deste Zsmodulo em Z2" funciona para quaisquer R-mdédulos. No lema abaixo nés fornecemos
os detalhes.

Lema 1 Sejam R anel, M um R-mddulo dotado de um pese w, (X,d) um espago métrico, e
seja C um codigo de X. Entdo os espagos (M, w) and (C,d) sdo isomélricos se e 56 se o grupo
aditivo de M, G = (M,+), € isomorfo o um subgrupo de S{C} que age livre e transitivamente.



10 1. FUNDAMENTOS
Demonstracdo. Seja ¢ : (M, w) — (C,d) uma isometria. Dados z em £ e m em G, definimos
miz) = é(m + ¢~ (2)). Isto define uma agho de G em X, pois

min() = m(bnso (@)
= d(m+e¢"{ {-?—, “Ha))))
= ¢{m+n+¢"(z)
= (m+n)(z)

Além disso, como ¢ € iscmetria,

d{m{z},m(y))

d (¢(m+ ¢“ ()}, d(m + ¢~ (1))
w (m + ¢‘ (a:) (m+ 41 (y))
w (¢7* ()

= d{x, y)

Finalmente, & a¢ao € transitiva, pois ¢ (M) = X, e m (¢ (0)) = & {m + 0) = ¢(m) - ou seja,
G (0) = X. E ¢ livre pois ¢ transitiva e | M| = | X|.

Reciprocamente, se G € um grupo de simetrias abeliano que age livre e transitivamente em C,
tome um ponto z € X qualquer e defina sobre (G a métrica d,.(g, h) = d(g(z), h{z)). Esta métrica
é invariante sob . Se M é um mddulo tal que (M, +) é isomorfo a G, seja « : (R, +) — G um
tal isomorfismo; segue que do(m,n) = dz(@(m}, a(n)) define uma métrica sobre M e um peso
we(m) = do(m, 0), e que a aplicagdo ¢ : (M, w} ~ (C,d) definida como ¢(m) = a(m)(z) é uma
isometria.

i

Deste modo, podemos investigar a existéncia de isometrias entre R-mddulos e cédigos via o
estudo do grupo de simetrias do cédigo em questio.



Capitulo 2

Rotulamentos em espacos de Lee

2.1 Introducgao

Neste capitulo vamos tratar de rotulamentos em espagos de Lee. Estes espagos podem ser
definidos como quocientes de grafos sobre Z™, e isto permite relacionar parametrizacOes em
espacos de Lee com ladrithamentos de R™. Os principais resultados deste capitulo sdo a con-
strucio de um rotulamento nao-abeliano para uma familia de espacos de Lee, e uma descrigéo
completa dos cédigos perfeitos em espagos de Lee bidimensionais.

Na primeira e segunda secoes sdo colocados os conceitos basicos — grafos sobre reticulados,
grafos e espagos rmétricos quocientes, ladrilhamentos - e sdo desenvolvidos alguns resultados
gerais sobre ladrilhamentos de espagos quocientes. Basicamente, nés estudamos ladrilhamen-
tos do quociente induzidos do espaco original. Um dos resultados mais interessantes € a de-
terminacao de condigbes suficientes para que todos os ladrilhamentos de um espaco métrico
quociente sejam induzidos do espago original.

Na terceira secdo estudamos os cdédigos perfeitos em dimensdo 2. A classificacio que
apresentamos segue as idéias geométricas de [20], e o que acrescentamos é uma construcgo mais
rigorosa destes cédigos. Algebricamente, isto é a construgdo A de Conway/Sloane [11}: toma-se
em R" a pré-imagem do cddigo C pela projecao canénica de Z" sobre Z7,. Geometricamente,
consideramos o problema no toro e ndo em (Zg, d;) , & depois trabalbamos no plano mesmo para
enfim projetar as solucdes (reticulados) no toro. Deste modo podemos concluir que para cada
n > 1 existem apenas dois cédigos perfeitos em cada espago (Z2,d;), onde ¢ = m (2n% + 2n + 1),
e que estes sdo equivalentes.

Na udltima se¢do nds construimos parametrizacdes nio-abelianas de uma familia de espagos
de Lee. Esta construcgao é motivada pelo conceito da G -linearidade, na qual o primeiro passo €
a determinacido de um rotulamento do espago ambiente, e por trabalhos anteriores [19, 13, 30].
Nestes nds mostramos que o unico grupo rotulador abelianc é o das translagbes, e por isso
a necessidade de que outros rotulamentos utilizem grupos nio-comutatives. A idéia é obter
cédigos como Orbitas de subgrupos do grupo rotulador (a G-linearidade serd estudada mais
detalhadamente no préximo capitulo).

i1
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Os resultados obtidos sobre rotulamentos de grafos quocientes ainda podem ser utilizados
em outros contextos, como em cddigos esféricos [14]. Neste caso, os reticulados sio Z” e A, um
subreticulado de Z™ de poste n que possuil uma base ortonormal. Nestas condigdes podemos
mergulhar o toro n-dimensional T" = R" /A isometricamente na esfera $?~1. O cédigo esférico
C é a imagem do reticulado Z", e estes pontos correspondem de modo natural acs elementos
do grupo Z"/A. Este grupo tem uma representacdo no grupo de matrizes ortogonais que serve
como rotulamento do cédigo €. O grafo quociente se realiza sobre a esfera com geodésicas
(sobre o toro) como arestas, e em alguns casos a distancia euclidiana pode ser aproximada pela
distincia no grafo. Também podem ser utilizados em cédigos sobre uma regido fundamental
de um reticulado, como em [24] e [34], onde a métrica do grafo é uma aproximacio da métrica
euclidiana restrita aos pontos do reticulado. Talvez sejam um mode de trabalhar com reticulados
com pouca estrutura algébrica.

Grande parte deste capitulo estd nos artigos “Graphs, Tesselations and Perfect Codes on Flat
Tori” [12], feito por Sueli Costa, Marcelo Muniz, Edson Agustini e Reginaldo Palazzo Jdnior, e
emm “Labelings of Lee and Hamming spaces” [28], feito com Sueli Costa.

2.2 Grafos sobre Toros

Definicio 13 Um reticulado A em R® € um subgrupo discreto de (R*,+). O posto de A € a
dimensde do subespaco vetorial real gerado por A.

Definicdo 14 Seja A um reticulado e 8 = {vy,...,ur} um conjunto de vetores ndo-nulos gue
contém uma base de A. O grafo associado ao par (A, ) tem por vértices os pontos de A e por
arestas os pares (u,v) tais que u — v pertence a § U —0.

Dito de outro modo, o grafo do par (A, 3) é o grafo de Cayley associado ao grupo A e a seu
conjunto gerador S U 3. A definicdo de grafo de Cayley usada neste trabalho € a que segue:

Definicdo 15 Sejo G um grupo, e seja S C G um conjunto de geradores de G que € simétrico
(S = 571} e ndo contém a identidade do grupo. O grofo de Cayley associado a G e § tem por
vértices os elementos de G, e suas arestas sdo os (g,h) lais que h™1g pertence ¢ S.

Os espacos métricos associados tém por funcdo distdncia a métrica do grafo.

Definicdo 16 Sejo I' um grafo conexo. Um caminho o em T’ € uma sequéncia de vértices
V1, U, - . ., Uy tal que cada vértice se encontra ligado por uma aresta ao seguinte. O comprimento
l{a) de um caminho o = (v;)i=1,..n € 0 nimero de arestas percorridas, ou seja, n—1. A funcdo
disténcia dr € definida por: dr(a,b) = min{l{a); o é um caminho de a a b}.

Pode-se verificar que dr é realmente uma métrica sobre o grafo I'. Os espacgos de Lee e espagos
de Hamming sdo exemplos cldssicos de espagos métricos associados a grafos de Cayley sobre os
respectivos alfabetos. Os de Lee sobre Z7, tém conjunto gerador S = {%e;;i =1,...,n}, os de
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Hamming sobre A™ o conjunto § = {#Hae;;a; € A —{0},i=1,...,n}. Esta funco distancia
também transforma em espagos métricos os grafos (A, 8). Todas as construcdes desta secio vém
de espagos como estes, como 08 proximos dois exemplos.

Exemplo 1 Considere o reticulado Z™. O grafo associade a base candnica de Z™ ¢ usualmente
identificado com o préprio reticulado. Suas arestas correspondem a segmentos de reta gue unem
pontos u,v tais gue |lu— vl = L.

) . 1 V3
Exemplo 2 Considere o reticulade Ag, gque ¢ gerado por (1,0) e 3 \/?_ . Identificando R*
com o plano complezo C, fome [ como o conjunic de raizes sextas de 1, ou sejg,
B = {exp(k2mi/6).k = 0,1,...,5}. O grafo correspondente € regular com valéncia 6. Este grafo
¢ o ponto de partidae para a construgdo de espagos sobre quocientes do anel de Eisenstein-Jacobi

f25].

Nés estamos basicamente interessados em conectar problemas em espacos de Lee e em R*.
Neste sentido, vamos considerar algumas estruturas quocientes e as relagbes entre isometrias do
espago quociente e isometrias do espaco original.

Definicdo 17 Sejo I’ um grafo conezo e G um grupe de automorfismos de I". O grafo quociente
T'/G tem por vértices as drbitas de [ por GG. Dois vértices T = Uz e § = I'y sao ligados se e s6
se (z,gy) € aresta de T’ pare algum g de G.

Para as aplicagbes, vamos requerer que tanto o grafo I’ quanto o quociente I'/G néo tenham
lacos. Se I' ndo possui lagos, entdo I'/G também ndo terd, desde que o grupo G ndo tenha dois
vértices adjacentes na mesma Orbita. Um exemplo geral é o seguinte: seja (A, 8) um grafo sobre
o reticulado A, e seja A’ um subreticulado de A, ambos de posto maximo, de modo que A’ ndo
possua nenhum vetor de 4. Tomando A’ como o grupo G da dltima definigéio, construimos um
grafo sobre A/A’. Este é o grafo associado ao conjunto gerador B =B+ A de AJA, e se realiza
sobre o toro R* /A’

Exemplo 3 Cada espago de Lee {Z7,,d;) corresponde a um quociente destes. Aqui, A =Z",
é u base candnica, e A = mZ™

Exemplo 4 Na métrica de Mannheim, usam-se ideais do anel de Gauss como subreticulados.
O grafo é o0 (Z2,{e1,e2}). Os ideais do anel de Gauss correspondem a reticulados com bases
ortogonais do tipo B = {(a,b),(—b,a)}
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2.3 Ladrilhamentos e Cdédigos

Problemas de c6digos em espacos de Lee podem ser relacionados a problemas de ladrilhamentos
em B™. Nesta parte do trabalho colocamos resultados sobre ladrilhamentos necessérios ao estudo
de cédigos perfeitos e a construgho dos rotulamentos de espacos de Lee. O primeiro resultado
mostra como se pode calcular um subgrupo de isometrias de um espaco guociente via o espaco
original.

Teorema 2 Seja G um grupo discreto' de isometrias de M. Seja M/G o espago quociente, isto
¢, o espago das drbitas de G em M. Entdo

(i) A fungdo d'(Z,7) = Hgnd(gx y) € uma métrica em M/G;

(ii) Seja N(G) o normalizador de G no grupo de simetrias de M. Entdo, se f pertence
a N(G), a aplicacao F:MJ)G — M/G definida por F{% ) = f(z) € uma isometria de M/G. Isto
define um homomorfismo P : N(G) — S(M/G) que tem nicleo igual o G.

Demonstracado. O item (i) é facilmente verificado {ver {13, 30]). Quanto ao item (ii), tome
uma simetria ¢ € N(G}; a aplicacio g dada por §(F) = g{z) é simetria de M/G, pois

dayjc(9%.59) = mind(ge. hgy) = mind(z, g~ hgy) = mind(z, hy) = da/c(7, 7).
e a associacdio g — g define um homomorfismo de N(G) em S{M/G) com nicleo G. |

Os grupos de simetria dos espagos de Lee podem ser calculados desta forma; neste caso, a
aplicacdo P é sobrejetora, a menos dos casos Z3" e Z%. Outro conceito de que faremos uso é
o de ladrihamentos. Os cédigos geometricamente uniformes em espacos de Lee correspondem a
ladrilhamentos do toro, e em boa parte dos casos, a ladrilhamentos de R”. Observamos que nao
vamos considerar aquil ladrilhamentos que nfo sejam dados por grupos discretos. Portanto, onde
estiver escrito “ladrilhamento”, leia-se ladrilhamento dado por um grupo discreto de isometrias.

Definicao 18 Seja G um grupe discreto de isometrias de um espago métrico M. Um subcon-
junto D de M € uma regiGo fundamental associada a G se:
(i) 9D = M;
(ii) int(D) N ink(gD) # @ <= g = 1. (int{D) € o interior de D)
(1) int{D) # 2.
O recobrimento de M dado por cdpias de I (os ladrilhos) sob a ag¢do de G € chamado um
ladrilhamento de M associado a G.

Lema 2 [18]A regido D(z) = {y € M;d (z,y) < d{z,9y) .79 € G} € uma regido fundamental
para G, chamada de dominio de Dirichlet de x, ou fambém de regiao de Vorenoi de x.

lpor grupe discreto entendemos um grupo de simetrias cujas érbitas sio discretas (subconjuntos fechados que
s6 possuem pontos isolados)
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Um ladrilhamento de M pode ser a base para ladrilhamentos de quocientes de M reciproca-
mente, recobrimentos de um quociente podem ser levantados ao espago M, desde que satisfacam
algumas condigdes. Estas condicbes de compatibilidade s@o o objeto dos préximos resultados.

Teorema 3 Seja M espago métrico, G um subgrupo discreto de isometrias, e M = {) gD um

geG
ladrilhamento de M associado o G. Entdo, se H ¢ subgrupo normal de G, esse ladrilhamento

induz um outro do espago M/H, com grupo associade G/H.

Demonstracao. Sejia p: M — M/H a projecio candnica, e tome D = p{D) como sendo o
ladrilho fundamental. Primeiro, note que o grupo G/H age como grupo de simetrias em M/H,
pois H é normal em G (Teorema 2). Além disso, p(¢D) = gD. Isso pode ser verificado apenas
com as definicées de p e de @.

E facil ver que M/H = |J ©D. SejaT € M/H. O ponto z., que é uma das pré-imagens

GEG/H
de T, pertence a algum dominio gD. Entdo F € p(gD) = §D.

Quanto a interseccdo de interiores de regides, observamos antes que a projecdo p € uma
aplicagio de recobrimento; portanto, € continua e aberta, e p(int(A)) = int(p(A)), para qualquer
subconjunto A de M. Em particular, p(int(gD)) = int(gD).

Suponha que ind(GD) N int(D) # @. Isto é o mesmo que p(int(gD)) N plint(D)) # @. Por
sua vez, int{gD) = g(int(D)}), pois g é um homeomorfismo. Isto implica na existéncia de z e y
em int(D) e h em H tais que hx = gy. Ou seja, int(¢D) N int(hD) # @. Como gD e hD sio
duas regides de um ladrilhamento em M, gD = hD e g = h. Logo, gD = hD = D. Ou seja,
se int(gD) M int(D) # @, entdo g0 = D. Com isto demonstramos que M/H = |J gD é um

JEG/H
ladrilhamento de M/H. -

Este teorema permite construir ladrilhamentos do quociente a partir de ladrilhamentos de
M.

Exemplo 5 Considere o reticulado Z™ em R™ . O grupo de simetrias euclidianas desie reticulado
é isomorfo a Z™x (ZExSy) [11]. Seja T o toro B*/mZ™. Entdo qualquer ladrilhamento de R"
feito por um grupo que contém mZ"™ como subgrupo normal dd origem a um ladrithamento deste
toro. Por exemplo, o grupo Z7}, ladrilhe T tendo como regido fundamenial um gquadrado unitdrio.

A reciproca é verdadeira quando o homomorfismo § (M) — S (M/G) é sobrejetor: assim,
pode-se estudar os ladrithamentos de M/ a partir dos de M.

Teorema 4 Sejo M espago métrico e H umjubgmpo discreto de isometrias, N(H} e M/H
como antes, p: M — M/H o projegio. Seja G um subgrupo discreto de simetrias de M/H, e
sejo M/H = |J gD um ladrilhamento de M/H. Se S(M/H; = N(H)/H, entdo existem D em
3G
M e G subgrupo de N(H) tais que G = G/H, D = p(D), e M = |J gD é um ladrilhamento.
il=les
Além disso, o ledrilhamento de M/H por D € induzido pelo anterior.
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Demonstragao. Para o grupo G, basta usar o fato de que S(M/H)} = N(H)/H. Dai sai que
G = G/H para algum & < N(H) (Teorema 2). Para a regido D, seja D um dominio contido
em p~ (D) tal que p|p seja bijetora.

Primeiro, mostremos que M = {J gD.

9€C

Note que p(gD) = gD. De fato, §D = {g&; % € D} = {g&; = € D}, pois p é bijegio entre D
e D. Por sua vez, p(gD) = {37,z € D} = gD.

Quanto as irnagens inversas, afirmamos que

p~'(@D) = U hgD.
heH

Seja z € p~ (g D). Entdo

Tegh zT =05,y €D
hz = gy, para algum h € H

z € h~lgD,

tee

o que mostra um lado da inclusdo. O outro é claro, pois p(hgD) = p(gD) = §D, e temos a
igualdade.
Isto permite concluir esta parte, pois

M=p (UJgD)=UpgD)=U U hgDc U gDC M.
el GeG geG heH g

Quanto as interseccoes de regides, vamos partir em dois casos.

Primeiro, suponha que b € H, e que a interseccdo de int{D) com int(hD) no é vazia. Seja
z um ponto da interseccio. Entdo existe y € D tal que z = hy, e temos p(z) = plhy) = ply}.
Mas p restrita a D € bijetora, e segue dai que z =y e h = id.

Seja agora ¢ € G qualquer. Suponha que int{ D) Nint(gD) # @. Entao existem z,y € int(D)
tais que x == gy. Aplicando p, obtemos

plint(D)) Np(int{gDY}) = int(D) N int(gD) # @

Como temos um ladrilhamento em M/H, D = gD, ou seja, g € H. Com isto voltamos ao

caso anterior, e g = id. Logo, se inf(D) N int(gD) # &, g = id. Isto mostra que M = |J gD ¢
9eG
um ladrilhamento de M. -

Estes tltimos resulfados conectam problemas de ladrilhamento em M e em seus quocientes.

Nas proéximas secdes utilizaremos isso para resolver problemas em espacos de Lee via ladrilhamen-
tos de R™.
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2.4 Cddigos Perfeitos em espacos de Lee

Cédigos perfeitos sdo particdes do espago métrico M em bolas de mesmo raio. Isto €, cada ponto
de M estd em uma unica bola B, (¢}, para algum ponto ¢ do cédigoe. Pela prépria definigio, é
de se esperar que hajam limitacdes & existéncia destes codigos.

Os cédigos perfeitos lineares em espagos de Hamming sobre corpos finitos sdo conhecidos,
sendo [27] uma boa referéncia sobre o assunto. Ha uma familia infinita, os cédigos de Hamming
qm —1 qm —1

g-1" g=1
Golay bindrio Gas, com pardmetros [23,12, 7], e o cddigo de Golay ternério Gy1, que é um cddigo
[11,6,5]. Observe que s6 ha trés distancias minimas possiveis: 3, 5 e 7. Todos os codigos perfeitos
lineares s&40 equivalentes, isto €, todos estdo na mesma drbita sob o grupo de automorfismos do
espaco ambiente [27, Captulo 20].

Hing, que tém parimetros

— m,S}. Existem mais dois cédigos, o cddigo de

A situac@o no caso dos espagos de Lee é inconclusiva. Ha resuitados de existdncia, mas
nao se sabe se a lista de cddigos perfeitos estd fechada, ou em quantas classes de equivaléncia se
particionam os ja conhecidos. Os exerplos conbecidos sdo: uma familia de cédigos correteres de
lerrcem (ng L1 dg) . que consiste dos hiperplanos definidos pela equacdo z14+-2z2+. . nz, =0,

e uma de cddigos bidimensionais corretores de £ erros, em (thhgwl,dg), dada pelas retag

(2t + 1)z + z2 = 0. Todos estes sdo apresentados em [20], sendo que as demonstragdes no
caso dos cédigos corretores de um erro sido detalhadas em [5] e posteriormente em [35, 36]. Até
o momento, 830 estes os tnicos resultados positivos sobre cédigos perfeitos em espagos de Lee.
Todos os demais sdo negativos, e uma conjetura ja colocada em [20] (em 1967) € que nao existam
cédigos perfeitos de raio maior que 1 em espacos de Lee de dimensdo maior que 2.

A primeira construcio destes cédigos explora conexdes entre os cédigos lineares perfeitos e
ladrilhamentos de B® por reticulados. {0 mesmo funciona para qualquer espago métrico prove-
niente de um grafo sobre um reticulado). Nesta secfio nés demonstramos a equivaléncia entre
uma classe de ladrilhamentos de ™, cddigos perfeitos em espagos de Lee e ladrilhamentos em
toros. Como aplicacdo, mostramos que basicamente nfo hd outros cddigos lineares perfeitos em
dimensao dois além dos j& conhecidos. H4 apenas dois em cada espaco (Zi@tg 2t} dfg) e eles

s&0 equivalentes.

Para buscar cédigos perfeitos lineares vamos procurar subreticulados de Z". Por isso, é
interessante particularizar o estudo da dltima se¢fio para grupos G que sejam reticulados.

Teorema 5 Sejam & = {v1,va,...,0n} e 8 ={wi,wa,...,wn} bases de R, A, e Ag 0s reticu-
lados (e grupos de translag¢ies) associados. Seje R = |} gD um ladrilhamento de R* com o
S’Q-’J\o:
T
ladritho D. Entdo existe um ladrilhamento do toro Tg = o induzide por esse, com o ladrilho
Ag

correspondente, se e 84 se A, € subreticulado de Ap.
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Demonstragao. Se A, € subreticulado, podemos usar o Teorema 3. Por outro lado, suporha
que o ladrilhamento de R induz um em 7. Entdo cada w;D tem de ser igual a wma gD, com
g € Ay Se isto nfo acontece, temos uma sobreposicio (w; — wi)D N D # &, com W; sendo
a parte inteira dde w; escrito na base a. Iista sobreposigio da origem a uma sobreposicéo de
ladrilhos em T3. -

Para iniciar nosso estudo dos cédigos perfeitos em espagos de Lee vamos considerar o grafo
candnico sobre Z" (dado pelo conjunto gerador § = {£e;,i=1,...,n}. A métrica associada
coincide com a norma da soma dos mddulos, |jul| = > lu;]. Seja A wm subreticulado de Z7,
e considere o grafo quociente em Z"/A. Se a porma minima de um vetor de A é r, entdo a
projecdo p: Z" — Z"/A é uma r-isometria local. Portanto, existirdo cddigos perfeitos com raio
s < /2 em Z"/ A (parametrizados por grupos de simetria) se e s6 se existirem tais cddigos em
Z™. Por sua vez, pode-se associar 4s bolas de raio s em Z" regides convenientes de E*. Para
isso, tome a regifo de Dirichlet (em relagio a Z™) em torno de cada ponto da bola, e seja R(s, v)
a unidc destas pequenas regides {ver Figura 1 abaixc paran = 2 e s = 3}. Ou seja, se @ {w)
é o cubo unitério centrado em w, Q (w) = {u € B?;|w; —u;] < 1/2}, a regifio associada & bola
B, (v) é dada por R(s,v)= |J @ {w). Chamaremos esta regido de poliedro de Voronoi de

 weZ?
fw—vil<s
v com raio s.

RIBLIOTECA CENTRAL|

§ UNICAMP
2
| aFe A0 CIRCULANTE |
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FiGUra 1 O cédigo perfeito ¢ (4,3) no espago de Lee (Z3.,d;) e correspondente
ladrilhamento no plano pelo reticulado A = {(4,3),(—3,4)) com regido fundamental R (3,0).

Intuitivamente, € de se esperar que um cddigo perfeito de raio s em Z" determine um
ladrithamento de R™ pelos poliedros R {s,v), com v percorrendo o ¢édigo, e reciprocamente.
Isto é verdadeiro, e é o que € demonstrado no lema a seguir.

Lema 3 Para cada cddigo perfeito de raic s em Z™ existe um ladrilhamento correspondente
pelas regides R{s,v) centradas em pontos do cédigo, ¢ reciprocamente.

Demeonstragao. Seja € um cédigo perfeite de raio r em Z7, e seja G um grupo de simetrias
que parametriza este cédigo. Ou seja, C = G(v), onde v é um ponto arbitrdrio de C.
Como C é perfeito, Z™ = |J Bs(v). Seja R(s,v) o poliedro de Voronoi associado & bola

vel
B,(v). Note que B* = |J R(s,v), pois R(s,v) = |J {weR"jw;—a; <1/2,i=1,...,n}
vEC a€ B {v}
Dado w € R, existem ai,...,a, inteiros tais que |w; — ;] < 1/2, 4 = 1,...,n. Como C é
perfeito, existe um tdnico v € C tal que {a1,...,ax) € Bs{v). E w estd em Q ((a1,...,6a)), que

estd contido em R{s,v).
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Agora verificaremos que int(R(s,u)) M int{R(s,v)) é vazio se u # v. Pela definicio destas
regides, € por v e v serem elementos de Z", temos que ni(R(s,u)) N int(R(s,v)) # 2 se e 56 se
R(s,u) N R{s,v) contém um quadrado ¢ {w). Neste caso é dbvio que o cddigo ndo é perfeito,
pois w € By (u) N Bs (v). Segue que int(R{s,u)) N int(R{s,v)) = .

Finalmente, o grupo G. Sabemos que G € um grupo de simetrias euclidianas [13]. Logo,
¢ € G leva a regido R{s,v) na regifo R(s,gv) ~ basta ver a definicio destas, e lembrar que G
permuta os centros dag bolas B,(u). Portanto, as regides R(s,v) sdo regides fundamentais de
G,eR* = {J Ris,gv}= UG gR(s,v) para um v & C gualquer fixado.

gel@ g
Reciprocamente, suponha que R™ = | ) R{s, gv} e que int(R(s, gv)) N int(R(s, hv)) é vazio
9eG
se g # h. Entdo ¢ claro que o codigo C = G{v) é perfeito: dado gualquer vetor de coordenadas
inteiras, este $6 pode estar no interior de uma R(s, gv), ou seja, ele pertence a B,(gv). Isto
termina a demonstracio. =

Deste modo, podemos dizer que existe um cddigo perfeito com raio s, rotulado por um grupo
G, em Z™/A, se e s6 se existe um grupo G que ladrilhe B* com R{s,v).
Em particular, jé podemos concluir o seguinte:

Teorema 6 Seja (Z,,,d;) o espaco de Lee sobre Z7.. Entdo, existe um cddigo perfeito de raio
r em Z7, rotulado por um grupo de sitetrias, com s <m /2, se ¢ s6 se existir um ladrilhamento
de B™ pelas regides R{s,v).

De fato, agui A € mZ™, e 05 vetores de norma minima sac os vetores me;.
, (3

2.4.1 Cobdigos Perfeitos Bidimensionais

Finalmente, vamos usar estes resultados para obter todos os cédigos de Lee perfeitos e lineares
em dimensfo 2. Para isto precisaremos de mais um teorema sobre agbes de grupos discretos,
cuja demonstracao pode ser vista em [18, Teorema 6.2, pp.104-105].

Teorema 7 [18/Seje G um grupo discreto de isometrias agindo em {M.d), e seja H um sub-

grupo de indice finito em G, de modo que G = g HU...Ugn, H. Se D ¢ um dominio fundamental
n

de G, entdo D' = U @D € um dominio fundamental de H.

[ES

Observe que a regidgo R(s,0) é montada a partir de regides de Dirichiet do reticulado Z°.
Deste modo, o que buscaremos sio subreticulados de Z? tais que o dominio D’ definido acima
coincida com R (s,0).
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Teorema 8 OUs dnicos reticulados gue ladrilham R? com o dominio fundamental R{s,0) sdo
Ar={(s,s+ 1) (=s—1L8)} eho = ({{s+ 1,8}, (~s,5+ 1)}).

Demonstragao. Primeiro, mostremos que estes reticulados tém R(s,0) como regido funda-
mental. As regides R (s,v) sio unides de regides de Dirchlet do grupo Z2, e R (s,0) ainda pode
ser escrita como R (8,0) = Uyeps0nze@ (v), onde Q (v) é o quadrade unitdrio centrado em
v. Usando o Teorema 7, vemos que basta mostrar que R (s,0) N Z? é um sistema completo de
representantes de Z%/A; (e Z%/As).

Consideremos A; primeiro. B (s,0) NZ = {{uy,us) € Z;|[(u1, up)|l = lus} + Jusl < s}. Dado
um ponto v de A, u = ai{s,s+ 1)+ az (-5~ 1,5), temos

lut] 4 uzl = Hull, = Vel + Jao]) (257 + 25 + 1) > /(257 + 25 + 1) > (s + 1),

o que rostra que o Unico ponto de A; em R (s,0) é a origem.

O reticulado quociente Z2/ A possui |det A| elementos, onde A  a matriz com vetores coluna
(s,s4+1)e(—s—1,8). Como detd = 252 + 2s + 1, e a bola de raio s na métrica da soma dos
médulos possui este mesmo ndrmero de pontos, conclui-se que R (s,0)NZ2 é um sistema completo
de representantes de Z?/A;. Portanto, R (s,0) é uma regidio fundamental de A;.

Quanto a Ao, note que este reticulado € obtido de A, pela reflexdo T dada por (z,y) — (y,z).
As regiGes R (s,v) s@o invariantes por esta rotagdo: na verdade, sdo claramente invariantes sob
o grupo de isometrias do reticulado Z? com a métrica do grafo (que é a métrica da soma dos
médulos). Este grupo, que foi calculado em [30, 28], contém o grupo gerado pelas reflexdes nos
eixos coordenados e nas bissetrizes e é isomorfo ao grupo diedral de oito elementos, Dy. A acio
de Dy nas regides € dada por g {R (s,v}) = R(s, gv). Logo, o ladrilhamento do plano por A; com
regido fundamental R (s,0) ¢ levado em um ladrilhamento do plano por g (A1) = Ay com regido
fundamental R (s,0).

Seja agora A um reticulado que ladrilha o plano com a regifo R (s,0). Vamos estudar A
pelos vetores que emparelham regiGes com R {s,0), isto é, pelos vetores v € A tais que R{s,0) e
R{s,v) tém interseccdo ao longo de lados de quadrados®. Como as regides referidas sdo unides
de quadrados centrados nos pontos de Z?, esta interseccio tem que ser ao longo de lados de
quadrados. A outra possibilidade ¢ interseccao em vértices de quadrados apenas, mas neste caso
nao ha ladrilhamento algum.

Mostraremos entao que, se v € tal que R(s,v) e R (s,0) estdo pareadas, entdo |jv|| = 25 + 1.

Sem perda de generalidade, considere um vetor v com coordenadas inteiras nio-negativas

it I
e suponha que |Jv]| < 2s. Se vy < [ﬂgj_@ , tome 0 vetor w = (vl - Jgﬁ ,’Ug) . Temos que
| |
Hw]l = v — {ﬂ;—liJ +wvp = fu|l — [%{HJ < s, e llw—vll = {W;—‘IJ < . Logo, o quadrado

unitario centrado em w estd contido em R({s,0) e R{s,v), de modo que o vetor v nio pode

2Como as regides referidas sdo unides de quadrados centrados nos pontos de Z2,, esta intersecgfio tem que ser
ao longo de lados de quadrados ou em vértices apenas.
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ol
2
mostram que R (5,0) e {s,v) tém um quadrado em comum. Portanto, qualquer vetor de A

possui norma maior do que (ou igual a) 2s -+ 1.
Agora suponha que R(s,0) e R(s,v) sdo pareadas por v € A. Para que isto ocorra é
necessario que 2o menos um lado de um quadrado de R ({s,0) coincida com um lado de um

U i
pertencer a A. Se LLZ-]—’—J < wvp < {|vil, tome o vetor w' = (vl, Qg [ J) . As mesmas contas

de R(s,v). Isto acontece apenas se existirem dois vetores w,w' € Z? tais que jjw —v'l| = 1,
lw]] € n, ' — o]} < 7 Entdo {jv]| < |jv—w'|] + llw—w]] + [jw|] € 2s+ 1. Pelo visto no
pardgrafo anterior, concluimos que |lv|| = 2s + 1. Isto também mostra que a norma minima

de um vetor de A é 25+ 1 {ndo confundir com a norma minima euclidiana, que assume outros
valores em A).

Suponhaque v é daformav = (s +k,8+ 1 — k), com k > 0. Queremos mostrar que & = 0 ou
1. Para isso, varnos considerar um ponto extremo de R (s,v), o vetor v—{s,0) = (k,s +1 — k), e
trés pontos vizinhos: v — (s+1,0) = (k—-1,s+1-k), v — (s,—1) = (k,s+2—k) e
v—{s+1,~1)=(k—1,s+2—k). O pontov— (s+1,0) estd contido em R({s,0), e os pontos
restantes estdo ern outros dois poliedros do ladrilhamento. Vamos mostrar que se k& > 1 entdo
estes dois poliedros se interceptam (e portanto nfo existe rotulamento possivel).

Suponha que & > 1. Seja R (s, w1) a regido que contém o ponto v — (s, ~1) = (k,s + 2 — k).
Afirmamos que w; = (k, s+ 2). De fato, o quadrade Q ((k,s +2 — k)) estd acima do quadrado
Q ((k,s +1~k)), queests contido em R (s,0) ; e est & esquerda do quadrado Q ((k, s + 1 — &)},
que estd contido em R{s,v). Pela geometria destas regides, o quadrado Q ((k,s+ 2~ %)) é o
extremo inferior de R {s,wy). Logo, wn € o vetor (k,s +2).

Por raciocinio andlogo, a regido que contém com o ponto {(k—1,s+ 2 —~ k) mostra que a
regido que contém o quadrado Q{(k—1,s+2—k)) é R(s,wg} com wy = (k — 1,5+ 2). Por-
tanto, as regides R {s,w1) € R(s,wy) se interceptam em ao menos um quadrado, e nfio pode
haver ladrithamento. Logo, k=0 ou 1.

Ocasov = ({,2s+1-1), 0 <[ < 3, nio se realiza. De fato, suponha que existe um
ladrilhamento por um reticulado A’, com regido R(s,0) e tal que v = ([,2s+1~1) € A/,
0 <1 < s. Aplicando a reflexdo T (z,y) = (y, z} obtemos um ladrilhamento pelo reticulado TA’
que possui o vetor (25 +1—1,1), cuja primeira coordenada é maior do que s + 1, 0 que ndo
pode ocorrer. Deste modo, dentre os vetores (k,2s + 1 — k) com k positivo, apenas (s,s+ 1) e
{s + 1,s) podem pertencer a A.

Aplicando as reflexdes em eixos coordenados podemos investigar outros possiveis vetores
minimos de A reduzindo ao caso v = (k,2s + 1~ k), 0 < k < 2s + 1. Assim concluimos que os
tnicos pontos de norma 2s + 1 que podem estar em A sdo (& {s+1),%s) e (s, + (s + 1}).

Para finalmente determinar A, suponha que (s, s + 1) pertence a este reticulado. Necessari-
amente um dos pontos (~s —1,3) e (—s,s + 1) também pertence a ele. Os vetores {s,5+ 1} e
(—s, s+ 1) ndo podem estar ambos em A, pois sua diferenca é (25,0}, e a norma minima em A é
25 + 1. Neste caso A = ({(s,s + 1), (—s — 1,5)}} = A;. Do mesmo modo, se (s + 1,s) pertence
a A, o vetor (—s — 1, s) ndo pertence a A, e A = As. [
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Como consequéncia, podemos agora descrever todos os codigos lineares perfeitos em dimensac
2.

Teorema 9 Dados n e m positives, existem dois cddigos lineares perfeitos em (ZZ,d;). onde
g =m{2n® +2n + 1}. Estes cédigos sdo equivalentes.

Demonstracao. Pelo teorema 4, o cédigo perfeito C corresponde a um ladrilhamento de B2
por um reticulado. Vimos que os tinicos reticulados que ladrilham o plano com a regido £ (n,0)
que corresponde & bola de Lee de raio n sfio A; e As.

Pelos teoremas 3 e 5, ¢ ladrilhamento por A; induz cutro no toro B?/A se, ¢ somente se,
A < A;. No caso de espagos de Lee, A = gZ2. Em ambos os reticulados A; temos ¢Z% < A; se e
s6 se g = m (2n? + 2n + 1). Para ver isso, oberve que (g,0) pertence a A; se e s6 se

para z e y inteiros. Invertendo a matriz, obtemos

(z.4) = ( -1 3 n 72
Y q 2+ 2n+1" 2nZ+dn+1l ’

e como n ndo divide 2n® + 2n + 1, segue que ¢ = m (2n? + 2n + 1). A verificagio para A, é
ansloga®. Assim, concluimos que os ladrilhamentos por A; e Ay descem aos espagos de Lee

(Zgn{i’n%znﬂp dl) .

Os cédigos obtidos sao quocientes de reticulados, e portanto sfo lineares sobre Zi«,(zvﬂ +ona1)
ou seja, sdo retas. Para encontré-las, considere primeiro m = 1, e seja v um ponto de A;. Entéo

v=gz(nn+1)+y{-n—1n)=(ne-—ny—yne+n+ny). Este ponto satisfaz

(2n+ 1) v+ v2 (2n?+2n+1)z+ (2% +2n+ 1)y

Omod (2712 b 2, 1)

If

Portanto, a imagem de A; é a reta (2n+ 1) v + o = 0, ou ainda v (t) = (—¢, (2n + 1}4).
Para A, obtemos a reta (2n + 1) vy — vy = 0.
No caso geral, com ¢ = m (2n? + 2n + 1), as retas sio®

m (2n 4+ 1) vy + mug =0,
m(2n + 1) vy ~ mug = 0.

Estes cédigos sdo equivalentes: a reflexdo (z,y) = (y,z) é uma isometria linear que leva um
coédigo no outro. -

34 divide 2n° + 2n, ¢ por isso ndo pode dividir (2712 4 271,) - 1, sendo dividiria 1.

Yestas retas ndo sho as mesmas retas anteriores; note que m ndo é invertivel em Zm(%?wnﬂ), ¢ nao podemos

cancelar mi.
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2.5 Rotulamentos nao-abelianos em Espacos de Lee

A construcdo de rotulamentos de espagos ambientes é motivada pelos cédigos quaterndrios em
espagos de Hamming. O rotulamento de (Z2£",d),) por um grupo de rotagbes isomorfo a (Zf, +)
permite estudar cédigos néo-lineares bindrios como cédigos lineares em Zj. Como cédigos lin-
sares si0 Z4-submoédulos de Z7, e estes submddulos sao simplesmente subgrupos de (Z7, +), uma
extensdo natural deste conceito é tomar grupos rotuladores gerais e aplicar os mesmos processos:
considerar os codigos dados por subgrupos de um grupo rotulador. Esta € a idéia por trés da
G-linearidade [19, 13], que sera discutida com detalhes no préximo capitulo.

Rotulamentos ciclicos seriam desejdveis, seja por conta da simplicidade dos grupos envolvi-
dos, seja pelas técnicas disponivels para construcio de cédigos sobre anéis do tipo Zyn, p primo.
Mas o unico rotulamento deste tipo é o de Z3 por Zs, como mostramos em [13]. Tampouco
existemn parametrizagOes por grupos abelianos distintos dos grupos de translacao [30, 28]. Por-
tanto, se houvesse algum rotulamento além do usual, este teria que ser feito por um grupo
nao-comuiativo, e € 18s0 que motiva o exemplo que serd consiruido a seguir.

Nesta secio apresentamos parametrizacdes para uma familia de espagos de Lee, os espacos
(Z2 . d;), via ladrilhamentos de R". Estas construcdes fazem parte do artigo [28].

Os rotulamentos para (Z%,., diee} 580 construidos a partir de parametrizages do reticulado
Z™, Para manter a notagdo simples, usaremos o reticulado deslocado A™ = Z"-+ 3" %e@-. Faremos
os mesmo sobre os toros, onde vamos considerar o reticulado quociente A% = A"/2mZ sobre o
toro To., = R*/2mZ. No fim, para obter um rotulamento do espaco de Lee propriamente, basta
conjugar o grupo parametrizador por uma translacido que leve AL em ZT_.

O grupo é construido a partir de dois grupos de isometrias. O primeiro age nos vértices do
cubo {—1/2,1/2]", e o segundo ¢ um grupo de translagbes que preserva A" e que tem o cubo
“duplo” [—1/2,3/2]™ como regido fundamental. O grupo gerade por esses dois grupos, que terd
a estrutura de um produfo semi-direto, serd o grupo rotulador de A™. Passando ao quociente,
obteremos rotulamentos de A3 . A razdo para utilizar A" ao invés de Z™ é que o “grupo interno”
que rotula o cubo unitario [~1/2,1/2]" pode ser escrito como um grupo de matrizes (o que seria
impossivel se trabalbdssemos com {0, 1]" em Z").

Para entender a idéia, facamos primeirc um exemplo bidimensional. Considere o grupo
D das reflexdes nos eixos coordenados. Este grupo parametriza o quadrado [—1/2,1/2)%, e a
extensio disto a um rotulamento de A® pode ser feita por translagdes do quadrado de lado dois
[—1/2,3/2]%: o plano € coberto pelos transladados deste quadrado, e cada ponto de A? estd em
um tinico quadrado [—1/2,1/2]2 + v, com v € 2Z? Podemos entfio usar a parametrizagio em
[—1/2,1/2]? e dar novas coordenadas a estes pontos: cada ponto de A? fica descrito por um
elemento de I e por uma translacdo do tipo (2k1,2k2), ki, ks inteiros. O grupo gerado pelo
grupo de reflexdes D e pelo reticulado 272 é o produto semi-direto destes, e as aquelas novas
coordenadas correspondem ao rotulamento de A% por 2Z°xD. Finalmente, como o grupo de
translacbes 2mZ? é normal neste grupo, obtemos o rotulamento de A2, por (2Z2xD) /2mZ?,
que ¢ isomorfo a ZAx 72,
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Para estender isto 2 outras dimensdes, no lugar de I vamos considerar o grupo gerado por
reflexdes em hiperplanos coordenados, e como grupo de transiagbes tomaremos o reticulado
27Z". Estes grupos geram o grupo G = {7 = 7, A4;: A = diag(£], ..., +1),: v € 22"} que fard o
rotulamento.

Teorema 10 Seja & o grupo de simetrias gerado pelas reflezdes em hiperplanos coordenados e
por translagdes por elementos de 227,

(i) G € isomorfo a Z"xZy

(i) O cubo [—1/2,3/2]" € wma regido fundamental para a agdo de 2Z™.

(i1i) O grupo G age livre e transitivamente em A" Se ¢ = 7,4, supp(4) € o conjunto
supp{A) = {1104 = —1} (0 suporte de A), e supp(7,) = {i;u; # 0}, entdo o conjunto de pontos
fizos de g €

Flg} = Z Cig + Z —i—uiei;ci e R

ig¢supp{A) i€supp(A)
igsupp(Ta)
(iv) G induz win grupo de simetrias Gy, no toro T3 = R /2Z™ que também age livre e tran-

sitivamente nos reticulados quocientes AL, = A™/2mZ". Portanto, G5, define um rotulamento
do espaco de Lee (25, . die.}. O grupo G5, € isomorfo a Z],NZ3.

Demonstragdo. (i) O produto semi-direto Z"xZJ a que nos referimos vem da a¢io canénica
de Z§ como grupo de automorfismos de Z™ para ¢ = (ai,...,a,) € Z§ e um vetor v € Z",
o{v) = ((—=1)*v1, ... (=1)*v,). O grupo de matrizes diagonais D = diag(+£1,...,%1) e 0 grupo
ZZ 830 isomorfos via
g: D — zz
A (6(0’11)} ] 6(0'71%))
onde §(—1) =1 e 6(1} = 0. A aplicacdo

¢: G s ZaZD
TuAd ——  (1/2u,8(A))

¢é um isomorfismo entre G e Z"=Z75.

(ii) Para facilitar as contas, mostraremos que R = [0,2]" ¢ regido fundamental para 277
Como a imagem por isometria de uma regido fundamental também ¢é uma regido fundamental,
e [~1/2,3/2" = -3 e, + R, isto basta para demonstrar (ii). Seja v € in#(R), e suponha que
74U € int(R), para algum u € 2Z™. Isto &, > (u; + v;)e; € int(R), ou ainda, 0 < u; +1v; < 2,
para todo i. Por hipétese, uw; = 2k;, k; € Z, e 0 < v; < 2. Logo, se u; # 0, u; + v; nao
pertence a (0,2), e T,v ndo pertence a int(R). Isto mostra que inf(R) N7y int(R} = @ (ou ainda,
int{R) Nint(t,R) = @, pois int(7,R) = Tyint(R)).

Além disso, B* = |J 74(R). Basta ver que cada vetor v de B pode ser escrito como
(Rapring
v 32 v /2] e+ 0 (vi — 2 vi/2])e;s, em que o primeiro termo estd em 2Z" e o segundo em R
Portanto, R é regidc fundamental para 2Z".
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(iii) Para demonstrar que a agdo é transitiva em A", vamos mostrar que A" € a Orbita de
~ 3" 1e; sob G Primeiro, considere um ponto v de A" contido em [—1/2,3/2]". Para um con-

junto de indices I C S8 = {1,2,...,n}, seja oy a reflexdo (v1, .., vs, .., vn) = (U1, ., —Vis oy Un), €
: : 3 _— . - 1. i, 5 — 1
seja o7 a isometria o7 = [[ oy Sewv =Y ge;— 3 jej, entfo claramente v = o7 [~ 3 3e).
iel ie] FjeS\T

Isto resolve tudo, pois 0s outros pontos v em AN[—1/2, 3/2]" podem ser trazidos para [—1/2,1/2]7
por uma transla¢io apropriada de um elemento de 2Z"; logo, todos os pontos de A™N[~1/2,3/2]"
estdo na 6rbita de — 3 3e;. Como [—1/2,3/2]™ é uma regifo fundamental para 22", para qual-
quer ponto v de A” existe 7, € 2Z" tal que 7, (v) pertence a A"N[-1/2,3/2]", e por conseguinte,
3 Grbita de — 3 %ei, Isto mostra que G age transitivamente.

Por tabela, sabemos que os estabilizadores G, = {g € G:g(p) = p} sdo conjugados. Logo,
basta mostrar que um deles € trivial para concluir que a aclo é livre. Para estas contas vamos
tomar o POnio P = 3 3€;.

Primeiro, descrevamos o conjunto de pontos fixos de um elemento de G. Seja g = T A e
suponha que v é fixado por g. Temos as equagfes

(@i —Lvi+u; =0, di=1..n
Para cada i, ou ocorre gy = 1, e entdo u; = 0, e v; € um ndimero arbitrdrio, ou az = —1 ,
e necessariamente v; = ju;. Sendo supp(4) = {¢;as = ~1}, podemos descrever o conjunto de
pontos fixos de g como F(g} = S ae+ Y luenaeR
i€ supp(A) i€supp{A)
ig supp{ry)

Voltando 20 pontop = ¥, %ei: este ponto ndo estd em nenhum Flg). De fato, jd que u € 2Z7,
p=3. %ei néo pertence a nenhum F(r,A) se supp(A} # 0, e supp({A) = 0 se e s6 se g é uma
translacdo pura, g = 7. Logo, g fixa o ponto ) %ei se e s6 se g = id.

{(iv) Para conseguir o rotulamento dos reticulados A7 ., usamos a projegdo canbmica no
toro T3, = R*/2mZ" para induzir uma acio do grupo quociente Gf,, = G/2mZ". Usando a
isometria v e v — 3 %eg de T3, obtemos o rotulamento do espago de Lee correspondente.

Para comecar, observamos que 2mZ” é um subgrupo normal de G; isto segue das contas
feitas no item {i}. Logo, pelo teorema 3, G, = G/2mZ" é um grupo de simetrias de T3,,.
O subgrupo de transformagdes lineares [ ndo ¢ afetado pelo quociente, isto é, cada aplicagio
A estd em uma classe lateral distinta. Malis especificamente, podemos considerar a seguinte
aplicagio, que é composta de ¢ com a projeco Z™ — Zi;:

$m: G — Zre LY
oA (1/2u +mZ" 0(A))

Esta ¢,, ¢ sobre. e seu nicleo é o grupo de translacdes 2mZ". Portanto, temos um isomor-
fismo entre Gf,,, e Z7, XZy.

Continuando: a acdo de Gf,,, em AL, = A"/2mZ" é obviamente transitiva, pois a de & ¢
transitiva em A". Para verificar que a agdo é livre devemos examinar as mesmas equactes de
pontos fixos:
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(asi — 1)v; + u; = 0 mod 2m, i=1,.,n.

Ao invés de descrever o conjunto dos pontos fixos, vamos mostrar diretamente que 3, -12-83‘ nio
pode ser xado por um elemento diferente da identidade. Suponha que g fixa o ponto 3 %ei‘
Se a; = ~1, u; = 2v;mod2m. Para v; = 1/2 ndés obtemos u; = 1mod2m, impossivel, pois
u; € 2Z,. Entdo todo ¢; =1 e u; = 0mod 2m, ie., g = id. Isto termina a demonstragéo. B

Com pequenas alteragdes, esta demonstracio também serve para um outro ladrilhamento,
desta vez apenas bidimensional.

Exemplo 6 Um ladrilhamento de ZZ%,, — no caso bidimensional podemos também consid-
erar um ledrilhamento que segue um padrio alternado, como o da colocagdo de tijolos em um
muro. Nds tomamos o grupo H = {t,A;u € L, A = diag(x1,£1)} onde L € o reticulado
L ={a(2,1) +b(2,-1); a,b € Z}. O grupo rotulador é H= {1, 4;u € L, A = diag(£1,£1)}.
O reticulado 4mZ? € um subgrupo normal de H, e por isso obtemos um ladrilhamento do foro
T3 . pelo grupe Hym= {1, 4;u € L/4mZ?, A = diag(1,%1)}, o que fornece um rotulamento de
7

FIGURA 2 Ladrilhamentos de (Z3,d;).



Capitulo 3

Cédigos Propelineares e GG-lineares
binarios

3.1 Introducao

Neste capitulo e no proximo nds trataremos de cddigos em espacos de Hamming e rotulamentos.
O assunto deste capitulo é a relacio existente entre duas maneiras de trabalhar com rotulamentos
de codigos em Z5. Os cédigos propelineares do titulo foram primeiro apresentados em [37] como
generalizaces de pré-imagens de recobrimentos de grafos pelo grafo de Hamming, isto é, do
n-cubo. Os cddigos sao primeiramente tomados como pré-imagens da projecio da origem. Ou
seja, se 6 : (Z§,d) - T é o recobrimento, o cédigo C é 67 (8(0)). Sob certas condicdes &
possivel assoclar um grupo de permutacdes de coordenadas a este codigo. A generalizacao
disto é considerar codigos C C (Z%5,d) e aplicacdes injetoras destes no grupo de permutagoes
de coordenadas satisfazendo as mesmas condicdes do caso anterior, onde € é pré-imagem de
um recobrimento. Este grupo ¢ utilizado pra fornecer uma estrutura algébrica a C, chamada
estrutura propelinear do cédigo em [37].

Paralelamente, temos outro conceito que também utiliza grupos de permutagfes, pois é
baseado em grupos de simetrias. Os c6digos G-lineares, apresentados em [19, 13]; sdo construidos
via rotulamentos do espaco ambiente. Quando o espaco € o bindrio, os grupos rotuladores
sdo subgrupos de Z§x5,. Aparentemente, estas sao duas maneiras bem distintas de fornecer
estrutura de grupo a cédigos ndo-lineares. Na verdade, a estrutura propelinear nada mais é do
que um subgrupo N de Z3 x5, que age livremente em sua érbita NV (0). Este é um dos principais
resultados desta parte {teorema 11).

Ambos os conceitos incluem os cédigos quaternirios (e os propelineares s3o anteriores a
estes). Somas de ¢ddigos bindrios € quaterndrios s&o a classe mals importante de cédigos prope-
lineares em termos de aplicagdes a c6digos perfeitos [6]; sdo os cédigos propelineares (abelianos)
invariantes por translacdo. Entre esta classe e a de todos os propelineares estio os G-lineares.
Neste capitulo nés fornecemos uma descrigio dos cédigos propelineares em termos de grupos de
simetrias e mostramos as relacbes entre estes e os codigos (-lineares bindrios. Ao final, estu-

29
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damos a extens&o da subclasse dos codigos propelineares invariantes por translacdo para outros
alfabetos.

Esta parte da tese consiste basicamente de resultados publicados em [31], trabalho realizado
com Sueli Costa, Jodo Gerdnimo, Reginaldo Palazzo Jr., J.C. Interlando e Martinho Aratjo.
Fornecemos aqui novos exemplos de cddigos propelineares, ¢ a secio sobre propelineares em
outros espagos de Hamming estende um resultado provado em [2] {ver também [3]).

3.2 Cédigos Propelineares

Cédigos propelineares foram definidos originalmente em [37] com o intuito de estudar relacdes
entre cddigos e grafos, em especial cidigos perfeitos.
Neste capitulo d denotard a distincia de Hamming, salvo mencdo em contrério.

Definicao 19 /37/ Seja T’ um grafo conezo. Uma aplicacdo 6 : (Z5,d) — T € wm r-isomorfismo
local se, para cada u de ZT e 0 < 5 < r,o restrigdo de 6 ¢ bola By(u) € uma isometria.

Associado a esta aplicagao estd o codigo bindrio C(0) = {u € Z7;8(u) = 6{0)}. No mesmo
artigo é provado que, se 7 > 3, e 8{c) = #(b), entdo existe uma permutagido de coordenadas
7w tal que 8(a + s} = (b + map(s)). Fazendo a = 0 e b = v, com #(v) = #(Q}, obtemos
uma aplicacdo injetora « :C(0) — S, dada por v — 7, onde 7, é a Unica permutacio tal
que B(s) = B(v + m,(s)) para todo s em Z§. Isto sugere a definicio de propelinearidade: uma
estrutura propelinear para um cdédigo C € uma fungdo que associa a cada palavra v de C uma
permutacio de coordenadas 7, de modo que o cddigo seja invariante sob a isometria 7,7, (onde
7, é a translacio pelo vetor v). E importante ter em mente que o mesmo codigo pode ter virias
estruturas propelineares, do mesmo modo que pode ter varios rotulamentos distintos.

A conexdo com cédigos quaterndrios se d4 por dois motivos: primeiramente, todo Z4-linear
¢ propelinear; além disso, a principal aplicagdo a c6digos perfeitos envolve codigos que sio soma
direta de lineares e Zy-lineares [6]. Finalmente, como demonstrado em [37], as tinicas estruturas
propelineares abelianas sdo dadas por grupos do tipo Z3* x Z%*. Ou seja, cédigos propelineares
abelianos sdo somas diretas de lineares e quaternérios.

Definicao 20 [37] Seja C um cédigo de Z3 gue contém o vetor nulo. Dizemos que este cédigo
€ propelinear se existir um conjunto de permutagées de coordenadas I = {7, | v € C} tal que

(1) Para cada v € C, v+ my{s) € C se ¢ s6 se s € C;

{2) Para cada par %y, 7y € 1L, 0 produto w7, € a permutacdo my, (que pertence a 11 onde
w = u -+ 7y (V).
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A relacao desta definicdo com o cédigo C(0) associado a um r-isomorfismo local é dada no
mesmo artigo: a aplicacgo n : C(0) — S, satisfaz (1) e (2) da defini¢do acima. Mostra-se que
II é um grupo, € que o proprio cédigo propelinear tem uma estrutura de grupo induzida por .
As operag0es sa0

Uy w4+ Ty {v)
who= —mg )

Usande (1) e (2) da definicio 20 e o fato de II ser grupe pode-se verificar que as ope-
raches acima tornam C um grupo. Mas isto pode ser visto de modo malis simples, usando uma
caracterizacao destes codigos em termos de grupos de simetrias.

3.2.1 O grupo de simetrias do espago de Hamming bindrio

Como foi visto no capitulo 1, as isometrias de (23, d) possuem uma decomposi¢io natural: toda
isometria f se escreve de modo #nico comeo um produto f = ow, onde 7 € uma permutacio de
coordenadas, e ¢ ¢ um produto de permutacgdes de elementos do alfabeto feitas coordenada a
coordenada, o = (01,...,0p). Como cada og; € uma permutacio do alfabetc Zs, na verdade a
aplicacio o € uma translacao 7, e temos o isomorfismo

S{Z3,d) — Z5ixS(n)
TuT —  (u,m)

O produto semi-direto considerado é dado por

(u, ) (v,0) = (u + n(v), 7o)

o que corresponde & acado do subgrupo de permutagOes nas translagoes de Z3. No que segue,
identificaremos S{Z%,d) e Z3x S, (por meio do isomorfismo acima).

A estrutura propelinear é induzida do grupo de simetrias do espago de Hamming. Comecamos
por observar que estes cédigos s@o definidos por uma aplicacdo 7 : C — S, w(v) = m, cujo
grafo Q(r) = {(v,7,)|v € C} pode ser identificado com um subconjunto do grupo S(Z%,d). Na
verdade, é um subgrupo deste.

Lema 4 Seja (Z%,d) o espago de Hamming de dimensio n sobre Zg, € seja Sy, 0 grupe simétrico
de grau n. Um cddigo C C ZF que contém o vetor nulo € propelinear se e s6 se existir uma
fungae
m:C—= S,
U — Ty

tal que seu grafo
Qr} = {(v,my) v € C},

seja um subgrupo do grupo de simetrias de (Z3.d).
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Demonstragao. Seja € um cddigo propelinear, e considere ¢ grafo ©(n} da aplicacio n de C
em S,. Para (v, 7,) e (u,7,) em Q(w), temnos

{Uf W?J){ua T‘FZL) m (IL’ + e (U’) T‘Pvﬁu) = (U + "T'U(u)i W'U%w?ﬁ,.(u})j

pelo item (2) da Definiclo 20. Como u € C, segue que v + 7,(u) € C ((1) da Defini¢ho 20),
e portanto {2(w) é fechado sob multiplicagiio. Como II ¢ subgrupo de Sy, 7 Leg II. Aém
disso, C 3 0 = u + 7y (~m; (), e —7;l(u) € C pelo item (1) da Definicio 20. Como
(U, ’ﬂ"u)—l = (*77171(%}:71—;1): (u?ﬂu)_l € Q{"’T}

Para a volta, suponha que C é um cédigo e w : € — S5, é uma aplicacao tal que
Q(7) = {(v,7y) |Yv € C} é subgrupo de Z3xS,. Claramente, vale (2) da definicdo de cédigo
propelinear, pois (v, 7y)(u, my) = (v + mu(u), 7mymy) e Q(7) é subgrupo, o que implica em
TyTy = Mydeme(u)

Quanto ao primeiro item, sejam v € C e s € ZF tais que w = v + m,(s) € C, e seja
(w,7y) 0 elemento correspondente em §3(m). Como (—m; (v).7;%) = (v,m,)"! pertence a
Qx), s = 7yH{w) — 7w, Y(v) pertence a C, pois é apenas a primeira coordenada do produto
(=7 (v}, 7y ) (w, T}, que pertence a Q(m).

Em outras palavras, cddigos propelineares estdo em bijecdo com subgrupos § de S (Z3) que
podem ser descritos como grafos § = {{v, 7, )|v € C} para algum cédigo C de Z3. Isto termina
a demonstragio. |

Este lema leva & caracterizacio dos cddigos propelineares via grupos de simetrias.

Teorema 11 Um cddigo bindrio C gque coniém o vetor nulo possui uma estrutura propelinear
se e s6 se existe um subgrupo N de S(Z%) tal que C = N(0} and |C} = |N| (ou seja, N age
livremente em C /.

Demonstragdo. Suponha que C C Z7 é propelinear; entdo o grafo (z) é wn subgrupo de
$(Z9) = Z%»S,. A aplicagdo f ~+ f(0) define um rotulamento de C por Q(r) e induz uma agéo
livre e transitiva de Q(n) em C, dada por (v, w,){u) = v + my(u). De fato, é claro que a agio é
transitiva e, commo |C| == [Q(7)|, a acdo é livre.

Reciprocamente, suponha que N é subgrupo de S{Z), com € = N(0}, |C| = |N|. Das
hipéteses sobre IV e C segue que, para cada v € C, existe um unico f € N tal que f(0) = ».
Seja 7 : ZBxS, —+ Sp 0 homomorfismo (v, m) — 7. Entdo a aplicagdo 7 : ' — 5, é dada por
#(v) = n(£(0)) = 7()). -

Deste modo, podemos construir exemplos destes cédigos via rotulamentos. Para isto, vamos
identificar ZZ com os vértices do cubo euclidiano [—1,1]" pela aplicagdo

7 z3 — K"
(a1,.--,a) —  ((=1)" .. (=1)")

Esta funcdo nao € uma isometria, mas estabelece um isomorfismo entre simetrias do cubo e de
(ZZ,d): se f é simetria do cubo, n~1fn é simetria do espaco de Hamming (detalhes na secdo
4.3.4).
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Exemplo 7 Todo cédigo linear C € propelinear, com estrutura dada por N = C. Também todo
quaterndrio € propelinear, com estrutura dada por N = (&7H{C) ,+) C (Z4, +) .

Exemplo 8 Considere a dlgebra de Clifford real Cl,,. Esta dlgebra € construide do seguinie
forma: seja B = {e1,€2,...,en; uma base ortonormal de R*. A dlgebra de Clifford Cl, € a
dlgebra real gerade por R™ onde o produto € definido pelas equacies eje; = —eje;, e‘f = —1.
Pode-se verificar que 8(n) = {1} U {es, 65, ... €,,11 <io < ... <, 1 <k <n} € uma base de
Cl,,, que portanto possui dimensdo 2°. Podemos identificar Cl, com R*" de modo a levar
B{n) em uma base ortonormal. Procedendo deste modo, obternos um grupo de transformagées
ortogonais dado por G (n) = 8(n) U —~p(n), que é um subgrupo multiplicativo de CL, de 271
elementos. O importante € que este grupo mantém invariante o conjunto de vértices C (n)

do cubo unitdrio C, = {Zveﬁ(n) ayv] — 1< gy € 1}, pois estd contido no grupo Z3 xSun e

age livremente naguele conjunio. Logo, o cédigo Cp = n~t ({g (Zvaﬁ(n} v) g € [J’(n)}) é
propelinear, com estrutura propelinear dada por N = G (n).

Quando n = 1, G{1) € isomorfo a La,e isto corresponde ao rotulamento de Gray utilizado
em cddigos quaterndrios. Quando n = 2, o grupe G {2} € isomorfo ao grupo dos quatérnios Qs
e Cp = {{a1,a2.03,04) 13 a; = 0}, que € o cddigo linear [4,3,2]. Este dltimo exemplo € apre-
sentado em [38], e sua importincia vem da classificacdo dos cédigos propelineares invariantes
por translag@o, o tema do artigo mencionado. O que se mostra € que um cddigo propelinear

invariante por translacdo possui uma estrutura propelinear gue € um subgrupo do produto direto
de grupos Z5*, Zy e Qg*.

3.3 Cddigos G-lineares e cddigos propelineares

Os cédigos G-lineares sdo uma extensfo da Zgs-linearidade centrada em grupos de simetrias.
Comeo explicado anteriormente, esta extensdo ¢ feita considerando-se um cédigo quaternario
mais como um rotulamento do que como a imagem de um cédigo por isometria entre médulos.
Este conceito foi introduzido em [19] para cdédigos em espagos métricos em geral. Coédigos
G-lineares em espacos de Lee foram estudados em {19, 13, 30, 28], e no Capitulo 2 deste trabalho
construimos um rotulamento que pode ser usado para a construgio de cddigos deste tipo em
espacos de Lee.

Qs cédigos G-lineares podem ser definidos para uma larga classe de espagos métricos que
inclui os espagos de Lee e de Hamming. Aqui nds nos restringiremos aos cddigos G-lineares em
espacos de Hamming bindrios, mas a mesma definicdo pode ser feita para outros espagos usuais.

Definicao 21 Segja G um subgrupo de S{Z%,d) que age livre e transitivamente em Z5. Considere
a extensdo candnica da acdo de G a uma agdo de G* em (ZE",d), e considere a aplicacdo
avaliacio dada por sg(g) = g(0). Um cddigo C contido em ZE™ é dito G-linear se este cédigo for
imagem por so de um subgrupo H de G*.

1% ¢ a aplicagio de Gray & : Z} — Z3".
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Deste modo, na G-linearidade o passo inicial é estudar os rotulamentos do espago ambiente.
Nisto se diferencia da propelinearidade, pois nesta tltima se procuram rotulamentos de um
c6dige, e ndo do espago inteiro. Um exemplo ndo-trivial de rotulamento do espage de Hamming
é 0 gue segue:

Exemplo 9 Para n = 3, S{Z3,d) ¢ o grupo de simetrias de um cubo, que possui 48 elemen-
tos. Os subgrupos G de S{Z3.d) que sdo isomorfos a Zg X Ly ou ao grupo diedral Dy sdo os
unicos subgrupos rotuladores do cubo (além do grupo G = Z3 gue age por reflezdes no cubo, que
correspondem ds translagbes de Z3).

Uma acdo © de Zs x Zy em Z3 pode ser definida pelo isomorfismo seguinte: dado (a.b) em
Za ¥ Lo, g(a,b) € a transformacgao ortogonal

0 -1 ¢ 0 v (251
gla,b) = 1 0 0 . Tla,b) i vy | i=gla,b) ] v
0 0 (-—1}6 U3 V3
O grupo de matrizes obtido € gerado por uma rotagdo de quarto de volta Rz = g(1,0) em torno

do eizo vertical passando pelo centro do cubo e pela reflezdo g{0,1) no plano horizontal (passando
pelo centro). Nas coordenadas candnicas de Z3 a agio ¥ pode ser escrita do seguinte modo: para
(a,b) € Za x L2 € (v1,02,v3) € Z3, ¥la,b)(vs,v9,v3) = (¢{a)(v1,v2),b + v3), onde ¢ € a agdo
associada @ aplicagdo de Gray ¢. Ou seja, U € a soma da agdo de Zy dada por ¢ ¢ a agdo de
Zo gerada por Tey-

Podemos também definir uma agdo de Dy em Z3. Considere novamente a rotagio Rz, e

também a rotagdo p de dngulo ™ em torno do eizo horizontal bzf - em coordenadas, p(vy, v, v3) =
(—vy,v2, ~V3)- O grupo gerado por R% e p € isomorfo co grupo diedral Iy, gque possui a
apresentagdo Dy = {r, slr® = 8% == id, srs = r71), sendo um isomorfismo a extensdo da aplicagdo
que leva r em Rz e 5 em p. Esta acdo € livre ¢ Dy fem oito elementos; portanto, Dy rotula Z%;
e podemos falar em cddigos [y -lineares.

Exemplo 10 Para n > 4, podemos sempre somar as agbes definidas acima, obtendo, por ex-
emplo, os cédigos L5 x L}’ -lineares.

Além destes, temos um rotulamento de Z3 pelo grupo Qs xZso. Pora isto usaremos a agdo
de Qg definida no Exemplo 8. Para manter a notagdo usual, faremos ey =1, ey = j, erea =k
Vimos anteriormente gue o conjunto C = {+1+itj+k} ¢ invariante sob Qg, e que este grupo
rotula o subconjunto C' = {al+bi+cj+dkla+b+c+d=0mod2}. Mas também temos que C
¢ invarianie sob a conjugacdo quaternidnica J, onde J (al + b + ¢j + dk) = a1 — bi — ¢j — dk;
desta meneira, podemos tomar o grupo G gerado por Qs e J, que ainda preserva C. O grupo
G tem Qg como subgrupo normal, ¢ G & isomorfo ao produto semi-direto Qg xZs, onde Zg age
come a conjugacdo em Qx. O grupo G rotula o conjunto C, e assim pode-se construir cddigos
Qg xZy-lineares. Note que os cddigos propelineares com grupo estrutural (s também sdo
Qg % Zg-lineares.
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Do Teorema 11 vem a conexao entre G-linearidade e propelinearidade. De fato, um céddige
G-linear C é rotulado por um subgrupo H de G¥, onde G* age livre e transitivamente em (Z£7, d).
Logo, C satisfaz as condicdes do teorema com N = H.

Teorema 12 Todo cédigo G-linear bindrio € também propelinear.

A reciproca é falsa: a propelinearidade leva em conta grupos que nao podem ser considerados
em cédigos G-lineares. Note que |G| = 27, e dai qualquer cédigo G-linear bindrio tem de ter 2%
palavras, para algum k.

3.4 C(Cddigos Propelineares Invariantes por Translacao

Os c6digos propelineares invariantes por translacio foram definidos e classificados em [38]. Estes
cédigos, que incluem os cédigos lineares e quaterndrios, sdo caracterizados pela seguinte pro-
priedade: todas as isometrias de seus grupos rotuladores possuem fungéo deslocamento cons-
tante - ou seja, comportam-se como translagdes. Relembrando, a fun¢ao deslocamento d, de uma
isometria g € a funcdo dy{z) = d{gw,z). Se g é uma translagio 7, é claro que d; é constante e
igual a d{u,0). Em espagos de Hamming bindrios, a reciproca € falsa: existem outras Isometrias
que possuem funcdo deslocamento constante.

Em [38], os cddigos propelineares invariantes por translacdc sdo classificados; mostra-se que
eles sao do tipo Z3' x Zj* x QF*. Isto é, se o codigo C admite uma estrutura propelinear com
um grupo N que sd possui pseudo-translacdes, entdo existe uma estrutura propelinear para C
que ¢ dada por um subgrupo N’ de Z3* x Z}* x (§®.

No exemplo 10, vimos que codigos rotulados por (g sdo (Js xZo-lineares. Claramente, am
cédigo de tipo Z5* x Zy? x QF* também é Z5' x Zj* x (g % Zg)™-linear ou, de modo equivalente,
é soma direta de um codigo linear, outro Zs-linear e um terceiro (s xZg)-linear. Deste modo,
todo cédigo propelinear invariante por translagao é também G-linear.

Finalmente, observamos que nao vale a reciproca. Por exemplo, o grupo diedral Iy é um
grupo parametrizador de Z3, como descrito no exemplo 9.

Resumindo, as relacdes entre propelineares e G-lineares sio as seguintes:

Teorema 13 Paro cddigos bindrios, valem os inclusées estritas:
Propelinear invariante por translagdo C G-linear C Propelinear.

3.4.1 Propelineares em outros alfabetos

Podemos considerar estes tipos de cddigos em qualquer espago (A", d), com A um grupo abeliano,
d a distancia de Hamming. Uma extensao natural da propelinearidade considerada em [2] é a
seguinte:

Definicio 22 Um cédigo C em A™ contendo 0 é propelinear se existe um subgrupo N de A" x5,
que age de modo regular em C.
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Observe que o grupo A"xS, é um subgrupo do grupo de simetrias de (A", d}. Como antes,
definimos

Definicio 23 (C, N) ¢ invariante por translagdgo se todo elemento g de N tem fungdo desloca-
mento dg constante.

Um problema interessante é descrever a classe dos cédigos invariantes por translagio em
alfabetos nio-bindrios. Na verdade esta classificacio é muito simples: sfo todos lineares, e
ndo existe outra estrutura propelinear possivel. Este é um resultado que estende um teorema
provado em (3] para A = Zpm.

Teorema 14 Sejarm A um grupo esbeliano, |A| > 2, (A", d) espaco de Homming sobre A",
n > 1. Entdo um codigo C € propelinear invariante por translacdo se e 50 se € linear, e a unica

estrutura propelinear (C,N) para C € dada por sua estrutura linear (N € C considerado como
grupo de translagoes ).

Demonstragdo. Mostraremos que, se g = 7,7 € A" x5, entdo d? é constante se, e somente
se, 7 = id.
Suponha que 7 # id. Os suportes de 7, e = sf0 os conjuntos

supp(r) = {i € {12, ..., n}im(i) # i},
supp(ty) = {1 € {1,2,..,n}l; # 0}, ondev=(v1,...,0n)

Trés casos sdo possiveis.

(i) Os suportes sdo disjuntos. Neste caso, sejam i € supp(r) e vie; = (0,...,0,v;,0, ., 0).
Temos que w{v -+ 7{ve1) — vie;) = w(v) + 2, e dY ndo é constante.

(i1) Existe um indice ¢ tal que ¢ € supp(m) N supp(7,).

(ii.i) Suponha que 7y (1) € supp(Ty).Entao temos

v+ w(vier) — vigr = (v1, - vie1, 0, Vo2, o, Ur(i) Vi -y Un), € Claramente

wl(v + my(vs) —vg) Sw(v) — 1.

(ii.ii) Finalmente, suponha que 7 € supp(r) Nsupp(7y) e que 7, (i) ¢ supp(v). Escolha v] € A
tal que v} # v, v} # 0 (note que isto ndo € possivel no caso bindrio). Entéo,

wiv + mp(vie;) — viey) = wlv) + 1.

Isto mostra que, se d? é constante, entdo supp(n) deve ser vazio. Ou seja, g é uma translagio
pUra. |



Capitulo 4

Rotulamentos Ciclicos em Espacos
de Hamming

4,1 Introducao

Os bons resultados obtidos com os c¢ddigos quaterndrios foram um primeiro impulso para o
estudo de cddigos sobre anéis. Esta generalizacio — cddigos em médulos com pesos — pode ser
proveitosa para o estudo de cddigos em espagos de Hamming, bastando que exista uma isometria
do mdédulo em um espaco( Fy, d).

Naturamente, para cada novo espaco méirico temos um novo problema de teoria de cédigos,
e por isso 0s anéis Z,x e a técnica do levantamento de Hensel adquiriram importancia: por este
métode pode-se construir uma sequéncia de cddigos £y em Z7; a partir de um cédigo em Z7.
Também por isso os anéis Z, tém estado no centro de trabalhos recentes sobre codigos em
médulos.!

Para imitar fielmente a construcdo dos quaternérios, desejariamos obter rotulamentos ciclicos
de espacos de Hamming. Infelizmente a situagdo é a mesma que a dos espagos de Lee: ndo hd
penhum rotulamento além do de ZZ2 por Zg. Isto j havia sido provado em [39] para (2};, d), e
a extensdo para alfabetos quaisquer ¢ feita agui na préxima secdo.

Por outro lado, existemn varios trabalhos sobre pesos em anéis e a realizagdo destes como
cédigos em espagos de Hamming. Existem basicamente duas isometrias: uma de (Zpa,whom)
em um cédigo MDS [p, 2] fixado, e outra, a mais utilizada, de (Zy», Whom) no codigo de Reed-
Muller de primeira ordem. O pes¢ whom mencionado é chamado de peso homogéneo em [16]

10y levantamento de Hensel funciona para cédigos ciclicos apenas. O termo “ciclico” nio se refere arotulamentos
ciclicos, mas sira a o6digos invariantes sob a permutagio (ai,az,...,8n) = {(@n,23,...,@n-1). Estes codigos
podem ser vistos comos ideais no anel R, = F'[z]/ (2" — 1}: identificande (a1,a2,...,8n) cOm a; + a2z + ... +
anz™ !, vé-se que a permutacio acima coincide com a multiplicacdo por 2 em R.. Os ideais de R, s8o quocientes
I/ {(z™ = 1), onde I é um ideal de F [z] que contém o ideal gerado por z" — 1. Como cada ideal de F' lz] é gerado por
um polinémio f (¢}, os ideais de Rn sdo gerados por polinbmios que dividem z” — 1 Para F = Z;, o levantamento
de Hensel do cbdigo C' = (f) C Bx € o cédigo definido em Z i [3]/ (2™ — 1} pelo dnico polindmic mdnico F que
divide {z™ — 1) e que é pré-imagem de f (veja, p.ex., [8]}.
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e [21], sendo definido de modo que os elementos do ideal p"~'Zy« tenham peso méximo nos
codigos mencionados. Como resultados nesta drea, citamos os levantamentos do codigo ternario
de Golay para Zg [21], do cédigo bindrio de Golay para Zg [17], e a generalizagéo dos cédigos
de Delsarte-Goethals para Zox [9]. Em todos estes casos sio obtidos codigos néo-lineares com
parametros melhores do que os anteriormente existentes.

Neste capitulo nds iremos analizar as isometrias citadas do ponto de vista de rotulamentos.
Além de fornecer um modo mais construtivo de realizar estas isometriag, nosso estudo chama a
atencio para um fato que passou despercebido: os cddigos utilizados possuem simetrias que nac
podem ser estendidas ao espago ambiente. Longe de ser apenas uma curiosidade, a existéncia de
tais isometrias torna bem mais complicado o cdleulo da dimensdo necesséria para a realizagao
de um espago (Zpk,’h’J) como codige e, em particular, entra de modo vital na isometria entre
(Zook, Whorm) © © cOdigo de Reed-Muller. De fato, as isometrias deste codigo que provém do
espaco de Hamming néo podem parametrizd-lo, pois se a ordem da isometria é 2™, entdo m
nio pode ser superior a k& — 1. Quiros cddigos j& foram estudados em relacdo & questdo da
existéncia de isometrias ndo-extensiveis [40]. Cédigos cujas isometrias sdo todas provenientes de
S (F, d) sio chamados metricamente rigidos - ou seja, S (C) = 8 (C, F}}, na notagio da segiio
1.2. Como subproduto dos cédlculos feitos, concluimos que os cédigos bindrios de Reed-Muller
nio sio metricamente rigidos.

As construcoes e calculos comegam por considerar as “coordenadas corretas” nos codigos
de Reed-Muller: cada ponto corresponde a um par (f,¢), onde f é um funcional linear e ¢ ¢
uma constante. Disto nds partimos para associar grafos a estes codigos e calcular os grupo de
simnetrias. O caso bindrio é especial, e neste utilizamos a correpondéncia entre o cddigo de Reed-
Muller em Z3™ e o codigo biortogonal em R*™ . Boa parte dos resultados apresentados aqui pode
ser encontrada no artigo “Labelings of Lee and Hamming spaces” [28], escrito em conjunto com
Suei Costa. A demonstragdo da inexisténcia de rotulamentos ciclicos do espago de Hamming
encontra-se no relatdrio de pesquisa [29], também feito com Sueli Costa. A estes acrescentamos
a descricio dos grupos de simetrias dos cddigos de Reed-Muller de primeira ordem e dos codigos

MDS [p, 2], e fornecemos estimativas para ordens de simetrias em (an, dh).

4.2 Rotulamentos ciclicos de espacos de Hamming

Nesta secio mostraremos que rotulamentos ciclicos em espagos de Hamming s existem para
comprimento 1 ou para (Z3%,dp), onde temos o rotulamento de Gray. Isto nio depende em
nada da estrutura algébrica do alfabeto. Por isso, vamos tomar como alfabeto simpiesmente um
conjunto ndo-vazio X.

Este resultado complementa um teorema andlogo para espacos de Lee: estes nao admitem
parametrizagdes ciclicas, a menos dos casos triviais ja mencionados costalee. Na verdade, nem
parametrizagdes abelianas distintas do grupo de translagbes séo possiveis [30, 28]. No caso de
Hamming, existem parametrizagbes abelianas distintas do grupo de translagbes, mas ainda nao
é claro como estas podem ser usadas em cddigos. Em particular, nos espagos bindrios tais



4.2 ROTULAMENTOS CICLICOS DE ESPACOS DE HAMMING 39

parametrizacOes nao podem ser feitas, e ndo se sabe se existem outras (além das fornecidas pela
aplicagho de Gray da Zs-linearidade).

Enfim, este resultado mostra que com grupos ciclicos sé se pode parametrizar cédigos
préprios, e n&o o espago todo. Estimativas em casos especiais — comprimento igual a p™, p primo
- serdo fornecidas mais adiante (Secio 4.3.2), onde veremos que também hé sérias lmitaches
qguanto 2 taxa de tais codigos.

A demonstracao € longa, mas usa apenas um resultado basico sobre a estrutura de um grupo
ciclico e algurmas caracteristicas geométricas do espago de Hamming. No espago de Hamming
(X™,d) noés consideraremos as “retas” X, passando por um ponto p que sdo dadas por

Xi,p = {(pl: e P T Pty e 3pn)§$ S X}

Lema 5 Sejo p um ponto de X e seja B1{p) o bola unitdria centrada em p. Para qualguer ponto
g de X, temos

(H1) d{p,q) = 1 se e 56 se Bi{p) N B1{q) = Xip = X; 4 para algum indice 4;

(H2) d(p,q) = 2 se e s6 se By(p} N B1(q) € um conjunto de dois pontos distintos.

Isto é consequéncia direta da defini¢do de métrica de Hamming. Estas equivaléncias serdo

muito usadas no que segue. Além destas, precisaremos também do seguinte resultado sobre
grupos ciclicos:

Teorema 15 Seja G um grupo ciclico, e sejo g um elemento de G diferente da identidade.
Entdo o subgrupo gerado por g consiste dos elementos de G cujas ordens dividem a ordem de g.

Daqui em diante fixaremos o ponto p = (p1,p2,-- -, Pn), € POr isso usaremos a notacdo X; no
lugar de X; 5.

Lema 6 Seja g uma isometria de (X", d) ,m > 2, e seja G o subgrupo gerado por g, G = {g).
Entdo

(i) Se os pontos p, g*{p} € g°(p) sdo distintos, e tanto ¢'(p) como g*(p) estGo na mesma reta
X;, entio gt (p) também estd em X;.

(ii) Seja G um subgrupo de isometrias que age livremente em X™. Se g(p) e g*(p) se en-
contram na mesma reta X;, entdo a drbita de p sob G, G(p) = {g*(p)lk = 1,2,...,|¢}, estd

contida em X;. Caso g(p) esteja em X; mas g°(p) ndo, os dnicos pontos de interseccdo desta
érbita com X; sdo p e g(p).

Demonstragéo.
(i) Por hipétese, d(g*(p), 9°(p)) = 1 e d{g°(p).p) = 1. Portanto,

d(g"*{p),p) = dig*(p).¢°(p)) =1

e também
d(g'*(p). g (p)) = dlg™*(p),p) = d(p.¢°(p)) = 1.
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Isto mostra que ¢*~*(p) € Bi(p) N By (g*(p)). Pelo Lema 5, Bi(p) N By (¢t(p)) = X;, e
g {p) € X

(ii.a) Suponha que os pontos g(p) e g°(p) pertencem & reta X;. Como G age livremente,
" (p) # g'(p) se k #l e 0 <k, <|g|. Para k = |g| — 1, temos

¢4 M) = g7 p) = " (p) € X,

por (i). Para todos os outros k entre 1 e |g| ~ 2 podemos aplicar inducio em k: se g*(p) € X;,
entdo g" T (p) = g* "~ (p) € X;. Isto mostra que a érbita G (p) estd contida em X;.

(it.b) Agora, se g(p) € X; mas ¢°(p) € X,, seja t > 2 o primeiro inteiro positivo tal que
¢'{p) pertence a X;; mostraremos que ¢ = |g|, e portanto, que g*(p) = p. Observe que a ordem
de g é maior do que 2, pois sendo g°(p) = p pertenceria a X;.

Certamente g*(p) # g(p), pois sendo teriamos g*~*(p) = p, em contradiciio com a escolha de
t. Por outro lado, se g*(p) # p, os pontos p, g(p), ¢*(p) sio todos distintos e estdo em X;. Por (i),
o ponto g~ (p) também pertence a X;, contradigdo novamente. Entdo ¢*(p) = p, o que implica
em g° = id, e a intersecGio de G/(p) com X; consiste dos pontos p e g{p). |

Teorema 16 Seja (X", d) ¢ espago de Hamming sobre X", onde |X| = m. Se (m,n) # (2,2)
en > 1, ndo eviste nenhum rotulamento ciclico de (X™,d).

Demonstracdo. A demonstracdo se quebra naturalmente em dois casos, m =2 e m > 2.
Observamos que o caso bindrio j4 € tratado em [39] por métodos diferentes.

1. Comegaremos pelo caso m > 2. Suponha que existe um grupo ciclico G que rotula X7, e
seja g um gerador deste grupo. Vamos mostrar que 7 == 1.

Para cada reta X;, seja k; o menor inteiro positivo tal que g% (p) pertence a esta reta. Seja
G; o subgrupo de G gerado por g%, G; = {g%%;0 < s < m"/k}.

1.1 Suponha que g°*! (p) nio pertence a X;.

Pelo lema 6.ii, Gi(p) N X1 = {p,g" (p)}. Como m > 2, existe um ponto ¢ em X; que
é distinto de p e de ¢® (p). Como G rotula X ", existe um expoente .0 < ¢t < m", tal que
g'(p) = g. O lema 6.1 assegura que g"~* (p) também é um ponto de X;. Por outro lado, temos

d(g" ™" (p), g% (p)) = d{g"(p).p) = 1.

Como d(g~*'(p),p) = d(¢*(p),p) = 1, mas g~ {p) ndo pertence a X;, necessariamente
g B (p) = (p1,. ., Pj~150,Pj41,---,Pn) COM a 5 p; e j # 1. Logo, ¢*~* (p) pertence & inter-
seccio da bola B; (g% (p)) com a reta X1; mas By (g% (p))NX1 = {p}, e segue que g*~* (p) = p.
Ou seja, ¢ = gi(p) = g (p), absurdo. Portanto Gp)NX; = Gilp) N Xs = {p,¢" (p)} e ndo
temos um rotulamento, contradi¢do novamente. Logo, é necessario que g% (p) pertenca a X;.

1.2 Vamos agora mostrar que a condicdo g%% (p) € X implica em G {p) = X1.

Pelo Lema 6.ii j& sabemos que G1{p) ¢ X;. Para mostrar a reciproca, seja v um ponto
de Xq e sejal tal que 0 <1 < m™ e ¢'(p) = v. Existe um inteiro nio negativo s tal que
sk: <1 < (s + 1)k; ou, em outras palavras, 0 < ! — sk; < k;. Suponha que | # sk;. Entao
o Lema 6.1 garante que g% (p) € X;, mas a minimalidade de &y implica em [ — sk; = 0,
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contradigio. Portanto ¢' = ¢°*! ¢ ¢’ pertence a G;. Isto mostra que G;(p) = X;. Isto também
implica em |G1] = m, porque a acdo de G é livre, e dal e do Teorema 15 segue que G = <gmnwl >

Neste caso, pode n ser maior que 17 Certamente que ndo. Suponha que n > 1 e seja
1 < j <n. N&o podemos ter g°* (p) em X; porque as mesmas contas nos levariam a |G| = me,

usando o Teorema 15, obterfamos &5 = <gm”"1> = ;. Também ndo pode ocorrer que g2 (p)

nao pertenca a X; (como vimos acima), pois iste leva a X, = G(p) N X; = {p, ¢ (p)}, absurdo
(I1X;] > 2). Conclusdo: n=1,e G1 = (g) = G = Ly,

2. No caso bindrio nds identificaremos X™ com Z§ e p com a origem. Isto é apenas para
facilitar a notagao, pois a tnica estrutura algébrica utilizada na demonstragao é a de G.

Sejam g € G como antes, 8 = {e1,..., e} a base candnica de Z%, e seja k tal que ¢*(0) = e1,
0 < k < 2%, Veremos que as Unicas possibilidadession=k=1loun=2ek =1 0u 3 (que é
um rotulamento por Zs).

2.1 Suponha que |gF| > 2; entdo g% # ¢F, o que implica em g7*(0) = e; para algum
j % 1. Seja ! tal que ¢'(0) = e; +e;. Nés temos d{g"™*(0), ¢ (0)) = d(¢*(0),0) = 1 e também
d(g'*(0),0) = d(g'(0), ¢*(0)) = 1. Disso podemos concluir

g (0) € 51(0) N S1(gH(0)) = {g*(0),g7F(0)} == g't* = g=F.

Sendo assim, ou ¢' = ¢° = id -~ 0 que implica em 0 = e, + ¢;, absurdo, ou ¢' = ¢g**, que
é a resposta correta. O mesmo raciocinio aplicado a ¢'* em lugar de ¢'** fornece a equagio
g =g~ ie., g% = (¢°)"!, e portanto g% é um elemento de ordem 2. Logo, g* tem ordem 4.

Pelo Teorema 15 sabemos que todo elemento de ordem quatro pertence ao grupo <ggn-n2>’

que possui apenas dois elementos desta mesma ordem, ¢2*”" and ¢*?"". Entdo apenas dois
pontos da esfera 51(0) podem ser rotulados por elementos de ordem maior que 2, e; e e;. Se
n > 2, os outros pontos da esfera unitaria precisam ser rotulados por elementos de ordem dois,
mas o tnico elemento de ordem dois é gzn_l , que é o elemento ¢*. Como a acio de G é transitiva
e apenas dois pontos de $)(0) estao em sua drbita, conclui-se que n = 2, k = 1 ou 3, e o0s
rotulamentos correspondentes sdo gerados por uma rotacio no sentido hordrio ou anti-horario,
ambos correspondendo a rotulamentos por Zg4.

2.2 Para finalizar a demonstracdo precisamos examinar o caso |¢*] = 2, ie, k = 2%
Afirmamos que isto implica em n = 1. De fato, vimos acima que qualquer g* que satisfaca
d(g*(0),0) = 1 tem de possuir ordem 2 ou 4. Caso |g*| = 4, acabamos de ver que g2 {(0) ndo
pertence a Bi(0). Portanto, se ¢'(0) € By(0), entdo t = 2"~!. Como G age transitivamente
n=1eG = Zs. u

Em particular, para os espagos de Hamming mais importantes, temos

Coroldario 1 Ndo eziste nenhum rotulamento dos espacos de Hamming (F;;:,d) e (%;’k,d) por
Zyin, exceto pore p = 2,k=1en=2 (e os rotulamentos triviass guando n = 1).
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4.3 Cédigos de Reed-Muller de primeira ordem e seus rotula-
mentos

4.3.1 Os grupos de simetrias

Os codigos de Reed-Muller sao cédigos lineares definidos sobre o corpo Zgz. Suas extensdes
para corpos finitos quaisquer s&0 conhecidas por codigos de Reed-Muller generalizados, mas nos
referiremos a todos estes simplesmente como cédigos de Reed-Muller. Comegaremos esta segdo
pela definicio destes cédigos (a métrica usada é a de Hamming).

Seja F, um corpo finito de g elementos, ¢ Fy[z1,...,Zm] 0 anel de polinémios sobre F, a m
varidveis. Dentro de Fylzy,..., 2] destacamos certos subespagos vetoriais, que sio os espacos

Rr,m = {f = Fq[xl-azm]<deg{f) < T'}

onde deg(f) € o grau de f. Considere uma ordenaciio dos vetores de FI", v; < wp < ... < vgm,
e seja ¢ a aplicagao

qm

b Fylzi, ... m] —> Fy
f — {f(b1)7 .- :f(@’qm})

O cédigo (generalizado) de Reed-Muller de ordem r sobre Fy, denotado por GRM(r,m),, é
a imagem de Ry, por ¢. Para o cddigo bindrio de Reed-Muller usaremos a notagio tradicional
RM (r,m). Neste trabalho nés nos ocuparemos de GRAM (1,m) g © Reed-Muller de primeira
ordem. Para ndo carregar na notagao, identificaremos Ry ;, ¢ GRM (1,m),: a0 invés de escrever
#(f), escreveremos simplesmente f, a ndo ser quando for estritamente necessario distinguir o
polinémio e sua lmagem.

Os polinémios enumeradores dos cddigos GRM (1, m), sdo conhecidos e sdo muito simples
de calcular. Os elementos destes codigos sao funcdes afins de m varidveis, ou seja, cada um é
a soma de um funcional linear e uma funcio contante. Enfim, cada funcional tem exatamente
g™ ! zeros, pois, este é o numero de pontos de um hiperplano em F*. Logo, se f € GRM (1,m),
nio é constante, o peso de f é ¢~ 1. Para as constantes, temos a funcio nula e as outras, de
peso ¢g™. Portanto, o polindémic enumerador €

Fra 1

w(z) =1+ (g™ —q)z?" +(g— 127" .
De posse desta informagao podemos calcular facilmente o grupo de simetrias de GRM (1, m),.
Para este cdlculo usaremos um grafo associado a este cddigo.

Definicao 24 T'(1, m,q) € o grafo gue tem por vértices os pontos do cdédigo de Reed-Muller de
primeira ordem sobre Fy, e cujas arestas sdo os pares (f, g) tais que d(f,g) = ¢™.

Em outras palavras, {f,g) é aresta se e 86 se f — g é um polinémio constante. Embora o
mais natural fosse conectar os pontos mais préximos - isto é, conectar f e gse d(f,g) = ¢™ ! -
as contas sio mais simples com o grafo que definimos. Nesta se¢do nos referiremos a este grafo
por T, salvo onde haja possibilidade de confuséo.
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Proposicdo 1 Uma aplicagio ¢ : GRM{1,m), ~ GRM(1,m), € uma isometria se e s6 se ¢
um gutomorfisme de (1, m,q)}.

Demonstracdo. Por um lado, é claro que uma isometria ¢ automorfismo. A reciproca também
é simples: se f e g sdo tais que d(f,g) = ¢™ ! e ¢ é um automorfismo, entdo d (¢f, ég) = g™},
pois s6 hd 3 possibilidades: 0, g™ ! ou ¢™. Nio pode ser 0 ou ¢™ porque ¢ é automorfismo, e
logo s6 pode ser g™ 1. Observe que isto funciona em qualquer cédigo de dois pesos. Segue que
o grupo de isometrias de GRM(1,m), é igual ao grupo de automorfismos de T =

Q grafo I é wma uniao disjunta de grafos completos. Para mostrar isso, considere o subespaco
0,2 de GRM (1, m), dado pelos polinémios que tém grau 1 e possuem termo constante nulo,
mais o polinémio identicamente nulo. Entéo o grafo I' constitui-se de ¢™ ! componentes conexas
indexadas por Op, e cada componente é um grafo completo K.

De fato, seja f um elemento de GRM(1,m),, ¢ seja K(f) a componente gue contém f.
Como (f,g) € aresta de I' se e 36 se f — g ¢ constante, isto é, se esése g = f -+ ¢, com ¢ € F,
temos que K(f) = {f +aec ¢ F}. Como d(f +c1, f+e) = ¢" K(f) é isomorfo ao grafo
completo K .Além disso, existe um dnico ¢ tal que f + ¢ tem termo constante nulo, e por isso
podemos indexar as componentes por Op,.

Vamos agora determinar os automorfismos de I

Teorema 17 O grupoe de automorfismos de I'(1,m, q) € isomorfo a ng X Sgm.

Demonstragco. Considere o grupo de bijecdes de Uy, que é isomorfo a Sg=; identificaremos
estes grupos no que segue. Podemos estender sua acdo para GRM(1.m}, do seguinte modo:
dado f = fo-+¢, com fg € O e ¢ € Fg, e m uma permutagio de O, definimos #(f) = »(fy) +¢-
Esta aplicacio é um automorfismo de I'. Basta ver que d (f, g) = ¢™ se e somente se f = fo+¢1
eg= fo+cz com fo € Onp ec 5 co. Entdio d(n(f),n{(g)} =d(x(fo)+cr,m(fo) +c2) =
dlei e2) = g™

Fixe agora uma enumeracdo de O, e seja K(f;) a componente de f; em I'. O grupo
de automorfismos de K (f;) é isomorfo a Sy, pois K(f;) é um grafo completo K,. Com isto
podemos definir uma agao de ng em I' da seguinte maneira: dados o = (o1,...,04m) € ng
e um vetor f = fi+c¢ € GRM{1,m},, entdo o(f} = f; + o;(c). Isto é um automorfismo de
I: se f — g € constante e diferente de zero, entdo f = f; +¢; e ¢ = fi + ¢z, e é claro que
o(f) —olg) = oi(e1) — o {c2} é constante e ndo-nula.

Mostremos agora que todo automorfismo de I' pode ser expresso {de modo tnico) como
wm produto de uma permutacdo de componentes e de um elemento de ng. Primeirc, note
que a intersecgio destes grupos é o grupo {id}, o gue implica na unicidade da decomposicio.
Prosseguindo, seja ¢ um automorfismo. Como ¢ é automorfismo, ¢ permuta as componentes
K(f): ¢{K(fi)) = K(f;). Fazendo j = =(i), definimos uma permutacdc de componentes
7 € Sym. Claramente, temos ¢n~ (K (f;)) = (K(f;)), para todo f; em Op,.

A notagio é motivada pelo caso bindrio, onde o codigo O € chamado de cédigo ortogonal, O motive é que
este codigo corresponde a uma base ortogonal em RY .
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Agora, como ¢n~! fixa as componentes, podemos olhar as restricdes correspondentes, isto
¢, ¢ M (s K(fi) = K{fi). Seja o; 0 elemento de S, que corresponde a qﬁw”llgm}, e seja
o= {o1,...,04n). Entdo temos ¢7~! = 0, ou seja, ¢ = or. Mais ainda, temos que Aut{l) é
isomorfo a um produto semi-direto de ng por Sym. Para verificar isso, sejam m € Sym, 0 € 547,
e f=fi+ce GRM(1,m), Entio

rort (f; +c)

il

ﬁc{fw—z(i) +c)

s (fﬁ—z(i} + 0'7»1(1‘)5)

fi ""}”O_T‘-wl{i)c

(aw‘l(l): e :Uw‘l(qm)) {fi+c),

o que mostra que ng é normal em Aut (I') e que a estrutura de Aut (T} é dada pelo produto semi-
direto usual de Sym por S¢ : (0, 7) (o', 7") = (o{c')™, 77'), onde (/)" = (Fo-1(1)s+ ., Tpmi(gm))-
|

4.3.2 BRotulamentos Ciclicos
Rotulamentos de GREM (1,m}),

A existéncia de rotulamentos ciclicos para o cédigo de Reed-Muller é uma consequéncia de um
teorema geral sobre isometrias entre anéis e este cédigo. O caso bindrio havia sido tratado em
9], onde ¢é exibida uma isometria entre RM(1,m) e o anel (Zom+1) com o peso w dado por
w(0) = 0, w(2™) = 2™, e w(v) = 2=l para v # 0,2™. A isometria mais geral aparece em
[21] como uma extensao da anterior para os cddigos de Reed-Muller de primeira ordem sobre
alfabetos g-drios. O resultado referido é o seguinte:

Teorema 18 [21] Seja R um anel de cadeia finito {de caracteristica q) e comprimento m. Entdo
existem um peso w em R tal que (R, w) e GRM(1,m), sdo isométricos.

Como Zgm+: € um anel de cadeia finito, conclui-se deste teorema e do Lema I a existéncia
dos rotulamentos ciclicos de GRM(1,m},. O peso w em R é uma variagdo do peso definido
no pardgrafo anterior. Basicamente, a cadeia de ideais de R é dada per 0 C J™ C J™ C

. C J C R, onde J é seu ideal maximal. Os pesos sdo w{0) =0, w(r) =¢gmser € J™ ¢
w(r) = ¢™! para os demais elementos. Vé-se af o perfil de pesos de RM (1,m),, pois |J™| = q.

A descricao das isometrias do codigo € a base para obter rotulamentos explicitamente dados
por simetrias. Considerando uma enumeracao de Oy, tomaremos o ponto f} como ponto inicial.
Sejam 7 um ¢™-ciclo de Sym e o' um g-ciclo de Sy. Defina o = (o1,...,0.m-1) € S¢ por

o.sei=1
o = . -
id, caso contrario.

Seja ¢ = ow. Aplicando ¢ seguidamente a f; percorremos todo o cédigo de Reed-Muller. De
fato, seja 0 < k < g™ 1, k=1¢™ +r, com 0 <r < ¢™. Entéo

" (f1) = Frrny + (C”)l (0}
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Como tanto 7 quanto o' sdo ciclos de ordem maxima, temos ¢*(f;) = fi apenas guando
k = g™, Portanto, isto é de fato um rotulamento ciclico de GRM {1, m),

Rotulamentos ciclicos do cddigo de Reed-Solomon sobre £

Os calculos feitos podem ser aplicados ao caso do cédigos de Reed-Solomon, que também foi
estudado como imagem isométrica do anel Z,2, p primo. Isometrias entre Zy2 e codigos MDS
do tipo [p,2] foram construidas em [16], e esta construclo foi estendida para anéis de Galois
GR(¢?,p*) e codigos MDS [g,2] em FJ, como pode ser visto em [23], pp.220-222 {ver também
[33])°. Nesta parte nés faremos rotulamentos do eddigo MDS de Reed-Solomon pelo grupo Zz,
g = p".

Definicio 25 Seja L o espaco dos polindmios de grau 1 em uma varidvel sobre Fy. Considere
a aplicagdo de avaliagdo

{

¢: Fyla] — Fg

f —r (f({})~f(1)af{q_1))

O cédigo de Reed-Solomon (de grau 1} € a imagem de L por ¢. Denotaremos este cddigo
por RS.

E facil ver que este cédigo é MDS: cada polinémio nic-nulo de L sé tem um zero em Fy, e
porissod =g— 1. Como k=2 e n=gq, temos a igualdade £k +d =n+ L.
O grupo de simetrias pode ser calculado de modo andlogo ao do cédigo de Reed-Muiler.

Teorema 19 O grupo de simetrias de RS € isomorfo a S§x.5,.

Demonstracdo. Seguindo os mesmos passos da demonstragio para o cédigo de Reed-Muller,
tome o grafo I com vértices em RS e arestas (¢, ¢g) tais que f—g é constante. Os automorfismos
de T sao as isometrias de RS. De fato, existem apenas dois pesos em RS, e basta usar o mesmo
raciocinio anterior. Como antes, este grafo também é feito da unido de grafos completos. Suas
componentes s2o os conjuntos K (az) = {¢ (ax +b);b € F,}, sendo portanto ¢ componentes
de ¢ pontos cada. Por argumentos andlogos aos do caso Reed-Muller, os automorfismos de
T' podem ser decompostos como produtos on, onde 7 é uma permutagdo de componentes, e
o = {04,01,...,0¢-1) € um automorfismo que fixa as componentes. Em termos dos pontos de
RS, temos
(00,01,...,0q-1)} (dlax + b)) = ¢laz+04({b))
7 {¢ (az + b)) = ¢(r(a)z +9)
Todas as permutacdes de componentes sdo possiveis, e cada componente é um grafo completo.

Portanto, o grupo pode ser escrito como GH, onde G é isomorfo a S¢ e H, ao grupo S,. Pelas
mesmas contas do caso anterior, obtemos que Aut (') € isomorfo a S¢xS,. [ ]

3Tode codigo satisfaz a inequaglo k +d < n -+ 1 {para espagos de Hamming). Quando vale a igualdade, o
cédigo é chamado MDS (maximum distance separable).
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Usando esta decomposicdo de S (RS) € facil construir rotulamentos ciclicos. Tomamos no-
vamente um g-ciclo 7 de Sy e um g-ciclo ¢’ de §,, definimos ¢ = (o4, ... ?O'qm‘_l) e 5¢ por

olysei=1
Oy == . ;s
id, caso contriric.

e tomamos ¢ = om. Esta simetria tem ordem ¢° e rotula o cédigo. Concluindo,

Teorema 20 O cddige de Reed-Solomon RS pode ser rotulade por um grupo ciclico de isome-
trias.

Nés observamos que estes c6digos também nio sio metricamente rigidos (isto foi mostrade
em [40]).
4.3.3 Estimativas sobre a ordem de simetrias em (Z!",d)

Voltando aos codigos de Reed-Muller, uma coisa que chama a aten¢do é a taxa do cddigo {(a
razio k/n). A taxa de RM (1,m), é muito baixa , e uma questdo que se coloca naturalmente é se
existem rotulamentos ciclicos de coédigos com taxas maiores. Nés podemos fornecer uma resposta

parcial a esta pergunta estudando o grupo de simetrias de (zg”, d). Para isto vamos precisar

apenas de um pequeno resultado sobre ordens de elementos e de um subgrupo p-Sylow particular

de (22", d). Quanto a este tltimo, utilizaremos a identificagio S (25.d) = 55 xSy

Lema 7 [13] Seja G um grupo finito e N e H subgrupos de G, com N abeliano e normal em G.
1. Sejamn € N e h € H. Entéo |nh| divide n|[h].

2. Suponha que N N H = {id}, de modo que podemos formar o grupo NxH. Entdo a ordem
de h divide a ordem de nh.

Demonstracdo. A primeira afirmacio segue da equacio
(nh)" = n{hnh~ V) (RPnh™2) .. (A" tnh" AT,
Se [n| =r e [h| = ¢, entao
(nh)™ = [n(hnh™ 1) (A*nh™2) . (R inh ],

Como a aplicagao n Rfnh=* é um isomorfismo para cada &, |n] = lhknh“kg. Como o
grupo N ¢ normal, & expressao 4 direita da igualdade sé envolve elementos de N. Usando a
comutatividade, obtemos

(nh) = [n(hnh~Y)(R2nh2) .. (h*"Inps~ 1"
n"(hnh =) (k=9 . (RS inhsTYT
i

I
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Isto prova a primeira afirmagdo. Para a segunda, considere a projecio

p: N=xH —= N
nh - T

que ¢ um homomorfismo sobrejetor. Entdo, como (n)™ = p (nhl"™M) = p (id) = id, temos que
ih| divide |nAl. &

Teorema 21 Sejo [ uma isometria de (Zgn;dh). Se a ordem de f ¢ uma poténcia de p, entdo
i <pt

Demonstragio. Seja f uma isometria que tem ordem pf. Recordamos aqui alguns dos re-
sultados dos teoremas de Sylow: se G ¢ um grupo com ordem p*h, sendo p e b coprimos, entdo
existe um subgrupo de ordem p*. Um subgrupo com esta ordem é chamado de p-Sylow. Todos
os p-Sylows sao conjugados em G, e se f € um elemento de ordem p*, entdo f pertence a algum
p-Sylow.

No nossc ¢aso, temos

|SE" xS | == (pIPP" (p™1) = plrt(n=D+t D™y o g™+ ({(n740)/2),

e existe entdio um subgrupo H de 85" % Spn de ordem p#" (" +7)/2) que contém f, pois |f] = p*.
Para estimar o méximo expoente &, vamos usar um subgrupo de 5’}3‘”’ X Sp= que contém um outro
p-Sylow conjugado a este. i

Em S2 temos o p-Sylow Z§ (o grupo de translagdes). Seja G um p-Sylow de Syr. O grupo
gerado por G e ZE" é um produto semi-direto, 73" G, porque ZF & invariante sob a acio de Syn
(por conjugacao). Sua ordem é pnFn) /207 portanto este é um grupo de Sylow de S5 x Syn.
O grupo H que contém f € conjugado a 2{?«& e podemos examinar as ordens de elementos
neste grupo para concluir sobre a ordem de f. Para simplificar, tomaremos f no grupo Zf,n X Spa,
que contém ZgnxG. Veremos que a estimativa assim obtida é étima.

Seja f = g um elemento de Z2 ® S,», e suponha que |f| = p*. Pelo Lema 7, p* divide [g! |].
Comoaordemdegépoul, %=1 divide a ordem de 7. Logo, se m = c1¢3. .. ¢s € a decomposigdo
de 7 em ciclos disjuntos, algum ¢; tem comprimento % ou p*. Como o comprimento miximo
de um ciclo é a dimensio do espaco, p”, temos que p~! < p”, ou seja, p° < p" . Observamos
que esta estimativa € 6tima: o elemento f = (1,0,...,0)(12...p") tem ordem p"*%. ]

Assim, se um cddigo C em (z;g”, dh) ¢ parametrizado por um subgrupo ciclicode S (Z,’;TZ d,h)
de ordem poténcia de p, este c6digo tem no maximo p™*! pontos. Esta estimativa indica que as
parametrizacdes de c6édigos de Reed-Muller devem estar préximo do melhor possivel em termos
de ntmero de pontos rotulados. No entanto, este resultado ndo leva em conta as simetrias
de codigos que néo se estendem ao espago ambiente, e por isso pode haver algum cddigo com
uma simetria ciclica de ordem maior que a dada pelo ultimo teorema. No entanto, ainda nio
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foi encontrado nenhum rotulamento ciclico que passe a barreira de p™*!, e as simetrias nfo-

extensiveis j4 aparecem de modo fundamental nos rotulamentos dos codigos de Reed-Muller
bindrios, como Vereinos a seguir.

4.3.4 Rotulamentos do Reed-Muller bindrio de primeira ordem

Existe uma forma bésica de estudar cédigos bindrios como cddigos esféricos que é a identificagio
entre espagos de Hamming e o conjunto de vértices de n-cubos em R”. Isto ja foi utilizado neste
trabalho na construgdo de exemplos de cédigos G-lineares e propelineares (capitulo 3). Esta
identificagio é essencial nesta sec@o, e comecamos por suas propriedades bdsicas.

Seja 3= {€1,..-,en} uma base ortonormal de R”, e considere a aplicaco

7 Z3 — R?

(a1, van) = T (D)%

Seja Cp, = [—1,1]" = {3 /= aie;] — 1 < a; < 1} o hipercubo associado & base 3, e seja C(n)
o conjunto de vértices deste hipercubo. Considere C(n) como um espago mé‘srico.' com funcdo
distancia induzida pela métrica euclidiana. A aplicacio 77 estabelece uma correspoﬁdéncia. entre
cddigos esféricos contidos em C(n) e cédigos bindrios. Embora 7 ndo seja uma isometria, muitas
propriedades geométricas sdo compartilhadas entre o cédigo C e sua imagem 7{C). Em éSpeciaL
seus grupos de simetrias sdo isomorfos - no sentido de [13], podemos dizer que eles possuem N
mesma configuracac meétrica. Costuma-se usar a aplicagio 7 no estudo de cédigos de Kerdock e
de funcdes curvadas (bent functions; ver p.ex. [27, 10]).

Proposicio 2 Seja 8 = {v1,...,v,} uma base ortonormal de R*, e sejan : Z§ — R* q
aplicacdo assoctada. Entao

(i)[27] Para u, v in ZY, (nu,nv) = n — 2ds(u, v);

(i) Parae cada cdédigo C em Z3, 1 induz um isomorfismo de grupos entre S{C) and S(n(C}).

Demonstracdo.
(1) {nu,nv) = Z?__wl(——fi)“f*“f = —wp{u+v)+n—(wp{u+v)) = n—2wp (u+v) = n—2dp (u, v).
(ii) Segue diretamente ‘de {i). Seja g um elemento de S(n(C)); entdo (gnu,gnuv) = (nu,nv)
para todos u,v em C. Seja ¢" a fungdo g7 = n7lgn : C ~ C. A aplicagiio g +» g7 é um
homomorfismo, e, por (i),

wr(gTu+g"v) = 1/2(n— {ng"u,ng"v))
= 1/2(n— (gnu, gnv))
= 1/2(n— {nu,nv}))
= wplu+uv)
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No problema de extensfo da Zg-linearidade, vérios artigos trataram disto do ponto de vista
de isometrias entre mddulos e cddigos. Como foi explicado no Capitulo 1 (lema 1), isto é
equivalente a trabalhar com isometrias dentro do cddigo. Nesta parte usaremos a aplicagéo
71 para descrever todos os rotulamentos ciclicos do cddigo de Reed-Muller bindric de primeira
ordem - que correspondem aos obtidos anteriormente. Estes rotulamentos serdo descritos via o
grupo de simetrias do cddigo esférico associado n{RM (1, m}). Este ¢ umn cddigo biortogonal em
RE2™ . e seus rotulamentos ciclicos sdo facilmente descritos.

Definicdo 26 Um cddigo esférico C em R € dito biortogonal se € obtido do “referencial duplo”
B = {£e;,...,Ten} por rotacdo e/ou semelhanga.

O fato que n{HM (1, m)) € biortogonal ¢ conhecido na literatura mas, como nfo encontramos
nenhuma referéncia com uma demonstragio, incluimos uma na proposicdo a seguir.

Proposicio 3 Seje 8 = {vi....,vam} uma base ortonormal de B2" | ¢ sejan: Z2 — B q
aplicacdo associada. Entdo
(i} O cddigo de Reed-Muller RM{1,m) ¢ levado por n sobre um cédige biortogonal em =
(#i) Dada uma funcio afim [ de ZT, seja H(f) = {f + hih = Y aizi,a; € Za} (o classe
lateral de Oy, que contém f). Entdo cada ordenacdio de H(f) induz um rotulamento ciclico de
RM(1,m).

Demonstracéo.

(i) Como j& visto, o polindmio enumerador de RM(1,m) é t2" + {27+ — 212" + 1.
Como o ¢6digo € homogéneo (€ linear), este é o perfil de distdncias para qualquer ponto. Em
outras palavras, para qualquer g em RM (1, m), existem 2™%! — 2 pontos A no cédigo tais que
{ng.mh) = 2™ — 2(2™}) = 0, e também que existe um ponto h (que é o ponto g + 1) tal que
{ng.nh) = 2™ —2(2™) = —2™. Portanto, C = (RM (1,m)) é um cédigo biortogonal com vetores
de norma N = 2™.

(i1} Primeiro descreveremos os grupos ciclicos que parametrizam o cédigo biortogonal
C = n{RM(1,m)). A cada base 8§ C C corresponde uma simetria T que rotula C; se

B ={vy,...,vym}, entdo T é a transformacdo linear definida por
) U'.;.li‘:ﬁl,...‘zm'—l
T J— 34+1s H 3
vi { —vy,i =27

A ordem de T" é 27"** e T percorre todo o cédigo C. Por outro lado, dada T € $(C) tal que
o grupo (T} age livre e transitivamente em C, temos que a ordem de T' é 2*! ¢ que o conjunto
B(T,v) = {v,Tv,....,T¥" v} tem que ser uma base de R2" para qualquer v € C. Basta ver
que se existe 0 < & < 2™ com T*y em <{’U,T’U, . ,Tk“l’u}>, entdo T*v = T9v para algum 7 # k,
pois T (C) = C. Dai TF%v = v, e a acdo de (T") néo é livre, constradicio.

Deste modo, temos uma correspondéncia entre bases contidas em C e grupos ciclicos que
rotulam C. Por outro lado, seja H(f) = {f + hih = > a;z;, a; € L3} a classe lateral de Oy, em
RM (1,m) que contém f. Pela proposicio 2, temos

(nf.n(f +h)) = 2™ — 2uw(h) = 2™ — 2 (2"7%) = 0.
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Como H(f) tern exatamente 2™ elementos, 7 (H (f)) é uma base de B2™. A reciproca ¢ valida
pela mesma conta: qualquer base § € levada em um “hiperplano” Op, + f. Isto estabelece uma
bijecdo entre as classes Op, + f e as bases contidas em C, a menos da ordem dos vetores de cada
base. Como ja tinhamos uma bijecdo entre rotulamentos e bases, segue que existe uma bijecdo
entre ordenacdes de classes laterais Oy, + f e rotulamentos. =

Um dltime ponto a ser demonsirado € que estes rotulamentos de BM(1,m) sio feitos por
simetrias que nfdo podem ser estendidas ao espago ambiente. A prova é feita por uma simples
estimativa sobre a ordem de uma isometria. Para issc usamos a novamente a fatoragio de uma
simetria g como 7Ty, onde 7 € uma permutacio de coordenadas e agora 7, ¢ a translagio por
um vetor u.

Teorema 22 Seja g uma simetria do cédigo bindrio de Reed-Muller RM (1, m). Se g define um
rotulamento, entdo g ndo se estende o uma simetric prépria de (Z3",dy,).

Demonstracdo. Seja g € S(2™xZ3 , g = (m,u), e suponha que {g| = 2* para algum k. Pela
demonstracio do Teorema 21, sabemos que k¥ < m + 1 e que se |gl = 277}, entdo v = 27
Seja C um cédigo bindrio contido no cédigo [2™,2™ — 1] = {v € ZJ"; 3.7, v; = 0}, e g uma
simetria deste codigo do tipo g = (7, u) {ou seja, extensivel). Entdo a ordem de g é menor do
que ou igual a 2. Para ver isso, suponha que |7| = 2™, ou seja, que 7 é um 2™-ciclo. Em
particular, cada sequéncia {s,7 (s), 7 (s),...,n2" "1 (s)} é apenas um rearranjo da sequéncia

11,2,3...,2m}. Como ¢ = (r", L0y mtund),

21‘71 — : _ 2m 2?’!’!,
Y=o umt = {305 Ur=if1)s- - s Doimo ’Um—-i(n))
am 2m
S )
= 0,

portanto g°~ = ¢d. A outra possibilidade € que 7| < 2™, mas af temos |g] < |r|lu| < 2771,

Segue que nio existe simetria de (Z3",dy) que preserve RM(1,m) e tenha ordem 271
Todos os rotulamentos ciclicos séo feito por isometrias ndo-extensiveis, e 0 ¢édigo ndo é metri-
camente rigido.
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4.4 Perspectivas Futuras

Os resultados obtidos neste trabalho sugerem o caminho para abordar alguns problemas cor-
relatos e também sugerem novas questdes envolvendo simetrias de cddigos. Nds destacamos as
seguintes questoes:

Simetrias extensiveis dos cédigos de Reed-Muller GRM (1,m),

Neste trabalho nds descrevemos as simetrias do cédigo de Reed-Muller. No entanto, com
excecao do caso bindrio, ndo conhecemos ainda o grupo das simetrias extensiveis, isto é, o grupo
S (G’RM (1,m), F§ ) das simetrias que sdo induzidas do espaco ambiente (embora o grupo
de automorfismos ja seja conhecido [4]). Determinar este grupo é uma questio importante para
uma melhor caracterizacdo geoméirica do cddigo, e também é um caminho para descobrir a
natureza dos rotulamentos ciclicos dos c¢édigos de Reed-Muller.

Estimativas sobre a menor taxa possivel para rotulamentos ciclicos

Um caminho alternativo ao de estudar cédigos em R-médulos a partir de isometrias entre
estes modulos e cbdigos de Hamming é partir diretamente do médulo. Isto é, primeiramente
se estuda um peso (ou classe de pesos) sobre um mdduloe M, esboga-se uma teoria de cédigos
para este caso, e depois busca-se uma isometria entre M e wm cédigo de Hamming [16, 23]. A
questdo sobre qual a taxa mais baixa para um rotulamento por Z,, existir vern destes trabalhos.

No caso binario existe o caminho de considerar o problema associado na esfera, como feito
aqui vérias vezes. KEste pode ser um modo de resolver o problema, pois todos os grupos de
simetria de codigos em Z3 se encontram no grupo ortogonal real O(n), o que nos déd um
ponto de partida. No presente trabalho a questdo foi resolvida para codigos cujas simetrias sdo
todas induzidas. Para seguir as mesmas idéias da demonstragio, o que buscamos é um subgrupo
discreto H de O (n) gque contenha todos os grupos de simetria de uma classe razoavel de cédigos.

As contas sobre os rotulamentos possiveis viriam de estimativas sobre a ordem de elementos de
H.
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Cédigos perfeitos corretores de 1 erro em espagos de Lee

Neste trabalho nds estudamos os codigos perfeitos lineares em dimensdo 2. Em [20] sdo
descritos codigos corretores de 1 erro em dimensdo n. O resultado é

Teorema 23 [20] Dado n inteiro positivo, sejam ¢ = 2n+1 e C o nicleo de A : Z} — Zy,
MMz =S5 iwg. Bntdo O € um cédige perfeito de distincia 3 no espago de Lee sobre Zj.

Na verdade, pode-se mostrar facilmente que todos os c6digos lineares perfeitos {corretores
de 1 erro) sdo descritos como nucleos de funcionais do tipo

(—1)% Tp-101y + (=1)%2 2Zp-1p0) F .. F {~1)%n NTr-1(n);

onde © é uma permutagdo e a; = 0,1. Isto sugere que haja uma agdo do grupo Z5xS, no
conjunto destes codigos. Isto é verdade, e todos estes cédigos sdo equivalentes, exatamente
como no caso bidimensional, Vérias questOes ainda restam, entre as quais destacamos a descrigio
dos grupos de automorfismos e a existéncia ou ndo de codigos perfeitos ndo-lineares além dos
transladados dos lineares. A resposta a ambas as questdes passa pelo cdlculo do grupo de
automorfismos do codigo >, iz; = 0. Para isso pode ser vantajoso utilizar as conexdes entre
codigos e reticulados, e fazer este cdlculo via o grupo de automorfismos do reticulado associado,
Lo ={(a1,....an) € %32 1 %a; = Omod (2n + 1)}.
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