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Besumo

Neste trabalho. estudamos a geometria das estruturas-f invariantes e curvas f-
holomorfas em variedades bandeira, a construcio de toros equiharmonicos em varie-
dades bandeira complexas ndo-degeneradas que nao sao f-holomorfos para gualquer
estrutura-{ invariante.

Calculamos a segunda variagao da energia para superficies harmonicas rieman-
nianas fechadas em variedades bandeira munidas com métricas do tipo Borel dal
discutimos a estabilidade para o referencial de Frenet de aplicacbes holomorfas com
respeito a uma grande classe de métricas invariantes em F(N) obtidas via pertur-
bacio de métricas Kahler. Além disso relacionamos a teoria de torneios com as
estruturas quase complexas de uma variedade bandeira.

Finalmente mostramos que a métrica Killing em F{N) é (1,2)-simplética se e

somente se N < 3.



Abstract

In this work we study the geometry of invariant f-structures and f-helomorphic
curves on fag manifolds, and the construction of the equiharmonic tori on full
complex flag manifolds which are not f-holomophic for any invariant f-estructure.
Moreover we relate the tournament theory with the almost-complex on a flag ma-
nifolds.

We compute the second variation of energy for harmonic closed Riemann surfa-
ces into flag manifolds equipped with the Borel type metrics then we discuss stability
for Frenet frames of holomorphics maps with respect to a very large class de invari-
ants metrics £7(/V) obtained via perturbation of the Kéhler ones.

Finally we proof that the metric Killing on F(N) is (1,2)-simplétic if and only
it N < 3.

B



Introducao

Uma aplicagdo ¢ : (M.g) — (N,k) onde (M, g) e (N, h) sdo variedades
Riemannianas € harmonica se ela € um ponto critico do funcional energia
NS O
E(@) == { [dé| v,
\ 2w

=

onde [|do|l € a norma de Hilbert-Schmidt {ou da soma} da aplicacio linear d¢.
De forma equivalente ¢ é harmonica se e somente se satisfaz a equacdo de Euler-
Lagrange: J
L E(s
dt ((p )E =0
para toda variagdo (¢.).t € {—c.g) de ¢. Uma referéncia para um estudo mais

= (

detalhado de aplicagdes harménicas é o livro de Eells e Lemaire [3].

Definicao 0.0.1 Usando as estruturas quase hermitianas de M e N, definimos a
densidade de energia parcial de ¢, como os seguintes quadrados de normas comple-

xas, € ee’: C{M.N) — C
¢'(¢) = |9af’

&'(9) = |89

Definicao 0.0.2 Considerando M uma variedade compacta definimos:

)= [ clopero) = [ o,

entac obtemos E{¢) = E'(¢) + E"(¢).
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Um importante resultado de Lichnerowicz que serd demonstrado no capitulo 1 é:

Teorema 0.0.3 Se M e N sdo variedades quase-Kéilher entdo K (¢) é um invarianie
homotépico, isto €, constante sobre componentes conexas de C{M, N ); onde K{¢) =
"(6) — E"(0).

Este teorema continua valido no caso em que a variedade NV é (1,2)-simplética.
Definicao 0.0.4 Uma variedade bandeira é um espaco homogéneo G /T onde G ¢

um grupo de Lie compacto e T é qualquer toro maximal. Denotamos por F(N) a
variedade bandeira com G =U(N) e T =U{1) x - x U{1).

e

N-vezes

O estudo das métricas invariantes sobre F(V) envolve as estruturas quase-
complexas. Burstall e Salamon [4] mostraram que existe uma identificacio natural
entre estruturas quase-complexas invariantes sobre F{N) e torneios com IV vértices
(ver cap 3, secdo 3.1). O resultado de Borel e Hirzerbruch [3] mostra que existem
(¥} estruturas quase complexas U (N )-invariantes na variedade complexa F{N).

(Juando as variedades alvo sao variedades bandeira complexas, um método €
estudar as estruturas quase complexas horizontais mais geralmente, estruturas-f ho-
rizontais, ja que as aplicagoes holomorfas horizontais sio harménicas para toda
métrica invariante [1].

Este trabalho esta organizado como segue:

O capitulo 1 contém conceitos basicos e, alguns resultados importantes sobre
aplicacdes harmdnicas e holomorfas entre duas variedades riemannianas que preci-
saremos nos capitulos posteriores.

No capitulo 2 estudamos a geometria das estruturas-f invariantes, curvas ho-
lomorfas em variedades bandeira e a construgéo de um exemplo de uma aplicacéao
equiharmonica que nac é {~holomorfa.

No capitulo 3 calculamos a férmula da segunda variacao da energia para su-
perficies harmonicas riemannianas fechadas em variedades bandeira munidas com
métricas do tipo Borel e as condigbes de estabilidade para o referencial de Frenet de
aplicagdes holomorfas .

No capitulo 4 relacionamos o estudo da geometria complexa das variedades
bandeira nao degeneradas F{/N}, aplicagbes harménicas e a teoria de torneics. Fi-

nalmente mostramos o resultado:
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Teorema 0.0.5 A métrica de Killing sobre F(N) é (1,2)-simplética se e somente
se N < 3.




Capitulo 1

Aplicacoes Harmonicas e

Holomorfas entre Variedades

Neste capitulo introduziremos os conceitos de aplicacbes harménicas, holomorfas
e variedades quase Kihler e desmonstraremos um importante teorema devido a

Lichnerowicz.

1.1 Aplicacoes Harmonicas

Seiam (M, g) e (N, h) duas variedades riemannianas diferencidveis, as quals supomos
conexas, compactas, orientadas e sem bordo, de dimenséo m e n respectivamente.
Seja ¢ : M — N uma aplicacao diferencidvel (ou seja C*)en: W — N um
fibrado vetorial, denotamos por ¢"'W o fibrado pull-back, cuja fibra sobre z € M
é ey, a fibra de W sobre ¢(x).
Portanto, a diferencial d¢ de uma aplicacdo diferencidvel ¢ : (M, g} — (N, h),

pode considerar-se como uma se¢do do fibrado.
AMTITNY =TM* @ ¢7 TN,
de fato: dop € Hom(T, M, Ty N) = T, M* @ ¢7'TN: logo

de € C{(TM" @ ¢7'TN),




Aplicagbes Harmonicas

i

Denotamos [l[dé, |l como a norma de Hilbert-Schmidt da diferencial de ¢ no

ponto  de M. Isto é a norma induzida pelas métricas g e h da seguinte forma:
461 = hldoa(er), doale)) + .. + h(dalen), ddulen)).

onde {e;,....2,} € uma base ortonormal de T, M com respeito & métrica g.
Se (z%) e (u*) sdo coordenadas locais ao redor de z e ¢(x) respectivamente,
temos que:

14657 = g7 hos($)6567
e

ozt

onde of = é a representacao local de do.
Definicdo 1.1.1 A densidade de energia de ¢ é a fungéo diferencidvel

definida por:
ldoef”.

B ] et

e(o(x)) =

Definicao 1.1.2 A energia de ¢ € o numero

onde v, é a medida de volume em M.

Definicao 1.1.3 A aplicacdo ¢ : (M, g) — (N, h) € harmonica se e somente se ¢

¢ um ponto critico do funcional energia.

Seja v € C{¢™'TN) definimos a derivada da energia, D,FE(¢} como segue:
, - o T oe,
consideremos uma familia de aplicacdes ¢, tal que ¢y = ¢ ¢ e v (tomando por

exemplo a familia ¢;(z) = expé(x)tv)‘ Entéo,

_ dE(dy)
Tdt o

assim ¢ é harmonica se e somente se D,E(¢) = 0, para todo v € C{¢™'TN).

D'LE(@)

Denotamos por @ : M x R — N a aplicagdo definida por ®{z, 1) = ¢:(x).

Proposicac 1.1.4 [5] Uma aplicacdo ¢ : (M, g) — (N, h) é harménica se e so-
mente se esta satisfaz a equacdo de Euler-Lagrange 7{¢) = 0, onde 7(¢) = tr{Vde)

é chamado o campo de tensio de .
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Demonstracao: "y
@
Para qualquer familia ¢, com ¢g = ¢ e 5 =0 temos que:
dE(6))] d [
| = “3\‘;@?}@9%
a’t =0 Cié AT \ t=0

1 8 ?

- o V|

= - " \d@f d()t ”Z/g‘

Af Ve | {2

i : , /1 AN |
—_— I i & . -+ P 1o .
_ RL(\‘:’E&@@@Q (46,7 5de)) w

=3 4 ) ‘\ ! %
| {009 o) v,

onde da, ¢ a diferencial de ® ao longo de M e com t fixo (le do, = d®(,t)); V

&

H

3 derivada covariante no fibrado 7% (M x R @ ¢ TN} sobre M x R.
J
Agora considerando os campos independentes X € TM e e ¢ usando a férmula
([5] pagina 5) obtemos que:
(Vydo)X = V§ TVdoX — gV "0 X
¢ at bt
= V% a2, X -0
1 a d
= \“‘ﬁ TNG®, — + do[—, X
v TG Al
L o
= V4 TNde, — +0.
g A% 0

Logo observando que V e d (operador diferencial exterior) coincidem sobre A(o

C(¢ 'TN) e integrando por partes, temos qgue:

= [ <va;®i d@t> @93
t=0 A ot Li=0
= _/[ {(dv,do) v,
M

= f (v, d"dé) v,
%4

= ‘j {v. 76} vg-
M

Portanto ¢ ¢ harmonica se e s se fw Te) Uy = 0 se e 50 se 7 = (.

*d‘f(@t)
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Aplicagdes Holomorfas

1.2 Aplicacoes Holomorfas

Definicio 1.2.1 Uma estrutura quase complexa sobre uma variedade diferencidvel
real M é um campo tensorial J, o qual em cada ponto x de M, é associado um endo-
morfismo do espaco tangente T, M, tal que J° = —I, onde I denota a transformacio
identidade de 1, M .

Uma variedade com uma estrutura quase complexa é chamada uma variedade

quase complexa.

Observagao 1.2.2 Se M ¢ uma variedade quase complexa de dimensao K, entéo
A € par.
Com efeito, seja o € M, como dimg{T, M) é finita temos:

Je t (ToM) — (T,M)

é representado por um elemento de M (A x K, R) donde 0 < (detJ,)? = detJ,.detJ, =
det(J,)? = (~1)F. Logo K é par.

Seja TM o fibrado tangente complexificado, cuja fibra em z 6 T,M ® C (i.e
T.M &/ ~1T,M). Dada uma estrutura quase complexa sobre M, estendemos sua

definicio linearmente para J“ definindo:

r

e M TEM
u++v—lv —— Jou- 110

onde uw,v € T, M.

A partir de agora identificaremos J com J©. Seja A € C um autovaior de J,
ie., J(z) = Az. Logo J*(z) = Mz = Az = —z = AMAz2) = —z = Az = —z2 =
A = —1 entdo A = £+/—1; denotemos por T'M e T"M os auto-espacos associados
a estes autovalores.

T'M ={v—v-1Juve .My e T'M = {v++—1Jujv € T, M}

Entio TM = T'"M @T"M. T'M é chamado fibrado tangente holomorfo e

T"M é chamado fibrado tangente anti-holomorfo.

Observagao 1.2.3 7'M = T'M o conjugado complexo. Esta decomposicdo induz
uma decomposicio no espago dual T*°M = T"M @T"'M com T:M = (TIM)" e
T M = (T M)".
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Definicao 1.2.4 Uma métrica g sobre (T'M, J) € dita métrica quase hermitiana se
g(u.v)=g(Ju.Jv). Uma variedade quase complexa M com métrica quase hermitiana

g. é dita uma variedade quase hermitiana e a denotamos por (M, J, g).

Podemos estender ¢ a uma forma bilinear complexa em T°M que serd também
denotada por g:

g:TM xTM — C

gl + v =Tvr vz + V=T = glur ug) = gluive) + V= 1{g(vr, uz) + glur. va)

Proposicac 1.2.5 1. é C-linear;

2 oo = 70 )
3. 0922y > 0, V2eTVM,

4. glz, Wy =0, paraze T'Mewe T"M.

(z
Além disso, g induz uma forma hermitiana em 7'M dada por: g(z.7) = (z,y) .
T,y e T'M

Considere g,z = {2y, z5), onde {21, 22, ..., 2} é base de T'M sobre C e considere
{6,867, ..,8™} base dual para T M.

Proposi¢ao 1.2.6 Sejam g uma métrica quase hermitiana sobre (T'M, J) e (7).,
uma base de campos coordenados locais em T* M, podemos escrever g = ¥, p g6 6"
Demonstracgao:

Dados z e w € T°M temos que:

2= T, (2t F(2)7) ¢ w= 3, (08 (w) 20 (w)%;)

Portanto,

glz,w) = <Z<93( 2z + P (2 2@’* w -»ék(w>sk>>

3
= Zﬂj(z {w gjk+293' z)6
+ Z@ Y6* (w) gjk+§:9 (w)gs

= 2(9?( ;QJMZWM ()9

gk
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Portanto,
ik
g = Zj,k 9;‘?53”9
pOois
Gik = <Zj¢2k> = <Ij - iJCCj,.?Z;; - lj$k>
gk =z, Tk) — 1 (xy, Jan) — 1{J x5, T) — (T4, Th)
g5e = W T2y, Jzp) — (Jzj, 20))

dik = ‘r’(l\fjxjfk: - {jfﬁjik\;)x{} .

Definicdo 1.2.7 A forma Kalher ) € definida em TM por Q{z,y) = {(z, Jy). Ela é
uma 2-forma que nos campos coordenados acima tem componentes {15 = —ig;z. A

variedade quase hermitiana (M, J, g} é chamada quase Kalher se d{? = 0.

Seja @ : (M.J, g} — (N, J,h) uma aplicacio diferencidvel entre variedades
quase hermitianas. Estendendo linearmente a definicdo de d¢ : TM ——= TN obte-

mos a diferencial complexificada

o T°M  — TN
d~¢:
w++/—1v — do{u) + v ~1de(v)

a qual determina varias diferenciais parciais pela composicdo com as inclusdes de
T'M e T"M em TSM e as projecdes de TN em T'N e T"N. Deste modo definimos:

o T'M — T'N

d¢T"M — T'N

8o T'M — TN

3 oT"M — T'N

Verifica-se que 8¢ = 0 6. Por construcio, d¢lpy= 0¢ + 8¢ e d“¢|rvy =
g + 09
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Definicdo 1.2.8 Uma aplicacdo ¢ é chamada holomorfa se e somente se J o dg =

deoJ .

Proposicio 1.2.9 ¢ ¢ holomorfa se e somente se 0¢ = 0 (ou seja, satisfaz as

equacoes de Cauchv-Riemann)

Demonstragao:

Supondo primeiro que ¢, é holomorfa, logo 2 € T'M, isto é, z = 2 — +/—LJz
como @ € TM, obtemos d°¢(z — v=1Jz) = dp(z) ~ v~1do(Jx) = ddlz) -
v —1Jdeo{z) donde daél:r;mM C Ty N, como dC@ET;mM = ¢+ . Assim O¢ = 0
e portanto J¢ = (.

Inversamente, assumimos que 0¢ = 0, logo para z € T'M resulta que do*(z —
V—1Jz) = do(z)—/=1de{Jz) € T'N. Assim dé{z) —/—1do(Jz) = a —/=1Ja,
para o € 1.V donde do{z) = ¢ e dé(Jx) = J{a). Portanto, do(Jz) = Jdo(z). =

Definicio 1.2.10 Usando as estruturas quase hermitianas de M e N, definimos a

densidade de energia parcial de ¢, como os seguintes quadrados de normas comple-
xas, € ee’: C(M,N) s C

¢'(¢) = ||oa]*

'(é) = 361

Proposicac 1.2.11
¢ (6) = g7 h, 50707
€'(6) = gTh,z6267
onde ¢F (respectivamente @;S) é a matriz que representa 0¢ (respectivamente 0¢)

numa base local de campos coordenados.

Demonstracgao:
Sejam {g%?;: &%} base complexa de campos coordenados para 7'M e

{———531; ... 57} base complexa de campos coordenados para T'N.

8@ S TAM s TN
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o 96 | = 0
8zk__>“5‘;¥m@km;0kawa

ae e @
Mas 3¢ =3 11 5% =2 ok O pos

¢(6) = 06 = (06,75),
ey @ ——5 \X‘x ki
= G, > P —— ) g
<Z k@'w’-‘*'z"tﬁwfif/ g
k.o LA A
53 o F
- z g hafé@z%'
EL.eb8
] J g R
SE{]& {é:g"t-“téz‘“ A

¢ T"M ~ T'N

7 Jp e O
=P I For

Mas 06 = 32, , 0550 © 96 =0 = o Oals

e =[50l = (36,03),

N <Z®k6uc‘-’ L.5 > "’
= 3 oThaogel

kL8

1%

Temos: ¢(¢) = ¢/(o) + €”(9), pois :

(o) +e(0) = Y (gThg600] + ¢ h505e0)
kL, 3
= > ghg(ege] + 62ed)
E,L.a,8
L _ [0 98N _[/O8 .0 0 a>
af §w3 6w 6110‘ @'LQ @uﬁ a'b”“

12
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Assim temos: I, s has = 2340 Pag + 30 (1 (5% 55

LOgOI ho:,;? =2 zgqﬁ h‘&.,ﬁ
Analogamente, Zﬂ_ §kz =23 4 g

_30°0¢° | 047 06" 09° 09" 09 Go°
Ozl frk Bxl yk Bk ay* N Iyt oyk

iy

650

gl

o 007 00 | 00 Be*  8¢% 0¢° 8¢ 9g°
Py = , i : — 1 - -+
dxl Ozt oyl Ozt oy* dxl Oyl oyk

Oroy + $FH°

3 i ey < ﬁ Lo
=g (22007 007007 pgest
gzl ozk Oyt Oy o

Logo
A !f(‘):t)s" kLp, o i
€ (@} - e “ __,k:L_&:'gg aBPLY,

Por ocutro lado

2m 2n i
el = D> > ghasdfs] = 2> 2> ¢haseis]
kL=1cq,8=1 kL=1 a,f=1
m n
= 43 > ¢ haseid]
kL=1¢f=1

Definigao 1.2.12 Considerando M uma variedade compacta definimos:

E'(¢) = f (@), ¢ E"(6) = [ o

entao obtemnos E{¢) = E' (¢} + E" ().

Observe que ¢ ¢ holomorfa se e somente se £"(¢) = 0 e antiholomorfa se e

somente se £'{o) = 0.

Definigdo 1.2.13 Definimos as aplica¢bes k(¢) = €'(¢) — e"{@) e K(¢) = F'(¢) —

E"(6).



[I—s
e

Aplicagbes Holomorfas

Demonstraremos agora o teorema de Lichnerowicz, que ¢ muito importante no estudo

das aplicacbes harménicas. Vamos precisar de dois lemas.

Lema 1.2.14 Se QM ¢ O representam as formas de Kilher em M e N, entédo

o

k(o) = (QM, ¢~V .

Demonstracao:

Sejarm {z;..... 2, } uma base de campos coordenados para T'M e {&1,...£.} &

base dual de {:ampas coordenados para 7% M.

O (Zizy) = g5 ) = igg = ~ QM (2, %) =igg = (W) 5 = —igyr .
Portanto {QY )3“ ig?%, analogamente vemos que Q = —ih,5
QN = Z(Q 35 AN :7‘3
a3
¢ QN (u, Pu)

Jreek.8
Logo
* N _*5
GV = 3 (2)as(656F - ¢))
Frak, B
{Q‘V[Oxﬂf\ — Z (O ) @ @_(O )aﬁ— Z (Qilf)jk Cx@] (Q )
7.0k, 8 ek, 8
= 3 igFetel(—ihg) - Y 762, (~ih,3)
j,&,k,ﬁ _j,&,k,ﬁ
ik iE a8
= 3 fFeolihg) ~ Y ¢62d; (hep)
pokip Frenk,B
Portanto

(Y, 40%) = €(6) + ¢'(6) = k(9)
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Lema 1.2.15 Seja ¢; : M — N uma familia de aplicacles diferencidveis M e N

parametrizada pelo nimero real t e seja §) uma dois forma fechada em N. Entao,

a O
w{"‘{n: AT P b
NS d(‘;jbz(af}@)'

onde i{x)$} denota o produto interior do vetor z, com a 2-forma (1.

Demonstragao:

Como df? = 0 em M segue que d(¢;Q0) = ¢;{dQl) = ¢;{0) = 0 para tode i.
Considere @ : R x M — M definida por ®(f,z) = ¢{x). Denotando por d a
diferencial exterior em R x M obtemos d(¢;§2) = &*{d2) = 0.

& (d0) = 61 (Q) + dt A & (g (%} Q>

pois para todo X, Y € O(T M), temos:

Agora,

IOXY) = QdD.X,dD.Y)
= Q(dg.X,dg,Y)
= ¢ (QUX,Y))

. a .. o O .
OO — X =0 — d 4 = e} 5} :
o0 (65’)&) w(at ,d@.ﬁ) i ( - ) 0(dé,X)
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Finalmente temos:

o—d@0) = doie) = a0 n o (55 ) )

- ot
| o dé 1 | Doy
= e =g A il R0 —dind{l 1] =)0
s+ 00 o (i () | - genater (1 (F000) )
= di A %{@;Q} +d{@if) ~ dt A d(&] <@Z <§§)Q>)
= dt A /.__(O*;Q: —dler s 0%
t i i = el A ﬁt =
Portanto.
.0y
. E 3: b3 - 7
s =4 (:(5)9))
B

Teorema 1.2.16 (Lichnerowicz) Se M e N sao variedades quase Kilher, entao
K {$) é um invariante homotdpico, isto é, K (¢) é constante ao longo das componentes
conexas de C(M, N).

Demeonstragao:
Denotemos = pelo operador de Hodge sob formas entao temos:
k(g)vg = <QM, gﬂb*QN> vy = QM A xd* QY = o OV A OM

pois por definicdo: o Axp = {7,p).
Seja ¢ e ¢; duas aplicacbes de M em N homotdpicas, pela familia ¢, ¢ € [0,1].

Uma vez que Q é fechada, o teorema fundamental do célculo e o lema 1.2.13 da:

&N — 30" = fli(@*ﬂ)dt
. ' o Ot ¢
Lo By
= df m(m> dt
o L\ Ot
= do

onde o ¢ uma 1-forma em M.



Aplicagtes Holomorfas 18

Consequentemente,

(k(61) = Klgo))r, = ({7, 41Q%) = (Y, 6597 ))v
= ((OM 0" — 50 )y,
= {Q¥ (6] - 60" ) g
= da A =0M

= dian=0")

Qmwl
~——~m»-'»> = {} j& que

pois d(a A *QM) = da A xQM — (a A d(=QM) e d(xQY) = d ((m 0

dQ = 0 onde m = dimM . Portanto,

A

K6 = K(o0) = [ (kl0:) = k(dn)y = [ dlan sy =0

Af

pelo teorema de Stokes pois M™ é uma variedade compacta ¢ orientavel. =

Corolério 1.2.17 (i)Toda aplicagao holomorfa ou antiholomorfa entre variedades
quase-Kalher é uma aplicacdo de energia minima na classe de homotopia a que
pertence.

ii)Segundo as mesmas hipéteses do teorema 1.2.16 temos que ¢ € harmonica se

e 86 se ¢ 6 um ponto critico de E’ e se e 56 se é ponto critico de E7.



Capitulo 2

Toros Equiharmonicos em

Variedades Bandeira

2.1 Estruturas-f em variedades bandeira comple-

xas

Nesta secao estabelecemos uma correspondéncia um a um entre estruturas-f invari-

antes e matrizes anti-simétricas com valores {-1, 0, 1}.

Definigao 2.1.1 Uma variedade bandeira é um espaco homogéneo G /T onde G ¢
um grupo de Lie compacto e T' é qualquer toro maximal. Denotamos por F(N) a
variedade bandeira com G = U(N)e H=U(1) x---x U{1}.

oy

Ne-vezes
Considere a variedade bandeira complexa
U{N)
Flry, ..,ora i N = — —
(1, 7w N) Ulry) x o x Ulry)
onde ry + ... +1ry =N,

Proposicao 2.1.2 F{N) € um espago homogéneo completamente redutivel com

reducao,

i<d

o
]
fu—

e

19
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onde my; = {A = (an) € u(N)jog = 0 se (k1) # (i,7) e (4,1)}.
Demonstragao:

Sabemos que U(N) = {4 € GI{N,C); 44" = I} e a sna algebra de Lie é
wN)y={A4 eglN.C); A+ 4" =0} Seja H=U(1) x ... x U{1). Temos que

111 Qipz e
. —@2 Qs ... Gan I
uW(Ny={ A= ! € glIN,Cliay € R
: —Q1y gy ... ONN ]
Bo==u{l)+ -+ u{l) C u(N), onde
£ . ™
iy 0 0
. 0 0 .
U{E} = EH{:‘%};QH R
{
0 0 0
entao,
éau 0 - 0
0 iazg G 0 .
b= { . ) G’LL(.N);CLE'}'ER
: : 3
L 0 0 ca e ?,.CZ,NN
4 ™,
w0 0 0 01z QN
0 ia 0 it =] 0 ce. Qan
= u(N) = . 00 R
- . T O . N T, .
\ 0 0 ANy 0N~ 0aN 0 )
Portanto,
0 Q12 QN
ar -y U L aew L,
u{N)=h&mondem= _ . . ‘ oy €C Vidtgy.
|\ 8wy —Gay .. 0 )

Fe il (A= @i{j Mhig-
Agora ¢é facil ver que cada my; é H-invariante, isto é, [h, my;] C my; e my; €

irredutivel. |




]
B

Estruturas-f em variedades bandeira complexas

Exemplo 2.1.3 Para N = 3, u3 = {4 € gi(3),C)|A + A = 0} ¢ a dlgebra de Lie
de U(3).
U(3)

F(L.
L) = T T X O

2311 (840 13
U{B}} = { A= | ~Fe sy (o3 | € QE{S \\4 Gjs & R
—Gz  —Oo3 033
0

iau o
Como h = u{l)+ul{l)+u(l) entdo h = 0 dax O | €u3)a;eR
0 0 ’iagg
Ay
(24501 g 0 0 %19 {13
h & = i} 2155 0 . “""?3?12 @ Gigg
G g (33 “““5513 - {¥ag 0
0 Qiz Qa3
onde m = — i1 0 Qog | & 1{(3) =i 77 == g9 B My B ey onde

0 o O
mip=4 | -&p 0 0] €ul3);
| 0 0 0 )
( { 0 oy )
My = 0 0 0 ]€eud;
~&s O 0 )
({0 0 o0 \
Mas = 0 0 sl eud;
0 —~agz O

7
Cada my;, 1 < j é H-invariante. isto é [k, my;| C my; € my; € irredutivel.
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De fato, dados A € i e B € myq, temos:

1'(111 a 0 it 19 0
‘fé BE = 3 1{3,-22 0 ““a}g 0 g
G &ya G 21551 0 {
- "'@—12 G i} {J }@22 0
g ( 0 { 0 ?:agg
0 1011 (¥ 12 G\‘ G 1320012
—— —-’&Qgg@lg 0 g - "?:6311512 {3
{ it G 0 0
0 M1 — Maggtg
= ““’é.&ggalz “+ ialgalg O 0
b 0 0

€ Triye POIS

“{“?;9110512 + iagz&lz) = —*(~m11§12 + iazzam)

= —ilgehay -+ tay g

Analogamente para miz e Mos.

subespagos de my;, invariantes por H, sdo {0} e m,;.

Vamos considerar a versio complexificada de u(N) temos:

3]
3]

Mas cada m;,; € irredutivel, pois os tnicos

w(N)E = u(N) + vV =Tu(N) = gl(N.C)
De fato, sabemos que w{N)® C gl(¥, C), provemos entdo que gl{N.C) C
i . A - A A+ A
u{N,C). Se A € gi(N,C) tomamos 4 = 5 ++/=1 T onde
A—A (A-AN _A-4 A -4
2 T\ 2 T2 2

A+ 4 (A+A"> _A+ A A A

9y/= \ 2y v=1/ 2\/ T o1

Entao, ) e 2\/_ € (\f} Portanto, A € w(N)® e my = my +

v—=lmy; C u{;\-"
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gy = {.4 = {a;,\} & gi(j\; C);akg = {. s¢ (k’Z) # (Zj) £ (]3}} = Eg:; & E;
onde
Ey={A=(ay) € giN.Cray =0, se (&)= (i,7)}

Observe que £}, = Ej; e Ey; € H-invariante e irredutivel.
fomen 10— me — s TH Y oo By e T4 g
ST @z‘q mi; @i<j(513 G L) = @iq‘(ﬁ'w S Ej) = @-z‘;éj E;;, temos

entao:

Proposigao 2.1.4 A= (Ay) € Ej; temos A = (Ay,) + v —1(4%) onde

Al fooaN Asq IS N
ng 5€ 30 )= K;Q? g) 5;/% 5€ E\Z?J}) - {k f}
Al — A .o , f a2y —A .
Al =19 =% se (L) =) W) =9 772, se(if) = (k1)
{, Caso Contrario G, caso contrario
Demonstracao: Segue das definicdes acima. "

Exemplo 2.1.5 Para N = 3 temos u(3)® = gl(3,C);m%, = myy ++/—1myy. Sejam
A, B € mqs, entao

O [840)] 0 0 3.,312 0 0 19 0
A+vV=1B = |-m 0 0| +]|—-ib 0 0=y 0 O
0 g 0 0 g 0 0 0 0

myg = {4 = (aw) € gl(3, Cliap = 0, se (k1) # (1.2) € (2,1)} = E12® Eoy

onde
Eip = {4 = (an) € gl(3,Clian = 0, se (k, 1} # (1,2}}.
0 ¢ O 0
Eyo = 0 0 Olica€Cpekby = oy O OlicneC

0 6 0 0
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E5o € H-invariante e irredutivel.

0 ¢ 0 iy O { 1y O 0 0 ¢ O
g 0 0 0 2ay O - 0 iax 0 G ¢ 0
o 0 0 \O 0 iass { 0 das 6 0 &

0 tagecie —iages 0

w 0 0 0

{ G O

0 tagpcs —iancy O
Mas | 0 0 01 e
b ) 0
Analogamente para mS; e mS,.

Definicao 2.1.6 Uma estrutura-f invariante sobre F' = F(N) é uma secio f de
END(T(F(N))), tal que f* + f = 0.

Definicao 2.1.7 Uma s-matriz, denotada por (¢;;) é uma matriz anti-simétrica com
valores {—1,0.1}.

0 101
Exemplo 2.1.8 {e;)=| -1 0 1
-1 -1 40

Uma estrutura-f sobre F'(N) pode ser indentificada com um endomorfismo H-
equivariante f de m = &P, . my;, tal que f°+ f =0, onde H= U(1) x ... x U(1).

e

Navezes
Usando o lema de Schur ([1],pag 15), todas as estruturas-f I/{ N )-invariantes, podem
ser construidas como segue :
fim® —m® Pt f=0
Se x € m® é um autovetor associado a um autovalor A de f, temos

flzy = Az = FPz) = Aflz) = FPla) = N¥fz)= W2+ f(z) =0 = AA 41Dz =0

como x # 0 entdao A(M + 1)z =0 = A =0o0ul=+y=1. Seja (¢;) uma z-matriz

entdo definimos:
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m'? = [V/—1 auto-espaco de | ={r € @, Ey; f(z ) = +/~1lz} = @Ejmlﬁj
mP! = [—/—1 auto-espacode ] ={z € Dz, Biji flz) = v/ ~1x} = B
m"P=[0 auto-espaco de f| = {z € P, Eyj; f(z) = G} = @%:O i

E consequentemente m© = m® @ m%! ¢ m00

€if=

Lema 2.1.9 (Schurj Seja m espaco completamente redutivel sobre um corpo K
algebricamente fechado cujos somandos irredutiveis sao distintos. Seja ¢ um endo-

morfismo H-equivariante de m, com autovalores em K. Entéo,

6= ¢aPu e € K Vo€ 4

afA

onde P, . m —> m, é a projecao sobre o somando irredutivel m, de m.

Exemplo 2.1.10 Para u(3)* temos:

0 ap ag 0 iays 1043
A= as; 0 ass — | —iay 0 1093
az; azp 0 —ias; ~iazy O

logo fA) = if12(A) + 1/15(4) = i1f21 (A) + 1 f25(A) ~ if5({A4) — if52(A) tal que
i @Eﬁj — Ey;
i
mb0 = o @ Fi13 @ By = @w‘:z Li;
' = By @ By & Exn = £

€5k ij
m"® = {0}

Determinando os auto-espacos desta maneira, podemos definir um endomorfis-
mo H-equivariante f @ @, B — D,
linear de um endomorfismo H’GQHIV&Ilante de @i<j My, pOlS %ei;’:l Eij e ®€ij:wl ij
sac conjugados e 1@51 -, Byl ﬂ[@e@z—l ] = {0},

Ey; que é visto como uma extensio C-

g 1 1
Exemplo 2.1.11 Tomando a e-matriz (¢;) = ~1 0 1| temos:
-1 -1 0

= B, @ £33 Egs
m = Ey & Eyy & By
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m®? = {0}

Portantio m = m™% &

& m™ @m®%. Defina f:m — m, como segue
. .
F=tfi2@ fisD® fos) = ([21 8 fa1 & fan)

onde fi; 1 m — £y € a projecao sobre £;.

Definicao 2.1.12 A dimensao complexa do auto-espaco de | associado ao autovalor
v/ —1 é chamadsa o posio de .

Suponha que uma estrutura-f f é definida por e{f) = (F};). Entao,

posto(f) = dimgm™

pois £y = {A = (aw) € gl{N,C);ap = O se (k. 1) # (¢,7), onde ay € gl(ry, xr; C)}.

Entao dimF{r,...,ry; N) = N? — r? —  — r%.. Por outro lado,
TF(T%....;T{\-‘;;?\?) = = @E’!]
1]
= (PEye @ Ey)e (D By
€ij=1 LiF==0

Portanto, dimF (ry, ..., rx; N) = 2posto(f) + dimem®?

Se dimF(ry,...,rx; N} = 2posto(f). temos que m"’ = {0} e que f é uma

estrutura quase complexa vejamos isto:

1.0 e 8,1 4,0

femPamtltem' — M esm™ eam

rem®™ = flz)=—iz = fHz) = —if(2) = fz) = —i{—iz) = f2(z) = ~z
Seremt® = flz) =iz = fiz) = if(z) = fAz) =iliz) = f(z)= =z
Sezem® = flz)=0= f*z) =0 pois m"™ = Kerf = {0}




]
!

Estruturas-{ em variedades bandeira complexas

0.1

Logo, Vo € m*, temos que z =z~ +z7, onde z7 € m¥! e 27 € m*? e, comeo

f € C-linear, temos:
fla) = fla7)+fla)
= —izT 4zt

Loy

= —ilz7 ~z7)

fFla) = —ilflz") = flz™))

= —i{—iz" —iz")

= —z7 =z

= —(z7 427 =—z
Assim f? = —/ em m", isto é, f é uma estrutura quase complexa em m*. Recipro-
camente, se f:m® —+ m® é uma estrutura guase complexa, temos que f2 = —] =

fof=~I= fo(=f)=1= féinversivel, Logo kerf = {0} = m®*® = {0}. Entéo
posto{f) = —%—Zﬂjma ;7. Isto nos leva ao:

Teorema 2.1.13 Existe uma correspondéncia um a um entre as estruturas-f U(N)-

invariantes sobre F(ry,...,rx: N} e e-matrizes £(f) = (fi;), tais que

posto(f) = }: Ty = Z TiTy = “:Lé Z 7Ty

fiy=1 fijm—t Fij=e

e [ € quase complexa se e s6 se fi; # 0,Vi # j.

Coroldrio 2.1.14 Existem 3% estruturas-f U { N')-invariante sobre uma variedade

bandeira complexa F(ry,...,rn; N), obtida pela escolha dos ¢;;, para cada (i < 7).

Demonstragao:
Dada uma matriz Ay, x, temos que acima {(ou abaixo) da diagonal principal
- . A AT r .7\*‘? . N
existem {37) elementos pois: (1) + () =2({) = ‘Zm = N? — N = {ntumero

de elementos da matriz}- {numero de elementos da diagonal principal}.

Como cada g-matriz é uma matriz anti-simétrica, para determinarmos uma
c-matriz, basta escolhermos os (') elementos que aparecem acima da diagonal prin-
cipal, isto é, basta escolher os ¢;; para ¢ < j. Mas ¢; € {-1,0, 1}, logo temos trés
possibilidades de escolha de um €;; para cada uma da (') entradas da matriz . Entdo

S . ‘N ) R — . )
temos 3% Je-matriz e consequentemente, temos 32 ) estruturas-f /(N )-invariantes.®
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2.2 ce-matriz e curvas f-holomorfas

Nesta sec&o vamos considerar o conceito de f-holomorficidade para uma aplicacio

diferencidgvel de uma superficie Rimanniana em uma variedade bandeira complexa.

em termos de e-matriz.

Seja M uma superficie Riemanniana, vamos considerar o fibrado vetorial trivial
M?x OV ¥

sobre M, isto é. OV = 4 1 cuja fibra CV continua sendo munida

M? T
com o produto interno hermitiano canénico.

A N
Sz

Considere uma coleg@o (£;)1<;<; de subfibrados dois a dois ortogonais de v,

com fibras T, talsque r{ + ...+ vy = N,

Falil

Consequentemente, £ = @5;1 g; € temos simplesmente definida uma apli-
cagdo ¢ M — Flr,...,7~; N), pois cada subfibrado (g;) de CV, determina uma
aplicacdo &; : M - G(r;,CV) em uma grassmanniana complexa de maneira tau-
toldgica, isto €, fazemos ¢;(x) igual a fibra E;(z), a qual é um 7;-plano passando
pela origem em CV.

¢t M — G{r;, C™)

Para cada i € {1,...,n}. seja m; : €% — £, a projecdo ortogonal sobre o
subfibrado z;, i8to €,
7 0 C(CY) — C(s)

onde
CICM)y={s: M — C"s{z) e CV ¥z € M}

Cley={s: M — E;slz) € E; =~ C" Ve M}.

Proposigdo 2.2.1 u(N)E ~ [u(n) & ... & u(rx)|° & (@, Hom(zs, <)
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Demonstracac:
NN N )
Sabernos que C° =&, E;

4,,\,\_’ - .,“ ’\"
W(N)F = gi(V.C) = Hom(CV,C)

:
2
®
“

i¥7
= [ulr) + .. +ulry)“ & [DE: & Ej]
%]
Pois B; @ E; =~ Hom(CTV,CV) = gl(r;,C) = u(rj)@ e B, ® E; =~ Homl(ey, £5) o

Portanto temos que:

G ITF(ry, . ray NS = @ Hom(z;, £;)
7]

TM — ., Hom(e, £;)
Logo do - A 86

7 oz

do
= E € Hom(eq,e9) @& Hom(ey,63) & ...

o¢ 0 ;
MR SRR P
1557 igy

Definigao 2.2.2 Uma aplicacdo ¢ : M — Flry,....ry; N} € dita subordinada a

uma s-matriz se e # 1, e i # j = Ay, = 0.

Observacao 2.2.3 J : TM® — TMC® é a estrutura complexa dada por z = x -+ iy

a coordenada complexa de M, entdo i iéf;.

, o\ 0 oy a _ [faN_ 8 [ 8\ _

Deﬁﬂ&;]<§)w—a—y—ej(§?;>w“é';ent&OJ<—a—£>——§E—2( az>-—
IR A J.)
Gy Bx  \ox oy oz

Proposicao 2.2.4 Uma aplicacdo ¢ : M — Flry,...,ry; N) é fholomorfa relativa

g uma estrutura-f invariante [ se e somente se € subordinada a £(f).
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Demonstracao:
Uma aplicacio ¢ : M — F(ry, ..., rx; N) é f-holomorfa se e somente se dgoJ =

fodg, onde J é a estrutura quase complexa candnica scbre A

] 5 17, e
WAne d. f = oddii—1] = fi— 1 &
Vas dod = fdé & dé <J§N> Ffdo <5z> = g (z&) ] <§Z>

do do - Jo 8¢ . |
(§~> <@z/) = 52 € m = N € @Hi}m{pz’ £;), pois a cada matriz

fijet
A € Ejy;, esta assoclada a uma tnica iransf@rmagéo linear T': g; — ;.
Portanto, ¢ € holomorfa com relagéo a f <::> — @ Homl(e; ¢;) Z —’i €
Jig=1 7]
@ Homisns5l & fiy #1li#i e A;J- =0 < ¢ é subordinada a £(f). [ |

fi;

JEEL

Definicdo 2.2.5 Dizemos que uma estrutura-f f € horizontal se satisfaz [f.. f_] C

Um resultade basico que serd utilizado &

Teorema 2.2.6 (Black[1]} Se ¢ : M — Flrq,....,r5; N) é fFholomorfa com relagdo
a uma - estrutura horizontal, entdo ¢ é equiharmonica, isto é, ¢ é harmonica para

todas as métricas invariantes.

Como consequéncia temos:

Corolario 2.2.7 Suponha que ¢ : M — F(ry,...,ry; N} é subordinada a uma
estrutura-f horizontal . Entdo, ® = (I1,..,Ily} é uma aplicagdo equiharmdonica e

cada II; - M?* — G(r;,C") é uma aplicagdo harménica , para j = 1,..., N.

Varmos agora aplicar este teorema em conexdo com o estudo de Eells-Wood [6].
Seja f @ M? s CPY "1 uma curva holomorfa nao-degenerada, isto é, Vp €
M3UCMeZu:U—CV; flz) = [uz), ....,un-1(2z)]. Um famoso teorema devi-
do a Fells-Wood diz que @ = II, = £, f, ¢ uma aplicacdo harmonica néo degene-
M? Gla+1,CY)
z > ulz) AWz AL A u(z)
é a o-ésima curva associada a f e z é a coordenada complexa local sobre M?. Assim

rada em CPY "1 vr € {0,1,..., N} onde f, : {

LI I, [y e @ = (I1, 15, 105, ..., [In) sdo chamadas aplicacbes isotrdpicas de

Fells-Wood respectivamente ou referencial de Frenet.
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_ gs [ ov
Observacao 2.2.8 (79_; = (3%)
Demonstracao:

vo= vy 4+ +/—lvg onde v € Ve

or g . . 170 a
Ay CSPNTY/f 9% RN Ay R [ TR
Jz {’?z{?* Lvz) 2 ({% N 153;} (v 1vz)
N N e vchec B o o P
2\ Oz Or Jdy Oy
1 {0y g duy Oug
ES I . e _—
20z Oy (33; &yn
Por outro lado
v g, . 1 { O Sy —0u;  Oug
o=y 1) = = = —]— -
A - A 2 \ Oz o Yo Ty
I O N i WL
20z Oy g 8y

. é“’; . 1 r@’al 6’1}2 @@’3 E aiﬁg
Bt (3—%)—2[ “"1<ay*ayﬂ | -

Usando o resultado de Black [1] iremos dar uma nova prova do seguinte fato:
Teorema 2.2.9 [16] O referencial de Frenet {aplicagbes de Eells-Wood)
O = (I1;,....1Iy) : M* — F(N)
¢ equiharmonico.

Demonstracao:

Seja ® = (II;,....[Ix) : M? — F(N) um referencial de Frenet, entdo vemos

g 1 0
-1 0 1 0 0
. . 0 -1 0 1 90 0
que @ é subordinada a s-matriz
0 0
0 0 -1 0

De fato:
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Sabemos que se f : M? — CPY~1 ¢ holomorfa e nio-degenerada entio
Ju:UCM— CY flz2) = [ui(z), .., un(2)]

. M?* —s Glr, TN
logo fr: . o (r—1}/ .7
z = u{zZyAd ()AL AR ()
& & r-€sima curva associada a
Oy =ue€ fi =
;= ]f:"ﬂfg =1 curu ells Ly
Hy=frNh=heurv nu” e Tl uu)}

onder =4{1,.. N}

f. Portanto:

o= A=l e und Aw' A Au Y e I {u /w72 =
{11, .... I} s80 ortogonais.

Entao temos que provar:

DA, =A,=..=4, ,=0Yre{2 ., N}

’ :

DA ooy = Ay = o = Ay = 0¥ € {1,., N}

rir+2y T
1}Provemos entéo que A, = [I;(II}), ¥ r € {1,..., N — 1}, basta provar que
I, LI, vV j € {1,2,...,r — 1}, ou seja, basta que TI” L{IL;, ..., 11, }.

Usando o processo de ortogonalizacdo de Gram Schimdt temos:

. Izl i1 1L
M, =o' — Z uﬂi,j €{l.2..., N}

[T
Em H;- aparece {u, u, v/, [y, T15, I3, 5, . I ﬁ}_l} isto é, H; é combinacéo linear
de {u. v’ v/, I, .. 110 15, L H}—1}-
Sabemos que I, L{u,v',...u" 2} = (L, u*) = 0,k € {1,..,r — 2} =
_8% (T, u™ = 0 mas, % (T, u™) = <%¥§;u(“>+<ﬂr, 5;(;)> entio <HT, g%;-> =
0 pois u ¢ holomorfa logo u, v, ..., u'¥também serio, portanto ul® LIT.

MasI eund' A A lej<r—1=jij-1<r—-2=ud, .  uw'lc
{u 0= LA, Ve {l, . r—1}

Agora mostremos que T LI}, ¥ & > 1+ 2, onde ¢ € {1,2,..., N — 2}. Assim
para:

i=1l=k-221=I1L{uu} =0 {uu O}

t=2=k—222= I L{uv v} = O L{u, o/ u” 11, 115}

t=3=k-223= I l{uvv v v} = {uu o o 0O, 00, s 115}
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= VhZi+2= e {u, w1, T T, ﬂi} = Hkﬂif
De fato: Lo, LI, ¥V j& {2 . Kv—r} pois 7+ =7+ 2+ ‘
fazendo k=7 ~+ji=r=k>i+2por 2)IL LTI ¥Yjie {2 N ~’r}

Portanto temos que mostrar que A4,

Por outre lado usando um céleulo direto temos

0, se 4, 7, k, [ sao distintos ou j # [
rgch;ggj = Egg, se j - k’& #Z

Segue de que a s~matriz é associada a f-estrutura horizontal, ¢ ® ¢ equiharmoénica.

2.3 Equacoes Harmoénicas de Superficies Fecha-

das em Variedades Bandeira Nao-degeneradas

Nesta secao, no0s restrigiremos a variedades bandeira néo degeneradas, isto é, F(N) =
F(1,1,....,1,N}. Seja ¢ : M — F'(N) uma aplicacio diferencidvel de uma superficie
Riemanniana M com bandeira mével {g;) e ¢ : M — U{N) sua aplica¢io levanta-
mento, i.é , ¢ = 7 o ¢ onde 7 U(N) — F(N) é a projecio natural.

Seja {81,82, .. éx} uma base ortogonal em CV ie, e; = (0,...,0,1,0,...,0)" de-
notamos I[1; : M -— gi(N, C) a matriz da projecéo ortogonal sobre E; com respeito
a {e1, €0, .., en}. Entdo Hé%zi, denotado por AY, sdo as matrizes da segunda forma

fundamental 4;, 1.
A\;j{e}’ €2: s 8»’\"-} = {el: €2; -0y 8_7\‘“}14?- (22)

Para V € C(¢*TF(N)) consideremos g = ¢*3(V), ¢*3: F(N) — M xu(N)éo

pull-back da forma de Maurer-Cartan Defina a variacio ¢ por:
éu(z) = 7{exp(~1g)o) (2.3)
Denote os objetos assoctado por I1;(t), A¥(t).ete. Defina
0,(6) = 25,3, (2.4

onde F; denota a matriz que tem 1 na posicdo (4, 1) e zere nas ocutras posicoes.
b WIS
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Proposicao 2.3.1 1. [IZ =1,
2. 1LIL =0,1#£ 7

Demonstracdo: 1I? = ¢E,¢"0E 0" = @E‘fg* = Il;
ZEHIEJ = OEEOX{QE}(D* == OE@,E}@X =014 7
DI = (PE:i6")" = B¢ = 0E:d =T e

(i +Th+ .+ 0y = OFE, " + ...+ 0F, 0"
= OBy +...+ E,)6"
= Gl =1

|
e R
Lema 2.3.2 5t!¢=o

g o dyg
2. | AY{t) =AY q] — T, —TIL..
ath:@ ~() L ZQJ
Demonstracgao:
1) Sabemos que ¢(z) = 7 o ¢z ) Yz € M e a variacio ¢¢(z) = n(exp(—tq)e)

entao 3 or: M —r U(N); ¢ ( )= oulz) = &:(x) = exp(—tq)o. Logo
nj(t) = 5tE35f;*

- e”tqu'E-j@*etq

= e“tqﬂjetq
Consequentemente: pn ‘ (1) = —¢Il; + ¢ = 11, ¢
dg
2 + |
) =[]+ 1,2
De fato

; d
¢ = gg(ﬂjqwﬂj)
a1, dg dg_ T,
Oz jaz~—5;H q@z

- 5w
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Combinando com (1) termos:

o gy = 2

afg e

O produto interno em gl{N. C) é definido por:
(A By :=w(AB")V A, B e (N,C)

Proposicdo 2.3.3

1} {4, B) = (B, 4)
2) (A [B.C = ([B", A].C)

3V (A, B)+(B,A) =2Re (A, B)
Demonstragao:

1{A, B) =tr(AB") = t((BY(4HY)
= r{(A'B)Y
= tr{A'B) = (B, A)

2)(A,IB,.C]Y = tr A[B.C]" = wA(BC — CBY
= tr(A(C*B" — BC"))
= w(ACB*) — tr(AB*'CY)
= (B ACT ~ AB*CY)
= tr((B'A - AB")C")
= tr[B*, AJC” = ([B*, A],C)
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3) (A, BY+ (B, 4) = (A B)+ (4B
= 2Re(A, B)

"
iy Gz " 1N bii b - Biw
Gy g v dan by by - bow
Sejam A = e B = ‘ com a;; € by € C

Gny ot ot ONN bt by

iy 4y 0 GIN 5; E‘; s E
— Qg1 Goz o QoN Boy oz -+ b ‘
Entdo AB = Isto é:
Gnr v o Anw Biv or e bua
s g:—; -+ -+ Ql_,’\;g;; x *
— * ﬁzzgg +es GQNBE;
AB = ‘
* * oo anibiy o+ anwbay
: =t N - .
Como {4, B} = trAB temos (4, B) = Z‘szz aisbi;. Seja
0 Ap - e Miw
AE'Z 0 e st ’)\‘21\"
A= . ;Aij >0, )‘i_j = qu
’ AN =1)(N 1)

AN Aon o AV 0

Entéo definimos ds3 (A, B) := (AA, B) fazendo aqui o produtc de Hadamard, ou
seja, coeficiente por coeficiente. Temos assim as métricas do tipo Borel:
N
<AA, B> = Z Aijaij@.
LA
Observe que o conjunto C = {A = {A;);h; >0sei#jed; =0sei=j}com

o produto de Hadamard é um grupo, cuja identidade é a métrica de Cartan-Killing,

ie.,
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e a inversa de cada elemento de £ é

1 1
G )\12 ot }\1:’\(’
1
41 Az U
ATt = {
i
ACN 13N =1
1 1
My T denvonv -1 U

A partir de agora vamos supor gue M € uma superficie Riemanniana fechada e

g a sua métrica. Entdo, com respeito a ds? a energia de ¢, € definida por:

Eloy) ::/ 2)\"
A

IR (2.9)
onde v, = A =ldz A dE
Proposigao 2.3.4

= E@fjmme(/’;z%uw A9, g), fZAZJ A8 7, ~>>

Demonstragao:

le
SRR

d |

HoBe) = [ Yagl ezl
= [ Shegl (490 470)
P . 9
-/ ZA@-((—Q A2, 4200 Y+ (4200, 2
- 2Re/ ZAU 4”(~z a 4@()> v,
M
z 1 8
= QRE/ Z’\w<’1j (A ]—mggﬁj>7;g

A7) v

dj
Entao temos que: Ei;l E(¢)=1+TondeI=Re [, > A\ (AY [AY gv, e

; _09q
RBIVZ)\U< LT az '>’bg

Proposicdo 2.3.5 1. {

(%z]) 431

H
S
s R S T

i e
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3. (AL)" = —AY e consequentemente (AL, AY]* = (AL, 49

Demonstracao:

| /T, o1L, oTL*  1/81, o8I, T,
— A N ndininta A a0t I LA Tt = ¢
5\ 3~V §y> - portento Z =3 (5;5 PVl @;;) %

om, _
T

1

g ;AT
2(AYY = | TL—2
R i ﬁz)

oL SHE
= L ITF= 27
gz vt gz I

a . o1l o1l o1l o1L;
g = (11 = 0= —T1; + 11, — = ’ ]
pais @Z( : ’23/5 (32 4 < az A 52

AL AV = (ATAY - ADALY
= (AY)(AL) — (AY)T(AY)
= AIAT AV AY = (AT AD]

Lema 2.3.6 1. Re{[AL'| A¥].¢) =0
2. (AY TLBIL,) = (4%, B)

Demonstracaoc:

Usando 2.3.7 e proposig¢ioc 2.3.5 temos:
1)2Re ([AL, 49),q) = ([AL AY],¢) ~ {q, (AL, AY])
= tr([AL, AY)g" + g[AL, AVT)
= —tr([AL, AV)q) + tr(qlAL, AV =0
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2) Usando a proposicao 2.3.1 temos :

(A9 TLBLL) = u(AVIGBTL)
T, )
52

= mﬁ%}‘}iﬂ-m

oll

= —t}:(

= (T, %%B*\ = (47 B)

Agora é facil ver que da equacao 2.7, proposicdo 2.3.4 e lema 2.3.3 que

e / } z
m_’}Re}/f E }aw\ 2, A7 gy, =0

Usando lema 2.3.5 e o Teorema de Stokes é facil ver que:
ij dg
II = — Z A { AT =T )
= —Fe Mg { AV, =2
[ ()
HAY o
= RG/ ZAU< e > 'g—Re‘/:;fz)\ijé‘% <4437Q>’U9

AN
= Re / < = >L
M oz )%

AN

L DA
Onde A2 = T, AyAY e =

v

: M — w{N). Daf temos:

Proposicac 2.3.7 ¢: (M, g) — (F(N),ds?) é harmonica se e somente se

04 B84
e

dx Oy =0

; oll;
onde A> =3 )\Wﬂ 4“ ' Z AT =2 By

Demonstracao:

H

1d . 4=
Sabemos que 5;{5%2 ; E{¢) =11 pois] =0. Onde /T = RBJIL <§(ﬂ%~“q> Ug,
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g 1/d % N A .
como = = (5} - wléjy») e A} = 5(‘%2 ++/~1A4,) entdo
DAL 1/a4h AY
= = w( - —*\/—Eﬁf”}
J% 28 Oz Y
- 119, ST A AN 0 e
= 7 "5";&132 /=14 )~ v—“lé};{%x - \/wlr«’iy}é
_ 1 _c?j:* _ﬁjﬁ - Vﬁaag . gAL
41 0 Jx by Oy |
o4 44 A ;
U Lyaar o4y —(o4) 04
4| Oz dy oz Ay
9AN AL gAL
Portanto: 4Re ( J} = 8{\ AR
0z Sk dy
y A 5_%:"& A i o AA
Suponha primeiro que 8@? 4 8; = . como (?;wg_) £ u(N)F = (%’%) .
o a— ﬂ,f‘iﬁ" / F A 5:"%"«‘
A++/—18, onde A. B € u(N) entdo Re ( - \) = A tome A = 94, +—% e como
97 ) dr Oy
s - gAY gAr  BAD»
g € u{N) entdo Re(g) = ¢. Logo Re< —= g ) = z ¥ g3 =0. Portanto
0z ox dy
1d! , . .
752?{\ E{¢,) = 0 = ¢ é harmodnica. Por outro lado suponha que ¢ é harmonica,
24T} i=0
1d]| gAL A
e, —— E{¢;) = 0isto é R NN R e = 0, f
ie, thL:O (¢4) isto € ej;< 5 5 ,g>tg 0, para todo ¢ € u{N)
gAY OAD
tome g = 8::: 4 8;' Portanto:
v gas ]’ -y
f 'ia% B . o
M| Oz Ay | dz dy

2.4 Toros Equiharmoénicos Nao-f-holomorfos

Somos levados a pensar que equiharmonicidade e subordinacio a uma estrutura-f
horizontal sdo conceitos equivalenies. Mas os exemplos abaixo mostram que isto

nao é vercadeiro.
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Nesta seglo nosso objetivo é construir o : T% —+ F(N) tal que ¢ é equibarménica
mas nao -holomorfa para nenhum estrutura-f (em particular as estruturas-f hori-
zontais).

Suponha que ¢ B? —s F{N) é definida por:
b= 78 B y) = B = 5, y) = P = ey (2.10)
onde A, B € uw{N), [A,Bl=0. Entéo ¢(z.y) = 5% ¢ daf temos:

o
Jx

99"
dr

Proposicao 2.4.1 Al' = EEJAEEAE* e Al = gEjBEig*

— e.»fm—hByA e O’:@ _‘46~A$+By _ _‘4(?5*

Demonstracao:
Sabemos de (2.4} que TI; = 5525‘ entdo segue:

&Hl o o T

= QAE,$" — 6E,A¢" = 0[A, E;6".

Entao
o1, T T Y o ¢ -~
O = oEi6" oA, Ei|¢" = ¢E,[A, Ejjé"
= OE;AE0" — 65, EiAc"
= GEAEG i # ]
Similarmente temos que Al' = ¢E;BE0". =

Conseguentemente a matriz da segunda forma fundamental de ¢ satisfaz:

e ~ 1
Aii = QEJ'X:-EE‘@* onde X = :).(_4 — \/:TB) (211)
De fato: 5 T 5 ( o v -1 33,/) entao:
s = iﬁ%éz“V‘“%5;>

1~ pe e T

= :?"(@EjALEi@* — =16E;BE;¢")
1 o - .
= o5 |30 -vE1B)| BF = FEXES
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Agora seja £ uma estrutura-f invariante com s-matriz associada (Fy;). Colocando
A ={a;) e B = (by). Usando as equagdes 2.2, 2.11 e a proposicdo 2.2.9 € claro que

¢ é f-holomorfa com respeito a F se e somente se

15t g, By 1= by = ay {2.12)

s

Desse fato temos uma forte condicdo como segue:

Proposi¢do 2.4.2 Uma condigdo equivalente para que ¢ seja f-holomorfa com res-

peito a estrutura-f £ &
1. Qj; == béj:Osef";j:G,z';éj
2. b?: = —“\/—‘E&ij se Ej = ]
3. b;’j = ‘\/*‘“1@@ Be 27'—” = —1
Demonstracao:
Suponha ¢ f-holomorfa
1)Se Fyy=0=F;=0= ‘4;j = 4;7, = 0. Pela equacao 2.11 como ¢ é inversivel

ij O b ’ B
E;AE, = V/-1E;BE; = i =-11" O o (o O) 2 V=1 b O

) iy = \/::i‘bm aij = v ——153'“7'
Portanto =
ZL; E Y ‘"'1(53 ‘*‘@ﬁ = 4/ ’“15}2
2\)SSRJmiéFﬂI—135‘4;5303?/:\?m@:’aijmm@jiszﬁ
—-\/j}t&ij
38e Fiy=—1 = A, =0= A =0=a; = V—1by = @ = (vV/=D)bp =
b@'j e \/“flflij -]

= gy = bg‘j = Qg = bji =0

Lema 2.4.3
HAY  ~ -~ pAY -~
8; = ¢|A, E;AE; 16" e é}; = o/ B, E;BE;|¢" (2.13)
Dermonstracao:
HAY a ~ ~
L o= e (9E,AE S
Az M i97)

= (BAEAE$") ~ (E,AE;AS")
= o[A EAE¢
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o4y O (3EBE
y g(@ JBE;¢")
= (6BE;BE;3") ~ (6E,BE;B&")

= ¢(B,E.BE,)¢"

i

Substitnindo as equagbes (2.13) na proposicio {2.3.7) temos:

Proposicao 2.4.4 Suponha que ¢ : R? —— F{N) definida em 2.10 tem duplo

P s = o SR e A - s
periodo. Entao v T? — F(N) é harménica com respeito a ds} se e somente se:

A NGEAE]+ B> MEBE] =0 2.14)

P

Observacio 2.4.5 Ohbserve que ¢ precisa ser duplamente periddica para garantir

que o dominio de ¥ é T7.

Iremos agora generalizar os exemplos obtidos em [13] para o nosso estudo. Va-
mos construir duas classes de toros equiharmoénicos nao-f-holomorfos em variedades
bandeiras complexas nao-degeneradas. Sejam aq, ..., ax, 51, ..., Fx € Q\{0} (onde Q

denota o conjunto dos nimeros racionais) j = 1,.... &k < 7 consideremos:

g1 .4 8. X
X = Ay = “ ! By = % ’ (2.15)
10 0 BX 0 X

A= =1diag(4,,.., A 0,...,0), B = v =1diag(B:, .., B;. 0. ..., 0) (2.16)
Dai temos ¢ seguinte:

Teorema 2.4.6 1. ¢ : B — F(N) dada por ¢(z,y) = 7{e™ B} tem duplo

periodo.

2. v T? — F(N) dada ¥ o p = ¢ € equiharménica mas ndo é f~holomorfa
com respeito a cada estrutura-f invariante em F(N), onde p : R? ~ 7% é a

projegac natural.
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Demonstragao:
=/~ 1diaglcl X}, AEXY . af X B3EXY0,..,0) paral € {1,2....} onde X' =

Al
X se [ = impar 10
}.TQ s
Iy 3¢ 1= par 01

S CHENELD &

Az . T ;- | :
= diag{i,1,....1) +idiaglenx X, 512X, ..., opx X, 52X, 0, ..., 0)
1.
- ;é—gd,z'ag(alx fr} 92 25 .,..&k.lfgfv 3 x fz @‘}
1 )
o gdiag(afrg’)(?’, FrExd et X 80X 0,..,0)
1 : ey
- é—?déag{afx‘f*]g? Biatly, . atrt L, Birt 1,0, ... 0)
+ —diagleiT" X, B0 X0, ., ale® X5, 7 X5,0, .., 0)
5!
Assim:
= diag(l— =032 h + =alttly — 1 — 2B T + =BT = .0, .. 0)
e = g a1 T 1o - 4,&117 9 2!1.’1? 2T 41133 2 R §
1 s s oaas 1 e e s
+ idiag(ozX — 5 AP GIE -'{‘xaﬁiﬂ...,ﬁlx}f — §B§x3X3 + -;;6’%")1”,
3! 51 3! !
40,0, 0)
= diag(cosazly, cos fyxls, ..., cos aprly, cos Fyxls, 0, ... 0)
+ idiag{sinoix X sin Sz X, .. sinapa X, sin F,2X, 0, ..., 0)
Combinando com [A,B]=0, e oy, ..., o, 51, ..., G € Q\{0}, existe um r € Z\{0} tal

que oz + 27nr, y - 97‘m’r) = oz, y),m,n & Z. De fato:

Sejam «; = 63 = q ondep:,.,q] p] gj € ZA\{0}, definar = g...qj...qud, - gjqk

e Z {0}, 7 € {1, gj..."k} Entao:
o(x + 2mnr,y -+ 2rmr) = cosa;lz +r2wn)cos 8 (y + r2rm)
= COs —;(r gy Gioon Qrly- - - - - g, 2mn)
cos &i(y + Gy Gidye . ... q; ..... g 27m)
= cosp;{gi..... T Gy .- gp)az2mn
cosp,(qgi--- - GGy - - - g,; ..... gp) By2mm
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o
o

Consequentemente temos

¥ T? = R’
' 2nr{Z & L)

F(N).

2% Para qualquer métrica invariante a esquerda ds3 em F(N}, de 2.15 e 2.16 temos:

1

= Z A B AL = diaglonAn X, B das X, o e dgpsan—o X, Brrar e X0, 0, 0)

A

Entao:

A. z }‘zjgz-'%E] - di@g(&?}\lg}{z; 312}\34}{2, aﬁf\4k~3,4k—-2}{2: 32}\4,@_1)4;;}{2, O, O}

= Y \;EAE;A
Dat segue que:

Similarmente temos:

(B> A;EBE;] = 0.
Assim,
e 1 € equiharmonica.
3) Suponha que ¢ é f-holomorfa para a estrutura-f F, e (F},} é a z-matriz de F.

Da proposigaoc 2.4.2 uma das seguintes afirmativas é verdadeira:
1 V=lar=+~18 =0
2. =18 = oy
3. V=18 = —o.

Entretanto isto é impossivel, pois ¢y, 51 € Q\{0}. =




Capitulo 3

Estabilidade do Referencial de

Frenet das aplicacoes holomorfas

E muito natural de considerar o seguinte problema:

Encontrar para cada métrica do tipo Borel quando uma aplicagao
® = (I,... . Iy) - (M g) — (F(N),ds3)
é estavel, ou pelo menos para um grande niimero delas e neste caso o resultado é
melhor ainda.

Veremos que esta é uma questao muito dificil e nds somente teremos uma res-

posta interessante no caso que ® = (L, ..., Ty} (M?,g) — (F(N),J,ds3) é um

referencial de Frenet de uma aplicagdo holomorfa, o qual serd harménico para toda

métrica ds%.

3.1 Segunda variacao de Energia para aplicacoes
em F(N)

Nesta secao vamos calcular a segunda variacao da energia e combinando com um
lema técnico, obteremos familias de métricas do tipo Borel em que os referenciais

de Frenet s&o estavels.
Lema 3.1.1
1) (A7, [g.[g, AY]l) = — (g, AY), [g, A7)) (3.1)

46



Segunda variagho de Energia para aplicacdes em F{NV}

8q s 0g
2) { 49, g T, 22T
)< -1, > <Azg,ﬂzazﬂj>

Demonstragao:

Usando a equacao 2.7 temos:

1) {47, 1010, A7) = (7" A7) [g. ATD)
= —{lg. A7), [q, AY])

zg ﬁ H \ = fir (.423 (ﬁzﬁgQJ{;’)E
Y s 7
= tr kﬂf;”g*ﬁ”}? <'§%> ﬁ:)

Az

dq
franad — 44
<A H8H>

3) <A§.,qmggﬁj> = ir (Aij (gmg%nj)j
= —ir (qi}”ﬂ (gi)%ﬂ)
= w<q‘4§,ﬁig—gnj—>‘

/\

11, (t)L .
gt g = (Mt}

Demonstragao:
Por definicio T1;{t) = e~ "1’ Entéo

Lema 3.1.2

Jt

J .
—TL(t) = ge L' + e 10" = ¢ YT, gle™.

(3.2)

(3.3)
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Consequentemente:

OTLL (1))

5|, = Mg+ [ glg =

P}

Teorema 3.1.3 (segunda variacdc de energia)
Seja @ = (I4, .., Hx) : (M%g) — (F(N)),

fuf

L

5}

4 gl

D). 3400 )

AY (1‘)> v,.

PPN 5
CE) =Tl =4Re |
Demonstragac:
Usando a definicio 2.9 vemos gue :
%5 &) m‘?ReZ)\U[ <~w —aw > v,
Entao:
d 5 .

‘ i

- ‘Z’ReZ)\Uf <AJ 0. 55
Consequentemente:

ﬁE(@)i = 2ZRe> Ay a4l g
dt? C =0 E Y dti‘izo‘ =7

AEA

d

s, &
ohe Y [, (410 35

AY
t=0

" >'U9

‘(.)>»vg =T+1I.

Analizemos I e Il separadamente. Estudando primeiro I temos:

43

IR . - . .
ds%) uma aplicacao harmoénica

<q¢4f‘*§w>@w§ez;\ [/an 3g>@g.
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II = 2Red Ay J[ <‘A?(é),-g;tx@ﬁij(i}%g
- sn S (208 (3 (050)).
= K;RFZAM[ (”f(t gfh:@ [aizﬁa(gf, + ﬁ(tjj (w(ﬁ(N)D%‘g
- Rez/\z}-j (4@ é"fft Og.gt)é?; N ;:Mn.@g; {azmoﬁj(z})
. n%(—ggmow)) o (o] ) )
_ 2ReY N ] <4 T, 0], 4] 52 + 20T =Tl

o
+ ﬁég“z“{li_ﬁjaéfjsgj)vg

- EReZAijj; (A9, A+ B+ C)u,

AMas
. L o1 oIl
A = [[TL.q. gl~—% = [II I,
(M. q). ¢l 5 [Lg — ¢IL;, ¢ 5
8H oIl
= FL — 2qll;q b} A@J
q” B q a +q

Por outro lado:

Ea H
B = Q[Qa‘:flé'a—z(iﬁj;qfé

ol d
s (5[5 )

o1l o1l g Jyg L
= _.___.__9 2 Mol =L — 9T gt TL = 20 A5
Mg =g = 20Lg" 5= + 2Ll 72 — Mg T — 20474
8H g
2q11; 2011, ﬂ
- 2qllg Tt 20057

) . - 1L,
o1,
0z

g,
+ Hjé;(qzjﬂﬁﬂqz
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Consequentemente:
A L0 = ?uéij 9 4@] L ATF 2, I d 2y aq D) aq
A+ B+ = g A —LgAgT A/ + 17{&;' )E}‘ MQH,;—angjQ*— wﬁiQa;Hj
9q
+ 20l —T1;
"L
= (g lg, A¥ + T, —T11, — ZE - 211, I + 2¢1L —TI;
Finalmente
: o dq*
II = 2Rey Ay f ( AYiq. g AV + TL2L T — 211,201 - om0 22
AN ’ - dz dz 5

)

Entao aplicando ¢ lema 3.1.1 obtemos:

7 = ~QRSZ}\gj <EQ7«4?J [ 4?3}?} AWQREZ}\@J[ < 423} gqﬂ>
M -

o M

~2Re > Ay A<A? Og° > . _4Rez,\zj/ <A%’Zj}ﬁzqg H>

Mas como ¢ € harmonica, podemos usar a proposicac 2.3.7 e consequentemente:

8q Bq
7q2> (EQ’ = O

= ~Re> Ay f < 4;
Z ’ AT Oz
Logo:

IT = —2Re) j;\ij[ <[quéij§,[q,‘4ijj>vgwi»»aiReZ)\ij/ <gq,,4fj§,n gqn>
J MM M
i dq
- 4Rez,xzjf <4z ntq_a—znj>yg

Por outro lado usando novamente lema 2.3.2 temos:

[o= 2Re) Ay / <dt G tzoﬂij\) "

. ,}M

23

tmg - dt
= QRQZAZ--/ [Aif.qi-—naqﬂ [AY ]WH-?gH v
g ar z a ZBZ 3 E)
: [ A% 0T Al b o1 94
- 2ReZAij~f <;i4zf,g§,i_az,q}>z:g%ReZA@L<[_.4g,q;,ﬁi-a—znj>@g
- 7Rez,\1}] < gfﬁ 3q> 5
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Finalmente:
d2

@E(@t}‘i:() = I{{qy=T+1]

; 3 " [ Gy O
= M%R&ZA ﬂ[ \,’;;«’ 87/19“1-'336 Aéjj !ﬂzéﬂjéﬁg\}%g
' ; @ - d
m 436/ (g.%f,éw;/)tgvr%%p E /\IJJ[ \ q q>'yg

AN

3.2 Estabilidade em F(N)

Borel em |2} provou que as métricas de Kalher invariantes ds3, salvo permutagdes

sao dadas pela matriz simétrica:

0 Az A+ ez A b Ao R Ay - A b des - Ay
Az 0 Ags Azz + Agg cor Aoz b Agg o v
A+ Ags Ay 0 Azy ) :
* % * 0 cee A(N—2)(N-1) + AN 1IN
* * % p ce ,}\(;\-ml)_f\;

Definicdo 3.2.1 A’ = (A;j) ¢ dita uma perturbacdo de A = (X;;) associada a uma
aplicacdo @ = (II;,--- [ 1ly) : M? — F(N) se:

1. )\;] = )\z'j 5€ (Zj) % (3‘133.1)1 (jlail): e ?(iszT) € (jr:%)

!

2. A

fie = Mgy TEk >0 paral <k <7
3 AR = AP = m AW = APV = 0, onde ds? sdo métricas do tipo Borel.

Agora deduziremos a propriedade chave da formula da segunda variacdo de energia.

Lema 3.2.2 Seja ¢ = (T1;,...,IIy) : M? — F(N) uma aplicacio equiharménica.
Entio,
» : — 99 Jg .
I.f’ (q> = ]?(Q) +~[\I 2¢1 (Enllgl—'{ *+ ﬁj aén {2) bg =

. 1 ) 8q 8g *
+ "'TQRGJ/ME:? <lﬂzra H +|era~ )US’
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Demonstracao:
3€1 dg.. Jg
I$(g) = 4R A +2Re > A [ / M5-1,
@ =re [ (04F 200, < 2Re Y &
Mas A% = A% pois A% = AI% = . = A"/ = AF = (. Consequentemente:
5 . 00\ _ dg._ g
°lg) = N L ) g\
I'i{g) = / ,5Z/tg F2Re> Ay /i <H“§ZE9? §Z>@g
5@ T 5@' B
- 2R ZE" f < 5;113“!“ T ‘Ejaézﬂwsz> Vg
r . (9 8
= If:((]) + 2Re Ek / (gﬁik_gﬂ ‘2 H} qH%ig .
—1 v\ 0z "0z
=

Definicdo 3.2.3 Uma aplicacdo harménica ¢ : (M?,q) — (F(N),J, ds%) é dita

estdvel se If(q) > 0 para qualquer variacdo ¢ : M? — u(N).

Teorema 3.2.4 Seja ¢ : (M?,J;,q) — (F(N),J.ds%) uma aplicacdo holomorfa
onde a variedade de chegada é Kalher. Entdo ¢ é harmonica e estdvel.

Agora estudaremos a estabilidade das aplicagoes de Eells-Wood com respeito a

um conjunto muito grande de métricas do tipo Borel.

Teorema 3.2.5 Seja ¢ = (11, Ily) 1 M? — {F(N), J, dsi,) um referencial de
Frenet de uma aplicacdo holomorfa. Consideremos A" = (/\;-j) a seguinte perturbacao
da métrica Kalher (A = (Ay):

Aijose (,7) # (. gu), (Grein). - L (e, dr) € (Gryir)

M E < g N = 1)(N -2
1] )‘?{} + g, S8 £ 2 0 para 1< k < ( )2( ),caso contrario

Entéo. ¢ é estavel.

Demonstragao:
Seja JJ uma estrutura quase complexa na qual ¢ : (M, J;) ~— (F(N).J) é
holomorfa. Entdo de acordo com o Lema 3.2.2 temos:

b : | 8 8
If: (Qj = fi(q) e / 25}_ <iH1_(?.ﬂ3|2 e |E3 QH1[2> +oaen
A

Jz
dq g

-+ J—2Re/{f5 (iILa H\F - 5 »é»:H\ ) Ty
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Portanto, de acordo com o teorema de Lichnerowicz 3.2.4 I2(g) = 0, e todo

N = 1)(N =2
SkEO:Paza}SkS(é\}—(-’w"i):( 1)*?& )

Definicao 3.2.6 Uma métrica quase-hermitiana sobre F{N)} é dita {1,2)-simplética

se (d0)+* = 0, onde (d2)*? denota a componente (1,2) de d€0.

Observacdo 3.2.7 Foi provado por Paredes em [8] que a métrica dada pela matriz

simétrica:
o 1 2v2+1 22+ 3 2
. 2 2 2 e
5 g \/§ \/é‘*'%*i -—_§m
22 + 1 _ N
L= “/;"T" V2 0 1 147
22 -+ 3
\’9 V3 +1 1 0 -
- 17

é (1,2)-simplética em F(5).

Observemos que esta métrica ¢ uma perturbacio de méirica Kéalher

0 1 2v2+1 2/2+3 2v2+3
. 2 2 2 2
5 0 V2 VZH1l V2414
22 + 1
22+ 3
5 VZ+1 1 0 ,s
2v2 43
\/; +7 V24147 147 T g
22 -3 17
na qual g5 = 8 — { 3 -+ 7 525:—9:~(\/§+1+77)eos £;; restantes sdo

nilos.




Capitulo 4

Torneios e Geometria das
Variedades Bandeira

Nao-Degeneradas

Neste capitulo vamos relacionar o estudo da geometria complexa das variedades ban-

deira ndo-degeneradas F'(V), aplicagbes harmdnicas em F(N) e a teoria de torneios.

4.1 Torneios e Estruturas Quase-complexas

Definicao 4.1.1 Um torneio ou n-torneio 7, consiste de um conjunto finito py, ..., p,

de vértices ou jogadores distintos tal que cada par de vértices estdo unidos por

exatamente Wwm arco p; — p;.

Definicao 4.1.2 Sejam 7, um torneio com n jogadores {1,...n} e 7o um torneio
com m jogadores {1,...m}. Um homomorfismo entre 7, e 7, é uma aplicacéo o :
{1,...,n} — {1,...m} tal que
i— e o(i) = o))
ou
o(1) = (7).

Quando ¢ € bijetiva dizemos que 7, ¢ ™ sao0 isomorfos.




Torneios e Estruturas (Jnase-complexas

[

n

Cada torneio determina um vetor placar {s1,...,8,) : 0 < 51 < ... < s,; tal que

2 i= i = (3)

Definicao 4.1.3 O torneio com n jogadores {1, ..., n}, definido por
T g <,

¢ chamado de torneio canénico. O seu vetor placar é (0,1,...,n}.

Por exemplo para F(3) e F(4) temos respectivamente

[
»

Figura 4.1: s&o torneios candnicos

Proposi¢ao 4.1.4 Os torneios gozam das duas seguintes propriedades bésicas:

1) Se dois torneios 7y e 7, Sd0 Isomorfos, entdo eles tém o mesmo vetor placar.

2) Se um torneio 7 tem um circuitoc i; —» iy — -+ —> 4, — iy entdo ele tem um

3-ciclo.

A reciproca da propriedade 1) néio é verdadeira como mostra o exemplo abaixo,(ver

[14] para maiores detalhes):

5 5
(1,1,2.3,3) (1,1,2,3,3)

Figura 4.2: Torneios ndc isomorfos mas com mesmo vetor placar
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Dada uma estrutura quase complexa invariante J, podemos fazer-lhe corres-
ponder naturalmente um torneio 7; com N jogadores {1, ..., N} da seguinte maneira

se J{ay) = (a;;) entdo 7; é tal que para i < j
- S ! A
. . I
P ey = v —lagy

Exemplo 4.1.5 Consideremos

U3
F®) = G T
U(1) < U(1) x U{1)
Neste caso J 1 p — p
0 1z dig
p= —adiz 0 g tdinaisan eC

—a13 —az 0
Se J € uma estrutura quase complexa invariante definida por:

0 a2 Qi3 0 —v—lap —v/~lap
Jl—tn 0 ap| = | —V-ldp 0 Vv —1aas
—Qi3 -0 O —v—1laz  /—1a 0

entdo o torneio 7; associado é:

Figura 4.3: torneio associado

Definicao 4.1.6 Uma variedade quase complexa (F(N),J) é dita uma variedade
complexa se J € integravel. Neste caso cada aplicacdo entre sistemas de coordenadas
complexas locais é holomorfa.

() seguinte resultado é devido a Burstall e Salamon [4].




As formas de Maurer-Cartan de U(N)

g

It

Teorema 4.1.7 [4] Existe uma correspondéncia um a uin enire esiruturas quase
complexas invariantes J em F(N) e n-torneios 7; tal que J é integrdvel se e somente

se T; nao contém 3-ciclos.

Figura 4.4: E um 3-ciclo

4.2 As formas de Maurer-Cartan de U(N)

Sejam V, W € CV,V = {(vy, ...,ux} e W = (wy, ..., wy). Munimos CV com o produto

interno hermitiano usual.
(v, w) = g Uil
il

A seguinte proposicdo contém algumas propriedades deste produto interno, cuja

prova € simples:

Proposicéo 4.2.1 Se VW, Z € CV e a,be C entdo
1LV, W) = (W, V)
2. {aV +bZ, W) = (VW) +b{Z W)
3.V, aW + b2y =a (VW) + b (Z, W)

Definicdo 4.2.2 Um referencial consiste de um conjunto ordenado de N vetores
linearmente independentes (21, ..., zx ) tais que z; A -+ A zy # 0.

Usaremos a convengao

() referencial é chamado unitario se

{21, 25) = 65 (4.1)
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0 se i7]
onde d;5 = _ 7 "7
1 se 1=7

O espago dos referenciais unitarios podem ser identificados com ¢ grupo unitério

[U(N). Escrevemos

=
j ]
S

Cg/,z‘:“—“ % %32}
J

onde wy; sao as 1-formas. conhecidas como as formas de Maurer-Cartan.

Proposicao 4.2.3 As formas de Maurer-Cartan sdo anti-hermitianas, isto é, satis-

fazem

Iy
LA

F T

Demonstracao:

Derivando 4.1 temos
(dZ;. Z;) +{Z;,dZ;y = 0
Agora usando (3.2) obtemos
(Y i 2;) = (2., S wZi) =0
<}_‘: i, Zj> + <Z wiZi Zi) =0
Usando a linearidade do produto interno e usando novamente (3.1) temos

Zw‘zz (Zy, Z;) + z:ﬁ{zﬁ Zi) =0

o0
X}

Isto é

Proposicao 4.2.4 As formas de Maurer-Cartan satisfazem a equacao

dug =) wghwg. (4.4)
k
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Demonstracao:

Tomando a derivada exterior na equacdo (3.1) temos:
Z{dwﬁzj = wdz; ) =0

J
Z duwzz; - Z wgdz, = 0
i k
Z dUJZEZ7 W Z T (Z ak}%) = {J
J > 3
Z dwgzz; — Z (Z Wy N wk53j> z; =0
7 k

7

> <a’w5 - 2w wk;zg) 4 =0
o

7

Como z; 880 linearmente independentes entdo: dwgz = 3, wp A wy; .

4.3 Meétricas Invariantes & Esquerda

Consideremos a variedade F(N) com uma esirutura quase complexa invariante J e
torneio associado 7;. Todas as métricas invariantes & esquerda sobre {F(N), J) tém

a forma.
2.J

onde A = Ay € uma matriz real simétrica que satisfaz:
>0, se 1357
)‘ij =

; 7 eas formas de Maurer-Cartan de U'( V) sdo tais que
=0, se i=j

m*? = gerado,;{wz} e m™' = gerado;{wy;}

O espaco m*? é o auto-espago de J para o autovalor v/—1 e o m®! é o auto-
espaco de J para o autovalor —/—1.
Observe que na fdrmula 4.5 quando A;; = 1, para todo 4, j, obternos a métrica

normal induzida pela forma de Cartan-Killing de U({N).
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Proposigao 4.3.1 As métricas 4.5 chamadas métricas de Borel, sdo quase hermi-
tianas para cada estrutura quase complexa J, isto é ds% (JX, JY) = ds3(X,Y) para

todos os campos vetoriais X, Y.

Demonstracao:
A\ (X, TY) = > djws @ wy (JX,JY)
4
- Z ’B‘ijwij{JX—)w%j{JY}
i,
R Z AijjuﬁiE(X}Jng (}')
(v
= ZAijg?—-j“’mwiE{X}gij(“\/———ﬁwfj(y)
k)
= D AyEl V==V =Tug(Xjuwy(Y)
i.j
= Z Aijg @ wy (X, Y)
- XY
para cada campo vetorial X e Y onde

1 se i—]
£ — -1 se 7= (46>
0 se i=3j

4.4 Formas de Kalher e suas diferenciacoes exte-

riores

Definicao 4.4.1 Seja J uma estrutura quase-hermitiana U(N)-invariante sobre F(N}
e 7; o tornelo associado a ela. A forma quase Kélher associada a J é definida para

cada par de vetores tangentes X,Y por

QXYY = dsh (X, JY)
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Proposigao 4.4.2 Seja Ty 0 grupo de permutacbes de N elementos com identidade

e. Para cada permutacido v € Ly, a forma quase Kalher {2 se escreve como:

juosd s e ) £ fanid —_— 7 4 s, {47
Q= 21 E ;ﬂﬂ?}fuﬁwf(i}?{j} /\W'T{g;fsg_j)z (4.7)
i<
onde
£ PARE S . fon A .
Hr{i)r{s) = Erltyr (i3 Al (3

sendo £;; definido em 4.6.
Demonstragao:

QXYY = dsi{X.JY)
= D Aty (X0 e (V)

= —V=10 + ) Dt W wmmy (X Dwmme ()]

i<y >

= V=1 st At e X900 (YY) = ey (Ve (X))
r;<j

= =2V-1) et Ao irtarn (X, Y)

<)

Teorema 4.4.3 [13] Seja (F(N)), J, ds3) uma variedade bandeira e () a forma quase
Kilher associada a J. Entdo

1 3
200= D Crtirir) Y-t (4.8)
i<i<k
onde
Cijie = fig — Pik + fik {(4.9)
o

Ui = Imiwz Awge A w:‘,z} (4.10)
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Demonstracgao:
Diferenciando {1 e usando as equacgdes de Maurer-Cartan para U(N) deduzimos

0 seguinte:

v—1 Z
/ — e VA I { A 1
5 atl = Hriiyr .73 Worpg 'rij/) 7 Wor(idrids Hrli)r(d) : \dW~-15 u}>i
Z i<
= D ket D S P e D CRERG)
1] k

= Z srtiyr oy + i) N W N e

1(1
i L ' {5/;,! - 9 e A + \1
oy N W TGY T Wiy D Yy

i ' /\ I JES— !\,z P S——
. L & e T .
E : "*1*"'}{\ ‘ ’r(ﬁvfﬁ“iff ‘ T(zf"f{?}

hi.g
= [ e A Yo A )]
ey
= VLY wrwegy ) I A v A 9

Entdo temos:
0 = (D, DL F D e Imln g AW A )
k<a<lj i<h<y i<k

= D BelprIm AT A )

s | e

i<j<k

+ Y eI gy A W A e
i<j<k

D el I T A T A )
i<F<k

= - > Hr (e T (- ) A oty A W)

i<j<k

= D b Im(e, T A W D e TR

1< F<k

= D oI A SR i)
i<k
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£
= § #'f{j)f(k}Emi"“f[i}r(j} N N W)

i<k
hY
i< j<k
| TRV [y — I 3
= 2 e T )
i<k

_— { R P R o J—— £ P 7 —
= E Ve {r () Mo (yr{k)y ™ @r{j)ﬂk})lm{\w,—{i)r{j} i k) A o '}"’k))
1<i<k

Denotamos por C77 o espaco da formas complexas do tipo {p, ¢} sobre FI(N).

Se 4, 7, k formam um 3-ciclo como na figura abaixo , entdo w; € mb% wy, € m"’

ewy € m*Y e portanto v, € C30 @ C. Da mesma forma, quando 4,7, & ndo

10, , 10

formam um 3-ciclo como na figura abaixo entdo w; € m' wy e mM ewzem

,2

e portanto ¥y € C81 @ T2 Assim, para qualquer 4, j, k temos que:

Uzjk c CS,O sy {C{),B

Ou

i € CH g CH?
Como df? é uma 3-forma, entao ela tém partes (3,0),(2,1),(1,2) e (0,3) isto & :

dO = (d)* + (dO)%? + (dOY>! + (d)H?
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Observacao 4.4.4 'Ioda variedade de Kélher é (1,2)-simplética. A reciproca € cla-

ramente falsa, basta considerar uma métrica (1,2)-simplética para J nao integravel.

{AA

Teorema 4.4.5 [9)Seja¢: (M. J,g) — (F(N),.J. () uma aplicacdo J-holomorfa

¢ também assumimos que a variedade alvo € {1.2)-simplética. Entdo ¢ € harménica.

Definicac 4.4.6 Se J ¢ uma estrutura quase complexa invariante sobre F(N), entdo
dizemos que F{N) é uma variedade quase Kélher se a forma Q) associada a J for
fechada isto € se d€1 = 0. Quando J € integrdvel e Q & fechada dizemos que F(N) &
uma variedade de Kélher.

Para o préoximoe resultado vamos precisar do seguinte teorema:

Teorema 4.4.7 [7] O nimero de tridngulos ciclicos num grafo completo com N
vértices €:

Lo

o (N?T N

=
se N € impar ou

1

— N(N? -4

24 ( )

caso N seja par.

Demonstracao: Observemos que todo tridngulo nio ciclico contém exatamente
um vértice com duas extremidades terminadas. Seja T; o ntimerc de vértices termi-
nando no vertice a;. Entao qualquer par de tais vértices pertencera a um tridngulo
nao-ciclico. Viste que existem w triangulos nao ciclicos associados com g,
e, consequentemente existem ao todo

N

%2; T - 1) 12:'.m_§:T (4.11)

1=
tridngulos nao ciclicos no grafo.

Por outro lado, a soma dos T; € o nimero total das exiremidades, i.e,
N(N -1 _
E:Imn-mmml (4.12)
i1

e combinando isto com a equacdo 4.11 vemos gue na ordem, para maximizar o

ntmero de tridngulos ciclicos devemnos minimizar 3 -, 77 sujeito a equagdo 4.12.
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O cdlculo simples construido para solucionar este problema minimo é dado por
N -1
po =)
2

Neste caso substituindo na equagio 4.11 d4 o niimero total de triangulos nao ciclicos
NN —-1J(N -3 . . . NN - 1}{N -2 |
- Cj - ) e subtraindo do numero total de tridngulos ( 6 ( - da
[
N2 N
24

No casc N par, o minimo é atingido pelo conjunto de todos os 7 iguais a 5"‘»

e, consequentemente, esta é também a solugao quando N ¢ impar.

1. N . -
ou 5:“\? ~ 1, para se dizer 7; = aj\» +p.p > 0, entdo por causa da equacao 4.12 algum
T, pode ser além disso diminuido para permitir

1 1
TNN==-N+p—-1,T,==N-p+1
1 5 +p L2 5 v

; N . . , i 1., i

Ngvamente da egquacdo 4.12 € necessario que 7, = gf\’ para -Qf\ valores de i e
i U . i .

T, = é-j‘v -~ 1 para os outros ;;.N Visto que, uma reduzida fronteira do ndmero de

tridngulo néo ciclico é

1-‘."|1.‘ 11;7 11' 1* ‘\_‘;\’F(“‘F\?mg)z
e subtraindo do nimero total de tridngulos d4
N(N? - 4)
24 '

Teorema 4.4.8 A métrica de Killing sobre F(N) é (1,2)-simplética se e somente
se N < 3.

Demonstracao: Fazendo 7 = [ na equacio 4.8 temos:
i ‘
ng = Z Cijpujn
1 3<k
Portanto ds3 é (1.2)-simplética se e somente se (dQ)"? = 0 <> Cpip = 0 se

wijk & CQ’E € Cl’z (4}.3)

Entdo como Cijr = My = ik + Mgk © [y = €50, € a métrica é de Killing entdo

{1y

- ey 20,

Ay =1 e portanto Ciyp = €45 — 24 +
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Logo 4.13 ¢ eqguivalente a
Vi € CF & CF (4.14)

para todo 7 < J << k. Dai

e e e S

= 1, 7, k formam um 3-ciclo. Assim, o nimero de 3-ciclo em um torneio 7 € igual
a (1), Entretanto, isto é impossivel pois de acordo com o teorema acima temos que

o numero de 3-ciclos no torneio é menor ou igual a ;}—g{}\-‘z — N} se N é {mpar ou

%N{j\;z — 43 caso N seja par. ]
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