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Resumo

Seja G = (V, A, d) um grafo simples, nao direcionado e de pesos ndo negativos nas arestas,
e que possui uma ordenacao dos vértices cujos quartetos de elementos consecutivos sao 4-
cliques. O Problema Discretizavel de Geometria de Distancias Moleculares Tridimensional
(*PDGDM) consiste em associar coordenadas do R?® a cada um dos vértices de G que
respeitem os valores de d. Uma *PDGDM re-ordem é uma sequéncia de vértices similar &
ordenacao anterior, mas que permite a repeticao de elementos sob certas circunstancias.
Encontrar uma *PDGDM re-ordem é um problema que pode ser resolvido com custo
computacional polinomial de O(|V|°). Esta dissertacdo apresenta um método polinomial,
fazendo uso da Busca em Profundidade, para determinar uma *PDGDM re-ordem com
custo de O(|V[* 10g|2vl). Obtido um grafo G3 = (V5, A3) derivado de G = (V, A), constrodi-se
uma re-ordem de G a partir de um passeio v em G3 que atinge todos os vértices de G. Se
uma re-ordem nao é encontrada, significa que nao existem re-ordens para o problema. O
algoritmo é implementado na linguagem de programacao C++ e testado em instancias de
moléculas de proteinas presentes no RCSB Protein Data Bank (RCSB PDB). Os arquivos
do PDB sao lidos por meio de fungoes da biblioteca Protein Dynamics and Sequence
Analysis (ProDy). Com o objetivo de diminuir o tempo de execugao do método, propoe-se
uma modificacao no algoritmo que leva em consideragao caracteristicas particulares das
proteinas. Os resultados analisados sao de dois tipos: tempo de execucgao e obtenc¢ao ou
nao de re-ordem. Ambos os algoritmos foram testados. Quanto a performance de tempo,
a primeira versao do algoritmo nao terminou a execucao dos casos que possuem mais
de 180 residuos. Por outro lado, a versao modificada resolveu todos os casos, gastando
nao mais que alguns segundos. Quanto a existéncia de re-ordens, em apenas duas das
instancias houve resultado positivo. Observaram-se evidéncias de que um tipo especifico

de aminoacido pode estar causando a inexisténcia de re-ordens: a prolina.

Palavras-chave: re-ordem. geometria de distancias. prolina.



Abstract

Let G = (V, E,d) be a simple, non-directed and non-negatively weighted graph, which
has a vertex order whose quartets of consecutive vertices are 4-cliques. The Discretable
Molecular Distance Geometry Problem in R® (* DM DG P) consists of associating a point
of R? to each vertice of G in a way that all the values of d are respected. A DM DG P
re-order is a vertex sequence similar to the earlier order, but it allows the repetition
of vertices under certain conditions. Finding a > DM DGP re-order is a problem that
can be solved with worst-case time complexity of O(\V|6). This dissertation presents a
method, that utilizes Depth First Search, to determine a *DM DGP re-order with the
cost of O(|V|* log|2vl). Firstly, it generates a graph G5 = (V3, E3) derived from G = (V, E),
then constructs a re-order of G' from a walk v in G3 which reaches all vertices of G.
If a re-order is not found, it means that there are no re-orders in that problem. The
algorithm is implemented in the C++ programming language and tested on instances of
protein molecules of RCSB Protein Data Bank (RCSB PDB). PDB files are processed
using functions from the Protein Dynamics and Sequence Analysis (ProDy) library. In
order to decrease the execution time, a modification in the algorithm is proposed, taking
into account the particular characteristics of the proteins. The execution time and the
achievement or not of a re-order are the parameters taken as results. Both algorithms
have been tested. As for time performance, the first version of the algorithm did not end
execution in cases that have more than 180 amino acid residues. On the other hand, the
modified version solved all cases, spending no more than a few seconds. As for the existence
of re-orders, only two of the instances had a True output. It was observed some evidence

that a specific type of amino acid may be causing the absence of re-orders: the proline.

Keywords: re-order. distance geometry. proline.
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Introducao

A Geometria de Distancias (GD) é uma parte da matematica que investiga
as propriedades de um espaco que sao oriundas do conceito de distancia. A GD passa
a ser considerada como uma nova area do conhecimento, contemporaneamente, a partir
dos resultados de Blumenthal (1970). No entanto, os estudos a seu respeito remontam a
Grécia Antiga. La, o foco estava nos objetos geométricos cldssicos: pontos, retas, planos,
circulos, poliedros. Herao de Alexandria (por volta de 50 d.C.), por exemplo, desenvolveu

uma maneira de calcular a drea de um tridngulo por meio dos comprimentos de seus lados

(LIBERTL; LAVOR, 2016).

Saltando cerca de 2000 anos para frente, Arthur Cayley publica em 1841, ainda
como graduando, um artigo que serviria de base para os trabalhos de um outro importante
gedmetra: Karl Menger. Cayley provou que o volume 4-dimensional de um 4-simplex
imerso no espago tridimensional é zero (LIBERTI; LAVOR, 2016). O K-simplex é o s6lido
do espaco K-dimensional que corresponde ao triangulo, no espago bidimensional, e ao

tetraedro, no espaco tridimensional. Um K-simplex pode ser formalmente definido da
seguinte forma (BLUMENTHAL, 1970; BAZARAA; JARVIS; SHERALI, 2010):

Definicao 1. Sejam xq, z1, ..., xx K+1 pontos do espagco K-dimensional que sao nao-

coplanares neste mesmo espago. Entao, o conjunto Sy é chamado de K-simplex:
K
Sy =< oo + Ty + ... AT ‘ x=>01=12...,K,¢ Zai =1 (1)
i=0

O teorema que apresenta aquele resultado faz uso do determinante que viria a
ser conhecido como o determinante de Cayley-Menger (LIBERTI; LAVOR, 2016).

Em 1928, Karl Menger expande a ideia por tras do determinante de Cayley e
contribui para a generalizagdo do célculo do volume de um K-simplex, utilizando somente
as distancias entre seus vértices (LIBERTI; LAVOR, 2016). A construcao da férmula para

computar este volume estd presente em Blumenthal (1970, p. 97-98):

Definicdo 2. Sejam g, 1, ..., v K+1 pontos do RX e D a matriz simétrica de
dimensao K + 1, cuja componente (i,7) guarda a distancia entre x; e x; ao quadrado, ou
seja, ||z; — x;||°. Seja D' a matriz simétrica de dimensio K+2 que corresponde d matriz

D cercada pelos vetores [0, 1, ..., 1]7 e [0, 1, ..., 1], respectivamente, pela esquerda e por
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cima. Fxplicitamente:

0 1 1 e 1 e 1 o 1
1 0 deowy ooy -+ dogwy -+ duga; oo dugag
1 dy 4 0 si,e2 e Gmimg e Ompz; oo Oppag
1 dyywy dugm 0 T ey 2y
D = ' : 2
1 dIi,IO dli,xl dIi,IQ 0 dCE“I] dmf“IK ( )
U deyno dojoy dujzy oo Aoy - 0 -
|1 digwo dogar dogms - Qo oo dagay - 0 |
O volume K-dimensional do K-simplex, cujos vértices sao xq, x1, ..., Tg, €
dado por:
(—1)K+!1
Vi(xo,x1,...,05) = A | —=——==|D'|. 3
K( 0,41 K) QK(K')2| | ( )

O simbolo |D'| representa o determinante de D', que, por sua vez, corresponde

ao determinante de Cayley-Menger para o caso K-dimensional.

Atualmente, a GD esta presente nos mais variados campos da ciéncia (LIBERTI
et al., 2014a): astronomia (LINDEGREN et al., 2012; SANTIAGO et al., 2018), robdtica
(NIELSEN; ROTH, 1999), telecomunicagbes (ANDERSON et al., 2009), bioquimica
(DONALD, 2011). O ultimo campo ¢é de fundamental importéancia, ja que o desenvolvimento
deste trabalho é motivado por aplicagoes diretas a bioquimica. Aqui, o problema de GD
consiste em determinar a estrutura 3D de proteinas, quando sao conhecidas apenas algumas

distancias entre pares de atomos.

Mais rigorosamente, pode-se descrever esse problema da seguinte maneira: seja
{dij - 1,5el}, I c{l,...,n} x{1,...,n}, um conjunto de distancias conhecidas entre n
objetos. O Problema de Geometria de Distancias Tridimensional (* PG D) consiste
em determinar um ponto z; do R? para cada objeto de forma que as distancias conhecidas

sejam respeitadas, ou seja:

|zi — ;|| = dij, V{i,j} € . (4)

Com o advento da Teoria dos Grafos, area de estudos que se encontra na
intersecao entre a Matematica e a Computacao, torna-se possivel redefinir os problemas
de Geometria de Distancias em termos de grafos. Para isso, alguns conceitos devem ser

levados em consideracao:
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e Um grafo direcionado G = (V, A) é um par ordenado formado por um conjunto V/
de objetos, que sao chamados de vértices, e por um conjunto A de pares ordenados
de vértices, que sao chamados de arcos (BONDY; MURTY, 2008, p. 31).

e Um arco (u,v) retrata uma relagao direcionada do vértice u ao vértice v. O grafo
G = (V,A) é dito ndo direcionado quando uma relacado entre pares de vértices
de V é dada sempre em ambas as dire¢oes (BONDY; MURTY, 2008, p. 1-2,31).
Precisamente,

(u,v) € A= (v,u) € A. (5)

Neste caso, é conveniente retratar os arcos (u,v) e (v,u) como um unico objeto
que expresse a relagao bidirecional entre u e v. Este objeto ¢ chamado de aresta e
representado pelo conjunto {u,v}. Consequentemente, o objeto A em grafos simples
e nao direcionados é um conjunto de arestas (BONDY; MURTY, 2008, p. 1-2,31).

e (G ¢ dito ser simples quando nao possui arcos formados por um mesmo vértice
(BONDY; MURTY, 2008, p. 3-4), ou seja,

VoeV, (v,v) ¢ A. (6)

e Um grafo ¢ dito ponderado quando existe uma fungao d : A — R, que atribui valores
nao-negativos as arestas do grafo (BONDY; MURTY, 2008, p. 50).

e Graficamente, os vértices sdo representados como pontos, enquanto as arestas sao
representadas como segmentos de reta que conectam vértices (BONDY; MURTY,
2008, p. 1-2).

Estabelecidos os conceitos bésicos de grafos, redefine-se o > PGD da seguinte

maneira:

Definigido 3 (*PGD). Seja G = (V, A,d) um grafo simples, nio direcionado e ponderado.
O Problema de Geometria de Distdancias Tridimensional (PPGD) consiste em

determinar uma funcao x : V — R3 que respeite as sequintes equacoes:

() — 2(0)]| = d(u,v), Viu,0} € A, (7)

A funcdo x é dita uma realizacdo do grafo G = (V,A,d) no R* (LAVOR;
LIBERTTI, 2014, p. 7). Visando reduzir a notacao, pode-se retratar z(u) por x, e d(u,v)
por dy,.

Deve-se salientar que o > DGP é um problema NP-dificil (SAXE, 1979), o que

estimula o desenvolvimento de diversas estratégias para resolvé-lo. Tradicionalmente, o
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3PGD é abordado como um problema de otimizacio global, podendo ser representado
pela seguinte formulagao matemética (LIBERTT et al., 2014a):
. N2 22
Cmin Y (-l - )% (®)
{u,v}eA
A Fungao (8) constitui um problema de programacao nao-linear sem restrigoes.
Como cada parcela do somatério remete a uma das Equagoes (7), resolver o problema
significa determinar pontos do R? que levem a funcio a zero (LAVOR; LIBERTI, 2014).

Naturalmente, essa maneira de descrever um *PGD encoraja a utilizacdo de
métodos continuos para atingir um minimo global. No entanto, uma vez que as abordagens
continuas dispoem apenas de informagoes locais (LIBERTT et al., 2014a), ndo héa garantias

de se obter minimos globais.

Os métodos Multi-Level Single Linkage (KUCHERENKO; SYTSKO, 2005) e
Variable Neighbourhood Search (LIBERTI; DRAZIC, 2005) sdo exemplos de algoritmos

continuos empregados para resolver * PG'D associados a moléculas de proteinas (LAVOR;
LIBERTI; MACULAN;, 2006).

Ainda no contexto de proteinas, deve-se destacar também os métodos conti-
nuos de suavizacao de fungoes de varias varidveis baseados no operador Transformada
Gaussiana (KOSTROWICKI; PIELA, 1991; MORE; WU, 1997), visto que foram imple-
mentados e testados com sucesso em instancias do tipo cubical grid (LIBERTI et al.,
2014a). Esta implementagao ¢ denominada DGSOL e esta disponivel gratuitamente em

http://www.mcs.anl.gov/ more/dgsol/.

Na contramao dessas abordagens continuas, Liberti, Lavor e Maculan (2008)
apresentam um método discreto para resolver > PGD atrelados a proteinas. Este método é
chamado de Branch and Prune (BP).

O funcionamento do BP esta assentado numa ideia simples: é possivel realizar
um vértice z de um grafo G = (V, A, d), contanto que se conhecam as realizagoes de trés
vértices u, v e w cujas distancias de z a u, de z a v e de z a w sejam também conhecidas.
Esta circunstancia é idéntica ao problema de determinar um ponto z, = [z,1, T2, CCZ3]T
do R? que pertenca a intersecio entre as esferas S(y, dy.), S(2y, dy.) € S(2y,dy.). Em
outras palavras, x, deve ser solucao para o seguinte sistema de equacoes associado a essas

trés esferas:

2. — quQ = diz?
2 — @ |)* = do; 9)

|z, — xw||2 = dguz'

A quantidade maxima de solugbes para o sistema acima é finita e pequena:
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2 solugoes. Primeiramente, considere o caso de duas esferas. A intersecao destes objetos

pode resultar em:

e nenhum ponto, quando as esferas nao se tocam;
e um ponto, quando as esferas sdo tangentes;

e infinitos pontos, quando as esferas sdo secantes. Neste caso, os pontos da intersecao

constituem um circulo.

Com a terceira esfera, o nimero de pontos resultantes da intersecao pode ser
zero, um ou dois, mas nao infinitos. Mais precisamente, a intersecao da terceira esfera com

as duas primeiras pode resultar em (Figura 1):

e nenhum ponto, se a terceira esfera nao intersecta o circulo oriundo da interse¢ao das

primeira e segunda esferas;
e um ponto, se a terceira esfera tangencia o circulo;

e dois pontos, se a terceira esfera é secante ao circulo.

Figura 1 — Intersecao entre as esferas S(z,, dy.), S(xy, dy,) € S(Ty, dw.).

Fonte — Lavor (2019).

Nota — D é o conjunto de pontos presentes na intersegao entre as esferas S(z,, dyz), S(xy, dyz) € S(Tw, dwz),
ou seja, D = S(zy,dyz) N S(Ty,dyz) NS (T, duwz).

Ao se manipular algebricamente as Equagoes (9), obtém-se um sistema equi-
valente cujas solugbes podem ser observadas mais facilmente (LAVOR; LIBERTI, 2014,
cap. 3.2):
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tal que
—1
Ao LT m o T~ T lzo® = llwull® + 2, — d2.
2 Twl — Tul T2 — T2 wa”Q - “‘,L.u“2 + de - d%uz ’
(11)
-1
B — Tyl — Tyl Ty2 — Ty2 Ty3 — Ty3
Tyl — Tyl Tw2 — Tu2 Tyw3 — Tu3

Nota-se que, geometricamente, a primeira equagao do Sistema (10) corresponde
a equagao de uma reta. Ja se sabe que a segunda equagao descreve uma esfera centrada
em x, e de raio d,,. Consequentemente, a solu¢ao do Sistema (10) consiste na intersegao

entre uma reta e uma esfera, que por sua vez corresponde a (Figura 2):

e nenhum ponto, se a reta nao intersecta a esfera;
e um ponto, se a reta tangencia a esfera;

e dois pontos, se a reta "perfura'a esfera.

Figura 2 — Interse¢ao entre uma esfera e uma reta.

Fonte — Lavor e Liberti (2014).

A ideia de realizar um vértice fazendo uso de informagoes de outros trés vértices
ja realizados é expandida no BP, a fim de realizar um grafo G = (V, A, d) integralmente.
E por esta razdo que o BP tem como pré-requisito uma ordenacio dos vértices de G, na
qual cada vértice esteja conectado a trés vértices anteriores. Além disto, pode-se exigir que
estes vértices sejam os trés imediatamente anteriores. Assim, o BP procede da seguinte
maneira (LIBERTI; LAVOR; MACULAN, 2008):

1. E sempre possivel realizar os trés primeiros vértices, desde que cada par de vértices
esteja conectado por uma aresta e as distancias dy, 4,, dyy 05 € dy, 4y Tespeitem a

desigualdade triangular estrita;
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2. Do quarto em diante, os vértices v; sdo realizados em sequéncia, um de cada vez.
De fato, para cada v;, existem até 2 pontos que podem servir como realizagao:
aqueles provindos da intersegao entre as esferas S(zy, o, dv,_51,)s S(Tv;_yy dvy_y0;) €

STy dviﬂ,vi);

3. Se um dado vértice v; nao possui pontos que lhe sirvam como realizacao, retrocede-se
ao mais recente vértice v;, j < ¢, que possua uma segunda realizagao. Este outro

ponto ¢ escolhido como realizagao de v; e o método continua de vj4;.

O problema resolvido pelo BP é, na verdade, um sub-caso do >PGD, uma vez
que o BP requer uma ordenacao para os vértices de G = (V, A, d). Este novo problema
recebe o nome de Problema Discretizavel de Geometria de Distancias Moleculares Tri-
dimensional (*PDGDM) e é formalmente definido da seguinte maneira (LAVOR et al.,
2012):

Definigdo 4 (*PDGDM). Sejam G = (V, A,d) um grafo simples, nio direcionado e

ponderado de um *PGD, e vy, v, . .. , V| uma ordenagdo dos vértices de G, tal que

1. existe uma realizacao para vy, vy € V3;

2. para todo i = 4,...,|V|, os trés vértices imediatamente anteriores a v; sio adja-

centes a v;, ou seja,
{vies, vi}, {vice, vi}, {vicy, v} € A (12)
Além disto, a sequinte desigualdade triangular estrita € satisfeita:

dUi—B/”i—Q + dvi—27v1ﬁ—1 > d'Ui—Bavi—l' (13)

O Problema Discretizdvel de Geometria de Distancias Moleculares
Tridimensional *PDGDM ) consiste em determinar uma fungio v =V — R® que
respeite:

|y, — :vvj|| = dy; v; V{v;,v;} € A.

A ordenacdo de vértices presente na Definicio 4 é chamada de PDGDM
ordem (CASSIOLI et al., 2015).

E vélido ressaltar que tanto o *PGD quanto o *PDGDM podem ser generali-
zados para além do caso tridimensional. A seguir, sdo apresentadas, respectivamente, as

defini¢bes destes problemas para um inteiro positivo K arbitrario (LIBERTT et al., 2014b):

Definigio 5 (* PG D). Seja G = (V, A, d) um grafo simples, ndo direcionado e ponderado.
O Problema de Geometria de Distdncias K-dimensional (“ PGD) consiste em

determinar uma fungao x :V — RE que respeite as sequintes equagcoes:

|z(u) — z(v)|| = d(u,v), V{u,v} € A. (14)
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Definigdo 6 (“"PDGDM). Sejam G = (V,A,d) um grafo simples, ndo direcionado e

ponderado de um KPGD, e vy, vs, . .. , Vv uma ordenagdo dos vértices de G, tal que
1. existe uma realizacdo para vy, va, ..., Vi,
2. para todo i = K + 1,...,|V|, os K vértices imediatamente anteriores a v; sao

adjacentes a v;, ou seja,

{vi— i, Ui}, {Vim(k—1), Vi}s - - {vic1, v} € A (15)

Além disto, a sequinte desigualdade estrita de (K-1)-simplex é satisfeita:
Vi1 (Viei, Vie(k—1), - - -, Vi—1) > 0. (16)

O Problema Discretizdavel de Geometria de Distancias Moleculares
K-dimensional (X" PDGDM ) consiste em determinar uma func¢io x : V — RY que
respeite:

| o, — :L’Uj” = dy, v, V{v;,v;} € A.

O advento do BP traz vantagens importantes em comparagao aos métodos con-
tinuos. O seu proprio funcionamento evidencia uma delas: como ha sempre a determinagao
de todas as realizagoes possiveis para cada vértice v;, i € {4,5,...,|V]}, o algoritmo pode
encontrar todas as solucoes para o problema. Além disto, o BP tem facilidade em lidar
com instancias de grande porte e as solugoes obtidas sao mais precisas (LIBERTI; LAVOR;
MACULAN, 2008).

A despeito dessas caracteristicas, resolver um *PDGDM é, assim como um
*PDG, um problema NP-dificil (LAVOR et al., 2012). H4 ainda um outro fator agravante:
obter uma * PDG DM ordem ¢é também NP-dificil (CASSIOLI et al., 2015).

Com a finalidade de minimizar esta dificuldade, Lavor, Liberti e Mucherino
(2013) propoem uma nova ordenacao dos vértices de G = (V, A) a partir do relaxamento
da definicdo de *PDGDM ordem: permite-se a repeticio de vértices sob certas condicoes.
Esta ordenagao é denominada re-ordem. De fato, Lavor et al. (2019) mostram que é possivel

achar uma re-ordem num grafo de um *PDGDM em tempo polinomial.

Esta dissertagao concentra-se em elaborar um algoritmo exato, e de custo
polinomial, para encontrar uma > PDGDM re-ordem, de acordo com o explorado em Lavor
et al. (2019). Ademais, o algoritmo é testado em instancias de moléculas de proteinas
presentes no Protein Data Bank, o maior repositorio de estruturas tridimensionais de
proteinas. Como principais parametros, sao avaliados a existéncia ou nao de re-ordens e o

tempo de execucao.
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1 Re-ordem

Uma re-ordem em um grafo G = (V, A) simples e nao direcionado é uma
sequéncia de vértices na qual cada elemento do quarto em diante conecta-se com os
dois elementos imediatamente anteriores, e conecta-se ao terceiro antecessor ou ¢ igual
ao terceiro antecessor. Além disto, os trés primeiros termos estao conectados entre si
dois-a-dois (ou seja, é uma 3-clique). Mais precisamente, como apresentada em Lavor et al.

(2019), pode-se defini-la do seguinte modo:

Defini¢ao 7 (Re-ordem). Seja G = (V, A) um grafo simples e nao direcionado. Uma
*PDGDM re-ordem de G é uma fungio sobrejetiva v:{1,2,...,m} -V, meN, que

satisfaz as sequintes propriedades (para simplificar a notagdo, escrevemos r(i) como r;):

1. {ry,ra,r3} € uma 3-clique;
2.Vi= 4, 57 e, M, {Ti_Q,TZ'}’ {7"2’_1, TZ'} € A,’

3. VZ:4, D, ..., M, {7"1‘_3,7"2'}614 ou Ty = Ti—3.

A Figura 3 ilustra um grafo simples e nao direcionado e a Figura 4 mostra uma

re-ordem deste grafo.

Figura 3 — Grafo simples e nao direcionado.

3 6

O nome re-ordem deriva de uma das propriedades que a define: uma sequéncia
de elementos que pode conter repeticao de vértices. Sua definicao carrega, propositalmente,
informacoes geométricas de um PGD necessarias para encaré-lo como um *PDGDM.
Por exemplo, as propriedades 2 e 3 garantem que conseguimos calcular a interse¢ao entre
as esferas S(z,,_,.dy, v, 1), S(Tr,_ 5. dvy i y) € S(Xr, 4, dr.r. ), sS€ 0 vértice r; esta sendo
"descoberto'naquele momento. Se r; é igual ao vértice r;_3, entao significa que r; ja foi

realizado em algum momento anterior.
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Figura 4 — Re-ordem de G = (V, A).

1 T2 73 T4 5 76 7 T8 79 Ti0 Tl T12 T13 T4 T15 716 T17 T18

rl2|s3]1]al2]3]s]4]3]6]s5]|4]7]6]5]8]7]6]

Nota — O primeiro vértice da re-ordem 7 estd colorido em laranja (elemento 2). Os arcos em azul
representam a sucessao, em r, de um vértice a outro consecutivo.

Por outro lado, examinando a re-ordem apenas como um ente matematico,
novas propriedades podem levar a outras compreensdes sobre o *PDGDM. Isto dito,

definamos passeio e k-cligue de um grafo.

Chama-se de passeio em G = (V, A) uma sequéncia de vértices na qual todo
par de elementos consecutivos corresponde a uma aresta de A. Em outras palavras,
a = (uy, us, ..., u,) ¢ um passeio em G se, e somente se, « € V' e {u;, u;41} € A, para todo
ie{l,2,....p—1}.

Uma k-clique de G = (V, A) é um subgrafo completo que possui k vértices.

Entao, uma re-ordem pode ser vista como um passeio em G = (V, A) no qual
cada quarteto de elementos consecutivos representa: (a) ou uma 4-clique de G; (b) ou uma

3-clique, e o primeiro termo ¢ igual ao quarto. Isto pode ser observado na Figura 4.

Lavor et al. (2019) constroem um grafo auxiliar que relaciona re-ordens e cliques.

Este grafo é chamado de G35 = (V3, A3) e é formalmente definido abaixo:

Defini¢ao 8 (Grafo G3). Dado um grafo simples e nao direcionado G = (V, A), define-se

Gs = (V5, A3) como um grafo cujos vértices e arestas respeitam, respectivamente:

1. 7, € V3 < 1; representa uma 3-clique em G;
2. {m, 1} € A3 < 7, U T; representa uma 4-clique em G.
A Figura 5 ilustra o grafo G5 atrelado ao grafo da Figura 3. Cada vértice 7; de

('3 recebe como rétulo o conjunto {t;1, 2, ti3}, cujos elementos t;1, t;o e t;3 correspondem

aos rotulos dos vértices de G atrelados a 7;, em ordem crescente.
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Figura 5 — Grafo Gf.

4
5
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O vinculo entre re-ordem e G3 sugere uma relacao entre a existéncia de re-
ordens em G = (V, A) e a existéncia de algum tipo de passeio em G5 = (V3, A3). Isto é
comprovado por Lavor et al. (2019). De fato, os passeios v = (y;)}_; em G5 = (V3, A3)
cogitados anteriormente sao aqueles cujo o conjunto dos vértices de GG atrelados aos vértices
v; ¢ igual ao proprio V. Os Teorema 1 e Teorema 2 a seguir reapresentam o Theorem 1 de

Lavor et al. (2019) para os casos particulares de ® PDGDM nos quais K = 3.
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Teorema 1. Seja G = (V,A) um grafo simples e ndo direcionado. Se existe uma
*PGDM D re-ordem em G, entdo existe um passeio v em Gy = (Vs, As) tal que U% =V

Demonstracao. Suponhamos que existe uma re-ordem 7, de tamanho m, em G. Tomamos

a seguinte sequéncia de subconjuntos de V:

Y1 = {T17 T2, T3}

72={7"277’3,7“4}

Ym—2 = {Tm—Za T'm—1, Tm}-
Consideraremos dois casos:

Caso 1: v; # 711, Vi=1,2,...,m— 3.

Dos itens 1 e 2 da definicao de re-ordem, ; representa uma 3-clique em G,
parai=1,2,...,m — 2. Dai, v; € V5.
Pelos itens 2 e 3 da mesma definigao, v; U 41 = {rj, 741, 7j42, Tj1+3} € 4-clique

em G, para j = 1,2,...,m — 3. Pela defini¢do de G3, isto implica que {;,v;1+1} € As.

Como r ¢é sobrejetiva, concluimos que a sequéncia (7;)i=12,.. m—2 ¢ um passeio
em (3 tal que U%- =V
i

Caso 2: Existe 1 tal que ve—1 # Y& = Yet1 = =+ = Yer(o—1) 7 Vet (€N, [ > 1).

A sequéncia (7)7;? ndo é passeio em Gy = (V3, A3), uma vez que {7V, Ves1} =

{7 W} ¢ As.

Seja (7,)™,, m' < m — 2, a sequéncia de trios de vértices de G = (V, A)
obtida de (7;);% ao transformar cada subsequéncia de elementos consecutivos idénticos
(%) -+ Vj+1,) em um tnico elemento ;. (7)™, adéqua-se ao Caso 1. Portanto, (7,)™, ¢
um passeio em G = (V3, A3) tal que UVZ =V.

i

O

O Teorema 1 mostra que toda re-ordem possui associada a si pelo menos um

passeio em G5 = (V3, A3) que atinge todos os vértices de G = (V, A).

O Teorema 2, em contrapartida, anuncia o inverso: de cada passeio em G3

que atinge todo o conjunto V', pode-se construir uma re-ordem de G = (V, A). Esta
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possibilidade é "insinuada'por algumas caracteristicas do passeio v em Gz = (V3, A3). Por
exemplo, consideremos a sequéncia s = (v, 1,72, %.3)i—1 de vértices de G = (V, A). Tal
sequéncia ¢ formada pela sucessao das trincas de vértices de V' de cada elemento de 7,
na ordem em que sao representados como vértices de G5 = (V3, A3). Nota-se que os trés
primeiros elementos de s respeitam o item 1 da defini¢ao de re-ordem (Defini¢ao 7) e que
o terceiro elemento de cada trinca respeita os itens 2 e 3 da mesma definicao. Ademais,
como os elementos de s associados a ; e ;.1 consecutivos formam uma 4-clique de G,
parece razoavel pensar que pode existir um ajuste da ordem destes elementos de forma
que a sequéncia satisfaca todos os itens da Definicao 7.

A Figura 6 ilustra um passeio no grafo Gs = (V3, A3) da Figura 5. A Figura 7

ilustra no passeio da Figura 6 as "insinuagoes'elencadas acima.

Portanto, assim como em Lavor et al. (2019), a demonstragao do Teorema 2 é
feita por meio da construcao de uma sequéncia particular de vértices de G' extraida do

passeio 7. Tal sequéncia devera ser uma re-ordem.
A fim de ajudar nesta construcao, apresentamos algumas novas notagoes.

Seja v um passeio de p vértices de GG5. Para todo v; de ~, atribuimos até dois
rétulos a cada um de seus elementos, um rétulo positivo e um rétulo negativo. Entao,

estabelecemos
VT Y == ) (11)

tais que, Vi e {1,2,...,p— 1},

YT = v\
17t = min (v N Yir1); (12)

(7" = max (7; 0 Yis1);

e, Vie{2,...,p},

f

Vi =% \Vie1s
17 =min (% 0 %) (1.3)
k%?_ = max (7 N Yi-1)-

A parte superior da Figura 8 ilustra a atribuicao de rétulos v* e v~ ao passeio
v do grafo G5 = (V3, A3) da Figura 6.

Os rotulos positivos relacionam os vértices de 7; com os vértices de 7;,1, 0 seu
sucessor. O elemento que recebe o simbolo =+ é aquele que estd em 7; e que ndo estd
no sucessor. Aos dois elementos restantes, aquele que for menor recebe o simbolo 1+,

enquanto o maior recebe 2+.

Os rétulos negativos carregam informagao idéntica a dos rétulos positivos,

porém relacionam ~; ao seu antecessor, y;_i.
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Figura 6 — Passeio v de G3 = (V3, A3).

Nota — O primeiro vértice do passeio v estd colorido em wverde (elemento {1,2,3}). Os arcos em azul
representam a sucessao entre os vértice de 7.
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Figura 7 — Sequéncia s.

w28 [ 234 | 848 | (456 [ 667 [ 678 |

s1 52 s3 s4 s5 56 s7 S8 s9 10 S11  S12 S13  S14  S15  S16  S17  S18

sli]2]3[2[3]af3]a]sf[a]s]e6|[s][e6]7][6]7]s]

Nota — A sequéncia s do grafo G = (V, A) da Figura 3 é obtida por meio da justaposi¢ao dos inteiros do
passeio 7 no grafo Gs = (V3, As) (ver Figura 6). Os trés primeiros vértices (em verde) da sequéncia
s formam uma 3-clique. Dos vértices restantes, cada um daqueles que se encontram em posicao i
multipla de ¢rés (em azul) respeitam os itens 2 e 3 da definigdo de re-ordem: estd conectado por
arestas aos (i-1)-ésimo e (i-2)-ésimo elementos; ou estd também conectado ao (i-3)-ésimo vértice
ou ¢ igual a ele.

Uma vez que ~; esta ligado a ;41 e a 7;_1 por arestas, pela definicao de Gz, ha
exatamente dois elementos de 7; que também pertencem a ~;,1, e ha dois elementos de ~;
que pertencem a 7;_;. Portanto, a atribuicao das rotulacdes v© e v~ representadas nas

Equacoes (1.2) e (1.3) estao bem-definidas. Consequentemente, Vi € {1,2,...,p — 1},

1+ 1—

%’2 = %;1, (1.4)
Vit = Vists
e, Vie{2,...,p},
- _ 1+
712 7@2—17 (15)
Vi =it
Por fim, construimos r : {1,2,...,3p} — V, do elemento 7, ao elemento r3,, da

seguinte maneira:
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1+
=75
A2+,
T2_71 )
_ ARt
703_/)/1 )

(. J .
sej=3[5]—-2, r;= iy

; (1.6)
2—
) ) y Tj = 'rj_4, Se rj_4 ’y ou 7'] 4 =7 PR
Vie{d,...,3p}, {sej= [%1—1, [1 141
Ty ="Tj-3, S€Tj_4= ’y[%],
: J
[seJ = 3[51, r; = (’y[ S0 Y4 N{rj-1}

O cerne da demonstracao do Teorema 2 revela que a sequéncia de vértices
determinada por r respeita os trés itens da Definicao 7. A Figura 8 ilustra a re-ordem r

obtida a partir do passeio v da Figura 6, por meio das Equacoes (1.6).

Figura 8 — Re-ordem encontrada a partir de um passeio em Gz = (V3, As).

Hrnt B BTt E) (EhutE) etutath) (BT e E)

I e | 7 e e v G R/ | i e T | C Pt o

nh %

Ml Bl )BT s ) (d Y s )T T ) (e %)

Nota — Acima dos vértices do passeio 7 do grafo G3 = (V3, A3) (ver Figura 6), estao as rotulagoes positivas
definidas nas Equagoes (1.2); abaixo, as rotulagoes negativas definidas nas Equagoes (1.3). Ao se
organizar as 3-cliques de cada vértice v; de acordo com as Equagoes (1.6), obtém-se a re-ordem r.

Teorema 2. Seja G = (V, A) um grafo simples e nao direcionado. Se existe um passeio 7y
em Gy = (V3, As) tal que U% — V, entdo existe uma *PGDMD re-ordem em G.
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Demonstra¢ao. Suponhamos que existe um passeio v em Gz = (V3, A3) tal que U%- =V,

i<p
cujo p € N, p > 0. Construimos a funcao r : {1,2,...,3p} — V como aquela definida nas
Equacoes (1.6). Como U {r;} = U% =V, r é sobrejetiva. Observamos que
Jj<3p i<p

r1,T79,73} =

trisra, s} =m = {ry, 79,13} é 3-clique em G.

T EVs
Logo, 7 respeita a propriedade I da definicao de re-ordem (Defini¢ao 7).

Chamamos de r¥! a subsequéncia {ri,...,r;} e GUl o subgrafo de G cujo

conjunto de vértices ¢ igual a U{rl}. E trivial mostrar que ¥ respeita as propriedades 2
I<j

e 3 da definicdo de re-ordem. Logo, ¥ é re-ordem para GI.

Agora, para todo j € {4, ..., 3p}, clamamos que a subsequéncia rUl = {ri,...,7;}
é re-ordem do subgrafo GVl. Por inducao matemadtica, suponhamos que r¥! é re-ordem
de G| para todo I € {3,...,k — 1}, k > 4. Por contradicao, admitamos que ¥l nio é

re-ordem de Gl Ou seja,

{rr_3,Tk—2,Tk_1, 7} nem é 4-clique e nem ¢é 3-clique;
ou (1.7)

Tk =Tk—1 OU T = Tk_2.

Da construcao de r, observamos que o elemento r; é definido de acordo com o

resto de k por 3. Desta forma, k pode assumir trés possiveis valores:

k
Caso 1: k = 3[51 — 2 (resto 2)
Temos que:
{re—s, k-2, k1) = VE1-1 , .
N g s, e, 7 6 Aeclique

*—

. =
k=g
=T FTk_1 €T 7 Tk_o.

Caso 2: k = 3[;] — 1 (resto 1)

H& duas possibilidades:
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_ A1+ 2+ .
(a) Thk—a = 7[%]_1 ou 7[%]_1

{ri—s,ri—2} = 7[%]71\{7%—4}
{rr—1, 7} = {7%_]77“1@} = {Tr—3, Th—2, Th—1, Tk} € 4-clique

Tk = Tk—4 (1-9)

= TR F Tp_1 €T 7 Tk_o.

(b) Th_4 = 7[*;]_1:

3

Em primeiro lugar,

{ri—s, rh-2} = {7[1%,1,7?%,1}
{Tk}—17 T’k;} = {’}/Fg_], Tk} = {T’k_g, Tk—2,Tk—1, Tk} é 3—clique. (1.10)
Tk = Tk—3

Entao,

Tk = Tk-3
=Tk F Th—1 € Tk 7 Th—2- (1.11)
{rk—s, k2, k1, 71} € 3-clique

Caso 3: k = 3[%] (resto 0)

Temos que:

( V= | {ri_3, k2, Tk_1, 7} € 3-clique ou 4-clique
Tk—3;Tk—2,Tk—1,Tky = Tk=35 Y V] =
’ {Th—2, Th1, 7%} =Nk = Tk F Th—1 €Tk # T2

(1.12)

Portanto, como ambas as sentengas (1.7) nao acontecem, rlfl 6 re-ordem de
G, Entéo, por indugao, V! é re-ordem de GUJ, para todo j € {3,4,...,3p}.
Por fim, como U'yi = V por hipdtese, concluimos que r é re-ordem de G =
i<p

(V, A).
O

No Teorema 2, conseguimos provar que toda subsequéncia 1 de r é uma

re-ordem para o subgrafo G de G. Consequentemente, r é re-ordem de G.
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Figura 9 — Subgrafo GI™ e subsequéncia ™.

I

ya A\ N
rl2]3]1]4]2[3]5]4][3]6]5[4]7]6][5]8]7]6]

Nota — A subsequéncia ™ da re-ordem r é aquela composta pelos 7 primeiros elementos. O subgrafo
G do grafo G = (V, A) da Figura 3 é aquele formado pelos vértices de rlMe por todas as arestas
entre estes elementos que pertencem a A.

A Figura 9 representa os objetos rI™l e GI7l atrelados & re-ordem da Figura 4.

Vale ressaltar que a re-ordem criada neste trabalho para demonstrar o Teorema 2
difere daquela empregada em Lavor et al. (2019) (Theorem 1). De fato, os seis primeiros
termos da sequéncia 7 retratada nas Equacdes (1.6) sdo (1%, v, v, v, %, 7 ),
enquanto (i, 3T, v, 37,75, 74 ) sdo os seis primeiros termos da re-ordem de Lavor
et al. (2019).

Desta forma, ha pelo menos uma outra maneira de extrair uma re-ordem de

um passeio em Gf.
Os dois ultimos teoremas podem ser reunidos no seguinte corolario:
Corolario 1 (Existéncia de re-ordem). Seja G = (V, A) um grafo simples e nao direcio-

nado. Existe uma >PGDMD re-ordem em G se, e somente se, existe um passeio vy em

Gy = (V3, A3) tal que U%’ =V

Demonstragdo. Segue imediatamente dos Teorema 1 e Teorema 2.

O

Nota-se que o Corolario 1 nao exige que o passeio em ('3 passe por todos os
vértices de V3. Isto possibilita a criagao do proximo corolario, que relaciona a existéncia de

re-ordem com a conectividade de Gf:
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Corolario 2 (Existéncia de re-ordem em componente conexa). Seja G = (V, A) um grafo
simples e ndo direcionado. Existe uma >PGDM D re-ordem em G se, e somente se, existe
um passeio vy em uma componente conexa de G3 = (V3, A3), tal que U% =V.

i

Demonstracao. Segue imediatamente do Corolario 1.

O

Todos os resultados demonstrados, que estao sintetizados no Corolario 2,
permitem que uma re-ordem de *PDGDM seja obtida em tempo polinomial. Lavor
et al. (2019) provam esta afirmacdo para todo * PDGDM, com K € Z7 . Na proxima
secdo, determinamos um algoritmo capaz de realizar este feito para um *PDGDM, além

de calcular sua complexidade.
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1.1 Algoritmo

Os dois teoremas e os dois corolarios apresentados abrem um novo leque de
possibilidades para encontrar re-ordens de um *PDGDM. Em particular, os préprios
mecanismos utilizados para provar o Teorema 2 trazem instrugoes para gerar uma re-ordem
de passeios em G3 = (V3, A3): como a sequéncia r obtida das Equagoes (1.6) satisfaz os
itens 1, 2 e 3 da Definicao 7, pode-se determinar se r» ¢ uma re-ordem verificando se todos

os vértices de G = (V, A) estao presentes em 7.

Desta forma, para garantir que alguma re-ordem seja encontrada, ¢ suficiente
achar um passeio v = (y;)/_; em G3 = (V3, A3) que atinja todos os vértices de G = (V, A),
ou seja, U% = V. Se nao existem passeios em (3 com esta caracteristica, pode-se concluir
i
que nio existe re-ordem para o *PDGDM em questao.
O Algoritmo 1 representa um esboco para um método que extraia uma re-ordem

de G de seu grafo Gf.

Algoritmo 1 — Esboco para gerar re-ordem

Entrada: G = (V, A): Grafo simples nao direcionado
Saida: reordens: Lista de vetores de vértices de G

1 inicio

/* Etapa 1 */
2 Construir Gz = (V3, A3);
/* Etapa 2 */
3 Para cada componente conexa C; de GGz, descobrir arvore geradora Tj;
4 para cada T; faga
5 L Realizar percurso completo em T;: guardar a sucessao de vértices em lista
B
/* Etapa 3 */
6 para cada P, faca
7 Organizar cada 7; € P; em 7, de tal maneira que
seqli] = (T11,T1,2,T18s - -2 Tj1s Tj2:Tj30 - - - T|Bi1> T|P,25 T|Py),3) € U
vetor de elementos de V' que satisfaz os itens 1, 2 e 3 da Definicao 7.
/* Etapa 4 */
8 para cada seq[i] faga
9 se seq|i] atinge todos os elementos de V' entao
10 L reordens.InserirNoFim(seq[i]);
11 retorna reordens;
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Antes de entrarmos na determinacao dos pseudocodigos que compdem o algo-
ritmo, faz-se necesséario estabelecermos algumas estruturas de dados para a representacao

de vértices e arestas de G = (V, A) e de G5 = (V5, A3).

Comegamos por criar uma estrutura de dados para armazenar um elemento de
V3. Similarmente ao que foi observado nas figuras anteriores, os vértices de G sao denotados
como inteiros positivos que variam no intervalo [1,|V]]. Consequentemente, os vértices de

(G5 sdo tomados por trincas ordenadas destes inteiros. Formalmente:

Definigao 9 (Estrutura de dados vertice3). Representamos por
vertice3 (1.13)

a estrutura de dados que armazena um vértice de Gz. Esta estrutura quarda trés inteiros,

ordenadas de maneira crescente:

v1: Inteiro;
v2: Inteiro; (1.14)
v3: Inteiro,
tais que
vl <02 < 3. (1.15)

Como os vértices de G3 = (V3, A3) simbolizam conjuntos, sao representados
de maneira tnica por objetos do tipo vertice3. Por exemplo, {2,1,3} e {3,1,2} geram o

mesmo elemento vertice3, aquele cujos vl =1, v2 =2 e v3 = 3.

Por sua vez, tanto as arestas de G = (V,A) quanto as arestas de Gz =
(V3, A3) s@o denotadas como pares crescentemente ordenados de inteiros e de vertice3,
respectivamente. Referimo-nos as estruturas de dados que as representam como aresta e

arestas.

Para armazenar grandes conjuntos de maneira ordenada, consideramos Arvores
Bindrias de Busca Rubro-Negras. Esta estrutura de dados é utilizada como molde para
representar conjuntos e mapas ordenados de grande porte na linguagem de programacao
C'+ + (CONTAINERS. . ., 2020). Os numeros de operagoes basicas gastos nos piores casos
dos métodos de Insercio, Remogio e Busca desta arvore sao limitados superiormente por
InV!. Mais detalhes em Cormen et al. (2009).

Desta forma, ao representarmos um conjunto de objetos do tipo obj por Con-

junto(obj), podemos definir grafos simples e nao direcionados da seguinte maneira:

Defini¢ao 10 (Estrutura de dados GrafoG). Representamos por

GrafoG (1.16)
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a estrutura de dados que armazena um grafo simples e nao direcionado. Os seus atributos
8G0:

nV: Inteiro;
(1.17)

A: Conjunto(aresta);

Guardamos em nV o numero de vértices. Cada vértice do grafo é representado
por um rétulo inteiro positivo entre 1 e nV. As arestas sao armazenadas na drvore bindria

de busca rubro-negra A.

Referimo-nos ao objeto aresta de um né de A por a.

A Figura 10 esboca os nomes e tipos dos atributos de um objeto GrafoG.

Figura 10 — Atributos de GrafoG.

(GrafoG

Atributos:

nV: Inteiro

A: Conjunto(a)
L, a: aresta

- J

Ha diversas maneiras de se retratar computacionalmente um grafo simples e
nao direcionado. Aquela apresentada na Definicao 10 é uma delas. Visto que o principal uso
do grafo G3 = (V3, A3) na busca por uma re-ordem acontece na Etapa 2 do Algoritmo 1,
interessa-nos que a representacao escolhida para G3 possibilite o menor custo possivel de
operagoes basicas para a execucao desta etapa. Por razoes que serao discutidas adiante,
optamos pela Busca em Profundidade (Depth First Scan) como método para encontrar

uma floresta geradora de G5 = (V3, A3).

Portanto, definimos G5 = (V3, A3) de forma que cada vértice de G5 tenha acesso

direto aos vértices que lhe sao adjacentes.

Se representarmos um mapa que associa chaves do tipo chave a valores do tipo

val por Mapa(chave,val), G3 = (V3, A3) pode, por fim, ser formalmente apresentado:
Definigao 11 (Estrutura de dados GrafoG3.). Representamos por

GrafoG3 (1.18)
a estrutura de dados que armazena um grafo Gz, que possui o sequinte atributo:

VizinhancaG3: Mapa(vertice3, Conjunto(vertice3)); (1.19)

Referimo-nos a chave por v e ao valor por Vizinhos. Entdo, para cada né de

VizinhancaG3, guarda-se:
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e Em v, um vértice de G3;

e FEm Vizinhos, todos os vértices que sao adjacentes a v, ou seja,

todo T € V3 tal que {v, 7} € As. (1.20)

A Figura 11 esboca os nomes e tipos dos atributos de um objeto GrafoG3.

Figura 11 — Atributos de GrafoGS3.

(GrafoG3

Atributos:
VizinhancaG3: Mapa(v, Vizinhos)
L, v: vertice3

L, Vizinhos: Conjunto(vertice3)

(& J

1.1.1 Construcao de G

Os vértices e arestas do grafo G5 = (V3, A3) associado a um grafo G = (V, A)
podem ser descobertos por meio do exame de todos os conjuntos de 4 elementos de V',
devido a propria Definigao 8 de G3. Naturalmente, consegue-se identificar com isto todas
as cliques de tamanhos 3 e 4, e portanto, determinando V3 e As. Esta ideia é apresentada
por Lavor et al. (2019) (Lemma 1).

Assim, apresentamos o Algoritmo 2, que constréi um GrafoG3 que representa
ou o proprio G5 = (V3, A3) ou um subgrafo dele. De fato, vértices de G3 que sao isolados
nao precisam ser encontrados, uma vez que este tipo de elemento constitui uma componente
conexa (; de um unico vértice, e a menos que G seja exatamente uma 3-clique, C; nao

contém re-ordens de G.

O Algoritmo 2 faz uso de um método auxiliar chamado Verifica4 CliqueG. Tal
método é definido no Algoritmo 3 e tem como funcao verificar se um quarteto de vértices
de G = (V, A) corresponde a uma 4-clique. Isto ¢ realizado por meio da busca em A de
todos os pares de vértices do quarteto. Se todos os pares sao encontrados, entao todas as
arestas entre aqueles vértices existem em A, implicando que aqueles vértices formam uma

4-clique em G.
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Algoritmo 2 — ConstroiG3

Entrada: G: GrafoG
Saida: (G3: GrafoG3 originado de G

1 inicio

2 GrafoG3 Gf;

3 parai=1até i < G.nV — 3 faga

4 para j =1+ 1 até j < G.nV — 2 faga

5 para k =7+ 1 até k < G.nV — 1 faca

6 paral=k+ 1 atél < G.nV faga

7 ehdclique < VerificadCliqueG(G, 1, j, k, [);

8 se ehdclique entao

9 G3.Vizinhos|{i, j, k}| . Inserir ({7, j,(});
10 G3.Vizinhos|{i, j, k}|.Inserir({i, k, [});
11 G3.Vizinhos|{i, j, k}| Inserir({j, k, });
12 G3.Vizinhos|{i, j, [}].Inserir ({1, j, k});
13 G3.Vizinhos|{i, j, [}].Inserir ({7, k, [});
14 G3.Vizinhos|{i, j, [}].Inserir({7, k, [});
15 G5.Vizinhos|{i, k, [}].Inserir({7, j, k});
16 G3.Vizinhos|{i, k, [}].Inserir ({3, j,1});
17 G3.Vizinhos|{i, k, [}].Inserir({7j, k, [});
18 G3.Vizinhos|[{j, k,(}].Inserir ({7, j, k});
19 G3.Vizinhos|[{j, k,(}].Inserir ({1, j, [});
20 G3.Vizinhos|[{j, k, [}].Inserir ({7, k, [});
21 retorna Gj;
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Algoritmo 3 — Verifica4CliqueG

Entrada: G: GrafoG
vl, v2, v3, v4: vértices de G
Saida: eh4clique: Booleano

inicio

[uny

2 arestasiclique «— [ |;

I

3 arestasiclique.Inserir({v1l, v2}

9

4 arestasdclique.Inserir({vl, v3}

?

( )
( )
5 arestasdclique.Inserir({v1, v4});
6 arestasiclique.Inserir({v2, v3})
( )
( )

7 arestasdclique.Inserir({v2, v4});
8 arestasiclique.Inserir({v3, v4});
9 p<—1;

10 ehdclique — Verdadeiro;

11 enquanto (p <6) F (ehdclique) faga

12 nohA «— G.BuscarAresta(arestasdclique|p]);
13 se nohA.a # arestasdclique[p]| entao

14 L ehdclique «— Falso;

15 p++;

16 retorna ehjclique;

As duas fungoes exibidas abarcam toda a Etapa 1 do esbog¢o do Algoritmo 1.
Para dar sequéncia as outras etapas, resta calcular a ordem de complexidade do ntimero

de operacoes realizadas no Algoritmo 2.

Teorema 3 (Complexidade de ConstroiGG3). O custo das operagoes basicas de ConstroiG3
V]

¢ igual a O(|V[*logy ).
Demonstragdo. Os indices i, j, k e | das estruturas de repeticao para do Algoritmo 2

elencam, no intervalo de linhas 3 — 20, todas as combinagoes possiveis de 4 inteiros entre 1

1%
e |V]. Logo, o bloco de cbdigo formado pelas linhas 7 — 20 é executado ( 4 ‘) vezes.

A linha 7 do Algoritmo 2 possui custo igual ao custo do Algoritmo 3. Este

algoritmo, por sua vez, custa O(log|2v|), valor referente as buscas em A de G = (V, A).

As linhas 8 — 20 também custam O(log|2V|): realizam-se 12 insercoes em Vizi-

;2 , . ~ V-
nhos, que é arvore rubro-negra com |V3| nés ao todo e cada insercao custa 2 = O(logg 3|),

sendo que O(logh?®) = O(loggvlg) = O(logh).

Ja que as linhas de 7 — 20 sao repetidas nao mais que |V|4 vezes, como descrito

no infcio desta demonstracio, conclufmos que o custo total do Algoritmo 2 é O(|V[*logh ).
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1.1.2 Construcao do passeio em Gj

Uma vez construido G3 = (V3, A3), a Etapa 2 do Algoritmo 1 consiste em

encontrar um passeio v de G5 tal que Ufyi = V. Devido a prépria Definicao 8 de G3, é

i
natural que passeios que atingem todos os vértices de G5 também atinjam todos os vértices
de GG, a menos que algum elemento de V nao esteja representado em qualquer elemento de

V3. Vamos chamar tais passeios de ¢.

Evidentemente, nem sempre é possivel obter passeios que alcancem todos os
vértices de G3 = (V3, A3), ja que G3 pode ser desconexo. Nestes casos, deve-se buscar um
passeio ¢’ para cada componente conexa que chegue a todos os vértices daquela componente.

Se nenhum dos passeios ¢’ atinge o conjunto V por completo, ou seja, Uéi # V., para
i

cada componente Cj, entao G3 certamente nao terd passeio 7y tal que Ufy,- =V.

2

Passeios 0 como aqueles descritos nos paragrafos anteriores podem ser obtidos
de arvores e florestas geradoras por meio de percursos em arvores (passeios que passam
por todos os vértices de uma arvore). Isto ¢é justificado pelas proprias definigoes de arvore
e floresta geradora e de percurso em arvore. A Busca em Profundidade (em inglés, Depth
First Search (DFS)) é um método que realiza um passeio &/ em cada componente conexa
C; de G5 = (V3, A3), passeio este oriundo de um percurso em alguma arvore geradora 7T

da componente Cj.

A Busca em Profundidade parte do pressuposto que se desconhece todos os
vértices de G5 = (V3, A3) e tem por objetivo descobrir cada um deles por meio da busca
de um vizinho do vértice recém descoberto que ainda ¢ desconhecido pelo algoritmo. Mais
precisamente: toma-se v € V3 qualquer para ser o primeiro vértice a ser avaliado. Dai, se
u € V3 ¢ o elemento avaliado na etapa atual, o algoritmo escolhe um vizinho de u que ainda
nao foi descoberto como o proximo elemento a ser visitado. Se a busca atingir um vértice
que nao possui vizinhos nao-descobertos, retorna-se pelos vértices do percurso até achar
algum que ainda possui vizinhos nao-descobertos. O algoritmo funciona desta maneira até

que todos os vértices atingidos nao tenham mais vizinhos desconhecidos.

Se o conjunto dos vértices atingidos pela busca é igual a V3, entdo hé apenas
uma componente conexa C; e obtém-se um passeio §* desta componente C;. O algoritmo

é entao encerrado.

Senao, significa que nem todos os vértices foram atingidos, e portanto, existem
outras componentes C;, com j > 2. Neste caso, reinicia-se a Busca em Profundidade nos
vértices restantes. Este procedimento é repetido até que todos os vértice de G5 = (V5, A3)

tenham sido descobertos. No fim, todas as componentes conexas C; de G'3 sao determinadas,
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assim como um passeio ¢’ que passa por todos os vértices de C;, para cada C;. Mais
detalhes acerca do DFS podem ser encontrados em Bondy e Murty (2008) e Cormen et al.
(2009).

A Figura 12 ilustra a execucdao da Busca em Profundidade no grafo G5 =

(V3, A3) da Figura 5, que aqui esta representado horizontalmente.

O Algoritmo 4 implementa a Busca em Profundidade para o grafo Gs.

Algoritmo 4 — DFSgrafoG3

Entrada: GG5: GrafoG3

Saida: Pss: Lista de listas de vertice3

1 inicio
2 Conjunto(vertice3) NaoVisitados < J;
3 Pys — {};
4 NaoVisitados < G3.V3();
5 enquanto NaoVisitados # (J faga
6 pilha «— &J;
7 pilha.Inserir(NaoVisitados. Menor());
8 NaoVisitados.Remover(NaoVisitados.Menor());
9 passeio < { };
10 enquanto pilha # J faca
11 vertice3 vAtual < pilha.Topo();
12 passeio.InserirNoFim (v Atual);
13 vertice3d viz;
14 viz «EncontraVizinho(vAtual, NaoVisitados, G3);
15 se viz # Nulo entao
16 pilha.Inserir(viz);
17 NaoVisitados.Remover(viz);
18 senao
19 pilha.Remover();
20 Pys.InserirNoFim(passeio);
21 retorna Pss;

Neste algoritmo, a funcao FEncontraVizinho é responsavel por retornar para
a Busca em Profundidade um vizinho ainda nao-descoberto do vértice u que esta sendo

avaliado naquele momento. EncontraVizinho é descrito em detalhes no Algoritmo 5.

Para achar um vizinho ainda nao-visitado de algum w € V3, Encontra Vizinho

precisa utilizar algum critério de escolha deste vizinho. Visto que um conjunto ordenado
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Figura 12 — Busca em Profundidade em G3 = (V3, Aj).

(a) Etapa 1
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(b) Etapa 6
fﬁi

Nota — O vértice de partida da Busca em Profundidade (elemento {1,2,3}) estd colorido em verde. Os
arcos em verde representam a descoberta de vértices, enquanto os arcos em azul ilustram o retorno
ao elemento avaliado na etapa anterior da Busca em Profundidade. Um retorno é realizado quando
o vértice avaliado ndo possui vizinhos ainda desconhecidos. O passeio §' é obtido por meio do

registro em sequéncia dos vértices avaliados pela Busca em Profundidade.
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pode ser percorrido do menor elemento ao maior, um critério simples consiste em, ao
percorrer os vizinhos de u, escolher o primeiro vértice nao-descoberto encontrado. Isto
exige que o objeto GrafoG3 retenha em cada né nao somente um vertice3 e o seu conjunto
de vizinhos, mas também um ponteiro para aquele vizinho a partir do qual a Busca em
Profundidade deve iniciar a procura por um vértice desconhecido. A discussao acima

sugere a seguinte definicao:

Defini¢ao 12 (Estrutura de dados GrafoG3 com atributo criterio). Representamos por
GrafoG3 (1.21)

a estrutura de dados que armazena um grafo Gs, que possui os sequintes atributos:

VizinhancaG3: Mapa(
vertices,
Conjunto(vertice3), (1.22)

Ponteiro para né de Conjunto(vertice3)
);

Referimo-nos a chave de VizinhancaG3 por v, ao valor Conjunto(vertice3) por
Vizinhos e ao valor que é um ponteiro para né de Conjunto(vertice3) por criterio. Entao,

para cada no de VizinhancaG3, guarda-se:

e Em v, um vértice de Gs;

e I'm Vizinhos, todos os vértices que sao adjacentes a v, ou seja,

todo T € V3 tal que {v,7} € As; (1.23)

e FEm criterio, um ponteiro para um vizinho de v armazenado em Vizinhos, indi-
cando o proximo vizinho a ser visitado durante o processo de construcdo de uma

Floresta Geradora pela Busca em Profundidade.

Inicialmente, o atributo criterto aponta para o menor vértice de Vizinhos.

A Figura 13 mostra os atributos de um objeto GrafoG3 acrescido de criterio.

Ainda a respeito do Algoritmo 4, o bloco de linhas 6 — 20 esta encarregado de
desvendar uma componente conexa C; de G3 = (V5, A3). O algoritmo faz uso de uma pilha
para guiar a avaliagdo dos vértices: cada iteragao do enquanto da linha 10 equivale a uma
etapa da Busca em Profundidade, e o vértice a ser avaliado naquela etapa corresponde

aquele que esta no topo da pilha, chamado de vAtual. Assim, entra na pilha um vértice
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que ¢é vizinho do vAtual daquela etapa. Uma vez que este vizinho esta sendo descoberto, o
mesmo deve ser removido do conjunto de vértices nao-descobertos. Sai da pilha o vAtual,

caso ele nao possua vizinhos desconhecidos.

A sequéncia de vértices avaliados é armazenada na lista passeio. Quando a
pilha torna-se enfim vazia, significa que aquela sequéncia representa um percurso completo
de uma arvore geradora de alguma componente C;, fazendo com que os vértices de passeio

integrem o conjunto de vértices de C;. Portanto, passeio corresponde ao passeio ¢”.

O enquanto da linha 5, por sua vez, garante que todas as componentes C; e
todos os respectivos passeios ¢/ sejam obtidos ao fim do algoritmo. Todos os passeios sdo

retornados como uma lista de passeios.

Figura 13 — Adicao de atributo criterio a GrafoGS3.

GrafoG3

Atributos:
VizinhancaG3: Mapa(v, (Vizinhos, criterio))
L, v: verticed

L, Vizinhos: Conjunto(vertice3)

L, criterio: ponteiro para elemento de Vizinhos

Algoritmo 5 — EncontraVizinho
Entrada: v: vertice3

NaoVisitados: Conjunto(vertice3)
G'3: GrafoG3

Saida: viz: vertice3

1 inicio

2 achou < Falso;

3 N6 de VizinhancaG3 noh < G3.Buscar(v);

4 N6 de Vizinhos nohViz < noh.criterio;

5 enquanto (nohViz # Nulo) E (—achou) faga
6 viz «— NaoVisitados.Buscar(nohViz.v);

7 nohViz < Itera+(nohViz);

8 se viz # Nulo entao

9 noh.criterio— nohViz;

10 \; achou < Verdadeiro;

11 retorna viz
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O algoritmo EncontraVizinho recorre, na linha 7, a um método chamado
Itera+. Esta fungao ¢é responsavel por identificar o vertice3 v imediatamente maior que
o vertice3 v passado como parametro. Se conjuntos de vertice3 fossem armazenados em
vetores ordenados e v ocupasse a posi¢ao ¢ no vetor, o método equivalente ao Itera+ para

vetores retornaria ou a posicao ¢ + 1 ou o elemento desta posigao.

Contudo, em arvores binarias de busca, o procedimento de iterar para frente
demanda mais operagoes. Ha dois possiveis candidatos ao vértice procurado por Itera+: o
primeiro deles ¢ o filho de v que é maior que v; o segundo é o primeiro elemento maior que
v que é encontrado ao se partir de v em direcao a raiz da arvore. Se o primeiro candidato
existe, entao ¢é ele o vértice procurado. Sendo, retorna-se um ponteiro para o segundo

candidato.

No caso do segundo candidato também nao existir, significa que v é o maior

vértice da arvore, retornando um ponteiro Nulo.

A Figura 14 exemplifica o método Itera+ numa arvore binaria de busca que

guarda inteiros em seus nos.

Figura 14 — Candidatos de iteracao para frente em arvore rubro-negra.

@ 8 be

Nota — O vértice em laranja (de valor 20) é aquele a partir do qual se pretende iterar para frente. Os
vértices em verde sao os candidatos a elemento imediatamente maior que o vértice em laranja:
o filho de valor maior que 20 (de valor 22); e o primeiro antecessor no caminho do vértice em
laranja & raiz que tem valor maior que 20 (neste caso, a prépria raiz, de valor 33). Os arcos em
azul ilustram os caminhos do vértice em laranja a cada um dos candidatos.

Itera+ avalia, no maximo, os vértices no caminho de uma folha a raiz. Como
a altura de uma &arvore rubro-negra é da ordem de logj, cujo n é o nimero de nés da
arvore, o custo de operagoes basicas deste método é O(logl2v|3) = O(310g|2vl) = O(logl2v|)
(CORMEN et al., 2009).

Por fim, calculamos a complexidade da Busca em Profundidade:
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Teorema 4 (Complexidade de DF' SgrafoG3). O custo das operagoes bdsicas de DFSgra-
foG3 € igual a O(|V|4logl2vl).

Demonstracao. O custo do Algoritmo 4 equivale ao custo do bloco de linhas 5 — 20, que
por sua vez ¢ equivalente a soma dos custos de cada uma das operagoes efetuadas no bloco:
inser¢oes em pilha, NaoVisitados e passeio, remocoes de pilha e NaoVisitados e chamadas

a funcao EncontraVizinho.

Uma vez que cada vértice de G = (V3, A3) é descoberto e finalizado exatamente
’ s . 3. ~ 3 ~ . 3. ~ .
uma vez, hd no maximo |V|” insergoes e |V'|” remogoes na pilha, [V'|” inser¢oes em passeio,

3. ~ 3 - i
e |V|” insercoes e |V]” remogdes em NaoVisitados.

Como o custo de inser¢ao e remogao em pilhas é O(1), o custo total de suas
insercoes e remocoes é O(]V]g). Similarmente, ja que inser¢ao no fim de listas custa O(1),
o custo de todas as inser¢oes em passeio ¢ O(\V\g).

Por outro lado, o custo de uma inser¢do ou uma remog¢ao na arvore rubro-negra

3
de NaoVisitados é nao mais que O(log|2v| ) = O(log|2V|). Consequentemente, o custo de

todas as inser¢des e remocdes em NaoVisitados ¢ ignal a O(|V > logh’ ).

Seja m, o numero de vizinhos do vértice u de G3. Para cada u € V3, ao
fim de DF SgrafoG3, o algoritmo EncontraVizinho avalia exatamente uma vez cada
elemento do conjunto Vizinhos associado a wu. Portanto, o nimero de avaliacoes de

todos os vizinhos ¢ Z m,. Cada aresta {u,v} de Aj estd representada exatamente

ueVs
duas vezes em GrafoG3: uma com v em Vizinhos do n6 de u e outra com u em Vizi-

nhos do né de v. Entao, Z m, = 2|As|]. Como a busca pelo n6 de VizinhancaG3

u€V3
de um vértice u custa O(loggvls) = O(log|2V|), concluimos que o custo total do uso
de EncontraVizinho em DFSgrafoG3 é igual a O(]V|4log|2V|), pois 2|A3|O(log|2v|) <

21V [*0(logy”) = O([V[*logy ).

Sumarizando, o custo de DFSgrafoG3 é igual a:

O([V]*logy )

+20(|V|*), das insercoes e remocoes na pilha

\ (1.24)
+ O(|V|), das inser¢oes em passeio
+20(|V[*1ogh "), das insergoes e remogdes em NaoVisitados

+o(v[! 10g|2v|), do uso de EncontraVizinho.
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1.1.3 Construcao de candidata a re-ordem

O método ConstroiCandidataAReordem é responsavel por construir a sequén-
cia de vértices seq, = (ri,re,...,rs,) apresentada nas Equagoes (1.6) a partir de um
passeio v de (G5. Portanto, é aquele que executa a Etapa 3 do esboco do Algoritmo 1.

ConstroiCandidataA Reordem é descrito no Algoritmo 6.

Algoritmo 6 — ConstroiCandidataAReordem
Entrada: passeioTs: Lista de vertice3

Saida: seq,: Vetor de vértices de GrafoG

1 inicio

2 | seq <[]
3 nPasseioTs < passeioTs. Tamanho();
4 se nPasseiols > 1 entao
5 [viT, 71T, 73] «DefineRotulos(passeioTs[1], Verdadeiro);
6 seq, . InserirNoFim(y;);
7 seq, InserirNoFim(yiT);
8 seq,.InserirNoFIm(y;™);
9 senao
10 se nPasseioTy = 1 entao
11 seq,.InserirNofim(passeioT3[1].v1);
12 seq,.InserirNoFim(passeioTs[1].v2);
13 seq, InserirNoFim(passeioT3[1].v3);
14 | 7y < passeioTs[1].posterior();
15 para i = 2 até i < nPasseiol; faga
16 [vi~, 7,77 ] < DefineRotulos(v;, Falso);
17 seq,.InserirNoFim(y/™);
18 para j =3(i —1) —2 até j < 3(i — 1) faga
19 se seq,[j] = 7}~ entdo
20 seq, . InserirNoFim (v, ™ );
21 seq,.InserirNoFim(y77);
22 senao
23 se seq.[j] =77 entdo
24 seq,.InserirNoFim (727);
25 \; seq, InserirNoFim (7} ~);
26 ¥i < 7i-posterior();
27 retorna seg,;
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A sequéncia seq, de vértices de V pode nao ser uma re-ordem, ja que ha a
chance de nem todos os vértices de GG serem alcancados. Por outro lado, se o conjunto V' é

atingido por completo, seq, é certamente uma re-ordem, pelo Teorema 2.

A funcao DefineRotulos exibida no Algoritmo 7 tem como papel atribuir aos
elementos do passeio as notagoes positivas e negativas retratadas nas Equagoes (1.1), (1.2),
(1.3), (1.4) e (1.5).
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Algoritmo 7 — DefineRotulos

Entrada: nohP: N6 de lista de vertice3
ehRotuloPositivo: Booleano
Saida: rotulos: Vetor de vértices de G

1 inicio

2 singular < 0;

3 rotulos < [ |;

4 | intersecao < [ |;

5 | wvizinho < [ ];

6 se ehRotuloPositivo entao

7 ‘ vizinho < nohP.posterior();
8 senao

9 L vizinho < nohP.anterior();

10 Y& < [nohP.v1, nohP.v2, nohP.v3];

11 Yoiz <|Vizinho.v1, vizinho.v2, vizinho.v3|;
12 para: =1 até : < 3 faga

13 ehSingular <« Verdadeiro;

14 para j =1 até j < 3 faga

15 se Yk[i] = Yuiz[j] entao

16 intersecao.InserirNoFim(+yx[]);
17 \; ehSingular «— Falso;

18 se ehSingular entao

19 singular < vy [i];

20 rotulos.InserirNoFim(singular);

21 se intersecao[l] < intersecao[2] entao
22 rotulos.InserirNoFim (intersecao[1]);
23 rotulos.InserirNoFim(intersecao|2]);
24 senao

25 rotulos.InserirNoFim(intersecao|2]);
26 rotulos.InserirNoFim (intersecao[1]);
27 retorna rotulos;

A Figura 8 mostra a aplicagdo dos Algoritmo 7 e Algoritmo 6 num passeio de
G3 = (‘/37 A3)

Como conclusao desta subsecao, calculamos a complexidade do método Cons-
troiCandidataA Reordem.
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Teorema 5 (Complexidade de ConstroiCandidataAReordem). O custo das operagoes

basicas de ConstroiCandidataAReordem ¢ igual a O(|PasseioTs)).

Demonstracao. O método DefineRotulos possui custo computacional de operacoes basicas
O(1), pois a insercao no fim de vetores custa O(1). O acesso aos elementos anterior e
posterior a um elemento u de uma lista encadeada também custa O(1), e os dois paras

encadeados geram nove repeticoes das linhas 15 — 17.

O custo do Algoritmo 6 é proporcional ao custo de operagoes basicas do para
da linha 15, pois todas as fungoes utilizadas no algoritmo possuem custo O(1). Como o
para da linha 18 realiza trés iteragoes, o interior do bloco de linhas 16 — 26 também custa

O(1). Entao, o Algoritmo 6 tem custo O(|passeioTs|).
U

1.1.4 Gerador de re-ordem

O Algoritmo 8 tem por fungao realizar a Etapa 4 do esboco apresentado no
Algoritmo 1, ou seja, checar se uma sequéncia de vértices de G = (V, A) atinge todos os

elementos de V.

Algoritmo 8 — ChecaSobrejetividadeReordem

Entrada: seq: Lista de vértices de GrafoG
nV: Numero de vértices de GrafoG

Saida: ehSobrejetiva: Booleano

1 inicio

2 1 — 1;

3 nSeq <« seq.Tamanho();

4 Conjunto(Inteiro) vertices Atingidos;

5 enquanto (verticesAtingidos. Tamanho() < nV ) E (i < nSeq) faga
6 vertices Atingidos.Inserir(seq[i]);

7 1+ +;

8 se vertices Atingidos. Tamanho() = nV entao
9 ehSobrejetiva «— Verdadeiro;
10 senao

11 ehSobrejetiva < Falso;
12 retorna ehSobrejetiva;

ChecaSobrejetividade Reordem assume que os inteiros da sequéncia seq passada

como entrada sao vértices de G, e que esta sequéncia satisfaz os trés itens da Definicao 7.
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Entao, o algoritmo conta quantos inteiros diferentes seq possui. Se esta quantidade for
igual a |V, seq é de fato uma re-ordem de G, e o algoritmo retorna Verdadeiro. No caso

contrario, retorna-se Fulso.

Finalmente, ao se juntar num tinico método todos os algoritmos apresentados,
temos o Algoritmo 9, que gera uma re-ordem de um grafo G = (V, A) simples e nao

direcionado.

Algoritmo 9 — GeraReordem

Entrada: G: GrafoG

Saida: reordem: Vetor de vértices de GrafoG

1 inicio

2 ehReordem < Falso;

3 reordem <« J;

4 GrafoG3 G5 < ConstroiG3(G);

5 P3s < DFSgrafoG3(G3);

6 para cada passeio € P3s faga

7 seq < ConstroiCandidataAReordem(passeio);
8 ehReordem < ChecaSobrejetividadeReordem(seq, G.nV);
9 se ehReordem entao

10 reordem <« seq;

11 \; Interromper para;
12 retorna reordem;

Teorema 6 (Complexidade de GeraReordem). O custo das operagoes bisicas de GeraRe-

ordem ¢ igual a O(|V]4log‘2V|).

Demonstracao. Seja seq a sequéncia de vértices de V' passada como entrada para o Algo-
ritmo 8. O custo das operagdes bésicas de ChecaSobrejetividadeReordem é |seq|O(logs®),
pois o enquanto da linha 5 é executado |seq| vezes, e a inser¢ao da linha 6 na arvore

rubro-negra verticesAtingidos custa O(loghs®!).

Agora, calculamos o custo de operagoes basicas de GeraReordem. As linhas 4 e
5 tém custos iguais a O(|V|* loggvl), os custos de ConstroiG3 e DF SgrafoG3, respectiva-

mente (Teorema 3 e Teorema 4).

O custo total de todas as execugoes possiveis da linha 7 na estrutura de repeticao
para é igual a soma dos custos de ConstroiCandidataAReordem para cada passeio de Pss.
Entao, pelo Teorema 5, este custo total é Z O(|passeiol) = O(2|V5| + k) = O(|V?)),

passeio€ P3s
cujo k é o nimero de componentes conexas de (7.
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Similarmente, o custo total de todas as aplicacoes do Algoritmo 8 ¢é igual a
soma dos custos de ChecaSobrejetividadeReordem de todas as sequéncias seq obtidas pelo
Algoritmo 6, ou seja, Z |seq\0(log|286q‘). Entao, como Z |seq| = 3(2|V3]| + k), o custo total

seq seq
do Algoritmo 8 é da ordem de 3(2|Vj] +k)O(log§’(2|V3|+k)) - o(|V)? log|2v|3) - o(|V)? 10g|2v|).

Em conclusao, o custo de GeraReordem é O(|V|4log|2vl) + O(\V|4log|2v|) +

O(IVF) + O([V[*logy) = O(IV[*logh ™).
O
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1.2 Razao de Uso da Busca em Profundidade

A designacao da Busca em Profundidade para determinar um passeio v de

P
G3 = (V3, A3), tal que U v; =V, pretende obter uma re-ordem da qual se possa extrair
i=1

uma *PDGDM ordem.

As ordens estdo relacionadas com uma propriedade peculiar de um *PDGDM:
a quantidade de solugoes para o problema é sempre uma poténcia de dois. Liberti et al.
(2014b) mostram esta propriedade ao descobrir a existéncia de uma forma de simetria
entre as solucoes de um *PDGDM. Estas simetrias podem ser usadas para obter, em

tempo linear, qualquer outra solugao X; de um SPDGDM, a partir de uma solucdo X; ja
descoberta e da prépria *PDGDM ordem (LIBERTI et al., 2014b).

Para fundamentar a pretensio de encontrar também uma *PDGDM ordem,

faz-se necessario apresentar algumas propriedades atreladas as moléculas de proteinas.

Uma proteina é um polimero, ou seja, uma molécula formada pela ligagao em
sequéncia de moléculas menores ditas mondmeros. No caso das proteinas, estes monomeros
sao os aminoacidos. A grande maioria das proteinas sao sintetizadas a partir de conjunto
de 20 aminoéacidos comuns (NELSON; COX, 2014, p. 75).

Parte da estrutura quimica dos aminoacidos se repete: um grupamento amino
(N Hy) esta ligado a um carbono central, dito carbono alfa (C,), que, por sua vez, esta
ligado a um grupamento carboxila (COOH). Por fim, h4 um hidrogénio ligado ao C,,
chamado de hidrogénio alfa (H,) (NELSON; COX, 2014, p. 76). A distingao entre eles se
da por um conjunto de atomos que se conecta ao C,, denominado de grupo R ou cadeia
lateral (NELSON; COX, 2014, p. 76).

A Figura 15 ilustra as partes mencionadas de um aminoacido.

Figura 15 — Estrutura quimica geral de um aminoacido.

Nota — Em rosa esta destacado o grupamento amino, em verde o grupamento carboxila e em azul a cadeia
lateral.

Um aminoacido liga-se a outro por meio de uma ligacao covalente particular.
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A chamada ligac¢do peptidica conecta o carbono da carboxila do primeiro aminoacido e o
nitrogénio do grupo amino do segundo aminoacido. A ligacao ocorre quando a hidroxila
(OH) do primeiro aminoéacido junta-se a um dos hidrogénios do segundo aminodcido para
a liberagao de uma molécula de dgua (NELSON; COX, 2014, p. 85-86).

Entao, quando conectadas em sequéncia, as moléculas de aminoacidos diferem
de suas moléculas originais, pois faltarao os dois atomos de hidrogénio e o atomo de
oxigénio associados aquela molécula de agua que é liberada para a criacao da ligacao

peptidica. Esta molécula reduzida de aminoacido é denominada de residuo (NELSON;
COX, 2014, p. 86).

Esta natureza sequencial das proteinas possibilita a definicdo do inicio e do
fim da molécula. Por convengao, o residuo que possui o grupo amino completo (residuo
aminoterminal) é considerado o primeiro residuo, ou seja, é aquele representado na
extremidade esquerda da proteina, enquanto o residuo que possui o grupo carboxila

completo (residuo carboxiterminal) é considerado o tltimo residuo, disposto na extremidade
direita (NELSON; COX, 2014, p. 86).

Desta forma, define-se como Estrutura Primdria da Proteina a descricao de
todas as ligacoes covalentes que unem os residuos da proteina. O principal elemento da
estrutura primadria é a sua sequéncia de aminoacidos (NELSON; COX, 2014, p. 96-97). Por
fim, chama-se de cadeia principal ou esqueleto da proteina a parte da molécula constituida
pelas sequéncias de N — C,, — C' (NELSON; COX, 2014, p. 118). A Figura 16 mostra o
esqueleto de uma molécula de 3 residuos de aminoacidos em conjunto com os atomos de

oxigénio e hidrogénio ligados a este esqueleto.

Figura 16 — Representacao de cadeia de trés aminoacidos, omitindo-se os grupos R.

Fonte: Adaptado de Lavor (2019)

Ao se considerar proteinas como estruturas rigidas (LAVOR, 2019), conhece-se,
a priori, as distancias exatas entre atomos conectados por ligacao covalente e os angulos

entre atomos a, b e ¢, tais que a e b e b e ¢ estao conectados covalentemente (GIBSON;
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SCHERAGA, 1997; JACKSON; JORDAN, 2008; LAVOR et al., 2019; LAVOR, 2019;
LAVOR et al., 2017; LAVOR; LIBERTI, 2014). Consequentemente, a distdncia entre a e ¢
também ¢é conhecida (JACKSON; JORDAN, 2008; LAVOR et al., 2019; LAVOR et al.,
2017).

Em adicao, outras distancias sdo provindas da seguinte caracteristica das
ligacoes peptidicas: se C* e N sdo os 4tomos que compoem a ligacdo peptidica entre
0s i-ésimo e i+1-ésimo residuos de uma protefna, entdo os dtomos C?, e O' ligados a
C", os atomos C-' e H™™! ligados a N'**, e os proprios C* e N**! estao presentes num
mesmo plano. Tal plano é chamado de plano peptidico (NELSON; COX, 2014, p. 117-118).
Portanto, sao conhecidas todas as distancias exatas entre os seis atomos contidos no plano
(LAVOR et al., 2019).

Por outro lado, pode-se obter limites inferiores e superiores para as distancias
entre alguns pares de dtomos dos quais nao se conhecem as distancias exatas. O proce-
dimento experimental de Ressonancia Magnética Nuclear determina intervalos para as
distancias de pares de 4tomos de hidrogénio que estdo a, no maximo, 5 Angstroms (A) de
distancia (HAVEL; WUTHRICH, 1984).

Da natureza sequencial das proteinas e das distancias conhecidas entre seus
atomos, derivam-se duas propriedades particulares dos grafos de >PDGDM associados a
cadeias principais de proteinas, incluindo os hidrogénios e oxigénios ligados ao esqueleto:
(a) a matriz de adjacéncia de grafos deste tipo é esparsa; (b) como a rotulagao dos vértices
segue a ordem dos residuos de aminoacidos da proteina, tal matriz possui largura de banda

pequena.

Desta forma, quando nos referirmos a um *PDGDM de proteina, estaremos

considerando o *PDGDM associado & cadeia principal, como em Lavor et al. (2019).

A Figura 17 ilustra a matriz de adjacéncia do grafo do *PDGDM associado &
molécula Alfa-T-Alfa (PDB ID: labz).

Empiricamente, os grafos Gy = (V3, A3) de *PDG DM de proteinas parecem
apresentar as mesmas propriedades mencionadas. A Figura 18 ilustra a matriz de adjacéncia

do grafo G3 da molécula Alfa-T-Alfa (PDB ID: labz).

Assim como ilustrado na Figura 12b, a Busca em Profundidade descobre um
novo vértice que é vizinho de um vizinho do vértice atual u antes de explorar todos os
vizinhos de u. Ao ser utilizada na Etapa 2 do Algoritmo 1, a cada iteragao, pode-se
verificar se o passeio obtido até o momento ja atingiu todo o conjunto V' de G = (V| A).

Isto possibilita encontrar passeios de tamanhos menores do que o esperado.

Portanto, quando este método é aplicado em grafos de largura de banda pequena,
aumentam-se as chances de obtenc¢ao de passeios de menor tamanho possivel que atinjam

todos os vértices de G = (V, A). Finalmente, afirmando-se que alguns destes passeios de
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Figura 17 — Matriz de Adjacéncia de G = (V, A) associada a instancia Iabz do PDB.

|
185 370 555 740 925 1110 1295 1480

Gs = (V3, A3) podem gerar *PDGDM ordens, estaria justificada a escolha da Busca em
Profundidade.

Corolario 3. Seja G = (V,A) um grafo simples e ndao direcionado. Se existe uma
V-2

*PDGDM ordem em G, entio existe um caminho v em G3 = (V3, A3) tal que U v =V.

i=1

Demonstragio. [=] Suponhamos que exista uma *PDGDM ordem z. Pelas definicoes

de 3PDGDM ordem e re-ordem, z é também uma re-ordem. Dai, pelo Teorema 1, os
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V-2
seguintes trios formam um passeio v em G3 = (V5, A3), tal que U v =V:
i=1

Y1 = {21,2'272’3};

Y2 = {2’2, 237Z4};

(1.25)

Vi = {Zi, Zi+1, Zz'+2}$

Vel-2 = {2z1-2, 2pz1-1, 221}

Como z é uma sequéncia constituida por elementos distintos, por construcgao,

todos os elementos de v sao também distintos. Portanto, 7 é um caminho em Gj.

O

O Corolério 3 mostra como é possivel construir um caminho de |V|—2 elementos
de G35 = (V3, A3) que atinge todos os vértices de G = (V, A), a partir de uma *PDGDM
ordem. De maneira inversa, com a construc¢ao de uma sequéncia s como aquela ilustrada
na Figura 7, pode-se reaver a ordem z removendo-se de s, a partir do quarto elemento, os
vértices que sao repetidos. Chamemos esta sequéncia final de 3.

A possibilidade de obtencéo de uma *PDGDM ordem de um caminho v =
IV|-2

(%)LZ‘O_Q, tal que U vi =V, leva-nos ao desenvolvimento do seguinte teorema:
i=1

Teorema 7. Seja G = (V, A) um grafo simples e nao direcionado. Se v é um passeio em
V-2

G = (V3, A3) de |V| — 2 elementos, tal que U ~vi =V, entdao v é um caminho em Gs.
i=1
Demonstrag¢do. Suponhamos, por contradi¢do, que v nao seja um caminho. Entao, algum

vértice T € V3 aparece pelo menos duas vezes em .

Ao percorrer o passeio v, registramos os vértices de GG que sdo descobertos por
cada um dos elementos v;, a medida que sao avaliados. Entao, na avaliagao do primeiro
elemento do passeio, v, descobrem-se trés vértices: v11, 71,2 € 71,3. De 72 em diante, a
avaliagdo de cada 7; descobre no maximo um novo vértice de G, que seria v;\7;—1. Como 7
se repete em algum «y; de v, nenhum novo vértice de G ¢ descoberto na j-ésima avaliacao.

Entao, o nimero de vértices de G representados em 7 é, no mdzimo, |V| — 1, pois:

V|2 V|-2
U vl =3+1Jwl<3+(h-2)=3+(V|-2-2)= V|- L (1.26)
=1 =2
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[V]—2
Isto é uma contradicao, ja que U v; = V. Portanto, v é caminho em Gj.
i=1

O

Pelo Teorema 7, pode-se afirmar que passeios de G = (V3, A3) de |V| — 2
elementos, que atingem todos os vértice de G = (V, A), sdo certamente caminhos em Gj.
Como consequéncia imediata, os menores passeios de G3 que alcancam V' por completo

possuem |V| — 2 elementos.

Deve-se salientar, no entanto, que nem sempre é possivel extrair uma > PDGDM
ordem por meio da sequéncia s descrita anteriormente. A Figura 19 mostra um caminho
de Hy = (Vi*, A%) deste tipo. As sequéncias do tipo 5 possiveis para este exemplo sio:
(a) (1,2,3,4,5,6,7); (b) (1,3,2,4,5,6,7); (c) (2,1,3,4,5,6,7); (d) (2,3,1,4,5,6,7); (e)
(3,1,2,4,5,6,7) e (f) (3,2,1,4,5,6,7). Para qualquer uma das combinagdes dos inteiros
do primeiro vértice do caminho, a sequéncia 5 obtida desrespeita a definicio de >PDGDM
ordem: o sexto elemento, que é sempre o inteiro 6, nao estd conectado por uma aresta ao

quarto elemento, que é sempre o inteiro 4.

Figura 19 — Caminho no grafo Hy = (Vi AY') associado ao grafo simples e ndo direcionado

H = (VH AT
(a) Grafo H = (VI AH)
S
4
6
2
(b) Caminho em Hjz = (Vi, A%)
{1,2, 4} (1,4, 5 {1, 5, 6} {3,5,7}
<P\3)\M|\>M\>M\{se7}
e @A 138~ |gen

Nota — O primeiro vértice do caminho v em Hs = (V{T, A} esta colorido em werde (elemento {1,2,3}).
Os arcos em azul representam a sucessao entre os vértice de .

Além das sequéncias do tipo 3, hé outras formas de se obter sequéncias que

podem vir a ser *PDG DM ordens. Dado um passeio v = (%)l‘ill—Q de G5 = (V3, As), tal
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[Vi—2
que U 7 = V, escolhendo-se um elemento 7; qualquer, obtém-se um caminho sVl de

i=1
G = (V, A) da seguinte maneira:

1. Constroi-se a sequéncia s atrelada a v, como na Figura 7;
2. Escolhe-se um dos arranjos possiveis para a trinca de vértices de G associados a ;;

3. Partindo-se dos elementos associados de ;41 até yjy|—2, ou seja, para ke {j + 1,7 +
,|V|—2}, eliminam-se aqueles elementos associados a 7y, que também pertencem

a Vk—1;

4. Partindo-se dos elementos associados de ,_1 até v, ou seja, para k € {1,2,...,57—1},

eliminam-se aqueles elementos associados a v, que também pertencem a vy, 1.

A Figura 20 exemplifica este procedimento ao aplicd-lo no caminho da Fi-

gura 19b. Além disto, tal procedimento esta precisamente descrito no Algoritmo 10.

Figura 20 — Sequéncia 5%,
ey [ @eg [ ass | 656 [ 6567 ]

& ] I 5
< 1 I ?

1 2 3 4 5 6 7 8 9 SlO Sll 512 SIS 514 Sl5
sfi]2]sfufsfalai]afsfasfsfe]s]efr]

§[13] §[23] 3:[33] §L3] 3[53] E?] §[73]

Nota — No topo, o caminho v no grafo Hs = (V3H , Af ) da Figura 19b. O terceiro elemento de 7 é escolhido
(em werde). No meio, a sequéncia s de vértices de H = (V| A™) da Figura 19a construida pela
justaposigao dos inteiros de 7. Escolhe-se um arranjo possivel para 3-clique escolhida (neste caso,
o arranjo crescentemente ordenado: 1, 3, 5). A partir da trinca em verde, eliminam-se os elementos
repetidos tanto a esquerda quanto a direita (em azul). Entao, na base, obtém-se uma SPDGDM
ordem 3% de H.

Verifica-se facilmente que a sequéncia s°! da Figura 20 é uma re-ordem do
grafo H = (VA" da Figura 19a.

A préxima subsecao propoe alteragoes no método para encontrar re-ordens da
secao 1.1 que visam melhorar o seu desempenho. Estas alteragoes nao aumentam o limite

superior para o custo de operacoes basicas.
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Algoritmo 10 — GeraSbarral

10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

Entrada: v: Caminho de G5 = (V3, A3);

i: Inteiro positivo menor ou igual a |v|;

arranjol: Trio de Inteiros de 7; arranjados numa dada ordem.

Saida: 5 Vetor de Inteiros.

inicio

51 Vetor de Inteiros de tamanho || + 2;
para j = 1 até j < |y| faga

L [55'1]7 Eﬂb 3?12] — (Y1, Yi2s Vi3 ];
[gi[;i]—% gZ[Sii]—l? gi[;i]a ] N arranjo];
para j =i — 1 até j =1 faga

se 5572 € {ggz(]jj—l)—zﬂ Eg(]j+1)—1= ggz(]j+1) } entao
Remover 55?72;

<l <l <li] <l =
e S3j_1 = {53(j'+1)—2’ 33(j+1)_17 S3(j+1) } entao
Remover 55[;]]_1;

€ gglj] < {gi[l»z(]j+1)—27 g:[sl(]j+1)—1= gi[’)z(]j+1) } entao

—|2
B Remover 355

n

0

para j =i+ 1 até j = |y| faga

se ggl]]—2 € {ggl(]j—l)—m gi[;(]j—l)—lv 352(]]‘_1) } entdo
Remover EQZJ]_Q;

il _[i] ] _i] -
€ S35, 1€ {53(3"—1)—27 83(j—1)-1> S3(j—1) } entdo
Remover 553141;

<l - g <l <l <l =

€ S35 € {33(j—1)—27 S3(j—1)-1 53(9'—1)} entao

Slé.
Remover s

0

n

retorna s’

1.2.1 Algoritmo Modificado

Em razao da esparsidade e da baixa largura de banda dos grafos G5 = (V3, A3)

de 3PDGDM de proteinas, ndo é necessario checar todos os subconjuntos de quatro

vértices de G = (V, A) para determinar G3.

E possivel encontrar todas as 4-cliques de arestas associadas a distancias exatas

apenas com a verificacdo dos quartetos de vértices cujos rétulos distam nao mais que

13 unidades, uma vez que: (a) as distancias exatas do problema ocorrem entre pares

de d4tomos que estdo ou no mesmo residuo ou em residuos sucessivos; (b) cada residuo

tem, no méximo, sete dtomos: N, Cy, C, O, H, H, ¢ H ouO'. Os dois tltimos 4tomos
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correspondem, respectivamente, ao segundo hidrogénio do grupo amino do primeiro residuo

e ao oxigénio da hidroxila do ultimo residuo.

Quanto as distancias intervalares, sabemos que ocorrem somente entre hidro-
génios que estdo a 5 A de proximidade, no méximo. Entdo, guardando-se o conjunto de
vizinhos de cada atomo de hidrogénio, é possivel determinar aquelas 4-cliques que tém
alguma aresta de distancia intervalar por meio da inspecao dos quartetos de vértices

formados por um atomo de hidrogénio e trés de seus vizinhos.

Concretamente, tais ideias exigem modificagoes na estrutura de dados que retém
um grafo simples e ndo direcionado e no algoritmo que constréi o grafo G = (Vi, As), o

que motiva a proxima defini¢ao.

Defini¢ao 13 (Estrutura de dados GrafoG com VizinhancaH). Representamos por
GrafoG (1.27)

a estrutura de dados que armazena wm grafo simples e nio direcionado de um *PDGDM

de proteina. Os seus atributos sdo:

nV: Inteiro;

A: Conjunto(aresta); (1.28)
VizinhancaH: Mapa(Inteiro, Conjunto(Inteiro)).

Referimo-nos ao objeto aresta de um né de A por a, a chave de VizinhancaH

por v e ao valor Conjunto(vertice3) por Vizinhos.

Guarda-se em nV o numero de vértices. Cada vértice do grafo é representado
por um rotulo inteiro positivo entre 1 e nV. As arestas sao armazenadas na drvore bindria

de busca rubro-negra A. Por fim, em cada no de VizinhancaH, guarda-se:

e Em v, um vértice de G que representa um hidrogénio;

e Em Vizinhos, todos os vértices que sao adjacentes a v, ou seja,

todo u eV tal que {v,u} € A. (1.29)

A Figura 21 mostra um esquema dos atributos de um objeto GrafoG que retém

os vizinhos dos hidrogénios.

O bloco de linhas 7— 20 do Algoritmo 2 foi transformado numa fungao de nome
AtribuiVizinhos, descrita no Algoritmo 11. O novo método de construgao de G5 = (V5, A3)

¢ descrito no Algoritmo 12.
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Algoritmo 11 — AtribuiVizinhos

Entrada: G: GrafoG

G3: GrafoG3

quarteto: Vetor de 4 inteiros
Saida: ehdclique: Booleano

1 inicio

2 [, J, k, 1] < quarteto;

3 ehdclique «— VerificadCliqueG(G, 1, j, k, [);
4 se ehdclique entao

5 Gs.InserirVizinho({1, j, k}, {3, j,1});
6 Gs.InserirVizinho({1, 5, k}, {7, k, 1});
7 Gs.InserirVizinho({1, j, k}, {j, k, 1});
8 Gs.InserirVizinho({1, j, l}, {7, j, k});
9 G3.InserirVizinho({1, j, [}, {7, k, [});
10 G3.InserirVizinho({1, 7, 1}, {J, k,1});
11 Gs.InserirVizinho({7, k, (1}, {7, j, k});
12 Gs.InserirVizinho({7, k, 1}, {i,7,1});
13 Gs.InserirVizinho({7, k, 1}, {j, k, [});
14 Gs.InserirVizinho({j, k, 1}, {7, j, k});
15 G3.InserirVizinho({7, k, [}, {i,7,1});
16 Gs.InserirVizinho({7, k, [}, {i, k,(});
17 retorna eh4clique;

Figura 21 — Atributos de GrafoG com VizinhancaH.

GrafoG

Atributos:

nV: Inteiro

A: Conjunto(a)
L, a: aresta

VizinhancaH: Mapa(v,Vizinhos)
L, v: Inteiro

L, Vizinhos: Conjunto(Inteiro)

- J

O método InserirVizinho(a,b) insere o vertice3 b no conjunto de vizinhos do

noé que tem o verticed a como chave.
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Algoritmo 12 — ConstroiG3

[uny

10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

21

22

Entrada: G: GrafoG
Saida: (G3: GrafoG3 originado de G
inicio
GrafoG3 Gf;
alcance «— 13;
parat =1 até 1 < G.nV — 3 faga
fi <Min(i + alcance — 2, G.nV — 2);
para j =i+ 1 até j < fj faca
fk <—Min(i + alcance — 1, G.nV — 1);
para k =7+ 1 até k < fk faga
fl <—Min(i + alcance, G.nV);
paral =k + 1 até [ < fl faga
| AtribuiVizinhos(G, Gs, [i. . k. 1]);

para cada h € G.VizinhancaH faga
maiorViz < h.Vizinhos.MaiorVizinho();
fi <Ttera-(maiorViz, 2);
para vl <« h. Vizinhos.MenorVizinho() até vl = fj faga
fk <Itera-(maiorViz, 1);
para v2 «—l[tera+(vl) até v2 = fk faga
fl < maiorViz;
para v3 «Itera+(v2) até v3 = fl faga
quarteto <Ordena([h.v,v1.v,v2.v,v3.v]);
\; AtribuiVizinhos(G, G, quarteto);

retorna Gj;

O método Itera- é similar ao Itera+ apresentado na subsecao 1.1.2 e ilustrado

na Figura 14. Porém, ao invés de retornar o elemento imediatamente maior que o elemento

u passado como parametro, retorna o elemento imediatamente menor. Um niimero inteiro

n maior ou igual a 1 pode ser passado como segundo parametro e faz com que [tera-

retorne o n-ésimo elemento imediatamente menor que u. Por exemplo, Itera-(u,2) retorna

o elemento imediatamente menor que o elemento imediatamente menor que u. ltera-(u,1)

¢ equivalente a Itera-(u).

Por fim, uma vez que o proximo capitulo trata de resultados da execucao

do algoritmo polinomial para encontrar re-ordens, deve-se assinalar dois conjuntos de

informagoes.
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O primeiro deles refere-se a existéncia de re-ordens. Lavor et al. (2019) mostram
que, para qualquer instancia do *PDGDM associado a uma proteina, existe sempre uma
re-ordem particular, a qual dar-se o nome de re-ordem he (do inglés, hand-crafted). Segue
abaixo a definicdo desta re-ordem atrelada a um *PDGDM de uma proteina de p residuos

de aminodcidos (ver Figura 22):

hc = {N* H', HY C} N' H! C' C, ...
H'C' O N H' C N H., C' C ... (1.30)
Hp? Cp? Op_l’ Np? Hp7 Cp? Np? Hp7 Cp? Cp’ Op? Cp? Op/}

Figura 22 — Re-ordem hc de cadeia de trés residuos de aminodcidos, omitindo-se os grupos

R.

Fonte — Lavor et al. (2019)

Nota — Os arcos em preto representam a sucessao entre vértices consecutivos na re-ordem he. Cada arco
estd numerado com a sua posicao na re-ordem. Por exemplo: o arco 8 (do C,, do aminoécido 1 ao
H do grupo amino do aminodcido 2) ilustra a passagem do oitavo elemento da re-ordem ao nono.

, / / . . A .
Os dtomos H' e O correspondem, respectivamente, ao segundo hidrogénio do
grupo amino do primeiro residuo de aminoacido e ao segundo oxigénio do grupo carboxila

do ultimo residuo.

O outro conjunto de informacoes refere-se ao aminoacido prolina, que é um dos
20 aminoacidos comuns. Em estudo de 18.666 proteinas humanas, Morgan e Rubenstein
(2013) mostraram que 99.8% destas proteinas contém prolina em sua composi¢ao. Entao,

é razoavel pensar que esse aminoacido ocorre com elevada frequéncia em proteinas.

A prolina detém uma caracteristica tinica: a sua cadeia lateral conecta-se ao
esqueleto do aminoacido por ligacao covalente em dois pontos diferentes. O seu grupo R é
formado por trés grupos C'Hy ligados em sequéncia. Porém, além da ligacao com o C,, o
grupo R estd ligado ciclicamente ao nitrogénio do grupo amino. A estrutura quimica da

prolina pode ser observada na Figura 23.
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Prolinas podem assumir dois tipos de configuragoes tridimensionais, uma delas
chamada de trans, a outra chamada de cis. Como consequéncia, tal aminodcido tende a

dobrar uma proteina nas posi¢oes em que ocorrem, induzindo o enrolamento da mesma

(GIBSON; SCHERAGA, 1997; MORGAN; RUBENSTEIN, 2013).

Figura 23 — Estrutura quimica do aminoéacido Prolina.

H,
H\ | /OH
N—C,— C
/ N O
CH, CH,
~N
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2 Resultados

O algoritmo de obtencio de uma *PDGDM re-ordem introduzido na secio 1.1
e sua versao modificada apresentada na subse¢ao 1.2.1 foram implementados na linguagem
de programacao C++, e testados em instancias do repositorio de estruturas tridimensionais
de proteinas RCSB Protein Data Bank (RCSB PDB) (RCSB. .., 2020). Estas instancias

sao as mesmas utilizadas em Mucherino, Lavor e Liberti (2012).

Os arquivos das instancias foram baixados do servidor do RCSB PDB, por
meio da biblioteca para andlise de estruturas de proteinas Protein Dynamics and Sequence
Analysis (ProDy), para linguagem de programacao Python (PROTEIN...  2019). Tais
arquivos possuem simbologia e organizacao padronizados, que sao detalhados em Fitzgerald
et al. (2006), Protein. .. (2008), Introduction... (2020).

ProDy ¢ utilizada ainda para processar os arquivos do PDB, a fim de montar
arquivos menores que possuem apenas as informacgoes necessarias para construgao do grafo
G = (V,A) de um *PDGDM. Entdo, para cada distancia conhecida de um *PDG DM
(secao 1.2) entre atomos que ndo estao em cadeias laterais, capturam-se: os rotulos
inteiros e simbolos dos atomos, os rétulos inteiros e simbolos dos residuos aos quais os
atomos pertencem e os limites inferior e superior para a distancia. Quando a distancia em

questao ¢ exata, aqueles limites sao iguais.

A Tabela 1 mostra o nimero de residuos e o niimero de dtomos (descontados

os atomos das cadeias laterais) de cada uma das instancias.

Tabela 1 — Ntimero de Residuos e Ntimero de Atomos das Instancias.

Instancia nResiduos nAtomos Referéncias
1a23 189 1137 Schirra et al. (1998)
laqr 40 240 Peterson, Narula e Armitage (1996)
1bdc 92 555 Drohat et al. (2008)
1bgx 7 464 Aono et al. (1998)
1brz 54 324 Caldwell et al. (1998)
leeq 60 357 Dementieva, Bocharov e Arseniev (1999)
1d8v 263 1585 Wang et al. (1999)
lerp 38 224 Brown et al. (1993)
1klv 41 247 Kusunoki et al. (2002)
11a3 201 1127 Ames, Hamasaki e Molchanova (2002)

Nota — A coluna Instancia identifica cada uma das moléculas por seu cédigo de
identificacao do PDB. A coluna nResiduos mostra o nimero de residuos de
aminoécidos da molécula. A coluna nAtomos mostra o nimero de dtomos
da molécula sem os atomos das cadeias laterais.

A Tabela 2 mostra os tempos de leitura do grafo G = (V, A) e de execucao de

cada etapa do algoritmo para obtencao de re-ordem da secao 1.1. Nota-se que todas as
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células de tempo das instancias 1a23, 1d08 e 1la3 associadas a execucao do algoritmo
propriamente dito foram preenchidas com o simbolo -. Isto significa que o algoritmo nao
conseguiu terminar a etapa de construcao de G5 = (V3, As), ap6s duas horas de execugao.

Consequentemente, nenhuma das etapas posteriores sao realizadas.

Tabela 2 — Execucao do Algoritmo Gerador de Re-ordem - Tempo.

Instancia G |s|] Gs|s] DFS|[s|] Candid. |s| Sobrejet.|s|] Total |s]
la23 0 - - - - > 7200
laqr 0 56 0 0 0 56
1b4c 0 1530 1 0 0 1531
1bgx 0 760 0 0 0 760
1brz 0 181 0 0 0 181
leeq 0 266 0 0 0 266
1d8v 0 - - - - > 7200
lerp 0 40 0 0 0 40
1klv 0 0 0 0 0 0
11a3 0 - - - - > 7200

Nota — A coluna Instdncia indica cada uma das moléculas por seu codigo de
identificagao do PDB. O simbolo |s| indica o tempo em segundos cujo valor
é o0 maior inteiro menor que o tempo gasto. A coluna G |s| mostra o tempo
de leitura de G = (V, A); G5 |s], o tempo de construcao de Gz = (V3, A3);
DFS |s], o tempo de aplicagdo da Busca em Profundidade; Candid. |s]|, o
tempo de construgdo das sequéncias candidatas a re-ordem; Sobrejet. |s|, o
tempo de checagem da sobrejetividade de cada uma das candidatas; e em
Total |s|, a soma de todos os tempos. O sinal > n indica que a instancia
foi executada por cerca de n segundos e nao foi resolvida.

A Tabela 3 é similar a Tabela 2, porém, ¢é relativa a execucao do algoritmo
modificado da subsecao 1.2.1. Observa-se a efetividade das alteragoes feitas no método: as
instancias 1a23, 1d08 e 1la3, que nao haviam sido resolvidas mesmo com duas horas de
execugao, foram finalizadas em nao mais que onze sequndos. De fato, em cada um dos dez

exemplos, a etapa de construgao de G3 = (V3, A3) foi efetuada em menos de um segundo.

Isto se repete para a leitura de G = (V, A) e para as etapas de construgao de

uma sequéncia candidata a re-ordem e checagem da sobrejetividade de tal sequéncia.

Portanto, o gasto substancial de tempo ocorre na etapa de aplicagdo da Busca
em Profundidade. Ainda assim, para todas as instancias, exceto as quatro maiores, a
Busca em Profundidade consome menos de um sequndo, e para as demais instancias, este
consumo nao passa de onze segundos. Uma vez que a maior parte do custo da Busca em
Profundida deriva da avaliagao de todos os vizinhos de todos os vértices, a performance

deste método sugere que cada vértice de G3 = (V3, A3) compartilha poucas arestas.

Em suma, os desempenhos de tempo das duas versdes do algoritmo reforcam
a seguinte tese: grafos G = (V, A) de *PDGDM de proteinas tém matriz de adjacéncia
esparsa e de pequena largura de banda, implicando que os grafos G5 = (V3, A3) associados

também possuem matriz de adjacéncia esparsa e de pequena largura de banda (segao 1.2).
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