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RESUMO

Os anuros compoem a ordem mais diversa de animais pertencentes a classe dos anfibios.
No Brasil, sao encontradas mais de 1.000 espécies documentadas sendo que 67% sao espé-
cies endémicas. Nos ultimos 20 anos, drasticos declinios populacionais foram observados,
cuja causa principal foi uma doenca de pele chamada de quitridiomicose e causada pelo
fungo Batrachochytrium dendrobatidis (Bd). A quitridiomicose afeta os anuros enquanto
girinos e também pds-metamorficos, apresentando altas taxas de mortalidade em animais
que sofreram a metamorfose recentemente. Muitos estudos para compreensao da doenca
e como ela afeta os anuros tém sido realizados, porém, mesmo apds décadas de pesquisa,
questoes fundamentais permanecem sem resposta. A aplicacao de modelos matematicos
é uma area de pesquisa em crescente desenvolvimento e pode ser usada para auxiliar na
tomada de decisoes. Para compreender como o Bd afeta os anfibios e avaliar a eficiéncia
de possiveis estratégias de controle, propomos um modelo matematico compartimental em
tempo continuo para descrever a dinamica Anuros - Bd - ambiente, abrangendo espécies
com desenvolvimento indireto e espécies com desenvolvimento direto (que nao apresen-
tam girinos no seu ciclo de vida). Para anuros de desenvolvimento indireto, consideramos
que a transmissao ocorre apenas pelo encontro hospedeiro-patogeno livre em ambiente
aquatico, enquanto que para anuros com desenvimento direto, pode ocorrer via contato
entre animais ou pelo encontro hospedeiro-patégeno livre em ambiente terreste. Para os
dois modelos, analisamos as condi¢oes para existéncia e estabilidade de estados estacio-
narios e obtivemos, para cada um deles, dois limiares: o nimero basico de descendentes
e o nimero basico reprodutivo. Baseado nos modelos desenvolvidos, estudamos 1) a di-
namica para a Rana muscosa, espécie endémica da Serra Nevada, altamente aquéatica e
com desenvolvimento indireto, que apresentou graves declinios populacionais e II) a es-
pécie com desenvolvimento direto, Brachycephalus ephippium, abundante e endémica da
Mata Atlantica brasileira. Estudamos como estratégias de controle afetam o nimero ba-
sico reprodutivo, qual o impacto da adocao de medidas de controle ao longo de 8 anos
e verificamos como o transporte de animais infectados e a chegada de zodsporos afetam
uma populagao previamente suscetivel. Para a R. muscosa, verificamos que estratégias

de controle quando aplicadas a somente uma fase de vida podem ser ineficientes, caso o



fungo ja esteja presente em alguma outra. A melhor estratégia de manejo foi a associacao
da retirada de girinos infectados com o aumento da mortalidade dos zodsporos, que pode
ser obtida em campo via predacao. Para o B. ephippium, utilizamos dados de campo
para estimar as taxas de infeccao e verificamos que a transmissao via encontro hospedeiro-
patogeno apresenta maior variagao no numero de animais infectados no equilibrio. Como
medida de controle, a retirada de animais infectados mostrou-se ineficiente. Em relacao ao
transporte, a chegada de baixas densidades do patogeno apresentou pouco efeito na popu-
lagao suscetivel, diferentemente da chegada de animais infectados uma vez que a chegada
de apenas um animal infectado, apés 120 dias, reduziu a populacao de adultos suscetiveis
para aproximadamente 60%. Para a espécie aquatica, com desenvolvimento indireto a
chegada de girinos e adultos infectados apresenta reducao da populacao suscetivel e, para
espécies terrestres, a chegada de apenas um juvenil ou adulto infectado reduz os juvenis

para 80% da populacao inicial e os adultos para 60%.

Palavras chaves: Quitridiomicose; estabilidade; biodiversidade - conservacao.
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Anura is one of the major orders of the class Amphibia. In Brazil, we find more
than 1000 of the registered species and 67% of them are endemic. In the last 20 years,
accentuated population decreases were observed due to a skin disease called chytridiomy-
cosis, caused by a fungus, Batrachochytrium dendrobatidis (Bd). Chytridiomycosis affects
tadpoles and frogs, implying in high rates of mortality that afflicts animals recently meta-
morphosed. Many studies have been accomplished to investigate the disease and how it
affects frogs, however, fundamental questions remain even after decades of research. The
use of mathematical models is a growing research area and can be used to support decision-
making. In order to understand how Bd affects amphibians and assess the efficiency of
possible control strategies, we proposed a compartmental model in continuous-time to
describe the system frog - Bd - environment, considering species with indirect and direct
development (i.e. not presenting tadpoles in the life cycle). For species with indirect deve-
lopment, we considered that the transmission happened through contact host-free water
pathogen, whereas, in species with direct development, the transmission happened either
via interaction between animals or host-pathogen contact in land. For both models, we
analyzed the conditions for the existence and stability of the stationary states, obtaining,
for each, two thresholds: basic offspring number and the basic reproductive number. Ba-
sed on the developed models, we studied I) the population dynamics for Rana muscosa,
endemic species of Serra Nevada, highly aquatic, that presented strong reduction and II)
the direct-developing species, Brachycephalus ephippium, abundant and endemic of the
Brazilian’s Atlantic forest. We studied how control strategies affect the net reproduction
rate, what is the impact of the adoption of control measures over 8 years and verified
how the transportation of infected animals and the arrival of spores affected a population
previously susceptible. For R. muscosa, we verified that control strategies applied to only
one life stage can be ineffective if the fungus is already present in another one. The best
management strategy was the association between the removal of infected tadpoles with
the increase in zoospores mortality, e.g., via predation. For B. ephippium, we used field
data to estimate the infection rates and verified that the transmission via host-pathogen

contact presents a higher variation in the number of infected animals in the equilibrium.



The removal of infected animals was ineffective as a control measure. Regarding transpor-
tation, the arrival of a low number of pathogens presented a weak effect on the susceptible
population, differently from the arrival of infected animals, which reduced the susceptible
population to approximately 60% of the original population after 120 days. For aquatic
species, the arrival of infected tadpoles and adults reduced the susceptible population; for
terrestrial species, the arrival of only one infected froglet or adult reduced froglets to 80%

of the original population and adults to 60%.

Keywords: chytridiomycosis; stability; biodiversity - conservation.
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Introducao

1.1 Anuros

Anuros sao vertebrados tetrapodes que nao possuem cauda como sapos, ras e
pererecas. Sao ectotérmicos, ou seja, incapazes de manter a temperatura corporal cons-
tante, regulando-a pela temperatura ambiente. Possuem uma pele fina, rica em vasos
sanguineos e glandulas que facilitam a respiragao cutanea e a absorcao de agua e de
eletrolitos vitais. Algumas espécies apresentam glandulas produtoras de venenos que ser-
vem de defesa contra predadores, podendo ter efeito nenhum aos humanos ou ser mortal

(Amphibia Web, 2018; Piper, 2007).

Compoem a ordem mais representativa de animais pertencentes a classe dos
anfibios; correspondendo a mais de 88% das espécies até o momento documentadas, to-
talizando 7.144 das 8.100 espécies de anfibios, mas esse nimero é crescente (Frost, 2019).
As Américas do Sul e Central abrigam quase metade da fauna: 15% encontra-se no Brasil
(mais de 1.000 espécies documentadas) (Segalla et al., 2019) onde 67% sao espécies endé-

micas e 10% encontram-se na Colémbia (Amphibia Web, 2018; Carvalho et al., 2017).

Estima-se que os primeiros anfibios apareceram na Terra ha 350 milhoes de
anos e foram os primeiros animais vertebrados a fazerem a transicao da vida aquatica
para a vida terreste (Matoon, 2015; Toledo, 2018). Atualmente sdo encontrados em quase
todo o globo, nos mais diversos habitats principalmente em ambientes imidos como rios,
riachos, lagoas e ambientes alpinos. A maior diversidade é observada em regices de clima
neotropical, mas também se encontram em regides de clima extremo (com excegao de
regioes polares da Antértica e da Groenlandia), onde hé espécies adaptadas a sobreviver

a temperaturas extremamente baixas (Amphibia Web, 2018).



17

1.1.1 Reproducgao

Embora o meio de reproducao possua uma grande variagao interespecifica, ela
comeca com o macho cantando para atrair as femeas. Elas entao selecionam, pelo canto,
o pai para seus filhos e, uma vez juntos, ele se posiciona no dorso da fémea e a prende
com suas patas em um abraco chamado amplexo. Durante o amplexo a fémea realiza a
postura dos ovos enquanto o macho os fertiliza (hé espécies em que essa fertilizacao ocorre

internamente) (Royle et al., 2012).

A maioria das espécies exibem um ciclo de vida dividido em trés fases: ovo,
larva e adulto. Geralmente, o embriao se desenvolve dentro do ovo que, apds alguns dias,
eclode e se torna uma larva conhecida como girino. Apds meses, ou até mesmo anos na
fase larval, o girino sofre metamorfose, tornando-se adulto e migrando para o ambiente

terreste, com respiracao pulmonar e cutanea e comportamento alimentar carnivoro.

Espécies com reproducgao aquética ovipositam uma enorme quantidade de ovos
em lagoas, rios ou riachos. Fémeas de ra-touro (Lithobates catesbeianus), por exemplo,

chegam a ovipositar mais de 10.000 ovos em lagoas temporarias (Bristol University, 2018).

Na reproducao terrestre, uma quantidade de ovos bem menor é depositada
em ninhos, folhas ou tocas subterraneas. A razinha-do-folhico (Adenomera marmorata),
endémica do Brasil, poe em torno de 6 ovos no solo sob a vegetacao e, quando eclodem,
seus girinos se desenvolvem fora d’dgua (Pombal Jr & Haddad, 2005). J& as fémeas da
espécie Adenomera hylaedactyla ovipositam durante o ano todo em um ninho de espuma
no solo, onde os girinos se desenvolverao até a metamorfose, vivendo de suas reservas

nutritivas. Cada postura contém cerca de 15 ovos (Amphibia Web, 2018).

Algumas espécies possuem apenas duas fases no seu ciclo de vida. FKEssas
espécies apresentam desenvolvimento direto e a fase larval é ausente, eclodindo do ovo um
pequeno sapinho. Essas espécies nunca precisam ir a agua. Esse tipo de comportamento
reprodutivo é benéfico a espécie, uma vez que permite que sua prole sobreviva, ja que
estd a salvo de predadores aquaticos (Gomez-Mestre et al., 2012). Dentre as espécies
que apresentam esse modo reprodutivo, citamos duas endémicas do Brasil: a ra-da-mata
(Ischnocnema parva) que oviposita aproximadamente 25 ovos (Martins et al., 2010) e o
Brachycephalus pitanga que oviposita aproximadamente 5 ovos (de Oliveira, 2013). Uma
extensa lista de espécies e seu comportamento reprodutivo pode ser vista no apéndice de

Gomez-Mestre et al. (2012).
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1.1.2 Importancia

Anuros possuem papel fundamental na cadeia trofica. Adultos sao predadores
de exceléncia capturando e se alimentando de uma grande quantidade de insetos, desde
os que destroem plantacoes até mosquitos vetores de doencas como o Aedes aegypti, trans-
missor da dengue, zika, febre amarela, febre mayaro e chikungunya. Também fazem parte
da dieta alimentar de algumas espécies de répteis, peixes, passaros, mamiferos, aranhas,
cobras e até mesmo de outros anfibios (Connelly et al., 2014; Schmidt, 2015; Young et al.,
2004).

Por possuir uma pele altamente permedavel, um comportamento de vida hibrido
e uma dieta herbivora e carnivora, eles sao reconhecidos como excelentes indicadores da

qualidade ambiental (Gardner, 2001; Haddad, 2008; Odum & Zippel, 2008).

Possuem uma grande importancia economica, algumas espécies servem de ali-
mento humano, tendo centenas de toneladas de pernas consumidas anualmente. A espé-
cie mais conhecida no ramo alimenticio é a ra-touro-americana (Lithobates catesbeianus)

(Amphibia Web, 2018).

Na drea médica sao uma fonte riquissima de compostos biolégicos. Os pepti-
deos presentes na pele de algumas espécies possuem funcoes anestésicas, antifingicas e até
antitumorais que sao usadas para desenvolver novas drogas com potencial para possiveis
curas de doengas, como o HIV (Rafferty, 2011; Tempone et al., 2007; VanCompernolle et al.,
2005).

1.1.3 Declinio populacional

Embora estejam presentes na natureza hé milhoes de anos, durante o fim dos
anos 1980 e comeco dos anos 1990, drasticos declinios populacionais foram observados por

todo o mundo.

Bradford (1991) relatou uma elevada mortalidade em girinos e animais recém
metamorfos de uma espécie montanhosa, Rana muscosa. No verao de 1979, dos 800
individuos recém-metamorfos nenhum se tornou adulto e carcagas foram coletadas com
sintomas de doenca. Esse declino populacional se estendeu até o ano de 1989, quando a

espécie foi extinta do ambiente em questao.

Em 1994, Pechmann & Wilbur (1994) sugeriram um declinio de 50% das es-
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pécies nos Estados Unidos comparado com os 10 anos prévios e reportaram que, em
Wisconsin, a ra-leopardo-do-Sul (Lithobates sphenocephalus) foi observada em somente

5% dos seus sitios previamente observados.

Por meio de uma revisao bibliografica, Eterovick et al. (2005) contabilizaram
31 registros na literatura de declinio populacional em anuros brasileiros sendo que, para 13
espécies nao foi encontrado registros da sua presenca em colegoes brasileiras nos ultimos
15 anos. Ele ainda destaca que esses declinios registrados referem-se a espécies de altitude

em areas aparentemente bem conservadas.

Esses rapidos declinios populacionais tem como possiveis causas a presenca de
toxinas, mudancas climaticas, aumento da radiacao UV, poluicao, introducao de predado-
res e, principalmente, a reducao de habitat devido ao desmatamento e a presenca de um

patégeno infeccioso.

Foi constatado que muitos desses declinios se deram por uma doenca de pele,
atualmente chamada de quitridiomicose, causada pelo fungo patogénico Batrachochytrium
dendrobatidis, que é agora reconhecido como um dos atores principais desses episodios de
declinios inesperados (Becker & Zamudio, 2011; Berger et al., 1998, 1999; Daszak et al.,
2003; Longcore et al., 1999; Skerratt et al., 2007). Recentemente foi contabilizado que, nos
ultimos 50 anos, 501 espécies de anfibios do mundo todo sofreram declinio e 90 provalmente

foram extintas (Scheele et al., 2019).

No Brasil, o primeiro registro da presenca desse fungo foi em 2005 em Mi-
nas Gerais e, desde entao, estd espalhado por toda a Mata Atlantica (Carnaval et al.,
2005; Toledo et al., 2006a,b), onde os declinios populacionais, extingoes locais e provavel

desaparecimento estao relacionamos a quitridiomicose (Carvalho et al., 2017).

1.2 O Batrachochytrium dendrobatidis

Batrachochytrium dendrobatidis (Bd) é um fungo pertencente ao filo Chytri-
diomycota que abrange organismos heterotréficos, com nutricao por absorcao e exibindo
um estégio zoospdérico no seu ciclo de vida (Longcore et al.; 1999). Embora ja tenham
sido observados em habitat terrestre, partes aéreas de plantas ou em musgos de pedras,
os quitridios sao comumente encontrados em ambiente aquatico como pantanos, lagoas,
riachos, pocas e solos imidos, onde sao responsaveis pela digestao de celulose, queratina
e quitina de cadaveres de insetos atuando como importante biodegradadores, vitais para

o ecossistema (Berger et al., 1998; Powell, 1993).
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Embora seu primeiro registro tenha ocorrido na Africa, somente recentemente

pesquisadores do mundo todo concluiram que ele teve origem no continente Asidtico
(O’Hanlon et al., 2018).

1.2.1 Ciclo de vida

Seu ciclo de vida ocorre em dois estdgios, inicialmente na forma de um zodsporo
esférico mével (de 3 a 5 pm de didametro) com um flagelo de 19 a 20 pm de comprimento
com o qual se locomove livremente no meio ambiente. O periodo de vida nesse estagio
ainda é incerto, variando de 24 horas a sete semanas, dependendo do meio aquatico e da

temperatura em que se encontra (Johnson & Speare, 2003; Piotrowski et al., 2004).

Apds o encontro com o hospedeiro, o zodsporo se instala nas partes queratini-
zadas (aparato bucal dos girinos e epiderme de imagos e adultos) dando inicio ao segundo
estagio onde produz um zoosporangio, no qual, via reproducao asexual, inimeros novos
zodsporos sao desenvolvidos. Quando maduro o zoosporangio desenvolve uma (ou vérias,
dependendo do seu tamanho) papila de descarga que se estende até a superficie da pele
por onde zodsporos maduros sao liberados para o ambiente externo podendo reinfectar o
préprio hospedeiro (Longcore et al., 1999; VanRooij et al., 2012). Na Figura 1.1 é repro-
duzido o ciclo de vida do fungo, disponivel em VanRooij et al. (2015).

Figura 1.1: Ciclo de vida do Batrachochytrium dendrobatidis. Inicialmente um zodsporo
movel encontra um hospedeiro e se instala nas partes queratinizadas produzindo um zo-
osporangio que, via reproducao asexual, produz novos zodsporos. Quando maduro, o
zoosporangio desenvolve uma papila de descarga onde zodsporos sao liberados para o am-
biente externo podendo reinfectar o proprio hospedeiro ou encontrar um novo e entao
iniciar o ciclo. Fonte: VanRooij et al. (2015), Fig. 10 pag. 10.

Estudos in vitro observaram que o Bd é capaz de crescer e se reproduzir em
temperaturas de 4 a 25°C' com pH entre 4 e 8, sendo de 17 a 25°C e pH de 6 a 7 a faixa
6tima de desenvolvimento, com ciclo de vida completo de 4 a 5 dias (Berger et al., 2005,

1998; Longcore et al., 1999). Um simples zodsporo é capaz de desenvolver de 40 a 100
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outros novos (Rafferty, 2011).

1.2.2 Infeccao

A infeccao ocorre pelo encontro de um animal com um zodsporo livre ou pelo
contato com animais infectados, que pode ocorrer na época de acasalamento ou em en-
contros territoriais. Embora o zodsporo consiga se locomover por curtas distancias em
ambiente aquatico (2 cm) (VanRooij et al., 2015), ele tem se espalhado por grandes distéan-
cias, causando mortes massivas nos ambientes que chega (Carvalho et al., 2017; Lips et al.,
2006; Scheele et al., 2019). Pouco se sabe sobre como essa movimentacao ocorre, auto-
res sugerem que ocorra por meio da importacao e exportacao de hospedeiros infectados,
das botas ou equipamentos usados em campo por pesquisadores, ou transportados por

animais (répteis, passaros e invertebrados) que se deslocam entre ambientes aquaticos

(Johnson & Speare, 2005; Pontes et al., 2018).

Nos girinos, o zodsporo se instala na unica parte queratinizada: o aparato
bucal, que consiste da mandibula em torno da boca e os dentes superiores e inferio-
res (Marantelli et al.; 2004). A infecgdo causa despigmentagao dessas partes queratini-
zadas e deformagao das estruturas bucais (Blaustein et al., 2005; Carvalho et al., 2017;
Groner & Relyea, 2015). Embora haja muitas diferengas interespecificas, em geral os giri-
nos portadores de Bd raramente morrem devido a infeccao, atuando assim como reservatoé-
rios (Berger et al., 1998; Daszak et al., 2003; Marantelli et al., 2004). Acredita-se que as
deformagoes bucais possam reduzir a eficiéncia da busca por alimento (Vieira et al., 2013).
Blaustein et al. (2005) observaram que girinos de Bufo boreas expostos ao Bd tornaram-se
mais lentos e tendiam a ficar imoéveis no topo de tanques, fato que, na vida silvestre, pode

torna-los alvos faceis de predadores.

Acredita-se que durante o periodo de metamorfose ha uma “redistribuicao” da
infeccao devido a absorcao do aparato bucal. Inicialmente localizada na mandibula e den-
tes, esta passa agora a ser observada na superficie dos pés de imagos. Marantelli et al.
(2004) afirmam que essa nova infecgdo se da devido a zodsporos livres vindo de outros
animais infectados e nao necessariamente do girino previamente infectado. Eles afirmam
que este é o periodo de menor intensidade da infeccao. Contudo, exposicoes ao Bd du-
rante o estagio larval pode aumentar a mortalidade durante ou logo apds a metamorfose
(Blaustein et al., 2005; Garner et al., 2009).

Quitridiomicose é a doenca que ocorre quando um anfibio estd infectado com

um elevado nimero de fungos. Acredita-se que uma infecgao com mais de 10.000 zodsporos
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equivalentes seja mortal para algumas espécies enquanto outras sao encontradas com
nimeros muito mais elevados sem apresentar nenhum prejuizo ao seu ciclo de vida, como é
o caso de duas das espécies amplamente comercializadas no mundo, a ra-touro-americana
(Lithobates catesbeianus) e a ra-aquatica-africana (Xenopus laevis) (Kinney et al., 2011;
Vredenburg et al., 2010).

Em estégios terminais, animais adultos apresentam alguns sintomas como le-
targia, convulsoes, anorexia, avermelhamento, descoloragao e descamagcao. Esses animais
tornam-se morimbundos, com perda de reflexo, postura anormal e baixa resposta a esti-
mulos téteis (VanRooij et al., 2015). Em experimentos laboratoriais, a morte ocorre de

10 a 70 dias apds a exposigao ao fungo (Berger et al., 2005; Marantelli et al., 2004).

Como a infeccao mata os anuros ainda é desconhecido. Sabe-se que, como os
zob6sporos se instalam na queratina presente na pele do hospedeiro, localizada na camada
superior da pele, o fungo altera a producao da mesma, tornado-a mais grossa, desregulando
a atividade epidérmica e comprometendo trocas gasosas que podem levar o animal a
morte por asfixia. A absorcao de minerais vitais também fica comprometida, animais com
quitridiomocose severa mostraram reduzidas concentragoes de sédio, potéssio, magnésio
e cloreto, fato que pode resultar na morte do animal por parada cardiaca devido a niveis
anormais (Rafferty, 2011; Voyles et al., 2007). Rollins-Smith et al. (2006) verificaram que
o Bd produz toxinas que inibem a atuacao do sistema imune de seu hospedeiro, mais

especificamente os linfocitos, evitando assim respostas imunes na pele.

Algumas espécies sao capazes de adquirir resisténcia imunolégica ou compor-
tamental. Elas aprendem a evitar o fungo apds uma exposicao ou a aumentar sua tempe-
ratura para se livrar da mesma (McMahon et al.,; 2014). Woodhams et al. (2003) obser-
varam que um imago da espécie Ranoidea chloris, em um ambiente a 37°C por 16 horas,
foi capaz de se desinfectar. Shaw et al. (2010) verificaram que Leiopelma archeyi, espécie
em risco critico na Nova Zelandia, possui a habilidade de se curar da infeccao e, uma
vez curados, quando expostos novamente adquiriam a infecgao em niveis mais baixos e se

curaram em dias ou semanas (a 15°C').

Pesquisadores estudam como estratégia de controle a retirada de animais in-
fectados do meio ambiente e tratamento com fungicidas, seja via oral ou com banhos.
Porém, muitos agentes fungicidas sao téxicos aos anfibios, em particular aos girinos e,
embora alguns quimicos sejam efetivos contra o Bd in vitro eles nao se mostram eficien-
tes para tratar infecgoes (Kueneman et al., 2016; Tamukai et al., 2011; Woodward et al.,
2014).

Outras estratégias consideradas foram a descontaminacao do ambiente, que
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pode ser de extrema dificuldade de ser aplicada uma vez que possui grande impacto
ambiental. A predacao do patégeno por microorganismos presentes na aquafauna, como
dafnia ou rotifera, que tem mostrado resultados positivos na reducao do nivel de infeccao
de girinos da ra-da-floresta (Lithobates sylvatica) (Groner & Relyea, 2015; Searle et al.,
2013).

1.3 Estado de arte - Modelos Matematicos

Mesmo apds décadas de pesquisa, questoes fundamentais sobre a biologia da
quitridiomicose permacem sem resposta. O que acontece quando o Bd chega em uma area
suscetivel? Quais sao os impactos que ele pode causar na populacao? Quais sao as acgoes
que devem ser tomadas para minimizar os impactos da sua chegada? H& alguma cura
(ou prevengao) para os anfibios expostos? Como pesquisadores podem evitar a dispersao
do fungo em uma area preservada? Por que algumas espécies conseguem conviver com o

fungo sem se afetar e outras morrem assim que expostas?

Respostas para essas perguntas sao dificeis de obter por meio de experimentos
laboratoriais ou pesquisas de campo, mas podem ser estudas e exploradas com o uso de

modelos matemaéaticos.

Modelos matematicos podem ser usados para descrever um fenomeno bioldgico.
Eles tém sido cada vez mais empregados na tentativa de compreender as relagoes entre os
multiplos fatores que estao envolvidos na ocorréncia das doengas e para descrever, predi-
zer e manipular fenomenos naturais. Em muitos casos sao a tnica ferramenta disponivel
para avaliar fenomenos, auxiliando pesquisadores a compreender, por exemplo, o papel
que cada parametro possui na dinamica e o impacto de possiveis medidas de intervencao,
uma vez que oferece a possibilidade de modificar os parametros livremente, calcular a
magnitude dos efeitos e mensurar a sensibilidade do sistema para certas mudancas. Al-
gumas restricoes em estudos laboratoriais e de campo como logistica, questoes éticas e

recursos financeiros estao ausentes em estudos que empregam a modelagem matematica.

Poucos modelos matemaéticos que consideram a dinamica Bd-anuro foram de-
senvolvidos. Dentre os ja publicados, a espécie que mais recebe atencao é R. muscosa,
sendo objeto de estudo da grande maioria dos modelos até entao desenvolvidos. Este fato
deve-se ao seu habito aquatico e longo periodo na fase larval, o que a torna altamente
propicia ao Bd. Essa espécie também se encontra praticamente isolada de outros anuros
nas aréas montanhosas da Serra Nevada, na California, nao sendo necessario considerar

interagao interespecifica (Louca et al., 2014).
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Uma das principais contribui¢oes da modelagem é compreender e identificar
as principais rotas de transmissao e suas taxas. Equacoes diferenciais associadas a experi-
mentos laboratoériais e de campo ja foram usados para quantificar a fungao de transmissao
na dinamica anuros, ambiente e Bd. Rachowicz & Briggs (2007) testaram vérias formas
da fungao de transmissao para girinos de R. muscosa, considerando (a) somente o contato
entre eles, (b) somente a transmissao via contato com zodsporo livre em meio aquético ou
(c) contato com ambos. Ja Wilber et al. (2017b) testaram essas formas de transmissao

para animais adultos dessa mesma espécie.

Briggs et al. (2005) desenvolveram um modelo de equagoes diferenciais ording-
rias estruturado por idade para R. muscosa. Os parametros foram estimados com dados
de laboratorio e observagoes de campo e, por meio de simulagoes estocasticas, estimaram
o coeficiente de transmissao para cada fase e idade e observaram que, na auséncia do
fungo a populacao persiste, mas em baixa densidade e o ponto chave para a persisténcia

da doenca esta na sobrevivéncia a metamorfose e reproducao de adultos infectados.

Baseado em um estudo de recaptura com duracao de 5 anos, Briggs et al.
(2010) verificaram que o nivel de infeccao varia durante os anos e alguns animais fre-
quentemente a perdem, mas se infectam novamente. Eles desenvolveram um modelo
matematico que inclui na dinamica a densidade de zodsporos em um ambiente aquatico e
também o nivel de Bd em cada animal, onde a infeccao ocorre via contato com zodsporo
livre ou reincestamento. Eles investigaram os fatores que levam a persisténcia ou extingao
de adultos de R. muscosa e R. sierrae. O modelo mostrou que o patégeno pode persistir
na populacao mesmo quando as taxas de transmissao sao baixas e, quando isso ocorre, 0s
girinos atuam como reservatério para o patégeno, garantindo que adultos se infectem e

permanecam infectados, mas nao morram.

Johnson & Briggs (2011) discretizaram no tempo o modelo de Briggs et al.
(2010) e o simplificaram considerando a dinamica durante apenas um verao, ou seja, sem
nascimentos e mortes naturais. Eles usaram técnicas de verossimilhanca, especificamente
cadeias de Markov, para estimar com éxito os parametros de uma evolugao temporal pré

estabelecida.

Mitchell et al. (2008) estudaram a dinamica para a espécie Bufo bufo, dividida
em girinos, juvenis e adultos, cuja infeccao ocorre devido ao contato com zodsporo livre em
ambiente aquatico e somente no estagio larval. Foi considerado que adultos infectados nao
contribuem para a dinamica da transmissao e que os zodsporos crescem saprobicamente
a uma taxa percapta. O modelo previu que quanto mais tempo o fungo persiste na agua,

seja devido ao aumento da vida 1til dos zodsporos ou a reproducao saprobica, maior a
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probabilidade de causar extincao local dessa espécie.

E sabido que o Bd é sensivel a temperatura, tendo sua faixa étima para o cres-
cimento entre 17 e 25°C. Anualmente, espécies como R. muscosa experimentam grandes
mudancas de temperatura. Essa espécie passa o inverno submersa em lagos congelados,
com temperatura média de 4°C, e ativa durante o verao com temperatura média de 23°C,
6tima de crescimento do fungo. Voyles et al. (2012a) desenvolveram um modelo popu-
lacional para estudar o crescimento de duas linhagens do Bd, uma adaptada a baixas
temperaturas (4°C) e outra adaptada a altas (23°C), cujos parametros foram determina-
dos com o ajuste de dados laboratoriais como: tempo de liberacao, tempo de atividade e
nimero de novos zoosporos. Como resultado, eles verificaram que o Bd tem menores taxas
de crescimento, mas maior periodo de atividade em baixas temperaturas. Neste caso, a
temperatura pode alterar dratiscamente os parametros da quitridiomicose, principalmente

as taxas de encontro entre o hospedeiro e o patégeno.

Louca et al. (2014) também consideraram o nivel de infec¢do em uma popula-
¢ao de girinos e adultos interagindo com Bd em um ambiente aquético, onde a infeccao
ocorre devido ao contato com fungos na dgua. Por meio de simulagoes estocasticas ana-
lisaram a importancia dos parametros e o risco de extin¢ao dos anuros, verificando que
os girinos atuam como reservatorio para o fungo, amplificando surtos mas nao necessari-
amente aumentando o risco de infeccao. Analiticamente determinaram o nimero basico
reprodutivo do patégeno (Rp) e verificaram que, além de dar a condigdo para a invasao

inicial do fungo também é um bom preditor da extin¢ao dos anuros.

Wilber et al. (2016) construiram um modelo de projecao integral (MPI) hos-
pedeiro parasitéide que considera tanto o nimero de hospedeiros suscetiveis e infectados
quanto a carga de parasitas em hospedeiros infectados. Usando dados de experimentos
laboratoriais, estudaram a dinamica Bd - R. muscosa dependente da temperatura. Eles
verificaram que em baixas temperaturas os animais vivem mais do que em altas. A 12°C
o declinio populacional méximo é de 20%, com 70% de prevaléncia; enquanto a 20°C,
o declinio passa de 80% com quase 100% de prevaléncia. Eles também verificaram que
quando a probabilidade de transmissao via reservatério ambiental é maior do que 15%,
a transmissao dependente da densidade tem pouco efeito no declinio populacional desta

espécie.

Drawert et al. (2017) desenvolveram um modelo matematico que descreve a
dinamica da chegada do Bd em uma populagao de adultos de R. muscosa 100% suscetivel.
As equagoes nao descrevem a dinamica populacional, mas sim o nimero de zoosporangios

em cada animal e a dinamica vital do fungo. A escolha dos parametros foi feita via método
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de rejeicao de Monte Carlo, de modo que as simulagoes levassem a populagao a extingao
no intervalo de 14 - 275 dias apds a chegada do fungo. Foram entao avaliadas estratégias
de conservacao como: limpeza de ao menos uma fracao dos adultos infectados, reducao
do tamanho populacional, desinfeccao do ambiente e adicao de predadores de zodsporos.
Todas se mostraram ineficientes se aplicadas individualmente, mas a limpeza dos animais
reduziu a persisténcia da doenca e se mostrou com menor risco. Eles também observaram
que a taxa de crescimento do fungo é mais sensivel ao encistamento do que a taxa de

liberagao ou tempo de vida.

Wilber et al. (2017b) utilizaram um MPI hospedeiro-parasitéide em tempo
discreto para analisar os efeitos de um reservatério ambiental aquatico de zodsporos. O
modelo foi parametrizado com dados de um experimento laboratorial desenvolvido com a
R. muscosa. Como a espécie em questao passa somente o verao ativa, os autores usaram
um modelo hibrido que considera a dinamica da espécie na fase ativa e inativa e, usando
simulacoes estocdsticas e analise de sensibilidade, estudaram a sensibilidade da extincao
induzida por Bd a transmissao, resisténcia e a tolerancia ao fungo. Eles mostraram que a
transmissao de um reservatério ambiental aumenta a capacidade do fungo de invadir uma
populacao e, o risco de extincao dessa populacao foi muito mais sensivel a resisténcia e

tolerancia do hospedeiro do que a transmissao.

Este também foi o primeiro trabalho a determinar o Ry para a dinamica anfibio-
Bd. Eles verificaram que, incluindo um reservatério ambiental, o fungo é capaz de invadir
a populacao de R. muscosa para intervalos de temperaturas e densidades de hospedeiros
realisticas. Portanto, impedir a invasao em um sistema pode ser intutil, mas o manejo

deve ser focado na redugao dos impactos Bd pés-invasao.

Com a finalidade de compreender a dinamica isolada do patdgeno, sua disper-
sao ou sua interagao com anuros, Woodhams et al. (2008) usaram equagoes diferenciais
com retardo e dados estimados em laboratorio do crescimento do Bd para avaliar a influén-
cia da temperatura em dois estagios da vida do fungo: mdvel infeccioso e zoosporangio.
Eles estudaram a evolugao temporal considerando trés cenarios de temperatura: 10°C,
23°C ou 23°C com uma semana a 10°C e obtiveram que a densidade populacional ¢ menor
em baixas temperaturas, mas a taxa de crescimento é mantida elevada e a variagao na
temperatura resultou na média das temperaturas constantes, o que pode explicar ser um

patogeno tao bem sucedido mesmo em ambiente frios.

Para estudar a efetividade das bactérias presentes na pele de alguns anuros
Ackleh et al. (2016) desenvolveram um modelo que considera o tamanho do animal. Os

autores estudaram a interacao Bd - Janthinobacterium lividum, dependente da tempera-
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tura, a espécie Dryophytes cinereus foi dividida em estagio larval e adulto. Este estudo
reforgou a importancia da temperatura, mostrando ser o fator que mais influéncia na sus-
cetibilidade e na reducao do Bd. O controle dado por inocular J. lividum em hospedeiros
colonizados se mostrou mais efetiva quando realizada no periodo reprodutivo, quando
comparada a hibernacao. Segundo o modelo, a inoculacio de aproximadamente 10'% a
106 J. lividum é capaz de mitigar temporariamente a infeccao, mas para ser efetiva, deve

ser perpétua, ocorrendo anualmente.

Lam (2010) analisou como metabdlitos antifingicos produzidos por bactérias
podem influénciar na taxia do zoésporo em busca de recurso. Por meio de um experimento
de quimiotaxia, ela observou a dispersao do fungo e, a partir desses dados, desenvolveu
um modelo de caminhada aleatéria bidimensional para verificar o tempo que 200 fungos
levariam para encontrar hospedeiro com e sem esses metabdlitos produzidos na pele. Ela
verificou que, na auséncia do metabdlito, o patdgeno se aproxima da fonte mais rapida-
mente e, na presenca, ele primeiramente se afasta para depois se aproximar concluindo
que, na natureza anfibios que possuam essas bactérias na pele poderiam ser capazes de

manter a infeccao abaixo do limiar letal.

Até o momento, na literatura, consta apenas um trabalho para anuros de
desenvolvimento direto. Melendez-Rosario & Rios-Soto (2010) consideraram um modelo
SI estrurado pelos estagios ovo, juvenil e adulto para simular a dinamica Eleutherodactylus
coqui - Bd em Porto Rico e Havai. Eles consideraram, além de suscetiveis e infectados,
animais portadores. As rotas de infeccao consideradas foram via contato com animais
infectados ou com zodsporos no ambiente. A sazonalidade foi incluida no termo de infeccao
via funcao senoidal. O modelo assegura que a doenca se mantém com a transmissao apenas
pelo contato entre animais e, para o Havai, a densidade de animais carregadores ¢ maior
que de infectado. Nessa regiao nao ha predadores para o E. coqui, tornando-se uma fonte

mantendora da doenca.

Neste trabalho, propomos um modelo de equagoes diferencias ordinarias para
descrever a dinamica entre anuros e zodsporos livres no meio aquatico e terrestre. As-
sumimos uma distribuigdo homogénea de girinos, juvenis (animais que estdo no fim da
metamorfose ou que a completaram, mas ainda nao iniciaram sua fase reprodutiva) e adul-
tos, localizados proximos a uma lagoa contendo zodsporos livres em ambiente aquatico e

terrestre.

Como os anuros apresentam uma enorme variedade de comportamentos re-
produtivos e ciclos de vida, no Capitulo 3 simplificamos este modelo para descrever a

dinamica entre anuros que apresentam girinos em seu ciclo de vida e no Capitulo 4, este
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modelo foi simplificado para espécie com desenvolvimento direto, onde os girinos estao

ausentes.

O objetivo deste trabalho é compreender como o fungo afeta os anuros e iden-
tificar os limiares que determinam a existéncia de estabilidade dos pontos estacionarios. A
analise dos parametros mais influentes nesses limiares nos fornecera pistas sobre o compor-
tamento do sistema e, com a andlise das trajetérias dinamicas dos modelos, sera possivel
verificar a eficiéncia das principais estratégias de controle atualmente considerada por

pesquisadores, tais como biocontrole do fungo e tratamento de animais infectados.
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CAPITULO

Um modelo matematico para a dinamica:

anuro, ambiente e Bd.

Neste capitulo, propomos um modelo matematico que descreve a dinamica
entre anuros e zoosporos livres no meio aquatico e terrestre. Desenvolvemos um modelo
matematico com demografia, estruturado em trés fases: girinos, juvenis e adultos, deno-
tados por GG, J e A, respectivamente. Este modelo nao considera espécies que exibem
desenvolvimento direto (sem a presenga da fase larval) ou cuidado parental. A fase de
ovos nao foi considerada por duas razoes: nao ha transmissao vertical e, como os ovos
nao possuem partes queratinizadas, nao estao suscetiveis ao Bd, assim nao se infectam
e nem transmitem, podendo ou nao se desenvolver para o estagio larval. A mortalidade
dos ovos foi considerada, intrinsecamente, no parametro 6 (taxa de oviposi¢ao) no qual
consideramos somente ovos que se desenvolverao em girinos. Assumimos que anuros infec-
tados liberam zodsporos tanto em ambiente terrestre (Z;) quanto em ambiente aquético
(Z,). Na dgua estao sujeitos a predagao por micropredadores (P) presentes na aquafauna
(Searle et al., 2013). Para a formula¢do do modelo, consideramos a dinamica apresentada
na Figura 2.1 e a formulacao das equacoes baseada na variacao observada em cada compar-
timento, representada pelas setas continuas. As setas tracejadas indicam interacoes entre
os compartimentos. Devido ao estilo de vida hibrido da maioria das espécies, inicialmente
exclusivamente aquatica (estdgio larval, medido com unidade de [animais] x [volume] ™)
e o restante preferencialmente terrestre (medido com unidade de [animais] x [drea]™"),

fez-se necesséria a utilizagdo de um parametro (o) para corre¢ao das unidades.

Girinos

Muitas espécies de anuros se reproduzem em lagoas, algumas vezes temporarias
que se formaram no periodo chuvoso, mas que podem secar durante o verao. Esse fato
apresenta uma limitacao de recursos consideravel. Assim, assumimos que o 0s girinos

possuem um crescimento logistico, limitado pela capacidade de suporte K.
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Producao Z

Predagao

Reprodugao

— Transicdo

Figura 2.1: Diagrama de fluxo da dinamica Bd, anuro e ambiente. As setas verdes pon-
tilhadas indicam a reproducao; a cinzas tracejadas a producao de zodsporos, as brancas
continuas a transicao entre compartimentos e a preta predacao. Os parametros encontram-
se descritos na Tabela 2.1

Como nao ha transmissao vertical, apos o periodo reprodutivo, adultos sus-
cetiveis (Ay), infectados (A;) e recuperados (A,) darao origem a ¢{98(As + A) + HiAZ-]
girinos suscetiveis, onde ¢ é a proporcao de fémeas e 0, e #; sao o nimeros de ovos viaveis
(ovos que se desenvolverao em girinos) depositados por cada fémea suscetivel, recuperada

e infectada, respectivamente.

Poucos dias apds a eclosao dos ovos, o aparato bucal dos girinos comega a se
desenvolver e as partes queratinizadas aparecem (Marantelli et al., 2004). Ea partir desse
momento que girinos suscetiveis (G) podem tornar-se infectados (G;). Mesmo que girinos
de muitas espécies apresentem comportamento agregado, a infeccao nao ocorre necessari-
amente pelo contato, mas sim pelo encontro com zodsporos livres no meio aquatico, onde
a taxa de transmissdo aumenta com a densidade de girinos infectados (Courtois et al.,
2017; Rachowicz & Briggs, 2007). Portanto assumimos que infec¢ao é dependente tanto
da densidade de zodsporos livres em meio aquético (Z,) como de girinos suscetiveis (Gy),
ocorrendo via lei de acdo das massas a uma taxa (¢, que representa encontros que efeti-

vamente resultam em encistamento.
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Mesmo em lagoas temporarias, larvas de anuros estao sujeitas a predacao
(Bristol University, 2018) e também a mortalidade devido a outras doengas além do Bd
como, por exemplo, o ranavirus (Ruggeri et al., 2019). Por essas razoes, incluimos uma

taxa de mortalidade ug, que representa a mortalidade dos girinos na auséncia de Bd.

A quitridiomicose nao é letal aos girinos, mas a infeccao afeta sua qualidade
de vida (Amphibia Web, 2018). A colonizagao leva a deformagao no aparato bucal, preju-
dicando a alimentagao por tornar a busca por alimentos menos frequente e eficiente. Isso
resulta na reducao do tamanho corporal, lentidao, atraso na resposta a estimulos e a me-
tamorfose, caracteristicas que os tornam alvos mais faceis de predadores (Venesky et al.,
2009). Portanto, no compartimento de infectados, consideramos uma mortalidade adicio-
nal jig,, induzida pela infec¢ao e uma taxa de metamorfose m; que pode ser reduzida em
comparagao com girinos suscetiveis myg, onde 1/mg e 1/m; representam o tempo médio de

duragao do estagio larval.

A dinamica para os girinos é descrita por:

dGs Gs + GZ )
2= 00 (1= T ) [0 (A A+ 04 - FGuZa — MG~ G,
dcgl = B_GGsZa - /J/GG’L - /’LG'LG'L - szz
Juvenis

Durante a metamorfose, a queratina presente no aparato bucal dos girinos é
perdida antes dela formar-se na pele ou nos membros traseiros. Como o Bd ocorre somente
em partes queratinizadas, neste periodo o girino se limpa da infecgdo (Marantelli et al.,
2004). Assumimos que todos os girinos (suscetiveis ou infectados), tornar-se-ao juvenis

suscetiveis J,.

Diferente dos girinos, juvenis ja transitam entre a dgua e a terra, embora ainda
permanecam na agua com maior frequéncia que os adultos. Devido a essa necessidade
hibrida. Assim consideramos que a infeccao ocorre por meio do contato com zodsporos
livres tanto no ambiente aquético (Z,) quanto terrestre (Z;), via lei da agdo das massas,
a uma taxa B_ j e ﬂ}t respectivamente, que novamente considera apenas encontros que
efetivamente levam ao encistamento. Nesta classe consideramos apenas animais recém
metamorfoseados e que ainda nao atingiram a maturidade sexual, por isso nao considera-

mos transmissao via contato com outros animais. Zodsporos liberados pelo zoosporangio
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podem encistar na pele do mesmo hospedeiro, aumentando assim o nivel de colonizacao,
adoecendo o animal que previamente estava apenas infectado (denotado por J;), que cha-
maremos de “com quitridiomicose” e serd denotado por J,. Essa mudanca de status ocorre
a uma taxa 1y, onde 1/1); representa o tempo necessario para que um animal colonizado

exiba sintomas da infeccao.

Para os juvenis, a quitridiomicose geralmente é letal (Amphibia Web, 2018).
Além da mortalidade natural p;, juvenis infectados (.J;) possuem uma mortalidade adici-
onal devido a infeccao pj, e juvenis com quitridiomicose morrerao a uma taxa f, onde
1/, é o tempo que animal permanece sintomatico. Juvenis saudaveis ou infectados com-
pletardo a metamorfose e tornar-se-ao adultos reprodutivos a uma taxa ds e d;, onde 1/d;
e 1/d; representam o tempo de duracao deste estdgio, respectivamente. A dinamica nessa

fase é descrita por:

d s s i 2) >

J = EC;s_'_EG(i_BJJSZa_BJthZt_dst_,uJJs
dt o o
dJ - _

dt = ﬂJJsZa—i_ﬁJthZt_diJi_H’JJi_,uJiJi_wJJi
dJ
ditq = s — HJJq - MJqu

Adultos

Anuros adultos, no ambiente terrestre, transitam entre as folhas caidas no
chao e até em copas de arvores (Amphibia Web, 2018) mas, como precisam manter a pele
umida, acabam retornando a ambientes aquaticos principalmente no periodo reprodutivo
(Amphibia Web, 2018). Nestes ambientes, chegam a permanecer por dias vocalizando em
busca de uma fémea para reprodugao (Haddad & Prado, 2005). Portanto, consideramos
que a infec¢ao de anuros adultos suscetiveis (A) pode ocorrer pelo encontro com zoésporos
em ambiente aquitico (Z,) ou terrestre (Z;), via lei de acdo das massas a uma taxa 34 e

Ba,, respectivamente.

Consideramos também a infeccao devido ao contato com outros adultos infec-
tados, pois além de contatos durante o periodo reprodutivo (amplexo ou brigas) algumas
espécies exibem comportamento gregario. Assumimos entao que adultos podem infectar-se
através do contato com outros adultos infectados (A;) a uma taxa «; ou com quitridiomi-

cose (A,) a uma taxa a,, ambas consideradas via lei de acao das massas.

Uma vez infectado, adultos podem se livrar da infeccao e se tornar resistentes
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(A,) auma taxa &, seja por desenvolver alguma defesa em seu sistema imune (Ohmer et al.,
2017) ou comportamento que evite a infeccgao (McMahon et al., 2014) ou entdo desenvol-
ver a quitridiomicose (A4,) a uma taxa 14, onde 1/t 4 representa o tempo até exibir os
primeiros sintomas de infecgao, podendo entao morrer a uma taxa pn,. Por simplifica-
¢ao, consideramos que, uma vez livre da infecgao, nao é possivel se infectar novamente.
Adultos suscetiveis podem morrer a uma taxa 4, onde 1/u4 representa o tempo até a
mortalidade natural, e adultos infectados possuem uma mortalidade adicional devido a

infecgao, dada por p4,. Portanto, a dinamica dos adultos pode ser descrita pelas equacoes:

A _ _
ddts = dst - BAAsZa - BAtAsZt - aiAsAi - ansAq - :uAAS
dA; . .
dt = dsz + /BAASZ(I + /BAtASZT + aiAsAi + ansAq - /‘LAAZ - MAZAZ - wAAz — é.Az
dA
ch = Yad; — paAy — pa,Ag
t
dA
4 - Az - AT
i 3 fha
Zoo6sporos

Zoo6sporos sao capazes de sobreviver fora do hospedeiro, mas sao incapazes de
se reproduzir, ja que sua reproducao ocorre no zoosporangio encistado nas partes quera-
tinizadas do hospedeiro (Berger et al., 2005). Consideramos que 1 novos zodsporos sao
liberados em meio aquatico por girinos, juvenis e adultos infectados e com quitridiomicose
e p sao liberados em meio terrestre por juvenis e adultos infectados e com quitridiomi-
cose, onde os subscritos G;, J;, J; ,A;, e A, em n e em p indicam o estagio de vida e
o status infeccioso do animal. Embora tenha sido observado que zodsporos podem ser
transportados por carregadores nao anfibios (penas de pdssaros e répteis, por exemplo
(Johnson & Speare, 2005; Pontes et al., 2018)), neste trabalho estamos investigando a in-
teracao local zoosporo-hospedeiro e nao sua dispersao, portanto carregadores nao foram
considerados. Caso os zodsporos nao encontrem um hospedeiro, podem morrer a uma
taxa py, € piz,, onde 1/uy, e 1/uz representam o tempo que um zodsporo consegue
permanecer fora do hospedeiro no ambiente aquatico e terrestre, respectivamente. Na
agua existem micropredadores generalistas, denotado por P, que se alimentam de matéria
organica, como rotiferas, dafnias e ciliatas que atualmente tém sido considerados como
possiveis estratégias de controle do zo6sporo (Schmeller et al., 2014; Searle et al., 2013).

Consideramos que zo6sporos em ambiente aquético (Z,) podem ser predados, a uma taxa
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nPZ,, onde n é o nimero médio de zodsporos que um predador P se alimenta durante
um dia. Como esses predadores sao generalistas, consideramos que eles possuem um cres-
cimento exponencial, que é beneficiado pela presenca de zodsporos dado por kZ,. Para
que a infeccao ocorra, é necesséario que o zodsporo enciste na pele do hospedeiro, quando o
encontro hospedeiro-fungo resulta em encistamento a populacao de zodporos é decrescida

de € zodsporos que efetivamente penetram na pele do hospedeiro.

Logo, a dinamica dos zodsporos e seus predadores pode ser descrito pelas

equacoes:
dZ, _ _
e p1Ji + pi,Jq+ pa,Ai + pa,Aq — bz 2y — €85, J 2 — €BaAsZy
dz,
dt = 77G1Gz + 077Ji=]i + UanJq + UUAiAi + UUAqu - ;uZaZa - nPZa
_6gGGsZa — 6ﬁifsza — 55AAsZa
dP
— = o — upP
dt K wp

Um tnico zooporangio pode produzir inimeros novos zodsporos (Berger et al.,
2005), portanto o numero de zodsporo que conseguem encistar em um anuro ¢ muito

menor do que sua producao (¢ << n), deste modo consideramos ¢ desprezivel.

Assim, a dinamica de anuros, zodsporos em meio terrestre e aquatico e seus
predadores segue o sistema de equagoes apresentado no sistema de equagoes (2.1), cujas

variaveis e parametros sao apresentados nas Tabelas 2.2 e 2.1, respectivamente.
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(2.1)

dGS Gs + Gz )
2= g (1 — ) [0, (A, + A) + 6,A] = BaGZa — m Gy — naG,
dG; .
dt - BGGsZa - :U/GGZ - ,uGsz - szz
dJs s 7 5 y
- EG3+EG1 _6JJsZa_6JthZt_ds<]s _/'LJJS
dt o o
dJ; = =
7 BidsZa + BaJsZe — didi — pydi — pgJi — i
dJ,
cth = Yydi — pydy — pi,Jq
dA - -
dt = dSJS - BAAsZa - BAtAsZt - aiAsAi - ansAq - :uAAs
dA; - —
dt - dsz + /BAASZG + /BAtASZT + aiAsAi + ansAq - MAAZ - MAZAZ - wAAz - éAz
dA
ditq = Yadi — pady — pa,Aq
dA
L= €A — paA,
7 3 fLa
az.
ditt = pndi+prdy+ pa;Ai + PAqu — Wz, 2t
dZz,
pral ne,Gi +ong,Ji +ong, g+ ona, A + ona, Ay — pz, Za — nPZ,
dP
— = K4, — upP
dt fica —HP
Tabela 2.1: Tabela de parametros do sistema de equagoes (2.1)
Parameétro Descrigao Unidade
10) Proporcao de fémeas adimensional
0 Taxa de oviposicao de adultos suscetiveis [tempo] ~!
0; Taxa de oviposicao de adultos infectados [tempo] ~!
ms  Taxa de metamorfose de girinos suscetiveis [tempo] ~!
m;  Taxa de metamorfose de girinos suscetiveis [tempo] ~!
ds Taxa de desenvolvimento dos juvenis suscetiveis [tempo] ~*
i Taxa de desenvolvimento dos juvenis infectados [tempo] ~!
g Taxa de mortalidade dos girinos [tempo] !
i, Taxa de mortalidade de girinos devido a infecgao [tempo] ~1
py  Taxa de mortalidade dos juvenis [tempo] !
py,  Taxa de mortalidade de juvenis devido infecgao [tempo] ~!
Taxa de mortalidade de juvenis devido a quitridio- .
1L, [tempo]

micose



HA
Ha;

%

vy
Va

Ule?

nJ;

nJ,

14,

nAq

PJ;

PJ,

Taxa de mortalidade de adultos

Taxa de mortalidade de adultos devido a infeccao
Taxa de mortalidade de adultos devido a quitridio-
micose

Taxa de encontro entre girinos e zodsporo livre em
meio aquatico que resulta em encistamento

Taxa de encontro entre juvenis e zodsporo livre em
meio aquatico que resulta em encistamento

Taxa de contato entre juvenis e zodsporo livre em
ambiente

Taxa de encontro entre adultos e zodsporo livre em
meio aquatico que resulta em encistamento

Taxa de encontro entre adultos e zodsporo livre em
ambiente terrestre que resulta em encistamento
Taxa de contato entre adulto suscetivel e infectado
que resulta em encistamento do zodsporo

Taxa de contato entre adulto suscetivel e com quitri-
diomicose que resulta em encistamento do zodsporo
Periodo de incubagao de juvenis

Periodo de incubacao de adultos

Taxa de recuperacao de adultos infectados

Taxa de liberacao de zodsporo por girinos infectados
em meio aquatico

Taxa de liberagao de zodsporo por juvenis infecta-
dos em meio aquatico

Taxa de liberacao de zodsporo por juvenis com qui-
tridiomicose em meio aquatico

Taxa de liberacao de zodsporo por adultos infecta-
dos em meio aquatico

Taxa de liberagao de zodsporo por adultos com qui-
tridiomicose em meio aquatico

Taxa de liberacao de zodsporo por juvenis infecta-
dos em ambiente terrestre

Taxa de liberacao de zodsporo por juvenis com qui-

tridiomicose em ambiente terrestre

[tempo] ~!

[tempo] ~!

[tempo] ~!

[volume)

[2008poT0]

[volume)

[2005pOTO]

[drea)

[2008poT0)

[volume)

[2005pOTO]

[drea)

[2008poT0]

[drea)
[animal)

X

x [tempo]

x [tempo] !

x [tempo]

x [tempo] !

x [tempo]

[tempo] ~*

[drea)

[animal]x[tempo)

[tempo] ~!

[tempo] ~!

[tempo] ~!

[2005pOTO]

lanimal)

[2008poT0)

[animal)

[2005pOT0]

[animal)

[2008poT0)

[animal)

[2005pOTO]

[animal]

[2008poT0)

[animal)

[2005pOT0]

[animal]

X [tempo]~

x [tempo]

X [tempo]~

X [tempo]~

x [tempo]

X [tempo]~

x [tempo]
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Taxa de liberacao de zodsporo por adultos infecta- [z06sporo] .
pa dos em ambiente terrestre janimal] fempo)
o Taxa de liberacao de zodsporo por adultos com qui- zodsporo] ., ttempo]1

*  tridiomicose em ambiente terrestre [antmat]
pz, Taxa de mortalidade de zodsporos em meio aquatico  [tempo] ~*
pz,  Taxa de mortalidade de zoGsporos em meio terrestre [tempo] ~*
n Taxa de predacao de zodsporos %Z%%ﬂ x [tempo] ~!
pp  Taxa de mortalidade dos predadores [tempo] !
K  Capacidade de suporte do meio [animais] x [volume]
€ Numero de zodsporos que encistaram no hospedeiro  adimensional
o Fator de corregao [drea] x [volume] "

Tabela 2.2: Tabela das populagbes representadas no sistema de equagoes (2.1)

Variavel Descricao Unidade
Densidade de girinos suscetiveis e infec- o .
Gs, G; [animais]| X [volume]~
tados
Densidade de juvenis suscetiveis, infec- S ) .
Js,Jirdq o [animais] X [drea)|”
tados e com quitridiomicose
Densidade de adultos suscetiveis, infec-
Ag A AL A, tados, com quitridiomicose e recupera-  [animais] X [drea] ™!
dos
Densidade de zoodsporo livre no meio ) .
Zq o [z00sporos| X [volume]~
aquatico
Densidade de zodsporo livre no meio ) . .
Zy [z00sporos| X [drea]”
terrestre
Densidade de predadores aquaticos do o .
P ) [animais] X [volume]~
z04Sporo
t Tempo [tempo]

Devido aos diferentes modos reprodutivos que as espécies de anuros apresen-

tam (Haddad & Prado, 2005), inicialmente o modelo descrito pelo sistema (2.1) foi sim-

plificado para simular a dinamica de espécies altamente dependendes do meio aquatico.

Essa simplificacao serd mostrada no Capitulo 3. Como este modelo nao descreve espécies
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com desenvolvimento direto, um modelo para anuros com desenvolvimento direto baseado
no sistema de equagdes (2.1), foi formulado e serd analisado no Capitulo 4. Para ambos
os modelos, serao analisados, qualitativamente, seus pontos de equilibrio e limiares e, in
silico, serd verificado o impacto do transporte de animais infectados/colonizados e zods-
poros para uma populacao inteiramente suscetivel, assim como a eficiéncia das principais

estratégias de controle.



39

CAPiTULOS -

Primeira simplificacao: somente contaminacao

aquatica

O Bd é um patdgeno aquatico que pode permanecer infeccioso fora do hospe-
deiro de 24 horas a mais de 7 semanas (Johnson & Speare, 2003; Longcore et al., 1999).
Espécies de anuros com comportamento aquatico estao mais expostas ao fungo, e portanto
a infecgao (Becker & Zamudio, 2011). Por conta disso, para uma primeira andlise da dina-
mica e identificagao dos limiares do modelo, consideramos apenas zodsporos presentes em
ambiente aquatico interagindo com espécies que exibem o ciclo de vida bifésico e, durante

a fase adulta, apresentam comportamento preferencialmente aquatico.

Uma vez que animais infectados contribuem para o aumento de zodsporos no
meio aquatico (DiRenzo et al., 2014) e a infecgao devido ao contato s6 resultard em encis-
tamento se ela ocorrer com zodsporo recém liberado na superficie da pele do hospedeiro
(Briggs et al., 2010), nessa abordagem desconsideramos a infecgao devido ao contato entre

animais.

Devido a estruturagao de fase presente no modelo, o nimero de juvenis e
adultos dependem do niimero de girinos que sofrerao metamorfose, populagao essa que esté
limitada pela capacidade de suporte do meio no qual esta se desenvolvendo. Para incluir
essa limitagao realizamos uma troca de varidveis onde consideramos g = G/o K, j = J/K
e a = A/K podendo agora ser interpretada como proporgao de girinos, juvenis e adultos
no ambiente. O subscrito s, 7, g e r identificam as classes de animais suscetiveis, infectados,
com quitridiomicose e recuperado, respectivamente. A mesma limitacao estd intrinseca
nos zodsporos, uma vez que como descrito anteriormente, sua populagao é dependente do
hospedeiro, portanto consideramos z = Z,/0K. Devido a troca de varidveis, os termos

Bg Bj

. ~ ~ . 5 _ 5 o 5 o 5 ~
de infecgao sao reescritos como g = %, ;7 = % e 4 = ~5. Como os predadores sao

generalistas, consideramos sua dinamica desacoplada.

Com as consideragoes acima, o modelo descrito pela equacao (2.1), restrito a

dinamica de espécie altamente aquéticas pode ser dado pela equagao (3.1). A descrig¢ao das
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novas variaveis encontram-se na Tabela 3.1 e, com excessao de 3, 3; e B4, os parametros
permanecem os mesmos descritos na Tabela 2.1. O diagrama do modelo simplificado pode

ser visto na Figura 3.1.

Producgido Z

Reproducao

— Transicao

Figura 3.1: Diagrama de fluxo da dinamica Bd, anuro e ambiente restrito a transmissao
devido ao contato com zodsporo livre em ambiente aquatico. As setas verde pontilhadas
indicam a reproducao; as cinzas tracejadas, a producao de zodsporo e as brancas continuas,
a transicao entre compartimentos. Os parametros encontram-se descritos na Tabela 2.1.

Tabela 3.1: Tabela das populagoes consideradas no sistema de equagoes 3.1.

Variavel Descricao Unidade

Js, Gi Girinos suscetiveis e infectados proporc¢ao de animais

o Juvenis suscetiveis, infectados e com ~ ) )

Js2Jirdq o proporgao de juvenis
quitridiomicose

Adultos suscetiveis, infectados, com ~
g, g Oy o proporcao de adultos
quitridiomicose e recuperados

z Zoosporo livre no meio aquatico proporc¢ao de zobsporos
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dgs
o= ¢ll—olgs+g)l 0. (a5 + a,) + Oiai] — Bygez — mags — picgs,
dg;

= B49s% — HaYi — 1a:9i — Migi
dt
dj, . . .
E = Msgs +M;gi — ﬁjjsz - ds]s — HJls
dj; . . . _ ,
o Bijsz — diJi — pyji — pgdi — Vadi
dj . . .
diz = Yyji— Hilq — Hi,Jq

s (3.1)
e = dsjs - ﬂaasz — HAAs

= diJi + Paasz — praa; — pra,a; — Yaa; — §a;

— = Yaa; — HAGqg — A, Qg

= &a; — paa,

— = NG9 +N5Ji +N5Jq +NA G + 1A, 0 — 22

Uma vez que o sistema de equagoes (3.1) descreve e dindmica entre a populacao
de anuros e do fungo, todas as suas variaveis e parametros sao nao negativos. Sua regiao

factivel é

L. 1
0 = {(987gi7j87ji7.]q7a57ai7aq7ar) S IR9+| gs +gi S g;
s e < baita,+a, < —9M (3.2)
Js T )i TIlgS 775, s T Q; T Q A & —————— .
1 o(d+ py) ! opa(d+ py)

1 nsm nadm )}
ez < T+ + ,
O p (nG d+py  pa(d+py)

onde m = max{ms, m;}, d = max{dy,d;}, n; = max{n;,,ns,} e na = max{na,,na,}-

Teorema 3.0.1: Positividade das solucoes

As solugoes do modelo apresentado na equagao (3.1), com condigdes iniciais g,(0),
g:(0), 7s(0), 4i(0), j4(0), as(0), a;(0), a,(0), a.(0) e z(0) positivas, permanecera no

dominio nao negativo €2 para todo t > 0.



42

Demonstragao: Seja () dado na equacio (3.2) e as condigbes iniciais gs(0) > 0, g;(0) >
0, j5(0) > 0, 7;(0) > 0, j,(0) > 0, as(0) > 0, a;(0) > 0, a,(0) > 0, a,(0) > 0 e 2(0) > 0.
Da primeira equacao do sistema (3.1) temos que

dgs
dt

= gb [1 - J(gs + gl)] [98 (CLS + aT) + ezaz} - ngsz — Msgs — Hays

> _ngsz — MsGs — Ha¥s

uma vez que ¢ [1 — o(gs + ¢;)] [95 (as + a.) + Hial} > 0. Entao, por separacao de varidveis

temos
dgs
gs

e, integrando ambos os lados, temos que

> _<Bgz +ms + /J’G) dt?

9s(t) > g5(0) exp [— / (Byz +ms + pc) dt} .

De maneira analoga temos

9i(t) > gi(0)exp [~ (uc + pa; +mi)t]
) = g0)exp |~ [(3z 4+ d+ ) d]
Ji(t) = Ji(0) exp [—(di + py + pu5, + )]
Ga®) = Gg(0) exp [ (s + s, )t]

as(t) > ay(0)exp [_/(ﬁaz‘f‘ﬂA)t

a;(t) = a;(0)exp[—(pa + pa, +va+ )]
ag(t) > ag(0)exp [~ (sa + pa,)t]

ar(t) = a-(0)exp[—piat]

z(t) = 2(0)exp [—p.t],

€o1Ino exp(x) > 07 Vz e 95(0)7gi(o)’js(o)aji(o)vjq(o)aas(o)aai(o)aaq(0)7ar(0) S Z<O) SéO,
por hipétese, todos positivos temos que gs(t) > 0, g;(t) > 0, js(t) > 0, j;(t) > 0, j,(t) > 0,
as(t) >0, a;(t) >0, a,(t) >0, a-(t) > 0 e z(t) > 0 para todo t > 0. |

Teorema 3.0.2: Regiao positivamente invariante

A regiao ) dada na equagao (3.2), é positivamente invariante para o sistema (3.1).

Demonstracao: Por definicao, um conjunto C' é positivamente invariante para um

sistema nao linear & = f(z), se toda trajetéria z(t) € C' = x(1) € C' V1 > t. Ou seja, se
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a trajetéria entra em C' ou comega em C' ela permanecerd em C' (Khalil, 1996).

Para demonstrar que 2 é positivamente invariante para o sistema (3.1), iremos
observar o fluxo da populagao total de girinos, juvenis e anuros, denotada G = g + ¢,
J=js+Jji+j,e A=as+a;+a,+a,. As equacoes diferenciais de GG, J e A, obtidas ao

somar as equagoes referentes a cada populagao do sistema (3.1) sdo dadas por

dG

i ¢[1—0oG] [95 (as +ay) + Qﬂz} — g G — [, gi — MsGs — M
dJ . ) ) )

= Msfs T magi — dsjs — diJi — pg J — P, Ji — g

dA . .

il dsjs + diji — pra A — pa,a; — pra,a,

dz . .

7 = e 1500 + Nagdg + NA G + 1A, 0 — P22

Portanto, temos as seguintes possibilidades:

: 1 m dm 1 nJm nadm
(2) Se G > o’ J > o(d+pg)’ A> opalding) €7 = oz (nGi - diﬁu - .“A?d"'#J))’
oL d dJ dA dz
(Gss Gis Js» Jis Jq» @s, iy Qg ar) & §2. Neste caso, - <0, ’r <0, yr <0e o < 0.
Ou seja, o fluxo de G, J, A e z apontam para ).
;. : _ 1 _ _ d _ 1 gm dm
(it) Na fronteira, G = -, Jd; U(dTHJ&,AA = UuAC(iZler) cz= - (77G¢ + L’M + u:?d+,uJ)>'
Novamente — < 0, — <0, — < 0 e 2z < 0. Ou seja, na fronteira o fluxo de
dt dt dt dt

G, J, A e z apontam para ).

(13i) Se (gs, Gi, Jss Jir Jgs Qs» @iy Qg, @) € 2, as derivadas podem ser positivas ou negativas.
Se forem positivas, o fluxo crescente aponta para a fronteira que, por sua vez, aponta
para o interior de ). Se a derivada for negativa, o fluxo é descrescente e portando

a evolucao permanece em 2.

Assim, de acordo com as condigoes (i), (it) e (iii), 2 é positivamente invariante para o

sistema (3.1). [

Os Teoremas 3.0.1 e 3.0.2 garantem que o modelo (3.1) esta matematicamente

bem definido e é biologicamente viavel no dominio 2.

3.1 Analise do modelo e seus limiares

Nesta segao, desenvolveremos a andlise do sistema (3.1) determinando seus
pontos de equilibrio de extingao, trivial e de coexisténcia. Para facilitar as andlises matri-

ciais, o reescrevemos alterando apenas a ordem das equacoes, mostrando primeiramente
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as classes infecciosas 2, g;, Ji, Jq» @i, Gq € a, €, posteriormente, as classes suscetiveis gs, Js,
as. Portanto, diferente do ciclo da evolucao da doenga, a nova ordenagao serd z, gi, Ji, Jq;
a;, Gq, Qr, gs, Js € as. Da andlise de estabilidade do modelo identificamos dois limiares:
o numero basico de descendentes, )y, que foi obtido por meio da andlise de estabilidade
do equilibrio de extingao e o nimero basico reprodutivo, Ry, que foi obtido de maneiras
distintas: a) por meio da teoria da matriz de préxima geragao utilizando duas constru-
¢oes diferentes, conforme van den Driessche & Watmough (2002) e Yang & Greenhalgh
(2015), e b) por meio da andlise do termo independente do polinémio caracteristico da

matriz Jacobiana aplicada no ponto de equilibrio trivial, conforme o procedimento descrito

em Yang (2014).

Os estados estacionarios sao obtidos ao determinar quando todas as variaveis
do sistema (3.1) ndo apresentam variagdo no tempo, ou seja, quando todas se anulam

simultaneamente. Para isso é preciso determinar as solugoes do seguinte sistema:

0= 09 +N5Ji T M5,Jq + Na,0i +1a,0q — p22

0= PBy9sz — Hcgi — e, Gi — Migi

0= Bjjsz — diji — pji — s Ji — YaJi

0= yji — pidq — Hi,Jq

0= diji + Batsz — paa; — pra,a; — Yaa; — &a;

0= vaa; — praag — pra,aq

0= &a; — paa,

0= [1—0(gs+9:)] [0s (a5 + a,) + bis]| — Bygsz — Mg — picgs,
0= msgs +migi — BjJsz — dsjs — 45Js

0= des - Baasz — HAGs.

Ao resolver o sistema (3.3), obtemos trés estados estacionérios:

e Equilibrio de extincao, denotado por P, referente a extincao de todas as populagoes

(anuros e zodsporo) que sempre existe, independente do valor dos parametros;

e Equilibrio trivial (ou livre da doenga - ELD), denotado por P° que se refere a

extincao da doenca e existe somente se Qg > 1.
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e Equilibrio de coexisténcia, denotado por P*, que existe somente se Qg > 1 e Ry > 1.

Abaixo serd demonstrada a estabilidade local (e também global para o ELD)

de cada um desses pontos e a obtencao dos respectivos limiares de existéncia.

Na auséncia de zodsporos, z = 0, as solugoes do sistema (3.3) sdo dadas por
gz:jz:]q:az:aq:ar:gs:]s:as:Oegz:]z:]q:az:aq:ar:()comgsa

Js € as dados por:

1

0
- Qo1
9s UQ[) (QO )7
0 My 1
= — -1 3.4
Js ds +MJ O_QO (QO ) ( )
€
o ds  my 1

(Qo—1),

a, = — —
pads + py oQo

determinando P e PY, respectivamente, onde Qy, dado por
1 mg ds

Qo=— Xl x X ,
" ha ¢ ms+ pe  ds+ fia

(3.5)

¢é o numero basico de descendentes e biologicamente representa o niimero de fémeas adultas
que uma tunica femea adulta é capaz gerar. Ou seja, uma féemea durante sua vida média
1/pa, oviposita ¢ 6, ovos que se desenvolverao em girinos fémeas; esses girinos sofrerao
metamorfose com uma probabilidade m,/(ms+pg) tornando-se juvenis (féemeas) que agora
se desenvolverao e se tornarao fémeas adultas reprodutoras com probabilidade dg/(ds+ ).
Portanto, quando )y < 1 temos que uma fémea, durante a sua vida média, nao é capaz de
gerar uma nova fémea apta a reproduzir, portanto a populagao apresenta-se em declinio.
E fécil ver que sob essa condigao (Qp < 1) P* é o tinico ponto de equilibrio biologicamente

vidvel.

3.1.1 Equilibrio de Extingao - P¢*

Teorema 3.1.1: Estabilidade local do equilibrio de extingao P

O ponto de equilibrio de extincao

é local e assintoticamente estavel em €2 se Qg < 1 e instavel caso @y > 1.
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Demonstracao: A estabilidade local de P esta assegurada ao verificar se todos os

autovalores da matriz Jacobiana avaliada em P  J(P) possuem parte real negativa.

De fato J(P*) é uma matriz triangular inferior dada por

F 0
J(P) = 3.7
(P) BV (3.7)
com matrizes F, B e V sendo
- s + 0 03
Y (ms + k) ) 9250 . 7 N .
= s —\Us + = :
m ( f17) 0 A

0 ds —HA

0 0 00 66, 0 ¢6,
B=|0m 00 0 0 0
00 00 0 0 0

e as matrizes A, Z e N sao

—aq1 0 0 0 0
0 — 99 0 0 0
0 vy —azx 0 0
0 d; 0 —Qy4y 0
0
0

o O o O O

0 Ya  —ass
0 0 3 0 —pa

com
ass = (s +p,),
an = (mi+ pe+ pa,),

age = (E4Ya+pa+pa,), (3.9)
agy = (Vg +di+pg+ ),
ass = (A +pa,) e
N = [na N7 Ny, MA 14, 0] Z = [—p

Os autovalores de J(P") sao as raizes da equagao caracteristica det[.J(P**) — X I;o] = 0.
Como J(P) ¢ triangular, temos que det [J(P®*) — X I1o] = det(F — A I7)det(V — A\ I3),
onde I3, I7 e 119 sao matrizes identidade de ordem 3, 7 e 10, respectivamente. Visto que F

(equacgao (3.8)) é uma matriz triangular inferior, det(F—\ I7) = det(Z— X I;)det(A — X Ig),
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portanto
det[J(P®) — X 11o] = det(Z — M I;)det(A — X\ Ig)det(V — A I3).

O autovalor correspondente a matriz da dinamica dos zodsporos Z é A\; = —pu,. Os autova-
lores correspondentes a matriz da dinamica dos anuros infectados ou com quitridiomicose,
matriz A, sao Ay = —(m; + g + pie,), A3 = —(Vs +di + g+ pg,), A = —(pg + 11g,),
As = —(E4+ a4 pa + pa,), e = (a + pa,) € A7 = —pa. Finalmente, os autovalores

correspondentes a dinamica dos anuros sadios, matriz V, sao as raizes da equagao
N\ +ar )+ ap =0 (3.10)
onde

ay = ds+mgs+ pg+ pg+ pa,
a1 = (ms+ pe)(ds + pg) + pa (ds + pog +ms + pg) e
ag = pa(ms+ pa)(ds +ps) (1 —Qo),

com o descrito na equagao (3.5).

Segundo o critério de Routh-Hurwitz, descrito em Edelstein-Keshet (2005), as
solucoes de uma equacao polinomial de grau trés A* + as A2 +a; A + ag = 0 terdo parte real

negativa se, e somente se,
as >0, ag >0 e ajay —ag > 0. (311)

Para a equacgao caracteristica da matriz V, equagao (3.10), temos as > 0, mas ajas —ag =
Qo(ms + pa)(ds + puy) + (ms + pa + pa) [(ds + pr)(ds +ms + pe + pg + pa)l > 0eag >0
se Qo < 1. Portanto, quando )y < 1 todos os autovalores da matriz V tém parte real
negativa, logo todos os autovalores da matriz Jacobiana J(P), equagao (3.7), também
tém parte real negativa, garantindo assim que P = (g; = 0,3: = 0,7, = 0,5, = 0,7, =
0,a; = 0,a; = 0,a;, = 0,a, = 0,Z = 0) é um ponto de equilibrio local e assintoticamente

estavel. [ ]

3.1.2 Equilibrio Trivial - PY

A segunda solugao do sistema (3.3) ¢ o ponto de equilibrio trivial P°, onde

estao ausentes as populacoes de girinos, juvenis, adultos infectados e com quitridiomicose



48

e a populacao de zodsporos, ou seja,

0

onde g2, j¥ e a? sao dados pela equagao (3.4).

Claramente a populagao de anuros suscetiveis s existe se (Jp > 1, ou seja,
o estabelecimento da populacao s6 é assegurado caso fémeas adultas sejam capazes de
produzir mais de uma filha e a existéncia desse equilibrio garante que a populacao esta

bem estabelecida na auséncia de Bd.

Teorema 3.1.2: Estabilidade local do ELD - P°

O ponto de equilibrio

é biologicamente vidvel se ()g > 1, local e assintoticamente estavel se Qg > 1 e Ry < 1

e instavel caso contrario.

O nimero basico reprodutivo - R

Ry, o limiar para a estabilidade local de P° citado no Teorema 3.1.2, é o

nimero basico reprodutivo e é definido por

Ro = Rg -+ Rj + Ra, (312)
onde
R ! X By9° x L X (3.13)
= gs G .
O T o e + e,
1 : 1 Yy 1
Rj=—2 JS( ns+ " ) 3.14
P\ di s s di g g, g+, (3.14)
(S
R, =R + R, (3.15)
(6[0)41]
R = —B1j0 +
Hzﬁj] Yy +di + g+ <§+1/1A+MA+/~LA¢HA E+a+pa+pa, MA+HAanq>

(3.16)
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1 1 1
Ra - 6a ag wA

a At
Mz f+¢A+NA+/~LAi77 §+ A+ pa+pa; pa+ pia,

77Aq (317)

Esse limiar caracteriza a contribuicao das trés fases da vida dos anuros na
producao de zodsporos apdés um Unico zoosporo encistar em um hospedeiro suscetivel.
A contribuigao parcial dos girinos R,, definido na equac@o (3.13) representa o nimero
médio de novos zoosporos produzidos a partir de um zodsporo que encistou em um girino
suscetivel. i representa a vida média de um zodsporo que pode encistar um girino

suscetivel a uma taxa [,g° girinos suscetiveis durante esse perfodo que, durante a sua

1

vida média oy produzirao ng novos zoOsporos.

A contribuigao parcial dos juvenis, R;, definida pela equacao (3.14), de modo
similar a Ry, representa o niimero médio de novos zodsporos produzidos por um zo6sporo

que encistou em um juvenil suscetivel. Assim, um zodsporo, durante sua vida média

ui’ pode encistar um juvenil suscetivel a uma taxa ;7 que, durante sua vida média
z
1

Yt+ditpg+ig,

lidade ——¥L— ¢ entdo, durante sua vida média —— preduziré NOVOS Z0OSPOros.
Yrtditpg+ug, ’ rytpg p 7 p

JTH

produzira n; novos zoosporos e, desenvolvera a quitridiomicose com probabi-

Finalmente, a contribuicao parcial da fase adulta R,, dado na equacao (3.15),
vem da soma de duas contribui¢oes: adultos que se infectaram, R? (equagao (3.17)) e

juvenis infectados que se desenvolveram em adultos, R’ (equagao (3.16)).

A interpretacao para R ¢ andloga a R;: um zodésporo, durante sua vida

média ;%’ infecta um adulto suscetivel a uma taxa $,a’ que, durante sua vida média
z

1
E+vatpatpa,

lidade ———%4 ¢ entdo, durante sua vida média
§tatpatpa,

produzira ns novos zodsporos e, desenvolverd a quitridiomicose com probabi-

1 . /
——— preduzira Nnovos ZOOSPOros.
patia, P 14, p

RJ é a contribuicio de juvenis infectados que tornaram-se adultos, ou seja, um
1

zoosporo durante sua vida média — pode encistar um juvenil suscetivel com uma taxa
z

B;7%, que se tornard adulto com probabilidade e, durante sua vida média na

d;
Yytditus+us,

fase adulta, m, produzira ny zoodsporos e, desenvolverd a quitridiomicose com
7
. ha ~ . /- 1 s
111 T EET— la ———
probabilidade vatiatan © entao, durante sua vida média YT produzird 7,4, novos

z0OSPOros.

Ry ¢ o limiar mais importante da epidemiologia, pois representa o risco de
alastramento da doenca infecciosa em uma populagao totalmente suscetivel. Por meio

dele é possivel determinar quando a epidemia se espalhara na populacao.

A obtencao deste limiar nao é trivial e a literatura apresenta varios méto-

dos amplamente utilizados para a sua determinacao, sendo os mais famosos a teoria da
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matriz de préxima geracao e a aplicacao dos critérios de Routh-Hurwitz para andlise
da estabilidade do ponto de equilibrio livre da doencga. Entretanto cada uma dessas
abordagens pode resultar em limiares com expressoes analiticas diferentes (Yang, 2017b;
Yang & Greenhalgh, 2015). Aplicamos o procedimento baseado nos critérios de Routh-
Hurwitz descrito por Yang (2014) e a teoria da matriz de préxima geracdo com duas
construcoes distintas e, satisfatoriamente, ambos resultaram no mesmo limiar Ry descrito

na equagao (3.12), garantindo sua unicidade.

Ry a partir do polinémio caracteristico da matriz Jacobiana

Nesta abordagem seguiremos o procedimento para obtencao do Ry descrito
em Yang (2014). Ao estudar as condigoes de estabilidade por meio do critério de Routh-
Hurwitz, um limiar unicamente determinado é obtido ao reescrever o termo independente
da equagao caracteristica da matriz Jacobiana avaliada no ponto de equilibrio trivial da
forma by = K, (1 — K3/K}), onde K; e Ky sao fungoes dos parametros com K; formado
excluindo todos os pardmetros de transmissao. Neste caso a fragdo K3/K; é definida
como Ry. Quando a matriz Jacobiana for escrita em blocos, a equacao caracteristica de

interesse sera a da matriz de transmissao da doenca.

A matriz Jacobiana do sistema (3.1) avaliada em P°, J(PY), pode ser escrita

como

o ] (3.18)

onde
—B,9° —cdb;a2 0 0 ¢6;,(1—0g°) 0 @651 —0g?)

Ji=| =87 om0 0 0 0 0
B 0 00 0 0 0
—(ms + g + 0 ¢0sa?) 0 $0s(1 —0g?)
Jo = M —(ds + 1) 0 (3.19)

0 ds —HA
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—Hz: Me My Ny,  na  na, 0
Beg? —an 0 0 0 0 0
Bigg 0 —am 00 0 0
Yy —ax 0 0 0 (3.20)

d; 0 —ayq 0 0
0 o —ass 0

0
0
0
0 0 § 0 —pa

com a;;, i = 1,...,5 dados na equacao (3.9). Na equagao (3.18) é possivel ver que J(P?) é
uma matriz triangular inferior, portanto as raizes de sua equagao caracteristica, obtidas

ao resolver det[J(PY) — Alo] = 0, sdo as raizes de det(F — A I;) e det(Jo — A I3).

J2 é uma matriz de dimensao 3 x 3 (equacdo (3.19)) portanto, det(Jo — A I3) =

0, calculado pela regra de Sarrus, resulta em

A2 4+ b A2 4+ by A + by = 0,

onde by, = d5+ms+ug+u1+uA+a¢05ag,
b= (ds+ps) (ms+ po+ pa+ 0 60502) + pa (ms + o + 0 66,a?) e
bo = Osmydy(o g0 — 1)+ pa |(ds + 1) (0805 a2 + (my + 1) )] .

0

. mostradas na equacao (3.4) em bq, by e by, obtemos

Substituindo as expressoes de ¢¥ e a

by = MA+MJ+dS+(mS+MG)Q0
b = pa (g +ds) + Qo (ms + pe) (ds + py + f1a)
bo = pa(ms+ pa) (ds + py) (Qo — 1),

com @y dado na equacao (3.5).

Para determinar o sinal da parte real dos seus autovalores usaremos o cri-
tério de Routh-Hurwitz mostrado na equagao (3.11). E possivel ver que by e biby —
bo = pa(ms + pe)(ds + ps) + palds + pr)(ds + pa + pg) + Qo(ms + pa)(ds + pa +
) lds + g+ pa + Qo(ms + pe)] sdo sempre positivos e by > 0 se Qy > 1 que, por sua
vez é uma condicao necessaria para a existéncia de PY € €. Portanto, para @y > 1 temos
que o polinomio caracteristico de Jo satisfaz as condigoes de Routh-Hurwitz garantindo

que todos seus autovalores possuem parte real negativa.

A equagao caracteristica da matriz de transmissao F (equagao (3.20)) é dada
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por
(A + 24) (A% + b5 A + bgAT + b3\ + b A + by A + by) = 0,
portanto, um autovalor é \y = —u4 que é negativo e os outros seis serao as raizes da
equagao
MO £ DA% + byt + b3 A® + beA® + byA + by = 0, (3.21)
onde

bs = a1+ ag + azz + aw + ass + piz,
by = Ko (Banaas”+ Byncgs’ + By js°)
by = Ky— {Bg ne g5°(az + azs + s + ass) + B; ny 38’ (a1 + ass + asq + ass)
10 B, 38"+ nad; B js° + ha Bana, as’ + Banaas” (a1 + axn + asz + Cl55)}7
by = Ki|Ku/p:+ Ks/p-(1— Ry)],
b = Kl[(1+1+1+1+1) (1 - Ro) + Ks/p.] o

a1 22 a33 Q44 Q55

K
by — K1(1—2>

com

Ky = aa33044a5595° By + a11044a5555° 53; (a3377J + ¢J77Jq)
+ anassjs’diB; (assna + bana,) + anazassfeas’ (assna +vna,) e

K, = ananaszauaassii;,

cujos coeficientes a;;, @ = 1,2,3,4,5 encontram-se na equagao (3.9), os coeficientes K
7 =3,4,5,6,7 sao todos positivos, escritos como combinacao dos a;’s e podem ser vistos

na segao B.1.1 do apéndice B, e Ry é o limiar descrito na equacao (3.12).

Vemos que o termo independente by pode ser reescrito como sugerido em Yang

(2014), ou seja, by = K,/ K;, apds substituigao das expressoes dos a;;’s sera dado por

Ky 95" By e Js° B; (m L Y, )
K (mi + pe + pe ). (Vg +di + g =+ ) (g + 12,)
0 4. B
+ Js ZBJ <7]A + ¢AnAq )
(Vg +di 4 prg 4 p17,) (€ + VA + pa+ pa,) - (o + pia,)
0
+ Ba as <77A + wnAq > .
(E+Va+ pa+ pa,)p- (1a + pa,)
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ou seja,

Ks

—= = Ry+R;+ R.+ R =Ry
Ky

onde R,, R;, RI e R* sao dados nas equagoes (3.13) - (3.17).

Devido a complexibilidade dos coeficientes do polinomio caracteristico, a ana-
lise analitica das condigoes para que a matriz F satisfaca os critérios de Routh-Hurwitz
nao pode ser realizada. As condicoes de estabilidade local de P° foram determinadas por
meio da teoria da matriz M e de Metzler-Hurwitz. Ambas encontram-se detalhadas nas

secoes A.1.1 e A.1.2 do apéndice A.

Ry a partir da matriz da proxima geragao — Teria do raio espectral

Nesta segunda abordagem usamos a teoria da matriz de proxima geragao des-
crita por van den Driessche & Watmough (2002) para obter o nimero bésico reprodutivo
Ry. Esta é uma teoria muito utilizada para obtencao e analise de limiares de modelos
epidemiolégicos (de Camino-Beck et al., 2009; Davis et al., 2011; van den Driessche, 2017;
Khan et al., 2018; Raimundo et al., 2010; Wang & Cao, 2014; Yang, 2012, 2014, 2017b;
Zamir et al., 2017) sendo usada até mesmo para estimar o Ry em um modelo discreto no

tempo para quitridiomicose (Allen & van den Driessche, 2008).

Na teoria cléssica, o Ry é obtido como raio espectral da matriz FV !, chamada
de matriz de préxima geracao, onde F e V sao as matrizes das derivadas parciais dos
vetores f e v respectivamente. Esses vetores sao construidos primeiramente por distinguir
os compartimentos infecciosos e nao infecciosos e por diferenciar novas infecgoes (vetor
f) das mudangas que ocorrem em cada compartimento (vetor v). Como essas mudangas
sao determinadas pela interpretacao do modelo, é possivel obter diferentes interpretagoes
que resultarao em diferentes construgoes do Ry. Tendo isso em vista, nessa secao vamos
definir os vetores f e v de dois modos distintos e verificar a obtengao do mesmo limiar

descrito na equagao (3.12).

Consideramos como classes na infeccao: z, ¢;, 7:, 74, @; € a, portanto, tomamos
5 sy Yiy Jius Jgo q )
T = [z g; ji jq a; ag)T. Vamos definir f e v tal que o sistema (3.1), restrito as classes

infecciosas possa ser reescrito como

onde f é um vetor em que cada entrada f; corresponde a taxa com que novas infeccoes
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aparecem no compartimento ¢ e as entradas v; do vetor v, correspondem as taxas de saida

e, ou, recrutamento de individuos no compartimentos .
e Primeira construcao
Para a primeira construcao, consideramos como novas infeccoes a producao de

zoOsporos por girinos, juvenis e adultos e a infeccao de cada classe, portanto os vetores f

e v sao definidos como segue

A ] 1
8,042 (mi + pa + pa,) 9i
Bjjaz oo | W Tdit st ) g (3.23)
f= 0 (3.22) (NJ + MJq) Jqg — Vi
Buay (4 YA+ pa+ pa,) a; — dijs
0 (/lA + ,qu) ag — Yaa;

sendo f1 = 1ggi +177i +N7,Jq + M40 +n4,aq. As derivadas parciais de f e v com respeito

as varidveis em z, avaliadas em P° sao

L0 e Ny, NA N4, ]
B,g® 00 0 0 0
F, = g(PO) _ | B 00000 (3.24)
Ox 0 0 0 0 0 0
Ba® 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 |
€ — -
g 00 0 0 0
0 ap O 0 0 0
vi= 2oy | 0 a0 ! Yl s
Ox 0 0 =¥y pst+p, 0 0
0 0 —d 0 ass 0
0 0 0 0 —tha pia+pa, |

com agy, asz e ass ja definidos na equacao (3.9).
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V, é uma matriz no singular e portanto podemos calcular a sua inversa V;

o 0 0 0 0 0
1
0 eTe 0 0 0 0
1

B 0 0 T T 0 0 0

Vi = 0 0 1 0 0 (3.26)
Va3 mytpg,
1
0 0 Us3 0 FFPaThaTia, 0
Ya Pa 1
L 0 0 jatia, 05 0 (matpay)(E+vatpatpa;) Hatra; |

onde vy3 = L € Us3 = d; Entao, a matriz

(¢J+di+,uJ+uJi) (#J+MJq ) (§+¢A+#A+MAZ- ) (wJeriJrMJJrMJi ) '

de préxima geracdo F1 V™! é

lel mJ A
mi+UG+RG; a13 #J+;1uq 15 #A-Hqu
0
bt 0 0o 0 0 0
Buts 0 0 0 0 0
F,Vit=| # (3.27)
0 0 0 0 0 0
6{1‘10»
T 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
S S Yr+ni, d; _banag
com tiz = Yrtditpstps, N7+ Mty + (f+¢'A+MA+NAi> (nA + (uA—i-qu))] €
_ 1 YanA ~ ~ , . .,
15 = Friatiatin Tha, (77,4 + i Jm:q > A equacao equacao caracteristica desta matriz é
A — (Ry+ R; + R,) X' =0, (3.28)

cujos autovalores sao Aj234 = 0 e A5 = /Ry, com Ry = R, + R; + R, definidos na
equacdo (3.12). Portanto, o raio espectral p da matriz de préxima geracao F1 Vi ' ¢é

p(F1V1™) = VRy.

van den Driessche & Watmough (2002) demonstraram que, se p(F1V;™1) < 1,
entao todos os autovalores correspondentes a matriz F, dada na equagao (3.20) tém parte
real negativa e, portanto, P° é local e assintoticamente estavel e instavel caso p(F;V; 1) >
1. Neste caso, note que o limiar ocorre exatamente quando Ry = 1, portanto Ry < 1 = P°

é local e assintoticamente estavel e instavel caso Ry > 1.
e Segunda construgao

Nessas segunda abordagem consideramos o desenvolvimento da quitridiomi-

cose por adultos e juvenis infectados (1 4a; e ¥;j;, respectivamente) e o desenvolvimento
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de juvenis infectados para adultos d;j; como novas infec¢oes nos compartimentos j,, a4 e

a;, portanto, para essa nova abordagem temos:

_ fi ] _ Hzz
Bagsz (m; + pe + pe;) 9i
B1jsz v = W+ di + oy + 11,) Ji |
= Vi (MJ + ,qu) Jq
diji + Baasz (€4 ta+ pa+ pa,) a
Yaa; (MA + ,qu> aq

Com essa construcao, as derivadas parciais de f e v com respeito a z, avaliadas em P°

sao dadas por

L0 e ms g, M Na, |
B, 00 0 0 0
F, — g’f (P) = Bige 00 0 0 0
x 0 0 ¢, 0 0 0
Baa® 0 di 0 0 0
0 0 0 0 Ya O
e } -
p. 0 0 0 0 0
0 ayn O 0 0 0
v, — o () — 0 0 ass 0 0 0 |
Ox 0 0 0 py+p;, O 0
0 0 0 0 ass 0
0 0 0 0 0 pa+pa, |

com age, asz € as; ja definidos previamente (equacao (3.9)). Vg é uma matriz diagonal

com todas as entradas positivas, portando sua inversa V™! serd

i 0 0 0 0 0
1
1
V., ! 0 0 Yytditug+ug, 0 0 0
2 7o 0 0 1 0 0
I+,
1
0 0 0 O evararia
0 0 0 0 0 S —
L HATRA, |
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A matriz de préxima geracao FaVa ! serd

nG nJg Mg NA NAq
mitpugtug;  Cotditugtug potpsg  EXvatuatea;  patpa,
0
Pate 0 0 0 0 0
.| &£ 0 0 0 0 0
FaVa™ =1 | I R 0 0o |
Yrtditpgtps;

Baal d;

Mz 0 Yytditpg+ug; 0 0 0
%
L 0 0 0 0 £+'€Z’A+:A+NJA,L- 0 J
cuja equagao caracteristica é
AN =A% = (Ry+ Ry, + Ra) A = (Ry, + Ra,, + Ra,) X* = Ra, N\, (3.29)

onde R, esta descrito na equagao (3.13), Rj,, R;,, Ra,, Ra,,, Ra, e Ra, partes do Ry,

mostrados na equagao (B.1) do apéndice B.

Como neste caso a expressao analitica do raio espectral de Fo Vo' é de dificil
obtencao e interpretagao biolégica, seguiremos a conjectura enunciada em Yang (2014) e
demonstrada em Yang & Greenhalgh (2015), que define um limiar Rg dado pela soma dos
coeficientes ayg, ..., a,_1 da equacao caracteristica da matriz de proxima geracao, tal que
R(T] esta diretamente relacionado com seu raio espectral, ou seja, se R(T) <1e p(FaVy ') <

1.

Da equacdo caracteristica A(\) (equacao (3.29)), Rl = Ry+ Ry, + Ra, + Ry, +
Ra, + Ra, + Ra, , note que R; = Ry, + Ry, Rl = Ra, +Ra, e Ri = Ra, + Ra,, entao
essa soma resulta em Ry dado na equacdo (3.12) portanto, Rj = Ry < 1 & p(FaVo ™) < 1
garantindo assim que, se Ry < 1 todos os autovalores da matriz F tém parte real negativa,
portanto P° é um ponto de equilibrio localmente assintoticamente estdvel e instavel caso

Ry > 1.

Note que, em todas as abordagens descritas acima, R, descrito na equagao
(3.12) é um limiar que garante a estabilidade local do equilibrio trivial P°, que sé existe
se Qg > 1. A seguir, determinaremos uma funcao de Lyapunov na qual mostraremos que

esse limiar também garante que P° é globalmente estavel.

Estabilidade Global do Equilibrio Livre da Doenga - P°

A estabilidade global do ponto de equilibrio trivial em uma regiao de interesse

¢ um importante recurso na compreensao dos mecanismos de transmissao da doenca. Se
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um ponto for globalmente estavel, sobre essas determinadas condi¢oes temos que todas
as trajetdérias com condicoes iniciais maiores do que zero tendem a esse ponto quando

t — o0.

O método amplamente utilizado para determinar a estabilidade global de pon-
tos de equilibrio é o método direto de Lyapunov, que consiste em construir uma funcgao
de Lyapunov apropriada e provar a negatividade de sua derivada (Esteva & Yang, 2015;
Li et al., 2016; Shuai & van den Driessche, 2013; Wang & Cao, 2014). Determinar uma,
funcao apropriada é um trabalho arduo, por isso alguns pesquisadores vém sugerindo algu-
mas formas de construi-la (Goh, 1977; Korobeinikov & Wake, 2002; Shuai & van den Driessche,
2013).

Nessa secao usaremos o método apresentado em Shuai & van den Driessche
(2013) para demonstrar que, se Ry < 1, PY é um atrator global, ou seja, sobre essa hipdtese,
independente da condicao inicial, a doenca sempre ira se extinguir permanecendo somente

a populacao suscetivel.

Shuai & van den Driessche (2013) demonstraram que a fungio Q = w?V =1z,
onde V é matriz de transicao do método da proxima geracao e w um autovetor a es-
querda correspondente ao autovalor p(FV~!) ¢ uma funcao de Lyapunov. Para situar o
leitor, transcrevemos o teorema enunciado e demonstrado pelos autores na secao A.1.3 do

apéndice A.

Note que, sendo F;V; ! a matriz de préxima geracio definida em (3.27) entao
p(F1V1i ™) = p(V17'Fy) = p = VR, onde Ry esté definido na equacao (3.12). Portanto,

entao existe um autovetor a esquerda w > 0 tal que
W' VIFy = pw’. (3.30)

Sendo V1! e Fy definidas em (3.26) e (3.24) respectivamente, temos V;~'F; é dada por

3
hS
S

0

ﬁggg
mitpa+pG;

Bjje

_ di+pstpstpg,
Vl lFl — i+ .OIJJJ wr;

53']37)43

-0 5aag
Bjjsvss + (E+vatuatna,)

Y aBaal B39 v
L (matpag)(Etvatuatua;) = patpag

=
)

. (3.31)

=
o o o o ofFR
o o o o oFfR
=
o o o o o FfE

o o o o o

1z
0
0
0
0
0

onde vy3 e v53 encontram-se logo abaixo da equagao (3.26). Portanto, w um autovetor a

esquerda da matriz V; 'Fy, correspondente a p que satisfaz a equacdo (3.30) pode ser
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dado por
T
w:[l ne. nr Mg ma NAq . (3.32)
Pz Pz P Mz Pz P Mz

A obtencgao dessas coordenadas estao detalhadas na se¢ao A.1.3 do Apéndice A.
Tomando como candidata a funcao ) sugerida por Shuai & van den Driessche

(2013), temos @ : Q — R, com Q(z) = wTV; 'z e dada por

NG 1 N, 1 j N4, 1
T e p (pa+ pa,)

Qx) = 2+

gz+ a
e e p (Mt i+ pe)” e p (g + ) !

1 ( nJ ni, Y ) ‘
+ Ji
di + Vg4 g+ fg, \Hzp  fzp g+ [,

1 d; 1 Na,Ya ) .
+ + 2 ) 3.33
di‘{’wJ‘i‘ﬂJ_"ﬂJi§+¢A+,UA+,UAiluzp(nA pa+ pa, (3:33)

1 1 ( na,Pa )
+ Nna+-————]a
E+va+ pa+ pa, pzp pa+ pa,

Teorema 3.1.3:

Q = w'V; 'z dada em (3.33) é uma funcao de Lyapunov.

Demonstracao: Para demonstrar que @ = w’ Vi'z é uma funcio de Lyapunov preci-
d
samos mostrar que (1) Q(P°) = 0; (i1) Q(x) > 0 e (vii) %Q <0.

(1) Q(z) > 0 com a igualdade sendo verdadeira se z = P°.
De fato, como @ esta definida como uma soma de fatores positivos que multiplicam
as variaveis no estado de infeccao z, ¢;, ji, Jq, @i € a4, se © > 0 entdo Q(z) > 0 e,
em P° todas essas varidveis de estado sdo todas nulas, portanto Q(P°) = 0.

d
(i2) EQ < 0.

A derivada orbital de () pode ser reescrita como

@_ 1

N T

(1= p) (ncgi +n1,di +n1,dq +Ma,0; +na,aq) + 2 (1 = Ro) + 2(Ro — R) (3.34)

onde, R estd definido na equacao (A.26) do apéndice A. Como pode ser visto na segao
A.1.3 do apéndice A, a hipdtese do teorema A.3 garante que Ry > R, com a igualdade
sendo verdadeira somente se g; = ¢°, js = j° e a, = a2, logo, sob as condigoes Ry < 1,

temos que p < 1 e portanto ’ sera sempre negativa. |
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Assim, pelo principio da invariancia de LaSalle-Lyapunov (Khalil, 1996), rees-
crito na secao A.1.3 do apéndice A, temos que, se o raio espectral p = /Ry < 1, o ponto
PY é um atrator globalmente estdvel garantindo que x — P° quando ¢t — oo, ou seja,

para Qg > 1 e Ry < 1 a doenca ird sempre se extinguir.

3.1.3 Equilibrio de Coexisténcia - P*

Analisando o caso z # 0, o sistema (3.1) apresenta somente um tnico equilibrio
de coexisténcia (ou endémico) dado por P* = (g; = ¢5,9i = g/,7s = J5\Ji = Jivdq =

sk = ko= __ X o= __ ko= __ * = __ *k 3 x
Jgr @s = 05, Q; = G, Qg = Ay, Qp = Gy, 2 = 2 ) cujas coordenadas sao

. (mitpe+pe) (ds + py+ 2°B;)
9 = 2*m;fy + mg (m; + e + pa,) Js
gfk _ 59 (dS + pg Tt Z*BJ’) ]*Z*
‘ 2*m;iBy + mg (m; + pg + pa,)””
. B; it
' Vgt di+ g+ g
j; _ wJﬂj j:Z* (3.35)
(Vg +di + py+ ;) (,UJ + MJq)
. ds "
TS Rt
* 1 ( dsﬁa dlﬁ] ) k%
a; = + Js?
’ (E+vat+patpa) \(*Bat+pa)  Ws+di+ps+ps)) "

I a ( dsBa N d;3; > it
! (A + pa,) (€ +Ya+pa+pa) \(2*Ba+pa)  (Wy+di+py+ps)) "

e £ ( ds B4 n d; 3 ) it
’ pa(§+va+tpatpa) \ (20 +pa)  (W+didps+ps))™"
" mi+ pa + e, 02" + 0oz + b2t + by

oo cazt + 32 4+ o2 + 12t + ¢

onde os coeficientes by, by, by, b3 podem ser positivos ou negativos, ¢4, c3, C2, ¢1 € ¢
sao todos positivos, escritos como combinagoes dos parametros. Todos esses coeficiente

encontram-se no Apéndice B.

Finalmente z*, a tltima coordenada de P*, é obtido ao determinar as solucoes
positivas da equagao

— = 2 A (R —1) =0 (3.36)
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onde R.; possui a mesma expressao do Ry dado na equacao (3.12) porém avaliado em
P* e nao mais em PY. No equilibrio, R.; = 1, onde R.; é o nimero reprodutivo efetivo.
Assim com R.; = 1, hd solucoes tal que z* # 0 e elas sao as raizes da equagao de segundo
grau

By (j2)2" + Ev(j2)2" + Eo(j2) = 0 (3.37)

com Es(j*), E1(5¥) e Eo(jF) dependentes de jI e expressos por

. ds + D »
E()(]S> _ ,UAD() l(ﬁ!]nG (D ILI/J) _|_ 2 + D) js . 1] ,
0 HAL,

E(j:) = Di Kﬁ“’"" Dyttt e %f )l + Domify +D> i - 1] ,

mift,

Ey(j;) = Baﬁgmiuzl<D+ﬁj”G>j;—1]

e Dy, Dy, Dy e D combinagoes positivas dos parametros que também podem ser vistas no

Apéndice B.

Embora a equagao (3.37) admita duas solugdes positivas e, portanto, dois
valores para z* € (), verificamos, numericamente, que apenas um deles satisfaz a condicao

para que jI € €2, que é b3z + byz*” + byz* + by > 0.

Devido a dimensao da matriz e a complexibilidade do ponto de equilibrio de
coexisténcia, nao foi possivel determinar analiticamente as condicoes para estabilidade
local de P*. Numericamente verificamos que, se Ry > 1, P* é local e assintoticamente

estavel.

As condigoes de existéncia dos pontos de equilibrio podem ser vistas na Figura

3.2 e sua estabilidade resumidas abaixo.

1. A extincao dos anuros e da doenca, dado por P, sempre existe e é estavel caso

Qo < 1 e instavel caso contrario.

2. A populagao de anuros estd bem estabelecida na auséncia de zodsporos. O ponto
de equilibrio trivial PY existe se Qg > 1 e é globalmente estdvel se Ry < 1 e Qg > 1,

instavel caso contrario.

3. A coexisténcia da populacao de anuros com Bd, descrita pelo ponto P*, sé existe se

Qo >1e Ry > 1 e, numericamente, verificamos que é localmente estavel.
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Qo

0 *
WP ’g‘i‘t

~c

Ry

Figura 3.2: Condigoes de existéncia dos trés pontos de equilibrio do modelo dado pelo
sistema (3.1). O equilibrio de extingdo P sempre existe, o equilibrio trivial P° sé existe
caso (g > 1 e o ponto de equilibrio de coexisténcia P* sé existe se Qg > 1 e Ry > 1.

Discussao

Para analisar a estabilidade local do ponto de equilibrio trivial P°, nés verifi-
camos as condigoes para que os autovalores da matriz Jacobiana J(P), dada na equagao
(3.18), tivessem todos parte real negativa. Devido & forma triangular de J(P°), essa an4-

lise restringiu-se a anélise dos autovalores das matrizes Jo (equacdo (3.19)) e F (equagao
(3.20)).

Pelo critério de Routh-Huwitz mostramos que todos os autovalores da matriz
da dinamica dos anuros, Js, tem parte real negativa. Como a equacido caracteristica
) )
da matriz de transmissao, F, resultou em um polindmio de grau 6, esses critérios nao
Y Y 7
puderam ser verificados analiticamente e nos restringimos a anélise do termo independente,
by = det(F). by, quando escrito da forma K;/K,, resulta no limiar Ry dado pela soma
R, + R; + R, que sua interpretacao bioldgica resume-se a o nimero de novos z00sporos
produzidos por girinos, juvenis e adultos apos um unico zodsporo encistar em hospedeiro

presente na populacdao completamente suscetivel.

Para verificar a magnitude dos autovalores da matriz F verificamos as condi-
¢oes para que —F seja uma matriz M e para que F seja uma matriz de Metzler-Hurwitz.
Por ambos os métodos concluimos que, se Ry < 1 todos os autovalores de F estarao lo-
calizados na metade esquerda do plano complexo portanto, nesta condicao, P° é local e

assintoticamente estavel. Ambos métodos estao mostrados em detalhes no apéndice A.
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O método da matriz de préxima geracao, realizada com duas construcoes dis-
tintas dos vetores f e v resultou em duas expressoes diferentes para o raio espectral da
matriz de préxima geragao porém, com o mesmo valor limiar Ry. Na primeira construgao
o raio espectral pode ser obtido analiticamente, p = v/Ry. Note que p nao é o nimero
bésico reprodutivo definido em (3.12), mas sim sua média geométrica. Ja na segunda
construcao, a obtencao da expressao analitica do raio espectral nao pode ser obtida po-
rém, por meio da conjectura apresentada em Yang (2017b), obtivemos o valor limiar para
p igual a Ry. Como essas duas construgoes da matriz de proxima geragao resultaram no

mesmo valor limiar, podemos concluir que ndo hd um segundo limiar (Yang, 2017a).

Por meio da anélise das condig¢oes da teoria da matriz M, de Metzler - Hurwitz
e dos critérios de Routh-Hurwitz estamos realizando diretamente a anélise espectral da
matriz F enquanto o método da matriz de préxima geracio, F1 V1!, possibilita a obtencao
de um limiar, a partir da sua equagao caracteristica as vezes sem conhecer o seu raio

espectral.

Além da obtencao do limiar, as matrizes F1 e V1, obtidas pela teoria da matriz
de préxima geracao, foram utilizadas na construcao de uma fungao de Lyapunov, conforme
proposto por Shuai & van den Driessche (2013). De (3.34) temos que a negatividade da
derivada de ) é assegurada se o raio espectral da matriz de préxima geracio p(F1 V') < 1.
Embora p nao tenha sido utilizado explicitamente, p < 1 garante a estabilidade global de
P°. Portanto, o limiar obtido dos coeficientes da matriz de préxima geracao sao suficientes

para que a condicao de negatividade de () seja satisfeita.

Como os anuros dividem o mesmo ambiente aquatico, todas as fases contri-
buem para a produgao do reservatério de zodsporos infecciosos. Para que nao haja o
estabelecimento do Bd, a producao de novos zodsporos a partir de um zodsporo livre
que encistou um anuro (em qualquer fase) dentro da populacao completamente suscetivel
deve ser estritamente menor do que um. Neste cendrio, R,, R; ou R, sao dois deles nulos
(fases que o fungo nao encistou) e o terceiro estritamente menor do que um, garantindo a
incapacidade do fungo de se estabelecer. Como PY é um ponto de equilibrio globalmente

estavel, na ausencia do fungo a populacao de anuros esta bem estabelecida.

Porém, uma das principais caracteristica do Bd é seu ciclo de vida curto e
sua alta taxa reprodutiva, que pode resultar em Ry > 1, levando ao estabelecimento da
infeccao em uma populagao de anuros previamente suscetivel. No curso da epidemia,
a fracdo de suscetiveis remanescentes serda decrescente e neste caso um novo equilibrio

aparece, P*, que s6 existe se z* #0 e Ry = 1.

Rep = Ry, + R, + Ri + R; | onde Ry, = Ryi5, R,
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*

e Ry ;= RZ% Note que %, % e Z—é sao as fracoes de girinos, juvenis e adultos que ainda
estao suscetiveis apds o estabelecimento do fungo. Portanto, a coexisténcia é assegurada
se cada infeccdo produzir exatamente uma nova infeccao secundaria em uma populacao
que nao esta mais inteiramente suscetivel. Neste caso, a taxa reprodutiva efetiva do fungo
¢é igual a 1, ou seja, um tnico zodésporo, que encistou em um anuro que ainda encontra-se

suscetivel (girino, juvenil ou adulto) ird produzir exatamente um novo zo6sporo infeccioso.

Estabelecida as condicoes de existéncia e estabilidade dos pontos de equilibrio
de modelo, na préxima se¢ao analisaremos a dinamica de infeccao para a Rana muscosa,
uma espécie de ra que possui comportamento preferencialmente aquatico mesmo nas fases

pos metamorfose.

3.2 Dinamica Rana muscosa - Bd in stlico

Rana muscosa ou “ra-de-pata-amarela-da-montanha” ( Mountain-yellow-legged-
frog), é uma espécie de ra endémica das regioes montanhosas da Serra Nevada na Califérnia
que sofreu um grave declinio nas tltimas 3-4 décadas, passando de espécie abundante para
ameagcada (Briggs et al., 2005; Hammerson, 2018; Vredenburg et al., 2010). Estima-se que
sua populacao foi reduzida em 90% perdendo mais de 50% de suas localizacoes histéricas
(Bonham, 2011; Brown et al., 2014). As causas indicadas para esse grave declinio foram:
a introducao de espécies de peixes nao nativos, causando a perda de habitat e predacao
(Knapp & Matthews, 2000); e principalmente a quitridiomicose que, devido ao seu com-
portamento altamente aquatico, ao longo periodo em que permanece girino e a regiao onde
habita (as regides mais frescas da Serra Nevada) que possui intervalo de temperaturas pro-
picias para o Bd, tornando esta espécie suscetivel ao fungo (Berger et al., 2005; Bonham,
2011; Bradford, 1991; Briggs et al., 2010, 2005; Fellers et al., 2001; Fish & service, 2012;
Rollins-Smith et al., 2006; Sapsford et al., 2013; Stevenson et al., 2013).

Como é uma espécie endémica, desde seu declinio populacional esforcos vém
sendo dedicados para restabelecer a populacao, recolonizando sitios onde foi extinta e, prin-
cipalmente, buscando entender como a quitridiomicose afeta a espécie nas diferentes fases
de sua vida por meio de experimentos laboratoriais e modelagem matematica (Lewis et al.,
2016; Pope & Matthews, 2001; Santana et al., 2015; Tunstall, 2012; Wilber et al., 2017b;
Woodhams et al., 2012, 2007), tornando a literatura abundante de dados.

Em 2007 a populagao de R. muscosa foi formalmente divida em duas espécies:
R. muscosa e R. sierrae, sendo a primeira encontrada nas regioes ao sul e a segunda mais

ao norte (Hammerson, 2018; Vredenburg et al., 2007).
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Esses animais na fase adulta apresentam tamanho entre 4 e 8 cm, com fémeas
ligeiramente maiores do que os machos, e coloragao amarelada na parte de baixo das
pernas traseiras e da barriga. Apresenta girinos grandes (aproximadamente 7 ¢cm) com
coloragao escura (pretos ou castanho escuro) geralmente encontrados em lagos ou riachos
(Bonham, 2011; Brown et al., 2014). Na Figura 3.3 encontram-se imagens de girinos e

adultos dessa espécie.

Figura 3.3: Girinos e um adulto de Rana muscosa. Fonte: Brown et al. (2014)

E altamente aqudtica e fiel a sua lagoa, raramente encontrada longe da dgua (<
2 metros) (Fellers et al., 2001; Matthews & Preisler, 2010; Mullally & Cunningham, 1956;
Pope & Matthews, 2001) e, devido ao frio intenso da regido, os animais podem passar de
seis a nove meses em hibernagao debaixo d’dgua (Brown et al., 2014; Mullally & Cunningham,
1956; Santana et al., 2015).

Assim que os lagos comecam a descongelar, inicia-se o periodo reprodutivo,
entre Abril e Julho. Machos atraem as fémeas através de cantos submersos que podem ser
ouvidos fora d’dgua a uma curta distancia (até 2 metros). As fémeas fixam as massas de
ovos em vegetacao submersa ou a rochas préximas a costa que entre duas e trés semanas
eclodem iniciando a fase larval, com duragao média de 2 a 4 anos até sofrer metamorfose (o
tempo depende da altitude e da temperatura) (Knapp, 2018; Knapp & Matthews, 2000),
seguido de mais trés a quatro anos para atingir a maturidade sexual, totalizando em
média, de seis a oito anos para iniciar a reprodutgao (Brown et al., 2014) na qual podera
viver por em média mais 4 anos. Embora raros, adultos com mais de 10 anos ja foram
encontrados na natureza (Matthews & Miaud, 2007), totalizando assim um ciclo de vida

completo com no maximo 14 anos.

Baseado nessas informagoes, consideramos que um animal levara 3 anos para
concluir a metamorfose, portanto m, = m; = 1/1095 d~', e 3,5 anos para atingir a
maturidade sexual, logo a taxa de desenvolvimento dy, = d; = 1/1277,5 d~!. Esses

animais permanecem na fase adulta reprodutida por mais 4 anos, ou seja, ps = 1/1460
d-1.
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Iniciada a fase reprodutiva, Livezey & Wright (1945) observaram uma fémea
de R. sierrae que ovipositou seis massas contendo 100 — 350 ovos (média de 233 ovos por
massa) em um dia. San Diego Zoo (2018) relatou que a postura dos ovos ocorre no meés
de maio e Wheeler (2007) verificou que, para a Rana boylii ela ocorre durante 14 a 19 dias.
Essa informacao nao foi obtida até o momento para a R. muscosa, portanto consideramos
que, durante o periodo reprodutivo, uma fémea deposita uma massa contendo 233 ovos
por dia durante 20 dias, totalizando entao 4660 ovos por fémea durante seu periodo ativo
(~ 100 dias) o que resulta em § = 12,7671 ovos/fémea d~! durante um ano completo.
Nao ha dados que afirmem que, para essa espécie a oviposicao ¢é afetada pela colonizacao

do fungo, portanto consideramos 6, = 6;.

A mortalidade dos girinos em campo ¢ dificil de ser estimada uma vez que
ocorre devido a inimeros fatores desde congelamento dos lagos, doengas (como ranavirus),
predacao por peixes, passaros e até mesmo outras espécies de anfibios. De 2001 a 2007
Smith et al. (2017) verificaram em um determinado lago uma taxa de mortalidade dos
girinos variando de 1% a mais de 50% sendo que nenhum deles apresentou sinais de
infeccao por Bd. Como essa mortalidade nao esté relacionada a infeccao utilizamos como
taxa de mortalidade natural a mediana das mortalidades observadas por ele, portanto
consideramos 14, 8% de mortalidade nos girinos e pg, = 0 pois a quitridiomicose nao afeta

esta fase (Briggs et al., 2005; Rachowicz & Vredenburg, 2004; Vredenburg et al., 2010).

Como 14, 8% refere-se a mortalidade durante o periodo de girino, para deter-
minar a taxa de mortalidade didria assumimos que ug segue uma distribuicao exponencial
dada na equacao (3.38)

Gy = G, exp(—Kt) (3.38)

onde, para determinar K = i consideramos G; = 100 girinos e apds 1095 dias G = 85

girinos, portanto a taxa de mortalidade obtida foi ug = 1,484 x 1074 d™ 1.

A fase mais letal da infeccao ocorre logo apds a metamorfose, exibindo uma alta
taxa de mortalidade que chega a 100% (Andre et al., 2008; Briggs et al., 2005; Vredenburg et al.,
2010; Wilber et al., 2017b). Esta mortalidade estd relacionada com o nivel da infeccao,
geralmente ocorrendo quando é ultrapassado o limiar de 10.000 equivalente genémico de
zodsporos (Voyles et al., 2012b). Andre et al. (2008) observaram que girinos infectados
sobrevivem aproximadamente 25 dias (mediana) ap6s a metamorfose, portanto conside-
ramos fi5, = 1/25 d=! e, enquanto o nivel de colonizacao nao atinge 10.000 zodsporos, o

animal apenas carregador nao exibe mortalidade adicional, portanto p4, = py, = 0.

Assim como pug, py também foi obtido assumindo uma distribuigao exponen-

cial (equagdo (3.38)), Rachowicz et al. (2006) verificaram que apenas 4% dos animais
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conseguem completar a metamorfose, portanto assumindo uma distribuicao exponencial
para essa mortalidade obtemos p; = 2,520 x 1072 d~*. Neste mesmo estudo foi verifi-
cado que 92% dos juvenis infectados sucumbem a infeccao em apenas 25 dias, portanto
Yy =1/25d7L

Embora animais adultos de R. muscosa produzam peptideos capazes de in vi-
tro, inibir do crescimento do Bd, essa espécie mostra-se suscetivel ao Bd (Rollins-Smith et al.,
2006). Em experimentos laboratoriais pesquisadores obtém 100% de infecgdo com pou-
cos dias de exposicao, levando aproximadamente 30 dias para atingir o limiar de 10.000
zoosporos, entdo ¥4 = 1/30 d7' com a mortalidade ocorrendo em aproximadamente 50
dias (Briggs et al., 2005; Wilber et al., 2017b), 20 dias apds atingir o limiar, portanto

consideramos e p14, = 1/20 d~".

Foi verificado que alguns animais sao capazes de se recuperar apds apresen-
tarem sinais clinicos de quitridiomicose sendo capazes de sobreviver apesar da presenca
do fungo (Andre et al., 2008). Ras que sobreviveram a um surto possuiam mais bacté-
rias cutaneas antifungicas, como por exemplo a Janthinobacterium lividum (Lam et al.,
2010; Rubio et al., 2018; Woodhams et al., 2007). No experimento de Harris et al. (2009)
ras tratadas com essa bactéria nao sucumbiram a infeccao e apresentavam-se saudaveis
enquanto as nao tratadas morreram em 139 dias. Um modelo matematico confirmou a
efetividade desta prevencao e estimou que seriam necessarias bioinoculagoes anuais per-
pétuas com 10'2? a 10' J. lividum, sendo elas mais efetivas durante o perfodo reprodutivo
(Ackleh et al., 2016). Além disso, descamagao da pele tem se mostrado altamente efetiva
e capaz de eliminar a infecgdo em algumas espécies de anfibios (Ohmer et al., 2017). Por

essas razoes consideramos que a taxa de imudidade dos adultos € = 0,01x d~.

O termo de transmissao para a dinamica R. muscosa e Bd também ja foi esti-
mado. Rachowicz & Briggs (2007) associaram experimentos laboratoriais e de campo com
a equacao diferencial % = —¢@S para determinar a forma do termo de transmissao para
girinos, por meio do contato com outros girinos infectados e, ou por zodsporos livres no
meio aquético (em duas localizagbes distintas), enquanto Wilber et al. (2017b) estimaram
a probabilidade de transmissao para adultos ¢ = 1 — exp(—A) por meio de experimentos

onde combinou diferentes densidades de adultos e girinos.

A transmissao devido a zodsporos livres em ambiente aquatico foi estimada
em 1,43 x 1072 com intervalo de confianca de 95% (7,67 x 1073, 2,32 x 1072) para
um lago e 3,46 x 1073 com intervalo de confianca de 95% (8,88 x 1074, 8,02 x 1072)
(Rachowicz & Briggs, 2007). Considerando £, o valor médio obtido nos dois lagos em

uma lagoa com capacidade de suporte do lago de K = 5000, obtemos /3, = 8,8800 x 107°.
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A transmissao nos juvenis ainda nao foi estudada, porém como essa é a fase mais suscetivel
estimamos f; como a média entre o maiores valores obtidos nos intervalos de confianca
obtidas por Rachowicz & Briggs (2007), resultando entdo em By = 5,17 x 1072, ou seja,
B; =5,1700 x 107°d"".

Wilber et al. (2017b) determinaram a probabilidade de transmissao do ambi-
ente aquéatico independente da densidade de zo6sporos como sendo ¢ = 1 —exp(—8, 07 x
1072)d"! e dependente da densidade de zo6sporos por ¢y = 1 — exp(—1,09 x 1072 In(Z +
1)At. Devido a presenca do termo logaritmico optamos por usar ¢; para estimar [,

portanto considerando 84 = 8,07 x 1072, temos 3, = 8,0700 x 10~°d L.

Para determinar a contribuicao de animais infectados na populacao de zodspo-
ros utilizamos os dados de Wilber et al. (2017b), disponibilizados em seu material suple-
mentar Wilber et al. (2017a) onde foram obtidos, utilizando PCR quase semanalmente,
o numero de zodsporos equivalente de girinos e adultos por mais de 100 dias. Como
Wilber et al. (2017b), consideramos que todos os zodsporos produzidos pelo zoosporangio
serao liberados ao ambiente externo, portanto o niimero de zodésporos liberados em meio
aquatico por um girino infectado (7g,) serd igual a sua carga de zodsporos. Para essas
quantidades determinamos a carga média diaria dos girinos infectados presentes em aqua-
rios onde havia somente um adulto, obtendo assim 7g, = 329,9137 zodsporos/girino X
d=!. Durante o desenvolvimento da pesquisa, alguns girinos sofreram metamorfose, entao
os parametros 7, e 1);, foram estimados como a carga média didria de girinos que sofreram
metamorfose e seu terceiro quartil, respectivamente (em aquarios com somente um adulto
infectado), portanto 7, = 51,5260 e 7, = 66,2621 zodsporos/animal d=!. Para os adul-
tos, n4, foi obtido da carga média didria dos adultos infectados que Wilber et al. (2017b)
nao classificaram como doente (assintomaticos) e 74, dos animais sintomaticos ou mortos,
uma vez que swabs foram coletados de animais mortos, resultando em 74, = 522,6748 e
na, = 447,0007 zobsporos/dia.

Todos os parametros e suas respectivas referéncias podem ser vistos na Tabela
3.2. Com ele, obtemos )y = 1900,1253, R, = 16,4238, R; = 0,1987, R, = 2,3899
resultando em Ry = 19,0123. Ou seja, na auséncia da doenca essa populacao encontra-se
em crescimento uma vez que Qo >> 1, mas como Ry >> 1, apds a chegada de um tnico
zodsporo e, ou, animal colonizado ocorrera o estabelecimento da doenca, convergindo

assintoticamente para o equilibrio interno

P* = (g; = 0,03020, g; = 4,5961, j; = 0,0435, j;" = 0,1000, j, = 0,0941,
a; = 0,0002, a; = 0,0025,a; = 0,0017,a,; = 0,0372, 2" = 1819, 3867).
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Tabela 3.2: Tabela com os valores dos parametros utilizados como base para as simulagoes.
Exceto &, o restante dos parametros encontravam-se disponiveis na literatura, conforme
descrito acima. 7q;, 17, 17,, 14, € 1a, foram obtidos dos dados disponibilizados no material
suplementar de Wilber et al. (2017b) disponivel em Wilber et al. (2017a).

Parameétro Valor Referéncia
o 0,5 Brown et al. (2014)
0s = 0; 12,7671 ovos d ! Livezey & Wright (1945); Wheeler (2007)
ms =m; 1/1095 d* Knapp & Matthews (2000)
ds = d; 1/1277,5 d~* Brown et al. (2014)

Ue 1,484 x 107* Smith et al. (2017)
e 0 Vredenburg et al. (2010)
[y 2,520 x 1073 Rachowicz et al. (2006)
[, 0 Brown et al. (2014)

1L, 1/25 d™! Andre et al. (2008); Rachowicz et al. (2006)
A 1/1460 d~* Matthews & Miaud (2007)
A, 0 Briggs et al. (2005)
1A, 1/20 d~* Briggs et al. (2005)

By 8,8800 x 1076 4! Rachowicz & Briggs (2007)
B; 5,1700 x 107> d~* Rachowicz & Briggs (2007)
Ba 8,0700 x 107° d~! Wilber et al. (2017b)
Uy 1/25d7! Rachowicz et al. (2006)
N 1/30d7* Wilber et al. (2017b)

£ 0,01 d—! Assumido

Ne; 392,9137 zot6sporos d Wilber et al. (2017a)
nJ, 51,5260 zo6sporos d ! Wilber et al. (2017a)
n 66,2621 zodsporos d ! Wilber et al. (2017a)
na, 522,6748 zobsporos d ! Wilber et al. (2017a)
N4, 447,0007 zo6sporos d ! Wilber et al. (2017a)

R 1d7t Briggs et al. (2010)

o 0,2 Assumido

As populacoes dominantes de P* sao as infectadas, expressivamente maiores
do que as suscetiveis em todas as fases, fato que representa um cendrio catastréfico para

a espécie.

A dinamica Bd-anuro é dependente da temperatura. Ela altera a reprodu-
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Figura 3.4: Variacao da populagao de girinos, juvenis e adultos infectados (g;, j; e a;) em
equilibrio estacionéario em relacao aos parametros de infeccao: dos girinos 3,, dos juvenis
(B;) e dos adultos (8,) com os parametros da Tabela 3.2, exceto 3, = 5,2002 x 107" e
Ba = 8,0700 x 107° para que as parciais R,, R, < 1. A linha amarela continua indica o
equilibrio estavel e a verde tracejada o equilibrio instavel.

¢ao do fungo (Voyles et al.; 2012a), o comportamento da espécie alvo desse capitulo
(Santana et al., 2015) e principalmente a resposta do hospedeiro ao patégeno (Andre et al.,
2008). Para a dinamica da R. muscosa, a maioria dos parametros encontram-se disponi-
veis na literatura porém, podem apresentar variagao ou até mesmo ser necessario o uso
de aproximagoes, como foi necessario para f3,, a taxa de encontros de adultos e patégeno
que efetivamente levam ao encistamento. Wilber et al. (2017b) estimaram a taxa de infec-
¢ao devido ao contato entre adultos suscetiveis e zodsporos livres em ambiente aquatico
por meio de ajustes depedentes do logaritimo do nimero de zodsporos e, neste trabalho

consideramos a infeccao dependente da densidade.

Na Figura 3.4, é possivel ver o efeito que variagoes nos parametros de transmis-
sao B4, B; e B, exercem nas populacoes de girinos, juvenis e adultos em equilibrio estacio-
ndrio. Inicialmente, temos 3, = 5,2002 x 107", 3, = 5,1700 x 107° e 3, = 8,0700 x 107,
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Figura 3.5: Variagao da populagao total de girinos (g5 +g; ), juvenis (j; +j; +j;) e adultos
(a5 + aj + a; + ay) em equilibrio estaciondrio em relagao aos parametros de infeccao dos
girinos (f3,), dos juvenis (3;) e dos adultos (5,) com os parametros da Tabela 3.2, exceto
By =5,2002 x 10" e 3, = 8,0700 x 107 para que as parciais Ry, R, < 1.

escolhidos de modo que cada parcial R;, R; e R, e Ry sejam todas estritamente me-
nores do que um. Em cada caso, somente um parametro de transmissao foi variado
enquanto os outros permaneciam constantes. Nas Figuras 3.4(a), 3.4(d) e 3.4(g) temos
B, € [0, 5,000 x 107%]; nas Figuras 3.4(b), 3.4(e) e 3.4(h), 8, € [0, 2,4828 x 1077] e, nas
Figuras 3.4(c), 3.4(f) e 3.4(i), 8, € [0, 3,5050 x 10~*]. Todos esses intervalos de variacao
resultam em Ry € [0, 10].

Variacoes em [3; e 3, pouco alteram g, que apresenta uma variacao da ordem
de 107® mesmo com R, variando dez unidades, como pode ser visto nas Figuras 3.4(b) e
3.4(c). Porém, aumentos na taxa de infeccao dos girinos (3,) exerce grande efeito nas de-
mais populacoes. Para os juvenis, maiores valores de 3, resultam em um crescimento mais
acelerado de j; quando comparado com variagoes proprocionais de 3;, termo de transmis-
sao especifico dessa fase (Figuras 3.4(d) 3.4(e)). Nos adultos, resulta em crescimento de

a; para valores iniciais de 3, seguido de um pequeno decréscimo, como pode ser visto na
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Figura 3.4(g). Podemos observar que, comparativamente as variagdes nos outros betas
(B e Ba), By reduz acentuadamente o nimero total de animais nas fases pds metamorfose
J e a. Na Figura 3.5, observamos a variacao do total de animais em equilibrio estacionério

para as mesmas variacoes de 34, 3; e B, consideradas na Figura 3.4.

O total de girinos (g¥ + g;) é pouco afetado pelos parametros de transmissao.
By, que leva a um maior decréscimo de g: + g7, reduz a populacao total de 5 apara

aproximadamente 4,9 animais/volume, como pode ser visto na Figura 3.5(a).

A infecgdo dos juvenis 3; reduz o nimero total dessa populagao (j7 + ji + j7),
o que implica em um decréscimo também nos adultos (a} + a} + a} + a}), uma vez que

menos juvenis se tornardo adultos, como pode ser visto nas Figuras 3.5(¢e) e 3.5(h).

By, a infeccao dos girinos foi a que mais apresentou redugao nas diferentes
fases. Embora ¢! + ¢; apresente pouca variagao devido a f, (Figura 3.5(a)), os juvenis
(ji +Ji +J;) e adultos (a; + af + a; + a;) sdo altamente afetados por ela, apresentando
maior reducao no numero total de animais, até mesmo quando comparado com variagoes
nas transmissoes especificas de cada fase (f; para os juvenis e f3, para os adultos), como

pode ser visto nas Figuras 3.5(d) e 3.5(g).

Além dos termos de transmissao outros parametros podem exercer papel chave
nessa dinamica. A andlise de sensibilidade é uma ferramenta de diagndstico que pode ser
usada para verificar respostas nas variaveis de estado e, ou, nos limiares a mudancas nas
entradas dos parametros. Ela pode explorar as variagoes em uma vizinhanca do parametro
inicial, sendo chamada de analise local ou em todo intervalo factivel, sendo chamada de
andlise global. Em ambos os casos é possivel identificar os parametros mais importantes

na dinamica e também aqueles que nao a influenciam.

A analise de sensibilidade do Ry aos parametros possui alta importancia eco-
logica, pois indica quais os parametros mais importantes no estabelecimento da doenca
em uma populacao previamente suscetivel. Esses resultados servem de guia para toma-
dores de decisao e indicar quais parametros devem ser estimados com maior cautela em

experimentos laboratoriais e de campo.

3.2.1 Analise de sensibilidade do nimero basico reprodutivo - R

Como visto anteriormente, o estado livre da doenca depende de Qg > 1 e
Ry < 1. Esses limiares dependem de quase todos os parametros descritos na Tabela 3.2,

com excessao de #; que corresponde a taxa reprodutiva de anuros infectados, uma vez que
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nao hé transmissao vertical.

Chamaremos de ©¢, o subconjunto dos parametros que compoe (), dado na

equagao (3.5), e de ©x o subconjunto dos parametros que compoe Ry, portanto

@Q = [¢7 957 d57 ms, G, L, MA]
@R - |:¢7 987 dsa me, ,U/G7 ,LLJ7 ,U/A7 dia my, ,UJAN NJAqa [1:]1-, #an MGM
Mz, ﬁav 597 ﬁj7£7 Ny, Nigs NA, NMA,, NG ¢J7 ¢A} .

A variacao em @y e Ry devido a incerteza nesses parametros é dada por 6 Qg = Hq 00¢ e

0
0 Ry = Hg 00, onde Hq = A} ¢ um vetor linha cujos elementos hj = ago, j=1---,7
J
OR
e Hr = I}, com elementos h} = 87@0’ j=1,---,26 sao as fungoes de sensibilidade.
J

Seja V(Op) a matriz de covariancia de © . Assumindo que todos os ©; € O

sao nao correlacionados, V(Og) serd uma matriz diagonal dada por

042) 0 0
v |0 e 0
(Or) = (3.39)
0 O 0
0O O aiA

onde o} = var(¢), o5 = var(f;) e assim sucessivamente. A matriz de covariancia V(Ry)

para a distribuicao multivariado de R, sera dado por
V(R,) = Hr V(05) Hg', (3.40)

onde Hr' ¢é o vetor transposto de Hg. Substituindo (3.39) em (3.40) temos

26

var(Ro) = ) _ (h§)2 (0e,)?,

Jj=1

portanto, a variacao em Ry devido a incertezas nos valores dos parametros O pode ser

medido por
26

U%zo = ZW}V (0®j)2,

J=1

- : IRy . L
onde h} sao os elementos do vetor linha Hp = — e (0e,)? sdo as variancias de cada

00,

parametro dado em Og. Os parametros aos quais Ry é mais sensivel sao os parametros

que (h%)? (0e,)? assumem os maiores valores.
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De modo similar, a variacao em )y devido a incertezas nos valores dos para-

metros em ©¢ pode ser medido por

7
2 2 2
00, = 2 (h))" (96,)%,
=1
e os parametros aos quais (Jy ¢ mais sensivel serao aqueles que (h?)2 (a@j)2 assume o maior

valor.

Como Ry é composto pela contribuicao das trés fases de vida dos anuros na

producao de zodsporos analisaremos separadamente cada contribuicao.

Os valores dos parametros considerados na Tabela 3.2 apresentam um intervalo
de variacao. As taxas mg, m;, ds, d;, fia, ¥y, 14 s@o o inverso do periodo e os respectivos
desvios padrao serdo calculados como em Yang (2001). O desvio padrao do parametro
T, Op = ;—’5, onde o, é a metade da diferenca entre o valor méximo e o valor minimo do

periodo e p o periodo médio, dado na 3 coluna da Tabela 3.3.

A mortalidade dos girinos varia de 1% a 55% (Rachowicz & Vredenburg, 2004).
Para determinar a taxa de mortalidade didria, usamos a equagao (3.38) com ¢t = 912,5

dias, valor médio de m.

Em campo a mortalidade observada durante a metamorfose variou de 0 a 4%
(Rachowicz et al., 2006). Utilizamos a equagao (3.38) com t = 1277, 5 dias (valor médio

de dy) para determinar a taxa didria de mortalidade dos juvenis.

A variagao no nimero de ovos foi determinada como anteriormente. Conside-
ramos a postura ocorrendo durante 20 dias, totalizando entao de 2000 a 7000 ovos durante

o seu perfodo ativo, o que resulta em 60, € [5,4794; 19, 1780] ovos/fémea d .

Para os parametros que ja encontam-se em taxas, como 0s, 8y, 55, Ba, N, M
N1, MA; € N4,, & taxa e o valor médio foram obtidos da média aritmética do intervalo e o

desvio padrao a metade da diferenca entre o valor maximo e o valor minimo do intervalo.

Para os que nao apresentam variacao relatada na literatura, como proporcao
de fémeas (¢) e taxa de imunizagao de adultos infectados (&), consideramos um desvio

padrao de 10% do valor do parametro.

Na Tabela 3.3 sao apresentados os parametros que compoe O¢ e O, o intervalo
de variacao, o valor médio que sera dado pela média aritmética do intervalo observado na

literatura, a taxa e o desvio padrao.

Para estudar a sensibilidade do Ry aos parametros consideramos dois cenarios:

no primeiro atribuimos aos parametros o valor das taxas médias e do desvio padrao mos-
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trados na quarta e quinta coluna da Tabela 3.3, respectivamente. No segundo cenario
consideramos os valores dos parametros dados na Tabela 3.2 com desvio padrao de 10%

do valor relativo ao parametro.

Tabela 3.3: Intervalo, valor médio e desvio padrao dos parametros da dinamica R. muscosa
- Bd cujos valores encontra-se disponiveis na literatura.

Paramétro Intervalo Valor Médio Taxa Desvio Padrao (o)
¢ 0,5 - - 0,05
05 5,4794 - 19,1780 24,6575 24,6575 13,6986
ms = my; 365 - 1460 (d) 912,5 (d) 0,00110 0,0007
ds = d; 1095 - 1460 (d) 1277,5 (d) 0,00078 0,0001
Jlte 0,00505 (1%) - 0,00066(55%) 0,00280 0,00280 0,00078
15 0 (0%) - 0,00109 (4%) 0,00054 0,00054 0,00054
py, = Vg 1-25d 13 (d) 0,07690 0,07101
LA 1460 - 2920 2190 0,00046 0,00015
A, 5-20 12,5 0,08 0,04800
By 1,46 x 1075 — 3,46 x 1075 8,88 x 1076 8,88 x 107° 5,42 x 1076
B 2,32 x107° —8,02x 107° 5,17 x 107® 5,17 x 107° 2,85 x 107°
Ba 3,00 x 1075 —= 9,00 x 10> 6,00 x 107> 6,00 x 1075 3,00 x 107°
() 1-30 15,5 0,00645 0,06035
13 0,01 0,001
ler 1 - 2489,4766 1245,2383 1245,2383 1244,2383
N7, 1-1901,2509 951,1254 951,1254 950,1255
ure 1 - 1492,5957 746,7978 746,7978 745,7978
nA, 1 - 3349,2472 1675,1236 1675,1236 1674,1236
[y 0,16667(37°C) - 4 (32°C) 2,08333 0,48000 0,44160

Os resultados da andlise de sensibilidade de Qq, Ry e as parciais de Ry, R;j e R,
para ambos cendrios encontram-se nas Tabelas 3.4, 3.5, 3.6, 3.7 e 3.8 onde sao mostrados

os desvios padrao para cada parametro.

Com os parametros e desvios considerados no primeiro cendrio, é possivel obter
Qo < 1, pois Qo+ og, = 4473,4354 £ 9389, 3004, ou seja, Qo € [0; 13862, 7358]. O mesmo
nao é possivel no segundo cenario. Considerando a variagao relativa de 10% em cada
parametro obtemos Qotog, = 1900, 12534+913, 1156, ou seja, Qo € [987,0097; 2813, 2409],

indicando que a populacao de anuros esta bem estabelecida e nao entrara em declinio.
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Como pode ser visto na Tabela 3.4, o parametro mais importante em ambos os
cendrios é a taxa de oviposicao, 6, cuja variacao corresponde a mais de 55% da variacao
total observada no cendrio 1 e a 10% no cenério 2. Porém em ambos cenarios, a variacao

de 6, dentro do intervalo considerado nao é capaz de levar Qg abaixo da unidade.

Os outros parametros mais influentes foram: a taxa de metamorfose dos giri-
nos, mg correspondendo a 21, 76% da variacao e as mortalidades naturais py, 4 € pg para
o cenario 1. No cendrio 2, o segundo parametro mais influente foi a proporcao de fémeas
¢ correspondendo a 20,80% da variagao, seguido das mortalidades p4 e uy, e depois o

desenvolvimento dos juvenis dg, como mostrado na Tabela 3.4.

Tabela 3.4: Analise de sensibilidade do niimero béasico de descendentes gy, considerando
dois cendrios: o cenario 1 com parametros e desvio padrao dados na Tabela 3.3, que resulta
em Qo = 4473,4354 (coluna 2) e o outro cenario (cendario 2) com os parametros dados na
Tabela 3.2 e desvio padrao de 10% do valor do parametro, resultando em @y = 1900, 1253
(coluna 3). Os nimeros entre paréntesis indicam a posigao referente a contribui¢ao do
parametro na sensibilidade de Q).

Qo
Parametro Cenario 1 Cenario 2
0 2485,2399 (1) 190,0153 (1)
ms 2043,8073 (2) 26,5606 (6)
Ly 1826,1970 (3) 144,9784 (4)
A 1458,7289 (4) 190,0125 (3)
Jite 894,6871 (5) 26,5606 (7)
o) 447,3435 (6)  190,0153 (2)
ds 233,2966 (7) 144,9784 (5)
> 9389, 3004 913,1156
Qo/S° 0,4764 2,0809

Para a parcial Ry, cujos resultados estao na Tabela 3.5, em ambos os cenarios
o parametro mais importante é a mortalidade de girinos infectados p¢,, sendo possivel
obter R, < 1 com o intervalo de variagao de p¢, considerado em ambos os cendrios.
Essa variacao corresponde a 46, 84% e 99,6% da variagao total do R, para cada cendrio,

respectivamente.

Para o cendrio 1, além de pg, é possivel obter R, abaixo da unidade com
a variacao da producao de zoodsporos ng. Os valores limiares sao ,u’g}i = 0,1113 (que

corresponde a 8,8 dias) e nl = 42,1716 para o cendrio 1, e /féﬁ, = 0,0164 (que corresponde
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a 61,07 dias) a para o cenério 2. Neste mesmo cendrio, todos os outros paramétros

correspondem a menos de 1% da variacao total do R,.

Embora seja possivel obter R, < 1, a condicao ug, > ,ug’i nao implica em
Ry < 1 pois R; e R, nao dependem de p,, permanecendo constantes e mantendo a soma

R; + R,, e portanto Ry > 1.

Tabela 3.5: Andlise de sensibilidade da parcial R, considerando dois cendrios: o primeiro
com parametros e desvio padrao dados na Tabela 3.3 (cendrio 1), que resulta em R, =
29,5279 (coluna 2) e cendrio 2 com os parametros dados na Tabela 3.2 e desvio padrao de
10% do valor do parametro, resultando em R, = 16,4234 (coluna 3). Os numeros entre

paréntesis indicam a posigao referente a contribuicao do parametro na sensibilidade de
R,.

Rg
Parametro  Cenario 1 Cenério 2
He, 75,7126 (1) 1547,0179 (1)
yler 29,5042 (2) 1,6424 (4)
[z 27,1657 (3) 1,6424 (2)
Bg 18,0227 (4) 1,6024 (3)
Jite 5,9069 (5) 0,2297 (6)
m; 5,2999 (6) 1,4128 (5)
05 0,0037 (7) 0,0009 (8)
ms 0,0030 (8) 0,0001 (12)
iy 0,0027 (9) 0,0007 (11)
A 0,0022 (10) 0,0009 (9)
) 0,0006 (11) 0,0008 (7)
ds 0,0003 (12) 0,0007 (10)
> 161, 6244 1553,5916
Rg/S™ 0, 1827 0,0106

Para a parcial R;, cujos resultados estao na Tabela 3.6, no cendrio 2 R; < 1
e, com a variacdo de 10% considerada, nao é possivel obter R; > 1 uma vez que, neste
cendrio R; £ o, = 0,1878 & 0,5465, ou seja, R; € [0;0,7343]. J& no cendrio 1 onde
R; > 1 e ¢ possivel reduzi-lo abaixo da unidade. O tnico parametro que, com a variagao

considerada ¢ capaz de fazer isso ¢ a mortalidade do zbosporo f,.
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Tabela 3.6: Andlise de sensibilidade da parcial R; considerando dois cendrios: o primeiro
com parametros e desvio padrao dados na Tabela 3.3 (cendrio 1), que resulta em R; =
10,8504 (coluna 2) e cendrio 2 com os parametros dados na Tabela 3.2 e desvio padrao
de 10% do valor do parametro, resultando em R; = 0,1878 (coluna 3). Os ntmeros entre
paréntesis indicam a posicao referente a contribuicao do parametro na sensibilidade de

R;.

R
Parametro  Cenario 1 Cenério 2
e 9,9824(1) 0,0188 (3)
ms 6,9059 (2) 0,0188 (2)
B 5,9813 (3) 0,0188 (4)
17 5,4385 (4) 0,0085 (8)
N7, 5,4005 (5) 0,0103 (6)
1, 4,9573 (6) 0,0097 (7)
Uy 4,8578 (7) 0,0071 (9)
iy 4,5431 (8) 0,0160 (5)
L 1,3871 (9) 0,4338 (1)
ds 0,8201 (10) 0,0044 (10)
d; 0,0139 (11) 0,0003 (11)
0 0,0013 (12) 19,8900 x 107° (13)
A 0,0008 (13) 19,8900 x 107° (14)
e 0,0005 (14) 11,3800 x 1079 (15)
[0) 0,0002 (15) 19,8900 x 107° (12)
> 50,2907 0,5465
R;/$™ 0,2158 0,3437

Para a parcial R,, cujos resultados estao na Tabela 3.7, em ambos os cenarios
¢ possivel obter R, < 1. No primeiro cendario, temos R, £ o, = 46,3060 + 313,1577,
ou seja, R, € [0;359,4637] e o parametro mais importante é o periodo de incubagao do
fungo, 14 cuja variacdo corresponde a 31,7% da variagao total do R,. Este também é
0 Unico parametro cuja variacao considerada é capaz de reduzir R, abaixo da unidade

embora nao reduza Ry j& que I, e R; permanecem constantes.

No cendrio 2 também é possivel obter R, < 1 uma vez que R, + op, =
2,3884 47,2515, ou seja, R, € [0;9,6399]. O parametro mais importante e o tinico capaz
de manter R, < 1 é uy, correspondendo a 74,8% da variacao total do R,. O valor limiar é

u% = 0,0611, que corresponde a 16,36 dias. O restante dos parametros sao incapazes de
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reduzir R, abaixo da unidade e a variacao considerada de cada parametro correspondem

a menos de 2% de sua variacao total.

Tabela 3.7: Analise de sensibilidade da parcial R, considerando dois cendarios: o primeiro
com parametros e desvio padrao dados na Tabela 3.3 (cendrio 1), que resulta em R, =
46,3060 (coluna 2) e cendrio 2 com os parametros dados na Tabela 3.2 e desvio padrao
de 10% do valor do parametro, resultando em R, = 2,3884 (coluna 3). Os nimeros entre
paréntesis indicam a posicao referente a contribuicao do parametro na sensibilidade de
R,.

R,

Parametro  Cenario 1 Cenario 2
Y4 99,2277 (1) 0,0949 (9)
R 42,6016 (2) 0,2388 (4)
n 39,1960 (3) 0,1529 (8)
Mg 29,4722 (4) 0,2389 (3)
A, 27,3838 (5) 5,4264 (1)
Ba 23,0363 (6) 0,2364 (5)
1y 18,9094 (7) 0,1825 (6)
A 15,4510 (8) 0,2415 (2)
nA, 7,0532 (9) 0,0860 (10)
A, 5,2935 (10) 0,0565 (11)
13 2,7384 (11) 0,0543 (13)
ds 2,3857 (12) 0,1799 (7)
vy 0,2119 (13) 0,0022 (16)
B; 0,1287 (14) 0,0024 (14)
L 0,0298 (15) 0,0553 (12)
d; 0,0295 (16) 0,0024 (15)
05 0,0058 (17) 0,0001 (18)
Jite 0,0021 (18) 11,7580 x 107> (19)
0] 0,0010 (19) 0,0001 (17)
> 313,1577 7,2515

Ra /S 0,1479 0,3294

Assim como para a parcial I,, embora seja possivel obter R, < 1 em am-
bos os cendrios nao ¢ possivel obter Ry < 1 pois R, e R; nao dependem de 14 e 4,

permanecendo constantes e mantendo a soma R, + R; > 1 mesmo para R, < 1.
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Tabela 3.8: Anadlise de sensibilidade do niimero bésico reprodutivo Ry com os dois cendrios

considerados. No cendrio 1, Ry = 86,6843 (coluna 2) e no cenario 2 Ry = 19,0001 (coluna

3). Os ntmeros entre paréntesis indicam a posigao referente a contribuigao do parametro

na sensibilidade de Rj.

Ry
Parametro  Cenario 1 Cenério 2
(N 99,2277 (1) 0,0949 (15)
e 79,7496 (2) 1,9000 (3)
He, 75,7126 (3) 1547,0179 (1)
n 39,1960 (4) 0,1528 (14)
My 36,3811 (5) 0,2578 (8)
e 29,5042 (6) 1,6424 (5)
[y 27,3838 (7) 5,4264 (2)
1%} 23,4552 (8) 0,1992 (12)
Ba 23,0363 (9) 0,2364 (10)
By 18,0227 (10) 1,6424 (4)
A 15,4539 (11) 0,2423 (9)
N4, 7,0532 (12) 0,0565 (16)
B; 6,1101 (13) 0,0212 (19)
Jite. 5,9095 (14) 0,2297 (11)
nJ 5,4384 (15) 0,0085 (23)
07, 5,4005 (16) 0,0103 (20)
m; 5,2999 (17) 1,4128 (6)
A, 5,2935 (18) 0,0565 (17)
() 5,0697 (19) 0,0093 (22)
1, 4,9573 (20) 0,0097 (21)
13 2,7384 (21) 0,0543 (18)
ds 1,5658 (22) 0,1762 (13)
I, 1,4170 (23) 0,4891 (7)
d; 0,0157 (24) 0,0020 (24)
05 0,0108 (25) 0,0010 (26)
) 0,0019 (26) 0,0010 (25)
> 523,4048 1561,3801
Ro/$™ 0,1656 0,0122

Finalmente, para Ry cujos desvios podem ser vistos na Tabela 3.8, em ambos
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os cendrios é possivel obter Ry < 1. No cendrio 1 temos Ry € [0;610,0891] e no cendrio 2

Ry € [0: 1580, 3802).

Os trés parametros que mais influenciam a variagao do Ry no primeiro cenério
sao Y4, H. € pg, correspondendo a 19,0%, 15,2% e 14,5% da variacdo total. Dentre
esses trés parametros, ., ¢ o Unico que afeta os parciais R,, R; e R,, porém com a
variacao considerada nesse cendrio (Tabela 3.3) nao é possivel obter Ry < 1. Os outros

dois parametros ¥4 e ug, sao exclusivos das parciais R, e 24, respectivamente.

No segundo cenério as mortalidades dos girinos infectados, dos adultos infec-
tados e dos zodsporos (ug,, jta, € ji,) correspondem a 99,1%, 0,35% e 0,12% da variacao
total do Ry, respectivamente. Embora pg, seja o parametro que mais efeta Ry, como
R; + R, > 1 nao ¢é possivel obter Ry < 1. Os préximos parametros que R, se mostrou
mais sensivel foram a taxa de infecgao dos girinos, produgao de zodsporo por girinos in-
fectados e a taxa de metamorfose dos girinos infectados (3,, ng e m; respectivamente),
portanto quatro dentre os seis parametros que Ry é mais sensivel no segundo cendrio
refere-se a girinos. Esses resultados reforcam a importancia dessa fase na dinamica da
doenca porém, a aplicacao de medidas de controle somente nesta fase nao é capaz de
reduzir Ry abaixo da unidade uma vez que R; e R, nao dependem desses parametros,

permanecendo constantes resultando em 2y > 1 mesmo que R, = 0.

Embora a mortalidade dos animais infectados (parametros de controle) afete
Ry e seus parciais, nao é possivel erradicar o fungo por meio de alguma medida de controle
aplicada a uma fase especifica se o fungo estiver bem estabelecido nas outras fases. O
unico parametro de controle que pode manter Ry abaixo da unidade é a mortalidade dos
zodsporos, presente nas trés fases cujo valor limiar para o cendrio 1 é u!* = 41,6085 e

para o cendrio 2 u‘" = 19,0001.

z

Na Figura 3.6 sao mostradas as variacoes do Ry e de suas parciais para cada
parametro de controle: pq,, [y, fy,, Ha;, fa, € po. Os parametros considerados estao
descritos na Tabela 3.2 com excessao de 3;, n; e n;, que consideramos quatro e duas
vezes maior (respectivamente) para obter R; > 1, ou seja, consideramos /3; = 0,0002,
ns = 103,0520 e n;, = 132,5242.

A mortalidade dos girinos infectados é capaz de reduzir o Ry de 20, 3868 (uq, =
0,001) para 4,9850 (ug, = 0,016) porém, para pg, > ug”i, Ry apresenta pouca variacao

permanecendo com valor aproximado de 4,1 como pode ser visto na Figura 3.6(a).

A mortalidade dos animais infectados nas fases pés metamorfose (juvenis e
adultos) (pg, e pa,) apresenta pouca influéncia na variagdo do Ry. Ry passa de 20,38

quando gy, 4, = 0,001 para ~ 19 para pj, > ,uf,h e fha, > u%‘i, embora as respectivas
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Figura 3.6: Variacao do Ry e seus parciais Ry, R; e R, para diferentes valores de pg;,
Ky Ky BA; Ha, € pto. Considerando f; = 0,0002, ny = 103,0520 e n,;, = 132,5242 e o
restante dos parametros conforme descritos na Tabela 3.2.

parciais possam ser reduzidas abaixo da unidade, como pode ser visto nas Figuras 3.6(b)
e 3.6(e).

Embora o Ry apresente uma variacao de mais de 10 unidades com a variacao
da mortalidade de adultos sintomaticos (p4,), nao é possivel reduzir R,, e portanto Ry,
abaixo da unidade, como pode ser visto na Figura 3.6(f). J4 a mortalidade de juvenis
sintomaticos (f,) reduz Ry de 29,50 (p5, = 0,001) para ~ 19,6 quando s, > ,u?};, como

mostra a Figura 3.6(c).

O tnico parametro de controle no qual é possivel obter Ry < 1 é a mortalidade
dos zodsporos, j,. Na Figura 3.6(d) é possivel ver que R; < 1 para u, > 1,5d"', R, < 1
para p, > 2,46 e Ry < 1se u, > 16,42d*. Porém a soma Ry + R;+ R, = Ry s6 é menor
que a unidade se p, > 20,30d!, ou seja, é necessario que a mortalidade dos zodsporos

seja 20 vezes maior do que o valor considerado.

Em conjunto com a andlise de sensibilidade, esses resultados nos mostram
que espécies que vivem em condigoes climaticas favoraveis ao fungo, como é o caso da R.
muscosa, Sa0 mais suscetiveis a instalagao do patogeno. Para que o fungo nao se instalasse
em uma populagao previamente suscetivel seria necessario um ambiente desfavoravel, que

reduzisse seu periodo de vida de dias para poucas horas.

Além disso, para a situagao considerada no cendrio 2 (cujos parametros estao
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descritos na Tabela 3.2) a fase mais importante para a instalagdo e manutencao da infecc¢ao
sao os girinos, uma vez que o Ry mostrou-se mais sensivel aos parametros de infeccao
nessa fase. Em primeiro a mortalidade dos infectados (g, ), em quarto a taxa de infecgao
(By) e em quinto a produc@o de zodporos (1¢). Isto é novamente ruim para a espécie em
questao, pois os girinos dessa espécies nao sao afetados pela infeccao e levam de 2 a 4 anos
para completar a metamorfose, atuando como reservatérios do fungo que potencialmente

infectara juvenis e também adultos.

No cendrio 02 R; < 1 ou seja, a fase de juvenil nao é capaz de manter a
infeccao sozinha caso girinos e adultos estejam completamente suscetiveis. Isso ocorre
devido a severidade da infeccao nesta fase. A mortalidade dos juvenis, que ainda nao
apresentam sistema imunoldgico completamente desenvolvido, ocorre em poucos dias apds
da exposicao ao patégeno e a producao de zodsporos é a menor entre as trés fases, como

pode ser visto na Tabela 3.2.

Atualmente as principais medidas de controle da quitridiomicose consiste na
retirada de animais infectados do campo. Na modelagem essas retiradas podem ser estuda-
das considerando aumentos nas mortalidades jq, e pa,. Como pode ser visto nas Figuras
3.6(a) e 3.6(e) essas retiradas restristas a uma tnica fase tornam-se ineficiente caso o fungo
ja tenha se instalado em outra, sendo necessario realizar a associacao de duas medidas:
girinos e adultos ou associacao com a mortalidade dos zodsporos que mostra-se capaz de

impedir a instalagao do fungo na populacgao.

Na Figura 3.7(a), é possivel ver que se a mortalidade dos girinos infectados é
muito baixa (ug, < 0,0234d7'), o aumento da mortalidade dos adultos infectados (j14,)
nao é capaz de impedir que o patégeno se instale na populagdo, mantendo Ry > 1 (regido
escura) independente do valor assumido por pa,. Quando associada com a mortalidade
dos zodsporos, aumento na mortalidade dos girinos (ug,) levam a Ry < 1 com menores
valores de ji,. E necessdrio . ~ 2,8d"! para pa, > 0,0234d~! (Figura 3.7(c)) enquanto
para pa, é necessario que yu, ~ 17,6d~! (Figura 3.7(b)).

3.2.2 Avaliacao de estratégias de controle

Para verificar como essas medidas de controle podem afetar a densidade po-
pulacional sobre o tempo, analisamos sobre 950 dias como a populagao de anuros varia
quando a mortalidade dos zodsporos assume diferentes valores (segao 3.2.2), quando uma
densidade de animais infectados é retirada do ambiente (se¢ao 3.2.2) e a associagao dessas

duas (segao 3.2.2). Para o primeiro estudo consideramos como condigao inicial o equilibrio
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Figura 3.7: Variagao do nimero basico reprodutivo Ry de acordo com a variagao simulta-
nea de dois parametro de controle: 4, (d7') e ug,(d7') (Figura (a)), p.(d™) e pa,(d71)
(Figura (b)) e u,(d™') e pg,(d™') (Figura (c)). O restante dos parametros permanecem
constantes conforme descritos na Tabela 3.2.

livre da doenca P° com a introducdo de 10 adultos infectados, ou seja, as coordenadas de

P(0) sao

P0) = (g, =4,9993,g; = 0,j, = 1,3823,j; = 0,j, = 0,a, = 1,5798,  (3.41)
a; =0,0002,a, =0,a, =0,z =0).

Para o segundo estudo, verificamos como o equilibrio de coexisténcia P* é alterado quando

essas estratégias sao adotadas.

Biocontrole do fungo

Rotiferos e ciliados que se alimentam de zo6sporos, podem reduzir rapidamente
a densidade de zoosporos livres, resultando em uma reducao da probabilidade de infeccao
de girinos (Schmeller et al., 2014). Assim, uma estratégia de controle considerada por
pesquisadores seria aumentar a densidade desses predadores afim de controlar a populagao

do fungo, reduzindo a infeccao (Woodhams et al., 2011).

Para verificar o efeito da predacao dos zodsporos na populacao de anuros
suscetiveis verificamos como a populacao suscetivel é alterada para diferentes valores da
mortalidade p,. Consideramos como condigao inicial P(0), dado na equagao (3.41), como
padrao p, = 1,0d~! (valor original dado na Tabela 3.2) e testamos p, = 1,5d7%; 2,0d7';
2,5d7 ' e3 0dt

Embora essa reducao do reservatorio de zodsporos seja expressiva, o aumento
de u, nao é capaz de impedir a infeccao em nenhuma fase de vida, apenas atrasa-la. Nas

Figuras 3.8(b) e 3.8(d) podemos ver que em aproximadamente 850 dias, o numero de
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juvenis infectados e com quitridiomicose serd o mesmo, indepentente do valor de .

Na Figura 3.8(f) é possivel ver que um aumento de apenas 50% na mortalidade
dos zodsporos (p, = 1,5d7 ') reduz seu reservatério em 35,57% no fim dos 950 dias
simulados. J& para u, = 2,5d ™! essa reducio passa a ser de 69, 19%.
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Figura 3.8: Evolugao temporal sobre 950 dias das populagoes infectadas g; (Figura 3.8(a)),
Ji (Figura 3.8(b)), a; (Figura 3.8(c)), com quitridiomicose j, (Figura 3.8(d)), a, (Figura
3.8(e)) e zodsporos z (Figura 3.8(f)) com diferentes valores de da mortalidade dos zo6spo-
ros (p,).

O numero de animais suscetiveis também descresce, mesmo para os maiores
valores de p, como mostra a Figura 3.9. Para u, = 1,0d"!, a populacio de girinos
suscetiveis, Figura 3.9(a), é reduzida a metade da sua populagao inicial em aproxima-
damente 190 dias mas para p, = 2,5d ! por exemplo, a reducao em 50% ocorreria em
aproximadamente 730 dias. Para os juvenis e adultos, Figura 3.9(b) e 3.9(c), essa mesma
redugao que inicialmente ocorreria em 110 dias, passa a ser observada com 425 e 350 dias,

respectivamente.

Além do atraso na infeccao, o pico de juvenis e adultos infectados é menor
conforme ji, aumenta. Com p, = 1,0d~!, o pico de juvenis infectados ocorre em 127 dias,
com 7; = 0,3967 e em 116 dias com a; = 0,4831 . Para u, sendo duas vezes o valor inicial
(u. = 2,0d™1), o pico passa a ocorrer no dia 296 com j; = 0,1768 e com 265 dias com

a; = 0,2145, como mostram as Figuras 3.8(b) e 3.8(c).

Portando, o controle do populacional do fungo aumentando sua mortalidade
nao impede a infeccao mas da ao tomador de decisao mais tempo para implementar outras

medidas de controle.
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valores de mortalidade dos zo6sporos (fi,).

Controle de hospedeiros infectados

Muitos tratamentos que podem ser usados em programas de conservacao de
anfibios tém sido propostos (Kueneman et al., 2016; Woodhams et al., 2012). Como a
infeccao fica alojada na pele do hospedeiro, o tratamento de animais infectados consiste
em basicamente retirar o animal do ambiente e tratéd-lo com banhos de fungicida apropri-
ados. A escolha do tratamento depende de muitos fatores entre eles custo, viabilidade da
medicac¢ao, nimero de animais que precisam ser tratados e principalmente a tolerancia do

animal a medicacao.

O tratamento padrao com itraconazol por exemplo, consiste em banhos diarios
com uma solucao de 0,01% durante aproximadamente 10 dias, com 5 minutos de duracao
tem se mostrado efetivo na desinfeccao de animais pés metamorfos. Porém girinos ou ani-
mais recém metamorfos ndo tém se mostrado tolerantes a esse tratamento (Moreno et al.,

2015; Tamukai et al., 2011; Woodhams et al., 2012).

O aquecimento durante 5 dias (32°C') de algumas espécies que toleram altas
temperaturas também tem se mostrado efetivo na eliminagao do patégeno (Campbell et al.,
2019; Chatfield & Richards-Zawacki, 2011; Woodhams et al., 2003). Embora vacina con-
tra o Bd nao esteja disponivel, estudos tém mostrado que apds a primeira infecgao alguns

animais desenvolvem sistema imune e acabam ndo mais se infectando (Rebollar et al.,

2016).
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Para avaliar a efetividade das trés possiveis estratégias de controle acima ci-
tadas avaliamos como a retirada de girinos ou adultos infectados (sintométicos ou nao)
altera o nimero de animais suscetiveis, considerando como condicao inicial o ponto de

equilibrio de coexisténcia P*.

Observamos que, mesmo apés a retirada de 99% dos adultos infectados ou
com quitridiomicose a dinamica da doenca permanece praticamente inalterada. A retirada
desses animais nao afeta a populagao de girinos nem de juvenis e pouco aumenta o nimero
de adultos recuperados. Esse resultado concorda com a andlise de sensibilidade realizada

na secao 3.2.1.

A estratégia mais efetiva foi a retirada dos girinos infectados. Apéds a retirada
dos animais infectados é observado um aumento no niimero de suscetiveis em todas as fases
porém, como o fungo esta bem estabelecido, a populacao suscetivel decresce novamente,

resultando assim em picos populacionais.

Na Figura 3.10(a) é possivel ver que o pico de girinos suscetiveis g; quase
duplica seu tamanho com o aumento da porcentagem de girinos infectados retirados. Com
a retirada de 30% o pico ocorre com g, ~ 1,20, enquanto que com a retirada de 60 e 90%
ocorre em g; ~ 2,33 e 3,978 anos. O mesmo é observado para adultos e juvenis cujos
picos sao observados em a, ~ 0,0004; 0,0008 e 0,0035 para os adultos e j, ~ 0,056;
0,079 e 0, 168 para os juvenis com a retirada de 30%, 60% e 90% dos girinos infectados,

respectivamente, como pode ser visto nas Figuras 3.10(f) e 3.10(c).
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Figura 3.10: Evolugao temporal sobre 8 anos das populacao de girinos, juvenis e adultos
com uma retirada anual de girinos infectados nas porcentagens: 0%, 30%, 60% e 90%
durante os 6 primeiros anos.

nos juvenis suscetiveis (Figura 3.10(c)) e um descréscimo nas populacoes infectadas j; e j,

E possivel ver que logo apds a retirada dos girinos infectados ha um aumento

(Figuras 3.10(d) e 3.10(e)). Para os adultos, essa estratégia de controle resulta no aumento

de todas as populagoes, principalmente a recuperada (Figura 3.10(i)) indicando que, a

retirada de girinos infectados resulta em mais animais sobrevivendo até a fase adulta

independente do compartimento (suscetivel, infectado, quitridiomicose ou recuperado).
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Essa estratégia também reduz o reservatério de zodsporos, como pode ser visto na Figura

3.10(j).

Para tornar-se uma medida de controle efetiva é preciso que as retiradas ocor-
ram anualmente. Com apenas dois anos sem esse controle as populagoes suscetiveis tendem

assintoticamente para o equilibrio de coexisténcia P* (curva preta, Figura 3.10(j)).

Controle de girinos associado ao biocontrole do fungo

Ambas medidas de controle consideradas anteriormente (aumento da morta-
lidade do zodsporo e retirada dos girinos infectados) mostraram-se temporariamente efe-
tivas. Embora seja possivel reduzir o nimero de animais infectados, caso essas medidas
nao sejam aplicadas anualmente nao é possivel reverter a predominancia de populagoes

infectadas.

Testamos entao a associagao dessas duas medidas. Consideramos a retirada
anual de 30%, 60% ou 90% dos girinos infectados, sendo que a primeira ocorrendo no 102

dia (t = 10) e aumento da mortalidade dos zodsporos, sendo essa aplicada em ¢t = 370.

Na Figura 3.11 é possivel ver que mesmo que as retiradas de girinos infectados
parem, o aumento da mortalidade dos zodsporos mantém a populacao suscetivel maior que
o valor inicial ¢ durante o periodo de 8 anos simulado. Quando ocorre a retirada de 30%
dos girinos infectados g5 passa de 0, 30 quando p, = 1,0d~! para 1,2 quando u, = 4,0d™!
(Figura 3.11(a)). J& quando sao retidados 90% dos girinos infectados e a mortalidade dos
zoosporos é quatro vezes maior a populacao suscetivel passa a ser predominante durante

o periodo considerado (Figura 3.11(c)).

Para os juvenis e adultos suscetiveis, Figuras 3.12 e 3.13, a populagao susceti-
vel também torna-se predominante quando ocorre a retirada de 90% dos girinos infectados
(Figuras 3.12(c) e 3.13(c)) e a retirada de outras densidades aumentam a populagao sus-
cetivel. A reducao de 30% dos girinos infectados aumenta a,, passando de 0, 0002 quando
p. = 1,0d7" para 0,0054, quando pu, = 4,0d~! (Figura 3.13(a)). Esse aumento é inex-
pressivo quando comparado com a retirada de 90% dos girinos infectados (Figura 3.13(c)),

que aumenta a, para 0, 1426 resultando em um aumento de 58400%.

A populacao de adultos recuperados também apresenta um aumento em todos
os casos considerados, porém o mais expressivo ocorre com a retirada de 90% dos girinos
infectados, como pode ser visto na Figura 3.13(1). A alta mortalidade dos zodsporos (p, =
4,0d™") associada com a retirada de 90% dos girinos causa acentuado aumento no adultos

suscetiveis (Figura 3.13(c)) e reducao nos infectados e, ou, com quitridiomicose (Figuras
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Figura 3.11: Evolucao temporal da populagao de girinos suscetiveis g, e infectados g;
com a associagdo de duas medidas de controle: retirada anual de 30% (Figuras 3.11(a) e
3.11(d)), 60% (Figuras 3.11(b) e 3.11(e)) ou 90% (Figuras 3.11(c) e 3.11(f)) dos girinos
infectados com diferentes valores de mortalidade dos zodsporos (j.).

3.13(f) e 3.13(i)), mantendo por exemplo a; em densidade menor quando comparada com
i, = 2,0d7, alterando o padrao que era observado anteriormente. Porém, apds o sexto
ano, quando termina a retirada de girinos infectados as populacoes infectadas apresentam

um crescimento.

Esse resultado é importante para a estratégia de conservacao, pois indica que
a associagao dessas estretégias (retirada de 90% dos girinos e p, = 4,0d™!) resultam em

uma maior eficiéncia no manejo de adultos infectados.

Além disso, a associacao de ambas medidas resultam na reducao do reservato-
rio de zodsporos, como é possivel ver na Figura 3.14. Com a retirada de 30% dos girinos
infectados (Figura 3.14(a)) e o aumento da mortalidade, no fim dos oito anos considerados
a populacao de zodsporos que seria de 1820, 71 para p, = 1,0d ! passa a ser 364, 00 para
p, =4,0d7'. Com a retirada de 90% dos girinos infectados (Figura 3.14(c)) esse nimero

passa para 104, 31, ou seja, uma reducao de aproximadamente 95% do reservatorio.

3.2.3 Impactos do transporte de animais infectados

Uma das grandes preocupacoes de herpetélogos e conservadores ambientais
refere-se ao impacto humano na dispersao do fungo entre lagos e riachos. Durante a

coleta de anuros, botas e instrumentos de trabalho podem transportar o patdgeno de
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Figura 3.12: Evolucao temporal da populacao de juvenis suscetiveis j,, infectados j; e
com quitridiomicose j, com a associagao de duas medidas de controle: retirada anual
de 30% (Figuras 3.12(a), 3.12(d) e 3.12(g)), 60% (Figuras 3.12(b), 3.12(e) e 3.12(h)) ou
90% (Figuras 3.12(c), 3.12(f) e 3.12(i)) dos girinos infectados com diferentes valores de
mortalidade dos zodsporos ().

um lago infectado para um ambiente nao infectado. Para evitar essa dispersao pra-
ticas de higiene, limpeza de equipamentos e botas, e manejo de animais sao sugeri-
das (Dep. of Environment and Heritage Protection, 2019). Contudo além do impacto
humano, ja foi relatada a presenca de fungos em répteis e penas de passaros, que po-
dem percorrer grandes distancias e assim levar o patdégeno a ambientes aos quais jamais

chegaria (Burrowes & la Riva, 2017; Garmyn et al., 2012).

Para avaliar o impacto da chegada de zo6sporos e de anuros carregadores (in-
fectados) em uma lagoa suscetivel, analisamos a proporc¢ao total de animais infectados
durante 120 dias apés a chegada de 1, 10, 20, 50, 80 e 100 girinos, juvenis e adultos infec-
tados e a introducao de 1 a 10** zodsporos. Tomamos como condicao inicial o equilibrio
livre da doenca PP, com excessao da fase a qual estamos analisando a migracao. Visto

que essa espécie permanece inativa por um periodo em aguas congeladas, restringiremos
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Figura 3.13: Evolucao temporal da populacao de juvenis suscetiveis js, infectados j;
com quitridiomicose j, com a associagao de duas medidas de controle: retirada anual
de 30% (Figuras 3.12(a), 3.12(d) e 3.12(g)), 60% (Figuras 3.12(b), 3.12(e) e 3.12(h)) ou

90% (Figuras 3.12(c), 3.12(f) e 3.12(i)) dos girinos infectados com diferentes valores de
mortalidade dos zo6sporos (fi,).

as simulacoes ao periodo que ela permanece ativa, ou seja, t = 120 dias.

Durante os 120 dias calculamos a soma didria de animais na classe de interesse

(suscetivel, infectada, quitridriomicose ou recuperada) dividido pela soma didria de ani-

=120
E: 0 gp(n)

mais da fase em questao (girino, juvenil ou adulto), ou seja, calculamos —== T
gs(n)Trgi(n

Yoo () > an(m)
A=T20, = 1= ara adul-
S o) () g ()] T o (n) s () Fag () bar(n)] ¥

tos, onde p = 1, 7, ¢ e r representam as classes suscetiveis, infectadas, com quitridiomicose

para girinos,

para juvenis e
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Figura 3.14: Evolucao temporal da populacao de zodsporos z com a associagao de duas
medidas de controle: retirada anual de 30% (Figura 3.14(a)), 60% (Figura 3.14(b)) ou
90% (Figura 3.14(c)) dos girinos infectados com diferentes valores de mortalidade dos
zodsporos ().

e recuperadas, respectivamente. A soma didria foi escolhida considerando que em campo
nao é possivel realizar a contagem de animais continuamente, mas o monitoramento da

lagoa pode ser realizado diariamente.

Como pode ser visto na Figura 3.15, a chegada de um tnico zodsporo tem
pouco impacto na proporgao da populagao de anuros. A introducao de 1, 10, 100 e
1000 zodsporos resultou em 2, 21, 212 e 2016 girinos infectados no fim do periodo de
120 dias. A exposicao a baixas densidades do patogeno nao difere entre as fases. Para
Zini > 103 as fases p6s metamorfose mostraram-se mais afetadas, principalmente os juvenis.
A introducao de 10° zodsporos foi suficiente para infectar 45, 9% dos juvenis, enquanto em
girinos e adultos foi de 20 e 40%, respectivamente. Embora os juvenis sejam mais afetados
pelo fungo, sua migracao ¢ a que menos contribui para a infeccao dos outros estagios e
também no reservatorio ambiental, como pode ser visto nas Figuras 3.16 e 3.17. Esse fato
deve-se a menor producao de zodsporos e ao curto periodo que os juvenis permanecem

infectados, como pode ser visto na Tabela 3.2.

A exposicao a aproximadamente 108 zodsporos infectou 93% da populacao de
juvenis suscetiveis, 79% dos girinos e 62% dos adultos. Os adultos atingiram um limite
de saturagao, ou seja, a exposi¢ao ao numero maior de zodsporos nao resulta em aumento
na proporcao de infectados. Na Figura 3.16 é possivel ver que a migracao de apenas
um animal infectado para um sitio sem Bd nao apresenta muito impacto na proporg¢ao
animais suscetiveis, porém contribui para o reservatorio ambiental com aproximadamente
de 0,6 x 108 zo6sporos (com a migracio do girinos, como pode ser visto na Figura 3.17),

tornando o ambiente critico para os anuros.

As fases mais suscetiveis a introdugao de anuros infectados sao juvenil e adulto.
Isso ocorre pois, como visto na Tabela 3.2, a taxa de infecgao do juvenis (3;) e dos adultos

(B.) sdo mais altas. A chegada de apenas dez girinos infectados reduziu sua populagao
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Figura 3.15: Proporcao total de girinos infectados, juvenis e adultos infectados ou com
quitridiomicose, 120 dias apds a introducao de 1 até 10'3 zodsporos.

de juvenil suscetiveis para 73% enquanto a introducao de adultos reduziu para 98% e de

juvenil para 99%.

Para os adultos suscetiveis a introdugao de girinos infectados é mais prejudicial
quando comparada a chegada do mesmo niumero de adultos infectados. A chegada de
apenas dez animais infectados é capaz de reduzir essa populacdo, passando de 71,15%,
quando hé a chegada de girinos, para 85,04% apds a chegada de adultos, como pode ser

visto na Figura 3.16(c).

Os girinos sao os menos afetados pela introducao de animais infectados, per-
manecendo com mais de 80% de sua populacao suscetivel mesmo apds a introducao de

100 animais infectados, como pode ser visto na Figura 3.16(a).
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Figura 3.16: Propor¢ao da populagao de girinos (gs), juvenis (js) e adultos (a,) durante
120 dias ap6s a introducao de 0, 1, 10, 20, 50, 80 e 100 girinos, juvenis e adultos infectados.

Como é possivel ver na Figura 3.17, as fases que mais contribuem para o reser-
vatério ambiental de zodsporos sao os girinos e adultos infectados, sendo que a contribuicao
dos girinos maior, passando de 2, 34 x 10® quando introduzidos 20 adultos infectados para

3,87 x 10® quando introduzidos 100.

Apesar da taxa de produgao de zoésporos e taxa de infecgao (5,) ser maior para
os adultos, o tempo sobrevivéncia enquanto infectados dos girinos é maior, implicando em

liberacao de zodsporos por maior tempo, o que explica o seu impacto maior na populacao
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Figura 3.17: Soma do niimero de zodsporos (z) durante 120 dias apés a introducao de 0,
1, 10, 20, 50, 80 e 100 girinos, juvenis e adultos infectados.

de zodsporos.

Embora a Figura 3.16(a) mostre que a proporgao de girinos suscetiveis per-
manece similar apds a migracao de girinos ou adultos infectados, ao analisar a evolugao
temporal da populagao durante os 120 dias simulados verificamos que a chegada dos giri-

nos infectados resulta em um niimero maior de girinos infectados, em menor tempo, como

pode ser visto na Figura 3.18.
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Figura 3.18: Evolucao temporal de g, e g; apds a introducao de 0, 1, 10, 20, 50, 80 e
100 girinos infectados (Figuras 3.18(a) e 3.18(d)), juvenis infectados (Figuras 3.18(b) e
3.18(e)) e adultos infectados (Figuras 3.18(c) e 3.18(f)).

Ao analisar a evolugao temporal dos juvenis e adultos sintomédticos (j, e a,),
Figura 3.19 é possivel ver que o transporte de apenas um girino infectado (Figuras 3.19(a)
e 3.19(d)) resulta no aparecimento do primeiro animal sintomético mais cedo do que a

migragao de um adulto (Figuras 3.19(a) e 3.19(d)).
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Figura 3.19: Evolucao temporal de juvenis e adultos com quitridiomicose (j, € a,) apés a
introdugao de 0, 1, 10, 20, 50, 80 e 100 girinos infectados (Figuras 3.19(a) e 3.19(d)), juve-
nis infectados (Figuras 3.19(b) e 3.19(e)) e adultos infectados (Figuras 3.19(c) e 3.19(f)).

Em resumo, esses resultados sugerem que, embora a dispersao em baixa den-
sidade do patégeno nao tenha efeitos negativos na populagao, o transporte de girinos e a
migracao de adultos infectados é mais prejudicial a populacao suscetivel. Portanto, é ne-
cessario maior cuidado no manejo de animais do que na limpeza de botas e equipamentos,

embora ela nao deva ser ignorada.

Para o aparecimento da quitridiomicose em campo (animais sintomadticos), a
migragao de adultos infectados resulta no aparecimento mais tardio de animais sintomati-
cos quando comparado com a migracao de girinos, apesar de ambas manterem a densidade
de animais com quitridiomicose alta. A evolucao temporal para o restante das populacoes

(Js, Ji, @s, a;, ar € z) encontram-se no Apéndice B, Figuras B.1, B.2 e B.3.
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Segunda simplificacao: espécies com desenvolvimento

direto

Anuros que exibem comportamento exclusivamente terrestre nao estao impos-
sibilitados de encontrar zodsporos. Pesquisadores ja confirmaram sua presenga em ambi-
ente terrestre como rochas, solo imido e carcaca de animais mortos (Johnson & Speare,

2003; Longcore et al., 1999).

Acredita-se que sao mais suscetiveis a quitridiomicose do que as aquaticas,

sucumbindo & infec¢do em menor tempo apés a exposicao ao fungo (Mesquita et al., 2017).

Espécies com desenvolvimento direto nao apresentam girinos, eclodindo um
pequeno sapinho imaturo do ovo. Esse modo reprodutivo nao pode ser descrito pelo
sistema de equagoes (2.1), porém, baseado nele, formulamos um modelo onde a fase larval

estd ausente, contendo apenas o estagio juvenil e adulto.

Para essa abordagem consideramos a dinamica apresentada na Figura 4.1.
Assumimos que adultos suscetiveis (Ay), recuperados (A,.) e infectados (A;) ovipositam
O, e 0; ovos dos quais eclodem sapinhos suscetiveis, denotado por J,, que podem tornar-
se infectados por meio do contato com zodsporos livres em ambiente terrestre, Z;. Apds
atingir a maturidade sexual, juvenis tornam-se adultos e, nessa fase, consideraremos como
forma de infec¢ao o contato com zodsporo livre em ambiente terrestre e o contato entre

animais suscetiveis, infectados e com quitridiomicose.

Com essas consideragoes, a dinamica Bd - anuro terrestre é descrita pelo sis-
tema de equagoes (4.1) cujas populagoes e parametros permanecem os mesmos descritos
nas Tabelas 2.2 e 2.1.
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Figura 4.1: Diagrama de fluxo da dinamica ambiente, Bd e anuro com desenvolvimento
direto. As setas verdes tracejadas indicam a reproducao; as cinzas com ponta cheia a
produgao de zodsporo; com ponta fina, a infecgao via contato e as brancas continuas a
transicao entre compartimentos. Os parametros encontram-se descritos na Tabela 2.1.
llustragcao: Raoni Reboucas.

dJ. Js+ Ji+J
s 1 — s i q
i e

dJ; —
dt = 5JthZt —d;J; — pgJi — :LLJiJi — s

dJ,

e Yydi — pgdq — pa,Jq

dA

dt
dA;

dt

dA
d_tq = Yadi — paAy — pa, 4y

dA,

dt

dz,
d_tt = p1 i+ ps e+ paAi + pa,Ag — 1z Ze

) {95 (As + Ar) + 91A1:| - BT]thZt - dst - ,uJJs

= dyJs — Ba,AsZy — i AgA; — agAg A, — piaAs (4.1)

= d;J; + ﬁ;tAsZt +a; AsAi + g AgAy — iaAi — pia, Ai —YaA; — EA;

= €Az - ,U/AAT
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Como as equagoes do sistema (4.1) descrevem um sistema biolégico (anuros
com desenvolvimento direto e fungo), todas as varidveis e parametros sao nao negativos.

Sua regiao factivel é

dK
Qt = {(Jsvt]iat]qusaAiquaAr)EIR.?1_| J5+Ji+Jq§Ka As“‘Az‘i'Aq‘{'ArSTa
A
K d
eZt§<pJ+'OA>}, (4.2)
Hz, HA

onde d = max{dy,d;}, py = méx{pys,, ps,} € pa = max{pa,,pa,}-

Teorema 4.0.1: Positividade das solugoes

As solugoes do modelo (4.1), com condigao inicial positiva, permanecerd no dominio

nao negativo {2, para todo t > 0.

Teorema 4.0.2: Regiao positivamente invariante

A regiao €2, dada na equagao (4.2), é positivamente invariante para o sistema (4.1).

A demonstragao dos teoremas 4.0.1 e 4.0.2 é similar ao que foi feito no Capitulo

3 (teoremas 3.0.1 e 3.0.2).

Os teoremas 4.0.1 e 4.0.2 garantem que o modelo (4.1) estd matematicamente

bem definido e é biologicamente vidvel no dominio €2;.

4.1 Analise do modelo e seus limiares

Nesta secao, iremos desenvolver a anélise do sistema (4.1). Primeiramente,
identificamos seus estados de equilibrio, ou seja, quando todas as derivadas temporais se
anulam, e as condicoes de existéncia e estabilidade desses pontos. A estabilidade local
de cada ponto de equilibrio foi determinada por meio da verificagao das condigoes para
que os autovalores da matriz Jacobiana, avaliada nos pontos de equilibrio, apresentasse
todos os seus autovalores localizados na metade esquerda do plano complexo. Assim
como no Capitulo 3, com a finalidade de facilitar as analises matriciais, reescreveremos o
sistema (4.1) alterando apenas a ordem das equagoes, iniciando com as classes infecciosas
e recuperada (Z, J;, Jy, Ai, A, A;) e, posteriormente, as classes suscetiveis (J; e Ay).
Novamente identificamos dois limiares: o nimero basico de descendentes, denotado por

dd " obtido por meio da analise de estabilidade do equilibrio de extingdo, e o nimero
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basico reprodutivo Ry, que foi obtido de duas maneiras distintas: pela andlise do termo
independente do polinomio caracteristico da matriz Jacobiana avaliada no equilibrio trivial

e por meio da teoria da matriz de préxima geracao utilizando duas construgoes distintas.

4.1.1 Equilibrio de extingao - P/*

O primeiro ponto onde todas as derivadas do sistema (4.1) se anulam, que
chamaremos de equilibrio de extingao e denotaremos por FP/*, representa a extingao de

anuros e fungo. As coordenadas de Pf* sao dadas por

PP = (Z=0,7,=0,7,=0,4=04,=04=0,7,=0,4,=0),

Teorema 4.1.1: Estabilidade local do equilibrio de extingao - P/*

O ponto de equilibrio de extincao

Ji=0,J,=0,4=0,4,=0,4,=0,J,=0,A, =0)

Ptea: = (Z — O,

é local e assintoticamente estdvel em Q;, se Q3¢ < 1, e instével, caso contrario.

Qd4 ¢ o niimero basico de descendentes de anuros com desenvolvimento direto
dado por

1 d
dd — — % pfy x ————| 4.3
= Loxonx 0 43

e interpretado como o ntimero de fémeas adultas que uma tnica féemea é capaz gerar. Uma
féemea, durante sua vida média 1/pu4 oviposita ¢ 6, ovos que se desenvolvem e se tornam
adultas reprodutoras com probabilidade ds/(ds + ). Q3¢ < 1 indica que a populacio
nao é capaz de se manter, uma vez que uma fémea, durante a sua vida média, nao é capaz

de gerar uma nova fémea apta a reproduzir.

Demonstracao: A matriz Jacobiana avaliada em Pf*, é uma matriz triangular inferior

dada por
F 0

J(F) = BV

com matrizes V, B e F dadas por
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—(ds+pg) 005 @b 000 ¢6 0

V= ds —pa 0|, B=|000 0 0],
0 0  —pa 000 ¢ 0

__:U/Zt pJ P, PA PA, ]
0 —(s+di+ps+pr) 0 0 0
F = 0 Yy —(ps +ps,) 0 0
0 d; 0 —(E+va+pa+pa,) 0

L 0 0 VA —(pa + pa,) |

Como J(Pf*) é uma matriz triangular inferior
det[J(PF*) — AN g] = det(F — X I5)det(V — A I3).
O polinomio caracteristico da matriz F, dado por
Ap(N) = —=(A+pz,) A+ +ditpg+ps) (A pg+ g, ) A+ E+Yatpatpa, ) Apatpa,),

possui como raizes A\; = —fiz, Ao = — (Y5 +d; + py 4 pg,), A3 = —(pg + py,), A =
—(§+ Va4 pa+pa,) e As = —(pa + pa,), todas negativas.

J& o polinomio caracteristico da matriz V, correspondente a dinamica dos

juvenis e adultos sadios, é dado por
Av = A+ pa) [N+ (do+ g + pa) X+ palds + p1y) — ¢0ed]

cujas raizes sao \¢ = —la € A7, A\g as raizes do polinomio de grau dois em A. O critério
de Routh-Hurwitz, descrito em Edelstein-Keshet (2005), garante que um polinémio de
grau dois tem suas raizes localizadas na metade esquerda aberta do plano complexo se,
e somente se, os coeficientes de grau 1 e 0 forem ambos positivos. E facil ver que a; =

(dg 4+ pg+ pa) >0 e ag = pa(ds + py) — ¢pfsd, serd positivo se, e somente se, Q4 < 1.

Portanto, se Q3¢ < 1, temos que todos os autovalores de J(Pf®) possuem
parte real negativa, garantindo que, nessa condi¢ao, P é um ponto de equilibrio local e

assintoticamente estavel. |
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4.1.2 Equilibrio Trivial - P!

Caso Q3¢ > 1, P?* deixa de ser um ponto atrator e P2, o segundo ponto de
equilibrio do sistema (4.1), torna-se biologicamente vidvel, uma vez que as suas coordena-

das sao dadas por

P = (Z=0,0;i=0J; =04 =0A4,=04=0J=J0 A=A, (44
Ccom
K e de K
‘]g = W( gd - 1)7 AS = 7W(di_1)>
0 pa Qf

tornam-se todas positivas.

A condigao Q¢ > 1 garante que a populacio de anuros terrestre estd bem

estabelecida na auséncia do fungo.

Teorema 4.1.2: Estabilidade local do ELD - P
O ponto de equilibrio

P = (Z=0,1;=0,J,=0,4 =0,4,=0,4,=0,J;, = J), A, = A))

é biologicamente vidvel se Q¢ > 1, local e assintoticamente estdvel se Q3¢ > 1 e

R4
dd R t — R
_ 1
RO maX{RAcv Jts (1 _ RJi)<1 Ac)} =

e instavel, caso contrario.

O nuimero bésico reprodutivo - R$?

O limiar para a estabilidade local de P?, R4?, é definido por
R = max {R4,, Ry, R}, (4.5)

onde
Ry,

M= TR0 - Ra)
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¢ o nimero basico reprodutivo que, como serda mostrado abaixo, foi obtido de duas manei-
ras distintas: (i), por meio da andlise do termo independente do polinomio caracteristico
da matriz Jacobiana avaliada em P2, e (ii), por meio da teoria do raio espectral da matriz
de préxima geracao com duas construgoes distintas. Ambas andlises resultaram nesse

mesmo limiar, portanto o R definido em (4.5) é tnico.

De (4.5), podemos ver que o R34 é definido em termos de trés parciais: Ra,,
Ry, e Ry,. A parcial Ry, refere-se a infeccao dos adultos devido ao contato com outros

adultos infectados ou com quitridiomicose dado por

1

R, —
AT E o a + A+ i,

(ozi A+ —F—q, A(;) (4.7)

que pode ser interpretado como o niimero de infecgoes secundarias a partir de um adulto

-1
E+vatpatpa,

fectar um adulto suscetivel com probabilidade a; A? e, enquanto infectado, esse adulto

YA
HATRA

infectado. Ou seja, um adulto infectado, durante sua vida média pode in-

possui uma probabilidade de desenvolver a quitridiomicose sem morrer e infectar

q
a,A? adultos suscetiveis.

A parcial Rj, dada por

1 L iy 1
PJ;
Yy +d; + g+ Yy +di + pg+ pg g+,

1 _
RJt = ﬁJt‘]g ( pJq) ) (48)
Kz,

refere-se a producao de zodsporos por juvenis. Biologicamente, I?;, pode ser interpretado

como o numero de zodsporos que um unico zodsporo que encistou em um juvenil pode

produzir. Ou seja, um zodsporo, durante sua vida média u%’ pode encistar em um juvenil
t

suscetivel com taxa 3, JO que, durante sua vida média , produzira p;, novos

1
Yy+ditpgtpg;

z0oOSporos ou passard para o estagio sintomatico com probabilidade Mfﬁ —, produzindo
q

pJq 110VOS ZOéSpOI"OS.

Finalmente, a parcial Ry, refere-se a produgao de zodsporos por juvenis infec-

tados que se tornaram adultos e por adultos infectados dado por

1 - d; 1
Ry, = — B5,J? ' ( PA,
piz, T by di A g+ s \E+ YA+ pa+ pa,
Y 1 )
-+ pAq
§+tatpat pa, pa+ pa,
1 - 1 ba 1
M\ EFdat pa g, E S a ot pa o+ pia, pia + pia, (4.9)

Assim como Ry,, R4, representa o nimero de novos zoésporos produzidos por
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um adulto. Um zodsporo, durante sua vida média 1/uz,, pode encistar em um juvenil
suscetivel a uma taxa 37, J0 que, infectado, pode se desenvolver para o estagio adulto com
ey d 1
robabilidade ———%—— —_—
p Yytditug+pg, Etatpatpa;
produzir p4, novos zo4sporos ou passar para o estagio sintomético da doenga com proba-

, sobreviver a ela com probabilidade e, finamente,

bilidade HAIiIZA , onde ird produzir p, novos zoosporos. Para os adultos, um zodsporo,
q

durante sua vida média 1/puz,, pode encistar em um adulto suscetivel com probabilidade

v 0 . s 1. 1 .« ,
Ba, Ay que, durante sua vida média Ty produzird p4, novos zodsporos ou pode
desenvolver a quitridiomicose com probabilidade /J«A’ﬁ?/« —, produzindo p, novos zo4sporos.

q

J& a fracao R, representa o efeito que R4, e Ry, exercem ao impulsionar a
rota de transmissao dada por R4,. Se R4, e Rj;, < 1, temos que R; > R4,, uma vez
que o denominador de R; sera estritamente menor do que um. Portanto, a producao de
zodsporos por juvenis (Ry,) e a transmiss@o via contato entre adultos (R4,) juntamente
com a produgao de zo6sporos por adultos (Ry,), facilitam a instalagdo do fungo pois,
mesmo quando eles sao estritamente menores que um, R; pode assumir valores maiores,

assegurando a instalacao da quitridiomicose, tornando P? um equilibrio instéavel.

Rl4 a partir do polindémio caracteristico da matriz Jacobiana.

A matriz Jacobiana do sistema (4.1) avaliada em PP, J(P?) resulta em

F 0
J<Pt0):
Jy I,
onde B . .
—By 0 - 0B g0 (1-%) 0
Jy=| —B,A° 0 0 —a; AY —agAY |
0 0 0 ¢ 0

—(ds+ pg) — 0052 60, (1 %) 00, (1- %)

J2 = d —HA 0 €
0 0 —HA
—Hz P PJq PA PA,
BJt JSO —Qa9292 0 0 0
F = 0 ’QZ)J —Aas3 0 0 ) (410)

BaAY 4 0 —au+aAY o, A°

s

0 0 0 Ya —ass5 |
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onde agy, aszs, aq € ass estao definidos na equagao (3.9). A estabilidade local de P ¢é
assegurada se verificarmos que todas as raizes da equagao caracteristica det [J(P?) — \Ig]
possuem parte real negativa. J(P?) é uma matriz triangular inferior, portanto

det [J(P?) — Mg] = det (F — AI5) det (J2 — AI3). Um autovalor da matriz correspondente
a dinamica vital dos anuros com desenvolvimento direto (J3) é Ay = —p4 e os outros dois

sao as raizes da equagao

¢ 0, ds

HA

PRE <MA+ >A+u,4(ds+/u)( gd—1) = 0. (4.11)
Segundo o critério de Routh-Hurwitz, as raizes de (4.11) terdao parte real negativa, se
seus coeficientes forem positivos. De fato, a; é sempre positivo e ag > 0 se, e somente
se, Q> 1, que é a condigao para que P? € €,. Portanto todos os autovalores de J

possuem parte real negativa.

Para a matriz de transmissao do fungo, matriz F, seu polinomio caracteristico
¢é dado por
AF()\> = )\5 + CL4/\4 —I— (13)\3 + CLQA2 —|— al)\ —I— Qo

onde os coeficientes ay, as, as, a; podem ser vistos no Apéndice B e o termo independente
ag, € dado por

ao = flz,0220a33044055 [(1 — R4, )(1 — Ry,) — Ra,], (4.12)

onde Ry,, Rj, e R, podem ser vistos nas equagoes (4.7), (4.8) e (4.9) respectivamente e

ag2, G33, a44 € a5 estdo definidos na equagao (3.9).

A primeira condi¢ao do critério de Routh-Hurwitz é que todos coeficientes
da equagao caracteristica sejam positivos e, com excessao de as; = 1, o restante deles
apresentam termos positivos e negativos. Por conta disso, nos restringimos a analisar
somente o termo independente ag pois, como visto no Capitulo 3, por meio dele é possivel

obter um limiar, como proposto em Yang (2014).

Sendo R; como definido em (4.6), o termo independente ag, dado na equagao

(4.12), pode ser reescrito como
ag = MUz, Q22 433 Q44 U55 (1 - RAC)(]- - RJt)<1 - Rt) (413)

A condicio R < 1 implica que R4, Ry, e R; sido estritamente menores do que um e,

neste caso, ag € positivo.

Como nao conseguimos verificar os critérios de Routh-Hurwitz para a matriz

F, utilizamos a teoria da matriz M para estabelecer as condi¢oes para que —F seja uma
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matriz M, garantindo que todos os seus autovalores terao todos parte real negativa.

Em resumo, pela teoria da matriz M, os autovalores de F estao localizados na

metade esquerda do plano complexo, se e somente se,
max {R4,, Ry, R} < 1. (4.14)

A prova completa e a determinacao dessa restricao pode ser vista na secao A.2.1 do

Apéndice A. Note-se que essa condigao garante que ag, dado na equagao (4.13), é positivo.

Portanto, se R4? = max {Ra,, Ry,, R;} < 1, todos os autovalores de F, junta-
mente com os de J, terao parte real negativa, garantindo que P? é local e assintoticamente

estavel.

R34 a partir da matriz da préxima geragao — Teoria do raio espectral

Para a construcao da matriz de préxima geragao, consideramos como classes
na infecgdo 7y, J;, J,, A; e A,, portanto xz = [Z, J; J, A; AT, e os vetores f e v serdo
construidos de forma que cada entrada f; corresponda a taxa com que novas infeccoes
aparecem no compartimento i; e as entradas v; correspondem as taxas de saida e/ou

recrutamento de individuos no compartimentos 7.
e Primeira construcao
Nesta primeira construcao vamos considerar como novas infecgoes a producao

de zodsporos por juvenis e adultos e os termos de infeccao de cada classe. Assim, os

vetores f e v sao definidos como segue:

_ Psidi+ pagda+pa;Ai+ pagAq ] Pz, Ly
B JsZ (s +di + s+ 1) Ji
f= 0 (415) Y7 (g + ) Jg — s di
Ba,AsZi + aiAsAj + agAsAq (E+vYa+pa+pa,) A —diJ;
0 | (natpa,) Ag—Padi

: - (4.16)

As derivadas parciais de f e v com respeito as varidveis em z, avaliadas em P2, sao
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0 ps pi, Pa P4,
) B,J° 0 0 0 0
F, = 59]:( Y) = O 0 0 0 0 (4.17)
B4, A 0 0 oA oqug
0 0 0 0 0 |
(§]

1z, 0 0 0 0

av 0 Yr+di+pg+pg, 0 0 0
V]_ = ai(PtO) = 0 -y g+ pg, 0 0 (418)

L 0 —d; 0 E+va+patpa, 0

0 0 0 A Ha +pa,

Note=se que F; — V; = F equacao (4.10). Como V; é uma matriz nao singular, sua
inversa existe e resulta em

let 0 0 0 0
0 m 0 0 0
Vitt=] 0 0 0 (4.19)
0 Va2 0 m
i 0 ILAI‘Z;JZA[ZU42 0 (u4+qu)(§ﬁ?bA+#A+ﬂAi) /LA":}LAq |

d;
f""‘l’A"r,UA"FMAi) Yy+ditpstig,

onde v3g =

Vg = ( B Portando, a ma-

by e
(w‘]+di+ll]+,u]i)(ﬂ.l+ﬂ.lq)
triz de préxima geracao F1 V7! serd

i PJ, PA,
0 a12
_ Mg+ g, Ha+ A,
JO
Bads 0 0 0 0
4 Kz,
F1Vi— = 0 0 0 0 0 (4.20)
B, A° d; AV
BAt : Q44 0 Q44 s
Lz, Uy di+ g+, pa + pa,
0 0 0 0 0
com
1 Vipy >
19 = diary + pj, + ———
" Yy +di + g+ p ( urp g+ p,
1 Yapa )
a = 1 421
H §+Ya+ pa+ pa, (pAZ pa + pa, (4.21)

VIS o+ ——— |,
§+va+ pa+ pa, pa+ pa,
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cujo polinomio caracteristico é

AN = N —Ra M — (Rj, + Ra) N> + Ry Rj\?
= X (XN =Ry) (A= Ra) — Ra N, (4.22)

com Ry, Ry, e Ry, definidos nas equagoes (4.7), (4.8) e (4.9), respectivamente. Note-se
que A1(\) = A (A\* — Ry,) é o polindomio correspondente & infecgao durante a fase juvenil,
que s6 ocorre devido ao contato com zodsporos livre no ambiente terrestre. O polinomio
As(A) = A (A — Ra,), correspondente ao modo de infecgao restrito a fase adulta, ocorrendo
por meio do contato entre adultos suscetiveis e nao suscetiveis. Ja Az(\) = R\ é o
polinomio correspondente a producao de zodsporos por ambos estagios, cuja infecgao

ocorre devido ao contato com zodsporos livres no meio terreste.

Nesta abordagem, ha dois modos infecgao, e o polindmio caracteristico escrito
na equagao (4.22) satisfaz as hipéteses da segunda conjectura enunciada em Yang (2014)
e demonstrada em Yang & Greenhalgh (2015). Esta conjectura define um limiar Ry,
diretamente relacionado ao raio espectral a matriz de préxima geracao p(F1Vy™') como
sendo

Ry = max{Ra,, Ry,, R}, (4.23)
com Ry, e Ry, definidos nas equagdes (4.7) e (4.8) e

A3(1) RAt

M= N M)~ 0 Ry (I Ra)’

com Ry, definido na equagao (4.9).
e Segunda construcao
Nesta segunda construcao dos vetores f e v, transferimos do vetor f para o ve-

tor v, o desenvolvimento da quitridiomicose por adultos e juvenis infectados (¢;J; e ¥4 A;

respectivamente) e o desenvolvimento de juvenis infectados para adultos (d;.J;). Portanto,

psdi+pigda+pa;Ai+pa,Aq Wz, Ly
B g, JsZy (Vg +di+ g+ pg,)Ji
temos
f= Vyd; v = (ks + 1,) Jq
Ba, AsZt + i As A + g As Ag + di J; (E+va+pa+pa,)A;
¢AAZ ] L (ILLA + H’Aq) Aq

As derivadas parciais de f e v com respeito as varidveis em z, avaliadas em P sao



v
Vs = %(Pto)

0 PJi Py PA; PAq
3, 0 0 0 0
(‘9f . Jt
=S (P)=| 0 ¢, 0 0 0
B4, A d; 0 oyA° oqug
0 0 ¢4 0
"z, 0 0 0 0
0 Yy+di+pg+py, 0 0 0
0 0 By + g, 0 0
0 0 0 §+va+pa+pa; 0
0 0 0 0

V4 é uma matriz diagonal, nao singular, cuja inversa é

Entdo, a matriz de préxima geracdo Fo V™! serd

F2V2_1 -

Ha+pa,

L 0 0 0 0
Kz,
1
0 hytditpgtpg; 0 0 0
0 0 ! 0 0
Mgt
1
0 0 0 §tatpatpa,
0 0 0 0 L
Hatha,
0 PJ; PJg PA; PAg
B Yytditpgtuy,  pitrg,  Stbatpatpa;  patpa,
By, IS
—lis 0 0 0 0
Kz,
by
B 0 hytditpgtpg, 0 0 0
IBAtAg dz O (673 Ag O‘Aq A(s)
Kz, Yytditpu+ug; Etvatpatpa;  patpa,
ha
0 0 0 §+vatpatpa, 0

cujo polinémio caracteristico resulta em

A(N) = N’ — ByA* — ByA\? — By)A? — Bi\ — By,
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(4.24)

onde By, By, By, By e By podem ser vistos na se¢ao B.2 do Apéndice B, equacao (B.3).

Tomando A = 1 na equacao (4.24), temos

A(1)

= (1-Ry)(1-Ra) (-

(1= Ry) (1= Ra)|1-

1-By—Bs—DBy—B)— By

Ry,

(1—Rj) (1= Ra.)

R.).

(4.25)
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Portanto, pela conjectura apresentada em Yang (2014), o limiar que determina o compor-
tamento da doenca e atinge o valor um exatamente quando o raio espectral de FoV5! o
faz, é dado por Ry = max {Ra,, Rj,, R;}, coincidindo com a condi¢ao obtida na primeira
construgao da matriz de préxima geracao, equagao (4.23), e do termo independente da ma-
triz Jacobiana, dado na equagao (4.14). Como serd visto no teorema 4.1.2, essa condigao

também garante que P é globalmente estéavel.

Teorema 4.1.3: Estabilidade global do ELD - P!

O ponto de equilibrio

P =(Z;=0,J;=0,J,=0,A4 =0,4,=0,A4,=0,J,=J), A, = A?)

é globalmente estével, se R = max {R4,, Ry, R} < 1.

Demonstragao: Para demonstrar que P? é um atrator global, seguiremos o que foi
feito no Capitulo 3. Iremos mostrar que a funcao Q := w?V~'x onde V ¢ a matriz de
transicao do método da proxima geracao e w, um autovetor a esquerda correspondente ao

autovalor p(FV™!), é uma funcéo de Lyapunov.

De fato, seja F1 V1! a matriz de préxima geracdo definida na equacio (4.20),

entdo p(F1 V1! = p(V1'F1) = k. Seja w > 0 um autovetor & esquerda de V;'Fy, ou

seja
W' VIF; = ko', (4.26)
Sendo V17! e F; definidas em (4.19) e (4.17) respectivamente, temos V1~ 'Fy
¢é dada por
| 0 Pr Pr PA Paq
Kz, Pz, Kz, Mz,
ba1 0 0 0 0
Vi 'F = ngl 0 0 0 0 : (4.27)
Hg + g,
Ba,ba1 + bao 0 0 Ry, Qg b3
P 3 (U
| i, (b22 +8 Atb?’l) 0 0 hnebs R, |
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— By, I3 — dibay — AY
onde by = G, 2 = Egatiatan P T Soatuata
, a; AY
R, = i s (4.28)
f + ¢A + pa + pa,
0
q _ Oéqu wA

RY, (4.29)

(€+va+pat+pa)(pa+pa,)
Note-se que RiAc + R} = R4, parcial referente a infec¢ao dos anuros adultos devido ao
contato entre animal suscetivel e infectado, definido na equagao (4.7). w, um autovetor a

esquerda da matriz V;'Fy, correspondente ao autovalor s que satisfaz a equacdo (4.26),

pode ser dado por

1

Py,
Kz,
PJq
W= KKZy ' )
+ PA; RQCR‘AC YapagRYy
PA; H(H—Rf%) K(patiag)

“Zt<“1_Rf4c)
1 ) [pAq (/{ — RQC) + pAiO./qbg,l}

KiLz, (n—quc

que estd bem definido, uma vez que x # R, , ja que k = p(V{'F1) = p(F1Vi') e R
nao satisfaz (4.22). A obtengao das coordenadas de w estao detalhadas na se¢do A.2.3 do
Apéndice A.

Deste modo, a funcao de Lyapunov sugerida por Shuai & van den Driessche
(2013) é dada por

1 kTN pg Q14
Q)= —Z+ " Ph g My
[z, pz, g+ g, © pz(k — Ra,)
Ji d;a —
X [ 14 e (in i ¢JPJq ﬂ
pz,(Vy 4 di 4 g+ pg) |5 — Ra, py + fg,

Ayt R, RY
Ak lwf‘ A Yapa, (1 LB )] .
pz, VA k—Ra, — pa+ A, k— Ry,
onde a4 é dado na equagdo (4.21), RYy , R% e Ra, = Ry + R% sao todos positivos e

dados nas equagoes (4.28), (4.29) e (4.7) respectivamente.

Note-se que uma condi¢do necessaria para a positividade de Q(x) é que xk >
R4, pois, como definida acima, com excessao do denominador (k — R4,), Q(z) é formada

por uma soma de fatores positivos que multiplicam as varidveis Z;, J;, J,, A; e A,, garan-

tindo que Q(PP) =0 poisem P, Z, = J; = J, = A, =A,=0e Q(z) >0se k > Ry,.
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Sua derivada ¢é dada por

d A .
Q:ﬂfm—@(mﬁ+“@@+mwﬁﬁ%%)
dt Kz, Kz, Hz, Kz,

VA
1 1 pt ¢ 1 pt
_Zt//‘ﬂ |:RJtK; _RJt:| - m |:RA1KJ _RAt:|
_ BAtpa, pa, T apa,
Ya(k —Ra,) pa+pa,

|Ro w7 - RG] A, - ’%+W“a)[i

/43_1 - ]%i'r Al
(ha +pa,) (5 — Ra,) L4 AC}

onde
RiT — Q; AS
Ae E+Ya+ pa+ g,
Rq’r _ Oéqu QZJA
e (§+va+pa+pa)(pa+pa,)
B, 1 ( Yy
RY, = = Js pJ,+——p
’ Pz, g+ di+ g+ pg, 7 g+ g, Y
B d; 1
RLt — ﬁJt Js <pA1 + WPAQ>
Pz, Yy di+pg g £+ Ya+ pa+opa, pha ~+ pia,
B4 1 ( (O )
pz,  §+va+pat+ pa, PAT A, Paq

dt
primeiro termo entre colchetes é positivo. Esta condicao também garante que os outros

() sera negativa somente se k < 1 pois, sob essa condi¢cao 1 — k > 0 garantindo que o

termos entre colchetes sao positivos pois, como J, < J? e Ay < A? temos que Rﬂc < RiAc,
R‘ﬁc < RY RT,t <Ry e RLt < Ra,. A condiggo K < 1= k"' >1, entdo Ry k' > RY ,
uma vez que R > 0 como pode ser visto na equacio (4.28). Logo Ry x~' > Ry > R’
e, por transitividade, podemos concluir que Ry k™' > RL“ portanto Ry k' — Rﬂc > 0.
De modo similar temos R x~' > Rjr,t, Ra, k™t > RLt e RY k1> RZIC onde a igualdade

valese k =1, Jy=J0 e A, = AV

Portanto, para k < 1, ) é uma funcao de Lyapunov para o sistema (4.1),

garantindo que P é um atrator global. |

Em resumo, se as parciais R4, R, e R; forem estritamente menores do que um,
a quitridiomicose nao consegue se instalar. Porém, se para algum deles essa condi¢ao nao
for satisfeita, a doenca é capaz de invadir uma populagao previamente suscetivel, fazendo
com que PP perca sua estabilidade, passando a ser um equilibrio instével e surgindo um

equilibrio de coexisténcia, P;.

Note-se que pode haver um intervalo de parametros no qual R; > 1, mesmo se
as parciais Ry, Ry, e Ra,, definidas e discutidas em (4.7), (4.8) e (4.9), respectivamente,

sejam estritamente menores do que um. Neste caso, as produgoes R4, Rj, e R4, por
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si s6 nao sustentam a infeccao, mas juntas elas impulsionam a instalacao da quitridio-
. . . , R . .

micose. Esse impulsionamento é dado por R; = m, que leva a instalacao da

c t

quitridiomicose se R; > 1, mesmo quando R4, , Rj sao estritamente menores do que um.

Na auséncia da infeccao via contato com zodsporo livre em ambiente terreste,
(Bs, = Ba, = 0), as parciais Ry, e R4, se anulam, mantendo a doenga exclusiva da fase
adulta. Neste caso, o polinomio caracteristico da matriz de préxima geracao da primeira

construgao, equagao (4.22), torna-se
AN) = N — Ry N,

cujo raio espectral é p(F1V,™!) = R4,. Adicionalmente, na auséncia da infeccio via
contato entre animais suscetiveis e infectados (o = a,; = 0), a parcial R4, = 0, portanto

o polinomio caracteristico torna-se
AN) =X — (Ry, + Ra,) \° (4.30)

cujo raio espectral agora é p(F1V1 ') = /R, + R4,. Para o caso da segunda construcdo,
o limiar obtido pela soma dos coeficientes coincide com R4, e, para o caso o; = o, = 0,
resulta em R, + R4,. Portanto, caso somente uma forma de transmissao seja considerada,
o niimero bésico reprodutivo é Ry = R4, (quando 8, = fBa, = 0) ou Ry = Ry, +
Ry, (quando a; = «a, = 0), assegurando a erracadiacdo da quitridiomicose caso sejam

estritamente menores do que um.

4.1.3 Equilibrio de Coexisténcia - P/

Na presenga de zodsporo (Z; # 0), o ponto de equilibrio que representa a

coexisténcia de anuros e patégeno em ambiente terrestre, denotado por P, é dado por

Pro=(Zi= 20, T =00 Jy = Ty A= AL A = A A = AL T = U0 A = AT,

q?’

_ _ . B
onde, para «a, o, 85, € 34, nao nulos e R} # 1, as coordernadas sao

a * ¢J * Tk 7k
B J, = ——JJ Z
. 2 TR
di+ py + g+ g0 !
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. RAt* pz,(pa + ”AQ)ZZ‘, A7 = Va A 4= iA;“,
(1- RAC) pa+Yapa, Ha T+ A, A
7 [(1 - R}, (dsJ; — NAA:>] (pa =+ pa,) (4.32)
t Ry Ry, + (1= Ry )R | iz, (pa+0apa,) (€ +a+pa+ pa,)’

o o[6, (A3 + A7) + 6,47
K T Az 7 o s+ A T 0]

e, substituindo J;, J;, Aj e A} dados acima em %, apos algumas simplificacoes, a
derivada temporal de Z; pode ser reescrita como
d Z, R
— = —Z uz,(1—RY) [1 — — - ] , (4.33)
dt ' o (1—R;)(1—Ry)

onde R} , Rj e R}, sao formados pela mesma expressao dada em (4.7), (4.8) e (4.9), e
Rj{t‘ é a parte de R4, referente somente aos adultos, contudo todos esses coeficientes sao

escritos em termos de JF e A* e ndo mais em J? e AY.

Ji, Ji e J; sdo sempre posivos em (e Z; = 0 se A} = }%JS*, 0 que resulta
no equilibrio trivial dado na equacao (4.4). Se R} > 1, A7, A7 e Ay <0, neste caso Py
dado na equagao (4.31) nao estd ;. Portanto, as condi¢oes para existéncia de P, em

sio Ry <le A < e Jr.

pa
De %, equacao (4.33), temos que R% # 1, uma vez que, caso a igualdade
seja verdadeira, a fracao m nao esta definida. Assim, % = 0, quando
Ac Ji
R*
A = 1. (4.34)

(1= R5,)(1 = Rj)

Como R} < 1le Rj, > 0, a equacdo (4.34) sé tem solugao caso R < 1. Além disso,
a veracidade da igualdade acima resulta em R3¢ > 1, garantindo que a quitridiomicose ¢
capaz de se instalar em uma populacao previamente suscetivel, tornando P? um equilibrio
instavel. Devido a complexidade, verificamos numericamente que a equacao (4.34) resulta

em apenas um valor para A € ).

Casos especiais de P}

O ponto de equilibrio de coexisténcia P;* discutido acima possui como premissa

que a infeccao ocorre devido a duas formas de transmissao: 1. contato de juvenis e adultos
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com zobsporo livre em ambiente terreste e 2. pelo contato entre adultos suscetiveis e
infectados. Aqui analisaremos a existéncia e unicidade de P para dois casos particulares:
o primeiro considerando que a infecgao s6 ocorre via contato entre adultos, ou seja, nao
hé participacao do reservatério ambiental de zodsporos e, portanto, 5, = B4, = 0; € 0
segundo, considerando que nao ha transmissao via contato entre animais, somente devido

ao contato com zodsporos, ou seja a; = oy =0 .
e Caso 1: Auseéncia de transmissao via contato com zodésporo livre: 3;, = 4, = 0.

Nesta hipdtese, as coordenadas de P sao dadas por:

Jr=0, Ji=0, Aj=—A e oar= S
pa+ pa, KA
- (E+va+pa+ pa)(pna+ pa,)
° Yacg + ai(pa + pa,)
* * [ +
A;k _ (dst *NAAs) (MA ’qu) : (4_35)
Aj | acy + (MA + ,UAq)
7 (dsJ¥ — paAl) [ Yana, + 14 (MA + MAq) ]
' A3 Nz [O‘i(,UA + pa,) + Oéql/)A} 7
e JI sao as raizes da equagao de segundo grau
p(J3) = as(J7)* + ar(Jy) +ag =0 (4.36)
onde
o 0 (Oia+€0) o Oliat pa,) 05 (at pa,) + pa (95 — 0))]
’ Kpa(§+1a+pa+pa,) Q; (MA+MAq> + agtha

e a; pode ser visto na equagao (B.4) do Apéndice B. E facil ver que as < 0 e ag > 0
uma vez que, devido a condigoes biolégicas, 6s > 6;. Portanto, independente do sinal de
a1, pela regra dos sinais de Descartes, o polinémio p (equagao (4.36)) apresenta somente

uma raiz positiva.

Da equagao (4.35), temos que Af e Z} € €y, somente se dgJ! > pus AL Bio-
logicamente, para que anuros e Bd possam coexistir, é necessario que o desenvolvimento
de juvenis que ainda estao suscetiveis (dsJ7) seja maior do que a mortalidade de adultos
suscetiveis (uaA%), pois neste caso particular, a doenga esté restrita aos adultos. Caso
a igualdade seja observada, Z = Af = 0 retornando a P?, equagao (4.4), ja discutido.

Entao, na auséncia de infeccao via contato com zodsporo e de acordo com a condicao
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de dgJ; > paAf, o sistema de equagoes (4.1) apresenta somente um ponto de equilibrio

interno P;.

e Caso 2: Auséncia de transmissao via contato entre animais: o; = oy = 0.

Nesta hipdtese, as coordenadas de P} sao dadas por:

JZ-* _ B«]t J;‘ Zt*v J; — LJ;‘ Js* Zt*
di + pg + g+ p; Hg + e,
ds
Ar=———Jr, A= ¥ Ar Ar = iA;"
Ba, Zf + pa HaA =+ A, 127\
. [ diB, dfa, ] Ji 2}
' di + g+t g Ba i+ pal EFVa+pa+pa,

) 6 |K = (JF + T3] 10:(A: + A7) + 0:A7]
S G0AT+ GO(Ar + AD) + K(dy + py + B, Z7)

e Z; sao as raizes da equacao

d Z,

ar = Ml [1 B ( 7+ Rlﬂ =0, (4.37)

ou seja, Z; serao as solugoes de Ry + R}, = 1, que s6 pode existir caso Ry = Rj, +
Ry,, o limiar para estabelecimento da doenga restrito a esse inico modo de transmissao,
obtido na equagao (4.30), seja estritamente maior do que a unidade. Numericamente,
verificamos que a equagao (4.37) apresenta apenas uma solugao em (2. Portanto, sob

qualquer hipdtese, o sistema de equagoes (4.1) apresenta apenas um equilibrio interno P/.

Devido a complexibilidade do sistema (4.1), nao foi possivel verificar analiti-
camente as condicoes para estabilidade de Pf. Esta investigacao foi realizada numerica-
mente, por meio do calculo dos autovalores da matriz Jacobiana, avaliada em P} para um

amplo conjunto de parametros.

Verificamos que, para alguns parametros, P, ¢ local e assintoticamente estavel
quando Q3¢ > 1 e RI? > 1, mas é possivel obter um conjunto de parametros com Q¢ > 1
e R > 1 tal que P} seja instdvel, resultando em um ciclo limite. Na Figura 4.2, ¢
apresentada a evolucao temporal da populagao de adultos suscetiveis (Aj) e infectados
(A;), considerando os parametros dados na Tabela A.1 em trés situagoes: (a) Ry < 1,

onde as populacoes infectadas se extinguem e as suscetiveis convergem assintoticamente



117

para P = (0,0,0,0,0,0, J2 = 46665, AY = 2799270) (Figura 4.2(a)); (b) Ry > 1, onde as
populagoes convergem assintoticamente para Py = (Z; = 1,2234 x 10'° J* = 45, Jy =
9, A7 = 7504, A7 = 1499, A} = 164, J; = 3,7782 % 10°, A* = 6,1612 x 10°) (Figura 4.2(b));
e (¢) Ry >> 1, onde sao observados a instabilidade de P} = (Z; = 2,5250 x 107, JF =
32,0753, J; = 6,4149, A7 = 15,3603, A; = 3,0693, Ay = 0,3364, J; = 652,6080, Ay =
728,5040) e o surgimento de ciclos limites. Neste caso, A, oscila dentro do intervalo de
valores [1,796 , 6418,688] e A; oscila entre [0, 3693,9] (Figura 4.2(c)).

10°
(13 (10% 5 o)
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0 S A; 0 ln. A 0 ‘ {
[0} 10000 20000 30000 0 10000 20000 30000
0 10000 20000 30000 . X
Tempo (dias) ~ Tempo (dlasi ) Tempo (dlas)_
(2) Ba, = i = 0, By, = (b) Ba, = 1071, B, = (c) Ba, = 10713, B, =
0 = 015 pdd a; = o = 10715, R4 = 210710 a; = 1075, o =
2q0187 1073 P 4,5428. 6.107%, Rd? = 3619, 0990.

Figura 4.2: Evolugao temporal da populacao de adultos suscetiveis (linha laranja) e infec-
tados (linha vermelha). Com excecao das alteragoes indicadas, os parametros sao dados
na Tabela A.1. Para os trés casos temos Q3¢ = 14,9455.

A instabilidade de P} e o surgimento de ciclos limites foi observado para ca-
sos em que a producao de zodsporos por animais com quitridiomicose, pj, € pa,, assume
valores elevados. No caso ilustrado na Figura 4.2(c), eles sio da ordem de 10° e 107,
respectivamente, como pode ser visto na Tabela A.1. Esta elevada producao de zodsporos
torna o R4 alto (=~ 3619), ou seja, a chegada de um animal infectado em uma populacao
totalmente suscetivel ira resultar em mais de 3619 casos de infeccao secundaria, o que
representa 0, 72% da capacidade de suporte considerada. Com isso, a populacao prévia-
mente suscetivel serd rapidamente reduzida devido a infec¢ao, chegando a valores muito
proximos de zero. Animais infectados apresentam mortalidade em poucos dias, assim, J; e
A; também serao reduzidos a valores préximos de zero, porém nao se anularao, mantendo
um pequeno reservatorio de animais infectados que transmitirao a doenga a populagao

suscetivel que estd se reestabelecendo, gerando os ciclos observados.

Para a transmissao devido ao contato de animais suscetiveis e zodsporo, a
instabilidade de P} foi observada para valores de 84, < 1,42x 10710 ¢ para 7,40 x 1071 <
By < 7,68 x 1071 J4 para o contato entre adultos suscetiveis e ndo suscetiveis, a
instabilidade foi observada para valores de o; < 2,20 x 107 ou para 1,20 x 107* < g <
1,77 x 1073,



118

Na Figura 4.3, é possivel ver o efeito dos parametros de transmissao na esta-
bilidade de P} (linha vermelha). Com excegao do parametro indicado em cada Figura, os
restantes foram mantidos fixos com valor igual ao mostrado na Tabela A.1, o que resulta
em Q¢ = 14,9455 e RI? = 3619, 0990.

E possivel ver que, mesmo que a variagao no parametro de transmissao seja
pequena, a parcial do R4 correspondente ao pardmetro em questido aumenta em grandes
proporgoes. Por exemplo, na Figura 4.3(a) temos 84, € [0, 5,48 x 1071%], enquanto a

parcial R4, assume valores dentro no intervalo [40,37 , 24933, 06].
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Figura 4.3: Efeito da variacao dos parametros de infeccao na estabilidade do equilibrio
estaciondrio de coexisténcia P/ (linha vermelha) e trivial P? (linha laranja). A linha
continua indica equilibrio estavel, a tracejada instavel. Com excecao do parametro que

esta sendo alterado em cada Figura, o restante parmanece constante com valores dados
na Tabela A.1. Em todos os casos, temos Q3¢ > 1 e RI? > 1.

Ainda na Figura 4.3, vemos que, quanto maior os parametros referentes a

infecgao (Ba,, B, i € ay), menor o valor de A¥ (A¥ — 0). Este cendrio é catastréfico
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para a espécie pois pode levar a populacao a extin¢ao. Animais infectados desenvolvem
a quitridiomicose a uma taxa 1y e 14 e morrem rapidamente (1/p;, = 1/pa4, = 2 dias),
implicando em um declinio populacional. Portanto, aumentos na taxa de transmissao
reduzem indiretamente a populagao suscetivel e, por consequéncia, a populacao infectada.
Na Figura 4.4, é mostrado o diagrama de bifurcacao para A;, considerando o;; = 1 x 10719,
o, = 6 x 1079, escolhidos de modo que R4? < 1, e o restante dos parametros constantes
fornecidos na Tabela A.1. Quando juvenis e adultos apresentam uma alta tolerancia ao
fungo, sobrevivendo com a infeccao por longo tempo, as taxas de desenvolvimento da
quitridiomicose ¥; e ¥4 — 0, assim como este decrescimento, j& nao sao mais observados,
como pode ser visto na Figura 4.4(b). Ou seja, caso o sistema imune desses animais
apresentasse alguma tolerancia ao fungo, tornando possivel a convivéncia por um periodo

de tempo maior, sua populacao nao apresentaria um declinio tao acentuado.
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Figura 4.4: Efeito da taxa de desenvolvimento da quitridiomicose ¢ ; e ¥4 na populagao
de adultos infectados no equilibrio de coexisténcia A}, com o; = 1071 o, = 6.107%, ¢, e
14 conforme indicados e o restante dos parametros dados na Tabela A.1.

As condigoes de existéncia dos pontos de equilibrio podem ser vistas na Figura

4.5 e sua estabilidade resumida abaixo.

1. A extincao dos anuros e da doenca, dado por P/*, sempre existe e é estavel caso

dd < 1, e instavel caso contrario.

2. A populagao de anuros esta bem estabelecida na auséncia de zo6sporos. O ponto de
equilibrio trivial P existe se Q4? > 1 e é globalmente estével se R < 1 e Q¥ > 1,

e instavel caso contrario.

3. A coexisténcia da populacao de anuros com Bd, descrita pelo ponto de equilibrio

Py, 86 existe se QI > 1 e R > 1 e, neste caso, pode ser estével ou instavel.
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o i

Figura 4.5: Condicoes de existéncia dos trés pontos de equilibrio do modelo dado pelo
sistema (4.1). O equilibrio de extingao, Pf* sempre existe, o equilibrio trivial, P? s6 existe
caso Q3¢ > 1 e o ponto de equilibrio de coexisténcia, Py sé existe se Qi > 1 e Ry > 1.
Para Pf* e P essas também sao regioes de estabilidade.

Estabelecida as condicoes de existéncia e estabilidade dos pontos de equilibrio
do modelo, na préxima se¢ao analisaremos a dinamica de infeccao para anuros de de-
senvolvimento direto, tendo como espécie alvo o Brachycephalus ephippium, uma espécie
do grupo dos menores vertebrados do mundo, com coloracao amarela e encontrado em

abundancia, mas somente na mata Atlantica brasileira.

4.2 Dinamica Brachycephalus ephippium - Bd in silico

Brachycephalus ephippium, também conhecido como “pingo-de-ouro” (Figura
4.6), é um pequeno sapinho com desenvolvimento direto, pele amarela, medindo de 1,25 a
1,97 cm quando adulto (McNaught & Tucker, 2019). Sao endémicos da floresta Atlantica
brasileira, encontrados em abundancia na serapilheira das serras da Mantiqueira e do Mar.
Em periodos chuvosos, sao ativos durante o dia, caminhando lentamente sobre as folhas
e, durante periodos secos, abrigam-se na serapilheira. Apresentam habitos diunos e sao
venenosos, além de apresentarem alguns comportamentos curiosos, como surdez ao pro-
prio canto e fluorescéncia em placas dsseas dorsais (Goutte et al., 2019, 2017; Lima et al.,

2013).

Sua reproducao ocorre em ambiente terrestre, uma vez ao ano durante a es-
tacao chuvosa. Apds o amplexo as femeas depositam até cinco grandes ovos amarelados
e, com o auxilio do dorso e das patas trazeiras, cobre-os com substratos para camufla-los.
Aproximadamente 60 dias apés a desova, um sapinho jovem medindo aproximadamente

0,54 cm eclode do ovo (Pombal Jr, 1999).
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Figura 4.6: Brachycephalus ephippium, um dos menores sapos ja conhecidos. Espécie
endémica da mata Atlantica brasileira que apresenta desenvolvimento direto. Fonte:
Virata & Maffei (2018).

Além de amplexos, esses animais sao vistos agregados, os machos sao altamente
territorialistas. Perseguigdes seguidas de contato fisico (abragos) com machos invasores ja

foram relatadas (de Oliveira, 2013; Pombal Jr et al., 1994).

Como nao frequenta corpos d’agua, essa espécie apresenta-se menos exposta
a infecgao, porém tem mostrado niveis de infeccao mais elevados quando comparado a
espécies aquaticas e baixa resisténcia ao Bd, com altas taxas de mortalidade em um curto
periodo de tempo. Estudo em laboratério relatou 100% de mortalidade, com aproxima-

damente 12 dias ap6s a exposi¢ao (Mesquita et al., 2017).

Nao ha registros do seu tempo de vida mas se estima que atinja a maturidade
sexual em um ano apés a eclosao do ovo, e seu ciclo de vida na natureza varie de 4 a 6
anos (McNaught & Tucker, 2019). Com base nisso, consideramos ds = d; = 1/365 d™*
e g = 1/2190 d~!. Baixa pressio de predacao tem sido reportada em animais dessa
espécie, além de se abrigar sob folhas, sua coloracao serve como aviso de sua toxicidade a
um possivel predador, que acaba o evitando (Rebougas et al., 2019; Toledo et al., 2007).
Portanto, consideramos a mortalidade natural dos juvenis baixa, como sendo j; = 1x107°
d-t.

Becker et al. (2019) observaram mudangas na composi¢ao bacteriana da pele
de Brachycephalus pitanga, espécie do mesmo género do B. ephippium. Esta mudanga nao
¢é protetora, tornando a infeccao letal a essa espécie. Por conta disso, consideramos uma

taxa de recuperagao de adultos infectados, &, baixa (£ =1 x 107> d71).

Para estimar os parametros referentes a infeccao, 84,, 3;,, o, a4 € a produgao
de zodsporos py,, pj,, pa; € pa,, utilizamos dados de coletas de campo obtidos por D.

Moura-Campos (2019) (dados nao publicados).

Consideramos como juvenis, animais cujo tamanho medido por D. Moura-

Campos (2019) foi menor ou igual a 1,25cm, sendo considerados adultos em caso contrério,
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conforme McNaught & Tucker (2019). Consideramos como suscetiveis, animais que apre-
sentavam o equivalente gendmico de zodsporos (e.g.) nulo; como infectados, caso o e.g.
fosse menor ou igual a mediana do e.g. dos animais de sua classe; e com quitridiomicose,
caso contrario. Portanto, para os juvenis, temos J; se o e.g. < 666, 10 e ,para adultos, A;
se e.g < 2,8280 x 103.

Os parametros de produgao de zodsporos pj,, pJ,, pa, € pa, foram estimados
do valor médio dos e.g. de cada classe definida acima. Aproximamos na unidade para
animais infectados e na dezena para animais com quitridiomicose, portanto p;, = 3, 4300,
ps, = 20,5830, pa, = 3,3340 e ps, = 60,5270. Os e.g. médios observados foram 343
e 333,4 para J; e A;, respectivamente, e 2,5830 x 10° e 6,5270 x 107 para J, e A,,

respectivamente.

J4 os parametros de infeccao fa,, B, o e o, foram escolhidos manualmente,
de modo que a evolugao temporal do sistema (4.1) se ajustasse ao nimero de adultos
infectados. Apenas os adultos infectados foram coletados em ntimero suficiente para que
o ajuste fosse realizado. Visualmente, o ajuste foi satisfatério para 84, = 2,0020 x 1077,

By, = 5,2002 x 1077, o; = 5,100 x 107 e o, = 1,000 x 107'2, como pode ser visto na
Figura 4.7.
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Figura 4.7: Namero de adultos infectados ao longo de um ano. A linha continua indica
a evolugdo temporal de A; predito pelo sistema (4.1) e os pontos, os dados de campo
coletados por D. Moura-Campos (2019) (dados nao publicados). Parametros estimados:
Ba, = 2,0020 x 1077, B;, = 5,2002 x 1077, a; = 5,100 x 107 e a, = 1,000 x 10712,

Assim, os parametros da dinamica Brachycephalus ephippium e Bd podem ser

vistos na Tabela 4.1.
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Tabela 4.1: Tabela de parametros da dinamica Brachycephalus ephippium e Bd.

Parameétro Valor Referéncia
) 0,5 Assumido
0s = 0; 1,3700 x 1072 d~1 Pombal Jr (1999)
ds = d; 2,7390 x 1072 d1 McNaught & Tucker (2019)
1%} 1,0000 x 1075 d~* Assumido
Ha, = HA, 0,5000 d~! Mesquita et al. (2017)
A 4,5662 x 1074 d~1 McNaught & Tucker (2019)
g, = [ha; 0 Assumido
By, 5,2002 x 107 zodésporos—t d~! Estimado
Ba, 2,0020 x 107 zodésporos—! d~! Estimado
o 5,1000 x 1072 animais~! d~* Estimado
Qg 1,000 x 1072 animais™! d~! Estimado
Wy =1ha 0,1000 d* Mesquita et al. (2017)
£ 1x 1075 d~1 Assumido
0. 3,4300 zodsporos d* Estimado
0, 20, 5830 zodsporos d~! Estimado
PA, 3, 3340 zodsporos d ! Estimado
pa, 60, 5270 zodsporos d ! Estimado
Lz, 1d! Briggs et al. (2010)
K 50000 animais Estimado

Com os parametros da Tabela 4.1 obtemos Q¢ = 14,9945, as parciais R4, =
0,1421, Ry, = 1,7823 e R4, = 86,18067 resultando em R; = —128,4157. Como R3¢ =
max{Ra,, R;,, R} = Ry,, que é estritamente maior do que um, garantindo a instalagao
da quitridiomicose. Na Figura 4.8, é possivel ver a evolucao temporal durante 5 anos do
sistema (4.1), com os parametros da Tabela 4.1. A dinamica apresenta surtos anuais de
infeccao com intensidade menor a cada ano, convergindo assintoticamente para o equilibrio

de coexisténcia

P = (7 = 4,5185 x 10%, J; = 0,4685 x 10%, J, = 0,0937 x 10%, A, = 2,689 x 10*,
A =1,1117 x 103, 4, = 0,2221 x 10%, A, = 0,024 x 10%, Z; = 2,0687 x 104) ,

em aproximadamente 80 anos, como pode ser visto na Figura A.1 do Apéndice A. Nesta
situacao, sapos e fungos convivem e as populagoes suscetiveis sao muito maior que as

infectadas.

4.2.1 Andlise de sensibilidade do R4

A dinamica B. ephippium e Bd é altamente dependente da umidade e tempe-

ratura. Ela altera o tempo de vida do fungo e também o comportamento do B. ephippium
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Figura 4.8: Evolucao de 5 anos da dinamica B. ephippium e Bd descrita pelo sistema (4.1)
com parametros dados na Tabela 4.1.

que, em dias com alta umidade ou chuvosos, saem da serapilheira e sao vistos caminhando
sobre as folhas. Além disso, muitos parametros dessa dinamica ainda sao desconhecidos,
como pode ser visto na Tabela 4.1. Por essas razoes, é interessante investigar como mu-

dangas nos parametros podem afetar os valores do R4?.

Sendo RJ? definido como max{R4,, Rj,, R:}, para estudar a influéncia dos
R{*(5) — R‘(1)
R§?(1)

R34(5) é o valor do Ry, quando o parametro em questao é cinco vezes o seu valor original, e

parametros nesse limiar, calculamos a sua taxa de variagao relativa , onde

R34(1) é o valor do R4 com o parametro com valor dado na Tabela 4.1. Do mesmo modo,

calculamos também a taxa de variagao relativa para o nimero basico de descendentes,

dd
0 .

Na Tabela 4.2, esses resultados sao resumidos. Verificamos que, com essa
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variacao considerada, os parametros que apresentaram maior taxa de variacao relativa
foram a mortalidade dos zodsporos (j1z,), a taxa de infeccio dos juvenis (35,) e a producio
de zo6sporos por essa mesma fase (p;, € ps,). Isto indica que a fase juvenil possui um papel
fundamental na instalagao da quitridiomicose. J& os parametros pa , fta,, VA, pa;, K4, ©
€ nao alteram o valor do R¥. Dentre esses, merece destaque a mortalidade dos animais
infectados, p4,, indicando que o aumento considerado nesse parametro nao altera o R4?,
ou seja, na situacao considerada na Tabela 4.1, uma pratica de controle que aumente a
mortalidade dos adultos pode nao ser eficiente na prevencao da quitridiomicose. Isso nao
ocorreria caso a pratica fosse adotada em juvenis, uma vez que a mortalidade de juvenis
infectados e com quitridiomicose (417, e 415,) apresentam taxa de variacao relativa negativa,

ou seja, implicam em reducio do R¢?.

Tabela 4.2: Taxa de variacao relativa do R34 e do Q¢ quando o pardmetro em questao
(primeira coluna) ¢ aumentado em cinco vezes o seu valor original, dado na Tabela 4.1. A
taxa de variacao relativa observada para pa,, fta,, Ya, pa;, Ba,, t;, Ha, € § foram todas
nulas.

Paramétro Rgd(%;g?”(l) Qﬁdg%gg%d(l)
1z, 16,5173 _
K 4,0000 _
B, 4,0000 _
P 2,1819 _
P 1,8181 _
¢ 0,0572 4,0000
0 0,0572 4,0000
ds 2,0858 x 107> 0,0003
H, -0,4364 _
W -0,3497 _
pa -0,2858 -0,8000
di -0,0964 _
s -0,0464 _
s -0,0005 -0,0015
Qp = Qg = Ba, 0 _

Os parametros que apresentaram taxa de variagao relativa negativa foram: a
taxa de desenvolvimento da quitridiomicose em juvenis (¢;), a taxa de desenvolvimento

de juvenis para adultos infectados (d;) e a mortalidade de juvenis e adultos (u; e pia,
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respectivamente). Ou seja, aumentos nesses parametros, aumentam o Rgd.

Embora a taxa de infegcao dos adultos (54,) tenha apresentado taxa de vari-
agdo nula, relativamente ao R3?, o aumento em cinco vezes do seu valor apresenta maior

variacao nas populacoes infectadas do que o aumento das outras taxas de infeccao.

Nas Figuras 4.9(a) e 4.9(b), é possivel ver que o aumento de 10.000 vezes nos
parametros de infeccao via contato entre animais, o; e oy, nao altera o nimero de animais
infectados no equilibrio estacionario quando o restante dos parametros permanecem fixos
(dados na Tabela 4.1). A taxa de infeccao dos juvenis, f;, aumenta o niimero juvenis
infectados no equilibrio para Jf = 469, 3, quando ;, = 5,2 x 1077; e para JF = 667,0,
quando ﬁ}t = 2,6 x 107%. Porém, observamos uma reducao no niimero de adultos de
1112, 8 para 497,7 pois, uma vez infectados, juvenis que desenvolvem a quitridiomicose

(uma taxa v; = 0,1000d~') morrem antes de tornar-se adulto.

A variacdo da infeccao dos adultos via contato com zodsporo, B4,, causa uma
reducao de aproxidamente 9% na populacao de juvenis infectados no equilibrio estaciondrio
(JF) e de mais de 32% nos adultos infectados, A}, que passam de 469,32 e 1112, 8, quando
Ba, = 2,002 x 107, para 42,17 e 360, 10m quando (4, = 1,001 x 107, respectivamente,

como pode ser visto na Figura 4.9(c).

Portanto, para a dinamica considerada com os parametros dados na Tabela
4.1, a taxa de infeccao via contato com zodsporo livre em ambiente terrestre apresentou
maior variagao nas populagoes infectadas no equilibrio do que a infecgao via contato entre

animais. Esta nao alterou a populacao no equilibrio estacionério.

4.2.2 Avaliacao de estratégias de controle

Uma vez que anuros que apresentam desenvolvimento direto nao habitam la-
goas, lagos ou riachos, dentre as estratégias de controle que consideramos nesse trabalho
(biocontrole do fungo e tratamento de animais infectados), somente a segunda pode ser es-
tudada por meio do modelo 4.1. Assim como ja feito na secao 3.2.2 para espécies aquaticas,

avaliamos in silico como a retirada de animais infectados altera a dinamica.

Controle de hospedeiros infectados

Consideramos os parametros dados da Tabela 4.1 e verificamos como retiradas
anuais, realizadas na mesma data, de juvenis e adultos infectados alteram a evolucao

temporal apresentada na Figura 4.8.
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Figura 4.9: Variacao das populagoes infectadas no equilibrio endémico para diferentes
valores dos parametros de transmissao. «; e «, variando 1 até 10000 vezes seu valor
original, dado na Tabela 4.1 (Figuras 4.9(a) e 4.9(b)). f4, ¢ 35, variando de 1 até 5 vezes
seu valor original (Figuras 4.9(c) e 4.9(d)).

Observamos que, mesmo apés a retirada de 90% dos animais infectados, a
dinamica é pouco alterada. Na Figura 4.10, é mostrado o caso onde a retirada de animais
ocorre em t = 160 dias (pouco antes maximo do primeiro pico ser atingido) e se repete
anualmente, durante 6 anos, com nenhum controle aplicado nos dois ultimos anos. E
possivel ver que, com a retirada de 90% dos juvenis infectados, os surtos ainda sao obser-
vados, porém antecipados e com intensidade um pouco menor do que se nenhum controle

fosse aplicado (Figuras 4.10(a) e 4.10(b), curva cinza). Esse controle reduz também as

populagoes suscetiveies (curva amarela).

Nas Figuras 4.10(c) e 4.10(d) é possivel ver que a retirada de adultos infecta-
dos reduz ambas populacoes (infectadas e suscetiveis) e também antecipa o pico. Essa
antecipagao leva a uma assincronia do pico de infectados com a data de aplicacao do con-
trole, resultando em uma estratégia ineficiente, uma vez que os picos apresentam mesmo

intervalo de variagao.
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Figura 4.10: Evolucao temporal sobre 7 anos da populacao de juvenis e adultos com a
retirada em ¢ = 160 dias de 90% dos juvenis infectados, Figuras 4.10(a) e 4.10(b), 90%
dos adultos infectados, 4.10(c) e 4.10(d).

4.2.3 Impacto do transporte de animais infectados

Recentemente, foi verificado que o equivalente genomico de zoésporos (e.g.) do
Brachycephalus pitanga é dependente do e.g. das espécies que estao em locais adjacentes,
sugerindo que animais terrestres adquirem a infeccao de animais aquaticos que atuam
como veiculos de transporte do fungo Becker et al. (2019). Assim como na segao 3.2.3,
analisamos a proporg¢ao total de animais infectados durante 120 dias apds a chegada de 1

a 103 zoésporos e de 1, 10, 20, 50, 80 e 100 animais infectados em um ambiente suscetivel.

Como pode ser visto na Figura 4.11, a chegada de menos de 10* zoésporos tem
pouco impacto na proporcao da populagao de anuros, e a exposicao a baixas densidades do
zobsporo nao difere entre as fases. E possivel observar um grande aumento na proporgao
de animais infectados para Z;,; > 10°. A proporcao de juvenis infectados passa de 0, 1630,
quando Z;,; = 108, para 0,5200, quando Z;,; = 107, e a proporcao de adultos passa de
0,0757 para 0, 4865.

Na Figura 4.12, é possivel ver que a chegada de juvenis e adultos infectados
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Figura 4.11: Proporcgao total de juvenis e adultos infectados ou com quitridiomicose, 120
dias ap6s a introducao de 1 até 10'? zodsporos.

reduzem igualmente a proporcao da populacao suscetivel no fim dos 120 dias. A chegada
de apenas um animal infectado reduz a proporgao de juvenis suscetiveis para 0, 8 (Figura
4.12(a)) e a de adultos para 0,61 (Figura 4.12(b)). Essa proporgao é pouco alterada caso

chegue um niimero maior de animais infectados.
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Figura 4.12: Proporcao da populacdo de juvenis (J) e adultos (As) durante 120 dias ap6s
a introducao de 0, 1, 10, 20, 50, 80 e 100 juvenis e adultos infectados. Em ambos os casos,
héa praticamente uma sobreposicao das curvas.
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CAPITULO

Conclusao

No Capitulo 2, propomos um modelo matematico para descrever a dinamica
entre anuros e Bd, com a infeccao ocorrendo via contato entre animais suscetiveis e infec-
tados e pelo contato com zodsporo livre em ambiente aquatico e terrestre. Este modelo
completo também leva em conta a predagao dos zodsporos pela microfauna aquatica, po-
rém a complexidade deste modelo e a presenca de varias nao linearidades torna dificil sua

anilise matematica.

Para a identificacao dos limiares dessa dinamica, este modelo foi simplificado
para o caso estudado no Capitulo 3, onde a unica forma de infeccao considerada foi via
contato com zoodsporo livre em ambiente aquatico. Este modelo nao contempla anuros que
nao apresentam girinos em seu ciclo de vida, esses animais sao terrestres e nao frequentam
corpos d’agua, mas nao estao imunes ao Bd. Deste modo, o modelo proposto no Capitulo
2 foi adaptado a essas espécies no Capitulo 4. Nesse caso, consideramos como forma
de transmissao o contato entre os animais e também com zodsporos livre em ambiente

terreste.

Da andlise qualitativa dos modelo acima citados (equacao (3.1) e equagao
(4.1)), determinamos trés estados estaciondrios: P que refere-se a extingao de todas as
populagoes (anuros e zodsporo); P, que ¢é o equilibrio trivial, onde a doenga esté ausente

e P*, o equilibrio onde Bd e anuros coexistem.

Da analise de estabilidade dos pontos estacionarios acima citados, determina-
mos dois limiares: o ntimero bésico de descendentes, Qq, para espécies aquéticas e Q3¢
para espécies terrestres. Além disso, identificamos um tnico limiar que determina a insta-
lacao da doenga em uma populacao préviamente suscetivel, o nimero bésico reprodutivo:

Ry para a espécie aquatica e R para espécie terrestre.
0 0

Para espécies aquaticas, o limiar que garante a instalagao do fungo é dado por
Ry = Ry + Rj + Ry, onde Ry, R; e R, representam a produgao de zodsporos por girinos,

juvenis e adultos infectados, respectivamente. Como esses animais se contaminam via
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contato com zodsporo livre e dividem o mesmo ambiente aquatico, a producao de zodsporos
em cada fase contribui para o reservatério ambiental do fungo, facilitando sua instalagao

em um ambiente previamente suscetivel.

J& para anuros terrestres, este limiar ¢ dado por R4 = max{Ra,, Rj,, R},
onde R; = (1—}%Jt}§+]w' R4, representa o nimero de animais infectados a partir de um
adulto infectado (via contato). Ry, e R4, representam a producao de zodsporos por juvenis
e adultos infectados, respectivamente. A fragao R, representa o impulsionamento que Ry,
Rj, e Ry, exercem na instalagao do fungo, pois, mesmo que os trés sejam estritamente
menores do que um, é possivel obter R; > 1, e a instalacao do fungo em um ambiente

previamente suscetivel é assegurada.

Para ambos os modelos, verificamos analiticamente que P¢* é local e assin-
toticamente estavel, se o nimero basico de descendentes ¢ estritamente menor que um.
PY ¢ global e assintoticamente estavel, se o nimero béasico de descentes ¢ maior do que
um, e o numero basico reprodutivo é estritamente menor do que um. A existéncia e
estabilidade do ponto de equilibrio trivial P garante que as populacoes de anuros estao
bem estabelecidas na auséncia da quitridiomicose, porém, em condicoes favoraveis para a
instalagdo do fungo (Ry ou R34 > 1), este ponto torna-se instavel, surgindo um equilibrio

de coexisténcia de anuros com Bd, dado por P*.

A estabilidade de P* foi investigada numéricamente. Para as espécies aquaticas
verificamos, para um amplo conjunto de parametros, que P* é local e assintoticamente
estavel se Qo > 1 e Ry > 1 e, para as espécies terrestres, foi possivel obter um conjunto de
parametros, onde Q3¢ > 1, R4? > 1, e P* é instavel, gerando assim ciclos limites. Embora
a presenca desses ciclos tenha sido observada em um conjunto de parametros especifico,

as condigoes e regioes de sua existéncia nao foram determinadas.

Com parametros disponiveis na literatura, estudamos o modelo (3.1) e seus
limiares aplicado a dinamica da Rana muscosa, espécie endémica da Serra Nevada, al-
tamente aqudtica e que sofreu graves declinios nos tltimos 20 anos. J4 o modelo (4.1)
foi utilizado para estudar a dinamica do Brachycephalus ephippium, espécie abundante e

endémica da mata Atlantica brasileira.

Ambas as espécies apresentaram Ry >> 1, ou seja, o fungo é capaz de se ins-
talar em uma populagao completamente suscetivel. Por meio da anélise de sensibilidade
desse limiar, nossos achados reforcam a importancia dos girinos na manutenc¢ao da quitri-
diomicose, confirmando que esta exerce maior importancia quando comparada as outras

fases.

Para a R. muscosa, verificamos que o nao estabelecimento da doenca nao
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depende apenas de uma fase, mas sim da contribuicao de todas. Estratégias restritas
a cada uma pode ser capaz de manter as parciais R,, R; e I, abaixo da unidade, mas
nao sua soma R, + R; + R, = Ry. A mortalidade dos girinos infectados, pg, mostrou-
se responsavel por 99% da variacao do Ry, porém é um parametro presente somente na
parcial R,. Caso R, > 1, alteracoes em ug, nao serao efetivas para obter Ry < 1. O
Unico parametro de controle capaz de reduzir R, abaixo da unidade é a mortalidade de
zoosporos (.. Ou seja, para que o fungo nao se instale em uma populacao previamente
suscetivel, seria necessario um ambiente desfavoravel, cujo periodo de vida do zodsporo

fosse reduzido.

Na associacao do aumento da mortalidade dos zodsporos com a retirada de
animais infectados, a retirada dos girinos mostrou-se mais eficiente quando comparada com
a retirada de adultos. Para obter Ry < 1, para o mesmo valor de ug, € ft4,, ¢ necessario
um aumento menor na mortalidade dos zodsporos quando associada aos girinos. Esse
resultado também é importante para estratégias em campo. Diferente da colonizagao em
adultos, que nao apresenta sintomas, girinos infectados podem ser facilmente identificados
devido a despigmentacgao do aparato bucal o que torna a identificacao e remocao desses

animais mais facil do que a de adultos.

Para o B. ephippium, verificamos que, com uma variacao de cinco vezes no
valor inicialmente considerado do parametro, a mortalidade dos zo6sporos (jiz,), a taxa de
infecgao dos juvenis (85,) e a produgio de zoésporos por essa mesma fase (p;, e py,) foram
os parametros que apresentam a maior variagao relativa no R3¢ porém nao foi possivel
obter RI? abaixo da unidade. Embora esse aumento em pyz, reduza todas as parciais
Ry, Ry, e Ra,, a fracao R; continua estritamente maior do que um. Para que Rgd <1,¢é
necessario que pz, seja 103 vezes maior que o valor considerado. J4 a variagao considerada
na taxa de mortalidade dos adultos infectados (p14,) nao altera o R, indicando que a
adocao de uma pratica de controle que aumente a mortalidade dos adultos pode nao ser
eficiente na prevencao da quitridiomicose. Porém, a mortalidade de juvenis infectados e
com quitridiomicose (s, € f5,) apresentou taxa de variacao relativa negativa, indicando

que essa pratica pode ser adotada em juvenis.

Para avaliar as estratégias de controle, verificamos a eficiéncia da retirada de
animais infectados do ambiente e o aumento da mortalidade dos zodsporos. Essa ultima foi
analisada somente no modelo aquético, uma vez que a mortalidade do fungo em ambiente
terrestre nao pode ser aumentada via predacao. Para a espécie terrestre, verificamos que
essa estratégia nao é eficiente, pois mesmo com a retirada de 90% dos animais infectados,

os surtos previstos pelo modelo ainda foram observados, ainda que antecipados e com
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intensidade um pouco menor quando o controle era aplicado nos juvenis. Para a espécie
aqudtica, a retirada e tratamento de adultos infectados e/ou com quitridiomicose nao
se mostrou efetiva as outras fases, nao impedindo a infec¢gao de girinos e adultos. Fato
contréario é observado com a retirada de girinos infectados. Apds a retirada, é observado
um aumento no numero de animais suscetiveis, porém a populacao retorna ao estado
estaciondrio P*, caso essas retiradas deixem de ser realizadas. A associacao da retirada de
girinos e aumento da mortalidade dos zodsporos se mostrou a mais eficiente das estratégias
que foram consideradas. A retirada de 90% dos girinos e o aumento na mortalidade dos
z00sporos (i, = 4) resultou em uma maior eficiéncia no manejo de adultos infectados e

populagoes suscetiveis maiores.

Em relagdo ao impacto da dispersao do fungo, em baixas densidades (z;,; <
10%), o patdégeno ndo apresenta efeitos negativos na populagao de anuros aquaticos ou
terrestres, porém a chegada de 10° zodsporos no ambiente aquatico foi suficiente para
infectar 45,9% dos juvenis, enquanto que em girinos e adultos, esse valor foi de 20 e 40%,
respectivamente. O mesmo nimero no ambiente terrestre resulta em 16,30% dos juvenis

e apenas 7,57% dos adultos terrestes infectados no fim dos 120 dias simulados.

Porém, diferente da chegada dos zodsporos, a chegada de animais infectados
é bastante prejudicial para a espécie terrestre. A chegada de apenas um animal (juvenil
ou adulto) reduziu a populacao de juvenis suscetiveis a 80% e a de adultos a 61%. Essa

proporcao é pouco alterada caso chegue um nimero maior de animais infectados.

Para a espécie aquatica, a chegada de girinos infectados apresenta maior redu-
¢ao na proporc¢ao de girinos, juvenis e adultos suscetiveis. A chegada de apenas 10 girinos
infectados resultou em 78,1% de juvenis e 71,5% de adultos suscetiveis ao fim dos 120
dias considerados. A chegada de animais nas fases pés metamorfose resultou em mais de

85% dos animais ainda suscetiveis ao fim dos 120 dias.

Os resultados obtidos aqui podem ser utilizados para dar suporte a bidlogos da
conservacao no manejo das espécies de anfibios afetadas pelo fungo. As simulagoes apre-
sentadas nesta tese exploram um pequena parte da potencialidade do modelo em questao,
contudo, diversas outras situacoes de interesse podem ser testadas in silico, poupando-se
tempo e recursos. Nossa intencao no futuro é utilizar o modelo desenvolvido em parceria
com esses grupos de pesquisa, analisando as diferentes estratégias de manejo e auxiliando

na implementacgao das mesmas.
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Neste apéndice descreveremos com detalhes as contas utilizadas para demons-
trar a estabilidade local e global do ponto de equilibrio trivial PY, para o modelo exclusivo
de espécies aquéticas apresentado no Capitulo 2; e para o ponto de equilibrio PP, do mo-

delo para anuros com desenvolvimento direto apresentado do Capitulo 4.

A.1 Condicoes de Estabilidade dos Pontos de Equilibrio para

Anuros Aquaticos.

Nesta secao descreveremos com detalhes as contas utilizadas para demonstrar
a estabilidade local e global de P°. Como j4 dito no Capitulo 2, a anélise da estabilidade
de P° por meio dos critérios de Routh-Hurwitz nao pode ser realizada devido a comple-
xibilidade dos coeficientes do polinomio caracteristico, portanto para determinarmos as
condigoes para que os autovalores da matriz F, definida na equagao (3.20) possuam parte
real negativa utilizaremos duas abordagens distintas: (i) a teoria da matriz de Metzler
Hurwitz, apresentada em Narendra & Shorten (2010), (i) a teoria da matriz M apresen-

tada em Olesky et al. (2009) e Berman & Plemmons (1994).

A.1.1 Estabilidade de P° a partir da teoria da matriz de Metzler

Nesta se¢ao vamos apresentar o limiar Ry como condigao necessaria e suficiente
para que a matriz F seja de Metzler Hurwitz. Para isso usaremos o teorema enunciado e
demonstrado em Narendra & Shorten (2010) que sugere um método pratico e condigdes
simples para a verificacao da estabilidade de Hurwitz em matrizes de Metzler. O método
baseia-se em verificar os sinais dos termos da diagonal principal de uma sequéncia de
matrizes de menor dimensao que sao facilmente obtidas uma da outra. Satisfeitas as
condigoes sob cada matriz pertencente a essa sequéncia temos que todos os autovalores da
matriz F estarao localizados a esquerda do plano complexo. Para facilitar a leitura vamos
inicialmente apresentar as definicoes de matrizes de Metzler, de Hurwitz e o teorema que

sugere o método, cuja demonstragao encontra-se em Narendra & Shorten (2010).
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Definigao: (Matriz de Metzler) Uma matriz A € R"™*", A = [a;;] é chamada de matriz

de Metzler se os elementos fora da diagonal principal sao nao negativos, ou seja, a;; >
0Vi#j.

Definigao: (Matriz de Hurwitz) Uma matriz A € R™*", A = [a;;] é dita ser Hurwitz
se todos seus autovalores tém parte real negativa, ou seja, p(A) < 0, onde p(A) é o raio

espectral da matriz A.

Teorema A.1. Seja A € R™*" uma matriz de Metzler. Defina as sequéncias de matrizes

{A[n],A[n —1],... ,A[l]} como seque: A[n] = A e para k =2,...,n a parti¢io

(A1)

AlK] = [ Apy bis ]

Crh—1  dr—1

onde Aj_; € REDxE=D g ey € RFY. A matriz Aj_y € definida como sendo

b T
Alk = 1) = Ay — 21t
k—1

uma matriz de Hurwitz é que as entradas da diagonal principal das matrizes A[l], A[2],

. Entao, a condicao necessdria e suficiente para que A seja

.., An| sejam todas estritamente negativas.

Como é possivel ver na equacao (3.20) e reescrita abaixo, todos os elementos
fora da diagonal principal da matriz F sao nao negativos portanto F é uma matriz de

Metzler em R7*7.

—H:  Na ns NJ, na NAa,
B,9° —ax 0 0 0 0
B 42 0 —asz3 0 0 0
0 wJ —Qy4 0 0
Baal 0 d; 0 —ass O
0
0

o O o o o O
—~
>
[\
~—

0 0 YA —aeg
0 0 £ 0 —pa

com azp = (m; + pc + pe,), azz = (5 + di + pg + py), aaa = (L + py,), ass =
(E+a+patpa,)eass = (pa+ pa,)-

Portanto, de acordo com o teorema A.1, para que F seja uma matriz de

Hurwitz precisamos mostrar que todas as matrizes da sequéncia {F[?]7 F[6], F[5], F[4],

F[3],F[2], F[l]}, com F[7] =F e F[k] com k =1,...,6 obtidas como descrito na equagao

(A.1), possuem todas as entradas da diagonal principal estritamente negativa.
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. Fg bs
Particionando F[7] = F temos F[7] = com
Cg Cl6
o o
0 0
0 0
be = 0 Ce = 0 d6_[_,uA}
0 §
0 0
e ] - ) ) - -
—Hz  TNa nJ N, na na,
ngg —a929 0 0 0 0
90 - 0 0 0
P, — BiJs a3 (A.3)

0 vy —ay 0 0
ﬁa QO 0 dl 0 —as55 0
0 0 0 A —aes ]

’ . bgel .
Como bg é um vetor nulo, a matriz resultante de Z—Zﬁ ¢ uma matriz nula de ordem 6,

portanto temos que F[6] = Fg e, como é possivel ver na equagao (A.3), possui todos os

elementos da diagonal principal estritamente negativos.

.. Fy b5
Particionando F[6] temos que F[6] =
Cx d5
com
— - — - [ O ]
—Hz TNa ny nJ, TA Na, 0
5992 —ag2 0 0 0 0
Cy = 0 ,
F5 = 5]178 0 —a33 0 0 , bs = 0 ) ’
0
0 0 ¢J — Q44 0 0
i Baag 0 dz 0 —a55 ] i 0 ] - wA -
eds = {—(MA + MAQ)}, portanto temos
r YANA,
0000 _MA+MAq
00 0O 0
7d5 =10 00O 0 )
00 00 0
100 00 0 |




153

b5Cg
logo F[5] = F; — o resulta em
5

NAy%a

—H:  Na nJ Ny, NA+ Batia,
B,g° —axn 0 0 0
FBl= |59 0 —ag 0 0 (A.4)
0 0 Yy —Qu 0
| Baa) 0 d; 0 —ass

que possui todas as entradas da diagonal principal estritamente negativas.

- F, b,
Particionando F[5] temos que F[5] = com
Cy d4
i - i i i -
—ps Me  ng M, S reryw Baa)
0 —a 0 0 0 0
F,= ng,s * , by = , G4 =
Bije 0 —azm 0 0 d;
i 0 0 ¢j — 44 ] | 0 ] | 0 ]
edy = [—(&+vYa+ pa+ pa,)], portanto temos
[ R* 0 0 0]
bt | 0 000
dy 0 0 00
0 0 00

onde R? esta descrito na equagao (3.17).

b40£1
Logo F[4] = F, — T resulta em
4

—u(1=R2) na fis 1
0 — 0 0
Fl4] = p o 2 , (A.5)
Bis 0 —ass O
i 0 0 @/)J —Qy4 ]

, " )
com fl = n;+ m (UA + MT::q). Podemos ver que F[4] que tera todas as

entradas da diagonal principal negativas caso g < 1.

Fs b }
com

Particionando F[4] temos F[4] =
C3 dg
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—p(1=R%)  ne  fis 07, 0
F3 = Byg? —azp» 0 , bs=1 0 |, cg=1 0
B;je 0  —as3 0 Uy

eds = {—(/U + /,I/Jq):|, portanto temos

Yangg
bgcT 00 - KT+,
73 pu—

ds 0 0 0
0 0 0

bgCg:
Logo F[3] = F3 — o resulta em
3

(1= RY) e fh 4+ D

Myt
F[3] = Be9s —agy 0 (A.6)
83,39 0 —ag3
que também terd todas as entradas da diagonal principal negativas somente se R} < 1.
.. Fy b
Particionando F[3] temos F[3] = ; com
C2 2

b .
—u.(1— R2 Iy + 50

5992 —a22 0
edy = [—(¢y+d; + py + pj;)] e portanto temos

back { —p=(R; + R}) 0 }

dy 0 0
; . ~ . bzch
com R; e R} descritos nas equagoes (3.14) e (3.16) respectivamente. Logo F[2] = Fg—d—
2
resulta em
—p. [1 = (R + RI + R,
Be9s —(mi + pe + ne;)

que terd todas as entradas da diagonal principal negativas somente se R? + RJ + R; =
R, + Rj < 1.
F1 b1

Particionando F[2] temos F[2] =
C1 dl

] com Fy = [—p, [1 — (R. + R))]],

byl i
by = [na], e1 = [Be9d], dv = [—(mi + pe + pg,)] portanto iTll = [~pyRy] onde R, é
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T

b
descrito na equagao (3.13). Logo F[1] = F; — ii—cl resulta em
1

F[l] = [_,uz [1 - (Ra + Rj + RQ)H (A8)

que terd todas as entradas da diagonal principal negativas somente se R, + R; + R, < 1.

Portanto, quando temos Ry := R, + R; + R, estritamente menor do que um,
a sequéncia de matrizes F[7] (equagao (A.2)), F[6] (equacao (A.3)), F[5] (equagao (A.4)),
F[4] (equagao (A.5)), F[3] (equacao (A.6)), F[2] (equacao (A.7)) e F[1] (equagao (A.8))
terao os elementos da diagonal principal estritamente negativos, com isso, pelo teorema
A.1 podemos concluir que, sob a hipétese de Ry = R, + R; + R, < 1 a matriz de Metzler F
é uma matriz de Hurwitz, portanto todos os seus autovalores estao localizados na metade
esquerda do plano complexo. Portanto, se Ry < 1 todos os autovalores da matriz jacobiana
J(P?), definida em (3.18) possuem parte real negativa, logo P° é local e assintoticamente

estavel.

A.1.2 Estabilidade de P’ a partir da teoria da matriz M

Nesta secao apresentaremos Ry como condicao necessaria e suficiente para a
estabilidade de P° por meio da teoria da matriz M, descrita em Olesky et al. (2009) e
Berman & Plemmons (1994). De acordo os autores, uma matriz M nao singular é uma
matriz cujos autovalores possuem parte real de maior do que zero, e segundo uma propo-
sicao apresentada pelos mesmos, uma matriz A qualquer serd uma matriz M nao singular
se, e somente se, as entradas de sua diagonal forem positivas e se existir uma matriz dia-
gonal D, com d;; > 0 tal que AD seja estritamente dominante, (a;d; > Z|aij|djj para
i=1,..,n.). o

Novamente, para facilitar a leitura reescreveremos abaixo as defini¢oes e pro-
posigoes enunciadas por Olesky et al. (2009) e Berman & Plemmons (1994) e, em seguida
apresentaremos os calculos para obtencao dos d;;, © = 1,...,7 que satisfazem as hipdteses

do teorema.

Definigao: Uma matriz A € R"*", A = [a;] é chamada de matriz M nao singular se
os elementos fora da diagonal principal sao nao positivos, ou seja, a;; < 0V i # j e existe
uma matriz B > 0 e um ntimero real u > 0 tal que A = uI —B com u > p(B), I a matriz

identidade e p(B) o raio espectral da matriz B.
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Proposicao: A € R™" ¢é uma matriz M nao singular se, e somente se, a parte real de

cada um dos seus autovalores é maior do que zero.

Proposi¢ao: Uma matriz A € R™", A = [a;;] é uma matriz M nao singular se, e
somente se, as entradas de sua diagonal sao positivas e se existe uma matriz diagonal
D, com d; > 0 tal que AD ¢ estritamente dominante, ou seja, a;d; > Z|aij|djj para
. J#
1=1,..,n.

Segundo proposicao A.1.2, para que —FD, seja diagonal dominante precisamos
determinar os coeficientes d; de uma matriz diagonal D tal que f;;d; > Z#i| fijldj;
para ¢ = 1,...,7, portanto precisamos determinar diq, das, ds33, dus, dss5, dgs € d77 tal que as

seguintes inequagoes sejam satisfeitas:

pedin > nedag + 15 dsz + 17, das + nadss + na, deo
(mi + pig + pia,) doa > Byge d
(g + di + pg + pg) dss > Bije di
(pg + pg,) daa > ydss
(E+ha+pa+pa,)dss > Baaldy + d;dss
(pa+pa,)des > adss
padr > Edss,
portanto temos que
dyp > ZG dao + LA dsz + s dyg + 14 ds5 + A, dee (A.9)
B,9¢
d > 5 d A0
22 (s + i + 1) 11 ( )
372
dsz > 2 d A1l
¥ g+ di + g+ ) ( )
dy > W dss (A.12)
5aa'0 dz
dss > 5 dip + d A13
T vatuatna) L EFatpatpa) (A13)
deg > (lu;/}'_AuM dss (A14)
d77 > i d55. (A15)

2\
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As desigualdades (A.10) e (A.11) s@o satisfeitas se tomarmos

0
dgg = ﬁggs dll +w (A16)

(mi + e + pe,)
Bijo
d = 5 di; + A.17
% (g + di + py + 1) e ( )

desde que w > 0. As desigualdades (A.12), (A.13), (A.14) e (A.15) podem ser reescritas

em funcao de dy;, portanto

vy ( B0 )
d £ dip +w
“ (g 4 pg,) \ (W + di + pg + pg,) H
ﬁaao dz < Bjjo )
dss > 5 dip + 5 dip +w
% (E+atpatpa) — (E+datpatpa) \Ws+ ditps+pg)
des > Pa [ ﬁaag dyy
(pa+pa,) [(E+tha+pa+ pa,)
d; B;7° >]
+ 5 di] +w A.18
(E+pa+pa+pa,) ((TPJ-F di+ g+ ) ( )
3 l Baal
drm > — 5 d
77 fa | (E4+0a+patpa)

e )
(E+vatpatpa) \ s+ di+py+ps,) 7

logo, tomando dj; = 1 as inequagbes mostradas em (A.18) serdo satisfeitas se tomarmos

py Big? vy
dyy = 5 +w +w
44 (g + pg,) W5 + di + pg + ;) (g + pg,)
d - ﬁaag i dl 5;]2
% (E+vYa+pat+pa) (E+Ya+pat+pa,) (Ws+ di+ g+ 1)
d;
“+w +w
(E+ A+ pa+ pa,)
wA Baao dz wA
deg = 5 +w A.19
% (a+pa,) (§+va+ pa+ pa,) (E+va+pat+pa,) (a+ pa,) ( )
ha d; B34 pa
+ +w +w
(a +pay) (§+va+ pa+pa,) (Vs + di + pg+ ;) (fa + pra,)
P T . L Bt
pa (& +atpatpa)  pa(§+va+patpa) Qs +di+pg+ps)
d.
Tt : et tw

pa(&+1va+pa+pa,) A

portanto, substituindo dy; = 1, dag, dss, dy4, ds5 € dgg da equagao (A.19) a equagao (A.9)
torna-se

1> RQ+RJi +RJq +RA1‘ +RAJ¢ +RAq +RAJq + wC
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onde
o o= M9 T T A My Ty Y DA Ya
Mz [z Mz Mz Mz Mz (/JJJ"’MJq) Mz (NA +:LLAq>
LA d; N4, d; Ya
e (§+Ya+pa+pa) g (E+Ya+pa+pa,) (pa+ pa,)’
(§]
5;‘ .0 nJ
R;, = —j;X%
’ et Wy di g+ o,
Ry, = &jgx M vy
Jue Yy +di + pg + g pg + g,
RAl- = &CLSX "4
[z §+va+ pa+ pa,
Ra, = @agx L b
[z §+va+ pa+ pa, pa+ pa,
d;
Ri, = Ry,
& Ethatpatpa
dA
R = : R .
A E+a+tpatpa,

Como Ry + Ry, + Ry, + Ra, + Ra, + Ra, + Ra, = Ry + Bj + Rf + R}, = Ry temos
1—-Ry > CL)Cl
e, portanto as inequagoes (A.9)-(A.15) serdo satisfeitas se

0< wC; <1-— Ry, dividindo ambos lados por '} temos

1— Ry
0< w <
Cy
portanto, se Ry < 1 existe w estritamente positivo que define d; > 0, ¢ = 1,...,7

garantindo que —FD ¢é diagonal dominante e, pelas proposicoes A.1.2 e A.1.2 concluimos
que —F é uma matriz M nao singular, portanto tem autovalores com parte real positiva,

garantindo que P serd local e assintoticamente estavel.

A.1.3 Estabilidade Global de Fy,- Autovalor a Esquerda

Nessa segao apresentaremos o teorema enunciado e demonstrado por

Shuai & van den Driessche (2013) que sugere uma fungao de Lyapunov para o ELD.
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Considere um modelo compartimental de transmissao de doenga reescrito como

ix =f—-v (A.20)

onde as coordenadas do vetor f e v correspondem as taxas de novas infecgoes e de transigao
em cada compartimento respectivamente, similar ao método da matriz de préxima geracao.
. e . 0 ov ,
Seja p° o equilibrio trivial de (A.20), definida F' = [af(po)] eV = [(‘3@0)] a derivada
x x

do vetor f e v com respeito as coordenadas de z avaliadas em p°. Para determinar a

estabilidade global de p° temos os seguintes teoremas:

Teorema A.2 (LaSalle-Lyapunov (Khalil, 1996)). Seja © € D um conjunto compacto e
positivamente invariante com respeito a (A.20). SejaV : D — R uma funcao diferencidvel
tal que dV <0 € ©. Seja E o conjunto de todos os pontos em © tal que dV (z) =0 e M
o maior conjunto invariante em E, entao toda solucdo com condicao inicial em © tende

a M quando t — oo.

Teorema A.3. Seja F, V como definidas acima. Defina g(z) := (F —V)x — f +wv. Se
g(2)>0em QeRT™, F>0,V1>0eRy <1, onde Ry € raio espectral da matriz de
prozima geracdo, entio a funcio Q = w'V~tx é uma funcdo de Lyapunov para o modelo
(A.20) em €.

Para garantir as condigoes do teorema vamos inicialmente definir g(x). Para
isso usaremos as matrizes F; e V; dadas nas equagoes (3.24) e (3.25) e os vetores f e
v dados nas equagoes (3.22) e (3.23) respectivamente, utilizadas na primeira contrugao
da matriz de préxima geracdo. Claramente F; > 0, Vi' > 0 (equacdo (3.26)), entdo
vamos mostrar que g(z), definida de acordo com o teorema A.3 serd nio negativa para

todo x € €.

De fato, calculando g(z) = (F; — V1)z — f + v temos

0
By(gs — 95)2
Bi(Jy — Js)z

0
Ba(al —ay)z

0

Como g, < ¢°, js < 7% e a, < a% temos que g(x) > 0 em Q, satisfazendo a hipétese do

teorema.
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T = [w; wo w3 wy ws we wr|], um au-

Para determinar a funcao () tomamos w
tovetor a esquerda com respeito ao maior autovalor de Vi'Fy, ou seja p(Vi'Fy) =

p(F1 V') = /Ry = p. As coordenadas de w” precisam satisfazer a equacido w'Vi'F; =

pw?.
Substituindo V;'F; temos
Bg9? B;3? 0 ] r ]
mi"!‘llgG'f‘MGi W2 di-HPJiMJ-HﬁJi W3 ﬁj‘ys vgswy + W w1
el
na W1 w2
ns
e W1 — ws
Mg, P w
Kz 1 4
na
Mg “s
nag
L w W1 i L W6 ]

_ 0 Baal Biidha Y4 Baa9 _
onde W = <BJ‘]S Us3 (€+¢A+MA+MAZ-)) Ws <HA+qu Us3 (matpag)(E+datratpa,) we. En
tao, as coordenadas de w precisam satisfazer o seguinte sistema de equacoes:

By9s Bijs 0 ( 0 Baag )

it i+ i, 2T A+ g g, T Pt (i e i )
0 0
; a
+ 7BJ]8¢A V53 + wABa = wWe — pwW1 = 0
pa + pa, (A + pa ) (§ +Ya+ pa+ pa,)
n—Gwl —pwe =0
z
n—‘]cul —pw3 =0 (A.21)
z
1,

My —pwy =0

n—Awl—pw5:0

A,

wp —pws = 0.

Isolando ws, w3, wy, ws € wg, em fungao de wy temos

el

Wy = ——Ws
Kz p
ny 1

W = ——w
iz p
1

Wy = %fwl (A.22)

Hz p
nal

Wy = ——wp
iz p
na, 1

We = —w
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e, substituindo-os na primeira equagao temos

R, Ry, Ra, + Ry, Ra,, + Ra,
— W)+ —w + w1 + - wy+—m—
p p p p

R

q

wp —pwp =0 (A.23)

com R, dado na equacao (3.13) e Ry, Ry, Ra,,Ra,,, Ra;, e R4, dados na equagao (B.1).

Colocando %wl em evidéncia temos
1
S [Ry+ Ry, + Ry, + Ra,, + Ra, + Ra, + Ra,| — pur =0, (A.24)
mas Ry + Ry, + Ry, + RAJZ_ + Ra, + RAJq + R4, = Ry, portanto
1
P [Ro] — pw1 =0,

da equacdo caracteristica de F; Vi ' dada na equacio (3.28), isolando Ry temos que Ry =

A2, Como p = p(F1V1'), podemos escrever Ry = p?. Portanto temos que

1 2
—w1p” —pwp =0,

pwi —pwy =0
que é satisfeira para qualquer valor de wq, em particular se tomarmos w; = 1. Portanto,

as coordenadas wy = 1 e wy 3456 dados nas equagoes (A.22) satisfazem o sistema (A.21).

Assim, Q = w?'V~!x a candidata a funcao de Lyapunov proposta por

Shuai & van den Driessche (2013), serd dada por

1 na 1 nJ 1 . 7aA 1
Qx) = + gi +— Jgt — a
2 pep (mi+pe +pe)” pep (g pa)"t pep (pa - pa,)

q

1 ( ny o My, Y ) .
+ Ji
di + by + pg =+ pg, \pep pep g + p,

1 dz 1 ( nAq,‘vbA )
+ na+——117J
di + g+ g+ g, E+Va+ pa+ pa, pap pa + pa,

1 1 ( na,¥a )
+ na—r+———|a
E+a+ pa+ pa, pop pa + pa,
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cuja derivada orbital serd

dQ@ _ 1dz e 1 dg; ny, 1 dj,
dt  pedt  pep(mitpe+pe) dt pap (g +pg,) dt

NA, 1 day 1 ( nyg o Ny, Y ) d j;
+ +

pzp (a4 pa,) dt di4hy 4 pg A gy, \pep o pep pg g, dt
4 1 d; 1 ( 1 UAqu ) d ji

VA
di + g+ pg + pg, §+a+ pa+ pa, pp pa+ pia, ) dt
1 1 dai

N ( it W)

E+ta+pa+ pa; pap pa+ pa, ) dt

s dz dgi dji djg da; dag 5 5 _
substituindo %7, ©f, ©h a1 S8 Zod pelas expressoes da equagao (3.1), somando e sub

traindo zR, apos algumas simplificagoes temos

iaQ [1

I op (1= p) (ncgi +n1,di +n1,dq +na,0; +na,aq) + 2 (1 — Ro) + 2(Ro — R) (A.25)

onde Ry é dado na equagao (3.12) e

G » J
R = &gsn— + &]s 7
pe” mi+pe t+pe,  pet s+ di g+ o,
Ba nA Ba NA, YA
+—as + —as
P EFVatpatpa, o pe (patpa,) (E4+Ya+pa+opa;)
; 1 d:na.
iy, Oty i1, (A.26)
pe (g +di+ pg 4+ pg) \ (g +pa,)  (E+va+pa+pa,)
Bj . d; ha N4,

+2L .
szs (di+vg+pg+ps) (E+va+pa+pa) (pa+pa,)

Ro — R pode ser reescrito como

Bg NG 0 Bj nJs .0 .
Ry-R = 20— 10 (0 g4+ 9~ s
0 uzmi—l-,uG-FMGi(g 9:) uz¢J+di+uJ+uJi(j Ja)
+ & nA + @ T]Aq ¢A (a(s] o (IS)
po & Yatpatpa,  pz (pa+pa,) (E+va+pa+pa,)
B . 1 Yyny, dina,
+ [ ZL g, + : A27
[#z (g +di + pg + ) \ (s +pg,) (€ +a+patpa,) (420
,Bj d; YA NA, .0 .
+— (]s _-]S)
fiz (di + g + prg + ) (E+ba+ pa+ pa,) (pa+ pa,)

Note que, por hipétese do teorema A.3 temos que g(x) > 0 o que garante que g; < g2,
Js < j% e as < a’ portanto Ry — R > 0, com a igualdade sendo verdadeira somente se
gs = ¢°, js = 7% e a, = a°. Portanto, sob as condicoes de Ry < 1 e p < 1 a derivada

orbital de @), dada na equagao (A.25), serd sempre negativa.
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A.2 Condicoes de Estabilidade dos Pontos de Equilibrio para

Anuros com desenvolvimento Direto.

Nesta secao descreveremos com detalhes as contas utilizadas para demonstrar
a estabilidade local e global de P?, o equilibrio trivial do modelo de anuros que apresentam

desenvolvimento direto estudado no Capitulo 4.

A.2.1 Estabilidade de P a partir da teoria da matriz M

Observe que, na proposicao A.1.2 uma condicao para que F, definida na
equagao (4.10) seja uma matriz M nao singular é que os elementos da sua diagonal
sejam todos positivos. Portanto, para a matriz —F precisamos nos restringir caso que

(E+ A+ pa+ pa,) — a;AY > 0, caso contrdrio essa hipGtese nao serd satisfeita.

Assumindo que (£ + ¥4 + pa + pa,) — o A? > 0, podemos verificar sob quais
condigoes —FD seja diagonal dominante. Para isso, precisamos determinar d;; > 0, ¢ =

1,...5 tal que as seguintes inequacgoes sejam satisfeitas:

podin > pyday+ py,dsz+ padis+ pa, dss
(g + di+ ps+pg)dey > By J7 dny
(g + ) dss > tyda
(E+va+patpa, — AN dy > B.AYdy + didyy + gAY dss (A.28)
(fa +pa,) dss > hadu,

portanto temos que

diy > 2Ly + P2 dgy + P4 4y 4+ P gy (A.29)
B, JY
dyy > S d A.30
“ (Vg + di+pg+pg) ( )
(08} gAY
dsz > ————dyo ds A.31
* (s + pa,) f Fha+ A+ pa, — A0 ( )
dss Pa daa. (A.32)

(pa + pa,)
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As desigualdades (A.30), (A.31) e (A.32) sdo satisfeitas se tomarmos

dyy = B dii 46

2 (Vg +di + pog + pg,) H
py By, J? vy

dan = £ diy+ ———0+96

% (pg + pg,) (b + di + prg + rg,) H (pr =+ 1)
4

dess = —————dy+90.

55 T 14

Observe que substituindo ds; na inequagao (A.28) temos que

VYa quAS

(E+a+pa+ pa, — ;AN dyy > B.AYdy + didyy +
(fra + pa,)

d44 + ) Oéqu,
portanto, temos que
(E+ta+pa+pa,) (1 — Ra)day > BaAVdyy + diday + 6 gAY,

onde R4, refere-se & infecgao de adultos suscetiveis (A?) devido ao contato com adultos

infectados, definido na equagao (4.7).

Por hipétese da proposicao A.1.2 (d;; > 0 Vi), portanto se R4, > 1 a desigual-

dade acima nao sera satisfeita mas para R4, < 1, sera satisfeita se tomarmos

didgz + ﬁAt Agdll + OéqA(S)(S

d
- (E+va+pa+pa)(l—Ra,)

+ 0.

Portanto uma primeira condigao, necessaria mas nao suficiente, para que —F seja uma
matriz M é que Ry, < 1 (condigao fraca), pois assim temos dyy > 0 e também (£ + ¢4 +

pa + pa,) — ;A2 > 0, a restrigao inicial.

Substituindo os d;;’s obtidos acima na equacao A.29 e tomando dy; = 1 temos

S
t JS _'_ R
pe " (g 4 di + g+ ) Pl (g + pg,) Pl

S
(1= Ra,) | o 2 €+0a+patpa, " (uatpa)

+ 1 [ﬁJz 0 dz 1 <pA + 1/}14 pa )]
(1=Ra,) [z ° (g +di + pog+ pg,) E+Va+ pa+ pa, (pa—+pa,)

! wiA i 0
+ 5{Mz (E+vYa+pa+pa)(l—Ra,) KPAJF (MA+MAq)pAq> (dz +0‘qu)]

1 wA w‘] ) }
+ = t Pt patpa Tt PA T TPy
- (PJ PJg T PAT PA; T PA, (A + f1a,) Pla (s + 1,)
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ou seja,
Ry
1 > R, + ———+0C6 A.33
Ji (1 _ RAC> ( )
_ 1 YA . 0
onde ' = pz (E+vatuatpa, )(1-Ra,) (pA T (MA+qu)pAq) (di + anS)]
+£ (pJ + ps, tpatpa, +pa, (MAf‘I:LAq) + 1, (Wﬁ‘l’%)) Note que C' > 0, uma vez que
R4, < 1. Portanto, da inequagao (A.33) temos
R4
1—-Ry, — —— > 0C
Ji 1— RAC ;
ou seja,
1-R R
§ < ( %) ll - A ] .
C (1—-R;)(1—Ra,)

Ry,
(1-Rj;)(1—Ra,)

Como ¢ > 0 a inequagao acima sé € verdadeira se R, e

di; >0 Vi.

< 1, e portanto

Portanto, as condigoes para que —F seja uma matriz M resumem-se a

R4
max{ Ry, Ry, : } <1 A.34

{ CT- )1 Ra) (A5
e, portanto os autovalores da matriz F tém parte real positiva, garantindo que P? é local

e assintoticamente estavel.

A.2.2 Estabilidade Global de P - Autovalor a Esquerda

Para garantir as condigbes do teorema A.3 inicialmente definos a fungao g(z)
sendo x = [Z; J; J, A; Aq]T. Usando as matrizes F; e V1 da primeira contrucao da matriz
de préxima geracao do modelo (4.1), dadas nas equagoes (4.17) e (4.18) e os vetores f
e v dados nas equacdes (4.15) e (4.16) temos que F; > 0, Vi' > 0, portanto g(x) =

(F1 — Vi)x — f + v, definida de acordo com o teorema A.3 sera dada por

0

B Zi(J) = ;)

g(x) = 0

(o Ai + g Ay + ZuBa, ) (A2 — A))
0
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que é nao negativa para todo z € Q3 pois J; < J? e A, < AY logo g(z) > 0 em Q3,

satisfazendo a hipotese do teorema.

Seja w! = [w; wo w3 wy ws] um autovetor a esquerda com respeito ao maior
autovalor de Vi'Fy, denotado por s, temos que p(Vi'Fy) = p(F1Vi') = k. As coor-
denadas de w” precisam satisfazer w' V;'F; = xkw’. Substituindo V;'F; definida na

equagao (4.27) temos

[ Uy > > 1 L
b21w2 -+ 7(721(,03 + (ﬁAtbgl -+ b22)w4 -+ NAf’I;A (bgz + 6At b31> Ws W
Mg =+ g, a 1
pJ;
—w w
piz, 1 2
P —
< = K| ws s
p Kz
Ai i YA i
w1+ RY wa+ Ws W4
Uz, Ac HA+RA, Ae
PAq q | W5 |
I P! + g bsiwy + Ry ws ]
By, J? db A9 i a; AY
Onde b = — Ut¥s b = %921 b = —s 3 = — s
21 Yrtditpstpy,’ 22 Etdatnatua,’ 731 §+vatpatpa;’ RAC §tatpatpa, ¢
q _ gAY Pa A : : : :
= . rden recisam satisfazer
Ry, @ batratna)Giatiay 8 €00 denadas de w precisam satisfazer o seguinte sistema

de equagoes:

0 = byrws + o qi‘]u(]q bo1ws + (Ba,bs1 + bag)wa + i f_Aqu (b22 + Ba, b31) w5 — KW
0= P Wy — KWwsy
Mz,
0= Py w1 — KWs A
Kz, (A.35)
0= PA; wy + Ri‘cu&; + LRQCQ% — KWy
Kz, Ha+ A,
0= PA, w1 + Oy 631W4 + R?LXCW5 — KWs.
Kz,
Isolando ws, w3, wy € ws em funcao de w; temos
PJ;
Wy = —Wws
Kz,
_ P
W3 = —ws
KUz,
w Ry RY R!
o= g el Vapa T,
Lz, (Ii - Rf46> K (/{ — RfAC) K(pa + pa,)
w1 i
ws = - {pAq (Ku — RAC) + ,OAiOéqb31:| )
Kitz, (lli - RAC)

Como £ = p(V1'F1) = p(F1V1'), k # R!, , garantindo que wy e ws estdo bem definidos.
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Substituindo w3 45 na primeira equagao, ap6s algumas simplificacoes temos

w 1
m; 52K = Ry,)(k — Ra,) — K°Ra,] =0, (A.36)

onde Ra,, Ry, e Ry, sdo dados nas equagoes (4.7), (4.8) e (4.9) respectivamente. Note
que k%(k*— Ry,)(k— Ra,) — k3Ra, = A(k), onde A é o polindmio caracteristico da matriz
de préxima geragio F;V; ! dado na equacdo (4.22). Como k = p(F1Vi'), k é uma
solucdo da equacao (4.22), ou seja A(k) = 0. Logo a igualdade dada na equagao (A.36)

sera verdadeira para todo wq, em particular para w; = 1.

Portanto, w com as coordenadas w; =1 e

o PJ;
T kum
vy = P
KUz,
R pa Ry R, Yapa, Ry,
T 1z, (Ii — RQC) pac T K (FL — Rf%) k(A ‘i f1a,)
Ws = Kz, (K;l_ quc) [pAq (H - R%C) + pAz‘OéquI} 5

satisfazem o sistema (A.35).

Com w cujas coordenadas foram definidas acima, V' dada na equacio (4.19)
ex=[ZJ; J A, Aq]T a funcao de Lyapunov () proposta por Shuai & van den Driessche
(2013), sera dada por

1 KU py 14
Qx)= — 7z 4 Ph g0y,
iz, nzops " pz,(k— Ra,)
Ji di a14 1 ( Vips )1
+ +K7 |\ pp
oz, (Yy +di + pg + p,) [/@'—RAC T,

A, k71 RY R
4 gk lW A hapa, (1 i A )] 7
Pz, Ya | k—Ra,  pa+tpa, k— Ra,

onde a4 estd definido na equagao (4.21). Q estd bem definida uma vez que k # R4,. Sua

derivada orbital é dada por

d 1 dZ, &' ps dJ, an dA;
SQx) = — ‘ +
dtQ( ) pz, At pg g+ pg, dt g (k— Ra,) dt
d J; 1 diayy _1< vip )1
+ g
dt pz,(Yy+di + pg+ ;) ["f — Ra, P Mg+ g,

44, KL " R L Yara, () R,
dt pz,a | "k —Ra,  pa+ja, k—Ra )]’
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dZy dJ; dJqg dA;
dt > dt dt’ dt

dA,
dt

e

substituindo pelas expressoes dadas no sistema (4.1), apds algumas

simplificagoes temos

. . kRS
7@ — —H_1<1 _ /4}) (sz Jz + pJq Jq + pAz Az + pAq Aq) _ Zt/f_l K — R?}f _ 7At
dt pz, o onz ' bz, Kz, ' c

_ ef i _ et
patpa, pa, +apa, (Bh TN - Ry 4 PaT Yapa, (R4 k" — Ry A
Ya pa+ pa, k— Ra, ! pa + pa, k— Ra, v

Como A(k) = k*(k*—Ry,)(k—Ra.)—K*Ra, = 0 temos que k = R,k + (,ii‘z; ; portanto

d _ ; : A
Lo=—k 1(1—m)<leJi+'OJquerA’Aier qu>
dt ,UIZt ,U‘Zt ,LLZt lu‘Zt

Ra KR,
—Zi V| Ry ! L _RY— t
t ( M T Ra) YT k- Ra,
ef . e
patpa, patbapa, (Bh T —RE\  patvapa, (Ra s RN
Pa pa+ jia, k—Ra, I pa+ pa, k—Ra, v

reescrevendo adequadamente temos

d . | | 4
0= —w1-x) (p"l Jit Da g g P gy P qu>
dt ,Uth ,U/Zt ,U/Zt lu’Zt

Z e
m (Ra— BY)

(RS, w7 = RY)) A, - (

—Z ™ (Ry ™ = R ) -

_patpa, pa; +vapa,
Ya  (pa+pa,)(k— Ra,)

PA; +/l/]AIDAq ( i li_l—RiEf) A
pa+pa,) (k= Ra) N Ae)

que ¢ negativa somente se kK < 1 pois, sob essa condi¢ao 1 — x > 0 e portanto o primeiro

termo é negativo.

A.2.3 Estabilidade de F;

Na Tabela A.1 sao mostrados os parametros que utilizados nas Figuras 4.2 e

4.3.
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Tabela A.1: Tabela de parametros que resultam na instabilidade de P}, equagao (4.31).

Paramétro Valor
o) 0,5
0s =0, 0,0137d 1
ds = d; 0,002739d*
iy 0,00001d!
, = fia, 0,50d !
A 0,000456621d !
P, = Ha, 0
By, 2 x 10710
Ba, 1 x 10713
; 1 x 10°°
Qy 6 x 107
Yy =Pa 0,1x d!
13 0,00001d !
P 3,430 x 102
P, 2,583 x 10°
PA, 3,334 x 10?
pa, 6,527 x 107
Kz, 8d~!
K 500000

A Figura A.1 ilustra a evolugao temporal do sistema (4.1) com os parametros

da Tabela 4.1, que representa a dinamica B. ephippium e Bd ao longo de 80 anos onde é

possivel observar a convergéncia assintotica para o equilibrio interno

P = (7 = 4,5185 x 10%, J; = 0,4685 x 10%, J, = 0,0937 x 10%, A, = 2,689 x 10*,
A =1,1117 x 10°, A, = 0,2221 x 10, 4, = 0,024 x 10°, Z; = 2,0687 x 104) .
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Figura A.1: Evolugao temporal da dinamica B. ephippium e Bd sobre ¢t = 80 anos.



