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Abstract

In this thesis we discuss the solvability of the Bessel’s differential equation of order p,
which is a particular case of the confluent hypergeometric equation, from the perspective
of the theory of calculus of arbitrary order, also commonly known as fractional calcu-
lus. In particular, we expose some misconceptions encountered in the literature and
we raise some questions about interpretations of the Riemann-Liouville operators when
acting on certain types of functions. In order to do so, we present the main fractional
operators (Riemann-Liouville, Caputo and Griinwald-Letnikov) as well as the fractional
integrodifferential operator, which is an unified view of both integration and differen-
tiation under a single operator. We also show the main properties of these operators

and mention some of its applications in Mathematics, Physics and Engeneering.

Keywords: Fractional calculus, Fractional differential equations, Bessel’s equation.

Resumo

Neste trabalho ¢ apresentado um modo de se obter solucoes de um caso particular da
equacao hipergeométrica confluente, a equacao de Bessel de ordem p, utilizando-se da
teoria do cédlculo de ordem arbitraria, também conhecido popularmente por célculo fra-
ciondrio. Em particular, discutimos alguns equivocos identificados na literatura e levan-
tamos questionamentos sobre algumas interpretacoes a respeito dos operadores formula-
dos segundo Riemann-Liouville quando aplicados a certos tipos de fungoes. Para tanto,
apresentamos inicialmente os operadores de integracao e diferenciacao fraciondrias se-
gundo as formulagoes mais cldssicas (Riemann-Liouville, Caputo e Griinwald-Letnikov)
e, em seguida, apresentamos o operador de integrodiferenciacao fraciondria que é a ten-
tativa de unificar as operacoes de integracao e diferenciacao sob um tnico operador. Ao
longo do texto indicamos as principais propriedades destes operadores e citamos algu-

mas das suas aplicagoes comumente encontrados na Matemética, Fisica e Engenharias.

Palavras-chave: Caélculo fraciondrio, Equacoes diferenciais fraciondrias, Equacao
de Bessel.
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INTRODUCAO

Atualmente, a chamada teoria do cdlculo fraciondrio' é uma drea da Matemdtica com
grande potencial de ascensao e dizemos isso no entendimento de que é evidente, pelo
menos para os estudiosos desta drea, que o nimero de trabalhos (artigos, relatérios,
livros, etc... [4, 5, 6, 19, 26, 36, 50, 51, 54, 59]) que estdo sendo publicados nestas
ultimas cinco décadas [56, 57] a respeito, tanto do desenvolvimento rigoroso da teoria
descrita em termos da andlise funcional [13, 25, 32, 41, 48], assim como das intimeras
aplicagoes em diversas dreas do conhecimento tém se tornado cada vez mais substan-
cial [1, 11, 12, 21, 22, 29, 55, 61]. Entretanto, o assunto ainda ¢ desconhecido para a
grande maioria dos académicos e, ainda mais intrigante, existe uma quantidade enorme
de defini¢oes distintas de operadores fraciondrios? que “circulam” pela literatura. Inda-

gando sobre quais propriedades de fato definem uma derivada fraciondria®

, 0s autores
de [36] buscam estabelecer critérios que possam ser usados como referéncias de par-
tida para se definir um operador fraciondrio. Em particular, mostram que as defini¢oes
“mais cldssicas” como as de Griinwald-Letnikov, Riemann-Liouville e Caputo satisfazem

os critérios (segundo a nomenclatura por eles estabelecidas) de linearidade, identidade

1 Ao longo deste trabalho iremos denotar, indiferentemente, cslculo de ordem arbitréria, cdlculo de
ordem fraciondria ou simplesmente, cdlculo fraciondrio, como a teoria dos operadores de diferenciagao
e integracao de ordem v € K, onde K =R ou C.

2Apenas para citar os mais conhecidos temos, Liouville, Riemman, Riemann-Liouville, Caputo,
Griinwald-Letnikov, Riesz, Weyl, Marchaud, Miller-Ross (sequenciais), entre outros.

30s autores usam a palavra derivada fraciondria, mas deixam claro que se a ordem « deste operador
for negativa, entéo trata-se de um operador de integragéo (indefinida), i.e., o processo de se obter uma
primitiva.
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(i.e., operador de ordem zero é o operador de identidade), compatibilidade reversa
(i.e., quando é escolhida uma ordem inteira, entdo o caso se reduz ao caso cléssico de
derivagao e integragao), leis de indice (i.e., propriedade de semigrupo, quando restrito
a ordens negativas) e uma regra de Leibniz generalizada (para se computar o operador

aplicado ao produto de duas fungoes).

E claro que uma das maiores motivacoes no desenvolvimento de uma nova teoria
matemadtica é a busca continua por novos métodos e aplicagoes a problemas préaticos
e tedricos, sejam estes provenientes de novos desafios matematicos da ciéncia contem-
poranea ou mesmo provenientes de “problemas cldssicos”, ou seja, aqueles que ja foram
exaustivamente estudados sob a 6tica das diversas teorias até entao difundidas. Assim,
nosso intuito neste trabalho foi o de produzir um texto ttil para a divulgacao, explo-
racao e verificagao de resultados até entao propostos para a teoria do calculo fracionario
e agregar valor ao uso desta nova drea, identificando em parte original no Capitulo
3 alguns equivocos que encontramos na literatura a respeito da obtencao das solugoes
da equacao de Bessel via uma metodologia do cédlculo fraciondrio. Inclusive, tais in-
vestigacoes nos levaram a questionar sobre uma nova interpretacao para os chamados

operadores de Riemann-Liouville quando aplicados a certos tipos de fungoes.

Para tanto, nos organizamos da seguinte forma: o capitulo inicial, além de fixar as
principais notacoes usadas, apresenta uma revisao dos principais conceitos da anélise
funcional e defini¢oes auxiliares que serao constantemente referenciados ao longo do
texto. No capitulo dois, introduzimos os operadores de integracao e diferenciacao
fraciondrios, restringindo-nos as versoes mais conhecidas, a saber, Riemann-Liouville,
Caputo e Griinwald-Letnikov, investigando os critérios de compatibilidade entre estas
definigoes. Também discutimos na Secao 2.4 o que denominamos de operador de in-
tegrodiferenciacao fraciondria, que é a tentativa de descrever sob um tnico simbolo as
operacoes de derivagao e integracao e, com bases nestas ideias expostas, na Subsegao
2.4.1 tracamos um paralelo a respeito da formulacao conhecida como derivada fra-
ciondria de Marchaud. Ainda no contexto da Segao 2.4, apresentamos uma das versoes
da chamada regra de Leibniz fraciondria. No capitulo trés, apresentamos uma abor-
dagem simples, através do calculo fraciondrio, como alternativa ao conhecido método

de Frobenius, para abordar a conhecida equacao de Bessel, frequentemente encontrada

2
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no estudo dos fendémenos de propagacao de ondas, de conducao de calor e de equilibrio

eletrostédtico em dominios cilindricos:

2

sz—w+zd—w+(z2—p2)w:0,z>0 (1)

dz? dz
onde w = w(z) e p € um parametro. A metodologia desenvolvida foi inicialmente
proposta pelos autores de [35], no entanto, ao analisar aquele artigo observamos al-
gumas inconsisténcias na metodologia usada pelos autores ao tentar obter a segunda
solucao linearmente independente para o caso em que o pardmetro p nao é um inteiro.
Discutimos com detalhes as causas de tais inconsisténcias e encontramos as devidas
limitacoes ao método empregado pelos autores, sugerindo um formalismo consistente

para a solucao de problemas andlogos.

Por fim, encerramos o trabalho com as consideracoes finais, sintetizando os resulta-
dos investigados e apresentando alguns tépicos que sugerem novos estudos e trabalhos.
Esta tese também contempla um apéndice, sendo este um espaco reservado para in-
cluirmos alguns resultados e/ou demonstragoes “secundérios”, normalmente laboriosos

e eventualmente “inconvenientes” para serem incluidos no corpo textual principal.
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Capitulo

Preliminares

Este capitulo é necessédrio para estabelecermos as notagoes que serao utilizadas ao longo
do trabalho, assim como exibirmos alguns resultados conhecidos da andlise funcional
e ainda, relembrarmos certas funcoes especiais da Fisica-Matemdtica, visto que estas

terao papel fundamental ao longo do desenvolvimento deste trabalho.

1.1 Notacoes, Terminologias e Resultados Classicos

Para iniciarmos a nossa discussao, convém fixarmos algumas das principais notacoes e

terminologias que faremos uso. Denotamos:
Notagao 1.1 Ny := NU{0}, sendo N = {1,2,3,...} o conjunto dos nimeros naturais.

Notagao 1.2 Z; :=Z - N ={0,-1,-2,...}, sendo Z = {...,—2,—-1,0,1,2,...} o

congunto dos niumeros inteiros.

Notagao 1.3 F = F (2) denota a classe de todas as fungées definidas no conjunto
QCK(K=R ouC). Sendo R e C os conjuntos dos mimeros reais e complexos,

respectivamente.

Notagao 1.4 C" =C" () C F, n € Ny denotam as classes de fungdes continuamente

diferencidveis até ordem n em Q, sendo que para o caso particular n =0, C° = C () C

5



1.1. NOTACOES, TERMINOLOGIAS E RESULTADOS CLASSICOS

F define a classe de fungoes continuas em §) e se n = o0, C*° = C*® () define a classe

de fungoes infinitamente diferencidveis, também chamado de espago das funcoes suaves.
Notagao 1.5 C, =C, () C F denota a classe de fungoes continuas por partes em §.

Notagao 1.6 AC (Q2) denota a classe de fungdes absolutamente continuas em 2, onde,
f € AC(Q) se, dado € > 0 existir 6 > 0 tal que para qualquer conjunto finito de

intervalos [ay,by) C Q, k=1,2,...,n, dois a dois disjuntos,

n

Yoe—ar) <5 = Y |f(bx) = flan)] <e
k=1 k=1
Notagao 1.7 AC" = AC" (2) C F, n € N, denotam as classes de fung¢ées f (x) conti-

nuamente diferencidveis até ordemn —1 em Q e com f"~1) € AC (Q). Em particular,

Q = [a,b], AC' () = AC [a, b).

Notagao 1.8 L,[a,b] := {f t[a,b] — R; f é mensurdvel em [a,b] e [|f]|, < oo}.
Sendo que

b :
1A, = (/ |f(t>\”dt) Cl<pes

[flloe = ess sup [f(z)],

a<z<b
onde esssup | f(x)| denota o supremo essencial da fungao |f(x)| [25].

Quando p = 1, L [a, b] € normalmente dito o espago das fungdes Lebesgue-integréveis
em ) = [a,b]. Observamos ainda que, formalmente, os elementos de L,[{}] sdo, na
verdade, classes de equivaléncia, no sentido de que duas fungoes mensuraveis em €2: f(x)
e g(r) sao indistinguiveis em L,[Q)] se, e s6 se, coincidirem em quase todos os pontos'
de Q. Ou seja, f € [f] é “igual” a outra fun¢do g € [f] a menos de um subconjunto
de €2 com medida nula. Logo, por abuso de notagao, toda vez que for mencionado que

f € Ly[a, b] estaremos de fato tomando um certo f(z) para representar a classe [f].

!Uma propriedade ¢é dita vélida "em quase todos os ponto de Q" quando ela é verdadeira em todo
Q2 exceto, possivelmente, num subconjunto de 2 com medida nula [2].

6



CAPITULO 1. PRELIMINARES

Lembramos de um resultado cldssico da anélise [25, 48] que nos garante que

f e AClab @&mm=c+/mwwm,weame

i.e., 0 espago AC [a, b] coincide com o espaco das primitivas de fungdes ¢ que estao em
Lia,b]. Note que da equivaléncia acima, se f € AC [a, ], entdo [’ (z) = ¢ (x) em quase

todos os pontos de €2 com ¢ = f (a). E mais geralmente, temos o seguinte lema.

Lema 1.1 O espago AC"[a,b] é formado pelas fungoes f (z), que podem ser represen-

tadas pela forma

n—1
fa)=(The) (@) + > a@—a)t, (1.1)
k=0
onde ¢ € Ly [a,b], ¢, (k=0,1,...,n—1) sdo constantes arbitrarias e
1

(@) (@) = JCE O

(n—1)!

E mais, se f(x) tem a forma da Eq.(1.1), entao f € AC" [a,b].

Note que segue da Eq.(1.1) que

f* (a)

P =17(1) e o=

(k=0,1,,...,n—1).

Para futuras referéncias, recordemos agora a famosa Desigualdade de Holder [2, 48]:

Teorema 1.1 (Desigualdade de Hélder) Sejam f € L, [a,b] e g € L, [a,b] onde p,

q € [1,00]? satisfazendo a relagio i + % = 1. Entdo

1Fglly < WA, gl -

Coroldrio 1.1 Sejam f € Ly [a,b] e g € Lo [a,b], i.e., g(x) é essencialmente limitada

em [a,b], entdo o produto (fg) € Ly [a,b].

20 sentido de [1,00] vem do fato de considerarmos, quando necessério, o conjunto dos mimeros

reais estendido, i.e., R := RU {oo}.



1.1. NOTACOES, TERMINOLOGIAS E RESULTADOS CLASSICOS

Notagao 1.9 Denotaremos o espaco das funcoes localmente integrdaveis em €2 por
Lijoc () ={f : Q@ = R; f mensurdvel em Q e f|, € L1 (U), VU C Q},

sendo que f|, € a restricao de f a um subconjunto compacto U.

Notagao 1.10 O operador de diferencia¢ao (no sentido usual) D E% : C — F,

definido por %f(l‘) = f(z), aplica funcoes f € C' na sua deriada f' € F. Em

particular, se f € C", entao

D' ()= g+ gz Hl = (g f ) (@) = 1)
~—————

¢ bem definido.

Além disso, para funcoes suficientemente bem comportadas, e.g, f € C™™", também

vale a propriedade de semigrupo®

Notagao 1.11 O operador de integra¢io I : Li[a,b] — AC [a, b], definido por

agxm=/?mm=F@>

para x € [a,b] mapeia fungoes f € Ly |a,b] na sua primitiva F € AC [a,b]. Em parti-
cular, se f € Ly [a,b], entdo por um resultado cldssico da teoria da integra¢ao [2, 27],

Z.f = F € Cla,b] C Li(a,b), donde seque que a expressao a sequir é bem definida:

L-?-:-_/mef).

3Um semigrupo é uma estrutura algébrica consistindo de um conjunto munido de uma operacio
bindria (fechada) associativa. Assim, no contexto dos operadores de diferencia¢do e integragdo, a
operagao bindria em questao é a composigao.




CAPITULO 1. PRELIMINARES

Além disso, para fungoes integraveis, também vale a propriedade de semigrupo
T f (@) = T"T"f (1) = T f ().

Notacao 1.12 Para unificacdo simbdlica®, usamos a letra ®V para denotar o operador

de integrodiferenciagdo fraciondria de ordem v > 0 do sequinte modo:

D" : Dom(®) C F — F,

v . . .
onde®D 7V =1" eD¥ =D" = (;lz” denotam a integral e a derivada de ordens arbitrdrias®
dn

v € R (ou C), respectivamente. Em particular, D" = 4= e D™ = 1I" quando n € N.

Também iremos denotar, por conveniéncia, ®° =1 o operador identidade.

Lembremos que o Teorema Fundamental do Célculo (Cléssico) nos dé o seguinte

resultado:

Teorema 1.2 (TFC - Classico) Seja f € Cla,b]. Defina F : [a,b] — R por
F) = [ s,

para todo x € |a,b]. Entdo, F' é continua em [a,b], diferencidvel em (a,b) e F' = f.

Ou seja, o teorema estabelece uma relagao fntima entre os operadores de integragao

e diferenciagao. Na nossa notacao, este resultado fica escrito como (DI) f = f.
Coroldrio 1.2 Seja f € Ly[a,b], entdo

(D"I"f) (x) = [ (x). (1.2)

Prova. De fato, a Eq.(1.2) pode ser provada por indugao.

4Explicaremos com mais detalhes esta ideia na Secao 2.4.
®Neste momento, ainda ndo ¢ feito distincao entre as diferentes formas de se definir os operadores
fraciondrios. Isto serd feito no capitulo seguinte.



1.1. NOTACOES, TERMINOLOGIAS E RESULTADOS CLASSICOS

Para n =1 o resultado é o préprio Teorema 1.2. Suponha, por hipétese indutiva,

que o resultado seja vélido para n, entao:

(DT £l (2) = [D(D"I™)If](x)

= [DIZf](x)
= f(z)
donde se conclui a prova. m
Corolario 1.3 Seja f € C"[a,b], entao
(Z"D"f) (= Zf(’“

Prova. A prova também é feita por inducao. Para n = 1, temos
(D)) ( / ft (2) — f (a*).
Agora suponha, por hipétese indutiva, a validade do resultado para n, entao:
(I”“D”“f) = Z(I"D"f")

n—1
s Zf(k—i—l) (a* z

k

= If - Iz:f’“+1 )k;!

k=0

n—1 |
= fl@)=f(a") - Z FE@) G
n xk
= f@)=> P 5

k=0

donde se conclui a prova. =

10



CAPITULO 1. PRELIMINARES

Portanto, se a ideia do cédlculo fraciondrio é obter uma generalizacao dos operadores
de integracao e diferenciagao para ordens v arbitrdrias, devemos procurar estabelecer
condicoes para que estas relagoes continuem validas em um sentido generalizado, e.g.,
se € C Dom(®) denotar a classe de fungoes para o qual vale um resultado generalizado

do Teorema 1.2, entao serd que

(@I/@*ll) f — @llfllf — @()f — f7

1.2 Funcoes Especiais do Calculo Fracionario

Dedicamos esta secao para relembrarmos de algumas funcoes e algumas de suas pro-
priedades que devido a sua importancia no contexto do estudo do céalculo fracionario,

merecem o crédito de serem nomeadas segundo a nomenclatura acima.

1.2.1 Funcgoes Generalizadas: Distribuicao )-Dirac

Comegamos relembrando que apesar da nomenclatura “fungoes generalizadas”, o termo
a que nos referimos nao trata verdadeiramente de fungoes no sentido usual, mas sim de
uma classe de funcionais lineares continuos agindo em um certo espago de funcoes “sufi-
cientemente bem comportadas”. Entao para introduzirmos formalmente estes conceitos

[3, 10, 18, 52, 58], comegamos com a recordagao de algumas defini¢oes.

Definigao 1.1 Seja ¢ : Q@ — R, ¢ € C* (). O suporte de v (x) em 2 é o fecho do
subconjunto A C § para o qual ¢ (x) # 0. Nessas condigoes, ¢ (x) é dita com suporte

compacto em A C Q) se
p(x)=0, z ¢ A.

Note que, se = [a,b] C R, entdo como ¢ € C*® () é continua, segue que ela é

limitada em 2 e, consequentemente, ¢ (x) < oo, z € A.

Defini¢ao 1.2 Denotaremos por D (2) o conjunto de todas as fungdes suaves e com

suporte compacto em €, i.e.,
D(Q):={peC®(Q): p(x)=0, z ¢ Q}.
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Os elementos de D (2) sdo usualmente denominados de fungoes teste e, neste tra-
balho, adotaremos esta mesma nomenclatura.

Um exemplo de funcao teste é a funcao

2
Ce € —= , x| <€,
Pe (x)z{ Xp( 62”2) o] < (1.3)

0, |z| > e.

E facil mostrar que D () é fechado com respeito a (i) operacido de soma e (i7)

multiplicacao por escalar

(i) ¢,¢eD()=(p+¢)cD(Q),
(i) peD(Q) edeK=R(ouC) = Ap e D(Q)

e que estas operagoes satisfazem os axiomas canonicos sobre espaco linear, logo D (2)
¢ um espaco linear sobre o corpo K.

Definicao 1.3 Dizemos que p, (x) — ¢ (z) € D (), se dada uma sequéncia de fungdes
teste {0, (¥)},.en, existir algum A C Q limitado, tal que para todo n € N,

(i) @ (2) = z g A
(i) o (x) — o® (x), VkeN,

sendo que em (ii) a convergéncia exigida é a uniforme.

Definigao 1.4 Um funcional linear continuo sobre o espago D (Q) é uma aplicagdo
f: D (2) = R que associa a cada ¢ € D (2) um nimero real § [p] = (f, ¢) e que satisfaz

as sequintes propriedades:
(1) f € linear;
(i) § é continuo.
Especificamente, a condigao () da Definigao 1.4, significa que dados o, f € K=R
(ou C) e ¢, ¢ € D (92), entdo

(f, a0+ Bo) = (f,ap) + (f,89)
= a(f,e)+8(f,9).

12
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Ja a condigao (i7) da mesma definigao, significa que

o, — & (f0,) = (F,0).

O espago de todos os funcionais lineares sobre D (£2) também ¢ um espago linear so-
bre o corpo K = R (ou C) e pode ser mostrado que ele é o dual de D (£2) e, portanto, serd
denotado por D* (§2) e os elementos deste novo espago linear sao usualmente chamados
de fungoes generalizadas [18, 58].

Dentro de D* (2), podemos categorizar dois tipos de fungdes generalizadas: as regu-

lares e as singulares.

Definigao 1.5 (Fungoes Generalizadas Regulares) Seja f (x) € Ly 0. (2) € con-

sidere o funcional linear e continuo f € D* () definido por

flo @) = (.p) = / f (1) ¢ (x) de, ¢ (x) € D (9). (1.4)

Entao § é dito uma funcao generalizada reqular. E mais, toda funcao generalizada de
D* () que puder ser definida em termos de uma funcao f localmente integrdvel sequndo

a formula Eq.(1.4) é dita regular.

Note que a linearidade de f advém da linearidade da integral e a continuidade de f
advém do fato de que ¢,, — ¢ uniformemente sendo que cada ¢,, tem suporte compacto

em (). Observe também que cada f € D*(Q2) é identificada univocamente com uma
f € Lo ().

Observacao 1.1 Aproveitamos para chamar atencao a respeito da nota¢do utilizada:
devido ao fato de que para cada func¢do generalizada regular § corresponde uma f €
L1 10c (2) (e viceversa), muitos livros que tratam sobre a teoria de fungées generalizadas
(distribuigdes), e.g., os classicos [18, 52, 58|, nao utilizam como apresentado neste
trabalho, duas nomenclaturas §f € D*(Q) e f € Lo () para distinguir uma fungdo
generalizada regular § da funcio f que define o modo como § age sobre ¢ (x) por meio

da integral de f (x)p (x). Portanto, é comum na nomenclatura tradicional reescrever

13
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fle]l = (f,¢) por (f,¢) ou ainda (f(x), p(z)) (para explicitar a varidvel independente)
e simplesmente usar o simbolo f = f(x) para denotar tanto a fun¢io gemeralizada
quanto a fungao localmente integravel associada, distinguindo-as formalmente sequndo
o contexto e tendo sempre em mente que nao hd sentido algum em avaliar uma fung¢dao

generalizada em um dado ponto x.

Definicao 1.6 (Fungoes Generalizadas Singulares) As demais fungoes generaliza-

das de D* (Q) que nao sao requlares, sao ditas singulares.

Note que do modo como foi definida uma funcgao generalizada singular, é impossivel
identificd-la com uma funcao f localmente integravel e o exemplo cldssico que podemos
mencionar é a chamada fun¢ao generalizada -Dirac, ou ainda, distribuicao d-Dirac,

d = 0(x), cuja principal propriedade é que

0lp ()] = (0(2),p(x)) =¢(0), (1.5)

ou mais geralmente, §, = 6 (z — a)

dalp(2)] = (0(z—a),¢(x))

De fato, suponha que exista uma funcao f € Ly, (€2) tal que para todo ¢ € D (Q)

tenhamos

/Qf(fv)sO(x)dfczw(O)-

Em particular, tomando como funcao teste a ¢, (z) definida na Eq.(1.3), temos

f(@)p. (x)dr = f(z)ccexp | — 6_2 5 | dz (1.6)
/. fr e (55)
()06 (0) = 066_1'

14
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No entanto, se € — 0 entao ¢, (r) — 0 e a integral da Eq.(1.6) converge para zero, o

que contradiz o resultado da Eq.(1.7).

Novamente chamando atencao para a nomenclatura, devemos ter em mente que
d = 0 (z) ndo é uma fungdo no sentido usual, mas sim um funcional linear continuo
que age em funcgoes testes ¢ (x) € D(Q) e seguindo a nomenclatura (e a definigao
da Eq.(1.4)) advinda das fungoes generalizadas regulares, alguns autores costumam

escrever

v (0) = (0(x), ¢ () = /95(33)90(33) dz. (1.8)

No caso especifico de fungoes generalizadas singulares como a ¢-Dirac, em geral, a
integral do lado direito da igualdade acima nao tem nenhum significado no sentido usual,
mas observamos que a Eq.(1.8) pode ter sentido matematico rigoroso introduzindo-se

a chamada medida de Dirac “dd (z)”, como observado pelo autor em [14].

Para terminarmos esta secao, comentamos sobre a diferenciabilidade e integrabili-
dade das funcdes generalizadas. E conhecido que nem todas as funcdes (ordindrias) sao
diferencidveis e, de fato, uma infinidade delas nao sao nem continuas, no entanto, de
acordo com a definicao que daremos de diferenciacao de fungoes generalizadas, veremos

que toda f € D* (2) é diferencidvel e ainda mais, infinitamente diferencidvel.

Seja f € C! (), assim considere o funcional linear { € D* () definido por

Flo(@)] = (f,9) (1.9)
= (f'(=), ()

_ /:f’(af)w(x)dx

Integrando por partes e lembrando que como ¢ () € D (2), entdao ¢ (z) = 0 fora do

intervalo §2 = [a, b], daf podemos reescrever a Eq.(1.9) como

(' (). (2)) = D=, - / f @

:/f

= (z),¢' (). (1.10)
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Ou seja, (f,¢) = (f'(2),¢(x)) = —(f(z),¢ (x)) e, de modo geral, uma trivial

prova por inducao nos garante o seguinte resultado
e @) = (f% (@), 0 (@) = (D" (f (@), ¥ (2)) . (1.11)

Note que da propriedade Eq.(1.5) da fungéo d-Dirac e do resultado recém apresen-

tado sobre a diferenciabilidade das funcoes generalizadas, segue que

A

(0 (@), () = =(6@),¢ @) =¢0),
(69 (@), 9 @) = (1 (F). 6% (@) = (1) (0),

onde §%) = DF§.

Agora, vejamos como a integrabilidade das fungoes generalizadas pode ser definida.
Obviamente, motivados pelo Teorema 1.2 e da propriedade da derivagao Eq.(1.11)
gostarfamos de ter vilido, para f € D* (), f € L1 () e denotando j~ uma primi-

tiva de f, os seguintes resultados

{ (i) & =1,
i) (7' (2) 0 (@) = = (] (@) ¢/ (@)

Ou seja, aplicando ambos os funcionais lineares em cada lado da igualdade (i) numa

funcao teste ¢ € D (2) e depois usando o resultado (i7) obtemos

— ([T (@), ¢ (2) = (f(2), (@)
(T @), ¢ () = = (f(@),¢(@). (1.12)
Agora, serd que podemos escrever
p(z) =9 () +cpy (2), (1.13)
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com ¢ € K=TR (ou C) e de modo que ¢' (z) € D (Q) = ¢ (z) € D (Q)?

Observe que se tivermos a seguinte condigao, ¢, () € D () tal que

/oogoo(x)dle

—00

€ escrevermos
0

o (x) = (2) + gy (2) / o (6) de, (1.14)

entao definindo

o= [ [so@) G go(n)dn] e,

teremos que 9 (x) € D (§2), pois claramente ¢ (z) é infinitamente diferencidvel e terd
suporte compacto em {2, uma vez que ¢ e p, tém suporte compacto em 2. Comparando-

se as Eq.(1.13) e Eq.(1.14) conclui-se que

c=(1,wo(x))=/ms@(§)d§-

Desta investigacao, podemos concluir que
(fTV (@), e (@) = (FTV (), ¢ (2) + ey ()
= (ST (@), ¢ (@) + (ST (@), ep0 (2))
- (/@ @) + G @)

dz
= —(f(2),¥(x))+ (co,p(2)),

onde ¢y = (f(_l), ©o)-

1.2.2 A Fungao Gama ['(z)

Nesta secao apresentamos a funcao gama e algumas de suas propriedades e sua relacao

com outras fungoes especiais.

A funcao gama é definida em termos da seguinte integral, conhecida como integral
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de Euler de sequnda espécie,
I'(z) :/ " te™"dx, Re(z) >0, (1.15)
0

1 (z2—1)Inz

onde 7 = ¢ , sendo que a integral da Eq.(1.15) converge absolutamente para

todo z € C, Re(z) > 0 e, portanto, I'(z) é continua para todo z € C, Re(z) > 0.

Observe que se integrarmos a Eq.(1.15) por partes, nés obtemos uma das principais

propriedades da fungao gama, a saber

ou ainda,
2(z) =T(2 4+ 1). (1.16)

Uma prova simples por inducao, nos permite verificar que a funcao gama é uma
extensao para as varidveis continuas do fatorial n! valendo a seguinte relacao quando
z=n€eN

I'(n+1)=nl (1.17)

De fato, para z = 1, temos

1) = /000 e fdx = [—e’ﬂ;o = 1.

Agora usando uma hipétese indutiva, supomos a validade da Eq.(1.17) para z = n

18
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e vamos prova-la para z =n + 1:

'n+2) = / " Me " dy
0

— [_g;”“e"’”]oo + (n+ 1)/ z"e *dx
0

A férmula da Eq.(1.16) é conhecida como férmula da redugao e a partir desta relagao,
podemos estender o dominio de definigao da fungdo gama para o semiplano Re (z) < 0

do seguinte modo

I(z) = % Re(z) > —n € No, 2 ¢ Zg , (1.18)

onde (z), denota o simbolo de Pochhammer (ascendente), definido para z € C e n € Ny

como

(2)g = 1, (1.19)
(2), = z(z+1)---(2+n-1). (1.20)

Por completude, também mencionamos o simbolo de Pochhammer (descendente),

definido para z € C e n € Ny como
(2) , = z(z=1)---(z—n+1). (1.22)

Inclusive, usando as definigdes em Eq.(1.18) - Eq.(1.22) é possivel verificar as iden-
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L@ —
)
=+
[\9)

Figura 1.1: Gréfico da fungao gama ao longo do eixo real com descontinuidades (infini-
tas) nos valores de z € Z; .

tidades a seguir[25, 35]

(2), = P(;(er)n), (1.23)
(2)_, = % (1.24)
(=2), = (=1)"(2),, 1.25)

Note que a Eq.(1.18) claramente nos mostra que se z € Zg, entao ['(z) = £oo,
i.e., a funcao gama apresenta polos simples nestes pontos. Entretanto, a razao entre

fungoes gama avaliadas em inteiros negativos resulta em valores finitos [35]. De fato,
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sejam m,n € N com m —n = p > 0, entdo usando a Eq.(1.23) temos

I'(—n) _ DI(=m+p) _ (—m)

' (—m) F(—m) Y
= —m(=m+1)---(—m+p—1)
= —m(-m+1)---(—n—1)

i (1.27)

Outras férmulas conhecidas e que valem serem mencionadas para uso futuro sao a

famosa formula de reflexao

T
I'z)I'l—z2) = 1.28
(1= 2) = —— (1.25)
e a identidade, conhecida pelo nome de formula de duplicagao
I'(3+k
G+R) VT k € Ny. (1.29)

[(2k+2) 22T (k+1)

Recordamos agora a func¢ao beta definida em termos da integral de Euler de primeira

espécie

Blpa)= [ o a-apds = T,

e também da chamada fun¢ao gama incompleta ~* definida em termos da série de

q ¢ Zg (1.30)

poténcias

—z

ey ————— (1.31)
port I'(v+ k +1)’

que é inteira com respeito aos parametros v e z. No caso em que Re(z) > 0, entao

®Note que (—1)""™ = (=1)""".
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~v* (v, z) possui a representagao integral

*

1 -
= v dt. 1.32
V) = [ e (132

Por fim, mencionamos que é possivel descrever os coeficientes binomiais generaliza-

" em termos da funcao gama

(a)__ T'(a+1) (1.33)

dos reais

3) T(a-B+1)I(B+1)

valida para a, 8 € R (arbitrdrios) com a restrigao de que o # —1,—-2,..., se § ¢ Z.

(1)

e que o caso particular, « = m e f = n, m,n € N se reduz ao caso clédssico bem

(Z):@g%m. (1.34)

1.2.3 Funcoes de Mittag-Leffler

Observe que [ > a implica que

conhecido

Da mesma forma que a funcao exponencial e* desempenha um papel de destaque no
célculo cldssico de ordem inteira, as fungoes de Mittag-Leffler desempenham um papel
destacado andlogo no célculo de ordem arbitrdria. O que queremos denotar por esta
afirmacao é que assim como se faz necessario um bom entendimento da exponencial para
o estudo e aplicacoes do cédlculo diferencial e integral cldssicos o mesmo pode ser dito
para aqueles que desejam se aventurar pelo cédlculo fracionédrio. De fato, nao é incomum
ao resolvermos equagoes diferenciais de ordem fraciondria, obtermos solugoes que se
nao diretamente expressas em termos de uma fun¢ao de Mittag-Leffler, entao ao menos
se relacionam com ela através de alguma identidade. Nesta secao dedicamos algumas

palavras para introduzir as fungoes de Mittag-Leffler e algumas de suas propriedades.

"Também é valida para a, 3 € C.
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Defini¢ao 1.7 Sejam Re(a) >0 e z € C. A funcao E, definida pela série

=y (1.35)
— r ak: +1)

é chamada de funcao de Mittag-Leffler de ordem «, as vezes também denotada por

funcao de Mittag-Leffler de um pardmetro.

Esta funcao foi introduzida e suas propriedades bésicas estudadas pelo matemético

sueco Gosta Mittag-Leffler (1846 - 1927). Tomando o = 1, segue imediatamente a

identidade - -

k=0

(1.36)

w|N

As seguintes fungoes, apesar de nao terem sidos formalmente apresentadas por
Mittag-Leffler também recebem o seu nome por serem generalizacoes diretas da funcao
da Eq.(1.35):

Definigao 1.8 Sejam Re(a) >0, v >0 e 2,5 € C. As fungdes definidas pelas séries

;F (ak + B) (1.37)

) = ; Rk 1 7) (1.38)

sao chamadas de funcoes de Mittag-Leffler de dois e trés pardametros, respectivamente.

As funcoes de Mittag-Leffler de um, dois e trés parametros sao fungoes inteiras em

C. De fato, podemos provar que os seus respectivos raios de convergéncia sao infinitos,
o0
aplicando o teste da razao para a séries »_ |uy|, onde uy sdo os coeficientes das séries

k=0
em FEq.(1.35), Eq.(1.37) e Eq.(1.38), respectivamente.
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temos

k
Por, exemplo, tomando u, = m,

Upy1 Pk [ (ak+1)
Uy, I'(ak+a+1) 2k
2(ak+1) | e
I'(ak+a+1) (ak‘—l—l)
donde segue que
. Uk+1 ) 1 . 1
lim |—| =1 lim |[———| = C
dn | = | T s .| = e

e, portanto, a série para E, (z) converge absolutamente para todo z € C. As demons-
tragoes para F, 5 (2) e E] ;(z) sdo feitas de modo similar.

Né6s vimos que a exponencial é um caso particular da funcao E, (z) quando es-
colhemos o = 1. Outras identidades entre as fungoes de Mittag-Leffler e as fungoes

trigonométricas classicas também sao trivialmente obtidas como mostrado a seguir

By (%) = Z - 2k’ ey = Z oh)] = cosh (2), (1.39)
k=0 k=0
0 %0 2%-+1
N z __senh (z)
B2 (%) = I;F 2k + 2) kz_;z(2k+1)!_ z (1.40)
o0 -1 kZQk 0 1 kzgk
E2,1 (—2’2) = Z % = % = COS (Z), (141)
k=0 k=0
o k _ok o k _2k+1
o (=1)" 2% (=1)" 2 _ sen(z)
B (=#) = §F(2k+2)_k_o 2(2k+1) 2 (142)

1.2.4 Funcoes Hipergeométricas

Nesta se¢ao relembramos as defini¢oes das funcoes hipergeométricas e algumas das suas

propriedades.
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Dada uma equacao diferencial, ordindria, linear, homogénea e de segunda ordem

d?u (2)
dz?

du(z)
dz

+ p(z) + q(2)u(z) =0, (1.43)

com p(z), q(2) € C para a qual se impde que ela admita trés pontos singulares regulares,
incluindo um no infinito, entao é sempre possivel, através de uma série de transformagoes
de varidveis, reduzi-la a forma [7]

d?u(z)

2012 —|—[c—(a—|—b+1)]dd(;)—abu(z)zO, (1.44)

que é a chamada equacao hipergeométrica.
Observando que a equagao hipergeométrica possui singularidades regulares nos pon-
tos 2 =0, z =1 e z = oo, podemos obter uma solugao nas proximidades da origem,

utilizando-se o método de Frobenius [7, 8|, a saber:

ui(z) = oFi(a,b;c;2) (1.45)
_ T ~Tlat+khTo+k)
I(a)'(b) &= T(c+k)k!
N kz_; (I:; k"

conhecida como funcdo hipergeométrica de Gauss. Ela é absolutamente convergente®
no disco |z| < 1 e com a,b € C; ¢ € C\ Z; e para os demais valores de z a fungao
hipergeométrica é definida pela continuagao analitica da série, sendo um dos métodos

para tal extensao obtida pela representacao integral

Fi0.hi2) = /0 P (L= ) dt, (1.46)

com 0 < Re(b) < Re(c) e Jarg(1 —2)| < m. A condi¢do no argumento de (1 — z)

significa que a fungao é considerada no plano complexo com um corte ao longo de (1, 00)

8 A série também é condicionalmente convergente para |z| = 1 quando Re (c —a —b) > 0 ou |z| = 1
(z#1)se =1 <Re(c—a—10) <0.
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e que o ramo principal escolhido é (1 — zt) ™" = e~¢(1=2t)

, para o qual In(1 — 2t) € R
para z € [0, 1].
Uma segunda solucao linearmente independente a u,(z) quando ¢ € C\ Z, ¢é dada

por
ug(2) = 2" pFi(a—c+ 1,b—c+1;2 —¢;2)] .

Dentre as varias propriedades encontradas na literatura [7, 8, 25] para a fungao

hipergeométrica, listamos algumas:

oFi(a,byc;2) = oFi1(b,a;c;2),

oFi(a,b;b;2) = (1—2)"",

2 F1(a, b;c;0) 2F1(0,b;¢;2) =1,

o F1(a,b;b; 1) FE? (c)—(a—:))’ Relc—a—10b] >0
d* [2Fi(a,b;c;2)] = (a()k() oFi(a+k,b+kic+k;2)].

dz* c) k

Funcao Hipergeométrica Confluente

A chamada func¢ao hipergeométrica confluente 1F (ou fun¢ao de Kummer) é obtida
a partir da fungao hipergeométrica apresentada na equacao Eq.(1.45) tomando-se o

seguinte limite

@),z

k
0, T |z| < o0 (1.47)

o~
I

NE

. z
1Fi(a;¢;2) = blirélo [2F1(a, b; ¢; 6)] = -

e assim como a funcao hipergeométrica, também possui uma representacao integral:

.« e — F(C) ! a—1 c—a—1 zt
lFl(a,c,z)—F(C_a)/o 7 (1—1t) e*'dt,

para 0 < Re (a) < Re (c).

A fungao hipergeométrica confluente, Fq.(1.47), é solugdo da seguinte equacao dife-
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rencial
Zd2u(z) du(z)

dz? (c=2) dz

chamada de equac¢ao hipergeométrica confluente.

—au(z) =0, (1.48)

Observamos que as fungoes de Bessel sao casos particulares das funcoes hipergeo-

métricas confluentes’ e sdo dadas por

1 , iz (Z\ 7Y
P (V+§,2V+1,2zz>—F(1+V)e (2) T(2),

onde J,(z) é a fungado de Bessel de primeira espécie e de ordem v, a qual sabemos ter

a seguinte representacao em série de Frobenius:

v+2k

Iu(z) :ZF(V+I£

3)
k=0 +

Dk

9Na verdade as funcdes de Bessel também podem ser escritas em termos das funcdes hipergeométri-

cas segundo a relacgdo J,(z) = % oF1 <V +1; 7%2> [25].
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Capitulo

Introducao ao Célculo de Ordem

Fracionaria

Neste capitulo apresentamos! as diversas defini¢des dos operadores de integracao e
diferenciacao fraciondrios e para cada caso enunciamos propriedades, proposicoes, lemas
e teoremas que quando nao demonstrados explicitamente, serao indicados pelas devidas
referéncias bibliogréficas.

Lembremo-nos que o célculo diferencial é um ramo do célculo e é a Matemética
que usamos para lidar com problemas envolvendo taxas de variagao, por exemplo: per-
mite calcular coeficientes angulares de curvas, velocidades e aceleracoes de objetos em
movimento, como e.g.: a localizacao de corpos celestes usando-se a teoria Newtoni-
ana da gravitagao (e a teoria de sistemas dindmicos), dentre tantas outras aplicagoes
numa disciplina quantitativa. Desenvolvido por Newton e Leibniz? no final do século
XVII, a formalizagao desta nova drea serviu de catalizador para que outros mateméticos
investigassem a abrangente aplicabilidade desta nova ferramenta matematica.

O primeiro texto de cédlculo formalmente publicado, Analyse des Infiniment Petits
pour U’Intelligence des Lignes Courbes, foi escrito pelo matemético francés Guillaume

Frangois Antoine (1661-1704), também conhecido como o marqués de L’Hospital [16].

!Contedos desta se¢io faz parte de um trabalho [44] a ser submetido para publicagao.
Isaac Newton (1642-1727) e Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) rivais na invencdo do cilculo
desenvolveram, de forma independente, os conceitos e introduziram as notagoes usadas atualmente.
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E a ele a quem se deve uma das primeiras indagacoes sobre o significado da derivada
de ordem? n: %, segundo a notagao de Leibniz, quando n fosse uma fragao e nao um
inteiro positivo. Neste mesmo periodo, numa carta de Leibniz para Johan Bernoulli
(1667-1748), foi mencionado pela primeira vez o termo derivada de ordem arbitraria e

alguns anos mais tarde, em correspondéncia com John Wallis (1616-1703), onde dis-

1
2

resultado poderia ter sido obtido por meio do cédlculo diferencial e usou a notacao d%y
1
5.
Portanto, como mostra a prépria histéria do Célculo, desde debates iniciais, o tema

cutiam sobre a representacao de =7 por produtos infinitos, Leibniz afirmou que este

para designar a derivada de ordem

sobre as derivadas de ordem nao inteira chamou a atencao de varios mateméaticos
famosos tais como, Euler (1707 - 1783), Laplace (1749 - 1827), Fourier (1768 - 1830),
Abel (1802 - 1829), Liouville (1809 - 1882), Riemann (1826 - 1866) e Laurent (1813 -
1854), dentre outros. Foi somente a partir de 1884 que a teoria dos operadores, um
dos ramos da anélise funcional, atingiu um nivel suficiente para ser usado como ponto
de partida para matemdticos modernos. Desde entao, a teoria incorporou a notagao
DY, donde v pode ser um nimero real ou complexo arbitrario e, nesse sentido, talvez o
nome cdlculo fraciondrio nao seja mais apropriado, a nao ser por motivos de tradi¢ao
histérica. Neste trabalho, como ja mencionado, usaremos indiscriminadamente, o nome
classico cdlculo fraciondrio e suas variantes.

Alguns matematicos, como Sonin, Letnikov e Laurent, consideraram uma abor-
dagem através dos operadores diferencial e integral de ordens fraciondrias, os quais se
baseiam essencialmente na famosa formula integral de Cauchy-Goursat. Demonstraram
os beneficios e a versatilidade do cdlculo fraciondrio na obtencao de solucoes particulares
de familias de equagoes diferenciais ordinarias (EDOs) e equagoes diferenciais parciais
(EDPs) homogéneas e nao homogéneas, dentre elas uma célebre equacdo que aparece
em indmeros problemas de Fisica-Matemadtica, a equacdo de Bessel Eq.(1).

Além das teorias das equagoes diferenciais, das equagoes integrais e das funcoes
especiais da Fisica-Matemadtica, algumas das dreas de aplicacao moderna do célculo

fraciondrio incluem dindmica de fluidos [55], teoria de grupos [21], mecanica quéantica

3Em 1695, L’'Hospital escreveu uma carta a Leibniz perguntando-lhe “e se n = %?” e a resposta que
recebeu do mesmo foi “Este é um aparente paradoxo no qual, um dia, consequéncias tteis emergirao”.
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[21], fisica nuclear [12, 21], probabilidade e estatistica [12, 55|, processamento de sinais
[12, 51], entre outros.

Nas secoes a seguir, introduzimos as defini¢oes e algumas propriedades das integrais
e derivadas fraciondrias segundo Riemann-Liouville, Caputo, Griinwald-Letnikov e por
iltimo, apresentamos a tentativa de unificar os operadores de integragao e diferenciagao
(segundo Riemann-Liouville) num tunico operador de integrodiferenciagao referenciando,
logo em seguida, esta abordagem com a formulac¢do proposta por Marchaud [30]. Em
cada caso, discutimos as condigoes para que as definicoes facam sentido e a classe de
fungbes que podemos operar. A nossa meta nesta primeira parte é poder verificar se
ha algum tipo de relagao entre as diferentes defini¢oes, ou seja, queremos responder
as seguintes perguntas: serd que existe alguma equivaléncia entre elas? Se sim, como

podemos obter uma definicao a partir da outra?

2.1 Integral e Derivada de Riemann-Liouville

Devido a razoes histéricas, é interessante comecar a nossa investigacao pelas defini¢oes
de integrais fraciondrias, atualmente conhecidas como integrais de Riemann-Liouville.

A partir delas, definimos posteriormente as derivadas fraciondrias de Riemann-Liouville.

Definicao 2.1 Seja @ = [a,b] C R um intervalo finito. As expressoes para LY, f e

Iy [ conforme as identidades:

(T ) @) = 15 [ -0 F (2.1)

comzx>a, Re(v) >0 e

b
@) @) =55 =0 rar 22

comx < b, Re(v) >0, onde I (v) é a fungdo gama, definem as integrais fraciondrias
de Riemann-Liouville (IFRL) de ordem v € C num intervalo real finito. As integrais
em Eq.(2.1) e Eq.(2.2) sdo chamadas de integrais fraciondrias o esquerda e & direita,

respectivamente.
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Alguns autores (e.g. [32])* apresentam uma definigio um pouco mais particular do

que as versoes acima, denotando por IFRL o caso em que R 5 x > 0:

TN@ =50 | @0 (23

com Re (v) > 0.
A primeira consideracao que fazemos a respeito dessas definicoes é que se v = n € N,
entao as definigdes Eq.(2.1), Eq.(2.2) e Eq.(2.3) coincidem com as integrais iteradas de

ordem n:

@@ = g =0 (2.4

1

TN@ = g = (2.4b)

Para convencer o leitor disso, mostraremos como obter Eq.(2.4a) a partir da integral

iterada de ordem n € N e depois fazendo n — v € C, com Re () > 0.

Suponha f(z) continua em R. Entao, pelo teorema fundamental do célculo

d

T @) =5 [ Fode= f),

onde Z,, f(a) = /af (t)dt = 0.

Usando uma hipétese indutiva, suponha a férmula véalida para um n € N qualquer,
provaremos entao a validade para n + 1 € N usando a regra da cadeia. Para isso,

considere a fungao auxiliar

g(z1,22) = %/xl(% —t)"f(t)dt

4Este autor, junto com [21], distinguem a nomenclatura, baseando-se nos limites inferior e superior
das integrais. Segundo suas nomenclaturas, Eq.(2.1) e Eq.(2.2) sdo chamadas de versao segundo
Riemann; e quando a = —oo, denotam por versao segundo Liouville.
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com x3 € R fixo. Entao,

0 1
G—:z:lg(xl’x2) = E(@ —x1)" f (1) -

(2.5)

Por outro lado, derivando agora com respeito a varidvel x5, e mantendo z; € R fixo

temos
9 o1 [ )
prs (T1,22) = a—wﬁ/a (wg — )" f (t)dt
1™ 9 .
= a—xz[(fﬂz—t) f()]dt
1 [

Portanto, segue pelas Eq.(2.5) e Eq.(2.6)

d n+1 a (9
d_x |:IC(L++ )f(x)} = [a_xlg(l’h@) + 5_:82 (5131,132)}

T1=T=I2

TLf@) = o=@+ oy [ =0 @

1 v i
= O+M/(; (Slf—t) f(t)dt

Além disso, 7 f(a) = #/ (x —t)"f (t)dt = 0. Portanto,

1 x
TLf@) = gy -0 ar
1 xr
-~ ) -0 a
é a n—ésima antiderivada de f e I f(a) =0,k =1,2,....n.

(2.6)

(2.7)

Claramente, a expressao Eq.(2.7) é valida mesmo no caso em que n — v € C, com

Re (v) > 0, desde que a integral convirja.
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A segunda consideracao é que as defini¢oes Eq.(2.1) e Eq.(2.2) podem ser obtidas
através de abordagens distintas. Citamos a seguir, algumas delas.

Por exemplo, partindo-se da férmula integral de Cauchy®. Sabemos que para uma
funcao f : Q — C analitica em uma regiao aberta {2 do plano complexo e A C 2 uma

regiao aberta tal que C' seja uma curva suave fechada delimitando a fronteira de A,

£ = g Lo 2.9

para z € A. Usando a Eq.(2.8), deriva-se a expressao para a férmula de Cauchy para

entao

derivadas de ordem n € N:

DM (2) = nt fc (gfid(. (2.9)

- i . z)nJrl

Note que hé uma certa semelhanga entre a expressao em Eq.(2.9) com as defini¢oes
apresentadas em Eq.(2.1), Eq.(2.2) e Eq.(2.3).

De fato, se ao invés de um natural n considerarmos um niimero complexo 7, entao
no lugar de n! na Eq.(2.9) podemos usar a representacao via fungdo gama I' (n + 1).
Entretanto, para n ¢ Z, o ponto z € C na Eq.(2.9) torna-se uma ramificagdo e nao mais
um simples polo de modo que nao podemos mais usar uma curva C' simples fechada
ao redor de z € C. O procedimento padrao nesse caso é fazer um “corte” ao longo do
eixo real estendendo-se no semi-intervalo (—oo, z) (Figura 2.1).

Dai, consideramos o contorno orientado no sentido anti-horario formado pelas retas

L; e Ly e a circunferéncia v centrada em z e a integral em Eq.(2.9) fica reescrita como:

I'(n+1)
211

+/ (- O
-/ (€= d<}.

DI f (2) { / =2 F(OdC (2.10)

50 artigo On differentiation with arbitrary index, escrito por N. Ya. Sonin em 1869 foi pioneiro
no sentido de partir da férmula integral de Cauchy para chegar na definicao que hoje chamamos de
Riemann-Liouville [32].
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Im ¢ N
Li  §

> Z %
Lo \Z/ Ren’;

Figura 2.1: Contorno de Hankel para evitar os pontos de ramificacao partindo de z

Admitindo que z esteja sobre o semieixo real positivo, i.e., z = x > 0, entao sobre

v, temos
(< . x)—n—l _ 6(71771)(1n|('fz|+i0)'

Sobre Ly, 6 = m, daf
(¢ — 5,;)*77*1 — (=n=D(n[¢—z|+im) _ (—n—1)[In(z—()+in]

e sobre Ly, § = —7, donde

(€ — 2)7"" = el=n=D0al¢=al=im) _ o(~n-Dn(a—C)=in]

Assim, se Re (n) < 0, a Eq.(2.10) fica®

DIf () — ”Z—;”{ [ r o
+e it lm / ) (x—t)"" F () de

+ eilmtbm / o (z =)' f (1) dt} :

6 Ao longo de L e a varidvel o percorre o caminho de  —r até ¢ — —oo. Ao longo de Ly e a varidvel

(2.11)

x percorre o caminho de ¢ — —oo até x — r.
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onde t = Re (¢). No entanto,

™

/ (C—a) " f(O)d¢ = [ rrlemi 0 f (z+ rew) ire’de

¥ —m
e, como
/ (C—2) " f(Od¢ < r—Re@/ |f (z + re)| do, (2.12)
0 —T
entdo quando r — 0, a expressdo para D™ f (z) na Eq.(2.11) fica
D f(z) = w { [ei(n+1)7r _ efi(n+1)7r} / (z — t)—n—l £ (D) dt}
i .
F'(n+1)

21

_ T(n+1)sen[(n+ 1)7T]/x (=) f(6)dt

= ———={2isen[(n+1)7]} /z (z—t)" " f(t)de

™

1 z S
- F(_n)/c (ZB _t) f(t) dt, Re (77) < 0, (2_13)

ou ainda, chamando —n = v = Re (v) > 0 a expressao em Eq.(2.13) torna-se a prépria
definigdo da IFRL apresentada pela Eq.(2.1):

1 v 1
— —t)” d .
T (V)/c (x—1t)""" f(t)dt, Re(v) >0
Observamos ainda uma outra abordagem para as IFRL. Em homenagem aos autores

de [18], as funcoes do tipo

fol

O () ==¢ T
0,

>0
T (2.14)

r <0,

com Re (\) > 0 sdo usualmente denotadas fungoes de Gelf’and-Shilov. Assim, dada uma

f (x) suficiententemente bem comportada e causal” para z > a podemos considerar o

"Isto significa que f (x) = 0 para = < a.
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produto de convolugao (entre fungoes)

F ()% by (z) = / s tar (2.15)

e a expressao obtida nada mais é do que (Z, f) (z).
Vejamos agora as definicoes para as derivadas fraciondrias de Riemann-Liouville
(DFRL) de ordem v € C, Re (v) > 0, num intervalo real finito.

Definicao 2.2 Seja 2 = [a,b] C R um intervalo finito. As expressoes D., f e Dy _f:

P @ = P (@) @) - (5) @

_ ﬁ (d%)n/; (@ — )" F () dt, (2.16)

comx >a e

oy () @) = (-5) @n @

_ ﬁ (_d%>n / o, @)

com x© < b, onde [Re (V)] é a parte inteira de Re(v) e n = [Re(v)] + 1, definem as

(Dy_f) (z)

DFRL de ordem v € C (Re(v) > 0), a esquerda e a direita, respectivamente.

Novamente, observamos que se v = n € N, entdo as defini¢oes Eq.(2.16) e Eq.(2.17)

coincidem com as derivadas usuais de ordem inteira:

onn) e = (o) @ (2.184)
)
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e analogamente
(Di_f) () = (=1)" f™ (=), (2.19)

sendo que no caso em que v = 0, temos simplesmente o operador de identidade, i.e.,
D). f=feD)f=/F.

Se esquematizarmos, através de um diagrama de blocos, a acao deste operador

diferencial fraciondrio, temos algo do tipo:

f—| 1"V | — (T*Vf) — | D* | — (D"I™Vf) =D"f (2.20)

ou seja, integra-se n — v vezes f segundo o método de IFRL e depois deriva-se (ordi-

nariamente) n vezes o resultado da integracao, i.e., D = D™ [Z"7¥].

Assim como no caso da IFRL, podemos partir de outras abordagens para chegar nas
DFRL. Por exemplo, novamente sob o ponto de vista das funcoes de Gelf’and-Shilov

Eq.(2.14) e seguindo os passos da Eq.(2.15), ao tomarmos n = [Re (\)] + 1 segue que

T (.CC _ t)n—)\—l

D2 (f (2) % ¢pp_y(x)) = Doy [/ mf(t) dt] (2.21)

1 n * _ n—A—1
= mpa—f— /a (x —1) f(t)di
(D;‘+I;‘; g )(:n)
(be\—&-f) (), (2.22)

onde a integral na Eq.(2.21) claramente converge quando 0 < Re (\) ¢ N. J4 no caso
em que A = n € Ny, as fungoes de Gelf’and-Shilov precisam ser interpretadas como
fungoes generalizadas. Sabemos que dentre as propriedades investigadas em [18], temos

o seguinte resultado
t)\fl
: — _ sm)
)\liriln ¢)\ (SC) _ T ()\) —n =0 ('T) ’ (223)

onde 0™ (z) é a n-ésima derivada (no sentido distribucional) da funcio generalizada

0-Dirac. Neste caso, a expressao da FEq.(2.21) deve ser reinterpretada (de modo a
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ficar formalmente® rigoroso com a teoria da andlise funcional) como um produto de
convolugao entre fungdes generalizadas, sendo que neste caso f = f(x) é a respectiva

fungao generalizada (regular) associada a fungao f € Ly [a.b], isto &,

D*(f (1) + 6y (@) = D" (f (@) %6 (x))
= D*(f(z) x4 (x))
= (F@ " (@)
= [ ().
Uma outra abordagem que naturalmente leva aos conceitos de IFRL e DFRL é
através da resolucao da equacao integral de Abel’

1
I'(v)

/1’ (x—7)"""o(r)dr = f(x), x>0, (2.24)

onde 0 < v < 1. Supondo que a > —o0 e que a Eq.(2.24) seja considerada no intervalo
finito [a, b], ent@o a sua solugao pode ser obtida tomando-se os seguintes passos. Comece
com as mudangas de varidveis z +— t e 7 — s, multiplique ambos os lados da Eq.(2.24)

por I' (v) (x — t)™" e integre-a com respeito a t, obtendo

/x (x— 1) dt/ (t— )" o (s)ds =T () / (x— ) (1) dt. (2.25)

Agora usando o teorema de Fubini para trocar a ordem das integrais iteradas no

lado esquerdo da Eq.(2.25), temos

/xgo (s) ds/az (z—t)" (t—s)"""dt=T(v) /1’ (x—t)"" f(t)dt. (2.26)

8Uma descricao completa dos operadores de IFRL e DFRL em termos das funcdes generalizadas é
possivel, mas tal abordagem nos levaria a desenvolver com mais cautela diversos aspectos das operagoes
entre fungoes generalizadas, como os conceitos de produto direto e produto de convolugao, além de um
detalhamento sobre as condigoes em que tais operacoes no espago das fungoes testes seriam validas e
tal caminho nao faz parte deste trabalho.

9Uma descricdo muito bem detalhada desta abordagem, com provas sobre a existéncia e unicidade
da solugéo no espago L1 [a,b] para a Eq.(2.24) pode ser encontrada em, e.g. [48].
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Usando a mudanga de varidvel t = s + z (z — s) e aplicando a definigdo da fungao

beta dada pela Eq.(1.30), podemos escrever

/ax (r—1) " (t—s)¥tdt = /01 11— ) ds

= B(v,1-v)
= I'nI'(1-v),
donde segue que a Eq.(2.26) fica
/a "o (s) ds = ﬁ / S B ) dt (2.27)

Diferenciando a Eq.(2.27), obtemos finalmente a expressao

1 d

® (l’) = m@/@w (ZL‘ — t)iu f (t) dt, (228)

que & reconhecida como sendo a DFRL & esquerda (D%, f) (z) de ordem 0 < v < 1.

Em particular, se f € AC [a, b], entao a solugao da Eq.(2.28) pode ser escrita como

@) =t | [ g a- 0 r0a
e

i U S 0 dt}

cuja integragao por partes fornece

o) = |+ [ -0 v,

Uma abordagem similar, pode ser feita para a equagao integral de Abel da forma

/ (r—x)"  o(r)dr = f(z), 2 <b, (2.29)
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resultando numa solucao

R s rerr 3 G A ACL (2.30)

reconhecida como sendo a DFRL a direita (DZ_ f ) () de ordem 0 < v < 1.

O interessante desta abordagem é que formalmente o operador de IFRL surge da
formulacao da equagao integral de Abel e a DFRL naturalmente surge como sendo o

operador de inversao'’ para a obten¢do da solugao, i.e., se ¢ (x) € Ly [a,b], x > 0:

(Zip) (2) = [f(2)
[DZ—I— (Ig+g0)} () = (Dg-s-f) (z)
p(x) = (Dif)(2).

E analogamente, se ¢ € L, [a,b], x < b:

(T -¢) (@) = f(2)
Dy (Ty-@)] (x) = (Dy_f) (@)
p(x) = (Dp-f)(2).

Uma consequéncia peculiar das defini¢oes Eq.(2.16) e Eq.(2.17) é que ao contrario
do resultado cldssico do célculo de ordem inteira de que a derivada de uma constante é
necessariamente nula, em geral, temos que D"k # 0, para k € R. De fato, podemos veri-
ficar diretamente das definigoes apresentadas acima (IFRL e DFRL) que para fungoes
)7

do tipo poténcia (z — a)ﬁ e b—=z ! 0s operadores resultam em funcoes poténcias

10Na préxima secio, ao estudarmos as propriedades de composicao das IFRL e DFRL, acrescentare-
mos mais detalhes sobre o papel da DFRL como a inversa (& esquerda) da IFRL.
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do mesmo tipo, i.e.: se Re(r) > 0e 3 € C, Re(B) > 0, entao'!

(Ig+(t—a)ﬁ—1) (x) = %(x—a)ﬁﬂ—l, (2.31a)
(z;;_ (b—t)ﬁ’l) (z) = %(b—x)ml’l, (2.31b)
(Dg+(t—a)ﬁ—1) (x) = %(x—a)ﬁ—”—l, (2.31¢)
(Dg, (b—t)ﬁ—l) (x) = %(b—x)ﬁ—”—l. (2.31d)

Logo, se 3 =1e0 < Re(v) ¢N, temos que (z —a)” ' = (z — a)’ = 1 e, portanto:

(PL1) ) =y, (L) @) = s 2.32)
e, em geral, para k € R,
k(x—a)™” kE(b—x)"
(PLk) (0) = =l (PLR) (o) = S 233

Por outro lado, se 0 < Re(v) ¢ N, entdo para j = 1,2,...,[Re(v)] + 1, valem as
igualdades

(D2, (t—a)7) (a) % (x—a)? =0 (2.34)
(D5 -0y (@) = % (b—a)7 =0, (2.35)

Lv—jt+1) _
T(—j+1) —
Uma consequéncia das FEq.(2.34) e Eq.(2.35) é o seguinte resultado.

pois nesse caso,

Coroldrio 2.1 Seja 0 < Re(v) ¢ N, com n = [Re(v)] + 1. FEntdo as derivadas

e
(D4, f) (z) e (Dy_f) (z) se anulam se, e somente se, f (x) tiver uma das representagdes

INo Apéndice A.1, nés apresentamos uma deducao das expressoes Eq.(2.31a) e Eq.(2.31c).
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a sequir

fl@)=> ¢@—a)™ ouf(x)=> dila—z)"", (2.36)
j=1 j=1
com c¢; e d; constantes, respectivamente para as DFRL a esquerda e a direita.

Prova. Uma prova é apresentada no Apéndice A.2. =

Note que o resultado do Coroldrio 2.1 nos mostra que fungoes do tipo Eq.(2.34) e
Eq.(2.35) ou, mais geralmente, segundo as fungoes em Eq.(2.36) desempenham o mesmo
papel para as DFRL que as constantes para as derivadas de ordem inteira.

Outras fungoes que convém apresentarmos as IFRL e DFRL sao as das fungoes expo-

Mz=a) ¢ das funcdes trigonométricas sen (x — a) e cos ( — a), mas deixaremos

nenciais e
para apresentar estes resultados depois que indicarmos como integrar e diferenciar, fra-
cionariamente, funcoes que possuam representacao em séries de poténcias, o que é feito
na Secao 2.1.1.

Para finalizarmos esta secao discutimos brevemente sobre as condigoes necessarias
para que as defini¢oes apresentadas acima facam sentido e a respectiva classe de fungoes
que podemos trabalhar com estes novos operadores.

Comecando pelos operadores integrais, a primeira observacao pertinente é que as
defini¢oes Eq.(2.1), Eq.(2.2) e Eq.(2.3) s6 fazem sentido se as fungoes f € F forem tais

112

que o produto (x — )" f (t) seja integravel'? no intervalo real fechado Q = [a, b]. Mais

precisamente, se f for continua em 2 e Re (v) > 1,

/1, (x—t)" " f(t)dt (2.37)

existe como uma integral de Riemann para todo t € [a,b]. Por outro lado, se f for
continua por partes em (a,b] e tiver um comportamento do tipo t» para —1 < A < 0
numa vizinhanga da fronteira a e/ou se 0 < Re(v) < 1, entdao Eq.(2.37) existe como
uma integral imprépria de Riemann. Logo, as definigdes Eq.(2.1), Eq.(2.2) e Eq.(2.3)
serao vélidas - no sentido da integral de Riemann - para as fungoes f continuas por

partes em (a,b) e integréveis em |[a, b].

Integravel segundo Riemann ou Lebesgue, dependendo da abordagem.
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No entanto, se considerarmos estas integrais fraciondrias no sentido de Lebesgue, o
seguinte teorema nos garante que as IFRLs existem e sao bem definidas para as fungoes

pertencentes a L [a, b].

Teorema 2.1 Sejam f € Ly [a,b] eRe (v) > 0. Entao as IFRL definidas pelas equagaes
Eq.(2.1) e Eq.(2.2) ezistem para quase todos os pontos de [a,b]. Além disso, as proprias
fungoes (ZY. f) (x) e (Zy_f) (x) também pertencem a Ly [a, b].

Prova. Dada f € L [a,b] e Re (v) > 0, defina as seguintes fun¢oes auxiliares

w~l, para0<u<b-—a,
¢ (u) = .
0, caso contrario,

¢2(u):{ f(u), paraa<u<b,

0, caso contrario.

Entao, por construcao, estas fungbes sao integréveis em (a,b) e, portanto, ¢; €
Ly [a,b], j = 1,2 para quase todos os pontos de [a, b]. Segue por um teorema da teoria

da integracao de Lebesgue ([62], Teorema 4.2d), que a convolucao entre estas fungoes

—+00

Oy % Py = b1 (7 — 1)y (t)dt

= /x(x — )" Hf(t)dt, (2.38)

existe e pertence a Lj[a,b]. Note que, & menos da constante ﬁ, a expressao na
Eq.(2.38) é exatamente a IFRL de ordem v da fungdo f, donde segue o resultado
desejado. m

Quanto aos operadores de diferenciacao fraciondria, observe que apenas a con-
tinuidade de f nao garante a existéncia da derivada fracionaria (D¥ f) (z) para v € C
com (Re (v) > 0). Em particular, quando v = n € N a derivada fraciondaria de f coin-
cide com a derivada ordindria de f e pela teoria do cédlculo de ordem inteira, sabemos
que apenas a continuidade de uma funcao nao garante sua diferenciabilidade. De fato,

vejamos um contraexemplo:
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Suponha que f seja continua, mas nao diferencidvel e tome v = 1. Daf,

DI (a) = / Fn)dr.

Como n = [Re (v)] + 1 = 2, temos por Eq.(2.16) que

DL @) = DD @] = gz [ £ (0t = 1),

Ora, visto que por hipétese f nao é diferencidvel no sentido usual, entao ,D. f(x) nao
é definido.
Por outro lado, se f € C™, entao os operadores diferenciais fracionérios (i.e., Eq.(2.16)

e Eq.(2.17)) ficam bem definidos para = > a e x < b, respectivamente. Podemos verificar

1

essa afirmacao introduzindo a seguinte mudanca de varidvel ¢t = z — y*, onde \ = —t

Dai, podemos reescrever Eq.(2.1) como

1 0 n—v— _
DI = e @ ) ()
_)\ 0 n—v—1 A l1—n4v
= m/(_ )nﬁy nv oz —y)y v dy
1 (e 0 A
- aoatasal, e

1 (z—a)™™¥ \
= —F(n_y+1)/0 f(z—y)dy,

donde segue (por Eq.(2.16)) que

n—1 Dk .
(P @) = D@D @)=Y v -0
k=0

+;/(“)“ﬁ (r— 1Y) d
'n—v+1)J, ™ v

existe para x > a, pois D" f(x) é continua por hipdtese. A prova para o caso x < b é

andloga.
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O préximo resultado nos garante uma condigao suficiente para a existéncia da DFRL.

Teorema 2.2 Sejam Re (v) > 0 en = [Re(v)]+ 1. Se f € AC™[a,b], entdo as DFRL
D! f eDy_f existem em quase todos os pontos de [a,b] e podem ser representadas nas

sequintes formas

n—1 k—v T n
f(k Je—a 7 1 )/( 0 g (239
a X

s 1—1—]{:—1/) ['(n—v — )t
e
n—! (k) k—v 1 b (m) (¢
-y e f r v ]3 bz - / 0 a4 (2.40)
— +k—v) mn-v)/, (t—2)
respectivamente.

Prova. Por definicdo (D f) (z) = (DLIX ") (z), onde

n—vrv

@) @) = =y | @0 O

e devido a hipétese de suavidade sobre a f, podemos integrar parcialmente a expressao

acima, obtendo

n—v _ 1 v T — n—v i
TN @ = ma) E 0w

n—v—+1
1 n—v t=x
_F(n—u—l—l) (z =) f(t)}t*“
1 n—v n—v+1
= Faorn OO @ @) ().

Repetindo essa integracao por partes n — 1 vezes obtemos a igualdade

In y nzl f :L’ a)k—u—i—n N (Izn—u (n)) ( )
ot prs 1 +k—v) ot o
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Por fim, aplicando D}, em ambos os lados da igualdade, chega-se ao resultado

desejado para a Eq.(2.39)

n—1 (k) (4 _ Nk—v
f F<a ) (z —a) + (I;I_:Vf(n)) ().

(D3+I:L:V )(x):Z 1+k—v)

A prova para a representagao Eq.(2.40) é feita de modo andlogo. m

Vale uma observacao final que é a seguinte: os operadores Z" e D" apresentados
acima, estao definidos em intervalos finitos da reta real, mas nada impede a sua gene-
ralizacdo para intervalos semi-infinitos, e.g., (—00, a], [b,00) com a,b € R, ou para toda
a reta real R. Em cada caso, a classe de funcoes que podemos usar pode eventualmente
mudar e algumas novas condicoes particulares podem ser necessarias, mas de um modo
geral, as ideias discutidas aqui sao igualmente pertinentes para estas extensoes dos
intervalos. O leitor interessado nestas generalizacoes pode consultar, por exemplo, as
referéncias [25, 32, 48].

Observacgao 2.1 Para os propdsitos deste trabalho, a partir deste instante, nos res-
tringiremos a denotar I e D" os operadores de IFRL e de DFRL, respectivamente, de
ordem real v > 0, porém fica o leitor avisado que todas as propriedades e resultados que

apresentarmos podem ser generalizadas [25, 48] para o caso em que v € C, Re (v) > 0.

2.1.1 Propriedades das IFRL e DFRL

Enunciamos agora algumas propriedades tteis relativas a IFRL e a DFRL. Adiantamos
que em todos os enunciados e demonstragoes a seguir, nos restringimos as defini¢oes
das [IFRL e DFRL & esquerda, mas que os respectivos resultados para as IFRL e DFRL
a direita sao igualmente vilidos e demonstrados de forma andloga.

Observamos inicialmente que os operadores de integracao e diferenciacao fraciondrias
sao lineares e isto é uma consequéncia imediata da linearidade dos operadores de in-
tegracao e diferenciacao de ordens inteiras e do modo como foram definidas as IFRL

e DFRL segundo as Eq.(2.1) e Eq.(2.16), i.e., se f(z) e g (x) s@o tais que possam ser
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integrodiferenciadas até, pelo menos a ordem v > 0, entao
Iy laf + B9l (x) = a(Zyf) (x) + B (Zi,9) (x), (2.41)
Dy laf + B9 (z) = a(Dy.f)(@)+5(Dyg)(x), (2.42)

onde «, 8 € C.
Ja os dois seguintes lemas, nos dizem que a IFRL e a DFRL sao operadores conti-

nuos.

Lema 2.1 Sejam v > 0 e (fi),ey wma sequéncia de fungdes continuas em [a,b] uni-

formemente convergente para uma funcao f. Entdo

(hmI+fk)( ) = (I;;klm fk)( )= (0. f) (z),

i.e., € permitida a passagem do limite para dentro do operador. Em particular, a se-

A - ~ i 7 -
quéncia de fungoes (Ia o\ fk)keN ¢ uniformemente convergente.

Prova. Por hipétese, cada fj é continua em [a, b] e como f; — f uniformemente, entao

f também é continua em [a, b]. Isto significa que

v 1 ’ v—1
T fo @) — T2 f (2)] < m/ o) — (0] (- 1) dt

L [ ey
Lt CETar

1 v
= m”fk_fnoo(x_a)

1
I'(v+1)

e que converge uniformemente para zero quando k — oo para todo x € [a,b]. m

<

1fe = flloo (b = @)”

Lema 2.2 Sejam v > 0 e (fi),ey wma sequéncia de fungdes continuas em [a,b] uni-
formemente convergente para uma fungao f. Suponha ainda que D), f;. exista para cada

ke N e que (Dg+fk)keN convirja uniformemente em [a + €,b] para todo € > 0. Entado,
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para todo x € (a,b] vale a igualdade

(Jim Dz i) (2) = (Di Jim fi) (&) = (D5, f) ().

Prova. Segue pela definigdo de DFRL, quen =[]+ 1 e
Dy, fr = D LY fr,

e pelo Lema 2.1 que a sequéncia (I;‘J:” fk)k oy € uniformemente convergente. Como
por hipétese também foi admitido que (Dg o\ fk)k oy € uniformemente convergente em
todo subintervalo compacto de (a, b, entdo podemos trocar de posi¢ao o limite com os

operadores de DFRL e IFRL, respectivamente , i.e

(lim D2 fi) (@) = (Jim D22 fe) ()

(D2 lim T2 £ (a)
= (Dnza lim fi) (2)
(D2 I‘“”) )
(DX

o) (@

desde que z € (a,b]. =

Visto que muitas das aplicagoes priticas no estudo de equacoes diferenciais fazem
uso de fungbes que possuem representagao em série de poténcias, entdo se f € C* [a, €]
for analitica no intervalo [a, €], para algum € > a pequeno o suficiente, vale a seguinte

representagao para f (z):

— Z e (z—a)k, (2.43)

onde ¢ sdo constantes e, neste caso, podemos aplicar as Eq.(2.31a) e Eq.(2.31c¢), junto

com os resultados dos Lema 2.1 e Lema 2.2 para integrar ou diferenciar fracionaria-
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mente a série da Eq.(2.43) termo a termo [13, 35, 48], i.e.

LY et~ a)k] () = Y aTi(@—a)f

2 T(k+1)(z—a)t
- kz_gc’“ T (k+1+v) (244)

[DZ+ Z ek (t — a)k] () = Z cx Dy (x — a)k

X T(k+1)(z—a)”
_ kzzock (PJEk)+<1_V§ . (2.45)

Segue como consequéncia imediata, que as fungoes representadas por uma série de

Frobenius

oo
k
f@) = (=)' @ —a) a0 > —lecy £0,
k=0
também podem ser integradas e diferenciadas fracionariamente!® segundo as expressoes

ckF(q+k’+1)
—~T(g+k+v+1)

L. [ (@) (w — )", (2.46)

v _ - Ckr (q + k + 1) _ N\kt+g—v
Da+f<x) - p r (q + k’ v+ 1) (':C CL) ) (247)

por causa da condi¢ao ¢ > —1. Em particular, temos o seguinte teorema sobre a
representabilidade das IFRL e DFRL de fungoes analiticas.

Teorema 2.3 Sejam v > 0 e f analitica num intervalo (a,b), entdo

@) ket
v _ — [ v (z—a)™™ )
(Ia+f)(5‘?)—z< I >mf()(l’)7

k=0

BInclusive podendo ser integradas e diferenciadas normalmente quando v € Z.
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(b)

S I ]

k=0

+v
o D(£r+1) ~ . . . .
onde = FE - hrga S0 0s coeficientes binomiais escritos em termos da

funcgao gama.

Prova. Uma prova deste teorema pode ser encontrada, por exemplo em [13] (Coroldrios
2.8 € 2.16) ou de forma unificada em [48] (Lema 15.3). =

Neste ponto, estamos aptos a calcular as IFRL e DFRL das funcoes exponenciais
do tipo e*®~ e das funcdes trigonométricas seno e cosseno como mencionado na secio

anterior. Dessa forma, listamos os seguintes resultados:

v Mz—a) __ ZE’ — a’

Tase B Z T(k+1)

)\k (l’ . a)k+zx

pare I'k+1+4v)
v = P\ (ZIZ‘ — a)]k

2Tk + 1+ 0)
= (x—a)’E110 (AN(x —a)), (2.48)
oot — o 5Bt
_ —v - )‘k ('CB — a’)k
= (@—a) ;F(/{—VJrl)
- —v - [)\ ('CB _ a)]k
= @—a) kZ:OP(k:Jrl—u)
= (x—a) " Ei1, ANz —a)), (2.49)
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I, sen (v —a)

Dy sen(x —a)

I, cos(x —a)

, o] (_1)k (.T - a>2k+1
Lo kzzo [ (2k +2)

oo (_1)k (CL’ . a>2k+1+zx
kz:: I'(2k+2+v)

0

= (D) (z —a)®
(@-a™> T (2k+2+v)

k=0
(r —a)"" Eyor (— (. —a)?), (2.50)
, e 9] (_1)k (l’ o a)2k+1
Dut kz_; [ (2k + 2)
00 (_1)k( a)2k+1—u
; I'(2k+2—v)
Lo (D (@ — o)™
(z-a) ; T (2k+2— )
(z—a) " Eapy (— (z — a)2) (2.51)
v o= (D) (= a)*
Lo kzzo [(2k+1)
00 (_1)k (CC N a)2k+1/
kZ:o F'2k+1+v)
v (=D (= a)™
(z—a) kz_; T (2k+1+v)
(x—a)’ By (— (z — a)2) , (2.52)
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, = (=) (e —a)*
D cos(z—a) = Dy ) T (2k+1)
k=0

00 _1k:x_a2k7u
=)

— F2k+1—-v)
v (D) (@ — )™
= [&—a) §F(2k+1—y)

= (z—a) By (— (. —a)?),

donde verificam-se que as IFRL e DFRL das exponenciais e fungdes trigonométricas
seno e cosseno podem ser descritas em termos da funcao de Mittag-Leffler de dois
parametros (vide Eq.(1.37)). O préximo resultado'® nos diz que o operador IFRL é

continuo com respeito ao indice (ordem) v.

Lema 2.3 Sejam 1 <p < oo e (Vk)keN uma sequéncia nao negativa de nimeros con-

vergente para o valor v € RY. Entao para cada f € Ly [a,b]
lim T f =T, f
onde a convergéncia é no sentido da norma de Ly, [a,b].

Observagao 2.2 Jd vimos que em decorréncia da defini¢io da DFRL (vide Eq.(2.16))
que DY f = f para v = 0, no entanto, a IFRL (vide Eq.(2.1)) ndo foi definida para
v =0. Em vista do lema acima, aproveitamos para mencionar que detalhando o tipo de
convergéncia no espago L, (ou seja, convergéncia em quase todos os pontos de [a,b]) os
autores em [48], demonstram que 11/13(1] (Zv, f) (z) = f (x), para f € Ly [a,b]. Portanto,
para simplicidade de notacao identificaremos os operadores fraciondrios de integracao

e diferenciacdo de ordem v =0 com o operador identidade:
0O _1_90 ._ 1 v
D, =1=1, = lﬁ%fw.

Uma pergunta natural surge sobre a continuidade do operador de DFRL com res-

peito ao indice v > 0, principalmente se quisermos saber o que acontece com Dy,

14 Uma prova pode ser encontrada em [48], Teorema 2.6.
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quando ¥ — n € N. Uma investigacao inicial partindo-se da prépria definicao da
DFRL e dos resultados demonstrados acima, nos sugere os seguintes resultados para

uma [ (x) suficientemente bem comportada em [a,b] en—1 < v < n, onde n = [v|+ 1:

lim D, f = lim D, ZI}"

rvr—mn— v—n-—

= Dy, lim TZVf

v—n-—

= D2 f=f™

lim D; f = lim Dy 70"
v—(n—1) v—(n—1)
— D lim I%"

(n-1)

= D3+I;+f

= Dytf =Y.

Note que as etapas acima nao constituem uma prova formal da propriedade inves-
tigada, sendo que nem mesmo nos indicam qual é o tipo de convergeéncia (i.e., pontual,
uniforme, etc...). Isto serd feito com o enunciado do préximo teorema, mas antes disso,

vejamos um caso particular.

Exemplo 2.1 Seja f (x) = (z — a)ﬁ para algum > 0. Entdao sabemos pela Eq.(2.31c)
que

v _ LB+ s
D) = it a0 (25
D f () = it (Fﬁ(f i)m (- a)’", (2.54)

onde n € N. Comparando-se as Eq(2.53) e Eq.(2.54), observamos os sequintes situa-

coes:
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(a) Sen < B (i.e., § —n >0), entdo

lim DY, f (z) =D, f (x), uniformemente em [a,b].

(b) Se n = f, entao
D, f(x) = I'(n+1)#0 (e finito),

DZ+f(a) = {

0, sev <n,

o0, sev >n,

donde podemos concluir que
lim D, f(xz) =D, f(x), pontualmente em (a,b].
(c) Por fim, sen > 3 (i.e., B —n <0), entdo

Dy f(a) =
Dngf (a) =

3

3

donde podemos concluir que

lim D!, f(x) =D, f(x), pontualmente em (a,b].

Teorema 2.4 Seja f € C"[a,b] para algum n € N. Entao,

lim (D7, f) (x) = (D5, f) (),

v—n

pontualmente em (a,b]. A convergéncia é uniforme em [a,b] se adicionalmente f (x) =

@) ((x - a)"+5) para algum 0 > 0 a medida que x — a™.

Prova. Uma prova deste teorema pode ser encontrada em [13], Teorema 2.20. =
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IFRL e DFRL como operadores reciprocos e regras de composigao

Investigamos agora em detalhes as propriedades relativas & composicao entre os opera-
dores de IFRL e DFRL e sob quais condigoes podemos descrever estes operadores como
reciprocos um do outro. Este entendimento é fundamental para a correta descricao da
teoria dos operadores fraciondrios e, em particular, para a consisténcia da metodologia
abordada na segunda parte deste trabalho quando estudaremos a resolucao de EDOs,
tomando o caso particular da equagao de Bessel.

Iniciamos com a propriedade de semigrupo do operador de IFRL, descrita no teorema

a seguir.
Teorema 2.5 Sejam [ € Ly [a,b], « >0 e >0, entdao as igualdades
(72,720 f) (@) = (2277 ) (@) = (T2Z2.f ) (@) (2.55)

sao wdlidas em quase todos os pontos de [a,b]. Em particular, se f € Cla,b] ou

a+ [ > 1, entdo as relagoes dadas na Eq.(2.55) valem em todos os pontos de [a,b].

Prova. Sejam f € Ly[a,b], « > 0 e > 0. Aplicando a definigdo da Eq.(2.1) para
IFRL, temos

72, (700) @) = i [ -0 TS )t

— 1 Igj_ a_lL t _Tﬁ_l ] )
B F(a)/a( ) F(ﬁ)/a (t—7)"" f(r)drdt
_ # r tx— a—1 _7_5,1 - -

= twrm ) [T e @ ana

_ # z €T v a—1 —r 571 - -
- P<a>r<5>A/T< 7 (t— )" f (r) dd
== ; ’ T ‘ €r — a—1 — T B_l -
N F(a)F(ﬁ)/a /() / (x—=t)"  (t—7)" dtdr (2.56)

e, usando a seguinte substitui¢do t = 7 + s (x — 7), podemos escrever
(t=7)"" =[s(@—7))"

56



CAPITULO 2. INTRODUCAO AO CALCULO DE ORDEM FRACIONARIA

(.fC . t)afl _ (1 . S)Ozfl (.fC - T)afl
donde segue, substituindo na Eq.(2.56) que

T2 (TiS) (0) = m/ (z—7)" 7 f (7) /01 (1-5)" s dsdr.

Reconhecendo que fol 271 (1 — z)q*1 dr = Il ¢ fungao beta B (p, q) temos,

I'(p+q)
72, (7200) @) = rg ) = IO B G dr
~ ) e = () @),

sendo a igualdade vilida em quase todos os pontos de [a, b].

Entretanto, se f € Ca,b] entdo por um resultado cldssico da andlise, temos que
17 [ € Cla,b] e consequentemente, 7', A fe Igjﬁ f também pertencem a C [a, b].
Logo, como as duas fungdes coincidem em quase todos os pontos de [a, b], sendo ambas
continuas elas precisam coincidir em todos os pontos de [a, b].

Finalmente, se o + 3 > 1, entao pelo resultado recém provado

(Z2220) @) = (Z2%) @)
= (T2 200) ()

e fica provada a segunda parte do teorema. Trocando-se as posi¢oes dos indices a e e

seguindo os mesmos passos acima, obtemos os mesmos resultados para If 4y (Ig‘ " f ) (x) =

(zgjﬁ ) (z). m
O préximo resultado é uma generalizacao do Corolario 1.2.

Lema 2.4 Sev>0c¢ fe€L,abl (1 <p<o0), entio a sequinte igualdade

(Do ey f) (2) = f(a), (2.57)
vale em quase todos os pontos de [a,b].
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Prova. Pela definicao da DFRL de ordem v aplicado a Z?, f, temos (n = [v] + 1)

DLILf = (DMINY)TY. S
(:Z'n V—&-V)}f

(%
A

= [(PLT) J]
[

Sendo que nas etapas acima, foram utilizados os resultados do Teorema 2.5 e do
Corolédrio 1.2. =
Um resultado ainda mais geral que este iltimo lema pode ser formulado, mas para

isso iremos introduzir algumas defini¢oes auxiliares.

Definicao 2.3 Denotaremos por I!, (L1) com v > 0 o espago das fungées f(x) que
podem ser representadas pela IFRL (a esquerda) de ordem v de uma fung¢ao Lebesque

integravel, i.e.,
Ig L1 :_{f +90)(:0€Lp[aab];1§p§00}-
Uma caracterizacao deste espacgo é dada pelo seguinte teorema.

Teorema 2.6 Para que f € IV, (L), com v > 0, é necessdrio e suficiente que
2V f e AC™ [a,b], (2.58)
onden=[v]+1e
(D*Z2:7f) (a) =0, k=0,1,....,n— 1, (2.59)

onde DF = dd— é a k-ésima derivada no sentido cldssico.

Prova. Uma prova deste teorema pode ser encontrada em [48]. m
Chamamos atencao para um fato crucial sobre a representabilidade de f por uma
IFRL de ordem v de uma certa funcéo ¢ € L, [a,b] e a existéncia da respectiva DFRL

de mesma ordem da f. Estes conceitos nao sao equivalentes! Mais precisamente,
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sabermos sobre a existéncia da D}, f nao implica, necessariamente, que f = I/ ¢ para

alguma ¢ € L, [a,b]. De fato, a funcio f(z) = (z —a)’"', 0 < v < 1 & diferencidvel

fracionariamente segundo RL (vide Eq.(2.34)), porém ela nao pode ser representada

pela IFRL de mesma ordem para qualquer funcao ¢ € L,[a,b], 1 < p < oo, pois

verifica-se neste caso que Z.7” (z —a)’”' = T'(v) # 0 (vide Eq.(2.31a)) donde segue

que a condic¢ao da Eq.(2.59) nao é satisfeita. Inclusive, o leitor pode verificar que para

este caso, f (z) = (z —a)”"" estd relacionado com a IFRL (no sentido distribucional)
de ordem v da fungao generalizada 6 (z — a), visto que sob esta 6tica,

7 ow—a) = — [ @—t 5 (t—a)dt
¢ I'(v)Ja
(z — a)l/—l

'(v)
= ¢, (r—a),

onde ¢, (r — a) ¢ a funcdo de Gelf’and-Shilov centrada no ponto = = a.
Em vista da Definicao 2.3 e do Teorema 2.6 podemos introduzir a seguinte

definicao.

Defini¢ao 2.4 Seja v > 0. Uma fungio f € L [a,b] possui uma derivada integravel
Di. f € Lyla,b] se I}, f € AC™[a,b], n= [v] + 1.

Em particular, note que se D, f = D2 1" f existe no sentido usual, i.e., Z7 "
pode ser diferenciada (no sentido cldssico) n vezes, entao f () terd a derivada no sentido
da Definicao 2.4.

Vejamos entao a generalizagao do Lema 2.4 descrito pelo seguinte teorema.

Teorema 2.7 Seja f € L, a,b] (1 <p < o0).
(a) Se a > > 0, entao a relagdao

(PLz2f) (@) = (72°F) (@) (2:60)
vale em quase todos os pontos de [a,b].
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b) Por outro lado, se f > a > 0 eI:_(ﬁ_a)f e AC™a,b], comn =[] + 1, entdo
Jr

(PLZ2f) (@) = (DL f) (@) (2.61)
vale em quase todos os pontos de [a,b].

Prova. Se a = [3, o resultado segue do Lema 2.4. Para o > (3, usando a defini¢ao da

DFRL estabelecida pela equagao Eq.(2.16) com n = [5] + 1, obtemos

DLIy S = DI TS
= DLIf
= (D3+I£+) I:zlJ:Bf
f.
Suponha agora 5 > « > 0. Observamos inicialmente que a hipdtese de que
I;:(B ) f € AC™a,b] nos garante a existéncia das derivadas em ambos os lados da

igualdade da Eq.(2.61). De fato, em vista da Definigao 2.4, tal hipétese implica que
(Df LTe f) (7) existe. Além disso, como!®

I f e AC™ [a,b) = TP F e AC™ [a, b, (2.62)

com m = [ — a]+1, entdo a existéncia de (Dg;a f) (x) também fica assegurada. Dai,

notando a validade da seguinte relagao
n—m=[5]—[f—-a] >0,
podemos escrever, partindo-se da definicao da DFRL, que

DLIof = DTN I f
n n— B—Oé
= Da+Ia+( )f

_ D::j[ﬁ]*[ﬁ*alzgﬂﬁ]*[ﬁ*a]*(ﬁfa)f

15Resultado provado no Apéndice A.3.

60



CAPITULO 2. INTRODUCAO AO CALCULO DE ORDEM FRACIONARIA

— ng}rfDC[Lﬁj_*[5*011'5@*[5*04]1';1*(5*0)f
m —(B—«a

= DaJrI:-ll—( )f

= D",

sendo que nas etapas acima foram usados os Teorema 2.5 e o Corolédrio 1.2. m
Observamos ainda que na segunda parte do Teorema 2.7, se exigirmos que f €
If;a (L1), entao o resultado segue mais diretamente, pois neste caso sabemos pela

Definicao 2.3 que existe uma ¢ € L [a, b] tal que
f=Ti e =>Di"f =0,
daf
DL I0, f = DTS T "0 = DTl o = o = DL°F.

A relacdo da Eq.(2.57) nos diz que a DFRL é a inversa & esquerda da IFRL. Por outro

lado, invertendo a ordem desses operadores, de modo geral vale o resultado seguinte.

Teorema 2.8 Sejam v > 0, n = [v]+ 1 e (237" f)(x) a IFRL de ordem n — v. Se
fe€Lifa,b] e (I3 "f) € AC™a,b], entdo a igualdade

Vo B o~ (DEFZR07 ) ()
(20, D2 f) () = f@) = > Tt @A (2.63)

k=0

onde (DX 71T f)(a) = lim (D 127V ) (x), vale em quase todos os pontos de
a+ a+ g a+ +

[a,b]. Em particular, se 0 < v < 1, entdo

@222 0) (@) = o) - L B =, (2,60

Prova. Primeiramente, observamos que os limites no lado direito das Eq.(2.63) e

Eq.(2.64) existem devido a continuidade uniforme dos operadores DFRL e IFRL e das
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hipéteses sobre a f(z) e (Zp " f)(z). Ainda mais, segue pelo Lema 1.1 que existe

@ € Ly [a,b] tal que

(@ 1)) = (T 9) () + 3 exle — a), (2.65)
¢ (2) = (DI ) (@) = (D, f) (=)

(D§+I;—;V )(a)
k!

Assim, usando a definicao da DFRL, podemos escrever

 k=0,1,...,n— 1.

C =

(Ig+DZ+f) (r) = (Ig+D3+I;:V )(5’3)

(Z2e) (2) + z_: ez — a)k]

k=0
n—1

D3 D en(a— a>k]
k=0

= (T49) (@) (2.66)

_ v n
= 1, D;,

= 1,,Dg, (I:L:L‘P) () +Zo,

Por outro lado, se aplicarmos o operador D} ;" (pela esquerda) em ambos os lados da

igualdade Eq.(2.65), obteremos

flx) = (DRI e) () + DY : (Da;iii 12 @) (v —a)t

n—

—~

DE.T27 1) (a)
n—vgn—v+v at+"a+ n—v k
(Do "I o) (55)"‘2 Tkt 1) Dy " (v — a)

- (Iay+(10)(x)+zr(kif_n+y)pa+ ($—CL) )

62



CAPITULO 2. INTRODUCAO AO CALCULO DE ORDEM FRACIONARIA

ou seja,
(@00 () = f () - 3 Deler D (@)

k=0

DY (x — a)h . 2.67
F(k’—l—l—n+u) a+ (ZE’ a’) ( )
Comparando-se as Eq.(2.66) e Eq.(2.67), e reorganizando os termos do somatorio segue

o resultado desejado

@ Ds ) ) = o) - Y P T D i

k=0

Finalmente, se 0 < v < 1, entdo n = [v] + 1 = 1 e basta usarmos os passos acima
para este valor especifico e o resultado segue. m

Diferentemente do Lema 2.4, este tltimo resultado nos diz que a IFRL nao é, em
geral, a inversa a esquerda da DFRL, a menos que o somatério no segundo membro da
igualdade dada pela Eq.(2.63) se anule. De fato, esta condi¢do pode ser garantida se

f €Iy (L), como mostra o coroldrio a seguir.

Coroldrio 2.2 Sejav > 0. Se f € I}, (L1), entao

(T2, Diy f) () = f(=) (2.68)
em quase todos os pontos de [a,b).

Prova. De fato se f € 7!, (L) entdo existe uma ¢ € L;[a,b] tal que f = 7/ ¢ em
quase todos os pontos de [a, b]. Dai,

1D f = 1. (DZ+IZ+) ¥

a

v

= IaJrI()O
= Iay+90
= f

e temos o resultado desejado. =
O Teorema 2.8 e o seu Corolario 2.2, descrevem a composicao entre a IFRL a

esquerda da DFRL para o caso em que ambas as ordens (v > 0) dos operadores sao
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iguais, ja o seguinte teorema, andlogo ao Teorema 2.7, descreve a situacao quando

estas ordens nao sao necessariamente iguais.

Teorema 2.9 Seja f € I, (L1). Se B> a >0, entdo
(7205, 1) @) = (Z5°7) (@),

para quase todos os pontos de [a,b]. Por outro lado, se « > 3 > 0 entao
(72.02.1) (@) = (D57F) (@),

para quase todos os pontos de [a,b].

Prova. Primeiramente, note que se § = a > 0, entao o resultado é o mesmo do
Teorema 2.2. Agorase § > « > 0, usando a propriedade de semigrupo dos operadores

de IFRL, podemos escrever que

T, Def = "Dy
_ TP
- Ia+ aI(?—l—Dg—i— :

Acontece que como f € I, (L) por hipétese, segue do Teorema 2.6 (que caracteriza

os elementos do espaco Z2, (L)) que

IV f € AC™ [a,b],
(DE,ZVf) () =0, k=0,1,...n— 1,

onde n = [a] + 1. Agora pelo Teorema 2.8 podemos concluir que

(13+D3+ ) (z) = f(z)
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e, portanto,

5 [e% _ ,3—04 (6% le%
7, DY f = I, °7I0.D:.
= I)°f

Por fim, se a > [ > 0, entao novamente pela hipétese sobre a f, sabemos que existe
uma ¢ € L [a,b] tal que
f=10=Dg f=¢.

Dali, segue
0D f =10, (2.69)

Por outro lado, fazendo uso da propriedade de semigrupo da IFRL e do resultado do

Teorema 2.7, segue que

Dy’f = DI
_ 1'04 a+5<,0

= T, (2.70)

e comparando-se as Eq.(2.69) e Eq.(2.70) segue o resultado desejado. m

Agora, se enfraquecermos as hipdteses sobre a f no Teorema 2.9, obtemos o

seguinte resultado mais geral.

Teorema 2.10 Seja f € Ly [a,b] tal que I f € AC™a,b], n = [a] + 1.
(a) Se 8 > a >0, entao

(02 7) ) = (2m) ) - S BN,y

vale em quase todos os pontos de [a,b].
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(b) Por outro lado, se a > 3> 0 entdo

(If+D3+ ) () = <D3+Bf) ::: (Dex"~ II;Jra) )(a) (z — a)f 1

M

vale em quase todos os pontos de [a,b].

Prova. (a) Se a = > 0, entdo o resultado é o préprio Teorema 2.8. Para o caso em
que 5 > a > 0 e denotando n = [o] + 1, podemos usar a propriedade de semigrupo da

IFRL para escrever

(ZD5f) (@) = (T D2S) (@)
= [Ig;a (I:zl+Dg+ )] (z)

n—1 n—k—1l7n—«
(D I

— If_:a Z a-‘r at+ ) )(CL) (SL’ . a)Ot*k 1

n—1 n k—1n—a«
a (D2 I )(@) 5 k-

= I7°f Z vy 0% (x —a)*
k=0
n—1 n—k—lm—-o

Ca D; 1, a ke
_ If+ f(il])— ( + + )<)(x—a)ﬁk1_

2 T (3 k)

(b) Por outro lado, se & > > 0, entao comegamos usando o resultado do Teorema

2.7 para escrever
Dy BI?+ = If+-

Dali, segue que

<15+D3+ ><5‘3) = [Da ﬁ(Ia Dy )]

n

(D3+k II;+Q )(a)
I'(a—k)

)a,k,1

(x—a

= D7 [f (z) —

k=0
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n—1 n—k—l-n—-a
Dr ) - Y P (f“jk) N e e

i
I
- O

(D322 f)()
L (8 —k)

Y

a)ﬁ*kfl

— DS (@) - (o -

k=0

como desejado. m

Teorema 2.11 Sejam v >0, m € N com D™ = 2— ¢ f € L [a,b].

 da™

(a) Se I27" f € AC™™ [a,b], entdo a relagdo

(DI DL f) () = (D™ f) (w), (2.71)

onde n = [v] + 1 vale em quase todos os pontos de |a,b).
(b) Por outro lado, invertendo a ordem das derivadas, se Z,\**VDm f € AC™™ [a,b],

entao a relagao

m—1 (k) a
(D2 Dy f) (2) = (DY) () = Z (1 +fk’ —( V)— m)
k=0

(x —a)i™, (2.72)

vale em quase todos os pontos de [a,b]. Portanto, os operadores comutam se, e somente
se,
f®a)=0, k=0,1,...,m—1.

Prova. Comegamos provando o primeiro resultado. A hipétese da parte (a) é necesséria
para garantir a existéncia (vide Definicao 2.4) de todas as derivadas da Eq.(2.71).
Denotando n = [v] + 1 e usando a definigdo da Eq.(2.16) para a DFRL, temos

m 1% 1 m n n—v
(Da+Da+f) = mpa+pa+ (Ia+ )
— 1 m-+n n—v
- T (Il . V) Da+ (Ia+ )
_ 1 m-+n n+m-—m-—v
B P(n—l—m—m—l/)pa+ (Z2: )

AR
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onde foi usada a propriedade clédssica de semigrupo dos operadores de diferenciagao de

ordem inteira e que por m ser um natural

m+v|+1 = [m|+[V]+1

= m+n.

Agora, provemos o resultado da Eq.(2.72). Novamente a hipétese Z,; " "D™ f €
AC™ ™ [a,b], nos garante a existéncia das derivadas em questdo. Inclusive, devido

ao Teorema 2.7 (vide parte (b), Eq.(2.61)) podemos escrever
Dg-s-g = Dgﬁfyl'ﬁ_g,
com g = D, f. Entao pela definicao da DFRL, temos

(DL D) () = [P TP f] (@)

o m-+v f(k) (CL) k
= Dyt f(ﬂf)—;m(ﬂf—a)
m—1
m+v f(k)(a’) m-4v k
Da++ (x) - — I‘\(k ‘I’ 1)Da++ ("'E a)
m—1
m-+v f(k) (a’) ('CB _ a’)k Y
Day (x)_k_o Th+tl-m—v)

e, portanto, os operadores comutam se, e somente se,
f®a)=0, k=0,1,...,m—1,

o que conclui o resultado da parte (b). m

O leitor atento deve ter percebido que até aqui foram apresentados praticamente
todos os casos de composigao entre os operadores de IFRL e DFRL, exceto a investigacao

a respeito da comutatividade, ou propriedade de semigrupo da DFRL para ordens
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arbitrdrias, i.e. serao validas as igualdades
(P2 DlLr) (@) = (DiPr) (@) = (P2 D2 f ) ()7

Adiantamos ao leitor que, em geral, a resposta é nao. E de fato, isso é imediato pelo
proprio Teorema 2.11, mas iremos postergar o enunciado e prova do teorema que

formaliza este resultado apds a apresentacao do seguinte exemplo, que elucida o caso.

Exemplo 2.2 (a) Seja f (z) =272 e tome a = § = 5. Entdo, claramente

1 1 (4
DC‘jJFDf+ (x):Df+D3+ (QL‘):D;+DZ+;)§_%:D Lﬁzo’

1
NO)

Por outro lado,

po1s — 0.

fe _1 1
DL f(x) =DL f () = wr T3

Desse modo, temos um exemplo que nos mostra que

(P22 7) (@) = (P4 DT ) (@) # (D57 ) (@)

oS ﬁ — 0.

Por outro lado,

3 1
D§+D3+ () = Dz Dix
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- r(3)rep

Por fim, obtemos
D f (2) = Diya® = -

o que nos fornece um exemplo em que
(P2 DL f) (@) # (PLD2LS) (@) = (DT (@),
Finalmente, o teorema a seguir formaliza como funciona a lei dos indices para a

DFRL.

Teorema 2.12 Sejama >0e [ >0, comn = [a]+1 em = [f]+1 e f € AC™™[q, D],

entao

(a)

(P22l f) () = (Wﬁf) (@) (273
) Z (D 11‘“‘6)]‘)( PR
(b)
(Phois) @) = (P2°F) (@) (274

N DETTEN@ e
2Ty e
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Prova. Partindo da definigao da DFRL, temos
D3, DL, f (v) = D2 [T2,°DL f (2)]

e aplicando o Teorema 2.10, podemos escrever que

—af — k=0
PO g SRR o nacp
Observando que pelo Teorema 2.7 (parte b) temos
DRI f () = DL f ()
e que pelo Teorema 2.11 (parte a) temos
DD (a) = DI ()
entao podemos concluir que
DD}, f(x) = Diy [Z°Dl ] ()
D2y (o) - o, 3 CE TN (oo

D f () -

estabelecendo a igualdade da Eq.(2.73).
A demonstracao para a Eq.(2.74) ¢é feita de modo andlogo. m

Este resultado nos mostra, como jé constatado, que a comutatividade da DFRL em

geral nao vale a menos que tenhamos
(DT P f)(a) =0, k=0,1,...,m—1
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(DEF T f) (@) =0, k=0,1,...,n— 1.

Na préximas segoes, apresentaremos rapidamente outras abordagens para a definicao
do operador de diferenciacao fraciondria. Especificamente, veremos como definir este
operador segundo a versao proposta por M. Caputo e depois segundo proposto por
Griinwald e Letnikov e como cada uma delas se relaciona com as IFRL e DFRL j4a
apresentadas. Por fim, discutiremos sobre o chamado operador de integrodiferenciacao
fraciondria, que é uma tentativa de unificar os operadores de integracao e diferenciacao
fraciondrias sob o ponto de vista de um 1nico operador, mais precisamente, veremos que
a ideia ¢ obter a DFRL D, _ a partir da extensao analitica da IFRL Z}, para os indices
v < 0 e, logo em seguida, mencionamos sobre a derivada de Marchaud, pois trata
do mesmo principio. Inclusive, chamamos atencao para o importante resultado que
apresentaremos sobre a generalizagdo da regra de Leibniz para a (integro)diferenciacao
do produto de duas fungoes. Alertamos ainda que existem muitas outras formas de
definir integrais e derivadas fraciondrias ao longo de diferentes dominios, e.g. Wyel,
Riesz, Miller-Ross (sequénciais), entre outras, mas que nao sao abordadas neste trabalho
[17, 23, 24, 36]. O leitor que quiser obter mais informagbes para estes casos pode
consultar, por exemplo, [12, 13, 21, 25, 32, 41, 48].

2.2 Derivada de Caputo

Lembremos que ao definirmos a DFRL, nés primeiro tivemos que definir a IFRL. Dat,
pelo diagrama da Eq.(2.20), verificamos que a DFRL é obtida pela aplicagao do operador

7" seguido do operador
dn
dzn’

onde n = [Re (v)] + 1. O leitor pode estar se perguntando e se invertéssemos a ordem

D" =

destes operadores? Ou seja, se tivéssemos a seguinte sequéncia de operagoes

f— | D" | — (D"f)(x) —| IV | —?=D"f (2.75)
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entao o resultado é um operador de diferenciacao fraciondria valido? Isto é, podemos
afirmar que D¥ = I ¥ [D"]? Se a resposta for afirmativa, ele ¢ de alguma forma
equivalente a DFRL definida na se¢ao anterior?

De fato, DV = ¥ [D"™] é bem definido e é conhecida como a derivada fraciondria de
Caputo (DFC) e a classe de fungoes que podemos operar sao aquelas nas quais f € C™.
Quanto a sua equivaléncia com a DFRL (i.e., DY = D™ [I™¥]), veremos adiante que
a defini¢ao segundo Caputo é mais restritiva, pois exige condigoes mais fortes sobre f,
mas hd uma intersegao entre as classes de fungoes (derivaveis segundo RL e derivdveis
segundo Caputo) nos quais uma defini¢gdo coincide com a outra.

Historicamente, a definicao de DFRL atingiu maturidade primeiro e no momento
hd uma quantidade crescente de bibliografia apresentando todo tratamento formal re-
querido pela Matemadtica das propriedades desta definicao e nao se pode negar a sua im-
portancia no desenvolvimento da teoria de célculo fraciondrio nos ramos da Matematica
pura. Mas de certa forma, alguns problemas aplicados que fizeram uso inicial da teoria
do célculo fraciondrio, chegaram ao dilema entre a bem estabelecida teoria abstrata
da Matemadtica e a necessidade da interpretacao fisica, principalmente no que se refere
a interpretacao das chamadas condigoes iniciais relacionadas as equacoes diferenciais
de ordem fraciondria. De modo muito simples, os problemas aplicados, requerem que
possamos interpretar fisicamente condigoes iniciais contendo f(a), f'(a), etc... mas
como interpretar fisicamente condigoes iniciais estabelecidas segundo a abordagem de
Riemann-Liouville!®, visto que estes envolvem os limites de derivadas fraciondrias nos
pontos terminais x = a? Contornando este problema, uma definicao alternativa foi

apresentada por M. Caputo, como descrito a seguir.

Definicao 2.5 Sejam Q@ = [a,b] CR ev € C, com Re(v) >0, ,D¥ e ,D} as DFRLs
como nas Eq.(2.16) e Eq.(2.17), definan = [v]|+1, v ¢ No; n = v se v € Ny, entao as

eTpTressoes

=]

1 1) (g
oD () = (mz [f(t) > %t—a)’f]) (2) (2.76)

k=0

16 Apesar da dificuldade inicial para estas interpretacoes, ja hé trabalhos que propée ideias de como
isso pode ser realizado [33, 42, 43].
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n—1 (k) a
D} f () = (xDz [f(t)— ! Nb—t)’f]) (@) (2.77)

k=0

definem as derivadas fraciondrias de Caputo a esquerda e a direita, respectivamente.

Comparando as definigoes dadas pelas Eq.(2.76) e Eq.(2.77) para as DFC e as
definigoes Eq.(2.16) e Eq.(2.17) para as DFRL, notamos a seguinte relagao entre elas

n—1
C 14 _ 174 f(k)(a') k;—]/
o Dy f(x) = D; f(z) — 2 m(ﬂf —a) (2.78)
e
Cryv v f(k k—v
2Dy f(a) = Dy f(x Zr —V—I—l (b— ) (2.79)

que podem ser comprovadas simplesmente derivando-se segundo RL os termos

n—1 (k) a T
(p: )DERELIORNT )(az)

n—1 (k) a T
(wz Sy )(az)

usando repetidas vezes integracao por partes e a regra de Leibniz para derivacao de
integrais, ou mais diretamente pela aplicacao dos resultados das Eq.(2.31¢) e Eq.(2.31d).
Portanto, se tivermos as condicoes iniciais f(k)(a) =0,k=0,1,....n—1, os
somatdérios nas expressoes Eq.(2.78) e Eq.(2.79) se anulam e temos a condigdo em que
ambas derivadas fraciondrias (DFRL e DFC) coincidem.
O teorema a seguir, nos permite obter a cldssica representacao integral da DFC,

como apresentados, por exemplo, em [12, 21].

Teorema 2.13 Sejam 2 = [a,b] CR ev € C, com Re(v) >0, n = [v]+ 1, v ¢ Ny;
n=vsev € Nyg. Se fe AC(Q), entdo as DFC Eq.(2.76) e Eq.(2.77) existem para
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quase todos os pontos de () e podem ser representadas como

Cpf(e) — )
o Dy f(z) F(n_y)/a( t) £ (1) de

= («D;"DMf) (2) (2.80)
DY f(a) = ﬁ / (t— o)™ £ (1) dt
— (C1) (DD ) (). (2.81)

Prova. A demonstracao ¢ feita partindo-se das definigoes Eq.(2.76) e Eq.(2.77), integran-

do-se por partes e diferenciando-se usando a regra de Leibniz n vezes, assim temos

(k) (
SDZf(x)z( [ Zf t—a])(w)

1 d\" [ .., RS0
— m(@) {azx o (t —a) ” (2.82)

k=0
Integrando-se por partes a expressao dentro dos colchetes, obtemos:

T n—1 (k) a )
/ [f(t) Z / k"( )(t — a)k] (x— )" " dt

D) (t — a)k_1] dt. (2.83)

Usando Eq.(2.83) em Eq.(2.82), e repetindo o processo mais n — 1 vezes, segue o

75



2.3. DERIVADA DE GRUNWALD-LETNIKOV

resultado para Eq.(2.80):
o Dy f (@)
- (&) [ 52 ro- S 44
o e o ]

I N o Pl )
) o

A prova para Eq.(2.81) é andloga. m
Note que no caso em que v € Ny, temos n = v, entdao Eq.(2.80) se reduz simples-
mente a derivada usual de ordem inteira D™ f(x) e Eq.(2.81) se reduz a (—1)"D" f(z) e,

portanto, para o caso inteiro ambas DFC e DFRL coincidem com a defini¢ao clédssica.

Observacao 2.3 Observe que enquanto a DFRL de uma constante, em geral, nao é
zero (vide Eq.(2.32) e Eq.(2.33)), a DFC de uma constante se anula, como no caso
da derivada de ordem inteira. De fato, se f(x) = k para k € R, entao usando, por
exemplo, a expressio Eq.(2.80), o integrando se anula devido ao fato de que f™ (t) =

(2)"k =0, onden = [v] + 1.

2.3 Derivada de Griinwald-Letnikov

Nesta secao definimos a derivada fraciondria segundo Griinwald-Letnikov e investigamos
algumas de suas propriedades, em particular, verificamos que a partir da sua definicao
é possivel recuperar as definicoes da DFRL e da DFC como casos particulares.

Lembremos que para n € N, a expressao

n R k[T
Fre = e 2 O (k>f(:co—krh)

_ o (BRS) (o)
= }Eﬁ%hT’ (2.84)
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define a n-ésima derivada de f calculada em xy € Dom (f), onde

n n!
( 2 ) " Kl(n— k)

sao os coeficientes binomiais e denotamos as diferencas de ordem n da funcao f avaliadas

no ponto xg € Dom (f) por

(ARf) (mo) =Y (-1)F ( Z ) f (o — kh).

k=

A derivada fraciondria de Grinwald-Letnikov (DFGL) calculada em x¢g = x € [a, D]
é obtida a partir da Eq.(2.84), simplesmente generalizando-se n € N por R > v > 0.

Nesse caso, denotando h = “*, onde a € R e fazendo n — oo, a soma definida em

(A7 f) (z) torna-se uma série infinita e os coeficientes binomiais sao descritos em termos

(-1 ( ) ) f (w— kh)

_1)k 'v+1)
F'k+1)I'(v—k+1)

da funcao gama. Assim,

(D2f) (@) = 1im

3
i
8
|-
X
"I
—

flz—kh)  (2.85)

e a expressao em Eq.(2.85) fica bem definida, desde que o limite exista. Note que nesta
definigdo nao é exigida nenhuma propriedade adicional de f (e.g., ser diferencidvel,
continua, etc...), apenas que ela esteja definida no ponto o = x em questdo. Desse

modo, para um zo = x € [a,b] e a < z arbitrario, a expressao

(D) @) = lm =3 (1) ( ' ) f(x— kh) (2.86)

n—oo QY —
R I k I(v+1)
- }Ji%ﬁ;o(_l) F(k+1)P(u—k+1)f(x_kh) (2.87)
= lim <A2f) ) (2.88)
h—0 hv '
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define a expressao para a DFGL & esquerda!” como uma funcao da varidvel .

Um aspecto negativo da DFGL é que calcular derivadas (manualmente) a partir de
limites, normalmente é uma tarefa extremamente trabalhosa e dificil. Por outro lado,
computacionalmente vantajosa, afinal na maioria das vezes os problemas praticos sao
quase sempre modelados em computador e estao sujeitos as limitagoes da aritmética
de ponto flutuante, de modo que todas as operacoes realizadas sao na verdade aproxi-
macoes. Portanto, ter em maos uma férmula discretizada para o operador fracionario,
nos permite implementar algoritmos que aproximam (iterativamente) o valor real das
derivadas, onde a ordem do erro dependerd, por exemplo, do algoritmo implementado
e do fator de precisao da maquina em que estamos realizando os cédlculos e estes, em
geral, sao satisfatérios o suficiente para serem usados na prética.

Para finalizarmos esta secao, iremos demonstrar que se calcularmos o limite da
expressao Eq.(2.86) chegaremos na definigdo da DFRL e pela expressao Eq.(2.78) sabe-
remos como relaciond-la com a DFC.

Para esta finalidade, precisamos recorrer ao resultado do seguinte teorema'®:

Teorema 2.14 Sejam (B))cn, € (Qnk) nen sSequéncias numéricas tais que
ke

No
lim =1, (2.89)
lim a,, =0, ap € R, VE, (2.90)
lim Y "oy = A, ani € R, VE, (2.91)
> | < K, n. (2.92)
k=1

Entao .
lim > " a8, = A (2.93)

k=1

1"Tomando-se zg = z € [a,b] com x < b arbitrdrio e tomando cuidado para alguns pequenos ajustes
na expressao da Eq.(2.85) define-se a DFGL a direita <zﬁgf> ().
18Uma prova deste teorema pode ser encontrado, e.g. em [41].
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Assim, para calcularmos o limite na Eq.(2.86), considere a seguinte identidade

()= (") () 200

podemos reescrever Eq.(2.86) como

0 ([T
- L :0<—1>k (")
s e ( . 1)]" (z = (k+1)h)

v 0 () At — ), (2.95)

onde

Af(z —kh) = f(z — kh) — f(z — (k + 1)h).

Aplicando a propriedade binomial dada pela Eq.(2.94) na Eq.(2.95) n—1 vezes, obtemos

(Eir)e w0 (U0 ) @ g e (D23 Asa )

hv n hn n—1
1 &2 v—2
= (=D (7 T )Af(x -
T k:o( ) < i ) f(x —kh)
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= S -1y (” e 1) AP (x — rh). (2.96)

lim — (—1)n—* <” - b= 1) A*f(a+ kh)

= (U )

v—k
% ( n ) (nh)qukAkf(le_ kh)

— 0 g ot (U

n—oo n —

v—k k
X lim ( n ) x lim —A f(a+ kh)

n—oo \ N — h—0 ]’Lk

(@ —a) W (a)
- I(~v+k+1) (2:97)

onde foi usado que

. _ 1\n—k V—]{?—l _ v—k 1
A (=1) (n—k: ><” S Y S AT

n v—k
li =1
o (n—k) ’
Ak f(a+ kh
o LG 0 @),

li

h—0

Agora vamos calcular o limite do segundo termo na Eq.(2.96), comegando por

reescrevé-lo da seguinte forma:

A" f(x — kh)

n—n—2

1 § v—m-—2 -n v n—1-v

m (—1)kF <—V + n) ( I: )k +1+ X h(/{?h) 1 T
k=0
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Defina

B = (U v ()i,

A f(x — kh) pot—a

hn ’ n

i = h(kh)"

Usando a representacao por limite da funcao gama'®, temos

lim 3, = lim (=1)*T'(—v +n) <V - n) oty

k—o0 k—o0 k
- 1. (2.98)
Esen—1—v > —1, entao
n—n—2
. . L A"f(z — kh)
1 nre = lim h(kh)» 1V /2
nl—>nolo kZ:O nk nl_>nolo ( ) hn

_ / = ) ()t (2.99)

Portanto, considerando os resultados da Eq.(2.98) e da Eq.(2.99) e aplicando o Teo-
rema 2.14 (pois agora temos satisfeitas todas as condigoes necessarias), podemos con-

cluir que

(A @ S_gtnE 1 e g
Jirgizkzﬂ I ( V+/<:+1) +1“(—1/—|—n)/ (:c—t)”*n“dt' (2.100)

Observamos que o resultado apresentado na Eq.(2.100) requer que f € C*[a,b] e que n
seja um inteiro tal que n — 1 < v < n. Portanto, para termos a existéncia da DFGL
basta que ela seja definida nos pontos do intervalo [a,b], no entanto, para que ela
coincida com a DFRL (e consequentemente com a DFC) é necessério que a funcao que

estamos derivando seja n vezes continuamente diferencidvel, como mostra a deducao do

limite da Eq.(2.100).

YT(2) = lim Mk?
k—oo z(z +1)--- (2 + k)
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2.4 Operador de Integrodiferenciacao

O intuito desta secao é discutir a possibilidade de unificagao dos operadores fraciondrios
de integracao e diferenciagdo sob um unico operador (para este trabalho, no sentido de
Riemann-Liouville definidos em intervalos finitos [a,b] C R). O que queremos afirmar
com isso é que formalmente os operadores de IFRL (Z7, ) e DFRL (D, ) sao operadores
distintos, cada um com o seu dominio e imagem, mas veremos logo mais, que hd a
possibilidade de identificarmos a IFRL e a DFRL como casos particulares de um tinico
operador Y, que denotaremos por integrodiferenciacao (fraciondria) de ordem? v € R,
isto é,

Dy, v >0 (DFRL),

D=1 1 v =0, (2.101)
7,0, v <0 (IFRL).

Claramente a maior preocupagao € identificar corretamente, quando é possivel (e se é

que faz sentido) escrever para v > 0

(D)) (&) = (T f) (x), (2.102)

(D f) (@) = (2,0 f) (2). (2.103)

Para respondermos a esta pergunta, iniciamos com a seguinte observacao: considere

a funcio f(z) = (x —a)’™", com 8 > 0, definida num intervalo [a,b] C R. Sabemos

pelos resultados das Eq.(2.31a) e Eq.(2.31c) que as respectivas IFRL e DFRL de ordem

v > 0 sao dadas por

(@)@ = gyl o,
(Prs =)o) = gl e

e claramente ambas as expressoes podem ser convertidas uma na outra simplesmente

20Como j4 observado, a ordem poderia ser estendida para os ntimeros complexos, mas para o0s
propésitos deste trabalho, nos restringiremos ao caso real.
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fazendo v — —v. Ou seja, pelo menos para este caso as relagoes das Eq.(2.102) e
Eq.(2.103) parecem ser verdadeiras. Esta singela andlise, no entanto, esconde um pro-
blema mais relevante a respeito da legalidade de tal abordagem, em especifico quando
é feita a transformagao v — —v diretamente nas definigoes da IFRL e DFRL segundo
as Eq.(2.1) e Eq.(2.16). Ora, visto que a DFRL foi definida a partir da IFRL, convém
analisar o que acontece quando usamos —v no lugar de v na Eq.(2.1). Ou seja, se

v>0— —v <0, entao

—v - 1 * T — —v—1
(Z.1 )(x)_P(—V)/a (v —1) f(t)de, (2.104)

resulta numa integral que, em geral, diverge mesmo se f € L [a, b]. No caso da DFRL
a situacao parece ainda pior, pois a expressao resultante parece inapropriada e incon-

sistente?!

i@ =02 (@] - (5) @@, e

Mesmo que a integral (Ia_ v ) (x) convergisse, qual seria a interpretagao para o ope-
rador D, '? O préximo teorema elucida esta questao, fornecendo uma expressao alter-
nativa para a DFRL. Antes de encunciarmos este resultado, lembremos de alguns fatos
sobre o conceito de integral de Hadamard ou ainda parte finita de Hadamard que é um

método de regularizacao de integrais divergentes.

Integrais do tipo
b
[ -0 r@an 521

divergem sempre que f(a) # 0, mesmo assim, em geral, é interessante associar a
esta integral um valor finito. Isso pode ser feito, segundo sugestao do matematico

francés Jacques Hadamard (1865-1963) [20] descartando-se certos termos que causariam

2INo mifnimo terfamos um pequeno ajuste a fazer na Eq.(2.16), a saber: n = [v] +1 — —n =
— (W +1) =[] -1,
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a divergéncia. Por exemplo, se § > 1 a integral

/aie (z—a) " da = ﬁ [(b — 6175] ,

¢é claramente convergente para qualquer € > 0. No entanto, se tomarmos o limite quando

e — 0, a integral divergird por causa do termo ﬁel’ﬁ. Sendo assim, Hadamard propoe
que seja ignorada a contribuicao deste termo e designarmos a expressao restante, que é

finita, ao resultado da integral, i.e.,

b
_ 1 1-8
H —a)dr=——(b—
[ =0T - 50—
sendo o sfmbolo ‘H justaposto & esquerda ao simbolo da integral para designar justa-
mente o resultado da integral denotado por parte finita de Hadamard.

Um modo preciso de definirmos a integral de Hadamard (quando 8 ¢ N) é

)k-‘rl—ﬁ

’ 5 /M@ -a
H/a (z—a)" f(z)dz - _kz_; S (2.106)

—i—/ab (z —a)"” Ry (z,a) du,

onden=[3]+1e
Ry (z,a) = 1'/ (z — )™ fFOHD (1) dt

n
é o resto do n-ésimo polinémio de Taylor da f centrado no ponto x = a. Uma condigao
suficiente para a existéncia da integral da Eq.(2.106) ¢ exigirmos que f € C™ [a, b] com
n < n € N, visto que nesse caso o resto do polinémio de Taylor possui um zero no
ponto x = a cuja ordem é grande o suficiente para praticamente anular o efeito da
singularidade do termo (z — a) P tornando a expressao integravel??.
Uma representacao alternativa para a definicao da integral de Hadamard que nos

serd 1til mais adiante, segundo proposto por [15], é descrita pelo seguinte teorema.

22No sentido impréprio segundo Riemann, ou em quase todos os pontos segundo Lebesgue.
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Teorema 2.15 Sejam 1 < ¢ N em =[]+ 1. Se f € C™[a,b], entdo

1 b
Pu—mﬂl<x_”

Em vista deste tltimo resultado, apresentamos o préximo teorema que nos fornecerd

m—1 _ a)k-f-l—ﬁ

f ((1, (b m—/3+1 p(m
ZO F(k+2—ﬁ) +Ia+ +f( )(b>

uma representagao alternativa para a DFRL [13].

Teorema 2.16 Seja 0 < v ¢ N en = [v] + 1. Suponha que f € C*[a,b] e x € [a,b],

entao

(1) @) = gt =0 e

Prova. Pela defini¢ao da DFRL, temos que (DY, f) (z) = (D222 f) (z), onde

R el A MNACE T

Em vista da hipétese de suavidade sobre a f, podemos integrar parcialmente a expressao

acima num total de n vezes, obtendo

n—v o 1 ’ n—v pr
(T2 f) (2) = m/@ (@—6)"" f(t)dt

= 0" f 0 T ()

B nzif(k a)k+n—y
B r Fk:+n—y—|—1)

+ I @ (z) .

Portanto,
(Dryf) (2) = (DRI )(rv)
_a)k+n—y

< ) (a 2n—
D" g2n-v (n)
ot Z k:—l—n—u+1) L (@)
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n—1 (k) _N\k—v
_ Zf P(a)fxijai) LI ()
= o

— H/ (z—t)™ ' f(t)dt,

sendo a 1ltima igualdade estabelecida pelo Teorema 2.15. m

Aproveitamos para mencionar que dentre as propriedades da integral de Hadamard

(vide, e.g., [13, 20]) estd o fato de que ela é uma extensdo consistente do conceito de
b

integral regular, i.e., sempre que / (z —a)”? f (z) dz existir no sentido cléssico, entdo

H / (z —a)””? f (z) dz também existird e ambas terdo o mesmo valor. Sendo assim,

a
podemos dizer que formalmente devemos escrever

(D f) (@) = H(ZLS) (), (2.107)
ou ainda

(D1 1) (@) = H (T, f) (@), (2.108)
para v # 1,2,..., mas, por motivos de simplicidade na notagao, sempre que for

necessario, usaremos a identificacao feita pelas Eq.(2.102) e Eq.(2.103) tendo o sen-

tido formal segundo as Eq.(2.107) e Eq.(2.108) como estabelecido pelo Teorema 2.16.

A representagao da DFRL segundo o Teorema 2.16 nos elucida um outro aspecto
deste operador. Em contrapartida aos operadores de diferenciacao de ordem inteira que
sao operadores locais, i.e., para calcularmos D) f (x) = % f(x), n € N & suficiente
conhecermos o comportamento da f apenas numa vizinhanca ao redor do ponto x, para
calcularmos a DFRL DY, f (z), v ¢ N, no entanto, é necessério que saibamos sobre o

comportamento da f ao longo de todo o intervalo [a, z].

Portanto, sob esta 6tica a unificagdo como proposta pela Eq.(2.101) parece plausivel
(pelo menos para fungdes da classe C* [a,b] C AC™ [a,b]) e os resultados listados na

Secao 2.1 podem ser reescritos em termos do operador ®}_, de ordem v € R.

Por exemplo, listando alguns deles, o resultado do Teorema 2.7 fica enunciado da
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seguinte forma??:

Doy [0.1f(2)] =D5"f(2), p,g € R, (2.109)

desde que f(z) seja, no minimo, continua e quando p > ¢ > 0 que a derivada D, f(x)
exista.

J4 o resultado do Teorema 2.10 fica enunciado da seguinte forma?*:

= q“f)()

k=0

0,7 [0, f(0)] = D17 () — 3 et I (g, (2.110)

onde p,g € R" en = [¢] + 1.

O resultado do Teorema 2.11 fica descrito para v > 0 e m € N como
(D104, ) () = (DUF) (2). (2.111)

m—1 (k
(B2 (@) = (@) @) - X ka_y_m) (# = a) " (2.112)

E o resultado do Teorema 2.12 que fica generalizado para a forma?® (desde que as

derivadas em questao existam)

o0, f(r)] = Drf) - S 2w D@ e (g

—~ T(-p—k)
oL ELS ) = B - Y A g

onde p,g>0en=[p|+1lem=][q]+1.
Observe, portanto, que a igualdade entre a Eq.(2.113) e a Eq.(2.114) ocorre se, e

somente se, os somatorios nos lados da direita das equacoes forem nulos, ou equivalen-

230 autor em [41], mostra a validade desta propriedade para os casos p >¢q>0e q>p> 0.
24 Também apresentada em [41] e valida para p > ¢ > 0ou ¢ > p > 0.
25 Também verificada em [41].
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temente,

@ @) = 0, (k=0,1,...,m—1), (2.115)
(@' f)a) = 0, (k=0,1,...,n—1). (2.116)

O autor em [41] demonstra, na segao 2.3.7 do seu livro, que se f(z) possuir quanti-
dade suficiente de derivadas continuas, entao as condiges Eq.(2.115) e Eq.(2.116) sao

equivalentes, respectivamente, a

f®@) = 0, (k=0,1,...,m—1), (2.117)
f®@ =0, (k=0,1,...,n—1). (2.118)
Logo, se f®)(a) =0, (k=0,1,...,r — 1), onde r = max{m,n}, entdo podemos afirmar

que
02, (9041 (@)] = D3 F (@) = DL [95,f ()]

Enunciamos ainda, o seguinte resultado sobre composicao de operadores de inte-

grodiferenciacao para fungoes analiticas.

Teorema 2.17 Seja f € C*™ (2) analitica em [a,b] C 2, entdo a igualdade
D5 Darf (1) = D5 f (),

é vdlida para qualquer o, 3 € R, com § < 1.

Prova. Por hipétese, f pode ser representada como

Aplicando a regra da Eq.(2.44) (ou Eq.(2.45)) para integrar/diferenciar fungoes analiti-

cas, obtemos
o0

(k+1) _
D5 F( ;: k+1—5ﬂx_@kﬁ’ (2.119)
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onde claramente o primeiro termo desta série é igual a ﬁ (x — a)fﬁ .
Assim, para podermos aplicar o operador D¢, a esquerda da Eq.(2.119) é necessario
que —(3 > —1 ou, equivalentemente, § < 1 (vide Eq.(2.31a) e Eq.(2.31c)) para garan-

tirmos a convergéncia da integral que define o operador D¢, . Dalf,

a (k+1) k—B
D00 f () = a+20k k+1—ﬁ)(x_ )
Fk+1 35—
al' (k+1) (z — o)t 0
“I'(k+1-a—-pf)
“*Bf( )
o que conclui a demonstracao. m
Como corolédrio do teorema acima, note que se a = —/3, entao
D5, D0, f (z) = [ (). (2.120)

2.4.1 Derivada de Marchaud

O leitor deve ter percebido que a ideia apresentada nesta secao a respeito da unificacao
dos operadores de IFRL e DFRL sob um tinico operador nada mais é do que procurarmos
representar o operador de DFRL D7, como sendo a extensao analitica do operador de
IFRL Z7, para os indices o < 0. Como visto acima, isto é equivalente a afirmacao de
que Z,* = D¢, (mais precisamente, HZ, = DS, ), ou ainda, termos uma representacao
integral para Dj, o que pode ser feito através de métodos de regularizacao de integrais
divergentes. O método apresentado acima, utilizou o conceito de integral de Hadamard
e no fundo estas ideias foram investigadas com detalhes por Marchaud em 1927 [30]
mas com o dominio das funcoes em intervalos infinitos. Por este motivo, a derivada

definida por

v _ 4 ) - 1)
(DLf) (z) = F(l—V)/oo T dt (2.121)

_ v “flx)—f(z—t)
S Ta—w) /0 o db
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—00 < x < 00, 0 <v <1 édenotada derivada fraciondria de Marchaud de ordem v.

A derivada acima, pode ser restrita ao intervalo R, obtendo a seguinte forma
/(0) 1 e —t)
D¢ = dt
(DE.f) () Tl Ta-w/, @

[ v fl@) = f)
B F(l—u)x”+F(1—V)/0 (x—t)" ™ dé,

x> 0,0 < v <1 fazendo o papel da derivada fraciondria de Marchaud a esquerda de
ordem v [25, 48].

2.4.2 Integrodiferenciacao e a Regra de Leibniz

Para finalizarmos esta secao, discutimos sobre a generalizacao da regra de Leibniz para
a diferenciacao do produto de duas fungoes para os operadores D}, v € R.

Lembremos inicialmente do resultado cléssico.

Teorema 2.18 (Regra de Leibniz Classica) Sejan € N e f,g € C"[a,b]. Entao,

n

n _

D" [fg] = ( L > (D*f) (D" *g), (2.122)
k=0

onde D* ¢ o operador de diferenciacdo de ordem k € N e : sao os coeficientes

binomiais (vide Eq.(1.34)). Em particular, se n = 1, temos o resultado classico,

[f9]' = fd' + f'g. (2.123)

A generalizacao que apresentamos para esta regra é dada pelo seguinte teorema.

Teorema 2.19 (Regra de Leibniz Fraciondria) Sejam [ e g analiticas em [a,b],

entao
o0

AIEDY ( Z ) ¥ (@), veR, (2.124)

k=0
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v
onde . sao os coeficientes binomiais generalizados descritos em termos da fun¢ao
gama (vide Eq.(1.33)).

Prova. Por hipdétese, podemos concluir que o produto fg também é uma funcao

analitica em [a, b] e, portanto, podemos escrever em virtude do Teorema 2.3 que

SRITEDY ( ’ ) P (9.

Jj=0

Aplicando a regra de Leibniz classica (vide Eq.(2.122)) e trocando a ordem dos

somatérios, obtemos
14 ~ v
ot - (!
j=0 \ J

) (1)@
-2y (V)i (1) e e

R W v (x —a) t* Jj+k ;
N ;(Df)j:()(jm)ﬂjﬂ_wk)( k )(Dg)‘

|+ k —k
Observando que v It . g e usando novamente o
Jj+k k k ¥

Teorema 2.3 podemos escrever

. lfgl = ) (D) ( :)Z(V;k ) r((ﬁr_la)—ujtk) (P’9)

k=0 Jj=0
00 U -

-3 (1),
k=0

donde se conclui a demonstracao. m
Agora alguns comentdrios a respeito das férmulas apresentadas. Primeiramente,
note que a férmula da regra de Leibniz cldssica, Eq.(2.122) é simétrica, i.e., podemos

trocar as funcoes f e g de posicao sem alterar a expressao resultante. Segundo, para
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calcularmos a n-ésima derivada do produto fg é necessédrio apenas a diferenciabilidade
de ordem n de cada uma das fungoes f e g, como exigido na hipétese. Verifica-se, entre-
tanto, que estas propriedades nao sao trivialmente transferidas para o caso fraciondrio®®
(vide Eq.(2.124)) e, de fato, isto tem sido objeto de estudo de muitos pesquisadores ao
longo dos anos. Citamos por exemplo, os trabalhos de Watanabe [60] e as extensivas in-
vestigagoes feitas por Osler [37]-[40]. Este tltimo, preocupou-se com a possibilidade de
manter a validade da simetria da férmula original através de restrigoes sobre as funcgoes
f e g e analisando cautelosamente a regiao de convergéncia das expansoes em série das
mesmas. Inclusive, ele se questionou se a férmula da Eq.(2.124) nao se tratava de um
caso especial de uma expressao ainda mais geral e isto o levou a provar a validade da
seguinte férmula para a regra de Leibniz [35, 37], e que também pode ser encontrada

demonstrada no livro [48]

L [fal= ). ( ki 5) (QZlﬁ—k f) gB+e). (2.125)

k=—o00

com v, 3 € R (8 um parametro arbitrario) e v # —1,—-2,...se 5 ¢ Z.

Observe inclusive que devido a simetria da regra de Leibniz cldssica o Teorema

2.18 poderia ter sido escrito da seguinte forma

k=0

D" [fg] = zn: ( Z > (pn—kf) (Dkg) (2.126)

o que teria nos levado a concluir um resultado andlogo ao Teorema 2.19, mas descrito

na seguinte forma?’

0, [fgl = i ( ! ) (D5 1) g™, (2.127)

k=0 k

Mais recentemente, hd esforcos voltados para a definicao de operadores de diferen-

20Em particular, a versio que apresentamos para a generalizacio da regra de Leibniz para o operador
de integrodiferenciacao fraciondria segundo Riemann-Liouville D7, ndo possui estas caracteristicas
em geral!

2TDe fato, encontra-se na literatura sobre cdlculo fraciondrio ambas as versdes, mas normalmente,
quando apresentado uma delas, nao é mencionado sobre a outra.
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ciagao fraciondria® que satisfagam a “regra de Leibniz” (e.g., [26]) na forma

Dy, [fal = (D3+ ) g+t (D(?+g) ’ (2.128)

entretanto, em um trabalho recente publicado por Tarasov [54], foi demonstrado que a
violagao da regra da Eq.(2.128) é uma caracteristica de todos os operadores fraciondrios.
Wang, entretanto, em recente publicacao [59] rebate que os resultados de Tarasov [54]
s6 sao validos para as fungoes que sdo “classicamente diferencidveis” (i.e., baseada em
aproximagoes lineares) e que o intuito é propor uma nova regra de diferenciacao baseada
em aproximagoes nao lineares (aproximaveis por fungdes do tipo poténcia).

Neste trabalho, nao investigamos em detalhes as implicacoes destas novas aborda-
gens, pois para os nossos propdsitos, a versao apresentada via Teorema 2.19 nos é
suficiente.

Encerramos esta parte do trabalho com a observacao de um fato que se torna evi-
dente no estudo da teoria do Célculo Fraciondrio. E grande a dificuldade encontrada
pelos diversos estudiosos na tentativa de generalizacao das regras usuais e das suas
aplicabilidades em problemas tedricos e praticos visto nao termos ainda disponivel uma
definicao “universal” para os operadores de integracao e diferenciacao de ordem arbi-
traria do mesmo modo que ji ocorre com o Célculo de ordem inteira, i.e., a teoria
ainda nao estd suficientemente unificada sobre uma definicao que satisfaga o “gosto”
de todos os seus usudrios (se é que isso é possivel). O surgimento deste grande nimero
de defini¢oes (Riemann-Liouville, Caputo, Griinwald-Letnikov, Marchaud, Weyl, Riesz
entre outros) estd ligado ndo somente a necessidade de termos em maos operadores
que, por um lado, generalizem os conceitos e resultados cldssicos (ja provados) de or-
dem inteira, mas que inclua a possibilidade de modelar novos problemas “sem perder
de vista” os possiveis problemas (velhos) cldssicos®. Isto leva a natural preocupagao
com a interrelagao (e possiveis equivaléncias) entre as diversas definigoes e, sempre que
possivel, as interpretagoes geométricas.

De todo modo, as diversas defini¢oes existentes também indicam que o ramo do

28 Estes novos operadores tém sido chamados de D¢, a-Derivadas, o € R.
290u seja, as generalizacoes quando consistentes devem modelar e solucionar os problemas conhecidos
quando o reduzimos a ordens inteiras.
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Caélculo Fraciondrio é fértil no sentido de que, mesmo sem uma “definicao unificada”,
cada uma delas propoe novos e promissores resultados®’ advindos de uma vasta gama
de problemas. Por exemplo, ja citamos anteriormente no texto publicagoes no ramo da
viscoelasticidade linear fraciondria [29, 31, 45, 49], osciladores harmonicos fracionérios
[21, 45, 53], problemas de difusao fraciondrias [5, 6, 28|, controladores fraciondrios
[11, 12, 51, 63], entre diversos outros problemas de Fisica [22, 50, 61] e Matematica
[1, 13, 25, 32, 48|.

30Quando comparados com as abordagens “cldssicas”, em geral, os modelos fracionarios fornecem
previsoes tedricas mais consistentes com os dados experimentais.
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Capitulo

Solucoes da Equacao de Bessel via Célculo

Fracionario

Este capitulo é dedicado ao estudo da equacao de Bessel (vide Eq.(1)) utilizando uma
metodologia do célculo fraciondrio e é parte de um trabalho [46] desenvolvido ao longo
dos estudos desta tese. Como mencionado na introducao deste trabalho, “novas” teo-
rias sao sempre bem vindas mesmo quando aplicada a “velhos” problemas, pois em
geral nos fornecem um entendimento mais profundo sobre certas propriedades e re-
lagoes (pré-)existentes, ou ainda, eventualmente nos fornecem “insights” sobre novas
relagoes e propriedades ainda desconhecidas ou pouco compreendidas. Assim, nas se¢oes
a seguir, investigando a equagao de Bessel pela metodologia do cdlculo fraciondrio como
proposta pelos autores de [35], apontamos uma inconsisténcia despercebida pelos au-
tores supracitados ao tentarem obter uma das solucoes e formalizamos através de uma
discussao detalhada as devidas limitacoes ao método empregado e concluindo a nossa
investigacao de como o célculo fraciondrio pode ser uma ferramenta 1itil na resolucao

de equagoes diferenciais, em especial, da Fisica-Matematica.
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3.1 Resolucao da Equacao de Bessel

Nesta secao vamos discutir a solucao geral da equacao de Bessel de ordem p, caso
particular da equacao hipergeométrica confluente, através da metodologia advinda do
célculo de ordem nao inteira. A metodologia original foi proposta pelos autores de [35],
no entanto, observamos que estes cometem um equivoco ao justificar a obtencao de uma
segunda solucao linearmente independente e isto decorre de uma incorreta verificagao
das condicoes para os quais o operador IFRL é a inversa a esquerda da DFRL. No
devido momento, mais adiante, isto serd explicitamente indicado e, posteriormente,

investigado cautelosamente as causas do equivoco.

Se introduzirmos a mudanca de varigvel 2?2 = 4z na equacao de Bessel
Pt —+ (P =p)w=0, 2>0, (3.1)
z

onde w = w(z) e p € um pardmetro, obtemos uma variante desta ultima da seguinte

forma: e d )
Ry (93 — p_) w =0, (3.2)

com w = w(zx), r > 0.

Como sabemos da teoria das equacoes diferenciais lineares ordindrias, a solugao
geral é dada pela combinacao linear de duas solugbes wy; = wy(x) e wy = wo(x) linear-
mente independentes, cada qual dependentes do parametro p e que podem ser obtidas

classicamente aplicando-se o método de Frobenius' [9, 34], resultando em:

i) = Z Ok‘F(k—i—erl)
)7

= aon(Q\/E

(3.3)

! Lembremos que o método de Frobenius, consiste em procurar uma solugdo da EDO através de uma
série de poténcias Z ay(x — x9)¥** convergente na vizinhanga do ponto xo, partindo-se da suposicio

de que ag # 0 é arbltrarlo e s sendo um pardmetro a ser determinado.
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p

0o 1 k 2 k—%
wy(x) = ;aok(!r ) (2)

(k—p+1)
= apJ_p(2Vx), (3.4)

onde as solugoes Eq.(3.3) e Eq.(3.4) convergem para valores finitos* quando p > 0 e sao
linearmente independentes (LI) desde que p ¢ N. Se p € N, entao wy(x) ¢ linearmente
dependente (LD) com ws(x) e precisamos encontrar uma segunda solugao por algum

outro método; e.g., via redugao de ordem [7].

Por outro lado, investigamos em que condicoes os operadores fraciondrios de IFRL e
DFRL também podem ser aplicados para obtermos uma soluc¢ao da Eq.(3.2) em termos
de fungoes elementares. Para isso, considere a seguinte mudanca de varidvel dependente
w = xi%pu, onde p é a raiz quadrada nao negativa de p?. Entdo, calculando as derivadas

e simplificando obtemos a seguinte equacao diferencial

d?u

du

com u = u(x).
Suponha agora que para cada fungao u que satisfaga a Eq.(3.5), exista uma funcao

integrodiferencidvel f = f(z) tal que
1
u="29"f (3.6)

1
onde ©§fp ¢ o chamado operador de integrodiferenciacao de Riemann-Liouville de or-
dem £ =+ p (vide Segao 2.4).
Podemos combinar as Eq.(3.5) e Eq.(3.6) para obter

d? %:I:p d %:ﬁ:p %:I:p
xd_l,g|: 0+ f]+(1ip)d_x[ 0+ f}+©0+ f=0 (3.7)

e ainda mais, usando o Teorema 2.11 ou a Eq.(2.109)?, podemos escrever a Eq.(3.7)

?Em particular, J,(0) ¢ finito para p > 0, enquanto que J_,(0) ¢ infinito para 0 <p # 1,2, .. ..
1
3Dependendo se @gf” representar o operador DFRL ou o operador IFRL.
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na seguinte forma

54 34 14
D3 f+(1£p) D f+D87"f =0, (3.8)

Agora, fazendo uso da regra de Leibniz (Teorema 2.19) para o operador de integro-

diferenciacao fraciondria de um produto de duas fungoes, podemos verificar que

031" laf] = 031" + (5 £0) 0517 39
que rearranjando toma a forma

D = 05 [uf] - (g + p) 25"f, (3.10)

donde segue, a partir da Eq.(3.8), que a nova equacgao diferencial fraciondria é

54 3 3+ 1y
©8+p [zf] - §®5+pf + ©3+pf =0 (3.11)
a qual nao mais apresenta o parametro p como coeficiente. Em particular, supondo que

podemos decompor os operadores da Eq.(3.11) como

1y, d? 3 iipdf s
§+pd_xg [zf] - §©§+pd_x + ©§+pf =0 (3.12)

1
~ ~ . —3FP J1Le ~
entao pela acao direta do operador ©,; " a esquerda, esta ultima converte-se na equagao

d? 3df .
Tzl =5+ =0 (3.13)

As Eq.(3.11) e Eq.(3.12) s@o equivalentes se, e somente se, forem satisfeitas as condigoes

[xf]x:() = 0, (3.14)

d
- [of] = 0, (3.15)
f(0) =0, (3.16)
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Dotfl_, = O, (3.17)
Dot [2fl],_y = 0, (3.18)

4 0s Teoremas 2.10 ou 2.11 ou suas

sendo que estas aparecem quando aplicamos
versoes integrodiferencidveis descritas pelas Eq.(2.110) - Eq.(2.112).

Jé as Eq.(3.12) e Eq.(3.13) s@o equivalentes se, e somente se

_1 1
D, D g =g, (3.19)
para
e
g=1 . (3.20)
2
S [z f]

Introduzindo-se a seguinte mudanca de varidvel  — 21/z (i.e., £ = 2y/x) a Eq.(3.13)
é conduzida na forma
&'/ +f=0 (3.21)
¢ 77 '
cujas solugoes LI sabemos ser f1(£) = sen e f2(£) = cos &, ou seja, voltando na varidvel
':C7

f1(2v/x) = sen (2y/x) e f2(2v/x) = cos (2V/x) .

3.2 Solucoes Obtidas

Aqui, como ja nos referimos, vamos analisar as duas solucoes obtidas, i.e., verificamos
se as funcoes f; e f5, candidatas & solugao do nosso problema realmente satisfazem as
condigoes listadas pelas Eq.(3.14) - Eq.(3.18) e Eq.(3.19) - Eq.(3.20).

Claramente, f» nao satisfaz as condi¢ées Eq.(3.15) e Eq.(3.16), pois f2(0) = 1 e
4 [xfg]{xzo = 1. Por outro lado, verifica-se que f; satisfaz Eq.(3.14) - Eq.(3.18). Logo,

vejamos o comportamento de fj, com respeito as condigoes em Eq.(3.19), destacando

5

34 14
4Tomando o cuidado de aplicar cada caso dependendo se Dgfp, @gfp e @gfp representarem uma
DFRL ou uma IFRL.
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dois casos:

Caso (@géﬂ’@%fpg =g): Sep = %, temos o operador identidade e a igualdade
verifica-se. Se p > = , entao —% + p > 0 e, portanto, o operador mais a esquerda em
Eq.(3.19) é a DFRL que sabemos ser a inversa a esquerda da IFRL. Por outro lado, se
0<p< %, entao o operador mais a esquerda é a IFRL e neste caso podemos verificar a
igualdade ©, E +p@§;pg = g aplicando as regras de integrodiferenciacao fracionéria na

representagao em série de poténcias das fungoes em Eq.(3.20):

(TIP3 sen2vh) @) = 7

l_ o0
Y skxk+%] (3.22)
k=0
) 3
_ g3® Sk—l“(k‘ +3) aREd
& F(k: +1+40p)

B L(k+p+1)z*
- Z - k+1+p) (k:+§)

= Z sp2" 7 = sen(24/7). (3.23)

737D (1 cos2v)) | (1) = 7

DR ckxk_%] (3.24)

k=0
1o D(k+3)
= 72 p k—1+p
0+ gckf(lwrp)

X D(k+ 30k +p)zh—
2 T(k+p)L(k+ 1)

cos(2V/a),  (3.25)

I
%)
ol
8
i
=
||
m|»-t

onde
(_1)k 22k+1 (_1)k 22k

R O § TR A GTA Y

Observamos que as passagens em Eq.(3.22) - Eq.(3.23) e Eq.(3.24) - Eq.(3.25) sao
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licitas, pois para todos os casos as poténcias de x sao maiores que —1, uma vez que

p > 0. A verificacao para g(z) = % segue da combinagao dos casos supracitados.

Também é conveniente citar que, pelo Teorema 2.8 Eq.(2.64), devemos ter

(7:7"D3:79) () = g () - % (3.26)

2

1 1
onde (Iofp g) (0) = 1i1r(r)1+ Iofpg(:c) e no Apéndice A.4 verificamos que este limite de
fato é zero e, portanto
1, 1
(73 "9) (2) = 9 (@), (3.27)

vale para todo p > 0.

_1_ i, _ _1_ 1. L i, 3
Caso (D, "Dz, g = g): Como p >0, entdo D, ' =1I¢, eDZ. =D, ", daf

seguindo o mesmo raciocinio do caso anterior, temos:

1., 1 1 1 —
(Ioéjpl)éjp sen(2\/%)) () = Iofp ngp Z sk:ck%] (3.28)
k=0
% 3
%+p P(l{? —+ 5) k—p
— S I 2
2. Zskr(k+1_p)x (3.29)

B is T(k+ )0k —p+1)zh+s
- Y T(k+1-p)T(k+3)

k=0

= Z ekt = sen(2y/z). (3.30)
k=0

1 1 1 1., &
[Igj”pgj” (t—%cos(Q\/i))] (@) = 727 ngpzckxk—é] (3.31)
k=0
ipem D(k+1)
= 1277 g2 (3.32)
c~ "I'(k—p)
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X T(k+ 3Tk — p)ah—s
2 - TG+ D

k=0
= Z 3 = 277 cos(2V/7). (3.33)
k=0
onde
(_1)k 22k+1 (_l)k 22k
Sp=————— € ¢ = ———
(2k 4+ 1)! (2k)!

Chamamos atencao para o fato de que nas passagens Eq.(3.29) e Eq.(3.32) se p €
N, entao os primeiros coeficientes de cada série se anulam (mais precisamente, os p
primeiros em Eq.(3.29) e os p + 1 primeiros em Eq.(3.32)) de modo que as poténcias
de x dos primeiros coeficientes nao nulos sdo maiores que —1 (i.e., k —p > —1 e
k—p—1> —1), logo podemos realizar a operagao Ioéjp sem problemas. No entanto,
se p ¢ N, entdo os primeiros coeficientes de cada série nao serdo nulos e as poténcias
dos primeiros termos serao menores que —1 (i.e., k—p > —-1lek—p—1> —1) uma
vez que p > 0 e, portanto, em principio nao poderiamos aplicar a regra de integragao

1
- . . TPk TP k11—
fraciondria como listado em Eq.(2.31a) para calcularmos Z¢2, " aF 7P e Z2, 2" 177,

E neste ponto que encontramos a discérdia que foi alertada no inicio da secdo. Os
autores em [35] afirmam que a funcdo f(x) = sen(24/x) satisfaz estas condi¢oes para
todo 0 < p ¢ N, no entanto, a investigacdo acima nos diz justamente o contrério!
O intrigante é que se ignorarmos esta violagao da condigao exigida sobre os indices e
prosseguim}os com a integracao, entao o resultado final parece indicar a validade da
relagao D 2 ‘%gjpg = g e mais adiante isto realmente parece nos levar para uma se-
gunda solucao linearmente independente da equacao de Bessel como o esperado. Talvez
tenha sido por este motivo que os autores nao tenham se alertado para a inconsisténcia

da argumentacao apresentada por eles.

Observamos ainda que o Teorema 2.8 (vide Eq.(2.63)) nos diz que

. 1
i i n Dn—]z-nfgfpg 0 i,
(572 a) )=o) - P A e
2

Jj=1
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n___

onde’ (Dy ]In_"p 9)(0) = 11151 (Dy Ty, 2

que a igualdade s6 ocorre quando o somatdério no lado direito da Eq.(3.34) é zero e uma

"9)(z)en = [ 4 p]+1. Logo, é bem claro

condicao suficiente é que os limites que determinam os coeficientes deste somatério
sejam zero. Porém podemos verificar® que alguns destes, além de nao convergirem para,
zero, ainda pior, até divergem para £o00.

Feitas estas observagoes, podemos tirar as seguintes primeiras conclusoes: a funcao
1_
= D¢, "sen(2y/x) (3.35)
é formalmente uma solucao para a Eq.(3.5) para todo p > 0, entretanto a fungao

= 9¢/” sen(2/7) (3.36)

nos fornece uma solucao consistente para p € N, mas ainda nao sabemos se para os

demais valores de p temos uma solucao valida.

Assim, da Eq.(3.35) obtemos a seguinte solugao para a Eq.(3.2)

wy(p,x) = x_%pul

1
= x_%p©§+psen(2\/§)

B T 1, o (_1)k22k+1xk+%
= TDETY 2k + 1)

RN TR,
F2k+2) T(k+p+1)

po~ (D" VT p
z; T(k+1)T (lc+p+1)gjk+

k=
_ = (=1)fakh
B ﬁzklr(kﬂwl)

>Estes limites também podem ser expressos de forma unificada em termos do operador de integro-
diferenciagao como lim+(®Z;J 9)(x).
z—0

6Tsto sera feito na préxima secio e de forma alternativa no Apéndice A.4.

103



~ 1 1
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PG+k) _ v
T(2k+2)  2ZFFIT(k+1
termos da fungao de Bessel de ordem p > 0.

onde foi usada a identidade

) [35] e a solugao fica representada em

Curiosamente, se ignorarmos as inconsisténcias da Eq.(3.36) mencionadas acima e
desenvolvermos sua representacao como feito para ws (p, x) acima, obtemos
+ip
wa(p,x) = x72Puy
1
_ tipey2tP
= 272PDE " sen(2V/x)

o0 (—].)k 22k+1xk+%

_ o Alpgyate
TR0, ; 2k + 1)!
00 k
_ x+%pz(—1) 2 T(R+K) 4y
I'2k+2) I'(k—p+1)

_ 3D = <_1)k ﬁ k—p
v ZF(k+1)F(k—p+1)x

que sabemos também ser solucao da Eq.(3.2) sendo LI com wi(p,x) quando p ¢ N

enquanto, para p = n € N, temos

we(n,z) = (=1)"wi(n,z)

VAl (2vr) = Vr(=1)" Ju(2v7).

: ~ —5—Dy3 P
3.3 Verificagao do caso D, "Dj, g=yg

Visto que o caso D, Eﬂ)@é;pg = ¢g nao parece ter problema algum, inclusive nos
levando, em tltima instancia, a solugao/mJ,(21/7) que é a fungao de Bessel de primeira
espécie de ordem p > 10, nesita secao investigamos de forma direta e mais cautelosamente
o outro caso, i.e. D }? _pQEng = g, que parece apresentar problemas quando conside-
ramos 0 < p ¢ N.
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Comegamos relembrando que nas etapas Eq.(3.28) - (3.29) j4 foi calculado que

> SkF k‘l‘ _
02+ sen(2 ZF(k+1— zh, (3.37)
k=0

k
%. Chamamos atengao de que se exigirmos que 0 < p ¢ N, entdo
)

+ ~ .
os coeficientes Fk(k%z—) nunca serao nulos (mas serao sempre finitos para todo k& € N).

Em particular, a série na Eq.(3.37) é integrével segundo RL se, e somente se, 0 < p < 1

onde s;, =

(para garantir que k — p > —1), logo o resultado
1., 1
12 7"DE. " sen(2/7) = sen(2y/7)

calculado nas etapas Eq.(3.28) — Eq.(3.30) s6 ¢ vdlido nestas condigoes!

s 2 -
Agora se exigirmos p = n € N, entao os n — 1 primeiros coeficientes % serao
nulos, pois
F'k+1—p)=T(k+1—n)=*too,
para k = 0,1,...,n — 1. Dessa forma, o correto é reescrevermos a série na Eq.(3.37)
como

s 1

3+ — sil(k+3)
D0+p Sen(2\/5) = Z mxk

B f: Sganl (k+n+ %)xk
L(k+1) ’

que é claramente integravel segundo RL e nos leva ao seguinte resultado

3 1 Sinl(k+n+3
R e S



P 2+P

- 1
3.3. VERIFICACAO DO CASO ©,? 9, G=G

00 n—1
1
_ Zskxmz _ E :sk:c“
k=
= sen(2yx) — E spah e

Portanto, concluimos que

sen(2/x), 0<p<l1,
Ioéf”D&fp sen(24/7) = 3, (ndoé inte:glré,vel) p>1, (3.38)
sen(2y/x) — Y sk:z:’”%, p=mnecN.
k=0

Relembramos também que nas etapas Eq.(3.31) - Eq.(3.32), foi calculado que

D02+ 272 cos(2/z) = ch A (3.39)

k:
onde ¢ = # e foi observado que se 0 < p ¢ N, ent@o a série nao é integrodiferen-

. . . + . .
cidvel, pois os coeficientes %—) nunca se anulam, mas as poténcias de x dos primeiros
termos sdo sempre menores que —1. Logo, a integragao feita nas etapas Eq.(3.31) —

Eq.(3.33) ndo sao licitas nestas condigoes.

.. ~ . . . cxD(k+1
No entanto, se exigirmos p = n € N, entao os n primeiros coeficientes %—) se

anulam, pois
I'(k—p)=T(k—n) = =£oo,

para k =0,1,...,n e assim a série na Eq.(3.39), se reduz a forma

1
ngpx’% cos(2y/r) = Z ck gh=t=n

k=n-+1

Fk+n+3) ,
= ch+n+1 Tkt 1) T,

106



CAPITULO 3. SOLUCOES DA EQUACAO DE BESSEL VIA CALCULO
FRACIONARIO

que é integrdvel e nos leva ao seguinte resultado

1 1 i i 3
3—Py3P, 1 p
73 "DE Pr 2 cos(2vr) = T3 Chpnpi—mo ot

Portanto, concluimos que

3, (ndo ¢ integravel) 0<pé¢N,

727Dz} 2\/x) = n
3 Doy v : cos(2v'7) 72 cos(2y/T) — 3 cptt"2, p=neN,
k=0

(3.40)

Em vista dos resultados apresentados acima e observando que

d2

dl‘2 [ f] —x 2 COS(Q\/7) —Sen(Q\/_)

podemos concluir também que

Ly d?

3 (i.e., ndo & integravel), 0<pé¢N,
3
D5 el =4

E;% cos(2v/x) —1 > Ckxk_%} (3.41)
sen(2y/z) —

%}, p=necN.
o

Em particular, usando os resultados de Eq.(3.38), Eq.(3.40) e Eq.(3. 41) verlﬁca—se
que a Eq.(3.12) tem solucio se aplicarmos (pela esquerda) o operador ©,2 =~ = Z¢ : P

restringindo p = n € N, mas no final isto simplesmente nos leva a uma “segunda”
solucdo we = /mJ_,,(24/) que é LD com a “primeira” solugao wy = /7.J,,(2/x).
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3.4 Resultados e Conclusoes

Em sintese, os resultados acima (vide Eq.(3.38), Eq.(3.40) e Eq.(3.41)), nos indicam que
1, 1
a condigao ©, p@gi”g = g, tomando-se g segundo a Eq.(3.20) para f(x) = sen(2/x)

" os autores de [35]. Entretanto, este resultado

nao sao verdadeiras como afirmam
nao seria tao perturbador nao fosse o fato de que as investigacoes feitas na Secao
3.2 realmente nos indicarem que estas igualdades deveriam ser verdadeiras visto que o
método proposto nos leva as duas solugoes LI de Bessel (de primeira espécie) conhecidas.

Convém observar que mesmo assim, o método em si é bem sucedido (e formalmente
bem descrito) para se obter ao menos uma das solugoes da equagao de Bessel, a saber,
a wy = /mJy(2y/x), para p > 0.

Entao quais conclusoes devemos tirar disso tudo? Serd que podemos afirmar que
o método usado para resolver a equagao de Bessel (vide Segao 3.1) é vilido mesmo
apresentando tal (aparente?) contradi¢do com o Teorema 2.87 Sabemos que uma
teoria bem descrita nao pode levar a inconsisténcias légicas, de modo que devemos
olhar com cautela para as etapas/cédlculos que foram feitos, resultados usados e até
mesmo para as defini¢oes adotadas! Lembramos ainda ao leitor que as definigoes e
resultados pertinentes a esta andlise foram feitas sob a éptica dos operadores fracionédrios
de integracao e diferenciagao segundo Riemann-Liouville formalmente encontrados e
demonstrados em diversas referencias (e.g., [4, 13, 32, 35, 54, 55, 56]).

Na tentativa de respondermos a este questionamento e, especificamente, para poder-
mos chegar a uma conclusao a respeito da validade ou nao do método que foi proposto
por Oldham & Spanier [35] para resolvermos a equagao de Bessel como descrito na

Secao 3.1, exporemos uma tltima anélise.

Alguns pontos cruciais que julgamos necessario olharmos com mais cautela sao:

e Os resultados sobre a integrodiferenciagao fracionéria de fungoes do tipo (x — a)ﬁ .

o As definigdes das IFRL (Z, ) e DFRL (D}, ) e do operador de integrodiferenciagao

fraciondria ®;_ , de ordem v € R.

"Ressaltamos que eles afirmam que a igualdade se verifica para todo 0 < p ¢ N.
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Comecemos entao pelas defini¢coes dos operadores Z;, e D;, apresentadas pelas
Eq.(2.1) e Eq.(2.16), chamando especial atengado para a regra de integracao e dife-

# como exemplificado pelas Eq.(2.31a) -

renciagao de fungoes do tipo poténcia (r — a)
Eq.(2.31d). J4 foi observado que a condicao essencial para podermos calcular as IFRL e
DFRL destas funcoes é requerer que 3 > —1 para garantir a convergéncia das integrais

que definem os operadores de Riemann-Liouville. De fato, vejamos o seguinte exemplo.

njw

Exemplo 3.1 Seja f (z) = (x —a)”

é que esta fungao é definida para todo a < x € R, sendo que no ponto x = a a expressao

, entao a primeira observacao que temos a fazer

diverge. Assim, usando a definicio da IFRL (vide Eq.(2.1)) e integrando por partes,

podemos obter as iqualdades

L @) = pos [ -0 -0 bar

F(V)_
1 2@ “_ 5 e
)| (t —a)? ]t_a P(V—l)/a( )" (t—a) 2dt

o [ @en ] A )
- ] r(u+1)/a< B (¢ —a) 2 dt,

t=a

onde claramente as expressoes que surgem mo processo de integracGo por partes apre-
sentam sempre problemas de convergéncia no ponto t = a.
Analogamente para a mesma fungdo se usarmos a defini¢io da DFRL (vide Eq.(2.16))

e integrando por partes, obtemos

DZ_,_f(I) = D&_I;:V (7)

1 * —u—1 _3
= D ——— )" (t - 2 dt
e @0 -0
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P N
i P<H—V>D‘”{[ <n—u><t—a>%]t:

a

& % V)/; (x—t)" " (t—a)3 dt}

e, novamente, as expressoes que surgem no processo de integracao por partes apresentam

problemas de convergéncia no ponto t = a.

No entanto, sabemos pelas regras de diferenciacao e integracao do cdlculo de ordem

inteira, que para fungoes do tipo poténcia (z — a)ﬁ valem as seguintes regras:

%(m—a)ﬁ = Bx—a)’ ', V3 eR, (3.42)

/(x—a)ﬁdx = MJFC ~1#B€R (3.43)
B+1 ’ ’ '

/(m—a)_ld:c = In(z—a)+C,z>a (3.44)

onde C' é uma constante de integracao e, mais geralmente, para n € N

d s TB+DE-a"
o (r—a) = GRS , VB eR, (3.45)
z—a)Ptm nl
g %ﬂgcm—aﬁ (D)

/. .. / (-:C — CL) == (71)7”71(‘%7(1)"77” B n—1 L (346)

M (m—1)!(n—m)! In(z—a)+ ];0 ek (r—a)”, (II)
(x—a)_l - Mln(x—a)+fc (Sli—a)k r>a (3.47)

B (n - ].)' k Y 9 .
— k=0

onde (I) 8 >—-1loup¢Zouf=mecZen<m,(Ill) f=m€cZen>mec sao
constantes de integracdo. Isto nos diz que as fungoes do tipo poténcia (x — a)ﬁ , B ER,
podem ser diferenciadas e integradas (ordinariamente) um nimero arbitrario de vezes.
Em particular, observamos que ao diferenciar ou integrar as fungoes poténcias (z — a)ﬁ ,

obtemos novamente fung¢oes do mesmo tipo (exceto para o caso em que = —1, para
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o qual surgem logaritmos).

O que acontece é que quando temos < 0, entao todas as fungoes poténcias (x — a)ﬁ ,
formalmente nao sao definidas em x = a por causa da singularidade que 14 se encontra.
Consequentemente, as suas respectivas derivadas (ordindrias) de qualquer ordem n € N
também nao serao definidas neste ponto®, enquanto as integrais (ordindrias) de ordem
n € N poderao produzir primitivas que estardo (ou nao) definidas no ponto = = a,
dependendo da relacao de ordem entre n e o indice 3, mas que claramente estarao bem

definidas para os demais pontos = € (a, b].

Entao como devemos conciliar estes resultados? Ora, se o intuito do chamado “C4l-
culo Fraciondrio” é a generalizacao dos operadores de integragao e diferenciacao para
ordens arbitrdrias, entao como devemos interpretar a aparente inconsisténcia de nao
podermos integrodiferenciar fracionariamente fungoes do tipo poténcia (z — a)ﬁ com
ordem 3 < —1, enquanto o cdlculo de ordem inteira nos diz o contrdrio? Acredita-
mos que uma generalizacao sensata deveria, no minimo, preservar a possibilidade de

integrodiferenciarmos fracionariamente estas mesmas funcoes’ para quaisquer 3 € R.

Ainda, sabemos da teoria de integragao e diferenciagao cldssica [27], que quando cal-
culamos uma integral indefinida de uma funcao f continua num conjunto €2, o resultado
nao é a obtengao de uma nova e unica funcao F' (denotada de primitiva da f), mas sim
de uma familia (infinita) de primitivas, todas “iguais” umas das outras a menos de uma
constante C' € R (chamada de constante de integracao) e simbolicamente expressamos

este resultado como
/f(x)dx:F(x)+C, onde F' (z) = f (x).

Uma das versoes do teorema fundamental do célculo (vide Teorema 1.2) nos per-
mite relacionar as operacoes de integracao e diferenciacao e como consequéncia nos

permite calcular integrais definidas de fungoes f continuas num dado intervalo [a, b]

8Basta observar que para esta condicdo sobre 3 segue pela Eq.(3.45) que 8 —1 < 0 e os coeficientes
% serao sempre finitos (vide Eq.(1.27)).

Com a possivel implicagao de termos que expandir o dominio de definicao dos operadores de IFRL
e DFRL.
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fazendo uso de uma primitiva F' do seguinte modo

b
/ f(@)de = F(b) - F(a), (3.48)

e em particular, se ' é uma fungao tal que F’ (z) = f (z) para todo x € [a, b], entao

F(2) :/If(t)dHF(a)@/xf(t)dt:F(x)—F(a), (3.49)

onde —F'(a) = C' € R faz o papel da constante de integragao. Assim, para cada escolha
do limite inferior de integracao a < t < x < b teremos uma constante de integragao
distinta, sendo que esta escolha deve ser feita obviamente dentro do dominio de defini¢ao

da funcao f a ser integrada ou diferenciada.

Agora, suponha que f seja continua em (a, b] mas ilimitada em = = a, como no caso

# com £ < 0. Entao, formalmente, este ponto nao pertence

das fungoes poténcias (x — a)
ao dominio de f, mas a funcao é comportada o suficiente no restante do intervalo
para ser integrada e, portanto, as expressoes das Eq.(3.48) e Eq.(3.49) precisam ser

reinterpretadas como

b

lirél+ f(x)dz = 111(1]1+ [F(b) — F(a+e¢)], (3.50)
€—! a+e €—>
F(x) = 111(1]1+ ' f@)dt+ F(a+e), (3.51)
€— +e

onde as expressoes acima sao sempre bem definidas para quaisquer € > 0, mas os
limites quando ¢ — 07 podem ou nao existir'’. Em particular, pode ocorrer que
a primitiva F' (z) seja definida (i.e., finita) em = a mesmo que f (a) nao seja (e.g.
f(x)=(z— a)fé com F' (z) =2 (z — a)%), assim como pode ocorrer que F' (a) também
nao seja definida (e.g. f(x) = (z — a)fg com F (r) = =2 (x — a)fé).

Entao obviamente a escolha do limite inferior estd relacionada com o aparecimento
da constante de integragao e similarmente ao caso de integracao de ordem inteira, isto

também ocorre quando integramos segundo RL a fungao f(x).

10Quando estes limites existem, as integrais sao chamadas de impréprias.
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1
Por exemplo, considere a fungao f(x) = (x — a)_i51 e considere a IFRL Z¢ f(x)
que sabemos existir, pois a condicao § = —% > —1 é satisfeita. E pelo resultado da
Eq.(2.31a):

1 _
Ly (x —a)

r'(s)

I (55)

mas este resultado nao estd definido no ponto = = a.

(S
Gl

(x —a) 55,

Em casos como este, devemos interpretar como limite inferior da IFRL Z?, e (e
similarmente para a DFRL D}, ) ndo o ponto a, mas sim o ponto a + €, para qualquer
O<e<x<bie.,

v _ L ! T — v—1
(Ia—l—ef) (x) - r (l/) /a+e ( t) f (t) dta
(DZ+€f ) (x) = (D:LlJreI:z:eu ) (2)
n 1 ‘ T — n—v—1
- Dlgy ) -0 e

= fMateo@—a-e"" 1 A0
B kz_o F(1+k—v) F(n—u)/a df

+
e (.fC - t)ufn+1

e entao, tomarmos os limites

lim (Z¥,.f) () = (Z¢f) (x),

e—0t

lim (DY,.f) (x) = (Dif) ()

e—0t

e verificarmos a existéncia destes limites, assim como quando lidamos com integrais
improéprias no caso de ordens inteiras.

Isto é claro, nao resolve em si a questao levantada no inicio desta se¢ao sobre a
possibilidade de integrodiferenciarmos fracionariamente funcdes do tipo (z —a)’ com

ordem [ < —1, porém nos faz entender que sempre que as expressoes

v 8 _ F(6+1) .’L‘—CLBV

Ia+ (x—a) - F(6+1—|—V)( ) - ) (352)
v 8 _ F(ﬁ_l—l) x_aﬁ—y

Da+ (l’-a) - F(ﬁ—l—l—y)( ) (353>
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forem vilidas, entao

v _ F (6 + ]') v +v

Ti@=0 = sggy o™ =], (3:54)
v _ _TE+y v B

DaJre (l‘ - a)ﬁ = m [($ - a)ﬁ - 65 } s (355)

de modo que se f+ v >0 (ou 8 — v > 0) entdo quando ¢ — 0" as fungdes resultantes
da integragao (ou diferenciacao) estarao definidas no ponto = = a.

Feito estas observagoes, parece-nos claro que os operadores de IFRL e DFRL nao
generalizam completamente os operadores de diferenciacao e integracao, visto que, por
um lado, podemos diferenciar e integrar (pelas regras do cédlculo de ordem inteira)

funcdes do tipo (z — a)’

um nimero arbitrdrio de vezes para qualquer valor de S €
R, mas por outro nao podemos diferenciar e integrar fracionariamente estas mesmas
funcgoes se § < —1.

Uma possivel solucao para este problema é a conjectura de que uma definicao mais
ampla dos operadores de integracao e diferenciacao de ordem arbitréarias que possibilite-
nos incluir as fungées do tipo (x — a)ﬁ para 8 < —1 deve ser possivel se ampliarmos o
dominio destes operadores de modo a incluir as fungoes generalizadas e afirmamos isso

baseado no seguinte exemplo.

Exemplo 3.2 Seja f(z) = (x — a)fg definida para x € (a,b] e suponha que v = %

Entao se usarmos o resultado da Eq.(2.31a), teremos

)
r ()

N

Iir (x —a)” (x—a) ", (3.56)

o que é um resultado inesperado, visto que a fungdo é nao nula ao longo de (a,b] e, no
entanto, como I' (0) — oo entdo a expressao parece ser identicamente zero.
Por outro lado, se lembrarmos que a IFRL pode ser interpretada como o produto de

convolugdo entre (ﬁé(x) e (x— a)_% (vide Eq.(2.15)), i.e.,

I3 (w—a) % = g, (2) % (¢ —a) 2 (3.57)
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e que

(x—a)F = T(-1/2)¢_y(z~a)
= I'(=1/2)¢_1(x) x 6(z — a), (3.58)

Thw—a)F = oy [N(=1/2)6_4(x) x6(z — o)
= T(=1/2) [63(x) + _y(x) + 0(z — )
= T(-1/2) [¢}_4(@) * 3 - a)]
= T(=1/2) [Bo(a) * b ~ )
= ['(-=1/2)[6(x) * §(z — a)]
= T'(-1/2)6(x —a) (3.59)

e este resultado parece bem mais promissor. Alids, tendo em vista esta linha de raciocinio,
podemos rever o resultado da Eq.(3.56) e perceber que a expressao pode ser reescrita da

sequinte forma

Zi -0t = S e
— T (=1/2) oo —a)
— T(=1/2)6(z — a), (3.60)

que coincide com o resultado da Eq.(3.59).

Este exemplo nos elucida, como mencionado acima, que eventualmente o melhor
modo de generalizar os operadores de integracao (e consequentemente os de diferenci-
acao) para ordens arbitrarias seja através do uso de fungoes generalizadas.

Outro motivo que corrobora com esta hipétese aparece quando tentamos unificar os

operadores de integracao e diferenciacao de ordens arbitrdrias em um tnico operador

"Fazendo uso do resultado da Eq.(2.23).
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de integrodiferenciacao fraciondria como discutido na Secao 2.4.2. Na ocasiao, foi
apresentado o operador de integrodiferenciagao fraciondria ®%, (vide Eq.(2.101)) e foi

concluido que

(Dif) (@) = H(ZYS) (@),
(Datf) (@) = H(TLS) (),

ou seja, que a DFRL pode ser representada pela parte finita de Hadamard da IFRL
e uma descricao destas relagoes certamente pode ser feita utilizando-se a teoria de
distribuicoes, motivando-nos a continuar os estudos iniciados neste trabalho em futuras
investigacoes.

Obviamente, uma correta descricao dos operadores de IFRL e DFRL e como estes
agem nas fungoes do tipo poténcia (x — a)ﬁ para 3 € R possui influéncia direta no modo
como integrodiferenciamos fungoes representéveis por séries de poténcias e isto, por sua
vez, tem consequéncias na metodologia que utilizamos para resolver a equagao de Bessel
(apresentada e investigada nas Segoes 3.1 - 3.3) e possivelmente, abre portas para
uma explica¢do mais abrangente (e quem sabe mais elegante) para as inconsisténcias

apontadas na obtengao da segunda solugao wy = /mJ_,(2y/).
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Consideracoes Finais

Concluimos este trabalho com as seguintes consideragoes. Primeiramente, observamos
como dito na introducao do Capitulo 2 que o ramo atualmente denominado de cédlculo
fraciondrio, historicamente, é tao antigo quanto o cdlculo tradicional de ordem inteira,
visto que desde os primérdios do célculo diferencial e integral grandes mateméticos como
L’Hospital, Leibniz e Johan Bernoulli (e tantos outros ao longo dos anos) perceberam, de
uma forma ou outra, que havia espaco para o desenvolvimento de uma teoria do célculo
nao restrito apenas a ordens inteiras. O desenvolvimento consistente desta “nova”
teoria, entretanto, s6 foi possivel através do rigor proveniente da andlise funcional e
foi a partir dai que surgiram as diversas defini¢oes formais conhecidas, sendo que as
mais “tradicionais” foram apresentadas neste trabalho. Nos iltimos anos, como bem
apontado em [56, 57] o nimero de publicagoes em célculo fraciondrio tem aumentado
mostrando que o tépico ganha forca sendo aplicado tanto em diversos ramos da prépria
Matemadtica (Pura), assim como nos diversos ramos da Matemética Aplicada.
Apresentamos no Capitulo 2 uma introducao aos operadores de diferenciacao e
integragao fraciondria hoje conhecidos como Riemann-Liouville, depois segundo Caputo
e também segundo Griinwald-Letnikov, verificando suas propriedades e as relagoes de
equivaléncias entre estas definicoes. Também apresentamos o operador de integro-
diferenciacao fraciondria que ¢é a tentativa de unificar a IFRL e a DFRL sob um tnico
operador e chamamos atencao para a formulacao de Marchaud para intervalos infinitos.
Ainda, apresentamos a regra de Leibniz fraciondria, que é uma generalizagao da regra de

diferenciacao do produto de duas fungoes. Convém ressaltarmos que tal regra vem sendo
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estudada consistentemente ha décadas, pelos trabalhos pioneiros de [37, 38, 39, 40, 60]
e mais recentemente os trabalhos de [26, 54, 59] e, certamente, ainda hé espago para a
continuidade do estudo de tal regra visto que certas propriedades que sao vélidas para
0 caso inteiro nao sao trivialmente estendidas para o caso de ordem arbitraria tal como

a simetria da expressao em Eq.(2.122), por exemplo.

Mencionamos ainda que existem outras formulagoes para os operadores fracionarios
além das que foram apresentadas neste trabalho e daquelas resumidas em [4], em parti-
cular, as recentes formulagoes [17, 23, 24] as quais ainda merecem mais estudos devido a
diferirem das formulagoes cldssicas, via integral fraciondria de RL, pois tais formulacoes

estao baseadas na cldssica definicao de derivada do célculo de ordem inteira.

No Capitulo 3 investigamos a resolugao da equacao de Bessel sob a 6tica do cédlculo
fraciondrio e verificamos que a técnica proposta por Oldham & Spanier [35] de fato é
muito promissora e ¢ uma alternativa a abordagem classica do método de Frobenius
para a obtencao da solugao da equacao de Bessel de primeira espécie J,, mas como
indicado na Secao 3.2 e na Secao 3.3 expusemos alguns equivocos encontrados na
literatura e demonstramos as limitacoes dos resultados com o formalismo matemético

necessario.

Especificamente, partindo-se da forma cléssica da equacao de Bessel (vide Eq.(3.1))
e fazendo-se algumas mudancas de varidvel, a equacao que foi ponto de partida da nossa

andlise foi )
d“u

du
r—+(1£p) —+u=0,
dax? (1£p) dz
onde p > 0 é o parametro que define a ordem da equacao (na forma cldssica) de Bessel.
Dai, supusemos que para cada funcao u que satisfizesse a equagao acima, esta pudesse

ser escrita em termos de uma fungao integrodiferencidvel f = f(z) tal que
3tp
U= ©0+ f7

1
onde @5;,:1) ¢é o operador de integrodiferenciacao de Riemann-Liouville de ordem % +p.

Utilizando-se das propriedades dos operadores de IFRL e DFRL descritas no Capitulo
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Consideragoes Finais

2, pudemos obter duas candidatas a solucao da equacao, a saber
lfp l+p
up = D¢, sen(2vx) e us =D, sen(2y/x).

Foi verificado que u; leva a conhecida +/7J,(2y/z) que ¢ a fungdo de Bessel (de
primeira espécie) de ordem p > 0 e que us leva a segunda solugao /mJ_,(24/x). No
entanto, ao contrério do que foi afirmado'® pelos autores de [35], nés mostramos que,
formalmente, a solugao /mJ_,(2y/x) s6 ¢ obtida a partir das condi¢oes de diferencia-
bilidade e integrabilidade (fracionariamente) das fungoes trabalhadas quando p € N, o
que significa que /7J_,(2y/z) é LD com a /7J,(21/7) através da conhecida relacao

VT (2Vr) = V7 (=1)" J,(2V2).

Ao investigarmos o porque desta limitacao do método, foi observado que o pro-
blema se dava pelo fato de que as DFRL e IFRL nao serem formalmente definidas para

# com!3 B < —1, em contrapartida com as regras

operarem em fungoes do tipo (z — a)
usuais de diferenciacao e integracao cldssicas de ordem inteiras, que nos permitem dife-
renciar e integrar todas as fungoes (r — a)ﬁ , V3 € R. Isso nos fez questionar sobre a real
interpretacao das DFRL e IFRL como generalizacoes dos operadores de diferenciagao
e integracao de ordens inteiras. Ao voltarmos a atencao para uma das obordagens
que definem tais operadores fracionarios, segundo Riemann-Liouville, em termos de um
produto de convolucao, pudemos conjecturar que, de fato, estes operadores sao melhores
descritos quando aplicados no contexto de fungoes generalizadas, como indicado no
Exemplo 3.2 da Secao 3.4. Essa conjectura é corroborada com as observacoes feitas
na Secao 2.4 onde foi mencionada a ideia de se ter as operacoes de integracao e
diferenciacao descritos sob um tnico operador e, na ocasiao, observou-se que a DFRL
pode ser descrita em termos de uma extensao analitica da IFRL para indices negativos.
Em outras palavras, isso significa que a DFRL possui uma representagao integral (vélida
para ordens nao inteiras), mas que a correta interpretagao deve ser feita utilizando-se

o conceito de integral de Hadamard (ou parte finita de Hadamard) e tal abordagem

2Segundo eles, o método garante a validade da solugao /7.J_,(2,/z) para todo 0 < p ¢ N.
13Pois em tais condicoes as expressoes divergem.
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sugere naturalmente o uso de fungoes generalizadas. Portanto, ao que tudo indica,
a DFRL e a IFRL sao generalizacoes dos conceitos de diferenciagao e integracao de
fungbes generalizadas (i.e., no sentido distribucional) e ndo meras generalizagoes das
operagoes de diferenciagao e integragao (com ordens inteiras) de fungdes cldssicas e isto,
certamente, indica um caminho que parece ser uma continuacao natural dos estudos
feitos aqui com perspectivas de trabalhos futuros.

Inclusive, motivados pelas investigagoes feitas para a obtencao da equacao de Bessel,
obtivemos por uma metodologia semelhante, uma solucao da equagao hipergeométrica
confluente compilado no trabalho [47].

Finalmente, ao longo do desenvolvimento desta tese, foram estudadas outras apli-
cacoes das derivadas fraciondrias na formulacao de equacoes diferenciais fraciondrias
em um recente trabalho [45] no qual sdo apresentadas possiveis generaliza¢oes para mo-
delos de viscoelasticidade linear e osciladores harmonicos, sendo que as solugoes foram

obtidas através da metodologia da transformada de Laplace.
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Apéndice A

Apéndice

Como ja mencionado, reservamos este espaco para apresentarmos alguns resultados
e/ou demonstragoes que por motivos estéticos nao foram incluidos no corpo textual

principal.

A.1 Prova dos Resultados Eq.(2.31a) e Eq.(2.31c)

Pela defini¢do da IFRL segundo a Eq.(2.1), temos

v, (t—a)’") () = ' (z—t)"" (t—a)’ " at.
I'(v)Ja

Dai, introduzindo a mudanca de varidvel t = a + z (z — a) podemos reescrever a ex-

pressao acima, como

1
(v)

(z — a>5—1+1/

= T /Olzﬁlu—z)“dz

TV (t—a)" ") (z) = 1zﬂ—1 (1-2)" (z—a)""adz
I'(v) Jo

T —a B—1+v

= %B (B,v)

_ I (ﬁ) (QL‘ o a)ﬁ—l-f—l/
I'(B+v) ’
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A.2. PROVA DO COROLARIO 2.1

onde B (5,v) = FF(? [gisj)) é a fungao beta (vide Eq.(1.30)) obtendo o resultado (2.31a).

Agora para (2.31c), temos da definigdo da DFRL Eq.(2.16) e do resultado (2.31a)

que

(Do (1= (@) = D*[(Z57 (b= ) ") (@)
[T
- 2|
') T(F+n-v)

— — —— (x _ a),@Jrnfolfn
'6+n—v)I'(f+n—v—n)

— F(B) (ZL‘ _ a)ﬁ—y—l
I'(6—v) '

A.2 Prova do Corolario 2.1

Provaremos o resultado para a DFRL a esquerda e o caso para a DFRL a direita é feito

de modo andlogo.

Se

T) = ch (. —a)’™,

entao pela definigdo da Eq.(2.16) e pela linearidade do operador DFRL, temos que
(Dyf) (2) = DZ+ Z ¢ (t—a)"™ ] (z)
_ pr {cj t—a”j}](:c)

B L T(v—j+1) _j
- _;Cj P(—]+1> ($—CL) ] ($)
= 0,

dado o resultado da Eq.(2.34).
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Por outro lado, se (DZ n f) (z) = 0, entao da definicdo de DFRL, temos

D2 (Z277f)] (x) = 0
Z2y (D2y (Z271)] () = T340
[(I£+D3+) (ICIL];V )} () = 0.

Aplicando o Corolario 1.3, a ltima passagem resulta em

(@) -3z ) S o

o (=Dt

e aplicando o operador D, " & esquerda em ambos os lados da igualdade acima, segue

D (@) - Y (P T ) () | @) = P
(e oS e ) S o - o
P zjéﬁﬁﬁ )u”§@@ () = 0
[f Sz @) S -
per L(G—n+v)
n o j n , + t—a v—j T

donde conclui-se que

- a)l/—j (l’) )

[zn: D:+]IZI+V )(a*) (t

= F(v—j+1)
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A.3. PROVA DA EQ.(2.62)

ou seja,
n

fx)=3 ¢x—a),

=1

com ; )
anl'nfu
cj:( at Tt ) (@ ),j:1,2,...,n.
'v—j+1)

A.3 Prova da Eq.(2.62)

Queremos provar que se 8 > «a > 0, entao
I e AC ab]) = IRV e AC™ a1,
comn=[f+lem=I[3—a]+1.

De fato, por hipétese, existe uma funcao ¢ € Ly [a, b] tal que
n—1
I = e+ ) ale—a)f
k=0
n—1
TmHA-ol-Ga)p _ pmelBBely L §7 0 (g
k=0
n—1
ZEBogm G- p _ gBbgm S (o)
k=0
n—1
oo Gy guomgm, Z o (z —a),
k=0

assim aplicando (pela esquerda) o operador Dy, ™ em ambos os lados da ultima igual-
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dade obtemos

I:::(ﬁ*a)f = Ie+Drs ch z—a),

k_l'l —n+m
= Lo+ Z Ch ) (x —a) ™t

k=n—m

m—1

- Im<p+ch+n m (2 —a)"
k=0

m—1
= INe+ Y di(z—a),
k=0

o que implica, em vista do Lema 1.1, que Iﬁ_(ﬁ ) f € AC™ [a,b] como desejado.

1
A.4 Casos @ijFp@Sfpg g

Explicitamos a verificacao destes casos através do Teorema 2.8.

Primeiramente, reescrevemos as fungoes em Eq.(3.20) para f = sen(2y/x) por suas

respectivas séries de Frobenius:

00 (_1)k 92k+1 1.k

f = sen(2yx) = 2 kz_; C(2k+1) A
g . (1) 92k
= = x7% cos (2v/x) = 2~ RZZOW, (A.2)
dd[;f] — g:n_% cos (2y/7) — sen(2v/x)
B N VO ol Gl V o s
RIEUD D D i e

k=0
Para calcularmos os limites listados em Eq.(3.26) e Eq.(3.34), lembremos que dada
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A.4. CASOS o, " 0 ¢ =q

uma série de Frobenius (integrodiferencidvel) em torno de x = a, i.e.,

g(:ﬂ):(x—a)ank(x—a)k,q>—leag;«éO, (A.4)

k=0

entao por Eq.(2.45) temos

= al (g +k+1) dthv
- . A5
kz_;r Grhicorn @9 (A.5)

Assim, se quisermos saber o comportamento do limite lim ®}, g(x), basta olharmos

r—a+

para comportamento do primeiro termo da série Eq.(A.5), i.e

aOF (q + 1)

Jm DLgle) = Jim @
0, q—v>0
= al'(¢+1), ¢q—v=0 . (A.6)
00, qg—v <0

1, 1 1 1
Caso (©0j+p©§+pg = g): Calculando (Iofpg) 0) = hII(l)I;:pg(l‘) em Eq.(3.26)
quando 0 < p < 1 e g(x) = sin (2/7), temos

lim ZZ (x) = lim D,? "g(x)
+ g a+ g

z—0+ ¢ z—0+

, LG+ EREAL
z—0+ F(% —|—%+p+1)
NOES

z—0+ T (p + 2) -

poisp+1>0.
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Para g(x) = g—f; — 273 cos (2y/7), como p > 0

. 14p . ~3-P

P) _ 2
T o(@) = Ji Dos o)
F(—%%—l) x—%+%+p

=0+ [ (=2 +4+p+1)

= lim —22"_ =0. (A.8)

dzfzﬂ = %x’% cos (24/7) — sen(2/x), como p > 0 fazemos uso dos

Para g(z) = =3
resultados Eq.(A.7) e Eq.(A.8), para concluir que

1 _1_
lim T2 "g(x) = lim D2 "g(x) = 0.

1 1
—3 P3P 1 A s : .
Caso (9,7 D3, g = g): A andlise deste caso ¢ mais complicada e convém uma

abordagem mais cautelosa, por isso, antes de calcularmos os limites

lim ’ngrjg(:c), ji=12,...,n (A.9)

z—0t

para v = % +p(p>0)en= [% + p} + 1 provenientes da Eq.(3.34), notemos o seguinte:

v—j > 0,j=1,2,....n—1, (A.10)
v—j < 0,j=n<sn—v>0, (A.11)

sendo que estas relagoes valem para qualquer v > 0. Em particular, observamos que
a igualdade na Eq.(A.10) ocorre se, e somente se, v =n € Ny e j = n— 1. Assim
sendo, se utilizarmos v = % + p como desejado na nossa anélise, entao as Eq.(A.10) e
Eq.(A.11) resultam em

1

stp—i = 0,j=12...n-1, (A.12)
1 1

E—l—p—j < O,j:n<:>n—§—p>0, (A.13)
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sendo que a igualdade na Eq.(A.12) ocorre se, e somente se, %—I—p =neNyjej=n—1.

Usando a representagao em série para g(x) = sen (24/7) e integrodiferenciando termo

a termo, obtemos (para a > 0):
> (_l)k 22k+11)k+%
|
—~  (2k+1)!
0o 22k+1r(k + 3 ) k—&-%—a
B Z k+2 JO(k+1—a+1)

k=0

Dg, sen (2/z) = D,

= ()

3o
= T 2
v ;_()k!r(k+§—a+1)
1

= V' gy, (2v7).

. 00( 1)k22k+1xk+%
Titpsen (2V) - = I°+k§ 2k + 1)!

1) 22k+1r(k+ ) k+i4a

— (=
- ;P(2k+2)r(k+2+a+1)

1.,
[ee] kxk+22

N e

1
e BID(k+ 3 +a+1)
1.,
= Vrr'T ., (V7).
Agora, usando a representacao em série para

@) = PRV _ o) ooy

e integrodiferenciando termo a termo, obtemos (para a > 0):

0 (—].)k 22k12§'k_%

DOer : COS<2\/E) = D3+ (2k)!

k=0
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_ \/7_mf . J—%—a (2\/5) ] (A.16)

« - (_1)k22kxk7%
Iy x 2cos(2\/5) = IO+;W
B i( 1) 22kr<k )xk*%+a
B P2k+1(k—%+a+n

k=0

—1)k .TIH' 7%2+a
Z;MHk—%+a+U

- ¢hé?ﬁ%ﬂxa&y (A.17)

_1

Nos resultados acima, J, lia (24/x) sao as fungoes de Bessel de respectiva ordem.
Além disso, observamos que em algumas passagens foram usados as seguintes identi-
+k
dades zI'(z) =T(z+ 1) e F((2k+2)) = 22“1*{:(“1) [35].
Portanto, os limites em Eq.(A.9), tendo em vista os resultados das Eq.(A.10) -
Eq.(A.13) e Eq.(A.14) - Eq.(A.17), podem ser calculados tomando-se os limites das

expressoes (paraazu—j:%—l—p—jen: [%+p}—|—1):

—pti .
1o, 4 2 J (2 =1,2,...,n—-1
ggi‘p ]sen(2\/§) _ ﬁprrlfn erJ( \/5)7 .] ) Sy 11 ) <A18)
VT Jpiion (24/7), j=n.
717p+z' .
1o i 1 J_ (2 =1,2,...,n—-1
Qgip J{lf_§ COS(Q\/E) _ \/_ 1 p+]( \/E), j ) < , 11 ) (A]_g)
VTr' T Jyn (24/7), j=n.

Isto significa que para calcularmos os limites

lim @§+p sen(2\/_)

z—0t
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l )
lim ’Dofp Tpe cos(2v/z),

z—0t+

devemos saber reconhecer o comportamento dos limites da forma

lim 2”7, (2v/), (A.20)

z—0t

para a, 5 € R.
Para auxilio no célculo do limite acima, convém recordarmos a representagao assin-
tética das fungdes de Bessel numa vizinhanga da origem [9], i.e., fixada a ordem « € R,

entao para z — 07 vale a relacao’

(5)°
9 _17 27
Jo(z) >~ { Tt 5y o7 (A.21)
(-)" sty a=-1,-2,.
Além disso, sabemos que
1, a=0
J,07) = lim J,(2) = ’ ’ A.22
07) = lm Ju(2) {QWO_ (A22)
0 =neN
T o0Y) = lim J o (2)=4{ ST UET (A.23)
z—0+ f+oo, 0<a#neN.

Os possiveis resultados para o limite em Eq.(A.20) quando temos «, 5 > 0 séo
triviais e facilmente obtidos a partir da Eq.(A.22). De fato, nestas condigoes o limite
sempre converge para zero, exceto quando o = 0 = [ onde o limite tem o valor 1.
Quando 8 = 0 e @ < 0 (lembre-se que nesse caso, iremos denotar a +— —q, com
a > 0) o limite também ¢é trivialmente obtido a partir da Eq.(A.23), pois nesse caso o
termo 2% = 20 = 1 e o limite admitird os valores 0 quando & = n € N e +o0 quando
0<a#neN Quando f < 0e a =0 (denotamos  — —f, com 5 > 0) o limite

divergird para oo, pois Jo(0T) = 1 e o termo 277 — oo quando x — 0. Por fim,

!Para nao haver confusdo na notacdo dos indices o e 3, convencionaremos o seguinte: Se o > 0,
entao a— «a e se a < 0 entao o — —a, com a > 0. O mesmo sendo vélido para 8. Desse modo, fica
facil a leitura das relagoes Eq.(A.21) - (A.23).
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resta-nos verificar o caso em que «, 3 < 0, ou seja, usando a nossa convengao

lim z7%J_o(2vZ) =7, o, 3 > 0. (A.24)

z—0t

Entao para a andlise final do limite em Eq.(A.24), consideremos dois casos: (i)
a=neNe(ii)0<a#neNlN.

Para (i), lembremos que vale a relagao

logo o limite em Eq.(A.24) resulta

(=)™ lim 277, (2/7) (A.26)

rz—0+

e usando a representagao assintética em Eq.(A.21) podemos escrever (com z = 2./x)

EETRT B (x)% :(_1)n . n_g
(=1) xlga:n I'(n+1) n! xli%gr:m ’ (4.27)

. . . 71 n
donde se conclui que o limite converge para zero se n > 2[3, converge para ( n,) se

n = 2 e diverge para £o00 se n < 2.
Para o caso (ii), novamente fazendo uso da representagao assintética em Eq.(A.21),
podemos reescrever o limite em Eq.(A.24) como
()% 1

lim 2z~ = lim 2= 7. A2

1 , . . o~ .. _
Observe que o termo oty € Sempre finito nas condigdes do caso (ii), mas 5* — 3 < 0

sempre! Logo, o limite sempre diverge para +oo.

Concluida esta investigacao sobre o comportamento do limite da Eq.(A.20), relem-

bramos o leitor de que tudo isto foi motivado pela necessidade de sabermos se os limites

da Eq.(A.9), a saber,
. $+p—j
lim ®g," “g(v),

z—0t

j=1,2,....n,
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A.4. CASOS D20z "G =¢

convergem ou nao para zero quando g(z) = fi, g(z) = % eg(x) = dzd[i{l],

que fi(z) = sen(2y/z). Isto porque em vista do Teorema 2.8 a IFRL serd a inversa a
1, 1

esquerda da DFRL no Caso (9, p@gipg = ¢g) se, e somente se, todos estes limites

110 Caso em

forem zero.

Dessa forma, os limites em Eq.(A.9) vistos sob a ¢tica das Eq.(A.18) e Eq.(A.19) e

da investigagao feita para a Eq.(A.20) resultam em:

1-) Quando p =n € Nyentaion =n+1e j =1,2,...,n+ 1 e olhando para os
indices que aparecem na Eq.(A.18) temos
. ) <0, j=1,2,...,n—1,
—ptJ) = —n+t) .
:0 j:n’
p+l—-n = n+l1—(n+1)=0, j=n=n+1,

com (—p+j), (p+1—mn) € Z;, donde se conclui que

VI T I oy (2VT), j=1,2,...,n—1,
P A .
111%1+ @02: Tsen(2v/z) = 111%1+ VTl (2v/x), j=n,
VTl Jy (24/z), j=n+1
CU" i =1,2,...,n— 1,

(n—=j)!
_ VT, j=n, (A.29)
VT, j=n+1.

Portanto, em virtude do que foi dito na observacao acima a respeito da necessidade
de termos todos os limites convergindo para zero, o fato de termos encontrado limites

que nao convergem para zero (vide Eq.(A.29)) para g(r) = sen(24/r) ja é suficiente

para concluirmos que para p =n € N o Caso (D2 " g:pg = ¢) nao é satisfeito!

.. . lip—j . sHr—idf
2-) Por outro lado, se 0 < p # n € N, os limites hm+ Do “fie hm+ EVF T e
z—0 z—0
2

ficam respectivamente iguais a

2Rever as Eq.(A.18) e Eq.(A.19).
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1)\/_"2: pj J—p+](2\/_) j:1a2>"->n_1

im 037 = ] b A.30
D0 { ) VAT o 207), = (4.50)
5 2 ) =1,2,....n—1
lim 0+®2+p J((iifl _ (111) \/_ 1 P+]( \/5)9 j ) &y , (Agl)
z— X (IV)\/_$2Jp n(2\/_) J=n,
que sao da forma
lir(I)l 172 J_o(2V/T),
possuem indices
(i) —a=-p+75<0,j=12,....n—1, (A.32)
(i) —i<-a=p+l-n=p—[p+i] <3, (A.33)
(iii)) —a=-1—-p+75<0,j=12,...,n—1, (A.34)
(iv) —a=p—n=p—[p+3i]-1<0 (A.35)

e que sempre admitem valores nao inteiros. Inclusive, em virtude do que foi ana-

lisado para Eq.(A.28), quando estes indices forem negativos, saberemos que os limites

divergirao, o que é garantido sempre em (i), (iii) e (iv) para qualquer 0 < p # n € N.
Para dar um exemplo, note que quando 0 < p < %

1 1 1
—<p+-<1= Zl=0=>n=1.
2 P73 lp+2} "

Sendo assim, % +p—j= —% +p < 0 e por Eq.(A.30) e Eq.(A.31) devemos usar as

expressoes para (ii) e (iv). Dai, como

p+1l—m = p>0,
p—mn = p—1<0,

conclui-se que
L4p—j
lim ©¢," " f1 =0, (A.36)

z—0t
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A.4. CASOS D20z "G =¢

mas df
. s+r—idJ1

lim ©; —— = 00. A.37

20+ 0+ dz ( )

Portanto, podemos concluir que sempre haverd ao menos um limite dentre todos

os n = [% + p} + 1 possiveis na Eq.(A.9) que ird divergir para +oo, logo, decorre do

1, 1
Teorema 2.8 que o Caso (9’ p@gipg = g) deve ser falso para qualquer p > 0!

134



Referéncias Bibliograficas

[1] Abbas, S., Benchora, M. and N'Guéréketa, G. M., Topics in Fractional Differential
Equations, Springer-Verlag, Berlin - Heidleberg, 2014.

[2] Bartle, R. G., The Elements of Integration and Lebesgue Measure, John-Wiley &
Sons, Inc., New York, 1995.

[3] Butkov, E., Mathematical Physics, Addison - Wesley Publishing Company, Inc.,
Massachusetts, 1968.

[4] Capelas de Oliveira, E. and Tenreiro Machado, J. A., A review of definitions for
fractional derivatives and integral, Math. Probl. Eng., ID 238459 (2014).

[5] Capelas de Oliveira, E., Mainardi, F. and Vaz, J. Jr., Models based on Mittag-
Leffler functions for anomalous relaxation in dieletrics., Eur. Phys. J. Spec Top.,
193, 161-171 (2011).

[6] Capelas de Oliveira, E., Mainardi, F. and Vaz, J. Jr., Fractional models of anom-
alous relaxation based on the Kilbas and Saigo function, Meccanica, 49, 2049-2060
(2014). DOI 10.1007/s11012-014-9930-0.

[7] Capelas de Oliveira, E. e Maiorino, J. E., Introdu¢do aos Métodos da Matemdtica
Aplicada, Editora Unicamp, 3* Edicao, Campinas, 2010.

[8] Capelas de Oliveira, E., Fungées Especiais com Aplicagoes, Editora Livraria da
Fisica, 2% Edicao, Sao Paulo, 2012.

135



REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

[9] Capelas de Oliveira, E. e Tygel, M., Métodos Matemdticos para a Engenharia, 2*
Edicao, SBMAC Editora, Rio de Janeiro, 2012.

[10] Choquet-Bruhat, Y., Analysis, Manifolds and Physics (revised edition), North-
Holland Publ. Co. Amsterdam, 1982.

[11] Cresson, J., Fractional Calculus in Analysis, Dynamics and Optimal Control, Nova

Science Publishers Inc., Hauppauge NY, 2014.

[12] Das. S., Functional Fractional Calculus for System Identification and Controls,
Springer-Verlag, Berlin, 2008.

[13] Diethelm, K., The Analysis of Fractional Differential Equations, Springer-Verlag,
Berlin, 2010.

[14] Dieudonné, J., “Examples of Measures”, Treatise of Analysis, Part 2, Acad. Press,
New York, (1976).

[15] Elliot, D., An asymptotic analisys of two algorithms for certain Hadamard finite-
part integrals, IMA J. Numer. Anal., 13, 445-462 (1993).

[16] Eves, H., Introdu¢do a Historia da Matemdtica, Editora da Unicamp, Campinas,
2004.

[17] Garra, R. et al., Hilfer-Prabhakar derivatives and some applications, Appl. Math.
& Comput., 242, 576-589 (2014).

[18] Gelf’and, I. M. and Shilov, G. E., Generalized Functions, Academic Press, Inc.,
New York, 1964.

[19] Grigoletto, E. C. and Capelas de Oliveira, E., Fractional versions of the fundamen-
tal theorem of calculus, Scientific Research, Applied Mathematics, 4, 23-33 (2013).
DOI 10.4236/am.2013.47A006.

[20] Hadamard, J., Lectures on Cauchy’s Problem in Linear Partial Differential Equa-
tions, Yale Univ. Press, New Haven, 1923, (Dover NY, 1952).

136



REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

[21] Herrmann, R., Fractional Calculus, An Introduction for Physicists, Word Scientific
Publishing Co., Singapore, 2011.

[22] Hilfer, R., Applications of Fractional Calculus in Physics, Word Scientific Publish-
ing Co., Singapore, 2000.

[23] Katugampola, U. N., A new fractional derivative with classical properties, ArXiv:
1410.6535v2 [math.CA] (2014).

[24] Khalil, R. et al., A new definition of fractional derivative, J. Comput. Appl. Math.,
264, 65-70 (2014).

[25] Kilbas, A. A., Srivastava, H. M. and Trujillo, J. J., Theory and Applications of
Fractional Differential Equations, Elsevier B. V., Amsterdam, 2006.

[26] Kobelev, V.V., On a Leibniz-type fractional derivative, ArXiv:1202.2714v2 [math-
ph] (2012).

[27] Lima, E. L., Curso de Andlise, vol. 1, SBM, Rio de Janeiro, 2000.

[28] Lin, Y., Xu, C., Finite difference/spectral approximations for the time-fractional
diffusion equation, J. Comput. Phys., 225, 1533-1552, (2007).

[29] Mainardi, F., Fractional Calculus and Waves in Linear Viscoelasticity, Imperial
College Press, London, 2010.

[30] Marchaud, A., Sur les dérivees et sur les différences de fonctions des variables
réeles, J. Math. Pures Appl. 6, 337-425 (1927).

[31] Meral, F. C., Royston, T. J., Magin, R., Fractional calculus in viscoelasticity:
An experimental study, Commun Nonlinear Sci. Numer. Simul., 15(4), 939-945,
(2010).

[32] Miller, K. S. and Ross, B., An Introduction to the Fractional Calculus and Frac-
tional Differential Equations, John Wiley & Sons, Inc., New York, 1993.

137



REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

[33]

[34]

[35]

[36]

[37]

[38]

[39]

[40]

[41]

[42]

[43]

[44]

Moshrefi-Tobarti, M., Hammond, J. K., Physical and geometrical interpreta-
tion of fractional operators, J. Franklin Inst., 335(6), 1077-1086 (1998). DOI:
10.1016,/S0016-0032(97)00048-3.

Myint-U, T. and Debnath, L., Linear Partial Differential Equations for Scientists
and Engineers, Birkhduser, Boston, 2007.

Oldham, Keith B. and Spanier, J., The Fractional Calculus, Theory and Appli-
cations of Differentiation and Integration to Arbitrary Order, Dover Publications,
Inc., New York, 2002.

Ortigueira, M.D., Tenreiro Machado, J. A., What is a fractional derivative?, J.
Comput. Phys. (2014), http://dx.doi.org/10.1016/j.jcp.2014.07.019.

Osler, T. J., Leibniz rule for fractional derivatives generalized and application to
infinite series, STAM J. Appl. Math. 18, 658-674 (1970).

Osler, T. J., Fractional derivatives and Leibniz rule, Am. Math. Mon, 78, 645-649
(1971).

Osler, T. J., A further extension of Leibniz rule to fractional derivatives and its
relation to Parseval’s formula, SIAM J. Math. Anal. 3(1), 1-16, (1972).

Osler, T. J., The integral analog of the Leibniz rule, Math. Comp. 26, 903-915
(1972).

Podlubny, 1., Fractional Differential Equations, Academic Press, San Diego, 1999.

Podlubny, 1., Geometric and physical interpretation of fractional integration and
fractional differentiation, Fract. Cale. Appl. Anal., 5(4), 367- 386, (2002).

Podlubny, 1., Heymans, N., Physical interpretation of initial conditions for frac-
tional differential equations with Riemann-Liouville fractional derivatives, Rheol.
Acta., (45), 765-771, (2006). DOI 10.1007/s00397-005-0043-5.

Rodrigues, F. G. e Capelas de Oliveira, E., Introducao as derivadas fraciondrias

(submetido para publicagao), (2015).

138



REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

[45]

[46]

[47]

[48]

[49]

[50]

[51]

[52]

[53]

[54]

[55]

Rodrigues, F. G. e Capelas de Oliveira, E., Modelos mateméticos utilizando o

célculo fraciondrio, (submetido para publicacao), (2015).

Rodrigues, F. G. e Capelas de Oliveira, E., Solucao da equacao de Bessel via

Calculo Fraciondrio, (submetido para publicagao), (2015).

Rodrigues, F. G. e Capelas de Oliveira, E., Solutions of the confluent hypergeo-

metric equation by fractional calculus approach, (a ser submetido), (2015).

Samko, S. G., Kilbas, A. A. and Marichev, O. 1., Fractional Integrals and Deriv-
atives, Theory and Applications, Gordon and Breach Science Publishers, Amster-
dam, 1993.

Schiessel, H., Metzler, R., Blumen, A., Nonnenmacher T., F., Generalized vis-
coelastic models: their fractional equations with solutions, J. Phys. A., 28, 6567-
6584, (1995).

Silva Costa, F., et al., Slowing-down of neutrons: A fractional model, Commun.
Appl. Ind. Math., (aceito para publicagao), (2015).

Solteiro Pires, E. J., Tenreiro Machado, J. A., de Moura Oliveira, P. B., Fractional
order dynamics in a GA planner, Signal Process 83, 2377-2386 (2003).

Schwartz, L., Mathematics for the Physical Sciences, Dover Publ. Inc., New York
(2008).

Stinga, P. R., Torrea, J. L., Regularity theory for the fractional harmonic oscillator,
J. Funct. Anal., 260(10), 3097-3131, (2011).

Tarasov, V. E., No violation of the Leibniz rule. No fractional derivative, Commun.
Nonlinear Sci. Numer. Simul. 18(11), 2945-2948 (2013).

Tarasov, V. E., Fractional Dynamics: Applications of Fractional Calculus to Dy-

namics of Particles, Fields and Media, Springer-Verlag, Berlin, 2010.

139



REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

[56] Tenreiro Machado, J. A., Galhano, A. M S. F., Trujillo, J. J., On Development of
Fractional Calculus During the Last Fifty Years, Scientometrics 98:577-582 (2014),
DOI 10.1007/s11192-013-1032-6.

[57] Tenreiro Machado, J. A., Galhano, A. M S. F., Trujillo, J. J., Science metrics
on fractional calculus development since 1966, Fract. Calc. Appl. Anal., 16(2),
479-500, (2013).

[58] Vladimirov, V. S., Equations of Mathematical Physics, Marcel Dekker, Inc., New
York, 1971.

[59] Wang, X., On the Leibniz rule and fractional derivative for differ-
entiable and non-differentiable functions, viXra.org: 1404.0072  (2014).
http:/ /vixra.org/pdf/1404.0072v1.pdf.

[60] Watanabe, Y., Notes on the generalized derivative of Riemann-Liouville and its
application to Leibniz’s formula I and II, Téhoku Math. J., 34(8), (1931).

[61] West, B. J., Colloquium: Fractional calculus view of complexity: A tutorial, Rev.
Mod. Phys., 8, 1169-1182 (2014).

[62] Williamson, J.H., Lebesque Integration, Holt, Rinehart and Winston, New York,
1962.

[63] Zhao, C., Xue, D. and Chen, Y., A fractional order PID tuning algorithm for
a class of fractional order plants, International Conference on Mechatronics €9
Automation, Niagara Falls, Canada, 1, 216-221, (2005).

140



