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Abstract

This work presents a study about Riemannian manifolds having a Bakry-Emery-Ricci tensor
with bounds. Initially we approached both the traditional aspects of Riemannian geometry like
metrics and geodesics, as more advanced aspects like the Bochner, Weitzenbock formulas and the
Hodge’s theorem. Then we discussed the Gromov-Hausdorff convergence and its properties, in
addition to showing some theorems as those from Kasue and Fukaya. Lastly we studied the topo-
logical and geometric properties of manifolds with bounds on the Bakry-Emery-Ricci tensor and
the behavior of these bounds with respect to submersions and the Gromov-Hausdorff convergence.

Keywords: Geometry, Riemannian, Global differential geometry, Calculus of tensors, Ricci
tensor.

Resumo

Este trabalho apresenta um estudo sobre variedades Riemannianas que possuem um tensor de
Bakry-Emery-Ricci com limitacdes. Inicialmente abordamos tanto aspectos da geometria Rieman-
niana tradicional como métricas e geodésicas, quanto aspectos mais avangados como as férmulas de
Bochner, Weitzenbock e o teorema de Hodge. Em seguida discutimos a convergéncia de Gromov-
Hausdorff e suas propriedades, além de serem apresentados alguns teoremas como os de Kasue e
Fukaya. Por fim estudamos as propriedades topologicas e geométricas de variedades com limitagao
no tensor de Bakry-Emery-Ricci e o comportamento de tais limitacoes com respeito & submersoes
e a convergéncia de Gromov-Hausdorft.

Palavras-chave: Geometria riemanniana, Geometria diferencial global, Célculo tensorial, Ten-
sor de Ricci.
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Introducao

A geometria riemanniana global é uma parte da geometria diferencial que estuda como propri-
edades locais de uma variedade riemanniana informam propriedades globais. Seu desenvolvimento
teve origem no século passado com o surgimento da geometria riemanniana, embora suas raizes
originem dos trabalhos de Gauss. Ao longo do século passado, ela gerou varios resultados em to-
pologia e geometria das variedades, ajudando a entender melhor a relagdao entre estas duas areas.
Recentemente, com a descoberta de mais tensores ligados a geometria da variedade, varios resul-
tados globais sobre a geometria das variedades tém sido obtidos. Um destes tensores é o tensor de
Bakry-Emery-Ricci,

Ric; = Ric + Hess (f).

Este tensor foi definido por Bakry e Emery para estudar processos de difusio, tendo conexdes
com desigualdades de Sobolev logaritmicas, desigualdades isoperimétricas e semigrupos de calor.
Além disso, ele também é utilizado para estudar o fluxo de Ricci, pois os pontos fixos do fluxo de
Ricci, que sao conhecidos como solitons de Ricci, sdo métricas que satisfazem

Ric + Lxg = Ag.

Assim, quando X é um campo gradiente, estudar solitons de Ricci é o analogo no caso do tensor de
Bakry-Emery-Ricci a estudar variedades Einstein. Portanto vemos que o tensor de Bakry-Emery-
Ricci estd ligado a varias areas da matematica e da fisica, possuindo assim muitas aplicagoes.

O objetivo deste trabalho é estudar as propriedades globais de variedades com limitacdes no
tensor de Bakry-Emery-Ricci e as maneiras de estimar estas limitacoes em alguns casos especificos.
Para isso estudamos os resultados de Yang [34], Ferndndez-Lopez e Garcia-Rio [15], Wylie [33] e
Lott [24]. A estrutura deste trabalho é organizada da seguinte maneira:

No capitulo 1 introduzimos as nogoes basicas da geometria riemanniana. O objetivo deste
capitulo é apresentar algumas defini¢des e enunciar alguns resultados, que serdo utilizados em ca-
pitulos posteriores. Comegamos introduzindo fibrados vetorias, métricas riemannianas em fibrados
vetorias e apresentamos alguns exemplos. Seguimos definindo conexdes e curvatura em fibrados ve-
toriais, submersoes riemannianas e mostramos como calcular as conexoes e curvaturas do produto
torcido de variedades riemannianas. Em seguida apresentamos variedades completas e suas propri-
edades, introduzimos os funcionais de comprimento e energia, os campos de Jacobi e a forma indice
e demonstramos o teorema da primeira variacao de area para imersoes. Na secao seguinte deriva-
mos algumas féormulas para calcular a derivada exterior e seu adjunto em k-formas, enunciamos as
formulas de Bochner e apresentamos o teorema da decomposi¢ao de Hodge. Por fim, enunciamos



alguns resultados como as desigualdades de Bishop-Gromov, o teorema de Myers, o teorema da
separagao de Cheeger-Gromoll, o teorema de Bieberbach e o teorema de Myers-Steenrod.

No capitulo 2 descrevemos um pouco da geometria métrica. Nossa intencao ¢ apresentar as
definigoes e resultados que serao utilizados nos capitulos seguintes. Para isso, comecamos definindo
a distancia de Gromov-Hausdorff e demonstramos algumas de suas propriedades. Em seguida
definimos a convergéncia de Gromov-Hausdorff para espacos pontuados, definimos a convergéncia
de mapas e demonstramos um lema semelhante ao teorema de Arzela-Ascoli para estes mapas.
Seguimos estudando a classe de variedades com uma cota inferior no tensor de Ricci e mostramos
que tal classe é pre-compacta na topologia de Gromov-Hausdorff. Por fim, enunciamos alguns
dos resultados que utilizaremos posteriormente como o teorema de Kasue sobre a convergéncia de
variedades que nao colapsam, o teorema de Fukaya sobre convergécia de variedades que colapsam,
o teorema de Abresch sobre aproximacao de métricas, o teorema de Colding sobre a continuidade
do volume para convergéncia de variedades e o teorema de Cheeger sobre a cota inferior do raio
de injetividade de variedades.

No capitulo 3 apresentamos detalhadamente os resultado de Yang, Fernandez-Lopez e Garcia-
Rio, Wylie e os resultados topologicos e geométricos de Lott. Comecamos mostrando os resultados
de Lott sobre variedades compactas com tensor de Bakry-Emery-Ricci ndo negativo e positivo. Em
seguida derivamos uma férmula do tipo Bochner para o tensor de Bakry-Emery-Ricci e a utilizamos
para obter os resultados sobre variedades compactas com tensor de Bakry—Emery—Ricci nao positivo
e negativo. Seguimos estudando o resultado de Yang que estima o crescimento de subgrupos
finitamente gerados do grupo fundamental, assumindo que o tensor de Bakry-Emery-Ricci néo é
negativo e a funcao potencial é limitada. Entao apresentamos o resultado de Fernandez-Lépez
e Garcfa-Rio sobre a compacidade de variedades com tensor de Bakry-Emery-Ricci generalizado
positivo. E por fim, mostramos o resultado de Wylie que afirma que variedades com tensor de
Bakry-Emery-Ricci generalizado positivo possuem grupo fundamental finito.

No capitulo 4 mostramos os resultados de Lott sobre estimativas do tensor de Bakry-Emery-
Ricci. Comecamos definindo o tensor de Bakry-Emery-Ricci induzido por uma submersdo rie-
manniana e o transporte de fibras de uma submersdo riemanniana. Entao mostramos que cotas
inferiores do tensor original passam para o tensor induzido se assumirmos que o transporte de fibras
preserva a medida da fibra a menos de uma constante. Em seguida estendemos a definicao de cota
inferior do tensor de Bakry-Emery-Ricci para uma classe de variedades compactas com métricas
que nao precisam ser suaves. E mostramos que o ponto limite de uma sequéncia convergente de
variedades com cota inferior no tensor de Bakry-Emery-Ricci possui mesma cota inferior segundo
a definicdo estendida. Por fim apresentamos o resultado de Lott sobre a equivaléncia entre cotas
inferiores no tensor de Bakry-Emery-Ricci e estimativas de volumes em tubos de distancia.



Capitulo 1

Geometria Riemanniana

Neste capitulo introduziremos os conceitos mais comuns da geometria riemanniana como mé-
tricas riemannianas, conexdes, submersdes riemannianas e geodésicas. Apresentaremos também
alguns resultados classicos como as identidades de Bochner e o teorema de Hodge. Por fim comen-
taremos alguns teoremas importantes para os capitulos posteriores. As principais referéncias para
este capitulo sao os livros de Cheeger e Ebin [5], Jost [22], O’Neill [26] ¢ Poor [29].

1.1 Fibrados vetoriais

Comecaremos o estudo de geometria introduzindo um tipo de estrutura que serad utilizado ao
longo de todo trabalho, a principal referéncia para esta segao é [29].

Defini¢ao 1.1.1. Um fibrado vetorial (real) é uma tripla (E, B, ), onde
e E (chamado espago total) e B (chamado espago base) sio variedades suaves;
e m: E — B € um mapa suave sobrejetivo (chamado projecao do fibrado);
e Cada conjunto =1 (b) com b € B possui uma estrutura de espago vetorial (real);

Tal que para cada b € B existe uma vizinhanca Uy, um numero natural ky e um difeomorfismo
¢y : L (Uy) — Uy x R* com as sequintes propriedades:

1. priogy = m para a projecao na primeira coordenada pry, ou seja, o sequinte diagrama comuta

7 (U,) —25 U, x RF

2. A restrigio do mapa ¢y, ds fibras 7' (u) é um isomorfismo de espacos vetoriais.



Veja que as trivializagoes implicam que a dimensdo das fibras k, como espagos vetoriais é
localmente constante. Se todas as dimensoes sao iguais a k, dizemos que o fibrado tem posto k, e
dizemos que E é um fibrado vetorial de posto k.

Normalmente nos referimos a um fibrado (E, B, 7) somente especificando o espago total E, mas
veja que isto nao ¢é suficiente como é o caso de (R*,R! pr;) e (R* R? pr; X pry). Em todo caso
especificaremos a tripla caso haja possivel confusao.

Exemplo 1.1.2. Aqui temos alguns ezemplos de fibrados:

1. O fibrado trivial (M x RF. M, 7r) admite uma estrutura de fibrado vetorial canénica. Além
disso dizemos que um fibrado vetorial (E, B, ) € trivial se existe um difeomorfismo f : E —
B x R¥ que é um isomorfismo sobre as fibras.

2. O fibrado tangente (TM, M, ) e o fibrado cotangente (T*M, M, ) sao fibrados vetorias que
geralmente ndo sdo triviais, como é o caso de T'S%. Quando o fibrado TM ¢ trivial dizemos
que a variedade M € paralelizdvel.

3. Mais geralmente os fibrados tensoriais TPDM e exteriores A*M sdo fibrados vetoriais.

4. Se (E;, M;,m;) sdo fibrados vetoriais, i = 1,2, entao (Ey X FEy, My X My, m X m5) € também
um fibrado vetorial chamado fibrado produto de Fy e E5.

Defini¢ao 1.1.3. Dado um fibrado vetorial (E, B, ), uma variedade suave M e um mapa suave
f: M — B definimos o fibrado vetorial (f*E, M,pr,) chamado fibrado pullback de E por f, onde
f*E ={(m,e) € M x E/f(m) =me}. Veja que cada fibra de f*E é isomorfa a uma fibra de E e
que se f (M) esta contida em uma trivializagao local entao f*E é trivial.

Definicao 1.1.4. Se E; e Es sao fibrados vetoriais sobre B. A soma de Whitney de E; e Ey €
o fibrado pullback Ey ® Ey = A* (FEy X Ey) — B do fibrado produto Ey X Ey — B x B pelo mapa
diagonal A : B — B x B, b+ (b,b). Para m € M temos que as fibras de Ey ® Ey sdo da forma
(El @ Eg)m - E1|m @ E2|m~

Além da soma direta podemos generalizar outras operagoes entre espacos vetoriais para fibrados
vetoriais.

Exemplo 1.1.5. Estes sao os fibrados mais comuns que surgem de operagoes algébricas:

1. O dual de um fibrado vetorial E € o fibrado E*; a fibra de E* em p € M ¢ o espago E dos
funcionais lineares em E,.

2. O produto tensorial de fibrados vetoriais E1 e Fy € o fibrado E1 ® Fsy; a fibra de Ey ® Fy em
p € M € o produto tensorial Ei|, ® Fs|,. Denotamos o fibrado E ® ... ® E por @"F.

3. O fibrado homomorfismo de Fy a Ey € o fibrado vetorial Hom (Ey, Es); a fibra em p € M é
o espago vetorial Hom (E1|,, Es|p).

Veja que as propriedades dos funtores nos espacos vetoriais induzem isomorfismos entre fibrados.
Assim temos que



B\ @ FE, = Ey,® E,.

(B ® E3) ® B3 = B @ (Fy ® Es).
B E; = (FE,®E,)".

Hom (Ey, Ey) = Ef ® Ej.

Ei NE; = (Ey N Ey)”.
Além disto temos que E ® (M x R) = E.

Definigao 1.1.6. Um mapa entre fibrados vetoriais f : E — F € uma aplicagdo suave entre as
variedades E e F tal que restrita as fibras é uma transformagdo linear. Ainda mais, um isomorfismo
entre fibrados é um mapa entre fibrados que possui um mapa inverso, isto é, um mapa que composto
resulta no mapa identidade.

Veremos mais adiante alguns exemplos de mapas entre fibrados.

Lembre-se que uma algebra ¢ um espago vetorial V' com um dado mapa linear V@ V — V,
chamado multiplicacao em V. Podemos entao definir uma estrutura que generaliza algebras assim
como um fibrado vetorial generaliza espagos vetoriais.

Definicao 1.1.7. Seja V uma dalgebra sobre R. Um fibrado vetorial E sobre M é um fibrado de
algebras com fibra V se existe um mapa suave E @ E — E que age linearmente em cada fibra e

s

um atlas de dlgebras em E, isto é, um atlas de fibrado vetorial A em E tal que se (w,¢) € A é
uma carta em E sobre U C M, entao para todo p € U, ¢ mapeia a dlgebra E, isomorficamente a
algebra V.

Exemplo 1.1.8. Seque os fibrados de dlgebra mais comuns:

1. O fibrado da dlgebra tensorial de um fibrado vetorial E é o fibrado com fibra padrio @V (V
sendo a fibra padrao de E)

® (E) = Driz0 (8°E) @ (9'E7),
com a multiplicacao da dlgebra tensorial natural em cada fibra.
2. 0 fibrado da dlgebra exterior de um fibrado vetorial E € o fibrado
A (F) = @&psoA\'E,
com a multiplicacio da dlgebra exterior natural em cada fibra.
3. O fibrado da dlgebra dos endomorfismos de um fibrado vetorial E € o fibrado
End (E) = Hom (E, E),

com a multiplicacao associativa natural das fibras por composicio f-g= fog.



Definicao 1.1.9. Uma segio de um fibrado vetorial w : E — M é um mapa C*° s : M — FE tal
que ™o s = idy;. O conjunto das secgoes de E serd denotado por 'E. Uma segdo local de E serd
uma segio do fibrado 7w : 7' (U) — U sobre um aberto U C M.

Observe que a imagem de uma segdo s é uma subvariedade mergulhada, pois se {U, ¢} é uma
carta de M, entao {m~ (U),d o ¢} é uma carta de s (U).

Exemplo 1.1.10. As secoes mais utilizadas neste trabalho sdo:

1. As secgoes do fibrado M x R sao justamente as funcgoes suaves de M, logo I' (M x R) =
C>® (M). O espago C* (M) é um anel com as operagoes de soma e multiplica¢io pontual.

2. O espaco 'E das secgoes de E é um R-espaco vetorial, onde a soma e multiplicacao por escalar
sao dadas pontualmente. Veja que T'E € também um mddulo sobre o anel C* (M) com a
multiplicagcdo pontual. O elemento nulo de T'E é chamada a se¢do nula de E. Normalmente
chamamos secgoes de um fibrado vetorial de campos.

3. O espago ' (® (TM)) possui uma estrutura de dlgebra dada pela multiplicagio pontual, as
seccoes deste espago sao chamadas de campos tensoriais; uma se¢do de (®kTM) ® <®lT*M)

¢ chamada campo tensorial de tipo (k,1). Os campos tensoriais de tipo (0,0) sao as fungoes
C> de M e os campos do tipo (1,0) sao os campos vetoriais de M.

4. O espago I' (A (T*M)) possui uma estrutura de dlgebra dada pela multiplicagcao pontual, as
seccoes deste sao chamadas de formas diferenciais; uma segao de T’ (Ak (T*M)) ¢ chamada

uma k-forma. Denotaremos o conjunto T (Ak (T*M)) por QF (M) e o conjunto T' (A (T*M))
por Q (M).

Proposicao 1.1.11. Se F; e E5 sao fibrados vetoriais sobre M, entdao temos o sequinte isomor-
fismo de C*° (M)-mddulos
I'Hom (E, Ey) ~ Hom (IT'Ey, TE,) .

Demonstrag¢io. Defina o mapa F' : I'Hom (F;, Ey) — Hom (I'Ey, 'Ey) tomando (F(v))(0)(p) =
Y(o(p)), onde p € M, 0 € 'Ey e ¢ € 'Hom (E, Es). Nota-se de imediato que este mapa é um
homomorfismo de C* (M )-mdédulos.

Observe que se F(y) = 0, entao ¢(o)(p) = 0, para quaisquer 0 € I'E; e p € M, o que
implica ¥ = 0. Logo F é injetivo. Se a € Hom (I'E},I'Es,) defina ¢ € T'Hom (£}, F3) como
o(e1)(p) = a(o)(p), onde e; € E; tal que m(e;) = p e o € 'E;. Como o é C (M)-linear, esta
definigdo de ¢ nao depende da escolha de o e assim estd bem definida. Logo F(¢) = « e temos
que F' é sobrejetivo. O

1.2 Métricas riemannianas

Agora que conhecemos em que tipo de espaco noés estamos trabalhando, podemos introduzir
mais estrutura nele. Para isso introduzimos as métricas riemannianas e obtemos varias estruturas
a partir desta. A principal referéncia para esta segdo é o livro de Poor [29].
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Definicao 1.2.1. Uma métrica Riemanniana em um fibrado vetorial m : E — M € uma segdo g
de (E® E)" tal que para todo p € M, g, é um produto interno no espago vetorial E,. Um fibrado
vetorial Riemanniano (E, g) é um fibrado vetorial E dotado de uma métrica Riemanniana g. Uma
variedade Riemanniana (M, g) é uma variedade M com uma métrica Riemanniana g em TM; g
¢ também chamada de métrica Riemanniana em M.

Dados (,§ € E,, p € M, utilizaremos ((, ) para denotar ¢ ((,£) = ¢, (( ® §) € R, e estabele-
cemos ||¢]|> = (¢, ¢); pela defini¢io de um produto interno, ||C||* > 0 se ¢ # 0. Segue da definicio
de métrica que ((,§) € C (M).

Definicao 1.2.2. Sejam (Ej, g;) fibrados vetoriais Riemannianos sobre variedades M;, j = 1,2.
Um homomorfismo de fibrados vetoriais h : Ey — FEs ao longo de um mapa f : My — My €
isométrico se (h(, h&), = (¢, &), para todo ( ® & € By @ Ey. Sejam (My, g1) e (Ma, g2) variedades
Riemannianas; um mapa f de My em My € isométrico se f, : TM; — T My é isométrico, isto
é, se f*ga = g1. Um recobrimento Riemanniano é um recobrimento C* isométrico de variedades
Riemannianas. Uma isometria é um difeomorfismo isométrico de variedades Riemannianas.

Segue imediatamente da definicdo que um mapa isométrico de variedades Riemannianas é uma
imersao.

Proposicao 1.2.3. Todo fibrado vetorial admite uma métrica Riemanniana.

Demonstragao. Seja {Uy}, .4 uma cobertura aberta localmente finita de M tal que R trivial sobre
cada U,; seja (m,1,) uma trivializagdo de F sobre U,. Defina uma métrica Riemanniana em
7 (Uy) por ga (¢,€) = (¥al, 1€, onde (, ) denota o produto interno usual de R™. Seja {f.}
uma parti¢ao da unidade subordinada a {U,}, e extenda a se¢ao local f, - g, de (E ® E)* para que
seja zero fora de U,. A secio g = X, fa ' 9o de (F ® E)* é uma métrica Riemanniana em F. [J

Exemplo 1.2.4. As métricas mais comuns sdo:

1. A métrica Riemanniana canonica em M x R™ é ((p, (), (p,&)) = (¢, &), o produto interno de
¢ e& emR™ A métrica Riemanniana canonica na variedade R™ € ((p,u), (p,v)) = (u,v);
o isomorfismo de fibrado vetorial usual TR™ = R™ x R™ € isométrico.

2. Dado um produto interno ( >g na dlgebra de Lie g de campos invariantes a esquerda de
um grupo de Lie G, defina uma métrica Riemanniana em G por (X,,Y,) = <X€,Ye)g para
todo X,Y € g e g € G. FEsta métrica é invariante a esquerda, isto €, cada translacdo a
esquerda Ly de G, g € G, é uma isometria: L} (, ) = (, ). Similarmente, uma métrica
invariante a direita em G € uma para qual todas as translagoes a direita Ry, g € G, sao
isometrias: Ry (, ) = (, ); neste caso, (Uy,Vy) = (Ue,Ve);, U,V na dlgebra de Lie g de

campos invariantes a direita, onde ( >g é um produto interno em g.

Uma métrica em G € bi-invariante se ela é invariante a esquerda e invariante a direita; por
exemplo, a métrica canonica em R™ € bi-invariante. Uma métrica Riemanniana invariante
d esquerda {, ) em G € também invariante d direita e assim bi-invariante, se e somente
se, o produto interno associado em g € invariante por Ad, para todo g € G, onde Ad ¢ a

representacdo adjunta de G em g: Ad, = (Ly o0 qu)*‘ .
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3. A métrica canonica em S™ é definida permitindo que o merqulho de S™ em R seja isomé-
trico; isto €,
<(p7 ’LL) ) (p7 U)>Sn = <(p7 u) ) (pa U)>]Rn+1 = <u7 U>
para (p,u), (p,v) € T,5™. O grupo O (n+ 1) age em S™ por isometrias:

(9« (P, ) , g« (P, ) gn = (gu, gv) = (u,v) = ((p,u) , (P, V)) gn

4. Mais geralmente, uma métrica Riemanniana em um espago homogéneo M = G/H é invari-
ante se cada g € G age em G/H como uma isometria; neste caso (G/H,{,)) é chamado
espaco homogéneo Riemanniano. Suponha que H € o grupo de isotropia de p € M. Seja
P : G — M a projecao; P (g) = gp para todo g € G; em particular, P (H) = P (e) = p.
Invariancia de (, ) significa que (9xu; gxv) ,, = (u,v), para g € G, u,v € My; por exemplo,
(heu, hov), = (u,v),, h € H, assim (, ), € invariante pela representagdo de isotropia linear
ANt H — GL(M,), h — h*p

invariante pelo subgrupo \H C GL (M,) pode ser extendido a uma mética invariante em M
por (g«u, g«v),, = (u,v), para todo g € G, u,v € M,. Isto é bem definido porque se h € H,
eu,v € M,, entao

Reciprocamente, um produto interno ( >p em M, que é

(9.1, 9.0}y = {u,0), = (e, huv), = ((gh), u, (gh), v) .

Logo uma métrica invariante em M = G /H é equivalente a um produto interno \H -invariante
no espago tangente M,, p="P (H) € M.

5. O espago projetivo real RP™ é difeomorfo ao espago quociente S™/Zs; a projecio f : S™ —
RP™, f(p) = {p, —p}, € um recobrimento C*°. Defina uma métrica em RP™ por

<f* (p7 U) 7f* (p> U))]RP” = <<pa U) ) (p7 U)>Sn ;

isto ¢ bem definido porque Zs age em S™ por isometrias. A projecio f € agora um recobri-
mento Riemanniano.

Definicao 1.2.5. Dados dois fibrados vetoriais Riemannianos (E;, g;) sobre variedades M;, j =
1,2, a métrica produto Riemanniana em FE, X FEy € definida por

((€1,C2) 5 (61,€2)) = (C1, &)y + (25 62)

Se M = M; x My e g é a métrica produto em T'M determinada por métricas g; e go em TM; e
TM,, entio (M, g) é chamado produto Riemanniano de (M, g:) e (Ma, g2).

Por exemplo, R? é canonicamente o produto Riemanniano de R e R; por iteracao, R" é cano-
nicamente o produto Riemanniano de n copias de R, onde R e R" sao dotados do produto interno
usual.



Definicao 1.2.6. Dados fibrados vetoriais Riemannianos (E;,g;), j = 1,2, sobre uma variedade
M, a métrica Riemanniana na soma de Whitney Ey @ Ey = A* (Ey X Es) € a dnica métrica em
E1 X Es tal que pry é um homomorfismo de fibrados vetoriais isométrico ao longo do mapa mergulho
diagonal A de M em M x M, A (p) = (p,p).

E1 D E2 —>pr2 El X E2

l l

M T>M><M

A métrica Riemanniana no produto tensorial By @ Fy é definida por

(1 ® G2, & @ &) = (C1,61); - (C2,62)

Sobre o fibrado ®FFE costuma-se utilizar a métrica

1
(V] ® ... U, W1 R ... QW) = e (v1,wq) ... (Vg, W) .

Definigao 1.2.7. A métrica Riemannina no fibrado exterior A (E) de um fibrado vetorial Rie-
manniano (E,g) sobre M ¢ definida por

det [(Gi &;)] seid € {ir, ...k}

0 caso contrario

(A NGEN L NE) = {

Seja (£, g) um fibrado vetorial Riemanniano sobre M. Para cada p € M, g, é nao singular,
isto é, ((,&) = 0 para todo ¢ € E, implica £ = 0; isto implica que o mapa £ — E* que leva cada
vetor ¢ ao covetor ((,-) é um isomorfismo de fibrados vetoriais.

Definicdo 1.2.8. Defina o isomorfismo musical com respeito a {, ) porb: E — E*, (" =((,-), e
t: B* — E tal que t seja a inversa deb. A expressio ¢* € lida "C bemol”, e para p € E*, ut € lida
" sustenido".

No célculo tensorial classico, o isomorfismo b "abaixava os indices"pois dada uma base {¢;} para
E, e a base dual {w'} para Ey, se ( = > ('¢; € E, estao ¢ =Y ¢w’, onde ¢ = 3 {e;,€;) ¢'. O
isomorfismo inverso f levantava os indices.

Defini¢ao 1.2.9. A métrica Riemanniana no dual E* de um fibrado vetorial Riemanniano (E, g)
¢ definida por
M, 1) e = <n“,u“>E nopeE ®E

Observacgao 1.2.10. Dados n,n € E; e uma base ortonormal {¢;} de E, temos que
f #
)= ((Sn(e)e)  (Zne)e) ) = Snle)ue).

Entao se ¢ € E, temos <u, Cb> =un(¢) = <,uﬁ,C>. Logo 0s mapas b‘E t B, — By e ﬂ‘E c By — KB,

sao isometrias e portanto b e f sao isomorfismos de fibrados vetoriais isométricos.
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Definicao 1.2.11. Dados fibrados vetoriais Riemannianos (Ej}, g;) sobre M, a métrica Riemanni-
ana no fibrado de homomorfismo Hom (Ey, Ey) sobre M é definido permitindo que o isomorfismo
Hom (F1, Ey) = Ef ® Ey seja isométrico.

Observacgao 1.2.12. Dados K, L € I' (Hom (E4, E)) e uma base ortonormal {€;} para E;

, temos
p

(K, L) (p) = <Z Ke; ® GE,ZLQ ® e?>2 = (Ke;, Le;), -

Logo ao compararmos as métricas de E* e Hom (E, M x R) vemos que estas sdo compativeis.

Definicao 1.2.13. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana; para cada f € C* (M), o gradiente
de f € o campo vetorial V f = (df)ti em M:

(Vf,v>:<dfﬁ,v>:df(v):vf ve M

Definicdo 1.2.14. Dada wma imersdo isométrica f - M — M de variedades Riemannianas, e
dado um campo vetorial X € T'y (TM) ao longo de f, seja p € (M) uma 1-forma tal que
Vo= (f,V,X),V € F(TM). A componente tangencial de X é X' = fuuf € Ty (TM). A
componente ortogonal de X é X+ =X — X" € T';(TM).

Observacio 1.2.15. Da préopria defini¢io temos para todo p € M que XpT € f*Mp e que XpL é
ortogonal a f*Mp.

Definicao 1.2.16. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana orientada n-dimensional. O elemento
de volume Riemanniano em (M, g) € o dnico elemento de volume w na orienta¢io de M tal que

|w|® € C® (M) ¢ igual a 1.

A unicidade de w segue do fato de A (T*M) ser um fibrado de linha. Se {¢;} é uma base
ortonormal orientada positivamente de T, M, entéo wy, (€1, ..., €,) = 1.

Lema 1.2.17. Se (E, g) é um fibrado vetorial Riemanniano sobre M, entdo localmente existe um
campo de bases ortonormal para E.

Demonstragao. Basta aplicar o processo de ortonormalizacdo de Gram-Schimidt a elementos de
um campo de bases local arbitrario de E. O

Proposicao 1.2.18. Seja w € Q" (M) o elemento de volume Riemanniano em uma variedade
Riemanniana orientada (M, g). Se {w?} é um campo base local ortonormal orientado positivamente
de T*M, entdo w = w' A ... Aw™.

Demonstracao.
le A ... /\w”H2 = det [<wi,wj>} =det(I) =1.
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Definicao 1.2.19. O operador estrela de Hodge em uma variedade Riemanniana orientada n-
dimensional (M, g) € a se¢ao x € T' (End (A (T*M))) tal que

(k) (X) = (pAX°,w)  peQ (M), X €T (A" (TM))
onde w € Q™ (M) € o elemento de volume Riemanniano.

Proposigao 1.2.20. O operador estrela * em uma variedade Riemanniana n-dimensional orien-
tada (M, g) é um isomorfismo de fibrado vetorial isométrico de A (T*M) em si mesmo, e ma-
peia A" (T*M) isomorficamente em A"~ (T*M). Em particular, vw = 1 € QY(M), x1 = w,
e x (WAL AW = WA LA W se {w?} € uma base ortonormal orientada positivamente
de TyM. Em Q" (M), ¥ = (—l)r(n_r); Temos também, (n,pu) = *(n A*xp) = *(uA*n) para
n, 1 € Q(M). Finalmente, se {€;} e {w’} sdo as bases ortonormais duais de T,M e T;M, entdo
*x (WA p)=(=1)"te, xp para p € A" (T;M), onde v € o produto interior, txpu = pu (X, ...,:) para
Xel' (M), pe(M).

Demonstragio. Claramente, x mapeia A" (T*M) em A" " (T*M). Pela defini¢ao 1.1.9, dados p €
Q" (M) ene Q" (M), (ku,n) = (xu) (nﬁ> = (A n,w). Entdo, se {w'} é como na hipétese, logo

<* (wl A ... /\w") JWA L /\wi”"‘> =0

se {1, dnrt # {r+1,..,n}; logo x (W' A ... Aw") = W™ A .. Aw”, e isto implica as partes
restantes da proposigao. O

Toda variedade é localmente orientavel, com exatamente duas escolhas de orientacao local.
Entao localmente uma variedade Riemanniana tem dois operadores estrelas, um para cada escolha
de orientagao local. Tal operador estrela local pode ser extendido a um operador estrela global se
e somente se M ¢é orientavel.

1.3 Conexoes e Curvaturas

Assim como métricas, os fibrados vetoriais admitem outra estrutura geométrica conhecida como
conexao. Veremos nesta se¢ao como obter a partir de uma conexao um tensor curvatura e veremos
também que no caso de variedades riemannianas exite uma conexao que provem naturalmente da
métrica. Uma referéncia para esta se¢do ¢ o livro de Cheeger e Ebin [5].

Definicao 1.3.1. Uma conexao em um fibrado vetorial w : E — M é um mapa R-linear V :
['(E) — QY (E) que satisfaz a regra de Leibniz

V(fo)=df ® o + Vo,
para qualquer fungao f € C*° (M) e secao o € T' (E).
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Quando temos uma conexao V em um fibrado E, gostariamos de ter uma conexao V* no fibrado
dual E* que satisfaca a regra de Leibnitz. Assim, para se¢oes s € I' (F) e 0 € ' (E*) definimos

d(o(s)) = (Vo) (s)+0o(Vs).

Segue da férmula que V* é mesmo uma conexao.
No caso em que E ¢ o fibrado tangente, uma conexao V define um mapa bilinear

VX (M) x X (M) = X (M)
(X,Y) > VxV

dado pela contra¢ao de VY com X que é C* (M)-linear na primeira entrada. Definimos a torsao
da conexao como sendo a aplicagao

To : X (M) x X (M) — X (M)
(X,Y) = VY —Vy X — [X,Y]

Caso esta aplicacao é nula para quaisquer campos dizemos que a conexao V é livre de torsao.
Se (M, g) é uma variedade riemanniana e V uma conexao em M, i.e., uma conexao no fibrado
tangente T'M. Dizemos que V é compativel com g se vale a equagao

Z(X,Y)=(VZX,Y)+(X,V,Y),

para quaiquer campos X, Y, Z € 9.
O seguinte teorema garante a existéncia de uma conexao canonica em uma variedade rieman-
niana.

Teorema 1.3.2 (Teorema fundamental da geometria riemanniana). Seja (M, g) uma variedade
riemanniana, entao eriste uma unica conerao compativel com a métrica g e sem torsao em M
chamada de conexdo de Levi-Civita.

Demonstragdo. Se existe tal conexao, entao ela deve satisfazer a formula de Koszul
29(VxY, Z) = 0x(9(Y, 2))+ 0y (9(X, Z)) = 0z(9(X,Y)) +9([X, Y], 2) —g([X, 2], Y) —g([Y, Z], X).

Como ¢ é nao degenerada, podemos utilizar esta féormula para definir V. Segue entao a existéncia
e unicidade de V. O

Se V é uma conexao em M, definimos a curvatura riemanniana como a aplicacao

Re : X (M) x X (M) x X (M) — X (M)
(X, Y, Z) — VXVYZ — VYVXZ — V[)Qy}Z

Esta aplicacao é C' (M)-linear, logo define um tensor em M conhecido como tensor curvatura
de Riemann. Como usualmente trabalhamos com variedades riemannianas, e estas possuem uma
conexao canodnica, denotamos a curvatura simplesmente por R.
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Se u,v € T, M sao linearmente independentes, definimos a curvatura seccional de u,v como

(R (u,v)v,u) ‘

K (u,v) = \u/\v|2

E facil ver que K s6 depende do plano o gerado por u,v em T,M, assim K é uma funcao suave

definida sobre o fibrado que tem M como espaco base e como fibra as grassmannianas Gr (2, T, M).

Geometricamente K (o) mede a curvatura gaussiana da superficie que tem ¢ como plano tangente.
Se {e;} é uma base ortonormal de T,M, definimos o tensor curvatura de Ricci como

Ric (X,Y) = Z(R (e;, X)Y,€;).

i
Definimos a curvatura escalar como sendo a funcao
S = Ric (e, €).
i
A seguir temos uma proposicao que é 1util para calcular a conexao e a curvatura em grupos de
Lie.

Proposigao 1.3.3. Seja (-, ) uma métrica invariante a esquerda em um grupo de Lie G, e sejam
X, Y, Z campos invariantes a esquerda. Entdo

1

VxY = 5([X,Y} —adyY —ady X); (1.3.1)
(R(X,Y)Z,W) = (VxZ,VyW) = (Vy Z,VxW) = (Vixy1Z, W ); (1.3.2)
3
(R(X,Y)Y,X) = [ladyY +ady X[|* — (ad} X, adyY) — 1 X Y]|®
1 1 (1.3.3)
Demonstragao. Usando a férmula de Koszul e a invariancia da métrica temos
1
de onde segue (1.3.1).
Pela férmula de Koszul e pela invariancia da métrica temos também que
(VxVyZ W)= —(VyZ,VxW), = (VyVxZ W) =(VxZ,VyW),
assim temos (1.3.2).
Aplicando as duas primeiras partes temos (1.3.3). O
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1.4 Submersoes Riemannianas

Nesta secao estudaremos submersoes riemannianas com a finalidade de calcular as curvaturas
da variedade total de um produto torcido. Neste caso, os calculos sdo mais simples do que em uma
submersao riemanniana geral e nao é necessario utilizar toda a teoria que se encontra no artigo de
O’Neill [27]. A principal referéncia para esta se¢ao é o livro de O’Neill [26].

Dadas duas variedades Riemannianas (M, gy) e (N,gn), uma submersio Riemanniana F :
(M, gy) — (N, gn) é uma submersio F : M — N tal que dF, : (ker (dF,))" — TrpyN ¢ uma
isometria para cada p € M.

Exemplo 1.4.1. Os casos mais comuns de submersoes riemaniannas Sao:
1. Projegées ortogonais w : (R™, can) — (R™ can), para m > n siao submersoes Riemannianas.

2. Se (M, gy) € uma variedade Riemanniana e G € um grupo de Lie com uma a¢do por isomé-
trica, livre e prépria em (M, gyr), entao o espago das orbitas M /G possui uma estrutura de va-
riedade Riemanniana induzida por (M, gur) e o mapa quociente 7 : (M, gar) — (M/G, gM/G)
¢ uma submersao Riemanniana.

3. Sejam (M, gnr) e (N, gn) variedades Riemannianas, 7oy : M X N — M eny : M x N — N
as projecoes canonicas e f € C® (M) uma fungao positiva, entdo temos uma variedade
Riemanniana (M x N, 7% (gu) + (f2 o ma) i (9n)), que denotaremos por M x; N. FEsta
variedade € conhecida como o produto torcido de (M,gn) e (N,gn) por f, e a projecao
m: M xg N — (M,gy) € uma submersao Riemanniana.

Se F': (M, gy) — (N, gn) € uma submersao Riemanniana temos associadas duas distribuigoes
em TM. A distribui¢do vertical V ¢ formada pelos nicleos do diferencial da submersao V, =
ker (dF,) C T,M, p € M. A distribuigao horizontal H ¢é dada pelos complementos ortogonais da
distribuicio vertical H, = (V,)" C T,M, p € M. Assim F é uma submersio Riemanniana se e
somente se df}, : H, — Tr() N € uma isometria.

Se v € T, M temos as projecoes H : T,M — H, eV : T,M — V,. Dado um campo vetorial X
em N temos associado um tinico campo horizontal X em M que é F-relacionado a X. Dizemos
que X ¢é um levantamento horizontal bésico de X.

Proposigdo 1.4.2. Sejam X,Y € X(N) e VM a conexdo de M, entdo:

1. anr (Y,?) = gn (X,Y) OF,'

2. H [Y, ?} =[X,Y];
3. HV%Y =VyY.
Demonstracao. Pelas hipoteses temos:
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1. J4 que X é F-relacionado a X, Y é F-relacionado a Y, ' ¢ uma submersao Riemanniana e
X, Y sao horizontais temos

u (X)), = gx (45, (X,) ., (V) = g (Xrw: Vo) = gx (X V)

onde p € M.

2. Como X é F-relacionado a X, Y é F-relacionado a Y e F' é uma submersao Riemanniana
temos

dF,H ([X Y]p) =R, [X,Y] = [X,Y]

F(p)>

onde p € M. Pela unicidade do levantamento horizontal devemos ter H | X, Y} [X,Y].

—

3. Basta mostrar que Vp € M e Z, € H, temos gu <<V Y) , p> = gum < VXY , p>, ou
ainda que para qualquer Z € I' (T'N) temos gy (VYY, Z) = gu (VXY, Z). Pelo item (1)
basta mostrar que gy (V%YP,Z) =gn (VXY, 7) o F. Usando os itens (1) e (2) temos

Dxon (Y. Z) (p) = Dx (95 (Y, Z) 0 F) (p) = (dF,X) gn (Y, Z) (F (p)) = Dxgn (Y, Z) (p)
gm (ya [7’7}) =9dm (X, [YZ) gN (X7 [Y7Z])

Pela formula de Koszul temos

= Dx (gm (Y, 2)) + Dy (9m (Z, — Dz (gm (X,Y))
—ogu ([X,2],Y) —gu (X, Y. Z]) + gu ([ X, Y], Z)

= 2gN (ny, Z)

= 29]\/[ (VXY,Z)

Chegando assim ao resultado.
O

Proposigao 1.4.3. Se F' : (M,gyn) — (N,gn) € uma submersao Riemanniana, sejam V um
campo vertical em M e X,Y,Z campos em N com levantamento horizontal bdasico X,Y ,Z. Temos
entao a sequintes propriedades.

1. [V, Y}M ¢ vertical;
2. (Lvagm) (Y, ?) = Dygu (Y7 ?) =0;
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3. gu ([X,Y],V) = 20m (V5Y, V) = =200 (VvX,Y) = 290 (V5V, X ) ;

— . 1 [+ y
4 VgV =VxYV + 5 [X,Y] .
Demonstragao. Usando as hipdteses temos:

1. Como X é F-relacionado a X e V é F-relacionado a 0, o campo vetorial nulo em N, temos
dFy ([X’ V} > {dF (X ) dr, (v )} [XF(:D)’ Or@) | = OF@),

para qualquer p € M. Logo {Y, V] € ker (dF,) Vp € M.
p

2. Por (1) temos que [V, 7} e [V, Y} sao verticais, assim

(Lvgn) (X.Y) = Dy (90 (X)) = gnr ([V:X].Y) = g (X, V1Y)

Ja que F é uma submersao Riemanniana temos que gps (Y, ?) = gy (X,Y), ou seja,

0 (Y, ?) é constante sobre as fibras. Como V é tangente as fibras temos Dy (gM (Y, ?)) =
0.

=D
=D
3. Usando (1), (2) e a formula de Koszul temos

4. Por (3) temos que ; {X Y} é a componente vertical de VY. Sabemos que VxY ¢ horiontal,

resta mostrar que esta é a componente horizontal de VY. Usando que os campos sdo F-
relacionados e que F' é uma submersao Riemanniana temos pela formula de Koszul

201 (VxY,Z) = Dx (91 (Y. Z)) + Dy (9m (Z.X)) = Dz (9u (X.Y))
o ([%.2.7) - ou (X.[7.2]) 4 00 ([X.7] 2)
= Dx (gn (Y, Z)) + Dy (91 (2, X)) — Dy (gu1 (X,Y))

—9M ([Xa Z] 7Y) —9Mm <X7 [Ya Z]) + 9m ([XvY] 7Z)
= 29]\[ (VXY, Z)

_ _\H
Como Z é um vetor horizontal arbitrario, temos (VYY) = VxY.
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]

Teorema 1.4.4 (O’Neill). Sejam R o tensor curvatura em N e RM o tensor curvatura em M,

entao
2

N(R(X,Y)Y, X) =gy (R (X,V)Y,X) + i H[X,Y

[E—

Demonstragio. Tome X, Y € T'(T'N) tais que [X,Y] = 0, entdo
calculamos a curvatura:

—

X, 7} é vertical. Com isso

gu (R (X,Y)Y,X) = gu <VMVMY VYVEY — Vit X>
— g (v (va+ ; v, YD ,X)

—9M (V?f (VXY

+5ou ([7. %] [X 7))

=g (VAW 4 SIx va}V bR (7Y X)

—gu (VYVXY 42

N |

L (. [13)

=gn (R(X,Y)Y,X) - ;gM ([v. Y], vax)

v ;gM ([x.Y],V¥X) - ;gM (|x.7].[x.7])
o (REXYI )~ L (7,7 [5,5)

Lo (9] 7)) - L ([5.9]. [2.7)

1
4

Vamos estudar um pouco mais o produto torcido M Xy N para conseguir descrever explici-
tamente a curvatura desta variedade. Para facilitar a notacao denotaremos o produto torcido
simplesmente por W.

Lema 1.4.5. Seja f € C™ (M), entao o gradiente do levantamento de f é o levantamento do
gradiente de f. Ou seja, o
Vformy=Vf

Demonstragio. Basta mostrar que V (f o mys) é horizontal e my-relacionado a V f.

e Se V € TW é vertical, entao
gw (Vfomy, V) =d(fomy) (V) =V (fomy)=dmyu (V)(f)=0(f) =0,

logo V f o s € horizontal.
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e Se X € TW ¢é horizontal, usando que my; é uma submersao Riemanniana e o item anterior
temos

v (dmar (Vf omar) ,dmar (X)) = gw (Vf o, X) = X (f o mur)
= dm (X) (f) = g (Vf,dmar (X)),
assim para cada ponto de W temos dmyVfomy = Vf.
]

Proposigao 1.4.6. Sejam X,Y levantamentos de X, Y € X (M), U,V levantamentos de U,V €
X(N) e VM VN as conexdes de M, N respectivamente. Temos entdo:

1. VRY = VY,
2. VYU = VX = (X<f>) omyU;

5. H(VIV)=11(U,V) =- <9w(U7V)) V7

4.V (VRV) =V,
Demonstragao. Pelas hipéteses temos:

1. Usando que [7, U] = [?, U] =0e gy (7, U) = gy (?, U) = 0 temos pela féormula de

Koszul
20w (VEY,U) = =Dg (9w (X.Y)) + 9w ([X. Y], 7).

Como gyy (7, 7) é constante sobre as fibras e V' é vertical, temos —Dg (gw (7, 7)) = 0.
Além disso {Y, 7} = [X,Y], assim gy ({Y, 7} ,U) = 0. Portanto gy (VVYVY, U) =0, ou
seja, V'Y é horizontal. Como cada 7|« gy € uma isometria, temos o resultado.

2. VYU = VX'X pois {Y, U} = 0. Pelo item anterior gy (VVYVU, 7) = —gw (U, VVYVV) =0,
logo VVYVU é vertical. Pela formula de Koszul temos
= DY (gM (dﬂ'M (U) ,d7TM (V)) ¢) 7TM)
D (2o v (a0 () s () o)
= Dy((f2 O7TM) gn (U, V) O7TN)
=2(fomu) Dx (fomm)gn (U, V)omy
+ (f* o mur) Dx (95 (U, V) 0 )
= <w> <f2 o 7TM) gy (U, V)onmN
X
2 ( L

) o mvgw (U, 7).
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3. Pelo item (2) e pelo Lema anterior temos
o (VIV.X) = g (V. 92K) = g (V, ( <f>>U) _ _< (f))gw v.7)

(P (=G i

f

- (W) ow (VF.X).

4. Como U,V sdo tangentes as fibras, considerando as fibras como mergulhadas em W temos
que VV%V V' ¢ igual a derivada covariante da fibra aplicada aos campos U,V restritos as

fibras. Como 7y |fp1xn ¢ uma homotetia temos que VV%V Ve VNV sao my-relacionados.

]

Proposicao 1.4.7. Sejam R, RM, RN as curvaturas de W, M, N respectivamente. Se X,Y,Z e
U,V,W sao levantamentos de campos em M e N respectivamente, temos:

Demonstracao. Pelas hipoteses temos:

1. Usando o item (1) da proposicao anterior e que {Y, 7} = [X, Y] temos

RY (X\Y)7Z = VYVYZ - VEVYZ - v%y] 7
=VIWZ -VyVYZ - VZsZ
=VYVVZ -VUV¥Z -V, Z
=RM (X,Y)Z.
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2. Pelos itens (1), (2) da proposi¢ao anterior e usando que {Y, U} = 0 temos

RY(X.U)Y = VYVEY - VpVRY - ViV

e ((Y(f)> U) _UNTEY - VY

Como f e Y(?) sdo constantes nas fibras temos VXVf = VX'f = 0 ¢ VY (Y (f)) =
% (7 (f)) = (. Assim temos que

4. Usando que [Y, U] =0, X (gw (U, V)) = 0 e os itens (2),(3),(4) da proposigao anterior
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temos

W (x 77\1/ WoWT/ WoWT/ 4% 17
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N—————
<
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<
KH

RY (U, V)W = VEVEW — VEVETW -V

w

A%

]W

) + VYV -V

S
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]

Corolario 1.4.8. Sejam Ric", Ric™  Ric" as curvaturas de Ricci de W, M, N respectivamente.
Se X,Y e U,V sao levantamentos de campos em M e N respectivamente, temos:

1. Rie” (X,Y) = Ric" (X,Y) — 2Hess (f) (X, Y);

2. Ric"Y (X U) =0;

3. Ric" (U, V) = Ric" (U, V) = gw (U, V) (

““‘w

(n—1)|ff|>

Demonstragdo. Sejap € W e {E}Wr a base ortonormal de T,V tal que {dﬂ'M ( )} ={E},

1=

——\ Y m+n 1 m+n
e {d?TN (EZ) }i:m—i-l = {?Ei}i:m—i-l sao bases ortogonais de Tr, (M e Ty )N respectivamente.

Temos entao para cada ponto de W:

1. Usando os itens (1), (2) da proposicao anterior obtemos

R (X.7) =Yg (R (B X)V.E)+ S g (R (B X) V. E)
=1 i=m-+1
—Zgw( (B, X)Y,E;) + o ( (HGSS <f?f(X’Y)) EE)
i=m-+1

= Ric” (X,Y) — ;Hess (f) (Y, 7)

2. Pelos itens (3),(4) da proposicao anterior e utilizando que VVYVV? = VVYVW é horizontal
temos

R (X,0) = > gw (RY (B X) U F) + 3w (RY (. X) U, F)
=1 i=m+1

i=1 i=m+1 f

— S ow (0.E) + S o ((‘QW(EU)) VEVSE,

o
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Ric" (U.V) =Y gw (RY (E.U)V.E) + X 9w (R (ELT) V. E))
=1 i=m-+1
— 3w (— (gw (?"’@) VOV, E)
i=1
m—+n - ‘V?‘Q O .
B3 ow | FY(E DIV | (9w (B3 V)U — 9w (U, V) E) . E;
i=m-+1
—12
7 \%
= Ric" (U, V) — ¢ (U V) Aff+(n—1) ’ ]j

1.5 (Geodésicas e campos de Jacobi

Apresentaremos aqui alguns resultados como o teorema de Hopf-Rinow, os funcionais de com-
primento e energia, campos de Jacobi, forma indice e a variagdo de volume de imersdes. As
principais referéncias desta se¢do sdo os livros de Gallot, Hulin e Lafontaine [19] e Jost [22].

Lembre-se que uma variedade Riemanniana (M, g) é geodesicamente completa se para todo
p € M, o mapa exp, esta definido em todo T, M.

Neste trabalho trateremos, na maioria das vezes, de variedades geodesicamente completas. O
teorema a seguir apresenta algumas equivaléncias entre esta propriedade e a propriedade de a
variedade ser completa como espago métrico.

Teorema 1.5.1 (Hopf-Rinow). Seja (M, g) uma variedade Riemanniana. As sequintes afirmagoes
sao equivalentes.

1. M ¢é completa como espaco métrico.
2. Os subconjuntos fechados e limitados de M sao compactos.
3. Eziste p € M tal que exp, estd definido em todo T,M.

4. M é geodésicamente completa.

E mais, cada uma das afirmagoes acima implicam em
5. Quaisquer dois pontos p,q € M podem ser unidos por uma geodésica de comprimento d (p,q).

Demonstragcio. A demonstragdo deste teorema pode ser encontrada em varios livros de geometria
riemanniana, veja por exemplo o capitulo 7 no livro de do Carmo [4] ]
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Dada uma curva suave c¢ : [a,b] — M definimos o comprimento de ¢, denotado por L (¢), como

o= [ll¢ )l d.

Definimos também a energia de ¢, que denotaremos por E (c), como

= "¢ )P .

Uma variagdo de ¢ é um mapa diferenciavel F' : [a,b] x (—¢,€) — M para um € > 0 tal que
F (t,0) = ¢(t) para todo t € [a,b]. A variagdo é chamada propria se os pontos finais permanecem
fixados, i.e. F'(a,s) = c(a), F(b,s) = c(b) para todo s € (—¢,€). Denotaremos c(t,s) = F (t,s),
¢ (t,s) = 0w (t,s) =dF (0) (t,5), cs (t,s) = 0sc(t,s) = dF (0s) (t, 5).

Se denotarmos L (¢;s) e E (¢cs) apenas por L (s) e E (s) respectivamente, o préximo lema nos da
as féormulas da derivada destas fungoes em s = 0.

Lema 1.5.2. L(s) e E (s) sao diferencidveis em relagio a s, e temos

o [ [ty L),

(THNE (cr,cr)?

E'(0) = (cs (b,0) ¢ (b,0)) — (cs (a,0), ¢ (a,0)) — /ab <cs, Vo, (t, 3)> dt.

Demonstragio. Usando que a conexao é de Levi-Civita temos que

d

dsE 2/ Os (¢ (t,8) ¢ (t,8)) dt

_ L Voci(t,s) e (t,s))

= /ab <v§tcs (ta S) » Ct (t’ S)>

— /b (at (cs (t,8),¢(t,8)) — <Csv Ve (2, 8)>> at
“ b

B /a <087 Ve (L, S>> dt.

t=b
- <Cs’ Ct) ‘t:a
Analogamente temos

d

b 1
£L s :/ Os (et (t,8) ¢ (t,5))2 dt
Vatcs (t,s),c(t, 8)>dt

a ey (t,s), ¢ (t,s))2

_/ (&5 Cs, Ct B <CS7vatCt>)dt.

Ct; Ct <Ct7 Ct>
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O lema anterior implica que ¢ é estaciondria para F (com respeito a varia¢oes que mantém
pontos finais fixos) e, se parametrizada por comprimento de arco, também estaciondria para L se
e somente se

Vatct (t, O) = O,

ou seja, ¢ € uma geodésica.
Queremos agora calcular a segunda derivada de ' e L em s = ( para o caso em que ¢ é uma
geodésica, temos assim o seguinte teorema.

Teorema 1.5.3. Se c¢: [a,b] — M ¢é uma geodésica, temos

b t=b,s=0

B (0) = /ab (Ve (t,0), Vycq (£,0)) dt - /

a

(R (ct,cs) cs, ) dt‘szo + <Vascs, ct>‘

t=a,s=0

1 _ Ct Ct
e para ¢y = Cg <”8t”,cs> e (a componente de c, ortogonal a c;),

L"(0) = ”cltH {/ab (<v6tcj, Vatcj> — <R (ct,cj) cj,ct>) dt + <Vascs,ct>‘z22}

Demonstracio. De acordo com as fémulas da prova do lema anterior e usando que a conexao é de
Levi-Civita,

s=0

j;E (s) = /a” ) <Vatcs (t,s),c(t, s)> dt

- /ab (Vo (t,5) Vo (t,s)) dt
b [ (V0 Ve t5) 0 (1,9)) di
- [ S, )
+ /ab (Va,Vo,cs(t,5),ci(t,s)) dt

b
— / (R (ct,c5) Csyp) dt

Como c é geodésica, temos V¢, (£,0) = 0, e concluimos que

B0 = /ab (Vacs (1,0), V,c, (£,0)) dt

b
—/ (R (ct,¢s)Cs, 1) dt‘szo

t=b,s=0
+(Va.cocr)|

t:a,s:0'
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Similarmente temos,

= 50 = /bas (<vatcs s clt 8)>) dt

ds® (ci (t,8) cr (1))
1

- ||Ct||{/ab <v3tcs (t,0), Vo, Cs (t, 0)> dt — /ab (R (ct,cq) cs,04) dt
+(Voena)| o}
- [ (T .0 )
1 b
N [l cel] {/ <V0t ( S) V@( )>dt

_/ (cr, ¢) o, 1) dt+<va cs,ct>’t b}

a

s=0

s=

s=0

Temos também que
(R (¢4, ¢5) cs,00) = <R (ct,cj) (csl) ,ct>,
de modo que para a segunda variacao de L através de variagoes proprias, somente a componente
ortogonal a ¢; do campo da variacao ¢y aparece. O

Seja X um campo ao longo de uma geodésica ~y. Existe uma variagdo v : [a,b] X (—€,€) = M
de v (t) com ‘37 _OzX.
Tomamos

b
(X, X) = [ VX, ViX) = (R (7, X) X)) dt,
isto é
d2
ds?
Em vez de uma variacdo a um pardmetro v (¢, s), podemos considerar uma varia¢ao a dois para-
metros e para Y = % tomar

[(X,X)=-=-E(0), seX(a)=0=X(b).

1Y) = [ (VX 9) — (R X) Y dr

Segue direto da defini¢do que I (X,Y") é bilinear e simétrica em X e Y. Definimos a forma indice
da geodésica v como sendo a forma bilinear I nos campos sobre 7.

Definigao 1.5.4. Um campo J ao longo de v é chamado campo de Jacobi se satisfaz a equagdo
Vo, Vo, J + R(J,7)% =0.
Como uma abreviacdo, algumas vezes escreveremos
J+R(J,4)5 =0,
onde J = (V,J) = Vo, Ve, J.
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Lema 1.5.5. Seja v : [a,b] — M wma geodésica. Para qualquer v,w € TyyM, existe um tinico
campo de Jacobi X ao longo de vy tal que

X (a) =v, X'(a) = w.
Teorema 1.5.6. Seja 7 : [a,b] — M uma geodésica.

1. Se nao hd um ponto conjugado a v (a) ao longo de vy, entdo existe € > 0 com a propriedade
de que para qualquer curva suave por partes

g:la,b] > M
com g(a) =(a), g(b) =~ (b), d(g(t),v(t)) < € para qualquer t € [a,b], temos

L(g)>L(v)

com igualdade se e somente se g € uma reparametrizacao de 7.

2. Se existe ¢ € (a,b) tal que v (a) e vy (c) sao conjugados ao longo de vy, entdo existe uma
variagdo propria
v(t,s):[a,b] x (—e,€) > M

tal que
L(ys) < L(v)
para 0 < |s| < e.

Demonstrag¢io. Para a demonstracao veja o capitulo 5 do livro de Jost [22]. O]

Lema 1.5.7. Seja v : [a,b] — M uma geodésica. Entao nao hd um par de pontos conjugados ao
longo de v se e somente se a forma indice I de v € positiva definida para todo campo variacional
Proprio.

Demonstrag¢io. Para a demonstragao veja o capitulo 5 do livro de Jost [22]. O]

Definicao 1.5.8. Seja (]\7, §> uma variedade Riemanniana n-dimensional e M uma subvariedade

(imersa) de M k-dimensional. Uma variagio de M é wm mapa suave F : M X (—e€,€) — M tal
que F'(m,0) =m VYm € M. O campo variacional de F' é o campo dado pelas curvast — F (m,t).

Observacao 1.5.9. Como Fy = F (-,0) é a funcio identidade, temos que para t pequeno F;, é um
difeomorfismo local.

Lema 1.5.10. Seja F' uma variacao de M em (M,ﬁ) e X o seu campo variacional. Se dvoly;, é

a densidade Riemanniana induzida pela métrica de (M, §) na subvariedade (imersa) My, = F, (M)
temos que

Lx (dvolyy,)

u= div (XT> dvoly — (N, X) dvoly (1.5.1)

onde N ¢ o vetor curvatura média de M.
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Demonstragio. Seja (x1, ..., xx) um sistema de coordenadas locais em M e (0, ..., O ) seu respectivo
campo coordenado. Temos que

(det ((Frdy, F1.0;)))

Fy dvoly, = (det ((Fud;, Fiu0))))* |da'..da®| = (det ((9;,,)))
(¢ iy Ug

dvoly = J (m, t) dvoly,.

(1.5.2)
Temos entao que

d

M dt

d

Lx (dvolyy,) o

(EFydvolyy,) u=

t=0

J (m,t) dvoly. (1.5.3)

t=0

Para calcular a derivada em um ponto m podemos assumir que os campos coordenados sao orto-
normais no ponto, temos assim

k
Z <Ft*ai7 Ft*az>
=1 o (1.5.4)

= > (VxFudi Fi.0;)

=1

Q.‘g‘

l\')\r—\

i’

t=0"

Usando que os colchetes de Lie dos campos 0; e 0; sdo nulos pois sdo campos coordenados temos

d k
- t:oJ (m,t) = ; (Vo X Fuoi)|
k k
:izzlal (05, X) — ;Waﬁw@ (1.5.5)
_ zk:ai (0, XT) = (N, X)
=1
= div (XT) — (N, X)
O

1.6 Identidades do tipo Bochner e o teorema da decompo-
sicao de Hodge

Veremos nesta secao as identidades de Bochner classicas que foram utilizadas para obter pro-
priedades topolégicas da variedade a partir de limitagoes no tensor de Ricci. Veremos também
o teorema da decomposicao de Hodge, estas ferramentas sao muito tteis em varios problemas de
geometria. As principais referéncias desta secao os livros de Poor [29] e Warner [30].

Seja M uma variedade Riemanniana orientada n-dimensional, usando o operador de Hodge
temos um mapa que preserva o ponto base

*: QF (M) — Q% (M) .
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Para o, 3 € Q% (M) com suporte compacto, definimos o produto L? como
= 1
(@.8)= [ (8) (1)

:/Ma/\*ﬁ.

Este produto é um produto interno no espago das k-formas com suporte compacto.
Assumiremos agora que M é compacta para nao ter que restringir nossas consideragoes a formas
com suporte compacto.

Definig¢ao 1.6.1. Seja d : Q (M) — Q (M) o operador que é (formalmente) adjunto a d em 2 (M)
com respeito ao produto (-,-). Isto significa que para o € Q=1 (M), B € QF (M) temos

(dor 8) = (,38),
assim 0 leva Q*=1 (M) em QF (M).
Lema 1.6.2. Temos que § : QF (M) — QF1 (M) satisfaz
§ = (—1)"TIH g

Demonstragio. Para o € Q1 (M), 8 € QF (M) temos

d(aN*p) =da NS+ (— 1)]{7104/\d*6
= da A B+ (=) (=) FDOTED o Ak k (dx B)
=da A+B — (=1)" "I G A x x4
=+ ((da, B) = (=1)" " a,xd x B)) .

Integrando esta formula temos pelo teorema de Stokes que a integral do lado esquerdo ¢é nula, e
obtemos o resultado. O]

Definig¢ao 1.6.3. O operador de Laplace-de Rham (também conhecido como Laplaciano de Hodge)
em QF (M) ¢é dado por
A =ds+od: Q% (M) — QF (M).

Uma forma w € QF (M) é dita harménica se
Aw = 0.

Proposigao 1.6.4. Os isomofismos musicais comutam com a conexdo, ou seja, se X € X (M),
we N (M) eY €T,M para qualquer p € M temos

(VyX) =V, (Xb> e  (Vyw)' =V, (wﬂ) .
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Demonstragio. Para qualquer Z € X (M) temos que

(VyX)' (Z) = (Vy X, Z)
=Y (X,Z) - (X,V,Z)
=V, (X°)(2).

Além disso temos que

(Vyw), Z) = (Vyw) (2)
=Yw(Z)—w(Vy2)
=Y (', Z) — (¥, V, Z)

- (% () 7).

Logo como tomamos Z qualquer temos o resultado. O

Proposicao 1.6.5. A forma volume Riemanniana € paralela e o operador estrela de Hodge comuta
com a conexdo, isto é, se w € WF (M) eY € T,M para qualquer p € M temos

Demonstragio. Seja {e;};_, uma base ortonormal orientada de T, M. Tome uma curva y : (—¢,€) —
M com vy (0) = p, 7' (0) =Y e considere o transporte paralelo P (7) associado a ela. Defina {E;}"_,

n
1=

como o transporte paralelo ao longo de v da base {e;};_,. Temos que

Vydvoly = %in(l) (P (7)) (dvolys) — dvoly
—

t
(P, E)A A (PO E) = A Ne,
= lim
t—0 t
:hmez/\.../\eZ—eg/\.../\eﬁl —0.
t—0 t

Por linearidade s6 é necessario demonstrar a segunda afirmagao para w da forma

w=fniy, N...\ni.
onde {n;};", é um referencial ortonormal local de Q! (M) em uma vizinhanga de p.
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Neste caso, tomando * (1;, A ... An;,.) =n; A ... Anj, _, temos que

k

=1

n—k k
=Y (f)*x (i, A Ami,) +f*<ZZ Vs M) Wiy A oo A A . A%)

m=1[=1
n—k k
=Y (H)nj A Ay + [ * <Z Y A s M) Mig Ao Ay A A mk>
m=1[=1
n—k k
=Y (f) 1 ARSRA Mjnr, T f Z Z <VY77jm717il> My AR U AR Njr—k
m=1[=1

n—=k
=Y ()np A A+ F D i A ANy A Ay

m=1

=Vy (1 Ao Amj) = Vy ()

Lema 1.6.6. Sejam X € X (M) e w € Q¥ (M) temos entio que
ix*w:*(W/\Xb>.

Demonstragio. Seja p € M, {e;}._, uma base ortonormal de T,M e {e A.Nefip <. < zk} a
base de A% (M) associada. Temos que

e, (e Anel ) =i, (&, A ne )

= (-1 (zez ?l)e A /\e A /\e

—k

= (=Dt A /\eb/\ A€

= —1)‘171*(( Dl el AL NeE Ne; )
*(e A /\e /\e)

onde egl A A ez é tal que e A A e A e ARRA e . ¢ a forma volume Riemanniana e j, = i.

Como ambos os lados da equagao sao COO( )- hnear em relacao a w e X, s6 ¢ necessario
mostrar a identidade para elementos de uma base de T,M e A’; (M) para todo p € M. Logo temos
o resultado. O

Sabemos que se T é um k-tensor covariante e Xy, ..., X} € XM temos que

(VXT> (Xl, 7Xk) - X (T (Xl, 7Xk)) - ZT(Xla ...,Xifl, VXXi,XZ‘Jrl, >Xk> 5

k
(EXT> (X17 7Xk) =X (T (X17 7X/€)) - ZT(Xla "'7Xi—1; [Xy Xz] 7Xi+1a "-7Xk> .



Usando que a conexao é sem torsao temos
k
(LxT) (X1, oo Xi) = (VD) (X1, o0, Xi) 4 3T (X1, o, Xit, Vi, X, X, o, Xi)

i=1

Para uma k-forma w temos

A

Mw

dw (X, ..., Xp) = ( (XOXXk))
2:0
+ Z (—].)H_]w([Xi,Xj],X07...7X2‘,...,Xj,...,Xk),
0<i<j<k
logo
k
dw <X07 Xk = Z X07 oy X1, Xy, '-'7Xk>7 (1~6‘1>
=0
ou ainda
dw=> "1 AVew, (1.6.2)

i=1
onde {e;} é um referencial local com base dual {7;}.

Usando esta identidade podemos calcular o adjunto § de d de outra forma. Seja {e;} é um
referencial local ortonormal com base dual {n;}. Temos que

dw = (=1)"™ " s dww
—(~1 nk+n+1 (Z e A Ve, % w)
Z nk+n+1 % (7716 A *Vekw)
k
— (D x4V,
k
logo
= i, Ve,w, (1.6.3)
k
ou ainda

dw (Xl,.. Xk 1 Z 63,X1,.. 7Xk—1) . (164)

Definic¢ao 1.6.7. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana e X € T' (T M), podemos pensar VX
como uma segio de End TM e assim V*X € Q' (M,End TM) é uma 1-forma com valores em
End TM. Denote por trV?X € T'(TM) a contragio de VX com respeito a g: (trV?X) =
S V?X (e;,¢e;), onde {e;} é uma base ortonormal de T,M.
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Teorema 1.6.8 (Bochner). Seja (M, g) uma variedade Riemanniana e X € I' (T M), entao
2(trV2X, X) + 2| VX|* + A X)) = 0.

Se M ¢é compacta, B é uma forma bilinear simétrica semidefinida positiva em M e X € T'(T M)
satisfaz B (X, ) = (trV2X, "), entio X ¢ paralelo e B(X,X) = 0; se B ¢ definida positiva, entdo
X € zero.

Demonstragio. A demonstracao pode ser encontrada no capitulo 4 do livro de Poor [29]. O

Defini¢ao 1.6.9. Seja (M,g) uma variedade Riemanniana e p € Q7 (M), definimos o campo
(0,7)-tensorial Ricu em M por

Ricp (v, ooy vr) = D) (R (€5,05) 1) (U1, ey Uj—1, €5, Vi1, ooy Uy )
i=1j=1
onde v; € TyM e {e;} é uma base ortonormal de T,,M.
Teorema 1.6.10 (Weitzenbock). Seja (M, g) uma variedade Riemanniana e p € Q" (M), entao
Ap = —divVu + Ricp
1 .
(A, ) = SApll” + 1V pl* + (Ricps, 1)

Se M ¢ flat, entao p, € zero, assim Ap = —divVp; logo —divVp € formalmente o Laplaciano
flat. Deve-se notar que o Laplaciano flat formal —divVp = Ap + p,, é geralmente sé um campo
(0,7)-tensorial, nao uma r-forma; por esta razao é também chamado o "Laplaciano irreqular’”.

Demonstragio. Veja o capitulo 4 de [29]. O

Definicao 1.6.11. Definimos
HP ={we QP (M) : Aw=0}.

Teorema 1.6.12 (Teorema da Decomposi¢ao de Hodge). Para cada inteiro p com 0 < p <mn, HP
tem dimensao finita, e temos a sequinte decomposi¢io em soma direta ortogonal do espago Q2P (M)
das p-formas suaves em M :

O (M) = A () & HY
=dé () @ od () @ HP
=d(w ) os () o H.
Demonstra¢io. A demonstracao pode ser encontrada no capitulo 6 do livro de Warner [30]. O]

Corolario 1.6.13. Cada classe de cohomologia de de Rham em uma variedade Riemanniana
orientada e compacta M contém um unico representante harmonico.
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1.7 Teoremas da geometria Riemanniana

Apresentamos aqui alguns teoremas importantes da geometria Riemanniana que sao utilizados
para estudar a topologia das variedades com limitagdes no tensor de Ricci ou com curvatura
Riemanniana nula. Nao apresentaremos as demonstracoes destes resultados por serem longas e
exigirem muitos pré-requisitos que nao utilizaremos.

Este primeiro teorema compara o volume das bolas de uma variedade com o de bolas de uma
forma espacial.

Teorema 1.7.1 (Desigualdade de Bishop-Gromov). Suponha que (M,g) é uma variedade Rie-
manniana n-dimensional completa com Ric > (n — 1)k e seja v (n, k,r) o volume da bola de raio
r na forma espacial S} . Entao

volB (p, )

v(n,k,r)

¢ uma funcao nao decresccente cujo limite € 1 quando r — 0.

T

Demonstra¢io. A demonstracao pode ser encontrada no capitulo 9 do livro de Petersen [28]. [

O teorema a seguir estima o diametro de uma variedade a partir de limitagoes no tensor de
Ricci. Além disso temos um corolario que informa o tamanho do grupo fundamental da variedade.

Teorema 1.7.2 (Myers). Seja (M, g) uma variedade Riemanniana completa com Ric (M, g) >
k > 0, entao

(-1

diam (M,g) < k

Demonstra¢io. A demonstracao pode ser encontrada no capitulo 9 do livro de do Carmo [4]. O

Corolario 1.7.3 (Myers). Seja (M, g) uma variedade Riemanniana completa com Ric (M, g) >
k>0, entao m (M) € finito.

Demonstragio. Se m : M — M é o recobrimento universal de M, tome g = 7"g. Entdo 7 :
(M, g) — (M, g) é um recobrimento Riemanniano, logo (M, g) ¢é completa e Ric (M, g) >k >0.
Portanto M é compacta e assim temos que m (M) é finito. ]

Este teorema aborda o caso em que a variedade nao possui curvatura de Ricci estritamente

positiva. Neste caso precisamos assumir que esta ¢ compacta para podermos garantir que o teorema
descreva sua topologia.

Teorema 1.7.4 (Cheeger-Gromoll). Seja M uma variedade compacta de curvatura de Ricci nao
negativa. Entdo mi (M) contém um subgrupo normal finito H tal que m (M) /H € um grupo finito
estendido por ZF, e o recobrimento universal M de M se separa isometricamente como M x R¥
onde M é compacta.

Demonstragio. A demonstragao deste teorema se encontra no artigo de Cheeger e Gromoll [8]. [
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O teorema a seguir descreve a geometria de uma variedade compacta com curvatura Rieman-
niana nula em todo ponto.

Teorema 1.7.5 (Bieberbach). Seja (M, g) uma variedade Riemanniana flat compacta de dimensao
n. Entao seu grupo fundamental contém um subgrupo normal abeliano livre de posto n e indice
finito. Assim, M € um quociente finito de um toro flat.

Demonstra¢io. A demonstracao deste teorema pode ser encontrada no livro de Wolf [32]. O

O teorema a seguir é muito conhecido em geometria diferencial, ele garante que o grupo de
isometrias de uma variedade compacta possui uma estrutura geométrica de grupo de Lie compacto.

Teorema 1.7.6 (Myers-Steenrod). Seja (M, g) uma variedade Riemanniana e Iso (M) seu grupo
de isometrias. Entao (Iso (M), T) com a topologia compacto-aberto possui uma estrutura diferen-
ciavel compativel com a estrutura de grupo que o torna um grupo de Lie de dimensdo finita. Ainda
mais, se M é compacta entio (Iso (M), T) é compacto.

Demonstra¢io. A demonstragio deste teorema se encontra no artigo de Myers e Steenrod [25]. [
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Capitulo 2

Geometria métrica

Neste capitulo introduziremos a distancia de Gromov-Hausdorff entre espacos métricos e a
convergéncia de Gromov-Hausdorff para espagos métricos com medida. Veremos também algu-
mas propriedades destas topologias para o subespaco das variedades riemannianas com curvatura
de Ricci limitada. Por fim apresentaremos varios resultados técnicos de geometria métrica. As
principais referéncias para este capitulo sao os livros [12] e [28].

2.1 A distancia de Hausdorff

Aqui introduzimos a distancia de Hausdorff que foi primeira maneira natural de medir distancias
de subconjuntos de espagos métricos. Veremos que além de ser intuitivamente clara, ela induz uma
métrica bem definida nos subconjuntos fechados e limitados de um espago métrico.

Definig¢ao 2.1.1. Se (X, d) € um espago métrico e A, B C X, entao definimos

d(A,B) =inf{d(a,b) |a € A,b € B}
B(Aje)={xe X |d(z,A) <e€}
= UAB(a,e)

dy (A, B) =inf{e € R* | AC B(B,e),BC B(A,¢)}

= max {sup {inf {d(a, b)}} ,iélg {Cllfelg {d (a, b)}}}

acA beB

Proposicao 2.1.2. Se (X,d) é um espago métrico denote por F (X) o conjunto dos subconjuntos
fechados, limitados e nao-vazios de X. Temos entdo:

1. A e B sao limitados = dy (A, B) € finita;
2. dy (A,B)=0 o A=B;

3. dy define uma métrica no conjunto F (X).
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Demonstracao.

1. Tome a € A,b € B e sejam 0,,0, € R* tais que A C B(a,d,) e B C B (b, ). Entdo se
r=d(a,b)ed =max{d,,0} temosque A C B(b,0+7r) C B(B,0+r)eB C B(a,0+7r)C
B(A,0+71),logo dy (A, B) < maxd + r. Assim dy (A, B) é finita.

2. Por definigdo temos que dy (A,B) = 0 & A C B(B,e) e B C B(Aje) Ve € R" &
d(a,B)=0Va€ Aed(b,A)=0Vbe B& ACBeBCAs A=B.

3. F(X)nao é vazio, pois X nao é vazio e pontos de X sao fechados e limitados. dy : X xX — R
é bem definida pois os elementos de F'(X) sao limitados. Se A, B,C € F (X) temos

e dy (A, B) > 0 pela defini¢do de dy. E do item anterior sabemos que dg (A, B) =0 & A =
B& A=B.

 Pela definigao temos que dy (A, B) =inf{e € RT | AC B(B,¢),B C B(A,¢e)} =
inf{e e R" | BC B(A,e),AC B(B,¢e)} =dy (B, A).

e dpy(a,b) = max {(Szlelg {gnf {d(a, b)}} ,ilelg {61Lr€1£1 {d(a, b)}}}

inf {d(a,0) +d(c b)}} sup {igg{d(a, ¢) +d(c, b)}}}
g 0.0+ jof (a0} sup {int (00 + i a0}

sup{ i

acA \¢ ceC ceC beB
< max { sup < inf {d (a, c)}},sup{inf {d(a,c)}}}

acA ceC (a€A

+ max

{
L
{igate.0} +sup {pate.o} sop f ata o} +p {ngacen
Lt
U

inf {d (c, b)}} ,Sup {cigg{d(c, b)}}}
=dp (a,c) +dg (c,b).

Veremos agora como esta métrica em F' (X) herda algumas propriedades de X.
Proposigao 2.1.3. Se (X,d) é um espago métrico entdio:

1. X completo = F(X) completo;

2. X totalmente limitado = F(X) totalmente limitado;

3. Se X ¢é compacto, entio F(X) € compacto.
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Demonstracao.

1. Se (A4;) é sequéncia de Cauchy em F' (X)), e seja A o conjunto dos pontos limites de sequéncias
(a;) com a; € A;. Como (A;) é Cauchy, para cada € > 0 e n € N existe N(¢,n) tal que
du(Ax, A1) < 3¢ para k,I > N(e,n) , podemos assumir sem perda de generalidade que
N(e,n) < N(e,m) se n < m. Entao dado ay € Ay com k > N(1,n) existe a; € A; tal que
d(ay,a;) < 2% para todo | > k. Mostraremos primeiro que A € F(X), ou seja, A é ndo vazio,
limitado e fechado, e depois mostraremos que A; — A.

e Defina uma sequéncia (a;) com a; € A; do seguinte modo, tome quaisquer pontos a; € A;
para i < N(1,1). Para N(1,1) < i < N(1,2) tome a; € A; tal que d(a;, ana,1y) < %
Indutivamente, se a; ja estd definido para i < N(1,m), tome a; € A; para N(1,m) < i <
N(1,m + 1) tal que d(a;,an(i,m)) < 3=- Entdo temos uma sequéncia (a;) que é de Cauchy
e, por X ser completo, é convergente. Assim podemos construir uma sequéncia cujo ponto

limite estd em A, logo A nao é vazio.

« Para i > Ny temos d(A;, An(1,0)) < 1, entdo A; C B(An(,0),1) para todo ¢ > N(1,0). Logo
A C B(An@,0),1) e como 0 Ay, € limitados, temos que A ¢ limitado.

+ Se (a;) é uma sequéncia em A convergente, passando para uma subsequéncia se necessario
podemos supor que d(ay,, a,,) < % para n,m > N. Seja (aj) — a; tal que aj € A; e tome a

Sequénpia (a}(;) onde f(j) > f(j — 1), entdo como (a};)) é Cauchy e X é completo, temos

)
que (a};)) ¢ convergente. Logo (a;) converge para um ponto de A e portanto A ¢ fechado.

« Dado € > 0 existe N(e, 1) tal que d(A,, Ap) < § se n,m > N(e, 1), entdo A, C B(An, )

para n > m > N(e 1). Logo A C B(An, §5) C B(Ap,€).

Dado € > 0 e a;, € Ay, com k > N(e,2), defina uma sequéncia (s,) com s, € A, de maneira
analoga ao que foi feito anteriormente, tal que s, = a; e para N(e,p) <n,m < N(e,p+ 1)
e p > 2 temos d(sp,sm) < 37. Entdo para n > k temos d(ag, s,) < d(ag, Sn(es)) + ... +
d(5N(e,q)s 5n) < 5z + .. + 37 < 5, onde ¢ ¢ o maior inteiro tal que N(e,q) < n. Logo todo

ponto de Ay estd a uma distancia menor que € de A e assim A, C B(A,¢).
Portanto dado € > 0 tomando i > N(e, 2) temos d(A;, A) < ¢, entdo A; — A.

2. Dado € > 0, tome B(zy,¢€),..., B(x,,€) uma cobertura finita de e-bolas de X. Seja A =
P{x1,....,xp} — 0, se B € F(X) tome C = {z; | B(x;,e) N B # 0 }. Entdo como B # )
e os B(x;,€) cobrem X, temos que C' € A e dy(B,C) < e. Portanto o conjunto das bolas
B(Cy, €) cobrem F(X).

3. E consequéncia imediata de (1) e (2) pelo teorema de Heine-Borel.
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2.2 A distancia de Gromov-Hausdorff

Utilizando a distancia de Hausdorff definiremos uma distancia entre espagos métricos compac-
tos. A partir disto veremos que ela da ao conjunto de classes de isometrias de espacos compactos
uma estrutura de espago métrico.

s,

Definicao 2.2.1. Se X e Y sdo espagos métricos, entao uma métrica admissivel em XY €
uma métrica que estende as métricas de X e Y para XY . Assim definimos a distancia de
Gromov-Hausdorff como:

de—n(X,Y) =inf{dy(X,Y) | d é métrica admissivel em X [JY }
Exemplo 2.2.2. SeY € o espago de um ponto, entdio:
de-n(X,Y) < inf {sup{d(z,y)}}
yeY “zex
=rad X
Exemplo 2.2.3. Definindo d(z,y) = D/2, onde diamX, diamY < D ex € X, y € Y temos que
de-n(X,Y) < D/2
Denotaremos a cole¢ao dos espagos métricos compactos por (M, dg_g).

Proposicao 2.2.4. Se X e Y sdo espagos métricos compactos com dg_py(X,Y) = 0, entdo X e
Y sao isométricos.

Demonstragio. Seja d; uma sequéncia de métricas em X [[Y tal que d;z(X,Y) < i~!. Tomando
r € X podemos escolher y € Y que satisfaz d;(x,y) < i7! e definir P, (r) = y. Analogamente
podemos fazer isso a mesma coisa a partir de y € Y. Dessa maneira podemos construir mapas
(nao necessariamente continuos)

P, : X =Y, com d;(z, Pi(x))
Qi:Y = X, com di(y, Qi(y))

Pela desigualdade triangular e pelo fato de d; ser admissivel temos
d(Py(z1), Py(x2)) < 207" + d(21, 22)

d(Qi(y1), Qiy2)) < 20" + d(y1, )
d(z,Q; 0 Py(x)) < 2

d(y, Pio Qi(y)) < 2i™"

Seja A C X um subconjunto denso e contavel. Para a; € A existe subsequéncia P, de P; tal
que Pj; (a1) é convergente, indutivamente temos que para a; existe subsequéncia P;; de P;;_; tal
que P;; (a;) é convergente. Tomando a subsequéncia P; tal que seu j-ésimo termo é o j-ésimo termo
da subsequéncia P;; temos que P (a) converge para todo a € A e definimos P (a) este limite.

Da primeira desigualdade temos que P decresce distdncia em A. Logo P ¢ uniformemente
continua e portanto tem uma extensao tnica para um mapa P : X — Y, que também decresce
distdncia. Da mesma maneira temos um mapa @ : Y — X, e das duas tltimas desigualdades
temos que P e () sao inversas uma da outra, logo P e () sao isometrias. O

<it
<i!

39



Exemplo 2.2.5. Seja X um espaco métrico compacto e A C X wm subconjunto finito tal que
todo pomto de X estd a uma distincia € de algum elemento de A, ou seja, dy (A, X) < €. Tais
conjuntos sio chamados de e-densos em X. E claro que se usarmos a métrica em A induzida por
X temos também dg_pg (A, X) < €. Além disso como X é compacto dado qualquer e > 0 podemos
encontrar tais subconjuntos finitos.

O conjunto das classes de isometria de espacos métricos compactos M munido com a distancia
de Gromov-Hausdorff torna-se um espago métrico. A proposicdo seguinte nos mostra algumas
propriedades que este espago métrico possui.

Proposicao 2.2.6. O espago métrico (M, dg_p) € separdvel e completo.

Demonstracio. Para ver que é separavel tomamos a colecdo dos espagos métricos finitos com
distancia racional entre todos seus pontos. Entao essa colecao é contavel e densa como visto no
exemplo anterior.

Para ver que é completo basta mostrar que toda sequéncia (X,,) de Cauchy possui uma sub-
sequéncia convergente. Seja (X;) subsequéncia tal que dg_g (X, Xiy1) < 27 para todo i e tome
d; ;41 uma métrica em X; [ X, tal que a distancia de Hausdorff de X; e X, seja menor que 271,
Defina a seguinte métrica em X; [ X,

-1
diitvj (25, 2i1;) = min {Z itk itht1 (Titk, $i+k+1)}

Tirh€Xitk | 1250
Temos assim uma métrica d em Y = [[; X; tal que dp (X;, Xiyj) <277 Seja
X = {(x;) | z; € Xi,cz(xi,xj) — O parai,j — oo}

Este conjunto tem uma pseudo-métrica dada por

~

A((x). () = lim d (2 )
Como as sequéncias (z;) sao de Cauchy, temos uma métrica no quociente X, dado pela relacao de
equivaléncia

(x;) ~ (y;) seesomentesed((x;),(y;)) =0

Assim podemos estender a métrica em Y para uma em X [[Y definindo

d(zk, (z;)) = lim J(mk,xz)

1— 00

Como dy (X, X;+1) < 277, podemos encontrar uma sequéncia (z;;) € X tal que z;; = x; €
d (i, 2i541) <279, Logo d (x, (24,)) < 27+ e assim para todo X; temos X € B (X;,27+!). Por
outro lado para qualquer (z;) € X temos uma sequéncia equivalente (y;) € X tal que d (y, (y;)) <
27F*+1 para todo k. Logo Xj € B (X,2%1), assim dy (X, X;) < 27! para todo i e portanto

X, = X. [l
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2.3 A convergéncia pontuada e a convergéncia de mapas

Veremos nesta se¢ao como podemos generalizar a nogao de convergéncia entre espagos métri-
cos quando estes nao sao mais compactos. Em seguida definiremos a convergéncia de mapas e
mostraremos um resultado do tipo Arzela-Ascoli.

Defini¢ao 2.3.1. Se (X,x) e (Y,y) sao espagos pontuados, definimos a distancia de Gromov-
Hausdorff pontuada como

de—n((X,z),(Y,y)) = inf{dy(X,Y) + d(z,y) | d é admissivel em X ]V }
Os resultados que foram mostrados anteriormente ainda valem para esta nova distancia.
Defini¢ao 2.3.2. Definimos a topologia de Gromov-Hausdorff na colegio dos espacos métricos
pontuados préprios (a fungdo distincia é propria) M, = {(X,x,d)} como:

Dizemos que

(Xia Ty, dl) — (X’ z, d)

na topologia de Gromov-Hausdorff pontuada se para todo R, as bolas fechadas
(m, xi,di> — (m,x,d)
convergem com respeito a métrica de Gromov-Hausdorff pontuada.
Definicao 2.3.3. Se tivermos
fo: Xy = Yocom Xy - X Y, =Y

Dizemos que fr converge para f: X — Y se para toda sequéncia xy € Xy convergindo para x € X
tivermos fr(zr) — f(z).

Segue desta defini¢do que se as funcoes fj preservam distancia ou sao submetrias, entao o limite
desta sequéncia preserva essas propriedades respectivamente.
Podemos ver uma sequéncia de mapas fr como um mapa continuo

F (HXZ) Syl (HK)
Assim a sequéncia converge se e somente se este mapa possui uma extensao
F:X]] (]_[XZ) - Y] <HY;-)

e neste caso o mapa limite é a restricdo de F' a X. Assim, uma sequéncia é convergente se e
somente se o mapa [’ é uniformemente continuo.

41



Definicao 2.3.4. Uma sequéncia de funcoes € dita equicontinua se para todo € > 0 existe 6 > 0
tal que

Ju (B (x,0)) C B (fi (x1) ,€)
para todo k e xp € Xj.

Uma sequéncia é equicontinua se, por exemplo, todas as fungoes sao Lipschitz com mesma
constante de Lipschitz.

Lema 2.3.5. Uma familia equicontinua fr @ X — Y, com X — X e Yy — Y na topolo-
gia de Gromov-Hausdorff (pontuada) tem uma subsequéncia convergente. Se os espagos nao sao
compactos, nos assumimos que os fr preservam o ponto base.

Demonstragio. Escolha subconjuntos densos e contéveis A; = {a},a}, aj, ...} C X; tal que as

;) — a; € X. Entao A = {a;} C X ¢é denso e usando um argumento de diagonal

podemos encontrar uma subsequéncia de fungoes ﬁ que convergem sobre A;. Logo existe F' :
ATI(IL A)) — Y II(IL, Y7) e usando a desigualdade triangular com a equicontinuidade temos que
F' é uniformemente continua, portanto f; é convergente. n

sequéncias (a

2.4 Compacidade de Classes de Espacos Métricos

Apresentaremos nesta secao resultados de finitude topologica para classes de variedades rie-
mannianas.

Definicao 2.4.1. Se X é um espago métrico compacto definimos a capacidade e a cobertura de X
como

Capy (€) = maximo do nimero de %—bolas disjuntas em X;
Cobx (€) = minimo do nimero de e—bolas que cobrem X.

Veja que C'ob (¢) < Cap (¢€) pois se B (xz-, %) sao bolas disjuntas e B (z;, €) ndo cobrem X, entao

B (x, g), onde z € X —UB (x;,€), é disjunta das bolas B (xi, %) Logo as B (xi, g) nao podem ser
maximais.
Observe que se dois espagos compactos X e Y satisfazem dg_g(X,Y) < 4, entdo pela desigual-
dade triangular:
Cobx (e +20) < Coby (€) e Capx (€) > Capy (€ + 20)

Proposicao 2.4.2. Para uma classe C C (M, dg_p) temos as sequintes equivaléncias:
1. C é precompacto, ou seja, toda sequéncia em C tem uma subsequéncia convergente em (M, dg_g).
2. Existe uma fung¢io Ny : (0,a) — (0,00) tal que Capx (€) < Nj (€) para todo X € C.

3. Eziste uma fung¢io Ny : (0,a) — (0,00) tal que Cobx (€) < Ny (€) para todo X € C.
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Demonstragio. (1) = (2) : Como C é precompacto, para todo € > 0 existem X, ..., Xy € C tais
que dg—p (X, X;) < § para todo X € C e algum 7 € {1,...,k}. Assim temos

Capx (€) < Capx, (;) < max {C’apXi (;)}

Logo temos um limitante para Capy (€) para cada e > 0.
(2) = (3) : Basta tomar Ny = N;.

(3) = (1) : E suficiente mostrar que C é totalmente limitado. Como Cobx (%) < N, (%), temos

2
métrica induzida temos que esses subconjuntos finitos sdo espagos métricos finitos.
Além disso como diam X < 20 - Coby (0) para qualquer §, os espagos métricos finitos nao

que todo X € C estda £ préximo de um subconjunto finito com no maximo Ny (g) Usando a

possuem nenhuma distancia maior que € - Ny (;) A métrica nesses espacos finitos entdo sao

matrizes (d;;),1 <14,j < Ny (%), onde d;; € [0, € Ny (g)]

Logo existe um nimero finito X, ..., X de espacos cujas matrizes estao § préximas para qual-
quer matriz dos espagos métricos finitos. Portanto todos espacos de C estao 5 proximos de algum
dos espacos X7, ..., Xi, assim C é totalmente limitado. O

Corolario 2.4.3. Uma colecao C C M, é precompacta se e somente se para cada R > 0 a cole¢ao
{B((L’,R) | B(ZL’,R) - (pr) S C} - (M’dG—H)
¢ precompacta.

Corolario 2.4.4. Para qualquer inteiron > 2, k € R, e D > 0 temos que as sequintes classes sao
precompactas:

1. A cole¢ao das n-variedades Riemannianas fechadas com Ric > (n— 1)k e didgmetro menor
ou iqual a D.

2. A cole¢ao das n-variedades Riemannianas completas com Ric > (n — 1) k.

Demonstragio. Basta mostrar (2) pois (1) é um caso particular. Dado R > 0, temos que mos-
trar que nao h& muitas bolas disjuntas dentro de B (x, R) C M. Para ver isso, suponha que
B (z1,€),..., B(x,€¢) C B(z, R) sao disjuntos. Se B (x;,€) é a bola com menor volume, temos

vol (B (z, R))
= Yol (B (21,6))

vol (B (z;,2R))
vol (B (x;,€))

v (n,k,2R)
v(n,k,e)

< <

onde a ultima desigualdade é consequéncia da desigualdade de Bishop-Gromov 1.7.1. Isto nos da

o limitante desejado. []

Lema 2.4.5. Seja C (N (€)) a colecao dos espagos métricos tal que Cobx (e) < N (e). Se N é
S c

continua, entao C (N (€)) é compacto.
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Demonstragio. Ja se sabe qu

e C(N (e)) é precompacto, assim basta mostrar que se X; — X e
Cobx, (€) < N (¢€) entao Cobx (e)

< N (¢). Como temos
CObX (6) < C'OZ)XZ (6 — szfH (X, Xz)) < N (6 — QdeH (X, Xz))

e N(e—2dg_p (X, X;)) = N (€) se i — 00, segue o resultado. O

2.5 Teoremas da geometria métrica

Nesta se¢ao introduziremos varios teoremas da geometria métrica que utilizaremos adiante, para
isto precisaremos introduzir alguns conceitos novos como a convergéncia de Gromov-Haussdorff
com medida e a distancia de Lipschitz entre dois espagos métricos. Nao apresentaremos as de-
monstracoes desses teoremas por serem muito grandes, mas citaremos onde as demonstragoes
destes podem ser encontradas.

Denote por M (n, A, I, D) o conjunto das classes de isometria de variedades riemannianas n-
dimensionais compactas cujo valor absoluto da curvatura seccional é limitado por A%, raio de
injetividade limitado inferiormente por I e didmetro limitado superiormente por D. O seguinte
teorema mostra que esta classe possui uma propriedade semelhante a compacidade na topologia
de Gromo-Hausdorff mensurada.

Teorema 2.5.1. Dada uma sequéncia {(M;,g;)}.oy em M (n,A, I, D), existe uma subsequéncia

{(Mir, g) oy de {(M;, g;)}i2,, wma variedade suave My, e CH*-difeomorfismos @y : My — My
(0 < a < 1) tal que o pushforward ®;.g; da métrica g, converge a uma métrica g., de classe C*
na topologia C** (0 < o/ < a).

Demonstragio. A demonstracao se encontra no artigo de Kasue [23]. ]

Tratamos até agora da convergéncia de Gromov-Hausdorff para o caso de espacos métricos, mas
como consideraremos variedades riemannianas como espagos metricos com medida, introduziremos
uma topologia que detecta também a medida do espago métrico.

Definicao 2.5.2. Seja M a classe dos espacos métricos compactos e seja MM a classe dos pares
(M, 1), onde M € um espago métrico compacto e p uma medida de probabilidade.

Se A é um conjunto dirigido e (Xq, fta) e, wma rede de elementos de MM. Dizemos que
(Xa, fta) converge a um elemento (X, ) de MM com respeito a topologia de Gromov-Hausdorff
mensurada, ou simplesmente topologia G-H mensurada, e escrevemos limge 4 (Xa, pa) = (X, 1) se
existem mapas Borel mensurdveis 1, : X, — X e numeros positivos €, tal que

1. limgeq€q =0,
2. A ey-vizinhanga de vV, (X,) € igual a X,
3. Para cada p,q € Xo, temos |d (¢a (), Ya (9)) — d(p, q)] < €a,

4. Para cada fungao continua f em X temos limyeq [ f o Yodus = [ fdpu.
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Com esta topologia MM é um espaco metrizavel, separavel e completo. Ainda mais, podemos
definir a convergéncia pontuada para espacos pontuados e a convergéncia de mapas assumindo que
estes sejam Borel mensuraveis.

Denote por M (n, D) o conjunto das classes de isometria de variedades riemannianas n-dimensionais
compactas com diametro limitado por D e cujo valor absoluto da curvatura seccional é limitado
por 1. Denotaremos o fecho deste conjunto na topologia de Gromov-Hausdorff por CM (n, D).
Denote também por PM,, o conjunto das variedades riemannianas pontuadas (M, p) de M (n, D)

e seu fecho na topologia de Gromov-Hausdorff pontuada por CPM,,. Denotamos por M (n, D, I)
os elementos de M (n, D) com raio de injetividade maior que I.
Seja

Int (M (n,D)) = | JCM (n,D,I),
150 (2.5.1)
OM (n,D) =CM (n,D) — Int (M (n,D)).

Int (PM,,) e 9PM,, sdo definidos similarmente.
Gromov, em [21], provou que os elementos de Int (PM,,) sdo variedades. Em geral, elementos
de OPM,, possuem singularidades.

Definicao 2.5.3. Dizemos que elementos (X,po) e X de CPM, e CM (n,00) sdo suaves se
satisfazem o sequinte:

Para cada ponto p € X, existe uma vizinhanga U de p em X, um grupo de Lie compacto G, e
uma representacdo fiel de G, no grupo ortogonal, O (n), tal que a componente da identidade de G,
¢ isomorfa a um toro e que U € homeomorfa a V/G, para alguma vizinhanga V' de 0 em R™. Ainda
mais, deve existir uma métrica Riemanniana suave Gp-invariante g em V' tal que U é isométrico
a (V/G,,g), onde g é a métrica quociente.

Definigao 2.5.4. A distancia Lipschitz entre dois espagos métricos X,Y € definida por
s . . -1
dr (X,Y) —H}flog (max{dll(f),dll (f )})

onde

) sup B @7 )

x,yEX dX ('x? y)

e o infimo varia sobre todos os homeomorfismos bi-Lipschitz entre X e Y.

Usando a topologia da distancia de Lipschitz temos o seguinte teorema que nos diz se ha muitos
elementos suaves em CPM,,.

Teorema 2.5.5. Elementos suaves sao densos em CPM,, com respeito a distancia Lipschitz pon-
tual. Em particular, todo elemento de CPM,, é homeomorfo a um suave.

O proximo teorema caracteriza os elementos de CPM,,.

Teorema 2.5.6. Seja X € CPM,,. Entao eziste uma variedade Riemanniana M em que O (n)
age como isometrias tal que
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1. X éisométrico a M /O (n). (Seja P: M — X a projegio.)

2. Para cada ponto p € X o grupo {g € O (n)|g(p) = p} € isomorfo a G, onde G, é como na
defini¢cdo anterior.

Ainda mais, se a agao de O (n) na variedade M tem um unico tipo de drbita, entdo X tem a
estrutura de uma variedade suave com métrica riemanniana CH®-reqular.

Demonstracdo. As demonstragdes de ambos teoremas podem ser encontradas no artigo de Fukaya
[16]. O

Seja N um grupo de Lie nilpotente, isto é, a série central decrescente da sua algebra de Lie
Ok+1 = [0, 0k se anula. Existe entdo uma conexao V.., de TN que é invariante por agoes de N
tanto a esquerda quanto a direita. Seja I' um subgrupo discreto de N, logo V., induz uma conexao
em N/I" que denotamos pelo mesmo simbolo. Seja A um subgrupo finito de Aut (N/T", Vap), entéo
chamamos (N/T") /A uma variedade infranil.

Ao estudar o colapso de variedades Riemannianas que convergem na topologia de Gromov-
Hausdorff temos o seguinte teorema.

Teorema 2.5.7 (Fukaya). Suponha que M; é uma sequéncia de variedades com Diam (M;) < D
e [Secys,| < 1 que converge para uma variedade suave B. Entdo, para i grande, existe um fibrado
m; » M; — B com as sequintes propriedades:

1. A fibra € difeomorfa a uma variedade infranil F.

2. O grupo estrutural é o grupo de transformagoes afins Aff (F,V an).

3. m; € uma submersdao quase Riemanniana, isto €, se V € T,M; é perpendicular as fibras temos

l— < ———F—< <1l+g¢,
7T-'?gN (V7 V)
onde €; — 0.
Demonstragio. A demonstracao pode ser encontrada nos artigos de Fukaya [17] e [18]. O

Em seguida temos um teorema que garante a existéncia de métricas préximas a uma métrica in-
nicial. Além de estarem proximas, estas novas métricas possuem conexoes de Levi-Civita proximas
e limitacoes nas derivadas de suas curvaturas.

Teorema 2.5.8 (Abresch). No conjunto das variedades Riemannianas n-dimensionais completas
com |K| < 1, existe para todo € > 0 um operador suavizante, g — S (g) = g, tal que

1. e7‘g < g < €y,

2, \v-ﬂge,
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Onde A; (n,€) é uma constante que depende somente de i, n e €.

Demonstra¢io. A demonstragdo do teorema se encontra em [1]. O

Recorde que o raio de conjugacdo de uma variedade riemanniana M ¢é o maior raio r que
uma bola no espago tangente T,M de cada ponto p € M pode ter tal que o mapa exponencial
possua posto maximo nesta bola. Denotamos por M (n,ry) as classes de isometria de variedades
riemannianas n-dimensionais compactas cujo valor absoluto da curvatura de Ricci é limitado por
1 e com raio de conjugacao maior que 7.

Temos o seguinte resultado de aproximagao de métricas para variedades nesta classe.

Teorema 2.5.9. Existe T (n,ro) > 0 e C(n,ro) > 0 tal que para qualquer variedade (M, gy) €
M (n,ro), o fluro de Ricci
dg

a; = —2Ric(9), 9(0) = g0 (2.5.2)

tem uma solugdo suave dnica g (t) para 0 <t < T (n,ry) satisfazendo

g (t) — gol < 4t,
2o @), < O )¢ 253
Ric (g ()|, < 2.

Demonstracio. A demonstracao deste teorema pode ser encontrada no artigo de Dai, Wei e Ye
[10]. ]

Observe que embora nao podemos esperar que a curvatura de Ricci de g (t) esteja unifor-
memente proxima de gg, usando a segunda equagdo pode-se mostrar que os limites superiores e
inferiores estao arbitrariamente proximos do original quando ¢ tende a 0. Ou seja, se assumirmos
que C; < Ric (go) < Cs, entdo obtemos uma métrica g (t) satisfazendo C; — Ct*/2 < Ric (go) <
Co + Ct'/2, onde C' é uma constante uniforme. Em particular, métricas curvadas negativamente
(ou positivamente) ainda sdo negativamente (ou positivamente) curvadas depois da suavizagao.

A seguir apresentamos alguns teoremas de comparacao da geometria riemanniana que serao
usados nas préximas secoes.

O teorema a seguir nos diz que o volume das bolas converge quando a sequéncia converge na
topologia de Gromov-Hausdorff.

Teorema 2.5.10. Seja {(M]',p;)};o, uma sequéncia de variedades riemannianas completas com
Ric > (n — 1) C que converge na topologia de Gromov-Hausdorff pontuada a uma variedade rie-
manniana suave (M",p), entao para todo r > 0 temos

lim Vol (B (p;,r)) = Vol (B (p, 1))

1— 00

Demonstra¢io. A demonstracao pode ser encontrada no artigo de Colding [9]. O
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Os proximos resultados nos permitem estimar quantidades geométricas, como comprimento de
geodésica fechada e raio de injetividade, a partir de cotas no didmetro, volume e curatura seccional.

Teorema 2.5.11. Dados D,V > 0 e K eziste uma constante ¢ (n, D,V K) > 0 tal que se M é
uma variedade riemanniana n-dimensional com Diam (M) < D, Vol (M) >V e Secy; > K, entao
toda geodésica fechada em M tem comprimento maior que ¢ (n,D,V, K).

Demonstra¢io. A demonstragio se encontra no artigo de Cheeger [6]. O

Corolario 2.5.12. Dados K, D,V > 0 eziste uma constante C (n, D,V, K) tal que se M é uma
variedade riemanniana n-dimensional com Diam (M) < D, Vol (M) > V e |Secy| < K, entdo o
raio de injetividade de M satisfaz i (M) > C (n, D, V, K).

Demonstra¢io. A demonstracao se encontra no artigo [6]. O]
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Capitulo 3

Propriedades de variedades com tensor
de Bakry-Emery-Ricci limitado

Comecaremos este capitulo abordando as propriedades geométricas e topolédgicas de variedades
riemannianas com limitagoes no tensor de Bakry-Emery-Ricci, assim como é feito em [24]. Em
seguida apresentaremos um resultado de Yang ([34]) sobre o crescimento do grupo fundamental
de variedades com tensor de Bakry-Emery-Ricci ndo negativo. Entdo, veremos um resultado de
compacidade de variedades completas obtido por Lopéz e Rio em [15]. Por fim, demonstraremos
um resultado de Wylie ([33]) que generaliza parte do teorema de Myers para limitagoes no tensor
de Bakry-Emery-Ricci generalizado.

3.1 Consequéncias topolégicas e geométricas para varieda-
des compactas

Sejam (M, g) uma variedade Riemanniana n-dimensional conexa e ¢ € C'* (M) uma fungao
positiva. Se denotarmos a densidade Riemanniana em (M, g) por dvolys temos que (M, ¢ dvoly) é
um espago de medida métrica suave. Temos associado a (M, ¢ dvoly,) uma generaliza¢ao do tensor
de Ricci, chamado tensor de Bakry-Emery-Ricei, que é definido da seguinte maneira

Ricg = Ric — Hess (In¢) .

Como iremos estudar limitacoes neste tensor, é conveniente introduzir um outro tensor, que
chamaremos de tensor de ¢-Bakry-Emery-Ricci, que definimos para ¢ € (0, 00) como

1
Ric} = Ricy’ — 6dln¢®dln¢

_ gy, _ Hess(Ing) <_1>d¢ dé
= Ric 5 + |1 . ¢®¢



Este primeiro resultado nos informa sobre o grupo fundamental de espacos de medida métrica
suave compactos com tensor de g-Bakry-Emery-Ricci ndao negativo e generaliza um resultado de
Myers para o caso do tensor de Bakry-Emery-Ricci positivo.

Teorema 3.1.1. Seja (M, g,®) um espago de medida métrica suave com M uma variedade n
dimensional conexa e fechada. Se Ricy > r para ¢ € (0,00) e r > 0, entdo m (M) tem um
subgrupo abeliano livre, de indice finito e com ordem no mdzimo n. Ainda mais, se Ricg’ > 1 e
r >0 entao m (M) é finito.

Demonstragdo. Primeiro observe que se RiCZo > r para r > 0 entao como M ¢é fechada, Ricgﬁ é
continua em T'M e Ric} (X, X) < Ricf (X, X) para p > ¢ € (0,00], temos que Ric} > 0 para
algum ¢ € (0, 00) suficientemente grande. Aumentando g se necessario, nés assumimos sem perda
de generalidade que ¢ é um inteiro maior que um. Assim é suficiente considerar o caso quando
Ricg > r para algum inteiro ¢ maior que um.

Dado ¢ € N, seja M; = M x4 S? o produto torcido pela funcao f; = gb%/z Seja my : M; — M
a projecao. Seja X um campo horizontal em M; e seja U um campo vertical em M;. Pelo corolario
1.4.8 temos,

Ricy, (X, X) = 7, (RiCM — 2 Hess (¢é)> (X, X),

g

Ric,,;, (X,U) =0,

| . . (ag Vo
Ricy, (U,U) = mg,Ricg, (U, U) — gur, (U, U) - iy ¢1 +(¢—1) ¢2

Logo se T' é um campo em M; e HT', VT sao suas componentes horizontal e vertical, temos

Ricy, (T,T) = Ricy,, (HT,HT) + Ricy, (VT,VT)

1

= Ty (RicM - %Hess (¢Q>> (HT,HT)

QSq
1 12
. NN v
+ mg Ricge VT, VT) — g, VT, VT) - 13y | —— + (¢ — 1) o
> rygyu (HT, HT)
1,2
o o vor
+ 75,90 VT, VT) — gy, VT, VT) - w3y T +(¢—1) ¢2
2 1 ‘ngl 2
. Aot !
=rgm; (HT,HT) + 7y <21> - ;ﬁ +(¢—1) p ~gu; VT, VT)
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1 Vo1
Como M; é compacta temos que A(:lq +(@-1) ’ r e qﬁé sao limitados, logo para ¢ sufici-
q q
112
S\ 2 1 )Vqﬁ
entemente grande temos ((;}1) — A(;%q +(¢g—1) — > r. Entao Ricg) > r implica que
o1

Ric™: > r parar > 0.

Pelo teorema de Cheeger-Gromoll 1.7.4, existe um & > 0 tal que m (M) = m (M x S9) =
7 (M;) tem um subgrupo abeliano livre, com indice finito de ordem k e o recobrimento universal
M x S tem uma separacdo isométrica como R* XNY"J“’*’“, onde Y é fechado e simplesmente
conexo. Considerando os grupos de cohomologia de M x S7 = RF x Y"+4=F ¢ utilizando a féormula
de Kiinneth para a cohomologia do produto temos

q—l—maX{j:Hj (M;Z) #O}:max{j:

I~

H' (M;Z) ® H'™ (8% Z) # 0}
l

:max{j  HY (M X Sq;Z) + 0}
= max {j L | (Rk X Y”*H;Z) # o}

P~

— max {j : } H' (R%2) @ HI™ (Yr+7k 7,) o}
l

I
o

= max {j . HY (Y”+q_k;Z) #* O}
=n+q—=k

Onde a ultima igualdade é consequéncia de Y ser fechada. Entao
k:n—max{j:Hj <Z\7;Z) %O} <n,
0 que prova a primeira parte do teorema.

Para a segunda parte do teorema vemos que se r ¢ positivo temos pelo corolario do teorema de
Myers 1.7.3 que 7y (M) = m (M x S7) = 7y (M;) é finito. O

Dado um espaco de medida métrica suave (M, g, $) temos associado o espago vetorial com
produto interno (2* (M), (-,-)) tal que

(. 8)) = [ (0,8) ¢ dvolay.

onde (-,-) é a métrica de A* (M) induzida por g.
Como d : Q* (M) — Q* (M) é um operador linear temos associado o operador adjunto § em
relagdo a ((-,-)).
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Assim se a € Q1 (M) e B € QF (M) temos que

{{da, 6)) = | (da, ¢ B)dvoly
<Oé7 0 (¢ A 6)> dvoly

<a, (=)™ s dx (o A 6)> dvoly,

|

Usando o lema 1.6.6 temos

/M < < ZiveB+ (w) > dvoly,

n dvol
M —iv] ¢)5> VOlpr

<< ( Zv1n¢) 5>>

Portanto temos que ~
0=20— iV1n¢-

Tome A = df +6d e A = dd + dd. Entdo

A=A— diving — ivingd = A — Lyme.

(a, (=1)"™ " s (dp A B+ & Ad (xB))) dvoly.

(3.1.1)

(3.1.2)

A identidade de Weitzenbock 1.6.10 diz que se w é uma 1-forma entao vale a seguinte igualdade

de fungoes em M:
1 1 .
56(1 (wy,w) = aA (w,w) = (w, Aw) — (Vw, Vw) — (w, Ricw) .

onde Ricw = Ric (wﬁ, ) Por outro lado,

1. 1
—lymed (W, w) = §£Vln¢> (w, w)

2
= ;V1n¢<wﬁ,wﬁ>

= <(Vv1n¢w)ti ’wﬂ>
= <vVln¢>w7 w>

Temos também que
Lymew (X)=Vno(w (X)) —w(LymeX)
)

:Vv1n¢( (X —w(Vv1n¢X—VXV1n¢)
= Vmww (X) +w (valn(b) .
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Entao

;iwwd (w,0) = (@, Lomaw) — (w0, Hess (In ) w) (3.1.4)

onde Hess (In ¢) w = Hess (In ¢) <wﬁ, >
Subtraindo (3.1.4) de (3.1.3) e usando as equagoes (3.1.1), (3.1.2) temos

;Sd (w,w) = A {w,w) = <w, Aw> — (Vw,Vw) — <w, Ricfw> : (3.1.5)

onde Ricjw = Ric] (wﬁ, ) para g € (0, 00].
Multiplicando (3.1.5) por ¢ e integrando sobre M, obtemos

0= {{w, Bw)) ~ (Yo, V) — {{w, Ricw))

ou

({dw, dw)) + ( (0w, 0w)) — ((Vw, Vw)) = ((w, RicFw)). (3.1.6)

Usando esta equagao obtemos o seguinte teorema o qual mostra que quando o tensor de Bakry-
Emery-Ricci é nao negativo, a cohomologia da variedade M pode ser obtida conhecendo somente
o espago das 1-formas paralelas em (M, g) que se anulam aplicadas em V.

Teorema 3.1.2. Seja (M, g, ¢) um espago de medida métrica suave tal que M é conexa, fechada
e Ricy” > 0. Entao H' (M;R) ¢é isomorfo ao espaco linear das 1-formas paralelas em M que
aplicadas ao campo V¢ se anulam identicamente. Logo by (M) < n, valendo a igualdade se e
somente se M é um toro flat e ¢ é constante.

Demonstragcao. Podemos aplicar teoria eliptica usual ao complexo de de Rham, com produto in-
terno ((,-)), para obter um isomorfismo

H* (M;R) = {w € Q" (M) : dw = dw = 0}.

Se Ricg’ > 0 e uma 1-forma w satisfaz dw = dw = 0, entdo (3.1.6) implica que Vw = 0. Logo
pela equacao (1.6.4) temos dw = 0. Como dw = 0, a equacio (3.1.1) implica que w (V¢) = 0.

Reciprocamente, se w (V¢) = 0 entao iy,gsw = 0. Como Vw = 0 temos pelas equagoes (1.6.1)
e (1.6.4) quedw =0¢e dw = 0. Isto prova o isomorfismo do teorema.

Se by (M) = n entao ha n 1-formas paralelas linearmente independentes em M que aniquilam
V¢. Tomando os campos duais a estas formas temos n campos linearmente independentes parale-
los. Logo ao calcular a curvatura temos que esta é nula, e portanto M é uma variedade flat. Segue
do teorema de Bieberbach 1.7.5 que M ¢é um quociente finito de um toro flat. Como as formas
paralelas em M aniquilam V¢, ¢ deve ser constante. Isto prova o teorema. O

Sep € M e {e;} é o referencial local com dual {n;} dado pelas coordenadas normais, temos em
p que
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(Vw, Vw) Viwln; @n5, Y Viw'ne @ m>

Z k,l
()

(dw, dw) = <Z M N\ Ve,w, Z nj A Vejw>
l J

= Z (V wj iji>2 s

1<i<j<n

Vi + iji) 0 @0, (kal + Vzwk> Nk & 771>

(L9, Loz g) <
%l

1

2

> (

Z (Viwj + iji)Q .
,J

Logo temos pontualmente que

<dw7 dw) + <£wﬁg7£wﬁg> =2 <vw7 VW) :

Assim pela equagao (3.1.6) temos

((Vw, Vw)) + <<5w, 5w>> — <<w, Riczow>> = ((Lot9, L:9)) - (3.1.7)

Usando esta identidade temos um teorema que caracteriza os campos de Killing em (M, g) para
o caso em que o tensor de Bakry-Emery-Ricci é nao positivo e generaliza um resultado de Bochner
sobre o grupo de isometria de (M, g) para o caso do tensor de Bakry-Emery-Ricci.

Teorema 3.1.3. Seja (M, g,¢) € um espaco de medida métrica suave tal que M € conezxa, fechada
e Ricy < 0. Entdo todo campo vetorial de Killing é paralelo e se anula aplicado em ¢. Ainda
mais, se Ricg <0, entdo o grupo de isometria de (M, g) ¢ finito.

Demonstragdo. Se Ricy < 0 e Lyg = 0 entdo (3.1.7) implica que VV’ = 6V’ = 0. Por (1.6.4)
temos §V? = 0, obtemos que V¢ = 0. Isto prova a primeira parte.

Pelo teorema de Myers-Steenrod 1.7.6sabemos que Iso (M, g) é um grupo de Lie compacto cuja
dlgebra de Lie podemos identificar com os campos de Killing globais de (M, g). Se Ric;’ <0eV é
um campo de Killing global em (M, g), entdo tomando w = V?, (3.1.7) implica que V = 0. Logo o
grupo Iso (M, g) é discreto e, como é compacto, deve ser finito. Isto prova o resto do teorema. [
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3.2 Crescimento polinomial do grupo fundamental

Dado um grupo G e um subgrupo H finitamente gerado, com geradores especificados S =
{h1,...,h}. Defina ¢s : N — N a funcao crescimento de H com respeito aos geradores S =
{h1, ..., h} para G como

65 (n) = # {hi, by € H by, oo hy € SUS™ el <nf

onde S~ {hl ,...,h,;l}.

Se existem constantes ¢, k tal que ¢ (n) < cn”* para todo n, entdo dizemos que H tem cresci-
mento polinomial. O ntmero inf {k: co(n) <cenkce R} ¢é dito grau do crescimento polinomial.
Embora ¢g claramente dependa de quais sao os geradores de H, escreveremos somente ¢ quando
o conjunto S é subentendido.

Para uma funcio f € C*° (M) denotaremos por Ric; o tensor de Bakry-Emery-Ricci corres-
pondente a ¢ = e~/.

Lema 3.2.1. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana completa satisfazendo Ric; > 0 para f €
C> (M). Suponha que |f| < k, entdo para ry, ro positivos,

n—1

T (rs,0) < (:T) 7 (r1,0) (3.2.1)

onde J (r,0) = \/det (gap) € 0 elemento de drea da esfera geodésica OB (p,r) com raio r centrada
em p.

Demonstragio. Fixe p € M como um ponto base e tome r(-) = d(p,-), a funcdo distancia.
Para qualquer = € M, seja v : [0,7] — M uma geodésica minimal de p a = parametrizada por
comprimento de arco. Sejam {E; (s)};:ll campos vetoriais ortonormais paralelos ao longo de ~

-1

que sdo ortogonais a . Construindo campos vetoriais {XZ- (5) = 2L (3)}n , 80 longo de =, pela
1=

formula da segunda variagao, temos

B < 13 (VX - (R (X07)7.X0) ds

— /OT (n; L %Ric (7’,7’)) ds
r g2
r +/0 ﬁHeSS(f)(fy,aﬁ)/)dS (322)
:”;Hl ' j(foy)ds
n— T od
= (VA @) - 5 [ s (fon)ds

= (VA @) - @)+ [ (Fomds

n—1
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Considere o sistema de coordenadas polares (7, 6), pelo Lema de Gauss temos
dza, = dr* + gaﬁdﬁadQB, a,B=2,...,n

Temos entao

0? 0 0
% + 87 (an (7" 9)) E + AE)BP(T)-
Logo,
Ar = @ar (InJ(r,0)). (3.2.3)

em exp, (X (p)) \{p}-
Combinando (3.2.2) e (3.2.3), obtemos

r

0 -1 2 2
S (nJ(r6) S =+ (VL) = 2f+ 5 [ (Fods.

Integrando de r; positivo a 7y, junto com |f| < k, temos

1n< ) () g =N (i/rﬂs)ds—lf(r))dr
) e (2 )
() </fds>”
I

ﬁ‘ﬁ
=N

<

S\S

1

Sln(

Obtemos o resultado ao aplicar a exponencial. O

E\S

Seja V (B (p,r)) o volume da bola geodésica B (p,r). Nbs obtemos o seguinte teorema de
comparacao de volume:

Teorema 3.2.2. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana completa satisfazendo Ric; > 0 para
feC>®(M). Suponha que |f| <k, entao para 0 < Ry < Rs,

V(B (p, Ry)) Ry
VB R) - © (%)

Demonstragio. Integrando (3.2.1) sobre S"™! com respeito a 6, obtemos

i I/Sn_lJ(Tg,Q)d9<66k n- 1/ 7 (r1,0) df.

gn—l
Integrando de 0 a Ry com respeito a 71, obtemos
RY 6k,
— J (ra,0)do < ™3™V (B (p, Ry)) .
n Jsn—1
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Integrando de 0 a Ry com respeito a 7y, temos

n n

R R
—V(B(p, B2)) < 2V (B (p, R)).
Isto prova o teorema. ]

Usando esta comparacao de volume podemos estimar o crescimento do grupo fundamental da
variedade. A seguir temos uma estimativa obtida por Yang.

Teorema 3.2.3 (Yang). Seja (M, g) uma variedade Riemanniana completa com
Ric; > 0 (3.2.4)

para alguma f € C® (M) tal que |f| < k para alguma constante k. Entao qualquer subgrupo
finitamente gerado H do grupo fundamental de M tem crescimento polinomial de grau < n. Ou
seja, a fungdo crescimento de H satisfaz ¢ (x) < constante - x".

Demonstragdo. Seja M o recobrimento universal de M com métrica induzida por g. Entao M
satisfaz (3.2.4) com funciio potencial f, o pullback de f. Fixe um n ponto p € M. Identificamos
m1 (M) com o grupo de todas as transformagoes de recobrimento de M sobre M. Seja h; - M — Ma
transformagao de recobrimento correspondente ao gerador especificado h; de H (i = 1, ..., k). Tome
p = max {d(p,h; (p))}. Note que, para qualquer = € Z*, B (p, px) contém ao menos ¢ () pontos

distintos da forma ¢ (p) com g € m (M).
Escolha € > 0 pequeno o suficiente para que a bola geodésica B (p, €) seja disjunta de g (B (p, €))
para qualquer g € m; (M) \{1}. Entao temos

¢ (x) V(B (p,€)) <V (B(p, px+c))

Aplicando Teorema 3.2.2 com R; = € e Ry = px + €, obtemos

6 (z) < o6k (W)n

€

que implica que ¢ (x) < ca™ para ¢ suficientemente grande. ]

3.3 Compacidade
Dada uma variedade Riemanniana (M, g) definimos o fibrado tangente unitdrio SM por
SM={XeTM:|X||=1}.

Além disso definimos para p € M a esfera tangente unitdria como S,M = T,M N SM.
Observe que temos em SM a restricio da projecdo de TM (que denotaremos por 7), sendo
assim (SM, M, ) é um fibrado esférico cujas fibras sdo difeomorfas a esfera S™ 1.
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Se X € SM definimos a fungdo o : SM — R=%U {oo} como
o(X)=supst:d(n(X),exp, (tX))=1t;.
(X) = sup {t : d (7 (X) ,exp, (X)) =t}
Para p € M definimos o conjunto
Clp)={c(X)- XeT,M:X € S,Meo(X)< oo}

chamado cut locus tangencial de p. Sua imagem por exp,, ¢ chamada de cut locus de p e ¢ denotada
por C (p).

Para demonstrar o teorema principal desta se¢ao precisaremos conhecer quando uma variedade
é compacta. Para isso temos os lemas a seguir que garantem compacidade sob certas hipoteses.
Mas primeiro precisamos do seguinte resultado:

Lema 3.3.1. O mapa o : SM — R=°U {oo} € continuo.

Demonstragio. Seja {X,} uma sequéncia em SM com limite X. Podemos assumir que a sequén-
cia {s, = o (X,,)} possui um limite s* no espago compacto R=° U {oo}. Queremos derivar uma
contradigao de s* # o (X) = s.

Considere primeiro o caso s* < s. Se 7 (X,) = pn, 7(X) = p = limp, podemos escolher

n > 0 tal que s* +1n < s. Para n grande, a geodésica vy, | [0,s* + 7] de p, a ¢, nado serd uma
curva minimizante entre seu pontos finais. Logo, geodesmas minimizantes de p,, a ¢, terao dire¢oes
iniciais X, # X, ’X ‘ = 1. Podemos assumir que lim X,, = X e lim ¢, = ¢ existe. Afirmamos que
X # X.

De fato, como ’YX‘ [0, s] ndo contém ponto conjugado em seu interior, o mapa

my X exp: TM — M x M,
¢ de posto maximo no segmento
0,8 4+n- X ={t- X/0<t<s"+n}CTM.

Ainda mais, ele é injetivo. Pela suavidade do mapa o mesmo é valido para uma vizinhanca
apropriada de [0,s* +n]- X em TM.

Se X = X, os conjuntos [0, s* + 7] - X e
n grande. Mas os elementos d (p,, q,) - X, e (s
Ty X exp, uma contradicao.

Assim, X # X, logo ’yX‘ [0,d (p,q)] é uma geodésica minimizante de p a ¢ = vx (s* + 1),

[0,s* +n] - X, pertencem a esta vizinhanga, para
* ) X,, possuem mesma imagem (p,, g,) sobre

diferente de ’YX’ 0,s* + 1], uma contradicdo a definicdo de s = o (X) > s* +n.

[0, 5+ 7]
serd minimizante entre seus pontos finais p, e ¢,. De limp, = p, limgq, = g e d(pp,q,) = s+ 7

Assuma agora que s < s*. Escolha n > 0 com s+ n < s*. Entao, para n grande, vx,

segue d (p,q) =s+n=1L (fyX‘ 0,s+ n]) Isto é, fyX‘ [0, s + 1] é uma geodésica minimizante de p
a ¢, em contradicao com a defini¢ao de s. O]
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Usando que o é continua, temos o seguinte lema sobre compacidade:

Lema 3.3.2. Se existe p € M tal que todo raio geodésico saindo de p tem um ponto conjugado a
p, entao M é compacta.

Demonstragio. Pelo teorema de Hopf-Rinow 1.5.1 sabemos que todos os pontos de uma variedade
completa podem ser ligados por geodésicas minimizantes. Seja A, C T,,M o conjunto dos primeiros
pontos conjugados dos raios de T,M. Se A, é limitado, entdo o comprimento das geodésicas
minimizantes é limitado, assim temos que M ¢ limitada e portanto compacta. Logo, mostraremos
que A, ¢ limitado.

Se S,M & o conjunto dos vetores unitérios de T,M, defina f : S,M — R="U {oco} como
f (v) = o (v). Pela hipdtese temos que f(S,M) C R=% e pelo lema anterior f é continua. Logo
{lla]| : a € Ay} = f(S,M) é compacto em R=" e consequentemente A, ¢ limitado. O

Agora podemos estudar compacidade estudando os pontos conjugados de raios geodésicos. Para
estudar a existéncia de tais pontos precisaremos da seguinte definigao:

Definicao 3.3.3. Uma equacgio diferencial do tipo Jacobi,
2" +r(t)r =0, (3.3.1)

onde 1 (t) € continua em um intervalo I, é dita conjugada em I se existe uma solugdo nao trivial
o (t) em I que se anula em pelo menos dois valores ti,ty em I.

Usando a definigdo podemos traduzir o problema de pontos conjugados para um problema de
EDO, isto ¢ o que diz o lema a seguir.

Lema 3.3.4. Se existe p € M tal que para qualquer raio geodésico saindo de p a equagdo diferencial
acima, com r (t) = Ric (7/,7) /(n — 1), € conjugada em [0,00). Entao M é compacta.

Demonstra¢io. Como a equagao (3.3.1) é conjugada em [0, 00), existe uma solugdo nao trivial
¢ :[0,00) = Rde(3.3.1) tal que ¢ (t1) = ¢ (t2) = 0 com 0 < t; < t9. Defina a fungao f : [0,t2] - R
como:
0 0<t<ty
f(t) =

p(t) th<t<t
Se X e Y sao campos suaves por partes ao longo de 7‘[“ | que se anulam nos extremos, temos

302

definida a forma indice I em 7’[01‘, R
302

t21/DX DY
1Y) = [T ) (RG) v (3.3.2)
0 dt = dt
Seja 0 =19 < 11 < ... < Tp = to uma partigao de [0, t5] tal que X : | : Sa0 suaves para
Ti)Ti+1 TisTi+1
cada i. Entao integrando o lado direito de (3.3.2) por partes temos,
—! DX t2 [ D?X
. , — R (X,7)+,Y )dt, 3.3.3
Zl<zdt>/o<dt2+(v)v> (3.3.3)
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onde A, 2X é o salto de % em ;.

i dt
Sejam {E (t), ..., E,_1 (t)} campos ortonormais paralelos ao longo de 7’[(” | ortogonais a v'.
302
Defina X; (t) = f (t) E; (t), temos que
DQXi N ot 1" /
pTE + R (Xi, V)V, X ) = (["+ K(E;ANY) ) ], (3.3.4)

em cada um dos subintervalos [0,%1] e [t1, 3] em que f é suave. Entao, substituindo (3.3.4) em
(3.3.3) temos

I(X;,X;)= —/;2 [f"+ K (E; A°') f] fdt,

onde usamos o fato que X; se anula em t = ¢;. Entdo, usando o fato que Ric (v/,7) = S0 K (E; A7),
obtemos ao somar,

n—1

S (X X) == (=) [ (7 (0).1) S

i=1

to

——(-1) [ (¢ +r(t)9)odt=0
t1

ja que ¢ é uma solugao de (3.3.1). Logo, para algum 7, I (X;, X;) < 0. Mas I (X;, X;) > 0 a menos

que exista um ponto conjugado a p ao longo de 7’[(” . Logo pelo lema anterior M é compacta. [
302

Entao, o problema de encontrar condi¢oes sobre a curvatura de Ricci que asseguram a com-
pacidade de M é reduzido ao problema de encontrar condic¢oes suficientes em r (t) para qual a
equagao diferencial (3.3.1) é conjugada em [0,00). Uma tal condigdo é devido a Wintner ([31]):
se [o° 7 (t)dt = oo entdo (3.3.1) é oscilatéria em [0,00) (A equagdo (3.3.1) é oscilatéria em [0, 00)
se cada solucao de (3.3.1) em [0, 00) possui infinitos zeros). Portanto temos o seguinte teorema,
atribuido a Ambrose ([2]), como consequécia do lema anterior e do resultado de Wintner.

Teorema 3.3.5 (Ambrose). Seja (M, g) uma variedade Riemanniana completa e p € M tal que
para qualquer geodésica 7y : [0,00) — M parametrizada por comprimento de arco saindo de p
tenhamos

/ Ric (7/,7) ds = oo,
0
entao M é compacta.

Dada uma variedade riemannina (M, g) e um campo X € X (M) definimos o tensor de Bakry-
Emery-Ricci generalizado como
Ricy = Ric + Lxg.

Veja que Ricy generaliza mesmo o tensor de Bakry-Emery-Ricci quando tomamos o campo X
como sendo o gradiente de uma funcao.

Temos entao o seguinte teorema sobre a compacidade de variedades com limitagao no tensor
de Bakry-Emery-Ricci generalizado.
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Teorema 3.3.6 (Lopez-Rio). Seja (M, g) uma variedade Riemanniana completa satisfazendo
Ric + Lxg > Ag (3.3.5)

para algum campo vetorial X em M e alguma constante X > 0. Entdo, M é compacta se e somente
se || X|| € limitada em (M, g).

Demonstrag¢io. (=) Como || X|| é uma fun¢do continua em M, se M é compacta temos que || X]||
¢ limitada.

(<) Por outro lado, seja p € M e considere uma geodésica parametrizada por comprimento de
arco 7y : [0,00) — M saindo de p. Temos ao longo de 7

Lxg(v,7)=Lx (g (7)) =29 ([X.7],7)
=2¢ (Vx7,7) =29 (Vx7 =V, X,7)
=2g (VW,X, 7’)
=279 (X,7)

=2 [g (X.7)].

Entéo usando (3.3.5) e a desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos

[ Rie( (5),7/ () ds 2 [ Ag (0 (5,7 (5)) = £x0 (7' ), () ds

5
= AS+29 (X (p),7(0)) =29 (X (v(5)),7 (5))
)

X
> NS +2g (X (p),7' (0)) =2 X (v () -

Como || X || é limitado, temos

/UOO Ric (v (s),7' (s))ds = 511—{20/ Ric (v v (s))ds
> lim (AS +2g (X( ),7(0)) =2 X (v (SHI)

= OQ.

Logo pelo critério de compacidade de Ambrose 3.3.5 temos o teorema. O

3.4 Finitude do grupo fundamental

Dada uma variedade Riemanniana (M, g) e p € M defina
H, = max {O, sup {Ric (v,v) : [|v] = 1}} :
veT B(p,1)

onde T'B (p, 1) é o fibrado tangente da bola B (p,1) C M.
Com esta definigao podemos estimar um cota superior para a integral da curvatura de Ricci ao
longo de uma geodésica.
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Lema 3.4.1. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana completa, sejam p,q € M tais que r =
d(p,q) > 1 e seja v uma geodésica minimal de p a q parametrizada por comprimento de arco,
entao

/OTRic(v'(s),v'(s))dsg 2(n—1)+ H,+ H,.

Demonstragio. Sejam {E; (s)}?:_l1 campos vetoriais ortonormais paralelos ao longo de v e ortogo-
nais a 7. Como v é minimal, pela formula da segunda variacdo de comprimento de arco, para
qualquer funcdo suave por partes ¢ com ¢ (0) = ¢ (r) = 0 temos

rn—1

0[5 (I (GBI ~ (R (6B, 7) 7, 0E)) ds
= [ (= 1) (¢ (5)) = 6* (5) Ric (¢ (5) 7/ (s))) d.

(3.4.1)

Seja ¢ a funcao
S 0<s<1
p(s) =11 1<s<r-—1
r—s r—1<s<r
Entao, como ¢ (s) =1e ¢ (s) =0 para 1 <s<r—1, (3.4.1) torna-se

O§/01 ((n—l) ds+/ n—l ¢ (s ))2>ds—/1 (qbz(s)Ric('y’,v’))ds
[ (¢<)Rm( (5) ds—/ Ric (7' (5) 7' (s)) ds.

r—1

Adicionando ] Ric (v (), 7' (s)) ds a ambos os lados da equagio resulta
[ Ric ' (s),syds < [ (0= 1) <¢'<s>>2) i+ [ (=08 6)P) b
+/ 1 —¢*(s)) Ric (v/ () 7' (5))) ds (3.4.2)
R AN (G <s>) Ric (7' (5),7/ (5)) ds.

Nos agora resolvemos os termos do lado direito da equacao (3.4.2). Como |¢' (s)] = 1 para
0<s<ler—1<s<rnébstemos

/O1 (n=1)(¢ () ds+ [ ((n=1)(¢(5)*)ds =2(n—1). (3.4.3)
Ainda mais, 0 < ¢ <1 e Ric (v (s),7(s)) < H, para 0 < s < 1, assim

/01 ((1 — ¢? (s)) Ric (' (s),+' (5))) ds < H,. (3.4.4)

Similarmente, como Ric (7' (s),7'(s)) < H, parar —1 < s <,

/T ((1=¢(s)) Ric (v (s),7 () ds < H,. (3.4.5)

r—1

r—1

Logo, combinando (3.4.2), (3.4.3), (3.4.4), e (3.4.5) nos dé o lema. O
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Usando o lema 3.4.1 podemos derivar agora uma limitagao superior na distancia entre dois
pontos que depende somente de || X|| e H.

Teorema 3.4.2. Se (M, g) é uma variedade completa satisfazendo Ricy > X para algum XA > 0 e
X e ' (TM), entio para qualquer p,q € M,

1
A(poa) < max {15 (20— 1)+ Hy + Hy + 21X +2(X) }.

Demonstragio. Se d (p,q) < 1 temos o resultado. Assuma que r = d (p,q) > 1 e seja -y a geodésica
minimal de p a ¢ parametrizada por comprimento de arco. Aplicando o lema 3.4.1 temos

/ Ric (7' (s),7 (s))ds < 2(n — 1)+ H, + H,. (3.4.6)
0
Por outro lado, como Ricy > Ag, temos pela desigualdade de Cauchy-Schwarz

[ Rie (7 ()7 () ds = [ (g (4 ()7 (5)) = £xg (7 (5) 7/ () ds

= Ad (p.q) + 29 () (X7 (0)) — 20 (q) (X7 (1)) (347)
> A (p,q) — 2|1 Xl — 2[| Xl

Onde, no segundo passo, usamos

/ / d /
Lxg (v (s),7(s) =229 (X7 (5)).
Combinando (3.4.6) e (3.4.7) e resolvendo para d (p, q) obtemos o teorema. O

A seguir temos um teorema demonstrado por Wylie que generaliza parte do teorema de Myers
para o caso do tensor de Bakry-Emery-Ricci generalizado.

Teorema 3.4.3 (Wylie). Se (M, g) é uma variedade Riemanniana completa satisfazendo
Ric+ Lxg > Ag (3.4.8)

para algum campo vetorial X em M e alguma constante A > 0. Entdo o grupo fundamental de M
¢ finito.
Demonstragio. Seja M o recobrimento universal de M. M satisfaz (3.4.8) para a métrica do

pullback g e o campo vetorial do pullback X. Fixe P em M e seja h € m (M) identificado como
uma transformacéo de recobrimento em M. Note que B (p,1) e B (h(p),1) sdo isométricas para

a meétrica g, assim Hj = Hpp). Também, X, (ﬁ)H’ assim ao aplicar Teorema 3.4.2 aos

pontos p e h (p) obtemos
d (5, h () < max{l, i (n—1+H+2 H)@H)}Vh € m (M).

Como o lado direito é independente de h, temos que a o6rbita de p pela acao de m (M) é
limitada. Visto que (M , §> é completa, temos que a érbita é compacta, discreta e portanto finita.
J& que ha uma bijecao entre a 6rbita de p e m (M), isto prova o teorema. O
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Capitulo 4

Propriedades do tensor de
Bakry-Emery-Ricci

Neste capitulo fizemos um estudo detalhado do artigo de Lott [24]. Aqui apresentaremos como
estimar o tensor em uma variedade que é espaco base de uma submersdo riemanniana quando
conhecemos limitagoes do tensor no espaco total. Em seguida veremos como se comporta as
limitacoes do tensor de Bakry-Emery-Ricci quando temos uma convergéncia de Gromov-Hausdorff.
Por fim abordaremos a relacdo entre as limitacoes do tensor e razoes de volume de tubos de
distancia na variedade.

4.1 Limitacées do tensor de Bakry-Emery-Ricci gerado
por submersoes Riemannianas

Dada uma submersao Riemanniana 7 : M — B com fibra compacta F' e uma funcio positiva
™ em M, podemos definir uma funcdo positiva suave ¢ em B, pelo pushforward

m. (6" dvoly) = ¢Pdvols.

Assim, se M possui um tensor de Bakry-Emery-Ricci Ricg’, temos um tensor de Bakry-Emery-
Ricci em B dado por ¢P. Denotando por Ric3; e Ric os respectivos tensores, somos levados a
questionar se uma limitacao em um dos tensores implica uma limitacao no outro.

Lembramos que o transporte de fibras associado a curva suave v : [0, 1] — B é o difeomorfismo
p : Fy) — Fyq) definido para cada m € F,(g) como o ponto 7 (1) do levantamento horizontal 7 de
v que comega em 7 (0) = m.

Veremos nesta secao que, fazendo algumas suposi¢oes sobre o transporte de fibras, uma limi-
tagao em Ric}y; implica uma limitagdo em Ricjy. Assim obtemos um resultado semelhante ao de
O’Neill 1.4.4 para o caso do tensor de Bakry-Emery-Ricci.

Primeiro recorde que na submersao Riemanniana 7 : M — B temos associadas as distribuigoes
horizontal e vertical H, V que utilizamos para definir dois tensores T', A cujos valores em campos
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vetoriais X, Y € X (M) sao dado por

TxY =H (vaVY) +V (va?[Y) ,
AxY =H (VH)(VY) +V (VH)(HY) .

T é a extensdo da segunda forma fundamental das fibras 771 (b) para todo M e A ¢ a dualizacio
de T trocando H por V. Esses tensores sao tteis pois podemos calcular as curvaturas de M
conhecendo os valores de T';, A, VT', VA e da curvatura de B.

Se {X;} é uma base ortonormal de H, e {U,} é uma base ortonormal de V,, denotamos

(2 K3

<AX7TU> = Z <AXXZaTUXZ> = Z <AXU]7TUU]> )

(2 (2

(2

(TX,TY) =3 (To, X, Ty, ).

J

O wvetor curvatura média ao longo de cada fibra é dado por

N=>TyU;.
J

Usando as equagoes de O’Neill [27] para a curvatura Riemanniana de M, podemos calcular a
curvatura de Ricci de M. Assim, se X e Y sdo campos horizontais de M ,temos

1
Ricy, (X,Y) = 7" (Ricg) (X,Y) —2(Ax, Ay) —(TX,TY) + 3 (VxN,Y)+ (VyN, X)).
Logo para um campo X em B, com levantamento horizontal X em M, temos

Ric,, (X, X) = Ricg (X, X) — 2(Axg, Ax) — (TX, TX) + (X, VEN). (4.1.1)
Dado b € B, seja {6,} te(—c) © fluxo de X definido em uma vizinhanca de b para ¢ em um inter-

valo (—¢,¢€). Seja {9t}t€(_ :
Logo faz sentido definir EX;dvolp por

o fluxo de X que cobre 6,. Ele leva fibras a fibras difeomorficamente.

d

(EYCZVOIF) A = di

(67 dvolr)

t=0

R’

Usando a férmula da primeira variacdo de drea 1.5.10 e o fato de X ser horizontal temos,

Fy Fy

Lydvolp| = jt‘ (6, dvolr)
t=0
- — <Y, N> dvolp.
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Como

o — /F M dvol .

Temos

X¢B = Ly /F M dvoly — /F L (6" dvolr)

4.1.2
_ /F (Y¢M—<X N> ¢M) dvolp 12

= [ [X (X" = (X, N) M) — (X, N) (XM = (X, N) ¢M)] dvol

_/ [XXqﬁM X (X, N)o" —2(X,N)Xg" + (X, N) }dvolp
_ lXX‘b (VEX,N) - <X,V¥N>—<w)

ng
2
+ (% -~ <Y, N>> ]qﬁMdvolF.

Pela proposicdo 1.4.3 temos que VX = VE X, segue que

Hess (¢7) (X, X) = XX ¢” - (VXX) o?
) /[H @) (5X) ik guny - <X¢M>

+ <¢M - (X, N>)2]¢Mdvolp

Substituindo <Y, V]‘%N> de (4.1.1) temos
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Ricy (X, X) ¢ — Hess (¢”) (X, X) [ ¢” (X, X) = Hess (In¢") (X, X)

+ (X, VEN) - (% - <X,N>>2]¢MdvolF

[RIC (X, X) — Hess (In¢") (X, X)
+2(Ax, Ag) + <TY, TY> - (W — <Y N>>2]¢Mdvolp
= /F [Ricoj‘f (X, X) +2(Axg, Ax) + (TX,TX)

— (iﬁf — <Y, N>>21¢Mdvolp.

Usando (4.1.2),

Hess (¢%) (X, X) N (x¢7)°
P (¢5)°

- /F [Ricﬁ (Y, Y) +2 (A%, Ax) + <TY, TY>

- 2
- (% - <Y, N>> ]qudvolF

v ( /F <X;f;w - (X, N>> ¢Mdvolp>2 (6%)”

Utilizando esta equagao temos o seguinte resultado que relaciona as limitagoes de Ricy com as
limitacoes de Ric};.

Rics (X, X) 6% = |Ric, (X, X) — o

(4.1.3)

Teorema 4.1.1. Suponha que para cada curva suave 7y : [0,1] — B existe uma constante ¢, > 0
tal que *( M dvol ) =c
que p7 |\ By TR

r € R. Ainda mais, se ¢M =1 e ¢ = dim (F), temos que Ricy, > r implica Rich > r.

dvolg, ,,. Entdo se Ricy; > r temos Ricy > r, onde

Demonstrag¢iao. Como

temos pela hipotese que ¢> <X N > ¢é constante ao longo da fibra F'.
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Entao pela equacao (4.1.3)

Ric¥ (X, X) ¢” = /F [Ric37 (X, X) +2 (Ag, Ax) +(TX, TX)| " dvoly (414
> /F Ricjy (7, Y) oM dvolp.

Logo, se Ricy; > r, (4.1.4) implica que RicE > r. Isto prova a primeira parte do teorema.
Supondo que ¢ = 1 temos pela equagao (4.1.2) que

+ (1 _ ;) (-/F (X,N) dvoly + (/F (X,N) dvolF>2 (qu)_l) .

Como <Y, N > é constante na fibra F e <TY, TY> —

Ric%, (X, X) ¢F = /F [RicM (X.X) +2(Ag. Ag) + (TX,TX) — E (X, N>2] dvolp

<Y7 N>2 > 0, temos

1
q

Ric%, (X, X) ¢F = /F [RicM (X.X) +2(Ax. Ax) + (TX, TX) - ; (X, N>2] dvoly
> /F Ricy, (X, X) dvolp.
Se Ric}; > r entao

Ric% (X, X) 68 > r /F (X, X) dvolp = r (X, X) ¢".
Isto prova a segunda parte do teorema. O
Segue abaixo alguns exemplos em que podemos aplicar este resultado.

Exemplo 4.1.2. Se identificamos S® com a bola B (0,1) na norma de C%, temos uma agdo iso-
métrica, livre e prépria de S* em S® dada pela multiplicacio escalar de C? por S*. Como sabemos,
o quociente desta aplicacio € o espaco projetivo CP* que é difeomorfo a S* ao identificd-la com a
esfera de Riemman. Logo obtemos uma fibragio S — S® — S? chamada fibragio de Hopf tal que
a projecao S® — S* é uma submersao Riemanniana. Como as fibras sio totalmente geodésicas, o
transporte de fibras age por isometrias. Assim podemos aplicar a sequnda parte do teorema 4.1.1.

Exemplo 4.1.3. Sejam (M, gM) , (N, gN) variedades Riemannianas compactas e W = M x; N
para f € C®(M) tal que Ricy, > r. Como mpy : W — M é uma submersao Riemanniana
com fibras totalmente geodésicas, o transporte de fibras age por isometria. Entdo o transporte de
fibras em W preserva a medida das fibras a menos de uma constante, assim podemos aplicar a

sequnda parte do teorema 4.1.1 para obter as limitagoes Ricy, > r e Ricy > r, onde n =dim N e
m = dim M.
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A seguir calculamos a curvatura de Bakry-Emery-Ricci de uma esfera exética, a construgao
deste exemplo pode ser encontrada no artigo de Duran [13].

Exemplo 4.1.4. Seja Sp(2) o conjunto das matrizes 2 x 2 com coeficientes em H tal que
AA*=A"A =1,

onde A* € a matriz conjugada tranposta de A.
A dlgebra de Lie sp(2) de Sp(2) é dada pelas matrizes 2 X 2 com coeficientes em H tal que

A+ A" =0.

O grupo Sp (1) = S® age livremente em Sp (2) da sequinte forma: se q € Sp(1) e A € Sp(2),

_(qa O q 0
o= (5 ) 4(F Y).

resultando um fibrado principal S® — Sp (2) — X7, onde X7 é uma esfera exdtica.
O grupo Sp (1) também age livremente em Sp(2) como:

_4(7 O
qu—A(O 1),

produzindo um fibrado principal S* — Sp (2) — S7, onde S” € a esfera padrao.

Usando o procedimento Kaluza-Klein para a conexdo candnica de Sp(2) (dada pela métrica
bi-invariante) e a métrica canonica de S”, temos uma métrica g em Sp(2) que € invariante a
esquerda e para A = (a;j) € sp(2) tem-se:

g(AA) = \(111|2 + |CL12’2 + |G22|2,

onde |-| € a norma candnica de H.
A métrica g também é invariante da direita pelo subgrupo diagonal S x S* C Sp(2), logo temos
uma métrica induzida em X7 que faz de w: Sp(2) — X7 uma submersio Riemanniana.
Dada uma curva v em X7, o transporte de fibras ® : Fy0) = F,q) em Sp(2) satisfaz para
S F,y(()) :
q*®(x) =P (grx),

logo temos que
AP i 0 dg, = dqa () 0 AP,

e assim

®* (dvolp, ) ) = |d®,| dvolp, .

onde |d®,| é o valor absoluto do determinante de d®,.
Seja {ei}gl o referencial ortonormal gerado pela ag¢do a esquerda de Sp(2) sobre a seguinte
base de sp (2):

o 5)65) o 0] (o %) 5)-o 8- )-6 o) () 0 0)
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Usando a proposicio 1.3.3 temos, para X = 312, x:e;, que

) 17
Ric(X,X):3(xf+x§+x§+xi+x§+x§)—i—gx?—i—?(:vg—i—ﬁg—i—xfo).

Portanto temos as condicoes do teorema 4.1.1,e entdao Ric?g > g

4.2 Limitacoes do tensor de Bakry-Emery-Ricci em sequén-
cias convergentes

Recorde que o espaco de Sobolev H* (M) é dado por
H*(M)={feL*(M)|Df e L*(M)¥|a] <k}

onde «a denota um multi-indice e D® é a derivada fraca em relacdo ao multi-indice . O espago
HF . (M) consiste das funcoes que estdo localmente em H*, isto é, para cada compacto C C M a
fungao deve pertencer a H (C).

A igualdade (3.1.6) nos permite generalizar a nogao de Ricg’ > r para uma classe de variedades
com medida nao suave (M, g,¢). Para isto, suponha que M é uma variedade cujos mapas de
transicao sdo O continuos, g é uma métrica cujas componentes, em coordenadas locais, estao em
CO(MYNH"(M)e ¢ e CO(M)NH., (M) uma fungio positiva. (Como M é CH!, existe M’ suave
e um difeomorfismo O de M’ em M. Assim, depois de aplicar o pullback, pode-se assumir que
g e ¢ estao definidos em uma variedade suave.)

Nas condig¢oes do paragrafo anterior temos as seguintes defini¢des para as curvaturas:

Definicao 4.2.1. Dizemos que Ric > r se para toda 1-forma Lipschitz continua com suporte
compacto em M,

/ (dw, dw) dvoly, +/ (0w, dw) dvolyy —/ (Vw, Vw) dvoly > 7“/ (W, w) dvolyy.

M M M M

Dizemos que Ric;o > r se para toda 1-forma Lipschitz continua com suporte compacto em M,
({dw, dw)) + ( (0w, 0w) ) — ((Vw, Vw)) > 7 ((w,w))

Dizemos que Rici > r se para toda I1-forma Lipschitz continua com suporte compacto em M,

({dw, dw)) + <<gw,gw>> — ((Vw, Vw)) — clz/M (w(VIng)) ¢dvoly > r ((w,w)).

Para que esta definicao faca sentido, devemos mostrar que os integrandos estao bem definidos
e que as integrais existem. Como w é uma 1-forma Lipschitz com suporte compacto, temos pelo
teorema de Rademacher (teorema 3.1.6 do livro de Federer [14]) que as fun¢oes componentes de w
sao diferenciaveis q.t.p. com derivada limitada e com suporte compacto. Temos também que g é
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C° N H'-regular, e assim suas componentes, em coordenadas locais, possuem uma derivada fraca
em L?(M). Portanto, para w = f;dz’, valem as seguintes equagoes:

o afl 8fk gl ik gk il
(dw, dw) = Du, O, (g g =99 )

(i) = o (52l + 50 ( al)) (52l + 5 (o \g\)),

9fi Ofk gl ik gk il fk I sk rk sl 1 , r 1
K (2 FZ T S T S —fif 7, r 8’

(w,w) = fifjgija
<5w,5w>:<<¢§ (§£ o \lol + 1.0; (9 M))—fkgualum)) ,

w(VIng)® = fifrg?g"0; (In ) 0, (In¢) .

onde usamos aqui a notacao de soma de Einstein. Logo é possivel ver que todos os integrandos
estao bem definidos em quase todos os pontos de M. Como w tem suporte compacto, temos
pelas equagoes que os integrandos sao nulos fora do suporte de w. Ainda mais, neste compacto os
integrandos sao somas de produtos de funcdes integraveis com fatores limitados e L? integraveis.
Portanto as integrais existem.

Segue diretamente da definicdo e do fato de as integrais serem continuas na topologia C° N H*
o seguinte lema.

(Vw, Vw) =

Lema 4.2.2. Seja M uma variedade suave fechada.

1. Se {g;};2, € uma sequéncia de métricas Riemannianas suaves com Ric (M,g;) > rg;, e
0 1
Ji SHALIEN g para alguma métrica C° N H'-regular g, entio Ric (M, g) > rg.

2. Se {(gi, i)} ooy € uma sequéncia de métricas Riemannianas suaves e fungoes positivas suaves
em M com Ric™ (M, g;, ¢;) > rg;, tal que (g;, ¢;) ot (9, 9) para algum par C°NH"-regular

(9. ¢), entdo Ric™ (M, g,¢) > rg.

3. Se {(gi, 9i)} iy € uma sequéncia de métricas Riemannianas suaves e fungdes positivas suaves

em M com Ric? (M, g;, ¢;) > rg;, tal que (g;, ¢;) oo, (9, 9) para algum par C°NH"-regular

(g,9), entao Ric? (M, g,¢) > rg.

Conforme vimos anteriormente, temos em MM uma nog¢ao de convergéncia. Como as classes
de isometria das variedades Riemannianas fechadas com medida suave estao em MM, podemos
estudar quais sao as propriedades topologicas desta ou de outras subclasses envolvendo variedades.

Como utilizaremos a convergéncia G-H com medida como topologia em MM, precisaremos
normalizar a medida das variedades envolvidas. Denotaremos entao por Vj; o volume de uma
variedade Riemanniana com medida suave (M, g, ¢) e (]\/[ ., V%I) sua respectiva classe em MM.
Para nao haver confusao, o volume da variedade dado pela densidade Riemanniana serda chamado
de volume Riemanniano.
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Este primeiro teorema nos diz que toda variedade Riemanniana com medida suave n-dimensional
e fechada com Ricg, > r surge do colapso de uma sequéncia de variedades Riemannianas com me-
dida suave (n + ¢g)-dimensionais e fechadas com Ric > r se ¢ > 2.

Teorema 4.2.3. Seja (B, g,¢) uma variedade Riemanniana fechada com medida suave tal que

Ricg5 >, para v € R e um inteiro ¢ > 2. Entao (B,g, %) ¢ o limite G-H mensurado de uma

sequéncia (Mi,gi, VL) de variedades Riemannianas com medida suave (n + q)-dimensionais,
i/ i=1
fechadas e com Ric > r.

Demonstrag¢ao. Assim como no teorema 3.1.1 consideraremos as variedades M; = B Xy, S? com

1
fi = ¢4/i. Vimos que para ¢ suficientemente grande as variedades M; possuem Ric > r, assim
precisamos mostrar a convergéncia M; — B para i — 0.
Se S =sup{¢(b) : b€ B} e x,y € M; temos que

1
Sa
d(mi (), mi(y)) < d(w,y) < d(m (@), m(y)) + 27—
onde a primeira desigualdade surge por m; ser uma submersao Riemanniana, e a segunda ¢é con-
sequéncia de calcular o comprimento do caminho que liga z e y dado como unidao dos caminhos
nas fibras com um caminho horizontal.

Para uma funcao continua f em B temos que

-1
(Var,) ™" /M_ f o mdvoly, = ( /B  fomdvolz A dvolsq) /B ., (F fy o midvoly A dvols,

= (ng /B fiquOIB)_l Vsa /B f - fidvolg
:(VB)*/Bf-gbdvolB.

1
Portanto, tomando ¢; = QWSTLZ e 0s mapas m;, temos a convergéncia de Gromov-Hausdorff
mensurada. L

Temos entdo uma espécie de reciproca do teorema anterior dizendo que se um ponto limite
de uma sequéncia de variedades Riemannianas com medida suave n-dimensionais, fechadas e com
Ric > r é ainda uma variedade n-dimensional, entao esta possui Ric > r no sentido da defini¢ao
4.2.1 contanto que tenhamos limitagoes |Sec| < A e Diam < D para a sequéncia.

Teorema 4.2.4. Seja (M;, g;);-, uma sequéncia de variedades Riemannianas n-dimensionais, fe-

chadas e conexas com |Sec| < A e Diam < D, para A,D € R*. Suponha que a sequéncia
o0

<Mz~,gi, Vi@) possua um ponto limite (X, u) na topologia de Gromov-Hausdorff mensurdvel tal

que X € uma variedade n-dimensional. Se para algum r € R todo elemento da sequéncia possut
Ric > r, entdo Ric > r no sentido generalizado da definicao 4.2.1.

72



Demonstragio. Passando para uma subsequéncia se necessario, podemos assumir que

1—00

lim <Miagi7‘/1> = (X, )

na topologia G-H mensurada. Como X é uma variedade n-dimensional, temos pelo teorema 2.5.10
que os volumes Riemannianos da sequéncia sao limitados inferiormente. Logo pelo corolario 2.5.12
o raio de injetividade da sequéncia é limitado inferiormente por uma constante positiva.

Logo podemos aplicar o teorema de Kasue 2.5.1 para obter uma subsequéncia (M;, gi), uma
variedade suave M e difeomorfismos ®; : My — M de classe C'# tal que as métricas (Pyrigir)
convergem a uma métrica g de classe C'# na topologia C'®, onde 0 < o < 8 < 1. Em particular
a sequéncia (M, ®;,g,) converge na topologia de Gromov-Hausdorff & variedade (M, g).

Entao como (M, gy) e (M, ®;,g:) sdo isométricos, temos que X e (M, g) sdo espagos métricos
isométricos. Assim podemos assumir que nossa sequéncia original é da forma (M , Diregir, V%) e
aplicando o lema 4.2.2 obtemos resultado. '

Veremos agora um resultado semelhante ao anterior mas para o qual a sequéncia dada colapsa.
Se um ponto limite de uma sequéncia de variedades Riemannianas com medida suave (n + q)-
dimensionais (¢ > 0), fechadas e com Ric > r é uma variedade n-dimensional, entdo esta possui
Ric;]S > r no sentido da definigdo 4.2.1 contanto que tenhamos limitagoes [Sec| < A e Diam < D
para a sequéncia.

Teorema 4.2.5. Seja (M;, g;);~, uma sequéncia de variedades Riemannianas (n + q)-dimensionais,

fechadas e conexas com |Sec|] < A e Diam < D, para A,D € RT. Suponha que a sequéncia
[o¢]

<Mz~,g,-, VL) possua um ponto limite (X, ) na topologia de Gromov-Hausdorff mensurdvel tal
i) i=1
que X € uma variedade n-dimensional. Se para algum r € R todo elemento da sequéncia possui

Ric > r, entao Rick > r no sentido generalizado da definigio 4.2.1.

Demonstragao. Lembramos que ao dizer que X é uma variedade, queremos dizer que na construgao
de X como um espaco quociente X /O (N) dado pelo teorema 2.5.6, a acio de O (N) na variedade
X tem um tnico tipo de oOrbita. Entdo X tem a estrutura de uma variedade suave com um par
Cleregular (gX,ng).

Passando para uma subsequéncia se necessario, podemos assumir que

1—00 .
1

na topologia G-H mensurada.

Multiplicando as métricas g; por uma mesma constante, podemos assumir que [Sec| < 1 para
todas as métricas. Entao dado ¢ > 0 podemos usar o teorema de Abresch 2.5.8 para obter métricas
g: (€) que satisfazem

e gi < gi(e) < ey
’vgi = V(o
VE R (M;, i (€)| < A (n,€)

gi(e

IN

€
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Tomando € pequeno podemos assumir que Ric (M;, g; (€)) > (r —€). Ainda mais, para € pe-
queno, seja B (e) um limite de Gromov-Hausdorff de uma subsequéncia de {(M;, g; (€))}~, Por
comodidade nds renomeamos a subsequéncia como {(M;, g; (€))};—,. Como a curvatura Rieman-
niana dos g; (¢) é limitada, multiplicamos as métricas por uma constante positiva b (¢) tal que a
curvatura seccional fique limitada em valor absoluto por 1.

Agora podemos aplicar o teorema 2.5.7 para obter, para i grande, um fibrado f; : M; — B (e)
com fibras infranil e grupo estrutural Aff (F, V.,). Podemos usar a estrutura das fibras infranil e
integrar sobre elas a métrica g; (¢) para obter uma métrica ¢; (¢) dada por uma perturbacio C? de
g: (€) que é invariante com respeito a Nil-estrutura (veja a proposicao 4.9 do artigo de Cheeger,

Fukaya e Gromov [7]). Em particular, podemos assumir que Ric (M;, ¢. (¢)) > (szf)e) g. (€).

Usando que ¢/ (¢) é invariante por Aff (F,V.,) podemos definir uma métrica induzida gZB ©
em B (e). Logo (M;,g.(€)) é o espago total de uma submersao Riemanniana f; : (M;, g, (¢)) —
(<;B (e),g” (€)> com fibras infranil e holonomia afim. Denote ¢”” a medida induzidas em B (e).

omo o transporte de fibras da submersao Riemanniana preserva as formas volume afim-paralela

das fibras, a menos de constantes, o teorema 4.1.1 implica que Rich(e) > (szf)e). Multiplicando as

métricas por (b (€)™ temos que Ric > (1 — 2e).
Variando 7 e €, podemos extrair uma subsequéncia de {(B (€) ,gZB(e), ¢f(e))} comi—ooee—0

que converge na topologia C'%* para (X Lg%, 0% ) O teorema segue agora do Lema 4.2.2. O

4.3 Limitacoes no tensor de Bakry-Emery-Ricci e o vo-
lume de tubos de distancia

Dado um espago de medida-métrica suave (M, g, ¢ dvolys) e um subconjunto mensuravel O de
M, denote

voly (0) = /O ¢ dvolyy.

Seja Ty um subconjunto fechado de M, um subconjunto 17" C M contendo Ty é um tubo de
distancia com base em Tj se para todo t € T', existe um segmento s C T" de algum ¢y € Ty a t com
comprimento [ (s) = d (¢, Tp).

Para 0 < u; < us, defina o anel de distancia

A(ul,u2) :{tGT:u1 Sd(t,Tg) SU/Q}
Se Ricg’ > r e c € R, tome

P _ b —%w2+cxd
U (ug,ug,c) = e x.

u1
Dado niimeros 0 < u; < uy < ug, Uy, assuma que o tubo 7' é uma uniao disjunta de segmentos,
comegando em Tj, de comprimento pelo menos uz. Seja s um tal segmento de tg € Ty at € T,
com comprimento [ (s) > uz e parAmetro de comprimento de arco u. Podemos decompor a medida
¢ dvoly em A (uy,uq) como ¢-areag (u)-du-p(s), onde p é uma medida no espago S de segmentos
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distintos s que compoem A (u1,uy), du é a medida de comprimento ao longo do segmento s e
areas (u) ¢ o tamanho relativo da densidade de drea Riemanniana transversal ao longo de s, medida
com respeito ao leque de segmentos.

Dado um conjunto de nivel de distancia constante de T, denotamos a sua segunda forma
fundamental por II. (Com nossas convengoes, a fronteira da bola unitaria em R™ tem curvatura
média positiva). Diferenciando ao longo do segmento s, com respeito a u, e usando o teorema 3.11
do livro de Gray [20] temos

O

9, 1n (¢ () area, (1)) = ﬁé?;j;:a(é?)) = Tr (I1) () + 8, In (¢ (u)) (4.3.1)
921In (¢ (u) area, (u)) = 9, Tr (I1) (u) + 02 In (¢ (u)) . (4.3.2)

Da equacgao de Riccati para IT (corolario 3.6 de [20]),

0uTr (IT) (u) = —Tr (T1?) = Ric (9, 0) < —Ric (9, du) -

Entao
02In (¢ (u) area, (u)) < —Ricg (Ou, 0y) < —r-.
Logo para qualquer ¢ € R,

oN <ln (¢ (u)area, (u)) + qu - cu> <0. (4.3.3)

Fixe um segmento s e tome

Entao (4.3.3) diz que

i.e. que In (%) é concava em u.

Lema 4.3.1. Se 3&“2’“3) < wuau) oy Wus) o v(uguz)

o(uz,uz) — o(ui,uz) a(uz) — ov(ugus)’



Demonstragdo. Suponha que

usz a(u) ~
(UQ, U3) o fu23 %(l (U) du

(u3) _

a v
a(ug) = 0 (ug,uz) [ a (u) du

Se 3(“23 > aE“?’; entao a concavidade de In (%) implica que para t € [0, 1]

a (us) a (usg) A a (ug) N a(tus + (1 —
1“<a<u3>)§“”<a<uz>>+“ B <a<u3>>§1 <a<tuz+<1—

logo para uy < u < us temos ZEZ% > E ;, assim

a (us) _f;f%b((zig) a(u)du ﬁf’%%a( w) du

a(us)  [Pa(wde T [Pa(u)du

que é uma contradicao. Entao

9)

Com a concavidade de In (%), (4.3.4) implica que para u < ug e t € [0, 1]

tln(;EZDJr(l—t)ln(ZEZQ;)<t1 ( EZ;>+(1—15)1H<2E52;>

a(u)

logo para t tal que tu 4+ (1 —t)ug = uy temos 2020 > 24U oy geja, EEU

) a(uz2) a(u)’
u < U € assim

~

Ju2 M9 (u) du [ 542G (u) du
a

[Pa(uyde © [Za(w)du | a(u)

A concavidade de In (%) e (4.3.4) também implicam que para t € [0, 1]

— 1) u3)

1
In (2(1@)) <tln <C}(u2)> +(1—¢)ln (c}(u;),)) <In <C}(tu2 *
a(uz) a (uz) a (us) a(tug + (1
logo para us < u < uz temos %“; > ﬁ% assim

a(w) it Sma @ de i fia )du.
a (us) Jo2a(u) du S5 (u) du

u2

Entao temos
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¢é crescente em u para



que contradiz a suposicao. O

v(uz2,u3) v(u1,u2) ~ v(usz,uq) v(uz,u3)
Lema 4.3.2. Se = (o us) = S gy €THA0 paTa uy € (us, 1(s)), s < Taray

Demonstragio. Para u € (us,[(s)), tome

Entao

F' (u) =

()

a(w)  a(w  aw [a(u)_v(u;),,u)l'

us,u) 0 (ug,u)  v(us,u) |a(uw) D (us,u)

(
Lema 4.3.1 implica que se F'(u) < 0 entdo F’ (u) < 0. Podemos estender F' (u) suavemente para

(uz) /v (ug,us)
Flus) = ( (u >/ <u2,u3>>‘

Pelo Lema 4.3.1, F (u3) < 0. Segue que F' (u) < 0 para todo u € (us,[(s)), que prova o lema. [

ISHIRS

Com isso temos o seguinte teorema que compara a curvature de Bakry-Emery-Ricci com estas
estimativas de volume,

Teorema 4.3.3. Suponha que Ricg’ > r para algum r € R. Dado mimeros 0 < uy < ug < ug, nds
assumimos que o tubo T é uma uniao disjunta de segmentos s, comecando em Ty, de comprimento
pelo menos uz. Nds assumimos também que voly (A (uz,us)) > 0. Suponha que para algum c € R,

voly (A (ug,us)) < :U/:(UQ,U/?,,C) (4.3.5)
voly (A (ur,u2)) = 0 (u1,ug,c)
Entao existe um sub-tubo T' C T consistindo de uma uniao de segmentos s de Ty, tal que
1. .
voly (T" N A (ug,u2)) voly (A (ug,u3)) (0 (ug,us,c)
Z - ~ ) (4 3 6)
voly (A (ur,us)) voly (A (ur,uz)) \ 0 (ug,ug,c)
2. Se um segmento s C T, comegando em Ty, intersecta T" N A (ug,u3) entdo s C T';
3. Para todo uy > us,
voly (T" N A (us3, uy)) < ?(u3, Uy, C) (437)
voly (T" N A (ug,u3)) — 0 (uq, ug,c)

7



Reciprocamente, suponha que existe r € R tal que para cada tubo T e ¢ € R satisfazendo 4.3.5,
hd um sub-tubo T" com as propriedades acima. Entio Ricg > r.

Demonstragao. Temos

volg (A (ug,uz)) Is vy ZjZ; vs (w1, u) dpi (s)

volg (A (ur,uz)) — [svs (ur, uz) dp(s)
Tome
5 — {8 P (ug, us) _ E(U%U?’)}
Vg (u17u2) v (u17u2)
e

- s

seS’!

Afirmamos que (4.3.6) é satisfeita. Se nao é satisfeita, tome 8" =8 -8 e 7" =T -T".
Entao

volg (T" N A (u1,uz)) - voly (7" N A (u1,u2)) - voly (A (uz,u3)) <27(u2,u3)
0

volg (A (ur,uz)) voly (A (uy,uz)) voly (A (uy, us)) (ul,u2)> . (4.3.8)

Entretanto, da definicao de T",

Vg (Ug, U
voly, (A (ug, us)) > voly (T" N A (ug, uz)) = /S ) st (u1, ug) dp (s)
s 1, U2
Us (U2a U3) s (u27 U3) 1
> [ 2 (ug, ue) dp (s) = ————2voly (T" N A (u1, us))
— Jsn 178 (UI; UQ)U (Ul U'2) H (S> Vs (Uh u2)VO ¢ ( N (U1 Ug))

que contradiz (4.3.8).

Se existe um ponto de corte ao longo de s, com respeito ao seu ponto base em Ty, em u,. € (us, uy)
entdo tomamos v (u3,us) = [, as (u)du, e caso contrario tomamos v (us,us) = [ a, (u) du.
Usando Lema 4.3.2,

volg (T" N A (us,usg)) Js vt sz vs (ug, uz) dp (s) < Us (ug, ug)
volg (T" N A (ug, us3)) Js vs (ug,usz) dp(s) = s (ug,uz)

Isto prova a primeira parte do teorema.

Suponha agora que existe um nimero r € R tal que para cada tubo T e ¢ € R satisfazendo
(4.3.1), existe um subtubo 7" satisfazendo as propriedades do teorema. Dado m € M e um vetor
unitéario v € T}, M, seja Ty uma hipersuperficie passando por m tal que T, (Tp) = v+ e a segunda
forma fundamental de Ty em m desaparece. Seja s um segmento minimizante com s(0) = m e
s (0) = v. De (4.3.1),
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d (In (¢ (u)area (u))) = v (In¢).

du _—

De (4.3.2) e da equagao de Riccati,

d2

ol (6 (w area (u))) = —RieF (v,0).

u=0

Tome ¢y = v (In¢) e ro = Ricy’ (v,v). Entdo para u pequeno,

In (¢ (u) area (u)) ~ const. + cou — %]UQ.

Para u; < uy < uz < uy pequenos, temos

v (u27 U3) f;;s 6_T70u2+coudu
Y

v (ul, U/Z) f;if 6_T70u2+00udu

v (us,ua)  fo e~ 3w teoudy,
avl

v (UQ, U3) f;‘; 6—r70u2+coudu.

Tome T um tubo pequeno ao redor de s (com base Ty pequena, tome u3 pequeno em relagao a uy
e tome ¢ = ¢y + € com € > 0 pequeno tal que vale (4.3.5). Se hda um subtubo 7" tal que (4.3.7)
vale, para todas tais escolhas, entao devemos ter o > r. Isto prova o teorema. O
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