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Abstract

The class of Birnbaum-Saunders (BS) models was developed from problems that arose in the
Ąeld of material reliability. These problems generally are related to the study of material fatigue.
However, in the last years, this class of models has been applied in areas outside that context, such
as in health sciences, environmental, forestry, demographic, actuarial, Ąnancial, among others, due
to its great versatility. In this work, we developed the skew-normal Birnbaum-Saunders distribu-
tion under the centered parameterization (BSNAC), which also represents an extension of the usual
BS distribution and presents several advantages over the BS distribution based on the skew-normal
distribution under the usual parameterization. We also developed a log-Birnbaum-Saunders linear
regression model. We present several properties of both BSNAC distribution and the related re-
gression model. We develop estimation procedures under the frequentist and Bayesian approaches,
as well as diagnostic tools for the proposed models, contemplating residual analysis and measures
of inĆuence. We conducted simulation studies considering different scenarios, in order to compare
the frequentist and Bayesian estimates and evaluate the performance of diagnostic measures. The
methodology proposed here is illustrated with data sets from both simulation studies and real data
sets.

Keywords: Birnbaum-Saunders distribution, skew-normal centered distribution, Generalized
linear regression model, Bayesian inference, frequentist inference, measures of model validation.

Resumo

A classe de modelos Birnbaum-Saunders (BS) foi desenvolvida a partir de problemas que sur-
giram na área de conĄabilidade de materiais. Tais problemas, em geral, são ligados ao estudo de
fadiga de materiais. No entanto, nos últimos tempos, essa classe de modelos tem sido aplicada
em áreas fora do referido contexto como, por exemplo, em ciências da saúde, ambiental, Ćorestal,
demográĄcas, atuariais, Ąnanceira, entre outras, devido à sua grande versatilidade. Neste trabalho
desenvolvemos a distribuição Birnbaum-Saunders (BS) baseada na normal assimétrica padrão sob
a parametrização centrada (BSNAC) que, além de representar uma extensão da distribuição BS
usual, apresenta diversas vantagens em relação à distribuição BS baseada na distribuição normal
assimétrica sob a parametrização usual. Desenvolvemos também um modelo de regressão linear
log-Birnbaum-Saunders. Apresentamos, tanto para a distribuição BSNAC quanto para o respec-
tivo modelo de regressão, diversas propriedades. Desenvolvemos procedimentos de estimação sob
os enfoques frenquentista e bayesiano, bem como ferramentas de diagnóstico para os modelos pro-
postos, contemplando análise residual e medidas de inĆuência. Realizamos estudos de simulação,
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considerando diferentes cenários, com o intuito de comparar as estimativas frequentistas e bayesia-
nas, bem como avaliar o desempenho das medidas de diagnóstico. A metodologia aqui proposta foi
ilustrada tanto com dados provenientes de estudos de simulação, quanto com conjuntos de dados
reais.

Palavras-chave: Distribuição Birnbaum-Saunders, Distribuição normal assimétrica centrada,
Modelo de regressão linear generalizado, inferência bayesiana, inferência frequentista, medidas de
validação de modelos.
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Capítulo 1

Introdução e Motivação

1.1 Introdução

Em 1969, motivados por problemas de vibração encontrados em aviões comerciais e por pro-
blemas de falhas de materiais, Birnbaum e Saunders (1969a) propuseram uma nova família de
distribuições para modelar o tempo de vida de materiais e equipamentos sujeitos a cargas dinâmi-
cas, sobre as quais falaremos a seguir. Esta distribuição foi derivada a partir de um modelo que
mostra que as falhas acontecem devido ao desenvolvimento e ao crescimento de uma rachadura
dominante. A seguir, apresentaremos uma breve descrição de como este modelo foi derivado.

Considere um material que é sujeito a um padrão cíclico de tensão e força. Aqui, está implícito
que, em qualquer momento, ŞcargaŤ é uma função que representa o resultado da tensão lançada
no material neste tempo. A falha do material ocorre devido ao desenvolvimento e ao crescimento
de uma rachadura dominante dentro do material. Um ciclo é deĄnido como 𝑚 oscilações e cada
aplicação da i-ésima oscilação em um ciclo resulta em uma extensão aleatória, 𝑋i, da rachadura.
A distribuição desta variável aleatória depende somente da rachadura atual causada pela oscilação
de carga neste ciclo, ou seja as variáveis aleatórias 𝑋i são independentes . A extensão da rachadura
devido ao j-ésimo ciclo é dada por

𝑌j =
m∑︁

i=1

𝑋i,

em que 𝑌j é uma variável aleatória com média Û e variância à2, ∀𝑗 = 1, 2, 3, . . ., desde que as
variáveis aleatórias 𝑋i tenham médias e variâncias Ąnitas . A extensão total da rachadura após 𝑧
ciclos é dada por

𝑊z =
z∑︁

j=1

𝑌j,

com função distribuição

𝐻z(𝑤) = 𝑃 (𝑊z ⊘ 𝑤), 𝑧 = 1, 2, . . . .
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Seja 𝐶 o número de ciclos até a falha, onde tal falha ocorre quando o comprimento da rachadura
dominante excede um dado comprimento crítico æ. A função de distribuição da variável 𝐶 é

P(𝐶 ⊘ 𝑧) = P

∏︀
∐︁

z∑︁

j=1

𝑌j > æ

⎞
⎠ = 1 ⊗ 𝐻z(æ).

Assumindo que os 𝑌 ′
j 𝑠 são variáveis aleatórias independentes e identicamente distribuídas, a função

de distribuição de 𝐶 pode ser aproximada usando o Teorema Central do Limite, isto é,

P(𝐶 ⊘ 𝑧) = 1 ⊗ P

∏︀
∐︁

z∑︁

j=1

𝑌j ⊗ Û

à
√

𝑧
⊘ æ ⊗ 𝑧Û

à
√

𝑧

⎞
⎠

= 1 ⊗ P

∏︀
∐︁

z∑︁

j=1

𝑌j ⊗ Û

à
√

𝑧
⊘ æ

à
√

𝑧
⊗ Û

√
𝑧

à

⎞
⎠

≍= 1 ⊗ Φ

(︃
æ

à
√

𝑧
⊗ Û

√
𝑧

à

⎜

= Φ

(︃
Û

√
𝑧

à
⊗ æ

à
√

𝑧

⎜
,

em que, Φ(≤) representa a função distribuição acumulada da Normal padrão.
Segundo Birnbaum e Saunders (1969a), se 𝑧 é substituído por uma variável aleatória não-

negativa 𝑡, a variável aleatória 𝑇 é a extensão contínua da variável aleatória discreta 𝐶. Então, 𝑇
pode ser considerada como o tempo até a falha. Portanto, a função de distribuição pode agora ser
escrita como

𝐹T (𝑡) = P(𝑇 ⊘ 𝑡) = Φ

⋃︀
⨄︀ 1

Ð

∏︀
∐︁
√︃

𝑡

Ñ
⊗
√︃

Ñ

𝑡

⎞
⎠
⋂︀
⋀︀ , 𝑡 > 0,

em que

Ð =
à√
æÛ

> 0 e Ñ =
æ

Û
> 0.

Dizemos que 𝑇 segue uma distribuição Birnbaum-Saunders (BS), com parâmetros Ð e Ñ, e deno-
taremos esta distribuição por 𝑇 ≍ BS(Ð, Ñ).

Uma propriedade importante na construção desta distribuição é que

𝑍 =
1
Ð

∏︀
∐︁
√︃

𝑇

Ñ
⊗
√︃

Ñ

𝑇

⎞
⎠ ≍ N(0, 1). (1.1.1)

Assim, a distribuição Birnbaum-Saunders está estreitamente relacionada com a distribuição
Normal através da relação

𝑇 = Ñ

⋃︀
⨄︀Ð𝑍

2
+

√︃(︂
Ð𝑍

2

)︂2

+ 1

⋂︀
⋀︀

2

, (1.1.2)
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em que 𝑍 ≍ N(0, 1).
A distribuição (1.1.1) possui algumas propriedades interessantes apresentadas em Birnbaum e

Saunders (1969a). O parâmetro Ð é um parâmetro de forma e à medida que Ð tende a zero, a
distribuição Birnbaum-Saunders tende para a distribuição Normal com média Ñ e variância á , em
que á ⊃ 0, quando Ð ⊃ 0. O parâmetro Ñ é um parâmetro de escala, isto é, 𝑇/Ñ ≍ BS(Ð, 1).
Além disso, Ñ é a mediana da distribuição, pois 𝐹T (Ñ) = Φ(0) = 1/2.

Na Figura (1.1), apresentamos os gráĄcos da função de distribuição acumulada, dada em (1.1.1),
para diferentes valores de Ð, Ąxando Ñ = 1. Observamos que para diferentes escolhas dos parâ-
metros, as suas respectivas funções de distribuição acumulada são diferentes, isto é, a distribuição
Birnbaum-Saunders é identiĄcável, na medida que temos (Ð1, Ñ1) e (Ð2, Ñ2), com Ð1 ̸= Ð2 ou
Ñ1 ̸= Ñ2, as probabilidades correspondentes a 𝐹 (.; Ð1, Ñ1) são diferentes das probabilidades corres-
pondentes à 𝐹 (.; Ð2, Ñ2).
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Figura 1.1: Função de distribuição acumulada da Birnbaum-Saunders para diferentes valores de Ð
e Ñ = 1.

A distribuição Birnbaum-Saunders vem sendo amplamente usada em diversas áreas do conhe-
cimento. Consequentemente, há vários estudos que tem como base esta distribuição. A seguir,
listamos alguns trabalhos relevantes. Birnbaum e Saunders (1969b) obtiveram originalmente os
estimadores de máxima verossimilhança para Ð e Ñ. Mann et al. (1974) mostraram que a distri-
buição (1.1.1) é unimodal. Engelhardt et al. (1981) propuseram intervalos de conĄança e testes de
hipóteses para Ð considerando Ñ como um parâmetro de perturbação desconhecido e, da mesma
forma, para Ñ considerando Ð como um parâmetro de perturbação desconhecido. Desmond (1985)
derivou (1.1.1) tendo por base um modelo biológico. O autor também estendeu a justiĄcativa
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física para o uso desta distribuição, relaxando algumas suposições feitas em Birnbaum e Saunders
(1969a). Desmond (1986) investigou a relação entre a distribuição (1.1.1) e a distribuição gaussi-
ana inversa. Rieck e Nedelman (1991) formularam e desenvolveram um modelo log-linear para a
distribuição BS(Ð, Ñ) e mostraram que este modelo pode ser usado para testes de vida acelerada ou
para comparar vidas medianas de algumas populações. Achcar (1993) desenvolveu procedimentos
de estimação bayesiana para os parâmetros de (1.1.1) usando aproximações para as distribuições à
posteriori marginais de Ð e Ñ. Lu e Chang (1997) utilizaram métodos bootstrap para construir in-
tervalos de predição para observações futuras de uma distribuição BS(Ð; Ñ). Dupuis e Mills (1998)
utilizaram métodos robustos de estimação para estimar os parâmetros da distribuição BS(Ð; Ñ)
na presença de outliers nos dados. Eles mostraram que o procedimento robusto é uma técnica
alternativa poderosa quando os dados incluem observações discrepantes. Rieck (1999) derivou
uma função geradora de momentos para a distribuição Senh-Normal(seno hiperbólico Normal) que
pode ser usada para se obter momentos de ordem inteira ou fracionária da distribuição BS(Ð; Ñ).

Algumas generalizações e aplicações da distribuição Birnbaum-Saunders foram propostas com
o intuito de obter modelos mais robustos e mais Ćexíveis para serem utilizados em problemas reais.
Por exemplo, Owen e Padgett (1999) desenvolveram a distribuição com três parâmetros. Barros
et al. (2007) consideraram a distribuição t-Student padrão, t(0, 1, Ü), ao invés da distribuição
Normal padrão, aqui o parâmetro Ü permite controlar por exemplo, a curtose da distribuição,
e este novo modelo representa uma extensão robusta da distribuição proposta por Birnbaum e
Saunders (1969a). Baseada nesta extensão, Leiva et al. (2007a), apresentaram um estudo de
inferência e diagnóstico (baseado na metodologia de Cook, 1986) que representa uma extensão de
alguns resultados desenvolvidos por Galea et al. (2004). DíazŰGarcía e Leiva (2005) generalizaram
a distribuição Birnbaum-Saunders baseado em uma classe de distribuições de contornos elípticos
que inclui distribuições como Cauchy, Laplace, logística, Normal e t-Student com Ü graus de
liberdade.

Foram propostas ainda extensões da distribuição BS baseada na família de distribuições assi-
métricas, especiĄcamente sob a classe das distribuições skew-elíptica. Alguns resultados podem
ser encontrados em Vilca-Labra e Leiva (2006), e Leiva et al. (2007b, 2008) e Santana (2009).
Nesses trabalhos foram obtidos resultados teóricos, estendendo as propriedades das distribuições
BS e log-BS. Além das extensões já mencionadas, Leiva et al. (2009) apresentam uma revisão da
distribuição BS.

Os principais objetivos deste trabalho consistem em: desenvolver e apresentar a distribuição
Birnbaum-Saunders baseada na distribuição Normal assimétrica centrada, bem como um modelo
de regressão linear log-Birnbaum-Saunders, destacando suas respectivas vantagens e propriedades.
Desenvolver procedimentos de estimação sob os enfoques frenquentista e bayesiano, bem como
ferramentas de diagnóstico para os modelos propostos, contemplando análise residual e medidas
de inĆuência. Realizar estudos de simulação, considerando diferentes cenários, com o intuito de
comparar as estimativas frequentistas e bayesianas, bem como avaliar o desempenho das medidas
de diagnóstico. E por Ąm, ilustrar a metodologia proposta usando tanto dados provenientes de
estudos de simulação, quanto conjuntos de dados reais.
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1.2 Motivação

Os modelos Birnbaum-Saunders Normal assimétrica sob a parametrização centrada (BSNAC)
e log-Birnbaum-Saunders Normal assimétrica sob a parametrização centrada (log-BSNAC) são
deĄnidos em função da distribuição Normal assimétrica sob a parametrização centrada (NAC),
como uma proposta alternativa ao modelo original proposto por Birnbaum-Saunders (1969a) e
ao modelo proposto por Santana (2009), que baseia-se na distribuição Normal assimétrica sob a
parametrização usual.

Inicialmente, ilustraremos uma das principais vantagens da parametrização centrada frente à
parametrização usual. A parametrização centrada além de remover a singularidade da matriz
informação de Fisher esperada, que ocorre quando o parâmetro de assimetria Ò ⊗⊃ 0, contorna
o problema referente à existência de um ponto de inĆexão na verossimilhança perĄlada de Ò.
Detalhes a respeito da distribuição NAC serão apresentados na Seção 2.1.

A distribuição Birnbaum-Saunders Normal assimétrica (BSNA) (Santana, 2009) herda do mo-
delo Normal assimétrico problemas na estimação por máxima verossimilhança e a utilização da
parametrização centrada é uma forma de contornar tal diĄculdade. Na Figura 1.2 é possível vi-
sualizar a log-verossimilhança perĄlada relativa (LVPR) de Ò para os modelos BSNA (painel à
esquerda) e BSNAC (painel à direita). Os gráĄcos foram construídos considerando uma amostra
aleatória das distribuições BSNA e BSNAC, respectivamente, Ąxando em ambos os casos, Ð = 0, 5,
Ñ = 1 e Ò = 0, 67.
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Figura 1.2: Duas vezes a LVPR de Ò do modelo BSNA (painel à esquerda) e do BSNAC (painel à
direita).

Nota-se uma forma não quadrática da log-verossimilhança do modelo BSNA gerada pela exis-
tência de um ponto de inĆexão quando Ò está bem próximo de zero, diĄcultando assim a obtenção
dos estimadores de máxima verossimilhança. Já a log-verossimilhança do modelo BSNAC apre-
senta um comportamento mais regular e mais próximo de uma função côncava. Além disso, não
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há ponto de inĆexão em Ò = 0. Uma comparação mais detalhada entre os modelos em questão
será apresentada no Capítulo 2.

Para ilustrar a vantagem do modelo de regressão log-BSNAC sobre o modelo original log-BS,
quando desejamos modelar dados assimétricos positivos ou dados assimétricos negativos, vamos
considerar brevemente o conjunto de dados analisado por Meintanis (2007), que diz respeito à
partidas de futebol da Liga dos Campeões da UEFA (Union of European Football Associations).
As variáveis envolvidas nesse estudo, apresentam um comportamento fortemente assimétrico posi-
tivo. Ajustamos nesse caso, os modelos log-BS e log-BSNAC e obtivemos os envelopes simulados,
conforme descrito no Apêndice A.1, Figura1.3, para ambos os ajustes.
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Figura 1.3: Envelopes simulados (a) log-BSNAC e (b) log-BS.

Na Figura 1.3 é possível notar que o modelo log-BSNAC ajusta-se melhor aos dados do que
o modelo log-BS, visto que estamos diante de um conjunto de observações com comportamento
assimétrico. No Capítulo 5, exploraremos com mais detalhes o conjunto de dados aqui mencionado,
apresentando uma análise residual completa, análise de inĆuência e critérios para comparação de
modelos.
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Capítulo 2

A Distribuição Birnbaum-Saunders
Normal assimétrica sob a
parametrização centrada

Neste capítulo será apresentado um novo modelo probabilístico para modelar dados positivos
simétricos, assimétricos positivos e assimétricos negativos, incluindo tempos de falha. O modelo em
questão é deĄnido em função da distribuição Normal assimétrica padrão sob a parametrização cen-
trada (NAC) como uma proposta alternativa ao modelo original proposto por Birnbaum-Saunders
(1969a) e ao modelo proposto por Santana (2009), destacando suas propriedades e principais van-
tagens, e desenvolvendo procedimentos de estimação sob os enfoques frequentista e bayesiano.

2.1 A distribuição Normal assimétrica sob a parametriza-

ção centrada

A distribuição Normal assimétrica (NA) pertence a uma subclasse de distribuições pertencente
à classe das distribuições elípticas, veja Azzalini (1985), Branco e Valle (2004) e Pewsey (2000),
para mais detalhes. Esta distribuição tem sido utilizada na modelagem de dados assimétricos em
várias áreas, incluindo a área psicométrica, como em Bazán et.al (2006) e Azevedo et.al (2012).
Visando facilitar aspectos inferenciais, algumas representações estocásticas foram propostas na
literatura. Duas representações bem conhecidas são as de Henze (1986) e Sahu et.al (2003). Aze-
vedo et.al (2012) mostram que essas densidades são exatamente as mesmas sob a parametrização
centrada. Dessa forma, os desenvolvimentos aqui apresentados se aplicam à qualquer uma dessas
representações. Seguiremos utilizando a de Henze.

Uma variável aleatória 𝑌 é dita ter distribuição Normal assimétrica com parâmetro de localiza-
ção Ð ∈ R, parâmetro de escala Ñ ∈ R+ e parâmetro de assimetria Ú ∈ R (notação: NA(Ð, Ñ, Ú)),
se sua f.d.p é dada por:

𝑓(𝑦; Ð, Ñ, Ú) = 2Ñ⊗1ã

(︃
𝑦 ⊗ Ð

Ñ

⎜
Φ

(︃
Ú

𝑦 ⊗ Ð

Ñ

⎜
11 (𝑦)

(⊗∞,∞)

, (2.1.1)
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em que ã e Φ denotam, respectivamente, as funções densidade e de distribuição acumulada da
Normal padrão. A esperança e variância de 𝑌 , respectivamente, são dadas por:

E(𝑌 ) = Ð + ÑÓ𝑟 e V𝑎𝑟(𝑌 ) = Ñ2(1 ⊗ 𝑟2Ó2),

em que 𝑟 =

√︃
2
Þ

e Ó =
Ú√

1 + Ú2
, que assume valores no intervalo (⊗1, 1) e pode ser usado como

uma parametrização alternativa com interpretação similar a de Ú.
Uma representação estocástica de 𝑌 , que facilita o desenvolvimento e a implementação com-

putacional de algoritmos de estimação dos parâmetros, é dada por

𝑌
d= Ð + Ñ[Ó ♣𝑋0♣ + (1 ⊗ Ó2)1/2𝑋1], (2.1.2)

em que, 𝑋0 e 𝑋1 são iid≍ N(0, 1).
Segundo Azzalini (1985), a parametrização centrada é deĄnida a partir da seguinte identidade:

𝑌c = Ð + Ñ𝑍 = Û + à𝑍0, (2.1.3)

em que 𝑍 ≍ NA(0, 1, Ú), 𝑍0 = à⊗1
z (𝑍 ⊗ Ûz) e

Ûz = E(𝑍) = 𝑟Ó e à2
z = V𝑎𝑟(𝑍) = 1 ⊗ Û2

z. (2.1.4)

A parametrização centrada é composta pelos parâmetros Û, à e Ò, cujas expressões são as
seguintes:

Û = E(𝑌c) = Ð + ÑÛz,

à =
√︁
V𝑎𝑟(𝑌c) = Ñ

√
1 ⊗ Ûz,

Ò =
E

[︁
(𝑌c ⊗ E(𝑌c))

3
]︁

[V𝑎𝑟(𝑌c)]3/2
= 𝑟Ó3

[︂ 4
Þ

⊗ 1
]︂ [︁

1 ⊗ Û2
z

]︁⊗3/2
. (2.1.5)

Neste caso, Û e à representam o valor esperado e o desvio padrão da variável aleatória 𝑌c. O
parâmetro Ò corresponde ao coeĄciente de assimetria de Pearson, que assume valores no intervalo
(⊗0, 99527; 0, 99527). Para denotar a Normal assimétrica sob a parametrização centrada será
adotada a notação 𝑌c ≍ NAC(Û, à, Ò). Pelo método do jacobiano, a partir da equação (2.1.3),
pode-se obter a densidade de 𝑌c, que é dada pela seguinte expressão:

𝑓Yc
(𝑦) = 2

àz

à
ã
[︂
àz

à

(︂
𝑦 ⊗ Û +

à

àz

Ûz

)︂]︂
Φ
(︂

Ú
[︂
àz

à

(︂
𝑦 ⊗ Û +

à

àz

)︂]︂)︂

= 2æ⊗1ã(æ⊗1(𝑦 ⊗ Ý))Φ[Ú(æ⊗1(𝑦 ⊗ Ý))], (2.1.6)
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em que,

Ý = Û ⊗ àÒ1/3𝑠,

æ = à
√︁

1 + Ò2/3𝑠2,

Ú =
Ò1/3𝑠√︁

𝑟2 + 𝑠2Ò2/3(𝑟2 ⊗ 1)

𝑠 =
(︂ 2

4 ⊗ Þ

)︂1/3

(2.1.7)

Na Figura 2.1 observa-se a densidade dada em (2.1.6) com Û = 10, à = 5 e diferentes valores do
coeĄciente de assimetria, Ò. É possível perceber que valores positivos e negativos de Ò fazem com
que a densidade apresente comportamentos assimétricos positivos e negativos, respectivamente. A
simetria da distribuição pode ser observada quando Ò = 0. A parametrização centrada preserva a
assimetria da densidade dada em (2.1.1).
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Figura 2.1: Densidades da distribuição Normal assimétrica sob a parametrização centrada para
diferentes valores de Ò, mantendo Ąxos Û = 10 e à = 5.

A representação estocástica de 𝑌c é obtida de forma direta a partir das equações (2.1.2) e
(2.1.3), e é expressa da seguinte forma:

𝑌c =
à

àz

{︁
Ð + Ñ

[︁
Ó ♣𝑋0♣ + (1 ⊗ Ó2)𝑋1

]︁
⊗ Ûz

}︁
+ Û, (2.1.8)
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em que 𝑋0 e 𝑋1 são iid≍ N(0, 1).

2.2 DeĄnição e propriedades

Inicialmente, apresentaremos algumas deĄnições e propriedades referentes a distribuição Birnbaum-
Saunders. Uma variável aleatória 𝑇 é dita ter distribuição Birnbaum-Saunders se sua densidade é
dada pela seguinte expressão

𝑓T (𝑡; Ð, Ñ) =
1√
2Þ

exp

∮︁
⊗ 1

2Ð2

(︃
𝑡

Ñ
⊗ Ñ

𝑡
⊗ 2

⎜⨀︀
𝑡⊗3/2(𝑡 + Ñ)

2Ð
√

Ñ
, 𝑡 > 0, (2.2.1)

em que, Ð, Ñ > 0. Denotaremo-na por 𝑇 ≍ 𝐵𝑆(Ð, Ñ). Fazendo,

𝑎t(Ð, Ñ) =
1
Ð

⋃︀
⨄︀
√︃

𝑡

Ñ
⊗
√︃

Ñ

𝑡

⋂︀
⋀︀ e 𝐴t(Ð, Ñ) =

𝑑

𝑑𝑡
𝑎t(Ð, Ñ) =

𝑡⊗3/2(𝑡 + Ñ)
2Ð

√
Ñ

, (2.2.2)

a densidade (2.2.1) pode ser escrita de forma simpliĄcada como

𝑓T (𝑡; Ð, Ñ) = ã(𝑎t(Ð, Ñ))𝐴t(Ð, Ñ), (2.2.3)

em que ã(≤) é a densidade da Normal padrão. Além disso, de (1.1.1), vamos ter que a acumulada
𝐹T (𝑡) pode ser escrita como

𝐹T (𝑡; Ð, Ñ) = Φ(𝑎t(Ð, Ñ)), 𝑡 > 0, (2.2.4)

em que Φ(≤) representa a acumulada da Normal padrão.
A esperança, variância, coeĄcientes de assimetria (Û3) e curtose (Û4) da distribuição BS são

dados, respectivamentes, por

E(𝑇 ) = Ñ

(︃
1 +

Ð2

2

⎜
, V𝑎𝑟(𝑇 ) = (ÐÑ)2

(︂
1 +

5
4

Ð2
)︂

,

Û3 =
16Ð2(11Ð2 + 6)

(5Ð2 + 4)3
e Û4 = 3 +

6Ð2(93Ð2 + 41)
5 + Ð2 + 4

.

Além disso, se 𝑇 ≍ BS(Ð, Ñ), então 𝑎𝑇 ≍ BS(Ð, 𝑎Ñ), ∀𝑎 > 0 e 𝑇 ⊗1BS(Ð, Ñ⊗1). Para mais
detalhes, ver Leiva et al (2009) e Saunders (1974).

Na Figura apresentamos o gráĄco da densidade (2.2.3) para alguns valores de Ð considerando
Ñ = 1. Observe que à medida que o valor de Ð diminui, a curva tende a Ącar mais simétrica em
torno de Ñ, que é a mediana da distribuição. Da mesma forma, note que a variância também
decresce com o aumento do valor de Ð.
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Figura 2.2: Densidades da BS para diferentes valores de Ð, Ąxando Ñ = 1.

DeĄniremos, agora, a distribuição Birnbaum-Saunders Normal assimétrica sob a parametriza-
ção centrada. Assume-se agora, que a variável geradora da Birnbaum-Saunders ao invés de ser
Normal padrão, como em (1.1.1), tem distribuição Normal assimétrica padrão sob a parametrização
centrada (2.1.6), deĄnida da seguinte forma

𝑌c =
1
Ð

∏︀
∐︁
√︃

𝑇

Ñ
⊗
√︃

Ñ

𝑇

⎞
⎠ ≍ NAC(0, 1, Ò). (2.2.5)

Assim, a distribuição da variável aleatória 𝑇 é deĄnida em termos de 𝑌c,

𝑇 = Ñ

⋃︀
⨄︀Ð𝑌c

2
+

√︃(︂
Ð𝑌c

2

)︂2

+ 1

⋂︀
⋀︀

2

. (2.2.6)

A variável aleatória 𝑇 segue uma distribuição Birnbaum-Saunders Normal assimétrica sob a para-
metrização centrada (BSNAC) que será denotada por 𝑇 ≍ BSNAC(Ð, Ñ, Ò). Assim, formalmente
tem-se a seguinte deĄnição,

DeĄnição 2.1 Uma variável aleatória 𝑇 é dita ter distribuição BSNAC com parâmetro de forma
Ð > 0, parâmetro de escala Ñ > 0 e parâmetro de assimetria Ò ∈ (⊗0, 99527; 0, 99527), se sua f.d.p
pode ser escrita como

𝑓T (𝑡) = 2àzã
[︂
àz

(︂
𝑎t(Ð, Ñ) +

Ûz

àz

)︂]︂
Φ
{︂

Ú
[︂
àz

(︂
𝑎t(Ð, Ñ) +

Ûz

àz

)︂]︂}︂
𝐴t(Ð, Ñ) 11 (𝑡)

(0,∞)

, (2.2.7)

11



em que

𝑎t(Ð, Ñ) =
1
Ð

∏︀
∐︁
√︃

𝑡

Ñ
⊗
√︃

Ñ

𝑡

⎞
⎠

𝐴t(Ð, Ñ) =
𝑑

𝑑𝑡
𝑎t(Ð, Ñ) =

𝑡⊗3/2(𝑡 + Ñ)
2ÐÑ1/2

, (2.2.8)

sendo Ûz e àz são tais como em (2.1.4) e Ú tal como em (2.1.7). Quando Ûz = 0, àz = 1 e Ú = 0,
obtem-se a distribuição BS.

Nas Figuras 2.3 - 2.5, observa-se os gráĄcos da densidade da distribuição BSNAC dada pela
equação (2.2.7) para diferentes valores de Ð, Ñ e Ò.
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Figura 2.3: Densidades da BSNAC para diferentes valores de Ò, considerando Ñ = 1, (a)⊗(b)
Ð = 0, 2 e (c)⊗(d) Ð = 0, 8.

Na Figura 2.3 apresentamos os gráĄcos da densidade (2.2.7) para diferentes valores de Ò, con-
siderando Ñ = 1 e Ð = 0, 2 (painéis (a) e (b)) e Ð = 0, 8 (painéis (c) e (d)).

Os gráĄcos em questão sugerem que para valores positivos de Ò e Ð = 0, 2 (painel (a)), a
densidade da BSNAC tende a se concentrar em torno de Ñ = 1. Já para valores negativos de Ò,
mantendo Ð = 0, 2 (painel (b)), percebe-se que a densidade permanece simétrica em torno de Ñ,
só que nesse caso, com uma variabilidade maior. Com o aumento do valor de Ð para 0, 8 (painéis
(c) e (d)) nota-se uma mudança na forma da densidade.
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Na Figura 2.4 apresentamos os gráĄcos da densidade (2.2.7) para diferentes valores de Ð,
considerando Ñ = 1 e Ò = 0, 9 (painel (a)) e Ò = ⊗0, 9 (painel (b)). É possível perceber que
a medida que o valor de Ð decresce, há uma diminuição da variabilidade, fazendo com que a
densidade da BSNAC Ąque mais simétrica em torno de Ñ.
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Figura 2.4: Densidades da BSNAC para diferentes valores de Ð, considerando Ñ = 1, (a) Ò = 0, 9
e (b) Ò = ⊗0, 9.

Na Figura 2.5 apresentamos os gráĄcos da densidade (2.2.7) para os diferentes valores de Ð,
os mesmos usados na Figura 2.4, Ąxando Ò = 0, 9, e diferentes valores de Ñ, Ñ = 2 (painel (a)),
Ñ = 3 (painel (b)), Ñ = 4 (painel (c)) e Ñ = 5 (painel (d)). É possível perceber que quanto maior
o valor de Ñ e menor o valor Ąxado para Ð, a densidade da BSNAC apresenta um comportamento
assimétrico negativo.

Em síntese, em termos dos três parâmetros da distribuição BSNAC, é possível observar a
simetria da distribuição em torno de Ñ, quando Ąxamos Ò = 0 e pequenos valores para Ð. A
assimetria positiva é observada à medida que Ð aumenta, Ñ diminui e/ou Ò assume valores positivos.
Já a assimetria negativa é observada à medida que Ð diminui, Ñ aumenta e/ou Ò assume valores
negativos.
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Figura 2.5: Densidades da BSNAC considerando (a) Ñ = 2, (b) Ñ = 3, (c) Ñ = 4, (d) Ñ = 5; os
mesmos valores de Ð da Figura 2.4 e Ò = 0, 9

2.3 Momentos

A Ąm de determinar os momentos da distribuição Birnbaum-Saunders Normal assimétrica sob
a parametrização centrada faremos uso do Teorema Binomial (Coolidge, 1949). Os momentos de
k-ésima ordem da variável aleatória 𝑇 estão diretamente relacionados com os momentos de uma
função da variável 𝑌c.

Teorema 2.1 Seja 𝑇 ≍ BSNAC(Ð, Ñ, Ò) e 𝑌c como dado em (2.2.5). Então, E(𝑇 n) existe e
depende dos momentos

E

⎧
⨄︁
⋃︁

(︂
Ð𝑌c

2

)︂k+l
⎟(︂

Ð𝑌c

2

)︂2

+ 1

⟨ k⊗l
2

⎫
⋀︁
⋂︁, (2.3.1)

com 𝑘 = 0, . . . , 𝑛 e 𝑙 = 0, . . . , 𝑘.

Demonstração:
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De (2.2.6), tem-se que

E

(︃
𝑇

Ñ

⎜
= E

⎧
⋁︁⨄︁
⋁︁⋃︁

⋃︀
⋁︀⨄︀

∏︀
∐︁Ð𝑌c

2
+

√︃(︂
Ð𝑌c

2

)︂2

+ 1

⎞
⎠

2
⋂︀
⎥⋀︀

n⎫⋁︁⋀︁
⋁︁⋂︁

= E

⎧
⨄︁
⋃︁

⋃︀
⨄︀1 +

∏︀
∐︁Ð2

2
𝑌 2

c + Ð𝑌c

√︃(︂
Ð𝑌c

2

)︂2

+ 1

⎞
⎠
⋂︀
⋀︀

n⎫⋀︁
⋂︁.

Usando o Teorema Binomial (𝑎 + 𝑏)m =
m∑︁

k=0

(︃
𝑚

𝑘

⎜
𝑎m⊗k𝑏k, tem-se que

E

(︃
𝑇

Ñ

⎜n

=
n∑︁

k=0

(︃
𝑛

𝑘

⎜
E

⎧
⋁︁⨄︁
⋁︁⋃︁

⋃︀
⨄︀Ð2

2
𝑌 2

c + Ð𝑌c

√︃(︂
Ð𝑌c

2

)︂2

+ 1

⋂︀
⋀︀

k
⎫
⋁︁⋀︁
⋁︁⋂︁

.

Expandindo o Binômio de Newton, obtém-se

E

(︃
𝑇

Ñ

⎜n

=
n∑︁

k=0

(︃
𝑛

𝑘

⎜
k∑︁

l=0

(︃
𝑘

𝑙

⎜
2k
E

⎧
⨄︁
⋃︁

(︂
Ð𝑌c

2

)︂k+l
⎟(︂

Ð𝑌c

2

)︂2

+ 1

⟨ k⊗l
2

⎫
⋀︁
⋂︁. (2.3.2)

Portanto, E

(︁
T
β

)︁n
existe e depende dos momentos E

∮︁(︁
αYc

2

)︁k+l
[︂(︁

αYc

2

)︁2
+ 1

]︂ k⊗l
2

⨀︀
, 𝑘 = 0, . . . , 𝑛 e

𝑙 = 0, . . . , 𝑘, que também existe e são Ąnitos.

De fato, seja 𝑈kl =
(︁

αYc

2

)︁k+l
[︂(︁

αYc

2

)︁2
+ 1

]︂ k⊗l
2

. Então, usando a Desigualdade de Markov, tem-se
que

E(♣𝑈kl♣) ⊘ E
1/2

⎟(︂
Ð𝑌c

2

)︂2(k+l)
⟨
E

1/2

⎧
⨄︁
⋃︁

⎟(︂
Ð𝑌c

2

)︂2

+ 1

⟨k⊗l
⎫
⋀︁
⋂︁

< ∞,

pois os momentos de 𝑌c são Ąnitos, visto que 𝑍2 ≍ 𝒳 2
1 e 𝑌c é tal como deĄnida em (2.1.3), e

consequentemente E

[︂(︁
αYc

2

)︁2(k+l)
]︂

e E

∮︁[︂(︁
αYc

2

)︁2
+ 1

]︂k⊗l
⨀︀

são Ąnitos.

Corolário 2.1 Seja 𝑇 ≍ BSNAC(Ð, Ñ, Ò) e 𝑌c como dado em (2.2.5). Então,

E(𝑇 n) = Ñn
n∑︁

k=0

(︃
𝑛

𝑘

⎜
k∑︁

l=0

(︃
𝑘

𝑙

⎜
2k
E

⎧
⨄︁
⋃︁

(︂
Ð𝑌c

2

)︂k+l
⎟(︂

Ð𝑌c

2

)︂2

+ 1

⟨ k⊗l
2

⎫
⋀︁
⋂︁. (2.3.3)

A demonstração segue diretamente da equação (2.3.2) do Teorema 2.1.

Corolário 2.2 Seja 𝑇 ≍ BSNAC(Ð, Ñ, Ò) e 𝑈k = E(𝑌 k
c

√︁
Ð2𝑌 2

c + 4). Então
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i) E(𝑇 ) = β
2
(2 + Ð2 + 2Ð𝑈1);

ii) E(𝑇 2) = β
2

{︁
2Ñ + 4Ð2Ñ + α4β

σ4
z

[3 ⊗ Û2
z(6 ⊗ 4Ó2 + 3Û2

z)] + 4ÐÑ𝑈1 + 2Ð3Ñ𝑈3

}︁
;

iii) V𝑎𝑟(𝑇 ) = β
2

{︁
⊗8ÐÑ𝑈1 + 2Ð2Ñ(1 ⊗ 𝑈2

1 ) + 2Ð3Ñ(𝑈3 ⊗ 𝑈1) ⊗ Ð4Ñ
[︁

1
σ4

z
(3 ⊗ 6Û2

z + 4Û2
zÓ2 ⊗ 3Û4

z) ⊗ 1
2

]︁}︁
,

em que 𝑈j = E

∮︁
𝑌 j

c

[︂(︁
αYc

2

)︁2
+ 1

]︂1/2
⨀︀

, Ûz e àz são tais como em (2.1.4).

Para obter os valores de 𝑈j, as integrais envolvidas nos cálculos desses momentos devem ser
resolvidas através de métodos de integração numérica.

2.4 Métodos de estimação

Estudaremos inicialmente a obtenção dos estimadores de máxima verossimilhança, via algo-
ritmo ECM (Expectation conditional maximization; Meng e Rubin, 1993). Em seguida, apresen-
taremos os estimadores obtidos sob a abordagem bayesiana, via algoritmo MCMC (Método de
Monte Carlo via Cadeia de Markov; Gelman et al., 1997) .

Apresentaremos a seguir, alguns resultados que serão de suma importância para obtenção dos
estimadores de máxima verossimilhança. Em alguns momentos ao longo do trabalho menciona-
remos e utilizaremos o parâmetro de assimetria Ó, visto que facilita a obtenção dos resultados
tanto analiticamente, quanto computacionalmente. Além disso, avaliar a magnitude da assimetria
através de Ó torna-se mais fácil. Vale ressaltar que o parâmetro de assimetria de interesse é o Ò,
cuja relação com Ó é dada por (2.1.5).

Proposição 2.1 Seja 𝑌c como em (2.2.5) e 𝑇 ≍ BSNAC(Ð, Ñ, Ó). A representação estocástica de
𝑌c é dada por 𝑌c = 1

σz

(︁
Ó𝐻 +

√
1 ⊗ Ó2𝑋1 ⊗ Ûz

)︁
, em que 𝐻 = ♣𝑋0♣, assim como pode ser visto em

(2.1.8). Então,

𝑇 ♣𝐻 = ℎ ≍ BSEC(Ðδ, Ñ, à = 2, Üh),

em que Ðδ = Ð
√︁

1⊗δ2

1⊗r2δ2 e Üh = ⊗ δ(h⊗r)√
1⊗δ2 . Aqui, usamos a sigla BSEC para representar a distribuição

Birnbaum-Saunders Estendida sob a parametrização centrada. Para mais detalhes a respeito da
distribuição Birnbaum-Saunders Estendida (BSE), ver Leiva et.al (2008).

A densidade condicional de 𝑇 dada 𝐻 = ℎ é dada por

𝑓T ♣H(𝑡♣ℎ) = ã(Üh + 𝑎t(Ðδ, Ñ))𝐴t(Ðδ, Ñ), (2.4.1)

em que 𝑎t(Ðδ, Ñ) e 𝐴t(Ðδ, Ñ) são como em (2.2.8).
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Demonstração:

Como 𝑌c ≍ NAC(0, 1, Ò), usando a representação estocástica dada em (2.1.8) podemos expressar
𝑌c como

𝑌c =
1
àz

[︁
Ó𝐻 +

√
1 ⊗ Ó2𝑋1 ⊗ Ûz

]︁
=

1
Ð

⋃︀
⨄︀
√︃

𝑇

Ñ
⊗
√︃

Ñ

𝑇

⋂︀
⋀︀ .

Assim a distribuição condicional de 𝑌c dado 𝐻 = ℎ é dada por

𝑌c♣(𝐻 = ℎ) =
1
Ð

∏︀
∐︁
√︃

𝑇

Ñ
⊗
√︃

Ñ

𝑇

⎞
⎠
⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃
(𝐻 = ℎ) ≍ N(Ûh, à2),

em que Ûh =
Ó(ℎ ⊗ 𝑟)√
1 ⊗ 𝑟2Ó2

e à2 =
1 ⊗ Ó2

1 ⊗ 𝑟2Ó2
. Logo, condicionado à 𝐻 = ℎ a distribuição de 𝑊 =

(𝑌c ⊗ Ûh)/à é dada por

𝑊 = ⊗Ûh

à
+

1
àÐ

∏︀
∐︁
√︃

𝑇

Ñ
⊗
√︃

Ñ

𝑇

⎞
⎠ ≍ N(0, 1).

em que, a variável aleatória T, nesse caso, pode ser escrita como:

𝑇 = Ñ

⋃︀
⨄︀Ð

2
(à𝑊 + Ûh) +

√︃[︂
Ð

2
(à𝑊 + Ûh)

]︂2

+ 1

⋂︀
⋀︀ .

Assim do resultado acima, conclui-se a prova.

Lema 2.1 Sejam 𝑌 ≍ N(Ûy, à2
y) e 𝑋 ≍ N(Ûx, à2

x). Então,

ã(𝑦♣Ûy + 𝑎𝑥, à2
y)ã(𝑥♣Ûx, à2

x) = ã(𝑦♣Ûy + 𝑎Ûx, à2
y + 𝑎2à2

x)ã(𝑥♣Ûx + Λ
𝑎

à2
y

(𝑦 ⊗ Ûy ⊗ 𝑎Ûx), Λ),

em que Λ = σ2
xσ2

y

σ2
y+a2σ2

x
.

Lema 2.2 Seja 𝑋 ≍ N(Ö, á 2). Então, para qualquer constante real

E(𝑋♣𝑋 > 𝑎) = Ö +
ã
(︁

a⊗η
τ

)︁

1 ⊗ Φ
(︁

a⊗η
τ

)︁á.

E(𝑋2♣𝑋 > 𝑎) = Ö2 + á 2 +
ã
(︁

a⊗η
τ

)︁

1 ⊗ Φ
(︁

a⊗η
τ

)︁(Ö + 𝑎)á.

17



Proposição 2.2 Seja 𝑌c como em (2.2.5) e 𝑇 ≍ BSNAC(Ð, Ñ, Ò). Então

i) 𝑓H♣T (ℎ♣𝑡) =
ã

∮︁
ℎ

⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃Ó
√

1 ⊗ 𝑟2Ó2

(︃
𝑎t(Ð, Ñ) +

𝑟Ó√
1 ⊗ 𝑟2Ó2

⎜
; 1 ⊗ Ó2

⨀︀

Φ

∮︁
Ú

⎟
àz

(︃
𝑎t(Ð, Ñ) +

𝑟Ó√
1 ⊗ 𝑟2Ó2

⎜⟨⨀︀ 11 (ℎ)
(0,∞)

.

ii) E(𝐻♣𝑇 = 𝑡) = Ö + 𝑊Φ

(︂
Ö

á

)︂
á,

iii) E(𝐻2♣𝑇 = 𝑡) = Ö2 + á 2 + 𝑊Φ

(︂
Ö

á

)︂
(Öá) ,

em que, Ö = Ó
√

1 ⊗ 𝑟2Ó2

(︃
𝑎t(Ð, Ñ) +

𝑟Ó√
1 ⊗ 𝑟2Ó2

⎜
, á =

√
1 ⊗ Ó2 e 𝑊Φ

(︂
Ö

á

)︂
=

φ

(︂Ö

á

)︂

Φ

(︂Ö

á

)︂ .

Demonstração:

Como 𝑓H(ℎ) = 2ã(ℎ♣0, 1) 11 (ℎ)
(0,∞)

e

ã(Üh + 𝑎t(Ðδ,β)) =

√
1 ⊗ Ó2

√
1 ⊗ 𝑟2Ó2

ã

(︃
𝑎t(Ð, Ñ)

⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃
Ó(ℎ ⊗ 𝑟)√
1 ⊗ 𝑟2Ó2

;
1 ⊗ Ó2

1 ⊗ 𝑟2Ó2

⎜
.

Assim, usando o Lema 2.1, tem-se que

ã

(︃
𝑎t(Ð, Ñ)

⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃
Ó(ℎ ⊗ 𝑟)√
1 ⊗ 𝑟2Ó2

,
1 ⊗ Ó2

1 ⊗ 𝑟2Ó2

⎜
ã(ℎ♣0, 1) = ã

(︃
𝑎t(Ð, Ñ)

⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃⊗
𝑟Ó√

1 ⊗ 𝑟2Ó2
;

1
1 ⊗ 𝑟2Ó2

⎜
×

× ã

∮︁
ℎ♣Ó

√
1 ⊗ 𝑟2Ó2

(︃
𝑎t(Ð, Ñ) +

𝑟Ó√
1 ⊗ 𝑟2Ó2

⎜
; 1 ⊗ Ó2

⨀︀
.

Logo, a prova de i) segue diretamente da relação 𝑓H♣T (ℎ♣𝑡) = 𝑓T ♣H(𝑡♣ℎ)𝑓H(ℎ)/𝑓T (𝑡).
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ii)⊗iii) Para 𝑘 = 1, 2, tem-se que

E

[︁
𝐻k♣𝑇

]︁
=

∫︁ ∞

0

ℎk

Φ

∮︁
Ú

⎟
àz

(︃
𝑎t(Ð, Ñ) +

𝑟Ó√
1 ⊗ 𝑟2Ó2

⎜⟨⨀︀ ×

× ã

∮︁
ℎ♣Ó

√
1 ⊗ 𝑟2Ó2

(︃
𝑎t(Ð, Ñ) +

𝑟Ó√
1 ⊗ 𝑟2Ó2

⎜
; 1 ⊗ Ó2

⨀︀
𝑑ℎ

=
1

Φ

∮︁
Ú

⎟
àz

(︃
𝑎t(Ð, Ñ) +

𝑟Ó√
1 ⊗ 𝑟2Ó2

⎜⟨⨀︀
∫︁ ∞

0
ℎk ×

× ã

∮︁
ℎ♣Ó

√
1 ⊗ 𝑟2Ó2

(︃
𝑎t(Ð, Ñ) +

𝑟Ó√
1 ⊗ 𝑟2Ó2

⎜
; 1 ⊗ Ó2

⨀︀
𝑑ℎ

= E(𝑋k♣𝑋 > 0).

Assim, usando diretamente as propriedades da distribuição Half-Normal descritas no Lema 2.1,
conclui-se a demonstração.

2.4.1 Estimação por Máxima Verossimilhança via algoritmo ECM

Suponha 𝑛 observações independentes, 𝑇1, . . . , 𝑇n, com 𝑇i ≍ BSNAC(Ð, Ñ, Ò), 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, em
que Ð, Ñ e Ò são desconhecidos. A log-verossimilhança original de θ = (Ð, Ñ, Ò)⊤ é dada por

𝑙(θ) =
n∑︁

i=1

𝑙i(θ), (2.4.2)

em que,

𝑙i(θ) = log(2) + log(àz) + log
{︂

ã
[︂
àz

(︂
𝑎ti

(Ð, Ñ) +
Ûz

àz

)︂]︂}︂

+ log
{︂

Φ
[︂
Ú
(︂

àz

(︂
𝑎ti

(Ð, Ñ) +
Ûz

àz

)︂)︂]︂}︂
+ log [𝐴ti

(Ð, Ñ)] , (2.4.3)

além disso, 𝑎ti
(Ð, Ñ) e 𝐴ti

(Ð, Ñ) são como em (2.2.8); Ûz e àz são como em (2.1.4).
A obtenção dos estimadores de máxima verossimilhança pode ser feita através da maximização

de (2.4.2) mas, optamos por usar o algortimo EM com maximização condicional (ECM) devido às
simplicidades numéricas obtidas através dele. Nesse caso, devemos trabalhar com a verossimilhança
completa, como apresentaremos a seguir.
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Estimação via algoritmo EM com maximização condicional

Para efeito de estimação vamos considerar uma reparametrização em lugar de estimar θ =

(Ð, Ñ, Ò)⊤, vamos estimar θ dado por θ = (Ð, Ñ, Ó)⊤, em que Ó =
Ú√

1 + Ú2
e Ú é deĄnido em

função de Ò tal como em (2.1.7). Como mencionado anteriormente, optamos por trabalhar com o
parâmetro Ó, visto que facilita a obtenção dos resultados tanto analiticamente, quanto computaci-
onalmente. Além disso, avaliar a magnitude da assimetria através de Ó torna-se mais fácil.

Utilizando a Proposição 2.1, a distribuição Birnbaum-Saunders Normal assimétrica sob a pa-
rametrização centrada tem a seguinte representação hierárquica

𝑇i♣𝐻i = ℎi
ind≍ BSEC(Ðδ, Ñ, à = 2, Ühi

)

𝐻i
ind≍ HN(0, 1); 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, (2.4.4)

em que, Ðδ = Ð
√︁

1⊗δ2

1⊗r2δ2 e Ühi
= ⊗ δ(hi⊗r)√

1⊗δ2 .
Sejam t = (𝑡1, . . . , 𝑡n)⊤ e h = (ℎ1, . . . , ℎn)⊤, em que h serão os dados faltantes, uma vez que

eles são variáveis latentes, na linguagem da família de algoritmos EM. Então, de acordo com a
representação hierárquica deĄnida acima, segue que a log-verossimilhança completa associada à
t* = (t⊤, h⊤)⊤ é dada por

𝑙(θ♣t*) =
n∑︁

i=1

log 𝑓T ♣H(𝑡i♣ℎi) +
n∑︁

i=1

𝑓H(ℎi)

= 𝑐 ⊗ Ó2

2(1 ⊗ Ó2)

n∑︁

i=1

ℎ2
i +

𝑟Ó2

(1 ⊗ Ó2)

n∑︁

i=1

ℎi ⊗ 𝑛𝑟2Ó2

2(1 ⊗ Ó2)
+

Ó
√

1 ⊗ 𝑟2Ó2

1 ⊗ Ó2

n∑︁

i=1

ℎi𝑎ti
(Ð, Ñ) ⊗

⊗ 𝑟Ó
√

1 ⊗ 𝑟2Ó2

1 ⊗ Ó2

n∑︁

i=1

𝑎ti
(Ð, Ñ) ⊗ 1 ⊗ 𝑟2Ó2

2(1 ⊗ Ó2)

n∑︁

i=1

𝑎2
ti

(Ð, Ñ) +
𝑛

2
log(1 ⊗ 𝑟2Ó2) +

n∑︁

i=1

log(𝑡i + Ñ) ⊗

⊗ 𝑛

2
log(1 ⊗ Ó2) ⊗ 𝑛 log(Ð) ⊗ 𝑛

2
log Ñ. (2.4.5)

Fazendo ℎ̂i = E[𝐻i♣θ = θ̂, 𝑡i] e ℎ̂2
i = E[𝐻2

i ♣θ = θ̂, 𝑡i] aplicando as propriedades de esperança
condicional de H dado 𝑇 = 𝑡 descritas na Proposição 2.2 e usando os momentos da distribuição
Half-Normal (Lachos, 2004), tem-se que

ℎ̂i = Ö + 𝑊Φ

(︂
Ö

á

)︂
á, (2.4.6)

e

ℎ̂2
i = Ö2 + á 2 + 𝑊Φ

(︂
Ö

á

)︂
(Öá) , (2.4.7)

em que, Ö = Ó
√

1 ⊗ 𝑟2Ó2

(︃
𝑎t(Ð, Ñ) +

𝑟Ó√
1 ⊗ 𝑟2Ó2

⎜
, á =

√
1 ⊗ Ó2 e 𝑊Φ

(︂
Ö

á

)︂
=

φ

(︂Ö

á

)︂

Φ

(︂Ö

á

)︂ .
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Seja θ(r) = (Ð(r), Ñ(r), Ó(r))⊤ a estimativa de θ na k-ésima iteração. A esperança com respeito a
𝑡, condicionada à ℎ, da log-verossimilhança completa, tem a forma

𝑄(θ♣θ(r)) = E[𝑙(θ♣t*)♣t, θ̂
(r)

]

= 𝑐 ⊗ Ó(r)2

2
(︁
1 ⊗ Ó(r)2

)︁
n∑︁

i=1

ℎ̂2
i

(r)
+

𝑟Ó(r)2

(︁
1 ⊗ Ó(r)2

)︁
n∑︁

i=1

ℎ̂i

(r) ⊗ 𝑛𝑟2Ó(r)2

2
(︁
Ó(r)2

)︁ +
Ó(r)

√︁
1 ⊗ 𝑟2Ó(r)2

Ð(r)
(︁
Ó(r)2

)︁
n∑︁

i=1

ℎ̂i

(r)
𝑏ti

⊗ 𝑟Ó(r)
√︁

1 ⊗ 𝑟2Ó(r)2

Ð(r)
(︁
1 ⊗ Ó(r)2

)︁
n∑︁

i=1

𝑏ti
⊗ 1 ⊗ 𝑟2Ó(r)2

2Ð2(r)
(︁
1 ⊗ Ó(r)2

)︁
n∑︁

i=1

𝑏2
ti

+
𝑛

2
log

(︁
1 ⊗ Ó(r)2)︁

+
n∑︁

i=1

log
(︁
𝑡i + Ñ(r)

)︁

⊗ 𝑛

2
log

(︁
1 ⊗ Ó(r)2)︁⊗ 𝑛 log

(︁
Ð(r)

)︁
⊗ 𝑛

2
log

(︁
Ñ(r)

)︁
, (2.4.8)

em que, 𝑏ti
= 𝑏ti

(Ñ(r)) =
√︁

ti

β(r) ⊗
√︂

β(r)

ti
.

O algoritmo ECM é implementado da seguinte forma:

Passo E: Dado θ = θ̂
(r)

, calcula-se ℎ̂i

(r)
e ℎ̂2

i

(r)
, para 𝑖 = 1, . . . , 𝑛 usando as equações (2.4.6) e

(2.4.7),

Passo 1-CM: Fixar Ñ̂(r) e Ó̂(r) e atualizar Ð̂(r) através da raiz positiva da seguinte equação do
segundo grau

α̂2 + α̂
1

(1 ⊗ δ̂2)

⎟
δ̂

√︁
1 ⊗ r2δ̂2

1

n

n∑︁

i=1

ĥibti
⊗ rδ̂

√︁
1 ⊗ r2δ̂2

1

n

n∑︁

i=1

bti

⟨
⊗ (1 ⊗ r2δ̂2)

(1 ⊗ δ̂2)

1

n

n∑︁

i=1

ĥib
2
ti

= 0 (2.4.9)

Ou seja,

Ð̂ =
⊗𝑏 +

√
𝑏2 ⊗ 4𝑎𝑐

2𝑎
,

em que

𝑎 = 1,

𝑏 =
1

(1 ⊗ Ó̂2)

⎟
Ó̂
√︁

1 ⊗ 𝑟2Ó̂2
1
𝑛

n∑︁

i=1

ℎ̂i𝑏ti
⊗ 𝑟Ó̂

√︁
1 ⊗ 𝑟2Ó̂2

1
𝑛

n∑︁

i=1

𝑏ti

⟨
,

𝑐 = ⊗(1 ⊗ 𝑟2Ó̂2)

(1 ⊗ Ó̂2)

1
𝑛

n∑︁

i=1

ℎ̂i𝑏
2
ti

.

Passo 2-CM: Fixar Ð̂(r+1) e atualizar Ñ̂(r) e Ó̂(r) usando

Ñ̂(r+1) = argmax𝑄
(︁
Ð̂(r+1), Ñ, Ó̂(r)

)︁

Ó̂(r+1) = argmax𝑄
(︁
Ð̂(r+1), Ñ̂(r+1), Ó

)︁
(2.4.10)

A atualização de Ñ̂(r+1) e Ó̂(r+1) pode ser feita através de algoritmos de otimização numérica.
Para a obtenção dos resultados apresentados nesse trabalho, utilizamos a função de otimização
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optim, disponível no software R (R Development Core Team, 2008), e dentro dela selecionamos o
método L-BFGS-B (Byrd et al., 1995), para maximizar a função 𝑄(θ♣θ(r)) com respeito a cada
um dos parâmetros.

Para inicializar o algoritmo podemos usar como estimativas iniciais θ = θ(0) para Ð e Ñ pode-
se usar Ð̂(0) = [2(𝑠/𝑣) ⊗ 1]1/2 e Ñ̂(0) = (𝑠𝑣)1/2, em que 𝑠 = 1

n

∑︀n
i=1 𝑡i e v =

[︁
1
n

∑︀n
i=1 1/t̂i

]︁⊗1
. Após

calcular Ð̂(0) e Ñ̂(0), obtem-se 𝑧i = 1
α̂(0)

[︂√︁
𝑡i/Ñ̂(0) ⊗

√︁
Ñ̂(0)/𝑡i

]︂
, observações que tem distribuição

Normal assimétrica padrão sob a parametrização centrada. Assim, uma estimativa inicial para
Ó̂(0) pode ser obtida através da maximização da verossimilhança da NAC com respeito à Ó. A
verossimilhança da NAC pode ser deĄnida da seguinte forma:

𝐿(𝜃) =
n∏︁

i=1

{︂
2àzã

[︂
àz

(︂
𝑦i +

Ûz

àz

)︂]︂
Φ
(︂

Ú
[︂
àz

(︂
𝑦i +

Ûz

àz

)︂]︂)︂}︂
, (2.4.11)

em que Ûz e àz são tais como em (2.1.4). Para mais detalhes, ver Vilca et.al (2011).
Por Ąm, podemos obter o parâmetro de interesse Ò através da relação deĄnida em (2.1.5).

Como critério de convergência pode-se usar
⧸︁⧸︁⧸︁θ(r) ⊗ θ(r⊗1)

⧸︁⧸︁⧸︁ < 𝜀.

Assim como sugerido por Vilca et.al (2011), a Ąm de garantir que as verdadeiras estimativas de
máxima verossimilhança estão sendo obtidas, recomenda-se que o algoritmo ECM seja implemen-
tado utilizando diferentes estimativas iniciais e seja veriĄcado se para todas elas o algoritmo está
retornando estimativas similares.

Matriz de informação de Fisher observada

Assim como pode ser visto no Corolário 2.2, o cálculo dos momentos da variável aleatória 𝑇
requer a utilização de métodos de integração numérica, diĄcultando assim a obtenção da matriz
de informação de Fisher esperada. Portanto, optamos por trabalhar com a matriz de informação
de Fisher observada.

Nesse caso, é importante ressaltar que sob certas condições de regularidade, para um tama-
nho de amostra suĄcientemente grande, o estimador de máxima verossimilhança, ̂︀θ, converge em
distribuição para uma Normal p-variada com vetor de médias dado por θ e matriz de variância-
covariância dada pela inversa da matriz de informação de Fisher esperada, 𝐼⊗1

E (θ), ou seja

̂︀θ 𝒟⊗⊃ 𝑁p(θ, 𝐼⊗1
E (θ)). (2.4.12)

Além disso, a matriz de informação de Fisher esperada converge em probabilidade para a matriz
de informação de Fisher observada.

Antes de deĄnirmos a matriz de informação de Fisher observada, consideremos 𝑇1, . . . , 𝑇n uma
amostra aleatória da distribuição Birnbaum-Saunders Normal assimétrica sob a parametrização
centrada, ou seja, 𝑇i ≍ BSNAC(Ð, Ñ, Ò), com 𝑖 = 1, . . . , 𝑛. Assim, a log-verossimilhança original é
da forma
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𝑙(θ) =
n∑︁

i=1

𝑙i(θ), (2.4.13)

em que 𝑙i(θ) é tal como (2.4.3). Logo, a matriz de informação de Fisher observada é dada por:

𝐼(θ) =

⋃︀
⋁︀⨄︀

𝐼αα 𝐼βα 𝐼δα

𝐼αβ 𝐼ββ 𝐼δβ

𝐼αδ 𝐼βδ 𝐼δδ

⋂︀
⎥⋀︀ ,

em que:

𝐼αα =
𝑛

Ð2
+

6𝑛à2
z

Ð4
⊗ 3à2

z

Ð4Ñ

n∑︁

i=1

𝑡i ⊗ 3à2
zÑ

Ð4

n∑︁

i=1

1
𝑡i

⊗ 2Ûzàz

Ð3

n∑︁

i=1

∏︀
∐︁
√︃

𝑡i

Ñ
⊗
√︃

Ñ

𝑡i

⎞
⎠+

2Úàz

Ð3

n∑︁

i=1

∏︀
∐︁
√︃

𝑡i

Ñ
⊗
√︃

Ñ

𝑡i

⎞
⎠

× 𝑊Φ(ÚÕ) +
Ú2à2

z

Ð4

n∑︁

i=1

(︃
𝑡i

Ñ
⊗ Ñ

𝑡i

⊗ 2

⎜
𝑊

(1)
Φ (ÚÕ),

𝐼αβ = ⊗ à2
z

Ð3Ñ2

n∑︁
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𝑡i ⊗ à2
z

Ð3

n∑︁

i=1

1
𝑡i

⊗ Ûzàz

2Ð2

n∑︁
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(︃√
𝑡i

Ñ3/2
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1√
𝑡i

√
Ñ

⎜
+

Úàz

2Ð2

n∑︁
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(︃√
𝑡i
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𝑡i

√
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n∑︁
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(︃
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Ñ2

⊗ 1
𝑡i

⎜
𝑊

(1)
Φ (ÚÕ),

𝐼αδ = ⊗2𝑟2Ó

Ð3

n∑︁

i=1

(︃
𝑡i

Ñ
⊗ Ñ

𝑡i

⊗ 2

⎜
+

𝑟(1 ⊗ 2Û2
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Ð2àz

n∑︁
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∏︀
∐︁
√︃
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(︃
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Ñ
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⎜
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Ñ2
⊗ 1

𝑡i

⎜

× 𝑊
(1)
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𝐼δδ = ⊗2𝑛𝑟2

à4
z

+
𝑟2

Ð2

n∑︁

i=1

(︃
𝑡i

Ñ
+

Ñ

𝑡i

⊗ 2

⎜
⊗ 𝑟3Ó(2Û2

z ⊗ 3)
Ðà3
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n∑︁

i=1

(︃√
𝑡i√
Ñ

⊗
√

Ñ√
𝑡i

⎜
+

𝑟(Ó2 + 2)
(1 ⊗ Ó2)5/2

n∑︁

i=1

𝑊Φ(ÚÕ)

+

⎟
Ó(⊗3𝑟2 + 2𝑟4Ó2 ⊗ 2Û2

z + Û4
z ⊗ 𝑟2Ó4 + 3)

Ð(1 ⊗ Ó2)5/2à3
z

⟨
n∑︁

i=1

(︃√
𝑡i√
Ñ

⊗
√

Ñ√
𝑡i

⎜
𝑊Φ(ÚÕ)

+
n∑︁

i=1

⎟
1 + Û2

z(Ó2 ⊗ 2)
Ð(1 ⊗ Ó2)3/2àz

(︃√
𝑡i√
Ñ

⊗
√

Ñ√
𝑡i

⎜
⊗ Ûz(Ó2 ⊗ 2)

(1 ⊗ Ó2)3/2

⟨2

𝑊
(1)
Φ (ÚÕ),

em que Õ = àz

[︁
𝑎ti

(Ð, Ñ) + µz

σz

]︁
; Ûz e àz são tais como em (2.1.4), 𝑎ti

(Ð, Ñ) é como em (2.2.8),

Ó = λ√
1+λ2 e Ú é tal como em (2.1.7); 𝑊Φ(ÚÕ) = φ(λζ)

Φ(λζ)
; 𝑊

(1)
Φ (ÚÕ) = ⊗𝑊Φ(ÚÕ)(ÚÕ + 𝑊Φ(ÚÕ)) é

derivada de 𝑊Φ(ÚÕ) com relação à ÚÕ.
Utilizamos a matriz de informação de Fisher observada para obter os erros-padrão da seguinte

forma

𝐸𝑃 (̂︀𝜃) =
[︁
Diag(𝐼⊗1(̂︀θ))

]︁1/2
.

Breve estudo de simulação

Um breve estudo de simulação foi conduzido com o intuito de ilustar o fato de que o modelo
BSNAC tem seus parâmetros bem recuperados e além disso, mostrar que a matriz de informação de
Fisher observada provê boa aproximação para os erros-padrão, pois estes se aproximam daqueles
obtidos pelas réplicas. Dessa forma, podemos comparar os modelos BSNAC e BSNA de forma
mais apropriada.

Foram geradas 𝑁 = 1000 réplicas de tamanho 𝑛 = 500, para as quais foram considerados
θ⊤ = (Ð, Ñ, Ò) = (0, 5; 1; 0, 67), valores estes que resultam em um comportamente fortemente
assimétrico positivo da distribuição BSNAC.

Na Tabela 2.1 é possível observar a média das 𝑁 estimativas, ̂̄︀θ =
∑︀N

j=1
̂︀θj/𝑁 , bem como a

média dos erros-padrão (EP), obtidos através da matriz de informação de Fisher observada, com
mencionado anteriormente e também o erro padrão empírico das 𝑁 estimativas que é calculado da
seguinte forma

𝐸𝑃emp =
N∑︁

j=1

( ̂︀θj −
̂̄︀θ)2/𝑁.

De acordo com a Tabela 2.1, percebe-se que o algoritmo ECM aqui desenvolvido comporta-
se bem, pois as médias das estimativas dos parâmetros em questão aproximam-se dos verdadeiros
valores previamente Ąxados e os erros-padrão, tanto o empírico como o teórico, são muito similares,
indicando assim, que a utilização da Informação de Fisher observada como estimador da variância
assintótica é apropriada.
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Tabela 2.1: Distribuição Birnbaum-Saunders Normal assimétrica sob a parametrização centrada:
média e erros-padrão das N estimativas de ̂︀θ.

̂̄︀θ EP(̂︀θ) EPemp

Ð̂ 0, 495 0, 019 0, 021
Ñ̂ 1, 003 0, 032 0, 028
Ò̂ 0, 667 0, 015 0, 012

2.4.2 Inferência bayesiana

Fundamentos teóricos sobre inferência bayesiana podem ser estudados em profundidade pela
leitura de Berger (1985), Lee (1989), Press (1989), OŠHagan (1994), Bernardo e Smith (1994),
Gamerman (1997), Gelman et al. (1997), entre outros. De modo geral, segundo esses autores, a
inferência bayesiana se baseia na noção de probabilidade subjetiva, ou seja, no grau de credibilidade
em determinada hipótese sobre quantidades de interesse não observáveis. Assim, essa probabilidade
subjetiva pode variar entre indivíduos e/ou em função dos acontecimentos, estabelecendo-se uma
probabilidade a priori sobre a hipótese. A atualização das informações com dados e evidências sobre
a hipótese é realizada via teorema de Bayes, modiĄcando e reĄnando a probabilidade subjetiva
continuamente.

Segundo Gelman et al. (1997), para estabelecer probabilidades sobre parâmetros de interesse 𝜃
da população, sendo conhecidos os dados observados 𝑦, deve-se estabelecer um modelo de distribui-
ção de probabilidades conjunta para 𝜃 e 𝑌 . A densidade conjunta é o produto das duas densidades
que são frequentemente referenciadas como distribuição a priori de 𝜃, 𝑓(𝜃), e distribuição amostral
dos dados, 𝑓(𝑦♣𝜃). Tem-se assim que:

𝑓(𝜃, 𝑦) = 𝑓(𝜃)𝑓(𝑦♣𝜃).

Utilizando-se o Teorema de Bayes obtém-se a partir dos valores conhecidos dos dados de 𝑦 a
densidade a posteriori 𝑓(𝜃♣𝑦):

𝑓(𝜃♣𝑦) =
𝑓(𝜃, 𝑦)
𝑓(𝑦)

=
𝑓(𝜃)𝑓(𝑦♣𝜃)

𝑓(𝑦)
, (2.4.14)

onde 𝑓(𝑦) =
∫︀

𝑓(𝜃)𝑓(𝑦♣𝜃)𝑑𝜃 é a distribuição marginal de y. Convenciona-se que a distribuição a
priori seja denotada por Þ(𝜃) e a distribuição a posteriori por Þ(𝜃♣𝑦) . A distribuição 𝑓(𝑦♣𝜃) é
associada à verossimilhança 𝐿(𝜃♣𝑦), ou de forma simpliĄcada 𝐿(𝜃). O fator 𝑓(𝑦), que não depende
de 𝜃, e com 𝑦 Ąxado, pode ser considerado uma constante. Assim, a (2.4.14), pode ser reescrita
como:

Þ(𝜃♣𝑦) = 𝑐𝐿(𝜃)Þ(𝜃),

em que, 𝑐⊗1 = 𝑓(𝑦) =
∫︀

Þ(𝜃)𝐿(𝜃)𝑑𝜃.
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Método de Monte Carlo via Cadeia de Markov (MCMC)

Em muitos casos, não é possível obter as posteriories marginais de interesse e, portanto, métodos
numéricos devem ser utilizados para se obter aproximações delas. Entre os principais métodos de
simulação podem ser citados os métodos de integração de Monte Carlo e os de reamostragem -
rejeição ou aceitação e rejeição (Newman, 1951 e Ripley, 1987), rejeição adaptativa (Gilks e Wild,
1992), reamostragem ponderada ou amostragem e reamostragem por importância (Rubin, 1988 e
Smith e Gelfand, 1992).

Entre outros, Gilks et al. (1996) e Gelman et al. (1997) estudaram o método MCMC. De forma
geral, trata-se de uma integração de Monte Carlo utilizando cadeias de Markov. Considere uma
sequência de variáveis aleatórias 𝑋 e uma função de interesse da população 𝑓(𝑋), a integração de
Monte Carlo estima o valor esperado médio de 𝑓(𝑋) utilizando amostras geradas 𝑋t, 𝑡 = 1, ..., 𝑛
da distribuição e aproximando E[𝑓(𝑋)]:

E[𝑓(𝑋)] ≡ 1
𝑛

n∑︁

t=1

𝑓(𝑋t).

O método de simulação MCMC gera amostras construindo uma cadeia de Markov constituída ao
longo tempo até que a distribuição estacionária seja atingida. A maneira usual de constituir cadeias
para realizar inferências sob o enfoque bayesiano é por meio de algoritmos como o amostrador de
Gibbs (Geman e Geman, 1984) e o algoritmo de Metropolis-Hastings (Hastings, 1970).

A implementação da análise bayesiana utilizando o método de simulação via MCMC, foi reali-
zada, no presente trabalho, com o auxílio do pacote R2OpenBugs (Sturtz et. al, 2005) do software
R .

Distribuições à priori, densidade à posteriori conjunta e condicionais completas

Realizamos a implementação da análise bayesiana via MCMC, utilizando tanto a verossimi-
lhança original do modelo BSNAC, quanto a estrutura hierárquica, da seguinte forma:

Verossimilhança original:

Seja 𝑛 observações independentes, 𝑇1, . . . , 𝑇n, com 𝑇i ≍ BSNAC(Ð, Ñ, Ò), 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, em que
Ð, Ñ e Ò são desconhecidos. A verossimilhança de θ = (Ð, Ñ, Ò)⊤, dada a amostra observada
t = (𝑡1, . . . , 𝑡n)⊤, é deĄnida da seguinte forma:

𝐿(θ♣t) =
n∏︁

i=1

2àzã
[︂
àz

(︂
𝑎ti

(Ð, Ñ) +
Ûz

àz

)︂]︂
Φ
{︂

Ú
[︂
àz

(︂
𝑎ti

(Ð, Ñ) +
Ûz

àz

)︂]︂}︂
𝐴ti

(Ð, Ñ), (2.4.15)

em que 𝑎ti
(Ð, Ñ) e 𝐴ti

(Ð, Ñ) são tais como (2.2.8); Ûz e àz são tais como em (2.1.4) e Ú tal como
em (2.1.7).

Para uma completa deĄnição do modelo, precisamos especiĄcar as distribuições à priori para o
vetor de parâmetros desconhecidos θ = (Ð, Ñ, Ò)⊤.
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Para a escolha das prioris apresentadas na Tabela 2.2, levamos em consideração o espaço
paramétrico em que cada um dos parâmetros estão deĄnidos. Para o parâmetro de forma Ð,
adotamos uma priori Gama com massa concentrada no intervalo (0, 3), visto que tais valores são
mais comumente observados na literatura. Para o parâmetro de escala, Ñ, adotamos uma priori
Gama pouco informativa e por Ąm, para o parâmetro de assimetria, Ò, adotamos uma priori
Uniforme contemplando todo o espaço paramétrico.

Tabela 2.2: Prioris associadas aos parâmetros do modelo probabilístico.

Parâmetros Prioris
Ð Gama (rα; Úα)
Ñ Gama (𝑟β; Úβ)
Ò U(𝑎; 𝑏)

Vamos assumir que os elementos do vetor θ são independentes, de modo que a distribuição à
priori conjunta de todas as quantidades desconhecidas tem densidade dada por:

Þ(Ð, Ñ, Ò) = Þ(Ð)Þ(Ñ)Þ(Ò)

∝ Ð(rα⊗1)Ñ(rβ⊗1) exp ¶⊗(ÐÚα + ÑÚβ)♢ . (2.4.16)

Combinando a verossimilhança (2.4.15) e as prioris adotadas em (2.4.16), a densidade à poste-
riori conjunta de todas as quantidades não observáveis é dada por

Þ(θ♣t) ∝
n∏︁

i=1

àzã
[︂
àz

(︂
𝑎ti

(Ð, Ñ) +
Ûz

àz

)︂]︂
Φ
{︂

Ú
[︂
àz

(︂
𝑎ti

(Ð, Ñ) +
Ûz

àz

)︂]︂}︂
𝐴ti

(Ð, Ñ)

×
{︁
Ð(rα⊗1)Ñ(rβ⊗1) exp ¶⊗(ÐÚα + ÑÚβ)♢

}︁
. (2.4.17)

Por Ąm, consideremos o modelo completo deĄnido em (2.4.17). As condicionais completas de
Ð, Ñ e Ò são dadas por

Þ(Ð♣Ñ, Ò, t) ∝
n∏︁

i=1

{︂
àzã

[︂
àz

(︂
𝑎ti

(Ð, Ñ) +
Ûz

àz

)︂]︂
Φ
{︂

Ú
[︂
àz

(︂
𝑎ti

(Ð, Ñ) +
Ûz

àz

)︂]︂}︂
𝐴ti

(Ð, Ñ)
}︂

×
{︁
Ð(rα⊗1) exp ¶⊗ÐÚα♢

}︁
,

Þ(Ñ♣Ð, Ò, t) ∝
n∏︁

i=1

{︂
àzã

[︂
àz

(︂
𝑎ti

(Ð, Ñ) +
Ûz

àz

)︂]︂
Φ
{︂

Ú
[︂
àz

(︂
𝑎ti

(Ð, Ñ) +
Ûz

àz

)︂]︂}︂
𝐴ti

(Ð, Ñ)
}︂

×
{︁
Ñ(rβ⊗1) exp ¶⊗ÑÚβ♢

}︁
,

Þ(Ò♣Ð, Ñ, t) ∝
n∏︁

i=1

àzã
[︂
àz

(︂
𝑎ti

(Ð, Ñ) +
Ûz

àz

)︂]︂
Φ
{︂

Ú
[︂
àz

(︂
𝑎ti

(Ð, Ñ) +
Ûz

àz

)︂]︂}︂
𝐴ti

(Ð, Ñ). (2.4.18)
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Estrutura hierárquica:

Assim como mostrado anteriormente, a distribuição Birnbaum-Saunders Normal assimétrica
sob a parametrização centrada tem a seguinte representação hierárquica

𝑇i♣𝐻i = ℎi
ind≍ BSEC(Ðδ, Ñ, à = 2, Ühi

)

𝐻i
ind≍ HN(0, 1); 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, (2.4.19)

em que, Ðδ = Ð
√︁

1⊗δ2

1⊗r2δ2 e Ühi
= ⊗ δ(hi⊗r)√

1⊗δ2 . Consideremos agora, t = (𝑡1, . . . , 𝑡n)⊤ e h = (ℎ1, . . . , ℎn)⊤

denotando os dados observados e não observados, respectivamente. Assim, de acordo com a re-
presentação hierárquica deĄnida em (2.4.19), segue que a verossimilhança associada aos dados
completos t* = (t⊤, h⊤)⊤ é dada por

𝐿(θ♣t*) =
n∏︁

i=1

𝑓T ♣H(𝑡i♣ℎi)𝑓H(ℎi)

=
n∏︁

i=1

√︁
2/Þã [Ühi

+ 𝑎ti
(Ð, Ñ)] 𝐴ti

(Ð, Ñ) exp

∮︁
⊗ℎ2

i

2

⨀︀
. (2.4.20)

Combinando a verossimilhança completa em (2.4.20) e as prioris adotadas em (2.4.16), a den-
sidade à posteriori conjunta de todas as quantidades não observáveis é dada por

Þ(θ, h♣t) ∝
n∏︁

i=1

∮︁
ã [Ühi

+ 𝑎ti
(Ð, Ñ)] 𝐴ti

(Ð, Ñ) exp

∮︁
⊗ℎ2

i

2

⨀︀⨀︀
×

{︁
Ð(rα⊗1)Ñ(rβ⊗1) exp ¶⊗(ÐÚα + ÑÚβ)♢

}︁
(2.4.21)

Por Ąm, consideremos o modelo completo descrito em (2.4.21). As condicionais completas de
Ð, Ñ e Ò e h são dadas por:

Þ(h♣Ð, Ñ, Ò, t) ∝
n∏︁

i=1

ã [Ühi
+ 𝑎ti

(Ð, Ñ)] 𝐴ti
(Ð, Ñ) exp

∮︁
⊗ℎ2

i

2

⨀︀
,

Þ(Ð♣Ñ, Ò, t*) ∝
n∏︁

i=1

∮︁
ã [Ühi

+ 𝑎ti
(Ð, Ñ)] 𝐴ti

(Ð, Ñ) exp

∮︁
⊗ℎ2

i

2

⨀︀⨀︀{︁
Ð(rα⊗1) exp ¶⊗ÐÚα♢

}︁
,

Þ(Ñ♣Ð, Ò, t*) ∝
n∏︁

i=1

∮︁
ã [Ühi

+ 𝑎ti
(Ð, Ñ)] 𝐴ti

(Ð, Ñ) exp

∮︁
⊗ℎ2

i

2

⨀︀⨀︀{︁
Ñ(rβ⊗1) exp ¶⊗ÑÚβ♢

}︁
,

Þ(Ò♣Ð, Ñ, t*) ∝
n∏︁

i=1

ã [Ühi
+ 𝑎ti

(Ð, Ñ)] 𝐴ti
(Ð, Ñ) exp

∮︁
⊗ℎ2

i

2

⨀︀
. (2.4.22)

As distribuições condicionais completas (2.4.18) e (2.4.22) podem ser facilmente simuladas/-
geradas no sofware OpenBugs (Spiegelhalter et. al, 2005) através da representação hierárquica e
das distribuições a priori. Como é possível observar, as condicionais completas apresentadas não
tem forma fechada, logo não é possível simular diretamente delas e nesse caso, se faz necessária
a utilização de algoritmos tais como: Metropolis-Hastings, slice sampling e rejeição adaptativa.
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Todas esses algoritmos estão implementandos no OpenBugs e as condicionais completas podem ser
facilmente implementadas no sofware R, por exemplo.

No Capítulo 4, apresentaremos um estudo de simulação completo, sob os enfoques frequentista
e bayesiano, a Ąm de avaliar o modelo probabilístico aqui proposto com respeito a recuperação dos
parâmetros.

2.5 Comparação entre a distribuição Birnbaum-Saunders

Normal assimétrica sob a parametrização centrada e a

Birnbaum-Saunders Normal assimétrica

Desde o artigo pioneiro de Azzalini (1985), tem-se conhecimento da grande diĄculdade na
estimação por máxima verossimilhança dos parâmetros do modelo Normal assimétrico. Tais diĄ-
culdades estão relacionadas com a não convergência dos estimadores para particulares resultados
amostrais. Por exemplo, no caso uniparamétrico NA(0, 1, Ò), dado uma amostra aleatória dessa
distribuição, pode-se mostrar (Branco et.al, 2004) que: se todas as observações 𝑥

′

i𝑠 são positivas
(negativas) então a verossimilhança será monotonamente crescente (decrescente) e o estimador de
máxima verossimilhança de Ò será inĄnito. No caso geral (três parâmetros) observamos que, há
sempre um ponto de inĆexão em Ò = 0 na verossimilhança perĄlada desse parâmetro. Correspon-
dentemente, a matriz de informação de Fisher esperada é singular, quando Ò ⊃ 0.

Ilustraremos a seguir, que a distribuição Birnbaum-Saunders Normal assimétrica (Santana,
2009) herda do modelo Normal assimétrico esses problemas na estimação por máxima verossimi-
lhança e que a utilização da parametrização centrada é uma forma de contornar tal diĄculdade.

Para uma amostra aleatória 𝑇1, 𝑇2, . . . , 𝑇n de uma BSNA(Ð, Ñ, Ò) a log-verossimilhança, deĄnida
em Santana(2009), é dada por

𝑙(θ) = 𝑛 log(2) +
n∑︁

i=1

log [𝐴ti
(Ð, Ñ)] +

n∑︁

i=1

log ¶ã [𝑎ti
(Ð, Ñ)]♢ +

n∑︁

i=1

log ¶Φ [Ú𝑎ti
(Ð, Ñ)]♢ , (2.5.1)

em que 𝑎ti
(Ð, Ñ) e 𝐴ti

(Ð, Ñ) são tais como em (2.2.8) e Ú é como deĄnido em (2.1.7).
Uma vez que a log-verossimilhança depende de três parâmetros Ð, Ñ e Ò consideraremos a

correspondente log-verossimilhança perĄlada. Por exemplo, a log-verossimilhança perĄlada de Ò é
dada por 𝑙(Ð̂(Ò), Ñ̂(Ò), Ò), em que Ð̂(Ò) e Ñ̂(Ò) denotam os valores de Ð e Ñ que maximizam a 𝑙(θ)
para um dado valor de Ò.

Seguindo Arellano-Valle and Azzalini (2008), para facilitar as interpretações, iremos consi-
derar a log-verossimilhança perĄlada relativa (LVPR), obtida pela subtração 𝑙(Ð̂(Ò), Ñ̂(Ò), Ò) ⊗
𝑙(Ð̂(Ò), Ñ̂(Ò), Ò̂), assim o máximo da nova função será igual a zero.

A Figura 2.6 mostra o gráĄco de duas vezes a LVPR de Ò, considerando uma amostra aleatória
de tamanho 200 de uma BSNA(0, 5; 1; 0, 67), gerada com o auxílio do pacote sn do software R. É
possível observar uma forma não quadrática da log-verossimilhança gerada pela existência de um
ponto de inĆexão quando Ò está bem próximo de zero, diĄcultando assim a obtenção dos estima-
dores de máxima verossimilhança, e introduzindo um comportamento assimétrico da distribuição
amostral mesmo quando 𝑛 ⊃ ∞. Um outro problema que está relacionado à existência desse
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ponto de inĆexão é a singularidade da matriz de informação de Fisher esperada quando Ò tende a
zero. Este fato afeta não somente as propriedades assintóticas dos estimadores de máxima veros-
similhança como também impede que avaliemos a existência de assimetria usando testes baseados
nesta matriz, como por exemplo, o teste de Wald.
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Figura 2.6: Duas vezes a LVPR de Ò

Para estudar melhor as nuâncias desse problema, conduzimos um pequeno estudo de simulação.
Neste estudo foram geradas 1000 réplicas de tamanho 20, 100, 500 e da BSNA(0, 5; 1; 0, 67), e para
cada uma delas foram obtidas as estimativas de máxima verossimilhança (Ð̂, Ñ̂, Ò̂), via algoritmo
ECM apresentado em Vilca et.al (2011).

As Figuras 2.7 - 2.9 mostram as correspondentes distribuições amostrais de Ð̂, Ñ̂ e Ò̂ para os
diferentes tamanhos amostrais em forma de histograma. A forma dessas distribuições amostrais
sugerem, basicamente, um comportamento assimétrico que permanece mesmo quando 𝑛 ⊃ ∞.

Passando agora para o modelo aqui proposto, Birnbaum-Saunders Normal assimétrica sob a
parametrização centrada, tem-se que a log-verossimilhança é dada em (2.4.2).

A Figura 2.10 mostra o gráĄco de duas vezes a LVPR de Ò, considerando uma amostra aleatória
de tamanho 200 de uma BSNAC(0, 5; 1; 0, 67).

Diferentemente do que foi visto na Figura 2.6 o novo gráĄco exibe um comportamento mais
regular e mais próximo de uma função convexa. Além disso, não há ponto de inĆexão em Ò = 0.

De forma similar ao que foi feito anteriormente, conduzimos um pequeno estudo de simulação,
agora usando a BSNAC(0, 5; 1; 0, 67). As Figuras 2.11 - 2.13 mostram as correspondentes distri-
buições amostrais de Ð̂, Ñ̂ e Ò̂ para os diferentes tamanhos amostrais em forma de histograma.
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Os gráĄcos sugerem que as distribuições amostrais dos três parâmetros utilizando a parame-
trização centrada são mais próximas da distribuição Normal, quando 𝑛 ⊃ ∞, do que as de Ð̂, Ñ̂ e
Ò̂ utilizando a parametrização usual. De fato, a reparametrização parece remover a singularidade
da matriz de informação de Fisher.
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Figura 2.7: Distribuições amostrais de Ð̂, Ñ̂ e Ò̂ para 𝑛 = 20.
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Figura 2.8: Distribuições amostrais de Ð̂, Ñ̂ e Ò̂ para 𝑛 = 100.
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Figura 2.9: Distribuições amostrais de Ð̂, Ñ̂ e Ò̂ para 𝑛 = 500.
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Figura 2.10: Duas vezes a LVPR de Ò.
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Figura 2.12: Distribuições amostrais de Ð̂, Ñ̂ e Ò̂ para 𝑛 = 100.
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Capítulo 3

Modelo de Regressão
Log-Birnbaum-Saunders Normal
assimétrica sob a parametrização
centrada

Neste capítulo iremos propor o modelo de regressão log-BSNAC. EspeciĄcamente vamos estudar
propriedades da distribuição de 𝑉 = log(𝑇 ), quando 𝑇 ≍ BSNAC(Ð, Ñ, Ò), a qual será chamada de
distribuição Seno Hiperbólico (Senh) Normal assimétrica sob a parametrização centrada (SHNAC),
ou log ⊗BSNAC. Destacaremos as principais propriedades do modelo de regressão log-BSNAC,
bem como desenvolveremos procedimentos de estimação e análise de diagnóstico sob os enfoques
frequentista e bayesiano. Além disso, apresentaremos ainda a análise de inĆuência sob o ponto de
vista bayesiano.

3.1 A distribuição Senh-Normal

Inicialmente, iremos apresentar a distribuição Seno Hiperbólico Normal, ou simplesmente Senh-
Normal (SHN), que foi obtida através do log da distribuição BS. Rieck e Nedelman (1991) mos-
traram que essa distribuição pode ser usada em modelos para testes de vida acelerada ou para
comparar vidas medianas de algumas populações. A distribuição SHN pode ser deĄnida através
de uma transfomação da distribuição Normal baseda na seguinte relação

𝑉 = 𝜌 + 2arcsenh
(︂

Ð

2
𝑍
)︂

, (3.1.1)

em que 𝑍 ≍ N(0, 1). Pode-se provar que sua densidade é dada por

𝑓V (v) =

(︃
2

Ðà
√

2Þ

⎜
exp

[︂
⊗2Ð⊗2senh2

(︂v ⊗ 𝜌

à

)︂]︂
cosh

(︂v ⊗ 𝜌

à

)︂
,

= ã(𝑏v)𝑏
′

v, v ∈ R. (3.1.2)
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em que ã(≤) denota a densidade da Normal padrão. Além disso,

𝑏v =
2
Ð

senh
(︂v ⊗ 𝜌

à

)︂
e 𝑏

′

v =
𝑑𝑏v

𝑑v

=
2

Ðà
cosh

(︂v ⊗ 𝜌

à

)︂
. (3.1.3)

A distribuição de 𝑉 é denotada por 𝑉 ≍ SHN(Ð, 𝜌, à). A seguir, apresentaremos duas das
principais propriedades da distribuição SHN.

• 𝑍 =
2
Ð

senh
(︂

𝑉 ⊗ 𝜌

à

)︂
≍ N(0, 1);

• 𝑊 = 𝑎+𝑏𝑉 ≍ (Ð, 𝑎+𝑏𝜌, 𝑏à), em que 𝑎 ∈ R e 𝑏 ∈ R⊗¶0♢. Em particular, se 𝑉 ≍ SHN(Ð, 𝜌, à),
então [𝑉 ⊗ 𝜌] /à ≍ SHN(Ð, 0, 1). Isto é, com esta transformação obtemos a distribuição SHN
padrão.

A f.d.a de 𝑉 é dada por

𝐹V (v) = Φ
[︂ 2
Ð

senh
(︂v ⊗ 𝜌

à

)︂]︂
, v ∈ R, (3.1.4)

em que Φ denota a acumulada da Normal padrão. Agora, se 𝑇 ≍ BS(Ð, Ñ), então a distribuição
de 𝑉 = log(𝑇 ) permite o estudo de modelos de regressão linear log-Birnbaum-Saunders, e neste
caso, 𝑉 ≍ SHN(Ð, 𝜌, à = 2).

A média e a variância da distribuição SHN(Ð, 𝜌, à = 2) podem ser obtidas usando a função
geradora de momentos apresentada em Gradshteyn e Randzhik (2000).

Rieck e Nedelman (1991) provaram que se 𝑇 ≍ BS(Ð, Ñ), então 𝑉 = log(𝑇 ) ≍ SHN(Ð, 𝜌, à = 2),
em que 𝜌 = log(Ñ). Por isso, a distribuição Senh-Normal é denominada distribuição log-Birnbaum-
Saunders. Para mais detalhes, ver também Leiva et al. (2009).

3.2 A distribuição SHNAC

DeĄnamos agora, uma generalização da distribuição Senh-Normal (SHN), desenvolvida por
Rieck e Nedelman (1991), que é baseada na distribuição de 𝑉 = log(𝑇 ), com 𝑇 ≍ BSNAC(Ð, Ñ, Ò).
A variável aleatória 𝑉 pode ser deĄnida da seguinte forma

𝑉 = 𝜌 + 2arcsenh
(︂

Ð

2
𝑌c

)︂
, (3.2.1)

em que, 𝑌c ≍ NAC(0, 1, Ò), Ð > 0 é o parâmetro de forma e 𝜌 > 0 é o parâmetro de localização.
Ou seja, no lugar de assumir normalidade (caso Senh-Normal), vamos assumir que como variável
geradora 𝑌c ≍ NAC(0, 1, Ò). A distribuição de V será denotada por 𝑉 ≍ SHNAC(Ð, 𝜌, à = 2, Ò).

DeĄnição 3.1 Dizemos que uma variável aleatória V tem distribuição SHNAC com parâmetro de
forma Ð > 0, parâmetro de localização 𝜌 ∈ R, parâmetro de escala à = 2 e parâmetro de assimetria
Ò ∈ (⊗0, 99527; 0, 99527), se sua densidade for dada por

𝑓V (v) = 2àzã
[︂
àz

(︂
𝑏v(Ð, 𝜌) +

Ûz

àz

)︂]︂
𝑏

′

v(Ð, 𝜌)Φ
{︂

Ú
[︂
àz

(︂
𝑏v(Ð, 𝜌) +

Ûz

àz

)︂]︂}︂
11 (v)

(⊗∞,∞)

, (3.2.2)
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em que Ûz e àz são tais como em (2.1.4), Ú tal como em (2.1.7), 𝜌 = log(Ñ) e

𝑏v(Ð, 𝜌) =
2
Ð

senh
(︂v ⊗ 𝜌

2

)︂
e 𝑏

′

v(Ð, 𝜌) =
1
Ð

cosh
(︂v ⊗ 𝜌

2

)︂
. (3.2.3)

Nas Figuras 3.1 e 3.2, observa-se os gráĄcos da densidade (3.2.2) para diferentes valores de Ð
e Ò.
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Figura 3.1: Densidades da SHNAC para diferentes valores de Ò, considerando Ñ = 1 (𝜌 = 0),
(a)⊗(b) Ð = 0, 2 e (c)⊗(d) Ð = 0, 8.

Na Figura 3.1 apresentamos os gráĄcos da densidade (3.2.2) para diferentes valores de Ò, con-
siderando Ñ = 1 (𝜌 = 0) e Ð = 0, 2 (painéis (a) e (b)) e Ð = 0, 8 (painéis (c) e (d)). É possível
observar que valores negativos de Ò induzem assimetria negativa (ou à esquerda) e valores posi-
tivos de Ò induzem assimetria positiva (ou à direita). Se Ò = 0 observamos um comportamento
simétrico, além disso, à medida que aumentamos o valor de Ð é possível notar um aumento da
variabilidade.

Na Figura 3.2 apresentamos os gráĄcos da densidade (3.2.2) para diferentes valores de Ð,
considerando Ñ = 1 (𝜌 = 0) e Ò = 0, 9 (painel (a)) e Ò = ⊗0, 9 (painel (b)). É possível perceber
que à medida que o valor de Ð decresce, há uma diminuição da variância, fazendo com que a
densidade da SHNAC Ąque mais simétrica em torno de 𝜌.

Em síntese, em termos dos três parâmetros da distribuição SHNAC, é possível observar a
simetria da distribuição em torno de 𝜌, quando Ąxamos Ò = 0 e pequenos valores para Ð. A
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assimetria positiva é observada à medida que Ð aumenta, 𝜌 diminui e/ou Ò assume valores positivos.
Já a assimetria negativa é observada à medida que Ð diminui, 𝜌 aumenta e/ou Ò assume valores
negativos. Lembrando que 𝜌 = log(Ñ).
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Figura 3.2: Densidades da SHNAC para diferentes valores de Ð, considerando Ñ = 1 (𝜌 = 0), (a)
Ò = 0, 9 e (b) Ò = ⊗0, 9.

Apresentaremos a seguir, alguns resultados envolvendo a distribuição SHNAC que serão de
suma importância para o desenvolvimento dos algoritmos de estimação do modelo de regressão.

De (3.2.1) temos que se, 𝑉 ≍ SHNAC(Ð, 𝜌, à = 2, Ò), então

𝑌c =
2
Ð

senh
(︂v ⊗ 𝜌

2

)︂
≍ NAC(0, 1, Ò), (3.2.4)

em que 𝜌 = log Ñ e Ò é tal como deĄnido em (2.1.5).

Proposição 3.1 Seja 𝑉 ≍ SHNAC(Ð, 𝜌, à = 2, Ò), a acumulada de SHNAC é dada por

𝐹V (v) = Φγ(𝑏v(Ð, 𝜌)),

em que, Φγ(≤) é a acumulada de uma variável aleatória NAC(0, 1, Ò), que pode ser definida da
seguinte forma

Φγ(𝑦c) = Φ(àz𝑦c + Ûz) ⊗ 2T(àz𝑦c + Ûz, 𝑎), (3.2.5)

em que T(𝑤, 𝑎) =
1

2Þ

∫︁ a

0

exp [⊗𝑤2(1 + 𝑥2)/2]
1 + 𝑥2

𝑑𝑥. Essa função foi estudada por Owen (1956). Além

disso, Φ(≤) representa a acumulada da Normal padrão, Ûz e àz são tais como em (2.1.4)
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Proposição 3.2 Seja 𝑌c com em (2.1.6) e 𝑉 ≍ SHNAC(Ð, 𝜌, à = 2, Ò). A variável aleatória 𝑌c

tem representação estocástica dada como em (2.1.8). Então a função de densidade condicional de
V dado 𝐻 = ℎ é dada por

𝑓V ♣H(v♣ℎ) = ã(Üh + 𝑏v(Ðδ, 𝜌))𝑏
′

v(Ðδ, 𝜌), (3.2.6)

em que, 𝑏v(Ðδ, 𝜌) e 𝑏
′

v
(Ðδ, 𝜌) são tais como (3.2.3), trocando apenas Ð por Ðδ, Ðδ = Ð

√︁
1⊗δ2

1⊗r2δ2 e

Üh = ⊗ δ(h⊗r)√
1⊗δ2 , em que Ó = 1√

1+λ2 e Ú é tal como em (2.1.7).

Demonstração:

Como 𝑌c ≍ NAC(0, 1, Ó), então usando a representação estocástica dada em (2.1.8) podemos
expressar 𝑌c como

𝑌c =
1
àz

[︁
Ó𝐻 +

√
1 ⊗ Ó2𝑋1 ⊗ Ûz

]︁
=

2
Ð

senh
(︂v ⊗ 𝜌

2

)︂
.

Assim a distribuição condicional de 𝑌c dado 𝐻 = ℎ é dada por

𝑌c♣(𝐻 = ℎ) =
2
Ð

senh
(︂v ⊗ 𝜌

2

)︂ ⧹︃⧹︃⧹︃(𝐻 = ℎ) ≍ N(Ûh, à2
h) ,

em que Ûh =
Ó(ℎ ⊗ 𝑟)√
1 ⊗ 𝑟2Ó2

e à2
h =

1 ⊗ Ó2

1 ⊗ 𝑟2Ó2
. Logo, dado 𝐻 = ℎ a distribuição de 𝑊 * = (𝑌c ⊗ Ûh)/àh

é dada por

𝑊 * = ⊗Ûh

àh

+
2

Ðàh

senh
(︂v ⊗ 𝜌

2

)︂
≍ N(0, 1).

Assim do resultado acima, conclui-se a prova.

Proposição 3.3 Seja 𝑌c como em (2.1.6) e 𝑉 como em (3.2.1), então

i) 𝑓H♣V (ℎ♣v) =
ã

∮︁
ℎ

⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃Ó
√

1 ⊗ 𝑟2Ó2

(︃
𝑏v(Ð, 𝜌) +

𝑟Ó√
1 ⊗ 𝑟2Ó2

⎜
; 1 ⊗ Ó2

⨀︀

Φ

∮︁
Ú

⎟
àz

(︃
𝑏v(Ð, 𝜌) +

𝑟Ó√
1 ⊗ 𝑟2Ó2

⎜⟨⨀︀ 11 (ℎ)
(0,∞)

.

ii) E(𝐻♣𝑉 = v) = Ö* + 𝑊Φ

(︂
Ö*

á

)︂
á,

iii) E(𝐻2♣𝑉 = v) = Ö*2 + á 2 + 𝑊Φ

(︂
Ö*

á

)︂
(Ö*á) ,

em que, Ö* = Ó
√

1 ⊗ 𝑟2Ó2

(︃
𝑏v(Ð, 𝜌) +

𝑟Ó√
1 ⊗ 𝑟2Ó2

⎜
, á =

√
1 ⊗ Ó2 e 𝑊Φ

(︂
Ö*

á

)︂
=

φ

(︃
Ö*

á

⎜

Φ

(︃
Ö*

á

⎜ .
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Demonstração: Como 𝑓H(ℎ) = 2ã(ℎ♣0, 1) 11 (ℎ)
(0,∞)

e

ã(Üh + 𝑏v(Ðδ,ρ)) =

√
1 ⊗ Ó2

√
1 ⊗ 𝑟2Ó2

ã

(︃
𝑏v(Ð, 𝜌)

⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃
Ó(ℎ ⊗ 𝑟)√
1 ⊗ 𝑟2Ó2

;
1 ⊗ Ó2

1 ⊗ 𝑟2Ó2

⎜
.

Assim, usando o Lema 2.1, tem-se que

ã

(︃
𝑏v(Ð, 𝜌)

⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃
Ó(ℎ ⊗ 𝑟)√
1 ⊗ 𝑟2Ó2

,
1 ⊗ Ó2

1 ⊗ 𝑟2Ó2

⎜
ã(ℎ♣0, 1) = ã

(︃
𝑏v(Ð, 𝜌)

⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃⊗
𝑟Ó√

1 ⊗ 𝑟2Ó2
;

1
1 ⊗ 𝑟2Ó2

⎜
×

× ã

∮︁
ℎ

⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃Ó
√

1 ⊗ 𝑟2Ó2

(︃
𝑏v(Ð, 𝜌) +

𝑟Ó√
1 ⊗ 𝑟2Ó2

⎜
; 1 ⊗ Ó2

⨀︀
.

Logo, a prova de i) segue diretamente da relação 𝑓H♣V (ℎ♣v) = 𝑓V ♣H(v♣ℎ)𝑓H(ℎ)/𝑓V (v).

ii)⊗iii) Para 𝑘 = 1, 2, tem-se que

E

[︁
𝐻k♣𝑉

]︁
=

∫︁ ∞

0

ℎk

Φ

∮︁
Ú

⎟
àz

(︃
𝑏v(Ð, 𝜌) +

𝑟Ó√
1 ⊗ 𝑟2Ó2

⎜⟨⨀︀ ×

× ã

∮︁
ℎ

⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃Ó
√

1 ⊗ 𝑟2Ó2

(︃
𝑏v(Ð, 𝜌) +

𝑟Ó√
1 ⊗ 𝑟2Ó2

⎜
; 1 ⊗ Ó2

⨀︀
𝑑ℎ

=
1

Φ

∮︁
Ú

⎟
àz

(︃
𝑏v(Ð, 𝜌) +

𝑟Ó√
1 ⊗ 𝑟2Ó2

⎜⟨⨀︀
∫︁ ∞

0
ℎk ×

× ã

∮︁
ℎ

⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃Ó
√

1 ⊗ 𝑟2Ó2

(︃
𝑏v(Ð, 𝜌) +

𝑟Ó√
1 ⊗ 𝑟2Ó2

⎜
; 1 ⊗ Ó2

⨀︀
𝑑ℎ

= E(𝑋k♣𝑋 > 0).

Assim, usando diretamente as propriedades da distribuição Half-Normal descritas no Lema 2.1,
conclui-se a demonstração.

Proposição 3.4 Seja 𝑉 ≍ SHNAC(Ð, 𝜌, à = 2, Ò) e 𝑊 = Û + 𝑉 , Û ∈ 𝑅, então

𝑊 ≍ SHNAC(Ð, Û + 𝜌, à = 2, Ò). (3.2.7)
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Demonstração: Usando o método do Jacobiano e a densidade de 𝑉 dada em (3.2.2), temos que

a densidade de 𝑊 é dada por

𝑓W (𝑤) = 2àzã
{︂

àz

[︂
𝑏w +

Ûz

àz

]︂}︂
Φ
{︂

Ú
[︂
àz

(︂
𝑏w +

Ûz

àz

)︂]︂}︂
𝑏

′

w 11 (𝑤)
(⊗∞,∞)

,

em que 𝑏w =
2
Ð

senh

(︃
𝑤 ⊗ (Û + 𝜌)

2

⎜
e 𝑏

′

w =
1
Ð

cosh

(︃
𝑤 ⊗ (Û + 𝜌)

2

⎜
.

Portanto, 𝑊 ≍ SHNAC(Ð, Û + 𝜌, à = 2, Ò), Û ∈ R

O resultado da Proposição 3.4 acima permite introduzir o modelo de regressão linear que
discutiremos na seção seguinte.

3.3 O modelo de regressão log-Birnbaum-Saunders Nor-

mal assimétrica sob a parametrização centrada

Suponha que se tenha um conjunto de 𝑛 observações independentes, denotadas por 𝑉1, . . . , 𝑉n,
em que 𝑉i ≍ SHNAC(Ð, Ûi, à = 2, Ò), 𝑖 = 1, . . . , 𝑛. Para deĄnir o modelo log-Birnbaum-Saunders
Normal assimétrica sob a parametrização centrada (log-BSNAC) procedemos como segue: associ-
ado com a observação 𝑖, considere xi um vetor 𝑝×1 de variáveis explicativas conhecidas associadas
com a i-ésima resposta observada vi, através do qual especiĄca-se o preditor linear Ûi = x⊤

i ϕ, em
que ϕ é um vetor p-dimensional de coeĄcientes de regressão desconhecidos. Assim, usando a
Proposição 3.4, tem-se o modelo

𝑉i = x⊤
i ϕ + 𝜀i, 𝜀i ≍ SHNAC(Ð, 0, à = 2, Ò), 𝑖 = 1, . . . , 𝑛. (3.3.1)

Neste caso, 𝜀i = log 𝑇i, em que 𝑇i tem distribuição Birnbaum-Saunders Normal assimétrica sob
a parametrização centrada, BSNAC(Ð, 1, Ò). Assim a log-verossimilhança para θ = (Ð, ϕ⊤, Ò)⊤

pode ser escrita como

𝑙(θ) =
n∑︁

i=1

log
{︂

2àzã
{︂

àz

[︂
𝑏vi

+
Ûz

àz

]︂}︂
Φ
{︂

Ú
[︂
àz

(︂
𝑏vi

+
Ûz

àz

)︂]︂}︂
𝑏

′

vi

}︂
, (3.3.2)

em que 𝑏vi
e 𝑏

′

vi
são tais como em (3.2.3).

A obtenção dos estimadores de máxima verossimilhança pode ser feita através da maximização
de (3.3.2) mas, optamos por usar o algortimo EM com maximização condicional (ECM) devido às
simplicidades numéricas obtidas através dele. Nesse caso, devemos trabalhar com a verossimilhança
completa, como apresentaremos a seguir.

3.4 Métodos de estimação

Nesta seção, apresentaremos as ferramentas necessárias para estimar os parâmetros do modelo
de regressão log-BSNAC sob os pontos de vista frequentista e bayesiano.
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3.4.1 Estimação via algoritmo EM com maximização condicional

Para efeito de estimação vamos considerar uma reparametrização, ou seja, em lugar de estimar

θ = (Ð, ϕ⊤, Ò)⊤, vamos estimar θ dado por θ = (Ð, ϕ⊤, Ó)⊤, em que Ó =
Ú√

1 + Ú2
e Ú é deĄnido

em função de Ò tal como em (2.1.7). Optamos por trabalhar com o parâmetro Ó, visto que facilita
a obtenção dos resultados tanto analiticamente, quanto computacionalmente. Além disso, avaliar
a magnitude da assimetria através de Ó torna-se mais fácil.

Para implementar o algoritmo ECM, primeiro note que, utilizando a representação estocástica
da distribuição NAC dada em (2.1.8) e a Proposição 3.2, o modelo de regressão acima (4.2.1) pode
ser escrito como

𝑉i♣𝐻i = ℎi
ind≍ SHNC(Ðδ, Ûi, à = 2, Ühi

)

𝐻i
ind≍ HN(0, 1); 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, (3.4.1)

em que, Ðδ = Ð
√︁

1⊗δ2

1⊗r2δ2 e Ühi
= ⊗ δ(hi⊗r)√

1⊗δ2 .

A distribuição conjunta de vi e ℎi é dada por

𝑓(vi, ℎi) = 2ã(𝑏*
vi

)𝑏*
vi

′

ã(ℎi)11 (ℎ𝑖)
(0,∞)

, (3.4.2)

em que

𝑏*
vi

= Ühi
+

2
Ðδ

senh
(︂vi ⊗ Ûi

2

)︂
e 𝑏*

vi

′

=
1
Ðδ

cosh
(︂vi ⊗ Ûi

2

)︂
. (3.4.3)

Seja v = (v1, . . . , vn)⊤ e h = (ℎ1, . . . , ℎn)⊤. Então, tratando h como dados faltantes, segue que
a log-verossimilhança completa associada a v* = (v⊤, h⊤)⊤ é dada por

𝑙(θ♣v*) =
n∑︁

i=1

log 𝑓(vi, ℎi) + 𝑓Hi
(ℎi)

= 𝑐 ⊗ 𝑛 log (Ð) ⊗ 𝑛

2
log (1 ⊗ Ó2) +

𝑛

2
log(1 ⊗ 𝑟2Ó2) +

n∑︁

i=1

log
[︂
cosh

(︂vi ⊗ Ûi

2

)︂]︂

⊗ (1 ⊗ 𝑟2Ó2)
2(1 ⊗ Ó2)

n∑︁

i=1

(︃
𝑏vi

⊗ Ó(ℎi ⊗ 𝑟)√
1 ⊗ 𝑟2Ó2

⎜2

, (3.4.4)

em que 𝑏vi
=

2
Ð

senh
(︂vi ⊗ Ûi

2

)︂
, 𝑟 =

√︁
2
π
, Ó = λ√

1+λ2 e Ú é tal como em (2.1.5).

Fazendo ℎ̂i = E[𝐻i♣θ = θ̂, vi] e ℎ̂2
i = E[𝐻2

i ♣θ = θ̂, vi] aplicando as propriedades de esperança
condicional de H dado 𝑉 = v que foram obtidas na Proposição 3.3 e usando os momentos da
distribuição Half-Normal (Lachos, 2004), tem-se que

ℎ̂i = Ö* + 𝑊Φ

(︂
Ö*

á

)︂
á, (3.4.5)

42



e

ℎ̂2
i = Ö*2 + á 2 + 𝑊Φ

(︂
Ö*

á

)︂
(Ö*á) , (3.4.6)

em que, Ö* = Ó
√

1 ⊗ 𝑟2Ó2

(︃
𝑏vi

+
𝑟Ó√

1 ⊗ 𝑟2Ó2

⎜
, á =

√
1 ⊗ Ó2 e 𝑊Φ

(︂
Ö*

á

)︂
=

φ

(︃
Ö*

á

⎜

Φ

(︃
Ö*

á

⎜ .

Seja θ(r) = (Ð(r), ϕ(r)⊤
, Ó(r))⊤ a estimativa de θ na k-ésima iteração. A esperança da log-

verossimilhança completa, que denotamos por Q, será dada por

𝑄(θ♣θ(r)) = E[𝑙(θ♣v*)♣v, θ̂
(r)

]

= 𝑐 ⊗ Ó(r)2

2(1 ⊗ Ó(r)2)

n∑︁

i=1

ℎ̂2
i

(r)
+

𝑟Ó(r)2

1 ⊗ Ó(r)2

n∑︁

i=1

ℎ̂
(r)
i ⊗ 𝑛𝑟2Ó(r)2

2(1 ⊗ Ó(r)2)
+

Ó(r)
√︁

1 ⊗ 𝑟2Ó(r)2

1 ⊗ Ó(r)2

n∑︁

i=1

𝑏vi
ℎ̂

(r)
i

⊗ 𝑟Ó
√︁

1 ⊗ 𝑟2Ó(r)2

1 ⊗ Ó(r)2

n∑︁

i=1

𝑏vi
⊗ 1 ⊗ 𝑟2Ó(r)2

2(1 ⊗ Ó(r)2)

n∑︁

i=1

𝑏2
vi

+
𝑛

2
log (1 ⊗ 𝑟2Ó(r)2

) ⊗ 𝑛

2
log (1 ⊗ Ó(r)2

)

⊗ 𝑛 log (Ð(r)) +
n∑︁

i=1

log

⎟
cosh

(︃
vi ⊗ x⊤

i ϕ(r)

2

⎜⟨
,

em que 𝑏vi
=

2
Ð(r)

senh

(︃
vi ⊗ x⊤

i ϕ(r)

2

⎜
.

A etapa M do algoritmo ECM é implementada maximizando a log-verossimilhança completa
dada em (3.4.7). De forma análoga ao que foi apresentado no Capítulo 2, o algoritmo ECM é
implementado da seguinte forma:

Passo E: Dado θ = θ̂
(r)

, calcula-se ℎ̂i

(r)
e ℎ̂2

i

(r)
, para 𝑖 = 1, . . . , 𝑛 usando as equações (3.4.5) e

(3.4.6),

Passo 1-CM: Fixar ϕ̂(r) e Ó̂(r) e atualizar Ð̂(r) através da raiz positiva da seguinte equação do
segundo grau

Ð̂2 +Ð̂
2Ó

√
1 ⊗ 𝑟2Ó2

𝑛(1 ⊗ Ó2)

⎟
n∑︁

i=1

senh

(︃
vi ⊗ x⊤

i ϕ(r)

2

⎜
ℎ̂i

(r) ⊗ 𝑟
n∑︁

i=1

senh

(︃
vi ⊗ x⊤

i ϕ(r)

2

⎜⟨
⊗

⊗ 4(1 ⊗ 𝑟2Ó2)
𝑛(1 ⊗ Ó2)

n∑︁

i=1

senh2

(︃
vi ⊗ x⊤

i ϕ(r)

2

⎜
= 0 (3.4.7)

Ou seja,

Ð̂ =
⊗𝑏 +

√
𝑏2 ⊗ 4𝑎𝑐

2𝑎
,
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em que

𝑎 = 1,

𝑏 =
2Ó

√
1 ⊗ 𝑟2Ó2

𝑛(1 ⊗ Ó2)

⎟
n∑︁

i=1

senh

(︃
vi ⊗ x⊤

i ϕ(r)

2

⎜
ℎ̂i

(r) ⊗ 𝑟
n∑︁

i=1

senh

(︃
vi ⊗ x⊤

i ϕ(r)

2

⎜⟨
,

𝑐 = ⊗4(1 ⊗ 𝑟2Ó2)
𝑛(1 ⊗ Ó2)

n∑︁

i=1

senh2

(︃
vi ⊗ x⊤

i ϕ(r)

2

⎜
.

Passo 2-CM: Fixar Ð̂(r+1) e atualizar ϕ̂(r) e Ó̂(r) usando

̂︀ϕ(r+1) = argmax𝑄
(︁
Ð̂(r+1), ϕ, Ó̂(r)

)︁

Ó̂(r+1) = argmax𝑄
(︁
Ð̂(r+1), ̂︀ϕ(r+1), Ó

)︁
(3.4.8)

A atualização de ̂︀ϕ(r+1) e Ó̂(r+1) pode ser feita através de algoritmos de otimização numé-
rica. Para a obtenção dos resultados apresentados nesse trabalho de modo semelhante ao modelo
probabilístico, utilizamos a função de otimização optim, disponível no software R, e dentro dela
selecionamos o método L-BFGS-B, para maximizar 𝑄(θ♣θ(r)) com respeito a cada um dos parâ-
metros.

Para inicializar o algoritmo podemos usar como estimativas iniciais θ = θ(0), para ϕ, ̂︀ϕ(0),
usamos as estimativas de mínimos quadrados ordinários do modelo (4.2.1), ̂︀ϕ(0) = (X⊤X)⊗1X⊤v,
em que X é a matriz de planejamento de dimensão 𝑛 × 𝑝 e v = (v1, . . . , vn)⊤. Como estimativa

inicial para Ð, Ð̂(0), pode-se usar Ð̂(0) =

⎟
4
𝑛

n∑︁

i=1

senh2

(︃
vi ⊗ xi

⊤ ̂︀ϕ(0)

2

⎜⟨1/2

. Para mais detalhes, ver

Lemonte e Cordeiro (2010).

Após calcular Ð̂(0) e ̂︀ϕ(0), obtem-se 𝑧i =
(︂ 2

Ð̂(0)

)︂
senh

(︃
vi ⊗ xi

⊤ ̂︀ϕ(0)

2

⎜
; 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, observações

que tem distribuição NAC. Assim, uma estimativa inicial para Ó̂(0) pode ser obtida através da
maximização da verossimilhança da NAC, (2.4.11), com respeito à Ó.

Por Ąm, podemos recuperar o parâmetro de interesse Ò através da relação deĄnida em (2.1.5).
Como critério de convergência pode-se usar

⧸︁⧸︁⧸︁θ(r) ⊗ θ(r⊗1)
⧸︁⧸︁⧸︁ < 𝜀.

Recomenda-se que o algoritmo ECM seja implementado utilizando um conjunto de estimativas
iniciais diferentes e seja veriĄcado se para todas elas o algoritmo está retornando estimativas
similares.

44



Matriz de informação de Fisher observada

Assim como mencionado no Capítulo 2, optamos por trabalhar com a matriz de informação
de Fisher observada. Nesse caso, é importante ressaltar que sob certas condições de regularidade,
para um tamanho de amostra suĄcientemente grande, o estimador de máxima verossimilhança, ̂︀θ,
converge em distribuição para uma Normal p-variada com vetor de médias dado por θ e matriz
de variância-covariância dada pela inversa da matriz de informação de Fisher esperada, 𝐼⊗1

E (θ), ou
seja

̂︀θ 𝒟⊗⊃ 𝑁p(θ, 𝐼⊗1
E (θ)). (3.4.9)

Além disso, a matriz de informação de Fisher esperada converge em probabilidade para a matriz
de informação de Fisher observada.

Antes de deĄnirmos a matriz de informação de Fisher observada, consideremos 𝑉1, . . . , 𝑉n ob-
servações independentes, em que 𝑉i ≍ SHNAC(Ð, Ûi, à = 2, Ò), 𝑖 = 1, . . . , 𝑛. A log-verossimilhança
é da forma

𝑙(θ) =
n∑︁

i=1

𝑙i(θ), (3.4.10)

em que

𝑙i(θ) = log(2) + log(àz) + log
{︂

ã
[︂
àz

(︂
𝑏vi

+
Ûz

àz

)︂]︂}︂
+ log(𝑏

′

vi
) + log

{︂
Φ
[︂
Ú
(︂

àz

(︂
𝑏vi

+
Ûz

àz

)︂)︂]︂}︂
,

além disso, 𝑏vi
=

2
Ð

senh

(︃
vi ⊗ x⊤

i ϕ(r)

2

⎜
, 𝑏

′

vi
=

1
Ð

cosh

(︃
vi ⊗ x⊤

i ϕ(r)

2

⎜
, Ûz e àz são como em (2.1.4)

e Ú é tal como em (2.1.5). A matriz de informação de Fisher observada é dada por

𝐼(θ) =

⋃︀
⋁︀⨄︀

𝐼αα 𝐼ϕα 𝐼δα

𝐼αϕ 𝐼ϕϕ 𝐼δϕ
𝐼αδ 𝐼ϕδ 𝐼δδ

⋂︀
⎥⋀︀ ,

em que,

𝐼αα =
𝑛

Ð2
⊗ 4Ûzàz

Ð3

n∑︁

i=1

senh
(︂vi ⊗ Ûi

2

)︂
⊗ 12à2

z

Ð4

n∑︁

i=1

senh2
(︂vi ⊗ Ûi

2

)︂
+

4Úàz

Ð3

n∑︁

i=1

𝑊Φ(Ú𝜍)senh
(︂vi ⊗ Ûi

2

)︂

+
4Ú2à2

z

Ð4

n∑︁

i=1

𝑊
(1)
Φ (Ú𝜍)senh2

(︂vi ⊗ Ûi

2

)︂
,

𝐼αϕ = ⊗2à2
z

Ð3
X⊤a +

Úàz

Ð2
X⊤Diag(w1)f +

2Ú2à2
z

Ð3
X⊤Diag(w2)Diag(f)a ⊗ Ûzàz

Ð2
X⊤f ,
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𝐼αδ =
2𝑟(1 ⊗ 2Û2

z)
Ð2àz

n∑︁

i=1

senh
(︂vi ⊗ Ûi

2

)︂
⊗ 8𝑟2Ó

Ð3

n∑︁

i=1

senh2
(︂vi ⊗ Ûi

2

)︂
⊗ 2

Ð2(1 ⊗ Ó2)3/2

n∑︁

i=1

𝑊Φ(Ú𝜍) ×

× senh
(︂vi ⊗ Ûi

2

)︂
⊗ 4Ó(1 ⊗ 2Û2

z + 𝑟2Ó4)
Ð3àz(1 ⊗ Ó2)2

n∑︁

i=1

𝑊
(1)
Φ (Ú𝜍)senh2

(︂vi ⊗ Ûi

2

)︂
⊗ 2𝑟Ó2(2 ⊗ Ó2)

Ð2(1 ⊗ Ó2)2
×

×
n∑︁

i=1

𝑊
(1)
Φ (Ú𝜍)senh

(︂vi ⊗ Ûi

2

)︂
,

𝐼ϕϕ = X⊤V X +
Úàz

2Ð
X⊤Diag(w1)Diag(b)X +

(︃
Úàz

Ð

⎜2

X⊤ff⊤Diag(w2)X ⊗ Ûzàz

2Ð
X⊤Diag(b)X,

𝐼ϕδ = ⊗(1 ⊗ 2Û2
z + 𝑟2Ó4)

Ðàz(1 ⊗ Ó2)3/2
X⊤Diag(w1)f ⊗ Ó(1 ⊗ 2àz + 𝑟2Ó4)

Ð2(1 ⊗ Ó2)2
X⊤Diag(w2)a ⊗ àz𝑟Ó2(2 ⊗ Ó2)

(1 ⊗ Ó2)2
×

× X⊤Diag(w2)f ⊗ 2𝑟2Ó

Ð2
X⊤a +

𝑟(1 ⊗ 2Û2
z)

Ðàz

X⊤f ,

𝐼δδ = ⊗𝑛𝑟2(𝑟4Ó2 ⊗ Û2
z + 2)

(1 ⊗ Û2
z)2

+
2𝑟2

[︁
2(1 ⊗ Û2

z)3/2 + 2Ûz(3 ⊗ 2Û2
z)
]︁

Ð(1 ⊗ Û2
z)3/2

n∑︁

i=1

senh
(︂vi ⊗ Ûi

2

)︂

+
𝑟
[︁
(2 + Ó2)

√
1 ⊗ Ó2 + 𝑟Ó2(2 ⊗ Ó2)2

]︁

(1 ⊗ Ó2)3

n∑︁

i=1

𝑊Φ(Ú𝜍) +
4Ûz(2 ⊗ Ó2)(1 ⊗ 2Û2

z + 𝑟2Ó4)
Ðàz(1 ⊗ Ó2)3

×

×
n∑︁

i=1

𝑊
(1)
Φ (Ú𝜍)senh

(︂vi ⊗ Ûi

2

)︂
+

2Ó(⊗3𝑟2 ⊗ 2Û2
z + 2𝑟4Ó2 + Û4

z ⊗ 𝑟2Ó4 + 3)
Ðà3

z(1 ⊗ Ó2)5/2

n∑︁

i=1

𝑊
(1)
Φ (Ú𝜍)

+
4(1 ⊗ 2Û2

z + Û4
z)

Ð2àz(1 ⊗ Ó2)3

n∑︁

i=1

𝑊
(1)
Φ (Ú𝜍)senh2

(︂vi ⊗ Ûi

2

)︂
,

em que

X =

⋃︀
⋁︀⋁︀⋁︀⋁︀⨄︀

𝑥11 . . . 𝑥1p

𝑥21 . . . 𝑥2p
...

. . .
...

𝑥n1 . . . 𝑥np

⋂︀
⎥⎥⎥⎥⋀︀

,

a =
(︁
senh(v1 ⊗ 𝑥⊤

1 ϕ), . . . , senh(vn ⊗ 𝑥⊤
n ϕ)

)︁⊤
,

b =

(︃
senh

(︃
v1 ⊗ 𝑥⊤

1 ϕ

2

⎜
, . . . , senh

(︃
vn ⊗ 𝑥⊤

n ϕ

2

⎜⎜⊤
,

c =

(︃
sech2

(︃
v1 ⊗ 𝑥⊤

1 ϕ

2

⎜
, . . . , sech2

(︃
vn ⊗ 𝑥⊤

n ϕ

2

⎜⎜⊤
,
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d =
(︁
cosh(v1 ⊗ 𝑥⊤

1 ϕ), . . . , cosh(vn ⊗ 𝑥⊤
n ϕ)

)︁⊤

f =

(︃
cosh

(︃
v1 ⊗ 𝑥⊤

1 ϕ

2

⎜
, . . . , cosh

(︃
vn ⊗ 𝑥⊤

n ϕ

2

⎜⎜⊤
,

V =
1
4

Diag(c) ⊗ 1
Ð2

Diag(d),

além disso, o vetor w1 = (𝑤11 , . . . , 𝑤1n
)⊤ tem como i-ésima componente 𝑤1i

= 𝑊Φ(Ú𝜍i) e o vetor
w2 = (𝑤21 , . . . , 𝑤2n

)⊤ tem como i-ésima componente 𝑤2i
= 𝑊

(1)
Φ (Ú𝜍i); 𝜍 = àz

[︁
𝑏vi

+ µz

σz

]︁
; Ûz e àz

são tais como em (2.1.4); 𝑊
(1)
Φ (Ú𝜍) = ⊗𝑊Φ(Ú𝜍)(Ú𝜍 + 𝑊Φ(Ú𝜍)) é a derivada de 𝑊Φ(Ú𝜍) = φ(λς)

Φ(λς)
com

relação à Ú𝜍; Ó = λ√
1+λ2 e Ú é tal como em (2.1.7). Para a obtenção de alguns dos resultados acima,

usamos duas propriedades que envolvem funções trigonométricas, são elas:

• 2senh(𝑥)cosh(𝑥) = senh
(︂

𝑥

2

)︂
,

•
d
dx

senh(𝑥)
cosh(𝑥)

= sech2(𝑥).

Utilizamos a matriz de informação de Fisher observada para obter os erros-padrão da seguinte
forma

𝐸𝑃 (̂︀𝜃) =
[︁
Diag(𝐼⊗1(̂︀θ))

]︁1/2
.

3.4.2 Inferência bayesiana

Nesta seção, apresentaremos as ferramentas necessárias para estimar os parâmetros do modelo
de regressão log-BSNAC sob o ponto de vista bayesiano.

Distribuições à priori, densidade à posteriori conjunta e condicionais completas

Realizamos a implementação da análise bayesiana via MCMC, utilizando tanto a verossimi-
lhança original do modelo log-BSNAC, quanto a estrutura hierárquica, da seguinte forma:

Verossimilhança original:

Suponha que se tenha um conjunto de 𝑛 observações independentes, denotadas por 𝑉1, . . . , 𝑉n,
em que 𝑉i ≍ SHNAC(Ð, Ûi, à = 2, Ò), 𝑖 = 1, . . . , 𝑛. A verossimilhança de θ = (Ð, ϕ⊤, Ò)⊤, dada a
amostra observada v = (v1, . . . , vn)⊤, é deĄnida da seguinte forma:

𝐿(θ♣v) =
n∏︁

i=1

2àzã
[︂
àz

(︂
𝑏vi

+
Ûz

àz

)︂]︂
𝑏

′

vi
Φ
{︂

Ú
[︂
àz

(︂
𝑏vi

+
Ûz

àz

)︂]︂}︂
, (3.4.11)
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em que 𝑏vi
=

2
Ð

senh

(︃
vi ⊗ x⊤

i ϕ

2

⎜
, 𝑏

′

vi
=

1
Ð

cosh

(︃
vi ⊗ x⊤

i ϕ

2

⎜
; Ûz e àz são como em (2.1.4) e Ú é tal

como em (2.1.5).

Para uma completa deĄnição do modelo, precisamos especiĄcar as distribuições à priori para o
vetor de parâmetros desconhecidos θ = (Ð, ϕ⊤, Ò)⊤.

Para a escolha das prioris apresentadas na Tabela 3.1, levamos em consideração o espaço
paramétrico em que cada um dos parâmetros estão deĄnidos. Para o parâmetro de forma Ð,
adotamos uma priori Gama com massa concentrada no intervalo (0, 3), visto que tais valores são
mais comumente observados na literatura. Para os parâmetros de regressão, 𝜙k, adotamos uma
priori Normal pouco informativa e por Ąm, para o parâmetro de assimetria, Ò, adotamos uma
priori Uniforme contemplando todo o espaço paramétrico.

Tabela 3.1: Prioris associadas aos parâmetros do modelo de regressão.

Parâmetros Prioris
Ð Gama (rα; Úα)
ϕ 𝑁p(µϕ; Ψ)
Ò U(𝑎; 𝑏)

Vamos assumir que os elementos do vetor θ são independentes, de modo que a distribuição à
priori conjunta de todas as quantidades desconhecidas tem densidade dada por:

Þ(Ð, ϕ, Ò) = Þ(Ð)Þ(ϕ)Þ(Ò)

∝ Ð(rα⊗1) exp ¶⊗ÐÚα♢ exp
{︂

⊗1
2

(ϕ ⊗ µϕ)⊤ Ψ⊗1 (ϕ ⊗ µϕ)
}︂

. (3.4.12)

Combinando a verossimilhança em (3.4.11) e as prioris adotadas em (3.4.12), a densidade à
posteriori conjunta de todas as quantidades não observáveis é dada por

Þ(θ♣v) ∝
n∏︁

i=1

{︂
àzã

[︂
àz

(︂
𝑏vi

+
Ûz

àz

)︂]︂
𝑏

′

vi
Φ
{︂

Ú
[︂
àz

(︂
𝑏vi

+
Ûz

àz

)︂]︂}︂}︂
,

× Ð(rα⊗1) exp ¶⊗ÐÚα♢ exp
{︂

⊗1
2

(ϕ ⊗ µϕ)⊤ Ψ⊗1 (ϕ ⊗ µϕ)
}︂

. (3.4.13)

Por Ąm, consideremos o modelo completo descrito em (3.4.13). As condicionais completas de
Ð, ϕ e Ò são dadas por:
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Þ(Ð♣ϕ, Ò, v) ∝
n∏︁

i=1

{︂
àzã

[︂
àz

(︂
𝑏vi

+
Ûz

àz

)︂]︂
𝑏

′

vi
Φ
{︂

Ú
[︂
àz

(︂
𝑏vi

+
Ûz

àz

)︂]︂}︂}︂

×
{︁
Ð(rα⊗1) exp ¶⊗ÐÚα♢

}︁
,

Þ(ϕ♣Ð, Ò, v) ∝
n∏︁

i=1

{︂
àzã

[︂
àz

(︂
𝑏vi

+
Ûz

àz

)︂]︂
𝑏

′

vi
Φ
{︂

Ú
[︂
àz

(︂
𝑏vi

+
Ûz

àz

)︂]︂}︂}︂

×
{︂

exp
{︂

⊗1
2

(ϕ ⊗ µϕ)⊤ Ψ⊗1 (ϕ ⊗ µϕ)
}︂}︂

,

Þ(Ò♣Ð, ϕ, v) ∝
n∏︁

i=1

{︂
àzã

[︂
àz

(︂
𝑏vi

+
Ûz

àz

)︂]︂
𝑏

′

vi
Φ
{︂

Ú
[︂
àz

(︂
𝑏vi

+
Ûz

àz

)︂]︂}︂}︂
. (3.4.14)

Estrutura hierárquica:

Assim como mostrado anteriormente, a distribuição SHNAC tem a seguinte representação
hierárquica:

𝑉i♣𝐻i = ℎi
ind≍ SHNC(Ðδ, Ûi, à = 2, Ühi

)

𝐻i
ind≍ HN(0, 1); 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, (3.4.15)

em que, Ðδ = Ð
√︁

1⊗δ2

1⊗r2δ2 e Ühi
= ⊗ δ(hi⊗r)√

1⊗δ2 .

Consideremos agora, v = (v1, . . . , vn)⊤ e h = (ℎ1, . . . , ℎn)⊤ denotando os dados observados e
não observados, respectivamente. Assim, de acordo com a representação hierárquica deĄnida em
(3.4.15), segue que a verossimilhança associada aos dados completos v* = (v⊤, h⊤)⊤ é dada por

𝐿(θ♣v*) =
n∏︁

i=1

𝑓V ♣H(vi♣ℎi)𝑓H(ℎi)

=
n∏︁

i=1

2
√︁

2/Þã(𝑏*
vi

)𝑏*
vi

′

exp

∮︁
⊗ℎ2

i

2

⨀︀
, (3.4.16)

em que 𝑏*
vi

e 𝑏*
vi

′

são tais como em (3.4.3).
Combinando a verossimilhança completa em (3.4.16) e as prioris adotadas em (3.4.12), a den-

sidade à posteriori conjunta de todas as quantidades não observáveis é dada por

Þ(θ, h♣v) ∝
n∏︁

i=1

∮︁
ã(𝑏*

vi
)𝑏*

vi

′

exp

∮︁
⊗ℎ2

i

2

⨀︀⨀︀
×

×
{︂

Ð(rα⊗1) exp ¶⊗ÐÚα♢ exp
{︂

⊗1
2

(ϕ ⊗ µϕ)⊤ Ψ⊗1 (ϕ ⊗ µϕ)
}︂}︂

. (3.4.17)

Por Ąm, consideremos o modelo completo descrito em (3.4.17). As condicionais completas de
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Ð, ϕ, Ò e h são dadas por:

Þ(h♣Ð, ϕ, Ò, v) ∝
n∏︁

i=1

ã(𝑏*
vi

)𝑏*
vi

′

exp

∮︁
⊗ℎ2

i

2

⨀︀
,

Þ(Ð♣ϕ, Ò, v*) ∝
n∏︁

i=1

∮︁
ã(𝑏*

vi
)𝑏*

vi

′

exp

∮︁
⊗ℎ2

i

2

⨀︀⨀︀{︁
Ð(rα⊗1) exp ¶⊗ÐÚα♢

}︁
,

Þ(ϕ♣Ð, Ò, v*) ∝
n∏︁

i=1

∮︁
ã(𝑏*

vi
)𝑏*

vi

′

exp

∮︁
⊗ℎ2

i

2

⨀︀⨀︀{︂
exp

{︂
⊗1

2
(ϕ ⊗ µϕ)⊤ Ψ⊗1 (ϕ ⊗ µϕ)

}︂}︂
,

Þ(Ò♣Ð, ϕ, v*) ∝
n∏︁

i=1

ã(𝑏*
vi

)𝑏*
vi

′

exp

∮︁
⊗ℎ2

i

2

⨀︀
. (3.4.18)

Assim como no modelo probabilístico, é possível observar que as condicionais completas apre-
sentadas em (3.4.14) e (3.4.18) não tem forma fechada, logo não é possível simular diretamente
delas e nesse caso, se faz necessária a utilização de algoritmos tais como: Metropolis-Hastings, slice
sampling e rejeição adaptativa.

No Capítulo 4, apresentaremos um estudo de simulação completo, sob os enfoques frequentista
e bayesiano, a Ąm de avaliar o modelo regressão aqui proposto com respeito a recuperação dos
parâmetros.

3.5 Análise de Diagnóstico e comparação de modelos

De acordo com Paula (2004) uma etapa importante na análise de um ajuste de um modelo de
regressão (ou probabilístico) é a veriĄcação de possíveis afastamentos das suposições feitas para o
modelo, bem como a identiĄcação de possíveis observações discrepantes (ŞoutliersŤ) que possam
causar algum tipo de interferência desproporcional ou inferencial nos resultados do ajuste.

Neste capítulo iremos apresentar a análise de resíduos do modelo log-BSNAC sob os enfoques
frenquentista e bayesiano, bem como estatísticas para comparação de modelos. Além disso, iremos
desenvolver a análise de inĆuência sob o ponto de vista bayesiano.

3.5.1 Análise Residual

A análise de resíduo é uma ferramenta importante na validação do modelo em estudo. É
possível, através da análise de resíduos, veriĄcar se existem observações discrepantes, assim como
o afastamento das suposições feitas para o modelo.

Seguindo a metodologia proposta por Dunn e Smyth (1996), faremos uma análise residual para
o modelo de regressão log-BSNAC usando os chamados resíduos quantis.

Seja 𝑉 ≍ SHNAC(Ð, xi
⊤ϕ, à = 2, Ò) uma variável aleatória contínua cuja distribuição acumu-

lada é deĄnida como:

𝐹V (v) = Φγ(𝑏v(Ð, xi
⊤ϕ)),
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em que, Φγ(≤) é a acumulada de uma variável aleatória NAC(0, 1, Ò) e 𝑏v(Ð, x⊤ϕ) é tal como (3.4.3).
Assim, podemos deĄnir os resíduos quantis da seguinte forma

𝑟q,i = Φ⊗1
{︁
Φγ

[︁
𝑏vi

(︁
Ð̂, xi

⊤ϕ̂
)︁]︁}︁

, (3.5.1)

em que ̂︁(≤) representa as estimativas obtidas pelos métodos frequentista e bayesiano. Portanto,
sendo Ð̂ e ϕ̂ estimadores consistentes de Ð e ϕ, respectivamente, temos que 𝑟q,i converge em
distribuição para a Normal padrão.

A metodologia utilizada para a construção dos envelopes simulados que são apresentados ao
longo do trabalho, está descrita no Apêndice A.

3.5.2 Estatísticas para comparação de modelos

Segundo Farias e Lemonte (2011), existe uma grande variedade de metodologias desenvolvidas
para comparar modelos de regressão concorrentes, ajustados para um determinado conjunto de
dados, e selecionar dentre esses modelos aquele que apresenta o melhor ajuste. Sob o ponto de
vista frequentista e bayesiano consideramos algumas estatísticas para a comparação de modelos
que podem ser calculadas a partir dos resultados obtidos via ECM e MCMC, respectivamente.

O critério de informação de Akaike (AIC) proposto por Akaike (1974) e o critério de informação
bayesiano (BIC) proposto por Schwarz (1978) são medidas de comparação de modelos utilizadas
tanto no contexto frequentista quanto no bayesiano. O AIC baseia-se na verossimilhança penali-
zada pelo número de parâmetros do modelo, enquanto que o BIC, além do número de parâmetros,
pondera o tamanho amostral. Valores menores de AIC e BIC indicam modelos com melhores
ajustes.

Seja θ = (Ð, ϕ⊤, Ò)⊤ o vetor de parâmetros de interesse e 𝐿(v; θ) a verossimilhança deĄnida da
seguinte maneira

𝐿(v; θ) =
n∏︁

i=1

2àzã
[︂
àz

(︂
𝑏vi

+
Ûz

àz

)︂]︂
𝑏

′

vi
Φ
{︂

Ú
[︂
àz

(︂
𝑏vi

+
Ûz

àz

)︂]︂}︂
, (3.5.2)

em que 𝑏vi
=

2
Ð

senh

(︃
vi ⊗ x⊤

i ϕ

2

⎜
, 𝑏

′

vi
=

1
Ð

cosh

(︃
vi ⊗ x⊤

i ϕ

2

⎜
; Ûz e àz são como em (2.1.4) e Ú é tal

como em (2.1.5).
No contexto frequentista, os critérios de seleção são deĄnidos da seguinte forma:

𝐴𝐼𝐶 = ⊗2 log [𝐿(v; θ)] + 2𝑘 e 𝐵𝐼𝐶 = ⊗2 log [𝐿(v; θ)] + 𝑘 log(𝑛), (3.5.3)

em que 𝑘 é o número total de parâmetros do modelo e 𝑛 é o número de observações.
Segundo Spiegelhalter et al. (2014), os critérios de seleção, no contexto bayesiano, são obti-

dos considerando a densidade a posteriori dos parâmetros do modelo. DeĄnamos inicialmente
𝐷(θ) = ⊗2𝑙(θ, v), em que 𝑙(θ, v) é o logarítmo da verossimilhança dada em (3.4.11). Seja
ainda θ(m), 𝑚 = 1, . . . , 𝑀 , o m-ésimo valor da amostra MCMC simulada válida, ou seja, a amos-
tra MCMC obtida após o descarte do burn-in e do espaçamento entre os valores. Além disso,
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seja ̂︀θ o vetor da esperança a posteriori de cada parâmetro considerando a amostra válida, e
𝐷(θ) = 1

M

∑︀M
i=1 𝐷(θ(m)). Denotemos o desvio por 𝐷(θ̄) = ⊗2𝑙(θ̄♣v).

Os critérios EAIC e EBIC podem ser deĄnidos da seguinte forma

𝐸𝐴𝐼𝐶 = 𝐷(θ̄) + 2𝑘 e 𝐸𝐵𝐼𝐶 = 𝐷(θ̄) + 𝑘 log(𝑛). (3.5.4)

DeĄnamos ainda o critério de informação do desvio (DIC) como

𝐷𝐼𝐶 = 𝐷(θ̄) + 2𝑝D,

em que 𝑝D = 𝐷(θ) ⊗ 𝐷(θ̄).
O CPO (conditional predictive ordinate) associado à i-ésima observação é dado por

𝐶𝑃𝑂i =

∮︁
1

𝑀

M∑︁

i=1

1

𝐿(θ(m)♣vi)

⨀︀⊗1

. (3.5.5)

Para uma discussão mais detalhada a respeito da estatística CPO e sua apliacação na comparação
de modelos, ver Gelfand et al. (1992). Como uma estatística resumo do CPO para todas as
observações, usamos o LPMP (logarithm pseudo-marginal likelihood), que é calculado da seguinte
forma

LPML =
N∑︁

i=1

ln
(︁
𝐶𝑃𝑂i

)︁
.

Para mais detalhes a respeito do LPML, consultar Ibrahim et al. (2001). Como critérios para
comparação de modelos utilizando as estatísticas aqui descritas, considera-se que: os menores
valores do DIC, BIC e desvio, indicam o melhor ajuste. Por outro lado, os maiores valores do
CPO, e por consequência do LPML, apontam o melhor modelo.

3.5.3 Medidas de InĆuência

Segundo Farias (2012), o diagnóstico de inĆuência é uma das ferramentas mais utilizadas para
a veriĄcação da qualidade do ajuste do modelo proposto. Tais métodos visam a identiĄcação de
observações ou conjunto de observações que apresentam inĆuência desproporcional nos resultados
inferenciais e, por isto, merecem maior atenção. No contexto bayesiano, uma atenção especial tem
sido dada para o desenvolvimento de técnicas de diagnóstico de inĆuência utilizando a divergência
de Kullback-Leibler (K-L). Cho et al. (2009) desenvolveram um diagnóstico de inĆuência, para as
distribuições conjuntas e marginais a posteriori, baseado na divergência de K-L, e apresentaram
uma expressão simpliĄcada para calcular tal medida de inĆuência utilizando os resultados obtidos
através da posteriori conjunta.

De acordo com Cho et al. (2009), seja K(P, P(⊗i)) a divergência de K-L entre P, P(⊗i), em que
P representa a distribuição a posteriori de θ para os dados completos e P(⊗i) denota a distribuição
a posteriori de θ para os dados a menos da i-ésima observação. Assim, tem-se que

K(P, P(⊗i)) =
∫︁

Þ(θ♣v) ln

∮︁
Þ(θ♣v)

Þ(θ♣v(⊗i))

⨀︀
𝑑θ, (3.5.6)
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em que v(⊗i) corresponde a v excluindo a i-ésima observação. Além disso, ainda segundo Cho et al.
(2009), podemos estimar a divergência K-L, através dos resultados obtidos via método bayesiano,
da seguinte forma

K(P, P(⊗i)) = ⊗ ln
(︁
ĈPOi

)︁
+

n∑︁

i=1

ln
(︁
𝐿(θ(m)♣vi)

)︁
, (3.5.7)

em que ĈPOi é dado pela equação ((3.5.5)).
Cho et al. (2009) também apresentam uma forma de calibrar a divergência K(P, P(⊗i)). Esta

calibração é obtida resolvendo para 𝑝i a equação a seguir

K(P, P(⊗i)) = 𝐾 [𝐵𝑒𝑟(1/2), 𝐵𝑒𝑟(𝑝i)] =
1
2

log [4𝑝i(1 ⊗ 𝑝i)] , (3.5.8)

em que 𝐵𝑒𝑟(𝑝) representa a distribuição Bernoulli com probabilidade de sucesso 𝑝. Note que
considerar a expressão (3.5.8) como verdadeira, implica assumir que as distribuições a posteriori
Þ(θ♣v) e Þ(θ♣v(⊗i)) entre si estão tão próximas quanto as distribuições 𝐵𝑒𝑟(1/2) e 𝐵𝑒𝑟(𝑝), o estão.
Portanto, uma observação que induz a uma diferença grande entre essas distribuições à posteriori,
irá inĆuenciar na probabilidade de sucesso 𝑝i, fazendo com que 𝑝i seja igual a 1, quando a diferença
entre as distribuições à posteriori for máxima. A calibração é dada por

𝑝i =
1
2

⎟
1 +

√︂
1 ⊗ exp

{︁
⊗2K(P, P(⊗i))

}︁⟨
.

Essa expressão implica em 0, 5 ⊘ 𝑝i ⊘ 1. Cho et al. (2009) sugerem considerar a i-ésima observação
como inĆuente quando 𝑝i for muito maior que 0, 5.

Após a identiĄcação das observações inĆuentes, é de interesse avaliar o impacto que a retirada
dessas observações exerce nas estimativas dos parâmetros em cada um dos modelos em questão.
O impacto percentual pode ser calculado a partir da seguinte expressão

𝑅𝐶 =
♣𝜃j(⊗i) ⊗ 𝜃j♣

𝜃j

× 100, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, (3.5.9)

em que 𝜃j(⊗i) denota a estimativa bayesiana após a retirada da i-ésima observação.
Nos Capítulos 4 e 5, ilustraremos a metodologia aqui proposta usando tanto os dados proveni-

entes de estudos de simulação, quanto conjuntos de dados reais, respectivamente.
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Capítulo 4

Estudo de simulação

São apresentados, neste capítulo, estudos de simulação para ilustrar a metodologia proposta
nos Capítulos 2 e 3.

Inicialmente, apresentaremos o estudo de convergência do algoritmo MCMC desenvolvido para
o modelo probabilístico BSNAC, em seguida, ilustraremos o comportamento dos algoritmos ECM e
MCMC. É de interesse comparar as estimativas obtidas através dos dois métodos, bem como avaliar
o impacto que diferentes tamanhos amostrais exercem na precisão das estimativas dos parâmetros.
Os estudos de simulação referentes ao modelo probabilístico serão apresentados na Seção 4.1.

Além disso, na Seção 4.2, apresentaremos o estudo de convergência do algoritmo MCMC desen-
volvido para o modelo log-BSNAC, e em seguida iremos comparar as estimativas dos parâmetros
obtidas sob os pontos de vista frequentista e bayesiano. Ainda para o modelo de regressão log-
BSNAC, apresentaremos estudos de simulação para ilustrar a análise de resíduos, a análise de
inĆuência e a metodologia apresentada a respeito dos critérios de comparação de modelos.

Para os estudos em questão consideramos 100 réplicas de Monte Carlo. Na abordagem baye-
siana utilizou-se a esperança à posteriori como estimador, sendo que os algoritmos MCMC foram
usados para amostrar das posterioris, enquanto que as estimativas de máxima verossimilhança
foram obtidas utilizando-se os algoritmos ECM propostos nos Capítulos 2 e 3. A partir dessas 100
réplicas, obtivemos as seguinte quantidades: média, variância, vício, raiz quadrada do erro quadrá-
tico médio (REQM) e o valor absoluto do vício relativo (da sigla em inglês AVRB-absolute value
of relative bias). Considere que 𝜃r é a estimativa obtida na i-ésima réplica para cada parâmetro e
𝜃 representa o verdadeiro valor do parâmetro. Então, deĄne-se cada uma das estatísticas como:

• Média-Média das R=100 réplicas:

¯̂
𝜃R =

R∑︁

r=1

𝜃r

𝑅

• Variância- Variância das R=100 réplicas:

̂︂V𝑎𝑟θ = V𝑎𝑟(¯̂
𝜃R) =

R∑︁

r=1

(𝜃r ⊗ ¯̂
𝜃R)2

𝑅 ⊗ 1
.
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• Vício-Diferença entre a média e o verdadeiro valor do parâmetro:

V̂ícioθ = Vício( ̂̄︀𝜃R ⊗ 𝜃).

• REQM-Raiz quadrada da soma do quadrado do vício com a variância:

R̂EQMθ = REQM( ̂̄︀𝜃R) =

√︂
V̂ício

2

θ + ̂︂V𝑎𝑟θ.

• AVRB-Divisão entre o valor absoluto do vício e o valor absoluto do verdadeiro valor do
parâmetro:

ÂVBRθ =
♣V̂ícioθ♣

♣𝜃♣ .

Vale ressaltar que quando o verdadeiro valor do parâmetro for igual a zero, o AVBR não será
calculado.

4.1 Estudo de simulação I

Nesta seção são apresentados resultados de estudos de simulação, referentes ao modelo proba-
bilístico BSNAC, para veriĄcar a convergência do algoritmo MCMC e ilustrar o comportamento
dos algoritmos ECM e MCMC.

Para comparar as estimativas frequentistas e bayesianas, foram considerados um total de 30
diferentes cenários, resultantes da combinação de três diferentes tamanhos amostrais, 𝑛 = 10,
𝑛 = 50 e 𝑛 = 200, com os seguintes valores Ąxados para os parâmetros de interesse: Ð ∈ (0, 5; 1, 5),
Ñ = 1 e Ò ∈ (⊗0, 67; ⊗0, 45; 0; 0, 45; 0, 67). Os tamanhos amostrais aqui propostos tem por objetivo
veriĄcar se há melhoria na estimação dos parâmetros de interesse consoante o aumento do tamanho
amostral. Os valores Ąxados para Ð e Ñ, foram escolhidos com intuito de obter modelos com
diferentes formas e pequena variabilidade. Os valores Ąxados para Ò foram escolhidos com o
intuito de obter modelos com assimetria forte, moderada e nula.

4.1.1 Estudo de Convergência

Nesta seção avaliaremos o algoritmo MCMC proposto para o modelo probabilístico no Capítulo
2 em termos da convergência: avaliando a magnitude das autocorrelações e, também, a sensibi-
lidade com relação à escolha de valores iniciais e tamanhos amostrais. Utilizamos o conjunto de
prioris descrito anteriormente, mais especiĄcamente, para o parâmetro de forma Ð > 0 adota-
mos uma priori Gama(1; 0,8) com massa concentrada no intervalo (0, 3), visto que tais valores
são mais comumente observados na literatura. Para o parâmetro de escala, Ñ > 0, adotamos
uma priori Gama (0,001; 0,001) pouco informativa. Por Ąm, para o parâmetro de assimetria,
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Ò ∈ (⊗0, 99527; 0, 99527), adotamos uma priori Uniforme contemplando todo o espaço paramé-
trico. Para ambos os tamanhos amostrais considerados nesse estudo, n=10 e n=200, Ąxamos
Ð = 0, 5, Ñ = 1, Ò = 0, 67.

O estudo consiste em iniciar paralelamente 3 cadeias. Em cada uma das cadeias o número de
iterações foi igual a 104.000. Para auxílio da obtenção das estatísticas e gráĄcos de monitoramento
da convergência das cadeias foi utilizado o pacote coda (Plummer et. al., 2006) do software R.

Para veriĄcar convergência do algoritmo, utilizamos alguns métodos comumente considerados
na literatura. Um deles é a inspeção visual atráves de gráĄcos das autocorrelações, e também da
observação da trajetória de diferentes cadeias. Utilizamos também os critérios de Geweke, proposto
em Geweke (1991) e o critério de Gelman e Rubin, sugerido por Gelman e Rubin (1992). O critério
de Geweke sugere a veriĄcação da convergência através de testes de médias, em intervalos diferentes,
após o período de burn-in do algoritmo. Se a convergência foi alcançada, os comportamentos nos
diferentes intervalos devem ser parecidos. Já o critério de Gelman e Rubin, avalia a convergência
utilizando cadeias paralelas. O teste consiste em comparar a variância entre e dentro das cadeias.
Gamerman e Lopes (2006) descrevem esses critérios com maiores detalhes.

As Figuras 4.1 - 4.3 dizem respeito ao estudo de convergência considerando um tamanho de
amostra n=10. Na Figura 4.1 temos o gráĄco de trajetórias das 3 cadeias completas (com as
104.000 iterações), assim como as autocorrelações obtidas. É possível observar uma sobreposição
das 3 cadeias, e após o período de aquecimento de 4.000 primeiras iterações, há indícios de que
diferentes valores iniciais não alteram signiĄcativamente os resultados. É possível observar ainda
a presença de autocorrelação.

Considerando a estatística de Geweke, em todas as 3 cadeias dos parâmetros Ð, Ñ e Ò, a grande
maioria dos valores Ącaram dentro dos limites considerados aceitáveis, o que indica convergência
das cadeias. Por simplicidade tais gráĄcos não serão apresentados.
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Figura 4.1: GráĄcos de trajetórias e de autocorrelação dos parâmetros do modelo probabilístico
BSNAC (n=10).

Na Figura 4.2 observa-se os gráĄcos referentes a estatística de Gelman-Rubin. Quanto mais
perto do valor unitário, signiĄca que as 3 cadeias convergiram conjuntamente. Há indícios de que
de fato as cadeias convergem.

Na Figura 4.3 temos os correlogramas obtidas da amostra Ąnal, isto é, com as 1.000 estimativas
selecionadas da cadeia de Markov, após a retirada das 4.000 primeiras iterações (burn-in) e do
espaçamento igual a 100. Nota-se que os valores na sua grande maioria estão todos abaixo de
0, 20, indicando assim que as amostras são aproximadamente não correlacionadas.

Nas Figuras 4.4 - 4.6 é possível visualizar os resultados do estudo de convergência considerando
um tamanho de amostra n=200. Na Figura 4.4 temos o gráĄco de trajetórias das 3 cadeias
completas (com as 104.000 iterações), assim como as autocorrelações obtidas. É possível observar
uma sobreposição das 3 cadeias.

Considerando a estatística de Geweke, em todas as 3 cadeias dos parâmetros Ð, Ñ e Ò, a grande
maioria dos valores Ącaram dentro dos limites considerados aceitáveis, o que indica convergência
das cadeias.
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Figura 4.2: Estatística de Gelman-Rubin para o modelo probabilístico BSNAC. (n=10)
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Figura 4.3: GráĄcos de autocorrelação para o modelo probabilístico BSNAC. (n=10)
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Figura 4.4: GráĄcos de trajetórias e de autocorrelação dos parâmetros do modelo probabilístico
BSNAC (n=200).
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Na Figura 4.5 observa-se os gráĄcos referentes a estatística de Gelman-Rubin. Há indícios de
que de fato as cadeias convergem e que tal convergência

Na Figura 4.6 temos os correlogramas obtidas da amostra Ąnal, isto é, com as 1.000 estimativas
selecionadas da cadeia de Markov, após a retirada das 4000 primeiras iterações (burn-in) e do
espaçamento igual a 100. Nota-se que os valores estão na sua grande maioria abaixo de 0, 20,
indicando assim que as amostras são aproximadamente não correlacionadas.

Com o aumento da amostra é possível notar que os valores apresentados na Figura 4.6 são
ainda menores dos que aqueles mostrados na Figura 4.3. Além disso, consoante ao aumento do
tamanho da amostra, é possível perceber que a convergência das cadeias é melhor atingida.
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Figura 4.5: Estatística de Gelman-Rubin para o modelo probabilístico BSNAC. (n=200)
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Figura 4.6: GráĄcos de autocorrelação para o modelo probabilístico BSNAC. (n=200)
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4.1.2 Comparação entre as estimativas frequentistas e bayesianas

Nesta seção, apresentaremos os resultados obtidos através das metodologias frequentista e baye-
siana, desenvolvidas no Capítulo 2, considerando os cenários já descritos anteriormente. O algo-
ritmo MCMC utilizado para a obtenção dos resultados bayesianos, foi implementado usando tanto
a verossimilhança completa, quanto a verossimilhança original.

As Tabelas 4.1 - 4.5 dizem respeito aos resultados obtidos quando Ąxamos Ð = 0, 5, já as
Tabelas 4.6 - 4.10 referem-se aos resultados obtidos quando Ąxamos Ð = 1, 5. Para ambos os
conjuntos de tabelas, Ąxamos Ñ = 1 e variamos o Ò de acordo com os valores apresentados no
início da Seção 4.1. A Ąm de facilitar a compreensão, utilizaremos (< 0, 001) para representar
valores positivos e (> ⊗0, 001) para denotar valores negativos, quando estiverem bem próximos de
zero. Além disso, nomearemos como ŞBayesiano 1Ť os resultados bayesianos obtidos a partir da
verossimilhança completa, e como ŞBayesiano 2Ť os que foram obtidos a partir da verossimilhança
original.

De uma forma geral, analisando as tabelas em questão, nota-se que à medida que aumentamos
o tamanho da amostra, as estimativas obtidas tanto pelo método frequentista, quanto pelo método
bayesiano tendem a se aproximar dos verdadeiros valores dos parâmetros. É possível notar ainda,
que as estimativas obtidas para Ð tanto pelo método frequentista, quanto pelo método ŞBayesiano
2Ť, aproximam-se dos verdadeiros valores do parâmetro. Em particular, o método ŞBayesiano 2Ť
fornece estimativas com valores menores para o vício, REQM e AVBR. As estimativas obtidas via
método ŞBayesiano 1Ť Ącaram em desvantagem frente as estimativas obtidas através dos outros
dois métodos, provavelmente pelo fato de estarmos usando a estrutura hierárquica do modelo
probabilístico.

Em relação à Ñ, se observarmos as Tabelas 4.1 - 4.5, é possível notar que as estimativas obtidas
pelos métodos frequentista e ŞBayesiano 2Ť, à medida que aumentamos o tamanho da amostra,
são próximas do verdadeiro valor. Por outro lado, se observarmos as Tabelas 4.6 - 4.10, é possível
perceber que o método ŞBayesiano 2Ť fornece estimativas melhores do que os métodos frequentista
e ŞBayesiano 1Ť.

Por Ąm, para estimar Ò, é possível notar que o método bayesiano, tanto usando a verossi-
milhança completa, quanto a verossimilhança original, na maior parte dos cenários, apresenta
estimativas com menores vício, REQM e AVBR, e mais próximas dos verdadeiros valores Ąxados
para Ò.
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Tabela 4.1: Resultados do estudo de simulação - Ð = 0, 5, Ñ = 1, Ò = ⊗0, 67.

Parâmetro n Método Média Variância Vício REQM AVRB

Bayesiano 1 0,700 < 0,001 0,200 0,200 0,400
10 Bayesiano 2 0,578 0,001 0,078 0,082 0,156

M.V. 0,520 0,071 0,020 0,267 0,040
α Bayesiano 1 0,634 0,001 0,134 0,136 0,268

50 Bayesiano 2 0,511 < 0,001 0,011 0,015 0,021
M.V. 0,498 0,001 -0,002 0,033 0,004

Bayesiano 1 0,649 < 0,001 0,149 0,150 0,297
200 Bayesiano 2 0,502 < 0,001 0,002 0,005 0,004

M.V. 0,490 < 0,001 -0,010 0,012 0,019
Bayesiano 1 0,805 < 0,001 -0,195 0,196 0,195

10 Bayesiano 2 1,004 < 0,001 0,004 0,021 0,004
M.V. 1,105 0,214 0,105 0,474 0,105

β Bayesiano 1 0,856 0,005 -0,144 0,161 0,144
50 Bayesiano 2 0,997 < 0,001 -0,003 0,009 0,003

M.V. 1,039 0,018 0,039 0,140 0,039
Bayesiano 1 0,998 0,010 -0,003 0,101 0,001

200 Bayesiano 2 0,999 < 0,001 -0,001 0,005 0,001
M.V. 0,997 < 0,001 -0,003 0,004 0,003

Bayesiano 1 -0,139 0,065 0,531 0,589 0,793
10 Bayesiano 2 -0,182 0,054 0,488 0,540 0,728

M.V. -0,603 0,028 0,067 0,179 0,100
γ Bayesiano 1 -0,518 0,068 0,152 0,302 0,226

50 Bayesiano 2 -0,505 0,049 0,165 0,276 0,247
M.V. -0,569 0,012 0,101 0,148 0,150

Bayesiano 1 -0,713 0,013 -0,043 0,122 0,064
200 Bayesiano 2 -0,601 0,015 0,069 0,141 0,103

M.V. -0,523 0,002 0,147 0,153 0,220
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Tabela 4.2: Resultados do estudo de simulação - Ð = 0, 5, Ñ = 1, Ò = ⊗0, 45.

Parâmetro n Método Média Variância Vício REQM AVRB

Bayesiano 1 0,703 < 0,001 0,203 0,203 0,405
10 Bayesiano 2 0,583 < 0,001 0,083 0,085 0,166

M.V. 0,528 0,040 0,028 0,203 0,055
α Bayesiano 1 0,622 0,001 0,122 0,124 0,243

50 Bayesiano 2 0,515 < 0,001 0,015 0,017 0,030
M.V. 0,582 0,197 0,082 0,451 0,165

Bayesiano 1 0,612 0,001 0,112 0,116 0,225
200 Bayesiano 2 0,504 < 0,001 0,004 0,005 0,008

M.V. 0,509 0,001 0,009 0,037 0,018
Bayesiano 1 0,841 0,010 0,020 0,163 0,159

10 Bayesiano 2 1,012 < 0,001 0,012 0,023 0,012
M.V. 1,143 0,798 0,143 0,905 0,143

β Bayesiano 1 0,901 0,009 -0,099 0,137 0,099
50 Bayesiano 2 0,999 < 0,001 -0,001 0,006 0,001

M.V. 1,189 1,125 0,189 1,077 0,189
Bayesiano 1 1,020 0,001 -0,159 0,101 0,020

200 Bayesiano 2 1,000 <0,001 > -0,001 0,003 <0,001
M.V. 0,997 <0,001 -0,003 0,007 0,003

Bayesiano 1 -0,078 0,063 0,372 0,449 0,827
10 Bayesiano 2 -0,085 0,054 0,365 0,433 0,811

M.V. -0,609 0,034 -0,159 0,244 0,353
γ Bayesiano 1 -0,353 0,094 0,097 0,322 0,216

50 Bayesiano 2 -0,356 0,069 0,094 0,278 0,209
M.V. -0,555 0,017 -0,105 0,168 0,234

Bayesiano 1 -0,505 0,027 -0,055 0,173 0,123
200 Bayesiano 2 -0,394 0,024 0,056 0,165 0,124

M.V. -0,568 0,029 -0,118 0,208 0,262
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Tabela 4.3: Resultados do estudo de simulação - Ð = 0, 5, Ñ = 1, Ò = 0.

Parâmetro n Método Média Variância Vício REQM AVRB

Bayesiano 1 0,703 < 0,001 0,203 0,204 0,406
10 Bayesiano 2 0,581 < 0,001 0,081 0,084 0,163

M.V. 0,474 < 0,001 -0,026 0,026 0,051
α Bayesiano 1 0,609 < 0,001 0,109 0,111 0,218

50 Bayesiano 2 0,519 < 0,001 0,019 0,020 0,039
M.V. 0,495 < 0,001 -0,005 0,006 0,010

Bayesiano 1 0,564 < 0,001 0,064 0,066 0,129
200 Bayesiano 2 0,506 < 0,001 0,006 0,006 0,012

M.V. 0,499 < 0,001 -0,001 0,002 0,002
Bayesiano 1 1,041 0,010 0,041 0,108 0,041

10 Bayesiano 2 1,020 < 0,001 0,020 0,028 0,020
M.V. 0,999 < 0,001 -0,001 0,008 0,001

β Bayesiano 1 1,029 0,013 0,029 0,116 0,029
50 Bayesiano 2 1,003 < 0,001 0,003 0,005 0,003

M.V. 1,000 < 0,001 <0,001 0,005 < 0,001
Bayesiano 1 1,005 0,007 0,005 0,087 0,005

200 Bayesiano 2 1,001 < 0,001 0,001 0,002 0,001
M.V. 1,000 < 0,001 < 0,001 0,002 < 0,001

Bayesiano 1 -0,026 0,057 -0,026 0,240 -
10 Bayesiano 2 0,017 0,066 0,017 0,257 -

M.V. > -0,001 <0,001 >-0,001 >-0,001 -
γ Bayesiano 1 0,034 0,101 0,034 0,319 -

50 Bayesiano 2 -0,004 0,091 -0,004 0,302 -
M.V. -0,009 0,012 -0,009 0,108 -

Bayesiano 1 -0,012 0,044 -0,012 0,209 -
200 Bayesiano 2 -0,009 0,033 -0,009 0,183 -

M.V. 0,004 0,011 0,004 0,104 -
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Tabela 4.4: Resultados do estudo de simulação - Ð = 0, 5, Ñ = 1, Ò = 0, 45.

Parâmetro n Método Média Variância Vício REQM AVRB

Bayesiano 1 0,704 < 0,001 0,204 0,205 0,408
10 Bayesiano 2 0,580 < 0,001 0,080 0,082 0,159

M.V. 0,487 0,001 -0,013 0,038 0,025
α Bayesiano 1 0,618 <0,001 0,118 0,120 0,237

50 Bayesiano 2 0,516 <0,001 0,016 0,017 0,031
M.V. 0,503 0,001 0,003 0,025 0,005

Bayesiano 1 0,612 0,001 0,112 0,114 0,223
200 Bayesiano 2 0,504 <0,001 0,004 0,005 0,008

M.V. 0,505 0,001 0,005 0,026 0,009
Bayesiano 1 1,194 0,008 0,194 0,200 0,194

10 Bayesiano 2 1,023 <0,001 0,023 0,030 0,023
M.V. 0,986 0,013 -0,014 0,115 0,014

β Bayesiano 1 1,140 0,009 0,140 0,168 0,140
50 Bayesiano 2 1,006 <0,001 0,006 0,009 0,006

M.V. 0,988 0,006 -0,012 0,077 0,012
Bayesiano 1 1,104 0,002 0,104 0,136 0,104

200 Bayesiano 2 1,001 <0,001 0,001 0,003 0,001
M.V. 1,001 0,001 0,001 0,038 0,001

Bayesiano 1 0,127 0,048 -0,323 0,390 0,717
10 Bayesiano 2 0,069 0,067 -0,381 0,460 0,847

M.V. 0,554 0,024 0,104 0,187 0,232
γ Bayesiano 1 0,342 0,074 -0,108 0,293 0,240

50 Bayesiano 2 0,354 0,069 -0,096 0,279 0,213
M.V. 0,545 0,015 0,095 0,156 0,211

Bayesiano 1 0,501 0,027 0,051 0,172 0,113
200 Bayesiano 2 0,405 0,022 -0,045 0,156 0,101

M.V. 0,527 0,019 0,077 0,157 0,170
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Tabela 4.5: Resultados do estudo de simulação - Ð = 0, 5, Ñ = 1, Ò = 0, 67.

Parâmetro n Método Média Variância Vício REQM AVRB

Bayesiano 1 0,701 <0,001 0,201 0,201 0,402
10 Bayesiano 2 0,574 0,001 0,074 0,078 0,148

M.V. 0,491 0,002 -0,009 0,043 0,018
α Bayesiano 1 0,631 0,001 0,131 0,133 0,261

50 Bayesiano 2 0,511 <0,001 0,011 0,015 0,022
M.V. 0,499 0,003 -0,001 0,053 0,002

Bayesiano 1 0,650 0,001 0,150 0,151 0,299
200 Bayesiano 2 0,503 <0,001 0,003 0,005 0,005

M.V. 0,490 <0,001 -0,010 0,014 0,020
Bayesiano 1 1,246 0,009 0,246 0,248 0,246

10 Bayesiano 2 1,031 <0,001 0,031 0,038 0,031
M.V. 0,996 0,012 -0,004 0,109 0,004

β Bayesiano 1 1,191 0,004 0,191 0,202 0,191
50 Bayesiano 2 1,008 <0,001 0,008 0,012 0,008

M.V. 0,991 0,005 -0,009 0,070 0,009
Bayesiano 1 1,105 0,001 0,105 0,142 0,105

200 Bayesiano 2 1,002 <0,001 0,002 0,005 0,002
M.V. 1,003 <0,001 0,003 0,005 0,003

Bayesiano 1 0,131 0,058 -0,539 0,590 0,805
10 Bayesiano 2 0,167 0,065 -0,503 0,564 0,751

M.V. 0,592 0,027 -0,078 0,183 0,116
γ Bayesiano 1 0,498 0,042 -0,172 0,268 0,257

50 Bayesiano 2 0,491 0,046 -0,179 0,279 0,268
M.V. 0,543 0,008 -0,127 0,154 0,189

Bayesiano 1 0,719 0,016 0,049 0,135 0,073
200 Bayesiano 2 0,613 0,014 -0,057 0,130 0,085

M.V. 0,527 0,002 -0,143 0,149 0,213
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Tabela 4.6: Resultados do estudo de simulação - Ð = 1, 5, Ñ = 1, Ò = ⊗0, 67.

Parâmetro n Método Média Variância Vício REQM AVRB

Bayesiano 1 1,945 0,005 0,445 0,445 0,296
10 Bayesiano 2 1,631 0,001 0,131 0,136 0,087

M.V. 1,681 0,182 0,181 0,458 0,038
α Bayesiano 1 1,823 0,004 0,323 0,329 0,215

50 Bayesiano 2 1,522 <0,001 0,022 0,029 0,015
M.V. 1,702 0,086 0,202 0,356 0,135

Bayesiano 1 1,823 0,001 0,323 0,330 0,215
200 Bayesiano 2 1,505 <0,001 0,005 0,011 0,003

M.V. 1,556 0,177 0,056 0,430 0,121
Bayesiano 1 0,641 0,125 0,034 0,355 0,359

10 Bayesiano 2 1,026 0,012 0,026 0,114 0,026
M.V. 1,121 2,344 0,121 1,536 0,121

β Bayesiano 1 0,690 0,008 -0,310 0,323 0,310
50 Bayesiano 2 0,985 0,001 -0,015 0,037 0,015

M.V. 1,281 0,946 0,281 1,012 0,281
Bayesiano 1 1,034 0,002 -0,359 0,362 0,034

200 Bayesiano 2 0,996 <0,001 -0,004 0,022 0,004
M.V. 1,458 0,596 0,458 0,898 0,458

Bayesiano 1 -0,158 0,088 0,512 0,591 0,764
10 Bayesiano 2 -0,166 0,064 0,504 0,564 0,752

M.V. -0,509 0,398 0,161 0,651 0,240
γ Bayesiano 1 -0,440 0,025 0,230 0,279 0,343

50 Bayesiano 2 -0,485 0,051 0,185 0,292 0,276
M.V. -0,815 0,053 -0,145 0,272 0,217

Bayesiano 1 -0,508 0,020 0,162 0,215 0,242
200 Bayesiano 2 -0,596 0,015 0,074 0,144 0,111

M.V. -0,817 0,058 -0,147 0,283 0,220
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Tabela 4.7: Resultados do estudo de simulação - Ð = 1, 5, Ñ = 1, Ò = ⊗0, 45.

Parâmetro n Método Média Variância Vício REQM AVRB

Bayesiano 1 1,944 0,005 0,444 0,444 0,296
10 Bayesiano 2 1,639 0,001 0,139 0,143 0,093

M.V. 1,564 0,214 0,139 0,467 0,043
α Bayesiano 1 1,785 0,004 0,285 0,291 0,190

50 Bayesiano 2 1,532 <0,001 0,032 0,036 0,022
M.V. 1,722 0,249 0,222 0,547 0,148

Bayesiano 1 1,735 0,001 0,235 0,245 0,157
200 Bayesiano 2 1,508 <0,001 0,008 0,010 0,005

M.V. 1,639 0,047 0,064 0,257 0,093
Bayesiano 1 0,706 0,126 0,114 0,373 0,114

10 Bayesiano 2 1,052 0,013 0,052 0,124 0,052
M.V. 1,471 12,511 0,471 3,568 0,471

β Bayesiano 1 0,791 0,038 -0,209 0,285 0,209
50 Bayesiano 2 0,997 0,001 -0,003 0,024 0,003

M.V. 1,554 2,874 0,554 1,784 0,554
Bayesiano 1 1,114 0,006 -0,294 0,303 0,294

200 Bayesiano 2 0,998 <0,001 -0,002 0,013 0,002
M.V. 1,393 0,547 0,393 0,837 0,393

Bayesiano 1 -0,089 0,084 0,361 0,463 0,802
10 Bayesiano 2 -0,120 0,061 0,330 0,412 0,732

M.V. -0,389 0,378 0,061 0,618 0,136
γ Bayesiano 1 -0,301 0,051 0,149 0,271 0,331

50 Bayesiano 2 -0,313 0,068 0,137 0,294 0,304
M.V. -0,700 0,158 -0,250 0,470 0,556

Bayesiano 1 -0,337 0,019 0,113 0,177 0,250
200 Bayesiano 2 -0,390 0,024 0,060 0,166 0,134

M.V. -0,742 0,029 -0,292 0,337 0,648
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Tabela 4.8: Resultados do estudo de simulação - Ð = 1, 5, Ñ = 1, Ò = 0.

Parâmetro n Método Média Variância Vício REQM AVRB

Bayesiano 1 1,945 0,001 0,445 0,446 0,297
10 Bayesiano 2 1,647 0,001 0,147 0,151 0,098

M.V. 1,420 <0,001 -0,080 0,080 0,053
α Bayesiano 1 1,740 0,002 0,240 0,245 0,160

50 Bayesiano 2 1,541 <0,001 0,041 0,042 0,028
M.V. 1,485 < 0,001 -0,015 0,016 0,010

Bayesiano 1 1,624 0,001 0,124 0,128 0,083
200 Bayesiano 2 1,513 <0,001 0,013 0,013 0,008

M.V. 1,497 <0,001 -0,003 0,006 0,002
Bayesiano 1 1,237 0,170 0,237 0,475 0,237

10 Bayesiano 2 1,094 0,011 0,094 0,140 0,094
M.V. 1,011 0,015 0,011 0,122 0,011

β Bayesiano 1 1,060 0,060 0,060 0,252 0,060
50 Bayesiano 2 1,018 <0,001 0,018 0,026 0,018

M.V. 0,998 0,003 -0,002 0,050 0,002
Bayesiano 1 1,027 0,033 0,027 0,183 0,027

200 Bayesiano 2 1,005 <0,001 0,005 0,008 0,005
M.V. 1,000 0,001 >-0,001 0,029 <0,001

Bayesiano 1 > -0,001 0,092 > -0,001 0,303 -
10 Bayesiano 2 -0,010 0,055 -0,010 0,234 -

M.V. > -0,001 <0,001 > -0,001 <0,001 -
γ Bayesiano 1 -0,017 0,059 -0,017 0,243 -

50 Bayesiano 2 0,007 0,070 0,007 0,265 -
M.V. -0,003 0,016 -0,003 0,128 -

Bayesiano 1 -0,005 0,016 -0,005 0,128 -
200 Bayesiano 2 -0,008 0,033 -0,008 0,182 -

M.V. 0,002 0,010 0,002 0,101 -
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Tabela 4.9: Resultados do estudo de simulação - Ð = 1, 5, Ñ = 1, Ò = 0, 45.

Parâmetro n Método Média Variância Vício REQM AVRB

Bayesiano 1 1,947 0,001 0,447 0,448 0,298
10 Bayesiano 2 1,640 0,001 0,140 0,145 0,093

M.V. 1,555 0,028 0,055 0,175 0,036
α Bayesiano 1 1,782 0,005 0,282 0,291 0,188

50 Bayesiano 2 1,533 <0,001 0,033 0,037 0,022
M.V. 1,602 0,019 0,102 0,172 0,068

Bayesiano 1 1,732 0,004 0,232 0,240 0,154
200 Bayesiano 2 1,502 <0,001 0,026 0,029 0,015

M.V. 1,573 0,006 0,073 0,107 0,049
Bayesiano 1 1,443 0,180 0,443 0,552 0,354

10 Bayesiano 2 1,141 0,015 0,141 0,185 0,141
M.V. 1,028 0,045 0,028 0,213 0,028

β Bayesiano 1 1,377 0,073 0,377 0,464 0,377
50 Bayesiano 2 1,032 0,001 0,032 0,043 0,032

M.V. 0,964 0,037 -0,036 0,197 0,036
Bayesiano 1 1,354 0,015 0,354 0,460 0,443

200 Bayesiano 2 1,004 <0,001 0,026 0,032 0,018
M.V. 0,922 0,015 -0,078 0,146 0,078

Bayesiano 1 0,082 0,082 -0,368 0,467 0,819
10 Bayesiano 2 0,081 0,063 -0,369 0,446 0,821

M.V. 0,728 0,527 -0,084 0,731 0,187
γ Bayesiano 1 0,277 0,063 -0,173 0,305 0,385

50 Bayesiano 2 0,309 0,073 -0,141 0,305 0,314
M.V. 0,592 0,196 0,142 0,465 0,316

Bayesiano 1 0,328 0,016 -0,122 0,175 0,271
200 Bayesiano 2 0,372 0,063 -0,043 0,201 0,114

M.V. 0,366 0,032 0,278 0,331 0,619
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Tabela 4.10: Resultados do estudo de simulação - Ð = 1, 5, Ñ = 1, Ò = 0, 67.

Parâmetro n Método Média Variância Vício REQM AVRB

Bayesiano 1 1,945 0,001 0,445 0,446 0,297
10 Bayesiano 2 1,636 0,002 0,136 0,142 0,091

M.V. 1,555 0,025 0,055 0,167 0,037
α Bayesiano 1 1,827 0,005 0,327 0,335 0,218

50 Bayesiano 2 1,522 0,001 0,022 0,033 0,014
M.V. 1,636 0,022 0,136 0,202 0,090

Bayesiano 1 1,828 0,005 0,328 0,336 0,219
200 Bayesiano 2 1,505 <0,001 0,005 0,011 0,003

M.V. 1,629 0,018 0,129 0,185 0,086
Bayesiano 1 1,463 0,182 0,591 0,630 0,463

10 Bayesiano 2 1,175 0,017 0,175 0,217 0,175
M.V. 1,065 0,039 0,065 0,208 0,065

β Bayesiano 1 1,534 0,057 0,534 0,585 0,534
50 Bayesiano 2 1,047 0,002 0,047 0,063 0,047

M.V. 1,044 0,023 0,044 0,157 0,044
Bayesiano 1 1,591 0,011 0,463 0,600 0,591

200 Bayesiano 2 1,010 <0,001 0,010 0,023 0,010
M.V. 1,012 0,029 0,012 0,172 0,012

Bayesiano 1 0,158 0,077 -0,512 0,582 0,764
10 Bayesiano 2 0,143 0,056 -0,527 0,578 0,787

M.V. 0,534 0,401 -0,136 0,648 0,203
γ Bayesiano 1 0,426 0,050 -0,244 0,331 0,365

50 Bayesiano 2 0,469 0,051 -0,201 0,302 0,299
M.V. 0,692 0,148 0,022 0,386 0,033

Bayesiano 1 0,518 0,020 -0,152 0,207 0,227
200 Bayesiano 2 0,608 0,014 -0,062 0,133 0,092

M.V. 0,768 0,091 0,098 0,316 0,146
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4.2 Estudo de simulação II

Nesta seção, são apresentados resultados de estudos de simulação para veriĄcar a convergência
do algoritmo MCMC e ilustrar o comportamento dos algoritmos ECM e MCMC desenvolvidos
para o modelo de regressão log-BSNAC ,

𝑉i = 𝜙0 + 𝜙1𝑥i + 𝜀i, 𝜀i ≍ SHNAC(Ð, 0, à = 2, Ò), 𝑖 = 1, . . . , 𝑛. (4.2.1)

em que, 𝜀i = log 𝑇i, e 𝑇i tem distribuição Birnbaum-Saunders Normal assimétrica sob a parame-
trização centrada, BSNAC(Ð, 1, Ò).

Para comparar as estimativas frequentistas com as bayesianas, foram considerados um total de
30 diferentes cenários, resultantes da combinação de três diferentes tamanhos amostrais, 𝑛 = 10,
𝑛 = 50 e 𝑛 = 200, com os seguintes valores Ąxados para os parâmetros de interesse: Ð ∈ (0, 5; 1, 5),
ϕ = (1, 2)⊤ e Ò ∈ (⊗0, 67; ⊗0, 45; 0; 0, 45; 0, 67), além disso as observações foram simuladas na
presença de uma única variável regressora, gerada da distribuição U(0,1).

Os tamanhos amostrais aqui propostos tem por objetivo veriĄcar se há melhoria na estimação
dos parâmetros de interesse consoante o aumento do tamanho amostral. Assim como no modelo
probabilístico, os valores Ąxados para Ð e Ñ, foram escolhidos com intuito de obter modelos com
diferentes formas e pequena variabilidade. Os valores Ąxados para Ò foram escolhidos com o intuito
de obter modelos com assimetria forte, moderada e nula.

4.2.1 Estudo de convergência

Nesta seção avaliaremos o algoritmo MCMC proposto para o modelo de regressão log-BSNAC
em termos da convergência: avaliando a magnitude das autocorrelações e, também, a sensibilidade
com relação à escolha de valores iniciais e tamanhos amostrais. Utilizamos o conjunto de prioris
descrito na Seção 3.4.2, mais especiĄcamente, para o parâmetro de forma Ð > 0 adotamos uma
priori Gama(1; 0,8), o que implica que sua massa está concentrada no intervalo (0, 3), visto que
tais valores são mais comumente observados na literatura. Para os parâmetros de regressão, 𝜙k;
𝑘 = 1, 2, adotamos uma priori N(0; 1.000) pouco informativa. Por Ąm, para o parâmetro de
assimetria, adotamos uma priori Uniforme contemplando todo o espaço paramétrico. Para ambos
os tamanhos amostrais considerados nesse estudo, n=10 e n=200, Ąxamos Ð = 0, 5, ϕ = (1, 2)⊤,
Ò = 0, 67.

O estudo consiste em iniciar paralelamente 3 cadeias. Em cada uma das cadeias o número de
iterações foi igual a 104.000. Assim como mencionado na Seção 4.1.1, para veriĄcar convergência
do algoritmo, utilizamos alguns métodos comumente considerados na literatura. As Figuras 4.7 -
4.9 dizem respeito ao estudo de convergência considerando um tamanho de amostra n=10.

Na Figura 4.7 temos o gráĄco de trajetórias das 3 cadeias completas (com as 104.000 iterações),
assim como as autocorrelações obtidas. É possível observar uma sobreposição das 3 cadeias, e
após o período de aquecimento de 4.000 primeiras iterações, há indícios de que diferentes valores
iniciais não alteram, signiĄcativamente, os resultados. É possível perceber também a presença de
autocorrelação.
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Considerando a estatística de Geweke, em todas as 3 cadeias dos parâmetros Ð, Ñ e Ò, a grande
maioria dos valores Ącaram dentro dos limites considerados aceitáveis, o que indica convergência
das cadeias. Por simplicidade tais gráĄcos não serão apresentados.
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Figura 4.7: GráĄcos de trajetórias e de autocorrelação dos parâmetros do modelo de regressão
log-BSNAC (n=10).

Na Figura 4.8 observa-se os gráĄcos referentes a estatística de Gelman-Rubin. Há indícios de
que, de fato, as cadeias convergem simultaneamente, visto que encontram-se bem próximas do
valor unitário.

Na Figura 4.9 temos os correlogramas obtidas utilizando a amostra Ąnal, isto é, com as 1.000
estimativas selecionadas da cadeia de Markov, após a retirada das 4.000 primeiras iterações (burn-
in) e do espaçamento igual a 100. Nota-se que os valores na sua grande maioria estão todos abaixo
de 0, 20, indicando assim que as amostras são aproximadamente não correlacionadas.

Nas Figuras 4.10 - 4.12 é possível visualizar os resultados do estudo de convergência consi-
derando um tamanho de amostra n=200. Na Figura 4.10 apresentamos o gráĄco de trajetórias
das 3 cadeias completas (com as 104.000 iterações), assim como as autocorrelações obtidas. É
possível observar uma sobreposição das 3 cadeias, e após o período de aquecimento de 4.000 pri-
meiras iterações, há indícios de que diferentes valores iniciais não alteram, signiĄcativamente, os
resultados.

Considerando a estatística de Geweke, em todas as 3 cadeias dos parâmetros Ð, ϕ e Ò, a grande
maioria dos valores Ącaram dentro dos limites considerados aceitáveis, o que indica convergência
das cadeias.

Na Figura 4.11 observa-se os gráĄcos referentes a estatística de Gelman-Rubin. Há indícios de
que de fato as cadeias convergem.

Na Figura 4.12 temos os correlogramas obtidas da amostra Ąnal, isto é, com as 1.000 estimativas
selecionadas da cadeia de Markov, após a retirada das 4000 primeiras iterações (burn-in) e do
espaçamento igual a 100. Nota-se que os valores estão na sua grande maioria abaixo de 0, 20,
indicando assim que as amostras são aproximadamente não correlacionadas. Com o aumento da
amostra é possível notar que os valores apresentados na Figura 4.12 são ainda menores dos que
aqueles mostrados na Figura 4.9. Além disso consoante ao aumento da amostra, nota-se que a
convergência das cadeias é melhor atingida.
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Figura 4.8: Estatística de Gelman-Rubin para o modelo de regressão log-BSNAC. (n=10)
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Figura 4.9: GráĄcos de autocorrelação para o modelo de regressão log-BSNAC. (n=10)
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Figura 4.10: GráĄcos de trajetórias e de autocorrelação dos parâmetros do modelo de regressão
log-BSNAC (n=200).
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Figura 4.11: Estatística de Gelman-Rubin para o modelo de regressão log-BSNAC. (n=200)
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Figura 4.12: GráĄcos de autocorrelação para o modelo de regressão log-BSNAC. (n=200)

4.2.2 Comparação entre as estimativas frequentistas e bayesianas

Nesta seção, apresentaremos os resultados obtidos através das metodologias frequentista e baye-
siana, desenvolvidas no Capítulo 3, considerando os cenários já descritos anteriormente.

As Tabelas 4.11 - 4.15 dizem respeito aos resultados obtidos quando Ąxamos Ð = 0, 5, já as
Tabelas 4.16 - 4.20 referem-se aos resultados obtidos quando Ąxamos Ð = 1, 5. Para ambos os
conjuntos de tabelas, Ąxamos ϕ = (1, 2)⊤ e variamos o Ò de acordo com os valores apresentados
no início da Seção 4.2. A Ąm de facilitar a compreensão, utilizaremos (< 0, 001) para representar
valores positivos e (> ⊗0, 001) para denotar valores negativos, quando estiverem bem próximos de
zero. Além disso, nomearemos como ŞBayesiano 1Ť os resultados bayesianos obtidos a partir da
verossimilhança completa, e como ŞBayesiano 2Ť os que foram obtidos a partir da verossimilhança
original.

De uma forma geral, analisando as tabelas em questão, nota-se que à medida que aumentamos
o tamanho da amostra, as estimativas obtidas tanto pelo método frequentista, quanto pelo método
bayesiano tendem a se aproximar dos verdadeiros valores dos parâmetros. É possível notar ainda,
que as estimativas obtidas para Ð tanto pelo método frequentista, quanto pelo método ŞBayesiano
2Ť, aproximam-se dos verdadeiros valores do parâmetro. Em particular, o método ŞBayesiano 2Ť
fornece estimativas com valores menores de REQM e AVBR. As estimativas obtidas via método
ŞBayesiano 1Ť Ącaram em desvantagem frente as estimativas obtidas através dos outros dois méto-
dos, provavelmente pelo fato de estarmos usando a estrutura hierárquica do modelo de regressão.

Para estimar 𝜙0, é possível notar que os métodos frequentista e ŞBayesiano 2Ť recuperam de
forma satisfatória o verdadeiro valor do parâmetro. Além disso, as estimativas obtidas via método
ŞBayesiano 2Ť apresentam menores valores de REQM e AVBR.
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Em relação à 𝜙1, à medida que aumentamos o tamanho da amostra, nota-se que os métodos
são igualmente eĄcientes e se aproximam do verdadeiro valor do parâmetro. No entanto, na grande
maioria dos cenários apresentados, o método bayesiano fornece estimativas com menores variância,
vício, REQM e AVBR.

Por Ąm, para estimar Ò, é possível notar que o método bayesiano, tanto usando a verossi-
milhança completa, quanto a verossimilhança original, na maior parte dos cenários, apresenta
estimativas com menores vício, REQM e AVBR, e mais próximas dos verdadeiros valores Ąxados
para Ò.
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Tabela 4.11: Resultados do estudo de simulação - Ð = 0, 5, ϕ = (1, 2)⊤ e Ò = ⊗0, 67.

Parâmetro n Método Média Variância Vício REQM AVRB
Bayesiano 1 0,838 0,016 0,338 0,362 0,677

10 Bayesiano 2 0,607 0,003 0,107 0,118 0,214
M.V. 0,447 0,002 -0,053 0,068 0,105

Ð Bayesiano 1 0,641 0,001 0,141 0,144 0,282
50 Bayesiano 2 0,513 <0,001 0,013 0,020 0,026

M.V. 0,504 <0,001 0,004 0,021 0,008
Bayesiano 1 0,651 0,001 0,151 0,153 0,302

200 Bayesiano 2 0,503 <0,001 0,003 0,005 0,005
M.V. 0,515 <0,001 0,015 0,025 0,030

Bayesiano 1 0,692 0,190 -0,308 0,533 0,308
10 Bayesiano 2 1,026 0,071 0,026 0,267 0,026

M.V. 0,966 0,080 -0,034 0,285 0,034
𝜙0 Bayesiano 1 0,808 0,021 -0,192 0,241 0,192

50 Bayesiano 2 1,001 0,012 0,001 0,108 0,001
M.V. 0,998 0,013 -0,002 0,114 0,002

Bayesiano 1 0,769 0,004 -0,231 0,239 0,231
200 Bayesiano 2 0,993 0,003 -0,007 0,052 0,007

M.V. 0,996 0,003 -0,004 0,054 0,004
Bayesiano 1 2,049 0,625 0,049 0,792 0,025

10 Bayesiano 2 1,902 0,302 -0,098 0,558 0,049
M.V. 2,038 0,328 0,038 0,574 0,019

𝜙1 Bayesiano 1 2,015 0,058 0,015 0,241 0,007
50 Bayesiano 2 1,982 0,046 -0,018 0,215 0,009

M.V. 2,013 0,053 0,013 0,230 0,006
Bayesiano 1 2,023 0,010 0,023 0,101 0,011

200 Bayesiano 2 2,009 0,011 0,009 0,104 0,004
M.V. 2,019 0,011 0,019 0,104 0,009

Bayesiano 1 -0,327 0,050 0,343 0,410 0,511
10 Bayesiano 2 -0,147 0,051 0,523 0,571 0,781

M.V. -0,575 0,377 0,095 0,622 0,142
Ò Bayesiano 1 -0,529 0,054 0,141 0,272 0,211

50 Bayesiano 2 -0,504 0,061 0,166 0,297 0,248
M.V. -0,718 0,080 -0,048 0,287 0,072

Bayesiano 1 -0,713 0,014 -0,043 0,127 0,064
200 Bayesiano 2 -0,607 0,015 0,063 0,137 0,094

M.V. -0,778 0,017 -0,108 0,169 0,161
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Tabela 4.12: Resultados do estudo de simulação - Ð = 0, 5, ϕ = (1, 2)⊤ e Ò = ⊗0, 45.

Parâmetro n Método Média Variância Vício REQM AVRB
Bayesiano 1 0,809 0,024 0,309 0,346 0,618

10 Bayesiano 2 0,613 0,003 0,113 0,125 0,225
M.V. 0,439 0,002 -0,061 0,078 0,121

Ð Bayesiano 1 0,626 0,001 0,126 0,129 0,252
50 Bayesiano 2 0,519 <0,001 0,019 0,021 0,039

M.V. 0,507 0,001 0,007 0,025 0,013
Bayesiano 1 0,616 0,001 0,116 0,119 0,232

200 Bayesiano 2 0,504 <0,001 0,004 0,005 0,009
M.V. 0,519 0,001 0,019 0,031 0,038

Bayesiano 1 0,758 0,254 -0,242 0,559 0,242
10 Bayesiano 2 0,979 0,080 -0,021 0,284 0,021

M.V. 0,978 0,107 -0,022 0,328 0,022
𝜙0 Bayesiano 1 0,892 0,027 -0,108 0,196 0,108

50 Bayesiano 2 0,987 0,010 -0,013 0,099 0,013
M.V. 1,032 0,016 0,032 0,130 0,032

Bayesiano 1 0,808 0,005 -0,192 0,204 0,192
200 Bayesiano 2 0,999 0,003 -0,001 0,058 0,001

M.V. 0,998 0,004 -0,002 0,062 0,002
Bayesiano 1 1,989 0,865 -0,011 0,930 0,006

10 Bayesiano 2 2,035 0,374 0,035 0,613 0,018
M.V. 2,029 0,424 0,029 0,651 0,014

𝜙1 Bayesiano 1 1,959 0,069 -0,041 0,266 0,020
50 Bayesiano 2 2,014 0,038 0,014 0,197 0,007

M.V. 1,952 0,064 -0,048 0,257 0,024
Bayesiano 1 2,018 0,011 0,018 0,109 0,009

200 Bayesiano 2 1,999 0,013 -0,001 0,116 0,001
M.V. 2,017 0,015 0,017 0,123 0,008

Bayesiano 1 -0,312 0,031 0,138 0,225 0,307
10 Bayesiano 2 -0,036 0,058 0,414 0,479 0,920

M.V. -0,581 0,328 -0,131 0,588 0,292
Ò Bayesiano 1 -0,355 0,084 0,095 0,305 0,211

50 Bayesiano 2 -0,342 0,075 0,108 0,295 0,239
M.V. -0,531 0,185 -0,081 0,438 0,180

Bayesiano 1 -0,521 0,024 -0,071 0,169 0,157
200 Bayesiano 2 -0,421 0,026 0,029 0,163 0,065

M.V. -0,627 0,046 -0,177 0,278 0,393
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Tabela 4.13: Resultados do estudo de simulação - Ð = 0, 5, ϕ = (1, 2)⊤ e Ò = 0.

Parâmetro n Método Média Variância Vício REQM AVRB
Bayesiano 1 0,819 0,010 0,319 0,335 0,638

10 Bayesiano 2 0,612 0,002 0,112 0,123 0,225
M.V. 0,445 0,001 -0,055 0,064 0,110

Ð Bayesiano 1 0,615 0,001 0,115 0,117 0,229
50 Bayesiano 2 0,521 <0,001 0,021 0,023 0,041

M.V. 0,488 <0,001 -0,012 0,016 0,024
Bayesiano 1 0,567 <0,001 0,067 0,069 0,133

200 Bayesiano 2 0,506 <0,001 0,006 0,007 0,013
M.V. 0,498 <0,001 -0,002 0,004 0,005

Bayesiano 1 0,819 0,244 -0,181 0,526 0,181
10 Bayesiano 2 0,966 0,088 -0,034 0,299 0,034

M.V. 1,017 0,082 0,017 0,286 0,017
𝜙0 Bayesiano 0,940 0,032 -0,060 0,187 0,060

50 Bayesiano 2 1,000 0,016 > -0,001 0,127 <0,001
M.V. 0,998 0,018 -0,002 0,136 0,002

Bayesiano 1 0,985 0,013 -0,015 0,114 0,015
200 Bayesiano 2 0,992 0,003 -0,008 0,052 0,008

M.V. 1,001 0,004 0,001 0,061 0,001
Bayesiano 1 1,974 0,720 -0,026 0,849 0,013

10 Bayesiano 2 2,057 0,386 0,057 0,624 0,029
M.V. 1,983 0,315 -0,017 0,562 0,008

𝜙1 Bayesiano 2,008 0,083 0,008 0,289 0,004
50 Bayesiano 2 2,003 0,067 0,003 0,259 0,001

M.V. 2,002 0,072 0,002 0,268 0,001
Bayesiano 1 1,998 0,015 -0,002 0,124 0,001

200 Bayesiano 2 2,016 0,011 0,016 0,106 0,008
M.V. 1,996 0,015 -0,004 0,122 0,002

Bayesiano 1 -0,220 0,050 -0,220 0,314 -
10 Bayesiano 2 -0,007 0,038 -0,007 0,195 -

M.V. -0,016 0,011 -0,016 0,108 -
Ò Bayesiano -0,132 0,093 -0,132 0,333 -

50 Bayesiano 2 -0,002 0,098 -0,002 0,314 -
M.V. -0,039 0,026 -0,039 0,166 -

Bayesiano 1 -0,033 0,051 -0,033 0,228 -
200 Bayesiano 2 0,044 0,032 0,044 0,183 -

M.V. 0,006 0,012 0,006 0,109 -
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Tabela 4.14: Resultados do estudo de simulação - Ð = 0, 5, ϕ = (1, 2)⊤ e Ò = 0, 45.

Parâmetro n Método Média Variância Vício REQM AVRB
Bayesiano 1 0,807 0,027 0,307 0,348 0,614

10 Bayesiano 2 0,619 0,002 0,119 0,129 0,238
M.V. 0,439 0,003 -0,061 0,081 0,123

Ð Bayesiano 1 0,612 <0,001 0,112 0,114 0,224
50 Bayesiano 2 0,518 <0,001 0,018 0,021 0,036

M.V. 0,506 0,001 0,006 0,028 0,012
Bayesiano 1 0,612 0,001 0,112 0,115 0,223

200 Bayesiano 2 0,504 <0,001 0,004 0,005 0,009
M.V. 0,513 <0,001 0,013 0,025 0,026

Bayesiano 1 0,941 0,336 -0,059 0,583 0,059
10 Bayesiano 2 1,040 0,087 0,040 0,298 0,040

M.V. 1,051 0,128 0,051 0,361 0,051
𝜙0 Bayesiano 1 1,085 0,020 0,085 0,165 0,085

50 Bayesiano 2 1,008 0,015 0,008 0,121 0,008
M.V. 0,992 0,016 -0,008 0,128 0,008

Bayesiano 1 1,175 0,006 0,175 0,190 0,175
200 Bayesiano 2 0,999 0,004 -0,001 0,060 0,001

M.V. 1,001 0,003 0,001 0,056 0,001
Bayesiano 1 1,788 0,885 -0,212 0,964 0,106

10 Bayesiano 2 1,912 0,359 -0,088 0,606 0,044
M.V. 1,907 0,426 -0,093 0,659 0,047

𝜙1 Bayesiano 1 2,003 0,071 0,003 0,267 0,001
50 Bayesiano 2 1,992 0,057 -0,008 0,239 0,004

M.V. 2,001 0,067 0,001 0,258 0,001
Bayesiano 1 1,994 0,012 -0,006 0,109 0,003

200 Bayesiano 2 2,004 0,014 0,004 0,120 0,002
M.V. 1,992 0,012 -0,008 0,112 0,004

Bayesiano 1 -0,146 0,051 -0,596 0,637 1,325
10 Bayesiano 2 0,042 0,040 -0,408 0,455 0,907

M.V. 0,432 0,461 -0,018 0,679 0,040
Ò Bayesiano 1 0,277 0,067 -0,173 0,311 0,385

50 Bayesiano 2 0,322 0,076 -0,128 0,304 0,285
M.V. 0,525 0,156 0,075 0,401 0,166

Bayesiano 1 0,499 0,028 0,049 0,176 0,109
200 Bayesiano 2 0,414 0,026 -0,036 0,164 0,081

M.V. 0,614 0,033 0,164 0,245 0,364

88



Tabela 4.15: Resultados do estudo de simulação - Ð = 0, 5, ϕ = (1, 2)⊤ e Ò = 0, 67.

Parâmetro n Método Média Variância Vício REQM AVRB
Bayesiano 1 0,804 0,010 0,304 0,321 0,608

10 Bayesiano 2 0,607 0,003 0,107 0,119 0,214
M.V. 0,452 0,002 -0,048 0,066 0,096

Ð Bayesiano 1 0,631 0,001 0,131 0,133 0,262
50 Bayesiano 2 0,512 <0,001 0,012 0,017 0,024

M.V. 0,503 <0,001 0,003 0,020 0,007
Bayesiano 1 0,648 0,001 0,148 0,150 0,296

200 Bayesiano 2 0,502 <0,001 0,002 0,005 0,004
M.V. 0,516 0,001 0,016 0,027 0,032

Bayesiano 1 0,798 0,245 -0,202 0,534 0,202
10 Bayesiano 2 1,009 0,104 0,009 0,323 0,009

M.V. 0,988 0,107 -0,012 0,327 0,012
𝜙0 Bayesiano 1 1,175 0,015 0,175 0,213 0,175

50 Bayesiano 2 1,000 0,012 <0,001 0,112 <0,001
M.V. 1,006 0,014 0,006 0,118 0,006

Bayesiano 1 1,218 0,003 0,218 0,225 0,218
200 Bayesiano 2 1,005 0,003 0,005 0,056 0,005

M.V. 0,995 0,003 -0,005 0,053 0,005
Bayesiano 1 2,047 0,754 0,047 0,870 0,023

10 Bayesiano 2 2,002 0,361 0,002 0,601 0,001
M.V. 2,028 0,358 0,028 0,599 0,014

𝜙1 Bayesiano 1 1,960 0,051 -0,040 0,230 0,020
50 Bayesiano 2 2,016 0,050 0,016 0,224 0,008

M.V. 1,971 0,054 -0,029 0,234 0,015
Bayesiano 1 1,994 0,009 -0,006 0,095 0,003

200 Bayesiano 2 1,994 0,012 -0,006 0,111 0,003
M.V. 1,997 0,011 -0,003 0,104 0,002

Bayesiano 1 -0,141 0,053 -0,811 0,843 1,210
10 Bayesiano 2 0,107 0,045 -0,563 0,601 0,840

M.V. 0,576 0,348 -0,094 0,598 0,141
Ò Bayesiano 1 0,501 0,056 -0,169 0,290 0,252

50 Bayesiano 2 0,499 0,060 -0,171 0,299 0,255
M.V. 0,756 0,058 0,086 0,256 0,128

Bayesiano 1 0,706 0,015 0,036 0,129 0,054
200 Bayesiano 2 0,620 0,013 -0,050 0,126 0,074

M.V. 0,782 0,019 0,112 0,178 0,167
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Tabela 4.16: Resultados do estudo de simulação - Ð = 1, 5, ϕ = (1, 2)⊤ e Ò = ⊗0, 67.

Parâmetro n Método Média Variância Vício REQM AVRB
Bayesiano 1 2,139 0,094 0,639 0,708 0,426

10 Bayesiano 2 1,944 0,014 0,444 0,459 0,296
M.V. 1,347 0,008 -0,153 0,177 0,102

Ð Bayesiano 1 1,963 0,025 0,463 0,489 0,309
50 Bayesiano 2 1,536 0,001 0,036 0,050 0,024

M.V. 1,481 0,003 -0,019 0,062 0,012
Bayesiano 1 1,849 0,007 0,349 0,359 0,233

200 Bayesiano 2 1,508 <0,001 0,008 0,013 0,005
M.V. 1,511 0,001 0,011 0,038 0,007

Bayesiano 1 0,690 0,233 -0,310 0,573 0,310
10 Bayesiano 2 0,999 0,317 -0,001 0,563 0,001

M.V. 0,955 0,281 -0,045 0,532 0,045
𝜙0 Bayesiano 1 0,396 0,118 -0,604 0,695 0,604

50 Bayesiano 2 0,944 0,090 -0,056 0,306 0,056
M.V. 1,033 0,074 0,033 0,273 0,033

Bayesiano 1 0,476 0,050 -0,524 0,570 0,524
200 Bayesiano 2 0,981 0,014 -0,019 0,122 0,019

M.V. 1,019 0,021 0,019 0,147 0,019
Bayesiano 1 1,684 0,889 -0,316 0,994 0,158

10 Bayesiano 2 1,864 1,257 -0,136 1,130 0,068
M.V. 2,123 1,161 0,123 1,085 0,061

𝜙1 Bayesiano 1 2,135 0,413 0,135 0,657 0,068
50 Bayesiano 2 2,048 0,356 0,048 0,599 0,024

M.V. 1,965 0,272 -0,035 0,523 0,017
Bayesiano 1 2,079 0,123 0,079 0,360 0,039

200 Bayesiano 2 2,013 0,055 0,013 0,235 0,007
M.V. 2,006 0,080 0,006 0,283 0,003

Bayesiano 1 -0,277 0,059 0,393 0,461 0,586
10 Bayesiano 2 -0,141 0,037 0,529 0,563 0,790

M.V. -0,509 0,357 0,161 0,619 0,241
Ò Bayesiano 1 -0,501 0,035 0,169 0,252 0,252

50 Bayesiano 2 -0,477 0,063 0,193 0,316 0,287
M.V. -0,666 0,092 0,004 0,303 0,007

Bayesiano 1 -0,508 0,017 0,162 0,208 0,241
200 Bayesiano 2 -0,600 0,015 0,070 0,140 0,104

M.V. -0,689 0,025 -0,019 0,158 0,028
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Tabela 4.17: Resultados do estudo de simulação - Ð = 1, 5, ϕ = (1, 2)⊤ e Ò = ⊗0, 45.

Parâmetro n Método Média Variância Vício REQM AVRB
Bayesiano 1 2,111 0,096 0,611 0,685 0,407

10 Bayesiano 2 1,947 0,009 0,447 0,457 0,298
M.V. 1,333 0,009 -0,167 0,191 0,111

Ð Bayesiano 1 1,843 0,012 0,343 0,360 0,229
50 Bayesiano 2 1,550 0,001 0,050 0,058 0,033

M.V. 1,481 0,002 -0,019 0,051 0,012
Bayesiano 1 1,758 0,004 0,258 0,265 0,172

200 Bayesiano 2 1,512 <0,001 0,012 0,015 0,008
M.V. 1,517 0,001 0,017 0,038 0,012

Bayesiano 1 0,700 0,275 -0,300 0,604 0,300
10 Bayesiano 2 1,029 0,279 0,029 0,529 0,029

M.V. 1,027 0,304 0,027 0,552 0,027
𝜙0 Bayesiano 1 0,596 0,289 -0,404 0,672 0,404

50 Bayesiano 2 0,976 0,072 -0,024 0,270 0,024
M.V. 1,015 0,098 0,015 0,313 0,015

Bayesiano 1 0,574 0,045 -0,426 0,476 0,426
200 Bayesiano 2 1,000 0,018 <0,001 0,135 <0,001

M.V. 1,029 0,025 0,029 0,162 0,029
Bayesiano 1 1,689 1,037 -0,311 1,065 0,155

10 Bayesiano 2 1,903 1,182 -0,097 1,091 0,048
M.V. 1,938 1,205 -0,062 1,100 0,031

𝜙1 Bayesiano 1 2,114 0,726 0,114 0,859 0,057
50 Bayesiano 2 2,017 0,287 0,017 0,536 0,008

M.V. 2,002 0,377 0,002 0,614 0,001
Bayesiano 1 2,062 0,135 0,062 0,373 0,031

200 Bayesiano 2 1,986 0,072 -0,014 0,268 0,007
M.V. 1,995 0,092 -0,005 0,304 0,002

Bayesiano 1 -0,248 0,059 0,202 0,317 0,449
10 Bayesiano 2 -0,062 0,037 0,388 0,432 0,861

M.V. -0,469 0,382 -0,019 0,618 0,042
Ò Bayesiano 1 -0,276 0,057 0,174 0,295 0,387

50 Bayesiano 2 -0,345 0,080 0,105 0,302 0,234
M.V. -0,347 0,127 0,103 0,371 0,228

Bayesiano 1 -0,350 0,011 0,100 0,144 0,221
200 Bayesiano 2 -0,416 0,026 0,034 0,164 0,076

M.V. -0,564 0,035 -0,114 0,220 0,254
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Tabela 4.18: Resultados do estudo de simulação - Ð = 1, 5, ϕ = (1, 2)⊤ e Ò = 0.

Parâmetro n Método Média Variância Vício REQM AVRB
Bayesiano 1 2,020 0,073 0,520 0,586 0,347

10 Bayesiano 2 1,956 0,008 0,456 0,465 0,304
M.V. 1,352 0,004 -0,148 0,162 0,099

Ð Bayesiano 1 1,792 0,009 0,292 0,308 0,195
50 Bayesiano 2 1,561 0,001 0,061 0,066 0,040

M.V. 1,461 0,001 -0,039 0,055 0,026
Bayesiano 1 1,633 0,001 0,133 0,137 0,089

200 Bayesiano 2 1,516 <0,001 0,016 0,017 0,011
M.V. 1,494 <0,001 -0,006 0,012 0,004

Bayesiano 1 0,777 0,295 -0,223 0,587 0,223
10 Bayesiano 2 1,009 0,298 0,009 0,546 0,009

M.V. 0,938 0,317 -0,062 0,566 0,062
𝜙0 Bayesiano 1 0,727 0,358 -0,273 0,658 0,273

50 Bayesiano 2 1,032 0,090 0,032 0,301 0,032
M.V. 0,952 0,108 -0,048 0,332 0,048

Bayesiano 1 0,986 0,074 -0,014 0,272 0,014
200 Bayesiano 2 0,984 0,016 -0,016 0,129 0,016

M.V. 0,999 0,023 -0,001 0,150 0,001
Bayesiano 1 1,914 1,514 -0,086 1,234 0,043

10 Bayesiano 2 1,987 1,345 -0,013 1,160 0,006
M.V. 2,176 1,420 0,176 1,205 0,088

𝜙1 Bayesiano 1 2,198 0,825 0,198 0,930 0,099
50 Bayesiano 2 1,935 0,332 -0,065 0,580 0,032

M.V. 2,095 0,421 0,095 0,656 0,047
Bayesiano 1 2,030 0,124 0,030 0,353 0,015

200 Bayesiano 2 2,034 0,065 0,034 0,258 0,017
M.V. 2,011 0,089 0,011 0,298 0,005

Bayesiano 1 -0,095 0,078 -0,095 0,295 -
10 Bayesiano 2 -0,016 0,045 -0,016 0,213 -

M.V. 0,012 0,029 0,012 0,170 -
Ò Bayesiano 1 -0,124 0,065 -0,124 0,284 -

50 Bayesiano 2 0,014 0,085 0,014 0,292 -
M.V. -0,002 0,016 -0,002 0,126 -

Bayesiano 1 0,006 0,019 0,006 0,139 -
200 Bayesiano 2 0,043 0,031 0,043 0,181 -

M.V. 0,017 0,010 0,017 0,101 -
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Tabela 4.19: Resultados do estudo de simulação - Ð = 1, 5, ϕ = (1, 2)⊤ e Ò = 0, 45.

Parâmetro n Método Média Variância Vício REQM AVRB
Bayesiano 1 2,038 0,088 0,538 0,614 0,359

10 Bayesiano 2 1,954 0,010 0,454 0,465 0,303
M.V. 1,353 0,007 -0,147 0,169 0,098

Ð Bayesiano 1 1,797 0,006 0,297 0,306 0,198
50 Bayesiano 2 1,554 0,001 0,054 0,060 0,036

M.V. 1,489 0,002 -0,011 0,046 0,007
Bayesiano 1 1,726 0,004 0,226 0,234 0,151

200 Bayesiano 2 1,512 <0,001 0,012 0,014 0,008
M.V. 1,528 0,003 0,028 0,062 0,018

Bayesiano 1 0,939 0,303 -0,061 0,554 0,061
10 Bayesiano 2 0,991 0,314 -0,009 0,560 0,009

M.V. 1,018 0,277 0,018 0,527 0,018
𝜙0 Bayesiano 1 1,264 0,264 0,264 0,577 0,264

50 Bayesiano 2 1,034 0,085 0,034 0,294 0,034
M.V. 1,036 0,073 0,036 0,272 0,036

Bayesiano 1 1,355 0,030 0,355 0,395 0,355
200 Bayesiano 2 0,998 0,018 -0,002 0,134 0,002

M.V. 0,964 0,027 -0,036 0,167 0,036
Bayesiano 1 1,807 1,205 -0,193 1,114 0,096

10 Bayesiano 2 2,093 1,326 0,093 1,155 0,047
M.V. 1,987 1,127 -0,013 1,062 0,007

𝜙1 Bayesiano 1 1,789 0,667 -0,211 0,843 0,105
50 Bayesiano 2 1,972 0,338 -0,028 0,582 0,014

M.V. 1,891 0,288 -0,109 0,548 0,055
Bayesiano 1 1,983 0,071 -0,017 0,266 0,009

200 Bayesiano 2 2,019 0,072 0,019 0,268 0,009
M.V. 1,993 0,087 -0,007 0,296 0,003

Bayesiano 1 -0,017 0,078 -0,467 0,544 1,037
10 Bayesiano 2 0,060 0,036 -0,390 0,434 0,867

M.V. 0,533 0,317 0,083 0,569 0,184
Ò Bayesiano 1 0,202 0,060 -0,248 0,348 0,550

50 Bayesiano 2 0,272 0,056 -0,178 0,296 0,395
M.V. 0,520 0,095 0,070 0,316 0,156

Bayesiano 1 0,322 0,016 -0,128 0,181 0,285
200 Bayesiano 2 0,409 0,025 -0,041 0,165 0,092

M.V. 0,599 0,046 0,149 0,261 0,331
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Tabela 4.20: Resultados do estudo de simulação - Ð = 1, 5, ϕ = (1, 2)⊤ e Ò = 0, 67.

Parâmetro n Método Média Variância Vício REQM AVRB
Bayesiano 1 1,989 0,040 0,489 0,528 0,326

10 Bayesiano 2 1,945 0,011 0,445 0,458 0,297
M.V. 1,333 0,009 -0,167 0,192 0,111

Ð Bayesiano 1 1,819 0,007 0,319 0,330 0,213
50 Bayesiano 2 1,537 0,001 0,037 0,050 0,025

M.V. 1,470 0,002 -0,030 0,051 0,020
Bayesiano 1 1,819 0,005 0,319 0,328 0,213

200 Bayesiano 2 1,507 <0,001 0,007 0,013 0,005
M.V. 1,516 0,003 0,016 0,053 0,011

Bayesiano 1 0,979 0,326 -0,021 0,571 0,021
10 Bayesiano 2 1,106 0,313 0,106 0,570 0,106

M.V. 0,994 0,409 -0,006 0,639 0,006
𝜙0 Bayesiano 1 1,375 0,292 0,375 0,658 0,375

50 Bayesiano 2 1,022 0,061 0,022 0,248 0,022
M.V. 1,009 0,091 0,009 0,303 0,009

Bayesiano 1 1,447 0,023 0,447 0,473 0,447
200 Bayesiano 2 1,014 0,017 0,014 0,130 0,014

M.V. 0,971 0,022 -0,029 0,152 0,029
Bayesiano 1 1,735 1,272 -0,265 1,159 0,133

10 Bayesiano 2 1,909 1,320 -0,091 1,152 0,045
M.V. 2,038 1,658 0,038 1,288 0,019

𝜙1 Bayesiano 1 1,871 0,703 -0,129 0,848 0,065
50 Bayesiano 2 2,040 0,240 0,040 0,492 0,020

M.V. 1,964 0,339 -0,036 0,584 0,018
Bayesiano 1 1,996 0,078 -0,004 0,279 0,002

200 Bayesiano 2 1,996 0,066 -0,004 0,256 0,002
M.V. 2,005 0,079 0,005 0,280 0,003

Bayesiano 1 -0,031 0,076 -0,701 0,753 1,047
10 Bayesiano 2 0,079 0,043 -0,591 0,626 0,882

M.V. 0,513 0,406 -0,157 0,656 0,234
Ò Bayesiano 1 0,379 0,072 -0,291 0,396 0,435

50 Bayesiano 2 0,510 0,041 -0,160 0,258 0,239
M.V. 0,660 0,107 -0,010 0,327 0,015

Bayesiano 1 0,507 0,021 -0,163 0,217 0,243
200 Bayesiano 2 0,615 0,013 -0,055 0,128 0,083

M.V. 0,720 0,028 0,050 0,174 0,075
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4.2.3 Análise residual

O principal objetivo da análise residual, que aqui será apresentada, consiste em avaliar o com-
portamento dos resíduos, quando as observações são geradas a partir de quatro diferentes modelos
e o modelo log-BSNAC é usado para fazer inferência. Mais especiĄcamente, utilizamos os modelos
log-BSNAC, log-BS, log-BS-t-Student e log-BS-t-Student assimétrica para simular os diferentes
conjuntos de observações. Para simular observações desses modelos, basta considerar que a va-
riável (3.2.4) tem distribuição Normal padrão, t-Student padrão e t-Student assimétrica padrão,
respectivamente. No nosso caso, para todos os modelos, consideramos Ð = 0, 5, ϕ = (1, 2)⊤. Além
disso para os modelos log-BSNAC e log-BS-t assimétrico consideramos Ò = 0, 67, para os mode-
los log-BS-t e log-BS-t assimétrico Ąxamos Ü = 4, em que Ü representa os graus de liberdade da
distribuição t-Student. Consideramos nesse estudo um tamanho de amostra n=200.

Para facilitar a análise dos resultados aqui apresentados, iremos sintetizar as informações refe-
rentes à cada um dos cenários na Tabela 4.21.

Tabela 4.21: Cenários referentes à análise de resíduos.

Cenário Modelo GráĄcos
C1 log-BSNAC Figuras 4.13 e 4.14
C2 log-BS Figuras 4.15 e 4.16
C3 log-BS-t Figuras 4.17 e 4.18
C4 log-BS-t assimétrico Figuras4.19 e 4.20

No cenário C1, observando as Figuras 4.13 (a) e (b), é possível perceber que os resíduos
encontram-se aleatoriamente dispersos, evidenciando assim a inexistência de autocorrelação e o
mesmo pode-se concluir das Figuras 4.14 (a) e (b). As Figuras 4.13 (c) e 4.14 (c) nos dão indícios
do comportamento simétrico dos resíduos. Por Ąm, analisando os gráĄcos de envelopes simulados,
Figuras 4.13 (d) e 4.14 (d) nota-se que os resíduos encontram-se dentro das bandas de conĄança
e que parece não haver tendência. As conclusões referentes à análise residual do cenário C2 são
semelhantes às do cenário C1. Isto é esperado, haja vista que o modelo log-BS utilizado para gerar
o conjunto de observações é um caso particular do modelo log-BSNAC.
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Figura 4.13: Análise de resíduos, obtidos através das estimativas frequentistas, do modelo log-
BSNAC cuja as observações foram simuladas do modelo log-BSNAC.
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Figura 4.14: Análise de resíduos, obtidos através das estimativas bayesianas, do modelo log-BSNAC
cuja as observações foram simuladas do modelo log-BSNAC.
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Figura 4.15: Análise de resíduos, obtidos através das estimativas frequentistas, do modelo log-
BSNAC cuja as observações foram simuladas do modelo log-BS.
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Figura 4.16: Análise de resíduos, obtidos através das estimativas bayesianas, do modelo log-BSNAC
cuja as observações foram simuladas do modelo log-BS.
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No cenário C3, observando as Figuras 4.17 (a) e (b), é possível perceber que os resíduos não
estão aleatoriamente dispersos, visto que parece haver uma tendêcia. Além disso os resíduos
tendem a se concentrar no intervalo (-1,1). É possível notar ainda, que os resíduos apresentam
uma leve tendência crescente e que a variabilidade parece aumentar consoante o aumento dos
índices e valores ajustados, o mesmo pode-se concluir das Figuras 4.18 (a) e (b).

Nas Figuras 4.17 (c) e 4.18 (c), observa-se a presença de muitas observações discrepantes. Por
Ąm, observando os gráĄcos referentes aos envelopes simulados, 4.17 (d) e 4.18 (d), nota-se que
os resíduos concentram-se acima e abaixo da linha da média indicando assim, um mau ajuste do
modelo às observações provenientes de uma distribuição com cauda pesada.
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Figura 4.17: Análise de resíduos, obtidos através das estimativas frequentistas, do modelo log-
BSNAC cuja as observações foram simuladas do modelo log-BS-t.
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Figura 4.18: Análise de resíduos, obtidos através das estimativas bayesianas, do modelo log-BSNAC
cuja as observações foram simuladas do modelo log-BS-t.
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No cenário C4, observando as Figuras 4.19 (a) e (b), é possível perceber que os resíduos não
estão aleatoriamente dispersos, visto que a variabilidade parece diminuir consoante o aumento dos
índices e valores ajustados, o mesmo pode-se concluir das Figuras 4.20 (a) e (b).

Nas Figuras 4.19 (c) e 4.20 (c), observa-se a presença de observações discrepantes e além disso,
nota-se ainda um comportamento assimétrico positivo dos resíduos.

Observando os gráĄcos referentes aos envelopes simulados, 4.19 (d) e 4.20 (d), nota-se alguns
pontos fora das bandas de conĄança superior. Além disso a disposição dos resíduos nos dá ideia
de uma concavidade voltada para cima, evidenciando novamente um comportamento assimétrico
positivo. Os gráĄcos do cenário C4 nos dão indícios de um mau ajuste do modelo às observações
provenientes de uma distribuição assimétrica com cauda pesada.
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Figura 4.19: Análise de resíduos, obtidos através das estimativas frequentistas, do modelo log-
BSNAC cuja as observações foram simuladas do modelo log-BS-Skew-t.
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Figura 4.20: Análise de resíduos, obtidos através das estimativas bayesianas, do modelo log-BSNAC
cuja as observações foram simuladas do modelo log-BS-Skew-t.
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4.2.4 Análise de inĆuência

Para ilustrar o uso de técnicas de diagnóstico de inĆuência utilizando a divergência de Kullback-
Leibler no contexto bayesiano, conduzimos um pequeno estudo de simulação e aplicamos a meto-
dologia apresentada no Capítulo 3.

O estudo em questão consiste, inicialmente, em ajustar o modelo de regressão aqui proposto,
log-BSNAC, à quatro diferentes conjunto de dados e em seguida, obter os gráĄcos das divergências
de K-L e suas respectivas calibrações para cada uma das situações. Aqui, consideraremos como
pontos inĆuentes aqueles que apresentarem valores da divergência K-L signiĄcativamente maiores
que os valores apresentados pelas demais observações do conjunto de dados e valores da calibração
maiores do que 0,8.

Os conjuntos de dados foram obtidos a partir dos modelos log-BSNAC, log-BS, log-BS-t e log-
BS-t assimétrica, assim como descrito na seção referente à análise residual. No nosso caso, para
todos os modelos, consideramos Ð = 0, 5, ϕ = (1, 2)⊤. Além disso para os modelos log-BSNAC
e log-BS-t assimétrico consideramos Ò = 0, 67, para os modelos log-BS-t e log-BS-t assimétrico
Ąxamos Ü = 4, em que Ü representa os graus de liberdade da distribuição t-Student. Consideramos
nesse estudo um tamanho de amostra n=200.

Analisando as Figuras 4.21 e 4.22 é possível notar que, quando ajustamos o modelo log-BSNAC
aos conjuntos de dados simulados a partir dos modelos log-BSNAC e log-BS, identiĄcamos apenas
uma observação potencialmente inĆuente, provavelmente devido à Ćutuações amostrais. Já quando
simulamos do modelos log-BS-t e log-BS-t assimétrica, identiĄcamos pelo menos três observações
inĆuentes. Os valores da divergência de K-L e da calibração, são signiĄcativamente menores para
os casos que em simulamos dos dois primeiros modelos citados, indicando assim, que nesses casos,
o modelo log-BSNAC parece ser menos inĆuente à observações discrepantes.
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Figura 4.21: A divergência de K-L obtida a partir do ajuste do modelo log-BSNAC e de observações
simuladas dos modelos: (a) log-BSNAC, (b) log-BS, (c) log-BS-t, (d) log-BS-t assimétrica.
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Figura 4.22: Calibração da divergência de K-L para os quatro conjunto de dados simulados a partir
dos modelos: (a) log-BSNAC, (b) log-BS, (c) log-BS-t, (d) log-BS-t assimétrica.
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4.2.5 Seleção de modelos

A Ąm de veriĄcar a performance das estatísticas de comparação de modelos, apresentadas no
Capítulo 3, na escolha do modelo correto, realizamos um estudo de simulação considerando dois
diferentes cenários.

No primeiro cenário, simulamos observações do modelo de regressão log-BSNAC, Ąxando Ð =
0, 5, ϕ = (1, 2)⊤ e Ò = 0, 67, e ajustamos tanto o modelo aqui proposto, log-BSNAC, quanto
o modelo de regressão log-BS. Já no segundo cenário, simulamos observações do modelo log-BS,
Ąxando Ð = 0, 5, ϕ = (1, 2)⊤, e ajustamos novamente ambos os modelos. Para os dois cenários
considerados, calculamos 100 vezes cada um dos critérios de seleção de modelos AIC e BIC, sob o
ponto de vista frequentista, e os critérios bayesianos EAIC, EBIC, DIC e LPML, e veriĄcamos em
quantas delas o modelo verdadeiro foi escolhido.

No primeiro cenário, para um tamanho de amostra 𝑛 = 50, os critérios AIC, BIC, EAIC, EBIC,
DIC e LMPL, escolheram o modelo log-BSNAC como preferível 97, 95, 99, 97, 100 e 99 vezes,
respectivamente. Já para um tamanho de amostra 𝑛 = 200, os critérios AIC e BIC escolheram o
log-BSNAC 98 vezes e os critérios EAIC, EBIC, DIC e LPML em todas as 100 vezes. Na Tabela
4.22, apresentamos a média calculada para cada um dos critérios.

Tabela 4.22: Médias dos critérios - Modelo verdadeiro: log-BSNAC.

Modelo ajustado n AIC BIC EAIC EBIC DIC LPML
log-BSNAC 50 69,481 77,129 80,825 88,473 215,656 -38,630

200 270,105 283,299 297,969 311,162 867,065 -146,664
log-BS 50 73,389 79,125 85,424 91,160 235,421 -41,268

200 282,964 292,859 329,219 339,114 967,708 -162,727

No segundo cenário, para um tamanho de amostra 𝑛 = 50, os critérios AIC, BIC, EAIC,
EBIC, DIC e LMPL, escolheram o modelo log-BS como preferível 97, 99, 95, 96, 100 e 91 vezes,
respectivamente. Já para um tamanho de amostra 𝑛 = 200, os critérios AIC e BIC escolheram o
log-BSNAC 100 vezes e os critérios EAIC, EBIC, DIC e LPML escolheram 97, 99, 100, 95 vezes,
respectivamente. Na Tabela 4.23, apresentamos a média calculada para cada um dos critérios.

Tabela 4.23: Médias dos critérios - Modelo verdadeiro: log-BS.

Modelo ajustado n AIC BIC EAIC EBIC DIC LPML
log-BSNAC 50 74,930 82,578 84,529 92,177 225,907 -40,521

200 287,320 300,514 303,617 316,810 877,804 -152,385
log-BS 50 73,945 79,681 85,513 91,249 234,210 -41,534

200 284,139 294,034 303,751 313,646 883,921 -152,953

Podemos concluir assim, que o modelo log-BSNAC ajusta-se melhor, do que o modelo log-BS
original, a conjuntos de observações que apresentam assimetria, segundo as estatísticas de seleção
de modelos aqui utilizadas.
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Capítulo 5

Aplicação

Neste capítulo, ilustraremos as metodologias aqui propostas com conjuntos de dados reais
encontrados na literatura. Mais especiĄcamente, na Seção 5.1, apresentaremos uma aplicação para
o modelo probabilístico BSNAC, e na Seção 5.2, apresentaremos duas aplicações para o modelo de
regressão log-BSNAC.

5.1 Aplicação I

Para ilustrar brevemente a metodologia proposta no Capítulo 2, referente ao modelo proba-
bilístico BSNAC, iremos considerar o conjunto de dados obtido originalmente por Volle (1985) e
analisado por Lemonte et al. (2012), que diz respeito ao tempo gasto (em horas) em duas categorias
de atividades durante 100 dias no ano 1976. Dentre as duas categorias de atividades estudadas,
optamos por modelar, via modelos BS e BSNAC, a quantidade de tempo gasto em alimentação
pelos 28 indivíduos envolvidos no estudo.

Na Tabela 5.1 e na Figura 5.1 apresentamos as estatísticas descritivas e o histograma do tempo
gasto (em horas), respectivamente. Atavés do gráĄco do histograma, é possível notar que as
observações se concentram na classe que diz respeito aos tempos de 0 à 200 horas , indicando uma
assimetria à direita (positiva).

O nosso objetivo consiste em veriĄcar qual dos dois modelos melhor se ajusta ao conjunto de
dados em estudo. Na Tabela 5.2, apresentamos as estimativas, sob as abordagens frequentista e
bayesiana, bem como seus respectivos erros-padrão, intervalos de conĄança e de credibilidade. As
estimativas aqui apresentadas foram obtidas através dos algoritmos ECM e MCMC apresentados
no Capítulo 2. O algoritmo MCMC foi implementado através do pacote R2OpenBugs do software
R, considerando o conjunto de prioris apresentados, mais precisamente Ð ≍ Gama(1; 0, 8), Ñ ≍
Gama(0, 001; 0, 001) e Ò ≍ 𝑈(⊗0, 99527; 0, 99527).
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Tabela 5.1: Estatísticas descritivas do tempo gasto (em horas) em alimentação.

Média Mediana Mínimo Máximo DP Assimetria Curtose
294,286 130 100 960 330,529 1, 317 -0.229
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Figura 5.1: Boxplot do tempo gasto (em horas) em alimentação.

Tabela 5.2: Estimativas dos parâmetros e seus respectivos erros-padrão, intervalos de conĄança e
de credibilidade para os modelos BSNAC e BS.

Abordagem BSNAC BS
Parâmetros Estimativas EP IC95% Estimativas EP IC95%

α 0,692 0,102 [0,492; 0,892] 0,899 0,126 [0,6252; 1,146]
Frequentista β 209,569 26,127 [158,387; 260,805] 214,255 33,543 [148,511; 279,999]

γ 0,919 0,032 [0,829; 0,982] - - -
α 0,773 0,115 [0,595; 1,036] 0,942 0,137 [0,721; 1,250]

Bayesiana β 235,269 32,547 [185,482; 314,312] 216,966 35,616 [154,697; 294,925]
γ 0,949 0,063 [0,781; 0,995] - - -

As estimativas obtidas para Ð e Ò, quando utilizamos o modelo BSNAC para modelar o tempo
(em horas) em alimentação, resultam em um comportamento fortemente assimétrico positivo da
distribuição BSNAC, visto que tal comportamento pode ser notado quando Ąxamos um valor
para Ð grande e/ou um valor para Ò grande e positivo. Muito embora a distribuição BS possa
apresentar um comportamento assimétrico consoante aos valores dos parâmetros, a distribuição
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BSNAC possui um parâmetro a mais que controla a assimetria da distribuição, tornando o modelo
aqui proposto mais adequado para modelar observações com essa característica.

Na Tabela 5.3 e na Figura 5.2, apresentamos, respectivamente, os critérios para seleção de
modelos e o histograma com as curvas ajustadas para ambos os modelos. Observando a Tabela
5.3 é possível perceber que todos os critérios, obtidos via abordagens frequentista e bayesiana,
apontam o modelo probabilístico BSNAC como preferível para modelar o tempo gasto (em horas)
em alimentação no estudo em questão. Além disso, é possível notar na Figura 5.2 que o modelo
BSNAC acomoda melhor a assimetria positiva das observações do que o modelo BS.

Tabela 5.3: Critérios para seleção de modelos.

Critérios BSNAC BS
AIC 349,615 366,485
BIC 353,612 369,149

EAIC 349,087 368,603
EBIC 353,083 371,268
DIC 1028,252 1091,813

LPML -172,341 -183,194
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Figura 5.2: Boxplot do tempo gasto (em horas) em alimentação com as curvas ajustadas dos
modelos BSNAC e BS.
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5.2 Aplicação II

Nesta seção, ilustraremos a metodologia desenvolvida no Capítulos 3 para o modelo de regressão
log-BSNAC utilizando dois conjuntos de dados reais.

5.2.1 Fadiga Biaxial (Şdo eixo duploŤ)

Para esta aplicação vamos considerar o conjunto de dados analisado por Rieck and Nedelman
(1991), Xie e Wei (2007), Santana et al. (2011) e Farias and Lemonte (2011), que diz respeito ao
tempo de vida de um pedaço de metal sujeito à compressões cíclicas até falhar. A variável resposta
𝑁 representa o número de ciclos até que ocorra a falha e a variável explicativa 𝑋 é o trabalho por
ciclo medido em 𝑚𝐽/𝑚3. Os dados são apresentados na Tabela B.1. As estatísticas descritivas
referentes a cada uma das variáveis são apresentadas na Tabela 5.4.

Tabela 5.4: Estatísticas descritivas para o número de ciclos, 𝑁 , até que ocorra a falha e para o
trabalho por ciclo, 𝑋 .

Mínimo Média Máximo Q1 Mediana Q3
N 125 943,652 5046 242,753 566 1086,257
X 11,524 40,293 100,511 24 33,276 60,125

Sob normalidade, esse conjunto de dados foi analisado por Rieck e Nedelman (1991) conside-
rando o seguinte modelo de regressão

Vi = 𝜙0 + 𝜙1 log(𝑥i) + 𝜀i, (5.2.1)

em que 𝑉i = log(𝑁i) e 𝜀i ≍ 𝑆𝐻𝑁(Ð, 0, à = 2), 𝑖 = 1, . . . , 46.
Assim como proposto em Santana (2009), vamos considerar o seguinte modelo de regressão

Vi = 𝜙0 + 𝜙1 exp(⊗𝜗0/𝑥i) + 𝜀i

= 𝜙0 + 𝜙1𝑔(𝑥i) + 𝜀i, 𝑖 = 1, . . . , 46,

em que 𝜗0 é uma quantidade conhecida. A quantidade 𝜗0 é obtida através da minimização da
equação de mínimos quadrados dada por

𝑀𝑄k(θ) =
n∑︁

i=1

[vik ⊗ 𝜙0k ⊗ 𝜙1k exp(⊗𝜗k/𝑥i)]
2 , 𝑘 = 1, . . . , 𝑚, (5.2.2)

em que 𝜗k correspondem a 𝑚 valores previamente gerados para 𝜗. Ou seja, o valor de 𝜗0 escolhido
será o min(𝑀𝑄k(θ)), 𝑘 = 1, . . . , 𝑚. Os valores 𝜙0 e 𝜙1 foram obtidos usando as estimativas de
mínimos quadrados. Nesse caso, ainda segundo Santana (2009), o valor obtido para 𝜗0 foi 20, 076.

Portanto, o modelo utilizado nessa aplicação será

Vi = 𝜙0 + 𝜙1 exp(⊗20, 076/𝑥i) + 𝜀i, 𝑖 = 1, . . . , 46, (5.2.3)
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em que 𝜀i ≍ SHN(Ð, 0, à = 2).
Na Figura 5.3 (a)-(b) apresentamos o gráĄco de dispersão e a reta ajustada do modelo (5.2.1)

e o gráĄco de dispersão e a reta ajustada do modelo (5.2.3), respectivamente. Note que o modelo
(5.2.3) também parece apropriado para esse conjunto de dados.
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Figura 5.3: GráĄcos de dispersão e retas ajustadas considerando os modelos - (a) modelo dado em
(5.2.1) e (b) modelo dado em (5.2.3).

Vamos supor agora que em (5.2.3), 𝜀i ≍ SHNAC(Ð, 0, à = 2, Ò). Nesse caso, temos o seguinte
modelo,

Vi = 𝜙0 + 𝜙1 exp(⊗20, 076/𝑥i) + 𝜀i, 𝑖 = 1, . . . , 46, (5.2.4)

em que 𝜀i ≍ SHNAC(Ð, 0, à = 2, Ò). O nosso objetivo consiste em veriĄcar qual dos dois modelos
melhor se ajusta ao conjunto de dados em estudo. Na Tabela 5.5, apresentamos as estimativas,
sob as abordagens frequentista e bayesiana, bem como seus respectivos erros-padrão, intervalos
de conĄança e de credibilidade. As estimativas aqui apresentadas foram obtidas através dos al-
goritmos ECM e MCMC apresentados no Capítulo 3. O algoritmo MCMC foi implementado
através do pacote R2OpenBugs do software R, considerando o conjunto de prioris apresentados,
mais especiĄcamente, Ð ≍ Gama(1; 0, 8); 𝜙k = 𝑁(0, 1000), 𝑘 = 1, 2 e Ò ≍ 𝑈(⊗0, 99527; 0, 99527).

Com o intuito de respeitar o espaço paramétrico do parâmetro de assimetria, trucamos o
intervalo de conĄança à esquerda do valor ⊗0, 99527. Observando os intervalos de conĄança e de
credibilidade do parâmetro Ò, pode-se observar que o parâmetro de assimetria é signiĄcativo.

Em termos dos parâmetros de regressão, se observarmos, por exemplo, os resultados frequen-
tistas referentes ao modelo log-BSNAC, podemos concluir que a média do logaritmo do número de
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ciclos é igual 9,408, quando observa-se o valor da função do trabalho por ciclo, 𝑔1(𝑥i), igual a zero.
Além disso, há um decréscimo de 5,586 na média do logaritmo do número de ciclos, à medida que
o valor da função do trabalho por ciclo, 𝑔1(𝑥i), sofre um aumento de uma unidade.

Tabela 5.5: Estimativas dos parâmetros e seus respectivos erros-padrão, intervalos de conĄança e
de credibilidade para os modelos log-BSNAC e log-BS.

Abordagem log-BSNAC log-BS

Parâmetros Estimativas EP IC95% Estimativas EP IC95%

α 0,428 0,036 [0,357; 0,498] 0,400 0,042 [0,318; 0,482]
Frequentista ϕ0 9,408 0,167 [9,081; 9,735] 9,254 0,201 [8,856; 9,644]

ϕ1 -5,586 0,293 [-6,154; -5,001] -5,335 0,351 [-6,023; -4,647]
γ -0,949 0,121 [-0,995; -0,712] - - -

α 0,424 0,050 [0,339; 0,541] 0,422 0,047 [0,345; 0,526]
Bayesiana ϕ0 9,344 0,177 [8,999; 9,684] 9,239 0,206 [8,825; 9,657]

ϕ1 -5,493 0,307 [-6,086,-4,888] -5,304 0,365 [-6,050; -4,559]
γ -0,602 0,303 [-0,953, -0,119] - - -

Na Tabela 5.5, apresentamos os critérios para seleção de modelos, obtidos através da meto-
dologia apresentada na Seção 3.6.2. É possível perceber que todos os critérios, exceto o EBIC,
apontam o modelo log-BSNAC como o que melhor se ajusta a esse conjunto de dados. Muito
embora o EBIC indique o log-BS como preferível nesse caso, vale ressaltar que a diferença desse
critério entre os modelos em questão é muito pequena.

Tabela 5.6: Critérios para seleção de modelos.

Critérios log-BSNAC log-BS
AIC 47,715 50,574
BIC 55,029 56,060

EAIC 52,195 53,645
EBIC 59,509 59,131
DIC 130,001 140,125

LPML -23,857 -25,118

Nas Figuras 5.4 e 5.5, apresentamos a análise de resíduos do modelo log-BSNAC considerando
os resíduos calculados a partir das estimativas frequentistas e bayesianas, respectivamente. Já nas
Figuras 5.6 e 5.7, apresentamos a análise de resíduos do modelo log-BS considerando os resíduos
calculados a partir das estimativas frequentistas e bayesianas, respectivamente.

Ao observarmos as Figuras 5.4 (a)-(b) é possível notar que os pontos parecem estar aleatoria-
mente dispersos e parece não haver tendências, o mesmo pode-se concluir das Figuras 5.5 (a)-(b).
Já as Figuras 5.6 (a)-(b) nos dão indícios do aumento da variabilidade dos resíduos consoante ao
aumento dos valores ajustados, e da diminuição da variabilidade consoante ao aumento dos índi-
ces, respectivamente. As Figuras 5.7 (a)-(b) nos dão indícios de uma tendência ora crescente, ora
decrescente dos resíduos do modelo log-BS.
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As Figuras 5.4 (c) 5.5 (c) nos dão evidências da simetria dos resíduos do modelo log-BSNAC,
enquanto que as Figuras 5.6 (c) e 5.7 (c), nos dão indícios de uma leve assimetria à direita dos
resíduos do modelo log-BS. Por Ąm, nas Figuras 5.6 (d) e 5.7 (d) é possível perceber que os resíduos
tendem a sair das bandas de conĄança, enquanto que nas Figuras 5.4 (d) e 5.5 (d) nota-se que os
resíduos encontram-se todos dentro das bandas de conĄança e parece não haver tendências.
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Figura 5.4: Análise de resíduos, calculados a partir das estimativas frequentistas, do modelo log-
BSNAC.
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Figura 5.5: Análise de resíduos, calculados a partir das estimativas bayesianas, do modelo log-
BSNAC.
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Figura 5.6: Análise de resíduos, calculados a partir das estimativas frequentistas, do modelo log-BS.
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Figura 5.7: Análise de resíduos, calculados a partir das estimativas bayesianas, do modelo log-BS.
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Com o intuito de identiĄcar observações inĆuentes, Ązemos uma análise de inĆuência utilizando
a divergência de Kullback-Leibler assim como descrita na Seção 3.6.3. As Figuras 5.8 e 5.9 dizem
respeito as divergências de K-L e suas respectivas calibrações para os modelos log-BSNAC e log-
BS, nesse caso, iremos considerar como observação inĆuente aquela que apresentar uma calibração
maior ou igual a 0,8. Em sendo assim, a análise de inĆuência detectou a observação 4 como
potencialmente inĆuente para o modelo log-BSNAC e a observação 5 para o modelo log-BS.
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Figura 5.8: Divergência de K-L para os modelos - (a) log-BSNAC e (b) log-BS.
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Figura 5.9: Calibração da divergência de K-L para os modelos - (a) log-BSNAC e (b) log-BS.

Após a identiĄcação das observações inĆuentes, é de interesse avaliar o impacto que a retirada
dessas observações exerce nas estimativas dos parâmetros em cada um dos modelos em questão.
Sendo assim, retiramos a observação 4 e ajustamos o modelo log-BSNAC, retiramos a observação
5 e ajustamos o modelo log-BS, para ambas as situações calculamos o impacto percentual, 𝑅𝐶,
tal como em (3.5.9), correspondente à cada uma das estimativas.
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Na Tabela 5.7 apresentamos as novas estimativas para ambos os modelos, bem como o impacto
percentual após a retirada das observações potencialmente inĆuentes.

Tabela 5.7: Impacto percentual nas estimativas, após a retirada das observações potencialmente
inĆuentes.

Obs. Ð 𝜙0 𝜙1 Ò
log-BSNAC 4 0,415 (- 2,12%) 9,224 (- 1,28%) -5,298 (+ 3,55%) -0,639 (- 6,15%)

log-BS 5 0,401 (+ 4,97%) 9,375 (+ 1,47%) -5,523 (- 4,15%) -

Os impactos percentuais que a retirada da observação 5 exerce nas estimativas dos parâmetros
do modelo log-BS, é maior do que os impactos percentuais que a retirada da observação 4 exerce
nas estimativas dos parâmetros do modelo log-BSNAC. Ou seja, o modelo de regressão log-BSNAC
parece ser menos sensível à presença de observações discrepantes do que o modelo log-BS. Além
disso, os gráĄcos referentes à análise de resíduos fornecem evidências, juntamente com os critérios
para seleção de modelos, de que o modelo (5.2.4) proporciona um melhor ajuste aos dados.

5.2.2 Liga dos campeões da UEFA

Para essa aplicação iremos considerar o conjunto de dados analisado por Meintanis (2007), que
diz respeito à partidas de futebol da Liga dos Campeões da UEFA (Union of European Football
Associations) que encontra-se apresentado na Tabela C.1. Considere partidas de futebol em que
(i) houve pelo menos um gol marcado pela equipe da casa, e (ii) houve pelo menos um gol marcado
por qualquer equipe a partir de cobrança de pênalti, chute de falta, ou qualquer outro lance direto.
Seja 𝑇1 o tempo em minutos do primeiro gol marcado por qualquer equipe e 𝑇2 representa o
tempo em minutos do primeiro gol, de qualquer tipo, marcado pela equipe da casa. As estatísticas
descritivas referentes a cada uma das variáveis são apresentadas na Tabela 5.8.

Tabela 5.8: Estatísticas descritivas para T1 e T2.

Mínimo Média Máximo Q1 Mediana Q3
T1 2 40,892 82 25 41 54
T2 2 32,865 85 14 28 48

Para ilustrar a metodologia apresentada no Capítulo 3, ajustamos o modelo log-BSNAC, deĄ-
nido da seguinte forma

Vi = 𝜙0 + 𝜙1𝑥i + 𝜀i, 𝑖 = 1, . . . , 37, (5.2.5)

em que, pela construção do modelo, Vi = log(𝑇2i
), 𝑥i = log(𝑇1i

) e 𝜀i ≍ SHNAC(Ð, 0, à = 2, Ò).
Ajustamos ainda o modelo log-BS, que pode ser deĄnido como em (5.2.5), considerando que 𝜀i ≍
SHN(Ð, 0, à = 2). O nosso objetivo consiste em veriĄcar qual dos dois modelos fornece um melhor
ajuste ao conjunto de dados em questão.

120



Na Tabela 5.9, apresentamos as estimativas, sob as abordagens frequentista e bayesiana, bem
como seus respectivos erros-padrão, intervalos de conĄança e de credibilidade. As estimativas aqui
apresentadas foram obtidas através dos algoritmos ECM e MCMC apresentados no Capítulo 3.
O algoritmo MCMC foi implementado através do pacote R2OpenBugs do software R, considerando
o conjunto de prioris apresentados, mais especiĄcamente, Ð ≍ Gama(1; 0, 8); 𝜙k = 𝑁(0, 1000),
𝑘 = 1, 2 e Ò ≍ 𝑈(⊗0, 99527; 0, 99527).

Em termos dos parâmetros de regressão, se observarmos, por exemplo, os resultados frequen-
tistas referentes ao modelo log-BSNAC, podemos concluir que a média do logaritmo do tempo em
minutos do primeiro gol, de qualquer tipo, marcado pela equipe da casa, é igual a 0,871, quando
observa-se o logaritmo do tempo em minutos do primeiro gol marcado por qualquer equipe, igual
a zero. Além disso, há um acréscimo de 0,485 na média do tempo em minutos do primeiro gol, de
qualquer tipo, marcado pela equipe da casa, quando o logaritmo do tempo em minutos do primeiro
gol marcado por qualquer equipe sofre um aumento de uma unidade.

Tabela 5.9: Estimativas dos parâmetros e seus respectivos erros-padrão, intervalos de conĄança e
de credibilidade para os modelos log-BSNAC e log-BS.

Abordagem log-BSNAC log-BS

Parâmetros Estimativas EP IC95% Estimativas EP IC95%

α 0,871 0,136 [0,604; 1,137] 0,899 0,116 [0,672; 1,126]
Frequentista ϕ0 1,384 0,963 [-0,503; 3,27] 1,059 0,702 [-0,317; 2,435]

ϕ1 0,485 0,245 [0,005; 0,965] 0,568 0,195 [0,186; 0,950]
γ -0,715 0,242 [-1,189; -0,241] - - -

α 0,943 0,124 [0,739; 1,239] 0,969 0,121 [0,766; 1,244]
Bayesiana ϕ0 1,305 0,789 [-0,270; 2,735] 0,982 0,778 [-0,561; 2,430]

ϕ1 0,501 0,218 [0,098; 0,932] 0,589 0,215 [0,168; 1,010]
γ -0,611 0,219 [-0,936; -0,116] - - -

Na Tabela 5.5, apresentamos os critérios para seleção de modelos, obtidos através da metodo-
logia apresentada na Seção 3.6.2. É possível perceber que todos os critérios apontam o modelo
log-BSNAC como o que melhor se ajusta a esse conjunto de dados.

Tabela 5.10: Critérios para seleção de modelos.

Critérios log-BSNAC log-BS
AIC 92,865 97,468
BIC 99,308 102,300

EAIC 97,053 100,692
EBIC 103,496 105,524
DIC 263,933 281,259

LPML -47,880 -49,268

Nas Figuras 5.10 e 5.11, apresentamos a análise de resíduos do modelo log-BSNAC considerando
os resíduos calculados a partir das estimativas frequentistas e bayesianas, respectivamente. Já nas
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Figuras 5.12 e 5.13, apresentamos a análise de resíduos do modelo log-BS considerando os resíduos
calculados a partir das estimativas frequentistas e bayesianas, respectivamente.

Observando a Figura 5.10 (c) é possível perceber um comportamento simétrico dos resíduos e
a presença de duas observações discrepantes, o mesmo pode-se concluir da 5.11 (c). Nas Figuras
5.10 (d) e 5.11 (d), nota-se que os resíduos encontram-se dentro das bandas de conĄança e não
apresentam tendências.

Já nas Figuras 5.12 (c) e 5.13 (c) é possível observar uma leve assimetria negativa dos resíduos.
Observando as Figuras 5.12 (d) e 5.13 (d), nota-se uma espécie de concavidade voltada para baixo,
evidenciando assim um comportamento assimétrico negativo. Portanto, a análise residual e os
critérios de seleção de modelos obtidos para cada um dos ajustes, nos dão indícios de que o modelo
log-BSNAC ajusta-se melhor aos dados do que o modelo log-BS.

Com o intuito de identiĄcar observações inĆuentes, Ązemos uma análise de inĆuência utili-
zando a divergência de Kullback-Leibler assim como descrita na Seção 3.6.3. As Figuras 5.14
(a)-(b) e 5.15 (a)-(b) dizem respeito as divergências de K-L e suas respectivas calibrações para
os modelos log-BSNAC e log-BS, respectivamente. A análise de inĆuência detectou as obser-
vações 14 (Olympiacos-Lyon), 15 (Internazionale-Porto), 34 (Arsenal-Rosenborg) e 37 (Bremen-
Panathinaikos) como potencialmente inĆuentes para os modelos log-BSNAC e log-BS.
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Figura 5.10: Análise de resíduos, calculados a partir das estimativas frequentistas, do modelo
log-BSNAC.
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Figura 5.11: Análise de resíduos, calculados a partir das estimativas bayesianas, do modelo log-
BSNAC.
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Figura 5.12: Análise de resíduos, calculados a partir das estimativas frequentistas, do modelo
log-BS.
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Figura 5.13: Análise de resíduos, calculados a partir das estimativas bayesianas, do modelo log-BS.
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Figura 5.14: Divergência de K-L para os modelos - (a) log-BSNAC e (b) log-BS.
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Figura 5.15: Calibração da divergência de K-L para os modelos - (a) log-BSNAC e (b) log-BS.
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Tabela 5.11: Impacto percentual nas estimativas, após a retirada das observações potencialmente
inĆuentes.

Obs. α ϕ0 ϕ1 γ

14 0,847 (-10,52%) 1,179 (-9,65%) 0,561 (+11,98%) -0,534 (+12,60%)
log-BSNAC 15 0,831 (-11,87%) 0,349 (-73,26%) 0,749 (+49,50%) -0,829 (-35,68%)

34 0,849 (-9,97%) 1,211 (-7,20%) 0,552 (+10,18%) -0,528 (+13,58%)
37 0,929 (-1,48%) 1,963 (+50,42%) 0,327 (-34,73%) -0,642 (-5,07%)

14, 15, 34 e 37 0,629 (-33,29%) 0,752 (-42,37%) 0,698 (+39,32%) -0,718 (-17,51%)

14 0,867 (-10,18%) 0,951 (-3,15%) 0,623 (+5,77%) -
log-BS 15 0,912 (-5,88%) 0,553 (-43,68%) 0,694 (+17,8%) -

34 0,806 (-18,82%) 0,582 (-40,73%) 0,709 (+20,37%) -
37 0,963 (-0,62%) 1,694 (+72,50%) 0,397 (-32,59%) -

14, 15, 34 e 37 0,637 (-34,26%) 0,465 (-52,65%) 0,339 (-43,97%)

Após a identiĄcação das observações inĆuentes, avaliamos o impacto percentual, calculado a
partir de (3.5.9), que a retirada dessas observações exerce nas estimativas dos parâmetros em
cada um dos modelos em questão. Observando a Tabela 5.11 é possível notar que os impactos
percentuais nas estimativas do modelo log-BSNAC, quando retiramos as observações 14 e 15, são
maiores do que os impactos nas estimativas do modelo log-BS. Já a retirada da observação 34
impacta mais nas estimativas do modelo log-BS, do que nas estimativas do modelo log-BSNAC. A
retirada da observação 37 causa um impacto percentual de 72, 50% na estimativa de 𝜙0 do modelo
log-BS, enquanto que no modelo log-BSNAC esse impacto é de 50, 42%. Por Ąm, a retirada
das quatro observações simultaneamente causa impactos percentuais maiores nas estimativas do
modelo log-BS.
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Capítulo 6

Considerações Ąnais

Nesse trabalho, desenvolvemos métodos de estimação, sob as abordagens frequentista e bayesi-
ana, para os modelos Birnbaum-Saunders Normal assimétrica sob a parametrização centrada (BS-
NAC) e log-Birnbaum-Saunders Normal assimétrica sob a parametrização centrada (log-BSNAC).
Os modelos em questão são deĄnidos em função da distribuição Normal assimétrica sob a para-
metrização centrada (NAC), como uma proposta alternativa aos modelos propostos Birnbaum-
Saunders (1969a) e Santana (2009). A parametrização centrada além de remover a singularidade
da matriz informação de Fisher esperada, que o ocorre quando o parâmetro de assimetria Ò ⊃ 0,
contorna o problema referente à existência de um ponto de inĆexão na verossimilhança perĄlada
de Ò.

Para a estimação dos parâmetros dos modelos, apresentamos os algoritmos ECM e MCMC,
que foram implementados com o auxílio do software R. Desenvolvemos ainda, técnicas de diagnós-
tico para o modelo de regressão log-BSNAC, mais especiĄcamente, análise residual utilizando os
resíduos obtidos a partir das estimativas frequentistas e bayesianas, e análise de inĆuência ape-
nas sob o ponto de vista bayesiano considerando a divergência de Kullback-Leibler. Além disso,
apresentamos as estatísticas frequentistas e bayesianas para a comparação de modelos.

Ilustramos a metodologia desenvolvida para os modelos BSNAC e log-BSNAC tanto a partir
de conjuntos de dados provenientes de estudos simulação, quanto a partir de dados reais. Assim,
pudemos concluir que os modelos aqui propostos são preferíveis aos modelos originais, BS e log-BS,
quando desejamos modelar dados assimétricos positivos ou assimétricos negativos.

Como perspectivas futuras, é do nosso interesse,

• Desenvolver a análise de inĆuência para o modelo log-BSNAC sob o ponto de vista frequen-
tista,

• Utilizar os modelos BSNAC e log-BSNAC para modelar dados censurados,

• Propor um modelo de regressão log-BSNAC não-linear,

• Desenvolver um modelo probabilístico Birnbaum-Saunders t-assimétrica, bem como um mo-
delo de regressão log-BS-t-assimétrica para melhor acomodar observações presentes nas cau-
das.
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Apêndice A

Construção dos envelopes simulados

A.1 Resíduos obtidos através das estimativas frequentistas

Os gráĄcos de envelopes simulados, para os resíduos obtidos a partir das estimativas frequen-
tistas, foram construídos da seguinte forma:

1. Ajusta-se o modelo log-BSNAC e gera-se uma amostra simulada de 𝑛 observações indepen-
dentes usando o modelo ajustado;

2. Ajusta-se o modelo à amostra 𝑛 observações simulada no passo anterior e calcula-se os resí-
duos;

3. Repete-se os passos (1) e (2) 𝑘 vezes;

4. Considera-se os 𝑛 conjunto de observações formados pelas 𝑘 estatísticas de ordem, para cada
um desses 𝑛 conjuntos calcula-se os valores médio, mínimo e máximo;

5. A partir dos valores mínimos e máximos das 𝑘 estatísticas obtém-se o envelope simulado.

A.2 Resíduos obtidos através das estimativas bayesianas

Os gráĄcos de envelopes simulados para, os resíduos obtidos a partir das estimativas bayesianas,
foram construídos da seguinte forma:

1. Gera-se 𝑛 observações N(0, 1) as quais são armazenadas em e = (𝑒1, . . . , 𝑒n)⊤.

2. A partir das obervações geradas no passo 1, ordenamos essas observações e as consideramos
como os resíduos, a saber: 𝑒*

i = e.

3. Repete-se os passos (1)-(2), 𝑚 vezes. Logo, teremos 𝑒*
ij, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛 e 𝑗 = 1, . . . , 𝑚.
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4. Ao Ąnal, teremos uma matriz com os resíduos, ou seja, 𝑒*
ij, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, (tamanho da

amostra), 𝑗 = 1, . . . , 𝑚 (réplica).

E1 =

⋃︀
⋁︀⋁︀⋁︀⋁︀⨄︀

𝑒*
11 𝑒*

12 . . . 𝑒*
1m

𝑒*
21 𝑒*

22 . . . 𝑒*
2m

...
...

. . .
...

𝑒*
n1 𝑒*

n2 . . . 𝑒*
nm

⋂︀
⎥⎥⎥⎥⋀︀

5. Dentro de cada amostra, ordena-se, de modo crescente, os resíduos, obtendo-se 𝑒*
(i)j (estatís-

ticas de ordem):

E2 =

⋃︀
⋁︀⋁︀⋁︀⋁︀⋁︀⨄︀

𝑒*
(1)1 𝑒*

(1)2 . . . 𝑒*
(1)m

𝑒*
(2)1 𝑒*

(2)2 . . . 𝑒*
(2)m

...
...

. . .
...

𝑒*
(n)1 𝑒*

(n)2 . . . 𝑒*
(n)m

⋂︀
⎥⎥⎥⎥⎥⋀︀

6. Obtém-se os limites 𝑒*
(i)I = 𝑚𝑖𝑛1⊘j⊘m𝑒*

(i)j e 𝑒*
(i)S = 𝑚𝑎𝑥1⊘j⊘m𝑒*

(i)j, 𝑗 = 1, . . . , 𝑚.

7. Na prática, considera-se 𝑒*
(i)I =

𝑒*
(i)(2) + 𝑒*

(i)(3)

2
e 𝑒*

(i)S =
𝑒*

(i)(m⊗2) + 𝑒*
(i)(m⊗1)

2
(reĄnamento

das estimativas do mínimo e máximo), em que 𝑒*
(i)(r) é a 𝑟⊗ésima estatística de ordem

dentro de cada linha, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛. Além disso, consideramos como linha de referência

𝑒*
(i) =

1
𝑚

m∑︁

j=1

𝑒*
(i)j, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛.
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Apêndice B

Conjunto de dados Fatiga Biaxial

Apresentamos aqui o conjunto de dados que diz respeito ao tempo de vida de um pedaço de
metal sujeito a compressões cíclicas até falhar.

Tabela B.1: Dados de fatiga Biaxial (Brown e Miller, 1978).

Trabalho Ciclos Trabalho Ciclos Trabalho Ciclos Trabalho Ciclos
11,5 3280 24,0 804 40,1 750 60,3 283
13,0 5046 24,6 1093 40,1 316 60,5 212
14,3 1563 25,2 1125 43,0 456 62,1 327
15,6 4707 25,5 884 44,1 552 62,8 373
16,0 977 26,3 1300 46,5 355 66,5 125
17,3 2834 27,9 852 47,3 242 67,0 187
19,3 2266 28,3 580 48,7 190 67,1 135
21,1 2208 28,4 1066 52,9 127 67,9 245
21,5 1040 28,6 1114 56,6 185 68,8 137
22,6 700 30,9 386 59,9 255 75,4 200
22,6 1583 31,9 745 60,2 195 100,5 190
24,0 482 34,5 736
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Apêndice C

Liga dos campeões da UEFA

Apresentamos aqui o conjunto de dados que diz respeito à partidas de futebol da Liga dos
campeões da UEFA.

Tabela C.1: Liga dos campeões da UEFA

2005-2006 𝑇1 𝑇2 2004-2005 𝑇1 𝑇2

Lyon-Real Madrid 26 20 Internazionale-Bremen 34 34
Milan-Fenerbahce 62 18 Real Madrid-Roma 53 39
Chelsea-Anderlecht 19 19 Man. United-Fenerbahce 54 28
Club Brugge-Juventus 66 85 Bayern-Ajax 51 28
Fenerbahce-PSV 40 40 Moscow-PSV 76 64
Internazionale-Rangers 49 49 Barcelona-Shakhtar 64 15
Panathinaikos-Bremen 8 8 Leverkusen-Roma 26 48
Ajax-Arsenal 69 71 Arsenal-Panathinaikos 16 16
Man. United-BenĄca 39 39 Dynamo Kiev-Real Madrid 44 13
Real Madrid-Rosenborg 82 48 Man. United-Sparta 25 14
Villareal-BenĄca 72 72 Bayern-M. Tel Aviv 55 11
Juventus-Bayern 66 62 Bremen-Internazionale 49 49
Club Brugge-Rapid 25 9 Anderlecht-Valencia 24 24
Olympiacos-Lyon 41 3 Panathinaikos-PSV 44 30
Internacionale-Porto 16 75 Arsenal-Rosenborg 42 3
Schalke-PSV 18 18 Liverpool-Olympiacos 27 27
Barcelona-Bremen 22 14 M.Tel Aviv-Juventus 28 28
Milan-Schalke 42 42 Bremen-Panathinaikos 2 2
Rapid-Juventus 36 52
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