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CAPITULO I

INTRODUCKO

Uma matriz real Aan_:-(aij} é chamada de M-matriz. —se
aij < 0, i#j' e todos os menores-principais_lideres de A forem-
positivos.

- 0 gonceito de M;matriZ'foi introduzidp na.iiteratufa bri
meiramente por Ostrowski [21] . A partir'de entdo as M-ﬁatrizes
foram estudadas por virios pesquisadores tais como  Fiedler aﬂd'
Ptak [9] , Schneider [24]1 , Araki [7] . Plemmons [20} , Varga_&81
e muitos outfos, uma vez que as aplicagdes destas matrizes se tor
naram muito;importantes nasléiénciés matematicas.

Existém muitas caracterizagoes das ﬁ-matrizes é nesta te
se procuramocs as mais importantes e interessantes tambem, bem co-
mo nos propusemos a explicar em maiores detalhes estas aplicagSes
quando se referem ao estudo dos Sistemas Lineares; Estabilidade
dos Sistemas de Controle e a D-Estabilidade.

Também por nds & dada uma caracterizagio efetiva de M-ma
trizes e a partir dela.deduzimos uma nova condigao para que uma
matriz tridiagonal seja uma M-matriz.

Esta condigac & de particular importéncia, uma vez  gue
as matrizes tridiagonéis surgem nos varios estudos relativos a
Eguagoes Diferenciais Parciais e Ordinarias, o que passa a dar a
esta condigao um carater muito Util na préatica.

Finalmente ésta tese se conclui apresentando algumasques

toes abertas sobre o assunto proporcionando assim novos caminhos



que possam ser abordados para pesquisas‘futuras.

O ESQUEMA DA TESE £ O SEGUINTE :

No segundo capitulo sdo abordadas varias definicdes al-

ternativas e algumas caracterizagoes conhecidas sobre M-matrizes,

bem como a identificacdo de certas classes conhecidas gque, atra —
' vés das caracterizagoes e condigoes especiais se identificam como

‘M-matrizes.

Né terceiro éapitulﬁ introduzimos o conceito_dé Matrizes
néo-negativas; a teoria'de Perron~Frobenius e alguns métodos ite-
rativoé para a resolucac de sistemas lineares..

- No quarto capitulo expliéamos com énfase as aplicagoes
das M-matrizes, sué importéncié na resclugao do sistema linear
Ax =b onde A & nao-singﬁlar,-os critérios novos de cohvergén—
cia dos métodos iterativos, o Estudo da Estabilidade nos sistemgs
dinamicos e a importancia da ﬁ~estabilidade em relagao a uma M-ma
triz. Outras aplicagdes tambdm sio mencionadas, porém de maneira
mais breve.

No quinto capitulo estabelecemos a caracﬁerizagéo efeti-
va de M-matrizes nio-singulares, provando que uma matriz A, com
os elementos fora da diagonal principal nao-negativos, & ﬁma M-ma
triz néo-éingular se e somente se existe uma fatorizagao triangu-
lar para A na forma A = LU onde L. e U séoltambém M-matrizes nao-
singulares triangulares inferior e su@erior respectivamente.A con
digao para gue uma matriz seja uma M-matriz & também aqui apresen

tada, com um novo critério.

™



3
0 ﬁltimolcapitulolda tése aborda algumas questoes aber -
tas sobre o assunto, como ji tivemos oportunidade de citar ante —

 riormente.



CAPITULO II

DEFINIGOES DE M-MATRIZES E SUAS CARACTERIZACOES

Adotaremos no decorrer do trabalho a seguinte notagaos -

) conjunto-vazio

& o vetor nulo

J ~ a matriz identidade | | |

g a matriz Assinatura (uma matriz diagonal com os elementos da

diagonal +1 ‘ou -1)°

o o conjunto dos nimeros complexos’

R o conjunto dos nimeros reais

ch o conjunto dos n-vetores definidos em C

R" . 0 conjunto dos n-vetores definidos em'R‘;

chm o conjunto de todas as matrizes nxn definidas em C

Bn,n o conjunto de todas as matrizes nxn definidas em R
n,n . . n,n ' e

CT as matrizes definidas em C com 0s elementos da diagonal
1

principal nao-nulos

n,n . o n,n

Z o conjunto de todas as matrizes A—-(aij) € R com aijio
se i #3j, i<¢<1l, Jj<n

seja A € R™"  Entdo

A>0 indica que todos os elementos de A sac nao-negativos e que

A#DO °
A 20 indica que A >0 ou A =70
At A transposta de A_
-1 A inversa de A

A

p({A) o raio espectral de a; P(A) = max{|A| : det(AI-A) = 0}



¢ a matriz nula

n,n n

as matrizes definidas em R'? com elementos da diagonal prin-

cipal nao nulos.

Abordamos primeiramente as principais definigaés de ﬁ—mg;”,
triZesjencohtradas na literatura. - o

E conveniente salientar QUe, ﬁaﬁtb_estas definigdes se
particularizam {(como ocorre ém relaééo is matrizes quadradas) éomo
se ampiiam (qﬁelé o éue se verifica em relagab 3s matrizes reﬁangg-
lares) |

As M-matrizes podem”ser encontradas ﬁo éampo'dos niimeros

reais e no campo dos nimeros complexos que, segundo Ostrowski rece

. bem o H-matrizes,

C nosso estudo‘é_pérticulérizadb s M-matrizes e de ma;
ﬁéira especial,:néb singulares. |

Damos também algumaé caracterizagoes das mesmas nos ba-
seando em Plemmon [20] bem como outras que visam identificar cer-

tas c¢lasses de matrizes conhecidas como M—matrizes.

DEFINICAO 2.1: (Ostrowski)[22 | - Seja A € R™'" uma matriz quadra
nxn onde A = (aij), aij < 0 para 1i # i e a;y > 0" para
i =1,...,n. Tal matriz & dita uma M-matriz se satisfaz _qualquer

uma das seguintes condigoes abaixo:
a) A=al - B para uma matriz B >0 e a > p(B)

b) Todos os menores principais de A sao positivos



R STYY

- . ¢) A parte real de cada autovalbr de A & positiva

_1>0

a) Afl existe & A

e) Existe um vetor x > 0 tal que Ax > 0

-

: DEFINICﬁQ 2,2: (strowski)[ll ] - Uma M-matriz & definida como sen
: n,n - . o
. do uma matriz Anxn € R tal-que. a4 < 0, 1.# j,que possui uma
" das trés condigoOes equivalentes: -
a) A & nao  singular e os elementos de 2™l sdo nao-ne
gativos -
" b) Todos os menores principais de A sao positivos
¢) Existem n niimeros positivos nj tais que

n _ .
Zan- >0 .1.=1;.--pn

DEFINECKO 2.3: (Plemmon) [ 20] - Uma matriz nxn que possa ser
expressa na forma A = sI - B onde B = (b;5) com by >0, 1<4,
j<n e s > 0(B), & chamada uma M-matriz

DEFINICAOD 2.4: (Varga j [ 28] - Qualguer matriz B = (b com

13)
bij-i 0, 1 # j, pode ser escrita como B = TJ-C onde T = max bii
e onde C = (cij) € ™" satisfazendo C > 0,tendo seus elementos

-definidos por
C;y =T =Db,, >0, ¢, =-b.. >0, i#, i,3=1,...,n .

Seguindo Ostrowski, tal matriz é dita uma M-matriz nao-singular se

T > p(C). [16 ]



Observemos que as definicdes 2.3 e 2.4 diférem‘apenas na
notagao das matrizes, sendo a definicio ?.3 mais generalizada, is
to e, abrangendo M-matrizes nao singulares ou singulafes.

As-definigBeS'Z;lle 2.2 s3o estabelecidas somente para ©

* caso em que a M-matriz & ndo-singular.

' DEFINICAO 2.5: (Schneider)f{ 24] - Suponhamos A = (aij) satizfazé;
aij‘i 0, %-# j e a ‘
‘A & chamada M-matriz se satisfaz uma das consigbes de equivalén-.

ii >0 para i = i,...,n. A matriz quadrada -

cia abaixo:

aI-B para alguma matriz B nao~negativa e algum

a) A
o > p(B)

b) A parte real de cada auto valotr ndo nulo de A & po-
sitiva

¢) Todos os menores principais de A s3o ndo-negativos

DEFINICEO 2.6: (Varga)[27 ] - Uma matriz real A = (aij) com

a4 < 0, i #3j, & uma M-matriz se A & nio-singular e A™T >0 .

E de nosso interesse salientar no presente momento o con
ceito de monotocidade e semi-monotocidade, pois estes conceitos
sao Uteis para o caso em que as matrizes nao s5ao tao somente gua-

dradas, mas também retangulares.
Uma outra definicao gue nos serd util para este fim e a

definigao da Inversa Moore ~ Penrose.
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DEFINICEO 2.7: [ 18] - Para uma matriz A = (aij), consideremos

as:quatro equagdes matriciais

AX AXA - (AX) * =

%

B

X = XAX (XA)* =

Se a matriz X satisfaz estas quatro equagbes ela & chamada matriz

Inversa Generalizada - (Moore-Penrose)

DEFINICAO 2.8: | 22]1- Uma matriz A & chamada semi-monoténicase_

A > 0. (A+ denota a inversa de Moore-Penrose)}.

DEFINIGAC 2,9: [ 23 ] - Uma matriz A = (aij) retangular & chama-

da monotonica por linhas se satisfaz uma das seguiﬁtes condigoes e

quivalentes abaixo:

’ . L . . T . - . N - T .

a) x ER(A") e Ax > ¢ implica x > & (R(A") denota = .a:
imagem . de AT)

b) AX > 0 implica antx >0

c) O sistema Y >0, YA = AtA & consistente

a) at = B+cC para algum B > 0 e C tal que CA =0

DEFINIGAO 2.10; (Plemmons) [18 ] - Suponhemos Amxﬁ tal que pos-

sa ser expressa na forma A = aB-M onde M = BG > 0,B com "rank".

n e B+ >0 . Entao A & chamada uma M-matriz retangular se A

satisfaz qualquer uma das seguintes condigoes equivalentes abaixo:



| al a > plG) (G = BtM > 0} -

b) at > 0'

Para darmos continuidade ao nosso trabalho, queremos.fri .
sar gue as nossas caracterizagoes sobre M-matrizes serao dirigidas- .
; . R - n,n o, o
as M-matrizes nao singulares definidas em R ', tendo como base .

a Definicao 2.3; com s > b(B) e aii >0, i-= l!...,n'

Entd3o, se’ A € z™P

, cada uma das condicoes equivalentes .
' gue se seguem, sao equivalentes & afirmagao:

A & . uma matriz nao singular.

'2.1. PRINCIPAIS CARACTERIZAQ@ES DE M-MATRIZES SOBRE

~a) Positividade dos Menores Principais

P, - Todos os menores principais de A s3o positivos

P, - Todo autovalor real de cada submatriz principal de A & po
sitivo

P, - A+D & nao singular para cada matriz diagonal D nao negativa

P, - Para cada X # 0 existe uma matriz diagonal positiva D tal

que' xTADx > 0

P - Para cada x # ©® existe uma matriz diagonal nao-negativa D
tal gque . XTADx > 0

s

P, - A nd3o troca de sinal para qualquer vetor. Isto &, se X # 9,
entao para um sub-Indice 1,

x. (Ax), > O
i i
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12

13 |

10

Para cada matriz assinatura S, exigte um x > ¢ tal que

SaASx > 0

‘A soma de todos os menores principais kXk de A & positi

- - va para _k_= 1,2,...4n

Todo autovalor real de A & positivo

A + oI € nao singular para cada escalar o > 0

Teodos 08 menores principais_lideres de A sao positivos

Existem matrizes triangulares L e U inferior e superior
respectivamente, com os elementos da diagonal p031t1vostals
que a sedguinte fatorlzagao se veriflca.

A= LU

Existe uma sequéncia estritamente crescente de sub - espagos

g # Sl C ... C Sn'é {1,..},n}' tal que‘o ﬁeterminanterkfs@g

14

matriz brincipal de A somado pela escolha de linhas e co-

lunas destes indices de S, & pogitivo para i = 1,...,n

Existe uma matriz de permutacac P e matrizes triangulares
L e U inferior e superior respectivamente, com elementos
da diagonal positivos, tal que

PAPIII = LU

b) Positiva Inversa e Partigoes

P15 ~

P16 ~

- A . - - . ""l
A & positiva Inversa.~Isto &, A 1 existe e A >0
A & monotdnica. Isto &,

ax > 0 — x > ® para todo x € R

L 3
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Pl? - A tem uma bartigéo regular convergente. Isto €, A tem uma

“18

19

.20

22

Fi3

Pas

uma representagao

1 ¥1 2z A hS M

21

uma representacao

com M IN convergente. Isto &, 'p(M—lN) <1,

A tem ﬁma'partigao fraca regular convergente. Isto &, A tem

A=u-N , M1>0, MIN>O0

coﬁ_ M_¥N convergehte,

A tem uma particdo fraca ' regular, e existe um x > & . com
Ax > 0
Existem matrizes positivas~inversas Ml e M, com

o Istp-e, A > gl-=? Afmlio f BSMy o= A-M, < 0

Existe uma matriz positiva-—-inversa M, com M > A e uma M-

matriz n3o-singular B tal que A = MB

Existe uma matriz positiva-inversa M e uma M-matriz nao sin

~gular B tal que A = MB

Toda particdo fraca . ' regular de A & convergente

Toda partigac = regular de A & convergente

c¢) Estabilidade

Pys

- Existe uma matriz diagonal positiva tal que

AD + DAT & positiva definida
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26 A & diagonalmente semelhante a uma matriz cuja parte simétri
- ca & positiva definida. Isto &, existe uma matriz diagonal po
sitiva E tal que para B = E"lAE, a matriz

(B4-B¢)/2 @ positiva definida

PZ? - Para cada matriz positiva semidefinida nao nula P, a matriz @ .

PA tem os elementos da diagonal positivos

P,g - Toda submatriz principal de A satisfaz PZS-:

P,y ~ A & positivamente estével. Isto &, a parte real de cada auto
'~ valor de A @& positiva ‘

P,y ~ Existe uma matriz simétrica e positiva definida W tal que
T

AW + W
& positiva definida

Py, — A+I & nao-singular e-
o | 6= @a+D ta-1
& convergente -

Py, = A+I @ nao-singular e para

¢c=@a+nta-1n ,

existe uma matriz simétrica e positiva definida W tal que

W - cwe & positiva definida

d) Semipositividade e Diagonal Dominante

P,y - A & semipositiva. Isto &, existe X >% com Ax > {

P34 - Existe x >% com Ax > 0



35

36

38

39

40

37
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Existe uma matriz diagonal positiva D tal que AD tem a soma

de todaslas linhas ﬁositivas

Existe x > $ com Ax > 0 tal que se (Ax); =0, entio e-
xistém indices 1< i ,...,i_<n com a,. ., :
” - 717 Tr — iprip f_O para
0 <k <zl e (Ax); >0 |
r

Existe X > ¢ com BAx > 0 e

H I e =

XL > | i=1,2,...,n

. _aljxJ :0 para cada i 12, N

Existe x > § tal que, para cada matriz Assinatura S,
SASx > ¢

A tem todos os elementos da diagonal posftivos e existe uma

matriz diagonal D tal que AD & estritamente diagonal domi —

nante. Isto &,

a d.‘>

1184 jii |aij |d. para i = 1,2,...,n.

J
A tem todos os elementos da diagonal positivos e existe uma
matriz diagonal positiva D tal que

D lAD & estritamente diagonal dominante.

As caracterizagoes acima nos fornecem condigoes de equi-

valéncia suficientes para gue se possa afirmar que, uma vez verifi

cadas estas condigSes, a matriz A & uma M-matriz n3o-singular.

~ Por outro lado, podemos encontrar condicdes que além de

suficientes sao também necessirias para que .uma matriz Juadrada
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Ahnfﬁaij) e g0 seja uma M-matriz nao singular. Neste caso, nao
se exige que os elementos fora da diagonal principal de A sejam
nac negativos, de acordo com a‘Definigdo 2.3 por nds utilizada até

entao. Sao elas:

'S |

P - Ai-D & positiva-inversa para céda matriz diaéonal D nao-ne-
' gativa o |
'P42 - AfFfaJ -.é positiva#inversa_para_céda escalar d-i 0
"P43 - Cadg $ubmatriz p?indipél de'A é positiva-inversa
P44'—-Cada submatriz ?fihcipal de A de ordens 1,2 e n .é positiva

inversa

© 2.2 - CLASSES DE MATRIZES CONHECIDAS

) € R™'™ com - a,. < 0., i#79 uma -

a) Seja Ansn = (aij m ij —

*n

matriz triangular. Entido A & uma M-matriz nac-singular

DEM:

Como A & uma matriz triangular, os auvalores de A sao
o8 proprios elementos da diagonal principal de A portanto, todos
sd3o nimeros reais e positivos, por construgao.

Usando as equivaléncias da secgao 2.2, este resultado @&

o mesmo gue afirmar que a matriz A & uma M-matriz nao-singular.

: - )} € gt - \ .
b) Seja Ahxn (ai]) RTr com aij <0, i#7 uma

matriz estritamente diagonal dominante. Entdo A &

uma M-matriz nao-singular.



DEM:

&s partes

Re.li;>‘0

-.c} Seja Anxh = (aij) € R“'? com a,

.DEM:“

- Ll
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No qépitulo posterior demonstréremos gue tal matriz tem

reais;de-todos oS seus autovaléres positivos, isto &,
}, i=1,...,n (Teorema 3.1}.

pPelas equivalénciés da secg§§ anterior podemos  afirmar

uma M-matriz ndo-singular..

. < 0 i j uma
13 20 #3
matriz simétrica e positiva definida. Entaoc A €& uma’

M"matr i Zz.

Como A & simetrica e positiva definida, todos os seus

menores principais lideres sao positivos. -

‘Pelas equivaléncias da secgido anterior o argumento se re

-pete e podemos afirmar que A & uma M-matriz.
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CAPITULO III

MATRIZES NAQO-NEGATIVAS E oS METODOS ITERATIVOS

Muitas das aplicégaes de M—matrizeslée fuhdamenﬁéram hal
teoria de Perron—Frobéﬁius sobre matrizes ngo—negatiﬁas}'razéo pe
la qual achamos oportuno abordéf tal_assunto;_ | | |

' Os métodos iterativos_ﬁaﬁbém deseﬁpenham um papel'impog

tante em nosso trabalho, como veremos no decorrer do mesmo.

3.1 - MATRIZES REDUTIVEIS E NAO-REDUTIVEIS

DEFINICAO 3,1.1: [27] - Uma matriz Aln = (aij) e ot/ se diz

REDUTIVEL se existe uma matriz de permutagao anﬁ tal que

S N -3 |

PAP . _ o
0 Ays

onde A,;; & uma submatriz também quadrada r*r e Ays € uma sub
matriz também guadrada (n-r)x(n-r) onde 1 < r <n .

Se esta matriz P nac puder ser encontrada, dizemos

que A & uma matriz IRREDUTIVEL

11 : '
Ex: A= (:\ :) & uma matriz irredutivel.
. 1 3

DEFINICAO 3.1.2: [27] - Consideremos a matriz Anxn = (aij) e b

uma matriz redutivel de acordo com a Definicde 3.1.1, ou seja

A A
PAPT 11, 22 ]
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-_sé, depois deétg forma, All.e A,, permanece;em redutiveis, nésf
procﬁraxemos uma nova matriz de permutacio B de tal modo qmacqg
 sigamos ‘© que se chama por definicao de "Forma Nofmal;' de urrLa_ matriz .
redutiivel A, o B | | -

',Seja-entao a Forma Normal de A:

FRll Rlz . - L] - L] le_‘_] . -.
R . - o - - - R .
- pApY = 0 . 22 | 2m
0o 0 Rom |

onde cada submatriz R.., 1 < j <m & irredutivel ou nula.

ij!
DEFINICAO 3.1.3: [27] - Uma matriz A, = (a;;) € C"'" & dita de
Diagonal Dominante se
n
{aii|> E'laijl'_' Ai' l1<iz<n.
3=1
i#3

Quando a desigualdade for estrita, a matriz & dita Estritamente

‘Diagonal Dominante.

Quando a desigualdade for estrita para um Iindice i ao menos, e
a matriz for irredutivel, ela é dita Irredutivelmente Diagonal Do
minante. |

Abordaremos agora um teorema que tem a sua importancia

para nds por nos fornecer dados sobre os autovalores destas matri
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zes, Este teorema se utiliza, na sua demonstracgac, do teorema de

Gerschgorin enunciado a seguir.

TEOREMA DE GERSCHGORIN: [27] - Seja A_ = (ay5) € c™P e seja
| 1 la, .|
Ay = L Ayl s 1l <i'<n.
17y T4 T =TS
J#i

Entao todos os autovalores A de A estdo na unido dos
‘discos |z - a,.| < A, <i<n .
dl_co |z alll < Al r 1 < i <n

TEOREMA 3.1: LZ?] - Seja a matriz Avn = (aij) Estritamente Dia
gonal Dominante 6u Irredutivelmente Diaéonal Dominante. Entac A
& nao-singular. | - |

Aiém diséo;'se_ﬁodbs os eleméntosldgigua diagonal princi
pai s3o pesitives, a parte reailde cada autovalor hi' 1 i'i lgﬂn

& positiva.

DEM:

Vamo§ donsidet¥ar somente o caso em gque a matriz - A & Es
tritamente Diagonal Pominante, pols a prova para ¢ outro caso &
semelhante,.

Como A & Estritamente Diagonal Dominante, a uniao dos
discos |z ~ aiil < Ay nao finclui a origem 2z = 0 do plano com
plexo, e entEd, por Gerschgorin A = 0 nao € um autovalor de A,
0 que prova ser A nao-singular. Se os elementos da diagonal prin
cipal de A sao todos os niimeros reais e positivos, = concluimos

que a unido dos discos |z - aiil < A, neste caso, contém somente

»
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pontos no palno complexo que tenham as partes reais positivas.

Logo, R(li) > 0- ' l <i<n

COROLARIO: Seja A nxn .= (ai.) uma matriz Hermitiana Estritamente.

Diagonal bominante ou Irredutlvelmente Dlagonal Domlnante com - OS
elementos da diagonal pr1n01pal POSlthOS e reais. Entao A é po

sitiva definida.

3.2 - MATRIZES NAO-NEGATIVAS E O TEOREMA DE PERRON-FROBENIUS

DEFINIGAC 3.2.1l: Uma matriz A real, & dita'positiva'(nﬁo—negatl 
va) se todos os elementos de A sEo_positivos_(néo—negativos).Eg
crevemos A > 0(a > 0) para indicar que a matriz - A & posiﬁiva

(nAo-negativa). Também representamos uma matriz nac negativa  por

13

Agora, para o desenvolvimento do Teorema de Perron-Frobe

niug € necessario estabelecer alguns conceitos e lemas a seguir:

'Se A_ = (aij) > { & uma matriz irredutivel e x > ¢
& qualguer vetor nac nulo, seja
n
_ -Elaij X
r_ = min 1= ’
X X
i

onde este minimo & observado sobre todos os X, > 0 .

L

Consideramos a quantidade nao-negativa r como sendo

r = sup {r_} (1)
x>0
_ . x#(}



.Agora,

~ Seja P o espago de vetores x > & com x| = 1, ou

seja Q © esnago de_vetbres y = (:['+13L)n-'-l X onde X €P e y:»@l__‘*-

Multiplicando ambos os lados da desigualdade Ax > r#-x'pOr”
(1+2)""1, obtemos -
Ay _>_ Ko Y o
 de onde se conclui qﬁe rf > I Além do mais, r .pode ser defini-
.do .como

r = sup'{ry} (2) .
CYSQ
Como P & um'espago compacto de vetores e Q  também o &, e como
rY € uma funcgao continua em Q, existe necessariamente um  vetor
positivo =z lﬁara o0 gual

Az > rz , (1)

_ @ ndo existe um vetor w > ¢ para gqual Aw > rw .

Definimos entdo, que todos oS vetores nao negativos z sa
tisfazendo (1) sdo chamados VETORES EXTREMOS da matriz A.
) > 0  uma matriz irredutivel.

i3
Entdo a guantidade r (Def. 3.2.3) & positiva. Além do mais, cada

LEMA 3.2.1: [27] - Seja A = (a

VETOR EXTREMO 2z & um autovetor positivo da matriz A com o cor-

respondente autovalor r , isto &€ Az =rz e z > & .

DEM. 12 Parte:
Seja £ um vetor positivo cujas componentes sao todas i-

guais a um. Desde que a matriz A € irredutivel, nenhuma linha se
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ra nula ‘e consequentemente nenhuma componente de A se anula. En

tao r

3

>0, provando que r > 0 .
22 parte:

. Seja z um vetor extremo com Az - rz = n, onde 1 > 0.

. Se n # 0, entao alguma componente de h & positiva; multiplicando

'pela matriz (I+A)p-1 nds temos -

Aw - rw > 0
onde w = (I+R)?nlz_> @ . Entao X, > r. Mas isto contradiz a defi

nigio de r em (2). Logo,

Az = rz ’
e uma vez que w > ¢ e w_='(l+r)nflz,‘ent50 'z > % , o que com~
pleta 'a prova.

LEMA 3.2.2: [27] - Seja A, = (aij) > 0 uma matriz irredutivel

e seja B, = (bij) uma matriz complexa com IB| < a. se [

gualquer autovalor de B, entao
8] <r , (3)

onde r & a constante positiva . Além disso, a igualdade & valida
em (3), isto &

i¢

B = re , Se e somente se

|IB]| = A e onde B tem a forma
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e D & uma matriz diagonal cujos elementos da diagonal principal

tém modulo unitario.

DEM:

Se PRy = By onde y # ¢, entao

_-Usando aé hipéteses_do_lema_temos_@ué';

1Bl lyl<iBl Isl <& |y} o, - (4)

"o que implica que |B| < r|Yl£ r '-Proﬁandb (3)

Se |8] = r, entdo ly| & um vetor extremo de A. Além do

mais, do lema 3.2.1, -|y| é-um_autovetor poSitivo de A corres —

pondendo a um autovalor positivo r. Entdo
r jyl = IBl]yl =& ly| , (5)

e desde que |y| > 0, nds concluimos de {5) e da hipdtese de que

IB| < A que

Para o vetor vy, onde J|y| > 0, seja

Claramente os elementos da diagonal de D tém module

- ..
unitario e
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y =D |y (6)

Sendo 8 = ret , entao By = By pode ser escrito como
clyl == lyl (M

onde - . c=e %l (8)

De (5) e (7), igualando os termos iguais a ‘r |y| nés te

mos
c |yl = IBlly] = |ally] (9 .
Da definicdo da matriz C em (8), |C|'=‘|B].
- Combinando com |B| = A nds temos o
el = iB] = a (11) .
Entdo, de (9) nds concluimos que C |y| = |c |y] , e co-

mo ly] > ¢, C=]C} e €C=2a de (11)

Combinando este resultado com (8) obtemos © gque gueremos,

isto €,
B = 2 %pap™t
Por outro lado, se B tem a forﬁa B = eieDADnl, entao
[Bl = A e B ;em um autovalor B com |B] = r, completando a pro-
va.

Um corolario imediato deste lema & o seguinte:

COROLARIO: Seja Aun = (aij)'i 0 uma matriz irredutivel, entao
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o autovalor positivo r do Lema 3.2.1 & igual ao raio espectral

p(n), sendo B = A no lema

LEMA 3.2.3: [27) - Seja A, = (aij)73-0' uma matriz irredutivel -

e B qualquer submatriz principal guadrada de A. Ehtao p(B)<p(A):

DEM: .
Se B & qualguer submatriz principal de A, entao existe uma

matriz de permutacao P tal qur B = All onde
A 0 T P By
c = ; PAP = . .
0 0 Ba1 B2
Aqui A, e AéZ sao submatrizes principais @ quadradas
respectivamente de ordens (mxm) e (n-m)x{n-m) de pap’, 1 <m<mn .,
Claramente 0 < C < PAPT e pl(C) = p(B) = p(All).
Mas como C = |C| # PAPT, a conclusio se segue no Lema

3.2.2 e de seu corolario.

Agora estamos aptos a abordar o Teorema de Perron-Frobe-
nius.

Historicamente, Perron provou este Teorema {1907) assu —
mindo que. A > 0 e sendo a matriz A irredutivel. Mais tarde Fro
benius (1912} extendeu os resultados de Perron também para a clas-

se de matrizes irredutiveis e nao-negativas.

TEOREMA 3.2.1 - O TEOREMA DE PERRON-FROBENIUS: [27]

Seja Anxn = (aij) > 0 uma matrlz irredutivel. Entao:
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1) A tem um autovalor real positiveo e igual a seu raio

espectral.
2) Para p(A)'cqrreSPOnde um autovalor x > ¢
3) p(A) aumenta quando gqualquer elemento de A aumenta.

4) p(A)‘é um autowvalor simplés de A.

DEM: - o o |
' ' '-Pafa a prova das partes 1 e 2, os argumentos se encon =
.:tram no Lemé 3.2.1 e no'Coroiérioldo.hema 3.2.2, |
- Para-a provéldé parte 3 vamos supor que aumentamos algum
‘elémenté da matriz A, nos dando uma nova matriz irredutivel E, on
~ de 'E >A e A # A. Aplicando o_ﬁema 3.2.2, concluimos que p(B) >
> pla). o | | |
| Para provar.a parté 4, isto &, que'_b(A} & um zéro de
muitiélicidade um do pélianio caractefisticb p (L) = det(tiJA),pg
demos usar o fato de que ¢%t).é a soma dos determinante das subma
trizes principais {(n-1l}x(n-1) de (tI—A).

= Se A, é_qualquer submatriz principal do Lema 3.2.3, o
det [tI—Ai] nao pode tender a zero para qualquer t > p(a). Dis-

to segue-se que
det [Q(A)I - Ai] > 0 ’

e entao

o' (p(a)) >0 .

Conseguentemente, p(A) nao pode ser um zerode ¢ (t) de

multiplicidade maior que um, e entdo p(A) & um autovalor simples

-

de -A. .
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| OBS: Notemos que estes resultados nos moétram tamb&m que, se Ax =
= p(A)x onde x> ¢ e Hx||¥ 1, nds nao ?odemos encontrar um ou-~
tro autovalor y = y n, Y um egcalar, senﬁo Ay ='p(A), de modo
que o'autove#or x assim normalizado & determinado de maneira ani
3f¢a. " | o

Daremos agora uma forma mais generalizada do Teorema  de

‘Perron-Frobenius:

. TEOREMA 3.2.2: [27] - Seja &, = (ags) 2 0 uma matriz qualquen
Entdo: ' |
._‘_i) A tem um autovalor real nao-negativo igual a  seu
raio espectral.-Alémldo mais este autovalor & positi-
Vo a menos que A seja redutivel e a "forma normal "
de A -estritamehte triangular. superior.
2) Para p(A)-cdtresponde um autovetbrq x> 9 . ,
3) p(A) nd3o decresce quando qualguer elemento de A & au
mentado.
DEM:

Quando A & uma matriz IRREDUTIVEL:
A demonstragéo & dada pelo Teorema 3.2.1, de Perron-Frobenius.
Quando A & uma matriz REDUTIVEL:
Assumamos que A estd na sua "forma normal". Se qqal-
quer submatriz R, da forma normal & irredutivel, entao Ryy tem
um autovalor positivo igual a seu raio espectral..

Da mesma forma, se & uma matriz nula 1x1, seu auto

R..
1]
‘valor simples & zero. Ent3o, A tem autovalores reais nao-negativos
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iguais a2 seu raio espectral.

Se p(A) = 0, entdo cada R é uma matriz nula 1x1, o

. 33
que prova que a matriz na forma normal é estritamente_triangulafqy
~perior. '
As demais afirmagées_se segﬁem das.deménstragaés de-érgg D
meﬁtOstemeihantes aos utilizados nb_Teéréma-3;2.l,Icoﬁpletandq'.a
pfqva. | |
3.3 - 0S METODOS ITERATIVOS
seja A __ = (a..) € ™" uma matriz qualqﬁef e o siste
_ nxn ij _ . | . =
ma matricial Ax = b.
- Se A & uma matriz ndo-singular, o;siétema mencionado

tem uma inica solucao % gue pode ser escrita na forma

‘Assumimos agora gque A & uma matriz ndo singular.

Em geral a matriz A pode ser expressa na forma

A=D-E-TF (1)
onde

D = diaq(all,...,ann)

€54 = ;3 ’ i> 3
E =

ejq = 0 P i =3

fij=aij ' i>
F = '

£ =0 ’ 1 =13

ii
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A partir da expressao. (1) dada a matriz A, podemos asso

ciar a ela os conhecidos métodos iterativos:
3.3.1 - O METODO ITERATIVO DE JACOBI
Seja aii"# 0 ; i =‘l,..f,n

Entdo Ax =b pbde'ser escrito na forma |

b,
1

- .. n PO
- -xémfl) = - I (=) x, +— , L<i<n , m>0
- =1 %41 ii
A
logo
™D 2 p ey ™ 207 ms 0 (2)

onde B = D-l(E+F) € a matriz iterativa de Jacobi.

3.3.2 - 0 METODO ITERATIVO DE GAUSS-SEIDEL

Seja aii;éO . i=l,,..,n

Entac 2Ax = b pode ser escrito na forma

i-1 n
R Cx\mrly oy a, . xi™ byjr1<i<n, m>0
iivi =1 i3] j=i+l 333
logo
(D—E)x(m+1) = Fx(m) + b » m >0
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e como . (D-E) & n3o singular temos :’

D) o)L ) 1

+:(D—Ef_ bt m > 0 '(3)'“

-

¥ & a matriz iterativa de Gauss-Seidel.

onde C = (D-E)

E importante em nosso trabalho estabelecermes critéri@s'

de convergénpié para os métodos iterativos - (2) é (3), guando a ma.
'triz A do sistema Ax = b for uma M—matrii..

. Para tanto, necessitamos dois resultados estabélécidos.a_

seguir:

TEOREMA 3.3.1 (STEIN-ROSENBERG) [27] - S¢ja a matriz B =1L +U ,
onde L e U sso matriies positivas estritamegte triangulares'infé_
'ripr e superiorlrespectivamentea | | | |
Seja também a ﬁatriz Ll = Clem (3)) que & a matriz ite—.
rativa de Gauss;Seidel. |

Ent3do, uma e somente uma das relag¢oes abaixo sao validas

exclusivamente:

a) p(B) = p(ly) =0

p(ly) < p(B) < 1

b) 0 <
¢} 1 = p(B) = D(Ll)
dy 1 < ptB) < p(Ll)

OBS: Isto quer dizer que o método de Jacobi e o método de Gauss -

Seidel ou sao ambos convergentes ou ambos divergentes.
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TEOREMA 3.3.2: [27] - Seja A_ = (a,.) e B_ = (b com

0<[B} < A,

Entdo p(B) < p(B) .

Agora estamos aptos a abordar estes critérios no Teorema

1

que se segue.

TEOREMA 3.3.3: [27] - Seja Aanf= (ag3) € c™™  uma matriz Estri

. tamente ou Irredutivelmen£e Diagdnal Dominante. Entao as. matrizes
iterativas de Jacobi em (2) e de Gauss-Seidel em (3) sao convergen
tes para‘a résolugéd do sistema matricial Ax = b para - gqualquer

(0)

~ vetor de aproximacao inicial x .

Da Definigao 3.1.3 e do Teorema 3.1, concluimos qﬁe a ma-
triz A & héo-sihgular_ e faii_#lo , .i_='1;}..,n‘.

A matriz de Jacobi em (2) & tal que :

b._..—:—....._i.j_ i 3
i3 3,1 # 3

———
il
=
=
I
wl

b. .
13

n
z ]bijl <1 ’ 1 <i<n dJuando a matriz for
3=1 |
Estritamente Diagonal Dominante e
n
z |bij| <1 , 1 <i<n quando a matriz for
J=1

Irredutivelmente Diagonal Dominante.
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Pela definicao 3.2.1, a matriz |B| & ndo-negativa, p({B) <
<1 e todos os elementos']bijl sao nao-negativos.
Aplicando o Teorema 3.3.2, podemos afirmar gue p(B) <

< p (|B]) < 1. Isto significa que o método iterative (2) converge.

Da mesma forma, pelo Teorema 3.3.1 observamos que -
se B=L+U e Ll-= (I—L)?IU,_ entéo:
plz-{L ™ Uy <o(IBD) <1 .

Lﬁgo, o método iterativo.f3) também épnverge,completénda
a prova; |

NoO capituio seguinte, mostramos due as matrizes Estrita—
'méntésou Irredutivelmeﬂte Diagonal Dominante”séo-também M—ﬁatrizes
nio—singﬁlares.‘; | o

Isto & impqrtante porque observaremos gue a convergéncia
destes métodos iterativos se processa para qualguer matriz A  do

sistema Ax = b, sendo A uma M-matriz nao-singular
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CAPITULO IV

.-APLICAQGES
- Primeifaménﬁe abbfdaremds algdmas propriedades das Mémaff'
trizes que nbs serdo. Giteis no deéorrer ao texto, tma-véz_qﬁe és.ig-fi
versas destas M-matrizes sio matrizes nﬁo—négatiVas;7 | o
A seguir_introduiiremosvo conceito de "pgrtig&o“ de  uma
matriz, relacionando este conceito com as M-matrizgs e sua felevag
. te ‘importancia quando apliCa&@ é.convexgéncia.dos'Métodos iﬁerati;
VoS ﬁara'a resolugdo do sistema Ax = b onde A & uma matriz nao
singulaf. | | |
Nosftépicoslseguintes sSerao abprdadas com énfase outras
aplicagoes ressaltando entre elas"ahmfg teoremas prOvando.em espe-
‘cial a convergéncia do Método Iterativo de Gauss-Seidel gquando . a
matriz A do sistema Ax = b & uma M-matriz.
Serao vistos também os critérios de estabilidade 'de um
ISistema de Controle, a estreita relagao entre D—estabilidade_deﬁma
matriz qualquer com as M-matrizes e finalmente, a importancia das

M-matrizes guando aplicadas a diversos campos da Ciéncia.

4.1 - PROPRIEDADES
Propriedade 1: [27]

Seja M uma matriz complexa de ordem n com p{M) < 1.

1

Entdo (I-M) - & ndo-singular e

(I—M)-l = T+M+M® +... com a série convergente,
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Por outro lado, se a série acima converge, entdo p(M) <1

DEM:
Assuﬁamos p(M) <1 .
Seja wu umzautovalor de M. Entao (l1-p) & um autovalor de
I -\b;I)_. | |
| Como p(M) < 1, todos os autovalores de (i - M) tEm md-
:duloé'ﬁenéfes,do que 1. Isto_impl;ca em ser (I-— M) uma matriz
ndo-singular. | _ | |
. Para mosﬁrar‘a coﬁﬁergéncia da série cénsideremos a se-
identida@é:‘ | ‘ |

2 mB+1L

I —(I -M)(T+M + M i

bau MRy =
Pré multiplicando ambos os lados por (T - M)-l obtemos :
R, o -1MR+1

1 2

T-mloaru+s e o= @-m
Aplicando a norma temos:
fx-mt @ -mew s e <@ - w7 Y R > 0

Como M & uma matriz convergente, gquanto mais for o va-

R+1 ”

lor de R, |}|M tenderda a zero

Logo a série

I+ M+ M2 + ... €& convergente e igual a (I - M)_l .

' - . 2
Suponhemos agora ser a serie I + M + M~ ... convergente:

Seja ¥ um autovalor de M e x o0 autovalor correspon =

L3
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dente. Assim

2 2

(I+M+M +-..)K=(1+u+u +o-¢.)Xo

A convergeéencia da série matricial implica na convergén —

2

cia da série dos nimeros complexos (1 + p + u° + ...). -

Para qgue esta série convirja & necessario que |u| < 1.

Logo p{M) <1

‘PROPRIEDADE 2: [27] 'z

Seja Ah

- (aij) >0 uma matriz. Entao as sequintes a

firmagdes sao eguivalentes: '

a) a > p(a)

b} (oI - A) & nao singulaf e {oI - A)-l >0
DEM:

Assumamos primeiramente o > p(A).

Entdo a matriz M = (oI - A) & nao-singular.

Escrevamos agora

M=a(I—%)

Assim temos que

wolo 1o(po. A=l
51

o

é menor do que a

Rl

"Como o > p(A), o raio espectral de

unidade.
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- Logo 'M_; = (al - A}Tl >0

: écnnaammmhammte (oI - A) é nao-singular.
-Reciprocamente, assumamos.(al - ﬁ) nEo—singﬁlar e
(a1 - 271 5 0. |
Seja .x > ¢ um autpvé;or-assosiado.cbm_ p(A).

Entao

Ax = p(A)x e
(a'I - A)x' = (a - p(A))x .
Como a matriz (oI - A) & nao-singular, isto implica em ser (a-p(A)#0.
Agora, |

(oI ~ A)*lx = —X - o desde quel

(a=p (7))

X z_i, (0T - A)ﬁl > 0 , segue-se que

o > p{a) .

PROPRIEDADE 3: [27 |
Seja A = {a,.) € RP'® uma matriz coﬁ a,. < 0 para
nXn ij i3 -~
todo i # j. Entao as afirmagoes abaixo sdo equivalentes :
1) A & ndo singular e al s o

'2) 0s elementos da diagonal principal de A sac nimeros
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reais e positivos e sendo a matriz diagonal

- 1 1
D = diag (Eﬁ-, - ,ann

) , entao a matriz

B =1 - DA & nao-negativa e convérgenﬁe;
DEM:
Assumindo a primeira parte:

1

‘(r,,). Como A tem os elementos fora da dia

Seja A ij

gonal nEO*positivds}entEO:
 n | N | ;

riiaii - jﬁl ?ij la., | = ; r 1 <1 <n,
Entdo, A T > 0 implica que todos os elementos da dia —
- gonal de A s%p nimeros positivos e reais. é§f 0s elementos da ma
triz diagonal D definido&ﬁé propriedadé,.éégUe—se qué a matrii
B = I - DA & nao-negativa. .

Além do mais, como. I - B =DA, entaoc (I - B) & nao-sin
gular e

-1 -1

Al = (1 -7t

e desde que a1 ¢ bl s3c ambas matrizes nao-negativas, segue-

se que (I - )1 > 0.

Ent3ao, da Propriedade ‘1 segue-se gue p(B) < 1.

Assumindo agora a segunda parte:

Da Propriedade 1 temos que (I - B) & nao-singular e (I - )1 > 0

PROPRIEDADE 4: [27] -

. _ n,n
Seja Anxn (aij) € R uma matriz com aij < 0 para
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todo 1 # j. Entao as afirmagoes abaixo 830 equivalentes:
1) A & nio-singular e a"t >0

2)  0Os elementos da diagonal de A sao nimeros reais e

positivos. Se. D & a matriz diagonal tal que

D = dig (Ei“ y eas Elé), entao a maériz

11 nn :

B=1I+-DA 'é.ngo—negdtiva, irredutivel e convergente.,

- 'DEM:
. A demﬁﬁstraéﬁd & andloga & feita na propriedadé anterior,

apenas levando-se em consideragao o carater de-irredutilidade.

PROPRIEDADE 5: [27] -
seta A = () € B yma matrigz- < i N
Seja Asn = (aij)_E R uma matrlz irredutivelmente

dominante com a4 <0 para”todo i#3 e a;; > 0 para todo

l <i < n.
- ~1
Entac A ~ > 0 .
DEM:
Do Teorema 3.3.,3 temos gque a matriz iterativa de Jacobki

B associada a matriz A do gistema Ax = b & convergente, sendo

B da forma

~ o, 1=73
B = (b,.) =
1] a,;
..Ei‘.l'j_?éj
ii

B & nao-negativa e irredutivel pela Propriedade 5.
L3
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Mas como os elementos da diagonal de A sao positives ,
‘seque-se que a matriz B da Propriedade 4 & igual & matriz B.Por

tanto a demonstracac se segue agora da Propriedade 4.

PROPRIEDADE 6: [27] -

e ' _ _ Sn,n e R - L
| Seja Anxn = (aij) E R1T | Iuma patr;z_51met;1ca, ngo sig_'
gular e irredutivel com a4 < 0, 1#3.

Entdo Al > 0 se-e somente se A & positiva definida,

DEM:

o . _1 _ . .. N 3 . .
Seja A .p = (Byg). Como a;5 <0, 17773,

n ' o .
riiaii - j...—z.l rij 1a-j'i|'= 1 ,_ 1 <i<n e

3R
A"t > 0 e os elementos da diagonal principal de A sao todos nii-
meros reails e positivos novamente,
Por outro lado, sendo A uma matriz positiva definida
isto também se verifica.

Com a positividade dos elementos da diagonal de A, a ma

1l

triz B = I - DA da Propriedade 4 & nao-negativa e drredutivel,

como também & a matriz de Jacobi associado 3 matriz A do sistema

Ax = b.
Da Propriedade 4, A_l }!O se e somente se p(B) <1, e
- do Teorema 3.3.1 concluiﬁos que A_l > 0 se e somente se a matriz

iterativa de Gauss-Seidel e uma matriz convergente.
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. -1
Uma vez gue a;; > 0 ,i=1,.eyn , A > (0 se e somen

te se A & positiva definida.
Abordamos agora a Definic¢ao da matriz de_StieitSST e'suﬁ
estreita relagao com as_Mrmatrizés . |
Historicamente, Stieltjs : provou queéiaa é,'umé .Lmdtriz:;
real, siméttica e positiva definida.defordem_-n; com todos os ele-
mentos fora da diagonal érincipal hegativos{ entao A_l >0 .
| Mais tarde'Frobeniﬁs aiargou estes réspitédos provando
QUé,-sé 'B é‘uma.métriz qﬁaarada positiva'&e ordemu'n e se a. é.
um nimero real com a > p(B), entdo a'maﬁriz (aI -~ B) & nao-singu
1 _ : _

lar e (oI — B) = > 0 , do que ji tivemos oportunidade de apresen -—

tar a demonstragao.

DEFINIGAO 4.1.1: [27] -

i N e ph/n ' < . -
Seja Ath (aij)- R com a;y < 0, 1 #73 Esta
matriz & chamada Matriz de Stieljs se A & simétrica e positiva

definida.

Pela caracterizagao P 5 Do Capitulo II sabemos que  uma

_ 1
M-matriz nao-singular pode ser expressa na forma

— n,n " .
A .o = (aij) € R com aij <0 ,i#3 e

A-l

€ uma matriz nao-negativa, ou seja
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Na sessao 2.2 do Capitulo II, a classe de matriz conheci

da {c) €& uma matriz de Stieljs, portanté-uma M-matriz.

4.2 - PARTIGOES

Um dos nossos particulares:intereéses & observar a con -
.vergéncia dos métodos iterativos na resolucao do sistema Ax = b
onde: A & uma M-matriz n3o-singular.

Para tanto definiremOS'pa;tigéo de uma matriz e partigao
'convergénte da mesma.
DEFINIGAO 4.2.1: ([27] -

Seja A=M-N (1)
‘onde - M e N sHo matrizes quadradas de ordem n. Se M & ndo-
singular, dizemos que a expressao (1) representa uma partigéo'de As

Dada esta decomposicao de A podemos estabelecer o méto:

do iterativo

Mx(m+1) = Nx(m) + b , m > 0

ou
L Y S Y (2)
onde M N & a matriz iterativa.

DEFINIGCAO 4.2.2: [27] -

Sejam as matrizes A, M, N todas de ordem n e reais.

Dizemos que a expressao (1) & uma particao regular de A
»
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se M & nao-singular com ML >0 e N>0.

Em termos da matriz iterativa M-lN de (1), podemos ex-

pressar o produto matricial da seguinte maneira: .

a+my . ou

=
=
n

(T + G)'lc‘_ onde G = A ly (3) .-

=
_Z
0

Se x & um autovetor gualguer de G e T & um autovalor

correspondente temos:,

Gx = TX

(I +6) tex = —T— x,
C l+ <

donde se segue que - x & também um autovetor de M~ ln correspon —

dendo o autovalor 1 dado por

u o= —_—Tr (4) .
1 + 7

1

Por outro lado, se u & um autovetor de (I + G)“ G com

(T + &) loz = nz , entdo

Gz = u{I + Gz) .

Desta expressao segue-se gue U nunca poderad ser a unida-

de e assim podemos escrever



42

Agora, retornemos a matriz A.

Quando os elementos da diagonal principal de ‘A s3o to~
. dos nao-nulos podemos expressar esta matriz A como sendo a soma

das matrizes:

A=D-E~-F. (5
onde
D = dig (allf a » L ann)

eij._ alj . 1>
- Enxn = (eij) onde

=% P23

fij = aij ' i<
- ann = (fij) onde

Escolhendo convenientemente as matrizes M e N  asso —

ciadas a decomposigao (5) e aplicadas ao método iterativo (2) temcs:

a} *° M =D N=E+F

m) b7y, m>o0 (6)

xmel) D_l(E + F)X

gue & o método iterativo de Jacobi.
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b) M=D-E N =F

™) - ool ™ oo m, w0 (1)

que & o método iterativo'de Gauss-Seidel,
4.3 - APLICAGUES DE M-MATRIZES NA CONVERGENCIA DOS METODOS

ITERATIVOS,
‘ TEOREMA 4.3.1: {27]1-" .

_ . S8eja A=M-N uma partigéo.regular da matriz 2 e
A-l,i 0 . Entdo a matriz M °N de (1) & éonvergente e o método ite

(o)

rativo de Gauss-Seidel converge para qualquer vetor inicial =x .
- DEM:- g
Pela Definigao 4.2.2 temos que a matriz M_lN é nao-nega

tiva, ou seja, mt

N >0 .

Entao, para determinarmos p(MplN) podemos aplicar o Teo
rema de Perron-Frobenius e retringir nossa atengao aos autovetores
x de M N e G, os guais saoc nao-negativos,

Mas de (3) e da hipdtese, G & também uma matriz ndo-ne-

gativa e entdo o autovalor associado T de G & necessariamente nﬁg

negativo,
Como TI%?T € uma fungac mondtona de T para T > 0, p em
{4) e maximizado em mddulo escolhendo-se T = p(G) © gue prova ser

1

p(M "N) < 1. Entdo a matriz NN e convergente.

L
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- Pela escolha conveniente de M} e N em (7) podemos con

cluir gue o métode iterativo de Gauss-Seidel & convergente,

L

TEOREﬁA 4.3.2:-

' Seja A_'uma M-matriz nao-singular . Entdo o método ite-
‘rativo de Gauss-Seidel converge para qualquer vetor inicial x(O).
. DEM: . L | ,
o Como A & uma M—métriz'néo-singular, ela admite uma par
tigdo A =M - N onde °

M=A e N=0..

| Pela p;op;iedade Pis db Capitulo-II!_A_l >0 e ¢onseque£
téméh?e M”l.i 0. I | | - |
Entao temos gque M-"lio : N - 0, logo A possue ua par
tigao regular (def. 4.2.2).. |
Logo, aplicando-se o Teorema 4.3.1 concluimos gue o méto
do iterativo de Gauss-Seidel converge quandc A & uma . M-matriz

nao-singular.

TEOREMA 4.3.3

. n,n : . . \
= .2) € ' um stritamente dia
Seja. A, (alj) R a matriz estritame d ?9

nal dominante tal gque aj <0, 1i#3.

Entao o método iterativo de Gauss-Seidel converge para

{0)

gualquer vetor inicial x"°.

»
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DEM:

Do Teorema 3.1 sabemos que as partes reais de todos os

autovalores de A sao positivas, o gue é equivalente a dizer- qué
At > 0 (Capitulo II). | -

Logo A & uma M-matriz nao-singular é'a_consiﬁsaé se se. -

gue de_forma andloga 3 apresentada no Téorema.413.2;

OBS: £ bem conhecido que ¢ método dé Gauss-Seidel COnverge ~ para
qualquer'matrii‘estritamente diagonal'dominanté;
0 nosso enfogue é apresentado de maneira nova, destacan-

(a..) e rR2/D
ij? T ot

i

do o caso especial em que essa matriz Ath tem to-

dos os elementos fora da diagonal principal nao-negativeos, origi -

. nando uma demonstrag¢do nova da convergéncia do-método.

TEQOREMA 4.3.4:

1 — nfn '
Seja Anxn = (aij) € Rn uma matriz tal que aij < 0,

i # j, simétrica e positiva definida.
Entao o Método Iterativo de Gauss-Seidel converge para

(o)

qualquer vetor inicial x .

DEM:

' ' n,n - - sy
N - ‘e » 1 N
Uma matriz Anxn (aij) R, simétrica € positiva de

finida se e somente se todecs os menores principais lideres de A

sac positivos.

" Ent3o, pelas equivalentes do Capitulo II podemcs da mes-

. . ~—1.
ma maneira afirmar que A ~ > 0 .
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Loge A & uma M-matriz ndo-singular e a conclusio igual

mente se segue do Teorema 4.3.1.

OBS: Também & bem conhecido que o método iterativo de Gauss conver
ge se e somente se a matriz A do sistema Ax = b & positi-

1

va definida.
 .Da mesma ﬁaneira_&émos uma nova démanétragéo neste aspec
'to}'endeando a matriz A_ como uma M-matrlz nao-singular.
| Um outro fato que se sallenta neste Teorema & a constata
gao de que, sendo A “uma M-matrlz 51metr1ca ela o sera necessaria
mente p051tiva definida, Por outro lado,.se ela for positiva ‘defi=

nida, serd necessariamente simétrica.

'4.4. APLICAGOES DE M-MATRIZES NOS PROBLEMAS DE ESTABILIDADE

DOS SISTEMAS DINAMICOS,

DEFINICAO 4.4.1 (Estabilidade) [2]

A fase de equilibrio x, do sistema

dx
dt

= £{x,h(t); t) (1) == <t < -

& dita estivel se, para cada nimeroc real e > ¢ existe um nimero

real 6(e, t ) > 0 tal que |[[x - x1!1 < & implica

lle  (t; xr ) - xe]| < e para todos os t > 0

onde a funcdo ¢ € uma solucao do sistema (1) e X e t s30
. ’ '

a4 fase e o tempo inicial respectivamente.



DEFINICAO 4.4.2 (Estabilidade assintdtica): [2]

A fase xe de equilibrio de um sistema dinamico & dita
 assintoticamente estavel se °
a) o sistema & estavel

=

_u'b)_se cada movimento iniciado suficientemente perto de

X, convergir a este a este X, com t > o

DEFINIGAO 4.4.3:[21

Uma fungao de valor real vilx,, £) de x; e t & dita
positiva-definida se vy{x;, t)  tem derivadas varciais continuas
em relagdo a todos oS seus argumentos vi(o,t)“; 0 e existe ' uma

umé fﬁngao positiva definida vg(xi) de Xy tal que
L0
v, (%, t) 3_vi(xi) .

OBS: A fungao assim definida vi(xi' t) & dita redigalmente ilimi-

' o
tada se v;(x;) >« para Hxill + w,

DEFINIGAO 4.4.4: [ 2] -
A fungao v (X5, &) € dita decrescente se existe uma fun

¢do positiva-definida vi(xi) tal que

vy (xg, 8D < vi(x) .

»
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Consideremos agora um sistema de tempo continuo na se-

guinte forma:

dx,

r t) i= 1,2,..9,1’1 (2)
_m<t< o0 . '-

com as condigoes iniciais

£.(0,.£) =0
g, (0,0,0,...,0, £) =0

' _ _ , ¥
(isto significa que X, = 0,..;,xn = 0 é um estado de esuilibrio).

0 sistema (2)-pode ser'decompoéto em n -suhSistemas da-

dos por:

dx
dt

= fi(xi, t) + Yy (3)
e n relagdes interligadas.

yi = gi(xl'-oo;xn, t) (4) [

O sistema (3) com y ;=0 & referenciado como sendo o©
i-ésimo subsistema isoclado.
Assumamos que, para cada subsistema iscolado existe uma

fungao decrescente radialmente ilimitada e positiva definida

-



vi(xi, t)} de x

avi

| . 2
Fe " fgrady vy £k, £) 2 mogu;(x)

~onde pi(xi) & uma fungao positiva definida de” x

. Assumamos ainda que

Byt %y

e =]

T . Y
(gradivi) gi(xl,..,,xn, t) < ui(xi)

3=t

onde Bij >0 para i# 9.

De (5) e (6) temos:

L © t satisfazendo a desigualdade

i

(5)

(6)

49

dv 1 W
dt 3 i=1 i 4t 3
_onde gz ’ significa a sclugao da derivada de v na diregao

da trajetdoria de (3).

Efetuando os calculos temos:

n .av.

av - T - T
3t |, ii' wy {—sg— + (grad;v,)"f, + (grad;v,) gi} <
n : 2 n .
< iil wy {—aiui(xi) f jil Bijui(xi)uj(xj)}

»
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r l n n - .
= = i.iil jil bijui(xi)uj(xj) ﬁ (7)
onde
| bij = wiaij + wjaji | ‘ -(8)
o T By =3
i3 = o = : (9 .
- Bij - | 1 #3
Na notagao matricial em relagao a a;y e bij podemos’
escrever:
| T, S .
_ B=AW+WA | . (10}
onde A = (a;), B=(b) e W= diglw,)

O CRITERIO DE ESTABILIDADE DE UM SISTEMA COMPOSTO DE TEMPO

CONTINUO: {1]

A fase inicial do sistema (3) & assintoticamente esta —

vel se os menores lideres de A sao todos positivos.

Observemos que a matriz A = (aij) de (9) tem todos 0s

elementos fora da diagonal principal nao-positivos, isto &, aij:go,

i#j.
Além do mais sabemos gue uma matriz A com esta proprie

dade e ainda possuindo todos os seus menores principais lideres po

.
sitivos & uma M-matriz "nac-sindgular.
AN
Lo
CNTC A WD

AR
R

AUTECA (rriToad
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Assim enunciamoé:'
TEOREMA 4.4.1: [1]

0 estado nulo do sistema (3) & assintoticamente estavel

se a matriz A 'de_(lo) & uma -M—matriz.néo—éingular;'

OBS: Podemos obter um critério andlogo para a Estabilidade de um

sistema de Tempo discreto .

4.5 - M-MATRIZES E D-ESTABILIDADE
DEFINIGAO 4.5,1: [8]

Uma matriz real A =.(aij) & dita positivamente estavel
(negativamente) se as partés reais de todos os seus elementos sao

positivos (negativos).

DEFINIGAO 4.5.2: {8]

Uma matriz A = (aij) & dita D-estavel se DA & estavel
para toda matriz diagonal positiva D,

0 conceito de Estabilidade surge em varias aplicagbes no
campd da Economia.

Infelizmente n3oc existe ainda nenhuma condigdo necessid —
ria e suficiente'péra a D-Estabilidade.

0s trabalhos de Ostrowski and Schneider [17], Carlson (7],
Carlson and Schneider [6] e os mais recentes trabalhos de_Datta[SL

e Johnson [12] identificaram somente algumas classes importantes de
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. matrizes D-estéveis.
Se A & uma M-matriz, os elementos fora da diagonalxxig
~cipal sao n&o—pqsitivosfe oS menores principais lideres de A sdo
positivos,. _
' Claramente esta condigao & invariante sob a multiplica — °
¢ao de A por gualgquer .natriz diagonal D, positiva.
"Entao, temos:
TEOREMA 4.5.1 [8] :
Uma M-matriz & positivamente D-estavel.
4.6 - DEMAIS APLICAGOES
Notamos que além das palicagoes mencionadas neste capitu
lo, existem aigumas outraé aplicagoes importéntes de M-matrizes tais
como:
a) No desenho dos sistemas controles multivariaveis [3]
b) Na estabilizagdo por realimentacgao [25]
c) Na corrida de armamentos entre as nagoes [ 26]

d) Certos tipos de M-matrizes singulares sao especialmen
te importantes no estudo dos Metodos iterativos gque
visdo resolver sistemas lineares com solugoes indeter

minadas [15]
e) Na anilise das cadeias de Markov [14]

f) Na programagac matematica [5,13]



CAPITULO V
uMA CARACTERIZAGAO EFETIVA DE M-MATRIZES E SUAS APLICAGOES

Neste capitulo apresentamos uma caracterizagaé .efe;tiva
das M-matrizes.
Usando esta caracterizagado, damos um critério novo para -

determinar se uma matriz tridiagonal & uma M-matriz.
5.1 - UMA CARACTERIZACAO EFETIVA

TEOREMA 5.5.1
Seja Anxﬁdgij), ay 5 <0, 1i#3 e a;; >0, 1=1p...,m
Entdc A & uma M-matriz nao singular se e somente se e-
- ¥iste uma fatorizagac A = LU onde L e U sac respectivamente M-
matrizes nao-singulares triangulares inferior e superior, ﬂii =1,

i=1,.0.,n.

DEM.
Por indugac . -

Claramente o teorema & verdadeiro para n =1 pois A =

= lea,, = LU e L e U sac M-matrizes nao singulares.

Agora suponhemos o teorema verdadeiro para (n-1)

4 A b
n—1 T o~ _
Seja A= T onde b e ¢  sao vetores nao po-
c ‘ Znn sitivos
e A & uma M-matriz nao-singular de dimensao (n-1).

Pela hipbtese, temos uma fatorizagao triagular tal que
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A =L

=1 n—1 U onde Ln-l e U

n-1

sao M-matrizes nao-singulares.

Pela equivaléncia P,.(Cap. II), suas inversas sao matri

1.0 e vl > o0.
n-1 —

zes hao-negativas, isto &, L.y 2

Sejam as decomposigces de Ln' e U, s

Efetuando o produto matricial obtemos:

Lp-1

Un—1| Y ‘ Lo-1 Yn-1

nn & Un—l

T l u_’ o _aT Y +1u

nn
Esta sera a fatorizagdo desejada se .

{1} L3 U,y = An_l

(2) L-1Y=Dh (2.1) vy < ¢
. T T

(3) o'u__, =c (3.1) oF < o
T

(4) o7y + “an - ®nn

“l o0 e utl o0

(5) Ln-l — o n-1 -

Observemos que (1) & verificada pela hipétesei

Como L.y & U4 sao matrizes nao-singulares, entao y & uma

solugao unica de (2} e ot & tambdm a solugdo {nica de (3).



55

Além do mais, sendo A uma M-matriz ndo-singular = b < ¢

e cf < ¢ . Entao, estudando o sinals:

De(2)vem:'y=L-1b=_>y<¢
n-1 -
De (3) vem = 'aT = UI:.El cT = u,T <&,

verificando (2.1) e (3.1).

Para provarmos (5) nos utilizamos de método da Escada .,

invertendo a matriz por partes para estudarmos os sinais das matri

zes:
_ n-1 , > -1 X | ¥y
L’n - ’ Ln =
T I b i
o 1 Z X
-1 oA
L ><Ln = 1 ; dal temos :
. T
i) Ln"'l X+ ¢z =1
Entio X =L " I > 0
n-1 —
i) Doy y+ =2
Entio y = - 1l s =0
n-1
1ii) ofx + 1+2T = T

Entdo z% = - ol L.
iv) aTy +1x=1

a?d9+ x =1



v
o
s

Logo L > 0
. >0 | >0 "o
U1 ' Y X |-y
Seja U = _ e U _, =
o7 ] - 2t | x
Yoy _
-1 _ .. .
Un><Un = I; dal temos
" . — .
i) Un-lx + yz© = I’

= ' =‘
.1i) Un_ly +yx | ¢

i1if) X + U _z° =&

iv) by +u__x =1

Substituindo (iii'} em (1i') wvem !

Un-lx +v% =1
I

Entao,
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Temos ainda que provar gque mﬁn >0 .
Como A & uma M-matriz n3o-singular, pelo processo de e.

liminagao de Gauss, temos :

(1)
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Como A & uma M-matriz nao~-singular, os menores princi-

paisﬁliderés de A positivos. Dai, temos}

. l . .I T
det A 1> = 2120

1 2 1 2\

U A _ (1) .- L (1)
det A = det A = a a >0
o 1 2] . \12 1’ ez |
_ o o ~ (1) _
| Entao_ 322 >0
1 2. 3 .y /12 03 . :
det'a | = get &%) = a, a1 a P 50
_ i 2 3 1 2 3 '

ez (2)
Entao a33 > 0

' Y R
det A | - =

Na matriz de fatorizagao ,

Logo ﬁhn >0 e

(%
<
W

n-1 —

satisfazendo (5) .

Por outro lado, se A admite uma fatcrizagéo triangular

na forma A = LU, onder L e U s3o respectivamente M-matrizes trian
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- gulares inferior e superior.e ni3o-singulares, ent3o:

EA >0 e Ufl >0 .

assim At =ulrt> 0

mostrando que A & uma M-matriz n3o-singular.

5.2 - UM NOVO CRITERIO PARA QUE UMA MATRIZ TRIDIAGONAL SEJA UMA M~
MATRIZ NAO-SINGULAR. |

" As matrizes tridiagonais sﬁrgem'em véfias:ap;icégaes nos
sistemas de equacdes diferenciais.’
Entdo & muito Gtil, na pritica, sabermos quando uma dada
mat¥riz tridiagonal & uma M-matriz. | | -

0 critéric usado em relagao a este fato & dado a seguir:

TEOREMA 5.2.1 =

Seja A uma matriz tridiégonal




Se a

'I-"'\
o

b, - a

3270,

C
303

-' C‘ 5— 0 .' i = 1,2;.a.-_;n

J = 2,000,401

“Entdc ‘A & uma M-matriz nao-singular.

DEM:

Supodhhemds:

" Definimos

Assim sendo

1. 0

'22\ l .
L = 0 _£3 .

0 0.

by >0 e

bj = 8y Cy-1 >‘0_,'

34

a. c. /4 2 <4 <n
J J‘l/lj‘l 3=

j=1 Z < j =n

. 1 <« 3 < n

3 3=

L] L] - . 0
~ B \.0
£ 1/

60
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Entdao & ficil verificar que

A =10

Como - dj > 0 e a e c5 -sao negativos, L e U .55°,'
M-matrizes. Entao A & uma M-matriz. |
Por outro lado, vamos supor que A & uma M-matriz.
Entdac A admite uma fatorizag@o na forma A = LU e L
e. U sao M-matrizes. Como a fat&rizagéo triangular de uma matriZz
e tnica, L e U s3ao as matrizes que definimos acima.

Como cj e L. devem ser negativos, dj & positivo e en

tao ~as condigdes se verificam.



CAPITULO VI

CONCLUSOES E ALGUMAS QUESTGES ARERTAS

Um grande hﬁmefo de problemas em ciéncias matemiticas sio
geréimente‘peSQuisados redﬁiindo priméiramehte 0s problemas a mo-
delos matgmaticos:que envelvem sistemas de equagdes lineares, de
sigﬁaidadés'iinearés ou céléulos“-de autovalorés dom propriedades

'.partlculares. |

Uma 51tuagao multo comum e guando a matrlz em questaotan
-elemeﬁtos nao pOSlthOS fora da dlagonal e quando 0s autovalores
tém partes reais n50~negativas._Matrizes.dessg tipo sao conheci —
das como M*matrizeé._ |

Devido a importancia'dés Mwmatrizes; elag foram éstuda -
das _por dlversos pesqulsadores nos campos mals varlados talS coma:
Economla, Flslca, Engenharla, Blologla, etc

| Até o presente momento existem 50 caracterizaQSes difééqg
tes de M—matrizes,lreéentemente compiladas por Plemmons [21] num
artigo a ser publicado. |

Nesta tese, apresentamos'as'caracterizagées mais importan
tes e interessantes de acordo com o esquema por nds seguido bem
come as diversas aplicagoes elaboradas em detalhes. Também demos
uma caracteriza¢do efetiva sobre as M-matrizes e um novo critério
para que umé matriz tridiagonal seja uma M-matriz, cuja relevante
impertincia ja tivemos oportunidade de mencionar.

Finalmente apresentamds aigumas questoes abertas em rela
¢§é a alguns problemas ainda insoliiveis, porém interessante, rela

L]
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cionadas com as M-matrizes e suas aplicagbes, gque deveriam ser oon

sideradas para pesquisas futuras [21] .

1) Sseja A = (a;q) €R"'" com A=D-L-U, onde D,

-L e. - U sao a Diagonal, a parte inferior e a parte superior

- da matriz A, respectivamente. Assumamos D n3o-singular.

~Seja J, L= Ll)' e Lm denotando as matrizes iterati —

_vas_'de'Jaicobir Gaﬁss-éeidel e S.bqR_ respectivamente, dadas por

‘="D‘;(JL + U) -
o -uw

1 {1-wjD + U ,_.'m >0 .

Jd
L
| L = (D - wlL)
E conhecido de Varga_[ZS] que,lsé A @& uma M-matriz nao-singu ~ -
lar entaq ‘ P(Lmi.; 1 para | |

0 < w < 2 = w' . B verdade que,

1+ (g

se p(Lw') < 1 entao p(Lw) <1 péra 0 < w < 2 ?;'

2) Como pode ser a M-matriz A caracterizada, para a
qual existe uma M-matriz nao-singular triangular inferior L e

uma M-matriz triangular inferior U tal que

A=1LU0 7?
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