NG

¥

UNICAMP

FELIPE DELFINI CAETANO FIDALGO

DI1vVIDINDO E CONQUISTANDO COM SIMETRIAS EM
(GEOMETRIA DE DISTANCIAS

CAMPINAS
2015



i



NG
4

UNICAMP

UNIVERSIDADE ESTADUAL DE CAMPINAS

Instituto de Matematica, Estatistica
e Computacao Cientifica

FELIPE DELFINI CAETANO FIDALGO

DIVIDINDO E CONQUISTANDO COM SIMETRIAS EM
(GEOMETRIA DE DISTANCIAS

Orientador: Carlile Campos Lavor

ESTE EXEMPLAR CORRESPONDE A VERSAO FINAL DA
TESE DEFENDIDA PELO ALUNO FELIPE DELFINI CAE-
TANO FIDALGO, E ORIENTADA PELO Pror. DR. CAR-
LILE CAMPOS LAVOR.

Assinatura do Orientador

Cont' s ,L o

Tese apresentada ao Instituto de Matemadtica, Es-
tatistica e Computacao Cientifica da Universi-
dade Estadual de Campinas como parte dos re-
quisitos exigidos para a obtencéo do titulo de
Doutor em matematica aplicada.

CAMPINAS

20

15

iii



Ficha catalografica
Universidade Estadual de Campinas
Biblioteca do Instituto de Matematica, Estatistica e Computacao Cientifica
Ana Regina Machado - CRB 8/5467

Fidalgo, Felipe Delfini Caetano, 1987-
F448d Dividindo e conquistando com simetrias em geometria de distancias / Felipe
Delfini Caetano Fidalgo. — Campinas, SP :[s.n.], 2015.

Orientador: Carlile Campos Lavor.
Tese (doutorado) — Universidade Estadual de Campinas, Instituto de
Matematica, Estatistica e Computacao Cientifica.

1. Geometria de distancias. 2. Simetria (Matematica). 3. Estrutura molecular. 4.
Algoritmos branch-and-prune. |. Lavor, Carlile Campos,1968-. Il. Universidade
Estadual de Campinas. Instituto de Matematica, Estatistica e Computagéo
Cientifica. Ill. Titulo.

Informacdes para Biblioteca Digital

Titulo em outro idioma: Divinding and conquering with symmetries in distance geometry
Palavras-chave em inglés:

Distance geometry

Symmetry (Mathematics)

Molecular structure

Branch-and-prune algorithms

Area de concentragdo: Matematica Aplicada
Titulacao: Doutor em Matematica Aplicada

Banca examinadora:

Carlile Campos Lavor [Orientador]

Sueli Irene Rodrigues Costa

Eduardo Xavier Silva Miqueles

Giuliano Gadioli La Guardia

Tiberius de Oliveira e Bonates

Data de defesa: 27-02-2015

Programa de Pés-Graduacao: Matematica Aplicada



Tese de Doutorado defendida em 27 de fevereiro de 2015 e aprovada

Pela Banca Examinadora composta pelos Profs. Drs.

oy

Prof(a). Dr(a). CARLILE CAMPOS LAVOR

‘ )7% 2 £ QAK

Prof(a). Dr(a). SUELI IRENE RODRIGUES COSTA

Comgrcbo M gl s

Prof(a). Dr(a). EDUARDO XAVIER SILVA MIQUELES

Judins (o Dot

Prof(a),/Dr(a). GIULI@NO GADJOLI LA GUARDIA

S
Prof(a). Dr(a). TIBERIUS DE OLIVEIRA E BONATES




vi



Abstract

Motived by studies in 3D structures of proteins, essential biomolecules for Life, arised a problem
called Discretizable Molecular Distance Geometry Problem (DMDGP) which proved to be NP-
Hard. Aiming to solve it, there is an algorithm in the literature, Branch & Prune (BP), which
uses a combinatorial strategy of exploring a binary tree of solutions that is associated to the
problem. Moreover, some symmetry relations have been discovered which allows the obtainance
of one solution from the other one by means of reflections in the so-called symmetry vertices.

Some researchers started to do this work using parallel computing (ParallelBP), dividing one
instance into sub-instances, solving the problem locally with the BP (what can be done in two
directions) and joining the sub-solutions with rigid movements, with the objective of determining
the solutions in a smaller time.

Our purpose, thus, is to provide a Divide-and-Conquer strategy to solve the DMDGP in order
to improve the parallel version. It has three stages. Initially, the instance is divided into sub-
instances two-by-two overlapping by means of the symmetry vertices. After, the so-called gaps are
used to decide the direction that the BP ought to provide the local solution. Finally, we propose
to use Quaternion Rotations to combine sub-solutions into feasible solutions.

Keywords: Distance geometry, Symmetry (Mathematics), Molecular structure, Branch-and-
prune algorithms

Resumo

Motivado por estudos em estruturas 3D de proteinas, biomoléculas imprescindiveis no es-
tudo da vida, surgiu um problema chamado Discretizable Molecular Distance Geometry Problem
(DMDGP) que provou ser NP-Dificil. Para resolvé-lo, existe um algoritmo da literatura, Branch
& Prune (BP), que utiliza uma estratégia combinatéria de exploragdo de uma &rvore binaria de
solucoes associada ao problema. Além disso, foram descobertas relagoes de simetria que permitem
obter uma solucao, a partir de outra, através de reflexdes nos chamados vértices de simetria.

Alguns pesquisadores passaram a realizar este trabalho em paralelo (ParallelBP), dividindo
uma instdncia em sub-instancias, resolvendo localmente com o BP (o que pode ser feito em duas
dire¢oes) e unindo as sub-solugdes com movimentos rigidos, com o intuito de determinar as solugdes
em menor tempo.

Nossa proposta é fornecer uma estratégia Dividir-e-Conquistar para resolver o DMDGP, de
modo a melhorar a abordagem em paralelo. Ela possui trés estagios. Inicialmente, dividimos
uma instancia em sub-instancias duas-a-duas sobrepostas através dos vértices de simetria. Depois,
utiliza-se os chamados gaps para decidir a direcao em que o BP deve fornecer a solucao local. Por
fim, utilizamos rotacoes baseadas na Algebra de Quatérnios para combinar as sub-solucdes em
solugoes factiveis.

Palavras-chave: Geometria de distdncias, Simetria (Mateméatica), Estrutura molecular, Al-
goritmos branch-and-prune
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Capitulo 1

Introducao

“Molecular Biology is mankind’s attempt to figure out how God engineered His
greatest invention - life. (...) I find it a great privilege to live in a time where
God allows us to gain some insight into His construction plans, only a short
step away from giving us the power to control life processes genetically. I hope
it will be to the benefit of mankind and not to its destruction.”

Arnold Neumaier, em (Neumaier, 1997, [75]).

Quando a Ciéncia investiga as caracteristicas fisioldgicas intrinsecas aos seres vivos, dos mais
variados tipos, tamanhos e origens, inevitavelmente se depara com os elementos de uma classe
de moléculas chamadas de Proteinas. A saber, estas interferem em todas as caracteristicas de
um organismo vivo, como por exemplo, a informacao genética contida nos acidos nucleicos cuja
expressao depende inteiramente delas (Creighton, [15]).

Uma lista com algumas das propriedades inerentes a estas moléculas, cuja maior parte foi
extraida de (Creighton, [15]), é descrita nos itens abaixo.

As enzimas, que consistem propriamente em proteinas, sao essenciais para otimizar e acele-
rar as reagoes quimicas no organismo vivo. Nisto consiste o principal objeto de estudo da
Bioquimica: descobrir as fun¢oes das enzimas em sistemas de seres vivos.

Estas moléculas transportam e armazenam uma gama grande de particulas, abrangendo de
macromoléculas a elétrons. Por exemplo: as proteinas transmitem informagoes entre células
especificas e 6rgaos, como os hormonios.

Algumas delas, controlam o fluxo de moléculas que passam pelas membranas.
Sao elas que ligam e desligam os genes no sequenciamento genético.

Na parte fisico-quimica, elas convertem energia quimica em energia mecanica no interior dos
musculos.

Sao imprescindiveis para sentidos humanos como visao e audicao.

Algumas, em si mesmo, produzem toxinas, como a proteina da carne bovina que pode de-
sencadear a chamada Doenca da Vaca-Louca [6].



1.1 Formacao das Proteinas e sua estrutura quimica

Apesar de tamanha abrangéncia e variedade em sua existéncia e atuagao, a formacao dessas
moléculas é feita de modo simples. Comentamos, aqui, um pouco de seu desenvolvimento.

Atribui-se a criagao do termo Proteina a Jons Jacob Berzelius (1770 - 1848), um dos quimicos
mais influentes do século XIX, como uma derivacao da palavra Proteios (grego, “de primeira
importancia”), pois o0 mesmo acreditava que tais substincias eram “fundamentais” para os seres
vivos [87]. Entretanto, o primeiro a publicar este termo (neste sentido) em algum trabalho cientifico
foi o quimico holandés Gerardus Mulder (1802 - 1880) em dois artigos de 1838 [71, 72]. Neste,
ele se referia as substancias albumindides que coagulavam em meio acido e quando submetidas a
altas temperaturas e afirmou que tais substancias eram feitas a partir de um radical comum, a
Proteina, e que esta possuia a mesma férmula empirica, a menos de alguma variacao na quantidade
de Enxofre e Fosforo [42]. Toda a histéria dessa origem bem como as suas implicagoes estao no
artigo “The origin of the word protein” de H. B. Vickery, publicado em 1950 [92].

Com o passar do tempo, os cientistas continuaram pesquisando as propriedades destes compos-
tos quimicos e descobriram, no inicio do século XX, que a degradacao de tais proteinas liberava
os chamados aminoacidos. A partir de entdo, foi possivel a identificacdo de em torno de doze
aminodcidos diferentes, os quais sdo liberados desta maneira [87]. J4 em 1902, Hofmeister afirmou
que elas eram formadas por uma sequencia destes aminoécidos [87], consistindo em uma cadeia
linear destas moléculas conectadas umas as outras por ligacoes peptidicas, podendo haver repeti-
¢oes desses pedagos ao longo da estrutura [15]. Por fim, em 1940, os pesquisadores completaram a
identifica¢des dos vinte tipos de aminodcidos existentes naturalmente e que compoem os pedacos
das proteinas [87]. Por este ponto de vista, pode-se dizer que existe uma determinada homoge-
neidade na formagao destas moléculas. A diferenca entre as proteinas estd na ordem que esses
aminoacidos aparecem na sequéncia que forma a tal cadeia polimérica. Além disso, sdo os genes
que especificam os aminodcidos que participarao da combinagao em cada proteina [87].

De acordo com Creighton [15], as proteinas sao moléculas mais simples que a maioria dos
polimeros, ja que possuem sequéncias exatas de aminoacidos de modo que é possivel saber, preci-
samente, o comprimento de cada cadeia. Entretanto, também, sao mais complexas no sentido da
vasta variedade de possibilidades de compor esses pedagos dos polimeros com aminoécidos, ja que
a maioria destes sdo compostos por pedagos de um ou dois compostos quimicos que se repetem ao
longo da cadeia. Esta sequéncia é que identifica a proteina e suas fungoes nos organismos vivos de
forma a eliminar ambiguidades [15].

Segundo [15, 87|, dezenove dos vinte aminoacidos existentes naturalmente sdo formados por
um atomo de carbono no centro da estrutura, denominado de carbono-alfa C'*. A partir desse,
para cada uma das quatro ligacoes possiveis que pode fazer, tem-se:

(i) um &tomo de hidrogénio H;
(i) um grupo amina N Hy ;
)

)

(iii) um grupo carboxilico COO~ e

(iv) uma cadeia lateral R - de residuo.



A Figura 1.1 ilustra a disposicao desses atomos em um aminoacido. O vigésimo aminoacido tem
estrutura parecida com essa, entretanto ¢ o tnico cuja cadeia lateral R esta ligada ao atomo de
nitrogénio pertencente ao grupo amina citado acima [15].

Figura 1.1: Estrutura béasica de dezenove dos vinte aminoacidos naturais [87].

A Tabela 1.1 abaixo traz os nomes e as siglas dos aminoacidos presentes nos seres vivos [87].

Ala - Alanina
Gln - Glutamina
Leu - Leucina
Ser - Serina

Arg - Arginina
Glu - Glutamato
Lys - Lisina
Thr - Treonin

Asn - Asparagina
Gly - Glycina
Met - Metionina
Trp - Triptofano

Asp - Aspartato
His - Histidina
Phe - Fenilalanina
Tyr - Tirosina

Cys - Cisteina

Ile - Isoleucina
Pro - Prolina
Val - Valina

Tabela 1.1: Tabela com os nomes e siglas dos vinte aminoacidos existentes nos seres vivos.

Segundo Souza [87], nove dentre estes vinte aminodcidos nao podem ser sintetizados pelos seres
humanos, os quais sdo chamados de Aminodcidos Essenciais e devem ser incluidos na dieta diaria.
Esses aminoacidos essenciais sao a Histidina, a Leucina, a Metionina, a Treonina, a Isoleucina, a
Lisina, a Fenilalanina, o Triptofano e a Valina [87].

A informacao contida no RNA induz a unido do grupo carboxilico de um aminoacido ao grupo
amina do aminoacido seguinte na sequéncia, formando uma ligagdo peptidica entre o atomo de
carbono do grupo carboxilico com o atomo de nitrogénio do grupo amina, e ainda hidrolizando,
ou seja, consumindo uma molécula de dgua (H20O) nesta ligacao [75, 87].

Aminoacido (1)

Figura 1.2: Formacgao de uma proteina a partir da conexdo entre uma sequéncia de aminoacidos.
H4 a liberagao de uma molécula de dgua para cada uma das unides [87].



1.2 Estrutura Tridimensional das Proteinas

Ainda que se conheca a sequéncia de aminoacidos que compde uma proteina, pode-se nao saber
ao certo a quais outras proteinas esta pode se associar e qual sua fungido nos organismos vivos [87].
Os genes assumem formas lineares, mas as proteinas podem se dobrar e assumir formas ainda
mais curvilineas tornando o trabalho de predizer sua estrutura tridimensional ainda mais arduo [87],
mesmo que a Figura 1.3 induza a um pensamento sobre a linearidade da estrutura do aminoacido.

H H O
(A

H- N—(T,‘i‘—c —OH
R Jn

Figura 1.3: Estrutura quimica de um aminoécido genérico [87].

Arnold Neumaier publicou um artigo pioneiro cujo objetivo é descrever e analisar este pro-
blema de predicao da estrutura tridimensional de uma proteina a partir de sua dada sequéncia
de aminoacidos, o qual foi chamado de Protein Folding Problem. Suas dificuldades sao explora-
das por Neumaier, bem como as formulagbes matematicas, seus métodos, suas deficiéncias e sua
estabilidade numérica [75]. Tal problema ¢é definido, literalmente, como “a tarefa de entender e
predizer como a informacao codificada na sequéncia de aminoacidos das proteinas, no momento de
sua formacao, traduz isto em uma estrutura tridimensional para a proteina ativa biologicamente.”

Figura 1.4: Os bioquimicos americanos Linus Pauling e Robert Corey [74].

Para estudar melhor uma estrutura molecular tridimensional, define-se como uma Conforma-
¢ao de uma molécula a disposigao de seus dtomos no espago 3D [74]. E, como a estrutura de uma
proteina possui centenas de ligacoes covalentes, podem haver muitas rotagoes livres ao redor delas.
Assim, existem proteinas que podem assumir uma grande gama de conformagoes distintas [74].
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Entretanto, cada proteina possui propriedades e func¢oes estruturais e quimicas tao especificas
que fica fortemente sugerido a existéncia de apenas (e tdo somente) uma estrutura tridimensional
protéica, dentre todas as possibilidades mencionadas acima [74].

Portanto, é possivel notar que as ligacoes covalentes entre &tomos de uma proteina sao de real
importancia para o estudo e a determinacao de suas conformagoes quimicamente viaveis.

Os pais do estudo daquilo que entendemos pela estrutura de proteinas hoje-em-dia foram os
bioquimicos americanos Linus Pauling (1901 - 1994) e Robert Corey (1897 - 1971) [74]. Eles proce-
deram um amplo estudo sobre as ligacoes peptidicas em proteinas e descobriram, principalmente,
os dois fatos seguintes:

» dois dtomos de C,, referentes a dois aminoacidos consecutivos sao separados por trés ligacoes
covalentes como

Co—C—-N-C,

e e por sua ligacdo peptidica dupla, as ligacoes C' — N sao rigidas, sem a possibilidade de
rotacionar livremente, o que, portanto, é possivel apenas para as duas ligagoes

N-C,eC,—-C.

No caso de quase todas as proteinas naturais, a cadeia de aminoacidos assume uma conformacao
tridimensional especifica para cada uma, apds ser dobrada e torcida [75, 87]. Esta proteina se
torce no espago de modo a atingir uma forma chamada de Estado de Dobramento [75]. Segundo
Neumaier [75], esta configuragao do estado de dobramento e os grupos ativos quimicamente na
superficie desta proteina retorcida sao quem determinam suas fungoes bioldgicas.

Algumas questoes aparecem, no entanto, mostrando a urgéncia de diferenciacoes entre as pro-
teinas, como: o que faz de uma proteina um hormoénio? Ou uma enzima? Ou ainda uma proteina
estrutural? Ou, como mais um exemplo, um anticorpo? Estas diferenciacoes passam, imprescin-
divelmente pela discussao de suas propriedades estruturais [74].

Além disso, tal estrutura tridimensional possuem alguns padroes. De modo a facilitar o estudo
e a determinacao das estruturas protéicas, observando tal regularidade, criou-se quatro subdivisoes
estruturais para elas. Ou seja, de uma certa forma, estabeleceu-se uma hierarquia conceitual a fim
de classificd-las [74, 75, 15, 87]. Adiante, comentamos brevemente sobre esta classificagio.

1.2.1 Estrutura Primaria

A Estrutura Primaria de uma proteina consiste em uma descri¢ao de todas as ligacoes cova-
lentes que ligam os aminoacidos dessa molécula (mostrando a relevancia das ligagoes peptidicas).

A parte principal desta primeira estrutura é composta pela sequéncia ordenada dos residuos
R; da cadeia de aminoécidos que formam a proteina [75, 87]. De fato, isso basta para diferenciar
as proteinas em uma primira instancia, ja que os aminoacidos possuem quase que uma mesma
estrutura atomica, apenas diferindo de um para o outro por seus residuos.



Esta estrutura elimina ambiguidades e determina suas propriedades quimicas e bioldgicas, co-
dificadas pela sequéncia de aminoacidos. Além disso, ela aponta indiretamente para as estruturas
dos préximos niveis da proteina. Este é o passo mais basico nesta determinagao [15].

Como uma aplicagao, as técnicas de sequenciamento de proteinas sao necessarias para entender
as modificagbes que ocorrem a uma cadeia polipeptidica depois de ser gerada a partir de sua
sequéncia genética [15].

1.2.2 Estrutura Secundaria

A Estrutura Secundaria refere-se a uma seccao arbitraria da cadeia polipeptidica a fim de
descrever o arranjo espacial dos dtomos da chamada Cadeia Principal (a ser definida e melhor
estudada a posteriori), sem preocupar-se com os outros segmentos ou com as cadeias laterais [74].

Alguns exemplos dessa classe sao mencionados como segue.

(i) Uma « - hélice é definida pelos a&tomos de uma parte da sequéncia de aminoacidos em forma
de hélice, que se retorce em torno de um eixo longitudinal imaginario em seu centro de modo
que os residuos R formam uma saliéncia em sua parte exterior [74, 75, 87]. Esta nomenclatura
foi definida também por Pauling e Corey, motivados pelos resultados experimentais pioneiros
de W. Astbury que submeteu proteinas como a queratina a raios-x. Estas hélices se contorcem
de acordo com a Regra da Mao-Direita. Além disso, este tipo de conformacao é mais comum,
pois faz uso otimizado das ligagdes internas de hidrogénio [74].

A Figura 1.5 representa esta subestrutura de uma proteina por diferentes angulos de visao.

Amino terminus

[ @ Carbon
O Hydrogen
@ Oxygen
@ Nitrogen
@R group

4A

5.
(3.6 residues)

(a) Carboxyl terminus (b) (c)

Figura 1.5: Figura representando uma alfa-hélice, extraida de Nelson et al. [74].

(ii) Uma fp-folha é uma estrutura que também foi identificada por Pauling e Corey, em 1951,
classificada como uma [ - conformacao [74]. E mais longa e extensa do que as hélices e
foi confirmada por andlises de raios-x. Ao invés de ser organizada como uma hélice, esta
conformacao realiza um zigue-zague na cadeia polipeptidica e a uniao dessas cadeias zigueza-
gueantes se parecem com pregas. Ao invés de apontar na mesma dire¢do, os grupos residuais
da cadeia lateral alternam nos aminodcidos adjacentes, apontando em dire¢oes opostas [74].

6



A Figura 1.6 representa esta subestrutura por dois angulos de visdo diferentes e em duas
subclasses chamadas de Antiparalela e Paralela [74].

(b) Parallel

(a) Antiparallel
Top view

Top view

o A \ = \
Im
\./'\. ’

8

Side view (o] © ®

Figura 1.6: As duas formas de §-folhas: antiparalela e paralela, extraidas de [74].

1.2.3 Estrutura Terciaria

A Estrutura Terciaria consiste no arranjo tridimensional de todos os &tomos em uma proteina
[74]. Em comparacao com as outras duas estruturas anteriores, esta se concentra na proteina como
um todo, como no modo como a proteina toda se desdobra e retorce no espacgo tridimensional, e
nao em propriedades locais, como a determinacao de a-hélices. Assim, ela mapeia o modo como
aminoacidos de partes distantes da molécula se aproximam no espaco, mesmo nao sendo adjacentes.
A Figura 1.7 representa a estrutura terciaria da Mioglobina, encontrada no esperma de baleias [74].

Figura 1.7: Estrutura terciaria da Mioglobina, proteina do esperma de baleias, extraida de [74].



1.2.4 Estrutura Quaternaria

Por fim, a Estrutura Quaternaria de uma proteina se refere ao arranjo tridimensional de sub-
estruturas independentes de proteina, ou seja, que nao sejam interligadas mas pertencam a mesma
molécula [74, 87]. E o padréo no qual estas estruturas cristalizam-se, que néo é tao interessante
do ponto de vista bioldgico [75]. Um exemplo é o Complexo gup - ssdna, visto na Figura 1.8.

' § D |

. e

- 5

¢( 1 J‘J
| %

.)

A\

- l

Figura 1.8: Complexo gup - ssdna, extraida de [87].

1.2.5 Comparacao das Estruturas

A Figura 1.9 permite a comparacao entre essas quatro classes. Neumaier ([75], p.4) diz da
avidez em que os bioquimicos desejavam entender como o estado de dobramento de uma pro-
teina (estrutura terciaria) se originava a partir da sequéncia de residuos dos aminodcidos em um
polipeptideo (estrutura primdria), revelando uma relagao entre essas segoes.

Primary
structure Quaternary

structure

Secondary Tertiary
structure structure

Amino acid Polypeptide chain Assembled subunits
residues y

Figura 1.9: Comparacao das quatro estruturas, extraida de [74].

1.3 A Cadeia Principal de uma proteina

1.3.1 Definicao e propriedades intrinsecas

Neste trabalho, nos interessa, apenas, uma subestrutura da proteina chamada de Cadeia Prin-
cipal, a qual possui uma geometria rica e tem sido estudada recentemente por matematicos. Nesta
secao, estudaremos sua geometria local, motivagao para o estudo posterior.

A cadeia principal de uma proteina é composta por uma sequéncia repetida de trés atomos
centrais, provenientes de cada um dos aminoacidos, ligados covalentemente:



e um atomo de nitrogénio N, proveniente de uma molécula de amido;

e o0 chamado carbono-alfa C'* e
o carbono C, oriundo de uma carbonila [15].
Ap6s a jungdo dos aminoacidos, como na Figura 1.10, esta cadeia é definida pela sequéncia

—~—N-C*-C-N-C*-—C—-N—...

residue residue

\
R s1de chain

. —0 —n

|
C |
|
H

=)

amide grmfp

/

|
Y

side chain

H—...

/

peptide bond

| ‘ ‘

boxyl group
i \O f
L 000000

peptide unit

H
|
C o
|
R

I

Figura 1.10: A juncao de aminodcidos com a formacgao da cadeia principal em destaque [75].

Ela funciona como a espinha dorsal da proteina (em inglés Backbone, uma tradugao literal).

Os comprimentos das ligagoes peptidicas e dos angulos entre as ligacoes sao fixos, na média,
a menos de erro de medigao. Diz-se, entao, que estes sao dados a priori. Ramachandran et al.
fizeram um estudo sobre a geometria média das proteinas a partir de dados cristalograficos [82].

A Figura 1.11, extraida do artigo original, traz informacoes sobre esses tipos de dados, que se
repetem nos pedagos da cadeia polimérica.

o -
o
122k ook
\ @6956 fre- f]
©-06) 156 195/[t18-47
- N 1(21 1° (1-6) [1 7' 18.2°
e 13) t7)
:0331? 123 2 u 1)
403k 145A (1-6)
tc-on {o-on
O
© (@) cy

Figura 1.11: Ambas figuras representam o cerne de um aminodcido, explicitando, na média, os
comprimentos de ligagoes peptidicas e angulos entre elas, extraidas de [82].

Creighton também discorre sobre esses valores médios para as distancias entre &tomos na cadeia
principal e os angulos de ligagoes, como na Figura 1.12 [15].



Figura 1.12: Segundo Creighton, apds observagao dos atomos entre dois carbonos-alfa em pequenas
cadeias peptidicas, cristalograficamente, obtiveram as seguintes dimensoes [15].

1.3.2 Geometria Local

Neumaier [75] traz defini¢bes geométricas dos itens concernentes a conformagoes de proteinas.

Considerando uma ordenagao dos atomos na cadeia principal (que existe e é dada pelos angulos
de torc¢ao, como veremos a posteriori), define-se matematicamente a posi¢ao do i-ésimo atomo da
cadeia principal no espaco Euclidiano R? como o Vetor de Coordenadas

Ti1
Ty = |Ti2
T3

Esta definigao é amplamente usada, como se pode ver em estudos como [75, 24, 54].
Dessa forma, tomando dois d4tomos i e j, cujas posigoes respectivas em R? sdo z; e x;, unidos
por uma ligacao, define-se o Vetor de Ligacao associado a i e j como

Tij = Tj — Ti,

cujo comprimento ¢ dado pela equagao ||r;;|| = /(ri;, 7ij), utilizando a norma Euclidiana [|-|| [75].

Como ja mencionado, esses comprimentos de ligacao 7,41 sao dados a priori. Além disso,

dados trés atomos consecutivos i, j e k (nesta ordem da cadeia principal), define-se o Angulo de
Ligacao 0 < 0, < 7 entre os vetores r;; e 7j;, calculado a partir das expressoes

cos(Oy,) = gy k) e sen(fy) = M,

(il 7l il 7l

sendo que X ¢ o produto vetorial usual de R? [75, 87].

X
Tk

Oik

Lj

Figura 1.13: Representacao de 7;; e rj; e de 0;;, para os &tomos consecutivos i, j e k.
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Angulos de torgio

Geometricamente, os trabalhos de Pauling e Corey mostraram que os atomos da cadeia principal
de uma proteina podem ser representados a partir de uma série de planos rigidos consecutivos,
encaixados e ordenados, segundo a ordem implicita existente nos aminodacidos, de modo que dois
planos consecutivos possuem intersec¢ao apenas em um ponto relativo a um atomo de C [74].
Matematicamente, é bem sabido, da Geometria Euclideana, que trés pontos no espaco determinam,
unicamente, um subconjunto de pontos referente a um plano. Assim, aplicando a cadeia principal
de uma proteina, cada conjunto { NN, C*, C'} estabelece um plano rigido no espago e o carbono alfa
como o unico ponto que da liberdade de rotacao rigida para eles. Esta rigidez das liga¢des nos
planos limitam o nimero de conformagoes possiveis para esta proteina [74].

A partir destes resultados, definiu-se trés Angulos chamados de Angulos Diedrais (ou Angulos
de torcao), representados pelas letras gregas ¢,1 e w. Cada um desses trés tipos de angulos
diedrais representam as rotagoes possiveis ao redor das trés ligacoes peptidicas que fornecem graus
de liberdade [74]. Define-se um angulo diedral como o dngulo dado pela interse¢do de dois planos
em R3. Tais planos sao definidos, a partir dos vetores de ligacao, da seguinte forma:

i) dois vetores de ligacao consecutivos, definidos na cadeia principal de um polipeptideo, (que
gag
possuam, desta maneira, um dtomo de interseccao) definem um plano em R? e

(ii) trés vetores de ligagao consecutivos, definidos na mesma cadeia principal, definem dois planos
0s quais possuem uma ligacdo em comum (a ligacdo central).

Assim, trés vetores de ligacao consecutivos induzem a existéncia do angulo de torc¢ao entre os dois
planos formados por eles [74]. A Figura 1.14 ilustra a formagao geométrica desse dngulo.

Figura 1.14: Duas imagens ilustram o angulo diedral. A primeira a partir de trés ligagoes conse-
cutivas e a segunda a partir do dngulo entre dois planos com um vetor em comum [74, 87].

Procedemos, agora, com uma descrigdo detalhada sobre esses angulos, a partir de [74, 75, 87].
Os que nos interessam, em um polipeptideo, sdo os angulos diedrais definidos por trés vetores de
ligacdo consecutivos, referentes a quatro atomos consecutivos da cadeia principal. Os principais
sao dados pelas letras gregas ¢, e w e definidos como segue.

(1) ¢ envolve as ligagoes entre os quatro atomos consecutivos C' — N — C* — C', de modo que a
rotacao se d4 em torno da ligacao N — C'°.

(2) 1 é definido pelas ligagoes entre os quatro d&tomos N — C* — C' — N, onde a variagao deste
angulo é dada pela rotagdo em torno de C'* — C.
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(3) Por fim, w envolve as ligagdoes C* — C — N — C?, cuja ligacdo central é peptidica, ou seja, a
rotacao em torno dela ¢é restrita. Ele nem sempre ¢ considerado em razao dessa rigidez.

A Figura 1.15 representa os trés angulos de torcao supracitados na cadeia principal.

AN o \ /
N—C H
/ N, e S
cC —N
/ peplide \‘13 7 /
0 bond c — ¢

RN
H

H

R

Figura 1.15: Representagao dos dngulos diedrais em uma cadeia, extraida de [75].

Nelson et al. [74] também traz uma representagiao dos angulos diedrais na Figura 1.16.

Carboxyl
terminus

terminus

f—

. N-Cy Ca€C CN
Figura 1.16: Representagao dos angulos diedrais com os comprimentos de ligagao, extraida [74].
Matematicamente, esses sao dados como o angulo entre os vetores normais aos planos respecti-

vos [75]. Logo, como em [75], seja w € [—7, 7| 0 angulo diedral formado pelos planos determinados,
respectivamente, pelos atomos consecutivos i, j, k e j, k,[. Ele pode ser calculado a partir de

(rp X Tij77“jk> HerH
rij < il lIre X rall

cos(w) = {rig X T, Tyt X 1) e sen(w)=
735 X 7l 70 X o]

O sinal de w é dado por (1 X715, 7;%). Além disso, se temos um conjunto completo de comprimentos
de ligagoes, dngulos de ligagoes e diedrais, entdo a geometria proteica é sobredeterminada [75, 87].

1.4 Dados de Distancias

Os dados de distancias, utilizados para reconstruir estruturas de proteinas, sdo obtidos atra-

vés de processos fisicos e quimicos. Nesta secdo, trataremos do mais comum: a Ressonincia
Magnética Nuclear (RMN).
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1.4.1 Ressonancia Magnética Nuclear

A RMN é um processo fisico ao qual as macromoléculas, como as proteinas, sao submetidas
com o objetivo de se extrair suas propriedades estruturais. E uma manifestacio do momento
angular do spin do ntucleo de alguns is6topos, como Hidrogénio - 1, Carbono - 13, Nitrogénio - 15,
Flior - 19 e o Fésforo - 31 [74]. Em sua maioria, a RMN observa a estrutura dos hidrogénios e,
ainda assim, para alguns grupos peptidicos, tais atomos s6 sao detectados quando em meio com
pH ligeiramente mais acido, onde ndo ha tanta troca desses atomos com o solvente aquoso [15].

As seguintes informacoes estao em [74]. Na RMN Unidirecional, um pulso de energia eletro-
magnética, com radio-frequéncia adequada ¢é aplicado por um angulo correto aos niicleos alinhados
no campo magnético. Certa energia é absorvida de modo a alternar os ntcleos a um estado de
alta-energia, onde o espectro de absor¢ao resultante contém informagoes sobre suas identidades e
o ambiente em que se encontram. As amostras sdo submetidas a diversas aplicacoes para o calculo
de uma média, gerando um espectro como na Figura 1.17.

O Hidrogénio (H) é um elemento de especial importancia para a RMN, por sua alta sensibilidade
e abundancia na natureza [74]. Apesar disso, o espectro dele via RMN unidirecional pode ter
analise complicada. Esta determinacgao para proteinas tornou-se de mais facil manipulagao com a
criacao da RMN bi-direcional, cujo espectro é ilustrado na Figura 1.17. Assim é possivel medir o
acoplamento de spins nucleares dependentemente da distancia para atomos proximos espacialmente
[74]. Isto é, pode-se estabelecer uma rede de distancias entre pares de dtomos préximos [87]. Isto
chama-se Efeito Overhauser Nuclear (NOE) [74, 87]. Segundo [87], este ¢ o nome dado a
transferéncia de polarizacao de spins entre populacoes de atomos. Tais transferéncias geram picos
no espectro de RMN. Os sinais NOE dao informagoes sobre alguns atomos e, para que facam
sentido e sejam tteis, é necessario identificar quais deles geram tais sinais, o que torna a tarefa de
estabelecer uma estrutura tridimensional a partir de RMN bi-direcional algo trabalhoso [74]. A
sequéncia de aminoacidos da proteina também é um importante fator da determinacdo da mesma.

.0 0o -20

2

4.0

6.0

TH chemical shift (ppm)

8.0

I L 1 1 L I I !
10.0 8.0 6.0 4.0 2.0 0.0 -2.0 AT E YT

10.0 8.0 6.0 4.0 2.0 a0 =20
1I_I chemical shift (ppm) ) 'H chemical shill (ppm)

10.0

Figura 1.17: Exemplos dos espectros de RMN uni e bi-direcional, extraido de [74].

Para compor a estrutura tridimensional, une-se os dados de distancias a restrigoes geométricas,
como quiralidade, raios van der Waals e comprimentos e angulos de ligacao, que sao processados
em computadores gerando uma familia de conformagoes possiveis pelos sinais NOE [74].
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Considere a proteina Globina, encontrada em vermes de sangue marinho, parente da Mioglo-
bina, proveniente de esperma de baleias, cuja funcao é transportar oxigénio. Os dados de RMN
uni e bi-direcionais, fornecidos na Figura 1.17, referem-se a ela. A diagonal no espectro de um
experimento de RMN bi-direcional corresponde ao espectro da RMN uni-direcional. Os dados bi-
direcionais permitem encontrar a familia de possiveis conformagoes para a globina, dada na Figura
1.18 [74]. Na prética, os sinais NOE sao detectados para atomos de hidrogénio que nao estejam
mais distantes um do outro do que 5 angstrons, ou para alguns, até 6 angstrons [15, 87].

Como visto anteriormente, os valores de distancias entre atomos e alguns angulos de ligacao
e diedrais sao conhecidos, na média, determinando uma aproximacao da geometria local de ami-
noacidos e partes das proteinas, como a cadeia principal. Entretanto, como a proteina possui uma
conformacao que se dobra no espago, a RMN é capaz de detectar distancias entre atomos de hi-
drogénio que estejam consideravelmente “distantes” na molécula no sentido da ordem dos atomos
na cadeia polipeptidica [87, 77]. Isto é representado na Figura 1.19.

Figura 1.18: Familia de conformagdes possiveis Figura 1.19: Atomos de Hidrogénio pertencentes
para a proteina Globina, presente em vermes de a aminodcidos distantes na cadeia principal de
sangue marinho, cuja funcao é transportar dto- uma proteina podem ter sua distdncia calculada
mos de oxigénio, extraido de [74]. pelo dobramento da molécula, extraido de [77].

1.5 Roteiro da Tese

Com a motivacao do estudo da conformacao de proteinas para encontrar sua estrutura no espago
Euclidiano de trés dimensoes, dada a sua importancia para entender as func¢oes biolégicas das
mesmas, como vimos na Introducao deste trabalho, desenvolveu-se um problema inverso chamado
Discretizable Molecular Distance Geometry Problem (DMDGP) a fim de modelar a busca por tais
conformagoes. Este é o objeto principal do Capitulo 2. Ele aparece como uma particularizacao
de um problema chamado Distance Geometry Problem (DGP) e é estudado sob o olhar da Teoria
de Grafos. Ainda neste capitulo, analisamos a estrutura do principal método que resolve este
problema, o algoritmo Branch & Prune (BP).

14



Ja no Capitulo 3, exploramos os conceitos de simetrias que aparecem na estrutura DMDGP.
Esta serd uma ferramenta de vital importancia das contribui¢oes originais desta tese. Devido a
esta relevancia, tal assunto passou a compor um capitulo proéprio.

Por fim, o Capitulo 4 é a parte principal deste trabalho. Como o problema que deseja-se resolver
ja esta estabelecido e as principais ferramentas ja foram apresentadas, ele inicia com as motiva-
¢oes que nos conduziram ao objetivo deste estudo: possibilitar a definicdo de uma estratégia (ou
estratégias), usando o paradigma Dividir-e-Conquistar (D&C), para melhorar o uso do algoritmo
BP na resolucao do DMDGP. Isto é feito em trés frentes, baseado no paradigma D&C:

(1) Dividir uma instancia DMDGP usando os vértices de simetria, a fim de englobar as infacti-
bilidades nas sub-instancias,

(2) Congquistar cada sub-instancia, utilizando o que chamamos de gaps, e
(3) Combinar as solugoes para cada “pedago” utilizando rotagoes de Quatérnios.

Os resultados computacionais trazem resultados promissores no sentido de indicar uma melhora
com o uso dessa estratégia, possibilitando o estabelecimento de trabalhos futuros e colaboragoes a
fim de melhorar ainda mais (Conclusao).

Ainda ha quatro apéndices para consulta sobre temas adjacentes. O primeiro traz um breve
comentario sobre ordens em grafos, utilizada na defini¢do de instancias DMDGP, o segundo traz um
survey sobre a definicdo de matrizes de rotagdo arbitrarias usando a Formula de Olinde Rodrigues,
o terceiro traz um resumo sobre a Algebra dos Quatérnios e Rotacoes e, por fim, o quarto apéndice
traz um breve resumo sobre o paradigma Dividir e Conquistar..
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Capitulo 2

Discretizable Molecular Distance
Geometry Problem

Neste capitulo, estudaremos uma classe de problemas geométricos baseados na busca pelas
conformacoes factiveis de determinadas estruturas de pontos em R3. Esta determinacao deve ser
realizada a partir da utilizacao de dados de distancias que estiverem disponiveis entre os pontos
da estrutura que representem os atomos neste espaco.

O objeto principal desse estudo, na pratica, é a determinacao de conformagoes para Proteinas
(estruturas), as quais foram tratadas no capitulo introdutério desta tese, onde os pontos conside-
rados devem ser os lugares geométricos factiveis com os “niicleos” dos atomos.

Para isso, devemos analisar a histéria, a evolucao, os fundamentos e os principais resultados de
uma série de problemas estritamente geométricos, baseados nos valores de distancias entre pontos,
o que vem sendo ampla e progressivamente estudado ao longo dos tltimos anos [57].

Delinearemos um esbogo da progressao deste capitulo. Inicialmente, faremos uma introducao
com o chamado Distance Geometry Problem (DGP) - ou, em uma traducao a Lingua Portuguesa,
Problema de Geometria de Distancias - que consiste no problema em sua roupagem mais geral,
cujos pontos podem representar quaisquer objetos.

A seguir, considera-se a posicdo do nicleo de um atomo de uma certa molécula como um
ponto no espago e, assim, torna-se possivel aplicar o DGP a estruturas moleculares de forma mais
geral [19, 57]. Esta aplicacdo permitiu a defini¢gdo de uma sub-classe de problemas do DGP, a
qual deu-se o nome de Molecular Distance Geometry Problem (MDGP) - ou, traduzido também, o
Problema de Geometria de Distancias Moleculares. Veremos que este é um problema de otimizagao
global continua cujo espago de busca por solugoes é continuo (ndo-enumeravel) para o qual existem
alguns métodos de solugao descritos na literatura. Entretanto, nao usaremos esta abordagem do
problema, mas o modelo que langa mao da Teoria de Grafos.

Por fim, com o objetivo de modelar estruturas geométricas espaciais de Proteinas, restringiu-se
as instancias do MDGP a um subconjunto especial que goza de certas propriedades adicionais.
Este sub-problema deu lugar a um novo problema chamado de Discretizable Molecular Distance
Geometry Problem (DMDGP) - ou Problema Discretizavel de Geometria de Distancias Moleculares.
Este nome origina-se no fato de que o espago de busca pelas solugdes deste problema é discreto e
finito, como veremos com mais detalhe mais adiante.
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O DMDGP ¢é o problema que ocupa posicao central no estudo apresentado neste trabalho.
Para resolvé-lo, existe um mecanismo de solugao na literatura, chamado de Algoritmo Branch &
Prune (BP), cujos detalhes serao descritos no final deste capitulo. Em resumo, este é um algoritmo
robusto que realiza uma busca (que, de certa maneira, segue uma determinada orientagao) pelo
conjunto discreto de solugbes de um DMDGP. A mais importante distingdo entre ele e outros
métodos da literatura é que este é capaz de encontrar, de forma razoavelmente rapida, todas as
solugbes factiveis, enquanto que os outros encontram apenas uma [56].

Além disso, descobriu-se a existéncia de relagoes de simetria em vértices dessas estruturas.
Dessa forma, prova-se que basta que o Branch & Prune encontre apenas uma solugao e todas as
outras podem ser determinadas através de reflexdes parciais. Com isso, a busca que ele realiza
por solugoes torna-se ainda mais robusta, pois necessita de um espago menor para a exploracao.
Utilizaremos este fato também neste trabalho.

Enfim, a missao deste trabalho é desmembrar um DMDGP em sub-problemas DMDGP meno-
res, resolvé-los usando o Branch € Prune e, entdo, unir as solugoes dos subproblemas usando uma
estratégia também eficiente através de transformagodes Euclidianas. Com isso, é possivel ganhar
em tempo de computacao, além de criar uma estrutura para que, no futuro, essa determinacao
seja feita com o uso de computacao em paralelo.

2.1 Distance Geometry Problem

2.1.1 Definicao e Aplicacoes

A historia e os conceitos apresentados nesta secao se baseiam, em sua maioria, em um survey
elaborado por Leo Liberti e colaboradores [57] e recém publicado pela STAM Review.

Em 1928, o matemaético austriaco Karl Menger (1902 - 1985), filho do renomado economista
Carl Menger, publicou um artigo no periédico Mathematische Annalen sob o titulo Untersuchungen
tber allgemeine Metrik que, traduzido literalmente ao Portugués, significa “Estudos sobre a métrica
geral”. Neste estudo, Menger traz a luz uma caracterizacao de diversos conceitos geométricos em
termos de valores de distancias entre pontos em espacos Euclidianos, tais como congruéncia e
convexidade de conjuntos [65, 57]. Assim como Menger, o britanico Arthur Cayley (1821 - 1895)
também investigou problemas neste sentido. E, foi partindo dos trabalhos de Menger e Cayley
supracitados que o matematico americano Leonard Mascot Blumenthal (1901 - 1984) deu inicio a
uma nova area de investigacdo da Ciéncia sob o nome de Distance Geometry (DG) [57], com
a publicacao de seu livro Theory and Applications of Distance Geometry em 1953 [8]. Para ele,
o problema mais importante nesta area era o chamado “Problema do Subconjunto” (ou Subset
Problem, originalmente) que consistia em encontrar condigdes necessarias e suficientes a fim de
decidir se uma matriz simétrica era, de fato, uma matriz cujos valores representam distancias
entre pontos [57]. Na direcao de encontrar solugdes para este problema, uniu-se resultados dos
trabalhos de Cayley [11] e Menger [64], culminando em condigdes para solu¢ao que dependem de
uma ferramenta chamada Determinante de Cayley - Menger [57].

Contemporaneo a Menger, Schoenberg [86], em 1935, descobriu uma relagao entre este problema
e as formas bilineares, a partir de uma caracterizagao alternativa [87].
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Blumenthal definiu este problema como segue:

“Quando temos como dado um conjunto de distancias entre pares de pontos,
a geometria das distancias pode dar uma dica para encontrar um conjunto de
coordenadas correto para pontos no espagco Euclideano tridimensional, satisfa-
zendo as restricoes de distancias dadas.”

(Blumenthal, 1953, [8])

Mas, foi em um artigo de Yemini, em 1978, que a primeira referéncia explicita sobre o conceito
contemporaneo do DGP foi dada. Neste, o autor referiu-se a ele como Problema de Posicionamento
e a seguinte definicao foi fornecida:

“O Problema de Posicionamento surge quando é necessdrio localizar um con-
junto de objetos geograficamente distribuidos usando medidas de distancias en-
tre alguns pares de objetos. ”

(Yechiam Yemini, 1978, [96])

No ano seguinte, Yemini publicou outro artigo flexibilizando esta definigdo por considerar dados de
distancias esparsas, isto é, levando em conta algumas distancias entre pares de objetos. Com este
conjunto esparso de distancias, introduziu-se o que se chamou de Problema Posi¢do - Localizagdo,
para o qual deseja-se calcular a localizagdo de todos os objetos no espaco geografico no qual
estao inseridos [95, 57]. Além disso, faz uma anélise de complexidade computacional para alguns
problemas de rigidez em grafos no mesmo trabalho [57].

Figura 2.1: O austriaco Karl Menger (1902 - 1985), a esquerda, e o britanico Arthur Cayley, a
direita, extraido de www.wikipedia.com.
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Nesse interim, J. Saxe publicou um trabalho lidando com os mesmos aspectos [83], também em
1979, onde chama o DGP de “K - Embeddability Problem”. Neste, ele mostrou que:

e para K =1, este problema é NP - Completo e
o para K > 1, em geral, ele é NP - Dificil [57].
Como um resumo desta nova area do conhecimento, Havel declara que:

“Geometria de Distancias ¢ uma metodologia geral que formula problemas de
conformacao em termos de restrigoes de distancia e quiralidade”.

(Timothy Havel, 1995, [38])

Assim, o problema fundamental de GD pode ser caracterizado através da Teoria de Grafos, uma
moderna caracterizacao elaborada por Liberti et al [57].

Distance Geometry Problem (DGP). Dado K € Z, e um grafo simples e nao-
direcionado G = (V, E) cujas arestas sdo ponderadas pelos valores da fungdo nao-negativa
d: E — R, encontre imersoes x : V — RE tais que

V{u,v} € B, ||zy — || = dyp. (2.1.1)

Para simplificar a notagao, tem-se que z, = z(u), z, = x(v) e os valores das distdncias sao
representados por d,, = d({u,v}), os quais sdo calculados usando a distdncia proveniente da
norma Euclidiana usual ||-]|.

Em resumo, resolver um DGP é associar cada vértice de G' a um ponto em R¥ de modo que
se satisfacam, simultaneamente, as Equagoes (2.1.1). Ou seja, deseja-se encontrar imersoes de G
neste espago de modo a preservar suas caracteristicas métricas [57, 52].

Cada imersao x que satisfaz tais condigbes do DGP acima ¢ chamada de Realizagao da
instancia G em R¥. Vamos denotar o conjunto de todas solu¢des de um DGP como S.

E facil ver que qualquer realizacdo de uma instancia G do DGP em R¥ pode ser transformada,
em outra realizacio distinta em R a partir de uma combinacio de rotagoes e translagdes [52].
Com isso, pode-se afirmar que o niimero de realizacoes de uma instancia é infinito nao-enumeravel.
Se as solugoes que puderem ser encontradas dessa maneira forem desconsideradas, procedimento
a ser adotado neste trabalho a partir de agora, o conjunto S pode ser:

e Vagzio;
» Finito;
o Infinito Nao-Enumeréavel.

Desconsiderar essas estruturas determinadas por rotagoes e translacoes significa fixar unicamente
o sistema de coordenadas para o espaco a fim de representar as realizacoes “diferentes”, que
preservem as propriedades métricas.

Agora, considere dois casos sobre a cardinalidade de uma instancia.
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(i) Se G possui dois vértices u e v e E = {{u,v}}, entdo existe uma unica realizacao para Gj

(ii) J&, se G possui trés vértices u, v e r e E = {{u,v},{u,r},{v,r}}, entdo o nimero de
realizagoes dependera de que os pesos das arestas satisfacam as desigualdades triangulares
entre eles, as quais sao dadas por

d'UﬂJ S d'LLT + d'U’f’)
Qo < dyp+dor e (2.1.2)
d’U’/’ S duv _l_ dur-

Se elas forem satisfeitas, o nimero de realizagoes ¢é finito. Caso contrario, nao existem
realizagoes para o DGP. Portanto, a desigualdade triangular é uma importante restricao
para caracterizar a existéncia ou nao de solugoes.

Abaixo, seguem alguns exemplos de instancias G = (V, E,d) do DGP em R2.

Exemplo 2.1.1 (S é vazio). Tomando V = {u,v,r} e E = {{u,v},{v,r},{u,r}}, onde dy, =
dy. =1 e d, = 3, temos que a desigualdade triangular é violada por

3= du > dyp + dor = 2. (2.1.3)

Logo, nao existem pontos que satisfazem esse triangulo no plano. Por isso, ndo é possivel deter-
minar uma realizagao x = (x,, ., ¥,) para G em R? ou seja, o conjunto-solugao X é vazio.

Exemplo 2.1.2 (S ¢é finito). Considere V' = {u,v,r} e E = {{u,v}, {v,r}, {u,r}}, onde d,, = 4,
dyr = 5 e dy, = 3. E facil ver que é possivel tomar ao menos um tridngulo que satisfaca essas
restricoes de distancias no plano. Na verdade, existem dois triangulos cujos vértices sao solugoes
desse DGP. Basta considerar a aresta {u,v} como o eixo de simetria de dois tridngulos, fixando
uma unica posi¢ao para os vértices u e v, permitindo que r possa ser posicionado em duas posigcoes
simétricas em relagao a aresta citada. Tais solugdes podem ser observadas como na Figura 2.2.

Figura 2.2: Duas solugbes sao possiveis para esse DGP, as quais sao simétricas em relagao ao
segmento dado pelas posicoes dos vértices u e v.

Uma mudanga simples no conjunto E pode alterar extremamente a cardinalidade do conjunto-
solugao S, como vemos na comparacao entre o Exemplo 2.1.2 anterior e o Exemplo 2.1.3 seguinte.

Exemplo 2.1.3. Sejam V = {u,v,7} e E = {{u,v},{v,r}}, onde as distancias associadas as
arestas sao dadas por dy, = 4 e d,, = 5. Fixando as posi¢des de u e v unicamente (a fim de
eliminar as rotagoes e translagdes), a quantidade de posigoes possiveis para o vértice r é infinito
nao-enumeravel, ja que qualquer ponto no circulo de centro na posi¢ao do vértice v e de raio igual
a 5 ¢ uma posicao possivel. Isso pode ser visualizado na Figura 2.3. Portanto, ao retirar uma
aresta de F/, o DGP deixa de ter duas solugoes e passa a ter infinitas solugoes.
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Figura 2.3: Infinitas (ndo-enumeravel) solucoes sao possiveis para esse DGP, as quais estdo em um
circulo com centro na posi¢ao de v e raio igual a 5.

De acordo com [5], é impossivel obter um conjunto-solugdo para um DGP que seja infinito-
enumeravel. Nao ha uma maneira simples de se demonstrar esse fato, mas usando ferramentas de
Geometria Algébrica [52].

Ainda que utilizamos a Teoria de Grafos para estudar este problema neste trabalho, a aborda-
gem cléssica para um DGP é dada como um problema de Otimizagao Global continua [52], como
veremos a seguir. Sabe-se que encontrar uma solugdo para o conjunto de equagoes nao-lineares
(2.1.1) que definem o DGP envolve severas dificuldades numéricas. Mesmo para instdncias pe-
quenas com menos do que dez vértices, o sistema nao consegue ser resolvido computacionalmente
[57].

Uma abordagem alternativa que se encontrou foi lancar mao de Programagao Matemaética (PM)
[57]. Como motivagao, considere o seguinte exemplo proposto e analisado em Lavor et al [52]. Seja
G = (V, E,d) uma instancia DGP para K = 2 onde V' = {u,v,s} e £ = {{u,v},{v,s}} cujo
sistema nao-linear dado por (2.1.1) associado é

qu o ‘CEUH - duv
{ @y — ]| = duw (2.1.4)

Elevando essas duas equacgoes ao quadrado, temos

(T, = T0,)? + (T, — 70,)2 = 2,
{ (Toy — T6,)? + (00, — 7,) = 2, (2.1.5)

Logo, ¢ possivel reescrever este sistema como

(xul - xvl)2 + (QZUQ — ;Ij‘,v2)2 — dl%,v =0
{ (x’vl - ‘rsl)Q + (xUQ - x52)2 — d’lz)s = 0 (216)
Considerando, entdo, a funcao polinomial de grau 4 f : R® — R, dada por
2
f(xul’ Lugy Loy s Lugs xsuxsz) = ((xul - xm)Q + (xug - 5(7112)2 - d12w) . (217>

2
+ ((xvl - I81)2 + (IW - Isz)z - dzzzs)
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Logo, é facil perceber que uma solugao global (minimizador global) z* € R® do problema de
Otimizacao Nao-Linear
min f(x) (2.1.8)

z€R6

¢ uma solugao para (2.1.6) e, portanto, uma solugao para o DGP (2.1.4), desde que sejam compa-
tiveis com o conjunto de distancias [52].

Portanto, em generalizagdo a este raciocinio, resolver um DGP passa a ser encarado como o
problema de encontrar minimizadores globais € R3* para a funcdo

f@= Y (e -zl ~&,)" (2.1.9)

{u,v}eFE

A esséncia dessa abordagem é entender que o objetivo principal desse programa nao-linear é
minimizar as infactibilidades quadradas de pontos de RX que estejam na variedade M, definida
pelo lugar-geométrico dos pontos que satisfazem as Equagoes (2.1.1) [57].

Observe, também, que esse ¢ um problema de Otimizacao Global Continua Nao-Linear, o qual
é nao-convexo e irrestrito, cuja funcgdo-objetivo é um polinébmio nao-negativo de grau 4 com a
propriedade de que

r€eS < f(x)=0. (2.1.10)

Mesmo que a abordagem descrita acima seja cléssica na teoria e nas aplicacoes de Geometria
de Distancias, ela também possui um inconveniente: a fungao f, dada por (2.1.7), que se quer
minimizar, possui diversos minimos locais, dificultando a determinagdo dos minimos globais (os
menores dos minimos locais) que se deseja encontrar [52]. A situagdo com que se depara neste
problema ¢ representada na Figura 2.4.

f(x)

X

Figura 2.4: Minimos locais e globais, figura extraida de [52].

Essa situacao ainda é complicada pelo fato de que a quantidade de minimos locais cresce
exponencialmente em fun¢ao do tamanho do problema, que é dado pela quantidade de vértices do
grafo associado [52, 57].

Em relagdo a complexidade do problema, ao associar-se um DGP com o problema de Saxe,
mencionado anteriormente, temos o seguinte teorema.
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Teorema 2.1.1 (Lavor [52], Saxe [83]). O DGP ¢ um problema NP-completo, para K = 1, e
NP-dificil, para K = 2.

Portanto, ao que vimos, a esséncia em resolver um DGP é encontrar um conjunto de pontos
em um determinado espaco geométrico que satisfaz todas as restrigdes de distancias entre eles que
sao conhecidas. Assim, a partir da modelagem via Teoria dos Grafos, discutida nesta secdo, esse
problema inverso de estudar a geometria que envolve distancias tem se consolidado e ampliado
a sua abrangéncia, demonstrando grande poder interdisciplinar para resolver questoes e desafios
que residem na intersec¢ao de uma grande gama de Ciéncias puramente tedricas e aplicadas. Os
vértices de uma instancia DGP podem representar corpos celestes, pontos de articula¢oes de robds,
sensores ou antenas, atomos em moléculas e até pessoas em uma rede social, dentre outras possiveis
aplicagoes. Abaixo, segue uma lista com algumas das areas de aplicagoes desse problema.

o Astronomia; o Reconhecimento de Padroes;

» Estatica; e Redes de Computadores;

« Estatistica; « Robdtica;

o Estruturas Geométricas; o Teoria de Codigos;

o Estruturas Moleculares; o Teoria de Grafos;

» Psicologia; o Visualizacao de Dados, dentre outras.

2.1.2 Matrizes de Distancias

Nesta secao, apresentaremos algumas defini¢oes e conceitos que serao de vital importancia para
a visualizacao de alguns aspectos do estudo proposto neste trabalho. Todas as defini¢oes a seguir
sdo baseadas em (Liberti et al., 2014, [57]).

A partir da estrutura matricial para mapear a adjacéncia em grafos (especialmente, no caso de
grafos ponderados), é possivel representar o conjunto de distancias de um DGP através de uma
matriz quadrada simétrica.

Definicao 2.1.1. Uma Matriz de Distancias é uma matriz quadrada D,,, que representa um
espago métrico finito (X, d), onde X = {x1,...,2,}, e que é definida através de

Dyy = dyy = d(xy, xy), para 0 < u,v <n.

Neste caso, os pontos do espago métrico discreto X sao conhecidos e todas as distancias podem
ser calculadas, formando uma matriz completa de distancias. Por outro lado, pode-se estabelecer
o procedimento inverso. Antes, segue uma importante defini¢ao [1].

Definig¢ao 2.1.2. Uma matriz D = (d; ;) € R"*" com elementos ndo-negativos e diagonal nula é
chamada de Pré-Matriz de Distancias (ou Matriz de Dissimilaridade).

Surge, naturalmente, uma questao. Uma pré-matriz de distancias pode representar um espago
métrico discreto? A definicdo abaixo tange este questionamento para o caso Euclidiano.
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Defini¢ao 2.1.3. Uma matriz D, «, é dita ser uma Matriz de Distancias Euclidianas (MDE)
se existe um inteiro K > 0 e um conjunto X = {zy,...,x,} C R¥ tal que para 7,5 < n, temos

Djj = ||lzi — x5 .

De posse desse conceito, pode-se definir um problema de decisdo que funcione a partir de
uma extensao e um completamento das lacunas dessa matriz a fim de que esta seja uma MDE
quadrada, simétrica, completa e tenha a diagonal nula. Este problema ¢é chamado de Fuclidean
Distance Matriz Completion Problem (EDMCP) - ou Problema de Completamento de Matrizes de
Distancias Euclidianas - e é geralmente tratado como um problema de Otimizagao.

Ha uma vasta literatura sobre este assunto e enumeramos algumas dessas referéncias a seguir.
Os trabalhos de Gower [35], Farebrother [27] e Bakonyi et al. [3] fornecem uma perspectiva
tedrica deste problema, bem como algumas de suas propriedades e resultados interessantes. Ja os
trabalhos de Johnson [43], Alfakih et al. [1] e Huang et al. [41] fazem uma conexao entre este tipo
de problema e problemas de Programacao Semidefinida (SDP), o que prové um ferramental ainda
mais poderoso para sua resolucao. Por fim, é possivel encontrar uma descricdo mais completa da
teoria e abordagens de resolu¢do em Laurent [50].

H&a que salientar, adicionalmente, que em varios dos trabalhos citados acima, uma MDE é
definida com seus valores de distancias ao quadrado.

Como descrito em Lavor [54], pode-se estabelecer uma intima ligacdo entre um DGP e um
EDMCP, em se considerando que no primeiro interessa-se em encontrar as posi¢oes dos pontos
e, no segundo, em se encontrar as entradas desconhecidas na matriz de distancias. Os valores de
distancias de um DGP estao em d(FE) e podem ser, respectivamente, armazenados em uma matriz
Euclidiana de distancias D = (d; ), onde d; ; = d({i,j}), se {i,j} € E e d;; = 0, caso contrario,
ou seja, se nao houver informacao de distancia entre os vértices ¢ e j associados.

Neste trabalho, nao estudaremos tais completamentos, mas utilizaremos estas matrizes de dis-
tancias apenas como armazéns dos valores dos comprimentos das arestas de E, utilizando certa
regularidade que existird sob determinadas hipoteses a serem definidas ainda. Portanto, esta se¢ao
também tem objetivo introdutorio.

Antes de prosseguirmos com as particularizagoes e aplicagoes do DGP, considere o seguinte
exemplo para o modo como se define tais MDEs a partir de um DGP.

Seja G = (V, E,d) um grafo ndo-orientado, ponderado e simples com seis vértices tal que

E={{1,2},{1,4}, {1,6},{2,5}, {2,6}, {3,4},{3,5},{4,5}, {5, 6}},

o qual esta representado geometricamente na Figura 2.5.
A matriz de distancias Euclidianas associada a esta instancia do DGP é dada por

0 dl,g 0 d1’4 O d1,6
dio 0 0 0 dos dog
0 0 0 dsq dss O

-
Q
I

dis 0 dss 0 dys 0 (2.1.11)

0 dos dss das 0 dsg
ldig dog O 0 dsg O




Como nosso intuito é apenas o de armazenamento de dados nessas matrizes Euclidianas, vamos
usar a estrutura de simetria para armazenar apenas metade dela. A outra metade é considerada
como zeros. Assim, de uma matriz quadrada e simétrica com diagonal nula, ela se torna uma
matriz triangular superior com diagonal nula

-0 d172 0 d1’4 0 d1,6_
0 0 0 0 dys dog
. 0 0 0 d374 d375 0
D=1y o 0 0 d o (2.1.12)
0 0 0 0 0 dsg
0o 0 0 0 0 0]
D
6

Figura 2.5: Representacao do grafo G, mencionado anteriormente.

2.2 Molecular Distance Geometry Problem

No capitulo introdutorio desta tese, pode-se encontrar um resumo com algumas caracteristicas
de uma série de moléculas fundamentais presentes nos seres vivos e, ainda, algumas informagoes
sobre experimentos com Ressonancia Magnética Nuclear (RMN) aplicada a estas. Tais informagoes
foram introduzidas a fim de motivar o que segue a partir desta secao.

Sabe-se, adicionalmente, que a espectroscopia da RMN, em particular o experimento NOESY,
fornece uma grande gama de dados com informagoes sobre os atomos que prontamente podem ser
interpretadas em termos de restrigoes de distancias em intervalos, a fim de englobar as imprecisoes
do préprio método experimental [38].

Além disso, pode-se considerar conceitos relativos a simetria de moléculas como um conjunto de
pontos (dtomos), como, por exemplo, o conceito de Quiralidade [37, 78]. Uma definigao histérica
deste é a seguinte:

“Eu chamo qualquer figura geométrica ou grupo de pontos de ’quiral’, e diz-se
possuir quiralidade, se sua imagem em um espelho plano, idealmente realizado,
nao pode ser conduzido a coincidéncia com ela mesma.”.

(Lord Kelvin, 1904, [45])
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Dessa maneira, a simples utilizacao desses dados de distancias e quiralidade auxiliou na precisa
formulacdo matematica de um problema, bem como de novas idéias e métodos eficientes para
resolvé-lo, com o objetivo principal de determinar a estrutura geométrica de moléculas, como
as proteinas. Este passo ¢ fundamental pois as suas composi¢cdes quimicas e a sua estrutura
tridimensional estao intimamente associadas com o conhecimento de suas fungdes na natureza.

Antes de prosseguir na definicdo desse problema e seus métodos para resolugao, é preciso
introduzir certa nomenclatura de itens pertencentes a Geometria Molecular (GM), as quais foram
extraidas de Crippen & Havel [21].

o Uma molécula consiste em um grupo de dtomos que permanecem intactos espacialmente
em uma determinada escala temporal.

e Sua estrutura é dada pelas caracteristicas que permanecem invariantes com o tempo.

e A conformacao de uma molécula é sua estrutura espacial precisa em um instante de tempo
fixo. No caso de moléculas organicas (objeto de estudo deste trabalho) a transformacao de
uma conformacao em outra é dada, geralmente, por rotagoes em ligagdes simples.

e O Espaco de Conformacgoées se refere ao conjunto de todas as conformagoes geradas pelos
movimentos intra-moleculares.

Muitas tentativas tém sido realizadas a fim de se calcular o mais eficientemente possivel as con-
formacoes de varias moléculas. Em particular, moléculas organicas como Proteinas e polipeptideos
[20]. Entretanto, este problema pode ser surpreendentemente dificil de se resolver, especialmente,
se estivermos lidando com moléculas de grande porte (grande quantidade de dtomos) [16].

A abordagem tradicional efetua esta determinagao utilizando o Hamiltoniano do sistema (uma
solucao contendo a molécula de modo estatico) [21]. Ou seja, leva-se em consideragao a “energia”
associada a cada conjunto de possiveis posi¢oes para os dtomos [21].

Portanto, considere uma funcao de energia f(x) aplicada a uma conformacao x = (z1,...,2,),
codificada em um vetor de n angulos diedrais correspondentes as rotagoes ao redor de ligagoes
simples [20] . De acordo com Crippen [20], o dominio I dessa fun¢do f (que corresponde ao
conjunto de conformagdes da molécula) consiste em um espago nao-Euclidiano dado por uma
variedade toroidal, pois cada x; ¢ uma rotagao determinada por um angulo (em graus, por exemplo)
e considerando que 0° = 360°. Portanto, conclui-se que este conjunto de conformagoes I é limitado.

Ao longo dos anos, diversos quimicos tém desenvolvido fun¢des analiticas que permitem estimar
a energia como funcao das posigdes atdmicas no espago [21]. Um modo prético de se estimar essa
energia do sistema é aproximar tal func¢ao por uma fun¢ao semi-empirica da forma

f= Zgij(dij)a (2.2.1)
i#]
onde d;; representa o valor da distdncia entre quaisquer pares de dtomos ¢ e j da molécula [20].
De posse dessa funcao quantificadora da energia em funcao de conformagoes da molécula, o
procedimento usual é aplicar técnicas de otimizacao global a fim de encontrar os minimos globais
de f [20, 48]. Um beneficio dessa abordagem é a presenga, normalmente, de um menor nimero de
pardmetros invariantes com respeito a movimentos rigidos [21]. Por outro lado, dois inconvenientes
podem ser facilmente detectados:
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e na maioria das vezes estas fungoes de energia sao muito complicadas de se lidar em termos
das chamadas coordenadas internas da molécula [20] e

 as superficies de energia potencial para determinadas moléculas contém alto indice de mini-
mos locais, dificultando a localizagao precisa de minimos globais [48].

Um método de resolucao, para este problema de encontrar conformagodes com energia minima,
muito comum nos idos dos anos 1970 (veja, for exemplo, o artigo de H. Scheraga [84]) era o de
se posicionar os atomos em simples posigoes iniciais, satisfazendo as restricdes geométricas dadas
a priori (dngulos e comprimentos de ligagdo fixos), e alterar essa conformacao inicial utilizando
pequenos shifts nessas coordenadas atomicas a fim de encontrar outras posi¢oes para este conjunto
de atomos que satisfacam as mesmas restrigoes geométricas. Este processo continua até que alguma
fungao tipo-energia correspondente a todas as distdncias interatdémicas seja minima [16].

Foi nessa conjuntura em que o quimico-biofisico americano Gordon M. Crippen (Figura 2.6) foi
o pioneiro em utilizar Geometria de Distancias para calcular conformagoes de estruturas molecula-
res, adaptando as idéias desenvolvidas por Leonard Blumenthal, o que foi publicado no artigo “A
Novel Approach to Calculation of Conformation: Distance Geometry” no ano de 1977 no periédico
Journal of Computational Physics [16]. Neste artigo, Crippen propoe encontrar essas posigoes ato-
micas utilizando os “meios incomuns” (como o préprio autor descreve) de matrizes de distancias
que, sujeitas a certas condi¢des necessarias e suficientes, garantem a determinacao de uma confor-
magao “energeticamente favoravel” [16]. Nos anos seguintes, varias evolugoes foram conseguidas
por Crippen e colaboradores, como Irwin D. Kuntz e Timothy F. Havel (Figura 2.7) [18, 48, 39,
49] no sentido de melhorar a utilizagdo de GD nesta descoberta das conformagoes moleculares.

Figura 2.6: Gordon Crippen Figura 2.7: Timothy Havel

O turning point para transformar GD em um método cientifico padrao neste sentido foi a
compilagdo de todas essas idéias no livro “Distance Geometry and Molecular Conformation”, de
G. Crippen e T. Havel em 1988. Ele descreve os aspectos tedricos e praticos dessa abordagem e
ainda propoe um algoritmo para encontrar conformagoes usando GD, chamado EMBED [21]. Estes
métodos que utilizam coordenadas Cartesianas para descrever estruturas moleculares sao favoritos
na Quimica Computacional desde entao, pois sao abordados por meio de uma élgebra mais simples
e ainda evitam a utilizacao excessiva de fungoes trigonométricas, que sempre mostraram um elevado
custo computacional [21].
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Uma grande dificuldade encontrada nesta abordagem deve-se a possibilidade de encontrar valo-
res de distancias inconsistentes (o conjunto de restrigoes nao satisfaz as desigualdades triangulares
possiveis). Entretanto, uma das maiores conveniéncias deste método é dada pela possibilidade
de definicao clara e objetiva do problema. Assim, por exemplo, as inconsisténcias nas distancias
demonstram que existe algum problema na medi¢ao e/ou coleta de dados experimentais ou na
interpretacao geométrica dos dados. Por outro lado se elas sdo consistentes, entdo deve existir um
conjunto de posi¢oes Cartesianas que satisfazem tais restrigoes [21].

Assim, Crippen e Havel [21] definem o problema molecular fundamental associado a Geometria
de Distancias da seguinte maneira:

Dadas as restricoes de distancia e quiralidade, que definem uma
molécula, encontre uma ou mais conformacgoes que as satisfazem
ou, entao, demonstre que elas nao existem.

Depois dessa descrigcao historica sobre o problema de encontrar conformacoes moleculares, pas-
saremos a parte que mais interessa. O objetivo principal desta secao é analisar a ja conhecida
associacao entre o problema fundamental da Geometria de Distancias e a determinacao de estru-
turas moleculares, enunciando e referenciando técnicas e métodos de solugao.

As informacoes de distancias d; ; entre os dtomos ¢ e j de uma estrutura molecular, estimadas
experimentalmente (e.g., por RMN), estdo sujeitas a ruido e incertezas e, por isso, sio dadas em
termos de limitantes inferior /; ; > 0 e superior u; ; > 0 tais que

»J »J »J

como se pode encontrar em [21, 85]. Assim, em termos matematicos, o problema fundamental
descrito nesta se¢ao possui uma redefinicao em termos de distancias, a qual foi descrita por Jorge
Moré e Zhijun Wu em [66] e cujo nome foi definido como interval Molecular Distance Geometry
Problem por Lavor et al. em [53].

interval Molecular Distance Geometry Problem (iMDGP) ([53, 59, 57]). Seja S* um
conjunto de pares ordenados de atomos 7 e 7 de uma molécula com m atomos associados a valores de
distancias d; ; intervalares, as quais estdo estimadas por limitantes inferiores e superiores (u; j, i ;),
respectivamente, devido a imprecisoes nos dados. Encontre posicoes z1, . .., x,, € R? para eles tais
que satisfagam as restrigoes

lig < llws — ]| < iy, (4,5) € S (2.2.3)

Cada molécula, entdo, é representada em R? como um conjunto de pontos de modo que cada
uma dessas posigoes representa o nicleo de um atomo da estrutura [19].

Mesmo que na préatica os valores de distancias sejam fornecidos da maneira em que se descreve
acima, este trabalho nao considera as possiveis imprecisoes existentes nos valores de distancias
entre pares de atomos. Se levara em conta, portanto, distdncias com valores exatos, como também
é feito em outras abordagens, e.g., [24, 23, 94, 56, 28, 54, 32] de modo que

lij=uij=d V(i,j) € S*i # j. (2.2.4)
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Logo, este problema pode ser redefinido em termos exatos, da forma que se segue, cuja apresentacao
é formulada em Moré et al [67]. O nome referido a este problema, neste trabalho, serd Molecular
Distance Geometry Problem, como mencionado em Liberti et al. [59].

Molecular Distance Geometry Problem (MDGP) (21, 67, 59]). Seja S um conjunto de
pares de dtomos ¢ e j para os quais se conhece o valor exato da distancia d; j, para uma molécula
com m atomos. Encontre posicoes x1,...,x,, € R? para eles tais que satisfacam as restricoes

loi — sl =dig, V(i) €S (2:25)

Na pratica, o sistema (2.2.5) nao é resolvido por métodos exatos, mas de maneira aproximada
considerando |||z; — z;|| — d;;|< €, onde o erro € é definido de acordo com a aplicacao.

Ainda na modelagem do MDGP, a cada conjunto S, associa-se o conjunto Dg = {d;; : (i,j) € S}
que, mais a frente, serd visto de forma mais facil como imagem de um determinado mapa.

Na literatura, existe uma divisdo para o MDGP em duas classes, dependendo de S.

(i) Se S ={1,2,...,n}? diz-se que Dg é um conjunto completo de distancias exatas, isto é, para
o qual se conhece os valores de distancias entre todos os pares de atomos. Assim, o MDGP
associado a ele pode ser resolvido em tempo linear, como em Dong e Wu [24].

(ii) Caso contrério, se S C {1,2,...,n}? entdo, diz-se que Dg é um conjunto incompleto (ou
esparso) de distancias exatas. Neste caso, o MDGP ¢ classificado como NP - dificil [83].

Esta defini¢ao pode ser tratada como a resolucao do sistema de equagoes nao-lineares definidas
pela Equagao 2.2.5. Segundo Liberti et al. [57], hd uma série de dificuldades numéricas ao resolver
este sistema e, mesmo usando o algoritmo Branch-and-Bound espacial (sBB), realizar tal tarefa
em um tempo computacional razoavel ainda é um desafio [59, 57].

E possivel definir um modelo para ele usando programacio mateméatica, considerando-o como
um problema de Otimizacao Global. Para isto, considera-se a funcao de penalidade f, dada em
funcao de uma conformacao x € R®" para os dtomos da molécula M em R?

fe)= Y (e - &) (2.2.6)

(i,9)eS

Dessa forma, o MDGP pode ser definido como um problema de otimizacao ndao-convexa global e
sem restrigdes, a partir da minimizacao de f em relagdo as conformacoes. Logo, o espago de busca
por solucoes para em R3 para o MDGP é continuo, demandando grande esforco computacional.

A titulo de observagao, no caso inexato, Liberti et al. [59] modela este problema de otimizagao,
de maneira ponderada, como

2 2
: B = Nl — | s = a5* = )
min Z max | -2 5 ,0 + [ max 5 ,0
T (ij)es i Ui

Ha a possibilidade de definir muitas func¢oes de penalidade, ja que, infelizmente, nao ha uni-
cidade na formulacao em Programacao Matematica para este problema. Muitas das formulagoes,
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como a anterior, nao sao diferenciaveis, inviabilizando métodos eficientes e robustos de Otimizacao
Cléssica, além de nao possuirem a convexidade desejada [87].

Souza [87] traz uma lista de métodos para a resolu¢ao deste problema, formulado a partir de
Programacao Matematica. Neste trabalho, nao vamos defini-los e demonstrar suas propriedades,
mas tao somente citar alguns deles com breve descricao. Para mais detalhes, basta olhar as
referéncias indicadas.

(i) EMBED - G. Crippen e T. Havel definem este método dado em trés fases, onde langam
mao da desigualdade triangular para completar as cotas inferior e superior das distancias que
faltam [17, 21].

(i) ABBIE - Hendrickson utiliza aqui a estratégia divide-and-conquer de modo que divide o
problema exato em pequenos subproblemas [40].

(iii) DGSOL - J. Moré e Z. Wu desenvolveram este método que utiliza técnicas de suavizagao
Gaussiana para diminuir o niimero de minimizadores globais da fun¢ao-objetivo do MDGP
e, entdo, aplicar métodos de Otimizacdo Global [66].

(iv) Programagdio Semidefinida - P. Biswas et al. [7] utilizam o método de relaxacdo da pro-
gramagcao semidefinida aliado a busca na direcao do gradiente, a fim de resolver o MDGP,
utilizando um determinado agrupamento de vértices e arestas em um grafo.

(v) Algoritmos Geometric Build-Up - Q. Dong e Z. Wu transformam o sistema de equagbes qua-
draticas que define o método em um sistema de equagoes lineares, resolvendo agrupadamente.
Isto gerou o Algoritmo Geometric Build-Up [23]. A fim de evitar o acimulo de erros numéri-
cos, Z. Wu e D. Wu propuseram o Algoritmo Updated Geometric Build-Up [94], que atualiza
as coordenadas dos atomos a cada iteragao, fazendo com que a determinagao da conformacao
dependa, apenas, das distancias e nao de determinagao de dtomos anteriores.

Inicialmente, as moléculas eram identificadas por sua formula atomica, a qual indica a quanti-
dade e a identidade dos dtomos presentes nela [57|. Por exemplo, uma molécula de Gés Carbénico
tem sua férmula atdmica dada como C'O,. Entretanto, segundo Liberti et al. [57], os quimicos se
depararam com moléculas que possuiam a mesma formula atémica, mas tinham fungoes e proprie-
dades quimicas distintas. Isto os levou a investigar a forma com que estes atomos estavam ligados
quimicamente. Depois disto, muitas formas de representar moléculas foram inventadas. A maneira
padrao por meio da qual representamos moléculas, hoje-em-dia, como um conjunto de simbolos
atomicos conectados por segmentos, foi originalmente descrita em Brown [9].

Este problema pode ser, facilmente, modelado usando Teoria de Grafos. Mais do que isso,
Liberti et al. [57] também discorre a respeito da génese da palavra grafo que, neste sentido, esté
intimamente relacionada com wvariantes e co-variantes de moléculas e consta, primeiramente, em
um artigo de James Joseph Sylvester (1814 - 1897) na revista Nature, publicado em 1877 [90].

Lancaremos mao desta ferramenta em todo este texto a fim de descrever os problemas molecu-
lares e seus métodos. O MDGP, dessa forma, pode ser modelado como o DGP para K = 3 (dai a
motiva¢ao do nome) e apresentado como o seguinte problema de decisao.
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Molecular Distance Geometry Problem (MDGP) (Teoria de Grafos - [56, 59, 54, 57]).
Dada uma molécula M com n atomos, seja G = (V, E,d) um grafo simples, nao-orientado e
ponderado, representando M, da seguinte maneira:

(i) V é o conjunto de vértices que representam os atomos de M, indexados por 1 < i < n;

(ii) E é o conjunto de arestas de G, denotadas como um par de vértices {7, j}, para as quais esta
disponivel o valor de distancia d, ; e

(iii) d : E — R, é um mapa que define os pesos nas arestas de G, valores de distancias exatas
entre os atomos.

Existe, entdo, uma realizacio  : G — R? de modo que esta seja uma imersdo isométrica de G
em R3?, ou seja, de maneira que valha a relacao

|2(i) —z(H)| = dij, (2.2.7)

para {i,j} € E 7 Em caso afirmativo, encontre as conformagoes para G que sao factiveis em
relagao as Equagoes (2.2.7).

2.3 Discretizable Molecular Distance Geometry Problem

Sob algumas hipdteses adicionais é possivel considerar um sub-espago de busca do MDGP que
seja discreto. Esta possibilidade se concretizou nos trabalhos de L. Liberti, N. Maculan, C. Lavor
e A. Mucherino. Alguns conceitos sobre grafos e ordens em vértices sdo necessarios para o estudo
desta se¢ao, os quais estardo no Apéndice deste texto.

2.3.1 Discretizacao do MDGP

A discretizacdo do MDGP tem sua motivacao fundamentada no estudo de estruturas de pro-
teinas. Neste caso, assim como no MDGP, V representa os atomos e o conjunto das arestas F
representa distancias entre atomos. Esta forma discreta de representacao do problema se torna
possivel quando as seguintes hipiteses sobre V e E [56] (as quais sdo baseadas nas seguintes
informagoes sobre as coordenadas internas da cadeia principal de 4&tomos em proteinas):

(1) O conjunto de atomos M consiste em uma sequéncia de n dtomos de modo a existir uma
ligagao covalente entre cada par de dtomos consecutivos;

(2) Os comprimentos das ligagdes covalentes e dos angulos entre essas ligagoes sdo conhecidos, ou
seja, sabe-se os valores de d;_1;, parai =2,...,nel,_o,;, parat=3,...,n;

(3) As distancias entre dtomos separados por trés ligagoes covalentes sdo conhecidas, isto é, tem-se
os valores d;_3;, para cada ¢ = 4,...,n;

(4) Os atomos do conjunto {i — 2,7 — 1,4} sdo ndo-colineares, isto é, os angulos de ligagoes 6,1 ;
sao diferentes de km, para k € Z™;
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Assumindo a validade desse conjunto de hipdteses, é possivel mostrar que cada atomo possui
um numero finito de posi¢oes possiveis no espaco tridimensional, respeitando as restrigoes de
distancias em relacdo aos outros atomos da cadeia. Serd possivel considerar, dessa forma, que
o espago de busca por imersoes isométricas viaveis dessas estruturas tornar-se-a discreto, como
serd mencionado mais adiante. A classe mais importante de moléculas que satisfaz estas hipdteses
sao as proteinas [56], cuja estrutura tridimensional é objeto de estudo de diversos pesquisadores e
ilustrara os resultados desse trabalho.

Dessa forma, olhando pelo ponto de vista tedrico-matematico, ao unir estas hipdteses a idéias
sobre rigidez de grafos e ao problema SNLP (Sensor Network Localization Problem, explorado por
Eren et al. [26]), Liberti e seus colaboradores definiram um subproblema do MDGP que englobasse
apenas as instancias que possuem a possibilidade de haver em si tal discretizagdo (como é o caso
das proteinas). A este problema chamou-se de Discretizable Molecular Distance Geometry
Problem (DMDGP) (Liberti, 2008,[59]).

As instancias do DMDGP consistem, portanto, em um subconjunto de instancias do MDGP, o
problema molecular mais geral. Assim, pressupoe-se que a busca por solucoes deve ser realizada em
tempo menor, ja que o espaco de busca por solugoes reduz-se a um conjunto discreto de imersoes
e, nao mais, um conjunto continuo nao enumeravel, como no caso geral. Esta discretizacao ainda
sera detalhada mais a frente.

Portanto, formalmente, estas hipoteses sobre tais instancias do MDGP definem uma nova re-
lacao de ordem sobre os vértices do grafo que representa tal estrutura molecular para a qual
deseja-se encontrar uma conformacao tridimensional. Assim, é possivel dizer que existe uma Or-
dem DMDGP nos vértices dessas instancias. Além disso, é possivel observar que tal ordem
consiste em um caso particular da Ordem DDGP, descrita anteriormente [59].

Um exemplo do uso de ordens que otimizam este tipo de busca, através de uma discretizacao,
é dada em (Eren et al., 2004,[26]), que define uma ordem nos vértices do grafo de modo que cada
cinco atomos consecutivos formam uma clique, para resolver o SNLP. Desse modo, seu problema
¢ resolvido polinomialmente [26]. Assim, a Ordem DMDGP ¢ estabelecida assim:

(i) para cada vértice v; € V com i = p(v;) > 3, isto é, v; representa um vértice a partir do quarto
em diante, o conjunto N (v;) N y(v;) possui, ao menos, trés elementos.

(ii) para cada vértice v; € V com i = p(v;) > 3: N(v;) N y(v;) contém um subconjunto U; com
exatamente trés elementos, os trés vértices antecessores imediatos de v;, de modo que:

e G(U;) é uma clique,

« valem as desigualdades triangulares d; ;1o < d; ;41 + diy1,i+2, VUi, Vit1,Viye € V sobre o
conjunto de distancias disponiveis d entre os vértices em V', e

(iii) os trés primeiros vértices de G sdo unicamente determinados.

De posse desta ordem nos vértices do grafo (que representa uma molécula de proteina), Liberti
et al. [59] formaliza 0 DMDGP como o problema de decisdo que segue (aplicado a mergulhos de
grafos no espago Euclideano tridimensional).
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Discretizable Molecular Distance Geometry Problem (DMDGP). Dado um grafo pon-
derado e nao-direcionado G = (V, E,d), onde d : E — R,, o subconjunto de vértices Uy =
{v1,v9,v3} e uma relacao de ordem total em V' que satisfaz a seguinte relagdo de axiomas:

(1) G[Up] é um clique em trés vértices (iniciando a configuragao);

(2) para todo vértice v; com posto i = p(v;) > 3, G[U;] é a clique com quatro vértices (ordem de
discretizagio, dada anteriormente) e

(3) para cada vértice v;, com posto i = p(v;) > 3, juntamente com {v;_3,v;_2,v;_1}, vale a
desigualdade

di_gﬂ'_l < di—S,i—2 + di_gﬂ;_l, (Desigualdade Triangular Estrita)

encontre uma imersdo z : V. — R3 tal que valha ||z(v;) — z(v;)|| = dij, V{vi,v;} € E.

Este problema resume-se como uma busca em R? por imersdes isométricas de estruturas de
grafos que sigam uma determinada regra para seus vértices e arestas (ordem). Esta ordem se
chama DMDGP, fornecendo o nome para a classe de instancias que satisfazem tais propriedades.

A partir de aqui, os termos dtomos de uma molécula e vértices de um grafo que representa
esta molécula se referem a mesma coisa, abusando da nomenclatura. Isso deve-se a nossa principal
aplicacao em Bioinformatica.

Esta relacao de ordem <, definida como dados do DMDGP, pode ser usada a fim de construir
uma arvore bindria parcial e direcionada T de profundidade n = |V| de modo que cada n6 em um
nivel i < n estd associado a uma posi¢ao possivel para o atomo 7 e, portanto cada caminho de
comprimento n em T representa uma imersdo de G em R? [59]. Ou seja, o espago de busca por
solugoes é, de fato, discreto para as instancias do DMDGP.

Dados de distancias

Considere um subconjunto de atomos S de uma molécula M associado a um grafo nao-
direcionado e ponderado G = (V, E,d), sendo V' o conjunto de vértices com uma ordem DMDGP,
E o conjunto de arestas e d uma funcao real que pondera as arestas. Para G, o conjunto
D = d(FE) armazena as distancias disponiveis entre os seus vértices. Mais do que isso: a func¢ao-peso
d: E — D C R associa cada aresta {v;,v;} € E a um valor real de distdncia d; ; € R.

Nesta secao, analisamos o conjunto de distancias D entre os a&tomos desta estrutura e as regula-
ridades que sao possiveis de se encontrar nas instancias discretizaveis. Além disso, a possibilidade
de tracar um mapa dos valores de distancias entre atomos, que podem ser utilizados para encontrar
as solugoes deste problema, é discutida também.

Observa-se que, a partir do segundo item da definicaio do DMDGP, cada vértice cujo posto é
estritamente maior do que trés possui trés vértices antecessores que sao adjacentes a ele. Mais
especificamente, para cada vértice v; € V', as arestas {v;_3, v; }, {vi—2,v;} € {v;_1,v;} estdo dispo-
niveis no conjunto de arestas £. Portanto, diz-se que as distancias d;_3;,d;_2; € d;_1,; sao sempre
dadas a priori para cada v; € V com posto maior ou igual do que quatro. Com base no estudo
de conformacoes de proteinas, é possivel que através do conhecimento da estrutura quimica dessas
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moléculas, tais como angulos e comprimentos de ligacoes entre atomos, se extraia esses trés valores
de distancias em todos os casos.

Por outro lado, ¢é possivel também conseguir, de modo esparso, os outros valores de distancias
d; ;, com |i — j|> 4, j4 que em caso geral elas dependem de dados de RMN. Portanto, o conjunto
das arestas associadas a esses valores é esparso.

Com isso, particiona-se de forma disjunta o conjunto de arestas E em dois conjuntos, que sao
agrupados através das caracteristicas descritas acima, em I = E; U E,, onde

Ed = {{’UZ‘,UZ'Jrl} =1 <n-— 1} U {{Ui,vi+2} ) =<n- 2} U {{Ui,vi+3} =1 <n-— 3} (231)

B, = {{vi,v;} : | —i|> 4. (2.3.2)

Estes subconjuntos sao formalizados e tém a seguinte defini¢ao:

Defini¢ao 2.3.1. As arestas de E; sao chamadas de Arestas de Discretizacao (ou, do origi-
nal, discretization edges. J& as arestas em E, sdo denominadas Arestas de Poda (no original,
chamadas de pruning edges [57]).

Com certa manipulagdo combinatoéria, é facil mostrar que, para instancias DMDGP com n
vértices, temos as seguintes restri¢oes de cardinalidade para os conjuntos Ey e £,

(2.3.3)

27 12
Ed=3(n—2) e 0<|B|< ("27”)

Motivados por estas defini¢oes e a fim de facilitar futuras referéncias e particularizagoes neste
trabalho, particionamos também o conjunto D de uma forma associada as Equagoes (2.3.1) e

(2.3.2) como
D =D, UD,, (2.34)

onde Dy = d(Ey) e D, = d(E,). A nomenclatura desses conjuntos é analoga e segue.

Definicao 2.3.2. Neste trabalho, as distancias no conjunto D, sdo chamadas de Distancias de
Discretizagdo e as distancias no conjunto D, de Distancias de Poda.

Esta configuracao particionada dos conjuntos de arestas e de distancias possibilita a definicao
de uma formulagao matematica para essa discretizagao das possiveis solugoes do problema, como
se V€ a seguir.

Formulacao matematica do DMDGP

A seguinte formulagao matematica para o DMDGP é apresentada nos trabalhos de Liberti et
al. [56] e Lavor et al. [54]. Seja S um subconjunto composto por uma sequéncia de n dtomos de
uma molécula M, cujas coordenadas de seus pontos no espaco Euclideano R? sido representadas
por z1,...,x,. Considere, também, os seguintes entes geométricos, definidos em cada subconjunto
com quatro vértices consecutivos, seguindo a ordem DMDGP.
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(i) Suponha que haja uma ligagao covalente r; entre cada par (1 — 1,i), i =2,...,n — 1;

(i) O comprimento de ligacio para r; é a distancia Euclideana d;_;; entre os atomos ¢ — 1 e
i, parat = 2,...,n;

(iii) O angulo de ligagdo 6,_»; € [0, 7] ¢ o dngulo formado pelos segmentos definidos, respecti-
vamente, pelos atomos ¢t — 2,1 —1ei— 1,4, parat=3,...,n;

(iv) O angulo de torgdo w;_3; € [0,27] é o angulo formado entre os dois planos que sao,
respectivamente, definidos pelos atomos i — 3,7 —2,i — 1l et —2,i — 1,7, parat =4,...,n;

Figura 2.8: Representacao dos comprimentos de ligacao, angulos de ligacao e angulos de torgao,
extraido de Lavor et al. [54].

A Figura 2.8 representa, tridimensionalmente, os itens geométricos pertencentes a uma ins-
tancia do DMDGP e que foram descritos acima. Todos os comprimentos de ligacoes covalentes
e angulos de ligacoes sdao supostamente conhecidos a priori [79, 56, 54] e, a partir destes dados
instrinsecos do problema, se obtém a seguinte proposicao que explicita uma férmula para o calculo
dos cossenos dos angulos de tor¢ao, para cada quarteto de vértices em uma instancia do DMDGP.
Este resultado é baseado na Lei dos Cossenos Diedrais [80].

Proposigao 2.3.1. Para um conjunto de quatro atomos consecutivos {i,i + 1,7 + 2,7 + 3}, o
cosseno do angulo de torcao w; ;+3 pode ser calculado através de

2 2 2
d7ip1 + divyiys — 2dii1digivacos(Oiir2)cos(Oir1ivs) — diiys

2d; ;i1di1i+35en(6;i12)sen(0;41 i43)

cos(wjit3) = (2.3.5)

em funcao de distancias conhecidas entre pontos e dngulos planos de ligacao conhecidos.

A Férmula (2.3.5) estd bem definida, ja que seu denominador é diferente de zero. De fato, isto
se verifica pois os angulos planos de ligagao 0; ;12 nao podem ser iguais a angulos multiplos de .
Se assim o fossem, existiria a colinearidade de trés vértices consecutivos na cadeia de vértices, o
que violaria a hipotese de satisfagdo da desigualdade triangular estrita. Instancias que possuem
esta colinearidade sao chamadas de ndo-discretizaveis e ilustradas na Figura 2.9.
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Figura 2.9: Caso em que instancia é ndo-discretizavel, extraida de [56].

Como se pode notar, neste caso, ha um circulo de possibilidades de posicionar o quarto atomo
na sequéncia, permanecendo com uma quantidade nao-enumeravel de solugoes.

Lavor et al. [54] mostra que por esta férmula os dngulos de torgao sdao calculados em O(1).

Assim, de posse dos comprimentos de ligagdes d; o, . . ., dy—1,,, dos dngulos de ligacoes 0, 3, . . ., 0p—2p
e dos cossenos dos angulos de torcao wi4,...,wn_3, de M, as coordenadas Cartesianas x; =
(i1, 2, ;3) do d&tomo 7, pertencente a M, sdo determinadas pelo produto

=DB1By...B;

0
0 .
ol i€ {4,...,n} (2.3.6)
1

onde as chamadas Matrizes de torgao B; sao dadas por

- COS(ei_Q’i) —sen(Qi_gvi) 0 _di—l,i COS(QZ‘_ZZ’)
B sen(f;_2;) cos(w;—3;) —cos(f;_2;)cos(w;—3;) —sen(w;_s;) di_1,;sen(f;_2;)cos(w;_3;)
" Isen(b;—2;) sen(w;—3,;) —cos(6;—2;) sen(w;_3;) cos(wi—3;) di—1,;sen(f;_o;) sen(w;_s;)
0 0 0 1
(2.3.7)

Em particular, as matrizes de tor¢ao By, By e Bs, que inicializam o processo iterativo de discreti-
zacao da estrutura molecular, sdo definidas por

1 0 0 0 -1 0 0 —r
01 0O 0O 1 0 0
Bi=loo 10?0 0 -1 o (2.3.8)
0001 0O 0 O 1
e
—cos(f13) —sen(fr3) 0 —dagcos(fy3)
S€1’l(6173) — COS(91’3) 0 d273 Sen<91’3)
Bs = ) ) X . (2.3.9)
0 0 0 1



A matriz dada pelo produto C; = B1ByBs ... B; é chamada de Matriz de Torcao Acumulada
e tem um papel de grande importancia na operacionalizacao do método que resolve o DMDGP, a
ser definido a posteriori.

Dois resultados apresentados em Lavor et al. [54] sdo compilados neste texto como o teorema
a seguir, com o objetivo de justificar a quantidade finita de solu¢coes do DMDGP.

Teorema 2.3.1. Dada uma instdncia DMDGP G = (V, E,d), o nimero de conformagoes x :
V — R? tais que ||z(i) — z(j)| = d; , para cada aresta {v;,v;} € E, é finito e, no maximo, igual
a 2"73_ a menos de movimentos rigidos (translagoes, rotacoes e reflexoes).

Demonstragio. Para esta demonstracao, veja o Teorema 1 e Coroldrio 1 em Lavor et al. [54]. [

A prova matematica do Teorema 2.3.1 consiste em um passo-a-passo para a formulacao da
discretizacao e é realizada de maneira indutiva. A seguir, o processo de geracao da arvore binaria
T de realizagoes para G (de modo que cada caminho em profundidade com n nés desta arvore
representa uma conformacao factivel para G) é descrito.

(1) A partir dos comprimentos dj 2, da23 € Dy e do angulo 6, 3, constréi-se as matrizes de torgao
By, By e Bs, com as quais se determina as posi¢oes tUnicas para os trés primeiros atomos de
M, fazendo

0 —dLQ d273 COS(9173) — d172
T = 0 , L9 = 0 € I3 = d2’3 Sen(ﬁl,g) . (2310)
0 0 0

(2) Com o valor da distancia dy 4 € Dy, é possivel determinar o cosseno do dngulo de torgao wy 4
através da férmula (2.3.5). Com este valor de cosseno, ha duas possibilidades para o calculo
do seno do mesmo angulo, dadas abaixo pela relacao trigonométrica fundamental

sen(wy 4) = £4/1 — cos?(wy 4). (2.3.11)

Para cada um dos valores da equacao (2.3.11), obtém-se uma matriz de tor¢ao diferente, a
saber By, referente ao seno positivo, e B, referente ao seno negativo. Cada uma dessas é
multiplicada pela matriz de tor¢do acumulada Cs, gerando duas posigoes x4 e &)y para o quarto
atomo da cadeia. Tais posigoes sao, entao, dadas por

(24,1)7 = C5B4(0,0,0,1)" e (24,1)" = C5B,(0,0,0,1)" . (2.3.12)

A Figura 2.10 representa essa escolha de duas possibilidades. E a partir do quarto nivel da
cadeia (ou seja, a partir do vértice de posto igual a 4) que se inicia a estrutura bindria da
determinacao do préximo vértice usando esta formulacdo matematica.

(3) Em procedimento andlogo, encontra-se quatro posigoes possiveis para o quinto vértice da
instancia. Estas posigoes se referem as combinagoes dos valores dos senos dos dois angulos de
tor¢ao que determinam este vértice

sen(wy4) = £1/1 —cos?(w14) e sen(wys) = £4/1 — cos?(wa), (2.3.13)

calculadas a partir do valor do cosseno do dngulo de tor¢do w5, a partir da Férmula (2.3.5).
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(4) Dessa maneira, a cada nivel i > 4, existe 272 possibilidades para fixar a posicao do 4tomo i no
espaco Euclideano tridimensional, ja que os trés primeiros atomos da estrutura sao fixos pela
regra disposta anteriormente. Portanto, ao percorrer toda a estrutura da molécula M, com n
atomos, tem-se 2”3 possiveis estruturas para esta molécula em R3.

Figura 2.10: A discretizagdo do problema passa pela binaridade fornecida pelo angulo de torgao:
cada atomo i pode estar apenas em uma das duas posicoes ¢ ou i’ a fim de satisfazer a distancia
d;_3,;, ao invés de um circulo continuo de possibilidades como era anteriormente. Figura extraida
de [54].

2.4 Branch-and-Prune

Seja G = (V, E,d) uma instdncia DMDGP com n vértices. Abaixo, temos um panorama do
funcionamento do principal método para resolver este problema com base na propria idéia da
discretizacdo, usando intersecao de trés e quatro esferas.

Para cada vértice v; € V' com posto p(v) = i > 3, as arestas {v;_3,v; }, {vi_o,v;},{vi_1, v} €
E estao sempre disponiveis, devido a definicao do DMDGP. Dessa forma, sabe-se a priori os
valores das distancias d;_s;,d;_2;,d;_1, € posigdes factiveis (respeitam os valores de distancias)
T 3,Ti 9, T;_1 € y(v) para os trés vértices.

Com isso, define-se trés esferas a serem intersectadas:

« a esfera S} centrada no ponto z;_3 e com raio d;_s;,
o a esfera Si centrada no ponto z;_» e com raio d;_5; e

o a esfera Si centrada no ponto z;_; e com raio d;_1.
Pela definicaio do DMDGP, as posigoes para o vértice v; devem estar concomitantemente nas trés
esferas. Portanto, o conjunto de posi¢des possiveis para v; restringe-se bijetivamente ao conjunto

St = 5iNSiNSi. Além disso, a hipGtese de que tais instancias satisfazem a desigualdade triangular
estrita implica que |S*|< 2 [59)].
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Figura 2.11: Intersecio de trés superficies esféricas em R3, contendo dois pontos [59)].

Esta é a idéia central do principal método de solugao usado na solucdo do DMDGP [59].
Discorreremos suscintamente sobre os principais passos, estrutura algoritimica e alguns exemplos
sobre este método a seguir.

2.4.1 O Algoritmo

Esta se¢do tem por objetivo analisar o funcionamento do algoritmo Branch & Prune (BP),
desenvolvido e apresentado por Liberti et al. a fim de resolver o DMDGP de modo eficiente,
cuja estrutura se confunde com a formulacdo matematica do problema em si, j4 que ambas estao
intimamente ligadas [56]. A principio, é necessério observar que o BP nao é um método exato, pois
encontra apenas solugoes aproximadas, definidas por uma tolerancia ¢ > 0 dada como input [54].
Tais solugoes sao fornecidas como dados de saida do BP em um grafo que possui uma estrutura
de arvore bindria cuja determinagao é feita através de buscas em profundidade (depth-first search)
nesta arvore a fim de encontrar caminhos com n vértices, da raiz até as folhas, de forma que suas
posicoes respeitem as restrigoes de distancias existentes no conjunto D.

Neste trabalho, analisamos este método de forma breve e suscinta, sem apresentar resultados
computacionais, ja que o interesse é em aplica-lo a um outro problema especifico.

A estrutura algoritmica geral do BP utiliza a interse¢do de trés esferas mencionada anterior-
mente de forma recursiva, a qual pode ser compreendida através dos trés passos a seguir, cujo
produto deve ser uma arvore binaria 7T

Inicializacao

O primeiro passo é a inicializacao da estrutura. Nela, os primeiros trés vértices vy, vo,v3 € V
podem ser fixados unicamente nas posigoes x1, z2, z3 € R por meio das Equagoes (2.3.10), como
descrito em [54]. Isto define a orientagao do espago por meio do qual as coordenadas de todas as
solugoes serao apresentadas.

As posigoes desses vértices estao binunivocamente associadas aos trés primeiros nos da arvore
T, como ilustrado pela Figura 2.12 abaixo.
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Figura 2.12: Inicializagao do algoritmo: trés primeiros nos da arvore.

Branching

Este passo, por sua vez, consiste na “ramificagdo” da arvore binaria de possiveis solucoes.
Assim, suponha que, seguindo a ordem DMDGP de V, tenha-se descoberto as posicoes para os
vértices vq,...,v;_1, com p(v;) = i > 4. O proximo vértice a ser determinado na sequéncia é
v; € V.

Como as arestas de discretizagdo EY = {{v;_3,v;},{vi_2,v:},{vi_1,v;}} C Ey estdao disponi-
veis, a interseccao das trés esferas, representada pela Figura 2.11, sempre existe e é nao-vazia.
Algebricamente, esta interseccao reduz-se ao sistema nao-linear de equagoes

”%‘—3 - $z|| =di_3;
[Zi—2 — @il| = di—2; (2.4.1)
”xi—l - iBzH = di—l,i7

pelo qual é possivel encontrar, no maximo, duas posigdes possiveis para z; [54, 68].

Portanto, o BP utiliza a clique de antecessores Vi = {v;_3,v;_o,v;_1} C V para encontrar duas
possiveis posigoes, z} e x?, para que o vértice v; pertenga a estrutura DMDGP para a qual se
deseja encontrar as conformagoes. Tal procedimento é chamado de Branching (“ramificagao”),
em analogia ao fato de que essas duas posi¢des estao associadas a um par de nés no nivel ¢ da
arvore T de solugdes (dois novos ramos). Esta ramificacdo elenca todos os possiveis caminhos até
as solucoes do DMDGP. Assim, garante-se que, no maximo, existem 2”3 conformacdes possiveis
para GG, o que corrobora com a enumerabilidade e finitude do niimero de solugoes.

Considerando, por exemplo, uma instancia DMDGP com seis vértices, a arvore com todas as

20=3 = 23 — 8 possiveis solucdes ¢é representada pela Figura 2.13.

Figura 2.13: Branching: a ramificagdo em posi¢des possiveis.
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Por outro lado, este passo nao fornece informacgoes sobre a factibilidade dessas posi¢oes em
relagao as restricoes de valores de distancias dados em Dy.

Pruning

Por fim, este passo é capaz de escolher os caminhos corretos a se percorrer na arvore 7' das
possiveis solugoes, encontrada durante o Branching, desprezando os caminhos infactiveis. Dessa
maneira, apesar do DMDGP ser um problema NP - dificil, o BP encontra rapidamente essas
solugoes. Este fato é que torna o BP um mecanismo eficiente de resolucao.

Como todos os dados do conjunto mais regular F; sao utilizados no passo anterior e o conjunto
das arestas de poda é esparso, entao as informacoes de £, sao usadas adicionalmente a fim de testar
se cada uma das posigoes encontradas é factivel ou nado para pertencer a uma imersao isométrica
de G em R3. H4 duas possibilidades a se considerar entao.

A primeira é o caso em que E, é vazio. Neste, tem-se que E = E; e, portanto, as posigoes
encontradas nao apenas sao possiveis como também sdo factiveis. Dessa maneira, todos os 273
caminhos encontrados durante o Branching representam solugoes factiveis para o DMDGP. Este
é o pior caso a ser considerado, onde se precisa explorar todos os caminhos existentes em 7',
demorando mais tempo na execucao do algoritmo.

Por outro lado, se E, # 0, é possivel que uma ou ambas as posigoes encontradas se inviabilizem,
caso nao respeitem as restrigoes de distancias de poda. Este passo é chamado de Pruning (Poda).
Para dar sustentacao tedrica a essa afirmacao, é preciso discorrer sobre as condi¢oes da unicidade
na determinagao dos vértices. Assim como Lavor et al. [51], considere um vértice indeterminado
v; € V, com 7 > 4, e um subconjunto V; C V formado pelos vértices antecessores e adjacentes v;

Vi={v; e V:{vj,v} € E e j<i}.

Este subconjunto induz a formulacdo de um subproblema do DMDGP, que pode ser definido
através do sistema nao-linear

lz; — @il = dj, Vu; € Vi (2.4.2)
Proposicao 2.4.1. O conjunto V; possui, ao menos, trés vértices.

Demonstragao. De fato: para todo vértice v; € V, cujo posto é maior ou igual a 4, as trés arestas
em EY estao sempre disponiveis. Portanto, o nimero de elementos neste conjunto é |V;|> 3. O

Se V; possui apenas trés vértices, entdo existem somente trés valores de distancias disponiveis
entre v; a seus antecessores. Logo, o sistema formado pelas Equagoes 2.4.2 redunda na intersecgao
das trés esferas, comentada anteriormente, podendo possuir duas solugoes no maximo.

Suponha, outrossim, que |V;|> 4. Unindo isto & Proposigdao 2.4.1, tome um subconjunto orde-
nado U C V; de modo que

U= {Uj> Vi—3, Vi—2, Vi—1 }-

Antes de prosseguir, é necessario apresentar a definicdo de uma ferramenta cléssica e de grande
utilidade na teoria de Geometria de Distancias.
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Defini¢ao 2.4.1. Dado um conjunto U = {py,...,px} de K + 1 pontos, o Determinante de
Cayley - Menger definido por U é dado por

01 1 .. 1
10 B ... &

CMU)=|1 du 0 ... dig | (2.4.3)
| @ By ... 0

Essa ferramenta é fundamental para se definir um quantificador do volume de invélucros con-
vexos de pontos no espacgo [57], objeto principal para o préximo resultado.

Defini¢ao 2.4.2. Dado um conjunto U = {py, ...,px} de K + 1 pontos em R¥, o Volume do
K - Simplex envolvendo esses pontos, isto é, o volume do invélucro convexo formado por esses
pontos, ¢ definido por meio do determinante de Cayley - Menger como

Ar) = J M)

Lema 2.4.1. A coplanaridade dos pontos de U ocorre com probabilidade zero.

Demonstra¢io. Supondo que tais pontos sejam coplanares, entdo estes formam um simpler em R3
de volume nulo, isto é,

As(U) =0, (2.4.4)

onde Aj define o volume de um invélucro convexo em R3. Segue que, assim como em Liberti et
al. [57], o conjunto

M ={zeR’: Ay(U) = 0}

¢ uma variedade de dimensdo estritamente menor em R?. Logo, M tem medida de Lebesgue
nula. Como usualmente lanca-se mao da medida de Lebesgue a fim de se definir um espago
de probabilidade para uma distribui¢do de probabilidade uniforme, entdo a probabilidade deste
conjunto conter pontos coplanares ¢ igual a zero, como queriamos demonstrar. O

O objetivo, neste caso, ¢ de encontrar as posicoes z; € R? que satisfacam as equacoes de
discretizacao

||93i—3 - ZUzH = di—3,i
|zie — x| = di—as
|zi1 — x| = dica

e a equagao referente a distancia adicional de v; ao vértice v;

Elevando tais equagoes quadraticas ao quadrado, obtemos
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|zical® — 2wiz-a 4+ |l d7 5,
lzial® — 2202 + |lml? = di,,

lzia|? — 2o -x + |z = a7y,
lzill* = 2xm 4wl = &

Logo, subtraindo a ultima equagao das outras trés, resulta em um sistema linear significativo

2 2
2wis —xy) - wy = (llwissll” —diz;) — (lloll” = 3,

2 2
2wig —wj) - w = (llwiall” —dig;) — (loill” — 5,

2 2
2wy =) w = (lwall” = diy;) = (llll” = a3,

Matricialmente, as possiveis realizagoes do vértice v; tém de ser solugoes para o sistema

2A1; = b, (2.4.6)
onde
2 2
(255 — ;)7 |zis|” — d?_:a,i = (=" = d?z
A= |(x;_9— .TJ); e b= ||$i—2H2 - d%72,1; - ||9L’J||2 - d?z
R 2 2
(Ti-1 — x5) lziza||” — d?—l,i e UE7 d?z

Desta formulagao matricial, segue o seguinte teorema.
Teorema 2.4.1. O sistema linear 2Ax; = b acima possui tinica solugdo, com probabilidade 1.

Demonstragio. De fato: temos que Az(U;) > 0, com probabilidade 1. Segue que os pontos
Ti_3,Ti_2,Ti_1 € Tj SA0 Nao - coplanares com probabilidade 1 e, assim, os vetores x;_3—x;, T;_2 — T,
e T;_1 — ; sao linearmente independentes. Consequentemente, a matriz quadrada A de dimensao
3 tem posto - completo e, portanto, é inversivel.

Dessa discussao, segue que tal sistema tem solugao unica z; a qual é dada por

1
rr = -A"1h
2
O

Em resumo, é possivel aplicar este resultado a existéncia de um tnico vértice em uma instancia
DMDGP.

Corolario 2.4.1. Seja G = (V, E,d) uma instancia DMDGP. Se v; € V' ¢é tal que existem arestas
{vj,v;}, com i >4 e j = p(v;) <i— 3, entdo existe, no maximo, uma posigao factivel para este
vértice, com probabilidade 1.

Demonstragio. Com efeito: caso a solugao do sistema linear anterior satisfaca a Equagao (2.4.5),
entao este ponto é a tunica posi¢ao possivel para tal vértice. Se nao, entdao nao existe posicao
possivel que satisfaga tais restri¢coes no espago tridimensional. O]
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Como existem sempre duas posi¢des possiveis, neste caso é garantido a existéncia de uma poda
em uma delas pelo menos, a qual serda descrita mais adiante como um aparato numérico.

E possivel, ainda, fornecer uma interpretacio geométrica para esta unicidade na determinacao
de um vértice para os qual se possui, ao menos, um valor de distancia de poda. Os trés valores de
distancias de discretizacao fornecem uma representacao da interseccao de trés esferas em R?, como
ja foi comentado. Adicionando mais a distancia d;;, tem-se a interseccao de quatro esferas que
possui um unico ponto, com probabilidade 1. Este ponto é considerado como posicao do vértice v;,
se satisfizer a equacao (2.4.5) e pode ser determinado em tempo constante sempre. Caso contrario,
se nao satisfizer tal equagao, este ponto nao pertence a nenhum caminho que resolve o DMDGP.

O processo de poda requer um critério numérico adequado a fim de se viabilizar a escolha de
uma posicao possivel ou o seu descarte. A isso, chamaremos de Teste de Poda. Dentre os testes
descritos na literatura, adota-se o DDF (Direct Distance Feasibility) [54].

Definicao 2.4.3. Dada uma aresta de poda {j,i} € E,, com j < i, e uma tolerdncia ¢ > 0, o
Teste de Factibilidade DDF consiste em checar se a desigualdade abaixo ¢ valida
2
2 2
(i = al)* = d2) " < e

Esta tolerancia é definida de acordo com a natureza do problema ou por conveniéncia numérica.

Inicialmente, se justificou a existéncia das podas e adotou-se um procedimento para executé-
las. Entao, é preciso descrever o modo como este aparato sera aplicado na escolha de uma posicao
factivel para v;. Antes, vamos considerar uma particdo disjunta do conjunto V; na unido do

conjunto Wj, que possui os vértices adjacentes a v; associados com a discretizacao, com o conjunto
V., que possui vértices adjacentes a v; associados com a poda

Vi=V,uvy.
Também, para facilitar a descricao dos préximos passos, particiona-se o conjunto £, como
R nt) 5 i n
E,=FE,JUE)U...UE U...UE],

i _ R U i i jo_ ~ : . : : T
onde cada Ej, = {{v;,v;} 1 v; € VJ} e E, N E) = () para i # j. Além disso, o conjunto V, estd
biunivocamente associado ao conjunto £,

A partir disso, para que ocorram podas durante o posicionamento de v;, é preciso que

V=i, vpgr v } £ 0, k=|VI|<i—4

Portanto, ap6s encontrar as duas posigoes x] e z7 para o vértice v;, dadas pela discretizagdo,
ha que se checar a factibilidade de cada uma delas através do Teste DDF para cada aresta em Ezi?'
Trés resultados sao possiveis para o teste DDF [56].

(1) Somente z; é factivel
1

Neste primeiro caso, a posicao x; é factivel em relacao ao teste DDF, pois todas as arestas
{vi;,vi} € EI’; satisfazem a desigualdade

1
(Jet -,
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Por outro lado, existe uma aresta {v;,,v;} € E;; que nao satisfaz a desigualdade DDF para z7,

pois
(

Assim, a primeira posicao dé origem a um caminho factivel, mas a segunda ¢ podada e nao
gera nenhum caminho.

2 2

(23

Figura 2.14: O primeiro caminho ¢ factivel e o segundo ¢ podado.

Somente z? é viavel

Neste segundo caso, existe uma aresta {v;,,v;} € E]i que nao satisfaz a desigualdade DDF
para x}, pois
2

—d2, )2 >e. (2.4.9)

Logo, os caminhos a partir dessa posi¢ao sao inviabilizados. Portanto, esse né é podado e a
busca retrocede ao né-pai @ — 1. Ocorre, entao, um backtracking, ou seja, um “retorno” ao
no-pai, em referéncia a [52].

2

Apds esse retorno, a busca avanga para o teste da segunda posicao z;. Esta, por sua vez, é

factivel, pois todas as arestas {v;;,v;} € E/ satisfazem a desigualdade

(

Todos os caminhos factiveis devem, entao, passar por essa posicao.

2

2 2
— d;{ij> <e. (2.4.10)

Figura 2.15: O primeiro caminho é podado e o segundo ¢ factivel.

Nem z; nem z? sdo viaveis
Por fim, no tltimo caso, existe uma aresta {v;,,v;} € E; que nao satisfaz a desigualdade DDF
para ;, pois

Neste caso, o caminho ¢ podado e o algoritmo retorna a busca para o né-pai, avancando para
a segunda possibilidade. Mas, existe também uma outra aresta {v;,,v;} € E;) que nao satisfaz
a desigualdade DDF para esta posigao, pois

(

2 2
T — || — diik> > e. (2.4.11)

2
Ty — T4y it

2 2
—dz, ) > e. (2.4.12)

46



Portanto, nenhuma das duas posi¢oes sao factiveis. A busca retrocede para o no-pai anterior
que ainda nao teve as duas posicoes avaliadas pelo teste DDF.

Figura 2.16: Os dois caminhos sao infactiveis e, portanto, sao podados.

Em resumo, olhando para o modo como o BP explora o espaco de busca por solucoes, pode-se
afirmar que as arestas de discretizacao de Ey atuam para moldar este espaco em forma de uma
arvore binaria e que as arestas de poda de E, indicam o caminho que deve ser percorrido para
encontrar as solugoes factiveis [52].

2.4.2 Estrutura Algoritmica

Tendo definido os trés passos do BP (inicializagao, branching e pruning), vamos analisar sua
estrutura algoritmica e apresentar um exemplo para compreender melhor seu funcionamento.

As informacoes de entrada sao dadas pela instancia G = (V,S,d) do DMDGP. No final do
processo, o método deve fornecer como saida um grafo em forma de uma arvore binaria 1" para o
qual cada né estd associado a uma posicao factivel em R? para o vértice associado ao seu nivel.
Como ja vimos, esta arvore T representa o espaco de busca por solugoes factiveis, que é discreto
e finito.

A fim de estabelecer a recursdao, define-se o Nivel de um Vértice v como o seu posto p(v).
Assim, o indice i do vértice v; estda biunivocamente associado ao nivel 7 de T

A principio, T é inicializada nos trés primeiros vértices 1 — 2 — 3, univocamente nas posi¢oes
T, %9 € x5 € R3, como na formulacdo matematica. Até este passo nao hé ramificacdes ou podas. Em
seguida, com o indice dos vértices i sendo incrementado um-a-um de 4 a n = |V|, sdo armazenados:

e+ a posicio x; € R3 referente ao i-ésimo dtomo de M e a matriz de torcao acumulada C; =
BlBg e Bi, (§

o trés apontadores em funcao de ¢:

(i) P(i), que aponta para o né-pai,
(ii) L(i), que aponta para os nds a esquerda, e
(iii) R(7), que aponta para os nos a direita.
Esta estrutura de apontadores serd imprescindivel para explorar a arvore de realizagoes T em
buscas em profundidade, de modo que cada caminho da raiz até uma folha corresponde a uma
imersao factivel de G em R®. Quando um determinado né é infactivel, ele é inicializado com

um valor ficticio PRUNED para indicar onde houve uma poda a fim de que este caminho seja
inviabilizado [54].

47



De diferente modo em relagao a representagao da arvore de solugoes apresentada em [54, 56],

cuja raiz estd em cima da estrutura da arvore, a representamos da direita para a esquerda, como
na Figura 2.17. Ou seja, a raiz de T esta a esquerda de todo o resto da estrutura, em consonancia
com [77] cujos beneficios serdo apresentados mais & frente neste texto.

Figura 2.17: Um exemplo da maneira na qual a arvore 1" é representada

Sejam y = (0,0,0,1)7, a tolerancia dada e > 0 e v um né de T' com posto igual ai—1. A 4rvore

T é codificada por P,L e R. A estrutura recursiva do BP é dada pelo pseudocddigo apresentado
no Algoritmo 1, extraido de Lavor et al. [54].

Algoritmo 1 Algoritmo BP

1: BranchAndPrune(T', v, 1)
2: if i <n —1 then

3: calcule as matrizes de torgao B; e Bj;

4: recupere a matriz de torgdo acumulada C;_; referente ao né-pai P(v);
5: calcule as préximas matrizes de torgao acumuladas C; = C;_1B; e C] = C;_1 B;
6: utilize-as para calcular as posicoes z; = Ciy e z, = Cly;

7 if x; é factivel then

8: crie um né z, armazenando C; e x;, e fazendo P(z) = v e L(v) = z;
9: faga T <~ T U{z};

10: BranchAndPrune(7, z,i + 1)

11: else

12: faca L(v) =PRUNED;

13: end if

14: if x} é factivel then

15: crie um né z'; armazenando C! e z}, e fazendo P(2') = v e R(v) = z;
16: faga T < T'U {Z'};

17: BranchAndPrune(T, 2/,i + 1)

18: else

19: faga R(v) =PRUNED;

20: end if

21: else

22: solucao armazenada nos nos-pais de n a 1, em busca retrocedida.

23: end if

48



O exemplo a seguir foi extraido de Nucci et al. [77] e ilustra o funcionamento do algoritmo BP
em estruturas DMDGP. Em especial, esta instancia permitird um entendimento da ocorréncia de
podas e dos retornos (ou backtrackings) nas buscas em profundidade pelas solugoes. Além disso,
ela possui um conjunto de arestas de poda conveniente para exemplificar um caso muito especial
para o desenvolvimento deste trabalho.

Considere, portanto, a instdncia G = (V, E,d) formada por seis vértices, cujo conjunto de
arestas ¢ particionado nos dois conjuntos disjuntos 2 = E;U L), tais que as arestas de discretizacao
e de poda sao dadas, respectivamente, por

() Ea={{1,2},{1,3},{1,4},{2,3},{2,4},{2,5}, {3,4},{3,5}, {3,6},{4,5},{4,6},{5,6}} e
(i) B, = {{2,6}}.

A partir dos dados de distancias de discretizacdo em D,, é possivel estimar os valores dos
angulos de ligacao ¢ 3,024,035 € 046, pela simples aplicagao da Lei dos Cossenos, e os valores dos
cossenos dos dngulos de tor¢ao w4, wa 5 € wsg, usando a Equacao (2.3.5) dada anteriormente.

Assim, de posse dessas coordenadas internas, é possivel aplicar o BP nesta instancia. Todos os
passos a seguir serao ilustrados. Os caminhos factiveis serdo representados em preto e os factiveis
em vermelho.

(P1) Usando os valores di2, dss € Dy juntamente com o angulo de ligacao 6 3, define-se as matrizes
de torcao By, Bs e Bs e, logo, as posigoes x1, T2 e x3 dos trés primeiros vértices, com o primeiro
na origem do sistema, o segundo no eixo das abscissas e o terceiro no plano abscissa-ordenada,
como descrito pelas Equagoes (2.3.10). A sub-arvore associada a inicializagdo com os trés
primeiros niveis ¢ dada pela Figura 4.9.

o—6—0

Figura 2.18: Os trés primeiros niveis da arvore 7.

(P2) J& com o valor de distancia d; 4 € Dy, pode-se calcular o valor de cos(w; 4). Logo, encontra-

- o - . 1 2 . .
se duas posicoes factiveis para o quarto vértice da sequéncia, :L‘El) e :L‘El ), relativas aos dois

valores possiveis para sen(wy 4) que sdo +4/1 — cos?(wy 4). Essa dupla factibilidade é oriunda

da nao-existéncia de arestas de poda relativa a este vértice. Como temos de escolher uma
. 1 . . o o ,

posicao, tomamos xfl ) de infcio. A sub-arvore com os quatro primeiro niveis de 7' é dada na

Figura 4.10.

Figura 2.19: Os quatro primeiros niveis da arvore 7.
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(P3)

(P4)

Analogamente, utilizando o valor de distancia dy5 € Dy, pode-se calcular cos(wss).Este
também gera dois valores possiveis para o seno do dngulo de torgao, dados por sen(wss) =

. : .~ 1,1 1,2 . s
+1/1 — cos?(wa5), 0s quais geram as respectivas posigoes xé ) e :vé ). Também nao hé

C A . o . 1,1 L
distancias de poda para o quinto vértice. Portanto, escolhemos a posi¢ao xg ) para o primeiro

caminho. A sub-arvore com os cinco primeiro niveis de 7' é dada na Figura 4.11.

Figura 2.20: Os cinco primeiros niveis da arvore 7T'.

Agora, com o valor de dsg € Dy, é possivel calcular cos(wsg) e, portanto, encontrar duas

- . L 1,1 1,2 .
posicoes possiveis para o sexto vértice, 2 e xé ), associadas a sen(wsg) = /1 — cos?(ws¢)

e sen(wsg) = —4/1 — cos?(ws ), respectivamente. Neste caso, ha o valor de poda dyg € D,.

Escolhemos a posicao xél’l) e testamos a sua factibilidade segundo o teste DDF. Como

2 2
(o= =) =

esta posicao é podada. A sub-arvore associada a este passo é dada pela Figura 4.12.

Figura 2.21: Os seis primeiros niveis da arvore T" até entao: a primeira poda.

, . - 1,2
Retrocedemos a busca fazendo um retorno ao nivel anterior e adotamos a posi¢ao x((; ),

encontrada no passo (P4), para o sexto nivel. Novamente, utiliza-se a informacao dag € D,
para checar a factibilidade dessa posicao. Aplicando, assim, o teste DDF, encontra-se

2
1,2) |2
(oo = o2 = 25)" <=

Portanto, essa posicao é factivel e, logo, a primeira solucio ' € S é determinada pelo BP.
A sub-arvore associada a este passo é dada pela Figura 2.22.
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Figura 2.22: Seis primeiros niveis da arvore 1" até entao: primeira solu¢ao encontrada.

Figura 2.23: Cinco primeiros niveis da arvore 7.

(P6) Realiza-se um retorno até o quarto nivel e se avanga escolhendo xgl’Q). A sub-arvore associada
a este passo é dada pela Figura 2.23.

(1,2)

(P7) Analogamente ao passo (P4), mas agora partindo do né-pai associado a posigao z5 ™, utiliza-
o o (2,1) (2.2) L
se a distancia d3g € Dy para calcular as posicoes zg "’ e xg . Escolhe-se a primeira e

testamos a sua factibilidade em relagao a informacao dy ¢ € D, obtendo que

Dada a factibilidade dessa posicao, encontramos a segunda solucio 22 € S para esta instancia
com seis vértices, cuja sub-arvore ¢é representada na Figura 2.24.

Figura 2.24: Seis primeiros niveis da arvore 7" segunda solucao encontrada.

P8) Ainda falta testar o caminho que termina em 2% Usando ds ¢ para o teste, temos
6 b

2 2
(BRSNS
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Figura 2.25: Seis primeiros niveis da arvore 7: metade dos caminhos explorados.

Portanto, essa posicao e infactivel. A sub-arvore até entao é dada pela Figura 2.25.

(P9) Em metade dos caminhos possiveis ja explorados, encontrou-se duas solugoes para o DMDGP

em questao. Retorcede-se, entao, ao quarto nivel e tomamos a segunda posic¢ao xf). A sub-
arvore para este passo ¢ dada pela Figura 2.26.

Figura 2.26: Recomeca-se a busca.

(P10) Também andlogo ao passo (P3), utilizamos a informacao dos € Dy para encontrar as duas
posicoes 23D e xéQ’Q). Escolhemos, inicialmente, a primeira delas para continuar. Como nao

hé informacao de poda, prosseguimos. A sub-arvore associada é dada na Figura 2.27.

Figura 2.27: Escolhendo o primeiro caminho da segunda metade.

(P11) Em semelhanga, agora, ao passo (P4), utilizamos a distancia ds ¢ € D, para encontrar as duas

posigoes a:éB’l) e :cég’Q). Os testes de factibilidade sao permitidos, como ja vimos, pois existe a
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(P12)

distancia dy 6 € D,. Testando a primeira posicao, encontra-se uma infactibilidade. Portanto,
L , P L (32

essa posicao ¢ podada. Retrocedemos até o né-pai e avangamos para a segunda posi¢ao xé ),

Realizando novamente o teste DDF, obtemos uma posi¢ao factivel, culminando na terceira

solucao 22 € S. Os testes DDF sao dados por

(T I N (T R A D

O caminho até esta posicao é factivel e, portanto, resolve o DMDGP. A sub-arvore em questao
é dada pela Figura 2.28.

1y , . , . 2,2
No tltimo passo, retrocedemos até o quinto nivel, novamente, escolhendo a posicao z ),
. . - - 41 42
e utilizamos a informagao ds¢ € Dy para encontrar as posigoes 2" e xé ), Segundo o

teste DDF para a distdncia de poda, ds g, a primeira ¢é factivel (encontrando a quarta solucao
z' € 8) e a segunda é infactivel

(Hm - xgl’l)Hz — d§76>2 >c e (ng — xé4’2)H2 — dg’ﬁ)z > €.

Portanto, a posicao x64’2)

caminhos infactiveis é dada na Figura 2.28.

é podada. A arvore T' com os quatro caminhos factiveis e os quatro

Figura 2.28: Arvore explorada completamente.

2.4.3 Representacao Eficiente de Solugoes

Existe uma maneira computacionalmente mais eficiente para representar as solu¢oes de um
DMDGP descobertas através do algoritmo Branch € Prune. Esta estrutura binaria das solugdes
permite identificar biunivocamente cada uma das solugoes com uma sequéncia de zeros e uns.
Abaixo, descreveremos um simples algoritmo com o fim de gerar tais sequéncias.

As primeiras trés posigoes dessa sequéncia Booleana sdo dadas por trés zeros, ja que sao
Unicas.

Da quarta posicao pra frente:
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(i) a entrada é 0, caso represente a posigao a esquerda e

(ii) a entrada é 1, caso represente a posigao a direita.

Voltando ao exemplo, as quatro solucoes sao representadas, respectivamente, pelas sequéncias:
o 21 =1(0,0,0,0,0,1)

2?2 = (0,0,0,0,1,0)
e 23=1(0,0,0,1,0,1)
o ot =( )

= (0,0,0,1,1,0).

O proximo capitulo trata sobre as simetrias que existem no DMDGP e esta representacao seréa
de grande valia para expressar as solugoes simétricas.
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Capitulo 3

Simetrias do DMDGP

O algoritmo BP é um método eficiente para encontrar imersoes isométricas para instancias que
possuem uma ordem DMDGP em seu conjunto de vértices.

Notou-se, assim, que esta eficiéncia, em detrimento de outros métodos, advém do fato de que
a largura da arvore binaria de solugoes ¢ limitada, no que concerne aos resultados obtidos em um
conjunto de testes realizados nos trabalhos [60, 68]. Dessa forma, o nimero de solugoes nao cresce
tanto, mesmo que para instancias muito grandes.

Como o tempo de computagao para o BP depende do niimero total de solug¢oes, a maior parte
dos artigos da literatura do DMDGP divide o seu uso em dois casos de interesse [68]:

o utilizar o BP para encontrar apenas uma solu¢ao (BP - One) ou

o utilizar o BP para encontrar todas as solugoes factiveis (BP - All), como no exemplo apre-
sentado no final do Capitulo 2.

Além disso, descobriu-se a existéncia de algumas simetrias inerentes a prépria natureza da
estrutura DMDGP, como resumido a seguir.

Inicialmente, demonstrou-se a existéncia de uma simetria basica no quarto nivel da arvore de
realizagoes [54], a qual provou ser “universal” no sentido de estar presente em qualquer instancia
do problema. Os detalhes dessa Simetria de Quarto Nivel estdo presentes na Secao 3.1.

Depois, apés longa pesquisa no tema, descobriu-se uma relacao de simetria mais geral, que pode
ocorrer em varios niveis de uma estrutura DMDGP [61, 52]. Mais do que isso: descobriu-se que
tais simetrias sao poderosas aliadas na diminui¢ao do tempo de computacao do BP. Veremos, na
Secao 3.2, que ao encontrar uma unica solugao, todas as remanescentes sao determinadas através
de reflexdes parciais desta solucao [61]. Portanto, as simetrias nos permitem conhecer quais os
caminhos que o BP deve evitar a fim de que a busca por solucoes seja eficiente até encontrar a
primeira solucao e, a partir dela, construir todas as outras [62].

Apods discorrer sobre essas simetrias, na Se¢ao 3.3, vamos analisar o chamado Sym BP, que é a
adaptacao do BP - One para a utilizacdo de simetrias a fim de encontrar todas as solugoes factiveis
de uma instancia.
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3.1 Simetria do Quarto Nivel

Em busca de estabelecer um padrao na contagem de realizagoes factiveis para um DMDGP,
Lavor et al. demonstraram a existéncia de uma simetria fundamental no quarto nivel da arvore
bindria que representa o espago de busca por solugoes [54].

Em resumo: existe uma identificagdo biunivoca entre pares das realizagoes factiveis, o que nos
permite considerar as solugoes de apenas um dos lados - um ramo - desta arvore. As realizagoes
do outro ramo, portanto, serao construidas a partir de reflexdes destas em relagdo a um plano de
simetria, definido pelas tinicas posi¢oes dos trés vértices iniciais da instancia, respectivamente.

Dessa maneira, esta relacao de simetria aponta para uma significativa reducao do esfor¢o com-
putacional para determinar conformagoes tridimensionais para instancias do DMDGP [54].

Nesta se¢ao, discorreremos sobre os principais resultados dessa relagao, que é chamada formal-
mente de Simetria do Quarto Nivel para instdncias DMDGP [54]. As demonstragoes, por sua vez,
serao omitidas, a fim de garantir a fluéncia do texto, mas podem ser encontradas nas referéncias
citadas em cada um dos resultados. Além disso, o exemplo anterior é revisitado e as suas solugoes
sao determinadas novamente, agora, permitindo que o BP utilize esta poderosa ferramenta.

De acordo com o Capitulo 2, ambas as posi¢oes para o quarto vértice de uma instancia G do
DMDGP (z! e 2%, onde = é uma realizacido de ) sao factiveis, j& que nio existem informagoes de
poda associada a vy. Isto independe da instancia GG. Dessa maneira, qualquer caminho factivel da
raiz até as folhas da 4rvore de realizacoes de G contém a posicao z) ou a posicao x3.

O principal teorema dessa secdo tem por objetivo identificd-las de par-em-par. Mas, antes de
enuncia-lo, ha que se considerar dois lemas. Seja G uma instancia arbitraria do DMDGP.

Lema 3.1.1 (Lavor et al. [54]). Seja Q; = By ... B;, parai € {4,...,n}, representada por
G G2 Gis Qs
o |t i |
G1 Q32 33 Q34
0 0 0 1

Se, para cada i € {4,...,n}, o sinal de sen(w;_3;) for invertido em B;, originando a matriz B],
entdo a matriz acumulada Q) = B ... B} é representada por

G Gz —hs G
Q; = Q1 G2 —Go3 Gy
; .

—Q31 —Q3 33—

0 0 0 1

Lema 3.1.2 (Lavor et al. [54]). Seja © = (x1, 22,73, T4, ..., 7,) € R¥ uma realizagao para G,
definida pela sequéncia de dngulos de tor¢do wy 4, was, ..., wn—3,. Se, para cada ¢ € {4,...,n},
o sinal de sen(w;_3;) for invertido em B;, entdo 2/ = (z1, T2, x3,2),...,2,) € R também é

realizacao factivel de (G, cujas posicoes sao dadas por

i1 Ti1
/ / .
CL’Z - '/L.’LQ - :L.rLQ 5 1 e {4,...,”}.
/
L33 — i3
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Este segundo lema pode ser considerado mais como um coroldrio do primeiro. Estabelece-se,
portanto, o seguinte resultado para as realizagoes de uma instancia DMDGP.

Teorema 3.1.1 (Lavor et al. [54]). Seja x uma realizacdo para uma instancia G = (V, E,d) do
DMDGP, dada pela sequéncia de angulos de tor¢ao wi 4, ...,wp_3,. Se invertermos os sinais de
sen(w;_s,;) em B;, para i € {4,...,n}, entdo obtemos outra realizacao =z’ para G.

Em suma, quando o sinal de sen(w; 4) ¢ invertido, a matriz B, é transformada através de uma
reflexdao em relacdo ao plano definido pelas posigoes x1, x5 € 3.

Portanto, toda realizacio x = (xy, o, 23,2}, ...) pertencente a drvore T de realizagoes de G ¢
associada a uma outra realizagio x' = (1, T2, x3, 73, ...) de G.

Figura 3.1: Duas realizacoes associadas pela troca do sinal em sen(w;_3;).

Isto exemplifica com propriedade o que ocorre ao se considerar a simetria no quarto nivel: a
simples troca de sinal de sen(w;_3;) determina outra solugdo, evitando que o BP necessite explorar
mais do que a metade da arvore 7.

Essa troca de sinal é evidenciada na representacao bindria de solu¢des como o intercambio dos
zeros pelos uns oe vice-versa. No exemplo, essa troca faz com que a representagdo binaria de z
seja transformada na representacao de x’

z=(0,0,0,0,0,1,0) — 2/ =1(0,0,0,1,1,0,1).

Isto mostra, em resumo, que toda realizacdo para GG pode ser gerada a partir da reflexdo no
quarto nivel de outra. Por essa razao, define-se uma relagdo de congruéncia no conjunto S de
solugoes do DMDGP.

Defini¢ao 3.1.1 (Realizagoes Congruentes e Incongruentes). Duas realizagoes = e 2’ para G sao
ditas Congruentes se satisfazem as condigoes e resultados do Teorema 3.1.1. Caso contrario,
essas realizagoes sao ditas Incongruentes.

Esta relacao de congruéncia, portanto, define uma particao disjunta no conjunto & dada por
S=_LsURg, (3.1.1)

onde tais componentes sao definidos por
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e Lo={2=1(0,0,0,0,...) ésolugao} é chamado de Ramo Esquerdo, pois contém a metade
esquerda das realiza¢oes pertencentes a arvore T e

e Rg={x=(0,0,0,1,...) ésolucao} é chamado de Ramo Direito, pois contém a metade
direita das realizagoes pertencentes a 7T .

Ou seja, a pertinéncia a L ou a R faz da simetria de quarto nivel uma relacao de equivaléncia
~ no conjunto S, o que justifica tal partigao.

Dessa forma, ao invés do BP explorar toda 7 para determinar S, basta que explore uma das
metades. Neste trabalho, L4 ¢ escolhido como a parte determinada pelo BP. Entéao, tais realizagoes
sao transformadas pela reflexdo de quarto nivel R, obtendo as realizacoes de Rg, ja que

Re =T (L) = {T(z): 7 € Lo} (3.1.2)

H& que se observar uma consequéncia imediata de se explorar apenas um dos ramos: o niimero
total de solucoes de um DMDGP ¢é par. Mais do que isso, o nimero de solugoes é dado em poténcia
de dois. Ja havia se conjecturado isso, mas a demonstracdo matematica veio a posteriori com o
uso de Teoria de Grupos [61].

Exemplo

Voltando ao ultimo exemplo dado no capitulo anterior, o BP explorou toda a arvore de solugoes
possiveis para encontrar as quatro solucoes factiveis para a determinada instancia que sao
rt =(0,0,0,0,0,1), z*=(0,0,0,0,1,0), z* = (0,0,0,1,0,1) e z* = (0,0,0,1,1,0). (3.1.3)

Utilizando os conceitos apresentados nesse capitulo, deve-se explorar apenas a metade esquerda
desta arvore, na qual encontramos apenas as solucoes z!' e z?, como é mostrado na Figura 3.2.

Figura 3.2: Arvore explorada pela metade, encontrando as primeiras duas solucoes: z' e x2.

3 e 24, portanto, sdo encontradas via reflexdes parciais, como segue:

As outras duas solugades x
o Considere os pontos ay, as e ag tais que

ay =1}, ay=1my e az= ;.
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e Seja R a reflexdo cujo plano de simetria é o definido pelos pontos aq, as € as.

o Entao,
> =Ra® e z*= Ra'

A Figura 3.3 representa a combinacao do algoritmo BP com a simetria de quarto nivel.

Figura 3.3: A simetria do quarto nivel aplicada em z!' e 22, encontrando as solucoes z° e z*.

3.2 Explorando o conjunto de simetrias

Nesta secao, nosso objetivo é estudar os principais resultados ja descobertos sobre as relagoes
de simetrias existentes para estruturas DMDGP e dar exemplos que mostram a eficiéncia de seu
uso na descoberta das solugdes, em comparagao com o BP - All.

Ela serd dividida em duas subsecdes. Na Secao 3.2.1, discorreremos sobre a contagem do
numero de solugdes de um DMDGP usando as arestas de poda e, na Secao 3.2.2, analisaremos a
definicao de vértice de simetria do DMDGP e suas implicagdes. Além disso, vamos propor algumas
contribui¢oes nesta tultima secao utilizando ferramentas da anterior para caracterizar tais vértices.

3.2.1 Contando o niimero de solucdes de um “DMDGP

Os desenvolvimentos desta se¢ao serao baseados nos resultados do trabalho de Liberti et al.
[55] sobre a contagem de solugoes de um DMDGP de dimensao K € Z* arbitréria.

Sejam G = (V, E,d) uma estrutura DMDGP, tal que n = |V, e X o conjunto de todas as
realizacoes incongruentes de G em R, as quais provém da aplicacdo do BP em G com a utilizacdo
da simetria de quarto nivel.

Portanto, X pode ser definido como o conjunto-quociente de S pela relagdo de equivaléncia ~,
isto 6, X =§/~.

Para o estudo das simetrias em geral é preciso definir o seguinte operador.

Definicao 3.2.1 (Liberti et al. [58, 55]). Para quaisquer x € X e v; € V, com i > K, seja RY

a reflexdo pelo hiperplano definido pelos pontos x;_g,...,x;_1, como na Figura 3.4. Assim, para
todo ¢ > K, define-se o Operador de Reflexao Parcial com respeito a v; de x como
Gu; (T) = (21,29, T3, ..., i1, RV (), Ry (Xig1), ..., Ryt (). (3.2.1)
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Figura 3.4: Reflexao pelo hiperplano definido por z;_g, ..., z;_1. Figura extraida de [55].

O operador g, reflete as posi¢des relativas aos vértices de v; até v,. Além disso, é possivel
definir uma operacao binaria entre reflexdes parciais também.

Definicao 3.2.2 (Liberti et al. [55]). Define-se o produto de dois operadores de reflexao g, e g,
pela composicao
nggUi = gvj o g’UZ" (322)

Sem perda de generalidade, suponha que 5 > ¢ > K. Segue, portanto, que o produto de
operadores de reflexao é dado por

Vg

gngvi(m) - g’Uj (gvl (l’)) = gvj (xla sy Ti—1, Rgz (l’z), Rgl (xi-i-l)a s ;}Rz (:En)) .
= (1‘1, ey L1, R;Z(l‘z), ey R;i(l‘i_l), Rgij(x)(zj)’ ey Rgij_ (x)(l'n))

Esta operacao binaria entre operadores de reflexao parcial tem uma propriedade fundamental
para a futura abordagem via Teoria de Grupos.

Lema 3.2.1 (Liberti et al. [58]). O operador de reflexao parcial é comutativo em relagdo ao seu
produto, isto é, para uma realizagao x € X e dois vértices v;,v; € V tais que 4,7 > K na ordem
KDMDGP, vale

G090, (T) = Gu;Gu; (). (3.2.3)

O propodsito inicial desta se¢ao sera estudar um grupo invariante associado as arestas de poda.
As arestas de discretizacdo também definem um grupo invariante [58, 55], o qual ndo sera necessario
para o resultado principal que sera discutido aqui.

Considere, para tanto, que E, # 0.

Definicao 3.2.3 (Liberti et al. [55]). O Conjunto Gerado pela aresta de poda {v;,v;} € E, é

dado por N
S ={i+K+1,...,5}, (3.2.4)

supondo que ¢ < j sem perda de generalidade.
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Para o caso onde K = 3, o DMDGP classico, tem-se que
S ={i+4,...,5}, (3.2.5)

o qual sempre é possivel de ser definido ja que |i — j|> 4.
Este conjunto armazena, portanto, todos os vértices que estao no caminho entre v; e vy,
excluindo-se os quatro primeiros, considerando a existéncia da simetria de quarto nivel localmente.
Para enunciar-se, entao, o principal resultado dessa se¢ao, é necessario definir o conjunto

Ip={gu|t > K e v, & S" ,V{u,w} € E,}. (3.2.6)
Observe, primeiramente, que se g,, € ['p, entao
t>KeuvcV\ ( U Siﬂ) : (3.2.7)
{vi,v; YEEY

Este conjunto, que armazena os operadores de reflexdo parcial associados somente aos vértices
que tém posto maior do que K e que nao estao no conjunto gerado por nenhuma aresta de poda
disponivel, gera o grupo mais importante para a contagem de solucoes factiveis de um *DMDGP.

Definicao 3.2.4 (Liberti et al. [58, 55]). O grupo gerado pelos elementos do conjunto I'p através
do produto de reflexoes parciais é chamado de Grupo de Poda e denotado por

Gp = (T'p). (3.2.8)

A definicao desta estrutura algébrica, portanto, nos permite fazer sucessivas reflexdes parciais
em niveis distintos em uma estrutura DMDGP. Entretanto, o seguinte resultado depende total-
mente do conjunto I'p.

Proposigao 3.2.1 (Liberti et al. [55]). O ntimero de realizagdes incongruentes de um “DMDGP
com probabilidade 1 é
| X|=2lf7!, (3.2.9)

Tais defini¢oes e resultados foram enunciados com o objetivo de se garantir sustentagao tedrica
para a demonstracao do seguinte teorema, a ser apresentada neste trabalho. Este resultado tem o
proposito de contar as realizagoes factiveis de um DMDGP (K = 3).

Teorema 3.2.1. Sejam G = (V, E,d), uma instdncia DMDGP, e {v;,v;} € E, uma aresta de
poda. Entao, com probabilidade 1, existem duas realizacoes factiveis de v; até v; na arvore de
solugoes T para cada posicao factivel de v;.

Demonstragio. Considere o subconjunto de vértices associado a aresta {v;,v;} € E, dado por
Vi =Lii+1,i+2,...,j—1,jyCV

e o subconjunto £%/ C E que contém apenas as arestas que envolvem os vértices de V%,
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Com isso, pode-se tomar uma subinstancia de G dada por
G = (Vi’j, Ei,j’ d)

associada diretamente a aresta de poda {v;, v;}.
Logo, particionando o conjunto de arestas desta subinstancia como

EY = EZZJ U E;’],
define-se o conjunto I'p de reflexGes parciais para esta subinstancia como
T ={gy :t>3 ¢ v &5 Vv, v} € E}. (3.2.10)
Agora, como {v;,v;} pertence a £ e abrange todo o conjunto V**, tem-se que
i —

0 que ocorre se, € somente se,

IT%|= 0.

Denotamos, adicionalmente, o conjunto de realizacdes factiveis de G*/ como X%7.
De acordo com a Proposicao 3.2.1, portanto, segue que o niimero de realizagoes incongruentes
da instancia G*7, com probabilidade 1, é igual a

| X0 |= 208 | = 20 = 1

Ou seja, desprezando a simetria no quarto nivel, existem duas soluc¢oes factiveis para G"* com
probabilidade 1.

Portanto, para cada posicao factivel para o vértice v; € V, existem apenas dois caminhos
factiveis entre os vértices v; e v; na arvore de solugoes 7 (com probabilidade 1), gerada pelo
algoritmo Branch € Prune, os quais sdo congruentes um ao outro, como queriamos demonstrar. [J

Decorre deste teorema o seguinte corolario.

Corolario 3.2.1. Seja G = (V, E,d) uma instancia do DMDGP. Se {v,v,} € E, entdo existe
apenas uma solucao incongruente para este DMDGP (com probabilidade 1) a menos da simetria
de quarto nivel.

Demonstragdo. Pelo Teorema 3.2.1, existem apenas duas solugoes para o DMDGP associado a G,
as quais sao dadas pelo BP, com probabilidade 1, ja que {vi,v,} € E. Além disso, essas duas
conformagdes sdo congruentes através da simetria do quarto nivel. Portanto, | X|= 1. O
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3.2.2 O conjunto dos vértices de simetria

Nesta secao, vamos discutir a generalizacao da idéia de simetrias em estruturas DMDGP.
Assim, o objetivo principal aqui serd determinar quais vértices sdo de simetria, bem como suas
propriedades e resultados. Com isso, serd possivel considerar uma particao no conjunto § em mais
do que dois subconjuntos (como na Sec¢ao 3.1), ja que é possivel que se defina mais do que uma
relagao de congruéncia (equivaléncia) que as associe de par-em-par.

Estas simetrias devem ser descritas a partir das reflexdes parciais que possam ocorrer, como
estudado na ultima secao. A partir disso, a determinacao do numero total de solu¢oes de um
DMDGP podera ser feita a partir do nimero dessas simetrias existentes em cada instancia. Ou
seja, possuindo a quantidade de simetrias, sabe-se exatamente quantas realizagoes factiveis existem
sem mesmo ter de calcula-las previamente.

Antes desses resultados, é preciso definir o conceito mais fundamental desta secao.

Definig¢ao 3.2.5. Seja G = (V, E,d) uma instdncia DMDGP com n vértices. Um vértice v; € V
é chamado de Vértice de Simetria se toda realizacdo factivel 2 = (2%, ... 2% | 2F ... 2F) e S
é congruente a outra realizacio ¥/ € S, também factivel, de modo que

ol = (2f,. .2l RU(ah), .. RY(2F)), (3.2.11)

onde R, denota uma reflexdo parcial da estrutura no nivel 7 em relacdo ao plano definido pelos
k

pontos z¥ 5 aF , ak | € R3.

A partir dessa defini¢ao, notamos a possibilidade de associar vértices de simetria aos elementos
do conjunto gerador do grupo de poda da mesma instancia. Como este resultado (vital para este
trabalho) nao esté explicitado nas referéncias bibliograficas, enunciamos e demonstramos este fato
no seguinte teorema.

Teorema 3.2.2. Um vértice v; € V é de simetria se, e somente se, g,, € I'p.

Demonstragao. Seja g,, € I'p. Entao, i > 3 e
v € STF ={j+4,... Kk}, V{vj, v} € E,. (3.2.12)

Logo, nao havera podas neste nivel e, assim, todas as posigdes possiveis sao factiveis para v;. Dessa
forma, dada a estrutura de reflexées do DMDGP, uma realizacao y = g,,(x) é sempre factivel, para
qualquer realizacao = € §. Portanto, pela Definicao 3.2.5, v; é um vértice de simetria.

Por outro lado, suponha simultaneamente que v; seja um vértice de simetria e que ¢,, & I'p.
Assim, v; € SP* para algum {v;, vx} € E,, o que é impossivel de se acontecer, ji que, por defini¢do,
os pontos zf_5 2zt , x! | ndo podem definir um plano de simetria, para qualquer realizagido z'.
Isto viola o fato de que v é um vértice de simetria. Portanto, se v; é de simetria, entao g,, € I'p.

m

Na intengao de organizar esses dados de simetria de uma estrutura G = (V, £/, d) do DMDGP,
Mucherino et al. [68] definiu o subconjunto de vértices (originalmente, B [68] ou S [52])

Se={vi e V- Z{vj,v,} € E tal que j+3<i<k} (3.2.13)
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Com a demonstracao do teorema anterior, a definicdo desse conjunto faz sentido.
Este conjunto, de acordo com o resultado a seguir, caracteriza os vértices de simetria, mostrando
que este consiste no conjunto dos indices dos operadores de reflexdo parcial de I'p.

Teorema 3.2.3. Os vértices do conjunto Sg consistem em todos os vértices de simetria de G.

Demonstragio. Seja v; € Sg. Pela definicao em (3.2.13), 7 {v;,v;} € E tal que
j+3<i<k (3.2.14)
Inicialmente, podemos destacar (por (3.2.14)) que
k> (3.2.15)

Agora, pela mesma relagdo, como j < ke j < i, segue que k —j > 0ei—j > 0. Logo, vale dizer
que
k—j>i—j. (3.2.16)
Mas, a partir de (3.2.14), temos que
J+3 <. (3.2.17)

Segue, dessa maneira, que ¢ — j > 3 e, logo, que
1—j >4 (3.2.18)

Portanto, com simples manipulagoes nos indices, obtém-se que i, j e k devem satisfazer as restrigoes

k—j>i—j>4 (3.2.19)

Ou seja, 7 {vj, v} € E tal que k — j > 4. Em resumo, conclui-se que o fato de v; € Sg significa
que nao existe nenhuma aresta de poda {vj,v;} € E, tal que i € {j +4,j +5,...,k}.
Agora, como definiu-se que S** = {j +4,j +5,...,k}, entdo pode-se dizer que

v; €V\ ( U SM) : (3.2.20)

{Uj avk}eEP

Logo, g, € I'p, ou seja, se z' € S, entdo z° = g,,(z') € S também. Portanto, v; é um vértice
de simetria.

Analogamente, se tomarmos um vértice de simetria v; e seguir-se os passos inversos do feito
acima, teremos que v; € S, como queriamos demonstrar. m

Este teorema considera a existéncia de mais de um vértice de simetria e os armazena neste
conjunto Sg. Agora, vimos, na Secao 3.1, que a simetria de quarto nivel sempre estd presente em
qualquer instancia DMDGP. A préxima proposicao garante a ocorréncia desse fato, utilizando a
definicao do conjunto Sg, em uma demonstracao mais suscinta.

Proposigao 3.2.2. O quarto vértice sempre serd um vértice de simetria para uma instancia G =
(V,E,d) do DMDGP.
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Demonstragio. Se o vértice vy nao pertencesse a este conjunto Sg, entdo existiria uma aresta
{v;, v} € E tal que
j+3<4<k. (3.2.21)

Ou seja, os indices dos vértices v; e vy deveriam satisfazer a restricao
j<1l<k-3, (3.2.22)

o que é impossivel de acontecer ja que j > 1. Portanto, vy € S, como queria-se provar. O

Unindo os resultados da Proposicao 3.2.1 e do Teorema 3.2.3, obtemos o seguinte corolario a
fim de calcular a cardinalidade do conjunto Sg.

Corolario 3.2.2. O ntimero de solugbes de um DMDGP associado a uma instancia G = (V, E, d)
¢ dado por
|S|= 215!, (3.2.23)

3.3 SymBP: uma versao adaptada do BP para o uso de
simetrias

Como se viu nas se¢oes anteriores deste capitulo, as informagoes sobre quais vértices da estru-
tura DMDGP possuem a caracteristica de definir simetrias possibilitam ndao somente a contagem
parcial ou total do niimero de solu¢des como também a definicdo de todas as possiveis solugoes
existentes através de apenas uma delas.

Dessa forma, viabilizou-se o desenvolvimento de um algoritmo que determina todas as solucoes
de um DMDGP usando esta estrutura de simetrias. Inicialmente, ele utiliza o BP no modo
classico para encontrar a primeira solugdo. Em seguida, determina-se todas as outras solugoes
usando reflexdes parciais da primeira solugdo e das que se encontra subsequentemente. A esta
modificagao, Mucherino et al. denominou Symmetry-Driven BP (ou simplesmente, SymBP) [68].

No que segue, apresenta-se um resumo deste método, total e fielmente baseado em [68], a fim
de desenvolvimentos posteriores neste presente trabalho.

Por ser uma adaptacao, o SymBP tem por base principal o proprio algoritmo BP. Dessa ma-
neira, as entradas do BP fazem parte das entradas do novo algoritmo, as quais sao:

e v € o vértice atual a ser posicionado no espaco,
« n é o nimero de vértices da instancia G = (V, E,d) (ou seja, n = |V]),
e d ¢é o conjunto de distancias disponiveis para a instancia,

« S é o conjunto de simetrias existentes para a instancia G (mais propriamente denotado neste
trabalho como Sg),

e nsols é um parametro que, dinamicamente, monitora o nimero de solugoes encontradas e

« prev é um vetor de varidveis binarias (0/1), o qual contém em si a ultima solugao encontrada
e traduzida para o formato binario de representacao, apresentado na Secao 2.4.3.
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Como apresentado em [68], segue abaixo um pseudocddigo para este algoritmo, a ser explanado
a seguir com mais detalhes de sua mecanica.

Algoritmo 2 O Algoritmo SymBP

1:
2:
3:
4:

10:
11:
12:
13:
14:
15:
16:
17:
18:
19:
20:
21:
22:
23:
24:
25:
26:
27:
28:
29:
30:
31:
32:

symBP (v, n,d, S, nsols, prev)
if (v > n) then
nsols < nsols + 1;
remova todos os galhos tais que:

e suaraiz é u € S,
« suas folhas sao vy < n.

return nsols;
end if
if (v € §) then
calcule z9;
faga prev(v) = 0;
symBP (v + 1,n,d, S, nsols, prev);
calcule z!;
faga prev(v) =1,
symBP(v + 1,n,d, S, nsols, prev);
end if
if (v &S e nsols =0) then
calcule z9;
if (20 é factivel) then
faga prev(v) = 0;
symBP(v + 1,n,d, S, nsols, prev);
end if
if (nsols = 0) then
calcule z!;
if (z! ¢ factivel) then
faga prev(v) = 1;
symBP (v + 1,n,d, S, nsols, prev);
end if
end if
end if
if (v €S e nsols > 0) then
calcule x,7 (),
faga prev(v) = —prev(v);
symBP (v + 1,n,d, S, nsols, prev);
end ifreturn nsols;

> Uma solugao é encontrada
> Descarte os galhos infactiveis

> Ramifique em nés possiveis

> Sem podas, nao ha solugoes ainda
> Calcule as posicoes viaveis: faga as podas

> Se a primeira solucao ja foi calculada:

> as outras serao geradas por simetria

A estrutura desta adaptacao do BP também utiliza a recursividade.
Inicialmente, o algoritmo SymBP analisa se o tltimo vértice (x,), na ordem DMDGP, foi
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posicionado na ultima chamada realizada deste método. Neste caso, o parametro de contagem de
solugoes nsols é atualizado, pois uma solugao foi encontrada

nsols < nsols + 1.

Se, ao menos, uma das solugoes ja foi determinada, entdo as escolhas de 0/1 estdao definidas para
cada vértice v; € Sg. A fim de “refinar” a atual arvore de solugbes, os caminhos que nao definem
solugoes sao removidos. Os tnicos galhos parciais que sao mantidos na arvore T de realizagoes
sao os que possuem algum v; € Sg como raiz. Portanto, considera-se, apenas, pares de galhos
simétricos factiveis, aqueles que possuem suas raizes nos niveis ¢ — 1, para cada v; € Sg.

Depois dessa checagem inicial de existéncia de solugao ja determinada, o algoritmo atende ao seu
passo basico. Vale lembrar, primeiramente, que se v; € S, entdao ambas as posi¢des determinadas
pela interseccao das esferas sao factiveis e, logo, nao sao podadas da arvore. Assim, a cada chamada
do SymBP, a pertinéncia do vértice atual v; ao conjunto de simetrias Sg € testada.

Em caso afirmativo, o método calcula as solugoes z? e x} e anda para o nivel seguinte, fazendo
v; < V41 € recursivamente se chama novamente.

Caso contrario, se v; € Sg, hé que distinguir duas situagoes excludentes:

(1) Nenhuma solugdo determinada ainda

« se nenhuma solugao foi encontrada até entao (nsols = 0), entdo as informagoes sobre
simetrias nao podem ser exploradas ainda e a mecanica do BP convencional é aplicada;

e o vetor binario prev deve ser mantido atualizado, a fim de que ele contenha a primeira
solucgao, assim que for encontrada;

o sem perda de generalidade, caso uma solugao seja encontrada para o vértice v; na posi¢ao
2V, entdo a posicao x; deve ser automaticamente descartada;

(2) A primeira solugao ji determinada

e se a primeira solucao foi encontrada, o SymBP constroi todas as outras solugoes a partir
das informacoes de Sg aplicando as reflexdes parciais ja mencionadas na Segao 3.2.2;

—prev(v;)
%

o Nao ha mais ramificagoes a se fazer na arvore (branchings), pois x sO pode ser

prev(v;
7

factivel se x ) for factivel para a solucao anterior;

o Também nao ha mais podas, pois todas as posi¢oes a serem geradas sao factiveis por
simetria, o que implica em uma drastica redugao no custo computacional.

A fim de ilustrar o uso pratico do SymBP em uma instancia DMDGP, segue um exemplo cuja
arvore de solugoes foi extraida de Fidalgo et al. [33].

Exemplo 3.3.1. Considere a instancia G = (V, E,d) do DMDGP com onze vértices no total e
cujas arestas de poda sao

E, = {{1,7},{5,11},{7,11}} (3.3.1)

e X o conjunto de solugoes desta instancia através do algoritmo Branch & Prune.
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Dessa forma, pode-se ver que o conjunto de simetrias associado a esta instancia é dado por

SG = {’U4,U8}. (332)

Segue, do Corolario 3.2.2, que
|S|= 25l = 9% =4, (3.3.3)

ou seja, existem quatro solugoes factiveis nesse caso.

Além disso, suponha que a drvore T} (Fig.3.5) represente a execugao do Branch € Prune classico
para GG. Os caminhos em vermelho representam os que foram descartados devido a infactibilidade
dos ultimos nos e, consequentemente, mapeam as regioes onde houve retornos.

1

11111011 11011 11K11 11011111 11 11 11 11 11111, 11 11 11111K11111.11111 K11 1111 11X11111K11]J11

Figura 3.5: Arvore representando as solucdes para G pelo BP cléssico.

Agora, aplicando o SymBP na mesma instancia, temos a representagao grafica dada pela arvore
T (Fig.3.6).

Pode-se observar que:

» a quantidade de retornos realizada, que de fato é o que gasta tempo no BP, foi menor do que
a metade em relagao ao BP;

e esses retornos acontecem, apenas, até encontrar-se a primeira solugao x, dada por

21 = (0,0,0,0,1,1,1,0,1,1,1); (3.3.4)

« a segunda solucao x, é o reflexo da primeira pela simetria de vg, ou seja,

25 = (0,0,0,0,1,1,1,1,0,0,0); (3.3.5)

o finalmente, a terceira xs e a quarta x4 solugoes sao os reflexos da segunda e primeira solugoes,
respectivamente, pela simetria de vy, isto é,

z3 = (0,0,0,1,0,0,0,0,1,1,1) e x4=1(0,0,0,1,0,0,0,1,0,0,0). (3.3.6)
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Figura 3.6: Arvore representando as solugdes para G pelo SymBP.
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Capitulo 4

Uma abordagem Dividir & Conquistar
para o DMDGP

Este capitulo ocupa uma posicao central neste trabalho, ja que contém nossas principais contri-
buigoes e resultados no intuito de viabilizar e pavimentar outros caminhos na busca por solugoes
do DMDGP. Ele sera dividido em trés se¢es principais, descritas abaixo.

1) Motivagoes

Nesta sec¢ao, vamos enumerar os métodos e resultados, previamente estudados, que motivaram o
presente estudo. Dentre eles, estao as versdes para computagao em paralelo dos algoritmos BP
e SymBP e o estudo das multiplas arvores de realizagoes, contendo o primeiro uso bidirecional
do BP e a descricao de um método para unir as sub-solugoes.

2) Simetrias, Gaps e Quatérnios: dividir-e-conquistar em Geometria de Distancias

Nesta segunda e principal se¢ao, vamos detalhar toda a base tedrica, a mecanica do método
GapSym, que particiona a instancia e computa as realizagoes, e do método @Q)Stick, que faz as
“colagens” das solugoes parciais. E nesta secao que estao nossas contribuigoes originais.

3) Resultados Computacionais
Por fim, esta secao traz resultados de testes computacionais com os métodos apresentados.
Em breves palavras, nossa contribuicao consiste em uma estratégia Dividir & Conquistar para

resolver o DMDGP, a qual pode ser naturalmente concebida como uma uniao de trés frentes de
trabalho que adotamos:

(i) dividir com simetrias - particionamos o conjunto de vértices da instancia utilizando apenas
as informacoes de simetria dadas em sua estrutura,

(ii) conquistar com gaps - utilizamos os chamados gaps em cada “pedago” da parti¢cio para
decidir em qual dire¢ao (positiva ou negativa, como veremos ainda neste capitulo) o BP sera
aplicado para encontrar as sub-solugoes de cada parte e

(ili) combinar com Quatérnios - por fim, empregamos rotagdes com Quatérnios para unir as
sub-solugoes factiveis e obter as solugoes para o problema original.
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4.1 Motivacoes Preliminares

4.1.1 Uma versao paralela do algoritmo BP

Mucherino et al. [69] introduziram uma forma de dividir uma instancia DMDGP G = (V, E, d)
em sub-instancias, resolvendo cada uma por meio de processadores independentes (computagao
em paralelo). O objetivo é obter solugdes parciais e uni-las a fim de formarem solugdes completas.

Esta abordagem divide uma instancia DMDGP como segue. Em primeiro lugar, escolhe-se o
numero p de sub-instancias a serem consideradas. Assim, divide-se toda a cadeia de n vértices
em uma sequéncia de blocos com n/p vértices em cada. Caso n nao seja divisivel por p, entdo o
resto r deles podem formar um novo bloco ou serem acomodados nos p ja existentes. Cada um
dos blocos de vértices formados neste processo consiste em uma sub-estrutura DMDGP, denotada
por G* = (V' E' d), pois a nova ordem em cada um ainda é DMDGP.

Todas as arestas de discretizacao e de poda referentes a vértices de um mesmo bloco estao
presentes no mesmo. Assim, o BP utilizara tais informagdes para computar, em paralelo, as
solugoes parciais de cada “pedago” da instancia, cada uma em seus respectivos processadores. Isto
é, cada sub-instancia G* dard origem a uma arvore 7" que armazena tais solucoes parciais.

Em seguida, os p (ou p + 1) processadores, dois-a-dois, passam ao processo de comunicagao
dessas solugoes parciais em um sistema de cascata, como se pode ver na Figura 4.1. Nesta figura,
temos que os processadores 0 e 1 e os processadores 2 e 3 sdo combinados respectivamente, gerando
dois processadores apenas. Estes, por sua vez, sao combinados em um tnico processador final.

process 0 process 1

process 0 and 1 process 2 and 3

all the processes

Figura 4.1: A comunicacao em cascata entre os processadores. Figura extraida de [69].

E preferivel que, dutrante este processo de cascata, ndo haja computacio alguma, apenas
comunicagao entre os processadores [69]. Dessa maneira, as jungoes das solugoes parciais sdo feitas
no final de toda a cascata, o que ¢é realizado através de rotagoes e translagoes [69].

Além disso, podem existir informagoes de poda conectando vértices de blocos distintos (e nao
necessariamente consecutivos). Ou seja, neste caso, ao unirem-se as solugoes parciais de cada
bloco em solugoes completas, a factibilidade dessas também devem ser analisadas em relacao a tais
informagoes de poda adicionais, o que é feito posteriormente & comunicagio e a jungao [69].
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4.1.2 Resolvendo o DMDGP por miltiplas arvores de solucao

Motivado por esse modelo em paralelo (Segao 4.1.1), Nucci et al. [77] propuseram o chamado
método de multiplas arvores de realizacoes a fim de computar as realizagoes de instancias DMDGP.

Este método pode ser resumido como segue: dada uma instancia ja dividida, utiliza-se o BP
para calcular as arvores parciais de realizagdes (as que armazenam as solugoes parciais) e, entdo,
langa mao de uma translacao e duas rotagoes para unir tais arvores duas-a-duas.

Esta secao tem por objetivo dar as principais nogoes de tal abordagem.

Branch € Prune: uma outra maneira de utilizar

Nesta subsecao, vamos analisar, por meio de um exemplo, uma forma diferente de realizar uma
instdncia DMDGP, assunto abordado por Nucci et al. em [77].

Para isso, considere a instancia G = (V, E,d), com seis vértices, correspondente ao mesmo
exemplo dado no Capitulo 2. Vimos que, ao submeter tal instancia ao BP, as solug¢bes foram
calculadas e armazenadas arvore T', representada pela Figura 2.28. Esta arvore foi construida
utilizando o que denominamos de algoritmo “BP cléssico”. Neste, a raiz de T' corresponde ao
vértice v; e crescimento da mesma se da “da esquerda para a direita”, seguindo a ordem usual
v; — vg. Por esta razao, utiliza-se a notacao T para representar tal drvore, pois define-se que ela
possui crescimento “positivo”.

Os autores, no entanto, instam o leitor a permutar os vértices de G de acordo com a permutacao

o=(6 5432 1). (4.1.1)

Logo, obtém-se um novo exemplar G’ = (V' E’, d’) para esta instancia cujos vértices sdo, biunivo-
camente, associados da seguinte maneira

V—>U1 V2 VU3 Uyg Vs Vg

r1r 1111, (4.1.2)

/
VIi— wg vs w4 v3 vy U1

Dessa maneira, o conjunto de arestas £’ é dado por um reordenamento de E, considerando que
{i,j} =~ {j,i}, de modo que o novo subconjunto de arestas de discretizagao é dado por

E={{6,5},{6,4},{6,3},{5,4},{5,3}, {5,2}, {4, 3}, {4, 2}, {4, 1}, {3, 2}, {3, 1}, {2, 1}}

e o conjunto de arestas de poda é dado por

F = {{6,2}}.

Note que G’ e GG representam o mesmo grafo e, portanto, cada uma das realizagoes de uma delas
¢ plenamente factivel em relagdo a outra. Inclusive, a quantidade de solu¢ées que o BP encontra
para ambas é a mesma.

Desse modo, ao inverter a instancia, inverte-se também o sentido da utilizacao do BP a fim de
calcular as realizagoes. O objetivo principal, portanto, de se inverter uma instancia fundamenta-se
em buscar uma maneira de se calcular as mesmas realizagbes, mas com menos retornos (que é o
que demanda mais tempo de computagao, como ja vimos no Capitulo 2.
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Além disso, a fim de facilitar a localizacao das distancias existentes, considere a seguinte matriz

des dea dez dso 0
dsy dsz dsp 0

0 dys dip dsp

0 0 d3z di3;

0 0 0 dos
0 0 0 0 0 0

Do = (4.1.3)

o O O O o

Assim como no Capitulo 2, descrevemos o uso do BP passo-a-passo para a realizacao de G’ e
identificamos a nova arvore de solugoes como 71—, indicando a troca no sentido de crescimento.

(P1)

(P3)

Utilizando os valores dg 5, ds 4 € Dy e o angulo de ligagao plano g 4, define-se as matrizes de
torgdo Bi, By e B3 dadas em (2.3.9). De posse delas, inicializa-se a arvores de realizagoes
T, fixando as posi¢oes relativas aos trés primeiros vértices vg, v5 € v, em tUnicas posi¢oes
Tg, Ts € 4 em R3 respectivamente: uma na origem, uma no eixo das abscissas e a outra no
plano abscissa-ordenada, de acordo com as Equagoes (2.3.10).

O processo de ramificacoes se inicia aqui. Com o valor de dgs € Dy, calcula-se cos(ws3)-

: - . 1 2 -y N
Assim, encontra-se duas posicoes factiveis xé) e mg) para o quarto vértice da sequéncia

v3, as quais sao associadas aos valores de £,/1 — cos?(wg3) respectivamente. Essa dupla
factibilidade deve-se a inexisténcia de informagoes de poda associadas a v3. Como ha que se
escolher um dos dois caminhos para continuar a busca (até encontrar uma solucao), tome-se

.~ 1 e e . s s o
a posicao xé ) para T, inicialmente, e avanga-se para o proximo vértice.

Analogamente, ds» € Dy ¢ utilizada a fim de calcular o valor de cos(ws2). A partir dele,
calcula-se duas posigdes possiveis para vy, as quais sao denotadas por xél’l) e xgm) em R3.

Para este vértice, sim, existe uma informacao de poda dg» € D,. Primeiramente, o caminho
determinado por xgl’l) é escolhido e testado, cujo teste DDF obtido é

(112 >\
w%—xf"—%a > e, (4.1.4)
Ou seja, esta posi¢ao é infactivel com o conjunto de distancias e tal caminho é podado.

- . .~ 1,2 .
Retrocede-se a busca para o vértice anterior e escolhe-se a segunda posi¢ao xé ) para seguir.
Esta posicao, por sua vez, ¢é factivel, ja que

(12| ’
(7 - a2 - 2,) <. (4.1.5)
Utilizando a distancia dy; € Dy, calcula-se cos(wy1). A partir dele, duas posigoes possiveis
para v; sao definidas em R? e denotadas por xgl’g’l) e xgl’w) . Como nao ha informacoes de

poda para este vértice, entao ambas sdo factiveis. Escolhendo a primeira delas, encontra-se
a primeira solugao r; € S, denotada por

21 = (0,1,0,0,0,0). (4.1.6)
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(P5)

(P6)

(P7)

(P8)

Esta solugao deve ser lida de tras-para-frente, ja que T~ tem crescimento negativo. Retrocede-
. , . . .~ 1,2,2) .
se, em seguida, a busca para o vértice anterior e a outra posi¢ao :cg )¢ escolhida, compondo

a segunda solucao zs € S, a qual é denotada por
xe = (1,1,0,0,0,0). (4.1.7)

4 ) ~ .~ 2 oy
A busca retrocede até o vértice vy e, entao, escolhemos a segunda posicao xé ) para o vértice

vs (quarto nivel), explorando a segunda metade de 7.

Entao, utiliza-se o valor de cos(ws2) novamente. A partir dele, calcula-de duas posicoes

possiveis para vy, as quais sao denotadas por xém) e x§2’2>. Procedendo o teste de poda DDF,

obtém-se
@212 >\
([l = 28V - 2.) <. (4.18)
Essa posicao ¢ factivel e a da-se prosseguimento a busca das outras duas solugoes.

Com cos(wy 1), calcula-se as duas posigoes factiveis neste caminho para v;. Portanto, as
solugoes remanescentes x3 e x4 em S sdo encontradas e determinadas por

s3=(0,0,1,0,0,0) e  s3=(1,0,1,0,0,0). (4.1.9)

(2,2)

Retrocede-se a busca para o vértice vs e escolhe-se a segunda posicao x para seguir com

a busca. Esta posicao, por sua vez, ¢ infactivel ja que
@2 _ 2\’
<Hx6 — a2 - dw) > ¢, (4.1.10)

completando a exploracao da arvore T~

Ao final do processo, a arvore T~ de imersoes de G em R® é obtida com o total de quatro
realizagoes factiveis, a qual é representada na Figura 4.2.

Figura 4.2: Arvore explorada completamente.
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Em ambos os usos do BP, duas arvores sdo geradas T* (Fig. 2.28) e T~ (Fig. 4.2) e, em
ambas, quatro solucoes foram encontradas. Entretanto, a quantidade de retornos em 7T~ é menor
em relacao a T, o que deve diminuir o tempo de computacao das solugoes. A razao pela qual
isto ocorre é simplesmente porque em G’ a tinica infomacao de poda aparece antes (quinto nivel)
do que em G (sexto nivel), diminuindo o ntimero de caminhos possiveis a serem testados.

Com este exemplo, assim, percebe-se que existem outras maneiras de utilizar o BP para explorar
o espaco de busca de solugoes de uma mesma instancia DMDGP além do “BP classico”. No caso
analisado acima, ja se obteve sucesso em diminuir os retrocessos apenas trocando o sentido da
busca. Apesar do DMDGP ser NP-dificil, quanto mais rapido resolvé-lo melhor, mesmo que seu
comportamento assintético ndo seja alterado [77].

Portanto, é possivel utilizar o BP de maneira ainda mais rapida, o que é vantajoso especialmente
na resolucao de instancias muito grandes.

Definicoes

Vamos manter o apelo molecular com o qual essas idéias sao tratadas em [77] a partir daqui.
As defini¢oes, nomenclatura e notagdes abaixo foram, em sua maioria, amplamente extraidas de
[77]. Entretanto, algumas sao definidas por este autor para melhor esclarecer alguns pontos.

Seja M uma molécula com n atomos, representada pelo grafo G = (V, E, d) que possui uma
ordem DMDGP < em seus n vértices. Seguindo esta ordem, é possivel considerar esta instancia
como uma sequéncia de nimeros naturais 1,2, ...,n, os indices dos vértices de V.

Definicao 4.1.1 (Nucci et al. [77]). Um intervalo I = [a,b] de M consiste na subsequéncia
ordenada dos atomos

I'={a,a+1,...,b—1,b}, com 1 <a<b<n. (4.1.11)
Além disso, o comprimento desse intervalo ¢é calculado por |/|= b — a.

Até agora, estudamos as realizacoes de instdncias completas. Mas, com a definicao de subes-
truturas dadas pelos intervalos, podemos restringir esta definicdo a eles, como segue.

Defini¢ao 4.1.2 (Nucci et al. [77]). Uma realizacao do intervalo I = [a, b] de M é uma aplicagao

Ruyp: la,b] — R3

, 0 — Rus(u) (4.1.12)
Esta é dita factivel se satisfizer completamente as restri¢oes
| Rap (1) — Rap(5)I| = dij, Vi, j} c ENI (4.1.13)

Caso ela viole tao somente uma dessas restrigoes, entao é dita ser infactivel.

Definicao 4.1.3 (Nucci et al. [77]). Uma realizacio R,; ¢ completa se [a,b] = [1,n]. Caso
contrario, dizemos que a realizacao R, ¢ parcial.
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Essas realizagoes parciais no espago Euclidiano serao de grande importancia nesta secao, ja que
sao a base para o método das multiplas arvores de realizagoes.

Além deste relaxamento no conceito de realizacao, é possivel flexibilizar a maneira como se
representa o espaco de busca das solugdes. Até entao, tais resultados eram armazenados em uma
arvore binaria na qual se fazia buscas em profundidade a fim de encontrar as solucoes. Agora, é
possivel armazenar solugdes parciais nas ditas arvores parciais.

Definigéo 4.1.4 (Nucci et al. [77]). Uma Arvore de Realizagbes T, relativa ao intervalo [a, b]
de uma instancia M do DMDGP, satisfaz as seguintes duas propriedades:

(i) Cada nivel k de T, corresponde a um atomo do intervalo [a, b];

(i) Cada né pertencente ao nivel k estd associado a um vetor de coordenadas em R3, sendo esta
possivel posicao para o atomo k.

Formaliza-se, também, o crescimento bidirecional, apontado anteriormente, de arvores parciais
de realizagoes.

Definigao 4.1.5 (Nucci et al. [77]). T,7, denota a direao de crescimento positivo da arvore (da
direita para a esquerda) e T, denota a diregao de negativa (da esquerda para a direita).

Segundo Nucci et al. [77], a idéia de trabalhar com realizagoes parciais foi motivada, primeira-
mente, por algumas heuristicas exploradas pelo préprio autor e uma conjectura em [76] e, também,
pela iniciativa de se paralelizar a atuacao do BP, aplicando-o a pedacos menores das instancias,
abordagem tal que foi apresentada por Mucherino et al. em [69].

Uniao de duas arvores de realizagbes parciais

Depois de dividir uma instancia DMDGP em intervalos (Mucherino et al. [68]) e construir
uma arvore de realizagoes parciais para cada intervalo (Nucci et al. [77]), como descrito acima,
é necessario unir as realizagoes parciais de intervalos subsequentes em pares até que se construa
realizagoes completas. Depois disso, deve-se analisar a factibilidade de cada solu¢ao em relacao
as restrigoes de distancias, pois ndao héd nenhuma garantia teérica de que a uniao das realizagoes
parciais factiveis componham necessariamente realizagoes completas factiveis.

De fato, se fizermos uma decomposi¢ao do conjunto de vértices V em V; U ...V} e definirmos
o conjunto de arestas para cada subgrafo como

E; = {{vs, v} rvs,vp € Vi), para i=1,... )k, (4.1.14)

entdo pode ser que existam arestas {v;,v;} € E de modo que v; € V; e v, € Viyq, mas {vj,v5} &
E,UFE;;.

No restante dessa secao, discutimos a proposta de Nucci et al. [77] para unir duas realizagoes
parciais, bem como as justificativas tedricas necessarias para tal, sob as mesmas hipoteses utilizadas
até entdao. Depois disso, enunciaremos os critérios elaborados no intuito de unir duas arvores de
realizagoes parciais.
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Nesta abordagem, algumas hipdteses sobre as realizacoes - a serem unidas - devem ser consi-
deradas a fim de ajusta-las para a aplicagao de transformacoes rigidas Euclidianas.
Sejam [a, z] e [b,y] dois intervalos em M tais que

a<b<z<uy. (4.1.15)

Adicionalmente, suponha que eles possuam, pelo menos, trés vértices em comum. Segundo Nucci
[77], isso deve implicar que
xr—>b>3, (4.1.16)

mas, na verdade, basta que os limites x e b satisfagcam a inequagao
x—b>2. (4.1.17)

Como um exemplo disso, suponha uma molécula com dez vértices M = [1,10] e vamos dividi-la
em dois intervalos com exatamente trés vértices em comum, isto é,

M =[1,6] U [4,10]. (4.1.18)
De fato, os vértices 4,5 e 6 estdo em ambos os intervalos. Como, neste caso, x = 6 e b = 4, entao

r—b=6—4=2. (4.1.19)
Adicionando um vértice a mais na interseccao, entao dividimos esta instancia como

M =[1,7] U [4,10]. (4.1.20)
Dessa maneira, os quatro vértices 4,5,6 e 7 estao na interseccao, ou seja, x =7 e b = 4. Logo,

r—b=7—4=3, (4.1.21)

completando o argumento da desigualdade (4.1.17).

Portanto, com objetivo de combinar tais realizagoes parciais R, , e Ry, de modo a obter realiza-
¢oes possiveis R, ,, cobrindo o conjunto de vértices [a, y|, Nucci e colaboradores desenvolveram um
esquema lancando mao de uma combinacao de trés transformacoes Euclidianas: uma translacao
plana, uma rotacao plana e uma outra rotagao em 3D [77].

Para calcular as referidas transformacoes, considere trés vértices i, j e k que pertencam ao con-
junto [a, z] N [b,y]. Além disso, sejam R, , e Ry, realizagOes vidveis para os respectivos intervalos.

A proposta, entao, tem como base a fixacdo de uma das realizagbes acima e a operagao com
a outra, por meio destas transformacgoes, de modo que os pontos em comum entre elas sejam
mantidos em suas posig¢oes originais e os vértices excedentes sejam transformados de forma que
ambas pertencam ao mesmo sistema de coordenadas referenciais.

Motivados pelas defini¢coes em Fidalgo et al. [34], neste cendrio, fixamos a realizacdo R, ¢
transformamos os pontos da realizacao Ry ,. Disso, seguem as defini¢oes abaixo a fim de facilitar
para futuras referéncias.
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Definicao 4.1.6 (Fidalgo et al. [34]). A estrutura fixa serd chamada de Realiza¢io Base e a
estrutura a ser transformada serd denominada Realizacio Deslizante, ja que esta deve “deslizar”
no espaco Euclidiano tridimensional a fim de se unir a realizacao base.

No teorema abaixo, a palavra “melhor” tem o sentido de minimizar a quantidade de pontos
transformados. Como vimos, é suficiente utilizar trés pontos na intersecao para realizar a trans-
formacao. Assim, como contribuicao desta tese, fazemos tal “escolha”.

Proposigao 4.1.1. A melhor escolha de trés pontos na interseccao entre os dois intervalos consiste
nos trés ultimos pontos da realizacao base.

Demonstragio. De fato, suponha que exista m > 3 pontos nesta interseccao. Isto é possivel ja
que, por hipétese, nao pode haver menos do que isso. Assim, os dois conjuntos de pontos

{Roz(z—m+1),Ros(x —m+2),...,Repu(x)} e {Rpy),Roy(b+1),...,Rpy(b+m—1)}

coincidem e consistem em tal interseccao. Agora, estes m pontos da estrutura deslizante ja estao
fixos na realizagao base. Entao, qualquer ponto da interseccao a ser transformado consistira, de
certa forma, em uma redundancia. Logo, a escolha

t=x—2=0, j=x—1=b+1 e k=x=0b+2

contempla a hipotese de selecionar trés pontos neste conjunto e ainda minimiza a quantidade de
pontos transformados redundantes. O

Como R, , ¢ fixa, R,, herda as coordenadas dos pontos de forma original [77]
Ray(t) = Rax(t), t e [a,z].

A fim de cobrir todo este intervalo, basta determinar posi¢oes para os dtomos em [z + 1,y], o
que sera feito a partir de uma translacao e duas rotagoes, como proposto por Nucci et al. Para
operar tais transformagoes, considere a realizagdo auxiliar R, , relativa a [b, y]. Deseja-se que, ao
final do processo, se obtenha

/
b,y>

Ray(t) = Ry, (1), telz+1,yl

Inicialmente, considere R, , como cépia de Ry,. Assim, aplica-se uma sequéncia de trés transfor-
magoes ortogonais a fim de que as Equagoes (4.1.22) abaixo sejam satisfeitas

b (1) = Ra(i), bo(5) = Rax(i) e Ry, (k) = Rou(k) (4.1.22)

Neste trabalho, compilamos estas transformacoes como a série de proposi¢oes que seguem.
Alguma nomenclatura e detalhes foram adicionados para melhor elucidacao dos resultados.

Proposicao 4.1.2 (Translagdo). A primeira relacao de 4.1.22 é satisfeita aplicando uma translagao
na estrutura Ity .
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Demonstragio. Com efeito, considere o vetor

v = Ra.(i) — R, (i). (4.1.23)

Tty
Aplicando uma translagao por este vetor na estrutura auxiliar, ou seja, fazendo
by(t) < Ry, (1) + v, t € b,yl,
tal relacao é satisfeita. De fato, temos que

by(1) +V = Ryy(i) + Roo(i) — Rpy(i) = Raz(9).

R (k) R . (k)

Figura 4.3: Primeira transformagao Euclideana: uma translagdo na estrutura deslizante.

Proposicao 4.1.3 (Primeira Rotacao). A segunda relacao de 4.1.22 é atingida ao aplicar uma
rotagao na estrutura ng, j& transladada.

Demonstragcao. Com a estrutura ng, considere os vetores
Lij = Ra,m(j) - Ra,w(i) € L;j = Rg;,y(]) - Ré,y(z)
que possuem um ponto em comum, a saber, a mesma extremidade O = R, (i) = R; ,(i). Consi-
derando O como vértice, existe um angulo 6 entre eles que é dado por
2 2
1 Zasll” + |2 = [|2es — L4
6 = arccos / ,
2|yl || 24

usando a Lei dos Cossenos usual no tridngulo vetorial formado por Lyj, L;; e Lij — L;;. Assim, para
que as duas posicoes para o vértice j sejam coincidentes, as duas extremidades dos vetores acima
devem coincidir. Para tanto, tendo em vista o carater rotacional da Regra da Mao-Direita e a fim
de ndo perder o que ja se ganhou com a translacdo, basta aplicar uma rotagao em I, em termos
de 6 e cujo eixo é gerado pelo vetor unitario

/
Lij X Lz‘j

n— T _ - 1
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R (k) R (k)

Figura 4.4: Segunda transformacao: uma rotagdo plana em termos de # na estrutura deslizante.

]

Proposicao 4.1.4 (Segunda Rotagdo). A terceira relagdo de 4.1.22 é satisfeita ao aplicar uma

segunda rotagdo na estrutura Ry, ,, jd transladada e rotacionada uma vez.

Demonstragcdo. A intencao é aplicar uma rotacdo que nao perca o que foi estabelecido com ne-
nhuma das duas transformacoes anteriores, ja que determinados movimentos de rotacao das arestas
consideradas, como no item anterior, pode violar as condi¢bes que queremos satisfazer em con-
junto. Vamos determinar esta rotacao construtivamente. Considere a reta que passa pelo vetor
L;; como direcao para o eixo de rotagao, gerado por um determinado vetor m, e os vetores

ij = Ra,ac(k> - Ra,x(j) S ;k = g,y(k) - g;,y(j)

Pela estrutura da instdncia do DMDGP, hé a igualdade nos comprimentos ||L;jx| = ﬂL;k) , além
de que o angulo formado pelos vetores L;; e Lj, ¢ congruente ao angulo, agora, formado entre L;;
e L’). Esta simetria garante que as extremidades R,.(k) e R (k) estdao em um mesmo circulo
contido no hiperplano ortogonal a reta que contém Lj;;.

Sejam IP este plano e P e P, as projegoes de Ly, e L, respectivamente, em P. Logo,

P, = MLy, e P, =ML,

onde M é a matriz de projegao no subespaco ortogonal a (L;;), ou seja, M = I — Ling;-.
Assim, para que R,.(k) = Ry, (k), a estrutura Ry, deve ser rotacionada ao redor de m por
um angulo ¢ tal que

2 2 2
R <||Pk|| + IR~ 1P = Pl )
2 || Pl 1P ’
o qual também ¢é calculado a partir da aplicacao da Lei dos Cossenos. O

Observagao 4.1.1. Nos cabe salientar uma errata em Nucci et al. [77]. Na pagina 185, a matriz
M é definida como M = LjL;‘-F que, na verdade, nao fornece a proje¢do ortogonal que de fato se
deseja. Na Proposicao 4.1.4 acima, isto ¢ corrigido.

m
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Figura 4.5: Terceira transformacao: uma rotacao espacial em termos do angulo .

Em um sentido pratico (computacional), ndo ha menc¢ao em Nucci et al. [77] sobre qual o
método usado nas implementacoes para se realizar rotacdes em R3. Por isso, assumimos que tal
transformacao é codificada em matrizes de rotacao. Mais detalhes e caracteristicas dessas matrizes
de rotacao sao discutidas no Apéndice B.

Como fundir duas arvores de realizacgoes

Em resumo, os seguintes itens ja foram abordados nesta se¢ao até agora:

e 0o crescimento de arvores de realizacoes de instancia do DMDGP pode ser feito em duas
diregoes, por isso, diz-se crescimento bidirecional;

o realizagoes de intervalos distintos e subsequentes que partilhem, ao menos, trés vértices
(A&tomos) podem ser conectadas e formar uma realiza¢ao para um intervalo maior a partir da
utilizagdo de transformagoes Euclidianas (movimentos rigidos).

Com isso, Nucci et al. [77] une estes dois processos em um método para gerar arvores de
realizagOes para instancias do DMDGP através da “colagem” literal de arvores parciais de par-
em-par. E como um prosseguimento de uma estratégia dividir-e-conquistar. Diz-se, dessa forma,
resolver o DMDGP através de miltiplas arvores de realizagoes.

Neste método, é possivel unir duas arvores parciais, mesmo que crescam em dire¢des opostas,
a partir da juncao de cada par possivel de realizacoes. O que se faz é tdo somente colocar uma no
mesmo sistema referencial de coordenadas da outra.

O proposito do algoritmo é combinar duas arvores Ty, e T, de intervalos subsequentes e
sobrepostos de modo a gerar uma tnica arvore de realizac¢oes a fim de cobrir [a, y].

Contemplando todas as possibilidades, dada a bidirecionalidade do crescimento das arvores,
esta uniao pode ser feita segundo trés tipos de combinagoes diferentes:

(C1) Unido Raiz - Raiz: Sejam T, e T, duas arvores tais que os trés respectivos vértices de
inicializacdo de ambas coincidem (Fig. 4.6), ou seja, vale a associagao

b—2 e, b—2+c e b—2+c (4.1.24)
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Figura 4.6: Unido Raiz - Raiz: arvores T} g, a esquerda, e Tjg, a direita.

(C2) Unido Folha - Raiz: Sejam T}/, e T}, duas drvores tais que os trés vértices finais da primeira
coincidem com os trés vértices da inicializagdo da segunda arvore (Fig. 4.7), também, de
acordo com a associa¢ao (4.1.24).

Figura 4.7: Unido Folha - Raiz: drvores 17, & esquerda, e T, a direita.

(C3) Uniao Folha - Folha: Sejam T; p € T, duas arvores que crescem em diregoes opostas de
modo que suas folhas se sobrepoem e suas raizes se distanciam (Fig. 4.8). Além disso, sem
perder a generalidade, suponha que b <+ ¢, ou seja, existe apenas um vértice em comum.
Para que satisfacam a regra 4.1.17, uma dessas arvores deve ainda crescer por mais dois
niveis, o que implica nas trés possibilidades abaixo:

(i) a arvore de crescimento positivo sobe mais dois niveis em dire¢ao a outra e, desse modo,
. + -
unem-se as arvores 1,7, o e Ty

(ii) a arvore de crescimento negativo sobe mais dois niveis em relagdo a outra e, assim,
7z + +
unem-se as arvores T." e T;", e, por fim,

(iii) a arvore de crescimento positivo sobe mais um nivel em diregdo & outra arvore e vice-
’ + + ~ . .
versa e, logo, as arvores 1,7, ., e T, , sao unidas pelo processo dado anteriormente.

Figura 4.8: Unido Folha - Folha: &rvores Ty, a esquerda, e Tg g, & direita.
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Nos dois primeiros casos, descritos acima, fizemos algumas adaptacoes no intuito de satisfazer
as condicoes de interseccao, nao sendo necessario permitir que uma das arvores tenha de crescer
mais, apos esta analise.

J& o tltimo caso foi preservado como esté descrito em [77], onde as arvores precisam subir, no
total, mais dois niveis, de acordo com as regras de (i) — (iii). Assim, a arvore que estiver prestes a
sofrer mais podas, caso o BP continue a ser executado, deve ter maior prioridade de crescimento,
j& que terd uma largura menor no final do processo. Dependendo do tamanho das arvores, subir
um ou dois niveis aumenta, consideravelmente, a quantidade de realizagoes e, consequentemente,
o numero de operagoes aritméticas. Essa escolha, portanto, possibilita a diminuicao do niimero de
realizagoes factiveis e, logo, havera um niimero menor de duplas de estruturas a serem unidas.

O Algoritmo 3, extraido de [77], explora essas idéias e traz um outline para a implementacao
da unidao de arvores de solugoes. A tnica modificagao que fizemos neste algoritmo foi inserir mais
um dado de entrada, o qual é o limitante ¢ para os testes DDF de poda feitos a posteriori.

Nele, inicialmente, cada realizacao da arvore 7, , é combinada com cada uma das realizacoes
de T;,, respectivamente, de acordo com as regras dadas anteriormente, gerando novas estruturas.
Note que o nimero dessas novas estruturas coincide com o produto dos nimeros de estruturas de
cada uma das arvores. Depois, é checada a factibilidade direta (DDF') de acordo com o limitante
¢, dado como entrada. Por fim, as estruturas que forem factiveis devem compor uma nova arvore
L,,, devolvida como saida desse algoritmo.

Observacao 4.1.2. Através de um conjunto de experimentos, constatamos que as “colagens”
podem demandar um grande esfor¢o computacional. Assim, unir duas estruturas de modo a obter
uma configuracao infactivel é desperdicar tempo de calculo. Portanto, um dos nossos objetivos
aqui, é encontrar divisdes na estrutura que minimizem esse descarte de realizacgoes.

O

Heuristica para controle do crescimento das arvores

Como visto acima, as unioes dos tipos (C1) ou (C2) s6 podem ser feitas de um modo tnico. J&
para o caso (C3), hd uma multiplicidade de maneiras. Com o objetivo de minimizar o tempo de
execucao do Algoritmo 3 e, também, o niimero de nds na arvore resultante, Nucci et al. fornecem
uma heuristica que controla o crescimento das arvores [77].

Nesta abordagem, a prioridade de crescimento é dada aquela arvore que possui menos folhas ao
atingir o nivel 7. De fato, possivelmente ela crescera menos do que as outras no nivel seguinte, onde
ela deve passar por uma nova avaliagdo como esta em relacao a outra, e assim sucessivamente.

Tal método se enquadra na classe de algoritmos gulosos, nao considerando a possibilidade de
que a outra arvore cresca primeiro. O Algoritmo 5 ([77], p. 187) traz um roteiro para ele.

Como um exemplo ilustrativo: é mais conveniente permitir que uma arvore que passara por
uma poda mais vasta em poucos passos tenha prioridade de crescimento para o préximo nivel [77].

4.1.3 Uma versao paralela do SymBP: uma possibilidade

Com o objetivo de unir eficiéncia computacional com custo reduzido, Mucherino et al. [68]
mencionam a possibilidade de utilizar o SymBP em uma versao paralela, semelhantemente ao que
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Algoritmo 3 MergeTrees

1: MergeTrees(T, 5, Th,y, €)
2: Crie uma realizagdo vazia L., = {}
3. para (cada realizagdo R, , em T, ,) faca

4: para (cada realizagdo R,, em T,) faca

5: alinhe a estrutura deslizante Ry, com a estrutura fixa R, ,
6: fail = false

7 para (cada (i,j) € E, tal que a <i<zeb<j<y) faca
8: se (||Rpy(j) — Rax(i)|—€|> d; ;) entdo

9: fail = true

10: fim se

11: fim para

12: se (not fail) entao

13: crie uma realizagao R, , tal que

14: se (i € [a,z]) entao

15: Roy(1) = Ry (1)

16: senao

17: Ry (i) = Ry (1)

18: fim se

19: fim se

20: fim para

21: fim para
22: return L, ,

foi feito com o BP (Secgao 4.1.1). Isto porque o SymBP é intrinsecamente paralelo [68]. Abaixo,
segue um esboco desta idéia, a qual deveremos implementar de modo mais abrangente em nossa
proposta.

Sejam G = (V, E, d) uma instancia DMDGP e p o niimero de processadores em um computador.
Assim:

« Divida a instancia G em p sub-instancias G, ..., G, de modo que
G:G1UUGp

o Aplique o algoritmo SymBP em cada sub-instancia G;: encontre uma solugdo para cada
parte e aplique as regras de simetria para encontrar as outras.

o Faga a comutacao entre os processadores das solugdes parciais e combine-as a fim de compor
as solugoes originais para a instancia G.

Essa paralelizacao, portencialmente, melhora ainda mais a velocidade de processamento do
SymBP, permitindo uma reducao do tempo computacional ainda mais drasticamente.
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4.2 Dividir-e-Conquistar com Quatérnios em Geometria
de Distancias

Ambos os trabalhos, citados acima, lidam com uma estratégia DC para resolver o DMDGP,
mas nenhum deles referem-se aos seus trés estagios, como abordado no Apéndice D:

e Nucci et. al [77] nao formalizaram um método para dividir instdncias do DMDGP, apenas
forneceram uma estratégia para unir duas arvores parciais de realizagoes subsequentes por
meio de movimentos rigidos, obtendo-se realizagoes para as se¢oes maiores de tal instancia;

o Mucherino et. al [69] trabalharam para dividir uma instdncia em sub-instancias de compri-
mento fixo, paralelizando os processos de execucao do BP nas partes, sem levar em conta que
podem haver divisdes que ainda sejam mais eficientes e sem mencionar o modo de realizar
tais juncoes dessas partes.

Nossa contribui¢ao, portanto, vem no sentido de fornecer uma abordagem Dividir-e-Conquistar
de modo completo, buscando extrair, dinamicamente, uma eficiéncia caracteristica da prépria
estrutura de cada instancia.

No caminho até estabelecer plenamente os trés estagios eficientemente, foi necessario enfrentar
alguns desafios, os quais sao elencados abaixo e nortearam nossa pesquisa:

i) dividir a instancia de modo a minimizar (se possivel, zerar) a quantidade de informacoes de
i) dividir a instancia d d inimi ivel tidade de infi ¢oes d
poda que fiquem para uma teste de poda posterior - tal desafio é enfrentado na Secao 4.2.1;

(ii) determinar as realizagoes dos subgrafos associados através do BP utilizando o menor nimero
de backtrackings possivel, ja que estes sao os principais responsaveis por tornar o BP mais
lento, como ja vimos no Capitulo 2 - a Secao 4.2.2 contempla este problema;

iii) fundir as solucgoes parciais utilizando tempo computacional reduzido - a Secdo 4.2.3 traz uma
¢ ¢
proposta para este desafio.

Em toda essa secdo, seja G = (V, E,d) uma instancia DMDGP com n = |V vértices.

4.2.1 Dividindo com Simetrias

Nossa proposta, nesta se¢do, é de particionar o grafo G em uma sequéncia Gy, Gs, ..., Gy de
subgrafos G; = (V;, E;,d), com a mesma ordem DMDGP em cada V;, de modo que

G=GiU...UGh (4.2.1)

Desse modo, nao devem existir informacoes de poda envolvendo os vértices de uma determinada
parte para excluir galhos infactiveis em outra parte na aplicacao do BP.

Grosso modo, a intencao ¢ que cada parte retenha as infactibilidades em si sem passsar adiante
em uma abordagem dividir-e-conquistar ou até em um provavel método envolvendo computacao
em paralelo.
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Para isso, utilizaremos as simetrias existentes na prépria estrutura DMDGP (Capitulo 3).
As idéias aqui apresentadas tiveram sua génese nos estudos que compdem o resumo estendido
Exploiting symmetries in a divide-and-conquer approach for solving the DMDGP
[33], e foram apresentadas por este autor no workshop Many Faces of Distances, realizado na
Universidade Estadual de Campinas (UNICAMP), em meados de Outubro de 2014.

Para uma pesquisa mais aprofundada, um survey sobre Particdo de Grafos e seus avancgos
recentes pode ser encontrado em um artigo de Bulug et al., publicado em 2013 no ArXiv [10].

Inicialmente, devemos revisitar a definicdo de simetrias. Segue, da Equacao (3.2.13) e do
Teorema 3.2.3, que um vértice v; € V' é de simetria se, e somente se, 7 {v;,vx} € E tal que

j+3<v<k. (4.2.2)

Isso significa que v é um vértice de simetria se, e somente se, nao existem arestas da forma {v;, vy}
em F tais que j € {1,...,i—4} e k € {i,...,n}. Essa identificacdo é mais facil de se fazer ao
olhar para os elementos da matriz de distancias Dg, associada a instancia para a qual v; € Sg:

[ 0 d172 d173 d174 Ce dl,i—Z dl,i—l 0 0 0
0 d273 d274 c. dgﬂ‘_g d277;_1 0 0 e 0
0 dssa : : : : 0
0 : di—gio digia | O 0 0
di—zi—o di—3;-1 di—3; di—3;41 ... di_zp
De = 0 di—oi1 di—o; di—ojr1 ... di—op (4.2.3)
0 dic1; diciipyr o dicip
0 dijix1 .. dig
0 PN di—l—l,n
L O -

Como se pode observar em D¢, a submatriz Dg(1 : i — 4,4 : n) (contornada pelo retangulo
vermelho) deve ser identicamente nula, ji que suas entradas correspondem, biunivocamente, a
arestas que faltam em E associadas as restrigoes (4.2.2).

Dessa maneira, pode-se particionar V' em dois conjuntos disjuntos, a partir de v;,

Vi=Av,...,vi1} e Vo ={vi, ..., 0.}

tais que V = V7 U V,. Entretanto, se os conjuntos de arestas E; e Fs, associados a cada um deles,
forem definidos como
Ei = {{Uk,'l)j} DUk, U5 S ‘/;}7 (424)

nao é possivel dizer que G = G1 U G, ja que Fy U Ey # E. Como um exemplo disso, suponha
que a aresta de poda {v;_3,v;11} esteja presente em E. Se essa divisao for feita, entdo tal aresta
nao pertence nem a F; e nem a Fy, de forma a ndo caminhar na direcao de que desejamos desde
inicio, mesmo que indique um caminho promissor para a utilizagdo dessses dados de simetria.
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Logo, a fim de particionarmos G em duas sub-instancias DMDGP, sera preciso considerar uma
partigdo em subgrafos sequencialmente dois-a-dois sobrepostos (para um melhor entendimento,
veja o artigo de Chen e Hu [Chen:06 | que apresenta um algoritmo lidando com isso). Ou seja,
os subgrafos G, ..., Gy devem ser tais que

GiN G # 0. (4.2.5)

Mais que isso: € preciso dar as garantias minimas de interseccdo para as unioes das realizagoes
parciais. Entdo, vamos considerar, no exemplo, uma particao tal que |G; N Gy|= 3, onde

G1 N GQ = {?Ji_g, Vi—2, Ui—l}- (426)

Ou seja, define-se os subgrafos G; = (Vi, Eq,d) e Gy = (V,, Es, d) tais que os dois conjuntos de
vértices sao dados por

Vi=A{v,...,v_1} e Vo =A{vis, ..., v} (4.2.7)
e, os dois conjuntos de arestas, dados por
Ey = {{v,v;} s vg,v; € Vi} e Ey = {{vg, v;} v, v; € Vol (4.2.8)

Dessa forma é possivel agrupar todas as arestas que faltavam na particao, além de possuir trés
vértices em intersegao, garantindo a aplicacao das trés transformagoes (uma translacdo e duas
rotagoes) para unir as realizagdes (como vimos no trabalho de Nucci et al.). Veja que, neste caso,
se a aresta {v;_3,v;41} estivesse disponivel no conjunto F, entdo ela estaria tdo somente em FEs,
dada a partigdo de F em (4.2.8).

De uma forma mais geral, seja Sg = {v4, Vs, Usy, - - ., Us, } O conjunto com os t + 1 vértices de
simetria para uma instancia G. Entao, nossa proposta é particionar G' em subgrafos Gy, ..., Gy
(onde k < t, como veremos a seguir) sobrepostos de maneira que |G; N G;41|= 3, para cada
1 =1,...,k— 1, utilizando as idéias expostas ha pouco nesta secao. O objetivo dessa particao é
garantir que cada informagao de poda {a,b} € E, pertenca a tao somente um tnico subgrafo G;
e que nao exista nenhuma informacao de poda conectando dois subgrafos distintos.

Antes disso, é necessario fazer um pré-processamento no conjunto Sg, como veremos a seguir
por meio das Observagoes 4.2.1 e 4.2.2.

Observacao 4.2.1. Note que nao devemos considerar o vértice v, referente ao quarto nivel como
gerador da primeira parte, mesmo sabendo que vy € Sg sempre. Se assim o fosse, o primeiro e o
segundo subgrafos teriam, respectivamente, os seguintes conjuntos de vértices

Vi= {01,112,7)3,1)4} elVy= {01,?127?13,?14,715, e 7051—1}7

onde vy, é o segundo vértice de simetria em Sg. Logo, as realizagoes (através do BP) de Gy
deveriam ser desprezadas, pois ja pertencem - em sua totalidade - as realizagoes de Gs.
m
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Observacao 4.2.2. Note, adicionalmente, que vértices de simetria consecutivos devem pertencer
a um mesmo subgrafo. Caso contrario, seria necessario incluir varios subgrafos de quatro vértices
que ja estao inteiramente contidos na uniao do subgrafo anterior com o subgrafo, aumentando o
numero de subgrafos sem efeito pratico nenhum.

Por exemplo, sejam v;,v;11 € Sg dois vértices de simetria consecutivos. Pela definicao que
demos, devem existir uma sequéncia de subgrafos sobrepostos G, G,11, G2 tais que

G, = { -y Vi3, U’i72avi71}a Grp = {UFS, Vi—2, Vi1, Ui} e G = {%’—2, Vi—1, Vi, Ui+1}-
Neste caso, se considerarmos apenas dois subgrafos da forma
G, = { -0y Vj—3,Vi—2, Ui—l} e Grg= {Ui—Savi—Z; Vi—1, Vi, Uz'+1}

continuamos cobrindo esses dois vértices de simetria em subgrafos “desconexos” (ndo existem
arestas de poda conectando os dois) e com trés vértices de intersecgao. O

Dessa maneira, propomos que o conjunto Sg passe por um pré-processamento dando origem
ao conjunto Pg, gerador da particao que desejamos, da seguinte maneira:

o Descarte o quarto vértice wvy;
o Além disso, caso o ultimo vértice v, pertenca a Sg, descarte-o também.
« Tome o préximo vértice v,, e o inclua como v,, em Fg.

o Avalie quais dos proximos vértices formam uma sequéncia de vértices consecutivos. Caso isso
ocorra, descarte todos estes vértices e tome o préximo dos vértices de simetria como v, e
o inclua em Ps. E por essa razio que k < ¢, pois h4 a possibilidade de alguns vértices de
simetria nao serem geradores de nenhuma das partes, mas serem apenas elementos. Esses
vértices descartados sao apenas elementos de uma particao, mas nao sao geradores.

« Caso contrario, tome vy, como v, € o inclua em Fg.
o Agindo dessa maneira, esgote todas as possibilidades de obter os geradores de partes.

e Se o 1ultimo elemento de Sg ainda nao foi descartado, entao o inclua como o tltimo elemento
vp, de Pg.

Assim, temos o subconjunto de Sg ao qual chamaremos de Conjunto Gerador da Particao por

Stmetrias
Po=A{vp,...,vp,} CSc CV. (4.2.9)

De posse desse conjunto, vamos propor uma particao de G em um uma sequéncia de subgrafos
G1,Go, ..., Gy, com k= s+ 1, tal que

de forma que cada vértice gerador (de simetria) em Pg correspondera ao quarto vértice de um dos
processos, exceto do primeiro cujo quarto vértice serd vy. Isto serd feito da seguinte maneira:
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(P1) Tome o primeiro vértice gerador v, € Pg. Considere, entao, o subconjunto com p; — 1
vértices
Vi = {UI,UQ,U37U4,...,UP1_1}. (4211)

A partir dele, tome o subconjunto de arestas Ey, = {{v,w} € E : u,w € V;}. Estes dois
conjuntos formam o subgrafo ponderado Gy = (V1, Ey, d).

(P2) Agora, considere o segundo vértice gerador v,, € Pg. A partir dele e do anterior, construa o
seguinte subconjunto com py — p; + 3 vértices

Vy = {Um—?n Up1—25 Up1 -1, Upys - - - 7Up2—1}'

De semelhante modo, a partir dele, tome o subconjunto de arestas Fy = {{u,w} € E: u,w €
V5 }. Estes dois conjuntos formam o subgrafo ponderado Gy = (Va, Es, d).

(P3) Como um passo geral, suponha que tenhamos utilizado os vértices vy, , Up,, ..., Vp, , € cons-
truido os subgrafos G1,Gs ..., G;_1 do modo designado em (P1) e (P2). Assim, o préximo
vértice gerador da sequéncia é v,,, o qual d4 origem ao subconjunto com p; —p,_ + 3 vértices

‘/i = {vpi—1—37 Up;—1—2,Up;_1-35VUp;_15 - - - 7Upi—1}'

A partir dele, tome o subconjunto de arestas F; = {{u,w} € E : u,w € V;}. Os dois
conjuntos formam o subgrafo G; = (V;, E;, d).

(P4) O ultimo vértice v,, é utilizado pra fixar os dois dltimos subgrafos. Os subconjuntos com,
respectivamente, ps — ps—1 + 3 e n — ps + 3 vértices construidos através deles sao dados por

V:S‘ = {/Ups—1*3a Upg_1-2yVUps_1-35Ups_15 - - - ?Upsfl} € Vs+1 = {Ups*?n Ups—2; Ups—3; Upgs - - - 7Un}'

Deles, temos os subconjuntos de arestas Es = {{u,w} € E : u,w € Vi} e Egyy = {{u,w} €
E :u,w € Vii1}. Com eles, definimos os dois tltimos subgrafos da particdo os quais sdo
Gs = (Vs, Es,d) e Goyg = (Vig1, Esi1,d). Por isso, dizemos que nesta particao k = s + 1.

Assim, a partir dessa construgdao, podemos enunciar e demonstrar o teorema mais importante
dessa secao.

Teorema 4.2.1. Sejam G = (V, F,d) uma instancia DMDGP, Pg o conjunto de gerador da
partigdo por simetrias e P = {G1,..., Gy} o conjunto com os subgrafos definidos através de Pg.
Entao, P é uma parti¢do do grafo G de modo que |V; N Vi 1|= 3, para cada 1 < i < k — 1, cada
aresta de poda de E, pertence a exatamente um subgrafo e, por fim, ndo existem arestas de poda
conectando subgrafos distintos, ou seja,

E,\ (E,N(EyU...UEy)) =0. (4.2.12)

Demonstragdo. Inicialmente, vamos demonstrar que |V; N Vi 1|= 3, para qualquer 1 <i < k — 1.

Considere, portanto, os conjuntos de vértices referentes aos dois primeiros subgrafos da construgao
de P dados por

‘/1 - {U17U27U37U47'“Up1—3avp1—277vp1—1} € ‘/2 - {Up1—37vp1—27vp1—17vp17"'7Up2—1}-
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E facil ver, pela ordem dos vértices de cada um, que os tnicos vértices em comum entre os dois
conjuntos sao vy, 3, Up,—2 € Uy, —3. Ou seja, [V N Va|= 3. Agora, tome os conjuntos de vértices de
dois subgrafos consecutivos arbitrarios G; e G;,1 de P, dados por

Vi= {Upi71—37 v+ Up;—3; Up;—2; Upi—l} e Vip= {vpi—?n Up;—2; Up;—1, Up;5 - - - 7Upi+1—1}'

Isto é, temos que |V; N V;1|= 3, para qualquer 1 <i < k — 1.

Agora, seja {u,w} uma aresta de poda arbitraria e, sem perda de generalidade, suponha que
{u,w} € G; e {u,w} € G;, com i < j. Isso significa que u,w € (V; NV;). J4 sabemos que ou
VinVi=0(sej>i+1)oul|V;NV;|=3 (se j =i+ 1). Segue, entao, que w —u < 3. Mas, por
definicao de aresta de poda, temos que w — u > 4, o que gera um contradicdo. Portanto, cada
aresta de poda esta presente a um tnico subgrafo.

Por fim, temos que vale a identidade de conjuntos (4.2.12). Sabemos da Teoria de Conjuntos
que

E,N(EyU...UE;) =(E,NE)U...U(E,N E). (4.2.13)

Seja {u, w} uma aresta de poda que nao pertenga a nenhum conjunto do tipo E,NE;, para qualquer
i. Isso significa que u € V; e w € V}, para algum 7 < j, sem perda de generalidade. Entao, temos
que u e w satisfazem as restrigoes

U < Up,—4 e w > Up,.
o que também satisfaz a definicao w — u > 4. Mas, isso implica que
u+4<v, <w.

E, como v,, € um vértice de simetria, entao ¢ impossivel que exista essa aresta, pela defini¢ao de
Up,, como querfamos demonstrar. O

Este teorema nos sugere um corolario imediato.
Corolario 4.2.1. As realizacoes parciais de cada subgrafo G; sao globalmente factiveis.

Demonstracao. Com efeito, como vimos no teorema anterior que todas as distancias de poda estao
dentro de algum dos subgrafos, entao, ao se realizar cada um deles, todas as podas ja foram feitas
e nenhuma informagao adicional de poda associada a tais vértices sobrou. Portanto, cada uma das
realizagoes parciais sera factivel com respeito a todo o conjunto de distancias. O

O resultado deste corolario consiste na maior vantagem de se utilizar tais particdes em vértices
de simetrias: nao haver podas posteriores a realizagdo. Ou seja, ao realizarmos cada pedago e
unirmos com transformagoes Euclidianas, entao a solucao final ja é factivel.

Colocado os passos da forma que propomos de fazer tal particio, bem como os teoremas que
nos embasam a realizar tal divisao, considere os dois exemplos a seguir. Nosso objetivo é com-
parar a partigdo proposta anteriormente (Nucci e Mucherino) com esta partigao de simetrias. O
que representara, neste trabalho, como custo computacional serd o nimero de chamadas do BP
necessarias para determinar as solugoes, o que ja contabiliza a quantidade de backtrackings (que
deixa esses calculos mais lentos).
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Exemplo 4.2.1. Seja G = (V, E,d) uma instancia com n = 15 cujas arestas de poda sao
E, ={{1,5},{1,10},{2,6},{4,9}, {4, 10}, {6, 10}, {8, 12}, {8, 15}, {11, 15} }.
Aplicando a definicdo de vértices de simetria, temos que
Sa = {vyg,v11}. (4.2.14)

Através deste conjunto, portanto, é possivel saber que o nimero de solugoes deste DMDGP
sera
S|=2%¢l = 22 = 4, (4.2.15)

resultado obtido através do Corolario 3.2.2.
Assim, vamos estudar as duas divisdes propostas e compara-las no que segue.

Divisao Anterior

Inicialmente, a instancia é dividida em duas sub-instancias Gy = (V1, E1,d) e Gy = (Va, Es, d),
com o0 mesmo nimero de vértices em cada (com uma intersec¢ao de trés vértices para realizar as
jungoes das solugbes por movimentos rigidos) dados por

‘/1 = {Ul,UQ,U?,,’U4,’U5,'U6,'U7,/U8,U9} € ‘/2 = {'U?,Ug,Ug,Ulo,Ull,'U12,U13,'U14,U15},

com o objetivo de contemplar os métodos apresentados anteriormente neste capitulo. Ambos os
subgrafos, portanto, possuem nove vértices.

Assim, representamos o conjunto de distancias d, associado biunivocamente a FE, através da
matriz de distancias abaixo, dando destaque as submatrizes associadas a G e a Gs.

0 dis dis da s 0 0 0 0 dwo 0 0 0 0 0
0 doy dog doy dog O O O O 0O 0 0 0 0
0 dys dys dyg O O O 0O 0 0 0 0 0
0 d475 d476 d477 0 d479 d4710 0 0 0 0 0
0 dsg dsv dss O O 0 0 0 0 0
0 d6’7 d6,8 d6’9 (16.10 0 0 0 0 0
0 dvs dig|dio 0 0 0 0 0
D¢g = 0 dgo|dgio dgi1 dgia O 0 dsis
0 | doio doi1 doio 0 0 0

0  dionn diog2 dioas 0 0
0 dig2 dingz dings dings
0 diziz dizasa diggis

0 diz1a diais
0 dia,15
0

Pode-se ver que tanto a primeira sub-instdncia G (cujo conjunto de distancias corresponde &
submatriz contornada pelo retangulo azul) quanto a segunda sub-instdncia G2 (cujo conjunto de
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distancias corresponde a submatriz contornada pelo retangulo ) possuem, respectivamente,
trés informacoes de poda distintas. Entretanto, outras trés informacoes de poda d 10, d4 10 € dg 10
(retdngulo vermelho) ficam de fora de ambas.

Pode-se saber o nimero de solugoes de cada uma pelo BP, analisando a estrutura de simetrias
existente em cada uma delas. A sub-instancia Gy possui dois vértices de simetria dados por

SGl - {U4a 1}7}'

Portanto, de acordo com o Corolario 3.2.2, a quantidade de solucoes para ela a serem determinadas
pelo BP ¢
Sa, |= 2151l = 2% = 4, (4.2.16)

Ja para (G5, o conjunto de simetrias é dado por
Sa, = {v10, 11}

Segue, de acordo com o mesmo resultado, que a quantidade de solugbes para esta sub-instancia
(pelo BP) é
|Sa, |= 215621 = 9% = 4, (4.2.17)

Logo, em um raciocinio combinatério, é possivel dizer que o niimero de estruturas possiveis
obtidas da combinac¢ao das soluc¢oes de GG; com as de G5 é igual a

nsip = |Say||Se,|=4 -4 = 16. (4.2.18)

Portanto, sem duvidas, muitas dessas estruturas calculadas terao de ser descartadas ao avaliar
a factibilidade utilizando as informacoes de poda que ficaram de fora das duas estruturas, ja que

Ou seja, somente um quarto das estruturas obtidas com a combinacao das solug¢oes parciais de G
e GGy serao factiveis, desperdicando tempo de computagao.

Para ilustrar essas solugoes de cada sub-estrutura, suponhamos que as arvores T; (Fig. 4.9) e
T, (Fig. 4.10) sao o produto do BP classico, armazenando as realizagoes parciais associadas aos
subgrafos GG7 e GGy dados pela divisao anterior.

Divisao por simetrias

Pela nossa proposta, vamos utilizar as informacoes de simetrias para construir uma particao
G = G1 U Gy, dividindo G em duas subinstancias Gy = (Vi, F1,d) e Gy = (Va, By, d) tais que

V=V,UV, com |[ViUV=3 e E = E, UE,. (4.2.20)

A mecénica dessa divisdo se dard como apresentado ha pouco nesta secao.
Novamente, como o conjunto de simetrias que é dado por Sg = {v4,v11}, 0 conjunto S de
realizacoes de G tem cardinalidade |S|= 2/%¢! = 22 = 4.
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Vamos definir, portanto, a particao de V' em
‘/1 - {U17U27U37,U47U57U67U77/U87097/U10} € ‘/2 - {US»U97/U107U117U1277}137U147U15}' (4221>
Assim, os conjuntos de arestas F e F5y sao, respectivamente, dados por
1 2
B, ={{1,5},{1,10},{2,6},{4,9},{4,10},{6,10}} e E; = {{8,12},{8,15},{11,15}}.

Vé-se, além disso, que essa divisao cobre o conjunto F completamente, ja que as arestas de discre-
tizacao sao tais que

E,=E;UE3, com |E} N E3=6 (4.2.22)
e as arestas de poda sao tais que
E,=E,UE}, com  E;NnE;=0. (4.2.23)

Também, como na abordagem anterior, d estd associado biunivocamente com a matriz Dg, na
qual ha destaque novamente as partes associadas, respectivamente, a F4 e a Ey

0 dio dis dia dis 0 0 0 0 diy [0 0 0 0 0
0 dos dyy dos dog O 0 0 0| |0 0 0 0 0
0 dsy dss dsg O 0 0 0] |0 0 0 0 0
0 d475 d476 d477 0 d479 (14710 0 0 0 0 0
0 dsg dsy dss O 0| [0 0 0 0 0
0 d677 d6,8 d679 dG,lO 0 0 0 0 0
0 d77g d779 d7710 0 0 0 0 0
DG = 0 d8,9 d8,10 dS,ll (18,12 0 0 (18,15
0 doo| doa1  doi2 0 0 0
0 le,ll d10,12 d10,13 0 0

0 diii2 diis ditga dins
0 di2,13 diz1a digas

0  dizpa diss
0 dias
0

Nenhuma distancia de poda fica de fora da particao, como aconteceu no caso anterior. Tal fato
pode ser percebido tanto pelas Equagoes (4.2.22) e (4.2.23), quanto pela divisdo em submatrizes
em (4.2.1), j& que a submatriz com contorno vermelho é nula. Portanto, ao unir as realizagoes de
(G1 com as de G, teremos construido todas as realizagoes factiveis de G.

Dessa forma, os conjuntos de simetrias sao dados, respectivamente, por

SG1 = {U4} = SG (§] SG2 = {’UH}.
Sendo assim, os conjuntos &7 e Sy de realizagoes de GG e Go, respectivamente, sao tais que

Si|=2l =2t =2 o |Sy|=21%2l =2 =2,
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Apelando, novamente, para o raciocinio combinatério de contagem de solugoes através da uniao
das subsolugoes, o niimero total de estruturas resultantes da unido das realizagoes de S; e Sy é

nsio = |81H82|: 2-2=4. (4224)

Portanto, ao unir as estruturas, teremos completado o conjunto S de realizagoes de G com-
pletamente sem que tenhamos que descartar qualquer estrutura, ja que o numero de solugoes
combinadas é exatamente igual ao niimero de solugdes originais

nsio = 4= |S| (4225)

Esta divisao deve nao disperdigar tempo de computacao de estruturas “intteis” na formacao
das realizagoes da estrutura original. Note que, de fato, nao existem distancias de poda para checar
factibilidades a posteriori, pois todas elas estao armazenadas em alguma das duas subestruturas.

As arvores T e Ty associadas a este caso estdo mostradas, respectivamente, nas Figuras 4.11 e
4.12.

Comparacgoes

Como dito no inicio, o custo computacional serd dado pelo niimero de chamadas que a instancia
faz do Branch & Prune. Através das Figuras 4.9, 4.10, 4.11 e 4.12, é possivel fazer essa contagem,
que coincide com a quantidade de nds da arvore em cada nivel a menos da inicializacao.

| 18] | 1Ss] | S2ISil
Divisao Anterior 38 70 108
Divisao com Simetrias || 46 34 80

Tabela 4.1: Tabela com a comparagao do custo computacional das divisdes

O ntmero de chamadas com a abordagem de simetrias foi igual a 80 e para a abordagem
anterior foi de 108. Além disso, a primeira abordagem produziu um grande ntimero de realizagdes
a serem descartadas (doze delas), ao contrario desta abordagem em que todas as realizagoes foram
aproveitadas por serem factiveis.

Figura 4.9: A arvore T associada a (.
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13 13

14 14 14 14,

DG GG HLH GG

Neste exemplo, utilizamos o algoritmo Branch & Prune no modo classico nas partes. Entre-
tanto, é possivel torna-lo ainda mais eficiente ao utilizar o Sym BP, como visto na Secao 3.3.

No préximo exemplo, vamos argumentar sobre as razoes pelas quais a utilizacao do Sym BP
pode ser invidavel na estratégia anterior, mas que pode ser muito eficiente na abordagem das
simetrias que propomos. Além disso, vamos fazer uma anélise de pior caso. Isto é, com sorte, as
duas podem funcionar bem, entretanto a segunda sera melhor no pior caso.

11 11

12 12 12 12

13 13 13 13

14 14 14, 14 14 14 14 14

DG GO GG L VL VL L LY

Figura 4.10: A arvore T3 associada a GS.

Figura 4.12: A arvore T; associada a GS.
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Exemplo 4.2.2. Seja G = (V, E,d) uma instancia com n = 15 vértices cujas arestas de poda sao
dadas por
E, = {{1,8},{5,12},{10,15}}. (4.2.26)

Assim, pelas definigdes de vértices de simetria, temos que Sg = {v4, vg, v13}. Segue, portanto, que
a quantidade de solugoes do DMDGP definido por GG pelo BP ¢é

S|=2%6l =23 =8, (4.2.27)

No pior caso, a primeira solu¢ao seria descoberta pelo BP-One através da exploracao da arvore
de solugoes, que teria a aparéncia da arvore T da Figura 4.13.

Figura 4.13: A arvore T associada a (G, com a primeira solugao.

Com isso, de acordo com a mecéanica do Sym BP, as outras sete solugoes devem ser determinadas
a partir desta solugao e das trés simetrias existentes na estrutura.

Divisao Anterior

Pela divisao anterior, gera-se trés subgrafos G; = (4, E1,d), Go = (Va, Es,d) e G3 = (V3, E3, d)
tais que seus conjuntos de vértices sao sobrepostos em trés vértices e dados por

‘/1 = {?}1,...,1)7}, ‘/2 = {U5,...,U11} (& ‘/3 = {vg,...,v15}. (4228)

Assim, suas informagoes de distancias sao dadas na matriz Dg abaixo, respectivamente, pelas
submatrizes associadas as cores azul, e . As distancias que conectam vértices em
subgrafos diferentes estao separadas nas matrizes em vermelho. Pode-se ver que as informagoes de
poda d; g e dg 12 estao fora dos trés subgrafos.
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0 dis dis s 0 0 0ds 0 0 0][0 0 0 0
0 dog dos dos 0 OO 0 o0 oflo o o o
0 dyq dss dsg OO 0 0 o0]]0 0 0 0
0 dis dig dag| 00 0 0] |0 0 0 0
0 dsg dov|dss 0 0 O0][0 0 0 0
0 dor|dss dsg O 0 | |dss O 0 0
0 | ds dig dig 0 |0 0 0 0
Dg = 0 dgy dgio dgi| [ O 0 0 0
0 dyoio doa1| doi2 0 0 0
0  dionl diogz diogzs 0 digas
0 | diii2 diiaz dipa O
0 diziz dizas diggs
0 dizia diss
0 dis
0

Assim como na arvore T da Figura 4.13, vamos aplicar o algoritmo BP-One nas trés partes, ja
que ao unirmos as trés partes da primeira solugdo, basta utilizar as simetrias como no Sym BP,
abordagem ja conhecida como bem eficiente.

: . . ~ . PO ¢ .z

Como nao existem informagoes de poda para (G1, uma primeira realizacao x;"" € S; ja se mostra

“localmente factivel”. Isto é, o algoritmo determina esta primeira solu¢do muito rapidamente, ja
- . ) . ~ 511

que nao ocorrem backtrackings. A mesma coisa acontece para GGy e uma primeira solugdo z7" " € So,

factivel para aquele pedaco, aparece rapidamente sem retornos.

E facil ver que a unido dessas solugoes sera globalmente infactivel: basta olhar para a arvore T
acima. A falta da informacao de poda d; g dentro de um dos dois subgrafos faz toda a diferenca.
Assim que se unir as solugoes e aplicar o teste das distancias de poda adicionais, teremos

|2t 7(1) = 23(8)|| # dus, (4.2.29)

o que ja inviabiliza esta realizagdo que esta sendo construida.

Para encontrar a solucao factivel para G, na verdade, é necessario explorar oito caminhos (sete
deles infactiveis), o que demanda 14 chamadas do algoritmo BP-One (subarvore T da Figura 4.14).
Ja para resolver o DMDGP para G de modo a encontrar uma subsolucao globalmente factivel,
é necessario explorar cinco caminhos (quatro deles infactiveis), necessitando de 9 chamadas do
BP-One (subéarvore T, da Figura 4.15). Por fim, para encontrar a primeira solugdo globalmente
factivel para o DMDGP associado a (3 é preciso explorar os cinco caminhos da subarvore T3,
chamando o BP-One 9 vezes também (Figura 4.16).

Lidando com o BP-One, nesta abordagem, é provavel que essa situagao de pior caso ocorra,
ou seja, que escolhamos caminhos errados e, portanto, geremos solugoes infactiveis. Dai, seria
preciso voltar ao processo do inicio. No pior caso, portanto, seria preciso explorar as 200 =8-5-5
possibilidades de combinacoes de subsolucoes até encontrar, de fato, a solucao factivel.

Portanto, essa abordagem nao parece ter ganhos com a estratégia D & C.
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Figura 4.14: A sub-arvore 7;.  Figura 4.15: A sub-arvore 1.  Figura 4.16: A sub-arvore T5.

Divisao com Simetrias

Por outro lado, da abordagem do uso de simetrias para dividir a instancia DMDGP, gera-se
também trés subgrafos G1 = (Vi, Ey,d), Gy = (Vs, Es,d) e G5 = (V3, E3,d) tais que

‘/1 = {Ul,...,l)s}, ‘/2 = {1)6,...71}12} (& Vé = {1)10,...,1)15}. (4230)

Assim, suas informacoes de distancias sdo dadas na matriz Dg abaixo, respectivamente, pelas
submatrizes associadas as cores azul, e . As distancias que conectam vértices em
subgrafos diferentes estao separadas nas matrizes em vermelho.

0 dis dis s 0 0 0 ds][0 0 0 0][0 0 0
0 doy dog dos 0 O Ofl0 0 o ofl]o o o
0 daq dss dsg 0 Ofl0 0o o ofl]o o 0
0 dys dig dr O [0 0 0 0[]0 0 o0
0 dsg dsy dss| 00 0 0] |0 0 0
0 d6,7 d6,8 d6,9 0 0 d6712 0 0 0
0 dig|dg drg O 0| |0 0 0
D¢g = 0 | dsy dgio dgn 0 0 0 0
0 doio doa1 doio 0 0 0
0  dionn diogz diogs 0 digas
0  dijgg digz diga 0
0 | diziz dizas digis
0 dizia diss
0 dis
0

Esta abordagem necessita de 30 chamadas do BP-One para realizar G, explorando dezesseis
caminhos até encontrar aquele que é factivel (Figura 4.17). Além disso, sdo necessarias 14 chamadas
do algoritmo para realizar Go, explorando os oito caminhos possiveis (Figura 4.18). E, por fim, é
preciso de 6 chamadas do BP-One para determinar a primeira solugdo para (G3, explorando quatro
caminhos (Figura 4.19).
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Figura 4.17: A sub-arvore 7.  Figura 4.18: A sub-arvore 75.  Figura 4.19: A sub-arvore T;.

Comparacgoes

Aparentemente, o custo computacional da abordagens de simetria é maior. De fato, se se levar
em conta apenas o numero de chamadas do BP, que é maior, isto ocorre mesmo. De acordo com a
Tabela 4.2, o pior caso da Divisdo Anterior requer 32 chamadas do BP-One, enquanto que o pior
caso da Divisao por Simetrias requer 50 chamadas.

Entretanto, o nimero de unioes de subsolugoes que a abordagem anterior necessita ¢ muito mais
alto. Como nao ha garantia imediata de factibilidade, é preciso testar todas as possibilidade até
descobrir qual é, de fato, factivel. Este procedimento torna o custo computacional dela dindmico e,
no pior caso descrito acima, inviavel. No caso descrito, seria preciso testar as duzentas combinagoes
possiveis em rela¢ao a apenas uma combinacao da Divisdo por Simetrias (Tabela 4.2).

Portanto, para o pior caso acima, a abordagem de simetrias é mais eficiente ja que ela produz
subsolucoes que sao factiveis.

| 18] | [Sa] | 185 | SISi] | Combinagges
Divisao Anterior 14 9 9 32 200
Divisao com Simetrias || 30 14 6 50 1

Tabela 4.2: Tabela com a comparacao do custo computacional das divisdes

O

Como vimos em ambos os exemplos, a divisao que utiliza as informagoes de simetria é deveras
eficiente, em detrimento da divisao “classica” de Nucci et al. e Mucherino et al. que toma uma
particao de GG em subgrafos com o mesmo niimero de vértices.

Desse modo, o primeiro passo para se dividir a instancia G dada é descobrir quais vértices
de V possuem a caracteristica de definirem simetrias ao longo da estrutura. O pseudocddigo do
Algoritmo 4, a seguir, realiza esta tarefa. A ele chamaremos de FindSym.

Depois de encontrados esses vértices de simetria, é preciso definir uma rotina que de fato
particiona completamente o grafo G' em relacao a estas simetrias. O Algoritmo 5 a seguir faz essa
tarefa utilizando os dados de distancias e os dados de simetria, provenientes da saida do Alg.4.
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Algoritmo 4 FindSym

1. FindSym(d)

2: Defina uma matriz D triangular superior a partir de d, fazendo D(i, j) < d, j, para j > i;
3: Defina um vetor de zeros sym de comprimento n;

4: Como o quarto nivel sempre define simetria, faca sym(4) = 1;
5. para (cada coluna j > 4 de D) faga

6: se (a submatriz D(1:j —4,j : n) é nula) entao

7 sym(j) < 1;

8: fim se

9: fim para

10: Defina um vetor vazio de indices de simetria S

11: ind < O;

12: para (j de 1 a n) faga

13: se (sym(j) = 1) entao

14: S(ind) < j;

15: nd < ind + 1;

16: fim se

17: fim para

18: return D e S

Algoritmo 5 SymSplit
SymSplit(d)
(D, S) = FindSym(d)
n < ¢(D), onde ¢(D) é o nimero de colunas de D.
Exclua primeiro elemento de S
se (5(]S]) = n) entao
Exclua o dltimo elemento de S
fim se
Defina uma matriz split com duas colunas e |S|+1 linhas identicamente nula

split(1,1:2) « [1 S(1)]

10: para (i de 2 a |5]) faca
11: split(i, 1+ 2) « [split(i —1,2) =3 S(i) — 1]
12: fim para

—
w

- split(|S]+1,1 2 2) « [split(]S],2) =3 n]
: return split

—
=~

4.2.2 Conquistando com gaps no conjunto de distancias

Na inten¢do de melhorar ainda mais a eficiéncia dessa abordagem dividir-e-conquistar para
resolver o DMDGP, nosso objetivo é explorar a estrutura de distancias para decidir se o crescimento
de cada subarvore serd positivo (classico) ou negativo.

A determinacao de uma estrutura DMDGP com o algoritmo BP nao é temporalmente homo-
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génea em cada vértice, isto é, ele nao determina cada vértice com o mesmo tempo. Pelo contrario,
existem setores que sao muito “lentos” e setores em que ele funciona muito rapida e eficientemente.

Neste sentido, passamos a estudar o funcionamento do Branch & Prune a fim de determinar
em quais regioes da instancia, de fato, ele deve demorar mais tempo para conseguir realizagoes
factiveis. Através dessa analise mais cuidadosa dos piores casos de instancias de diversos tamanhos
e estruturas que identificamos que tais setores “lentos” estao intimamente relacionados a auséncia
de informacoes de distancias de poda em subconjuntos de vértices sucessivos.

Considere, portanto, uma instancia G = (V, E,d) onde n = |V|=9 e

B, = {{1,5},{1,9}}. (4.2.31)
Dessa maneira, sua matriz de distancias D¢ tera a aparéncia abaixo.

"0 dl,g dl,g d1,4 (1175 0 0 0
0 dys dog das O 0 0 0

0 d3,4 d3 5 d3 6 0 0
0 d4 5 d4 6 d4 7 0 0

D¢g = 0 dsg dsz dsg O
0 der des dsg

0 drg dry

0 dso

0

Fazendo uma analise de pior caso dessa instancia, o BP-One precisaria explorar a arvore 1" da
Figura 4.20 a fim de encontrar a primeira solugao.

00 00 00 0¢

Figura 4.20: Arvore associada a instancia G' acima, cujas informagoes de distancias estao em Dg.

Facilmente, podemos verificar que a parte que compreende os vértices de v; a vs tem rapida
determinacao. De fato, os quatro primeiros vértices sao da inicializagdo e o quinto vértice possui
uma informacao de poda d; 5 associada a ele, ou seja, no maximo sera preciso duas chamadas do
BP para determinéa-lo.

Agora, a parte envolvendo os vértices seguintes é mais demorada. Pela Figura 4.20, é preciso
trinta chamadas do BP para determinar uma realizacao factivel para os vértices vg, v7,vg € vg.
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Isso deve-se ao fato de que, depois do vértice vs, apenas o vértice vg possui uma distancia de
poda associada. Entao, o BP abre todos os ramos possiveis até o nono vértice. Em se verificando
a infactibilidade, através da informacao d; g, ele retrocede a busca novamente para o vértice vg e
testa a segunda opc¢ao. Novamente, encontra uma infactibilidade e retrocede a busca para o vértice
v7, testando mais um caminho possivel até o vg. No pior caso ele procede assim até que o ltimo
caminho possivel se mostre factivel.

Em resumo:

« para os vértices v; que possuem alguma aresta de poda {i,j} € E, associada a eles, ha
apenas uma posi¢ao factivel para cada trio de posigdes associadas aos vértices v;, viy1, Vito
(interseccao de quatro esferas) e, portanto, o BP determina as realizagoes rapidamente;

« para os vértices v; para os quais nao existe incidéncia de arestas de poda, o BP é bem mais
lento em encontrar o caminho factivel.

Foi dessa maneira que identificamos os setores da instancia aos quais denominamos gaps, cuja
teoria serd explanada nas defini¢oes e resultados que seguem. A génese deste estudo foi publicada
no artigo Uma nova abordagem para dividir instiancias do Discretizable Molecular
Distance Geometry Problem usando gaps, por Fidalgo et al. [31], apresentado no XXXV
Congresso Nacional de Matematica Aplicada e Computacional (CNMAC) de 2014 em Natal/Brasil.
Para cada vértice v; € V' com posto p(v) > 4, considere o conjunto de vértices antecessores e
adjacentes
Vi=N)Ny(v)={vye E:{j,i}e E e j<i} (4.2.32)

para o qual sabe-se que |V;|> 3, como ja visto neste texto, pois seus antecessores imediatos v;_s, v; o
e v;_1 estao em V; sempre em razao da ordem DMDGP.

Como nosso interesse maior estd em quantificar os vértices que nao possuem informacgoes de
poda associados a eles, temos a seguinte definicao.

Definicao 4.2.1. Um vértice v; € V é chamado de g-vértice se, e somente se, |V;|= 3.

Ou seja, um g-vértice é aquele que nao possui informacgoes de poda associadas a ele. No exemplo
anterior, os vértices vg, v7 € vg sao g-vértices.

Definicao 4.2.2. Um conjunto de k g-vértices consecutivos, comecando em v; € V', é chamado de
gap de comprimento k iniciando em v; e é denotado por

Ff = {UZ', Vit1y - - - 7Ui+k—1}- (4233)
No exemplo anterior, s6 existe um gap, iniciando em vg de comprimento 3, dado por
I = {vs, v, vs}. (4.2.34)

Pela descricao do inicio desta se¢ao, o BP se torna mais lento quando tem de encontrar as realiza-
¢oes factiveis para os vértices em algum gap e so volta a ser eficiente quando sair dele.
Segue mais uma definicao.
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Definigdo 4.2.3. Dado um gap I'¥ em uma estrutura DMDGP, diremos que (i,k) é o g-par
associado a ele.

O g-par associado a este gap T's é (6, 3).

Assim, se mapearmos os gaps da estrutura, poderemos saber, de fato, os setores onde a deter-
minac¢ao serda mais lenta. Mais do isso: seremos capazes de, no pior caso, saber o nimero maximo
de chamadas que pode-se fazer do BP até encontrar a primeira solucao. Esse mapeamento deve
ser feito utilizando esses g-pares.

Definicao 4.2.4. Seja G uma instancia DMDGP. O Gap Map dessa instancia é o conjunto dos
g-pares associados a ela
gmapg = {(i,k) : T¥ é um gap de G}. (4.2.35)

A partir disso, vamos denotar um gap através do seu g-par.
Além disso, fazem-se necessarias as seguintes definigoes.

Definicao 4.2.5. O ntimero de vértices envolvidos em algum gap é dado pelo niimero

vg= >, k+1 (4.2.36)

(i,k)egmapg

E, o nimero de vértices que nao esta envolvido com algum gap e também nao esta na inicializacao
v, — vy, € dado por
ve=n—uvg—4. (4.2.37)

No exemplo dado anteriormente, vg = > (; i) k+1=3+1=4¢e, logo,

cgmapg

ve=9-4-4=9-8=1. (4.2.38)

Com essas defini¢oes, somos capazes de contar quantas chamadas do BP, dentro de um gap
(1, k), uma instancia fard para obter a primeira realizagao factivel no pior caso.

Tome, por exemplo, o gap (6,3) dado anteriormente. Para o o primeiro vértice do gap vg, hé a
possibilidade de 2 = 2! chamadas no pior caso. J4 para o vértice v;, ha a possibilidade de 4 = 22
chamadas do BP. Para o vértice vg, tltimo vértice do gap, hé a possibilidade de 8 = 23 chamadas
do BP no pior caso. Além dos vértices interiores ao gap, o vértice seguinte, que no caso é vy
também importa para esta contagem, ja que a arvore ramifica mais uma vez e é, entao, podada.
Neste nivel, no pior caso, hd 16 = 2* chamadas do BP. Portanto, do vértice vg ao vértice vg, o
nimero de vezes que o BP precisa ser acionado até encontrar a solugdo (pior caso) é

2! 122+ 22+ 2 =244 +8+16 = 30. (4.2.39)

Baseado nesta soma, vamos analisar um caso mais arbitrario. Para um gap (i, k) qualquer, ha
ramificagoes possiveis para os vértices préprios do gap (de v; a v;1_1) e também para o primeiro
vértice sucessor ao gap (v, que é o lugar onde haverd as podas. Assim, temos que o niimero de
chamadas do BP (pior caso) para cada vértice envolvido seré:

Vértices ‘ Vi UVit+1 Viy2 .. Uirk-1 Uitk
No. de chamadas do BP ‘ 2 22 23 .. 9k okfL-

(4.2.40)
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Nao é dificil ver que este conjunto forma uma progressao geométrica com o primeiro termo a; = 2
e a razao ¢ = 2 com k + 1 termos.

Portanto, o nimero de chamadas total do pior caso do BP aplicado a se¢ao v; — v;k, com
k + 1 vértices, é dado pela soma dessa progressao, ou seja, por

2. (2k+1 o 2)

249224928 1 4ok okt = o

= okt2 _ 9 (4.2.41)

Aplicando, novamente, ao exemplo anterior, temos que esse numero é dado por
okt2 9 =232 92 =2 _2=32-2=230. (4.2.42)
Esse ntimero, associado ao gap (i, k), é definido como segue.

Definigao 4.2.6. O g - indice do gap (i, k), que compreende & quantidade maxima de chamadas
que se pode fazer na realizacdo dos vértices v;, ..., v, é

Ind,(i, k) = 282 — 2. (4.2.43)

No exemplo, o g-indice associado a este gap é Ind,(6,3) =232 —2 =25 — 2.

De posse de tal indice, portanto, é possivel generalizar esta contagem para um indice “global”
da instancia, contabilizando tais possibilidades para todos os vértices envolvidos em algum dos
gaps de gmapg no pior caso. Este indice é definido abaixo.

Definigao 4.2.7. O indice de gaps da instancia G é dado por

L(G)= Y Indy(i,k). (4.2.44)

(i,k)€gmapc
Como o exemplo possui apenas um gap, entao
L(G)= Y Indy(i k) = Indy(6,3) = 30. (4.2.45)
(i,k)€gmapg

Além desse indice associado aos gaps, é preciso proceder a contagem do nimero de possibilida-
des, no pior caso, de chamada do BP para os outros vértices. Como o niimero de possibilidades é
fixo em dois, esse indice complementar é dado como segue.

Definicao 4.2.8. O indice complementar desta instancia G é dado por
I.(G)=2-wve. (4.2.46)
Para a instancia G do exemplo, o indice complementar é dado por
I.(G)=2-vc=2-1=2. (4.2.47)

Em resumo, estas defini¢des ddo a base necessaria para definir o Indice de uma instancia
DMDGP, que compreende no ntimero de chamadas (méximo) que a instancia G pode fazer do
algoritmo Branch & Prune até encontrar a primeira solucao, no pior caso. Para as decisoes que
iremos tomar sobre a direcionalidade do BP em uma instancia, esse ntimero sera o parametro. Os
termos “mais rapido” ou “mais lento”, portanto, estarao intimamente associados a ele.
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Definigdo 4.2.9. O Indice de uma instancia G é dado por
I(G) = 1,(G) + 1.(G). (4.2.48)

Portanto, o nimero de chamadas que a instancia G de nove vértices acima pode fazer do BP
no pior caso até encontrar a primeira solugao é

I(G) = 1,(G) + I.(G) =30 + 2 = 32. (4.2.49)
Para formalizar o método de escolha de direcao, é preciso mais uma defini¢ao.

Defini¢ao 4.2.10. Seja G = (V, E,d) uma instdncia DMDGP com n = |V vértices, os quais
SA0 v1,Vg,...,v,. A Instlncia Inversa associada a G é dada por G* = (V* E* d*) tal que
V*=Avp,vn_1,..., 00,01}, E* = E ed" =d.

Teorema 4.2.2. Se G = (V,E,d) é uma instancia DMDGP, entdo a instancia inversa G* =
(V*, E*, d*) associada a G possui a ordem DMDGP em seus vértices.

Demonstragio. Como G possui uma estrutura DMDGP, por hip6tese, entao as arestas {v, o, U1},
{Vn_2,0,} € {vn_1,v,} estdo disponiveis no conjunto E de G. Isso garante, dessa forma, que as
arestas {v,, vn_1}, {tn, Vn_2} € {vn_1,v,_2} estdo disponiveis no conjunto E*. Logo, ao conside-
rarmos o subconjunto de vértices Uj = {v,, p_1, Un_2}, temos que o subgrafo G*(Ug) forma uma
3 - clique, atendendo a primeira hipdtese da definicdo da ordem DMDGP 2.3.1.

Agora, seja v; € V* um vértice arbitrario com ¢ < n — 2. Como v; € V também, entao as
arestas {v;, viv1}, {vi, viva}, {vis vivs}, {vit1, visa}, {vie1, vies} € {via, vii3} estdo disponiveis em
E. Segue que o conjunto U, induz uma 4 - clique em G*, satisfazendo a segunda hipotese da
definicao do DMDGP.

Por fim, sabe-se, também pela ordem DMDGP em G, que

diivo < diip1 + dig1ivo,
para i > 3. Ou seja, reformulando esta desigualdade, temos
diyo; < dit2it1 + diy1,,
satisfazendo a tltima hipdtese da ordem DMDGP, como queriamos demonstrar. O

Este fato é mais simplesmente enxergado ao olharmos para a matriz de distancias de G*.
Considere o exemplo G dado acima com nove vértices. Sua instancia reversa ¢ tal que a matriz de
distancias D¢+ é dada por

[0 dgyg d9,7 dg,g 0 0 0 0 dg,l i
0 d877 d&@ d875 0 0 0 0

0 drg dos dzg O 0 0O

0 d6,5 d6,4 d6,3 0 0

Dg = 0 dsy ds3 dso ds;
0 dyz dyp dyy

0 d3a2 di3;

0 day

0
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A matriz Dg- ¢ obtida através de uma permutagao o de linhas e colunas de DE de acordo com

c: 1 2 ... 89
RN (4.2.50)
9 8 2 1

Ao aplicarmos o algoritmo BP-One na instancia inversa G*, obtemos as mesmas realizagoes que
obterfamos para a instancia G, ja que é a mesma instancia. Entretanto, elas estdo expressas como
coordenadas em um outro sistema referencial. Isto é equivalente ao que Nucci et al. propuseram em
seu algoritmo de multiplas arvores de realizagoes no sentido de fazer com que a arvore bindria tenha
um crescimento “negativo” (da esquerda para a direita). O que estamos fazendo é generalizando
esta idéia, que estava expressa em intervalos, para a linguagem de grafos do DMDGP.

As defini¢oes dadas acima, juntamente com o conceito de instancia inversa, serao suficientes
para fazer uma analise de pior caso na aplicacao do BP-One em duas diregoes: positiva e negativa.
Como veremos, a seguir, a comparagao entre os indices [(G) e I(G*) serd o fator decisivo para
escolhermos qual crescimento serd adotado para a arvore em questao.

Continuando com o exemplo dado nesta se¢ao, sabemos que a instancia G fornece, no pior caso,
a arvore T' com a primeira realizagdo e que o indice desta instancia consiste em /(G) = 32. Agora,
a sua instancia inversa G*, no pior, caso sera explorada pelo BP-One e produzira a arvore 1™ da
Figura 4.21. Essa arvore tem crescimento negativo, ou seja, cresce de vg — v.

O OO 00 Od DO OO OO O DO OO OO0 O DO OO OO O

9

Figura 4.21: Arvore associada a instancia G* acima, cujas informagoes de distancias estao em Dg-.

Esta instancia possui apenas um gap, dado por
Fé = {U57U47U37/02} (4251)
e associado ao g-par (5,4). Com isso, temos que o g-mapa desta instancia é
gmape- = {(5,4)}. (4.2.52)

Este conjunto mapeia os gaps da instancia G* e, portanto, servira de base para calcular o indice
de G*. Também, para esse gap, temos o seu g-indice dado por

Ind,(5,4) =212 -2 =20 -2 =64 — 2 =62. (4.2.53)
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Além disso, temos os contadores de vértices envolvidos em algum gap e vértices complementares,
sem a inicializacao, dados por

vg= >,  k+1=4+1=5 e ve=n—vg—4=9-5-4=0. (4.2.54)

(i,k)egmapg*

Por fim, podemos quantificar os indices de gaps e complementar por

LG = Y Indy(i,k) =62 e I.(G)=2-vc=2-0=0. (4.2.55)

(i,k)egmapg+

Portanto, o indice da instancia G* é dado por
I(G") = 1,(G") + I.(G*) = 62 + 0 = 62. (4.2.56)

O indice I(G), portanto, faz uma andlise do pior caso até que o algoritmo BP determine a
primeira solugdo da instancia. No exemplo de motivagao, acima, o indice I(G) = 32 é menor do que
o indice da instancia inversa I(G*) = 62. Portanto, em termos de eficiéncia, ndo compensa inverter
a instancia a fim de realiza-la em menor tempo. Isto também prova que ndo necessariamente
I(G) = I(G*), mesmo sendo a mesma instancia.

Com isso, podemos definir o seguinte teorema que resume esta andlise de pior caso para o
problema da bidirecionalidade da aplicacao do algoritmo BP a uma instancia DMDGP. Este é
o resultado mais importante desta secao e a sua demonstracao segue imediatamente do exposto
acima e analisado nos exemplos, ou seja, a prova deste teorema foi construtiva e diluida na teoria.

Teorema 4.2.3. Sejam G e G* uma instancia DMDGP e sua inversa. Se os indices dessas estru-
turas sao tais que

I(G") < I(G),
entao o pior caso para G* é determinado com menos chamadas do BP do que o pior caso de G.
Vamos analisar mais um exemplo e aplicar esse teorema como motivo para decidir a diregao.

Exemplo 4.2.3. Considere a instancia DMDGP G = (V, E,d) com n = 14 vértices tal que seu
conjunto de arestas de poda ¢ dado por

E, = {{1,5},{1,9},{1,14},{5,9}, {5, 10}, {8, 14}, {10, 14} }. (4.2.57)
Analisaremos a determinacao de G e G* com o BP-One, no pior caso de cada uma.
Crescimento Positivo

Sua matriz de distancias D¢, portanto, é
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[0 d172 d173 d174 dLg) 0 0 0 dLg 0 (11714 i
0 dos doy dps O 0 0 0 0
0 dsy dss dsg O 0 0 0
0 d4’5 d4’6 d4’7 0 0 0

0 dsg ds7 dsg dso dsq
0 dey deg dsg O
0 drg dry drao 0

0 dsgy dgio dga 0 dg 14
0 doio doai1 doi2 0 0

0  dionn diog2 dioas dioja

0  diii2 diiiz diiaa

0 di2,13 di2,14
0 di3,14
0

S OO OO oo

DO DO OO oo

O OO O OO oo
S OO OO

Seus gaps sao descritos no Gap Map, que é dado por gmapg = {(6,3), (11,3)}, e com isso, os
seus g-indices correspondem a

Ind,(6,3) = Ind,(11,3) = 2°7* — 2 =2° — 2 =32 — 2 = 30. (4.2.58)
Portanto, o indice de gaps ¢ dado por
1,(G) = Indy(6,3) + Ind,(11,3) = 30 + 30 = 60. (4.2.59)

Ou seja, sao necessarios 60 chamadas do BP-One para realizar os vértices que sdo envolvidos em
algum dos gaps da primeira solucao, no pior caso.
Em contrapartida, a quantidade de vértices envolvidos em algum dos gaps e os que nao estao
envolvidos em nenhum sao dados, respectivamente, por
vg=0B+1)+B+1)=4+4=8 e wvc=14-8—-4=14-12=2. (4.2.60)
Segue, dessa forma, que o indice complementar é dado por

IL(G)=2-vc=2-2=4 (4.2.61)

Portanto, a quantidade total de chamadas que se faz no pior caso do BP-One para a instancia
G é dado pelo indice de G, o qual corresponde a

I(G) = 1,(G) + L(G) = 60 + 4 = 64. (4.2.62)

Isso também pode ser constatado na Figura 4.22 que mostra a arvore T' para o pior caso.
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L)) —(

7 7 7 7
() 8 () 8 8 8 8 8
DO OO 00O O¢ DO OO OO O¢
10 10
11 11
12 12 12 12
® ® ® ® ® ® ® ®

DD OD OO OD OD OD OD OD

Figura 4.22: Arvore associada a instancia G' acima, cujas informagoes de distancias estao em Dg.

Crescimento Negativo
Agora, tome a instancia inversa G* = (V*, E*,d*) cujas arestas de poda sao dadas por

B = {{14,10},{14,8}, {14, 1}, {10,5},{9,5}, {9, 1}, {5, 1} }. (4.2.63)

Dessa maneira, a matriz de distancias Dg+ é dada por

[0 disnz digie diggn diggo 00 digg 0 0 0 0 0 0 du]

0 dig11 dizi0 dizg O 0 0 0 0 0 0 0

0 di110 di1y dng O 0 0 0 0 0 0

0  diy diog dioy 0 digs 0 0 0 0

0 dog do7 dog dos O 0 0 dyy

Dy — 0 d877 d8,6 d875 0 0 0 0
@ 0 dig dos dig O 0 0

0 des dea dgz O 0

0 dso ds;
0 d271
i 0 |
Como podemos ver, esta estrutura possui trés gaps:
s ={ve}, TZ2={vr,u6} e T3={vyuvs 0} (4.2.64)
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Logo, o Gap Map desta estrutura é dado por

gmape- = {(9,1),(7,2),(4,3)}. (4.2.65)
Para cada um desses gaps, ha um g-indice, os quais sao dadois por
Ind,(9,1) = 212 -2 = 23-2 = 8-2 = 6
Ind,(7,2) = 22 -2 = 21—-2 = 16—-2 = 14. (4.2.66)

Indy(4,3) = 2372-2 = 252 = 32-2 = 30

De posse desses g-indices, portanto, é possivel calcular o indice de gaps, que consiste no niimero
maximo possivel de chamadas do BP até encontrar a primeira solucao para os vértices envolvidos
nessesgaps, o qual ¢ calculado por

1,(G*) = Indy(9,1) + Indy(7,2) + Ind,(4,3) = 6 + 14 + 30 = 60. (4.2.67)

Agora, vamos calcular esse nimero de chamadas para os vértices que nao envolvem os gaps.
Antes, temos que calcular o niimero desses vértices. Os vértices envolvido em algum dos trés gaps
sao em um numero de

vg=1+1)+Q2+1)+B+1)=2+3+4=09. (4.2.68)
Ja os vértices complementares, sem a inicializagao, sao em ntmero de

ve=14—9—4=1, (4.2.69)

Figura 4.23: Arvore associada a instancia G* acima, cujas informagoes de distancias estao em Dg-.

Logo, o indice complementar é dado por I.(G*) = 2 -1 = 2. Portanto, o niimero de chamadas
que GG pode fazer do BP-One, no pior caso, é de

I(G*) = I(G") + I(G*) = 50 + 2 = 52. (4.2.70)

Abaixo, na Figura 4.22, isto pode ser verificado na arvore T que retrata o pior caso explorado.
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Comparacao

Como ja explicitado em varios lugares neste texto, o que torna a execucao do BP-One mais
lenta em alguns setores é a falta de informacoes de poda que, consequentemente, gera backtrackings
maiores e em maior nimero, ja que a arvore cresce exponencialmente. Também, a quantidade de
retornos esta intimamente conectada a quantidade de vezes em que o algoritmo é chamado.

Dessa maneira, ja demonstramos que o indice I(G) da instdncia G é quem quantifica esse
numero de chamadas no pior caso e, portanto, utilizamos este indice para decidir se o crescimento
da arvore serd positivo ou negativo.

Assim, como o indice da instancia G' é dado por I(G) = 64 e o indice da instancia inversa G*
¢ dado por I(G*) = 52, entao o pior caso da instancia inversa G* determina a primeira realizacao
ainda mais rapido do que o pior caso da instancia G. Portanto, neste caso vale a pena inverter a
instancia e permitir o crescimento negativo da arvore.

]

A fim de realizar eficientemente a primeira solucao de uma instadncia DMDGP, portanto, de-
vemos calcular os indices I(G) e I(G*) e optar pelo menor. O método do Algoritmo 6 faz essa
escolha de diregao (positiva ou negativa) para a arvore de realizacoes.

Os dados de entrada sdo os valores de distancias entre os vértices armazenados na matriz de
distancias D. Os dados de saida ou é a propria matriz D, caso I(G) seja o menor, ou entao é uma
permutacao igual de linhas e colunas invertendo a instancia.

Portanto, o Algoritmo Gap Grow abaixo foi designado para decidir se a instancia deve ser
invertida ou ndo, analisando o niimero maximo (pior caso) de chamadas do BP.

Algoritmo 6 GapGrow

GapGrow(D)

Determine a matriz gmap cujas linhas saos os g-pares associado a D;

Calcule os indices de gap e complementar I, e I.;

I I,+1;

0 (n n—1 ... 2 1); > Permutacao que inverte a instancia
D* = DT

D* < D*(o,0); > Aplique a permutacdo na matriz invertendo linhas e colunas
Determine a matriz gmap* cujas linhas saos os g-pares associado a D*;

Calcule os indices de gap e complementar [ e I7;

I I+ I

: se ([* < I) faga

D+ D~

: fim se

: return D

— = s =
=~ w Ny RO

Vamos, por fim, mostrar uma situagdo em que claramente podemos ver os ganhos de utilizar
essa analise do método Gap Grow no pior-caso a fim de decidir a direcionalidade do uso do BP.
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Exemplo 4.2.4. Considere a instancia DMDGP G = (V| E,d) com n = 8 vértices tal que o
conjunto de arestas de poda ¢ dado por

E, ={{1,8},{2,8},{3,8},{4,8}}. (4.2.71)
Crescimento Positivo

Sua matriz de distancias D¢g é dada por

[0 dio dig diga O 0 0 dig
0 das das das 0 0 dag

0 dsa d3s dsg O dsg

0 dys dag da7 dig

D¢ = 0 e s (4.2.72)
0 d6,7 d6,8
0 drs
0

S6 existe um gap nesta estrutura, cujo g - par associado a ele é dado por (5,3). Segue que o
Gap Map de G é dado por

gmape = {(5,3)}. (4.2.73)

Além disso, o g - indice associado a (5,3) é
Ind,(5,3) = 2°"? =2 =2 -2 =32 -2 = 30. (4.2.74)
Agora, o numero de vértices associado a este gap é
vg=3+1=4 (4.2.75)
e, assim, o numero de vértices que nao estd envolvido neste gap é
ve=8—-4—-4=0. (4.2.76)
Dessa maneira, o indice complementar da instancia é dado por
I.(G)=2vc=2-0=0. (4.2.77)
Portanto, o indice de GG é dado por
I(G) = 1,(G) + I.(G) =30 + 0 = 30, (4.2.78)

isto é, no pior caso, o BP devera fazer 30 chamadas recursivas de si para encontrar a primeira
solugao do DMDGP associado a G.
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Crescimento Negativo

Considere, agora, a instancia inversa G* cuja matriz de distancias associada Dg« é dada por

[0 ds7 dse dss dss dss dso dsi]
0 dyg drs dya O 0 0

0 d6,5 dﬁ 4 d6,3 0 0

0 dry drg drp O

D = o (4.2.79)
0 dap day
0 d372
0

E facil ver que existe uma distancia de poda associada a cada um dos vértices com posto maior
do que 4, isto é, é necessario duas chamadas do BP para fixar cada uma das posi¢oes apos a
inicializagao no pior caso.

Assim, como nao héa gaps em G*, entao vg =0 e I,(G) = 0. Além disso,

ve=8—-4—-0=4 (4.2.80)
e, portanto,
I(G)=2-vc=2-4=38. (4.2.81)
Segue que
I(G) =1,(G)+1.(G) =0+8=8. (4.2.82)

Ou seja, no pior caso, o BP fard oito chamadas recursivas de si mesmo para fixar a estrutura de
G*.

Comparacgoes

O método Gap Grow calcula os dois indices de G e G* e avalia qual o menor deles. Neste caso,

o menor esta associado ao G* que necessita de oito chamadas recursivas de si mesmo. O indice de

(G é trinta, maior, e precisa de trinta chamadas recursivas de si mesmo para fixar uma realizacao
para o mesmo conjunto de vértices.

m

Um trabalho com este algoritmo, intitulado Deciding directions for the Branch & Prune Algo-
rithm using gaps - a worst-case analysis [30], foi apresentado no congresso Mathematica Methods
and Modeling of Biophysical Phenomena, organizado pelo IMPA que teve lugar em Cabo Frio,
Brasil, em Margo de 2015.
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4.2.3 Combinando com Quatérnios

Até agora, nas Secoes 4.2.1 e 4.2.2, propusemos métodos que, respectivamente, divide uma
instancia G do DMDGP em sub-instancias, tirando proveito da estrutura de simetrias inerente a
ela, e resolve cada subinstancia com o BP-One, langando mao dos gaps para escolher a dire¢ao da
aplicagao (positiva ou negativa) a fim de minimizar a quantidade de backtrackings.

Dessa maneira, produziu-se uma sequéncia de sub-arvores de solugoes que armazenam “pe-
dacgos” factiveis de solugoes, também factiveis, para G, garantia dada pelo corte em vértices de
simetria.

A partir disso, portanto, o desafio que nos resta para completar a abordagem Dividir-e-
Conquistar é fazer uma combinacao eficiente desses “pedacos” de solucoes. Nossa estratégia sera
utilizar a teoria de rotacdes via Algebra de Quatérnios (Apéndice C) para essa tarefa.

Nucci et. al [77] trouxe uma abordagem, da qual se comentou em uma das subsegoes deste
capitulo, onde se langa mao de uma translagao e duas rotacoes para unir duas realizacoes referentes
a sub-instancias consecutivas. Nesta secao, vamos utilizar a mesma idéia, entretanto as duas
rotacoes serdo realizadas através da estrutura fornecida pela Algebra de Quatérnios. Estas idéias
tiveram sua génese em um trabalho Fidalgo et al. [34] para o Workshop on Distance Geometry
and Applications, que teve lugar em Manaus, Brasil em meados de junho de 2013. Neste trabalho,
faziamos todas as rotagoes com o operador L,. Nesta tese, vamos lancar mao das matrizes de
rotagoes de quatérnios.

O procedimento para operar as transformagoes Euclidianas, cujas rotagoes sao dadas por Qua-
ternions, serao descritas em detalhes abaixo.

Sejam G; e G;41 dois subgrafos consecutivos e arbitrarios da particao P de uma instancia G
do DMDGP através do SymSplit e sejam T; e T;,1 as respectivas realizagdes dadas pelo BP-One
combinado com o GapGrow.

Temos as trés transformagoes descritas abaixo para unir as duas realizacoes T; e Tj1 1.

(i) Translagao

Desejamos transladar a realizacdo deslizante em dire¢do a realizacao fixa, de modo que o
primeiro ponto de T;;; coincida com o antepeniltimo ponto de 7T;. Ou seja, queremos que
T;(a) < T;11(a) e, consequentemente, que esta transformagao atinja toda a estrutura desli-
zante.

O vetor de translagao, dessa maneira, sera dado por
vr = Ti(a) = Ty (a).
Logo, a transformagao no galho deslizante deve ser dada por
Tiv1(x) < Tini(x) + v, Vr eV,. (4.2.83)

Com isso, atingimos o objetivo desejado para o vértice a, ja que

T (@) +vr = Tipa (z) + Tia) = Tipa(a) = (Tina(2) = Tia (@) + Ti(a) = Ti(a).
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Tiv1(c)

Figura 4.24: Primeira transformacgao na estrutura deslizante T;,1: uma translagao.

A Figura 4.24 representa os efeitos dessa primeira transformagao no galho deslizante, apenas,
para os trés vértices da interseccao.

Primeira Rotacao

O objetivo desta transformacao é rotacionar os segmentos que ligam, respectivamente, os
pontos T;(b) e Ti(a) e os pontos T;41(b) e T;41+(a), no plano que os contém, de modo que
T;(b) «+ T;41(b). De fato, estes quatro pontos pertencem ao mesmo plano pois se reduzem a
trés, ja que T;(a) = Ti11(a). Isso justificando tal rotagdo no plano.

Esses respectivos pares de pontos, em R?, formam os vetores
E; =Ti(b) —Ti(a) e By =Tia(b) —Tiga(a),

os quais dardo origem aos parametros da rotacao. Desejamos rotacionar F; < E;.;.

Seja # o angulo formado por estes vetores que compartilham o mesmo vértice. Para definir o
quatérnio que estabelece esta transformagao rigida, é necessario descobrir qual ¢é esse angulo.
Isso se dard pelo produto interno usual do espaco. E preciso restringir o dominio da funcao
cosseno ao intervalo [0, 7], para que nao se atinja o dngulo 27 — 6, que possui 0 mesmo valor
de cosseno que 6. O célculo desse valor de cosseno é dado como na Equagao (4.2.84).

Além do valor do cosseno do angulo de rotacdo, é preciso calcular o vetor unitario que
gere o eixo de rotacdo. O produto vetorial em R3 fornece um ferramental conveniente para
esse calculo, ja que estd intimamente ligado com sentido de rotagdao em torno dele, usando a
chamada Regra da Mao-Direita. Essa regra versa que a ordem dos fatores no produto vetorial
é importante, ja que este é anticomutativo. Ou seja, se se mudar a ordem dos fatores, muda-se
o sentido da rotagao. O sinal do produto vetorial codifica o sentido da rotagdo. Dessa forma,
temos que (E;;1 X E;) é o produto que realiza a rotacao que desejamos. Assim, como o vetor
n que gera o eixo deve ser unitdrio, procedemos seu célculo, também, através de (4.2.84).

cos(0) (Eit1, Ei) (Biy1 X Ey)

S L e PN e S (4.2.84)
[praseiniyon [ Eit1 % Ei
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O quatérnio que realiza esta transformacao, definida através do operador de rotacao Ly g, é

dado por gon = qo + Qv = cos(4) + nsen(%).

De posse desse operador L,g, transformamos apenas o vetor £, lancando mao de 34
operacgoes, fazendo

ﬂ+1 (Ei+1) < Ln’9ﬂ+1’t(Ei+1), Vi € Mi+1. (4285)

A Figura 4.25 ilustra, geometricamente, esta rotacao na estrutura deslizante ;44 ;.

Figura 4.25: Segunda transformacao na realizacao deslizante 7;,1: uma rotagao plana em termos
do angulo 0 e em torno do eixo gerado pelo vetor n.

(iii) Segunda Rotagao
Por fim, a terceira transformacao consiste em uma segunda rotacao, a qual deve ser realizada

com alguns cuidados. Esta deve transformar a estrutura deslizante de modo que T; < T; 1,
sem desfazer quaisquer das modificacoes realizadas previamente. Considere os vetores em R?

F; = Ti(c) — T;(b) € Fig = Tz‘+1(0) — Ti11(b),

dos quais se originardo os parametros dessa transformacao. Desejamos rotacionar F;,; em
torno de um eixo a fim de que coincida com F;. Em semelhanga a Nucci et. al [77], escolhemos
um eixo que contenha o vetor E;. Seja PP o plano ortogonal a este vetor. O projetor cuja
imagem coincide com P ¢ dado por P = I3 — E;E’ j4 que este espaco coincide com o
complemento ortogonal de (F;). Assim, definimos as projegoes de F; e F; ;1 por

P, = PF; € Piy1 =PF.

Para preservar o sentido da rotagao, usando a Regra da Mao-Direita novamente, encontramos
o cosseno do angulo ¢ de rotagao e o diretor do eixo fazendo

(Piy1, ) _ (Piy1 X B)

CcoSs = — e m-=-————* 4.2.86
) = TR TTP 1Pos % P (4.2.86)
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Essas projecoes sao dadas para auxiliar a descobrir o angulo e o eixo de rotagao. Dessa
maneira, o quatérnio g, m = o +qy = cos(¥)+m sen(¥) gera o operador Ly, , que rotaciona
os vetores em R? por um angulo ¢ em torno de m.

Com a defini¢ao desse operador de rotacao Ly, define-se a transformacao como

,I’H,l(x) — Lm’¢ﬂ+1 (SC), . (4287)

A Figura 4.26 representa esta tultima rotacdo, com a determinacao de eixo e angulo a partir
das projecoes no complemento ortogonal do espaco gerado por E;.

T;4(c)

Figura 4.26: Terceira transformagao: uma rotagao espacial em termos do angulo ¢, dado entre as
projegoes de F; e Fj;; no complemento ortogonal P de (E;), e do eixo m paralelo a este espago, a
qual é definida na estrutura deslizante.

Contagem de Operagoes

Vamos contar as operagoes realizadas para aplicar esta série de transformagoes Fuclidianas em
um vetor usando matrizes (Apendice B) e também quatérnios (Apéndice C) a fim de comparar.
No caso das matrizes, sao:

» 3 operagoes para realizar a translagao,

25 operagoes para calcular a primeira matriz de rotacao Ry,

25 operagoes para calcular a segunda matriz de rotacao R,

15 operagdes para rotacionar o vetor T;1(c) e

45 operagoes para compor ambas Ry e Rs.

Ou seja, é necessario 113 operagoes para realizar esta tarefa. Ja para os quatérnios, sdo:

« 3 operacgoes para realizar a translacao,
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4 operagoes para determinar o primeiro quatérnio de rotagao ¢,

34 operagodes para rotacionar o vetor T;,1(c),

e 4 operagoes para determinar o segundo quatérnio de rotagao ¢o,

28 operacgoes para compor ambas q; € g2 €

29 operagoes para extrair a matriz de rotagao associada ao produto q;¢s.

Isto é, sdo necessarias 102 operagoes para realizar esta sequéncia, 11 operagoes a menos do que no
caso das matrizes.
Depois disso, basta aplicar a transformacao

E+1($) < RQ;, Vo € ‘/Z'+1- (4288)

4.2.4 Método GapSym

O objetivo deste método é ser como uma juncao de dois métodos: SymSplit e GapGrow.

Para ele, a entrada é a o conjunto de distancias d associado ao DMDGP dado pela instancia
G = (V,E,d). A saida deste algoritmo é uma matriz partsols de trés linhas cujas colunas sao
ordenadamente as coordenadas das realizagoes parciais encontradas pelo BP em relacao as partes
da divisdo por simetrias. Abaixo, segue o pseudo-codigo deste algoritmo.

Algoritmo 7 GapSym

1. GapSym(d)

2: Calcule a matriz de distancias triangular superior D associado a este conjunto d;

3: split =SymSplit(D);

4: > Calcule a matriz de duas colunas cujas linhas sdo os indices (inferior e superior) da divisao
5: Calcule o nimero dims de linhas de split;

6: para (i de 1 a dims) faga

7 D; < D(split(i,1: 2), split(i, 1 : 2)); > Determine cada sub-instancia
8: D; =GapGrow(D;); > Determine a direcao de cada sub-instancia
9: z' = BranchAndPrune(D;); > Determine a realizacao para esta sub-instancia
10: fim para

11: partsols < (x', 22, ... z¥ms) > Componha todas as solu¢des parciais como uma matriz
12: return partsols

Considere o seguinte exemplo em que vamos aplicar o algoritmo GapSym.

Exemplo 4.2.5. Seja G = (V, E,d) uma instancia DMDGP com n = |V|= 15 vértices cujas
arestas de poda, ordenadamente, sdo dadas por:

E, = {{1,5},{1,6},{4,10}, {5, 10}, {6, 10}, {8,12},{8,15},{9, 15} }. (4.2.89)
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Vamos analisar o andamento do algoritmo passo-a-passo. Sua matriz de distancias associada,
dessa maneira, ¢ dada por Dg como segue:

0 d172 d173 d174 d]75 d]ﬁ 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 dog dog dos O | O O 0 0 0 0 0 0 0

0 dsy dss dsg| O 0 0 0 0 0 0 0 0

0 dis dig|dazr O 0 dio O 0 0 0 0

0 d576 d5,7 d5,8 0 d5710 0 0 0 0 0

0 | de7 des dso dgio| O 0 0 0 0

0 drg drg drio| O 0 0 0 0
Dqg = 0 ds,g d8,10 d8,11 d&lQ 0 0 ds,15
0 dyio| doa1 doi2 0 0 dy 15

0 d10,11 d10,12 d10,13 0 0

0  dijge diigs dinga O
0 dignz dizia dizs

0  dizpa dizas
0 digis
0

Assim, o algoritmo FindSym deve encontrar os vértices de simetria que sao v; e wv11, exceto o
quarto vértice que sempre € de simetria, e o algoritmo SymSplit deve encontrar a seguinte matriz
de indices para as trés sub-instancias

1 6
split = |4 10| . (4.2.90)
8 15

Dessa forma, computamos as matrizes Dy, Dy e D3 associadas as sub-instancias Gy, G5 e G3.
A primeira delas possui seis vértices e é dada por D; = D(1: 6,1 : 6), explicitada abaixo ao
lado da matriz de sua instancia inversa D}

[0 dip dig dia dis dig] [0 des dea dez 0 dg]

0 dy3 doa das O 0 dsa dsz dso ds;

B 0 d3a d3s dsg . 0 dyz dsz da;
D= 0 dis dig| © 1T 0 dyy d,
0 d576 0 d2,1

i 0 | L 0 |

Temos que os indices de cada uma dessas instancias sdo, respectivamente, dados por

1

Como o indice da instancia inversa é maior, entao a primeira sub-instancia nao precisa ser invertida
ja que, no pior caso, ela deve demorar menos para ser determinada.
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A segunda delas tem sete vértices e é dada por Dy = D(4 : 10,4 : 10), explicitada abaixo ao
lado da matriz de sua instancia inversa D3

0 d4,5 d4,6 d4,7 0 0 d4,10 0 d10,9 le,S d10,7 d10,6 d10,5 (l10,4
0 dsg dsy dsg O dsio 0  dog do7 dog 0O 0
0 der des dso ds 10 0 dg7 dgg dgs O
Dy = 0 drs drg drio| e D= 0 dre drs dra
0 dso dsio 0 dep dsa
0 dg710 0 d5,4
L 0 _ L 0 _

Calculando os indices das duas instancias, temos que
lg, =14 e Ig; =6. (4.2.92)

Isto é, o indice da inversa é menos da metade do indice da sub-instancia. Assim, vale a pena
inverter jA que, no pior caso, determinar GG% deve ser mais rapido do que determinar GG5. Entao,
faz-se Dy < Dj3.

Por fim, a terceira sub-instancia possui oito vértices cuja matriz de distancias associada é dada
por D3 = D(8: 15,8 : 15), explicitada abaixo ao lado da matriz de sua instancia inversa D}

[0 dso dsio dsai dsao 0 0  dsas |
0 dogo doa1  dg2 0 0 dys
0  dionn diog2 diogz 0 0
0  dijge ditgs dinga O

Dy = 0 diziz dizas digis
0 digpa dizs
0 dus
L 0 _
e
[0 disia disps dispz 0 0  disg disg]

0 dig13 digi2 diagn 0 0 0
0 diz12 dizi1r disgio 0 0
0 dign dizno dizg  diog

D3 =
3 0 diio digo ding
0 dioge diog
0 d978
- O -
Assim, calculamos os indices de ambas as estruturas

Como os dois indices sdo iguais, entdo nao é necessario inverter a instancia pois os piores casos sao
semelhantes, ja que fazem as mesmas 16 chamadas recursivas do BP.
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Aplicando o BP as trés instancias Dy, Dy e D3, temos as trés solugoes dadas por

1_ 1 1 2 _ (2 2 3_ /.3 3
= (x,...,25), "= (x,...,27) ¢ z° = (xg,...,275) (4.2.94)
as quais serao unidas no método seguinte e, no final, ndo sera preciso avaliar a factibilidade da
solucao final ja que nao ha mais informagdes de poda para utilizar.
Portanto, no final, o método une essas solugdoes em uma tnica matriz

(ol 1,1 2 2 2 2 3 3 3 3
partsols = (T1, Ty, ..., Tg, Tgy Ty Toy -« s Ty T, Ty Loys - -« 5 Ligs Thg)- (4.2.95)

O

4.3 Resultados Computacionais

4.4 Resultados Computacionais

A fim de ilustrar os algoritmos deste trabalho, realizamos alguns experimentos computacionais
com um conjunto de instdncias DMDGP artificialmente geradas, baseado no trabalho de [12], as
chamadas Lavor Instances.

A versdo do algoritmo Branch & Prune utilizada nos testes foi uma implementagao prépria
com colaboradores feita em MATLAB, baseada nas linhas do MD-Jeep (codigo estruturado em
linguagem C) elaborado por Mucherino et al. cujos detalhes estdao no trabalho “MD-Jeep: an
implementation of a Branch-and-Prune algorithm for Distance Geometry Problems” [70].

A qualidade da solugdo foi testada utilizando a medida Largest Distance Error (LDE), a qual
consiste na funcao de penalidade mais comum na avaliagao de solugoes para problemas moleculares
de Geometria de Distancias como um problema de otimizagao [70]. Para uma conformagao z =
(1, 22,...,x,) de uma instdncia com n vértices, cujo conjunto de distancias disponiveis é dada
por d e o nimero dessas distdncias é dado por m = |d|, o LDE ¢é definido por

|| — dij|

1 _
LDE(z) = — 3 [l . . (4.4.1)
2,7 2,

Todos os algoritmos utilizados neste trabalho foram escritos em ambiente MATLAB e os testes
foram realizados em um computador com processador Intel Core i5 1,6 Ghz, com uma memoria
de 2 Gb 1333 Mhz DDR3 em um ambiente operacional de Mac OS X.

Nestes testes, foram utilizados estruturas DMDGP artificialmente geradas com n = 100, 300, 500
e 1000 vértices. Apos a geragdo das instancias, computou-se a matriz de distdncias (triangular
superior) associada a ela e aplicou-se o valor de corte de 4: as distancias abaixo desse valor sdo
consideradas como disponiveis no problema e as distancias acima desse valor sao consideradas
indisponiveis e, portanto, as entradas da matriz associadas a elas sdo dadas em valor zero. Usual-
mente, os valores de corte para problemas moleculares de Geometria de Distancias estao entre 5 e
6, simulando o problema com proteinas cujas distancias provém de experimentos de Ressonancia
Magnética Nuclear que fornece distancias entre 5 e 6 angstrons. Aplicando estes cortes as instan-
cias Lavor, notamos que as matrizes se tornaram matrizes quase-banda ainda pouco esparsas para
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simular uma estrutura como desejavamos. Entao, passamos a estudar com mais afinco o compor-
tamento dessas instancias para varios cortes, o que gerou o relatério técnico Lavor Instances for
the DMDGP: some features and behavior [29]. Concluimos, portanto, que 4 seria o corte ideal para
essas instancias a fim de simular uma situagdo como desejavamos.

Depois de aplicado o corte, o novo conjunto de distancias se tornou input. Assim, cada instancia
G = (V,E,d), com n = |V] vértices, e cada instdncia inversa G* = (V*, E*, d*), também com n
vértices, foram respectivamente divididas de acordo com o método SymSplit em partes G4, ..., Gy
e Gi,..., Gy, onde cada parte é uma sub-instancia G; = (V;, E;,d) e Gf = (V;*, Ef, d").

Os resultados destes testes serao apresentados por meio de duas tabelas para cada instancia,
como segue detalhado abaixo.

A primeira tabela tem o objetivo de detalhar caracteristicas de cada uma das partes bem como
de suas respectivas inversas, como segue:

o identificacao da parte (primeira coluna),

e o naimero de vértices de cada subestrutura (segunda coluna),

o indice de cada uma delas (terceira coluna),

o tempo de computagao (CPU) da realizagao de cada uma em segundos (quarta coluna) e

o LDE da estrutura determinada para cada uma das partes a fim de checar se resolveu o
problema local (quinta coluna).

J& a segunda tabela traz os dados das unides entre as sub-instancias com o menor indice para
cada parte GG; da divisao. Nas primeiras duas instancias, computamos os tempos para a jungao
utilizando quatérnios e matrizes. Mas, como os quatérnios se mostraram mais lentos em tempo de
CPU (o que vem em sentido contrario ao que vimos na teoria), adotamos apenas as unides com
matrizes de rotacao dada pela Férmula de Rodrigues.

Como os tempos podem variar na maquina devido a varios fatores, vamos executar o mesmo
algoritmo um ntimero M de vezes a fim de encontrar uma tendéncia média temporal de determi-
nagao.

As comparagoes que desejamos fazer serao relacionadas sempre com a aplicagdo do chamado
“BP Classico”, ou seja, do BP-One. O tempo de determinagdao da estrutura completa, em M
vezes, com este algoritmo serd chamado de TempoBP e o LDE associado a ele de Lde BP.

Como a motivagao inicial dada neste trabalho foi de um método que paralelize o BP na de-
terminagao de solugoes para o DMDGP (Segao 4.1.1), entdo o tempo de determinagdo de uma
estrutura em M vezes também, utilizando a combina¢do do método GapSym e alguma forma de
unir as realizagoes parciais em forma de cascata, serd dada pela soma

TempoGapSym = (112%&;% Tempo(Gﬁ) + (Z TempoUniam) , (4.4.2)

onde T'empo(G;) é o tempo de determinagdo em M vezes da parte G; e TempoUniao; é o tempo
utilizado para a uniao em M vezes das partes de indices no conjunto /.
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4.4.1 Testes Realizados com instancias artificiais
Instancia Um: n = 100 vértices

A primeira instancia testada tem n = 100 vértices e a chamamos de INSTANCIATESTE100, Cuja
matriz de distancias esta dada pela ferramenta spy do MATLAB na Figura 4.27.

Figura 4.27: Matriz de distancias de INSTANCIATESTE100.

Esta instancia possui 555 valores nao-nulos. Como 294 deles compreendem as distancias de
discretizacao, inerente a estrutura DMDGP, entao temos 261 informacoes de poda nesta estrutura.

A fim de aferir um tempo médio, esta estrutura foi submetida a determinacao pelo BP de
forma completa com M = 100.000 vezes. Isto demandou um tempo de 951,49 segundos, ou
aproximadamente, 15,8 minutos. O LDE da solucao solucaoBP encontrada foi de 9,39 x 10715,

Assim, a divisdo proposta pelo método SymSplit tem como os indices inferiores e superiores
das quatro partes G, Ga, G3 e G4 como as entradas nas linhas da matriz split100 abaixo:

1 20

. 18 35
split100 = a3 74 (4.4.3)

72 100

Nas Figuras 4.28 - 4.31, temos o spy das matrizes associadas a G, Gy, G5 e G, e, nas Figuras
4.32 - 4.35, temos o spy das matrizes associadas a G5, G, G5 e GJ.

Na Tabela 4.3, temos os dados da primeira tabela, ja referidos anteriormente, com os niimeros
de vértices, os indices, os tempos de CPU e o LDE de cada reaalizacao parcial para a aplicacao do
BP em cada uma das quatro partes e suas inversas em M = 100.000 vezes.

Temos de escolher uma sequéncia de quatro sub-instancias (entre diregao direita e esquerda) a
fim de cobrir toda a instancia, utilizando os critérios do método GapGrow, o que é feito tomando
as de menor indice I(G;). Pelos dados da tabela, portanto, temos a sequéncia G, G5, G5 e G}, ou
seja, todas as instancias inversas. De fato, isto ocorre ja que

36:IGI<]G1:447 30:]G;<IG2:36, 96:IG§<]G3:98e52=[gz<]g4:82.

Pode-se ver, pela tabela, que para a primeira, a terceira e a quarta sub-instancias, de fato,
mostram que o a dire¢cao de menor indice implicou em menor tempo de realizacao com o BP-One,
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30
5 10 15 10 20 30 40 5 10 15 20 25 a0
nz=95 nz= 194 nz=177

Figura 4.28: spy de Figura 4.29: spy de Figura 4.30: spy de Figura 4.31: spy de

5 ] 15 20 5 10 [ 0 20 30 40 18
nz=38 nz=85 nz=184 nz=177

Figura 4.32: spy deFigura 4.33: spy de Figura 4.34: spy de Figura 4.35: spy de
DG*{ DG; DG§ DGZ

Parte | [Vi| | I(G;) | Tempo | LDE | Parte | [V] | I(G) | Tempo | LDE
Gy 20 | 44 162,46 | 2,91 x 10714 G* 20 | 36 | 162,41 [ 4,50 x 10~ ™
Go 18 36 157,36 | 3,44 x 1071 G 18 | 30 | 158,67 | 2,83 x1071°
G3 42 | 98 349,84 | 1,15 x 10715 G5 42 | 96 | 343,94 | 2,06 x 1015
Gy 29 82 273,45 | 5,32 x 10715 G 29 | 52 | 273,41 | 6,81 x 1071

Tabela 4.3: Tabela com os dados de indice, tempo e LDE das partes e suas inversas.

mesmo que a diferenca fosse pequena. Ja para a segunda sub-instancia, isso ndo ocorreu. Isto é
possivel, ja que a andlise tedrica feita é com os piores casos de cada uma das diregoes.

Depois disso, utilizamos tanto as Matrizes de Rotag¢ao quanto as matrizes de Quatérnios para
unir estas quatro sub-instdncias em uma instancia completa e medimos o tempo de CPU (em
segundos) em M = 100.000 vezes e o LDE das sub-solugbes. Estes detalhes estdo mostrados na
segunda tabela associada a esta instancia, dada pela Tabela 4.4 abaixo.

Vé-se nos dados da ultima tabela, que mesmo com os ganhos tedricos, a implementacao feita nao
conseguiu superar em tempo de computacao a implementacao para as matrizes. Dessa maneira,
vamos utilizar as rotagdbes com matrizes para fazer a computacao do tempo em geral.

Como ja comentou-se, o tempo da determinacao da estrutura total com a estratégia dividir-e-
conquistar é dado pelo tempo de CPU da estrutura com o tempo méximo (ja que a analise tem
motivacao de computacao em paralelo, sem computar o tempo de comunicacao entre os processa-
dores) juntamente com a soma dos tempos de todas as unides. Segue, portanto, que o tempo de
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Uniao H Intervalo ‘ Tempo LDE Tipo

Gt UGS 1, 35] 16,15 [ 2,72 x 107 | Matrizes
GiUGS [33,100] 16,69 | 4,99 x 1071 | Matrizes
GIUG,UGLUGs [1,100] 17,91 | 1,48 x 1074 | Matrizes
Gt UGS 1, 35] 23,20 | 2,72 x 107! | Quatérnios
GiUG; [33,100] 22,82 | 6,71 x 1071 | Quatérnios
GTUGLUGLUGH [1,100] 23,65 | 1,93 x 10714 | Quatérnios

Tabela 4.4: Tabela com os dados de unides com matrizes e quatérnios.

determinacao da estrutura com o método deste trabalho é TempoGapSym = 394,69 segundos, o
que d4 aproximadamente, 6,58 minutos. Além disso, temos que LdeGapSym = 1,48 x 10714

As representacoes geométricas, dadas em MATLAB, respectivamente, das solugdes com o BP
classico e com o nosso método sao dadas pelas Figuras 4.36 e 4.37 abaixo.

Figura 4.36: Solugao com o BP classico. Figura 4.37: Solugdo com Simetrias e Gaps.

Figura 4.38: Representacio grafica da geometria de ambas as solucdes em R3.

Instancia Dois: n = 300 vértices

A segunda instancia testada tem n = 300 vértices. Ela foi chamada, em consonancia com a
primeira, de INSTANCIATESTE300 cuja esparsidade de sua matriz de distancias pode ser vista em
termos da ferramenta spy do MATLAB na Figura 4.39.

A fim de aferir um tempo médio, esta estrutura foi submetida a determinacao pelo BP de forma
completa com M = 10.000 vezes. Isto demandou um tempo de 414, 44 segundos, ou aproximada-
mente, 6,91 minutos. O LDE da solucao solucaoBP encontrada foi de 7,43 x 1074,

Dessa maneira, utilizando o roteiro do algoritmo SymSplit, a instancia G foi dividida em sete
partes Gy, Go, G3, G4, G5, Gg e G7 cujos indices dos vértices (limitantes inferior e superior,
respectivamente) sdo dados nas entradas das linhas da matriz split300 abaixo

1 53 117 119 127 130 133]"

P3O0 =155 119 121 120 132 135 300
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Figura 4.39: Matriz de distancias de INSTANCIATEST300.

Adicionamos os spy da matriz de distancias associada a sub-instancia G; (Figura 4.40) e da
matrize associada as sub-instancia G (Figura 4.41) porque sao as maiores, ambas com 168 vértices.

Figura 4.40: spy de D¢, Figura 4.41: spy de Dgs

Figura 4.42: Spy das duas maiores sub-instancias.

Ja na Tabela 4.5, mostramos os dados da primeira tabela para a segunda instancia com os
niumeros de vértices de cada sub-instancia, os indices (inclusive das inversas), os tempos de CPU
e o LDE de cada realizacao parcial para a aplicacao do BP em cada parte em M = 10.000 vezes.

A nossa implementagao nao conseguiu determinar uma solugao para a ultima instancia inversa
por uma razao alheia ao nosso conhecimento.

Para encontrar uma solugao completa, temos de escolher um conjunto de sete sub-instancias e
o critério utilizado sdo aqueles de menor indice. Assim, vamos unir, respectivamente, as estruturas

1, Gs, Gs, G, G5, Gg e G7. Em todos os casos, exceto por erros pequenos nos valores dos
tempos, as sub-instancias escolhidas ou foram determinadas pelo BP em tempo menor ou em

tempo aproximado (vide Tabela 4.5).
A partir dessa escolha das sub-instancias com menor indice, portanto, vamos uni-las e medir
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Parte | [Vi| | I(Gi) | Tempo LDE | Parte | [V| | I(G) | Tempo LDE
Gy 55 | 126 | 54,26 | 7,81 x 10~ G* 55 124 53,85 [ 1,15 x 10~
Go 67 | 302 63,97 | 1,61 x 10~ G 67 260 63,10 | 1,11 x 10~ ™
G 5 2 2,09 | 2,81 x10716 G% 5 2 2,09 | 2,81 x10716
Gy 11 18 6,84 | 8,33 x 10716 G 11 16 6,84 | 8,95 x 10716
Gs 6 4 3,07 | 2,61 x10716 G: 6 4 3,20 | 3,72x10716
Gs 6 4 3,05 | 4,90 x 10716 || G 6 4 3,06 | 5,06 x 10716
Gr | 168 | 408 | 254,85 | 6,93 x 10~ 14 G% | 168

Tabela 4.5: Tabela com os dados de indice, tempo e LDE das partes e suas inversas.

o tempo em CPU também para executar as unides em M = 10.000 vezes. A Tabela 4.6 traz os
dados de tempo e de LDE. As unides por Quatérnios novamente tiveram tempo maior e, por isso,

foram suprimidas para esta instancia e para os dois préoximos exemplos também.

Uniao H Intervalo ‘ Tempo ‘ LDE Tipo
GtUGs [1,119] 1,78 | 6,04 x 10~'* | Matrizes
G3UGs [117,129] 1,59 | 9,24 x 10716 | Matrizes
G5 U Gg [127, 135] 1,58 | 4,31 x 10716 | Matrizes
GiUGsUG3UGE [1,129] 1,6102 | 5,59 x 10~'* | Matrizes
G5UGg UGy [127, 300] 2,10 | 7,25 x 10714 | Matrizes
GiUGSUG3 UG UG5 UGeUGH [1,300] 2,14 | 6,48 x 1071* | Matrizes

Tabela 4.6: Tabela com os dados de unides com matrizes.

De todas as determinagoes das sub-instancias, a que possui o tempo méaximo é a sétima (que
também possui o maior nimero de vértices). Assim, temos que o tempo de computar todas elas
(em paralelo) e unir as sete estruturas selecionadas seria de TempoGapSym = 265, 66 segundos ou,
aproximadamente, 4,43 minutos. O LDE da solucdo final é dado por LdeGapSym = 6,48 x 10714,

As representacoes geométricas, dadas em MATLAB, respectivamente, das solu¢ées com o BP
classico e com o nosso método sao dadas pelas Figuras 4.43 e 4.44 abaixo.

InstanciaTrés: n = 500 vértices

A terceira instancia que foi testada tem n = 500 vértices. O nome dado a ela foi INSTANCIA-
TESTE500 cuja esparsidade de sua matriz de distancias pode ser vista na Figura 4.46.

Para medir um tempo médio, esta estrutura foi submetida a determinacao pelo BP de forma
completa com M = 10.000 vezes. Isto demandou um tempo de 702, 14 segundos, ou aproximada-
mente, 11,7 minutos. O LDE da solucao solucaoBP encontrada foi de 7,56 x 1074,

Assim, pelo algoritmo SymSplit, G foi dividida em quatorze partes G; — G4 cujos indices dos
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Figura 4.43: Solugao com o BP classico. Figura 4.44: Solugdo com Simetrias e Gaps.

Figura 4.45: Representacio grafica da geometria de ambas as solucdes em R3.
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Figura 4.46: Matriz de distancias de INSTANCIATEST500.

vértices (limitantes inferior e superior, respectivamente) sdo dados nas entradas das linhas de

1 5 104 281 307 320 328 334 338 342 352 356 402 406 |

SPHIS00 =17 106 283 300 322 330 336 340 344 354 358 404 408 500

Adicionamos os spy das matrizes de distdncias associadas a maior sub-instancia G3 (Figura
4.47), que provavelmente deve demorar mais tempo para ser determinada, bem como sua inversa
G5 (Figura 4.48). Ambas tém 180 vértices.

Ja na Tabela 4.7, mostramos os dados da primeira tabela para a segunda instancia com os
nimeros de vértices de cada sub-instancia, os indices (inclusive das inversas), os tempos de CPU
e o LDE de cada realizagao parcial para a aplicacao do BP em cada parte em M = 10.000 vezes.

E possivel ver que a maior instancia, de fato, é a que possui o maior tempo de determinacao
via BP. Portanto, como a sub-instancia G tem um indice menor que a sub-instancia G (apesar
de o tempo computado na determinagao ser maior), entao

max(Tempo(G;)) = 251, 48. (4.4.4)

129



Figura 4.47: spy de Dg,

Figura 4.48: spy de Dgs

Figura 4.49: Spy da maior sub-instancia e de sua inversa.

Parte | |Vi| | I(G;) | Tempo | LDE | Parte | [V]| | I(G) | Tempo LDE
Gy 7 6 4,46 | 3,86 x 10716 G* 7 6 4,29 [ 3,29 x 10716
Gy | 102 | 282 | 120,44 | 2,20 x 10~ G3 | 102 | 252 | 120,70 | 5,33 x 10714
Gs | 180 | 918 | 251,13 | 1,43 x 10713 G5 | 180 | 782 | 251,48 | 1,13 x 10713
Gy 29 80 25,10 | 2,38 x 10~ G 29 | 96 24,57 | 1,92 x 10~
Gs 16 34 12,04 | 1,44 x 10715 Gt 16 | 26 12,19 | 1,46 x 10715
Gs 11 16 6,95 |9,65x 10716 G 11 | 18 6,92 | 1,17x 10715
G 9 12 5,82 | 1,16 x 1071° G% 9 10 6,06 | 1,06 x 1071°
Gs 7 6 4,05 | 5,15 x 10716 || G} 7 6 4,10 | 6,91 x 10716
Gy 7 6 4,05 | 8,46 x 10716 G 7 6 4,05 | 9,43 x 10716
G | 13| 20 9,86 | 1,83 x1071° Y | 13| 18 10,04 | 1,68 x 1071
G 7 8 3,83 | 1,91 x 1071 H 7 6 3,95 | 1,96 x 1071°
Gia | 49 | 222 | 45,27 | 5,29 x 10714 Yoo | 49 | 272 | 45,18 | 4,06 x 10714
G13 7 8 3,68 | 6,50 x 1071 ¥ 7 6 3,72 | 6,10 x 10716
G | 95 | 246 | 105,98 | 5,05 x 10~ .| 95 | 226 | 105,57 | 3,81 x 10714

Tabela 4.7: Tabela com os dados de indice, tempo e LDE das partes e suas inversas.

Mesmo com varias tentativas, nao foi possivel computar as unioes G UGg, G5, UGs e G, UG12,
de forma factivel, por motivos os quais ainda nao descobertos.
Matrizes) estao detalhadas na Tabela 4.8. Foram realizadas cada unido um nimero de M = 10.000

vezes.

Portanto, computando todas as estruturas (em paralelo) e unindo as selecionadas com matrizes,
o tempo de determinacao seria de TempoGapSym = 281, 10 segundos ou, aproximadamente, 4, 68

Assim, as unides feitas (com

minutos. Também, o LDE da solucdo final é dado por LdeGapSym = 7,92 x 1014,

As representacoes geométricas, dadas em MATLAB, respectivamente, das solu¢oes com o BP

classico e com 0 nosso método sao dadas pelas Figuras 4.50 e 4.51 abaixo.
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Uniao H Intervalo ‘ Tempo LDE Tipo
G1 UGS [1,106] 1,95 | 4,81 x 10~ | Matrizes
G3UGy [104, 309] 2,01 | 1,07 x 10713 | Matrizes
G5 UGg [307,330] 1,61 | 1,61 x 1071 | Matrizes
G7UGg [328, 340] 2,16 | 1,14 x 10715 | Matrizes
Gy UG, (338, 354] 2,22 | 3,32 x 1071° | Matrizes
G11 UG [352,404] 2,30 | 4,51 x 10~ | Matrizes
UG, [402,500] 2,59 | 4,22 x 10714 | Matrizes
G1UGSUGEUG, [1,309] 2,82 | 9,48 x 1071 | Matrizes
G5 UG UG UGs [307, 340] 2,18 | 1,61 x 1071° | Matrizes
Gy UG5y UG11 UGh2 [338,404] 2,32 | 4,45 x 10~ | Matrizes
GiUGSUG, UG UG5 UG UG UGS [1,340] 2,27 | 8,64 x 1071* | Matrizes
Go UG%,UG11 UG12 UG5 UGy (338, 500] 2,46 | 5,25 x 10714 | Matrizes
GiUGSUGEUGLU...UG1 UG12 UGS UGy [1,500] 2,70 | 7,92 x 1071* | Matrizes

Tabela 4.8: Tabela com os dados de unides com matrizes.

Figura 4.50: Solugao com o BP classico.

Figura 4.51: Solugao com Simetrias e Gaps.

Figura 4.52: Representacao grafica da geometria de ambas as solucoes em R3.

4.4.2 Resumo

Para resumir os experimentos a fim de compara-los, vamos apresentar a Tabela abaixo.

Instancia \4 M Tempo BP | Tempo GS | LDE BP LDE GS
instanciateste100 || 100 | 100.000 951,49 394,69 9,39 x 1075 | 1,93 x 10~
instanciateste300 || 300 | 10.000 414,44 265, 66 7,43 x 107 | 7,05 x 107
instanciateste500 || 500 | 10.000 702,14 281,10 7,56 x 10714 | 7,92 x 1071

Pode-se notar que, em todas as instancias analisadas, o método GapSym e a unidao das solu-
¢Oes parciais por matrizes de rotagdo determina uma conformacao para a instancia com a mesma
precisao do BP classico mas em tempo menor.

Esses testes ilustram o que apresentamos na teoria de cada método e indica para resultados
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promissores. O proximo passo € testar com instancias de proteinas reais e, também, realizar testes
com computacao em paralelo.
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Capitulo 5

Conclusao

5.1 Contribuicoes da Tese

A primeira contribuicao desta tese vem no sentido de mostrar a existéncia de particionamentos
de instancias DMDGP de modo a isolar as infactibilidades e os backtracings nas partes. Este resul-
tado traz consigo a possibilidade de dar um tratamento em paralelo para o problema, realizando
cada parte com o algoritmo BP em solugoes parciais e sem a necessidade de fazer podas posterio-
res a combinacao das solugoes parciais. Isto é, ao se realizar uma parte, tal realizagao parcial nao
somente ¢ localmente factivel como o é de forma global na instancia, eliminando a existéncia de
informagoes de poda que “conectem” pares de sub-instancias da particao. A principal ferramenta
que possibilitou este entendimento foram as Simetrias inerentes a estrutura do préprio problema.
Esta é a principal contribuicao, a qual é bem exemplificada, esta bem estabelecida e pode-se notar
ao avaliar os resultados computacionais obtidos com instancias artificialmente geradas.

A segunda contribui¢ao, um pouco mais “fraca”, mas nao menos importante, define formalmente
a bidirecionalidade em que o algoritmo BP pode ser aplicado a uma instancia DMDGP. Assim,
aplica-se uma anélise de pior-caso para escolher em qual direcdo o algoritmo teria mais sucesso
de encontrar a solucao mais rapidamente. Os experimentos computacionais também mostram que
este critério é uma escolha promissora. Dissemos que esta contribuicao é mais fraca por nao indicar
uma escolha otimizada em qualquer caso, mas apenas no pior deles.

A terceira e tltima contribuicao desta tese é a aplicacao de rotagoes com Quatérnios que econo-
mizam algumas operacoes aritméticas. Como o tempo é uma condicao de eficiéncia que deseja-se
minimizar o quanto mais, qualquer ganho de operagoes pode ter um bom impacto na reducao tem-
poral. Os resultados computacionais ndo mostraram sucesso neste ponto, provavelmente, devido a
uma implementacao que ainda nao tirou o proveito exato da estrutura.

5.2 Trabalhos oriundos do Estudo

1. F. Fidalgo e C. Lavor : Algoritmos para Problemas de Geometria Molecular, 28° Coléquio
Brasileiro de Matematica, IMPA, Julho/2011.

2. F. Fidalgo e C. Lavor : Algoritmos para Resolu¢io de Problemas de Geometria Molecu-
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lar, XVI ELAVIO - Escuela Latinoamericana de Verano en Investigacién Operativa, Bento
Gongalves/RS, Fevereiro/2012.

F. Fidalgo, D. Maioli, E. Abreu e C. Lavor : Uma Formulagio Numérica para Resolucao
de Problemas de Geometria de Distancias Moleculares, XVI CLAIO - Congresso Latino-
Iberoamericano de Investigacién Operativa / XLIV SBPO - Simpésio Brasileiro de Pesquisa
Operacional, Rio de Janeiro/RJ, Setembro/2012.

. F. Fidalgo e J. Rodriguez : Quaternion as a tool for merging multiple realization trees,

DGA13 - Workshop on Distance Geometry and Applications, Manaus/AM, Junho/2013.

F. Fidalgo, D. Maioli e E. Abreu : Updated T Algorithm for the resolution of the
Molecular Distance Geometry Problem by means of linear systems, DGA13 - Workshop on
Distance Geometry and Applications, Manaus/AM, Junho/2013.

F. Fidalgo, C. Lavor, J. Rodriguez : Uma nova abordagem para dividir instancias do
DMDGP usando gaps, XXXV CNMAC, Natal/RN, 2014.

F. Fidalgo, J. Rodriguez : FExploiting symmetries in a divide-and-conquer approach for
solving the DMDGP, Many Faces of Distances Workshop, Campinas/SP, 2014.

F. Fidalgo e C. Lavor : Deciding directions for the Branch and Prune algorithm using
gaps - a worst-case analysis, Mathematical Methods of Biophysical Phenomena Workshop,
Cabo Frio/RJ, 2015.

5.3 Trabalhos Futuros

Como trabalhos futuros, temos proposto os seguintes:

(i)

(v)

Definir, ainda que heuristicamente, um modo de unir as sub-instancias pequenas com outras
a fim de ter sub-instancias maiores e diminuir o niimero de processos de computacao paralela
necessarios para a determinacao, tendo em vista o tamanho da maior sub-instancia.

Fazer uma anélise de caso-médio e/ou uma andlise estatistica a fim de encontrar um indicador
que melhore ainda mais a escolha da bidirecionalidade usando os gaps.

Definir (e testar), de fato, um método em paralelo para resolver instancias do BP, visto que
nao fizemos isto neste trabalho que apenas traz indica¢oes de uma proposta assim.

Estudar a aplicabilidade deste tipo de particao de instancias, considerando o caso em que
algumas (ou todas) as distancias sdo dadas em intervalos.

Buscar a generalizacao destas propostas para o Discretizable Distance Geometry Problem
(DDGP) ainda mais amplo de modo a envolver outras aplicacoes que nao moleculares.
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(vi) Em se definindo e se consolidando um “método dual” para o BP (via completamento de
matrizes de distancias), buscar o acoplamento com essas propostas ja que hd um apelo no
sentido da “visao” matricial.

(vii) Verificar a aplicabilidade destes métodos em aplicagdes como Robética, Telecomunicagoes,
bem como outras que seja modeladas via grafos.
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Apéndice A
Ordens em Grafos

A discretizacao do MDGP é realizada através de uma ordem total no conjunto de vértices de
suas instancias. Mas, o que significa "ordenar'os vértices de um grafo?

A.1 Conceitos Preliminares

Antes de tudo, ha que se introduzir uma nomenclatura béasica de conceitos preliminares, o que
¢ baseado em Liberti et al. [56, 57].

Definigao A.1.1. Seja G = (V, E) um grafo e U C V. Define-se o subconjunto de arestas
induzidas por U como E[U] = {{u,v} € E:u,v,€ U}.

Definicao A.1.2. Seja G = (V, E) um grafo e H = (U, F) tal que F = E[U]. Diz-se que H é um
subgrafo de GG induzido por U.

Definicao A.1.3. Um grafo G = (V, E) é completo ou um cligue se £ = {{u,v} : Yu,v € E}.

Definicao A.1.4. Dado um vértice v € V, o conjunto N(v) = {u € V : {u,v} € E} é chamado
de Vizinhanca de v ou conjunto de vértices adjacentes a v.

A definigao para mergulhos de grafos em espagos Euclideanos deve-se a Hendrickson [40].

Definigdo A.1.5 (Realizacdo). Dado um grafo G = (V, E), uma realizagao de G em R?® compre-
ende em um mergulho isométrico x : G — R3.

A.2 Ordem em V

Se o grafo, de um MDGP, possui propriedades como rigidez, o nimero de imersoes é finito,
tornando a busca combinatorial, como deseja-se.

A priori, como rigidez é dificil de determinar, ha que se ter outras condicoes mais faceis de se
verificar e a maioria delas lida com a existéncia de uma ordem em V' com propriedades topoldgicas
especiais [57].
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Tais ordens nos vértices estdo intimamente ligadas a natureza da aplicacdo. Com a existéncia
desta, cada vértice é mergulhado no espaco Euclideano seguindo a ordem existente. Como veremos
mais adiante, o que é o caso de nossa aplicagdo, problemas moleculares (e em especiais protéicos,
por ter uma geometria interessante) possuem ordem nos vértices relativos a cadeia principal da
molécula.

Seja G = (V, S, d) um grafo simples, ponderado e nao-orientado, que representa uma molécula
M. Abaixo, necessitamos apresentar um pouco ainda de nomenclatura para definir esta ordem.

Definicao A.2.1. Dados uma ordem total < no conjunto de vértices V' e um elemento v € V', o
conjunto y(v) = {u € V : u < v} é chamado de Conjunto de Antecessores de v com relacao a <.

Definicao A.2.2. Dados uma ordem total < no conjunto de vértices V' e um elemento v € V', o
conjunto n(v) = {u € V : v < u} é chamado de Conjunto de Sucessores de v com relagao a <.

Definicao A.2.3. Dado um vértice v € V, seu posto é definido por p(v) = |y(v)|+1 e representa
a quantidade de vértices até v, inclusive, seguindo a ordem <.

Unindo as defini¢oes de vizinhanga e antecessor, obtém-se o conceito seguinte.
Defini¢ao A.2.4. Denota-se o conjunto dos vértices antecessores adjacentes a v como N (v)Ny(v).
Algumas ordens em vértices sao enumeradas em [57], das quais citaremos algumas.

(i) Perfect Elimination Order (PEO) é uma ordem tal que, para cada v € V, o subgrafo
G[N(v) N n(v)] é uma cligue em G. A Figura A.1 exemplifica um grafo que possui esta
ordem.

(ii) Uma Ordem Discretization Vertex Order Problem (DVOP) em um grafo G = (V, E),
com respeito a um inteiro 1 < K < n, onde n = |G|, é uma ordem no conjunto de vértices V'
de modo a satisfazer os seguintes axiomas:

(a) os primeiros K vértices induzem um clique em G e

(b) cada vértice v € V' de posto p(v) > K ¢é tal que [N(v) Nvy(v)|> K.
A Figura A.1 possui um exemplo de um grafo com esta ordem em seus vértices (para K = 2).

(iii)) Uma Ordem Henneberg tipo I é um caso particular da Ordem DVOP onde, para cada
vértice v tal que p(v) > K, vale a igualdade |N(v) N y(v)|= K.

A Figura A.1, também, possui uma instancia desta ordem (para K = 2).
(iv) Uma Ordem K-Trilateration corresponde a uma Ordem DVOP onde

(a) os primeiros K + 1 vértices induzem um clique em G e

(b) para cada vértice v € V com posto p(v) > K+1, vale a desigualdade | N (v)Nvy(v)|> K+1.

A Figura A.2 retrata uma instancia desta ordem (para K = 2).
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(v) Uma Ordem Discretizable Distance Geometry Problem (DDGP) é uma ordem DVOP
onde, para cada vértice v € V com posto p(v) > K, existe um subconjunto de vértices
U, € N(v) N7y(v) com |Uy|= K e G[U,] é um clique em G.

A Figura A.2, também, ilustra um exemplo desta ordem (para K = 2).

Figura A.1: Exemplos de grafos sob as Ordens PEO, DVOP e Henneberg Tipo I em seus vértices,
extraidos de Liberti et al. [57].

Figura A.2: Exemplos das Ordens K-Trilateration e DDGP, extraidos de [57].
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Apéndice B

Matrizes e Rotacoes

Neste capitulo, exploraremos conceitos algébricos envolvendo matrizes, como Grupos e Alge-
bras de Matrizes, com o objetivo de estudar o a definicdo mais arbitraria de matrizes de rotacao
(independentemente do referencial). A teoria basica analisada foi apresentada em Curtis [22].

B.1 Algebra de Matrizes e Grupos de Matrizes Cléssicos

Sabe-se, da Algebra Linear (AL) bésica, que as matrizes com entradas no corpo K(R, C ou
H) constituem um espago vetorial. Mais do que isso, é possivel definir uma estrutura de dlgebra
dessas matrizes em relagao ao produto matricial usual.

Defini¢ao B.1.1. O conjunto M, (K), das matrizes de dimensao n com entradas em K, munido
de soma, produto por escalar e produto matricial associativo, que tem por identidade a matriz I,,,
¢ chamada de Algebra de Matrizes.

Agora, como a definicdo de unidade de uma algebra traz consigo o conceito de inversibilidade,
entdo uma matriz A € M,,(K) é uma unidade se for inversivel, isto é, se det(A) # 0. Além disso, o
conjunto dessas unidades possui uma estrutura algébrica de grupo, dada pela seguinte definicao.

Defini¢ao B.1.2 (Grupo Linear Geral). O subgrupo formado pelas unidades do grupo M, (K) é
chamado de Grupo Linear Geral e ¢ denotado por GL(n,K).

Segundo Curtis [22], A € GL(n,K) se, e somente se, det(A) # 0, e representa um automorfismo
de K". Assim, seguem alguns exemplos que caracterizam este grupo para algumas dimensoes.

« GL(1,K) =K\ {0}, pois cada elemento nao-nulo deste corpo representa uma unidade.

« GL(2,K) corresponde ao conjunto de unidades do espago das matrizes de dimensao 2. Por-
tanto, a caracterizacao deste grupo ¢ dada por

GL(2,K) = {[Z Z] :a,b,c,deK,ad—bc#O}.
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A partir deste grupo, entao, define-se alguns subgrupos que possuem defini¢oes e propriedades
interessantes a fim de evoluirmos até uma estrutura algébrica para as matrizes de rotacoes.

Definigao B.1.3 (Belinfante [4]). Ao subgrupo SL(n,K) = {A € GL(n,K) : detA = 1} C
GL(n,K chama-se Grupo Linear Especial.

Municiando, agora, o espago K" de um produto interno, entao verifica-se o seguinte resultado.

Proposigao B.1.1 (Curtis [22]). Seja K" um espaco vetorial munido de um produto interno nao-
degenerado (-,-). Para vetores z,y € K" e uma matriz A € M, (K), vale a igualdade (zA,y) =
(x,yA*), onde A* é a matriz transposta e conjugada associada a A.

A partir desse resultado, portanto, pode-se definir um novo subgrupo de matrizes que sera
deveras importante nesta teoria, formado por matrizes que preservam este produto interno.

Definicao B.1.4 (Curtis [22]). O conjunto O(n,K) = {A € M,(K) : (Az, Ay) = (z,y), definido
sobre um espago vetorial K™, munido do respectivo produto interno (-, ), forma um grupo com a
multiplicagdo de matrizes. O nome deste grupo depende do corpo K no qual esta definido, como
segue.

e O(n) =0O(n,R) é chamado de Grupo Ortogonal, o qual contém as matrizes ortogonais (A
tais que AAT = AT A = I) as quais preservam os comprimentos de vetores,

e U(n) = O(n,C) é chamado de Grupo Unitério, o qual contém as matrizes Hermitianas (B
tais que BB*=B*B=1) e

e Sp(n) = O(n,H) é chamado de Grupo Simplético.

O préximo resultado fornece uma caracteristica das matrizes dos grupos ortogonal e untario,
essencial para a definicdo do conceito de um novo grupo de matrizes. Tome K = R ou C.

Proposicao B.1.2. Se A € O(n,K), entao (det A)(det A) = 1.
A partir disso, define-se dois grupos especiais que modelam as rotagoes.

Definicao B.1.5. O Grupo Especial Ortogonal e o Grupo Especial Unitario sao definidos,
respectivamente, por SO(n) ={A € O(n):det A=1} e SU(n) ={A €lU(n):det A=1}.

Com isso, afirma-se que SO(n) = O(n) N SL(n,C) e SU(n) = U(n) N SL(n,C) [4].

Mais trés subespagos de M, (K) sao estudados, para complementarem este estudo: so(n) é o
subespago de M, (R) que contém as matrizes anti-simétricas, su(n) C M, (C) contém as matrizes
anti-hermitianas e sp(n) C M, (H) contém as matrizes anti-simpléticas.
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B.2 A exponencial de uma matriz

Nesta se¢ao, lidamos com matrizes sobre R. Matrizes em C e H tém estrutura andloga [22].

Defini¢ao B.2.1. Seja A € M, (R). Define-se a Exponencial da Matriz A como a série
00 Ak AQ A3
A
= —=14+A4+—+—+... B.2.1
e 27 tA+ o+t ( )
onde A* é o produto em k vezes da matriz A, segundo o produto de matrizes da dlgebra M, (R).

Para [22], a série (B.2.1) converge se todas as n? séries que compoem as entradas de e? con-
vergem. As demonstragoes dos resultados seguintes se encontram em [22].

A

Proposicao B.2.1. Para qualquer A € M,(R), a série e” é convergente.

Proposigdo B.2.2. Se A € M, (R), entdo a matriz e é ndo-singular.

Essa exponencial induz um Mapa Ezponencial exp : M, (R) — M, (R), que estd bem definido
pela Proposicdo B.2.1. Para ele, vale o seguinte resultado, que decorre da Proposi¢ao B.2.2.

Corolario B.2.1. A imagem da dlgebra M, (R) pelo mapa exponencial exp também tem uma
estrutura algébrica de grupo, ja que satisfaz a igualdade exp(M,(R)) = GL(n,R).

O préximo resultado caracteriza a aplicagdo deste mapa ao subespago so(n), das matrizes
anti-simétricas. Sua facil prova estd em Curtis [22].

Proposicao B.2.3. Se A € so(n), entdo e € O(n).

Logo, este mapa transforma as matrizes anti-simétricas em ortogonais exp (so(n)) C O(n).
Iremos enunciar o préximo lema, ja que seu uso pode ser de grande utilidade ao realizar calculos
com exponenciais de matrizes, argumento usado também por Curtis [22].

Lema B.2.1. Se A, B € M,(K) de modo que B é nao-singular, entdo vale a igualdade

1 _
eBAB™ = BeAB™L

B.3 O Grupo de Rotagoes - SO(3)

Nosso objetivo, ao estudar tais grupos, é obter representacoes para matrizes de rotacao em seu
espaco devido. No caso de R?, estas estdo intimamente ligadas a SO(3), como veremos a seguir.

Toda rotacdo é uma transformacio de simetria e deve preservar normas de vetores em R3 e
angulos entre eles [2]. Logo, dados u,v € R? e uma matriz A que faz esta transformagéo, entao

(u,v) = (Au, Av) = vTu = (Av)" Au = 0T AT Au = o7 (ATA) u,

o que implica necessariamente que AT A = I. Portanto, A é uma matriz ortogonal.

Nosso interesse é estudar essas matrizes cujo espectro A(A) C RT, isto é, matrizes ortogonais
com determinante positivo de SO(3). As matrizes ortogonais especiais, de forma geral, compoem
este grupo e sao chamadas de Matrizes de Rotagao. Por consequéncia, SO(n) é chamado de
Grupo de Rotagao, como se vé nas referéncias [4, 22, 81]. Mais ainda, Porteous [81] chama tais
transformacgoes de automorfismos ortogonais especiais, e afirma que estes preservam a orientagao
do espago, explicitando o carater das rotagoes proprias [2] que queremos para R3.
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B.3.1 Matriz de Rotacoes via Formula de Rodrigues

Toda rotagdo R em SO(3) é uma transformacao ortogonal que necessita de um vetor w € R3,
a servir de eixo para rotacionar os vetores em R3, e um angulo . Pode-se escrever R em funcao
de w e 0, feito através da forma matricial da chamada Formula de Rodrigues, em referéncia ao
matematico francés B. Olinde Rodrigues (1795 - 1851). Esta férmula pode ser derivada de uma
série de resultados, utilizando a exponencial de uma matriz, como feito em Murray et. al [73].

A fim de amparar o seu uso em rotagdes gerais, vamos comentar as idéias principais.

Considere a velocidade angular relativa a um ponto ¢ que esteja em uma particula que se quer
rotacionar. Ao rotacionarmos este corpo em uma velocidade constante ao redor do eixo gerado
pelo vetor w, esta velocidade pode ser descrita como a equacgao diferencial linear tempo-invariante

dq(t)

sendo t o tempo [73], ou o dngulo de rotagdo. A Equacao (B.3.1) pode ser escrita como
waqs(t) — w3qa(t) 0 —ws wy | [¢(t)
w X q(t) = |wsq1(t) —wigs(t)| = | ws 0 —wi| |qt)].
w1qa(t) — waqi (1) —wy Wy 0 qs(t)

Denotando esta matriz de coeficientes do produto vetorial como w0, j& que possui zeros na diagonal
principal e combinagoes dos elementos de w, entdao a Equagao (B.3.1) pode ser escrita como

dq(t)

——= = wq(t). B.3.2

10 — () (3.3.2)

Integrando (B.3.2), em relagdo ao tempo, temos que ¢ pode escrita como q(t) = e%!qy, onde ¢(0)

é a posicao inicial em relagao a t = 0 [73] e €®® é a exponencial da matriz wt. Ou seja, apés

t unidades de tempo , ¢(t) é a posi¢do do objeto que inicialmente estava posicionado em ¢go. A

matriz R = e foi quem realizou esta transformacao. Agora, segundo a definicio de exponencial
de uma matriz, dada pela Equagao (B.2.1), temos que

wt)?  (wt)?

(@)? (o)

@t _ N
e =1+ wt+ 9] a3l

T (B.3.3)

Seguindo este desenvolvimento, se quer realizar a rotagdo de um vetor em torno de um eixo w em
um angulo 6, a matriz que realiza tal transformacio ¢ dada por R,y = ¢, onde © ¢ dada por

0 —Ws Wa
W = ws 0 — Wi .
—Waq w1 0
T

Esta matriz é, claramente, anti-simétrica, ja que ' = . Logo, & € so(3).
H& um resultado preliminar, em [73], que caracteriza poténcias de matrizes anti-simétricas.

Lema B.3.1. Dada a matriz a € so(3), valem as relagoes
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. ~ 2 .o N 2 ~
(i) a* = aa’ — |ja||" I (ii) a® = —||a|” a.

Demonstragio. A matriz a é gerada a partir de um vetor a = (ay, as, az)”

0 —as as
a= as 0 —Q
—a9 aq 0

(i) A partir da defini¢do, tem-se que o quadrado dessa matriz resulta em

0 —as as 0 —as as — (G% + CL?)’) a1ao aias
dQ = as 0 —aq as 0 —a1| = a1 — (CL% + CL%) ao03
—ay; @ 0 —ay; @ 0 aias a0 — (a2 + a3)

2 ~ ~ . .
Agora, como ||a||” = a? + a3 + a2, entdo a equagio acima pode ser reescrita como

ai —lla*  aray aags al  aas aas lal> 0 0
ar = aias a2 — |la|? asas = lajay a2 axaz| —| 0 |a® 0
aas asas a2 — ||a|)? a1a3 asaz a3 0 0 Jal?

isto ¢, a2 = aa” — ||a|*I.

(ii) Como a”a = 0, segue que

@* = a% = (aa” — |la]*I) @ = a (a”a) - ||a]* & = — ||a|&.

]

Este lema garante que é possivel calcular as poténcias de uma matriz anti-simétrica, recursiva-
mente, ferramenta que sera de grande utilidade no que segue.

Agora, temos que garantir que todas as matrizes de rotagdo podem ser representadas como
uma exponencial de uma matriz anti-simétrica, isto €, que o mapa

exp : so(3) — SO(3)

¢ sobrejetor [73]. Desse modo, estabelece-se o proximo resultado cuja demonstragdo pode ser
encontrada, também, em Murray et. al [73].

Teorema B.3.1. Dada uma matriz R € SO(3), existem w € R?, unitdrio, e 6 € R tais que
R = exp(wh).

Demonstragcio. Omitimos a prova, pois é demasiada extensa e construtiva. Esta pode ser encon-
trada em Murray et. al [73]. O
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Agora, vimos que a matriz que rotaciona vetores ao redor da direcdo gerada por um vetor
unitario w em um angulo 6 é dada pela série
> po* 62 63
Rpo=Y — =T+00+ —0>+ =0+ ....

YTk 21" 3l

Computacionalmente, o calculo de uma série nao seria tao eficiente quanto o uso de uma forma
fechada para a definicdo da matriz para esta rotacao. Isto é possivel com a recursividade fornecida
pelo Lema B.3.1. De fato, utilizando este resultado, temos que

6 6° R 2 ot 0 9
Rw7921+<9—3!+5!+...>w+<2!—4!—|—6!+... w”. (B34)
Mas, as séries que sao coeficientes dos termos linear e quadratico, respectivamente, coincidem com
as fungoes seno e cosseno para o angulo #. Portanto, eis o resultado desta secao.

Teorema B.3.2 (Forma matricial da Férmula de Rodrigues). Dados um vetor unitério w como
eixo e um angulo # para rotagao, a matriz de rotagdo do grupo SO(3) que realiza esta transformacao
é dada por

Ry = ™ = I + 1 sen(6) + w*(1 — cos(6)). (B.3.5)

Em resumo, este resultado fornece uma forma fechada para o célculo de uma matriz de rota-
¢ao com eixo gerado pelo vetor unitario w e dngulo 6, caracterizando uma rotacao de SO(3) de
forma geral, sem necessitar fixar explicitamente eixos coordenados para o espaco e rotacionar cada

componente separadamente. Esta forma sera fundamental na uniao de arvores de realiza¢oes para
resolver um DMDGP.

Expandindo a Férmula de Rodrigues e contando operagoes

T
Sejam u = [ul Ug u;;} e 0, respectivamente, o vetor unitdrio que gera o eixo e o angulo

referente a rotacdo desejada. A matriz de rotacao que realiza esta transformacao é dada pela
Formula de Rodrigues como Ry = I + tisen(f) + 6%(1 — cos(f)). Expandindo, temos

0 —ugsen(f)  ugsen()
I+ | ussen(h) 0 —uysen(d) | +
—ugsen(d)  ujsen(d) 0
— (ud +u?) (1 — cos()) uyug(1 — cos(@)) uyuz(1l — cos(6))
uyuz(1 — cos(6)) — (u? +u?) (1 — cos(h)) ugusz(1 — cos(#))
uyug(1l — cos()) uguz(1l — cos(f)) — (u? +u) (1 — cos(0))

ou seja, somando as trés matrizes, obtemos a seguinte forma para Ry g

1— (ud +u?) (1 —cos(d))  —ussen(d) + ujug(l — cos(f))  ugsen(d) + ujuz(1 — cos(h))
uzsen () + ujua(1 — cos(h)) 1— (u?+u?) (1 —cos())  —usen(d) + usus(1l — cos())].
—ugsen () + ujuz(1 — cos(0))  uisen() + usus(1 — cos(0)) 1 — (u? 4+ u3) (1 — cos(0))
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Como ||u]| = 1, entdo u? +u3+u2 = 1 e, logo, temos que — (u3 + u3) = ui—1, — (v} +u?) =ui—1
e — (u} +u3) = u3 — 1. Portanto, para i = 1,2 e 3, os elementos da diagonal principal de R, g
tornam-se 1 + (u? — 1)(1 — cos()) = 1 — 1 + cos(f) + u2(1 — cos(h)) = cos(#) + u(1 — cos(9)).
Portanto, a forma matricial expandida de uma matriz de rotagao por 6 ao redor de u é

cos(f) +u(1 —cos(0))  wyus(l — cos(f)) — ugsen(d) wuyuz(1 — cos(f)) + ugsen(d)
Rup = |uiua(l — cos(9)) + ugsen(f)  cos(f) +uz(1l —cos(f))  uguz(l — cos(d)) — ussen(d)
upuz(1 — cos(6)) — ugsen(d) wguz(1 — cos(6)) +ugsen(d)  cos(6) + u3(1 — cos())

A partir disso, pode-se contar o nimero de operacoes envolvidas na determinagdo dessa matriz.
Considera-se adigao (+) e multiplicagao (x).

Agora, sejam v € R? um vetor que se deseja rotacionar, Ry g € R, duas matrizes de rotagdo.
E preciso realizar 45 operacoes para multiplicar as duas matrizes de rotacdo. Além disso, sdo
necessarias mais 15 operacoes aritméticas para calcular o produto w = R, gv.

A Tabela B.1 traz essas contabilizacao dividindo entre as operagoes necessarias para encontrar
a matriz de rotacao e as necessarias para rotacionar de fato.

Tarefa H No. Operagoes
Calcular Ry 25
Multiplicar Ry gfom,e 45
Calcular Ry pv 15

Tabela B.1: Tabela com os ntimeros de operacoes totais para rotacionar vetores em R3, usando a
Férmula de Rodrigues matricial.

Além de contar o nimero de operacoes, é necessario analisar o espago necessario de armaze-
namento. No caso dessa matriz de rotagoes, é preciso utilizar nove posi¢oes de memoria para
armazena-la.

E possivel que realizemos uma sequéncia de rotacoes, o que demanada muito espago de memoria
para armazenar todas as matrizes.

No apéndice seguinte, vamos estudar rotagoes com quatérnios, cuja estrutura utiliza menos
espaco de memoria para armazenamento e realize menos operacoes aritméticas.
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Apéndice C

A Algebra Geométrica dos Quatérnios e
Rotacoes

A Algebra Geométrica (AG) vem no intuito de dar sentido pratico ao estudo de espagos veto-
riais. A nomenclatura da introducao é baseada em Dorst et al. [25] e Suter [89].
A AG se relaciona de modo mais eficiente com a Geometria do que a Algebra Linear (AL).

« Espacos vetoriais sao boas ferramentas para modelagem: vetores representam ele-
mentos em modelos do espago. A AG oferece trés bons modelos para o espago Euclidiano:
Espaco Vetorial, Espaco Homogéneo e Espagco Conforme;

e Subespacgos sao vistos como elementos: a partir de vetores, novos elementos maiores
aparecem como combinagao. Representam subespacos orientados e possuem ricas contribui-
¢Oes geométricas.

o Transformacgoes ortogonais: no caso do Espaco Euclidiano, as transformacoes ortogonais
sao amplamente estudadas, j4 que preservam caracteristicas como angulos e comprimentos.
Em AL, elas sao representadas como matrizes, como visto no capitulo anterior. Ja em
AG, é possivel representa-las de modo universalmente aplicavel em qualquer geometria e em
dimensoes arbitrarias.

Em AL, vetores representam direcoes, como retas homogéneas. Ja em AG, estes definem pontos
no espaco. O nosso interesse maior tange as dlgebras que modelam R?. Deseja-se, entdo, utilizar um
modelo, baseado em espacgos vetoriais a fim de representar movimentos em Geometria Fuclidiana
(GE), os quais devem preservar certas medidas (como comprimentos e angulos).

Ha& trés poderosos modelos para GE:

(1) O primeiro é o Modelo Espago Vetorial, para o qual usa-se a métrica Euclidiana para
descrever a algebra de direcoes de R3. Rotacdes podem ser representadas de duas maneiras
distintas: Matrizes Ortogonais, conectada com AL, e a Algebra dos Quatérnios.

(2) O segundo é o Modelo Homogéneo. Lanca-se mao de dire¢oes em quatro dimensdes para
representar pontos em trés e, dessa forma, as translagoes passam a ser transformacoes lineares
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e podem ser combinadas com matrizes de rotacao. Além disso, ha liberdade para se escolher
a métrica, como no caso da Geometria Projetiva. A dimensao adicional pode ser interpretada
como um ponto na origem.

(3) Por fim, o Modelo Conforme: melhora ainda mais as condi¢oes do modelo anterior: além
das translagbes serem lineares, elas também sao ortogonais. Logo, as rotagoes, reflexoes e
translagoes podem ser combinadas em uma tnica transformacao linear e ortogonal. A Métrica
de Minkowski é usual neste modelo. Este espago tem quatro dimensoes positivas e uma di-
mensao negativa e é denotado por R*! e as duas dimensoes adicionais referem-se ao ponto na
origem e ao ponto no infinito.

Este capitulo vai se concentrar no primeiro, descrevendo rotacoes em R? com os Quatérnios. O
intuito é fornecer a base tedrica para entender esta ferramenta que foi utilizada no Capitulo 4.

C.1 Quatérnios e sua Algebra

Nesta se¢ao, vamos definir o espaco vetorial dos quatérnios bom como as suas operacoes funda-
mentais,além do produto dos quatérnios e sua utilizacdo para descrever as rotacoes em R? usando
esta estrutura. A maior parte dos conceitos e resultados foram baseados em Kuipers [47].

Seja Bps = {i,j,k} a base canonica de R®. Um quatérnio é definido como um elemento da
forma g = gy + qv, onde ¢y € R é um escalar e qy = ¢ii + ¢2j + ¢sk é um vetor de R3. A colecdo
obtida na variacao completa desses escalares e vetores em todo o espago é chamada de Conjunto
dos Quatérnios, denotado por H. Além dessa representacdo, um quatérnio ¢ = qo + q, pode ser
visto como o ponto ¢ = (qo, q1, @2, q3) € R*. Mais do que isso, ha uma relacio biunivoca entre H e
R* que nos sera importante mais a frente neste texto. Define-se duas operacdes aritméticas em H:

(1) Adicao: dados p = py + pv € ¢ = g + qv em H, define-se a adi¢do de p a ¢ como p + q =
(po + qo) + (Pv + av). E facil ver que H é fechado para a adicao. De fato: r = p + ¢, pode ser
escrito como r = rg 41y, onde 7o = Py + o € Ty = Py + qy. Além disso, dados p, ¢, r € H, esta
operagao satisfaz as propriedades seguintes, fazendo de (H, +) um grupo abeliano.

(i) Associatividade: (p+q)+r=p+(qg+7).
(ii) Comutatividade: p+ g = q + p.
(iii) Existéncia de Elemento Neutro: existe um elemento 0 = 0 + 0, € H, de modo que
p+0=0+p=p.
(iv) Existéncia de Elemento Oposto: para cada p = py + py € H, existe o seu oposto
—p = —po — Pv, de modo que p + (—p) = (=p) +p = 0.

(2) Multiplicagao por Escalar: dados o quatérnio ¢ = gy + qv € H e o escalar o € R, define-se
a multiplicagdo de ¢ por a como aq = (aqg) + (aqy). Pode-se ver, também, que H é fechado
para a multiplicacdo de escalares reais. De fato: agy € R e aqy € R? e, portanto, ag € H.
Dados a, 8 € R e p,q € R?, temos:
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(i) Associatividade: (af)q = a(8q).
(ii) Multiplicagao pela unidade: 1¢ = q.

(iii) Distributividades em Relagdo a Soma: adigdo e a multiplicacdo por escalar sao
mescladas por (o + )¢ = aqg+ g e a(p+ q) = ap + ag.

Essas operacoes, com as propriedades supracitadas, induzem uma estrutura algébrica para H.

Proposicao C.1.1. O conjunto de quatérnios H, munido das operagoes de adi¢ao e multiplicacao
por escalar real, forma uma estrutura de um 4—espago vetorial real.

Assim, é possivel identificar fortemente H e R* por isomorfismo de espacos vetoriais.

Proposicao C.1.2. O espago vetorial dos quatérnios H é isomorfo ao espago vetorial Euclideano
de dimensdo 4, isto é, H = R*.

Mais uma defini¢do essencial para a teoria.
Definigcao C.1.1. Dado ¢ = qo + qv € H, define-se seu conjugado por ¢* = ¢y — qy-

Algumas propriedades algébricas para este conjugado seguem.
Proposigao C.1.3. Dados p,q € H, o conjugado da soma de p e ¢ é dado por (p + q)* = p* + ¢*.
Proposicao C.1.4. Dado ¢q € H, o conjugado do conjugado de ¢ é igual a ¢, ou seja, (¢*)* = gq.
Proposigao C.1.5. A soma de um quatérnio e seu conjugado é um ntmero real igual a duas vezes

a parte real do quatérnio, ou seja, ¢ + ¢* = 2qp.

C.1.1 Produto Algébrico de Quatérnios

Escolhe-se a base By = {1,1,j,k} para o espaco vetorial H, em funcao da base Bgs, de modo
que seus componentes sao tais que satisfazem as seguintes igualdades

i’=j’=k*=ijk=—1. (C.1.1)

O produto de quatérnios serd apresentado como em Kuipers [47].

Considere dois quatérnios p = po+pv = po+(ip1 +ip2+kp3), ¢ = qo+av = qo+ (i1 +jge+kas) €
H—{0} escritos nessa base. O produto termo-a-termo de p por ¢, usando a propriedade distributiva,
¢ dado por

pqg = (po+ip1 +jp2 + kps)(qo + i1 + jgo + kqs)
pogo + i(poqr + p1go) + 3 (Pogz + p2qo) + k(pogs + p3qo) + *piaa (C.1.2)
+  §%paqe + K2 paqz + ijpige + jipaqr + ikpigs + Kkipsqr + jkpags + kipsqe.

Para simplificar (C.1.2) e agrupar em produtos notéveis, definiu-se os produtos:
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j = k = —ji
jk i —Kj
ki = j = -ik

Tabela C.1: Tabela de produto entre itens da base.

Logo, a Equagao (C.1.2) pode ser reescrita pelo agrupamento de termos como

Pogo — (P1q1 + P2G2 + p3q3) + po(igy + jg2 +kags) + qo(ipy + jp2 + kps)

pq =
+ 1(p2gs — p3q2) + i(psqr — p1a3) + k(p1g2 — p2r).

Usando o produto interno usual de R?, tem-se que

Pq¢ = Pogo — (Pv:Qv) + Polv + qoPv + i(p2qs — p3q2) + (P31 — p1gs) (C.1.3)
+ k(p1g2 — p2qh)-

Agora, temos py X qy = i(p2gs — p3q2) +j(p3sq1 — p1g3) + k(p1g2 — p2q1) pelo produto vetorial
de R3. Aplicando isso a (C.1.3), consegue-se o agrupamento final para este produto.

Definigao C.1.2 (Produto Algébrico de Quatérnios). Dados p=py + pv,¢ =q +qv € H—10, 0
produto algébrico entre p e ¢ é dado por

Pq = Pogo — (Pv,Av) + Podv + QPv + Py X Qy- (C.1.4)

Teorema C.1.1. O conjunto H munido de adi¢ao, multiplicacdo por escalar e do produto de
quatérnios forma uma algebra associativa chamada de Algebra dos Quatérnios.

Vistos como algebras, temos que H = R*, mantendo o isomorfismo da Proposicao C.1.2.

Ja vimos que H é um grupo abeliano. Entretanto, a algebra dos quatérnios H nao é comutativa.
Basta ver que ij = k = —ji.

Além disso, a dlgebra do quatérnios possui um elemento identidade dado por 1y = 1 + 0. De
fato: dado ¢ = qo + qv € H, temos que qly = ¢, pois fazendo este produto temos

qlm = (90 + av)(1 + 0y) = ol — {(Qv, 0v) + @Oy + 1ay + (qv X 0y) =qo +av =¢.  (C.L5)
Uma propriedade que relaciona este produto com o conjugado de um quatérnio segue.
Proposigao C.1.6. Dados p, ¢ € H, o conjugado do produto de p por g é dado por (pq)* = ¢*p*.
De posse do conjugado e do produto, é possivel definir um conceito de norma em HI.
Definigao C.1.3. Dado ¢ € H, sua norma é dada por N(q) = \/q%q.
Duas propriedades para normas de quatérnios seguem.

Proposicao C.1.7. Dado p € H, a norma do conjugado é igual a prépria norma N (p*) = N(q).

Proposigao C.1.8. Dados p, ¢ € H, a norma do produto de p e ¢ é dada por N(pq) = N(p)N(q).
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A partir de agora, sempre consideraremos H como uma algebra normada.

Definigao C.1.4. Para cada ¢ € H — {0}, existe um elemento ¢~ € H tal que g¢ ! = ¢ ¢ = 1y

eql= N21(q) q¢* chamado de inverso do quatérnio q.

Teorema C.1.2 (Inverso de Quatérnio Unitério). Se ¢ € H é unitario, isto é, N(q) = 1, entdo o
inverso de ¢ coincide com seu conjugado ¢~ = ¢*.

Duas defini¢oes se fazem necessérias.

Definicao C.1.5. ¢ € H é dito quatérnio real se for da forma ¢ = ¢9 + Oy, isto é, se q, = 0.
O conjunto dos quatérnios reais é denotado como R, por uma relagdo biunivoca entre os dois
conjuntos.

Definicao C.1.6. ¢ € H é dito quatérnio puro se é dado por ¢ = 0 + qy, ou seja, se gg = 0. O
conjunto dos quatérnios puros é denotado por Hy.

H&4 mais um teorema de isomorfismo entre algebras, o qual permite que tratemos de vetores
como quatérnios puros.

Teorema C.1.3. A subalgebra de quatérnios puros é isomorfa ao espacgo euclidiano de trés di-

mensoes, ou seja, R? = Hi,.

C.1.2 Forma Matricial do Produto Geométrico de Quatérnios

Pode-se expressar o produto algébrico por meio de produto de matrizes, facilitando a sua
implementagao computacional.

Teorema C.1.4. Sejam dois quatérnios p = pg + pv = po + ip1 + jp2 + kps,q = ¢ + av =
qo + i1 + jgo + kqz € H. Entao, o quatérnio r = rg + ir; + jro + krs, resultante do produto
geométrico de p e ¢, pode ter suas coordenadas dadas a partir do produto

To Po —P1 —P2 —P3| |9o

| _|Pr Po —P3 P2 q1 (C 1 6)
T2 P2 D3 bPo —DP1| |92
3 3 —P2 D1 Do q3

C.2 Quatérnios como Rotacoes

Temos todo o ferramental algébrico da estrutura H que nos permitird discutir um modo eficiente
de realizar rotacoes de vetores em R3 usando seus elementos. Dessa maneira, temos de estabelecer
uma identificagdo entre SO(3) e H. H4 que se lembrar que existe um isomorfismo ¢ : R3 — Hi,.
Esta relagdo um-a-um, ilustrada na Figura C.1 que foi extraida de [63], serd fundamental para
definir esta transformacao. Por isso, abusaremos da linguagem a partir de entao.

Considere cada vetor v € R? como seu equivalente em Hy, pela aplicacdo ¢, por v <— v = 0+v.
Agora, seja v € Hy.Nosso desejo é encontrar p,q € H tais que
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Figura C.1: Ilustracdo do isomorfismo existente entre R? e Hi,.

w = qup € Hp.

Usando as regras do produto algébrico de quatérnios (C.1.4), temos

w=qup = (qu)p
= (90 +av)(0+v)](po + Pv)
= [(—av-v) + (qv + (av x v))|((po + Pv) (C.2.1)
= K_CIV : V)pD - QO(V : pV) - ((qv X V) : pV)]

+[(—=aqyv - V)Pv + (P0g0)V + po(av X V) + qo(V X py) + (Pv X V X qy)].

A parte real do quatérnio w é dada na forma wy = re(qup) = (—qy-V)po—qo(V-Pv) — ((Qv X V) - Pv)
e estima-se que wy = 0, para que w seja um quatérnio puro.

As propriedades da AL para R? valem para Hy, através do isomorfismo ¢. Adicionalmente,
pelo produto misto, temos que (qy X V) - py = —(qy X pv) - v €, pelo produto escalar em R? e por

@, que (qv - v)po = po(dv - v) e qo(Vv-Pv) = qo(pv-V). Logo,
—po(av - V) — qo(Pv - V) + ((gqv X Py) - V) = 0.

Suponha, agora, que py = gy € que py = —(y, hipéteses fundamentais para mostrar a operacao de
rotagao e, logo, atinge-se o desejado: que a parte real do produto triplo (C.2.1) seja anulada

_QO<<QV - QV) 'V> - ((QV X qv) . V) =0.

Tomando w = qup, onde ¢ = qo + qQv,p = ¢ — gy € H e v = 0+ v € H, tem-se que w também é
um quatérnio puro. Dizemos, entao, que o quatérnio ¢ e seu conjugado operam no vetor v de Ry
transformando-o em outro vetor w de R3, o que nos permite definir o seguinte operador.

Definicao C.2.1. Dado ¢ € H, define-se o operador L, em Hl dado por

Lqi H, — H,
v 1— Ly(v)=qvq¢

Algumas questoes sobre o funcionamento deste operador aparecem naturalmente. Ele é linear?
Preserva normas? Resultados como esses seguem das defini¢oes e propriedades da dlgebra H.

Teorema C.2.1. L, ¢ um operador linear.

Doravante, considere ¢ € H unitério, isto é, N(q) = 1.
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Teorema C.2.2. L, preserva normas.

Seja |||, a norma Euclideana para R®. Se ¢ = ¢o + qy € H tem norma 1, entao
1=N*(q) = g5+ llavl;- (C.2.2)

Desse modo, hd uma identificagio trigonométrica entre a relacio cos?(f) + (sen)?(d) = 1 e a
Equacao (C.2.2): existe um tnico angulo 0 € [0, 7], que estd associado ao quatérnio ¢ de modo
que

go =cos(f) e |lav|l, =sen(0). (C.2.3)

E possivel escerver o quatérnio unitario ¢ em termos de ¢, a fim de mostrar que L,, de fato, realiza
uma rotacdo. Primeiramente, define-se o quatérnio puro u, representando o vetor u € R? que
fornece a direcao do vetor qy, como o vetor unitario

Qv
lavll,  sen(®)

u

e entdo toma-se ¢ = cos(f) + usen(d). Além disso, pela paridade das fungoes trigonométricas,
temos que cos(—0) + usen(—6) = cos(f) —usen(d) e, logo, seu conjugado pode ser escrito também
nesses termos como cos(f) + usen(d) = ¢y — qy = ¢*.

Considere ¢ € H e v € Hy. Desenvolvendo o produto w = ¢vg¢*, temos

w = qvq* = (QO + qv)(o + V) (QO - qv)
= [(@+av)(0+Vv)](g —av) = [(—av V) + (9V + (av x V))[(¢0 — av)
= —qo(qv V) + q@lay - v)+ (qy X V) - ay + (qy - V)qQv + @V + qo(qy X V) (C.2.4)
—qo(V X qy) — (qy X V X qy)
= (Qy X V) Qv+ (qv - V)Qy + @V + 2q0(qy X V) — (Qy X V X qy)

Pelo produto misto em R?, temos que (qy X v)-qy = qy - (qy X V) = v+ (qy X qy) = 0 0 que, sendo
aplicado na Equacao (C.2.4), gera o quatérnio

w = (qv-V)ay + ¢V +2g(ay X V) = (qy X V X qy). (C.2.5)
Para continuar este desenvolvimento, usamos o chamado Produto Vetorial Triplo.

Lema C.2.1 (Produto Vetorial Triplo). Dados os vetores a, b, ¢ € R?, vale a seguinte relagao para
o produto vetorial triplo a x (b x ¢c) = (a-c)b— (a-b)c.

A partir do lema, temos (qy X Vv X qy) = qy X (V X qy) = (qv - qv)V — (qv - V)qy €, logo,

w = qv¢* = (g +av)(0+Vv)(q —qv) )
(av - v)ay + @V + 2q0(av X V) = [|qu]l3V + (av - V)qy (C.2.6)
= @V — g5V +20(ay X v) +2(qy - V)qy.

Agora, por hipotese, ¢ é unitario. Logo,

1= N%(q) = @ + [|gu]l do que segue que — ||g,||5 = ¢3 — 1.
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Aplicando esta relagao na Equacao (C.2.6), consegue-se o seguinte desenvolvimento

w = qvq* = (g +av)(0+ v)(q — av)

ng - HQUHSV + QQO(QV X V) + 2(QV : V)qv

@V + (6§ — 1)v+2q0(ay X V) +2(dv - V)qy (C.2.7)
2¢5v — v+ 2q0(qv X v) +2(qy - V)qy

= (2¢3 —1)v+2(qyv - V)aqv + 2¢o(qy X V).

Portanto, temos o seguinte resultado.

Teorema C.2.3 (Forma Explicita do Operador L,). Dados o quatérnio ¢ = ¢o +qy € H e o
quatérnio puro v = 0 + v € H, temos que o operador L, pode ser definido explicitamente como

w=L,(v) = (2¢5 — 1)v +2(qy - V)qy + 2qo(qy X V). (C.2.8)

Retrocedendo alguns passos do raciocinio anterior, consegue-se outra férmula para definir L,
explicitamente que pode ser conveniente para uso mais adiante.

Teorema C.2.4 (Forma Explicita Alternativa do Operador L,). Dados ¢ = ¢o +qy € H e
v =0+ v € Hy, temos que o operador L, pode ser definido explicitamente por

w = Ly(v) = (g5 — lall3)v + 2(av - V)ay + 2g0(av X V). (C.2.9)

C.2.1 Forma Matricial do Operador L,

Vamos descrever, explicitamente, a acao do operador L, em um vetor usando linguagem ma-
tricial. Esta nova roupagem fornece uma maneira eficiente e conveniente de demonstrar a acao de
L, em Hy, baseado em [47].

Teorema C.2.5 (Forma Matricial do Operador L,). Dados ¢ € H, representado por um vetor
de R* como q = (qo ¢1 ¢2 ¢3), e v € Hy, representado como um vetor de R? por v = (v; v v3),
podemos representar o quatérnio puro w = L,(v) em forma do produto matricial

wq (298 -1+ 26]%) (2611612 - 26]0%) (2611613 - 2QOQQ) U1
wy| = | 2q1q2 + 2q0q3) (205 —1+2¢3) (2¢2q3 — 2qoq1) | |02 (C.2.10)
w3 (20193 — 290g2)  (2q2q3 + 2q0q1) (245 — 1+ 2¢3)| |vs

C.2.2 Um operador de rotacio em R?

Jé& existem ferramentas suficientes para a demonstragao do principal resultado desta se¢ao, que
une quatérnios e rotacoes em R3. Antes, é necessario enunciar outro lema.

Lema C.2.2. Sejam ¢ = ¢y + qy € H um quatérnio unitério fixo e S = (qy) o subespago vetorial
de R? gerado pelo vetor qy. Entdo, S é L,-invariante.
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Com esse ferramental, é possivel demonstrar os principais teoremas desta se¢do, os quais serao
usados para realizar rotacoes de realizacoes de grafos em R3.

Teorema C.2.6. Sejam ¢ = ¢y + q, € H \ {0} um quatérnio unitario fixo, v.€ R® um vetor
arbitrario e w tal que w = ¢vg*. Entao, w pode ser obtido a partir de uma rotacao do vetor v
pelo dngulo 26 ao redor do subespago gerado por qy, onde 6 = arc cos(qp).

Demonstragio. Sejam S = (qy), o subespaco gerado pelo vetor q, e St seu complemento ortogo-
nal. Logo, R® = S@ S*, que segue da AL. Desse modo, v pode ser escrito como v = v, + v, onde
vp € S e v, € St Agora, da definicio de S, segue que v, = aqy, para algum a € R. Ou seja,
vV = aqy + V,. Usando a linearidade do operador L,, do Teorema C.2.1, e o resultado do Lema
C.2.2, temos que L,(v) = L,(aqy + Vo) = aL,(qyv) + Ly(Vo) €, logo, L,(v) = aqy + L,(v,). Mas,
pela defini¢do explicita alternativa do operador L,, dada pela Equagao (C.2.9), temos a relagao
Ly(Vo) = qVoq* = (a2 — llav|*) Vo +2(Qv - Vo) v + 2q0(qy X Vo). Como v, € S+, entio (qy-ve) = 0,
pois qy é gerador de S. Segue que L,(ve) = (@ — |lav]*)Ve + 2¢0(qv X Vo). Tomamos, entdo, u
como o vetor unitario na dire¢ao qy, isto é,

- I e, logo, qv = ||qv| u. (C.2.11)
lav |

Isso produz a equacio Ly(Ve) = (@ — ||av||*)Vo + 2qo(|lay || 1 X Vo), que por linearidade, se escreve

Ly(vVe) = (62 — llav]|*)Vo + 240 [|lav|| (1 x v,). Por hipétese, o quatérnio ¢ é unitério e, assim,

q@ + HqVH2 = 1. Desse modo, é possivel encontrar um angulo 6 € [0, 7], tnico, de maneira que

go = cos(0) e ||qv|| = sen(f). Deriva-se, entao

L,(vo) = [cos*(0) — sen®(0)]v, + [2cos(0)sen(6)](u X Vo). (C.2.12)
Define-se n como o vetor normal ao plano que contém os vetores u e v, da forma n = (u X v,).

Aﬁrmamos que |n|| = ||ve||. De fato: como ||lu|| = 1, por construcao, e, além disso, o dngulo

entre u e v, é > ,jdqueu € S e vy €St entdo, pela definicio do produto vetorial, temos

™
Il =l x vl =l [vollsem (5 ) = lIvoll (C2.13)

ou seja, temos que ||n|| = ||vo||. Segue, entdo, que L,(v,) = [cos?(0) —sen?(6)]ve—+[2cos(0)sen(h)|n.
Mas, como cos(260) = cos?(6) —sen?(f) e sen(260) = 2sen(f)cos(), entdao podemos reescrever
nestes novos termos o vetor w, = L, (Vo) = cos(26)v, + sen(26)n.

Afirmamos que ||Wo|| = ||Vo||. Com efeito: temos que

~_

[Woll> = [|cos(20)ve + sen(20)n]|* = ||cos(20)vo||* + ||sen(26)n|>
= c0s2(20) || Vo + sen?(20) ||n||> = cos%(20) ||vol||* + sen?(26) ||vol|? (C.2.14)
= [cos*(20) + sen®(20)] ||V ||* = ||vo||”

e, logo, ||[Wo|| = || Vo[- Ou seja, conclui-se que w, coincide com o vetor v, rotacionado pelo angulo
26 em torno do subsespago S como eixo. Mas, L,(v) = vp+ L,(V,), ou seja, w = L (V) = v+ W,
Entao, w é fornecido a partir de rotagao de v pelo angulo 26, o que é realizado por L,. Portanto,
dado q¢ = qo + qy fixo, L, é¢ um operador de rotagao em R3, onde o angulo de rotagao ¢ 26, sendo
0 = arc cos(qo), e o eixo dessa rotagao é o subespago vetorial S = (qy), como queriamos. O
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Teorema C.2.7 (Q(q) é matriz de rotacao). Dado ¢ = qo + qv € H, Q(q) representa uma matriz
de rotacdo em R3 em torno de S = (qy) pelo angulo 26, onde 6 = arccos(qp).

Pode-se identificar ¢ € H com a matriz Q(q) € SO(3) como feito em [63], a partir do mapa

d: S3(H) — SO(@3)

. s 0 (C.2.15)

onde S*(H) é a esfera unitaria no conjunto H (usamos uma relagao biunivoca entre esses dois
conjuntos). O angulo ¢ = 20 da rotacao feita em torno de q, em questao esta no intervalo [0, 27},
ja que 6 € (0, 7). Mas, rotacionar por ¢ em torno de qy é semelhante a rotacionar por 2m — ¢ em
torno de —qy. Ou seja, cada matriz ) € SO(3) é imagem por ® de dois elementos (e exatamente
dois, inclusive para o elemento identidade) na esfera S®. E facil verificar que Q(q) = Q(—q) e
L,(v) = L_,(v), para qualquer v € Hj,. Portanto, como conclui Lima [63], ® é sobrejetiva, mas
nio injetiva. A fim de ter injetividade, particionamos S3(H) a partir da relacio de equivaléncia ~

pg€SPMH)CH: p~qg <= p=-—q (C.2.16)

A partir de ~, consideramos o novo conjunto quociente SQ* = S3/~. Com ele, é possivel definir
um mapa bijetivo. De fato, tal associacao é feita pela aplicacao

Q: SQP — SO®3)

A (C.2.17)

C.2.3 Definir um Quatérnio de Rotacao com eixo e dngulo

Dado um quatérnio unitario, sabemos calcular o eixo (u) em que a rotagao se dara e o angulo
0. Agora, desejamos saber o processo contrario.

Seja u um vetor unitario gerador do eixo de rotacao e 6 o angulo no qual se deseja rotacionar os
vetores. Entao, baseado no Teorema C.2.6, temos que tal quatérnio de rotagdo pode ser definido

CcOomo
do,u = COS (Z) + sin (Z)u (C.2.18)

E de simples manipulacao algébrica mostrar que este quatérnio é unitario.

C.3 Contagens de Numero de Operacoes com Quatérnios

Por fim, vamos contar a quantidade de operacoes aritméticas a serem realizadas em algumas
das operag¢oes com quatérnios. Vamos nos concentrar naquelas que serao utilizadas para fazer as
transformacoes Euclidianas que desejamos com as realizagoes de grafos do Capitulo 4.

Sejam ¢ e p dois quatérnios unitérios (de rotagdo) e v um vetor. Sao necessarias:

« 28 operagoes para compor os dois quatérnios pelo produto algébrico ¢p,
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o 34 operagoes para rotacionar um vetor v utilizando o operador de rotagao associado ao
quatérnio ¢ L, e

« 29 operacoes para extrair uma matriz de rotagao R,, associada ao quatérnio ¢ e ao operador
L

q-
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Apéndice D

Métodos Dividir-e-Conquistar para
desenvolver algoritmos eficientes

Existem muitas maneiras de se elaborar algoritmos computacionais para resolver problemas
diversos na Matematica e na Computagao. Uma delas, em especial, se mostrou uma estratégia
deveras util no desenvolvimento de padroes de algoritmos eficientes, a qual ¢ denominada Recursao
ou Recursividade. A sua estrutura consiste no seguinte: para resolver um problema dado, estes
algoritmos recorrem a si mesmos uma, ou mais de uma, vez a fim de lidar com subproblemas
proprios os quais sdo estreitamente relacionados [14].

Para muitos problemas, a estrutura algoritmica que determina uma ou outras solugbes (mesmo
que aproximadas) ganhou muita eficiéncia ao se adotar tal estrutura em sua implementac¢ao. Um
bom exemplo é o algoritmo com o qual estamos lidando neste trabalho Branch € Prune. Apesar
de sua complexidade computacional ser exponencial, a estrutura recursiva evita erros de arredon-
damento e saturamento da memoéria, procurando caminhos factiveis na arvore binaria de solugoes.

A idéia de recursividade, portanto, origina-se na existéncia de subproblemas que possuem
estrutura andloga & do problema original. E comum, dessa maneira, seguir a chamada abordagem
(ou paradigma) Dividir & Conquistar (D&C) [14] - do inglés, Divide & Conguer, em referéncia a
uma estratégia de governo do imperador romano César.

D.1 Estrutura

De acordo com Cormen et al. [14], ha trés passos bésicos para o paradigma D&C:

(P1) DIVIDIR: o problema ¢ dividido em um determinado ntiimero de subproblemas que devem
ser estruturalmente analogos ao problema original, mas em tamanho menor;

(P2) CONQUISTAR: tais subproblemas séo solucionados através da estratégia recursiva de que
se dispoe;

(P3) COMBINAR: as solugoes dos subproblemas sdo combinadas a fim de obter uma solugao
do problema original.
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Uma estratégia que, geralmente, é utilizada para implementar este paradigma é dividir uma
instancia em a partes de comprimento %, ou seja, escolhe-se a quantidade de subproblemas e
divide-se em tamanhos iguais, com excessao de um pedaco que pode complementar com a parte
relacionada ao resto da divisao de n por b.

Ha trés condigbes basicas, pelo menos, que indicam a utilizagdo de uma estratégia D&C com

sucesso, como se pode ver em Toffolo et al [91]:

(1) Deve ser possivel decompor uma instancia em subinstancias do problema;
(2) A combinagao dos resultados deve ser eficiente;

(3) As subinstancias devem ser razoavelmente do mesmo tamanho.

Além disso, é possivel identificar, pelo menos, duas situagoes mais genéricas em que tal para-
digma D&C torna-se adequado:

o Problemas nos quais um conjunto de operagoes sao correlacionados ou repetidos como, por
exemplo, a multiplicacao de matrizes;

e Problemas de tomada de decisdao que, com isso, particiona o problema em varias pecas,
geralmente disjuntas. Tal abordagem é muito interessante principalmente quando algumas
dessas partes tornam-se irrelevantes.

Com isso, Toffolo et al. [91] sugerem um pseudocddigo genérico de um algoritmo D&C, como
segue.

Algoritmo 8 divisao-e-conquista(X)

1: if X é pequeno ou simples then

2 Resolva X e fornece a solugao Y;

3: else

4 Decomponha X em n conjuntos menores Xy, ..., X,_1;
5 for : doOn — 1

6: Y; =divisao-e-conquista(X;);

7 end for

8 Combine Yy, ...,Y, 1 em Y;

9: end ifreturn Y

D.2 Vantagens

Quando estuda-se algoritmos para resolver algum problema, naturalmente, surgem perguntas
do tipo: quais vantagens pode-se apontar sobre esse método em detrimento de outros ja existentes?
Usualmente, as vantagens estao relacionadas com baixo custo temporal de calculo [14].

E possivel, portanto, apontar algumas vantagens para o uso deste paradigma, apontando para
melhor eficiéncia computacional na resolugao de problemas, as quais estao descritas em [93].
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(i)

(i)

(iii)

Resolver problemas dificeis

A primeira vantagem do paradigma D&C estd em seu poder de ser uma ferramenta com
grande poder de resolver problemas conceitualmente dificeis. Para isso, é preciso:

« encontrar apenas uma maneira eficiente de se dvidir o problema original em subproble-
mas;

o determinar um modo recursivo (ou até mesmo iterativo) de se resolver os subproblemas;

o fornecer uma forma de se combinar as diferentes solugoes parciais em uma solugao para
o problema original.

Como um exemplo: a Torre de Handi [36]. E um problema dificil que se torna mais simples
de resolver usando esta estratégia.

Um outro exemplo é o DMDGP, que também é um problema dificil de se resolver. Neste
trabalho, encontramos uma maneira deterministica de dividir a instancia, a fim de tirar
proveito da estrutura de distancias, com o objetivo de poupar esforco computacional. Isso
¢ feito através de uma particdo no grafo da instancia cujas partes estao adequadamente
sobrepostas. Depois, resolvemos cada subproblema utilizando o algoritmo Branch € Prune.
Por fim, unimos as partes ja realizadas com o BP através de translages e rotagoes com
Quatérnios.

Eficiéncia Algoritimica

A segunda vantagem de uma abordagem D&C esta relacionada com a eficiéncia computacio-
nal que, neste caso, é tempo. Por isso, este paradigma usualmente proporciona a descoberta
de algoritmos eficientes, com forte tendéncia de possuir complexidade logaritmica [91].

Como um exemplo, considere o Algoritmo de Strassen para multiplicacdo de matrizes, publi-
cado por Volker Strassen em [88]. Este algoritmo é 1itil para matrizes grandes, pois quebra as
matrizes em blocos menores de maneira eficiente. Além disso, sua complexidade assintotica
& O(n*3™) enquanto que a complexidade assintética da multiplicagio cldssica de matrizes

7

é dada por O(n?), evidentemente mais rdpido [88].

Controle de Erros de arredondamento

A terceira vantagem mencionada aqui também estd associada a eficiéncia computacional.
Mas, ao invés de tempo de computacao, esta fala sobre a precisao das solugoes. Os céalculos
nesta abordagem devem ser mais precisos na maioria das vezes, ja que os erros de arredon-
damento nao sao acumulados em toda a estrutura da instancia, como em uma abordagem
iterativa, ficando reclusos aos subproblemas determinados pela divisao.

Paralelismo

Outra vantagem mencionada aqui é que algoritmos com esta roupagem sao natural e fa-
cilmente adaptaveis para execugdo em maquinas com multiprocessadores. Em especial, isto
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ocorre para sistemas com memoria compartilhada, onde a comunicacao de dados entre proces-
sadores nao precisa ser planejada com antecedéncia, facilitando a combinacao das sub-solugoes
[93]. Podemos dizer, portanto, que esses algoritmos sao altamente paralelizdveis [91].

Bom uso da Memoéria Cache

Por fim, a ultima vantagem dessa lista é que os algoritmos D&C, naturalmente, requerem
um menor nimero de acessos a memoria principal da maquina, pois estes fazem um uso
eficiente da memoria cache. Isto deve-se ao fato de que, uma vez que um subproblema é
muito pequeno, ele e todos os seus subproblemas podem, em principio, serem resolvidos
dentro dessa memoria cache, a qual fica mais proximo ao processador, tornando os calculos
mais rapidos [91, 93].

D.3 Exemplos de Aplicacoes

A técnica D&C serve de base para varios algoritmos eficientes que resolvem uma série de
problemas. Segue, portanto, abaixo uma lista com alguns exemplos de problemas que sao resolvidos
com algum algoritmo deste tipo [91, 93].

(E1)

(E2)

(E3)

Ordenacgao

Um exemplo de um algoritmo de ordenagao eficiente que utiliza a estratégia D&C é o cha-
mado Mergesort, desenvolvido por John Von Neumann em 1945 [46], o qual é baseado em
comparagoes entre os niimeros a serem ordenados.

Multiplicacao de Grandes Numeros

O russo Anatolli Alexeevich Karatsuba, em colaboragao com o também russo Yuri Petrovich
Ofman, desenvolveram e publicaram, em 1962 [44], um algoritmo para a multiplicagdo de
grandes numeros com a estratégia D&C, particionando em grupos menores de algarismos.

Calculo da Transformada Rapida de Fourier

Uma estratégia D&C também foi utilizada, em 1965, por James Cooley, da IBM, e John
Turkey, de Princeton, para reinventar um algoritmo desenvolvido por Gauss de modo a
se tornar eficientemente implementavel em um computador. O objetivo deste algoritmo é
calcular a chamada Transformada Répida de Fourier (FFT) [13].
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