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Resumo

Efetuamos um levantamento histérico concernente ao calculo integral e diferencial de ordem arbitraria,
também conhecido como célculo de ordem fraciondria ou ainda cdlculo fracionario, com o intuito de
justificar sua importancia, nos dias de hoje, a partir de uma audaciosa e profética frase proferida por
Leibniz. A partir das vérias defini¢bes para derivada de ordem arbitraria, em particular, as defini¢oes de
Riemann, Liouville, Riemann-Liouville, Grinwald-Letnikov, Weyl e Caputo, elucidamos e justificamos a
importancia de cada uma delas, nas aplicagoes, quando associadas ao estudo de uma equagao diferencial
parcial de ordem arbitraria. Justificamos que, para problemas modelados pelas assim chamadas equagoes

diferenciais de ordem arbitraria, o enfoque conforme proposto por Caputo parece ser o mais conveniente..

Palavras-Chave: Calculo de ordem arbitraria, Cédlculo fraciondrio, Derivadas fraciondrias, Riemann,

Riemann-Liouville, Caputo, Grinwald-Letnikov, Weyl.



Abstract

We propose a hystorical review associated with the integral and differential calculus of arbitrary order,
known as calculus of fractional order or also fractional calculus with the objective to justify its importance
nowadays as of an audacious and profetic phrasis said by Leibniz. By means of several definitions associated
with the derivative of fractional order, specifically, the definitions of Riemann, Liouville, Riemann-Liouville,
Griinwald-Letnikov, Weyl and Caputo, we discuss and justify the importance of each one, in the applications,
when associated with the study to the so-called differential equations of arbitrary order. We also justify that
the derivative as proposed by Caputo is the most convenient in problems modelled by a fractional differential
equation.

Keywords: Calculus of arbitrary order, Fractional calculus, Fractional derivatives, Riemann, Riemann-

Liouville, Caputo, Griinwald-Letnikov, Weyl.
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Introducao

O célculo de ordem arbitraria, que faz parte do ramo da matematica que conhecemos por analise matematica,
é uma generalizacao do célculo de ordem inteira e trata da investigacao e aplicagoes das integrais e derivadas
de ordens arbitrarias em ciéncias, tecnologias, engenharia, economia e outros campos do conhecimento.
Assim como o calculo de ordem inteira, o seu objeto principal de estudo sao as fungoes. Por exemplo, obter
e estudar uma func¢ao incégnita, geralmente, a partir de métodos de resolucao de uma equacao diferencial
de ordem arbitraria.

A historia deste cédlculo é tao antiga quanto a do cédlculo diferencial e integral de ordem inteira, visto ser
do tempo de Newton e Leibniz, os dois construtores do calculo diferencial e integral de ordem inteira. O
termo céalculo de ordem arbitraria é mais apropriado, porém é costume chamaé-lo de calculo fracionario talvez
em alusdo & correspondéncia (Leibniz [1], 1695)* assinada por £’'Hépital? e enderecada ao colega Leibniz onde
questionava a interpretacao do significado da expressao diz.

As trés questoes basicas deste cédlculo sao: o que queremos dizer por derivada e integral de ordem
arbitraria; como se poderia abordar o problema de achar uma solugao de uma equacao diferencial ordinaria
ou parcial de ordem arbitraria e onde podemos aplicar os operadores do calculo de ordem arbitraria. Estas
questdes nos fascinam a todos desde daquele ano (1695), quando o assim chamado cdlculo fracionério foi
conceitualizado em conexao com o célculo infinitesimal.

Muitos matematicos e outros estudiosos tém estado interessados nestas questoes durante toda sua histéria
e algumas notaveis aplicagoes do cédlculo de ordem arbitraria emergiram como resultado.

Subsequentes mengoes as derivadas fracionérias foram feitas, em um ou outro contexto. Considerando o
ano de 1695, ano em que ocorreu a troca de correspondéncia entre £’Hopital e Leibniz, como sendo o marco
zero para esta teoria, podemos mencionar uma gama bastante grande de nomes, muitos deles considerados
pilares, em suas respectivas areas, que dedicaram algum tempo para contribuir com a construcao da teoria,
até hoje, porém sem uma linha ordenada, isto é, colaboradores esporddicos e muitas vezes esparsos. Citamos,
em ordem cronolégica, a partir da apari¢ao do primeiro trabalho, apenas alguns nomes pois sao, também,

considerados criadores e tém seus nomes associados aos vérios enfoques a saber: FEuler, em 1730; Lagrange,

INa estrutura “(Leibniz [1], 1859)”, Leibniz, se refere ao nome do autor da publicagio; [1], designa a ordem numérica de
entrada da publicacdo em nossas referéncias, listadas no fim desta dissertagao e 1859 corresponde ao ano de publicacao, sendo

que, em cada ano em ordem alfabética de autores.
2Cada Matemético, Fisico, Quimico ou outro pesquisador, cujo nome aparece no texto, associado aos vérios enfoques do

calculo fraciondrio, localizamos no tempo (em ordem cronoldgica) e no espago (nacionalidade), com a seguinte estrutura: Nome

cientifico [ano de nascimento - nome completo (nacionalidade) - ano de morte ou vivo].



2 Introducao

em 1772; Laplace, em 1812; Lacroix, em 1819; Fourier, em 1822; Abel, em 1823; Liouville, em 1832; Peacock,
em 1833; Greatheed, em 1839; Kelland, em 1839; Gregory, em 1841; De Morgan, em 1842; Riemann, em
1847; Hargreve, em 1848; Center, em 1848; Greer, em 1859; Wastchenxo, em 1861; Holmgren, em 1865;
Griinwald, em 1867; Letnikov, em 1868; Sonin, em 1869; Cayley, em 1880; Laurent, em 1884; Nekrassov,
em 1888; Krug, em 1890; Hadamard, em 1892; Heaviside, em 1892; Oltramare, em 1893; Moritz, em 1902;
Pincherle, em 1902; Hardy, em 1917; Weyl, em 1917; Schuyler, em 1918; O’Shaughnessy, em 1918; Post, em
1919; Naraniengar, em 1919; Bromwich, em 1919; Hardy, em 1922; Brenke, em 1922; Levy, em 1923; Berg,
em 1924; Davis, em 1924; Stephens, em 1925; Pennell, em 1927; Hardy, em 1928; Blumental, em 1931; Cole,
em 1933; Zygmund, em 1935; Poritsky, em 1936; Davis, em 1936; Fabian, em 1936; Young e Love, em 1938;
Erdélyi, em 1939; Kober, em 1940; Widder, em 1941; Riesz, em 1949; Stuloff, em 1950; Kuttner, em 1953;
Hirschmann, em 1953; Lions, em 1959; Bassam, em 1961; Courant, em 1961; Peters, em 1961; Liverman, em
1964; Gel’'fand, em 1964; Buschman, em 1964; Higgins, em 1964; Wolfersdorf, em 1965; Sneddon, em 1966;
Kesarwani, em 1967; Welland, em 1968; Caputo, em 1969; Osler, em 1970; Shinbrot, em 1971; Prabakar,
em 1972; Ross, em 1974; Oldham e Spanier, em 1974; McBride, em 1979, Samko, Kilbas e Marichev, em
1987; Nishimoto, em 1991; Gorenflo e Vessela, em 1991; Kiryakova, em 1994; Rubin, em 1996; Carpinteri
e Mainardi, em 1997; Podlubny, em 1999; Hilfer, em 2000; Loverro, em 2004; Sabatier, Agrawal e Tenreiro
Machado, em 2007; Capelas e Camargo, em 2007; Rosendo, em 2008; Uchaikin, em 2009; Vaz Jr., em (2009);
Charnet, em 2009. A esta lista devem ser adicionados os nomes de muito outros mateméticos e estudiosos
citados, alguns deles, nas referéncias no final desta dissertacao, particularmente aqueles da geracao mais

jovem.

Dos estudos destes pequisadores emergiram, desde 1695, vérias obras publicadas (entre outras): livros,
artigos, monografias, dissertagoes e teses, bem como didrios e revistas dedicados em parte e inteiramente ao

calculo de ordem arbitraria.

Livros contendo capitulos ou secoes que lidam com aspectos de calculo fracionario, publicados de 1695
até hoje (2010), incluem: Lacroix [7], em 1819; Davis [60], em 1936; Courant [74], em 1961; Fenyo e Stolle
[75], em 1963; Ditkin e Prudkinov [76], em 1963; Gel’fand e Shilov [77], 1964; Srivastava e Manocha [81], em
1966; Sneddon [82], em 1966; Dzherbashyan [84], em 1966; Zygmund [88], em (1968); Butzer e Trebels [89)],
em 1968; Okikiolu [92], em 1971; Butzer e Nessel [94], em 1971; Gorenflo e Vessella [117], em 1991.

Ja os livros exclusivamente dedicados ao cédlculo fracionario publicados de 1974 a 2010, incluem: Oldham
e Spanier [99], publicado em 1974; Ross [100], em 1975; McBride [102], em 1979; Samko et al. [110], em
1987; Nishimoto [116], em 1991; Miller e Ross [119], em 1993; Samko et al. [121], em 1993; Kiryakova [122],
em 1994; Rubin [126], em 1996; Carpinteri e Mainardi [130], em 1997; Podlubny [137], em 1999. Onze destes
livros, mais recentes, neste campo sao os escritos por Hilfer [139], em 2000, West et al. [143], em 2003;
Zaslavsky [156], em 2005; Kilbas et al. [158], em 2006; Oldham e Spanier [159], 2006; Magin [161], em 2006;
Sabatier et al. [163], em 2007; Shantanu [170], em 2008; Uchaikin [179], em 2009; Caponetto et al. [181] e
[182], em 2010, dentre outros.
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Atuamente existe uma grande variedade de artigos que lidam com a histéria, teoria e aplicagoes do calculo
de ordem arbitraria relacionados aos varios enfoques, publicados a partir de 1695, dentre eles, por exemplo:
Moritz [41], 1902; Davis [52], 1924; Caputo [83], em 1966; Ross [101], publicado em 1977; Srivastava e M.
Saigo [109], publicado em 1987; Gorenflo e Mainard [128], publicado em 1996; Al-Saqabi e Kiryakova [133],
1997; Lorenzo e Hartley [138], 2000; Debnath [151], em 2004. Entre os mais recentes, temos: Kiryakova
[171], em 2008; Ait, Benchohra e Hamani [173], em 2009 e Soubhia, Camargo, Capelas de Oliveira e Vaz Jr.
[180], em 2010.

Exitem também pelo menos trés periddicos internacionais, que sao dedicados completamente ao assunto
célculo fraciondrio, a saber: Journal of Fractional Calculus (editado por Nishimoto [125], 1995), Fractional
Calculus and Applied Analysis (fundado por V. Kiryakova [136], 1998) e Fracalmo. Ainda mais, outros que
sao quase completamente dedicados ao assunto como: Journal of Mathematical Analysis and Applications.

Durante o desenvolvimento do cédlculo de ordem arbitraria, foram formuladas mais de uma definigao de
integral e também de derivada de ordem arbitraria, as vezes nao equivalentes, na tentativa de justificar a
solucdo de Leibniz. Aqui vamos estudar as defini¢des conforme propostas por Riemann, Riemann-Liouville,
Liouville, Weyl, Griinwald-Letnikov no sentido de se concentrar na definicao de Caputo, quando associada
ao estudo de uma equacao diferencial parcial de ordem arbitraria. A partir destas defini¢oes varios autores
mostraram que o calculo de ordem arbitraria oferece uma descricao mais fina de fenomenos naturais que
aquela feita a partir do calculo de ordem inteira.

O campo desenvolveu-se intensivamente, em especial, a partir de 1974, quando aconteceu a primeira
conferéncia internacional, na Universidade de New Haven (EUA), em 1974; continuada com a segunda na
Universidade de Strathclyde, Glasgow, Escécia, em 1984; a terceira na Universidade de Nihon, Téquio,
Japao, em 1989; a quarta em Varna, Bulgaria, em 1996; e outras tantas até hoje.

O assunto tem ganho popularidade e importancia consideravel durante as ultimas trés décadas, devido
principalmente as suas aplicagoes demonstradas e difundidas em diversos campos da ciéncia e engenharia.
Realmente oferece vérias ferramentas potencialmente tteis para resolver equagoes diferenciais e integrais
e varios outros problemas envolvendo fungoes especiais da fisica-matematica como também suas possiveis
extensoes e generalizagoes em uma e mais variaveis.

Apenas para mencionar dos trabalhos recentes, o calculo fraciondrio pode ser aplicado em controle e
modelagem de sistemas e sua efetividade tem sido provada em muitos trabalhos e rotinas de simulagao
tedrica [181] bem como em viscoelasticidade [182], ambos de 2010.

Um campo de aplicagao do cdlculo de ordem arbitréaria é o de equacoes diferenciais de ordens arbitrarias.
A histéria destas equagoes pode ser resumida, inicialmente, como a historia da busca de metodologias de
resolugao para uma equacao geral de ordem arbitraria. Alguns modelos de processos anémalos em termos
de equacoes diferenciais de ordens arbitrarias sao: movimento Browniano fracionério, difusao anémala, sub-
difusao, super-difusdo, dinamica anémala, processos anémalos, modelos fracionérios, relaxamento fracionario,

cinética fraciondria, equagao de difusao fraciondria, equacao de Fokker-Planck fraciondria, dentre outros.
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Existem varios métodos de resolucao de equagoes ordindrias ou parciais, associadas a problemas concretos
dentre eles mencionamos: método direto, método da redugao a equagao integral de Volterra, método com-
posicional, método Operacional, transformadas integrais, justaposicao de transformadas integrais e métodos
numéricos, dentre outros.

Como, em geral, a metodologia adotada depende do tipo de equagao, destacamos os métodos das transfor-
madas integrais e a justaposicao de transformadas, por nao distinguirem uma equacao diferencial ordinaria
de uma equagao diferencial parcial.

Esta dissertacao tem como objetivo principal contextualizar o cédlculo fracionario a partir de uma ex-
posicao histdrica a partir dos primérdios bem como discutir as varias definicbes da derivada fracionaria
a fim de, futuramente, abordarmos um problema envolvendo a derivada fracionaria. Justificar que para
problemas modelados pelas equagoes diferenciais fracionarias, o enfoque proposto por Caputo é o mais con-
veniente. Para a consecucao destes objetivos, dividimos e organizamos esta dissertacao em dois capitulos e
uma longa lista de referéncias, aquelas que julgamos mais representativas. No Capitulo 1, apresentamos uma
contextualizagao historica, a partir de um levantamento histérico do desenvolvimento do célculo fracionario,
desde o marco inicial, caracterizado pela troca de correspondéncia entre Leibniz e £’Hopital, datada de 30
de setembro de 1695 até os dias de hoje.

No Capitulo 2, apresentamos o calculo de ordem arbitraria e descrevemos os fundamentos bdsicos e
formalizamos as defini¢oes e algumas propriedades de diferentes tipos de derivadas de ordens arbitrarias. Uma
conclusao e trabalhos futuros, envolvendo, por exemplo, a discussao de uma equagao diferencial fracionaria
e uma extensa, mas nao completa, lista de referéncias conclui o trabalho.

Em relacdo as referéncias bibliograficas® mencionamos que, para cada publicacao que tivemos acesso e a
oportunidade de ler tentamos, através da andlise do ano da sua publicacao relacionada ao enfoque abordado,
identificar fases de pesquisas em célculo fracionédrio para melhor descrever o assunto. Nesta descricao, quando
os textos eram em outro idioma, fez-se esforco de captar, o dinamismo, a franqueza e o sentido dos textos
originais, e transmitir estas caracteristicas em portugués moderno. Além disso, referenciamos cada afirmacao
feita para respaldar o trabalho e, ao mesmo tempo, ndo aceitar atencao e honra indevidas.

Esperamos sinceramente que esta dissertacao aprofunde o apreco pelo calculo fracionario, célculo de
ordem arbitraria, e dé maior perspicacia quanto ao significado da sua teoria, e que sirva para induzir mais

pesquisadores a aplicar o conteudo dela mais plenamente na descrigao de fenomenos reais.

3Para vérias referéncias citadas na dissertagio elaboramos um resumo/comentério sobre o contetido.



CapPiTULO 1

Contextualizacao Historica

Neste capitulo, efetuamos um levantamento histérico do cédlculo integral e diferencial de ordem arbitréria,
a partir do questionamento de ¢’Hopital, com o objetivo de justificar sua importancia nos dias de hoje.
Abordamos o assunto em duas segdes: na primeira, tendo como inicio o ano de 1695 até o ano de 1995,
descrevemos o periodo correspondente aos primeiros 300 anos do Calculo Fraciondrio, a partir do problema
da ordem fracionaria conforme formulado por £’Hopital e de uma consequente, audaciosa e visiondria resposta
de Leibniz; na segunda, continuamos com a abordagem para o periodo subsequente, ou seja, iniciando-se no

ano de 1996 até os dias de hoje, mantendo como marco final o recente trabalho [55].

1.1 Calculo de Ordem Arbitraria: 1695 - 1995

Comecamos comentando brevemente sobre as ideias basicas do tradicional calculo integral e diferencial de
ordem inteira e algumas de suas propriedades essenciais como fundamentos para o que se segue.’

O célculo de ordem inteira (COI) ou simplesmente “O cdlculo” é um ramo da Matemédtica cujo objetivo
principal é tratar o estudo dos fenémenos que envolvem movimento e variagao, bem como quantidades que
tendem a outras quantidades, que estao associados aos dois conceitos basicos a saber: area e tangente. A
teoria do cédlculo essencialmente ocupa-se da formulacao exata e da resolucao de dois problemas geométricos
particulares: o problema das areas e o problema das tangentes. Esses dois problemas originaram os dois
ramos principais do calculo: o calculo integral, que trata do problema das dreas e o cdlculo diferencial, que
trata do problema das tangentes. Esses ramos foram abordados por matematicos de diferentes épocas.

O primeiro ramo, o calculo integral, remonta a antiga Grécia, a mais de 2000 anos, quando Arquimedes

IEstudamos e redigimos esta secio tomando como referéncias bésicas os livros de Oldham e Spanier, o original ([99], 1974) e
a reimpressao ([159], 2006). Outras informagdes histdricas contidas nesta segdo foram obtidas também em livros mais recentes,
dentre eles Samko et al.([121], 1993) e Rubin ([126], 1996). Ressaltamos que, por razdes de espago, muitos colaboradores que

contribuiram para o tema nao tém o nome explicitamente mencionado.



6 Contextualizagao Histérica

[287 a.C.-Arquimedes de Siracura (Filésofo e Matematico-Grego)-212 a.C.], considerado o maior matemadtico
dos tempos antigos, desenvolveu e aplicou o chamado “método da exaustao” para tentar resolver o problema
da determinacdo de areas. As ideias fundamentais deste método sdo elementares e podem ser descritas,
brevemente, do seguinte modo: dada uma regiao cuja area pretende-se determinar, inscreve-se nela uma
regiao poligonal que se aproxima desta regiao e cuja area seja de céalculo facil. Em seguida escolhe-se outra
regiao poligonal que dé aproximagao melhor e continua-se o processo tomando linhas poligonais com cada
vez maior numero de lados, de modo a cobrir a regidao dada. Arquimedes usou este método para obter
formulas exatas de areas de circulos e outras figuras particulares. No século XVI com a criagao da algebra
simbdlica a ideia de um método simbdlico torna-se parte usual do célculo. Por conseguinte, no século XVII,
este ramo recebeu maior impulso, quando Newton [1642-Isaac Newton (Matemadtico e Fisico-Inglés)-1727]
e Leibniz [1646- Gottfried Wilhelm Leibniz (Filésofo e Matematico-Alemao)-1716], independentemente um
do outro, algebrizam o método da exaustao com poder e criatividade, o qual passou, gradualmente, a ser
chamado como hoje de “célculo integral” uma nova ferramenta para resolver nao sé problemas geométricos
associados a area, mas também problemas de outras ciéncias.

O segundo ramo, o calculo diferencial, contrariamente ao integral, desenvolveu-se muito mais tarde na
historia da Matematica. O conceito nao tinha ainda sido formulado até ao inicio do século XVII, quando
Fermat[1601 - Pierre de Fermat (Matemdtico-Francés) - 1665] procurou obter os méximos e minimos de
certas fungoes especiais. A ideia de Fermat era resolver este problema pelo “método das tangentes”, que em
termos gerais pode ser enunciado do seguinte modo: encontrar um nimero que da o declive de uma reta,
ou ainda, determinar a dire¢ao da tangente num ponto arbitrario da curva. Leibniz, na segunda metade
do século XVII, algebriza esse problema introduzindo os conceitos de varidveis, constantes e parametros,
bem como a notagao % como um quociente de quantidades “infinitesimais”, onde dx e dy chamadas de
“diferenciais” designam “a menor possivel das diferengas em = e em y”. Desta notagao surge o conceito de
derivada que mede a taxa de variacao de uma funcao e o ramo da matematica conhecido hoje como “célculo
infinitesimal” ou “Calculo Diferencial”, o qual também conduziu ao cédlculo de velocidade e de modo geral
ao estudo de variacao de funcao.

Barrow [1630- Isaac Barrow (Matemdtico-Inglés)-1677], um professor de Newton, parece ter sido o pri-
meiro a descobrir a conexao entre esses dois ramos do calculo. Porém Newton e Leibniz foram os primeiros
a compreender a verdadeira importancia desta relagao e a explora-la tao completamente. Dai, em meados
dos séculos XVII e XVIII eles, independentemente um do outro, desenvolveram o calculo diferencial e in-
tegral, fundiram os dois ramos do célculo, relacionando esses dois problemas através do chamado teorema
fundamental do célculo, o qual demonstra que os dois problemas sao inversos, ou seja, a solucao do problema
da area pode ser usada para resolver o problema da tangente, tornando o célculo integral e diferencial um
instrumento cada vez mais indispensavel pela sua aplicabilidade aos mais diversos campos da ciéncia.

De acordo com este célculo o simbolo,

D

D,

d
— 1.1
=, (1)
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sendo x subscrito a varidavel independente, representa o operador diferencial, que isoladamente nao tem

significacao prética; seguido de uma expressao a direita, entretanto, denotam uma derivada e dizemos que

D ou D, ou % opera sobre a expressao.

Assim, para a fungao de uma varidvel y(x), sua derivada ordinaria de primeira ordem é expressa por

_dy
e definida por
dy . fle+Azx) - f(z)
Dy(x) = do Al.ieo Az

que pode ser interpretada como a taxa de variagao de y em relagao a x.

A notagao de Leibniz (atualmente popular)

Dyy(x) = D"y(x) = y"(x) = D"y =

(1.2)

(1.3)

(1.4)

denota a derivada de ordem n de y, em relacao a x, sendo n um inteiro positivo, ou a n-ésima derivada da

funcao y, que se obtém partindo de y e diferenciando n vezes.

As integrais e derivadas no sentido ordindrio sao operacoes inversas através das relagoes:

/ D, f(x))dx = f(z) + C

com C' uma constante, e

D, {/ f(x)dm} = f(z).
Para as fungoes de vérias varidveis w = y(x1, ..., x), suas derivadas parciais sao expressas por
0 ow
Dyy(xy, ... ,x) = 551‘ (T1, ., Tk) = Yy (X1, .., T) = oz, = Yo,
e definidas, semelhantemente, por
. y(xr, . w +F Axy, ) — Y1, Xy )
D,. . =1
2y(@,.. @) = lim Az,

as derivadas parciais em relagao a ;.

De modo geral, para as derivadas parciais de ordens superiores, se n é um inteiro positivo entao

Dy y(e) =

n

Oxl

<

(T1,...,2x)

denota a derivada parcial de ordem n de y em relagao a x;.

Ja as correspondentes integrais multiplas podem ser denotadas por

[ 1

(1.10)

O desenvolvimento do célculo de ordem inteira continuou e foram ampliados até o século XIX, quando

surge o ramo da Matemédtica chamado de Anélise Matemadtica, data em que analistas como Gauss [1777 -
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Karl Friedrich Gauss (Matematico - Aleméao) - 1855], Cauchy [1789 - Augustin Louis Cauchy (Matematico
- Francés)-1857], Weierstrass [1815 - Karl Wilhelm Theodor Weierstrass (Matematico-Alemao) - 1897] e
Riemann [1826 - Georg Friedrich Bernard Riemann (Matemético - Alemao) - 1866], deram-lhe, com cla-
reza e elegancia, através de suas obras, uma base matematica sélida, introduzindo formalmente os concei-
tos de limites, derivadas e integrais. Por conseguinte, introduziram o rigor na Matematica. Posteriores
aperfeicoamentos e extensoes da teoria e suas aplicagoes estao ainda a ser levados a cabo na Matematica

contemporanea.

1.1.1 No Século XVII

O conceito de célculo fracionério estda popularmente acreditado, tendo-se originado de uma pergunta formu-
lada no ano de 1695, em uma correspondéncia (Leibniz [1], 1695) assinada por ¢’Hopital [1661 - Guillaume
Frangois Antonie ¢'Hopital (Matemdtico-Francés) - 1704], Marqués de St. Mesme, e enderecada ao colega
Leibniz onde ¢’Hopital questionava (buscava) a interpretacao do significado da notagéo de Leibniz %, em
(1.4) para derivada de ordem n € Ny := {0,1,2,...}, quando n = 1/2, que equivale a derivar a fungéo y(z)

meia vez, ou seja,

(1.11)

uma raiz quadrada ou ainda uma poténcia fracionaria.
Leibniz, em sua resposta (Leibniz [2], 1695) profética, datada de 30 de setembro de 1695, muito antes de

existirem as ferramentas tecnoldgicas que existem hoje, assegurava, para y(x) = z, que a igualdade
d\2r = aVde : x (1.12)

aparentemente um oximoro (paradoxo) ou um procedimento metafisico, “algum dia gerard muitas con-
sequéncias frutiferas”. Efetivamente tem-se o primeiro registro do célculo fracionario.

A resposta afirmativa levou ao assim chamado cdlculo fracionédrio. O termo fracionario tinha o significado
de “ordem de uma equagao diferencial”, um erro de significado para a teoria dos operadores de integragao e
diferenciagao de ordem arbitraria e suas aplicagoes (Samko et al [110], 1987 e [121], 1993).

Foi neste momento, no binémio pergunta-resposta, que esses calculos, complementares, iniciados em
tempos e por motivagoes diferentes, vém se encontrar.

Com efeito, parece que Leibniz foi o primeiro a tentar estender o significado de uma derivada y de ordem
inteira n (Samko et al [110], 1987 e [121], 1993), possivelmente, substituindo em (1.4) n por ¢, no mesmo

ano (1695), com a invencao da notagao

dy
D = @ =27 1.1
By(a) = 4 ) = T2 (113)

onde ¢ é um racional fracionario.
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Em 1697, Leibniz em uma correspondéncia (Leibniz [3], 1697) com John Wallis, discutiu o produto infinito
de Wallis para o niimero 7 e mencionou que o calculo diferencial poderia ter sido usado para calcular este
resultado e usou a notagao d'/?y para denotar uma derivada de ordem 1/2.

Desde entao muitos matematicos (puros e aplicados) e pesquisadores, de seus tempos, contribuiram para
este campo. Na tentativa de justificar a resposta afirmativa de Leibniz, estenderam e aplicaram o célculo
fracionario em varios campos da Matematica, Fisica, Quimica, Biologia e outras dreas do conhecimento.

A ideia, em geral, desses pesquisadores, era estender a teoria para operadores generalizados, atingindo
assim um nivel adequado para o seu desenvolvimento como ponto de partida para um moderno matematico
(veja Oldham e Spanier [99], 1974 e [159], 2006).

Com este ponto de vista, continuamos com o desenvolvimento histérico do cdlculo de ordem arbitraria,
teoria e aplicagoes, seguindo a cronologia dos seus pesquisadores, tentando obedecer a sequéncia histérica
(onde é apresentada a evolugao temporal de determinados tépicos), a ordem cronoldgica, bem como a légica

natural dos acontecimentos: primeiro da data da contribuicao, depois da publicagao mencionada.

1.1.2 No Século XVIII

Os primeiros “processos rudimentares” se deram, no inicio do século XVIII, com Euler, Lagrange e outros.
Euler [1707-Leonardo Euler (Matematico e Fisico-Suigo)-1783] atento ao cdlculo fraciondrio deu uma contri-
buigao importante para o assunto numa dissertagdo de 1730, onde escreveu (em Euler [4], 1730): “Quando
n é um inteiro positivo e se p é uma funcao de x, a relagao d"p por dz™ pode sempre ser expressa algebri-
camente, de forma que se n = 2 e p = 22, entdao d?z> por dz? é 6x por 1. Agora é perguntado que tipo de
relacdo pode entao ser feita se n é uma fracao. A dificuldade neste caso pode facilmente ser entendida. Se n
for um inteiro positivo dp pode ser obtida por diferenciacao continuada. Tal modo, porém, nao é evidente
se n é uma fragao. Mais ainda, a dificuldade em se obter a derivada de ordem fracionaria poderia ser melhor
compreendida com auxilio de interpolagoes na derivada” (Miller e Ross [119], 1993).

Esta ideia de uma derivada de ordem arbitraria associada a interpolagoes talvez seja uma trilha, usando
analise numérica, para resolver uma questao indeterminada na teoria até hoje: dar uma interpretagao
geométrica e/ou fisica da derivada fraciondria.

Lagrange [1736-Joseph Louis Lagrange (Matemdtico-Italiano)-1813], que viveu praticamente toda sua
vida na Franga, em 1772, contribuiu indiretamente para o célculo de ordem arbitraria (Lagrange [5], 1772),
quando desenvolveu a lei dos expoentes:

dam  dry  dmtry
dx™ dzm  dxmtn

(1.14)

Em notagao moderna o ponto em (1.14) é omitido, por ele ndo denotar uma multiplicacdo. Depois,
quando a teoria de cédlculo fracionario se desenvolvia os matemaéticos estavam interessados em saber que
restri¢oes tinham que ser impostas em y(z) de forma que uma regra andloga continuasse verdadeira para m

e n arbitrdrios (Miller e Ross [119], 1993).
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Apesar de ter sido demonstrado que esta lei nao é valida para toda fungao y, quando m e n sdo nimeros
arbitrarios, foi de grande utilidade no desenvolvimento do célculo genérico (Miller e Ross [119], 1993). Até

hoje, em 2010, 238 anos depois, nao diminuiu o brilho ou importancia deste trabalho.

1.1.3 No Século XIX

Embora Euler, Lagrange e outros pesquisadores contribuiram para o assunto muito mais cedo, os primeiros
estudos mais ou menos sisteméaticos realizados em célculo fracionario parecem ter sidos feitos no inicio e meio
do século XIX por Liouville, Riemann e Holmgren (Oldham e Spanier [99], 1974 e [159], 2006). Entrementes,
neste século, outros contribuiram para o mesmo até chegar a esses estudos.

Passemos, portanto, a partir desta data, a efetuar os registros em periodos menores, conforme mencionado
a seguir.
COA: 1810-1819
Um destes foi Laplace [1749-Pierre Simon de Laplace (Matemdtico-Francés)-1827] que, em 1812, definiu uma
derivada fraciondria (em Laplace [6], 1812) por meio de uma integral.

Outro, Lacroix [1765-Silvestre Francois Lacroix (Matemdtico-Francés)- 1843], em 1819, o primeiro a
mencionar as derivadas de ordens arbitrérias, em seu livro de cédlculo, um texto (Lacroix [7], 1819) de exatas
700 paginas, dedicou menos de duas destas a um problema que visava obter a férmula para a n-ésima derivada

para fungoes polinomiais do tipo y = 2™, dada por (Debnath [151], 2004).

d’n, dn m '
y _ €z _ anm — Lxm—n (115)

dem  dxn (m —n)!

onde m € Z4 (m é um inteiro positivo) e n < m. Introduzindo a fungdo gama (Capelas [154], 2005) ,

substituindo o simbolo de fatorial, obtém-se

drx™ L(m+1) _
— D'n, m — m n. 1.1
dxn * I‘(m—n—i—l)x (1.16)

Substituindo n por av e m por 3, ele estendeu (1.16) e obteve a férmula para a derivada de ordem arbitréria

DYf =
T TG —arn’

(1.17)

onde « e (3 sao numeros fraciondrios.

Em particular, para y = z e m = 1/2, ele mostrou que

d\* T N
(%) x=D x—P(3/2)x /2—2\/x/77—7, (1.18)

é o mesmo resultado obtido, nos dias atuais, pela definicao de Riemann-Liouville. Esta extensao heuristica
é consistente com a definigao de derivada fracionaria de Riemann-Liouville, a mais aceita atualmente, como
vamos ver adiante. Em principio, a relacao (1.15) pode ser usada para diferenciacdo de fungoes analiticas

(Hilfer [139], 2000).
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COA: 1820-1829
Mais tarde, Fourier e outros deram significados para derivadas de ordem arbitriria, mas sem exemplos e/ou
aplicacoes (Samko et al. [121], 1993).

Fourier [1768-Jean Baptista Joseph Fourier (Matemético-Francés)-1830], no seu estudo de derivadas de

ordens arbitrdrias, em 1822 obteve a representagao integral para a fungdo f(z), (em Fourier [8], 1822),

@) = 5= [ 1€ [ costla = )i (1.19)
flx) = % /700 f(&)de /700 cost(x — &)dt, (1.20)

cujas derivadas de ordens inteiras sao

D" f(z) = % /: F(6)de /: " cos [t(x —6)+ %} dt, (1.21)

substituindo o inteiro n por « real arbitrario obteve formalmente a versao generalizada para suas derivadas
de ordens arbitrarias
DO f(z) = — /oo £(6)de /oo £ cos [t(x )+ @} dt, (1.22)
2 J_ o o 2
levando-o a afirmar: “O niimero « que aparece na féormula acima serd considerado como alguma quantidade
qualquer, positiva ou negativa.” (Hilfer [139], 2000). A versdo (1.22) é conhecida hoje como representacao
integral generalizada de Fourier (Camargo [157], 2005).

Enquanto se desenvolvia a teoria, paralelamente a estes comegos tedricos, ocorria o desenvolvimento das
aplicacoes do célculo fraciondrio a varios problemas na prépria matemédtica e em outras areas do conheci-
mento. Apesar de Leibniz, Euler, Lagrange, Laplace, Lacroix, Fourier e de outros notaveis matematicos
terem se dedicado ao cédlculo fraciondrio, ndao tinham ainda uma aplicagdo bem definida (veja Oldham e
Spanier [99], 1974 e [159], 2006).

Nesse sentido, Abel [1802-Niels Henrik Abel (Matemdatico-Noruegués)-1829], em 1823, teve a honra de
efetuar a primeira aplicagdo da técnica do cdlculo fraciondrio (em Abel [9], 1823) para obter a solucao de uma
equacao integral que surge da formulagao do chamado problema da tautécrona ou isécrona. Este problema
lida com a determinagao da forma de uma curva plana f(n), lisa, passando pela origem em um plano vertical
tal que uma particula de massa m pode cair sobre ela e sujeita a agao da gravidade cujo tempo de descida
é o mesmo, independente da posigao inicial (veja por exemplo Oldham e Spanier [99], 1974 e [159], 2006);
(Samko et al. [110], 1987 e [121], 1993); (Miller e Ross [119], 1993) e (Debnath [151], 2004). Nesse caso se

T é constante, entao a equagao integral de Abel que modela este problema é

vair = [ -0 ar (1.23)

onde g é a aceleragao devido a gravidade, (£,7n) é a posigao inicial e s = f(n) é a equacao da curva. A
equagao (1.23) é equivalente a integral fraciondria

T\/Q_:F(%> D2 f'(n) (1.24)
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ou, equivalentemente,

\/7 ~1/2(1 \/7“ (1.25)

onde a = g7 /7?. Finalmente, a solugao (1.25)

= /8an = 4asen (1.26)

onde dn/ds = sent. Esta curva é a cicléide com o vértice na origem e tangente no eixo-z. A solugao do
problema de Abel é baseada no fato que a derivada de uma func¢ao constante nao é sempre igual a zero,
conforme (Lacroix [7], 1819).

Abel estudou equagdes integrais mais gerais com nucleos da forma (x —¢)®. E normalmente reivindicado
que Abel resolveu, em 1823, a equacao integral emergente do problema da braquistécrona, a saber (Hilfer

[139], 2000):

L [* g ~ oy N
() /0 @—fi—= dt = f(x), 0<axl (1.27)
com a solugao
_ 1 d [t
9=ty ), o e (1.28)

COA: 1830-1839

Liouville [1809-Joseph Liouville (Matemético-Francés)-1882], provavelmente foi atraido pela solugao “ele-
gante” de Abel e fez o primeiro estudo importante para dar uma definicao logica de uma derivada fracionaria
(Hilfer [139], 2000), a partir de dois pontos de vista diferentes (Samko et al. [110], 1987 e [121], 1993). Com
base nos trabalhos de Abel e Fourier, publicou nove documentos sobre o assunto entre 1832 e 1837, o ultimo
no campo em 1855 (Hilfer [139], 2000). Ele publicou trés memérias em 1832 (Liouville [10]; [11] e [12]), onde
expandiu fungoes em série de poténcias e definiu a derivada de ordem n operando como se n fosse um inteiro
positivo. O ponto de partida para seu desenvolvimento teérico foi o bem conhecido resultado para derivada

de ordem n (Miller e Ross [119], 1993 e Debnath [151], 2004)

D’n,e(l.l‘ — ane(l’l'

(1.29)

3

onde D = d/dx e n € N, e estendeu este, em principio no caso particular « = 1/2 e a = 2 e, entdo

formalmente para derivada de ordem arbitraria o € R4
D™ = a%e®". (1.30)
Ele considerou a expansao em série para a fungao f(x) como
o0
(z) = Z crexp(agx), Re(ag) >0 (1.31)
e definiu a derivada de ordem arbitraria por

cha“ T (1.32)
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que é conhecida como a primeira férmula de Liouville para derivada de ordem arbitraria. Porém, esta
defini¢ao somente pode ser usada para fungoes da forma (1.31). Devido a esta restrigdo e a fim de estender
sua primeira definigao, Liouville formulou outra definicao para a derivada fracionaria baseada na fungao

gama. Esta segunda abordagem foi aplicada para a funcao explicita z~%. Ele considerou a integral
o0
1= / teleotqt, a>0,z>0.
0
Substituindo xt = u obteve o resultado
o0
I= x*“/ t* e Udu = 27°T'(a)
0

para Re(a) > 0. Operando com D* em ambos os lados de

x ¢ !
- T(a)
e usando
Da(efact) — (_1)ataefact’
obteve

M(ata) o,

D™ = (—1)O‘Wa: ,

a>0, (1.33)

que é chamada segunda definicao de Liouville para derivada de ordem arbitraria. Contudo esta defini¢dao
é 1til somente para funcoes racionais do tipo 7% (com a > 0). Liouville? foi bem sucedido em aplicar
posteriormente suas definigoes para investigar problemas na cldssica teoria do potencial.

Deve-se mencionar que Liouville em uma de suas muitas memérias (Liouville [14], 1834), foi o primeiro a
tentar resolver equacoes diferenciais envolvendo operadores fracionarios, cujo objeto de investigacao era uma
funcao complementar emergente de uma equacao diferencial de ordem arbitraria. Para justificar a existéncia
de uma fungao complementar, ele escreveu: “A equagao diferencial ordindria d"y/dz™ = 0 tem a solucao

complementar Yy = cop+ c1x + 023:2 + ...+ cn_la:"_l

. Assim d*y/dz® = 0 (« Arbitrdrio) devia ter uma
apropriada solu¢ao complementar correspondente” (Hilfer [139], 2000 e Miller e Ross [119], 1993).

Existem trabalhos adicionais de G. Peacock (1833), Greatheed (1839), D. F. Gregory (1841), Augustus
de Morgan (1842), P. Kelland (1846), Willian Center (1848). Sobre o assunto, especialmente bdsico, é o
trabalho de, enquanto estudante de graduagao, Riemman de 1847 (Hilfer [139], 2000).

Em 1833, Peacock [1791-George Peacock (Matematico - Inglés)-1858] publicou um documento (Peacock
[13], 1833) que, em parte, lidava com a fungao complementar (veja Oldham e Spanier [99], 1974 e [159],
2006). Peacock [13] deu maior crédito a férmula de Lacroix (1.17) para derivadas fraciondrias, considerando

que outros matematicos preferiam as defini¢bes de Liouville. Apesar do progresso sobre o assunto de célculo

fraciondrio, esta controvérsia continua sendo de dificil solu¢ao (conforme Debnath [151], 2004).

20 exame mais sério e detalhado do trabalho de Liouville é o apresentado por (Liitzen [111], 1990).
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A questao da existéncia de uma fungdo complementar causava uma consideravel confusao. Liouville
cometeu um erro quando deu uma avaliagao explicita de sua prépria interpretacao de uma fungao comple-
mentar. Ele ndo considerou o caso especial para m = 0 em y = 2™, que levou a uma contradigao (Davis
[60], 1936).

S.S. Greatheed, em 1839, também publicou um documento (Greatheed [15], 1839) que, em parte, lidava
com a fungao complementar, porém ele foi o primeiro a chamar atengao para a natureza indeterminada da
funcao complementar.

COA: 1840-1849
Em 1841, Gregory [1813-Duncan Farquharson Gregory (Matemdtico)-1844], (em Gregory [16], 1841), prova-
velmente o fundador do que foi entdao chamado o célculo de operagoes que mais tarde passou a ser chamado

por calculo operacional, deu a solucao da equagao do calor
d’z _ldz
dz?  ady

em termos de um operador simbdlico da forma:

z=z(x,y)

z= Aeaﬁ% + Be*aﬁ%,

onde 3 = a~'<. Esta forma foi mais tarde usada por Heaviside (em Heaviside [38], 1892).

De Morgan [1806-Augustus De Morgan (Matemadtico e Légico - Britanico)- 1871], em 1842, dedicou trés
pdginas para o calculo fraciondrio (De Morgan [17], 1842), com relagao aos sistemas de Lacroix e Liouville e
afirmou: “Ambos sistemas podem muito possivelmente ser partes de um sistema mais geral, mas no momento
eu prefiro ser partiddrio de ambos os sistemas”.

Boole [1814 - George Boole (Matematico e Filésofo-Inglés)-1864], criador da Algebra Booleana, base
da atual aritmética computacional, em 1844, forneceu um estimulo poderoso ao uso do cédlculo fracionério
para resolver problemas (Boole [18], 1844), com seu desenvolvimento usou métodos simbdlicos para resolver
equacoes diferenciais lineares com os coeficientes constantes. A esséncia da ideia de Boole é a expansao
formal de uma fungao arbitréria f(D) do operador diferencial como uma série e de poder dar solucao de
equacoes diferenciais pela inversao formal de tal série.

P. Kelland (em Kelland [19]), em 1846, admite que o principio da permanéncia de formas equivalentes,
declarado para &lgebra, é vélido para todas as operacoes simbdlicas. Este principio foi usado antes por
Peacock (em Peacock [13], 1833 e Boole em (Boole [18], 1884), um trabalho que desenvolveu a teoria formal
de operadores. Kelland afirma, “As férmulas algébricas que sao resultados destas leis e nada mais, devem ser
corretas também quando os simbolos algébricos sao substituidos por simbolos de operagoes.” A desconfianca
que Heaviside encontrou décadas mais tarde, quando submeteu seus resultados obtidos pelo uso de operadores
simbdlicos, poderiam ser encontrados erros destes matematicos que aplicaram mal o principio da permanéncia
de formas equivalentes.

Em 1847, o matemé&tico Riemann [1826-Georg Friedrich Bernard Riemann - Aleméo -1866], enquanto

aluno de graduagéo, escreveu um artigo (Riemann [20], 1847) que foi eventualmente publicado postumamente,
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na qual deu a defini¢do, cuja modificagao é agora conhecida como a integral de Riemann-Liouville (Samko et
al. [110], 1987 e [121], 1993). Riemann reteve a publicacao; contudo, depois de sua morte, foram descobertos
escritos, e foi publicado em seu Gesammelte Werke, em 1892, um trabalho onde ele buscou e sugeriu uma
generalizacao para a expansao da série de Taylor e para derivadas de ordens arbitrarias, donde resultou a
seguinte definicao para a integracgao fraciondria:

a— 1

) = 1 / (@ — k)~ u(k)dk. (1.34)

semelhante a divulgada por Liouville. Entretanto, por causa da ambiguidade no limite inferior de integracao
¢, Riemann julgou conveniente fazer um ajuste adicionando a definicao acima uma fungao complementar
¥(x), como tentativa para prover uma medida da divergéncia na lei dos expoentes de Lagrange. Daf veio

para o meio académico uma definicao de derivada fracionaria com a forma
d— 1 *
=) = 75 / (@ — k) u(k)dk + (). (1.35)
que devido a introducgao dessa funcao complementar, em detrimento de uma sofisticada definicao de ¢, a
definicdo acima tornou-se “ineficiente” e “bastante complexa” para nao dizer obsoleta.?
Hoje, esta defini¢ao esta no uso comum como uma defini¢ao para a integragao fracionaria, que na notagao
moderna introduzida por (Kilbas et al. [158], em 2006), equivale a
(I3 D)) =
I()

A versado mais usada atualmente da equagao acima é aquela em que o limite inferior de integracao a é tomado

/w(t —2)* L f(t)dt, Re(a) > 0. (1.36)

Zero, ou seja:

1 x
(I20)@) = oo [ -0 (0d, Re(a) >0 (137)
I'(a) Jo
que coincide com a definicao de integral de ordem arbitraria denominada pelos pesquisadores atuais de
integral de Liouville.
Hargreave [1820-Charles James Hargreave (Matemaético - Inglés)-1866], em 1848, é importante assinalar,
estendeu (em Hargreave [21], 1848) a regra de Leibniz da derivada de ordem n-ésima de um produto (conforme

Oldham e Spanier [99], 1974 e [159], 2006)
Dy [f(z)g(z)] (1.38)

onde D7 é o operador de diferenciacao ordindria de ordem n, para a derivada de ordem n = « na forma

(conforme Miller e Ross [119], 1993)

D2 f@)g(a)] = Y (“) D f(a) D g ) (1.39)

y=o N7

onde é D¢ um operador fraciondrio, D7 é o operador diferencial fraciondrio de ordem v, D=7 é um operador

D(a+1)

T a— 1) due substituido na

integral fraciondrio de ordem o — vy e (:) o coeficiente binomial generalizado

3Para detalhes em fungdes complementares (vejam Nishimoto e Shih-Tong [120], 1993).
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expressao acima pode ser reescrita como (conforme Debnath [151], 2004)

DES @) = 3 S ey D D), (1.40)

desde que as séries sejam convergentes. A generalizacdo da regra de Leibniz pode ser encontrada em muitas
aplicagdes modernas (Ross [100], 1975).

Em 1848, William Center, explicitamente discute (Center [22], 1848) uma controvérsia sobre os sistemas
de Liouville e Lacroix, considerando o caso, que tanto Lacroix como Liouville, nao consideraram, isto é, da
funcdo constante. Para tanto, fez 3 = 0 na funcio f(x) = z” e obteve f(z) = 2° = 1 para denotar a funcio
unidade constante. Inicialmente, calculando a derivada fraciondria de ordem 1/2 dessa fungao pela defini¢ao

de Lacroix (1.17), Center observou que o resultado é,

sz 1
%) T (1.41)

E concluiu que em geral, a defini¢ao de Lacroix da um valor diferente de zero para a derivada fracionéria de

D1/2$0 —

uma fungao constante (5 = 0) na forma

—Q

X

D 0:
YT a)

£0, (1.42)

contrariando o calculo de ordem inteira.
Por outro lado, calculando a derivada da fungao constante (8 = 0), usando a segunda defini¢ao de

Liouville (1.33)

1/2,0 _ (_ 1/2F(1/2+5)x71/275
D (s , (1.43)

tomando o limite 5 — 0% e usando o resultado éirr%) I'(8) = oo (em Capelas [154]), concluiu que o resultado
é, ou seja,

—1)Y21(1/2
D220 — 1lim D228 — lim (-1) (1/2+B)
=0 =0 I'(B)

conforme o cédlculo de ordem inteira.

=0, (1.44)

Diante do dilema: dois resultados distintos para a derivada de uma constante; Center analisando-o per-
cebeu erros por matemaéticos notaveis e nao concluindo qual dos dois resultados era o correto, sensatamente
continua: “A questao toda fica claramente reduzida para o que é exatamente %ﬂo Quando isto for deter-
minado devemos ter a conclusao, ao mesmo tempo, do sistema correto”. E como o calculo arbitrario deve
generalizar o cdlculo de ordem inteira, é necessario que esta questao seja elucidada de forma que a teoria do
célculo de ordem arbitraria seja consistente.

A situag@o reclamada sobre a questao por De Morgan e Center naquele momento foi completamente
elucidada. O julgamento de De Morgan provou ser correto, para os dois sistemas que Center pensou serem

irreconciliaveis. Os resultados foram incorporados em um sistema mais geral. E justo que os matemdticos

naquele tempo estavam apontando para uma definigado plausivel de integracao e diferenciacao generalizadas.
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Existem também trabalhos adicionais de Center ([22], 1848; [23], 1848 e [24], 1849), especialmente dedi-
cados a diferenciacao fraciondria (conforme Oldham e Spanier [99], 1974 e [159], 2006).
COA: 1850-1859
Em 1855, Liouville publica (Liouville [25], 1855) o seu tltimo trabalho no campo (conforme Hilfer [141],
2000).

Em 1859, H. R. Greer (em Greer [26], 1859) derivou férmulas para derivadas fraciondrias de fungoes

trigonométricas baseadas na equagao (1.29), isto é, obteve

D" = i“q“e""™ = i“a“(cosax + i sen ax)

= a“(cos ? +i sen%)(cos ar + isenax) (1.45)

de tal forma que as derivadas fracionarias de cosax e senax sao dadas por

D%(cosazx) = a® (cos % cosax — sen % sen ax) =a”cos (ax + %) (1.46)
e
D%(senax) = a® (cos ax sen % + senax cos %) = a“sen (aa: + %) . (1.47)

Quando o = 1/2 e a = 1, as férmulas de Greer se reduzem as seguintes:

D2 cosx = cos (x + %) (1.48)
e
D2 sena = sen (x + %) . (1.49)

Semelhantemente, podem ser obtidas férmulas para derivadas fraciondrias de fungdes hiperbdlicas (conforme
Debnath [151], 2004). Greer escreveu sobre diferengas finitas de ordem fracionéria. Surpreendentemente,
um recente acesso para uma derivada fraciondria é por meio de diferencas finitas, em andlise numérica.
COA: 1860-1869

A mencao também deve ser feita a um documento escrito por Z. Wastchenxo (em Wastchenxo [27], 1861),
que desenvolve féormulas adicionais para aquelas de Greer acima em 1861. Ele aperfeicoa o trabalho de Greer
e finaliza seu artigo com uma nota divertida, que nenhum matemético moderno admitiria, relativo a sua
pesquisa em um topico: “Eu sei que Liouville, Peacock e Kelland escreveram sobre este tépico, mas eu nao
tive a oportunidade de ler seus trabalhos.”

H. Holmgren, em 1865, usou (em Holmgren [28], 1865) a defini¢do de integral de ordem arbitraria de
Riemann-Liouville reportada por Liouville (em Liouville (Liouville [10], [11] e [12]) e por Riemann (em
(Riemann [20], 1847), como seu ponto de partida, para escrever uma longa monografia em derivadas e inte-
grais fracionarias e suas aplicacgoes, onde achou solucoes de equagoes diferenciais ordindrias. Na introdugao
deste trabalho, ele afirma que seus antecessores Liouville e Spitzer obtiveram os resultados muito restritivos.

Holmgren [29] partiu do trabalho de Liouville, a fim de obter as solu¢des de uma equagio diferencial nao
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sujeita as restricoes na variavel independente, conforme efetuado por seus antecessores. Por exemplo, a lei
dos indices é usada:
D%y = D*D?*y = D*"?y.

Embora esta regra seja valida para « inteiro positivo, os modernos matematicos buscariam justifica-la quando
« é arbitrdrio (Miller e Ross [119], 1993).

Griinwald [1838-Anton Karl Griinwald (Alem&o)-1920], evidentemente, unificou os resultados de Riemann
e Liouville. No ano de 1867, insatisfeito e inquieto com as restrigoes da derivada de Liouville, adotou como
ponto de partida a definigao de uma derivada como um limite de um quociente de diferencas o que resultou em
férmulas de integrais definidas para as derivadas de ordem n. Mostrou que uma integral definida de Riemann
teve que ser interpretada como tendo um limite inferior finito. Enquanto que a definicao de Liouville, nao
aparece limite inferior finito, mas, limite inferior menos infinito. Naquele ano, Griinwald (em Griinwald [30],

1867) introduziu a ideia de derivada fracionaria como o limite de uma soma dada por (conforme Debnath

[151], 2004)

o R , Dla+1)f(z—rh)
byt _}{Loh_“;(_l) Fy+ )N a—v+1) (1.50)

Uma das aplicagoes que Grinwald fez foi a inversao: Se 6 é uma fungao conhecida de x, entao por operagoes

fraciondrias pode-se determinar a fungao desconhecida f(t) na equagao integral.

0 :/0 (z — t)PF(t)dt (1.51)

Nesta década, a partir dos anos 1860, comecou a crescer o estudo sobre os operadores de integrais e deri-
vadas fraciondrias, que sao essencialmente baseados na familiar férmula integral de Cauchy [1789 - Augustin
Louis Cauchy - 1827]-Goursat [1858 - Edouard Gousart - 1936]. Estes operadores foram considerados (entre
outros) por Letnikov [1837- Aleksey Vasilievich Letnikov (Russo)-(1888)] em 1868 e 1872, N. Y. Sonin em
1869, Laurent [1813 - Pierre Alphonse Laurent (Francés)-1854] em 1884, P. A. Nekrassov em 1888, A. Krug
em 1890 e Heaviside [1850-Oliver Heaviside (Matemético e fisico - Inglés)-1925], em 1892.

Neste estudo, Letnikov escreveu quatro documentos neste topico, de 1868 até 1872. Em 1868, primeiro

Letnikov (em Letnikov [31], 1868) provou para as ordens arbitrdrias que:
[DIDP f(x)]5, = [DTP f(2)]3,-

Depois, descreveu (em Letnikov [32], 1868) sobre o desenvolvimento histérico da teoria da diferenciagao de
ordem fracionaria discutindo detalhadamente os trabalhos de Liouville, Kelland, Peacock, Center e outros.
O primeiro trabalho que levou ao que agora chamamos definicdo de Riemann-Liouville parece ser o
documento escrito por Sonin [1849 Nikolay Yakovlevich Sonin (Matemético-Russo)-1915], em 1869 (em
Sonin [33], 1869). Neste, Sonin tomou como base (ponto de partida) a férmula integral de Cauchy para a
derivada de ordem n de uma fungao analitica (ou fun¢ao complexa), que em andlise complexa é dada por

D) = /Cﬂdt (1.52)

T omi Jo (t— )t
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onde C' é um contorno fechado. Ele usou como contorno um circulo fechado em uma superficie de Riemann
para chegar & sua formulacao em célculo de ordem arbitrdria em que f(z) é analitica, z um pélo e t = z
qualquer ponto dentro de C.

COA: 1870-1879

Trés anos depois, em 1872, Letnikov estendeu o trabalho de Sonin em seu documento (Letnikov [34], 1872).
Neste trabalho, o tema principal é a generalizacao da férmula integral de Cauchy. Para tanto, Letnikov,
assim como Sonin, tomou como referéncia a propria féormula integral de Cauchy e como contorno um circulo
fechado em uma superficie de Riemann.

COA: 1880-1889

H. Laurent, em 1884, apds discutir os trabalhos de Sonin e Letnikov, publicou seu trabalho (Laurent [35],
1884) sobre operadores generalizados, o marco inicial para o moderno desenvolvimento do célculo de ordem
arbitraria, onde generaliza a férmula integral de Cauchy, tomando como ponto de partida também a férmula
integral de Cauchy e fazendo algumas modificacoes nas ideias de Letnikov e Sonin, que em contraste com
o circulo fechado destes, seu contorno foi aberto em uma superficie de Riemann. Usando o método de

integracao no plano complexo, introduziu a definicao fundamental de integral de ordem arbitraria «

1 x
WD (@) = 32 (@) = s [ (@0 ) (1.5
onde D% = 3% é o operador integral de Riemann-Liouville. A definigdo acima é uma das versoes

hoje chamada de definicao de integral de ordem arbitraria de Riemann-Liouville divulgada por Liouville
(em Liouville [10], 1832) e por Riemann (em Riemann [20], 1847). Notamos que a defini¢ao para integral
arbitraria de Laurent (1.53) coincide com a formulada por Abel (1.23) quando a = e com a de Riemann
em (1.35), quando = > a sem a fungao complementar.

Por outro lado quando a = 0 a expressao em (1.53), toma a forma da expressao seguinte

oD %f(z) = ﬁ /OT(;B — 1)L f(t)dt, Re(a) >0 (1.54)

que corresponde a atual definicao de integral de ordem arbitraria de Liouville. E interessante notar que
o resultado obtido por Lacroix, na maneira tipica (ingénua) dos formalistas cldssicos daquele periodo, é o
mesmo dado pela expressao acima. Esta permite véarias aplicagoes.
Depois de discutidas as condicoes para que essa integral seja considerada de classe de Riemann ou de
Liouville, pode-se resolver a questao, proposta por Center, para derivada fraciondria de uma constante.
Por outro lado, a definicao de derivada de ordem arbitraria de Riemann-Liouville, com base no fato da

derivagao ser a operacao inversa da integragao e na lei dos expoentes, foi definida por
oDIf(z) = D"[S*f(x)], >0 (1.55)

onde, 3% f(z) é a integral fracionaria de Riemann-Liouville e ¢ D? f () é a derivada fraciondria de Riemann-

Liouville, 6 >0e a=n— (.
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Conforme mencionamos o objetivo, em geral, daqueles pesquisadores era estender a teoria para operadores
generalizados, atingindo assim um nivel adequado para o seu desenvolvimento como ponto de partida para
um moderno matematico. E se isso nao ocorreu até 1884 com o trabalho de Laurent, a teoria tinha sido
estendida de modo a incluir operadores D® onde « poderia ser racional, irracional, real ou complexo. Assim,
a teoria do célculo arbitrario ficou intimamente conectada com a teoria de operadores generalizados.

Por conseguinte, o termo céalculo fracionério, terminologia em uso desde os dias de £’Hopital, tornou-se,
nesse momento (1884), impreciso, sendo a nomenclatura “cdlculo de ordem arbitréria” ou “cdlculo de ordem
generalizada” mais adequada para permitir tal generalizagao (conforme Hilfer [139], 2000).

Assim, o COA, como uma generalizagdo natural do calculo cldssico, passou a ser o campo da andlise
matematica que lida com equacgoOes integrodiferenciais, ou seja, trata da investigacao e das aplicacoes das
integrais e das derivadas de ordem arbitraria, isto €, com n da notagao anterior podendo ser real ou complexo.

Contudo, é costume chamé-lo ainda hoje de célculo fraciondrio (abreviamos com CF), talvez em alusao a
correspondéncia assinada por £’Hopital e enderecada ao colega Leibniz. Assim, o cdlculo de ordem inteira e o
célculo fraciondrio tornam-se casos particulares do cdlculo de ordem arbitréaria, no sentido deste generalizar
aqueles. E quando usarmos (por razoes histéricas) a nomenclatura cdlculo fraciondrio, respeitando a tradicgao,
ficard sempre subentendida a ideia de tratar-se das integrais e diferenciais de ordem arbitraria.

Considerando esta extensao, naturalmente, esperamos um comportamento analogo, isto é, assim como
o COI, o COA seja também, um instrumento natural e poderoso para resolver uma variedade de proble-
mas, que envolvam as nocoes de variagao e movimento: relacionadas com velocidade, area, volume, taxa de
crescimento, continuidade, tangente a uma curva e com outros conceitos, que aparecem nas ciéncias exatas,
naturais, sociais e tecnologias como: Astronomia, Engenharia, Fisica, Quimica, Biologia, Geologia, Sociolo-
gia, Computagao e noutros campos. Da mesma forma consideramos também o seu poder de sintese, ou seja,
que muitos destes conceitos possam ser formulados de maneira que se reduzam, de forma analoga, a dois
problemas puramentes geométricos: o problema das dreas e o das tangentes.

Em 1888, Nekrassov [1853-Nekrasov Pavel Alekseevich (Matematico - Russo)-1924] (em Nekrassov [36],
1888), também obteve a definicdo fundamental (1.53) da férmula integral do Cauchy através de seus métodos
que diferem na escolha de um contorno de integragao. Porém, estes generalizaram operadores de integragao
e sua conexao com a féormula integral de Cauchy teve sucesso.

Vérios escritores usaram os operadores generalizados. Mas foram as aplicacoes brilhantes de Heaviside
que aceleraram o desenvolvimento destes operadores. Durante as dltimas décadas do século XIX, Heaviside
publicou varios documentos em que ele mostrou o quao certas equagoes diferenciais lineares podem ser resol-
vidas pelo uso de operadores generalizados. Seus métodos mostraram-se 1iteis para engenheiros resolverem
problemas em fisica-matemadtica na teoria da transmissao de correntes elétricas em cabos e foram coleciona-
das sob o0 nome famoso de célculo operacional de Heaviside (Veja também Hadamard [1865 -Jacques Salomon

Hadamard (Matemadtico — Francés)-1963] (Hadamard [37], 1892]).
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COA: 1890-1899

Este cédlculo operacional, cujo objetivo era recuperar funcoes lineares, que sao os seus objetos de estudo,
foi desenvolvido com sucesso por Heaviside a partir de 1892, quando publicou vérios artigos originais (em
Heaviside [38], 1892; [39], 1893 e [40], 1899), onde introduziu a ideia de derivadas fraciondrias em seu estudo
do potencial e em linhas de transmissao elétrica. Inspirado no operador simbdélico de Gregory (em Gregory
[16], 1841) da solucao da equagao do calor, Heaviside introduziu a letra p para o operador diferencial d/dt

e deu a solugao da equagao de difusao (conforme Debnath [151], 2004):

0%u 9
para a distribuigao de temperatura u(x,t) na forma simbdlica
u(z,t) = Aexp(az/p) + Bexp(—ax+/p) (1.57)

onde p = %, a, A e B eram tratados como constantes. Realmente, Heaviside deu uma interpretagao de
VP = D'? de forma que 0D2/21 = \/% estd em completo acordo com as equagoes (1.33) e (1.41). E, em
1899, Heaviside (em Heaviside [40], 1899), aplica o seu cdlculo operacional & teoria eletromagnética.

Contudo, Heaviside nao era um cientista habilidoso matematicamente como observado por Kelland.
Deste modo quando Heaviside publicou seu trabalho na ultima década do século XIX, ele estava orgulhoso,
nao somente porque exacerbou a situagao com seu alegre concorde por matemaéaticos, mas também porque
os matemadticos tinham uma desconfianca geral da teoria de operadores fraciondrios (conforme Oldham e
Spanier [99], 1974 e [159], 2006).

O desenvolvimento do calculo operacional de Heaviside foi semelhante ao do cdlculo. Newton e Leibniz,
nao ofereceram uma formulagio rigorosa deste. A teoria rigorosa foi desenvolvida sé no século XIX. E
bem conhecido que somente os matematicos do século XX forneceram uma formulacao rigorosa do célculo
operacional de Heaviside.

Considerando os aspectos tedricos e aplicados do cdlculo de ordem arbitraria, até o final do século XIX,
o desenvolvimento se deu estritamente nas partes tedricas da Matematica, sem grandes aplicacoes em outras

areas.

1.1.4 No Século XX

Durante o Século XX, a teoria e suas aplicagoes tiveram notdveis contribui¢ées. Uma grande quantidade
de pesquisa, em derivadas e integrais fracionarias e suas aplicacoes, foram publicadas por muitos autores.
Porém, de 1900 até 1970 seu desenvolvimento foi menos intenso e esparso, comparado com o periodo subse-
quente, ou seja, de 1971 até 1999, como vamos ver a seguir.

COA: 1900-1909

Na primeira década do Século XX alguns dos colaboradores eram, dentre outros, Moritz (Moritz [41], 1902);
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Pincherle [1853 Salvatore Pincherle (Matemético - Italiano) 1936] (Pincherle [42], 1902) e Hardy[1877-
Godfrey Harold Hardy-(Matematico - Inglés)-1947)([Hardy [47], 1917).

COA: 1910-1919

No campo tedrico, Weyl [1885-Hermann Krauss Hugo Weyl (Matemético - Aleméao) - 1955], num texto de

1917 (Weyl [48], 1917), obtém uma outra definigdo para integral de ordem arbitraria na forma

L
I(a)

Por outro lado a derivada fraciondria de Weyl foi definida como

D0 f(x) = W f(x) = /oo(t —2)* "L f(t)dt, Re(a) > 0. (1.58)

DWeft)] =W=f(z) = ! j /Ooo 2! f(z + t)du, (1.59)

N
cuja formalizagao matematica e aplicacao discutimos no Capitulo 2.

Em 1918, E. Schyler? formulou o Problema 360 da seguinte forma: Que interpretacio deve-se dar para

1
2

QU
<

[N

I

T

a ) () _dy,
dxz drz dx’

No mesmo ano (1918), I. O’Shaughnessy® registrou em seu trabalho o Problema 433 com o enunciado:

tal que

Resolva a equacao
diy _y

dr2 x

Post [1897 Emil Post, (Matemaético e Légico - Polonés) 1954], em 1919, discute duas solugdes diferentes

|

para o Problema 433, e aproveita a oportunidade para responder o Problema 360 ao mesmo tempo [49]. Ele
explica que as duas solucoes sao corretas; porém, cada solucao é baseada em uma definicao diferente. O
proponente, em sua solugao, usou a definicao de Liouville de integragao de ordem fracionaria que é equivalente

a integral definida
—v _ L ¢ _ p\v—1
D) = g [ @

com limite inferior de integragao c¢ infinito e negativo, enquando Post, em sua solucao, usou a definigao de
Riemann, que ¢é a integral acima com o c¢ igual a zero. Infelizmente, Post nao faz nenhuma referéncia ao
trabalho de Center [22].

Os resultados de Heaviside eram corretos, mas ele foi incapaz de justificar seus procedimentos. Estes
somente foram justificados, em 1919, por Bromwich [1875- Thomas John Ianson Bromwich (Matemaético -
Inglés) - 1929], que formalizou os resultados de Heaviside de forma consistente e declarou que o propdsito de
seu trabalho era encorajar o uso de métodos operacionais na solugao de problemas fisicos (Bromwich [50],
1919).

4Amer. Math. Montly, 25, 173 (1918).
5Amer. Math. Montly, 25, 172-173 (1918).
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COA: 1920-1929

Berg [1871-Ernst Julius Berg (Engenheiro Elétrico- Suigo)- 1941], em 1924, aplicou os operadores de Heaviside
em Engenharia e Fisica [51]. Em 1925, Hardy e Littlewood [1885-John Edensor Littlewood (Matemético
- Inglés-1977) (em Hardy e Littlewood [56], 1925) obtém alguns resultados das integrais fraciondrias. Em
1927, A. Marchaud, introduziu (em Marchaud [57], 1927) a derivada fraciondria de ordem arbitraria « na

forma

Deft) = I‘(lf—(xoz) 1 —a) / fa: —t) ”+1 (1.60)

onde 0 < a < 1.

COA: 1930-1939

E. L. Post, em 1930, usou (Post [58], 1930) quocientes de diferencas para estender a defini¢ao de derivada de
ordem arbitraria de Griinwald e definir a diferenciagao para operadores generalizados f(D), onde D denota

a diferenciacao e f uma funcao apropriadamente restrita. Esta definicao dada por

D f(wo) = lim £—5 P( ( ) Z r k+1 (“0 - k%) (1.61)
é denominada atualmente como derivada de ordem arbitraria de Griinwald-Letnikov. Alguns autores, pos-
teriormente, demonstraram que esta definicdo é uma ferramenta muito eficiente na resolucao de problemas
numéricos.

Em 1931, Watanabe (em Watanabe [59], 1931) derivou a regra de produto de Leibniz usando a férmula
(1.40) (em Hargreave [21], 1848). Em 1936, Davis (em Davis [60], 1936) descreveu a teoria de operadores
lineares com célculo fracionario e suas aplicagoes.

Em 1939, A. Erdelyi comega a introduzir defini¢bes para as chamadas diferintegrais com respeito as
fungoes arbitrdrias (em Erdelyi, [62], 1939).

COA: 1940-1949
A partir de 1940, em uma série de documentos Erdelyi ([63], 1940) e Kober ([64], 1940) investigaram as

propriedades da integral fraciondria para 7 e o complexos com Re(a)) > 0

-
ST f(x) = arr(_a)

que é obviamente uma generalizacdo da integral de ordem arbitraria de Riemann-Liouville (1.53) na sua

/m(a: O Y f()d,  Re(a) > 0, (1.62)
0

versao mais usada, e a integral arbitraria para 1 e a complexos com Re(a) > 0

K1 f(a) = % /Do(t _ )t (g, 0 < 2 < o, (1.63)

que é generalizacdo da integral fracionaria de Weyl (1.58).6

6 Algumas destas defini¢oes e resultados foram apresentados em McBride ([102], 1979), Sanko et al.([110], 1987; [121], 1993),
Kiryakova ([122], 1994) e Kilbas et al. ([158], 2006).
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Os operadores integrais 3%, e K¢, definidos por Kober, em 1940, para Re(a) > 0 e apropriadas fungoes

f, sdo (Debnath [151], 2004)

32 f(z) = % /Ox(xm —¢myelgmlg(ndt 0 <z < oo (1.64)
K° f(z) = % /oo(tm — ™l i (0 < @ < oo (1.65)

Quando m =1, (1.64) e (1.65) reduzem-se a (1.53) e (1.58), respectivamente.
Dos resultados de Kober [64], titeis para considerar particulares operadores integrais 37'“ e K{"* definidos,

para Re(«) > 0, nimeros complexos apropriados 7 e fungoes apropriadas f, por

SPf (@) = " " f (@) (1.66)

K7 f(2) = a" K™ f ()] (1.67)

onde 0 < x < 0.

Combinando estas duas generalizagoes obtemos operadores integrais mais gerais no intervalo 0 < z < oo,

a saber:

SI f () = IS [ f (1) (1.68)
e

K3 f(a) = a™ K =™ f (o). (1.69)

Usando as equagoes (1.64) e (1.65) e introduzindo ¢ = xu, os operadores definidos por (1.68) e (1.69) sao
dados

1
S f(x) = %/@ (1 —u™)> L™ m=1 £ () du (1.70)
(§
Kﬁn’af(x) _ % Km(um o 1)0(71ufm(n+a)+m71f(xu)du. (171)

Estes operadores integrais sao normalmente referidos aos operadores de Erdelyi-Kober.

Em 1949, na sua cldssica memoria Riesz ([65], 1949) encontrou integrais do tipo de Riemann e de
Liouville que emergem da teoria de equacoes diferenciais ordinarias lineares onde elas sao conhecidas como
transformadas de Euler do primeiro tipo e do problema de Cauchy para equagoes hiperbdlicas (conforme
Debnath [151], 2004).

COA: 1950-1959
Na década de 1950 alguns dos colaboradores ao assunto: N. Stuloff ([66], 1950), B. Kuttner ([67], 1953), I.
I. Hirschmann ([68], 1953), A. Erdelyi ([71], 1954) e J. L. Lions ([72], 1959).

Por exemplo, em 1953, Kuttner [1908 Brian Kuttner (Matemadtico - Inglés) 1992], considerou (Kuttner

[67], 1953) a relagao entre as integrais:

d_n 1 ! T — n—k—1
T T / (x — )" 1 f(t)dt
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¢ 1
a1 .
1) t—ax)" t)dt.
0 T L e
COA: 1960-1969
Em 1964, Buschman ([78], 1964), mostrou que se as func¢oes I e K* sao definidas por
2
I (z) = m(f — 1) g Cat g — 1) (1.72)
e
2
K™% (z) = m(1 —2?) e H(1 - x) (1.73)
onde H(z) é fungao de Heaviside, entdo
Snp.af (@) = (87« f)(z) (1.74)
e
Kypaf(x) = (K"« f)(z) (1.75)
onde os operadores o € K, o sao definidos por
9p—2(a+n) B
Saf@) = e [ @ e fa (1.76)
¢ 2
2271 [ a—1,-2(a
Ko@) = g5 [ (02 = a®) e oy (1.77)
onde, a > 0,27 > —1 e x denota a convolucao de Mellin de f e g definida por
(f = g)( / f(t) (1.78)

Subsequentemente, em 1965, Cooke ([79], 1965) generaliza os operadores integrais de Erdelyi-Kober.

Demonstra a utilidade destes operadores para obter solugoes (duais e triplas) de equagdes integrais em

eletrostética (veja Erdelyi e Sneddon ([73], 1960). Em particular, as integrais fraciondrias envolvendo fungoes

especiais sao introduzidas pelos operadores de Lowndes na forma

v 2v+1 x
%g\n, H)f(x) = o (ntot1) / 2 (g2 — 1)/20 (/\, [x2 — t2)
0

2v+1 2n

o0
x / t7(2n+2v+1)(t v/2(x ()\ /12 — {EQ)
AV -
onde estes operadores sao relacionados ao operador diferencial de Bessel

d
dz’

K f(z) =

d
— = (1+2n) © (1427
B, == - (z'+27) —

(1.79)

(1.80)

(1.81)

Higgins em 1967, usou (Higgins [86], 1967) os operadores integrais fracionédrios para resolver equagoes

diferenciais.
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Até a década de setenta, tivemos poucos pesquisadores contribuidores ao tépico (Sabatier et al [163],
2007).

A partir daquela data, o paradigma comegou a mudar das formulagoes da matematica pura até aplicagoes
em varios campos. Estas aplicagoes, pelo grau de credibilidade que proporcionam, foram um dos principais
responsaveis pelo progresso do calculo fracionério verificado a partir daquele momento. Provavelmente, a
parte computacional, que teve um grande avanco, contribuiu para o seu crescente desenvolvimento.

Entao, em 1968, foi publicada a primeira monografia sobre o cédlculo fracionario aplicado a Quimica,
elaborada em uma colaboragao comum entre Keith B. Oldham (Quimico) e Jerome Spanier (Matematico).

Depois, em 1969, Caputo [1927 - Michele Caputo (Fisico - Italiano) - vivol], propés (em Caputo [90],

1969) uma nova definicdo para derivada de ordem arbitréaria definida por
DI f(x) = S[D" f(2)] (1.82)

e com ela resolveu um problema de viscoelasticidade.

A esse respeito, nosso objetivo no Capitulo 2 deste trabalho é discutir a conveniéncia das diversas maneiras
de se introduzir a derivada fraciondria, comparando-as de modo a se concentrar na formulagao de Caputo,
justificando a sua importancia nas aplicagoes envolvendo equacoes diferenciais parciais.

COA: 1970-1979

A partir de 1970 o cédlculo de ordem arbitraria experimentou um acelerado desenvolvimento. Por exemplo,
em uma série de documentos Osler estudou (em Osler [91], 1970; [95], 1971 e [97], 1972) completamente a
regra de produto de Leibniz de derivadas de ordem arbitraria a e provou um resultado geral

Ia+1)

TN S @R (1.83)

D @@ = Y o

T=—00

onde v é arbitrario. Quando v = 0, o resultado de Osler (1.83) se reduz ao resultado de Hargreave (1.40).

Osler também provou uma generalizagao da regra de produto de Leibniz (1.40) na forma integral

DS = [ e e O 0D et dr (15)

Esta é uma férmula muito 1til para avaliar integrais definidas inclusive uma versao generalizada da férmula
de Parseval em andlise de Fourier.

Até este momento o desenvolvimento de cdlculo fraciondrio, como outras ideias matemaéticas, passou por
varios erros, absurdos, controvérsias, que as vezes fizeram alguns matematicos desconfiarem do conceito geral
de operadores fraciondrios.

J& nos primeiros anos da década de 70, os operadores de calculo fraciondrio ja tinham sido tteis em varios
campos como Reologia, Biologia quantitativa, Eletroquimica, Difusao, Teoria de transporte, Probabilidade,
Estatisticas, Teoria potencial e Elasticidade. Assim, enquanto a teoria desenvolvia-se, seu uso tinha sido
deixado para tras (Samko et al. [121], 1993). Esta razao incentivou o professor B. Ross a tomar a dianteira

de organizar a primeira conferéncia no asssunto.
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Assim, somente em junho do ano 1974, depois de 279 anos, quase trés séculos depois do inicio, ou seja,
desde a pergunta de £’Hopital, a primeira conferéncia internacional sobre calculo fracionarios e suas aplicagoes
as ciéncias mateméticas foi realizada na Universidade de New Haven, Estados Unidos da América, sob a
organizacao de B. Ross, patrocinado pela Fundacao Nacional de Ciéncia. Com duracdo somente de dois dias,
com 22 participantes e 72 frequentadores, teve uma aglomeracao excepcional. Muitos matematicos notaveis
a frequentaram, entre estes, incluiu-se R. Askey, M. Mikolas e muitos dos matematicos mencionados nessa
abordagem. Esta conferéncia teve varios objetivos: popularizar o assunto na esperanca que induziria cientis-
tas para incluir isto em suas pesquisas e encoraja-los em descobrir novos métodos formais para representar
fenomenos fisicos por modelos matematicos que podiam ser tratados com a elegancia através do calculo fra-
ciondrio (conforme Samko et al. [121]). Vdrios assuntos foram tratados como célculo fraciondrio operadores
generalizados e aplicagoes do calculo fracionario a Teoria das probabilidades e Estatistica. Também, neste
coléquio, a solugao de Abel foi descrita pelos mateméticos como “elegante”, 151 anos depois desta aplicagao
e quase 300 anos depois do inicio do cédlculo fraciondrio. Os trabalhos ali apresentados e discutidos foram

coletados e geraram a publicagdo (Ross [98], 1974).

Esta conferéncia foi a grande contribuigao ao assunto no século XX, os resultados deste congresso fo-
ram positivos e notaveis, pois desde entao, o campo desenvolveu-se intensivamente, o movimento cresceu,
o numero de pesquisadores voltados para o cédlculo fracionario aumentou significativamente, certamente es-
timulou uma grande quantidade de publicagdoes como mostram os fatos e dizem os livros. E nao ha o que
negar: sem a criagao e manutengao de um congresso dessa grandeza, para melhor divulgar o assunto mundi-
almente, muito raramente a teoria e suas aplicacoes deixaria o seu desenvolvimento lento, descontinuo, local

e se desenvolveria mais rapidamente em diversos lugares do mundo, numa forma mais ordenada.

No ano deste congresso (1974), depois de uma colaboracao entre Oldham e Spanier, iniciada em 1968,
houve a publica¢ao do primeiro livro (Oldham e Spanier [99], 1974) reportado exclusivamente ao célculo
fracionario aplicado, isto é, direcionado as aplicagoees, onde pode ser encontrada uma excelente sequéncia
histodrica, descrita por B. Ross, do desenvolvimento da integragao e diferenciacao fraciondria e sua aplicagao,

de 1695 até 1974, e também algumas de suas aplicagdes (conforme Samko et al. [121], 1993).

Curiosamente, neste livro, nao é referenciado o nome de Caputo que, como mencionamos, escreveu
antes um documento (em Caputo [90], 1969) onde aplicou o célculo fraciondrio para resolver o problema
da viscoelasticidade. Quais as razoes? Uma razao podia ser que, até este momento (década de 1970), os
fatos bésicos da teoria ndo eram prontamente acessiveis até na literatura matematica (conforme Hilfer [139],
2000). Outra é que, possivelmente ele (Caputo) era pouco conhecido pelas suas aplicagoes. O periodo
intermedidrio (1695-1974) foi descrito por Ross em sua bibliografia cronolégica do célculo fraciondrio com
comentarios, incluindo mais de 150 artigos. Esta descricao pode ser encontrada no livro escrito por Oldham
e Spanier ([99], 1974 e [159], 2006), veja também Samko et al. ([110], 1987). No ano seguinte, 1975, houve
o langamento no importante periédico de um trabalho de Ross ([100], 1975) expondo a histéria da teoria

fundamental do célculo fracionério.
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Além destas contribuigdes, devemos mencionar ainda o livro (McBride [102], 1979) de A. C. McBride
(Escocés), editado em 1979, onde é discutido o cdlculo fraciondrio e as transformadas integrais fraciondrias.
Neste livro McBride, como varios pesquisadores mais cedo, considerou os operatores & e K definidos por

(Debnath [151])

~(14nm) o z
%f(x):%/ oy (a,ﬁ—f—m;fy;a(é)u) ot (t)dt (1.85)
0
e
/wn e e} AN ANL 7( +1)
Kf@) = 5 [ abi (s minia(5)") 0 0 syar (1.86)

onde oF} é a fungao hipergeométrica de Gauss e «, 3; v; 1; p e a sao parametros complexos.

Em 1979, foi publicada a primeira tese Ph.D, escrita por Bagley orientada por Torvik ([103] e [104], 1979),
no Instituto de Forga Aérea do Laboratério de Tecnologia e Material de Ohio, para aplicar as equagoes
diferenciais de ordens arbitrarias na modelagem do comportamento de materiais viscoeldsticos. Depois
muitos pesquisadores, atenciosos, aplicaram as equagoes diferenciais fraciondarias para viscoelasticidade de
materiais e outros processos complexos, inclusive fenémenos de difusao anomala.

COA: 1980-1989
Na década de 1980 a atividade matematica em céalculo fracionario se intensifica de forma consideravel em
diversas partes do mundo.

Nessa década, dez anos apds o primeiro congresso, devido ao sucesso do primeiro, foi promovido o
segundo congresso internacional em CF pela University of Stratchclyde, Glasgow, na Escécia, em 1984,
organizado também por B. Ross, organizador do primeiro congresso, seguindo as diretrizes do primeiro
congresso (conforme Samko et al. [121], 1993). Varios pesquisadores colaboraram para o ato, incluindo,
entre outros, P. Heywood, S. Kalla, W. Lamb, J. S. Lowndes, K. Nishimoto, P. G. Rooney e H. M. Srivastava,
como também alguns dos matematicos que tomaram parte no ano de 1974, no congresso em New Heaven.
Algumas questoes em aberto ainda estavam intrigando. Por exemplo: E possivel achar uma interpretacao
geométrica para uma derivada fraciondria de ordem nao inteira? (conforme Miller e Ross [119], 1993). Esta
questao mexe com o pensamento de muitos pesquisadores e cria-se um tipo de obsessao na busca de sua
resposta. Com esse congresso o assunto ganhou mais forca, mais voz. Mais pesquisadores sao estimulados a
pesquisar e escrever sobre o assunto. A lista dos textos e contribuigoes devotadas unicamente ou em parte
ao calculo fraciondrio e as suas aplicacdes aumentam sensivelmente.”

Por exemplo, K. Nishimoto (Japonés), em 1984, comegou a publicar uma série de trabalhos (Nishimoto
[107], 1984) dedicados principalmente as aplicagoes do célculo fraciondrio em equagoes diferenciais ordinérias
e parciais.

Na Uniao Soviética, em 1987 surge a obra dos trés matematicos soviéticos S. Samko, O. Marichev e
A. Kilbas, que escreveram o livro enciclopédico de célculo fraciondrio Samko et al. ([110], 1987); que ao

julgar pelo contetido, lembra mais uma enciclopédia, onde podemos encontrar um farto material associado ao

"Para detalhes veja McBride [108], 1985.
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calculo arbitrario e suas aplicagés. Este livro foi traduzido para o Inglés pela Gordon and Breach Publishing
Company, em 1993.

COA: 1990-1999

Em 1990, Liitzen (Liitzen [111], 1990), demonstrou que Abel nunca resolveu o problema da braquistécrona
através do célculo fracionario, mas somente mostrou como a solucao achada podia ser escrita como uma
derivada fraciondaria. Liitzen também brevemente resumiu o que Abel realmente fez. Porém, quem realmente
resolveu a equagao integral (1.27) foi Liouville (em Liouville [10], 1832).

O terceiro congresso internacional em cédlculo de ordem arbitréria foi realizado na Universidade de Nihon,
em Téquio, Japao em 1989 [Nishimoto [112], 1990]. Alguns dos muitos colaboradores foram M. Al-Bassam,
R. Bagley, Y. A. Brychkov, L. M. B. C. Campos, R. Gorenflo, J. M. C. Joshi, S. Kalla, E. R. Love, M.
Mikolas, K. Nishimoto, S. Owa, A. P. Prudnikov, B. Ross, S. Samko, H. M. Srivastava (conforme Miller e
Ross [119], 1993). Este congresso ocorreu por ocasiao do centésimo aniversario da Universidade de Nihon.
Para aqueles que frequentaram a conferéncia foi proposto um problema bastante engenhoso, a saber: - O
que é a dimensao fracionaria do metrd de Tokyo?. As contribuigoes para problemas mais sérios da teoria
recente do célculo fraciondrio foram publicadas por Nishimoto ([112], 1990) e Bagley ([113], 1990) conforme
Hilfer ([139], em 2000).

Em uma série de documentos citados em seu livro, Kalla e Kiryakova (em [114], 1990 discutiram os
operadores mais gerais fraciondrios integrais envolvendo tanto a funcao de Meijer, fun¢ao G, quanto a fun¢ao

de Fox, fungao H, definidas por (Debnath [151])
i t " a:)P
Ref(x) = = 0F) / G {a (—) Ebgé} tf(t)dt. (1.87)
0 ’ z !

Ry f(x) =z~ 0+ /0 HILn [a (é) |Eg;")} £ (t)dt. (1.88)

Em 1991, usando a férmula integral de Cauchy para derivadas de ordens arbitrdrias, Nishimoto (em
Nishimoto [116], 1991) deu uma nova prova da férmula do produto de Leibniz D%[f(z)g(z)] para funcdes
analiticas f(z) e g(z). E importante mencionar as férmulas de Nishimoto para derivadas e integrais arbitrarias

da funcao logaritmica, a saber:

D%(logaz) = —e ™ (a)z ™ (1.89)
e .
e—lﬂ'()l
D™ (z7%) = ———1 1.
(™) =~y los: (1.90)

jus

onde a # 0, arga < 7,

z € a sao nuimeros complexos.

E relevante mencionar que, Nishimoto (em Nishimoto [116], 1991) forneceu a defini¢io e propriedades do
calculo fracionario de fungoes de uma e de vérias varidveis complexas.

Em Polack (Polack [115], 1991), séo consideradas aplicagdes do cdlculo fraciondrio em ciéncia e engenharia

e resolvidas muitas equagoes integrais e diferenciais fracionarias ordinarias e parciais em mecanica dos fluidos.
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Kenneth Miller e Bertram Ross, em 1993 publicam o cldssico livro (Miller e Ross [119], 1993), em que é
apresentada uma introdugao as equacoes diferenciais fraciondrias. Neste livro o autor faz uma estimativa so-
bre a quantidade de publicagoes sobre o assunto: “No periodo 1974 até 1993, mais ou menos 400 documentos

foram publicados relativo ao cédlculo fracionario”.

Em 1993, ap6s a mundializacao do capitalismo (acesso as informagoes) em dezembro de 1991, quase vinte
anos apds o primeiro congresso, o livro de Samko et al. ([110]), em russo, foi traduzido para o inglés [121].
A partir desta data, varios trabalhos em diversos lugares do mundo, emergem numa forma mais ordenada
de onde vérios outros livros comegaram a ser publicados. A ideia de pagar tributo aos pequisadores deste
assunto, como forma de reconhecer as contribuicgées cientificas surgiu no livro enciclopédico de Samko et al.
(Samko et al. ([110]), onde encontramos: “Pagamos tributo para investigadores de décadas recentes citando
os nomes de matematicos que fizeram contribuigoes cientificas valiosas para o desenvolvimento do calculo
fraciondrio de 1941 até o presente (1987). Estes sdo Laplace, Fourier, ...e outros”. Nesta lista devem ser
adicionados nomes de pesquisadores até Samko et al. [121] e muitos outros matemadticos e investigadores da
geracao antiga e, particularmente, aqueles da geragao mais jovem.

Além do texto escrito [90] em 1969, Caputo publica, em 1992-1993, o livro (Caputo [118], 1992), onde
é proposta uma importante mudanga na definicao da derivada fraciondria, importante, por exemplo, na
resolugao de uma equagao diferencial fracionéria cuja solugao satisfaz condigoes de contorno. A outra forma

para derivada fracionaria segundo Caputo é definida por

Bf(x) = ! t /() T m — m
DB f(x) F(m—ﬂ)/o et 1<B< (1.91)

ou, em particular, quando § =n

Dif(a) =S f1),  p=n. (1.92)

O autor utilizou sua defini¢cao para descrever problemas de sismologia.

Em 1994, inicia-se o primeiro dos tradicionais semindarios internacionais: Transform Methods and Special
Functions abreviadamente TMSF 94 de Varna (Métodos das transformadas e Fungoes Especiais), realizado

em Varna, na Bulgaria.

V. Kiryakova, publica, em 1994, o seu livro (Kiryakova [122], 1994), onde apresenta o célculo fracionério
generalizado e suas aplicagoes, ou seja, é dedicado para sistematizar e unificar o desenvolvimento de um novo

calculo fracionario generalizado, relacionado a muitos casos especiais e varias aplicagoes.

Parece que dificilmente nenhum campo da ciéncia ou engenharia permaneceu intocdvel por este tépico
da Matematica, tendo sido usado em muitos campos da ciéncia e engenharia, inclusive fluxo de fluidos,
reologia, transporte difusivo similar para difusao, redes elétricas, teoria eletromagnética e probabilidade.
Alguns documentos usaram o cédlculo fraciondrio em estatisticas; outros encontraram uso do mesmo em

viscoelasticidade e eletroquimica de corrosao, dentre outros.
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1.2 Calculo de Ordem Arbitraria: 1996 - 2010

Damos sequéncia, nesta secao, ao levantamento histérico da teoria e aplicagoes do calculo de ordem arbitraria,
ao periodo subsequente, isto é, a partir de 1996 até os dias de hoje, bem como um levantamento na Internet,
em sites especializados, para melhor descrever sobre o estado da arte, isto é, o que ja foi produzido e/ou
escrito sobre o assunto no mundo e no Brasil, nesse periodo.?

Devido a uma consideravel regularidade que o assunto toma a medida que seu desenvolvimento chega aos
dias atuais, diferente da primeira secao, a cronologia é feita dentro de cada subsegao dessa se¢ao, comegando
do primeiro ano 1996 até o ultimo, respectivamente.

Resumindo, dentro de cada subsegao e de cada ano, alguns aspectos (tedricos e aplicados) e fatos (reunides
e documentos publicados) importantes relativos ao COA.

Nesse periodo o interesse em célculo fracionario continua ainda mais intenso, a medida que se aproxima
de 2010, vem sendo mostrado em exposigoes do seu desenvolvimento tedrico em muitas reunices mundiais e
publicacao internacional de atividades de pesquisa, publicagao de documentos e principalmente pelas novas
aplicagoes demonstradas em diversos campos da ciéncia e engenharias.

Com efeito, devido a alta credibilidade que o assunto vem ganhando em funcao de sua aplicabilidade, a
teoria e suas aplicagoes ganham popularidade e importancia consideravel e se desenvolve mais rapidamente
em diversos lugares do mundo, numa forma, agora, ainda mais ordenada.

Intensificam-se também as contribui¢oes com documentos sobre o assunto, a apari¢ao de periddicos es-
pecializados e a realizacdo de reunides, simpdsios e/ou congressos internacionais sejam na teoria que nas
aplicacoes do COA.?

Periédicos no mundo

Atuamente existem pelo menos dois periddicos internacionais, que sao completamente ou quase completa-
mente dedicados a teoria e aplicagoes do calculo fracionério.

Periédicos especializados em COA

Descrevemos a seguir dois diarios especializados, em que documentos de calculo fracionario tém sido publi-
cados, por razao de especializacao e por serem os jornais de maior publicacao de documentos e distribuigao
mundial nesse periodo a saber: Journal of Fractional Calculus (editado por Nishimoto [125]) e Fractional
Calculus and Applied Analysis (fundado por V. Kiryakova [136]).

Journal of Fractional Calculus

Este periddico especializado em célculo fraciondrio foi criado em 1996 e é editado por Nishimoto ([125]).
Fractional Calculus and Applied Analysis

Em margo de 1998 foi criado por V. Kiryakova ([136], 1998), em Sofia, na Bulgdria, pelo Instituto de

8Estudamos e redigimos esta segdo tomando como referéncia bésica recente o texto (Debnath [151], 2004) bem como um

levantamento em sites na Internet. Fixamos nossa data limite em junho de 2010.
9Enquanto finalizdvamos esta dissertacio emerge o trabalho [55], referéncia mais recente a ser mencionada pois fixamos o

més de junho como data limite.



32 Contextualizagao Histérica

Matematica e Informética, da Academia Bulgara de Ciéncias, um dos mais importantes e especializados
periddicos na drea de cédlculo fraciondrio o intitulado Fractional Calculus and Applied Analysis (Célculo
fraciondrio e andlise aplicada) ou abreviadamente “FCAA” (j4 famoso), como um jornal internacional para
teoria e aplicagbes do cédlculo integrodiferencial. Os tépicos abordados sao: Caélculo fracionario, fungoes
especiais, transformacoes integrais e algumas dreas relacionadas a analise aplicada. A revista foi concebida
como um suplemento para a continuagao dos periddicos e atos existentes de varias conferéncias internacionais
nestes topicos, comec¢ando com New Haven (1974), Glasgow (1984), Téquio (1989) e continuando nos anos
recentes com reunioes em areas fechadas na Polonia, Belarus, Tugoslavia, e seminarios internacionais intitula-
dos: “Transform Methods and Special Functions” ou abreviadamente “TMSF” (Métodos de Transformadas
e Fungbes Especiais), “TMSF, Sofia, 1994” ¢ “TMSF, Varna, 1996”. Para aqueles que expressam interesse
nos tépicos acima e nos semindrios internacionais, o diario oferece foro para a discussao e troca de resultados
e problemas abertos. De certo modo, o objetivo desse diario é continuar as discussoes de mesa-redonda:
“Significados fisicos e geométricos e aplicagoes dos operadores de calculo fracionario”, iniciadas durante o
segundo semindrio “TMSF, Varna 1996”. Como tal, recebe e submete a apreciacao documentos enfatizando
as aplicacoes das possiveis técnicas do calculo integrodiferencial para resolver equacoes diferenciais e inte-
grais e problemas que surgem de Fisica, Quimica, Astronomia, Estatisticas, Economia e Engenharia; como
também interagdes com Fractais e Geometria Fractal.

Periédicos quase especializados em COA

Dentre varios outros que sao quase completamente dedicados ao assunto, destacamos:

Journal of Mathematical Analysis and Applications

Em 1996, foi criado o Journal of Mathematical Analysis and Applications ou JMAA (Revista de Andlise
Matemaética e Aplicagdes), apresentando documentos que tratavam de andlise matemadtica e suas numerosas
aplicagbes. O periddico enfatiza artigos dedicados ao tratamento matematico de questdes que surgem em
Fisica, Quimica, Biologia e Engenharia, particularmente aqueles de aspectos analiticos e problemas inova-
dores e suas solugoes.

Os documentos que sao buscados neste jornal empregam um ou mais das seguintes dreas de analise
cléssica: teoria analitica de nimeros, analise e teoria de operador funcional, anélise real e harmoénica, anédlise
complexa, analise numérica, matematica aplicada, equagoes diferenciais parciais, sistemas dindmicos, controle
e otimizacao, probabilidade, biologia matemética, combinatoria e fisica-matematica. O ano 2007, foi muito
bem sucedido para o “JMAA”, pois durante este ano, recebeu 3000 novas submissdes, um aumento de mais
de 10 por cento comparado a 2006, segundo seus administradores.

Sites Especializados

Duarte Valério, http://web.ist.utl.pt/duarte.valerio/ninteger /ninteger.htm.
Igor Podlubny, http://people.tuke.sk/igor.podlubny/fc.html.

YangQuan Chen, http://mechatronics.ece.usu.edu/foc/.

FraCalMo, http://www.fracalmo.org/.
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Equipe CRONE, http://www.ims-bordeaux.fr/IMS//pages/accueilEquipe.php?guid Page=les-equipes. Power
Law & Fractional Dynamics: http://www.ismm.ac.cn/ismmlink/PLFD /index.html.

Passemos agora a elencar a evolugao de reunioes internacionais. Destacamos a seguir algumas reunioes

importantes realizadas no campo no periodo 1996-1999:

Reunioes em 1996

Em 1996, ocorreu o segundo semindrio internacional de Transform Methods and Special Functions abrevia-
damente TMSF, 96 de Varna, em Varna, Bulgaria. [www.diogenes.bg/fcaal

Reunioes em 1998

Em 1998, foi realizada a Djrbashian Memorial Conference ou DMC98 (Conferéncia comemorativa de Djr-
bashian), em Erevan, na Arménia. [www.diogenes.bg/fcaal]

Em 1998 foi realizado o Colloquium on fractional differential systems, um coléquio em sistemas diferenciais
fracionarios: modelos, métodos e aplicacoes. Este coloquio foi realizado na Academia Nacional da Escola
Nacional de Telecomunicagoes em Paris, Franca.

Reunioes em 1999
Em 1999 ocorreu o terceiro semindrio internacional de Transform Methods and Special Functions ou TMSF99
de Varna também em Varna, Bulgaria.

Em 1999 foi realizada a Conferéncia internacional em “Equagoes diferenciais e andlise de métodos
analiticos” (AMADE) em Minsk, Belarus; organizada pelo Instituto de Matemadtica de Academia de Belaru-
sian a Universidade Nacional do Estado de ciéncias de Belarusian junto com a Universidade do Estado de Mos-
cou e Centro de Computagéo de Ciéncias de Academia Russas, em Minsk, Belarus. [www.diogenes.bg/fcaal]

Em 1999 foi realizada a Conferéncia internacional em “Analise Algébrica e Tépicos Relacionados” ou
abreviadamente “AA” organizada pelo Instituto de Matemdatica da Academia polonesa de Ciéncias, de
Warszawa, Polonia. [www.diogenes.bg/fcaal]

Publicagoes

Neste periodo a lista de documentos e as continuagoes devotadas unicamente ou em parte ao calculo fra-
cionario e as suas aplicagoes incluem aproximadamente centenas de titulos entre livros, artigos e outras
publicagoes.

Artigos

Existe também uma grande relagao de artigos publicados (desde 1996). A seguir comentamos sobre alguns:

Em 1996, sao discutidas equagoes arbitrarias associadas com diversos fenomenos fisicos como movimentos
oscilatérios, propagacgao de onda e difusao, substituindo a derivada temporal de ordem inteira por uma de
ordem arbitrdria. Além destes artigos, para este tépico do célculo fraciondrio, Gorenflo [132], contribuiu
com um artigo devotado aos métodos numéricos e Mainard [127] com outro a respeito das aplicagoes na
Mecanica. Em 1998, Lorenzo e Hartley ([134]), devido a falta de uma interpretagdo geométrica evidente
para a derivada fraciondria, propuseram, com analise numérica, uma interpretacao para a mesma utilizando

a defini¢do de Griinwald-Letinikov.
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Livros

Inicialmente, em relagao ao livros, destacamos o livro ([126]) de Boris Rubin, publicado em 1996, onde
o autor apresenta o desenvolvimento do célculo fracionario de fungoes de uma e varias varidveis reais,
mostra a relacao deste campo com uma variedade de areas em Matematica pura e aplicada, discute integrais
fracionarias aplicadas ao estudo de potenciais, problemas que surgem em mecanica, teoria de difracao e
outras areas da fisica-matemadtica.

Na segunda metade da década dos anos 1990, o interesse consideravel no calculo fracionario foi estimu-
lado pelas aplicagoes que este calculo encontra na anélise numérica (que usa o computador como principal
ferramenta para auxiliar no pensamento) e em dreas diferentes de Fisica e de Engenharia, possivelmente
incluindo os fenomenos dos fractais.

Por exemplo, em 1997, A. Carpinteri e Francesco Mainardi, ambos do Departamento de Fisica da Uni-
versidade da Bologna - Itélia, reinem uma série de artigos de pesquisa interessantes envolvendo cédlculo de
ordem arbitraria e suas aplicagoes, “Pensando nas leis de Fractalidade em Mecanica de quantidade continua:
Uma Pesquisa dos métodos baseados em grupo de renormalizagdo e cdlculos fracionédrios” e editam o livro
(Carpinteri e Mainardi [130]). Cabe lembrar que a definigao de Griinwald-Letnikov, aqui mostrou-se bastante
eficiente para resolver problemas numéricos.

Fechando o século vinte, em 1999, foi publicado o importante livro de I. Podlubny ([137], 1999), reunindo
o essencial do cédlculo fracionario para estudo inicial, inclusive varias fungoes especias necessérias a teoria
e bastante exemplos inspiradores de aplicagoes, em particular, aplicagoes envolvendo equacgoes diferenciais
ordindrias e parciais fracionarias. Suas aplicacoes sao baseadas na derivada fracionaria conforme Caputo.

Por razoes historicas, a palavra ‘fracionaria’ é usada em vez da palavra “arbitraria”.

1.2.1 No Século XXI

No inicio do século XXI a palavra fracionaria ja estava bastante em alta. De fato achamos esta em muitos
campos cientificos aparentemente diferentes que em um primeiro olhar parece nao ter qualquer conexao.

O assunto tem ganho mais popularidade e importancia consideravel nesta ultima década, devido, prin-
cipalmente, as suas aplicagoes demonstradas e difundidas em diversos campos da ciéncia e engenharia.
Realmente oferece varias ferramentas potencialmente tteis para resolver equagoes diferenciais e integrais e
véarios outros problemas envolvendo funcoes especiais da fisica-matematica, como também suas extensoes e
generalizagoes em uma e mais variaveis.

Vérios pesquisadores declararam que esta teoria é extraordinaria e excelente. E quando uma nova teoria
é declarada extraordindria e excelente, tem que enfrentar critica e ceticismo, porque estd além do conceito
convencional. O célculo fraciondario, entretanto, nao sendo novo, nao foi discutido ou desenvolvido por muito
tempo, particularmente por falta de suas aplicacoes a problemas vitalicios reais. E extraordiério porque nio
lida com calculo diferencial de ordem inteira. E excelente porque pode agora ser aplicado a situagoes nas

quais as teorias existentes falham em dar resultados satisfatorios.
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Nos dez primeiros anos do século XXI, os livros de Oldham e Spanier (1974), Miller e Ross (1993), Samko,
Kilbas e Marichev (1993), Kiryakova (1994), Carpinteri e Mainardi (1997), Podlubny (1999) e Hilfer (2000)
tém sido tteis em introduzir o campo da Matematica pura e aplicada para as comunidades da Engenharia,
Economia, Finangas e Sistemas de Transaporte Inteligente [183, 184].

Devido as conexoes entre certas EDF envolvendo os operadores de integrais e derivadas fracionarias
(Rieman-Liouville, Caputo, Liouville, Weyl e Riesz) e modelos de outras dreas, como os modelos estatisticos,
o uso das ferramentas do cdlculo fraciondrio em pesquisa cientificas tornou-se mais intensivo, durante os
primeiros anos do século XXI, como mostram os livros, artigos, monografias, teses e periddicos sobre esse
assunto.

Em anos recentes, muitos autores demonstraram a utilidade de tais tipos de operadores de calculo fra-
cionério em obter solugdes particulares de familias numerosas de equagoes diferenciais homogéneas (como
também nao homogéneas) lineares ordindrias e parciais que sao associadas, por exemplo, com muitas equagoes

célebres da fisica-matematica como (entre outras) a equacao hypergeométrica de Gauss:

d*w dw
A1-2) T+ — (a4 B 1)z 2 —afo =0, w=uw(2) (193)
e aquela relativamente mais familiar, a equacao de Bessel:
d? d,
sz—;;—l—zd—L:—f—(zQ—vQ)w:O, w=w(z). (1.94)

No caso de equagoes diferenciais de ordens mais altas (ordindria como também parcial), que originaram
naturalmente da equagao hypergeométrica de Gauss, a equacao de Bessel e suas muitas familias e extensoes,
existem varios, aparentemente independentes, para apresentar um numero grande de resultados em uma
maneira unificada.

Durante a tltima década, o célculo fracionario foi aplicado a quase todo campo da Ciéncia, Engenharia
e Matemadtica. Algumas das dreas onde proporcionou um profundo choque inclui Viscoelasticidade e Reolo-
gia, Engenharia elétrica, Eletroquimica, Biologia, Biofisica e Bioengenharia, Processos de sinais e imagens,
Mecatronica, Fisica e Teoria de controle. Embora alguns dos assuntos matematicos permanecem nao soluci-
onados, a maior parte das dificuldades foram superadas e a maior parte da chave dos assuntos matematicos
documentados no campo foram solucionados de um ponto de vista onde muitas das ferramentas matematicas
para ambos o calculo de ordem inteira e fracionédrio sao as mesmas.

Apesar do progresso recente feito no campo do calculo fracionério e suas aplicagoes, muitos pesquisadores,
ja no século XXI, continuam a perguntar “O que sao as aplicagoes deste campo?” Existem ainda muitos
problemas nao solucionados e perguntas abertas incluindo: (i) uma consistente interpretagao geométrica ou
fisica de uma derivada de ordem arbitraria e consequente integral fraciondria; (ii) existéncia de uma derivada
de ordem nao inteira de uma fungao que nao tem derivada de ordem inteira; (iii) existéncia de definigoes
nao equivalentes; (iv) falta de métodos efetivos para resolver equagoes diferenciais oriundas de modelagens
e simulagoes com calculo de ordem arbitréaria e (v) aplicagbes possiveis das derivadas ou integrais de ordens

complexa em Ciéncia e Engenharia (Debnath [151]).
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Nessa nova versao do célculo, os operadores de diferenciacao e integracao de ordem arbitraria sao mais
misteriosos, porque apesar dos esforgos recentes de brilhantes matematicos, nao tém nenhuma resposta 6bvia
as questoes acima, ao longo das linhas da introdugao habitual para derivadas e integrais: areas e tangentes.
Mas, o progresso neste campo continua.

Uma das importantes vantagens do calculo fraciondrio é poder ser considerado como um superconjunto
do célculo de ordem inteira. Deste modo, o calculo fraciondrio tem potencial para realizar o que o célculo de
ordem inteiro nao realiza. Muitos especialistas no assunto afirmam que muitos dos grandes desenvolvimentos
futuros virao das aplicagés de céalculo fracionério para diferentes campos.

Neste século XXI, a lista de documentos e as continuagoes devotadas unicamente ou em parte ao calculo
fracionario e as suas aplicagoes incluem entre os titulos: livros, artigos, revistas, brochuras, dissertagoes,
teses e outras publicagoes. Destacamos os seguintes:

COA: 2000- 2009

Vejamos a seguir algumas publicacoes e reunioes realizadas no periodo 2000 - 2009 no campo, nesse periodo.
Livros: 2000 - 2009

J4 no inicio do século XXI, em 2000, compondo estes titulos, podemos citar o livro (Hilfer [139], 2000)
editado por Rudolf Hilfer, onde o autor prové uma introducao para o cédlculo fracionario para fisicos e sao
encontradas vérias aplicagoes do cédlculo fracionédrio em Fisica. Neste livro também é estimada, até a data de
sua publicagao, a quantidades de artigos produzidos em célculo arbitrario afirmando: “No periodo de 1975
até o ano 2000, mais ou menos 600 artigos foram publicados relativos ao céalculo arbitrario”.

Alguns livros recentes, no periodo mencionado, neste campo sao os escritos por West et al. (2003);
Zalavasky (2005), Kilbas et al. (2006), Oldham e Spanier (2006), Magin (2006), Shantanu (2008) e Uchaikin
(2009), descritos como segue:

O livro de West et al. ([143]), publicado em 2003, descreve como os fendmenos dos fractais transformam-se
com o passar do tempo usando o cédlculo fracionério.

Em 2005, Zaslavsky publica o livro ([156], 2005) especialmente dedicado a modelos fraciondrios de cinética
andémala de processos complexos.

Também, recentemente, em 2006, Kilbas-Srivastava-Trujillo, editam o livro (Kilbas et al. [158]), orientado
a aplicagao, onde além de uma vasta revisao da teoria do calculo integrodiferencial, encontramos varias
aplicagoes da teoria, inclusive uma generalizagao do método de Frobenius cldssico. Além disso, contém uma
bibliografia atual. Pode ser usado como um livro de ensino em nivel de pés-graduagao em muitas disciplinas
diferentes dentro de ciéncia e engenharia.

Em 2006, é reeditado o livro (Oldham e Spanier [159]) de Keith B. Oldham e Jerome Spanier, que é
uma edi¢ao revisada do original datado de 1974, onde sao feitos alguns ajustes no seu conteudo através
de uma errata. Trata principalmente do desenvolvimento histérico de propriedades gerais dos operadores
diferintegrais e as aplicagoes destas propriedades matematicas a problemas de difusao. Magin, em seu livro

([161], 2006), propoe modelos fraciondrios para descrever certos fenémenos em bioengenharia.
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E publicado em 2007, o livro Sabatier et al [163] intitulado: Advances in fractional calculus: theoretical
developments and applications in physics and engeneering (Avangos em cédlculo fraciondrio: desenvolvimentos
tedricos e aplicagoes em fisica e engenharia), escrito por Jocelyn Sabatier (Universidade de Bordeaux), Om
Prakash Agrawal (Universidade de Illinois) e J. A. Tenreiro Machado (Universidade do Porto), cujo alcance
é apresentar o estado da arte no estudo de sistemas fracionérios e a aplicagao da diferenciacao fraciondria.
Estas aplicagoes recentes, em célculo fracionério, sao de interesse para engenheiros, cientistas e matematicos
aplicados.

Shantanu no livro ([170], 2008) discute nao somente abstragoes matemadticas, mas também vérias aplicagoes
préaticas dadas particularmente para identificacao e descricao de sistema de controles eficientes.

E fechando esse perfodo, em 2009, foi publicado o livro de Uchaikin ([179]), em russo, que apresenta
alguns métodos em derivadas fraciondrias.

Artigos 2000 - 2009

Foram publicados artigos dedicados a modelagem de alguns sistemas complexos pelo uso inclusive equagoes
diferenciais de ordens arbitrarias. Comentamos sobre alguns destes artigos publicados neste campo, que
apareceram basicamente durante o periodo 2000 - 2009.

Em 2002, Igor Podlubny, publicou, o artigo ([142]), onde o autor fornece uma solu¢ao para o problema
(de mais de 300 anos) da interpretacao geométrica e fisica para integragao e diferenciagao de ordem arbitraria
usando a integragao e diferenciacao de Riemann-Liouville, a diferenciagao fracionaria de Caputo, o potencial
de Riesz e o potencial de Feller. Além disto, é sugerida uma interpretagao fisica utilizando a definigao de
derivada segundo Griinwald-Letinikov. Por outro lado, Tenreiro Machado [53, 54] fornece uma interpretacao
probabilistica para a diferenciagao fracionaria.

Na sequéncia, mencionamos quatro trabalhos recentes de L. Debnath ([145], 2003; [146], 2003; [147], 2003;
[148], 2003). O primeiro, apresenta vdrias aplicagoes do cédlculo fraciondrio associado as equagoes integrais
e diferenciais arbitrarias em ciéncia e engenharia como fenomenos de transporte e redes elétricas; o segundo
apresenta varias aplicagoes do cédlculo fracionario associado as equacoes integrais e diferenciais arbitrarias
em mecanica dos fluidos.

No seu mais recente trabalho Debnath ([151], 2004) fornece uma breve abordagem histérica do cdlculo in-
tegrodiferencial com ideias basicas, definigoes e resultados das integrais e das derivadas da ordem arbitraria,
bem como apresenta varias aplicagoes dessas defini¢oes associadas as equagoes integrais e diferenciais fra-
cionarias, em diversas areas do conhecimento.

J&, em 2004, o artigo, de S. D. Lin, Jaw-Chian Shyu, K. Nishimoto e H. M. Srivastava ([152], 2004),
oferece solugdes explicitas de algumas familias de equagoes diferenciais ordinarias e parciais associadas com
a equagao de Bessel por meio do cédlculo arbitrario.

Reunioes Internacionais 2000 - 2009
Destacamos a seguir algumas reunioes importantes realizadas no campo nesta primeira década do século

XXI:
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Reunioes em 2000

Em 2000, ocorreu o terceiro Congresso internacional de Isaac Berlim. A “Sociedade Internacional para
Andlise, Aplicagoes e Computagoes” (Isaac), desde 1997, tem organizado o Congresso Internacional de Isaac
bianualmente em diferentes dreas geograficas. [www.diogenes.bg/fcaal]

Reunioes em 2001

Outras reunides internacionais j& tradicionais ocorreram: Congresso Internacional ISAAC (Berlim, 2001)
e a Conferéncia Internacional AMADE-2001 Minsk com caracteristicas basica semelhantes as realizadas
anteriormente. [www.diogenes.bg/fcaal]

Reunioes em 2003

Em 2003 aconteceu a terceira Conferéncia Internacional em Analytic Methods Analises and Differential
Equations. A AMADE-2003 foi organizada pela Universidade do Estado de Belarusian com o Instituto de

Matemadtica de Academia de Belarusian Nacional de Ciéncias. [www.diogenes.bg/fcaal]

Em 2003, em Borovets, Bulgaria, ocorreu uma reuniao periddica conhecida como “TMSF”: quarto
Simpésio Internacional em Transform Methods and Special Functions.
Reunioes em 2004
Em 2004 ocorreu a Conferéncia internacional Generalized Functions 2004 - Tépicos em PDE, Harmonico,
Andlise e Fisica-Matematica, Novi Sad (Serbia e Montenegro), organizado pelo Departamento de Matematica
e Informética Universidade de Academia de Novi Sad e Sérvio de Ciéncia e Artes. [www.diogenes.bg/fcaal]
Reunioes em 2005
Em 2005 ocorreu o International Symposium on Analytic Function Theory, Fractional Calculus and Their
Applications, Shigeyoshi Owa (Universidade de Kinki, Higashi-Osaka, Japao). [www.diogenes.bg/fcaal]
Reunioes em 2006
Em 2006 ocorreu o segundo “Fractional Differentiation and its Applications”, (FDA-06), realizado no Insti-

tuto de Engenharia do Porto (ISEP), no Campus Politécnico do Porto, Portugal.

Ainda, em 2006, ocorreu a quarta Conferéncia Internacional conhecida como Analytic Methods Anali-
ses and Differential Equations (AMADE-2006), dedicada a um século do académico F.D. Gakhov, Minsk,

Belarus. [www.diogenes.bg/fcaal]

Em 2006, foi realizada em Sousse, na Tunisia, a International Conference on Harmonic Analysis and
Applications ou (ICHAA-06). [www.diogenes.bg/fcaal]
Reunioes em 2007
Em 2007, em Las Vegas, Nevada, EUA, ocorreu a sexta conferéncia intitulada Multibody Systems, Nonlinear
Dynamics and Control. [www.diogenes.bg/fcaal]
Reunioes em 2008
Em 2008 ocorreu a Fourth Conference on Numerical Analysis and Applications, em Lozenetz, Bulgaria.
[www.diogenes.bg/fcaal] A ‘"¢ International conference Fractional Differentiation and Applications ou (FDA0S),

na Universidade de Cankaya, Turquia.
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Reunioes em 2009
O dltimo congresso em céalculo de ordens arbitrarias: Simpdsio em Sinais e Sistemas Fraciondrios, foi reali-
zado em 2009, na Faculdade de Ciéncias e Tecnologia da Universidade de Nova Lisboa, na cidade de Lisboa,
Portugal; organizado pelos professores J. A. Tenreiro Machado e Manuel Duarte Ortigueira. Areas princi-
pais: Calculo fracionario, Transformada de Fourier Fracionaria, Processos Estocasticos Fracionarios. Areas
Especificas: Controle automatico, Engenharia Eletronica, Eletromagnetismo, Filtros Fracionarios, Modelo
de Ordem Fracionaria e Controle em Engenharia Biomédica, Fase Fracionarios-Lagos Bloqueados, Principios
Variacionais Fraciondrios, Mecanica, Fisica, Robdtica, Processamento de Sinal, Sistema Diferencial Fra-
ciondrio, Engenharia Térmica, Viscoelasticidade e outras aplicagoes de modelos fracionarios. O site da web
do Simpésio é: https://www.fct.unl.pt/fss09.
COA: 2010
Finalmente restrigimos ainda mais o estudo para um periodo de tempo mais curto, ou seja passamos a
acompanhar o assunto: ano a ano.
Livros em 2010
Enfim, além dos livros anteriormente citados, vamos mencionar o recente livro de Caponetto et. al ([181]),
em 2010, que propoe implementagoes de hardware e aplicagoes de Sistemas de Ordem Fraciondria (FOS) em
modelagem de sistemas reais. Uma secao é dedicada para modelagem de FOS com a combinagao do Metal
Polimero Iénico (IPMC), um novo material que pode ter aplicagoes em Robética, Aeroespacial e Biomedi-
cina.
Reunioes em 2010
As préximas reunioes em fraciondrios, previstas para 2010, sao:

Mini-Simpésio em Fractional Dynamics and Control” na terceira Conferéncia Internacional: On Dyna-
mics, Vibration and Control, previsto para ser realizado no periodo de 12 a 14 Maio de 2010, em Hanzhou.

O I CNPAA 2010 World Congress, 8th Intern. Conf. on Mathematical Problems in Engineering, Aeros-
pace and Sciences estd previsto para ser realizado no Brasil no periodo de 30 Junho a 3 Julho de 2010.

Até aqui descrevemos sobre aspectos gerais do COA em nivel mundial, sem referir especificamente ao
Brasil. A seguir particularizamos o desenvolvimento teérico e aplicado do célculo arbitrario no Brasil, no

periodo 2000 - 2010.

1.2.2 No Brasil

Realizamos uma pesquisa bibliografica e levantamento na Internet com o objetivo de saber sobre o estado da
arte do assunto também no Brasil, nesse periodo de realizacao desta dissertagdo. Com base nessas pesquisas
constatamos que: As pesquisas cientificas e o interesse neste assunto no Brasil, assim como no resto do mundo
é crescente comparado com os periodos anteriores; isto €, evidencia-se observando o ja consideravel nimero
de documentos no assunto (artigos, monografias, dissertagoes e teses, livros) publicados por pesquisadores

brasileiros. Contudo, nao existe nenhum livro publicado por autor brasileiro, nesse periodo.
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Nao houve, reunido cientifica devotada exclusivamente ao tema. E sim algumas reunides importantes
realizadas em algumas universidades brasileiras onde foram discutidos trabalhos associados ao campo, como
por exemplo o “I Encontro Cientifico de Alunos de Pés-Graduagao, Unicamp (Universidade de Campinas),
2004”. Nao encontramos nenhum periédico dedicado exclusivamente ao assunto. Por outro lado, existem
pesquisadores brasileiros publicando, sobre o assunto, em peridédicos internacionais, por exemplo no FCCA.

Até agora a Unicamp e a Usp (Universidade de Sao Paulo) sao as universidades que dominam nacional-
mente o assunto em funcdo das pesquisas e trabalhos publicados.'® Por tal razdo selecionamos e citamos
na se¢ao seguinte alguns dos titulos dos trabalhos desenvolvidos nessas duas universidades e publicados em
editores nacionais e internacionais, a saber:

Em 2004, o aluno da Usp V. Alegreti apresenta o resumo do seu trabalho ([153], 2004) intitulado Cdlculo
Fraciondrio de Riemann Liouville aplicado ao Problema da Tautécrona no “I Encontro Cientifico de Alunos
de Pés-Graduagao, 2004, Unicamp-Campinas” e publica em anais de congressos.

Em abril de 2006, R. Figueiredo Camargo, E. Capelas de Oliveira, Ary O. Chiacchio e, apresentam
o artigo ([160], 2006) intitulado Sobre a Fung¢ao de Mittag-Leffler. Neste trabalho os autores destacam,
como aplicagao da chamada funcao de Mittag-Leffler, o estudo de equacoes diferenciais fracionarias onde
as solugoes, em geral, funcoes transcendentes, podem ser conduzidas a uma destas funcoes. Além de varias
propriedades, relacoes de recorréncia, funcao geratriz e relagbes com outras fungoes especiais, em particular,
as fungoes hipergeométricas confluentes, mostram que a funcdo erro é um caso particular da funcao de
Mittag-Leffler. Também apresentam e discutem problemas de aplicagao.

Em maio de 2007, R. Figueiredo de Carmargo, E. Capelas de Oliveira e F. A. M. Gomes, apresentaram
o artigo ([164], 2007) The Replacement of Lotka-Volterra Model by a Formulation Involving Fractional De-
rivatives. FEste artigo propoe uma generalizacao para o sistema de Lotka-Volterra utilizando derivadas de
ordem nao inteira. O principal objetivo desta generalizacao é refinar a descricao do fenémeno de maneira
analoga a que foi feita em recentes trabalhos envolvendo fendémenos de viscoelasticidade de fluidos. Em julho
de 2007, R. Figueiredo Camargo, Ary O. Chiacchio e E. Capelas de Oliveira, apresentaram ao Imecc (Insti-
tuto de Matemadtica Estatistica e Computacao Cientifica) da Unicamp o artigo ([165], 2007): Differentiation
to Fractional Orders and the Fractional Telegraph Equation, onde os autores, usando métodos do cédlculo
diferencial e integral, apresentam e discutem o cédlculo de uma fungdo de Green fracionaria, associada com
o caso unidimensional da asssim chamada equacao geral fraciondria do telégrafo com uma varidvel espacial,
que é uma equagao diferencial parcial fracionaria com coeficientes constantes. Em novembro de 2007, R. Fi-
gueiredo Camargo, Ary O. Chiacchio e E. Capelas de Oliveira, apresentaram ao Imecc o artigo ([166], 2007):
Addition Theorems Associated with the Generalized Mittag-Leffler Function, onde os autores, usando dois
problemas fisicos envolvendo a equacgao do telégrafo fraciondria, mostram dois novos teoremas associados

com a funcao de Mittag-LefHler generalizada.

10Convém ressaltar que existem grupos isolados, em particular de Fisicos, que trabalham com cilculo fraciondrio associado

ao problema da difusdo. Mencionamos os grupos de Ervin e colaboradores e Fa, ambos na Universidade Estadual de Maringa.
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Em 2008, D. C. Rosendo, orientado pelo professor E. Capelas de Oliveira, publica sua dissertacao de
mestrado ([168], 2008), onde discute uma equagao diferencial ordindria advinda do célculo de ordem ar-
bitraria como uma aplicacao da fungao de Mittag-Leffler. Provavelmente é a primeira dissertagao, em lingua
portuguesa, apresentada no Brasil.

Em abril de 2008, R. Figueiredo Camargo, Ary O. Chiacchio e E. Capelas de Oliveira, publicaram
o artigo ([169], 2008) Equagdo do Telégrafo Fraciondria e as Fungoes de Mittag-Leffler, onde os autores
utilizando métodos de calculo diferencial e integral fracionarios apresentam e discutem dois modos distintos
de se calcular a fungao de Green, associada ao caso unidimensional, da assim chamada equagao do telégrafo
fracionaria. HEsta é uma equacao diferencial parcial com coeficientes constantes e é resolvida através da
metodologia da justaposicao das transformadas de Fourier, na parte espacial e Laplace, na parte temporal.
Obtém uma outra expressao para a fungdo de Green e através da comparagao entre os resultados obtidos
a partir das duas maneiras, sao obtidas novas relacoes e um teorema de adi¢ao para as funcoes de Mittag-
Leffler. E apresentada uma demonstragao formal do teorema assim obtido e casos particulares do mesmo
sao discutidos.

De 08 a 11 de setembro de 2009, os pesquisadores da Unicamp, A. L. Soubhia e E. Capelas de Oliveira
apresentam o trabalho ([172], 2009) Electrical circuit and the fractional calculus no XXXII CNMAC, em
Cuiaba, Brasil.

Em 2009, R. Figueiredo Camargo, A.O. Chiacchio, R. Charnet e E. Capelas de Oliveira, publicam o
trabalho ([174], 2009) Solution of the fractional Langevin equation and the Mittag-Leffler functions.

Em 2009, R. Figueiredo de Camargo, publica sua tese de doutorado ([175], 2009), em portugués, orien-
tado pelo professor E. Capelas de Oliveira e coorientado pelo professor Ary O. Chiacchio, o primeiro texto
escrito em portugués a fazer um estudo completo sobre as integrais e derivadas de ordem arbitrarias, onde
o autor apresenta resultados originais, dando énfase as abordagens diretamente relacionadas as aplicagoes
reais usando, na maioria dessas aplicacoes, a definicao de Caputo para derivada de ordem arbitraria. Prova-
velmente é a primeira tese, em lingua portuguesa, apresentada no Brasil.

Os trabalhos mais recentes, publicados na Unicamp, foram os artigos, em 2009: On the anomalous
difusion and the fractional generalized Langevin equation, (Capelas de Oliveira et al [176], 2009) publicado
por Capelas de Oliveira et al.; On the generalized Mittag-Leffler function and its application in a fractional
telegraph equation, (Capelas de Oliveira et al. [177], 2009), submetido & publicagao por R. F. Camargo, E.
Capelas de Oliveira e J. Vaz Jr. e On some fractional Green’s functions,(R. Figueiredo Camargo, R. Charnet
e E. Capelas de Oliveira [178], 2009), por R. Figueiredo Camargo, R. Charnet e E. Capelas de Oliveira.

E, por fim, o artigo (Capelas et al [180], 2010) dos pesquisadores brasileiros: A. L. Soubhia, R. F.
Camargo, E. Capelas de Oliveira and J. Vaz Jr. intitulado: Theorem for Series in Three-Parameter Mittag-
Leffler Function, no qual é apresentado um novo teorema envolvendo a Funcao de Mittag-Leffler de tres
parametros. Como uma aplicacao obtém a solugdo em uma forma fechada de uma equacao diferencial fra-

ciondria associada com um circuito elétrico RLC, em termos da funcao de Mittag-Leffler de dois parametros.
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Cabe lembrar, que este trabalho, produzido em 2009, foi apresentado no congresso sobre calculo fracionario:
Simpédsio em Sinais e Sistemas Fracionarios, realizado de 4 a 6 de novembro de 2009, na Faculdade de Ciéncias
e Tecnologia da Universidade de Nova Lisboa, na cidade de Lisboa, e o mesmo também foi publicado, agora
em 2010, no importante periddico: Fractional Calculus and Applied Analysis, que mencionamos acima.

Durante o desenvolvimento do célculo de ordem arbitraria, foram formuladas mais de uma definicao de
integral e também de derivada de ordem arbitrdria, as vezes nao equivalente, na tentativa de justificar a
solucao de Leibniz dada na introducao deste trabalho. A partir destas definigoes vérios autores (conforme
relatos de Caputo e Mainardi ([93], 1971) e Sabatier et al. ([163], em 2007) mostraram que a derivada de
ordem arbitraria oferece uma descricao mais fina de fendmenos naturais que aquela feita a partir do calculo
de ordem inteira.

Finalizamos este Capitulo mencionando que, com esta abordagem histérica objetivamos garantir a pos-
sibilidade de andlise dos conteidos, da notagao e da terminologia, relacionando o conhecimento antigo com
o atual, nas fases do processo de evolugao histérica do calculo fracionédrio, melhorando o acesso ao mesmo e
assim justificar sua importancia nos dias de hoje.

Dada a longa historia matematica do calculo fracionario julgamos apropriado que a dissertagao contivesse
também uma introducao da teoria matematica deste assunto. No préoximo capitulo o nosso objetivo serd a
formalizagao matematica desta teoria, onde discutimos, comparativamente, a conveniéncia de algumas das

diversas maneiras de se introduzir as derivadas de ordem arbitrarias.



CariTULO 2

O Calculo de Ordem Arbitraria
T

Neste capitulo abordamos a teoria do calculo de ordem arbitraria. E dedicado ao desenvolvimento da questao:
0 que queremos dizer por operadores de calculo de ordem arbitraria. Nele formalizamos as defini¢oes e al-
gumas propriedades de diferentes tipos de integrais e derivadas de ordens arbitrarias. Os topicos discutidos
sao: fundamentos do cédlculo de ordem arbitraria e integracao e diferenciacao de ordem arbitraria. Para
tanto dividimos o mesmo em duas segoes: na primeira, apresentamos alguns temas fundamentais da teoria;
e na segunda, elaboramos um estudo envolvendo as diversas maneiras de se introduzir a integral e derivada
fraciondaria e formalizamos matematicamente a diferenciacao e integragao de ordens arbitrarias. Discutimos
as defini¢oes e algumas propriedades das integrais e derivadas de ordem arbitraria, particularmente, as de-
fini¢oes, conforme propostas por Riemann, Riemann-Liouville, Liouville, Weyl, Griinwald-Letnikov e Caputo,
elucidando e justificando a importancia de cada uma delas nas aplicagoes envolvendo equagoes diferenciais,
comparando-as de modo a se concentrar na formulagao de Caputo.

Ressalte-se, enfim, que como entendemos, a formulagdo de Caputo parece ser a mais adequada para a
discussao de um problema envolvendo uma equacao diferencial fracionaria com condig¢oes dadas na funcao e

na derivada de ordem inteira.

2.1 Fundamentos do Calculo de Ordem Arbitraria

O estudo sobre integrais e derivadas de ordem arbitraria requer o conhecimento de alguns temas bésicos e
resultados matemaéticos importantes de analise matematica que irdao preparar o caminho para o desenvolvi-
mento da teoria, bem como fortalecer e dinamizar nossas aplicacoes.

Assim, para facilitar o estudo, esta seccao é de caracter preliminar e contém defini¢oes e propriedades
de Anadlise Matematica como espacos funcionais, fungoes especiais, transformadas integrais e teoremas do

ponto fixo.!

!Para um estudo mais detalhado deste assunto, veja Kolmogorov e Fomin ([87], 1968) e Kilbas et al. ([158], 2006)).
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2.1.1 Espacgos Funcionais

Para ilustrar que as derivadas fracionarias parecem surgir geral e universalmente por razoes matematicas
profundas (Hilfer [139], em 2000), vamos especificar os principais espacos funcionais X onde os operadores
generalizados miltiplos de integracao e diferenciagio fraciondria serdo considerados (Samko et al. [121],
1993).

Apresentamos as defini¢oes de espacos de fungoes p-integraveis, absolutamente continuas e suas modi-
ficagoes, usando conceito e notagoes conforme Samko et al. ([121], 1993). Damos também caracterizagoes
de espagos modificados que serao usados depois (Kilbas et al. ([158], em 2006).

Definigao 2.1.1.1 Espagos de fungdes integraveis: Seja Q = [a,b](—oc0 < a < b < o) um intervalo
finito ou infinito do eixo real R = (—o00,00). Denotamos por L,(a,b)(1 < p < co) o conjunto das fungoes
de medida de Lebesgue [1875-Henri-Léon Lebesgue (Matemético Francés)-1941] a valores-complexos f em

Q para que || f|[, < oo, onde

b 1/17
111, = ( / If(t)l”dt> (1< p < o) (2.1)

1Fll oo = es8 sup< <y [ f(2)] - (2.2)

Aqui ess sup |f(x)] é o mdximo essencial da funcao | f(z)].
Precisamos também do Ly-espaco de poténcia. Tal espaco, que denotamos por XP(a,b)(c € R;1 < p <

00), consiste das fungdes de Lebesgue de valores complexos f em (a,b) para que || f]|x» < oo, com

b 1/p
lle = ( [ esor %) (1 <p <o) (23)

1 llxge = ess supgeqzp (2| f(2)]]- (2.4)

Em particular, quando ¢ = 1/p, o espago X?(a,b) coincide com o L,(a, b)-espaco: a:’lj/p(a, b) = Ly(a,b).
Definigao 2.1.1.2 Espagos de fungbes absolutamente continuas: Seja agora [a,b](—oo0 < a < b < 00)
um intervalo finito e seja ACa,b] o espago de fungdes f que sdo absolutamente continuas em |[a, b]. E
conhecido? que AC|a,b] coincide com o espaco de fungoes primitivas de série de Lesbegue:

P

f(z) € ACa,b] & f(z) = c—|—/ p(t)dt (p(t) € L(a,b)), (2.5)

a

e entdo uma funcao absolutamente continua f(z) tem uma série de derivada f/(x) = p(x) quase em toda

parte de [a, b]. Assim (2.5) fornece

pt)=[f(t) e c=f(a). (2.6)

2Kolgomorov e Fomin ( [87], 1968) e Kilbas et al. ([158], 2006).
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Sejan € N:={1,2,3,...}. Denotamos por AC™[a, ] o espago de funcdes de valores complexos f(z) que

tém derivadas continuas até ordem n — 1 em [a, b] tal que "~ (x) € AC]a,b]:

Ammmz&u@mec e [@“VWHQMMWD:%ﬁ, (2.7)

sendo C o conjunto de nimeros complexos. Em particular, AC*[a, b] = AC|[a, b].
Este espaco é caracterizado pela afirmacao seguinte:
Lema 2.1.1.3 O espaco AC"[a, b] consiste daquelas, e somente aquelas, fungoes f(z) que podem ser repre-

sentadas na forma

n—1
flx) = (Izpo) @) + Y enlz —a), (2.8)
k=0
onde p(t) € L(a,b),c(k=0,1,...,n — 1) sdo constantes arbitririas, e
120w = oy [ @0 et 2.9
Segue de (2.8) que
k
ﬂw:fwaw%:fiﬁhkzaL“qn—n. (2.10)

Usamos também uma modificagdo do espaco AC™[a,b](n € N), em que uma usual derivada D = % é

substituida pela assim chamada J-derivada, definida por

d

(2.11)

Tal modificacao, que denotamos por ACY, [a,b](n € N;u € R), envolve as fungoes de Lebesgue a valores
complexos g em (a, b) tal que z#g(z) tem §-derivadas até ordem n—1 em [a, b] e 6"~ [z*g(z)] é absolutamente
continua em [a, bl:

ACY [, b] = {g :[a, 0] — C: 6" Hatg(2)] € AC[a,b),u € R, 6 = x%} . (2.12)

Em particular, quando p = 0, o espaco AC§[a,b] := ACF[a, b] é definido por
n n—1 d
ACSa,b] =< g:]a,b] = C: " [g(x) € AC[a,b],d = T (2.13)

Se u=0en=1, 0 espago AC}[a,b] coincide com AC|a,b].
Quando a > 0, o espago ACY [a,b] é caracterizado pelo resultado seguinte:*
Lema 2.1.1.4 Seja 0 < a < b < oo,n € Ne p € R. O espago ACgfu[a,b] consiste daquelas, e somente

aquelas, fungoes g(x) que sao representadas na forma

o= [ [ 2] ot )] &=

k=0

3Conforme Samko et al. [121], 1993 e Kilbas et al. ([158], 2006).
4Conforme Samko et al. [121], 1993 e Kilbas et al. ([158], 2006).



46 O Célculo de Ordem Arbitraria

onde ¢(t) € L(a,b) e dp(k =0,1,...,n — 1) sdo constantes arbitrarias.

Em particular, g(z) € AC}[a,b] se, ¢ somente se,

g(z) = ﬁ /T (10g %)nil p(t)dt + TS dp, (log g)k : (2.15)
e k=0

Notamos que ¢(t) e dj em (2.14) sao dadas por

o(t) = g1 (t),dp = (k=0,1,....,n—1) (2.16)

com
gr(x) = 6% [z*g(z)] (k=1,...,n—1),g90(z) = ztg(z), (2.17)
enquanto em (2.15) tomam as formas mais simples

plt) = 15" g(0)] e =

(k=0,1,...,n—1). (2.18)

Definigao 2.1.1.5 Espacos de fungées continuamente diferencidveis: Seja Q = [a,b](—o00 <a < b <
o0) em € Ng ={0,1,...}. Denotamos por C™ () um espago de func¢oes f que sdo m vezes continuamente

diferencidvel em 2 com a forma

fllem =3 Hf(k)Hc = maxeq |V (@)] ,m € No. (2.19)
k=0 k=0

Definigdo 2.1.1.6 Espacos de fungdes continuas: Em particular, para m = 0,C%(Q) = C(Q) é o espaco

de fungoes continuas f em {2 com a forma

[flc = max,ecol f(z)]. (2.20)

Quando Q = [a, b] é um intervalo finito e v € C(0 < Re(v) < 1, introduzimos o espaco C,[a, b] de fungdes
f dadas em (a,b], tal que a fungéo (v — a)?f(z) € Cla,b] e

flle, = Itz —a) f(@)llc,  Cola,b] = Cla, b]. (2.21)

Para n € N denotamos por C7 [a,b] o espago de Banach de fungdes f(z) que sdo continuamente dife-

rencigveis em [a, b] até ordem n — 1 e tém a derivada f(")(z) de ordem n em (a, b] tal que £ (z) € C,[a,b]:

n—1
CFla,b] = {f Hfllen =Y 1 Plle + IIf(")Ilcv} ,Cla,b] = C;[a, b]. (2.22)

k=0
Desta definicio temos a seguinte caracterizaciao® do espaco Clla,b] .

Lema 2.1.1.7 Seja n € No = {0,1,...,} e v € C(0 < Re(y) < 1). O espago C7[a,b] consiste daquelas, e

5Conforme Samko et al. [121], 1993 e Kilbas et al. ([158], 2006).
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somente daquelas, fungoes f que sdo representadas na forma

1 T o n—1
f(z) = OIS /a (z — )" Top(t)dt + kZ:O cr(z —a)*, (2.23)

onde ¢(t) € Cyla,b] e cx(k=0,1,...,n — 1) sdo constantes arbitrarias.

Além disso,

f¥(a)

o(t) = fM(t), e = o (k=01,..,n—1). (2.24)
Em particular, quando v = 0, o espaco C"[a, b] consiste daquelas, e somente daquelas, fungdes f que sdo
representadas na forma (2.23), onde ¢(t) € Cla,b] e cx(k =0,1...,n — 1) s@o constantes arbitrarias. Além

disso, as relagoes em (2.24) sao vélidas.

Definimos também dois subespagos C?[a, b] e CPla,b] do espago C|a, b] por

Cola,b] = { f(x) € Ca,b]; f(a) = 0,]|fllc. =Ifllc} (2.25)

Cyla,b] = {f () € C3la,0]; f(b) = 0, [|llc., = [Ifllc} - (2.26)

Quando © = [a,b](0 < a < b < 00) é um intervalo finito e v € C(0 < Re(y) < 1), introduzimos o espago
pesado C, 10g[a, b] de funcoes g, dadas em (a, b] e tal que [log(z/a)]"g(z) € Cla, b):

llgllc 1os = [I(log %)”f(x)ﬂc, Co,logla; b] = Cfa, b]. (2.27)

Para n € N denotamos por C§' [a,b] o espago de Banach de fungdes g(x) que tém J-derivadas em [a,b] até
ordem n — 1 e derivada (6™g)(x) em (a,b] de ordem n tal que (6"g)(z) € C 10gla, b]:

n—1

O35, la,b] = {g Hlgllez, = > 118 glle + ||5"9||c%10g} ,Ciyla,b] = C; 1og[a, B]. (2.28)
k=0

Desta, definicio temos a seguinte caracterizacao® do espaco Cgv [a,b].
Lema 2.1.1.8 Seja0 < a <b < oco,n € Ny e v € C(0 <Re(y) < 1). O espago Cgfv[a, b] consiste daquelas, e

somente daquelas, fungoes g que sao representadas na forma

g(x) = ﬁ/j (10g %)n Lo +nzldk (1og )k (2.29)

onde ¢(t) € Cy 10gla, b] € di(k =0,1,...,n — 1) sdo constantes arbitrérias.
Além disso,
o(t) = (0"g)(t),dy, = %(lﬂzo,l,...,n— 1). (2.30)
Em particular, quando v = 0, o espago Cf[a,b] = C§la,b] consiste daquelas, e somente daquelas,
fungoes g que sao representadas na forma (2.29), onde ¢(t) € Cla,b] e dp(k =0,1,...,n — 1) sdo constantes

arbitrdrias. Além disso, as relagoes em (2.30) sdo vélidas.

6Conforme Samko et al. [121], 1993 e Kilbas et al. [158], 2006).
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Para os espagos de Banach X e Y, denotamos por X — Y a inclusao continua:
(a) Se fex, entao fey; (b) flly < K|lf]lx, (2.31)

onde a constante K > 0 nao depende de f.
Das definigoes (2.22) e (2.28) derivamos a propriedade dos espagos C7[a,b] e CF_ [a, b].

Propriedade 2.1.1.9 Seja n € Ny e seja 1 e 2 nimeros complexos tais que

0 < Re(y11) < Re(ve) < 1. (2.32)
Vale a inclusao seguinte:

C"la,b] — C7 [a,b] — C7 [a,b], (2.33)

com
1flles, < Kllfllon , K = min [1, (b — ayRece=m], (2.34)
Cila,b] — CF,, [a,b] — C§. [a, b], (2.35)

com

. b _

IFlles., < Kollflleg,, s = min 1, (g 2R (2.36)

Em particular,

C[av b] - C’Yl [CL, b] - C’Yz [CL, b]a C0m||f||cw2 < (b - a)Re(727%)||f||C (2'37)

7’

Re(’Yz—’Yl)
) 1£lles... (2.38)

b
C[av b] - ’YlJOg[av b] - C’YzJog[av b]vcom||f||cs;~,2 < (IOg E

2.1.2 Espacgos de Fungoes Generalizadas

Apresentamos a seguir algumas defini¢oes e propriedades de certos espacos de fungoes generalizadas e fungoes
teste.”

Defini¢ao 2.1.2.1 (Espagos generalizados): Seja R" o espaco euclidiano n-dimensional, seja x =
(1,...,2n) e t = (t1,...,t,) s@o pontos em R",x-t = x1t1 + ... + x,t, seu produto escalar e |t| =

(t2 + ...+ t2)V/2 dt = dt,...dt,. Seja

N" = {k = (ki,....kn), k; €EN;j=1,... n}, (2.39)

gz{k:(kl,...,kn),kjGNo;jzl,...,n}. (240)

“Conforme McBride [102], em 1979, Samko et al. [121], 1993 e Kilbas et al. ([158], 2006).
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Os elementos k € N} sao chamados miultiplos-indices. Para x € R" e k € N devemos usar as notacoes

XK=z gk K=k 4. 4k, (2.41)
0 0 okl
D=(-,...,5— Dk = . 2.42
<8I1 T &Cn) ’ (Oxq)kr ... (Dxy )kn (242)
Denotamos por C"(n € N) o espaco n-dimensional de n nimeros complexos z = (21,...,2,) com (z; €
C;7=1,...,n). Adotamos as fungoes generalizadas sobre 2, onde € é um dominio em R".

Definigao 2.1.2.2 Funcgao teste: As funcoes teste em 2 sdo as funcoes infinitamente diferencidveis esco-
lhidas nos pontos interiores de £2 com comportamento prescrito nos pontos limites de €2.

Definigao 2.1.2.3 Fungao regular: Denotamos por < f ¢ > o valor da fun¢do generalizada f com
uma fungao teste ¢. Uma fungdo generalizada f é chamada regular se for localmente integravel tal que

Jo f(x)¢(x)dx existe para cada funcao de teste ¢(x)
<f,p>= / f(x)p(x)dx. (2.43)
Q

E admitido que a forma bilinear < f, ¢ > é escolhida de tal modo que pode coincidir com (2.43) no caso
de uma fungao regular generalizada.

Admitimos, também, que o espago de fungdes teste X = X(2) é um espago topolégico e denotamos por
X’ =X'(€2) o espago de fungoes lineares continuas em X que é chamado o dual topoldgico de X.

Recordamos a nogao de uma funcao generalizada concentrada em um ponto. Uma fungao generalizada
f € X/ parece ser zero em um conjunto aberto G, < f,p >= 0 se cada funcao teste ¢ € X é zero além de G.
A unido Oy de todos conjuntos abertos, onde f = 0 é chamada um conjunto nulo da funcao f. O complemento
do conjunto nulo com respeito a €2 é chamado o suporte da fungao generalizada e tal complemento é denotado
por supp(f) = Q|Oy. A fungao generalizada parece ser concentrada no ponto tg, se supp(f) ¢ este ponto to.
Definigao 2.1.2.4 A funcao de Dirac: A cldssica fungdo de Dirac[1902-Paul Adrian Maurice Dirac -
1984] §(t — to), to, € Q é definida por

< 3t — to), p >= p(to). (2.44)

Definigao 2.1.2.5 Derivadas da fungao de Dirac: As derivadas das fun¢oes de Dirac sao definidas como
< (DX6)(t — to), ¢ >= ()M (D p)(te) (k€ N™), (2.45)

e fornecem exemplos simples de fungoes generalizadas concentradas no ponto tq.

2.1.3 Funcoes do Calculo de Ordem Arbitraria

Assim como no calculo de ordem inteira, o objeto do calculo de ordem arbitraria sdo as fungdes, por isso
passamos a definir, a seguir, as fungoes associadas ao cédlculo de ordem arbitraria as quais um operador

conveniente pode ser associado.
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Funcao Gama e Suas Propriedades

Apresentamos a seguir algumas defini¢oes e propriedades da funcao gama de Euler e algumas funcoes especiais
relacionadas com esta fungao. Existem vérias formas de se definir esta funcao através de somatério ou
produtério ou integral.®

A fungao gama completa, denotada por I'(z), introduzida por Euler como uma possivel generalizacao do
conceito de fatorial, é genericamente uma funcao complexa de varidvel complexa, que desempenha um papel
importante na teoria da diferintegracao. Consequentemente, é conveniente colecionar aqui algumas férmulas
relativas a esta fungao.
Definicao 2.1.3.1 Funcao gama em termos de limites: Euler introduziu a funcdo gama completa I'(z),
de argumento z em termos de limite definindo-a por (Oldham e Spanier [99], publicado em 1974).

nln?

L SR Y S Sy porapn

)

I(z):=

onde inicialmente supomos Re(z) > 0, mas, a defini¢ao por meio da transformada integral é frequentemente
mais utilizada.”
Definicao 2.1.3.2 Fungao gama em termos de integral: A funcao gama de Euler foi definida através

da denominada integral do segundo tipo na forma (conforme Kilbas et al. [158], 2006)
(z) ::/ t*texp(—t)dt = / t*~te~tdt, Re(z) > 0, (2.46)
0 0

onde t*~1 = ez=Dloe(t) " com Re(z) > 0 de tal forma que a integral seja convergente.

Outra versao, no plano complexo é definida por Podlubny ([137], 1999)
D(z +iy) z/ exp(—t)t* 1t z/ exp(—t)t"texp(iy log(t))dt,
0 0
que pode ser reescrita como

[z +1iy) = /000 exp(—1)t" ! [cos(y log(t)) + isen (y log(t))]dt. (2.47)

A expressao entre colchetes em (2.47) é determinada para todo ¢, a convergéncia ¢ dada para e™! e para a

convergéncia em t = 0 devemos ter x = Re(z) > 0.

Algumas Propriedades da Fungao Gama

Passemos agora a apresentar algumas propriedades uteis para este trabalho envolvendo a funcao gama.
Propriedade 2.1.3.3 Férmula de redugao: Uma das propriedades basicas da fungao gama é a féormula

de reducao que satisfaz a equacao funcional:

T(z+1) =2T(2) (Re(z) > 0) (2.48)

8Para uma discussdo da fungdo gama veja, (Capelas [154], 2005, Capelas e Rodrigues [155], 2006).
9Para representar a parte real de um nimero complexo podemos usar tanto a notagdo Re(z), usada por Miller e Ross ([119],

em 1993) e Podlubny ([137], em 1999), bem como #(z) usada por Samko et al. ([121], em 1993) e Kilbas et al. ([158], em 2006).

Contudo, para uniformizar o trabalho, vamos adotar a notagdo Re(z).
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que é a propriedade mais importante da funcao gama, que justifica ser ela uma possivel generalizacao do
conceito de fatorial. O mesmo resultado é uma consequéncia simples da definigao de Euler.

Manipulando a equagao 2.48 temos
N(z—1)=T(2)/(z-1), (2.49)

o que implica X ( )
T(z—1) I(2) (2:50)

Propriedade 2.1.3.4 Redugao no plano complexo: Usando a relagao (2.48), a fungdo gama de Euler é

estendida para o semi-plano Re(z) < 0 por

I'(z+n)
(2)n

onde (z), é o simbolo de Pochhammer definido para o complexo z € C e inteiro ndo-negativo n € Ny por

[(z):= (Re(z) > —n;n € Ny 2 € Zg :={0,-1,-2,...}), (2.51)

(Z)n=2z2(z4+1)...(z4+n-1) e (2)o =1 (n € N). (2.52)

Propriedade 2.1.3.5 Férmula Assintética: Segue de (2.51) que a fungdo gama é analitica em todos
lugares no plano complexo C exceto em z = 0,—1,—2,..., onde I'(z) tem pdlos simples e é representada

pela férmula assintética

14+ O(z+ k)], (z — —k; k € Np). (2.53)

Propriedade 2.1.3.6 Razoes: As razoes entre funcoes gama de inteiros negativos sao, porém, finitas;
assim se N e n sdo inteiros positivos (Oldham e Spanier [159], 2006),

N-n V!
n!

— (=N)(=N+1)---(=n—2)(=n —1) = (-1) (2.54)

Definicao 2.1.3.7 Reciproca: A reciproca 1/T'(z) da funcdo gama é tnica e finita para todo z (Oldham

e Spanier [159], 2006):

~ exp(z), z — 0. (2.55)

Propriedade 2.1.3.8 Equagao funcional: Mencionamos também outras propriedades da funcao de gama

tal como a equagao funcional (Kilbas et al. [158], em 2006):

™

rzra-z) =

sen (77) z ¢ Zp; 0<Re(z) <1. (2.56)
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Propriedade 2.1.3.9 Reflexao: A reflexao é dada por (Oldham e Spanier [159], 2006)

—mese (7mz)

M) =570

(2.57)

Propriedade 2.1.3.10 Duplicagdo: A férmula de duplicagio devida a Legendre (Oldham e Spanier [159],
2006) (conforme Kilbas et al. [158], em 2006), é

222—1

I'(2z) = Nz

T(z)0 (z + —) ., zeC. (2.58)

Propriedade 2.1.3.11 Multiplicagao de Gauss: é um caso particular da féormula de multiplicacao de

Gauss que segue (Oldham e Spanier [159], 2006)

nn—1
2 | n? K
I(nz)=4/— |— I‘(z—l——). 2.59
<>\/n[%]g " (2.59)
Definicao 2.1.3.12 Multiplicagao de Gauss-Legendre: O mais geral teorema da multiplicacao de
Gauss-Legendre (Kilbas et al. [158], em 2006):

2m271 m—1

K
Valores Notaveis da Funcao Gama
Como vimos, a funcao gama de um inteiro positivo n é propriamente um inteiro positivo, enquanto a fungao

gama I'(—n) de um inteiro negativo é invariavelmente infinita. As fungoes gama I'(1/2+n) e I'(1/2 —n) s@o

r (% + n) NCORYG (2.61)

4nn)

miultiplos de /; assim,

r <% - n) = % (2.62)

A seguir, alguns valores da funcao gama

1

ry=1 TI@=1 T (5) =7 TI(3)=2 T (——) = VT, (2.63)

Finalizamos esta subsecao observando que muitas fungoes estao relacionadas com a fungao gama. Veja-
mos, a seguir, algumas relacionadas a este trabalho.
Definigao 2.1.3.13 Coeficientes binomiais: Os coeficientes binomiais sdo definidos para a € C e
n € Nog :={0,1,...} pela férmula

<a) _, (a> _ ala—1)...(a—n+1) _ (=1)"(—a)y, meN). 01

n! n!
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Em particular, quando o = m(m € Np), temos

m m!
(n) = )l (m,n € No;m > n) (2.65)
e
m
(n) =0 (m,n € No;0 <m < n). (2.66)
Sea¢Z™ :={-1,-2,-3,...} =:Zy — {0}, (2.64) é representada via funcdo gama por
a Ma+1) _

SRS L o ¢ . 2,

(n) Ty pp— (aeCia¢Z ;n € Ny) (2.67)

Tal relacao pode ser estendida de n € Ny para o complexo arbitrario § € C por

a\ F(a+1) N k7
(ﬁ>_F(a—ﬁ+1)r(ﬁ+1) (@8 €Ca¢Z7). (2.68)

Funcgoes Gama Incompletas

A seguir, apresentamos a definicao e propriedades de duas fungoes associadas com a cldssica funcao gama,
as assim chamadas, fungoes gama incompletas, sendo uma complementar da outra, no sentido que a soma
delas ¢é igual a classica fun¢ao gama.

Definicao 2.1.3.14 FungGes gama incompletas: As fungoes gama incompletas y(z,w) e I'(z,w) s@o

definidas para z,w € C através das integrais

v(z,w) :z/ e 7 tat, Re(z) > 0 (2.69)
0

I(z,w) :z/ et 1at, (2.70)

w

respectivamente.

Propriedade 2.1.3.15 A relagao seguinte é evidente:
Y(z,00) =T(2,0) =T'(2) = v(z,w) + I'(z,w), Re(z) > 0 (2.71)

dai o nome complementares.

Funcao Beta

Em muitos casos é mais conveniente usar a denominada fungao beta em vez de uma certa combinagao de
valores envolvendo a fungao gama.
Definicao 2.1.3.16 Funcao beta: A funcao beta, denotada por B(z,w), é usualmente definida, conforme

Euler, pela integral do primeiro tipo, para com Re(z) > 0 e Re(w) > 0

B(z,w) = /01 =71 — )t (2.72)
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Propriedade 2.1.3.17 Relagao fungao beta-gama: A funcao beta estd relacionada com a fungao gama

através da expressao

1
B(z,w) = /0 11— ) dt = (z,w & Zg ). (2.73)

Consideradas as devidas condi¢oes oriundas das definigoes.

Prova: A demonstracio deste resultado pode ser encontrada em (Camargo [175], 2009).

Funcoes Hipergeométricas

Vamos apresentar as defini¢oes e algumas propriedades de fungoes hipergeométricas de Gauss, Kummer
e funcoes hipergeométricas generalizadas. As classicas func¢oes hipergeométricas sao fungoes especiais que
emergem como solucdo de uma equagao diferencial ordinaria de segunda ordem geral, com trés pontos sin-
gulares regulares, na forma de equagao hipergeométrica.

Definicao 2.1.3.18 Representagao em série da funcao hipergeométrica: A clédssica fungao hiper-
geométrica, também conhecida pelo nome de fungao hipergeométrica de Gauss, denotada por o Fi(a, b; c; z),
é definida no disco unitdrio como a soma da série hipergeométrica, ou seja, a funcao hipergeométrica em

termos de série de poténcias é definida por

=,F )i ( 2.74
fi(x) = 2F1(a,b;c;2) : kZ:O O k" (2.74)

onde, a,b,c sdo pardmetros, |z| < 1; a,b,€ C; ¢ € C\Z; e (a)i, (b)r e (¢)x sao simbolos de Pochhammer
definidos em (2.52).

A série em (2.74) ¢é absolutamente convergente para |z| < 1 e para |z| = 1, quando Re(c —a — b) > 0,
enquanto é condicionalmente convergente para |z| = 1(z # 1) se —1 < Re(¢—a —b) < 0. Para outros valores
de z, a fungao hipergeométrica de Gauss ¢ definida como uma continuacao analitica da série (2.74).

Uma tal continuacao analitica é dada pela representacao integral de Euler como segue:

Definicao 2.1.3.19 Representagao integral para a fungao hipergeométrica: A clédssica representacao

integral para funcao hipergeométrica é:

oF1(a,b;c; 2) = %/0 (1 —2t)" 411 — )" 1at (2.75)
(0 < Re(b) < Re(e); larg(l — 2)| < m) e Re(c —b) > 0.

Definicao 2.1.3.20 Representagao integral da funcao hipergeométrica em termos do contorno
de Mellin-Barnes: Se ¢ € Z, , entao 2F} (a, b; ¢; z) tem outra representacdo integral em termos do contorno
integral de Mellin-Barnes.

oy 1 I'(c) v+ioo I'(a—s)I'(b—s) s
JFy (0, b c; 2) = %W/ww s (2.76)
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Aqui |arg(—z)| < 7, e o caminho de integracdo comeca no ponto v — ico(y € R) e termina no ponto
v + i0co, separando todos os pélos s = —k (k=0,1,2,...) & esquerda e todos os polos s = a+n(n € Ny) e
s =b+m(m € Np) a direita.

Funcao hipergeométrica confluente

A funcao hipergeométrica confluente resulta de uma confluéncia de duas singularidades da funcgao hiper-
geométrica.
Definigao 2.1.3.21 Representacao em série da fungao hipergeométrica confluente: A fungao hi-
pergeométrica confluente, também conhecida pelo nome de fungao de Kummer, denotada por 1 Fi(a;c; z) é
definida em termos de séries por
= (a)y 2"
D(a;c;2) = 1F1(a; ¢ 2) Z—k_ (2.77)

C
k=0

onde z,a € C;c € C\Zg ; mas, em constraste para as séries hipergeométrica em (2.74), esta série é convergente
para qualquer z € C.
Definicao 2.1.3.22 Representacao integral da fungao hipergeométrica confluente A representagao

integral semelhante a (2.75) é definida por

I'(c) ! —1 —a—1_zt
D(a;c;2z) =1F1(a;¢;2) := 1 =) e dt 2.78
(@6:2) =1 Fiai6:2) = s [ el a e (278)
com as restrigoes (0 < Re(a) < Re(c)).
Definicao 2.1.3.23 Representacao integral da funcao hipergeométrica confluente em termos do

contorno de Mellin-Barnes: Definimos na forma semelhante & (2.76) por

1 T(e) [T T(a—s) _
d =1 Fi(a;b; ——(—2)"°T'(s)d 2.79
(@62) =1 Flabiz) = g | e ) T (279)
onde |arg(—2)| < m e o caminho de integragao separa todos os pdlos s = —k(k=0,1,2,...) & esquerda e

todos os pdlos s = a+n (n € Ny) a direita da reta Re(s) = ~.

Funcoes de Bessel

Apresentamos algumas definigdes e propriedades das fungoes de Bessel [1784 - Friedrich Wilhelm Bessel -
1846] cldssicas e algumas de suas modificagoes.

Definicao 2.1.3.24 Funcao de Bessel cldssica: Definimos a func¢ao de Bessel do primeiro tipo J,(z) por

o'} K (z 2k+v
) ==y CLE (2.80)

=Rl (v+r+1)

onde z € C\(—o00,0] e v € C.

Definicao 2.1.3.25 Equacao de Bessel: Definimos a equagao diferencial de Bessel como uma equacao
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ordindria de segunda ordem da forma
d d
227@6 + z—: + (2* = v*) u(z) = 0. (2.81)

onde, a fungao de Bessel cldssica u(z) = J,(z) emerge como uma solugao.

Definicao 2.1.3.26 Funcao de Bessel modificada: Definimos a fungao de Bessel modificada I,(z) por

00 z 2k+v

Definicao 2.1.3.27 Equacgao de Bessel modificada: Definimos a equacao diferencial de Bessel modificada
por

S (z* +v*) u(z) = 0. (2.83)

uma solugao é a chamada funcao de Bessel modificada u(z) = I,,(z).

Funcgoes de Mittag-Leffler

Outra importante funcao que exerce um papel fundamental no cdlculo de ordem arbitraria é a chamada
fungao de Mittag-LefHler. Suas extensoes e aplicacoes sao discutidas recentemente em um ntimero crescente
de documentos relacionados ao célculo fracionario, equagoes diferenciais e sistemas de equagoes de derivadas
e integrais de ordens arbitrdarias modelando vérios fenéomenos. Algumas de suas definicoes e propriedades

serao expostas a seguir.

Funcoes de Mittag-Leffler Classicas

Aqui apresentamos as definigoes e algumas propriedades de duas fungoes de Mittag-Leffler classicas, deno-
tadas por E,(z) € Eq g(2).

A fungdo de Mittag-Leffler assim chamada, em homenagem ao matemético Mittag-Leffler [1846 - Magnus
Gosta Mittag-Leffler (sueco) - 1927], que, em 1903, introduziu esta fungéo analitica dependente do parametro
complexo a com Re(a) > 0. H4 vérias versoes para a mesma, contudo vamos apresentar somente aquelas,
que podem ser uteis para o desenvolvimento da redagao desta dissertagao.

Definicao 2.1.3.28 Fungao de Mittag-Leffler com um parametro (Tipo 1): Mittag-Leffler, em 1903,
introduziu originalmente (em Mittag-Leffler [43], 1903) esta funcdo dependente de um pardmetro E,(z) na
forma expandida em série definida por

2 3 k

z z z z )+ (2.84)

FE, =1 e S
@ =1t v Y T x20) T T30 T Tt ok

onde R(a)) > 0 e z é uma varidvel complexa (z € C).
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Definicao 2.1.3.29 Funcgao de Mittag-Leffler com um parametro na forma de série condensada:

Mittag-Leffler, neste mesmo ano, condensou a expressao acima e a definiu na forma de série por
= —_— € C;R(a) > 0), 2.85
D=3 gy CECR@>0) (285)
que é uma funcio inteira de z com ordem [Re(a)]~! e do tipo 1.

Propriedades da Fungao de Mittag-Leffler

As propriedades bésicas desta funcao foram estudadas por Mittag-Leffler ([43], 1903; [44], 1904 e [46], 1905)

e por Wiman ([45], 1905). Em particular quando o = 1, reduz-se a fungio exponencial

o0 oo Z
Z Z =exp(z) = €°. (2.86)
= T( 1 +k) k:O

Por esta razao a funcao de Mittag-Leffler é analisada como uma generalizacao da funcao exponencial. No

caso em que « = 2, temos

FE5(z) = cosh/z). (2.87)

Definigao 2.1.3.30 Fungao de Mittag-Leffler com um parametro na forma de integral assintética:
O comportamento assintético de E, em (2.85) para qualquer « é mais complicado. E baseado na repre-

sentacao integral de F,(z) na forma

Ea(z) = i/ e (2.88)

2 cta—z

Aqui o caminho de integragio C' é um lago que comeca e acaba em —oo e contorna o disco circular |t < |z|'/*
no sentido positivo: |arg(t)] < m em C. O integrando em (2.88) tem um ponto de ramificagdo em ¢ = 0. O
plano-t complexo é cortado ao longo do eixo real negativo e no plano de corte o integrando tem valor tinico:
A ramo principal de t* é tomado no plano de corte.

Quando « > 0, o seguinte lema nos conduz a outra representagao integral de F,(z) como uma integral
de contorno do tipo Mellin-Barnes.

Lema 2.1.3.31 Para o > 0 e z € C(Jarg(z)| < 7), vale a relagao seguinte:

_ L [T LErA-s)
Ea(Z) = 2—7” i m(—Z) dS, (289)

onde o caminho de integragao separa todos os pélos em s = —k(k € Ny) a esquerda e todos os pélos em
s=n+1(n € Ny) a direita da reta Re(s) = 7.

Prova: Veja Erdélyi et al. ([105], 1981).

Definicao 2.1.3.32 Funcao de Mittag-Leffler com dois parametros (Tipo 2): Uma generalizacao
da cldssica funcao de Mittag-Leffler em (2.85), foi introduzida em um trabalho por Wiman ([45], 1905) e
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suas propriedades basicas foram investigadas (quase cinco décadas mais tarde) por Humbert e Agarwal ([69],
1953) e Agarwal ([70], 1953). A funcdo E, g(z) tem a representagao em série

oo
Zk

E, = _ 2.90
= Y e ) (2.90)
com «a, f € C; Re(a) > 0 e Re(8) > 0. Esta, as vezes, é conhecida como fungdo de Wiman ([45], 1905) ou
como primeira generalizacao da classica funcao de Mittag-LefHler, ou reciprocamente, quando § = 1, E4 1(2)

reduz-se (coincide com) & fungao de Mittag-Leffler de um parametro E,(z) em (2.85), visto que:
Eoq1(2) := Eqo(2), z€C; Re(a)>0. (2.91)

Recordamos também dois outros casos particulares de (2.90):

Tl Ba() = senh %) (2.92)

ELQ(Z) = > \/E

Definicao 2.1.3.33 Funcao de Mittag-Leffler com dois parametros na forma de integral as-

sintética: A funcao E, g(z) em (2.90) pode ser representada na forma integral

a—Bat
Bop(z) = %/C ia _ﬁez dt, (2.93)
que generaliza (2.88) com o mesmo caminho C.

O resultado seguinte, generalizando o lema 2.1.3.31, fornece a representagao integral para E, g(z) (a0 >
0) em termos de uma integral de contorno do tipo Mellin-Barnes.

Lema 2.1.3.34 Para o > 0 e z € C(|arg(—z)| < ) vale a relacao seguinte:

y+ioco s _ s
E,p5(z) = QLTFZ e %(—z)sd& (2.94)

onde o caminho de integragao separa todos os pélos em s = —k(k € Ny) a esquerda e todos os pélos em

s=mn+1(n € Ny) a direita da reta Re(s) = 7.

Funcoes de Mittag-Leffler Generalizadas

H& varias versoes generalizadas da funcao de Mittag-Leffler. Apresentamos outras defini¢oes e algumas
propriedades de fungoes que generalizam as fungdes de Mittag-Leffler (2.85) e (2.90). Dentre estas, em
1971, Prabhakar ([96], 1971) prop6s uma forma genérica para a fungido de Mittag-Leffler de dois parametros,
descritas anteriormente, como segue.

Definicao 2.1.3.35 Fungao de Mittag-Leffler com trés parametros: Consideramos a fungao Mittag-
Leffler generalizada definida para o complexo z € C, o, 3, p e Re(a) > 0 por

Ef (2) = i ﬂi (2.95)
@B < T(ak + ) k!’ :
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que é uma fungao inteira de z de ordem [Re(cv)] ™!, onde (p)x, é o simbolo de Pochhammer definido em (2.52),
a, 3 e p complexos com Re(a) > 0, Re(8 > 0) e Re(p) > 0. Suas propriedades foram investigadas também
por Kilbas et al. ([150], 2004).

Em particular, quando p = 1, coincide com a fun¢ao Mittag-Leffler (2.90):
E., 5(2) = Ea(z), z € C. (2.96)

Quando o = 1, EY 4(2) coincide com a funcao hipergeométrica confluente de Kummer ®(p; 8; ) (veja (2.77)),

a menos de um fator constante [['(3)] 71, isto &,

B 5(2) 1= 5 (01 2) (297)

Para o > 0, a representacao integral para E” ﬁ(z) pode ser expressa em termos de uma integral de
contorno tipo Mellin-Barnes. Assim, da mesma maneira que o lema (2.1.3.34), chegamos ao resultado
seguinte.

Lema 2.1.3.36: Para o > 0 e z € C(Jarg(—2)| < m) vale a relagao seguinte:

1 T P ()0 (p — 5)
ol — —(—2z)"%d , 2.98
)= 5ty e T (29%)
onde o caminho de integragao separa todos os pélos em s = —k(k € Ny) a esquerda e todos os pélos em

s=mn+p(n € Ng) a direita da reta Re(s) = .

A funcdo EJ, 45(2) é uma generalizagio da fungido exponencial exp(z), da cldssica funcao de Mittag-
Leffler E,(z) e da funcao de Wiman E, g(z). Estas fungdes tém uma ampla variedade de aplicagoes e sao
importantes no estudo de fenémenos modelados por equacdes diferenciais parciais arbitrarias.'?

Definicao 2.1.3.37: A préxima fungao generalizando (2.95) é definida por

k

NN (P)k z
Ep((oy, B5)1,m; 2) == Z:O T T, 7 3) 1 (2.99)

onde z,p,3; € C,Re(ej) > 0,7 =1,...,nemeN.

Quando m = 1, (2.99) coincide com (2.95), isto é, E,((a1,01); 2) = EY, 4(2).

O seguinte lema, generalizando o Lema (2.1.3.36), apresenta a representacao integral de E,((cv, B)n,; 2)
com «; > 0 via a integral de contorno tipo Mellin-Barnes.

Lema 2.1.3.38: Se o; > 0(j =1,...,m), entdo, para z € C(Jarg(—z)| < m), vale a relacdo seguinte:

B, (0, Bj)1,m; 2) - ! /Wm L(s)0(p = 5) (—2)~*ds, (2.100)

-~ 2mil(p) Jymise 112 T(B) — ys)
onde o caminho de integragao separa todos os pélos em s = —k(k € Ny) a esquerda e todos os pélos em

s=n+p (n+peN)a direita da reta Re(s) = 7.

10Por exemplo ela foi utilizada por Camargo et al. (em [176], 2009) para estudar a equagao do telégrafo de ordem arbitraria

e contribuir com a teoria obtendo dois novos resultados.
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Definigao 2.1.3.39 Mais uma generalizagao da funcao Mittag-Leffler: Os indianos Shukla e Prajapati
publicaram, em 2007, um artigo ([162], 2007), onde introduziram e investigaram a fungao EZ%(Z) definida

para «, 3, p complexos, Re(a) > 0, Re(8) > 0, Re(p) >0e g€ (0,1) UN

ER9(z Z 7 ak + ﬂ (2.101)
na qual
(P =51 (2.102)

denota a generalizagao do simbolo de Pochhammer, que, em particular reduz-se a

qk ! 14 +r—1
q H — se (¢ eN) (2.103)
r=1 n

Observagdes 2.1.3.40: A fungao EJ%(2) converge absolutamente para todo z se ¢ < Re(a) + 1 e para
|z2| < 1se q=Re(a)+ 1. A expressao (2.101) é um generalizagao das funcoes definidas por (2.85), (2.90),
(2.95) e (2.99). No estudo da transformada integral obtemos as transformadas integrais da funcao de Mittag-
Leffler e suas generalizagoes.

Os fatos bem conhecidos a seguir sdo preparados para estudar varias propriedades das fun¢oes Mittag-

Leffler e suas generalizacoes.

2.1.4 Transformadas Integrais

As transformadas integrais sao ferramentas fundamentais para o desenvolvimento do calculo fraciondrio,
particularmente, quando associadas a resolucao de equagoes diferenciais, ordinarias ou parciais, de ordem
arbitraria.

Em geral, o conceito de transformada integral é introduzido como segue.
Definicao 2.1.4.1 Transformada integral: Definimos a transformada integral, da funcao f(x), definida

no intervalo, tal que a < z < b, denotada por 7[f(z)] = T'(§), por meio da integral

Tf(x)=T / Gz, &) f (2.104)

sendo T'(§) a funcao transformada ou fungao imagem correspondente a fungao objeto f(z), G(z,§) o nicleo
da transformada, que é uma funcao de duas variaveis x e £, sendo esta ultima a variavel da transformada.
Podemos particularizar, esta definigdo, para as transformadas de Laplace, de Fourier, de Mellin [1854-
Robert Hjalmar Mellin-1933] e de Hankel [1839-Hermann Hankel-1873], dentre outras. Para tanto é ne-
cessario definir o nicleo da transformada, o intervalo e as condi¢oes que devem satisfazer a funcao objeto de
modo que a integral que define a transformada exista. Vamos particularizi-la a seguir para a transformada

de Laplace.
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Transformadas de Laplace

Expomos as defini¢oes e algumas propriedades da transformada de Laplace uni e multidimensional. Iniciamos

com o caso unidimensional.

Transformada de Laplace: caso unidimensional

Aqui devemos nos concentrar na definicdo de transformada de Laplace e suas propriedades, caso unidimen-
sional, objetivando aplicd-las na resolucao de equagoes diferenciais ordinarias de ordens arbitrarias.
Definicao 2.1.4.2 Transformada de Laplace unidimensional: Definimos a transformada de Laplace
direta de uma fungao f(t) de uma varidvel real t € RT = (0, 00), ou seja, definida no intervalo semi-infinito
(0,00), ou seja, 0 < t < oo, denotada por F(s) = L[f(t)], através da integral imprépria

b

LIfF()] = F(s) := /DO e f(B)dt = lim | @t (s€0), (2.105)

0 0

sempre que a integral acima seja convergente. Se a integral (2.105) é convergente no ponto s € C, entao ela
converge absolutamente para s € C tal que Re(s) > Re(sg). O infimo o, de valores s para que a integral
de Laplace (2.105) seja convergente é chamado de a abscissa de convergéncia. Assim a integral de Laplace

st ¢ o ntcleo da

(2.105) converge para Re(s) > o, e diverge para Re(s) < o,. Neste caso G(t,s) = e~
transformada, na qual s, chamado parametro da transformada, tal que Re(s) > 0. A fungao f(t) é a funcao

objeto associada & fungao imagem F'(s). Sendo s = x + yi um nimero complexo e x,y € R.

Propriedade 2.1.4.3 linearidade: Uma propriedade importante da transformada de Laplace, para nosso
proposito, é a linearidade, que advém do fato das transformadas serem definidas em termos de integrais
fraciondrias (operadores lineares). Seu enunciado é o seguinte: Sejam f(z) e g(x) duas fungdes de ordens
exponenciais « e 3 definidas no intervalo [0,00) e A e B duas constantes. Seja h(z) a fungdo combinacao

linear de f(x) e g(x) também definida no intervalo [0, c0) dada por
h(z) = Af(x) £ Bg(x)
admissivel de ordem exponencial maior ou igual a v = max {«, 8}.

LIn(t)] = A(L[f (x)] £ B(Lg(x)]; (2.106)

LI (2)] = AL[h()] (2.107)

Propriedade 2.1.4.4 Transformada de Laplace de f'(x) e f”(x): é importante conhecer a transformada

de Laplace das derivadas primeira e segunda para aplicacoes na resolucao de equagoes diferenciais de primeira
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e segunda ordens. Sejam f(z) e suas derivadas f'(x) e f”(z) admissiveis no intervalo [0, c0). Inicialmente

aplicando a definicao de transformada de Laplace, respectivamente, obtemos

LIF @)] = s(LIf ()] = £(0) = sF(s) = £(0) (2.108)

bem como
L[f"(x)) = s*L[f(x)] = s£(0) = f'(0) = s*F(s) = sf(0) — f'(0) (2.109)

Estas expressoes sao relevantes para a resolugao de um problema de valor inicial, visto que emergem
naturalmente o valor da fungéo e de sua derivada em t = 0. E também possivel estender este resultado para
derivada de ordem n (Capelas e E. Mariorino [144], 2003).

Propriedade 2.1.4.5 Derivada de F(s): Se F(s) é a transformada de Laplace de f(z), entao

F'(s) = L[z f(z)] (2.110)

onde F'(s) é a derivada em relagao ao parametro s.

Recuperamos a fungao f(z) por meio da definicao da respectiva transformada de Laplace inversa a seguir.

Transformada de Laplace inversa para o caso unidimensional

Uma vez calculada a transformada de Laplace para obter a fungao original f(z), devemos introduzir a
defini¢ao de transformada de Laplace inversa. Para tanto é necessario conhecimento de alguns conceitos de
Anslise Complexa. O teorema que enunciamos a seguir, da teoria das fungoes analiticas, serve para o calculo
da respectiva transformada inversa.

Teorema 2.1.4.6 Transformada inversa unidimensional: Se (Lf)(z) é a transformada de Laplace da
funcao f(x), entdo a transformada de Laplace unidimensional inversa (£~ 1g)(z) é dada, para x € RT, pela
férmula

1 [rtice

(L79)(w) = £ (o) (@) i= 5 eg(s)ds 7= Re(s) > o, (2.111)

y—ico
cuja integracao deve ser efetuada ao longo de uma reta o, no plano complexo, com s = x + iy.
Prova: A demonstraciao deste teorema pode ser encontrada em Ditkin e Prudnikov ([80], 1965) e Camargo
([157], 2005).
As transformadas de Laplace direta e inversa sdo inversas uma para outra para func¢oes “suficientemente

boas” (fungdes que se adequem as condigoes de existéncia da respectiva transformada) ¢ e g:
Lo = e LL g =g. (2.112)

Produto de convolugao

Agora, introduzimos um conceito bastante importante, o produto de convolucao. A principio a transformada

do produto de duas fungoes nao é o produto das respectivas transformadas. Isto sé ocorre quando o produto
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é o chamado produto de convolucao. Vamos ver adiante que esta propriedade é de fundamental importancia
no célculo das transformadas de Laplace de integrais. Esta é uma maneira conveniente para calcularmos a
inversa a partir de resultados conhecidos, como vamos ver a seguir.

Definicao 2.1.4.7 Operador de Convolugao de Laplace: caso unidimensional: Sejam h(t) e o(t)
duas fungoes de ordens exponenciais « e 3, no intervalo de [0, 00). Definimos o produto de convolugao, ou

apenas convolucao, de h(t) e p(t), para x € RT, denotado por (h * ¢(x), como a funcao H(x) dada por

H(z) = (h*p)( / h(z —t)p(t)dt = / p(z — t)h(t)dt. (2.113)

que tem a propriedade da comutatividade

hxo=@x*h. (2.114)

A ordem exponencial da convolugao é, no minimo, igual a v = max {a, §}.

Transformada de Laplace do Produto de Convolugao: caso unidimensional

Outra propriedade 1til é a da transformada de Laplace do produto de convolugdo de Laplace. No caso
unidimensional dada pelo teorema que segue.
Teorema 2.1.4.8 Transformada de Laplace do produto de convolugao: é o produto das transfor-

madas das funcoes originais
(L(hx¢))(p) = (LL)(p)(Le)(p), (2.115)

que vale para fungoes “suficientemente boas” h e .

Demonstragao: Veja Ditkin e Prudnikov ([80], 1965) e Camargo ([157], 2005).

Transformadas de Fourier

A transformada de Fourier fracionaria como uma generalizacao da transformada de Fourier usual comegou
tendo algumas aplicagoes em 6tica e depois estendida para outras areas.
Apresentamos, a seguir, definicoes e algumas propriedades da transformada de Fourier unidimensional
nos espagos de fungoes p-somavel e funcoes generalizadas.
Definicao 2.1.4.12 Transformada de Fourier direta: Definimos a transformada de Fourier de uma
fungao ¢(t) de varidvel real t € R = (—o00, 00) por
oo
(Fo)(z) = Fle®)|(z) := / e o (t)dt (z € R). (2.116)
—o0
Uma vez calculada a transformada de Fourier, para recuperar funcao original ¢(t), devemos introduzir a
defini¢ao de transformada de Fourier inversa, a qual é dada pela definicao a seguir.
Definicao 2.1.4.13 Transformada de Fourier inversa: A transformada de Fourier inversa é dada pela

formula

(Flg)(z) = Fg(t)] := = /OO e lg(t)dt (x € R). (2.117)

21 J_ o
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As integrais em (2.116) e (2.117) convergem absolutamente para funcoes ¢, g € L*(R) e na norma do espaco
L?(R) para ¢,g € L*(R). A L'-teoria e L*-teoria das integrais de Fourier acima sdao descritas nos livros
escritos por Titchmarsh ([61], 1937) e Sneddon ([124], 1995).

Em particular, cada uma destas transformadas sao inversas, uma para outra, para fungoes “suficiente-
mente boas” ¢, g:

}"71.7-1,0 =, FFlg=g, (2.118)

e vale a simples relagao:

(FFe)(z) = 2mp(—x). (2.119)

Definigao 2.1.4.14 Operador de convolugao de Fourier: O produto de convolucao de Fourier de duas

fungoes h e ¢ é definido pela integral

hx@:=(h*xyp)(x) = / h(x —t)o(t)dt (x € R), (2.120)
que tem a propriedade comutativa
h* o =@ *h. (2.121)

A transformada de Fourier do produto de convolugao (2.120) é dada pelo teorema de convolucio de
Fourier.
Teorema 2.1.4.15 Transformada de Fourier da Convolugao: Seja h(t) € L1(R) e ¢(t) € Li1(R) ou
h(t) € Li(R) e o(t) € La(R) ou h(t) € La(R) e ¢(t) € La(R).

Entao a transformada de Fourier da convolucao h * ¢ é dada por
(F(h*))(x) = (Fh)(z)(Fe)(z). (2.122)

Transformadas de Mellin

Passemos as definigoes e algumas propriedades da transformada de Mellin[1854 - Robert Hjalmar Mellin -
1933] unidimensional.

Definicao 2.1.4.20 Transformada de Mellin unidimensional: Definimos a transformada de Mellin
unidimensional de uma fungio ¢(t) de uma varidvel real t € Rt = (0,00), ou seja, definida no intervalo

[0,00), ou seja, 0 <t < oo, denotada por M[p(t)](p) = ¢ * (s), através da integral imprépria

(M@)(p) = Mlp(®)](p) = o (5) = / Tetlpar,  sec (2.123)

Definicao 2.1.4.21 Transformada de Mellin inversa unidimensional: A transformada de Mellin
inversa unidimensional para x € R™ pode ser definida pela férmula
4 1 1ot
(M g)(z) = M~ [g(s)](x) := x7g(s)ds, v =Re(s). (2.124)

21 y—ioco
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Estas relagoes podem ser derivadas de (2.116) e (2.117) se substituirmos ¢(t) por ¢(e!) e iz por s.
Assim, as condigoes para a existéncia das integrais em (2.123) e (2.124) podem ser derivadas das condigdes
correspondentes para as transformada de Fourier direta e inversa.

As transformadas de Mellin diretas e inversas sao inversas entre si para fungoes ¢ e g “suficientemente
boas”:

M I Mp = e MM tg=g. (2.125)

Definicao 2.1.4.22 Operador de Convolucao de Mellin unidimensional: O operador de convolugao

de Mellin de duas fungoes h(t) e p(t), dado em R*, é definido para € RT pela integral

v osx dt
hxp:=(h*)(x):= / h (?) gp(t)T, (2.126)
0
que tem a propriedade da comutatividade
hx@=@x*h. (2.127)
Transformada de Mellin do Operador de Convolugao de Mellin unidimensional
Segue o teorema correspondente para o operador de convolucao de Mellin.
Teorema 2.1.4.23: O teorema de convolugao aplicado a (2.126) fornece
(M(hx ©))(s) = (Mh)(s)(Me)(s), (2.128)

que vale para funcoes h e ¢ “suficientemente boas” .

Este resultado é mais um modo de recuperarmos a fungao original, bastando reconhecer as transformadas
inversas das fungoes (Mh)(s) e (Mep)(s).

Tendo em vista os fundamentos anteriormente apresentados, é chegada a hora de iniciarmos a teoria

propriamente dita.

2.2 Integracao e Diferenciacao de Ordem Arbitraria

Durante o desenvolvimento do célculo de ordem arbitraria, foram formuladas mais de uma definicao de
integral e também de derivada de ordem arbitraria, as vezes, nao equivalentes, na tentativa de justificar a

solugao de Leibniz.

2.2.1 Integrais e Derivadas Ordinarias de Ordens Arbitrarias

A seguir formalizamos matematicamente as integrais e derivadas de ordens arbitrérias ordindrias. Nesta
formalizagao a integragao é tratada antes da derivacdo para cada definicao. Embora esta ordenagao seja

pouco frequente no céalculo cléssico, parece ser historicamente correta e pedagogicamente adequada, além
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do que pode ser a melhor maneira de tornar patente a verdadeira conexao entre a integral e a derivada de

ordem arbitraria.

Integracao e Derivagcao de Riemann-Liouville em um Intervalo Finito

Caracterizamos as integrais e as derivadas de ordens arbitrarias de Riemann-Liouville e suas variagoes,
definindo cuidadosamente a classe de funcoes na qual estes operadores podem ser aplicados.

Integrais de Riemann-Liouville

Damos as defini¢oes de integrais de ordens arbitrarias de Riemann-Liouville em um intervalo finito do eixo
real e apresentamos algumas de suas propriedades em espagos de fungoes continuas e continuas por partes
(conforme Samko et al. [110], 1987; Samko et al. [121], 1993 e Kilbas et al. [158], em 2006).

Definigao 2.2.1.1 Integral de Riemann-Liouville em intervalos finitos: Seja Q = [a,b](—00 < a <

b < 0o) um intervalo no eixo real R. As integrais de ordens arbitrarias de Riemann-Liouville (/¢ f)(x)

A f(x) e (If f)(z) = I f(x) ambas de ordem « € C, Re(a) > 0 sdo definidas por

(12, f)(z) == F(la) /w (xf_(tt);t_ —,  x>a  Re(a) >0 (2.129)
¢ b
(I f)(x) = F(la) / i /! (2)?_(17 2<b  Rela)>0, (2.130)

respectivamente. Aqui I'(«) é a fungao gama (2.46). Estas integrais sdo chamadas integrais fraciondrias a
direita e a esquerda.

Observa-se que quando a = 0 em (2.129) esta equacao é equivalente a definigao de Riemann (sem a fungao
complementar) no semieixo real.

Quando a = n € N, as definigoes (2.129) e (2.130) coincidem com as n—ésimas integrais da forma

(1" f)(z) = / dt, /atl dtg.../atnlf(tn)dtn (2.131)

1

oty [ -0 em (2.132)

b b b
(I f)(z) ::/ dtl/f dtg.../t F(tn)dty (2.133)

1 b .

= — t—ax)" f(t)dt eN). 2.134

gy [ = a mew (2134)

Pode ser verificado diretamente que a integragao de ordem generalizada de Riemann-Liouville (2.129) e
(2.130) das funcdes poténcias (z —a)’~! e (b — x)°~! resultam em fungdes poténcias da mesma forma

Propriedade 2.2.1.2: Se Re(a) > 0 e 5 € C com Re(3) > 0, entdo
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r'(5)

(I:zl—i- (t— a)ﬁil)(x) = m(x — a)’nga*l Re(a) >0 (2.135)
Iy (b— 1)) (z) = %(h —z)teml Re(a) >0, (2.136)

Integrais de Riemann-Liouville da Fungao de Mittag-Lefller

Damos a férmula que mostra que a integral de Riemann-Liouville (2.129) da funcao de Mittag-Leffler (2.90)

com parametros especiais também fornece uma func¢ao do mesmo tipo.
(12, (t = )P By At — 0)"])(&) = (¢ — )91 B, s sl Az — )] (2.137)

com A € C,Re(a) > 0,Re(8) > 0 e Re(u) > 0.

Indicamos algumas propriedades dos operadores integrais de calculo fracionario do lado esquerdo e do
lado direito I$, e I* basicamente apresentado em Samko et al. ([121], 1993) e Kilbas et al. ([158],
2006). O primeiro rende os resultados para operadores de integracao fracionarios I3, f e I;* f do espaco

L,(a,b)(1 <p < oo) com anorma ||f||, definida de acordo com (2.1) e (2.2) com ¢ = 1/p por

b 1/p
Elp = </ If(w)Ipdff> (I<p<oo),  |[fllp:= esssup,< <yl f(2)|(p = 00). (2.138)

Lema 2.2.1.3: (a) Para os operadores de integragao fracionaria I$, e I;* com Re(a) > 0em Ly(a,b), (1<

p < 00) tém-se

o N B (b— a)Re(a)
ey fllp < KNl fllps 5= fllp < KNIl <K—W : (2.139)

(b) Se0<a<1lel<p<1/a,entdo os operadores I$, e If* sao limitados de Ly(a,b) até Ly(a,b) onde
¢ =p/(1—ap).

Observagao 2.2.1.4: O lema 2.2.1.3 (a) foi provado em Samko et al. ([121], 1993, Teorema 2.6), enquanto
o Lema 2.2.1.3 (b) é conhecido como o teorema de Hardy-Littlewood (Samko et al. ([121], 1993, Teorema
3.5).

Propriedade dos semigrupos para integrais de ordem arbitraria

Como vimos Lagrange (Lagrange [5], 1772), contribuiu indiretamente para o cdlculo de ordem arbitraria
ao desenvolver a denominada lei dos expoentes também conhecida como propriedade dos semigrupos. A
propriedade aditiva dos semigrupos dos operadores de integragao fracionaria I, e I;* ¢ dada pelo resultado
seguinte (Samko et al. ([121], 1993).

Lema 2.2.1.5: Se Re(a) > 0 e Re(83) > 0, entdo as equacoes

I I D@ = I @), e (HLLf)(@) = (TP ) () (2.140)
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sao satisfeitas em quase todos os pontos x € [a, b] para f(x) € Ly(a,b)(1 <p < o0). Se a+ 3 > 1, entdo as

relagoes em (2.140) sao validas em qualquer ponto de [a,b]. E consequentemente, na propriedade comutativa

I I D) = (L I8 (), e (BL) f)(z) = (I, I f)(x). (2.141)

Como extensao para integrais e derivadas de ordem arbitréria, esta propriedade representa também um

dos mais importantes resultados para o desenvolvimento dessa teoria.

Integracao por partes da Integral de Riemann-Liouville

Agora apresentamos as regras para integragao fraciondria por partes, que foram provadas em Samko et al.
([121], 1993, Corolério do Teorema 3.5 e Coroldrio 2 do Teorema 2.4 (a)).

Lema 2.2.1.6: Sejaa > 0,p > 1,g > 1le (1/p)+(1/g) < 1+a (p # leq # 1 e no caso quando
(1/p)+ (1/q) =1+ a. Se p(x) € Ly(a,b) e P(x) € Ly(a,b), entao

b b
/@(w)(13+¢)(w)dff=/ (@) (L5 w)(x)de. (2.142)

Derivadas de Riemann-Liouville

Depois de definir a integral de ordem arbitrdria o com Re(a) > 0 a derivada de ordem arbitrdria torna-
se um requisito natural. Considerando que no cdlculo de ordem inteira a derivacao é a operagao inversa
da integracao, somos tentado a substituir o por —« nas férmulas consideradas. Porém, esta necessidade de
generalizacao requer alguns cuidados a fim de garantir a convergéncia das integrais e preservar as propriedades
bem conhecidas das derivadas de ordem inteira. Em geral, a integracao e derivagao de ordens arbitrarias
nao sao inversas entre si.

A derivada de ordem arbitraria, conforme Riemann-Liouville, é formalizada com base no fato da derivacao
ser operagao inversa da integragao e na lei dos expoentes (Miller e Ross [119], em 1993). A seguir fornecemos
as defini¢oes de derivadas de ordens arbitrarias de Riemann-Liouville em um intervalo finito do eixo real e
apresentamos algumas de suas propriedades em espacos de fungoes continuas e continuas por partes. Vejamos
sua definicao formal, a seguir.

Definigao 2.2.1.7 Derivadas de Riemann-Liouville em Intervalos Finitos As derivadas de Riemann-

Liouville em um intervalo finito do eixo real D,y e Dj* y de ordem o € C(Re(ar) > 0) sao definidas por
Do o d " e
(D))= () (15) (@)

:;(d)"/(?’% n=[Re(a)] + 1; = >a (2.143)

L(n—a) \dz x —t)ye—ntl

D5 )e) = () (=)
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:;< d)n[(yﬂ n=Re(a)] +1; z <b, (2.144)

L(n—a) \ dz t—x)e-ntl
respectivamente, onde [Re(«)] significa a parte inteira de Re(w).
Em palavras, a derivada de ordem arbitraria, segundo Riemann-Liouville, equivale a derivada de ordem
inteira de uma integral de ordem arbitréria.

Em particular, quando @ = n € Ny, entao

(DY y)(zx) = (DY_y)(z) =y(z);  (Diy)(z) =y (),

(Di_y)(@) = (-1)"y" (@) (neN), (2.145)

onde 3™ (z) é a usual derivada de y(z) de ordem n.

Se 0 < Re(a) < 1, entao

(D y)(x) == ﬁ% /j % 0 <Re(a) <1; z>a, (2.146)
b
(Dy_y)(x) := ﬁ%/r % 0 <Re(a) <1; z<b. (2.147)

Quando « € R, entao (2.143) e (2.144) tomam as formas seguintes:

1 d\" [* yt)dt
0o = 1 (1) [ T n-lal+La>o (2.148)
¢ b
1 d\" y(t)dt
Dy == - —_— = 1; b 2.14
( b?y)({E) I‘(n _ Oé) ( d$> A (t B x)afnJrl n [O[] +1; & <0, ( 9)
enquanto (2.146) e (2.147) sao dadas por
1 d\ [* y(t)dt
2@ =t (1) [ 2 0<a<iiosa (2.150)
¢ b
1 d 1 y(t)dt
Di-)(®) = 54 <dx>F(1—a)/m Gz Csasho<h (2.151)
respectivamente.
Se Re(a) = 0(a # 0), entao (2.143) e (2.144) nos levam as derivadas fracionédrias de ordem puramente
imaginaria:

1 d (" yt)dt
7 (

D)) = s e | L0 € R > a) (2.152)

b
(DI 4)(x) = e 1_2_9) %/ (tyf)xd)tw 6 € R|0; < b. (2.153)
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Também pode ser diretamente verificado que os operadores de diferenciacao fracionaria (2.143) e (2.144)
das funcdes poténcias (x —a)?~! e (b — x)”~! resultam em funcdes poténcias da mesma forma.

Propriedade 2.2.1.8 Se Re(a) > 0 e 8 € C(Re(B) > 0), entao

(Dgy(t — a)’ ) (z) = %(m ) Re(a) >0 (2.154)
(D (b—t)" 1) (x) = %(b — )Pl Re(a) > 0. (2.155)

Em particular, se 5 = 1 e Re(a) > 0, entao as derivadas fraciondrias de Riemann-Liouville de uma

constante sao, em geral, diferentes de zero:

(D 1) (x) = % (D 1)(z) = % (0 < Re(a) < 1). (2.156)
Por outro lado, para j =1,2,--- , [Re(a)] + 1,
(D (t —a)*7)(x) = 0,(Dg_(b—t)*7)(x) = 0. (2.157)

De (2.157) derivamos o resultado seguinte.
Coroldrio 2.2.1.9 Sejam Re(a) > 0 e [Re(a)] + 1.
(a) A igualdade (Dg, y)(x) = 0 é vélida se, e somente se,

n

y(a) =Y cjlz—a)*, (2.158)
j=1
onde ¢; € R(j =1,---,n) sdo constantes arbitrérias.
Em particular, quando 0 < Re(a) < 1, a relacao (DS, y)(z) = 0 vale se, e somente se, y(z) = c(z —a)*~*
com qualquer ¢ € R.

(b) A igualdade (Dy_y)(z) = 0 é valida se, e somente se,

y(x) = Z dj(b—x)*9, (2.159)

onde dj € R(j =1,---,n) sdo constantes arbitrarias.
Em particular, quando 0 < Re(a) < 1, a relagao (Dy_y)(x) = 0 vale se, e somente se, y(z) = d(b—z)**
com qualquer d € R.
Mencionamos também algumas propriedades dos operadores diferenciais de cédlculo fracionario a esquerda
e a direita Dy, e D;j* basicamente apresentado em Samko et al. ([121], 1993) e Kilbas et al. ([158], 2006).
O préximo resultado caracteriza as condicoes para a existéncia das derivadas fraciondrias D, e Dy no
espago AC"[a,b] definido em (2.7).
Lema 2.2.1.10 Seja Re(a) > 0 e n = [Re(ar)] + 1. Se y(x) € AC™|a,b], entao as derivadas fraciondrias DS y

e Dj' y existem em quase todos pontos em [a, b] e pode ser representadas nas formas
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n—1
= —a 1 x y(") (t)dt
(L+y B ZO F 1+ k — Oé) a)k + I‘(n _ Oé) A (iE o t)a*nJrl (2160)
b = S M _ o \k—a (_1)n b y(”)(t)dt
(Dy_y)(z) = kg D(1+k—a) (b—az)f+ T(n—a) /x @t (2.161)

respectivamente.
Prova. A relagao (2.160) foi estabelecida em Samko et al. ([121], 1993) e Kilbas et al. ([158], 2006) com base
de definigao (2.143) e no Lema (2.1.1.3). A férmula (2.161) é provada semelhantemente usando a Defini¢ao

(2.144) e a representagao para a funcdo da forma (2.8):

B (_l)n b
g(z) = =1 /T (t— t)dt + de — )k, (2.162)
onde w“
o) =g™(1) e dp=2 k!(b). (2.163)
Coroldrio 2.2.1.11: Se 0 < Re(«) < 1(a #0) e y(z) € AC]a, b], entao
(Dayy)(e) = r(11_ @) [(xy_(ai)a i / é/(_ﬂfﬂ (2.164)
) o 1 y(b) "yt
(Dy_y)(x) = T —a) [(b — /T = .13)01‘| : (2.165)

Obsevagodes 2.2.1.12: As relagoes (2.164) e (2.165) foram provadas em Samko et al. ([121], 1993) e Kilbas
et al. ([158], 2006).

A afirmagao seguinte mostra que a diferenciagao fracionaria é um operacao inversa para a integracao
fracionaria a esquerda.

Lema 2.2.1.13: Se Re(a) > 0e f(x) € Ly(a,b)(1 <p < c0), entao as seguintes igualdades

(Do L5y (@) = fx), e (DL f)(x) = f(x)  (Re(a) >0) (2.166)

sao asseguradas em |[a, b].
Observagao 2.2.1.14: A primeira relagdo em (2.166) para f(z) € L(a,b) foi estabelecida em Samko et al.
([121], 1993). A segunda pode ser provada similarmente.
Dos Lemas (2.2.1.5), (2.2.1.10) e (2.2.1.13) derivamos as seguintes relagoes:
Propriedade 2.2.1.15: Se Re(a) > Re(8) > 0, entao para f(z) € Ly(a,b)(1 < p < o), as relagoes

(DL IS D) = 15771 @) o (DE_Ig @) = 7). (2.167)

sao asseguradas em |[a, b].
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Em particular, quando § =k € N e Re(a) > k, entao

(DS, @) = 1578 f@) e (DML f)() = (DM f(a). (2.168)

Propriedade dos Semigrupos para derivadas de ordem inteira: A lei dos expoente para derivadas
de ordem inteira é dada pelas equagoes, respectivamente:

Propriedade 2.2.1.16 aditiva: Na propriedade aditiva

D™ D" = D (2.169)

Propriedade 2.2.1.17 comutativa: Na propriedade comutativa
D™mD" = D"D™ (2.170)

sendo m,n =0,1,2, ...

Propriedade dos Semigrupos para derivadas de ordem arbitraria: A propriedade a seguir estende
a propriedade dos semigrupos para derivadas de ordens arbitrarias.

Propriedade 2.2.1.18 Sejam Re(a) >0, m € Ne D = L.

(a) Se as derivadas de ordens arbitrarias (D&, y)(z) e (DSf™y)(x) existem, entdo
(D" Dgy)(x) = (DFL™y) (). (2.171)
(b) Se as derivadas de ordens arbitrdrias (D§_y)(z) e (Dj*"y)(z) existem, entdo

(D™ Dy)(x) = (-1)™(Dy=™y) (). (2.172)

Integracao por partes da derivada de Riemann-Liouville de ordem arbitraria Agora apresentamos
as correspondentes regras para derivagdo fraciondria por partes, que foram provadas em Samko et al. ([121],
1993, Corolédrio do Teorema 3.5 e Coroldrio 2 de Teorema 2.4).

Lema 2.2.1.19 Seja o > 0,p > 1,g > 1l e (1/p)+ (1/q) < 1+ a (p # leq # 1 e no caso quando
(1/q) + (1/q) =14+ a. Se f(x) € I*(Ly) e g(x) € I, (Ly), entao

b

b
/f(x)(D3+g)($)dw=/ g9(x)(Iy f)(z)dz. (2.173)

a

Acreditamos que destes lemas acima possamos, pensamos talvez, raciocinando como Newton e Leibniz,
em analogia ao calculo de ordem inteira, estender a ideia e obter o teorema fundamental do calculo de ordem

arbitraria.
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Derivada de Riemann-Liouville da fungao de Mittag-Leffler

Damos, também, a férmula que mostra que a derivada fraciondria de Riemann-Liouville (2.143) da funcao
de Mittag-Leffler (2.90) com pardmetros especiais também rende uma fun¢ao do mesmo tipo. Uma relagao

semelhante para a derivada de ordem arbitrdria de Riemann-Liouville (2.143) diretamente segue:
(Day(t = a)’ By pM(t — a)*))(x) = (z — @)’ Epp-a[Mz — a)*] (2.174)

com A € C,Re(a) > 0,Re(8) > 0 e Re(u) > 0.

Em particular, quando § = pu = «, podemos aplicar a conhecida férmula de limite

. 1

para derivar de (2.174) a relacgao seguinte para a funcao en®™ definida em (2.174):
(D3+eg<f—“>) () = AeX@= D (Re(a) > 0; A € C). (2.176)

Quando f =1 e pu = a, entao (2.174) conforme (2.90) e (2.91), rendem a férmula seguintes para a fungao de

Mittag-Leffler (2.85):

(D2, Eo[A(t — 0)*])(z) = AEo[Mz — )] (Re(a) > 0); X € C). (2.177)

Uma Propriedade da Anélise
Finalmente, damos uma anéloga da propriedade bem conhecida de anélise

%/ K(x,t)dt—/a =K (a0t + T K (1), (2.178)

que é valida desde que K (x,t) seja continua em [a, b] X [a, b] e que K (z,t) tem uma derivada parcial continua
((%)K (x,t) com respeito a x € [a,b] para qualquer fixo ¢t € [a,b] para a derivada de Riemann-Liouville
(Dg,y)(x) de ordem a(0 < a < 1) no caso quando K(xz,t) = k(x —t)f(t). Para isto precisamos da assim
chamada derivada parcial de ordem arbitraria de Riemann-Liouville de ordem a(0 < o < 1) com respeito a

2 de uma funcao y(z,t) de duas varidveis (z,t) € [a,b] x [a, b] definida por

D)) = e | o, (2179)

com0 < a < 1;2 > a;t € [a,b] [veja Secao 2.9 nesta consideragdo). A notacao seguinte também é apropriada
para a derivada fracionaria de Riemann-Liouville (Dg,y)(x) em (2.146) e para a integral fracionaria de

Riemann-Liouville (117 f)(z) definida por (2.129)

(D) (@) =D ly®)(x) e (Li%F2) = LI%[f®]@)  (0<a<l). (2.180)

O seguinte lema pode ser provado razoavelmente de maneira facil

Lema 2.2.1.20: Sejam a € R e 0 < o < 1. Sejam também a funcao f(x) e k(x) definida em [a,b] tal que

f(z) € Cla,b) e L(z) = /(:7 7% (x — 7)dr € Cla, b)]. (2.181)
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Entao, para qualquer z € [a, b],

ve | [ . W] @

= | Dg,[s(t—a)l(u)f(z+a—u)du+ f(z) IlirLrllJr L2kt —a)](z). (2.182)

a

Observagao 2.2.1.21 O Lema 2.2.1.20 é sastisfeito aqui para 0 < « < 1 desde que as condigoes em (2.181)
sejam satisfeitas. De fato, este lema também ¢é valido para a € C(0 < Re(a) < 1) sob condigoes diferentes
para as fungdes f(z) e k(x) daquelas em (2.181). Por exemplo, f(z) pode ser medida de Lebesgue [a,b] e
que k(x) pode ter uma derivada mensurdvel &’(z) em todos pontos em [a, b].

Observagao 2.2.1.22 Para a = 0, a relagao da forma (2.182) foi formalmente proposta por Podlubny ([137],
em 1999), junto com sua generalizagao da forma (2.178) em que a derivada d/dz é substituida pela derivada

de ordem arbitraria de Riemann-Liouville D, .

Integracao e derivacao de Liouville

Apresentamos as defini¢oes e algumas propriedades das integrais e derivadas de ordens arbitrarias de Liouville
no semieixo R*. As integrais de ordens arbitrarias de Riemann-Liouville (2.129) e (2.130) e as derivadas de
ordens arbitrdrias de Riemann-Liouville (2.143) e (2.144), definidas em um intervalo finito [a, b] do eixo real

R, sao naturalmente estendidas para o semieixo R .

Integrais de Liouville nos semieixos

A construgao das integrais de Liouville, relativa as (2.129) e (2.130), tém as hipdtese e formas seguintes:
Definigao 2.2.1.23 Integrais de Liouville nos semieixos Seja f uma funcdo continua por partes no
intervalo (0, 00), integrdvel em qualquer subintervalo [0,00) e t > 0. As integrais fraciondrias de Liouville,

correspondentes as (2.129) e (2.130), de ordem « sao definidas por

(I84/)@) = o (1a) /0 ’ (xji(tt))‘fta (@ > 0;Re(a) > 0) (2.183)
) a _ L f)dt 2> 0 Rela

(L2 f) (@) = P(a)/m oy (z > 0;Re(a) > 0), (2.184)
respectivamente.

As expressoes para I§, f e I®f em (2.183) e (2.184) sao chamadas de integrais fraciondrias direita e
esquerda de Liouville no semieixo RT.
Teorema 2.2.1.24 Integragao de Liouville Na defini¢ao de derivada & direita (2.183), por resultados do

calculo usual, a integral de Riemann
/ (x —t)* "L f(t)at (2.185)
0

existe para todo x pertencente ao intervalo [0,b] e o > 0.
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Em geral obter a integral de ordem arbitraria como a de (2.185) é trabalhoso em fungao da natureza do
ntcleo. Porém este nucleo nos possibilita desenvolver metodologias para o cdlculo imediato de uma ampla
classe de fungoes. Como, por exemplo, a dada pelo teorema a seguir.

Teorema 2.2.1.25: Seja f € E, onde E é um espaco funcional, e I® f(z) a integral arbitrdria de ordem «

da funcdo f que satisfaz as hipdteses da defini¢ao em (2.183), entao
1°[af(2)] = 21°f(z) — al*+ (), (2.186)

onde o > 0.

Prova: Com efeito, aplicando a defini¢ao de Liouville (2.183), segue que

I°f(a) = ﬁ / “@— e ()

Substituindo o termo entre colchetes, da equagao acima, por

(tf ()] = [z — (z = DIf (),

escrevernos

1

: a=ly L mw— “x
_m/o(x—t) F(t)dt + O[/0( t)*xf(t)dt

usando a relacao, advinda da funcao gama

na equagao acima

Plaf(@)] = % /Ow(a: -0 et + s /Om(x —eaf(t)dt

de onde resulta

=2l f(x) — ol f(2).

0 que queriamos demonstrar.
O operador de calculo fracionario de Liouville I§, satisfaz a relacao (2.129) com a = 0, enquanto os

—Az rende

operador de célculo de Liouville fracionario I da funcao poténcia z°~! e funcéo exponencial e
uma funcao de poténcia e fungao exponencial da mesma forma, respectivamente, ambos separadamente de
um fator de multiplicagao constante.

Propriedade 2.2.1.26: Seja Re(a) > 0.

(a) Se Re(8) > 0, entdo

(I§ P () = %xﬁJral(Re(a) > 0); Re(3) > 0). (2.187)
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(b) Se ¢ € C, entao

(19~ 1) (z) = Wwﬁﬂllﬂ{e(o& > 0);Re(a+ ) < 1). (2.188)
(c) Se Re(A) > 0, entédo
(I%e™ ) (z) = A% (Re(a) > 0). (2.189)

As férmulas (2.187) e (2.188) seguem de (2.135) e (2.136) paraa =0. Quando 0 < a<lel <p<1/a,

as integrais I§, e I sao definidas para uma funcao f(z) € L,(R™).

Integrais de Liouville da Fungao de Mittag-Leffler

A férmula (2.174) envolvendo a fungao de Mittag-Leffler (2.90) também ¢é vélida para a integral de Liouville
(2.183):
(g t" By g (M) (2) = 2P 7L Ey 0 p(A2”) (2.190)

onde A\ € C; Re(a) > 0, Re(8) > 0 e Re(u) > 0.

Propriedades dos Semigrupos para integrais de Liouville nos semieixos:

A afirmacao seguinte, semelhante ao Lema 2.2.1.5, sdo vélidas (veja Samko et al. ([121], 1993)), Secao 5.1).
A propriedade 2.2.1.27 Sejaa >0,3>0,p>1ea+ 5 < 1/p. Se f(z) € L,(RT), entao as propriedades

dos semigrupos (soma dos expoentes)
(I 15, N(@) = I P), e (I212f)(x) = (1277 ) () (2.191)

sao vélidas. As relagoes em (2.191) também sao vélidas para fungoes f(x) “suficientemente boas” (continuas
e diferenciaveis.

Com a transformada de Laplace do produto de convolucao (2.115) e usando a relagao entre a fungao
gama e beta (2.73) podemos enunciar e demonstrar um teorema relativo a chamada lei dos expoentes para
integrais de ordens arbitrarias.

Teorema 2.2.1.28 Seja I o operador integral arbitrario, conforme a propriedade do semigrupo, a propriedade

da comutagao

I°7° = 181~ (2.192)

é satisfeita, onde a, 6 < 0
Apresentamos a seguir uma prova dos teoremas (2.2.1.27) e (2.2.1.28).

Prova: Introduzimos a fungdo auxiliar ®,(z), (conforme Podlubny [137], 1999, p.82)

z 3 >0
O, ()= T@ oo (2.193)
0, se z <0.

Como a integral de ordem arbitrédria é o produto de convolugao de duas fungoes, podemos escrever

Sf(x) = Pu(z) * f(x), a > 0. (2.194)
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Mostramos a relagao, a saber

Do (2) * Bp(x) = Dopp(z). (2.195)

Aplicando o produto de convolugao definido por (2.115), escrevemos

T raml(y — )AL

O, () * Pg(x) = /0 ()T () dr

____Ef:i__ mTafl — 7z B—1 T
_HMNWA (L= rfa)" dr.

Fazendo a mudanga de varidvel u = 7/z, usando a definigdo da fungao beta (2.72) e a relacdo entre as

fungoes beta e gama (2.73), podemos escrever

xf~1 !
B (o) # (o) = s [ ()" (1 =) (wd
a+[B—-1 1

S — w)* 11 — w)?ldu

= et gm0
xa+ﬁfl
T T(a+p)
:(I)aJrﬁ(x)

Finalizamos a demonstragao, com base nas relacoes dadas em (2.194) e (2.195), como segue

I°1P f(z) = Bo(z) « I° f ()
=D, (z) x Pg(x)f(z)

= 1% f(z)

onde f é tal que 7 f(z) tem sentido para todo v = a + 5 > 0.

Ainda devemos saber que a lei dos expoentes nao se aplica, em geral, para as derivadas de ordens
arbitrarias, como veremos a seguir.
Integracao por partes da integral de Liouville de ordem arbitraria
A férmula para integracgao fracionaria por partes, andloga para aquela em Lema 2.2.1.6, para as integrais
fracionarias de Liouville (2.183) e (2.184) dada pelo resultado seguinte.
Propriedade 2.2.1.29: Se « > 0, entao a relacao

/oo () (g1 ) (x)de = /Oo P(x)(I2p)(x)dz. (2.196)
0 0

E vélida para funcoes ¢ e 1. “suficientemente boas”.
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Transformadas de Laplace da Integral de Liouvile de uma fungao nos semieixos

Nesse ponto, podemos dizer: a definicao de integral de ordem arbitrdria é a transformada de Laplace do
produto de convolugao definido em (2.115). Afirmagao justificada pelo o seguinte Lema.

Lema 2.2.1.30: Sejam f e g petencentes a K continuas por partes e de ordem exponencial, L[f(x)] = F(s)
e Lg(x)] = G(s) suas respectivas transformadas de Laplace, bem como S a integral arbitraria de ordem «,

onde Re(a) > 0. Seja Re(«) > 0 e f(x) € L1(0,b) para todo b > 0. Também seja a estimativa
|f(z)| < AePo®(x > b > 0) (2.197)

garantida para constantes A > 0 e pg > 0. Se f(x) € L1(0,p) para todo b > 0, entdo a relagao
(LIg, [)(s) = s~ *(Lf)(p)  ou  LI*f(x)] = s “F(s) (2.198)

é vélida para Re(s) > po.

Prova: Com efeito, pelo teorema da convolugao, dado em (2.115),temos

CI(f * 9)(@)] = L] / "z — )g(t)de] = F(s)G(s).

Adicionalmente, tomando a definicdo de integral fraciondria de Liouville, nos semieixos reais, em (2.183),

dada como
1@ = g | -0t

e aplicando a transformada de Laplace na mesma, temos

LI*f(x)] =L {ﬁ /Ox(x - t)o‘lf(t)dt} .

Dai, interpretando a definicao de integral arbitraria como o produto de convolucao de duas fungoes, escre-
vemos
1
L[~ = — Lt NL[f(t
(1°5(@) = gy £l L)

(Lloraf)(s) =s"*(Lf)(p)  ou  LI"f(z)] = s "F(s)

o resultado desejado.

Com este resultado acima podemos calcular a transformadas de Laplace da integral de algumas fungoes.

Derivadas de Liouville

Damos aqui a construcao da diferenciacao de ordem « de y(¢), no sentido de Liouville, nos semieixos,
correspondentes para as defini¢oes em (2.143) e (2.144).
Definigao 2.2.1.31 Derivada de Liouville nos Semieixos: Sejam f uma funcgio de classe K, sendo

K a classe das fungoes que satisfazem as definigoes (2.183) e (2.144), > 0 e n o menor inteiro maior que
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Re(a) >0, 8=n—a>0e0 < Re(f) <1. A diferenciacio de ordem arbitraria de Liouville de ordem o de

y(t), correspondentes para equagoes em (2.183) e (2.144), sao definidas por.

(D80)(0) =0 D30)(a) = D"latz(0) = (41 ) (1357) @)

respectivamente, com n = [Re(a)] + 1; Re(a) > 0;2 > 0.
As expressoes para Doty e D_y em (2.199) e (2.200), sdo chamadas de derivadas fraciondrias direita e
esquerda de Liouville no semieixo RT.

Em particular, quando o = n € Ny, entao

(D4y)(@) = (D2y)(w) = y(2);  (Dhy)(z) =y (x)

(Dy)(@) = (-1)"y™(z)  (neN), (2.201)

onde 3™ (z) é a usual derivada de y(z) de ordem n.

Se 0 < Re(a) <1 ez >0, entao

. Lod [yt
(Doyy)(x) = T —a) dz /0 —(m - [Reta)] (2.202)

w1 d [yt
D2 = T —aya /m (oo Re@)] (2.203)

Se Re(a) = 0(«v # 0), entdo a derivadas fracionarias (2.202) e (2.203) sao de ordens puramente imaginarias

e tém a formas seguintes

i) = gt | % (0 € B\{0}: > 0) (2:204)
D@ =~ | % (0 € B\{0}: > 0). (2:205)

respectivamente.
Em sintese, conforme a definigao de derivada de Liouville (2.199) a derivada de ordem arbitrdria « de
uma funcao y(t), é a derivada de ordem inteira n da integral de ordem arbitraria n — « da fungao y(t) de

modo que a propriedade dos semi-grupos tenha sentido.
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Calculos de Derivadas de Liouville de uma fungao

A fim de justificarmos a opc¢ao por uma particular maneira de derivar, seguem-se algumas aplicacoes de
expressoes envolvendo a derivada no sentido de Liouville, em particular para uma funcao tipo polinémio.

Exemplo 2.2.1.32: Calcular a derivada de ordem « da fungao y(t) = ¢t#, usando a defini¢ao de Liouville.

Raciocinio da Solugao: Queremos recuperar o resultado da equacao de Lacroix (1.17). Com efeito,

uma vez que essa funcao é de classe K, pode ser calculada pela definigao em (2.199), daf temos
Dttt = DI “tH]. (2.206)

Calculando a integral de ordem arbitraria de t* pela definicao de Liouville, resulta

F(/.L + 1) xa—i—u

TR —
MNa+p+1)

levando este resultado na equacao (2.206), temos

Dn P(M + 1) xoz+p,
Ma+p+1)

ou ainda
P(p+1) +p—
= aTpn 2.207
Tatp—n+1) (2.207)

sendo n — a > 0, segue o resultado
INa+1)
Mu—a+1)

Observamos que esta relacao estende a derivada de ordem inteira para ordem arbitraria para uma dada

DOt = ahe (2.208)

classe de fungoes.
Exemplo 2.2.1.33: Aplicando a definigao Liouville, mostre que a derivada de ordem a da funcao constante

y(t) = t° =1 é diferente de zero.

Raciocinio da Resolugao: trivialmente, temos
Dt £, (2.209)

que nao pode ser interpretada como uma taxa de variagao, o que se constitui num primeiro inconveniente
desta definigao. Dessa forma, Center se equivocou, quando utilizou a definicao de Liouville para mostrar que
a derivada de uma constante de ordem meio é nula, ji que uma funcdo constante é da classe de Riemann e
nao da classe de Liouville.

O operador de calculo fraciondrio de Liouville Df, satisfaz a relagao (2.154) com a = 0, enquanto o

* rende

operador de calculo de Liouville fracionario D® da funcdo poténcia 2°~! e funcio exponencial e~
uma funcao do poténcia e funcao exponencial da mesma forma, respectivamente, ambas separadamente de

um fator de multiplicacao constante.
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Propriedade 2.2.1.34 Seja Re(a) > 0.
(a) Se Re() > 0, entao

(D§(t)°~1)(x) = Fixﬂfafl(Re(a) > 0);Re(B) > 0). (2.210)

(b) Se § € C, entao

_ F(l +a— ﬁ) xﬁfafl

(D7~ (z) = T (Re(ar) > 0); Re(a + 8 — [Re(a)]) < 1). (2.211)

(c) Se Re(A) > 0, entao
(D%e(z) = X (Re(ar) > 0). (2.212)

Prova: As férmulas (2.210) e (2.211) seguem de (2.154) e (2.155) para a = 0. A férmula (2.211) é provada
usando as defini¢des (2.200) e (2.188) com « sendo substituido por n — «, onde n = [Re(a)] 4+ 1. Usando

estas relacoes e diferenciando a relagao obtida n vezes, temos

D) = () ()

- (-z) [ ]

_ (_1)n1_‘(1 —n+a-— ﬁ) P(ﬂ +n— 04) ifﬁiail
- T(1-5) INER) '

Da propriedade da fungao gama (equagao funcional) (2.56), temos

Il=n+a-FrE+n-a)= sen[( —Woz + n)m] N Sen([(_ﬁl)_nz)ﬂ]

1 _ Nl+a-7p) _ I'(1+4 a — B)sen[(f — a)n]
rg—a) TE-a)l(l+a-—7P) 7T '

Substituindo estas duas dltimas relagoes na anterior, obtemos (2.211). A propriedade (2.212) é bem conhecida

(veja Samko et al. ([121], 1993)) e em Kilbas et al. ([158], publicado em 2006).

Integracao por partes da derivada de Liouville
A férmula para integracao fracionédria por partes para a derivadas fracionarias de Liouville, andloga aquela
no Lema 2.2.1.19, é dada pelo resultado seguinte.

Lema 2.2.1.35 Se a > 0, entao a relacao

| 1@ g = [ g@om s (2.213)
0 0

é vélida para funcoes f e g.

Prova: Encontrada em Kilbas et al. ([158], publicado em 2006).
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Transformada de Laplace da derivada de Liouville

Vamos considerar a metodologia da transformada de Laplace na definicao de Liouville para a derivada de
ordem arbitraria.

Lema 2.2.1.36 Se n = [Re(a)] + 1,y(x) € AC™[0,b] para todo b > 0, estimada da forma

ly(x)] < Be®™®(z >b>0) (2.214)
garantida para constantes B > 0e ¢o > 0 e se y”(0) =0(k =0,1,...,n — 1), entdo a relacdo
(LDg y)(s) = s*(Ly)(s). (2.215)

é vélida para Re(s) > qo.
Observagao 2.2.1.37 Se Re(a) > 0,n = [Re(a)] + 1, y(z) € AC™|[0, ] para qualquer b > 0, a condi¢ao em

(2.214) é satisfeita e existe os limites finitos

lim [D"Iy “y(z)] e lim [D"Iy; “y(x)] = 0(D = d/dx;x = 0,1,...,n — 1),

x—0+ T—00
entdo de (2.202) e da transformada de Laplace de (L[D*¢(t)](s) derivamos uma relacio mais geral que em

(2.215) da forma

n—1
(LDG,y)(s) = s*(Ly)(s) — Y """ D (157 “y)(0+)(Re(s) > qo). (2.216)
k=0
Em particular, quando 0 < Re(«a) < 1 e y(x) € AC[0,b] para qualquer b > 0, entao

(LDELy)(s) = s*(Ly)(s) — (Lo “y)(0+). (2.217)

A transformada de Laplace da definicao de Liouville depende de condigoes fisicas sem interpretacao

imediata, o que representa o segundo grande inconveniente desta defini¢ao.

Derivadas de Liouville da fungao de Mittag-Leffler

A férmula (2.174) envolvendo a fungao de Mittag-LefHler (2.90) também é valida para a derivada de fracionaria
de Liouville (2.199):
(Dgt7 B p(MH) (2) = 2" By g (A2*) (2.218)

onde A € C; Re(a) > 0, Re(3) > 0 e Re(u) > 0.
Quando p = « a férmula (2.218) pode ser reescrita como segue:
a 46—-1 a _ xﬁ—a—l B—1 a
(Dgyt7 " Eq g[At])(2) = oo—— + Az Equ g(Az®) (A € C). (2.219)
’ I8 —a) ’
Uma relagao semelhante a (2.219) é vilida para a derivada fracionaria de Liouville do lado esquerdo de
(2.200) com Re(a) > 0 e Re(8) > [Re(a)] + 1:
P

(Dt PE, M) (z) = ) +X27PE, s(\z~?)(\ € C). (2.220)
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Os resultados em (2.219) e (2.220) para o > 0 e 3 > [a] + 1 foram provados por Kilbas e Saigo ([123], 1995)
e apresentados em Kilbas e Saigo ([129], 1997) e Saigo e Kilbas ([135], 1998). Eles podem ser extentedidos

para « e 0 complexos por continuacao analitica.

Integrais e derivadas de Liouville no eixo real

A seguir apresentamos as definigoes e algumas propriedades das integrais e derivadas fracionarias de Liouville
no eixo R = (—o0, 00). As integrais e derivadas fraciondrias de Liouville em R s@o definidas semelhantemente
aquelas no semieixo em (2.183), (2.184), (2.199) e (2.200).

Definicao 2.2.1.38 Integrais de Liouville no eixo real

As integrais fraciondrias de Liouville, semelhantes aquelas no semieixo em (2.183) e (2.184), tem a forma

(I$)(z) := T (1a) /_ TOO (xf_(tzﬁt_a (2.221)

(I2f)(x) == r(la) /:O 0 Ji@;?_q, (2.222)

onde z € R e Re(a) > 0.

As expressoes para I$f e I® f em (2.221) e (2.222) sao chamadas integrais fracionarias de Liouville do
lado direito e do lado esquerdo no eixo R. Essas duas definigoes relacionam-se através da identidade de
Parseval (Hilfer [139], em 2000).

A segunda defini¢ao de Liouville é obtida a partir da primeira através de uma mudanga de varidvel (Miller
e Ross [119], em 1993).

Quando a = 0 a equagao (2.129) é equivalente a definicao de integral de Riemann (sem a funcdo comple-
mentar) no semieixo real e quando a = —oo a equagao (2.129) equivale & defini¢ao de integral de Liouville
no eixo real. Geralmente falamos de ,I¢ como a integral fracionaria de Riemann-Liouville de ordem « de f,
uma terminologia introduzida por Holmgrem (em [33], 1866).

Integracao por partes da integral de Liouville no Eixo Real
A férmula para integragao fracionaria por partes, andloga para aquela em Lema 2.2.1.29, para a derivada de
Liouville fraciondria em (2.196) no eixo real é dada pelo resultado seguinte.

Propriedade 2.2.1.39 Se « > 0, entao a relagao

/ " (@) (2 (@) = / " w2 g) (@), (2.223)

é vélida para funcoes ¢ e 9.
Definicao 2.2.1.40 Derivada de Liouville no eixo real:

As derivadas fraciondrias correspondentes aquelas em (2.199) e (2.200) sao definidas por

1@ = () 1)
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@) = (~) )

- r(nl— ) <‘%) /:o % 2220

onde n = [Re(a)] + 1,Re(a) > 0 e z € R, respectivamente.
As expressoes para D¢ f e D f em (2.224) e (2.225) sdo chamadas derivadas fraciondrias de Liouville do
lado direito e do lado esquerdo no eixo R.

Em particular, quando a = n € Ny, entao
(DYy)(@) = (DYy)(x) = y(x);  (DYy)(z) =y (@),

(Dy)(@) = (-1)"y™(z)  (neN), (2.226)

onde 3™ (z) é a usual derivada de y(z) de ordem n.

As derivadas fraciondrias de Liouville (D%y)(z) e (D%y)(x) existem para fungdes y(z) “suficientemente
boas” y(x); por exemplo, para fun¢es y(x) no espago C (R) de todas fungoes infinitamente diferencidveis
em R com suporte compacto. Entao, as propriedades, semelhante a propriedades 2.2.1.7 e 2.2.1.10, sao
validas.

Integracao por partes da derivada ordem arbitraria Liouville no eixo real
A férmula para integracao fraciondria por partes, analoga para aquela em Lema 2.2.1.35 para a derivada de
Liouville fraciondria (2.224) é dada pelo resultado seguinte.
Propriedade 2.2.1.41: Se o > 0, entao a relacao
oo 0o
| t@wig@ar= [ g@o )@ (2.227)
—0 —0
é vélida para funcoes f e g.

Virios autores, usualmente referem-se a integral seguinte como integral fracionaria de Weyl.

Integracao e derivagao de Weyl

Weyl, em 1917, no campo tedrico obteve, a partir da integral de Liouville no eixo real (2.221), uma outra
defini¢ao para integral de ordem arbitraria como segue:

Definigao 2.2.1.42 Integral de ordem arbitraria de Weyl: A integral fracionaria de Weyl de ordem
a de uma fungao f localmente integravel em (—oo,00), sendo —oco < a < x < oo foi introduzida por Weyl

([48], 1917) e definida por

1

MW @) = 10f@) = 185@) = 5

/Do(t —z)° L f(t)dt, (2.228)



2.2 Integracao e Diferenciacao de Ordem Arbitraria 85

ou ainda

WS (@) =0 I9 () = ﬁ [ @0 )t (2.220)

como as integrais de Weyl de ordem «, sendo definidas para f apropriada. A segunda integral acima é obtida
da primeira através de uma mudanga de varidvel (Miller e Ross [119], em 1993).

A mais importante diferenga entre esta definicao e a definigdo de Riemann-Liouville sdo os limites de
integracio e o ntcleo, aqui sendo (t — z)* 1 e (z —)*7!

Ja a definicao de derivada fraciondria de Weyl formalizamos como se segue.
Definigao 2.2.1.43 Derivada de ordem arbitraria de Weyl: Sejam a > 0 e n o menor inteiro maior
que [ de forma que f = n —a > 0. Se, para qualquer fungdo y, IS existe e tem derivadas continuas,

definimos entdo a derivada arbitraria de Weyl de f de ordem a, DS por

1

DEy(a) = BI ) = B | s

/ Oo(t —x) " y(t)dt (2.230)

A aplicagdo desta definigdo nao depende da validade da lei dos expoentes, ou seja, ndo depende da ordem
de integracao e derivagao.

A justificativa desta definicao pode ser feita com o seguinte argumento: se D"y é uma equacao diferencial
nao homogénea de n-ésima ordem e sua equagao adjunta é (—1)™ D™y, cuja solugdo com as condigoes iniciais
DF¥y(c) =0,0 <k <n—14édada (conforme Debnath [151], 2004) por,

) = W) = o [ = (2.231)
(n) Jo

Substituindo n por « de forma que Re(a) > 0, e ¢ = 0o, podemos definir a integral arbitraria de Weyl
(2.231). Para certo espago de fungoes G consistindo em fungoes f que sao diferencidveis em todos os pontos
e todas as suas derivadas sdo de O(z~) com # — oo para todo N e ,W2 y(z) definida por (2.228) existe.

Introduzindo ¢t — = = ¢ na integral (2.228) resulta

1

Iy () = Wy(x) = (o) /Ooo(é“)aly(g + x)dE. (2.232)

Aplicando o operador D™ em ambos os lados da expressdao (2.232) e, omitindo, por comodidade, as

subscrigoes x e co no operador de Weyl, temos

D"W™=%(x) = W=“D"y(z). (2.233)
Semelhantemente, podemos provar que

E"W=%(x) = W™ *E"y(x) (2.234)

onde E" = (=1)"D"™.

Se y € G, a n-ésima integracao da expressao (2.228) por partes fornece

Wy(z) = W [Eny(x)] (2.235)
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por (2.234). Temos
= B W@y ()] (2.236)

Dai emerge a derivada fraciondria de Weyl de y de ordem « > 0 na forma

DEy(e) = B 9(o) = B | o [ (e oy

Como queriamos justificar.

Derivagao de Caputo

Para evitar os inconvenientes da derivada nao nula de uma constante e de condigoes fisicamente nao inter-
pretaveis, Caputo (1969), em seu livro (Caputo [90], 1969), propos uma nova definicdo para derivada de
ordem arbitraria, baseada na definicao de Riemann-Lioville, bastante semelhante a esta; contudo, com uma
inversao na ordem das operagoes de integragao e derivacao. Apresentamos seguir as definigoes e algumas
propriedades das derivadas de ordens arbitrarias no sentido de Caputo.

Definigao 2.2.1.44 Derivadas de ordens arbitrarias de Caputo em intervalos finitos: Seja [a, b] um
intervalo finito do eixo real R e seja DS, [y(t)](z) = (Dg,y)(x) e D_[y(t)](z) = (Di_y)(x) as derivadas fra-
cionérias de Riemann-Liouville de ordem « € C(Re(«) > 0) definida por (2.143) e (2.144), respectivamente.
As derivadas fraciondrias (D2, y)(z) e (“Dy_y)(x) de ordem a € C(Re(a) > 0) em [a, b] sdo definidas via

derivada de Riemann-Liouville por

n=l () (g
(“Dgyy)(x) = (D;"+ [y(t) -y k,( )(t - a)’“D (z) (2.237)
. !

=0
¢ 1
=l
(©DE_y)(w) = (Ds_ [yos) - t)’fD (@) (2.235)
k=0
respectivamente, onde
n = [Re(a)] +1 para a#Ny, n=a« e a € Ny. (2.239)

Estas derivadas sao chamadas derivadas fracionarias de Caputo de ordem « direita e esquerda, respectiva-
mente.

Em particular, quando 0 < Re(«) < 1, as relagoes (2.237) e (2.238) tomam as formas seguintes:

(“Dgyy)(2) = (D [y(t) —y(a)])(z) (2.240)

(“Di_y)(x) := (Di_[y(t) — y(0)])(2) (2.241)

Se a ¢ Ny e y(z) é uma fun¢o tal que as derivadas de Caputo de ordens arbitrdrias (DY, y)(z) e

(°Dg y)(z) de ordens a € C(Re(a) > 0) existem junto com as derivadas de Riemann-Liouville de ordem
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arbitrdria (Dg, y)(z) e (Dj_y)(z), entdo, conforme (2.145) e (2.147), elas sdo conectadas uma com a outra

pelas relagoes seguintes

(g
(CDZ,y) (@) = (D5, y)( kZ:O T y_ T )" (n = [Re(a)] + 1) (2.242)
n—1 (k)
(CDg_y)(x) == (Dg_y)( 2;) T y_(H y (b— 2)*%(n = [Re(a)] + 1). (2.243)
Em particular, quando 0 < Re(«) < 1, temos
(©D)e) = (D)~ 1 - a7, e
(©DE )a) = (DF9)(0) ~ o s b= ) (2245)

Se v ¢ Ny, entao as derivadas de Caputo de ordem arbitrarias (2.237) e (2.238) coincidem com as derivadas

de Riemann-Liouvile fraciondrias (2.143) e (2.144) nos seguintes casos:

(“Dgyy)(z) = (D y) (@), (2.246)
se y(a) =¢'(a) =... =y V(a) = 0(n = [Re(a)] + 1); e

(“Di_y)(z) = (Di_y) (@), (2.247)
sey(b) =y'(b) = ... =y V(b) = 0(n = [Re(a)] + 1).

Em particular, quando 0 < Re(a) < 1, temos

(“Dgyy)(@) = (Dgyy)(x),  quando  y(a) =0, (2.248)

(“Di_y)(x) := (Dy_y)(=), quando  y(b) =0. (2.249)

Se o = n € Ny e a usual derivada y(™(z) de ordem n existe, entdo (“DZ,y)(z) coincidem com y™ (),

enquanto (¢ Dg y)(z) coincide com y(™ (x) exatamente por um multiplicador constantes (—1)":

(“Diy)@) =y (@) e (“Diy@)=(D"y" (@) (neN) (2.250)

As derivadas de ordens arbitrarias de Caputo (D2, y)(z) e (“Dg_y)(z) sdo definidas para funcdes y(z)
de forma que as derivadas de ordens arbitrérias de Riemann-Liouville a direita (2.237) e (2.238) existam. Em
particular, elas sdo definidas para y(z) pertencente ao espago de fungdes AC[a, b] absolutamente continuas

definidas em (2.7). Deste modo as seguintes afirmagoes sao vélidas.
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Teorema 2.2.1.45: Seja Re(a) > 0 e seja n dado por (2.239). Se y(z) € AC"[a,b], entdo os derivadas de
Caputo fraciondrio (D2, y)(z) e (“Dg_y)(z) existe em quase todos pontos de [a, b].

(a) Se a ¢ Ny, (D2, y)(z) e (“Dy_y)(z) sdo representadas por

z (n)
D)= | o t)(?_de =: (I3 D"y) () (2.251)
¢ _1\n b (n)
D@ = e [ (tzi@(?dfﬂ = (-1 (D) (), (2.252)

respectivamente, onde D = d/dx e n = [Re(a)] + 1.
Em particular, quando 0 < Re(a) < 1 e y(z) € ACa, b),

(CDgy)@) = (11_ o / (Z'(_ﬂg’; = (I} Dy)(x) (2.253)
¢ b o
(“Di_y)(x) = _r(11— ) / é’ Etzrd)i =: (I}=*Dy)(x). (2.254)

(b) Se a =n € Ny, entdo (YD, y)(x) e (“Dp_y)(x) sio representadas por (2.250). Em particular,

(“Dayy)(@) := (“Dy_y)(z) = y(). (2.255)

Prova: Seja a ¢ Ny. Usando (2.237) e (2.143), integrando por partes a integral interna e diferenciando (que

é possivel pelas condigoes do teorema), temos

(“Diy) ()
1 d n T —t n—o n—1 (k) “ )
T Tn-a) <%> {_% ly(t) - k; / k,( )(t —a)k| |2+
x T — n—ao n—1 (k) a
+/a %% ly(t)‘zy k!( )(t—a)’“] dt}

Usando novamente o argumento acima, derivamos

CPE) = oy [ @0 0

que rende o resultado em (2.251). A relagao (2.252) é provada semelhantemente.
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Se a =n € Ny, entdo (2.237), conforme a primeira férmula em (2.145),
d n n—1 y(k) (a)
C na _ k
oz = (1) [y@c) - o],

e do Lema 2.1.1.3 derivamos (“ D¢, y)(z) := y™ (z), que rende o primeiro resultado em (2.250). A segunda

é provada semelhantemente.

O Teorema 2.2.1.45 nos informa que a derivada de ordem arbitraria, segundo Caputo, é a integral de
ordem arbitraria de uma derivada de ordem inteira.

A afirmacao seguinte é andloga ao Teorema 2.2.1.45 para fungdes y(z) no espaco C™[a,b] de fungdes
continuamente diferencidveis em [a, b] até ordem n.
Teorema 2.2.1.46: Seja Re(a) > 0 e seja n dado por (2.239).Seja também y(z) € C"[a,b]. Entao as
derivadas de ordens arbitrarias de Caputo (“D, y)(z) e (“Df_y)(x) sdo continuas em [a,b]: (YD, y)(z) €
Cla,b] e (°D§ y)(x) € Cla,b].
(a) Se a ¢ Ny, entao(“D y)(z) e (“Dy_y)(z) sdo representadas por (2.251) e (2.252), respectivamente.
Além disso,

(“Dgyy)(a) = (“Di_y)(b) = 0. (2.256)

Em particular, elas tém, respectivamente, as formas (2.253) e (2.254) para 0 < Re(a) < 1.
(b) Se a = n € Ny, entdo as derivadas de ordens arbitrarias (“ D", y)(z) e (“Dj_y)(x) tem representagdes
dadas em (2.250). Em particular, as relagoes em (2.255) sao vélidas.
Prova Dada em Kilbas et al. ([158], em 2006).
Observagao 2.2.1.47: Paran — 1 < a < n(n € N), a derivada (“D2,)(z) na forma (2.251) foi definida
por Caputo ([85], em 1967) e apresentada em seu livro ([90], em 1969), por isso, as derivadas (D2 y)(z)
e (“D¢ _y)(x) sdo chamadas derivadas de Caputo. Nesta consideracio, veja também Mainardi ([131], em
1997) e Podlubny ([137], em 1999, Secao 2.4.1).
Observagdo 2.2.1.48 Para o > 0 e y(z) € AC™[a, b], a relacao da forma (2.251) foi provada por Diethelm
([140], 2000, Teorema 3.1) para a derivada fraciondria (D$,y)(x) definida por (2.237) com n = [a] :

C o _ o = y(k)(a) k
(“Dey)(@) = | Dgy |y(t) = o G—a)r| ) (@) (2.257)
k=0

As derivadas de Caputo (“Dg, y)(z) e (°Dy_y)(z) tém propriedades andlogas as derivadas de Riemann-
Liouville fraciondrias (Dg, y)(x) e (Dj_y)(x) dadas em (2.154) e (2.155), mas diferente daquelas em (2.156).
Propriedade 2.2.1.49: Seja Re(a) > 0 e seja n dada por (2.239). Também seja Re(8) > 0. Entao as

relagoes seguinte sao vélidas:

(“Dg(t = a)7 ) (2) = == (& — a)" ' (Re(B) > n), (2.258)

(“Dp_ (b= 1)) () = 57— (b—2)"""(Re(B) > n) (2.259)
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€D (t—a)f)@)=0 e (°DY (t—a)*)(@)=0(k=0,1,...,n—1). (2.260)

Em particular,

D2, )(x)=0 e (“Dg 1)(z)=0(k=0). (2.261)

Quando Re(a) ¢ Ny e a € N, os operadores de diferenciacdo fracionaria de Caputo “Dy, e €Dy
fornecem operagoes inversas para os operadores de integracao de Riemann-Liouville I$, e Iy* dados em
(2.129) e (2.130) & esquerda. Mas eles nao tém tal propriedade quando Re(a) € Ny e Z(a) # 0.

O seguinte lema anédlogo do Lema 2.2.1.13 é vélido. Esta afirmacao mostra, também, que a diferenciacao
fracionaria é uma operagao inversa para a integracao fracionaria a esquerda.

Lema 2.2.1.50: Seja Re(a) > 0 e seja y(z) € Loo(a,b) ou y(z) € Cla, b].
(a) Se Re(a) ¢ N ou o € N, entao

("D Iy)(@) =y(x), e  (DiLiy)(e)=yx). (2.262)

(b) Se Re(a) € N e Z(«x) # 0, entao

(Lo ~"y)(at)

(“Dg I y) (@) = y(x) — (x —a)"" (2.263)

I'(n—a)
¢ a+1l—n b—
(D5 13) ) = yto) - ey (2.264)

Prova: Veja Samko et al. ([110], em 1987) e Kilbas et al. ([158], em 2006).
A proxima afirmacao caracteriza a composicao do operador de integracao com o operador de diferenciacao
fracionarios.

Lema 2.2.1.51: Seja Re(a) > 0 e seja n dado por (2.239). Se y(z) € AC"[a,b] ou y(x) € C™[a, b], entdo

(I3, CDaer Z y(k) (x — a)k (2.265)
¢ n—1 1\k (k)
(10 Df_)(a) = y(w) ~ 3 IOy (2.266)
k=0 ’

Em particular, se 0 < Re(a) <1 e y(z) € AC]a,b] ou y(z) € Cla,b], entao

(Lo O Dy y)(@) = y(z) —yla) e (LLODiy)(z) = y(z) — y(b). (2.267)

Prova: Veja Samko et al. ([110], em 1987) e Kilbas et al. ([158], em 2006).
Observagao 2.2.1.52 Notamos que estes teoremas sao formulados para a > 0, mas o caso o« = 0 ha

necessidade de uma explicagao adicional.
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Definimos as derivadas de Caputo em um intervalo finito [a,b] por (2.237) e (2.238) e mostramos nos
Teoremas 2.2.1.45 e 2.2.1.46, que elas podem ser representados nas formas (2.250) ou (2.251) e (2.252), desde
que f(z) € AC™[a,b] e f(x) € C"[a,b].

As férmulas (2.251) e (2.252) podem ser usadas para as defini¢oes das derivadas de ordem arbitrarias de
Caputo no semieixo R™ e no eixo geral R. Deste modo a correspondente derivada de ordem arbitréria de
Caputo de ordem «a € C, (Re(a) > 0 e a ¢ N no semieixo RT e no eixo geral R podem ser definidas como
seguem:

Definicao 2.2.1.53 Derivadas de ordem arbitraria de Caputo no semieixo: No semiecixo RT podem

ser definidas por

r o m)
(“Dgyy)(x) = o (nl_ ) /0 (xy_ t)(zdf_n (x € RY) (2.268)
’ ooy
(“D2y)(z) = FEnl_)a) / a Zi x)(zdf_n (z € RT). (2.269)

Definicao 2.2.1.54 Derivadas de ordem arbitraria de Caputo no eixo: No eixo R estas derivadas

podem ser definidas por

z (n)
om0 = i | @eR) (2270)
¢ _1\n o (n)
(“D=y)(z) = Pgnl_)a) / (i x)(i)flfn (z €R). (2.271)
respectivamente.

Quando 0 < Re(w) < 1, as relagdes (2.268)-(2.269) e (2.270)-(2.271) tomam as seguintes formas:

(€Dg,y)(z) = I‘(ll—a) /Ow (Z(j)gi (z € RY) (2.272)
“D2y)) =~ L . /m h é’/@x‘ii (z € RT) (2.273)
e (CDYy) () = ﬁ 1 ; (Zl(f)gﬁ (z €R) (2.274)
(©DE y)(x) = “Ta L 5 /:o (f/ftiii (x €R). (2.275)

Para a = n € N definimos as derivadas de Caputo (° D, y)(z), (“D"y)(z) e (“D1y)(z), (“D"y)(x) por

(“Dgy)(z) =y (@), (“Dry)(z) = (-1)"y"M (@) (z €RT) (2.276)

(~1)"y™(z)  (z €R). (2.277)
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As derivadas de Caputo (“D7y)(z) e (“D"y)(z) tém também propriedades andlogas as de Liouville no
semieixo real e no eixo real, quando observadas as suas retrigoes.

Propriedade 2.2.1.55: Se Re(a) > 0 e A > 0, entao

(“DseM)(x) = A% (2.278)

(D% M) (z) = \¥e™ 7, (2.279)

Derivada de Caputo da funcao de Mittag-Leffler

A funcdo de Mittag-Leffler E,[A(z — a)®] ¢ invariante com respeito & derivada de Caputo D¢, , mas que
nio é o caso para a derivada de Caputo ©“D®. De fato, as seguintes afirmacdes sao vélidas.

Lema 2.2.1.56: Sea >0ea R e X €C, entao

(YD, Ey [\t — a)*])(z) = AEo[A\(z — )] (2.280)
(O D By (M) () = —Faa o). (2.281)

Em particular, quando o =n € N,

(D"Ep[Mz — a)"])(z) = Ex[Mz — a)"] (2.282)
(D[t E, (M) (z) = é ni1—n(Az™") = ﬁEn(Ax_"). (2.283)

Prova: As relagoes (2.280) e (2.281) sao diretamente provadas usando a definicao (2.85) da fungao de

Mittag-Leffler F,, e por diferenciagao termo-por-termo das séries nos lados esquerdo de (2.280) e (2.281).

Tranformada de Laplace da derivada de Caputo

A proposicao seguinte, rende a transformada de Laplace da derivada fracionédria de Caputo CDS‘ -
Lema 2.2.1.57: Seja a > 0,n — 1 < a < n(n € N) tal que y(z) € C*(R*),y"™ € L,(0,b) para todo
b > 0 a estimativa (2.214) vale para y(™(z), a transformada de Laplace (Ly)(p) e L[D™y(t)] existem e

lim, oo (DFy)(z) = 0 para k = 0,1,...,n — 1. Entdo as seguite relagdes sdo vélidas:
n—1
(LODF.y)(s) = s*(Ly)(s) — Y_ s>~ H(D"y)(0). (2.284)
rk=0

ou ainda, noutra notagao, temos

(LIDY f(a)] = s°F(s) — 3 52751 f0)(0), (2.285)
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Em particular, se 0 < a < 1, entao
(LEDGLy)(s) = s*(Ly)(s) — s 'y(0). (2.286)

A proposicao seguinte rende a transformada de Mellin da derivada fracionédria de Caputo.

Transformada de Mellin da derivada de ordem arbitraria de Caputo

Semelhantemente, do Lema 2.2.1.36 e da observacao da transformada de Mellin da derivadas de Liouville
derivamos a transformada de Mellin das derivadas de ordens arbitrarias de Caputo CD(C} Ly e CDy.

Lema 2.2.1.58: Seja a > 0,n—1 < a < n(n € N) tal que y(z) € C"(R"),y(z) € X1,,_o(R") e exista
(My™)(s +n—a) e (My)(s —a).

(a) Se Re(s) < 1 —Re(n — «), entdo

MEDE () = S M) (s - o)
’ Z Tttt S gemamsty o) (2.287)
Em particular, quando 0 < a < 1,
MEDE () = S Mo - o)+ 10 el (2.285)
(b) Se Re(s) > 0, entao (5
o ~ I'(s
(MEDy)(s) = m(/\/ly)(s —a)
o n—ek P(S) s+n—a—k—1, n—rk—1 e3¢}
+ g(—l) YR — [z°F y (2)]5°. (2.289)
Em particular, quando 0 < o < 1,
MED() = s M) s - ) = s e (2.290)

A definigao de derivada de Riemann-Liouville é comumente usada em circulos mateméticos, enquanto a
definicao de Caputo é frequentemente preferivel em problemas de interesse fisico quando condigoes iniciais
forem expressas em termos de derivadas de ordem inteira e sdo aplicados os métodos da transformada de
Laplace.

Definimos na sequéncia a derivada de Grunwald-Letnikov, entre outras razoes, por: ter vasta aplicabili-
dade em problemas numéricos; nao depender da constante ¢, causadora de muita controvérsia; existir uma
relacdo de equivaléncia entre as versoes de Riemman-Liouville e Griinwald-Letnikov para diferenciagao de
ordem arbitriria real, conforme Podlubny ([137], 1999), onde sao dadas condigoes exatas de equivaléncia
destas duas abordagens e, finalmente, por apresentar o mesmo resultado da derivada de Riemann-Liouville
e Caputo do cdlculo da derivada de um polinémio néo constante (conforme relato em Miller e Ross [119)],

1993).
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Diferenciagcao de ordem arbitraria de Griinwald-Letnikov

Damos as defini¢oes de derivadas de ordem arbitraria de Griinwald-Letnikov e algumas de suas propriedades
como apresentado no livro de Samko et al. ([121], em 1993) e Kilbas et al. ([158], em 2006).

Primeiro, Griinwald, em 1867, unificou os resultados de Riemann e Liouville e introduziu a ideia de
derivada de ordem arbitréria como o limite de uma certa soma. Depois, Post ([58], 1930) em 1930) usando
quocientes de diferencas estendeu a defini¢do de derivada arbitraria de Griinwald e definiu formalmente a
diferenciagao para operadores generalizados y(D), onde D denota a diferenciagao e y uma fungao apropria-
damente restrita, quivalente na versao que segue.

Definigao 2.2.1.59 Derivada de ordem arbitraria de Griinwald-Letnikov: Suponhamos y uma
funcao definida em um intervalo, £ um ponto fixo no interior deste intervalo, as derivadas nomeadas atual-
mente como derivadas de ordens arbitrarias o de Griinwald-Letnikov direita e esquerda y< (z) e y®(z) sdo

definidas por

(@) () = Jim Pa¥)(@)
Yy (z) = hlgﬁo o (> 0) (2.291)
) ( )(x)
(@ N _ 1 2y
y(z) = hlirﬁo o (a>0), (2.292)
respectivamente.
Justificativa

Esta definigao é baseada na generalizacao da usual diferenciacao de uma fungao y(x) de ordem n € N da

forma
Biy)@) (2.293)

Aqui (A}y)(z) é uma diferenca finita de ordem n € Ny de uma funcdo y(x) com um passo h € R e centrado
no ponto x € R definida em (2.297).

A propriedade (2.293) é usada para definir uma derivada de ordem arbitraria substituindo diretamente
n € N em (2.293) por > 0. Para isto, h" ¢é substituido por A%, enquanto a diferenca finita (A}y)(x) é
substituida pela diferenca (A%y)(x) de uma ordem arbitrdria o € R definida pela série infinita seguinte:

o0

(Ay)(z) ==Y (~1)" (Z)y(m — kh)(z,h € Rya > 0), (2.294)

x=0
onde (%) sdo os coeficientes binomiais (2.64). Quando h > 0, a diferenca (2.294) é chamada diferenca de
lado esquerdo, enquanto para h < 0 é chamada diferenca de lado direito.

A série em (2.294) converge absoluta e uniformemente para todo « > 0 e para toda fungao y(z). A
diferenga de ordem arbitraria (Afy)(z) tem as propriedades seguintes.

Propriedade 2.2.1.60: Se @ > 0 e 8 > 0, entdo é vilida a propriedade do semigrupo

(AFATY) () = (A TPy (2). (2.295)
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Propriedade 2.2.1.61: Se a > 0 ¢ y(z) € L1(R), entao a transformada de Fourier (2.116) de AY é dada
por

(FARY) (@) = (1 — ") (Fy)(@). (2.296)

Em particular, quando o = n € N, entao, conforme (2.64) e (2.65), (2.294) coincide com (2.297):

(Afy)(z) = Z(—l)”’ <n>y(x — kh)(xz,h € Ryn € N). (2.297)

R
k=0

Por (2.64) e (2.65), podemos definir a diferenca A (z) em (2.294) para o = 0 por

(A f) (@) = f(x). (2.298)

Seguindo (2.293) emergem as derivadas de ordens arbitrarias de Griinwald-Letnikov direita e esquerda y¢ (z)

e y*(x) definidas em (2.291) e (2.292):

@ () = lim (2EYE)
yy (x) = hlirgo o (> 0) (2.299)
) ( )(x)
A2 x
(@), \ _ —nY
y(x) = hlirﬁo o (o> 0), (2.300)
respectivamente.

Desenvolvendo (2.299), rende a definigao particular:

- I(a+ 1)y(xz — kh)

[e3 s 1 K

Dy() = lim 75 2}—” T(r+ DI(a—r+1) (2:301)

desde que o limite existe.

Usando a identidade,

MNa+1) 'k — «)
—1) = 2.302
Ve ) T T (2:302)
o resultado (2.301) se torna
—a n T _

h (F =) o). (2.303)

Dy(a) = Jim 5= Z T(k+1)

Quando « é igual a um inteiro m, a definigao (2.301) reduz-se a derivada de integral de ordem m como
(=1)7 (?) f(x—~h) (2.304)

onde (T;L) é o coeficiente do bindmio usual.

O resultado (2.304) segue das defini¢oes cldssicas de f'(z), f”(z), ... como

g @) [ ) L Af(2)
Dfa) = Jim == = jm =5

(2.305)
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‘ "x) — f'(x — 2f(x
onde
Af(z) = f(x —~h) — flz — (v +1)h) (2.307)

As construgdes em (2.299) e (2.300) coincidem com as derivadas de ordem arbitraria de Marchaud ([57],
em 1927)) para y(z) € L,(R)(1 < p < c0) (veja Samko et al. [121], em 1993, Teorema 20.4).

A definicao (2.294) da diferenga de ordem arbitraria (Afy)(x) assume que a funcdo y(z) é dada pelo
menos no semieixo. Para a funcao y(z) dada num intervalo finito [a, b], tal diferenca pode ser definida como

uma continuagao da fungao y(z) truncada além de [a, b]:
[e3 (o5 - K 6% *
(A0)(e) = (8557} = Y1 (2) oo~ nta € B> o) (2:308)

onde

y@),  welab),
(z) = 2.309
Y (@) o (2.309)

E aceitével para reescrever a diferenca de ordem arbitrédria (2.308) em termos da fungao y(z) propriamente,

evitando sua continuagao como uma fungao de diferenga, nas formas

ol

(A ) @) = > (~1)F (i)y(x — kh)(z € Rk > 0;a > 0) (2.310)
k=0
) [*%=] N
(Af p—y)(z) == Z (=)~ (ﬁ)y(x + kh)(z € R;h > 0;a > 0). (2.311)
k=0

Entdo, em analogia as (2.299) e (2.300) as derivadas de ordem arbitréria de Griilnwald-Letnikov de ordem

a > 0 em um intervalo finito [a, b] sdo definidas por

(e) T (A%,aer) (if)
Yoy () := hlin}-o — e (2.312)
) (A%, v)(@)
(@) — i gvb*y v
Yy () o= Mim ——m (2.313)

respectivamente. As derivadas de ordem arbitréria de Griinwald-Letnikov (2.312) e (2.313) coincidem com
as derivadas de ordem arbitrdria de Marchaud (Samko et al. [121], 1993, Teorema 20.6) e podem ser

representadas nas formas a seguir:

YD () = s Zgz — r(1oi 3 /; Zéfiz)ﬂ? dt(0 < a < 1) (2.314)
e \ B
y (z) == T Z()fz — F(1Oi 5 /I ‘?E“T_) x)ﬂ(i) dt(0 < a < 1), (2.315)
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Aqui as igualdades s@o entendidas no sentido de uma convergéncia especial na norma Ly(a,b).

De (2.314) e (2.315) obtemos as férmulas seguintes da forma (2.156):

m—a]

1%, () = lim — i 1 (*) = s —@—a) (0 <a<1), (2.316)
I'(l-a)

h—+0 he = K
e
b—x
o1& o 1 N
2 (x) = Jim o ;} (—1) (H) = m(h —2)"*0<a<). (2.317)

A definicao de Griinwald-Letnikov e seus casos particulares sao importantes do ponto de vista de nume-
rosos problemas matematicos aplicados. Alguns autores demonstraram que esta definicdo é uma ferramenta
muito eficiente na resolugdo de problemas numéricos. Por exemplo: Lorenzo e Hartley, num artigo ([134],
1998), utilizaram esta definigdo para propor, numericamente, uma interpretagao geométrica para a derivada
de ordem arbitraria.

Ela também tem outra consequéncia: é muito importante para formulagao de problemas aplicados de
valores iniciais, fisicamente significantes, para equagoes diferenciais de ordem arbitrarias. Por exemplo,
Podlubny ([137], 1999) usou a defini¢ao de Griinwald-Letnikov e suas variagdes para propor uma interpretacao

fisica para derivada de ordem arbitraria.

Caélculo de ordem arbtraria inicializado

O célculo fracionario inicializado estuda a profunda relagao existente entre uma funcao complementar e a
escolha étima para a constante ¢ da férmula (1.35) de Riemann (][20], 1847). Camargo ([167], 2007) apresenta
uma leitura do trabalho de Lorenzo e Hartley ([134], 1998), que por sua vez apresentam um estudo profundo
sobre a inicializagdo através de uma funcao complementar. E com base neste trabalho, Camargo mostra a
necessidade de uma inicializagao nao constante, ou seja, a funcao ¥, que é adicionada a integral de ordem
arbitrdria de Riemann, conforme equagao (1.35), é uma fungdo do tempo e nao apenas uma constante,
contrariando muitos autores renomados no assunto, que implicitamente defendem a inicializacao constante
na solucao de equacoes diferenciais de ordem arbitraria, ou seja, sem a funcdo complementar, ou com um
conjunto de constantes, representando valores da integral e derivadas de ordem arbitréaria (em ¢ = 0) fornecem
uma representacao adequada para os efeitos de memoria (memdria, aqui, é entendido como a referéncia ao
periodo anterior ao que iniciamos a integracao, ou seja, os valores de ¢ < ¢ para que cada integral e derivada
existam).

Prova 2.2.1.62 Inicializagao nao constante: A prova que procedemos abaixo, conforme os trabalhos
anteriores, demonstra a necessidade de uma inicializacao nao constante. Sejam duas integrais de ordem «
da funcao f(t), ambas com inicializagdo constante, sendo uma inicializada em t = a e outraem t = ¢ > a e
mostremos que para que elas coincidam devemos introduzir uma funcao que depende do tempo e nao uma

constante.
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Temos
D) = [ (¢ (2.318)
DY) = é/ (t —7)* L f(r)dr. (2.319)

Considerando que f(t) é nula para todo ¢t < a, temos que o periodo entre t = a e t = ¢ deve ser levado em
conta de tal forma que as duas definigdes coincidam.

Seja a inicializacao, ¥, adicionada a .D; “ f(t), isto é,
Dyof)+ ¥ =, DYf(1), t>c. (2.320)
Isolando ¥ na equagao acima, escrevemos
U=, D;%f(t) —c Dy “f(t) t>c (2.321)

dai, resulta ,
v = / (t— )1 f(r)dr = D= f(t). (2.322)

Portanto a equacao acima mostra que ¥ é uma funcao da varidvel independente ¢t. Fazendo o = 1 no ultimo

resultado, recuperamos o caso ordindario, ou seja,

v = / " rydr

Com base nestas ideias os autores discutem as defini¢oes para o cédlculo inicializado das defini¢oes de
Riemann-Liouville e Caputo e concluem que devido a derivada de Caputo dada por (2.237) e (2.238) incor-
porar o valor da funcdo e de suas derivadas de ordem inteiras e menores que o em ¢t = 07, ou seja, os efeitos
de memoria, e uma vez que a subtragao do polindmio de Taylor de grau m — 1 implica na regularizagao da
derivada de ordem arbitraria, a mesma nao nescessita de fungao de inicializacao.

Como estamos motivados a tratar, a priori, problemas analiticos via equacoes diferenciais de ordens
arbitrarias parciais, vamos nos concentrar nas derivadas de ordens arbitrarias parciais de Riemann-Liouville
e Caputo.

Definigao 2.2.2.5 Derivada parcial de Caputo: A derivada parcial de Caputo pode ser definida por

t (n)
1 Yy (7—7 x)
o T'(n—a) A (Z‘ — 7')()“"1_" dr, se n—1l<a<n

o
Diy(t,z) = goy(t o) = (2.323)

y(n)(ta x)a se a=n¢cN

com y™(t,z) denotando a derivada parcial de ordem inteira n em relagio a varidvel t. Nesta forma pode-
se unificar as defini¢oes de integrais e derivadas de ordem arbitraria «, Re(a) # 0 e paran € N e se fala
frequentemente diferintegral de y de ordem arbitréria. Este processo também é chamado integrodiferenciacao

fracionéria.
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Além da definicoes de operadores fracionarios anteriores, muitas outras de suas modificacoes e genera-
lizagoes foram usadas na literatura (Samko et al. [121], em 1993). E hoje existem um grande niimero de
outros operadores de calculo fracionario de uma e varias variaveis que preservam as propriedades de memoéria
diferente. Alguns destes outros operadores de calculo fracionario sao: Erdélyi-Kober, Hadamard, Riesz, den-
tre outros, cujas defini¢des podem ser encontradas em Samko et al. ([110], em 1987); Miller e Ross ([119], em
1993); Samko et al. ([121], em 1993) e Kilbas et al. ([158], em 2006)). Além disso, é possivel introduzir ou
definir novos operadores singulares com memoria longa e propriedades nao locais. Depois de caracterizar as
integrais e derivadas de ordem arbitrarias, descritas anteriormente vamos, através de comparagoes estabeler
argumentos que justificam a adogdo da derivada de Caputo na procura de solugbes analiticas de equagoes

diferenciais.

2.2.2 Adocgao da derivada de Caputo

Como vimos, em consequéncia da comutatagao da ordem da derivada de ordem inteira e a integral de ordem
arbitrdria, a derivada de uma funcao constante nao coincide para as duas definicbes: para definicao de
Riemann-Liouvile, resultou nao nula; enquanto para Caputo, igual a zero. Matematicamente, para alguns
autores, o resultado da derivada de uma fungao constante ser diferente de zero, constitui-se num inconveniente
da definigao de Riemann-Liouville, pois nao pode ser interpretada como uma taxa de variagao.

Fisicamente, alguns autores como Chen e Holm ([149], 2003), baseados na interpretagao fisica do fato
de que afirmar que a derivada de uma funcao constante nao é nula, significaria que em um sistema em
equilibrio a energia nao se dissipa, por conseguinte, julgam que a derivada de ordem arbitréria de Caputo é
mais conveniente que a de Riemann-Louville. Consequentemente, as transformadas de integrais de Caputo
dependem de condigoes fisicamente interpretaveis, enquanto que a de Riemann-Liouville de condigoes fisicas
sem interpretacao imediata, o que representa outro inconveniente desta definiggo. Outro argumento que
justifica a adogdo da derivada de Caputo é a teoria da inicializacdo, vista anteriormente, uma vez que a
mesma nao necessita da func¢ao de inicializagao.

Com estes argumentos e o fato de varios estudiosos terem aplicado a definicao de Caputo com sucesso em
diversas areas do conhecimento, a mesma parece ser a mais adequada para, pelo menos, abordar o estudo

das equacoes diferenciais de ordens arbitrarias.
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Conclusoes

Esta dissertagao teve como objetivo tratar da contextualizagao histéria e as maneiras de se introduzir o con-
ceito de derivada fraciondria, associadas a teoria do cdlculo de ordem arbitraria. Com base na abordagem
feita, o cédlculo fracionario é uma generalizacao do calculo tradicional que nos leva a conceitos e ferramentas
semelhantes, mas com uma aplicabilidade muito mais ampla. Pode ser considerado um tépico antigo por ser
do tempo de Newton e Leibniz, porém pode ser considerado recente, pois ganhou popularidade e importancia
consideravel durante as iltimas trés décadas, devido principalmente, as suas numerosas aplicagoes demons-
tradas em diversos campos difundidos da ciéncia e engenharia. Seu desenvolvimento é nada convencional,
pois estd além do senso comum e, as vezes, é colocado a parte.

No Capitulo 1, efetuamos um levantamento histérico do calculo integral e diferencial de ordem arbitréaria
com o intuito de justificar sua importancia nos dias de hoje. Nele abordamos, de forma geral, as trés questoes
bésicas do cdlculo fracionério, que fascinam a todos desde 1695: o que queremos dizer por derivada e integral
de ordens arbitrarias; como se poderia abordar o problema de achar uma solugao de uma equacao diferencial
de ordem arbitraria, seja ela ordindria que parcial e onde podemos aplicar os operadores de célculo de ordem
arbitraria.

No Capitulo 2, elaboramos um estudo envolvendo as diversas maneiras de se introduzir a integral e a
derivada fracionarias de ordens arbitrarias. Neste capitulo, formalizamos matematicamente a diferenciagao
e integragao de ordens arbitrdrias, onde discutimos as defini¢oes e algumas propriedades das integrais e
derivadas de ordens arbitrarias, particularmente, as definicoes de Riemann, Riemann-Liouville, Liouville,
Weyl, Grinwald-Letnikov e Caputo, elucidando e justificando a importancia de cada uma delas nas aplicagoes
envolvendo equagoes diferenciais, comparando-as de modo a se concentrar na formulacao de Caputo. Nesta
comparagao, verificamos que a definicao da derivada de Riemann-Liouville é a mais usada e conhecida porém,
possui dois inconvenientes: a derivada de uma constante é diferente de zero (o que matematicamente nao
poderia ser interpretada como uma taxa de variacao e fisicamente significaria que em um sistema em equilibrio
a energia nao se dissipa) e suas transformadas integrais dependem de condigoes fisicas com interpretacao
associada a um problema especifico, apenas. Ja a derivada de Caputo, embora seja baseada na definicao de
Riemann-Liouville, evita estes problemas, ou seja, a derivada de Caputo de uma fungdo constante é nula e
a transformada de Laplace depende de condigoes fisicamente interpretaveis.

Por outro lado, conforme a teoria da inicializagao, a derivada formulada por Caputo, nao necessita da
funcao de inicializacao. Por conseguinte, varios pesquisadores no assunto julgam que a derivada de ordem

arbitraria de Caputo é mais precisa do que a de Riemann-Louville e parece ser a mais adequada para pelo
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menos no estudo das equagoes diferenciais de ordem arbitrarias, onde devemos, em geral, interpretar a
solugao. Devido a grande importancia desta definigao, uma continuacao natural deste trabalho, o objetivo é
discutir uma aplicacao real da derivada conforme introduzida por de Caputo.

Por outro lado, a fim de disseminarmos o assunto, temos por objetivo organizar uma Semana de Ma-
tematica, junto a Universidade Estadual do Maranhao, onde uma secao sera dedicada especificamente ao
Caélculo de Ordem Arbitraria e suas possiveis aplicagdes. Com esta proposta temos a intencao de, na medida

do possivel, influenciar jovens a participarem de programas de Iniciagao Cientifica sob nossa orientagao.
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