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Abstract

This work aims to present the linear regression model with censored response variable under
the class of scale mixture of skew-normal distributions (SMSN), generalizing the well known Tobit
model as providing a more robust alternative to the normal distribution.

A study based on classic inference is developed to investigate these censored models under two
special cases of this family of distributions, normal and Student’s-t, using the EM algorithm for
obtaining maximum likelihood estimates and developing methods of diagnostic based on global
and local influence as suggested by Cook (1986) and Poom & Poon (1999). Under a Bayesian
approach, the censored regression model was studied under some special cases of SMSN class, such
as normal, Student’s-t, skew-normal, skew-t and skew-slash. In these cases, the Gibbs sampler was
the main tool used to make inference about the model parameters.

We also present some simulation studies for evaluating the developed methodologies that,
finally, are applied on two real data sets. The packages SMNCensReg,CensRegMod and BayesCR

implemented for the software R give computational support to this work.

Keywords: Linear regression Models; Censored response variable; Gibbs sampler; EM algo-

rithm; Local influence; Scale mixture of skew-normal distributions

Resumo

Este trabalho tem como objetivo principal apresentar os modelos de regressao lineares com

respostas censuradas sob a classe de distribuigdes de mistura de escala skew-normal (SMSN),

vii



visando generalizar o classico modelo Tobit ao oferecer alternativas mais robustas a distribuigao
Normal.

Um estudo de inferéncia classico é desenvolvido para os modelos em questao sob dois casos
especiais desta familia de distribuigoes, a normal e a t de Student, utilizando o algoritmo EM para
obter as estimativas de maxima verossimilhanca dos parametros dos modelos e desenvolvendo
métodos de diagndstico de influéncia global e local com base na metodologia proposta por Cook
(1986) e Poom & Poon (1999). Sob o enfoque Bayesiano, o modelo de regressao para respostas
censuradas é estudado sob alguns casos especiais da classe SMSN, como a normal, a t de Student, a
skew-normal, a skew-t e a skew-slash. Neste caso, o amostrador de Gibbs é a principal ferramenta
utilizada para a inferéncia sobre os parametros do modelo.

Apresentamos também alguns estudos de simulagao para avaliar a metodologia desenvolvida
que, por fim, é aplicada em dois conjuntos de dados reais. Os pacotes SMNCensReg,CensRegMod e

BayesCR implementados em R dao suporte computacional para este trabalho.

Palavras-chave: Modelos de regressao linear; Variavel resposta censurada; Amostrador de

Gibbs; Algoritmo EM; Influéncia Local; Distribuicoes misturas da escala skew normal.

Este trabalho foi financiado pela Fundacdo de Amparo a Pesquisa do Estado de Sdo Paulo (FAPESP) através
do processo nimero 2012/18702-9.
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Capitulo 1

Preliminares

1.1 Motivacao

O problema de estimacao dos parametros de um modelo de regressao onde a variavel
resposta ¢ censurada surge em diversos campos de estudo, como em econometria, engenharia e
testes clinicos, dentre outros. No caso em que a variavel de interesse é o tempo até o acontecimento
de um evento existem diversas técnicas de modelagem na area de analise de sobrevivéncia, porém,
quando este nao é o caso, a aplicacao destas técnicas pode nao ser adequada, principalmente se a

variavel de interesse puder assumir valores negativos.

O modelo de regressao mais conhecido e utilizado para modelar varidveis que podem assumir
valores negativos e/ou censurados é o modelo Tobit (veja Tobin, 1958), onde a principal hip6tese
assumida é a de que os erros aleatdrios seguem uma distribui¢do normal. Barros et al. (2010) faz
um estudo de inferéncia e diagnostico para este modelo. No entanto, alguns conjuntos de dados
nao sao compativeis com a suposicao de normalidade, seja pela falta de simetria ou pela presenca
de valores atipicos. Neste sentido, Arellano-Valle et al. (2012) propoe a distribuigao t de Student
como alternativa & normal no modelo Tobit e, generalizando este trabalho, Garay (2014) propoe
utilizar a familia de distribui¢des de mistura de escala normal dando atencao especial a alguns de
seus casos particulares, como a normal, a t de Student, a normal contaminada e a slash. Dado

que estas distribui¢oes sao todas simétricas, buscamos neste trabalho apresentar alternativas a



distribuigao normal no modelo Tobit que sejam capazes de incorporar pardmetros de curtose e/ou
de assimetria: a chamada familia de mistura de escala skew-normal (veja Branco & Dey, 2001).
Esta familia engloba distribui¢oes como a skew-normal, skew-t, skew-slash e também suas versoes
simétricas, desta forma, ao adotar uma classe de distribui¢bes mais genérica, conseguimos lidar
tanto com conjuntos de dados assimétricos e que contém observagoes atipicas quanto com conjun-

tos de dados bem comportados.

Neste primeiro capitulo faremos uma introdugao sobre certos aspectos tedricos relevantes para
o desenvolvimento dos capitulos seguintes, como o conceito de censuras e truncamento, o algoritmo

EM, algoritmos MCMC e alguns métodos para comparacao de modelos e diagnostico.

1.2 Introducao

Comecaremos este capitulo introduzindo algumas notagoes que serdo utilizadas ao longo deste
trabalho. Em geral, adotaremos a convengao tradicional denotando uma variavel ou vetor aleatorio
por uma letra maitiscula e sua realizacao pela letra mintiscula correspondente. Vetores e matrizes
(aleatérios ou ndo) sdo representados por letras em negrito. X ' é a transposicio de X.

Sejam X e Y duas variaveis aleatorias, a notacao X LY indica que sdo independentes e X 4y
indica que tém mesma distribuigdo. Denotaremos por f(x) a densidade de X, por F(z) sua fungao
de distribui¢do acumulada, por f(z,y) a densidade conjunto de (X,Y’) e por f(z|y) a densidade
condicional de X|Y = y. Quando 6, o vetor de parametros que indexa a distribuigao de X, for
relevante (e considerado um valor fixo), a densidade de X sera denotada por f(x; 0) e sua fungao de
distribuicao por F'(z; ). O simbolo ~, como em X ~ f(z), significa que X é distribuida conforme
f(z). O simbolo iri\(}, como em X, Y 2 (x), denota que X e Y sdo independentes e identicamente
distribuidas segundo f(z). Ex[h(X)] e Varx[h(X)] denotam respectivamente a esperanca e a
variancia da fungdo h(X) em relagao a densidade da varidvel aleatéria X. Embora sejam um tanto
abusivas, estas notacoes facilitardao o desenvolvimento matematico deste trabalho.

Denotamos por N,(p,X) a distribuigdo normal p—variada com vetor de locagdo p e ma-

triz de variancia-covaridncia %, com densidade ¢,( -; p, %) e funcdo de distribui¢do acumulada
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Q,(-:p,X). To(-;p 2,v) denota a funcao de distribuigdo acumulada de uma t de Student
p—variada, com vetor de parametros de locagao p, matriz de escala 3 e grau de liberdade v; a
respectiva densidade é denotada por t,(po, 3o, 7). Se o subescrito p for omitido, entdo estas fun-
¢oes referem-se a versao univariada destas distribuigoes, e neste caso, se forem também omitidos
os parametros p e X, estamos nos referindo a sua versao padrao (com parametro de locac¢ao 0 e de
escala 1). G(«, 8) denota a distribuigdo gama com esperanca /3 e IG(«, ) denota a distribuigao
gama inversa com esperanca [3/(a — 1).

A notagao 14(x) denota a funcdo indicadora em x no conjunto A, isto é, Ix(z) =1sex € A
e 14(z) = 0 caso contréario. I'(-) denota a fungao gama. Abreviaremos “fungao de distribuicao de

probabilidade” por “pdf” e “funcao de distribuicdo acumulada” por “cdf”.

1.3 Censura e truncamento

1.3.1 Variaveis censuradas e truncadas

Em diversos campos da ciéncia nos deparamos com situagoes em que a variavel de interesse nao
pode ser completamente observada para todos os individuos do experimento, mas, ao invés disso
observa-se somente um intervalo em que esta variavel esta contida, caracterizando o que chamamos
de censuras.

Existem trés tipos de censura, o mais comum ¢ a censura a direita, que ocorre quando o intervalo
observado é do tipo [a,00) para alguma constante finita a conhecida, isto é, quando sabemos que
o verdadeiro valor da variavel de interesse é maior do que o valor observado a. Este tipo de
censura ocorre com muita frequéncia quando a variavel de interesse é o tempo até a ocorréncia
de um evento, como nos estudos clinicos sobre o tempo de sobrevida ou remissdo de pacientes
ou em estudos sobre o tempo de vida 1util de equipamentos eletronicos. Nestes casos, as censuras
correspondem aos individuos que nao experimentaram o evento de interesse antes do término do
estudo. Um outro exemplo de censura a direita que nao envolve a variavel “tempo” ocorre quando
um instrumento de medicao tem uma capacidade maxima fixa e ndo fornece a quantia de interesse

quando esta é ultrapassada.



O segundo tipo de censura é a censura a esquerda, quando o verdadeiro valor da variavel de
interesse é menor do que o valor observado a. Neste caso, o intervalo observado é do tipo (—o0, al,
onde a é uma constante finita e conhecida. Este tipo de censura ocorre, por exemplo, em testes
para detectar o virus HIV, onde a carga viral de um individuo portador nao pode ser mensurada
se for menor do que um determinado ponto limitrofe.

O 1ltimo tipo de censura ¢ a intervalar, que ocorre quando sé é possivel observar um intervalo
finito do tipo [a,b] no qual o verdadeiro valor da varidvel estd contida, com |a|< oo, |b|< oo e
a < b. Esta censura é menos comum que os outros dois tipos e costuma aparecer em experimentos
nos quais nao ha vigilancia continua das unidades experimentais e o interesse é estudar o tempo
até a ocorréncia de um evento, de forma que existe a possibilidade de que o evento de interesse

ocorra entre uma inspecao e outra.

O truncamento ocorre quando algumas observagoes (seja na varidvel resposta ou nas regres-
soras) nao estdo disponiveis. Ao contrario das censuras, onde a perda de informacao é parcial,
no truncamento simplesmente nao ha qualquer registro para a variavel em questdo. Um exemplo
de dados truncados é retratado em Colosimo & Giolo (2006), onde é usado um banco de dados
da previdéncia social para estudar a expectativa de vida dos moradores de uma certa localidade
- neste caso, somente moradores que atingiram a idade da aposentadoria fazem parte da amostra
e individuos mais jovens sao automaticamente excluidos do estudo. Outros exemplos de trunca-

mento podem ser encontrados em Nelson (1990) e Kalbfleisch & Lawless (1992).

Neste trabalho daremos enfoque a modelos para dados com censuras a direita e a esquerda,

porém os resultados sao expansiveis para conjuntos de dados com censura intervalar.

1.3.2 Distribuicoes truncadas

Seja X uma variavel aleatéria com densidade f(-), funcdo de distribuicdo acumulada F(-) e
suporte X. Se esta varidvel é sujeita a censura, entdo observar o intervalo A = |a,b] C X como

produto desta censura quer dizer que obtivemos uma nova informagcao que deve ser incorporada a
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fungao de densidade de f(-), a de que X € A. Este processo gera o que chamamos de distribuigao
truncada. Aqui, a notacdo | -, - | expressa um intervalo cujo cada extremo pode ser tanto aberto
quanto fechado.

Desta forma, denotando por T'f( -; A ) a versao truncada da distribuicao f(-) no intervalo A,

temos a seguinte relagao: se X ~ f(-), entdo X|X €e A~Tf(-; A)e

f(z)
Tf(x; A) = ————Trocu<n.
Note que se X for censurada a direita, entdo b = oo e T'f(x; A) = %ﬂ{xZa} e, se for
censurada a esquerda, entdo a = —oco e Tf(x; A) = %ﬂ{be}.

1.4 O algoritmo EM

Na area de inferéncia estatistica classica é bastante comum lidar com problemas de maximi-
zacao de fungoes a fim de estimar os parametros desconhecidos do modelo. Em muitos destes casos
nao ha forma analitica fechada para tais estimadores e métodos iterativos de maximizagao tornam-
se uma boa alternativa. Dentre estes métodos, o algoritmo EM (“FEzpectation-Maximization”,
Dempster et al. (1977)) é uma alternativa relativamente simples pois nao requer o célculo de se-
gundas derivadas e pode ser empregado sempre que existir uma representacao dos dados em termos
de uma variavel latente.

Cada iteragao do algoritmo consiste em duas etapas. Na primeira etapa, E ou “ Expectation”, os
dados observados e a estimativa atual do parametro sao utilizados para encontrar a distribuicao dos
dados latentes, enquanto na segunda etapa, M ou “Mazximization”, uma re-estimagao do parametro
é feita sob a hipotese de que a distribuicao da variavel latente encontrada no passo anterior é de
fato sua distribuicao verdadeira.

Denote por 6 € O o vetor de parametros de interesse, por Y o vetor com os dados observaveis
e por {(6;y) a fungdo de log-verossimilhanga assumida pelo modelo estatistico. Suponha que
cada componente do vetor aleatério observavel Y possa ser escrita como uma funcao do vetor de
variaveis latentes Z. Mais especificamente, assumimos que existe uma fungdo h : Z — ) tal que

h(Z) =Y, de forma que, uma vez observado Y = y, a tinica coisa que sabemos sobre Z é que este
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vetor aleatério estd restrito ao espago determinado por Z(y) C Z, o subespaco de Z determinado
pela equagao h(Z) = y.

A estratégia deste algoritmo é considerar os chamados “dados aumentados”, isto é, tomar o
vetor de variaveis latentes Z como se este fosse observavel. Desta forma conhecemos a func¢ao de
distribuicao deste vetor, f(z;0), e temos a disposi¢ao a fun¢ao de log-verossimilhanca completa,
0.(0;z) = log f(2;60). Pode-se também calcular a distribuicao condicional de Z dado Y = v,
f(z|y; 0), da seguinte forma:

f(y,2;0)
f(y;0)
f(ylz;0)f(2;0)
f(y;0)
f(2;0)

= 5 0) z € Z(y), (1.4.1)

sendo que a segunda igualdade vem do Teorema de Bayes e a terceira igualdade vem do fato de

f(zly;0)

que o vetor Y fica completamente determinado se temos a informacao de que Z = z, de forma que

f(y|z;0) é uma distribuigao que atribui probabilidade 1 em Y = h(z) e 0 em qualquer outro lugar.

Seja @Y a estimativa de 6 na iteracdo t do algoritmo, t = 0,1,2,..., onde 8© é um valor

inicial. A iteragdo (¢ + 1) do algoritmo consiste em dois passos:
Etapa E: Célculo da fungio Q(0]0") = Ezy [((60; Z) | Y =y,0 = 60)].
Etapa M: Atualizar a estimativa, fazendo 8¢+1) = arg max Q(e16M).
S

Estes dois passos sao repetidos até que alguma medida de convergéncia seja satisfeita, como

1) — @®||< ¢, para algum € > 0 suficientemente pequeno.

por exemplo ||6¢

O principal ganho do algoritmo EM ¢ trocar uma tnica maximizagdo complicada da fungao
de verossimilhanca por varias maximizacdes simples da funcio Q( - |8®). No entanto, é preciso
garantir que as estimativas encontradas na convergéncia do algoritmo sejam as mesmas que ma-
ximizam a funcao de verossimilhanca. Neste sentido, o algoritmo EM possui uma propriedade

interessante chamada “ascendéncia”, que diz que o valor da verossimilhanca avaliada em uma nova



atualizacao da estimativa nao deve ser menor do que se avaliada em estimativas anteriores. Esta

propriedade é formulada no Teorema 1.

Teorema 1. Se ((0;y) € a funcio de verossimilhanca do modelo e 81 denota a estimativa de 0

na t—ésima iteracio do algoritmo EM, temos que, Vt € Z*:
(6%;y) > 66"V y) (1.4.2)

Prova:

Aplicando o log em ambos os lados da equacao 1.4.1, temos:

log (f(z|y;0)) = log(f(z;0)) —log(f(y;0)) =
log (f(2|y;0)) = (.(0]z) —((Oly) =
C(0ly) — L. (0|z) = —log(f(zly;0)). (1.4.3)

Tomando a esperanca em ambos os lados da Equacao (1.4.3) com relacio & distribuicio f(z|y; 8®),

temos:
((0ly) —Q(016Y) = —H(616"), (1.4.4)

onde H(0|60Y) = Ezy [log f(zly; 0) | v, O(t)}. Agora,

H(OW0W) — H(016W) = Egy g0 [log f(2ly;0") | y,0"] = Ezy g0 [log f(2]y; 0) | y, 0]

;0
= Eziyeo [— log (JW) ‘y,e(t)]

z|y; 0 )
> —log (]EZ|Y,9<,5> [W ‘ y,O(t)D , pela Desigualdade de Jensen
f(z]y; 6)
= —lo/ DT F(z|y; 1) dz
# Sz f(zly'O“) TEly: 07
= —log / (z]y; 0)
>



e, portanto, H(0®|0®) > H(0|6")). Desta forma, substituindo este resultado na Equacao
(1.4.4):

((6ly) - Qo16") = —H(6]6")
> —H(OY") = ¢(6]y) - Q(610"),

logo,
(0ly) - (0%y) > Q(6]6“) - Q0"[6"). (1.4.5)

Em outras palavras, a Equagao (1.4.5) nos diz que ao escolhermos um valor de 8 que aumente o
valor da funcio Q(0]6®) além da constante Q(0®|*)), estaremos aumentando também o valor da
funcao ¢ (0|y) além da constante ¢ (B(t)\y) em pelo menos o mesmo tanto. Desta forma acabamos
de provar que o algoritmo EM ¢é correto no sentido de que, ao maximizar a funcdo Q(8|0®) em
cada iteragdo, maximiza também a funcao de verossimilhanca e, na convergéncia, deve encontrar
as estimativas de maxima verossimilhanga do pardmetro € (supondo que nao ha problemas graves
de multimodalidade que possam “desviar” a convergéncia para um méaximo local).

Para finalizar a demonstragao do Teorema 1, note que, ao atualizarmos o valor da estimativa
com 0D = arg max Q(0]6Y), temos por definicio que Q(O1W) > Q(0]6M) VO < O,
inclusive para @ = ). Logo, Q(8%+1]0W) > Q(8M|0®) e a igualdade s6 é satisfeita se O+ =

0", comprovando a propriedade ascendente do algoritmo dada a discussdo do paragrafo anterior.

1.5 Algoritmos MCMC

O objetivo maior dos algoritmos MCMC (Monte Carlo em Cadeias de Markov) é o de gerar
uma cadeia de observagoes de uma densidade da qual nao seja possivel amostrar diretamente. Den-
tre esta classe de algoritmos, o de Metropolis-Hastings, inicialmente desenvolvido por Metropolis
et al. (1953) e posteriormente generalizado por Hastings (1970), talvez seja um dos mais conheci-
dos e utilizados na estatistica, principalmente devido ao impacto de um dos seus casos especiais, o

amostrador de Gibbs, na area de inferéncia Bayesiana (Tanner & Wong (1987) e Gelfand & Smith
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(1990)).

Na teoria de cadeias de Markov com espaco de estados continuas, os problemas geralmente
comecam com um kernel de transicio P(z, A), com x € R e A € %, onde & ¢ uma o-algebra de
Borel em R?. Este kernel de transicdo é simplesmente uma funcao de distribuicdo condicional que
representa a probabilidade de a cadeia sair do ponto x e ir para um ponto do conjunto A. Suponha

que possamos escrever:

P(l’, dy) - p(l’, y>dy + T<x>ﬂm€dya

para alguma funcao p(-,-), onde p(z,x) = 0 e r(z) = 1 — [za p(x, 2)dz representa a probabilidade
de a cadeia permanecer no estado x. Se a fungdo p(-, -) satisfizer a condi¢ao de reversibilidade, isto

é, se existir uma funcio 7(-) com dominio em R? tal que:

m(z)p(x,y) = 7(y)p(y,z) Va,y € RY, (1.5.1)

entao dizemos que 7(-) é a funcao de densidade invariante de P(z,-) (Tierney (1994)). O resultado
interessante desta propriedade, que serd explorado pelos algoritmos MCMC, é que, se a cadeia
for irredutivel e aperiddica, 7(-) também é a distribuigdo estaciondria de P(x,-), o que quer dizer
que apds um numero suficientemente grande de passos (mudangas de estado), este kernel converge

para 7(-).

A engenhosidade da classe de algoritmos MCMC estd em definir 7(-) como a distribuigao
alvo da qual se quer amostrar e entdo construir um kernel apropriado que satisfaca a condicao
de reversibilidade em (1.5.1) a partir de uma densidade da qual seja simples gerar observagoes.
Desta forma, apés um nimero suficientemente grande de iteragoes, a cadeia de valores obtida
através deste método se aproximard de um conjunto de amostras da distribuicao m(-). A seguir
apresentaremos o funcionamento do algoritmo de Metropolis-Hastings e de seu caso particular mais

famoso, o amostrador de Gibbs.



1.5.1 Metropolis-Hastings

Dentro do contexto geral dos algoritmos MCMC, entender o funcionamento do algoritmo de
Metropolis-Hastings quer dizer conhecer o processo utilizado por ele para a construgao do kernel
de transigao. Seja entdo 7(z) a fungdo de densidade (absolutamente continua) da variavel /vetor
aleatorio X do qual queremos amostrar, com X € X. Suponha que saibamos gerar observagoes
de uma densidade ¢(x,y) cujo dominio seja igual a X? e tal que [, ¢(z,y)dy = 1. No contexto de
cadeias de Markov, devemos interpretar ¢(z,y) como a densidade da qual um novo valor y é gerado
quando a cadeia encontra-se no estado x. Geralmente esta densidade, vista como um kernel de
transigao, nao satisfaz a propriedade de reversibilidade com relagdo a 7(x), isto é, provavelmente
existird um par de valores (z,y) em X? tal que 7(z)q(x,y) > 7(y)q(y,z). Informalmente isto
que dizer que uma cadeia com o kernel de transigao ¢(-,-) move-se muito mais vezes do estado
x para o estado y do que é necessario para convergir para a densidade (). O que o algoritmo
de Metropolis-Hastings faz entao é construir um kernel apropriado corrigindo a densidade ¢(x,y)
através da introdugdo de uma probabilidade o(z,y), a qual, uma vez gerado um novo “candidato”
y através de q(z,y), diz se a cadeia deve mover-se para este candidato ou se deve continuar no
estado atual z.

As iteragoes do algoritmo consistem nos seguintes passos:
Inicializacao:

Passo 1: Escolha um valor inicial z(©.

Passo 2: Defina uma distribui¢do proposta ¢(-, -).
Na iteragio t, t =1,2,3...:

Passo 1: Gere y de g(z*V.).

Passo 2: Calcule a probabilidade:

a2z, y) = min {1 ; () 4y, 2" 7)) } .

m(@t=1) gz, y)
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Passo 3: Faca X) = y com probabilidade a(z*~V,y) ou X® = z(=Y com probabilidade 1 —
a(zt=Y,y).

Uma segunda versao bastante interessante do algoritmo de Metropolis-Hastings aparece quando

a distribuicao alvo 7(-) é multivariada, isto é, quando queremos amostrar da distribui¢ao conjunta

do vetor aleatério X = (X1, Xo, ..., Xy), com d > 1, e ao invés disso, é mais facil amostrar das cha-

o . . . . o o~ T
madas “condicionais completas”; as distribui¢oes de X;| X _;, onde X _; = (Xq,..., X; 1, Xiv1, ..., Xa) ',
isto é, o vetor X_; contem todos os elementos originais de X, exceto por X;, parai=1,2,...,d.

Neste caso, ao invés de aplicar o algoritmo simultaneamente a todos os elementos do vetor, constroi-
se uma versao “componente-a-componente” do algoritmo, aplicando-o em sequéncia a cada ele-
mento. Esta versao foi originalmente discutida por Metropolis et al. (1953) e simplifica a escolha
da distribuicao proposta.

Denote por m;(+|x_;) a distribui¢do condicional de X;|X_; e suponha que existam d kernels de
transi¢do P(z;, A|lx_;) cuja distribuigdo invariante seja m;(-|z_;), ¢ = 1,2,...,d. Cada um destes
kernels representa a probabilidade condicional de a cadeia de Markov definida pela sequéncia de
observagoes da variavel X; sair do estado atual x; e ir para algum ponto do conjunto A, dado que
X_; = x_;. Neste cenario, se cada um dos d componentes do vetor X for movido em uma ordem
fixa (ou seja, se fizermos a atualiza¢do componente-a-componente), o processo resultante serd uma
cadeia de Markov cujo kernel de transicao corresponde ao produto dos d kernels iniciais. Este
processo tem como distribuicao invariante 7(x) e, se a cadeia for irredutivel e aperiddica, 7(z) é
também sua distribuicdo estaciondria. E este resultado que serve como base para a construcio
desta versao do algoritmo.

Cada iteracao da versao “componente-a-componente” do Metropolis-Hasting consiste em d

atualizacoes. Denotando por xl(t) o valor atribuido a X; na t—ésima iteracao, o passo ¢ da iteracao
D) [z
oy |:L‘(_tZ), onde :E(_tz = (xgt), . ,a:z(t_)l, a;§i‘11), . ,:vg_l))T denota

t consiste em gerar um candidato y; de uma distribuigdo proposta ¢;(z ) e aceité-lo

(t

i

conforme uma probabilidade a(z
o valor atribuido ao vetor X_; apds completar o passo i—1 da iteracao atual. De forma mais precisa,

0S Passos sao:

Inicializacao:
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Passo 1: Escolha um valor inicial (¥ = (xgo), 20, ,x((jo))T

Passo 2: Defina d distribuigbes propostas ¢;(-, | z_;), para i =1,2,...,d

Na iteragio t, t=1,2,3..., para1=1,2,...,d:

t—1)

—1 /"

Passo 1: Gere y; de q(azg . x(t)-)

Passo 2: Calcule a probabilidade:

(e (s 28D 1O
ai(l‘gtil)? Yi | :17(3) = min {1 : m((?jlf—z()t)%(yu f;ﬁl) |$—z()t) } .
mi(zy el @ile 7 yilal)

—1

Passo 3: Faga Xi(t) = g; com probabilidade ai(ac(t_l), i | x(_tz) ou Xi(t) = xgt_l) com probabilidade

L= el 2)).

Gelman (1992) sugere um método para avaliar a convergéncia do kernel de transi¢ao da cadeia
para a distribuicao estacionaria. Este método requer que pelo menos duas cadeias sejam rodadas
paralelamente, de preferéncia a partir de valores iniciais distintos, pois compara a variancia inter
e intra cadeias. Desta forma, seja x;; a i—ésima observacao proveniente da j—ésima cadeia, com
i=1,2,...,Mej=1,2,...,J. Denote por 7.; = ﬁzij\il Tij € T. = ﬁzm z;;. Calculamos as

variancias inter (W) e intra (B) cadeias da seguinte forma:

1 1 X ) M I )
W =— Tij — T.; B=—— T, —x.)°
A variancia de X pode entao ser estimada por:
— M—1 1
Var| X| = W+ —B.
alX] == Wty

Esta estimativa em geral superestima a variancia real de X e, ao mesmo tempo, W tende a subes-
timar a variancia inter cadeia. No entanto, conforme M — oo, ambas as quantidades convergem
para Var[X], de forma que podemos usar a razio entre \//;r[X | e W para monitorar a convergéncia
da cadeia: quanto mais préxima de 1 for a razao, mais indicios temos de que o kernel de transicao
convergiu para a distribuigdo estacionaria. Neste sentido, a estatistica de Gelman-Rubin é definida

por:

—

Var[ X]

R:
w
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Espera-se que R seja proximo de 1 para assegurar a convergéncia das cadeias.

Sobre a sequéncia de amostras retornadas, uma pratica comum e bastante eficiente é eliminar
os valores resultantes das primeiras iteragoes do algoritmo, realizadas antes de a convergéncia
ser atingida (conhecida como “burn-in”). Além disso, existe uma dependéncia entre observagoes
sucessivas, fruto da origem markoviana do método. O que se faz, no sentido de eliminar ou
minimizar esta correlagao, é guardar as observagoes espagadas utilizando um passo constante, cujo
tamanho pode ser facilmente determinado através da construcao de graficos de auto-correlacao
para a amostra gerada (processo conhecido como “thinning”).

Para a demonstragao de que o kernel construido no algoritmo de Metropolis-Hastings converge
para a distribuigao alvo, veja Hastings (1970). Chib & Greenberg (1995) discute problemas de

implementacgao deste algoritmo, como a escolha da distribuicao proposta.

1.5.2 Amostrador de Gibbs

O amostrador de Gibbs é um caso particular da versao “componente-a-componente” do al-
goritmo de Metropolis-Hastings. Sua principal aplicagdo na estatistica é na area da inferéncia
Bayesiana quando deseja-se amostrar da distribuicao a posteriori conjunta de um vetor aleato-
rio de interesse X = (X3, Xy,...,Xy) e as distribuigoes condicionais completas de X;|X_;, para
t=1,2,...,d, sdo conhecidas e faceis de se obter amostras, seja diretamente ou através de algum
método iterativo como o proprio Metropolis-Hastings.

Este algoritmo MCMC surge do Metropolis-Hastings quando a distribuicao proposta para atu-
alizar o valor de X; é tomada como a prépria condicional completa de X;|X_;, m;(-|x_;), para
t=1,2,...,d. Ao fazer esta escolha, a probabilidade de aceitacao de um valor candidato é 1, o que

t—l)’x(j)) (t—l)

pode ser visto facilmente se substituirmos g;(y;, «! por 7 (z 7V |2M) e g (@Y, i |2) por

(t

i (Y |:1c(_tZ) na equagao que define a;(z; Dy | x(_tZ) nos passos do Metropolis-Hastings “componente-

a-componente”. Desta forma, as iteragdoes do amostrador de Gibbs consistem em:

Inicializacao:
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Passo 1: Escolha um valor inicial (¥ = (xgo), 20, ,x((jo))T.

Na iteracdo t,t =1,2,3..., parat1=1,2,...,d:

(®)

)

] 20),

Passo 1: Gere uma nova amostra x; ' para a variavel aleatéria X; a partir de (z;

Sendo o amostrador de Gibbs um caso particular do Metropolis-Hastings, aqui ocorrem os
mesmos problemas acerca do nimero de iteragdes até a convergéncia e correlagao entre amostras
sucessivas discutidos na Subsecao 1.5.1, portanto as observacoes feitas anteriormente sobre tais

assuntos sao pertinentes para este algoritmo.

1.6 Critérios para comparacao de modelos

Existe uma grande variedade de metodologias para comparar a adequacao de diferentes modelos
a um determinado conjunto de dados, geralmente balanceando-se a qualidade do ajuste promovido
e a complexidade do modelo. Apresentaremos aqui algumas das principais metodologias utilizadas:

o AIC, o BIC e o EDC, para estudos frequentistas, e o EAIC, EBIC, LPML, DIC e WAIC, para

estudos Bayesianos.

1.6.1 Critérios frequentistas

Alguns dos principais critérios de comparacao de modelos utilizados em estudos frequentis-
tas sdo o AIC (“Akaike information criterion”), o BIC (“Bayesian information criterion”) e o
EDC (“efficient determination criterion”). Suponha que temos n observagoes de um determinado
modelo, cujo vetor de parametros @ € R? possui estimativa igual a 6. Seja (0) a funcao de

log-verossimilhanca deste modelo. Estes trés critérios podem ser expressos por
—2( (é> + qCn,

onde ¢ é o numero de pardmetros livres a serem estimados no modelo e ¢, é uma sequéncia
(conveniente) de nimeros positivos. O AIC é definido tomando-se ¢, = 2 e o BIC, fazendo-

se ¢, = log(n). Para o EDC, ¢, é escolhido de modo a satisfazer as condigoes ¢,/n — 0 e

14



¢n/log(n) — 0 quando n — oo. Neste trabalho utilizaremos ¢, = 0.24/n, conforme sugerido por

Bai et al. (1989).

1.6.2 Critérios Bayesianos

Existem varias propostas de critérios de comparagao de modelos Bayesianos, uteis quando é
preciso escolher entre modelos distintos para o mesmo conjunto de dados (veja Ando (2010)).
Considere um modelo com vetor de pardmetros 0 e seja z = {z1,...,2,} um conjunto com n
observagoes da varidvel de interesse. Um dos critérios mais conhecidos é o LPML (“log pseudo
marginal likelihood”), derivado a partir da estatistica CPO (“conditional predictive ordinate”).
Para a i—ésima observacgao, 1 = 1,2, ..., n, a estatistica CPO; é definida como a densidade preditiva
f(zi|z—;), representando uma medida do quao provavel seria obter uma futura observacao igual a
z; dado a amostra z_;, onde z_; é o conjunto obtido ao excluir-se z; de z. Desta forma, é facil
enxergar esta estatistica como um método de identificagao de observacoes aberrantes, um dos seus
usos mais conhecidos na inferéncia Bayesiana. Para maiores detalhes sobre o C'PO, veja Gelfand

et al. (1992). Pode-se mostrar que o C'PO pode ser escrito da seguinte forma:

CPO, = /f(zi|0) f(8)z_;) do = ( J{((sz)) de) ! _ (Emz [f(zi|0)—1’ z]>—1. (1.6.1)

Para a maioria dos modelos a estatistica CPO; nao possui uma forma analitica fechada. No
entanto pode-se obter uma aproximagao desta estatistica usando uma amostra MCMC de f(0|z),
a distribuicao a posteriori de 8: {61,0,,...,0g} (apds o processo de burn-in e thinning). E dado

em Dey et al. (1997) que:
cro; — | f: AN (1.6.2)
C\QIT f(xle) ) -

O critério LPML é uma sumarizacao destas n estatisticas, definido por:

LPML = 3" log(CPO;).

i=1

Quanto maior o valor de LMPL, melhor é a adequagao do modelo proposto ao conjunto de dados.
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Os critérios DIC, EAIC, EBIC e WAIC ponderam a qualidade do ajuste do modelo e sua
complexidade. Para defini-los vamos primeiramente definir uma medida de qualidade de ajuste, o

deviance, dada por:

D(6) = ~2log (H f<zire>) .

O DIC (“deviance information criterion”, Spiegelhalter et al. (2002)) pondera o deviance com
uma medida relacionada com a complexidade do modelo, o nimero de parametros efetivos, definida
por:

poic = D(0) — D(0),
onde o primeiro termo ¢ a esperanga a posteriori do deviance, dada por
. n
D(0) = -2 ) E[log f(20)|z],
i=1
e o segundo termo é o deviance avaliado em alguma estimativa pontual @ de 6. A média a
posteriori é uma escolha natural para 6, mas existem outras alternativas, como a moda ou a

mediana a posteriori. Finalmente, definimos o DIC por:

DIC = 2ppic + D(8) = 2D(8) — D().
Quanto menor o valor do DIC, mais adequado é o modelo ao conjunto de dados. O célculo
da integral D(€) pode ser bastante complexo, por isso, pode-se usar também aqui uma amostra
MCMC {61,6,,...,00} de f(0|z) para estimar o valor do DIC. Desta forma, aproximamos D(6)

pela média amostral a posteriori dos desvios D(0):

w}

9 « n
(0) = ) ;log (H W(Zi‘gj)) . (1.6.3)

i=1
Assim, uma aproximacao do DIC é dada por:

—— ~

DIC = 2D(6) — D(8).

Mais recentemente Watanabe (2010) introduziu outro critério para selegao de modelos, o WAIC

(“ Watanabe-Akaike information criterion”). Para defini-lo, vamos primeiramente definir a log-
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densidade preditiva, dada por:

() =X los [ f(=10)f(0l2) do.

Basicamente, o WAIC calcula p(z) e adiciona uma corregao relacionada ao nimero efetivo de
parametros do modelo, a fim de compensar um possivel superajuste. Gelman et al. (2014) sugere
duas maneiras de calcular esta correcao. A primeira é muito parecida com a utilizada em ppic e é
dada por

pwaic, = 2p(z) +D(0).

A segunda ¢ definida por
pwaic, = Y Var [log f(z]0)|z] .
i=1

Finalmente, as duas versoes do critério WAIC sao definidas da seguinte forma:
WAICk =2 PWAIC, — 2p(Z), k= 1, 2. (164)

Quanto menor for o valor do WAIC, mais adequado ¢ o modelo ao conjunto de dados. E
importante notar que na defini¢ao original de Watanabe o critério WAIC foi definido somente por
—p(z)/n adicionada a uma corre¢do. Aqui, seguindo a sugestdao dada por Gelman et al. (2014),
este termo foi multiplicado por —2 de forma a ficar na mesma escala que os critérios DIC, EAIC
e EBIC.

Novamente, computar o WAIC envolve envolve calcular integrais que geralmente nao sao di-
retas ou sdo computacionalmente custosas. Desta forma, é possivel aproximar o valor deste cri-
tério como foi feito para o DIC: utilizando uma amostra MCMC da densidade a posteriori de 6,

{601,0,,...,0p}. Primeiramente, aproximamos p(z) da seguinte forma:
_ n 1 9
p(z) = log | =D f(l6;) |,
i=1 Q=

e depois, considerando a aproximacio de D(0) dada na Equacio (1.6.3), a primeira versao do

WAIC pode ser aproximada por
WAIC, = 2 p(z) + 2 D(6).
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A aproximacao da segunda versao do WAIC, WAIC,, pode ser calculada considerando a vari-
ancia amostral ngl(x) = ﬁ Z?:l(x —I) como uma estimativa da variancia, onde T = é Z?Zl T,
e utilizando a amostra MCMC da densidade & posteriori de @ para aproximar o valor de f(z;|@),

i=1,2,...,n, fazendo:
1 Q
g LI

Outros critérios podem ser usados para comparar a adequacao de modelos distintos a um
mesmo conjunto de dados: o EAIC (“ezpected Akaike information criterion”), veja Brooks (2002),
e o EBIC (“expected Bayesian information criterion”), veja Carlin & Louis (2001). Estes critérios
sao definidos por:

FAIC =D(0)+2q e EBIC =D(0)+ qlog(n),

onde ¢ é o nimero de parametros livres a serem estimados no modelos. Quanto menor o valor do
EAIC ou do EBIC, mais adequado é o modelo ao conjunto de dados. Substituindo D(@) por D(8),

pode-se obter uma estimativa destes critérios.

Quando a intencao nao é comparar modelos distintos mas sim investigar se um determinado
modelo ¢é suficientemente adequado para um conjunto de dados, usamos uma medida baseada na
distribuigao preditiva a posteriori, o p-valor Bayesiano preditivo (Gelman et al., 2004). Usando
alguma estatistica pré-fixada como medida de discrepancia, T'(z, @), pode-se determinar se seu valor
observado ¢ extremo em relagdo a distribuicao preditiva a posteriori com o auxilio de amostras
simuladas desta distribuicao.

Neste trabalho seguiremos a sugestdao de Gelman et al. (2004) e usaremos uma funcao da

log-verossimilhanga como medida de discrepancia, dada por:

= —2210g (2] 0)] (1.6.5)

O p-valor Bayesiano preditivo, denotado por pg, é definido como a porcentagem de vezes em que
T(z,, 0) é maior do que T'(z,0) em L conjuntos de dados simulados, isto é, pgp =P (T(zpr, 0) >
T (z,0) | Z = z), onde z,, ¢ a amostra simulada da distribuicao preditiva a posteriori. Se o modelo
for adequado, pp deve ser proximo de 0.5 sendo que valores muito alto ou muito baixos indicam

uma ma especificagao do modelo.
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1.7 Deteccao de observacoes influentes em estudos Baye-

sianos

Nesta Secao iremos abordar algumas medidas Bayesianas de diagnéstico para detectar observa-
¢oOes extremas, que exercem uma influéncia desproporcionalmente grande nos resultados do ajuste.

A abordagem que utilizaremos é uma das mais conhecidas, o método de delecao de casos.

Um modo bastante comum em estudos Bayesianos para quantificar a influéncia de uma de-
terminada observacao é calcular alguma medida de divergéncia entre a distribuicdo a posteriori
obtida com o conjunto de dados completo e excluindo-se dele tal observagdao. Se obtivermos uma
medida significativamente grande, entao esta observagao é considerada influente. Desta forma,
seja z = {21,292, ...,2,} a amostra observada e I um subconjunto de {1,2,...,n}. Considere o
conjunto z; = {z;; ¢ € I}, denotando por z_; seu complementar em z. A fim de estabelecer uma
medida de divergéncia apropriada, denote por f(0|z; My) e f(0|z; M) as distribuicoes a posteriori
de @ sob os modelos M, e M; respectivamente. Para comparar o quao parecidos sao estes dois
modelos em termos da inferéncia final sobre 6, definimos a funcao de perturbacao entre My e M;

CO1mo:

| (0] M)
m(0: Mo, M) = G )

A partir desta fun¢ao de perturbacao Csiszar (1967) define a medida “g-divergente” entre os

modelos My e M; da seguinte forma:
dq (TTL(e,Mo,Ml)) :EMO [q<m(07M0,M1)>] (171)

onde ¢(-) é uma funcdo convexa tal que ¢(1) = 0.
Se tomarmos M, como o modelo que considera toda a amostra z para o calculo da posteriori
e M, como o modelo que considera somente z_; para este fim, entdo podemos definir a funcao de

perturbacao do conjunto I na distribuicao a posteriori como:

m(0) = m(0; Mo, My) = 16lz-1) (1.7.2)

f(0z)

19



A medida g-divergente pode também ser definida para a funcao de perturbacdo do conjunto I da

seguinte forma:
de(z,2_1) = Eg2z[q(m(0))]. (1.7.3)

Algumas medidas de divergéncia bastante conhecidas sdo obtidas considerando-se diferentes
fungoes ¢(+), por exemplo, se ¢(x) = —log (z) obtemos a divergéncia de Kullback-Leibler (K-L),
ao considerar q(x) = (r — 1) log(z) estaremos trabalhando com a distdncia J e a distancia L, é

obtida fazendo-se ¢(x) = |z — 1].

Para a maioria dos modelos é bastante complicado calcular a esperanga da Equagao (1.7.3),
logo, é conveniente considerar uma aproximagao MCMC das medidas de influéncia citadas. Neste

sentido, enunciamos a seguinte proposicao:

Proposicao 1. Seja m;(0) a funcio de perturbagao do conjunto I conforme definida na Equagao
(1.7.2) e denote por C POy a estatistica C PO para o conjunto de observagoes zy, isto €, CPO; =
Eg|z [f(zﬂ@)‘l‘ z] ' =Egz [Hjel f(zj|9)_1‘ z]~!. Pode-se escrever:

CPO;

m16) = F0)

Prova:

Segundo a defini¢ao dada na Equagao (1.7.2),

mi(0) = [(0lz_1)f(B]z)""
[(6)f(z- 1|9) /(2)
f(z 1) [(0)[(z]6)

_ (/f 2 110)f ) 1 (1.7.4)

-1

_ le </f 210)(2:10)"' £(0 )da) (1.7.5)

— f(21]6)" (/f F(z110)™" )1

-1

— f(2)0) (/fz\e 1f(0|z)d0>
CPO,
f(zr10)
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onde a Equagdo (2.2.5) foi obtida através das igualdades f(z_;|0)/f(z|0) = f(z;|0)7" e
flz_1) = [f(z_[]0)f(0) dO e, multiplicando-se o integrando por f(z;|0)/f(z;|@), obtém-se a
Equacao (2.2.6).

Com a Proposigao 1 encontramos uma maneira de aproximar m;(6) para uma dada observagao
i, 1 = 1,2,...,n, e com isso obter também uma aproximacao das medidas de influéncia citadas
para tal observagao. Basta-nos aproximar a fungao m;(0) através de uma amostra MCMC da

distribuicdo a posteriori de 8, {61,802, ...,604} da seguinte forma:
(1 8 -
mi(0) = CPO; | = > f(«l6;) |
Q j=1

onde C%Z é exibido na Equagao (1.6.2). Em seguida, a aproximacao da medida de influéncia é

dada por:
- 19
do(z,2-;) = 0 > a(mi(6;)).
j=1
Note que é preciso estabelecer um ponto limiar a partir do qual estas medidas classificam uma
dada observagao como influente. Neste sentido, Peng & Dey (1995) and Vidal & Castro (2010)
fazem analogia a um experimento classico para determinar este ponto limiar, o langamento de uma
moeda: suponha que uma moeda com probabilidade p € [0, 1] de cara é arremessada. A varidvel
aleatéria X representa o resultado do langamento, sendo que X = 1 significa que o experimento
resultou em cara e X = 0, em coroa. Sob o ponto da inferéncia frequentista, seja My o modelo no
qual nao é feita nenhuma suposicao a respeito de p e M; o modelo no qual a moeda ¢é considerada
justa, ou seja, no qual consideramos p = 0.5. A distribuicao associada a X sob o modelo M, é
fo(z;p) = p®(1 — p)'=* e, sob o modelo M, é fi(x;p) = 0.5, com z € {0,1} em ambos os casos.
Da Equacao (1.7.1), a medida g—divergente entre estes dois modelos é dada por:

q(2p) + q(2(1 —p)) _

dZ(MO7M1) = 9

(1.7.6)

Note que dj;(Mo, M) aumenta conforme p se afasta de 0.5, é simétrica em torno de 0.5 e atinge

seu ponto de minimo também em p = 0.5 (onde os modelos sdo iguais). Se estabelecermos o
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critério de que uma estimativa para p maior do que 0.8 (ou menor do que 0.2) sugere fortes
evidéncias de que a moeda nao é justa, entao d;;(O.S) seria um ponto limiar acima do qual uma
observacgao seria considerada influente pela medida ¢—divergente. Calculando d;(().8) para as
medidas particulares apontadas, temos dj;;(0.8) ~ .0.2231 para K-L, d%(0.80) ~ 0.4159 para a
distancia J e dj (0.8) = 0.6 para a distancia L.

1.8 Apresentacao dos préximos capitulos

Inciaremos o Capitulo 2 apresentando a classe de distribui¢oes de mistura de escala, dando
atencao especial a distribuicao t de Student. Definiremos entao os modelos de regressao para res-
postas censuradas, comecando pelo classico modelo Tobit e estendendo seus resultados para erros
com distribui¢ao t de Student. Em seguida, faremos um estudo de inferéncia Bayesiano através da
construgao do amostrador de Gibbs e também um estudo frequentista, desenvolvendo o algoritmo
EM para a estimagao paramétrica e técnicas de diagnésticos baseadas em influéncia global e local.
Estudos de simulacao serao desenvolvidos para avaliar a qualidade das estimativas EM e a robustez
dos modelos. Finalmente, as técnicas desenvolvidas no capitulo serao aplicadas a dois conjuntos

de dados reais.

No Capitulo 3 apresentaremos a classe de distribuicoes de misturas da skew-escala normal
(SMSN), originalmente introduzida por Branco & Dey (2001) e posteriormente estudada por Kim
(2008b), Basso (2009), entre outros. Em seguida, desenvolveremos um estudo de inferéncia Bayesi-
ano para os modelos de regressao com respostas censuradas sob esta classe de distribuigoes através
da construcao do amostrador de Gibbs para a estimacao paramétrica. Além disso, apresentaremos
dois estudos de simulagao para avaliar a qualidade do método de estimagao e a robustez dos mo-
delos propostos. Finalmente, as técnicas desenvolvidas serao aplicadas em um conjunto de dados

reais.

No Capitulo 4, finalizaremos esta trabalho com as conclusoes finais, a apresentacao da produ-

¢ao técnica derivada desta dissertacao e algumas perspectivas para trabalhos futuros.
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E importante destacar que todas as aplicaces e estudos de simula¢do apresentados neste tra-

balho foram desenvolvidos no software R.
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Capitulo 2

Modelos Normal e t de Student para

dados censurados

2.1 Introducao

Problemas ou experimentos cuja variavel de interesse estd sujeita a censura surgem em
diversos campos de estudo. Quando o interesse principal é medir o efeito de determinados fatores
nesta variavel, o modelo de regressao linear Tobit (Tobin (1958)) é um dos métodos mais conhecidos
e utilizados. Por exemplo, Tan et al. (2009) aplica este modelo aos dados de Schmee & Hahn (1979),
“Insulation life data with censoring times”, na tentativa de medir a influéncia da temperatura no

tempo de vida util de motores elétricos.

No entanto, mesmo em conjuntos de dados relativamente simétricos, a suposi¢do de normali-
dade pode nao ser valida devido a presenca de valores extremos. Nestes casos, o ajuste do modelo
Tobit nao é adequado e uma distribuicdo com “caudas mais pesadas”, capaz de comportar a pre-

senga destes valores, deveria ser levada em consideragao.

Neste segundo capitulo definiremos o modelo Tobit, denotado neste trabalho por N-CR (“nor-
mal censored regression”) e apresentaremos a familia de distribuigoes de mistura de escala normal,

introduzindo a distribuicao t de Student como alternativa a normal para os erros aleatérios do
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N-CR, dando origem ao modelo t-CR (“t de Student censored regression”). Faremos um estudo de
inferéncia classica e Bayesiana para estes modelos, apresentando algoritmos iterativos para estimar
seus parametros e desenvolvendo medidas de diagnostico. Por fim, aplicaremos ambos os modelos
a um conjunto de dados reais e apresentaremos alguns estudos de simulacdo que visam comparar

a performance dos modelos normal e t de Student para dados censurados.

2.2 A familia de mistura de escala normal (SMN)

Andrews & Mallows (1974) introduziram uma familia de distribuigdes simétricas chamada
“distribui¢oes de mistura de escala normal”. O ganho desta classe é incorporar um parametro de
forma (relacionado a curtose e ndo a assimetria) a densidade normal e, com isso, obter distribui¢oes
mais maledveis e com caudas mais pesadas do que esta, bastante tteis em inferéncia robusta para
dados simétricos. A seguir, definiremos esta familia de distribuicoes e desenvolveremos algumas

de suas propriedades.

Definicao 1. Dizemos que a varidvel aleatoria X tem distribuicao pertencente da familia de mistura
de escala normal, com pardmetro de locagio 1 € R, de escala 0® > 0 e de forma v se ela pode ser

escrita da sequinte forma:
X =p+s(U)?2Z, Z~N(0,0%, ULZ (2.2.1)

onde k(-) € uma fugao real positiva e U uma varidvel aleatdria positiva, cuja fungao de distribuicao

acumulada, H( - ;v), € indezada pelo vetor de parametros v. Denotamos X ~ SMN(u,0?; H).

E facil ver na Equacio (2.2.1) que X|s(U) = k(u) ~ N(u, £(u)o?), portanto, a densidade de
X é dada por:
Foarn(z) = /0 o(a : 1, k(uw)o?) dH (u). (2.2.2)

Alguns dos casos especiais mais conhecidos desta classe de distribuicao sao alcancados quando

k(U) =1/U. Fixando a fungao k(-) desta forma, se tomarmos na Equacao (2.2.1):

i) U degenerada em 1, isto ¢, P(U = 1) = 1, entdao X ~ N(p,0?)
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ii) U ~ Beta(v, 1), temos X distribuida de acordo com uma Slash, com parametros de locacao

i, escala o2 e forma v.

iii) U discreta, assumindo o valor 14 com probabilidade 5 ou o valor 1, com probabilidade 1 —vs.
Neste caso, X segue uma normal contaminada com parametro de locacao u, de escala o2 e

de forma v = (11, 11).

iv) U ~ G(11/2,12/2), entao X segue a distribuigdo Pearson VII com locacdo p, escala o2 e
forma v = (v1,15). Note que, se 11 = 1y := v, entdo a distribui¢do de X se reduz a t de
Student com v graus de liberdade e mesmos pardmetros de locacao e escala. Se v = 1, temos

a Cauchy.

A seguir apresentaremos algumas a distribuicao t de Student, no intuito de definir o modelo

t-CR.

2.2.1 A distribuicao t de Student

Como discutido anteriormente, a suposigao do modelo N-CR de que os erros ¢; em (2.3.2), para
i =1,2,...,n, sao normalmente distribuidos pode prejudicar o processo de inferéncia se houver
valores extremos no conjunto de dados. Diante deste problema, introduziremos aqui a distribuicao
t de Student visando a substituicdo da distribuicdo Normal no modelo de regressao para dados
censurados, na tentativa de, ao utilizar uma distribuicdo mais robusta, conseguir comportar a
existéncia de valores considerados extremos sob a distribuicdo Normal. Little (1999) e Lange
et al. (1989), por exemplo, utilizaram a distribuigdo t de Student para modelagem robusta. A
seguir, apresentamos a densidade da distribuicdo t de Student e desenvolvemos algumas de suas

propriedades.

Definicao 2. Dizemos que a varidvel aleatoria X tem distribuicao t de Student, com parametro

2

de locagdo i, de escala o* e v graus de liberdade, denotada por t(u,o? v), se sua densidade é dada

por:
_ T d(a)?) ) .
1@ = = For <1+ : ) , T€R, (2.2.3)
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onde d(z) = =4

[

Na Figura 2.1 mostramos a densidade da t de Student para diferentes valores dos parametros
2
o

e v. E importante destacar no primeiro grafico como o valor de v influencia na curtose da

distribuicao, sendo que valores menores de v geram caudas mais pesadas. A distribuicdo Normal
é o caso limite da t de Student quando v — oo.

NN
©~NTIw—

P—
aaa
NS
Ny
3N
<<<cc<

Figura 2.1: Densidade de t de Student para u = 0 e valores variados para o2 e v.

Proposigao 2. Seja X ~ t(u,0?,v). Entdo, a distribuicio de X pertence a familia de mistura de
escala normal e esta varidvel aleatoria pode ser escrita como:

X=p+U1?2 (2.2.4)

onde U ~ G(v/2,v/2) € independente de Z ~ N(u,c?). Além disso, E[X] = u e, se v > 2,
Var{X] = o2-~

v—2"

Prova:

Seja X uma varidvel aleatéria como na Equagao (2.2.4). Entao, dado que a densidade condi-

cional de X|U = u é N(u,0?/u), podemos utilizar a relagao f(z,u) = f(z|u)f(u) para calcular a
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densidade marginal de X:
flz) = /OO (x5 p,0%) Gama(u; v/2,v/2) du
0

v/2)/2 1y U 9
\/2(_7“{212(11/2)/0 uz exp{—z(d(:ﬂ) —I—y)}

() (1) e

_ ) A\
= =TT <1+ V ) , (2.2.6)

onde Gama( - ; «, §) denota a fungao de densidade de uma G(«, ), d(z) é como na Defini¢do 2 e a

v+l d(z)?4v

Equagao (2.2.5) foi obtida “completando” a densidade de uma G(*5~, ==

) em u na integral, de
forma que o resultado desta integral fosse 1. Em (2.2.6) vemos que a densidade de X corresponde

a uma t(u, 02, v), conforme a Defini¢do 2.2.3. Agora,

Ex[X] = Ey[Exp[X|U]]
= Eulul = p.
Além disso,
Varx[X] = Ey[ Varxy[X|U]]+ Vary[Exy[X|U]]

= Ey[o*U™"] + Vary[y]

, U
= —_— > 2 2.2.7
Ty VTS ( )

aqui, a Equagdo (2.2.7) foi obtida usando o seguinte resultado (cuja demonstragao serd omitida):

se U ~ G(a, 8), entdo a distribuicio de U~! ¢ uma Inversa Gama com parametros de forma a e
B

de escala (3, cuja esperanga é —=.

2.3 Definicao dos modelos N-CR e t-CR

Supunha que queiramos ajustar um modelo de regressao a variavel de interesse Y, de acordo

COo1m:

Y=, B +e, i=1,2,...,n, (2.3.1)
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em que, parai = 1,2,...,n, Y; é a resposta para o individuo i, ¢; a variavel aleatéria representando
o erro da regressio, ®; = [Ti1, Tiz, ..., Tip) um vetor p x 1 de varidveis explicativas para este
individuo e B = [B1, B2, ..., B,] T 0 vetor de pardmetros da regressao.

O modelo acima supoe que a variavel Y pode ser observada para todos os individuos no estudo.
Porém neste trabalho estamos interessados no caso em que Y é sujeita a censura, isto é, no caso em
que existem individuos na amostra para o qual o valor assumido por Y nao é conhecido, somente
observa-se o intervalo A em que ele esta contido. Se a variavel resposta é censurada a direita,
A = [a,00) e, se é censurada a esqueda, A = (—o0, a|, para a uma constante representando o valor

limitrofe observado para Y. Neste contexto, a variavel aleatoria passivel de observacao e que sera

modelada é V', uma funcao de Y dada por:

a; se Yz Z a;
V; = (2.3.2)

Vi=x/B+e se Yi<a,
parai=1,2,...,n e {a;}'_; o conjunto de valores limiares fixos e conhecidos. Note que, a partir
do conhecimento deste conjunto de valores limiares, ao observar V; observa-se também a variavel

indicadora Cj, que assume o valor 1 quando a resposta do individuo i é censurada (V; = a;) e 0,

quando nao é (V; # a;), com ¢ =1,2,... n.

As Equagoes (2.3.1) e (2.3.2) definem o modelo de regressao para dados censurados. Se as-

sumirmos na Equagao (2.3.1) que ¢; KN (0,0?%) obtemos o modelo N-CR, e, se consideramos
e % ,(0,02), 0 modelo t-CR. Para mais detalhes sobre o modelo N-CR veja Barros et al. (2010),

onde ¢ desenvolvido um estudo de inferéncia e diagnostico.

Dado uma amostra observada v = (vy,v,...,v,)" de V. = (V1,Va,..., V)", a funcdo de
log-verossimilhanca para estes modelos assumindo censura a esquerda ¢ dada por:
00:v) = > log [Fanrn (030)] Lo (v0) + D108 [fian (00)] Lo (v),  (2:3.3)
i=1 =1
onde fsyn(+;0) e Fsyn(+;0) representam a fungao de densidade e de distribui¢do acumulada de

Y. No caso do N-CR, estas funcdes referem-se a uma variavel aleatéria normal com média x; 3 e
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variancia o2, no caso do t-CR, a uma variavel aleatéria que segue uma distribuicio t(x; 3, 02, v).
Se considerassemos censuras a direita, a fungao de log-verossimilhanca seria bastante analoga:
0(0;v) =Y log [1 — Fsnn (vi30)] Ljge0)(vi) + > _10g [fsmn (vis 0)] L-ooap(vi),  (2.3.4)
i=1 =1
Nas préoximas duas Secoes sera desenvolvido um estudo de inferéncia e diagnéstico para estes

modelos sob as 6ticas Bayesianas e frequentistas, respectivamente.

2.4 Inferéncia Bayesiana para os modelos N-CR e t-CR

2.4.1 Construcao do amostrador de Gibbs

Nesta Secao desenvolveremos o amostrador de Gibbs para fazer inferéncia para os modelos
N-CR e t-CR sob um ponto de vista Baysiano. Os modelos serao entao aplicados em um conjunto
de dados reais e estudos de simulagao serao realizados para avaliar a qualidade do processo de

estimacao e a robustez dos dois modelos.

O primeiro passo para fazer inferéncia Bayesiana para os modelos N-CR e t-CR, definidos na
Secao 2.3, é definir uma densidade a priori para o vetor de parametros 6. Para o N-CR, 8 =
(B7,0%)" e para o t-CR 6 = (37,02, v)". Aqui, usaremos a suposi¢ao a priori de independéncia
entre os pardmetros do modelos, portanto a densidade conjunta a priori do vetor 8 serd o produto
das densidades a priori de cada um de seus elementos. Para ambos os modelos assumiremos a
priori que B8 ~ Ny(po, Xq), com hiperparametros fixos e conhecidos py € R? e 3 uma matriz
p X p diagonal e definida positiva, e que % tem como densidade & priori uma GI(a,2,b,2), onde
ag2 >0 e b,z > 0 sdo hiperparametros fixos e conhecidos.

No caso do modelo t-CR é preciso ainda definir uma priori para v. Neste sentido, existe
um grande numero de sugestoes como a classica exponencial, a exponencial truncada, Geweke
(1993), a priori de Jeffreys, Fonseca et al. (2008) e a exponencial hierarquica, Cabral & Madruga
(2012). Esta discussdo é sumarizada em um estudo de simulagao feito em Garay et al. (2013)

que guia nossa escolha pela exponencial truncada hierarquica, ou seja, neste trabalho assumimos
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v~Texp(y; (2,00)) ey~ Unif(c,d), onde Texp(y; A) denota uma distribui¢do exponencial de
pardmetro 7 truncada no intervalo A e, Unif|c,d], uma distribui¢do uniforme no intervalo [c, d].
Aqui, o truncamento da exponencial serve principalmente para assegurar que todos os valores ge-
rados da amostra a posteriori de v caiam em um intervalo para o qual o segundo momento da t

de Student exista.

No contexto Bayesiano, estimativas pontuais sao obtidas como caracteristicas associadas a dis-
tribuicdo a posteriori deste parametro, como a esperanca ou a moda. Devido a forma complexa
destas distribuigdes a posteriori muitas vezes é bastante custoso (algébrica ou computacionalmente)
obter estes estimadores de forma direta ou por integracdo numérica. Atualmente, algoritmos do
tipo MCMC sao bastante utilizados a fim de amostrar da distribuicao a posteriori e fazer inferéncia
para o problema. Em nosso caso, o algoritmo do tipo MCMC a ser utilizado é o amostrador de
Gibbs (veja a Segao 1.5 para detalhes sobre o algoritmo) e, para o modelo t-CR, ele serd construido
com base na representagao estocéastica dada na Equacao (2.2.4). O artificio utilizado na elabora-
¢ao do amostrado de Gibbs é o “aumento dos dados”, isto é, vamos supor que o vetor de variaveis
respostas sujeitas a censura Y = (Y}, Ys,...,Y,)" e, no caso do t-CR, também o vetor de variaveis
latentes U = (Uy, Uy, ..., U,), podem ser completamente observados - isto nos permitird calcular
as distribui¢oes condicionais completas para @ e Y e, sob o t-CR, também de v e U e amostrar

destas distribuicoes.

Considere v = (v1,v2,...,0,)" € ¢ = (c1,¢a,...,¢,)" 0s vetores de observacoes de V; e C;,
i =1,2,...,n, respectivamente. Seja 9® um valor inicial para ¥ e 9% o valor de ¥ na iteracio
k do algoritmo. Calculando-se as condicionais completas, a k-ésima iteragdo do amostrador de

Gibbs sob 0 modelo t-CR ¢ da seguinte forma:

(k)

i

(k)

Passo 1: Para ¢ = 1,2,...,n, se ¢; = 0 tome y;’ = v;. Caso contrario, se ¢; = 1, gere y,

(independentemente) de uma normal truncada:
NT(x A%, o* 0 0 ),
onde A = [v;, 00) se a variavel resposta for censurada a direita ou A = (o0, v;], se for censurada
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a esquerda.

2k

Passo 2: Gere 02®) de uma gama inversa:

1 & _
“ (“02 +g 0 bt 33w el B"”))2) |
i=1

2
Passo 3: Parai=1,2,...,n, gere ugk) independentemente de uma gama:
_ k _
a v 41 1 J=1) | (" — ] B2
2 T2 o2(k)

Passo 4: Gere 8 de uma normal p—variada N,(pu*® 3*®) onde
-1
*(k)T o x(k) *x(k)T ax(k)
w(k) _ (k) —1 T Y «k)y _ | T T —1
p =X (20 KO T — 5@ ) , XY= ( ok 20 ’
2*®) & uma matriz n x p cuja i-ésima linha é formada pelo vetor \/ul(-k)zczT e y*®) é o vetor

n X 1 cuja i-ésima componente é dada por \/ugk)y§k), 1=1,2,...,n.

Passo 5: Gere 7¥) de uma gama truncada: TG(2,v*V ; [a,,b,]).

Passo 6: v®) deve ser gerado de f(v|y®, u® B*) 52k +*)) que é proporcional a:

v/22\" (1 k o k Gk
((F(/f;?)) (E[l u§. )) o {_V (7( '+ ; ;“( )> } 200 (v),

em que utilizamos um passo de Metropolis-Hasting para amostrar desta distribuigdo (veja
detalhes deste algoritmo na Secdo 1.5). Dada a observacao v*~) obtida na iteracdo k —1 do
amostrado de Gibbs, gere um candidato v* da distribui¢do candidata g(v), uma distribuicao
normal truncada:

g(v) = TN (w,-1), Se-1); (2;,00))

onde o parametro de locacdo desta distribuicdo candidata é dado por w,e—1y = v*E=1 —

(k—1)
1) 6 6 de escala por ¢ k-1 = —

m s onde:

1
q2(y(k—1))

d
@) = —logf(v] y®) k) gk 2k) ~ (k)

2

d
) = 2slogflv |y, ul, B, 020 50,
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respectivamente a primeira e segunda derivadas da condicional completa de v. As escolhas
dos parametros de locacao e de escala da distribuicao candidata foram baseadas no trabalho
de Abanto-Valle et al. (2013) e o truncamento foi feito no intervalo (2,00) para garantir a
existéncia dos primeiros dois momentos da t de Student utilizando o candidato gerado como

graus de liberdade.

O amostrado de Gibbs construido sob o modelo N-CR é como o anterior, porém considerando

u; = 1 em todos os passos e iteragoes e descartando-se os passos 3, 5 e 6.

2.4.2 Aplicacao I

Nesta Subsec¢ao aplicaremos os métodos de inferéncia desenvolvidos para os modelos N-CR e
t-CR utilizando os dados disponibilizados em Tan et al. (2009) “Insulation life data with censoring
times”, onde é feito um teste acelerado sobre o tempo de vida util do isolamento térmico de
motores elétricos (classe B, originalmente projetada para suportar temperaturas até 130°C' ). Um
total de 40 motores foram envolvidos no experimento, sendo que grupos de 10 foram testados sob
as quatro diferentes temperaturas: 150°C', 170°C, 190°C' e 220°C'. Os testes foram interrompidos
em diferentes tempos para cada nivel de temperatura, de forma que os motores que nao sofreram
danos até o término do estudo representam observagoes censuradas a direita, sendo estes 23 de um
total de 40.

Para este conjunto de dados vamos ajustar os modelos N-CR e t-CR e comparar a performance
de ambos, utilizando para isto o pacote BayesCR (veja sua descri¢do na Subsegao 4.1.3). Seguindo
a sugestao dada em Tan et al. (2009), a varidvel resposta (censurada a direita) serd o logaritmo
na base 10 do tempo de vida ttil (em horas) e a varidvel explicativa é uma fun¢ao decrescente
da temperatura, (100 (temperatura + 273,2)~!). Conforme os modelos N-CR e t-CR descritos nas
subsecoes anteriores, denotaremos por (1 o intercepto do modelo e [ o coeficiente de regressao
correspondente a variavel explicativa.

Usando o amostrador de Gibbs geramos cadeias de tamanho 200000, aplicamos um burn-in
de 50000 e um thinning de tamanho 30, a fim de eliminar possiveis correlagbes. Como resultado,

obtivemos 5000 observagdes das distribuigdes a posteriori. A estatistica de Gelman-Rubin (veja
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Secao 1.5), R, foi calculada para avaliar a convergéncia da cadeia. Os resultados estao mostrados

na Tabela 2.1

Modelos
N-CR t-CR
Parametros  Média SD HPD (95%) R Média SD HPD (95%) R
b1 -6.498  1.674  (-9.677;-3.125)  1.00067  -6.372 1.515 (-9.428;-3.486) 1.00039
B2 4.602  0.774 (1 3.122; 6.143)  1.00072 4.528 0.703 (13.189; 5.937) 1.00035
o? 0.197  0.090 ( 0.075; 0.378)  1.00048 0.148 0.082 (10.030; 0.296) 1.00234
v — — —_— — 14.457 18.465 ( 2.101; 59.157)  1.00087

Tabela 2.1:  Insulation life data with censoring times. Média a posteriori, desvio padrao a posteriori

A

(SD), intervalo HPD (95%) e estatistica de Gelman-Rubin (R) sob os modelos N-CR e t-CR.

Como o valor estimado para (37 é positivo nos dois modelos, podemos concluir que o logaritmo
na base 10 do tempo de vida 1til do isolamento (e, consequentemente, o préprio tempo de vida)
diminui conforme aumenta-se a temperatura do teste (note que a variavel explicativa é funcao de-
crescente da temperatura). Desta forma, para uma dada temperatura ¢, o tempo médio de vida é
estimado em 10~6-498+1674/(t4273.2) 1elo modelo N-CR e em 1076-372+1515/(t4273-2) pelo modelo t-CR.
Note que o valor alto estimado para v sob o t-CR indica que o modelo N-CR (seu caso limite

quando v — 00) pode ser adequado para este conjunto de dados.

Na Tabela 2.2 mostramos a comparacao entre a adequacao dos dois modelos ajustados através
dos critérios descritos na Subse¢ao 1.6.2. Todos os critérios utilizados dao preferéncia para o ajuste
promovido pelo N-CR, embora seus valores nao apresentem uma diferenca tao grande comparados
com os calculados sob o t-CR. Os p-valores Bayesianos nao indicam mé especificagdo de nenhum
dos dois modelos.

No intuito de identificar observagoes que exercem alguma influéncia “desproporcional” na infe-
réncia final, calculamos as medidas de divergéncia de Kullback-Leibler, a distancia J e a distancia
Ly (veja Subsegao 1.7), apresentadas nos graficos da Figura 2.2. Estas medidas nao identificaram

nenhuma observacao influente no conjunto de dados, para qualquer um dos dois modelos ajustados.
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Modelo  LPML DIC EAIC EBIC WAIC; WAIC, pp
N-CR -23.164 46.132 44.642 48.019 45.914 46.288 0.405
t-CR -23.422  46.912  46.327  51.393  46.483  46.812 0.530

Tabela 2.2: Insulation life data with censoring times. Comparagao entre os modelos N-CR e t-CR.

N-CR t-CR
S | 8
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o 8
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Figura 2.2: Insulation life data with censoring times. Divergéncia de Kullback-Leibler e distancias

J e Ly sob os modelos N-CR e t-CR.
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A avaliacao da qualidade das estimativas pontuais obtidas com o amostrador de Gibbs e da
robustez dos modelos N-CR e t-CR sera feita juntamente com a dos modelos assimétricos no

préximo capitulo (Segoes 3.5), através de um estudo de simulagao.

2.5 Inferéncia classica para os modelos N-CR e t-CR

Nesta Segao desenvolveremos o algoritmo EM para fazer inferéncia para os modelos N-CR e
t-CR sob um ponto de vista frequentista (veja Se¢do 1.4 para mais detalhes sobre este algoritmo).
Discutiremos diagnostico de influéncia para estes modelos com base em técnicas de delecao de ca-
sos e influéncia local. A performance dos dois modelos e a qualidade das estimativas obtidas com
o algoritmo EM serao entao avaliados através de estudos de simulacao. Por fim, as técnicas aqui
desenvolvidas serao aplicadas em um conjunto de dados reais. No intuito de simplificar a notagao,
nesta Segao denotaremos respectivamente por Eg[Y] e por Varg[Y], a esperanga e varidncia de
Y calculadas sob a suposicao de que a distribuicao de Y é indexada pelo vetor de parametros 6,

quando esta for uma informacao relevante.

Os modelos N-CR e t-CR ja foram definidos anteriormente na Secao 2.3, portanto, comegaremos
esta Secao enunciando alguns resultados que serdao bastante titeis na construcao do algoritmo EM
para os modelos N-CR e t-CR. Os dois lemas seguintes encontram-se demonstrados em Geng (2013)
(veja também Kim, 2008a) e apresentam os dois primeiros momentos das distribui¢goes Normal e

t de Student truncadas (veja a Subsec¢ao 1.3.2 para a definigao deste tipo de distribuigdes).

Lema 1. Seja Y ~ TN(u, 0% (a,b)), entdo:

6(0) = 6(9)
SR TE e T)
2410 [6(c) = (3)] + o [6(8) ~ dla) + ad(a) ~ B6(B)
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Lema 2. Se Y ~ Tt(u,02,v; (a,b)), entdo:
Ey[Y] = pu+GW){(w+a?) 2= (4 8) 02 g v,
Ey[Y?] = p?+ 0 {A(u) +GW) [av+a?) D2 - B+ 6%*"‘””]}
+2u0G(w) {(v+a?) "¢ D2 — (v 4 g2)" DY g,

_ v T(8*0,1,v)—T(a*0,1,v) B T((v —1)/2)0"/?
e = (525 S5 030107 ) 7 AT~ T 0TGN/

_ b—
a:aﬂ;ﬁz?ﬂ;a*_ = 7ﬁ*_

o V-2 V=

O resultado seguinte sera tutil na implementacao do algoritmo EM e na estimacao da matriz de

variancia-covariancia dos estimadores dos parametros da regressao.

Lema 3. Seja Y ~ Tt(u,0% v;(a,b)) e d*(Y) = (Y — p)*/o*. Entdo, para k = 0,1,2 e para
r=1,2:

Viﬂ ' L - k b—p. B a—f
<V+d2(Y)> Y] = C(V,T)EX[X][T<U* ,0,1,1/—1—27") T(a* ,0,1,1/—1—27")

-1
X|:T<M;0717V>_T<Haoylvl/>:| )
o o

Y

onde
X ~ Tt(p, 0", v+ 2r;(a,b)), com o= v :27«)02’
) (o.r) = <y + 1>T L((v+1)/2)T((v +2r)/2)
O L(w/2)T((v+2r+1)/2)
Prova:

Apos alguma manipulacao algébrica, pode-se ver que:

1 T
(VJI:;;’(Y)> Ui p, 0% v) = e(v,r) s p, 0™, v + 2r),

e isto implica que:

v+1 "
<u+d2<Y>> v

onde Z ~ t(u,0;v) e W ~ t(u,0** v + 2r). Daqui, a obtengdo do resultado ¢ direta utilizando os

Ey

c(v,)P(W € (a,b)) / pH(w; pu, o* v+ 2r) o
(a,b) ’

P(Z € (a,b)) P(W € (a,b))

dois primeiros momentos da distribui¢dao t de Student truncada, dados no Lema 2.
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2.5.1 Construcao do algoritmo EM

Considerando os modelos N-CR e t-CR deifnidos anteriormente, construiremos um algoritmo
do tipo EM para estimar o vetor de parametros 8 = (BT, 0?)" destes modelos. Note que, no caso
do modelo t-CR, estamos considerando os graus de liberdade v como uma constante fixa e nao
como um parametro a ser estimado e é claro que esta escolha precisa ser justificada com algum
argumento tedrico. Nesta diregdo, o trabalho de Fernandez & Steel (1999) é crucial, pois nele sdo
discutidos alguns problemas que podem surgir na inferéncia como um todo devido a estimacgao dos
graus de liberdade, em especial para a distribuicao t de Student. Isto é devido a fun¢do de veros-
similhanca nao ser limitada perto da fronteira do espago paramétrico, o que torna questionavel o
esquema de estimagao por maxima verossimilhanca desenvolvido em Lange & Sinsheimer (1993)
por nao fornece informagao suficiente para concluir se a estimativa do vetor de parametros obtida
é de fato o ponto de maximo global ou é simplesmente um ponto de maximo local. Além disso,
Lucas (1997) mostra que as estimativas paramétricas se comportam de forma mais robusta na
presenca de observagoes atipicas quando a hipétese de graus de liberdade fixos é feita. Dito isso,
os desenvolvimentos desta Se¢ao considerarao v uma constante fixa, e na aplicacdo em dados reais,
o valor mais apropriado para v sera escolhido através de um procedimento baseado nos critérios

de selecao AIC e BIC, (veja Lange et al., 1989; Meza et al., 2012).

Para desenvolver o algoritmo EM iremos utilizar novamente a representagao estocéastica da

variavel resposta censurada Y dada na Defini¢ao 1, de forma que:
Yi|Ui = i ~ N(x{ B,u;"0?), (2.5.1)

onde U; = 1 com probabilidade 1 sob o modelo N-CR e U; ~ G(v/2,v/2) sob o modelo t-CR, para
1=1,2,...,n.

Assim como no estudo de inferéncia Bayesiano feito Se¢ao 2.4, também no caso frequentista a
chave para o desenvolvimento do algoritmo de estimacao sera considerar os “dados aumentados”,
isto ¢, considerar que o vetor de varidveis sujeita & censura Y = (V,Ys,...,Y,)" e, no caso do
modelo t-CR, também o vetor de varidveis latentes U = (U, Us, ..., U,)" poderiam ser de fato ob-

servados. Sob este esquema, usamos a Equagao (2.5.1) para obter a fungao de log-verossimilhanga
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completa, dada por:

n

n 1 n
ogo? + g Z logu; — - Z ui(yi — X:,B)Q + Z log h(u;),(2.5.2)

i—1 20 i=1 i=1

o

n
gc(ovyau) = _§log(2ﬂ—) )

onde h(u;) é a densidade de Uj, isto é, Igy(u;) se estamos trabalhando sob o N-CR ou a
densidade G(v/2,v/2), se sob 0 t-CR, para i = 1,2,...,n.
No que segue, o sobrescrito (k) indica a estimativa do respectivo pardmetro na k—ésima iteragao

do algoritmo. No passo E do algoritmo EM, obtemos a funcio Q(8|0™)):
Q(616™) = Eq [£(6: Y, U )|v],
que fica completamente determinada através do calculo das seguintes esperancas:
Ei(0W)) = Egu [U;Y|v], s=0,1,2, (2.5.3)

ja que Egu [log U;|v] e Egu [log h(U;)|v] dependem somente de v, que é suposto conhecido. Desta
forma, como o interesse ¢ maximizar a funcio Q(6|60*)) em relacao a @, podemos omitir os termos

constantes em @ e escrever tal funcao de uma forma mais sintética:

Q(e18%) = —g logo? — L i [52i(9<k>) —281(0M)x] B+ i (M) (x] 5)2} : (2.5.4)

2
20% =

Os dois seguintes Lemas tém como intuito apresentar o formato das esperangas 531(9(1“)) sob os

modelos N-CR e t-CR.

Lema 4. Suponha que Y ~ t(u,0%,v), de forma que vale a representagio estocdstica apresentada

na Defini¢ao 1, com U ~ G(v/2,v/2). Entdo:

EUlY =y] = %, (2.5.5)
EU?)Y =y — (Z;;Zzg? y;f), (2.5.6)
VarlUlY =y = m, (2.5.7)

onde d(y) = (y — p)/o.
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Prova:
Para m = 1,2, temos que:
1

E[U™y] = M/uf(y\u)f(u) du

_ (v/2)/) ey fou @y —p? v
= Vot p{ 2[ o +21}d

(v+1)/2
(V/Q)(VH)/Q d2(y) vhlt2m UT
F(u;rl) 1+ » /u 2 exp{—2{d (y)—l—y]}du.

Defina:
v+1+2m 1

a:f e bzg[u+d2(y)],
entao:

v (v+1)/2
I

(=) V>(”“)/2/ u ™ exp{~bu} du
- () ()

Simplificando a ultima equagao para m = 1 e m = 2 obtemos as expressoes para E[U]Y = y| e

E[U?|Y =y]. A Var[U|Y = y] pode entdo ser facilmente calculada através da relagao: Var[X] =
E[X?] — E2[X].

Lema 5. Considere o modelo de regressao para respostas censuradas definidos em (2.3.1) e (2.5.2)
e suponha que Y; admite a representacdo estocastica dada na Definicdol, de forma que, sob o0s
modelos N-CR e t-CR, vale o resultado em (2.5.1). Seja E4(0%)) conforme definido em (2.5.3),

entao, para s = 0,1,2:
e Se a i—ésima observagao nao é censurada:

(0™ = v, sob o modelo N-CR, (2.5.8)
v+ 1)

k
£4(6%) v+ d2(0%) v;)’

sob o modelo t-CR. (2.5.9)
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e Se a 1—ésima observacao é censurada:

Ei(0%)) = Epw [Y7|Y; € A;],  sob o modelo N-CR, (2.5.10)
k (v + 1Yy
531(9( )) = Eym = d2(0(k),Y;)‘Yi -V sob o modelo t-CR,  (2.5.11)
onde A; = [v;,00) se estamos trabalhando com censuras a direita e A; = (00, v;], se com

censuras d esquerda. As esperancas em (2.5.10) e (2.5.11) podem ser obtidas através dos

Lemas 1 e 3, respectivamente.

Prova:

Primeiro, suponha que estamos trabalhando sob o modelo N-CR, de forma que a distribuicao
de Y; seja uma N(x; B%, 02*)) e que U; = 1 com probabilidade 1 na Definicio 1,7 =1,2,...,n.
Desta forma, se a i—ésima observacdo nao é censurada, Y; = V; e E,;(0%) = Egu [Y|Yi = v] = 05,
para s = 1,2. Agora, se a i—ésima observacao é censurada, Y; € A;, onde A; é como especificado no

Lema 5, portanto £,;(0%)) = Egu [Y;*|Y; € A;]. Esta esperanca corresponde ao s—ésimo momento

de uma distribuicio NT(z] 8%, o2*): A;), que pode ser facilmente calculado através do Lema 1.

Suponha agora que estamos trabalhando sob o modelo t-CR, entdo Y; ~ t(z] B*Fa2®) 1) e

Ui~G/2,v/2),i=1,2,...,n. Se a i—ésima observa¢ao nao é censurada, Y; =V} e:

Ei(0®) = Eow[UY7|Y; = v;]

= ’UfEe(k) [Ull}/; = Ui]
s v—+1

VS
iy 4 d2(0(k),’0i)’

(2.5.12)

vi—zT 3k N . . .
onde d(@W) v;) = % e a Equagao (2.5.12) foi obtida utilizando o Lema 4.
Por outro lado, se a observacgao i for censurada, temos que Y; € A;, onde A; é como especificado
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no Lema 5. Desta forma:

Ea(0W) = Eou[UY|Yi € Al

= //uiyff(uilY; =v,Y; € A)f(yYi =ui, Yi € Ay)dudy;

= /yf [/ u; f (uilys) dui:| fuilYi € Aq) dy; (2.5.13)
v+ Dy;
- / v+ d2(00) y,) fy:lY; € Ay) dy; (2.5.14)

(v+1)Y?
v+ 26, V)

= Eon [ Y; e Ai] : (2.5.15)

onde a Equagao (2.5.14) vem do fato de que, se Y; estivesse disponivel, seria uma realizagao
de uma distribuicio t(x,3,0% v) e a integral mais interna da Equacdo (2.5.13) seria igual &
esperanga Egu [U;|Y; = ui], dada no Lema 4. Finalmente, a esperanga em (2.5.15) pode ser

calculada facilmente através do Lema 3, ja que a distribuigao de Y;|Y; € A; é uma Tt(x; 3, 02, v; A;).
|

Apés determinarmos estas esperancas, maximizar a funcio Q(8|0™*)), é relativamente simples,
bastando-nos igualar a 0 as primeiras derivadas parciais desta funcio em relacio a 3 e a o2 (e veri-
ficar que de fato os argumentos encontrados sao pontos de maximo através da andlise das derivadas
segundas desta fungao), de forma que os argumentos encontrados neste processo de maximizacao
consistem no passo M do algoritmo. Desta forma, considerando a funcio Q(0]0®)) dada na Equa-

¢ao (2.5.4), temos que a iteracdo (k+ 1) do algoritmo EM pode ser sumarizada da seguinte forma:

Passo E: Dado 8 = %) calcule £,;(0™)) parai=1,2,...,n e para s = 0, 1,2, utilizando o Lema
5.
Passo M: Atualize o valor de 8%*) maximizando Q(8|@"®)) em relacdo a 8, que leva as seguintes

expressoes:

—1
By = (ng(e(k))xix;) > xi€1i(0Y), (2:5.16)
=1

i=1

1 n
= 23 [6u(0W) — 260,(6)x] BV 4 £ (V) (x BE VP (2:5.17)
=1
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Este processo deve ser repetido até que alguma distancia envolvendo duas avaliagoes sucessi-

vas da log-verossimilhanca seja pequena o suficiente, como por exemplo, [|£(@*+1)) — ¢(0%)|| ou

1e(0*+D)/e(0®) — 1.

Em aplicacoes, é necessario especificar um valor para os graus de liberdade v antes de aplicar
o algoritmo desenvolvido nesta Subsec¢ao. Neste sentido, a sugestao que daremos neste trabalho
¢ baseada nos critérios frequentistas de selecao de modelos: fixe alguns valores para v, faca a
estimacao paramétrica e considere como resultado para analise final o cenario que fornecer maior
valor para a func¢ao de verossimilhanca. Um exemplo deste método serd desenvolvido na Subsecao

2.5.6.

2.5.2 Aproximacgao da varidncia dos estimadores dos parametros da

regressao

No processo de inferéncia é importante também avaliar a variabilidade dos estimadores obtidos,
neste caso, via algoritmo EM. Neste trabalho, aproximaremos a matriz de variancia-covariancia dos
estimadores de @ = (8",02)" sob os modelos N-CR e t-CR pela inversa da matriz de informacio
empirica, definida por:

n

L) = > w(v;0) w(v;0)" (2.5.18)
i=1
1
= —ﬁW(v;H) W(v;0)", (2.5.19)
onde W (v;0) = 3", w(v;; @) e o vetor score para cada observacao, w(v;;0), i =1,2,... n, pode
ser obtido da seguinte forma:
oL(0; v;) 0Le(0; yi, ui)
1) = ) | IR 2.5.2
W('Uz,e) 80 80 |U’L70 ) ( 5 O)

onde ¢.(0;y;,u;) é a fungdo de log-verossimilhanga completa, dada na Equagao (2.5.2). O resul-
tado da Equagao (2.5.20), exibido em Louis (1982), pode ser provado observando que ¢(0;v) =
log f(v;0) =log [ f(y;0)dy, onde R = {y : v(y) = v}, isto é, R é o conjunto contido em R com

os valores possiveis para o vetor de variaveis latentes Y capazes de gerar o vetor de observagoes v
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(veja a Secao 1.4). Desta forma, o vetor score é dado por:

w(v;f) = aggévL;glog/Rf(y;e) dy
_ e d w0 dy
- Jrf(y;0)dy (2.5.21)
_ ]}((i;g))f(y;f)) dy
N f(v;0) (2.5.22)
[ 0(8;y) fy; 0)
/R 90 f(v:0) "

onde f'(y;0) representa a primeira derivada de f(y;0) com relacio a 6, a Equacao (2.5.22) foi
obtida multiplicando-se e dividindo o integrando do numerador em (2.5.21) por f(y;0) e, final-
mente, a Equagao (2.5.23) vem de (1.4.1).

O vetor score para a i—ésima observacao, 1 = 1,2,...,n, é decomposto em

w(v; 0) = (’wlg(vi; 9),1002(%;9)) ;

e cada um destes elementos é dado por:

wlg(vi;O) = E [({WH/Z = Ui]
= Z&u6) - "”U‘fT BEx(). (2:5.24)
e
wye(v;0) = E [WW = Ui]
_ 2_012 + 51 (64(6) ~ 22] BE(O) + (w] BYE6)). (2.5.25)

onde as esperangas &;(0) = E[Y*U;|V; = v;], para s = 0, 1,2, sao dadas para os modelos N-CR e
t-CR no Lema 5.
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Substituindo @ por sua estimativa de méxima verossimilhanca, 6, a matriz de informacio em-
pirica observada pode ser calculada através das Equagoes (2.5.18), (2.5.24) e (2.5.25). Finalmente,
a matriz de variancia-covariancia do estimador de maxima verossimilhanca de @ é estimada como

I-146).

€

2.5.3 Analise de diagnéstico

Técnicas de diagnéstico de influéncia consistem em avaliar a sensibilidade das estimativas pa-
ramétricas quando ocorre uma perturbagdo no conjunto de dados ou em pressupostos do proprio
modelo. Existem duas principais abordagens para a deteccao de observacoes influentes, a primeira
delas é a “delegao de casos” (Cook, 1977), na qual o efeito ou a influéncia de uma dada observagao
na inferéncia final do modelo é medida através da comparacao entre as estimativas dos parametros
obtidas com o conjunto de dados completo e eliminando-se dele tal observacao, utilizando-se, para
isso, alguma métrica adequada. A segunda abordagem é através do método da influéncia local
Cook (1986), que avalia as alteragoes nos resultados da anélise devido a uma perturbag¢ao nas
hipéteses do modelo ou no conjunto de dados.

Utilizando os resultados da Subsecao 2.5.1, introduziremos nesta Subse¢ao medidas de influéncia

para os modelos N-CR e t-CR baseando-nos na fungio Q(6]60™*)) previamente definida.

Medidas de influéncia via delecao de casos

A delecao de casos é um método classico para estudar a influéncia da i—ésima observacao do

[44 >

conjunto de dados na inferéncia final. No que segue, uma quantidade com o subescrito “—i
denota a quantidade original sem o i—ésimo caso, por exemplo, y_1 = (y2,%3,...,%n) . A funcio
de log-verossimilhanca completa calculada apds a exclusao da i—ésima observacao do conjunto de

AT

dados serd denotada por £.(0;y_;,u_;). Seja 0_; = (B ﬁ,i)T o argumento que maximiza a

77;7

funcao Q_;(0]0) = Eg [€(0;y_i,u_;)|v_], onde 6 = (BT, o2)7 6 a estimativa EM de 6.

Para acessar a influéncia da ¢—ésima observacao nas estimativas de maxima verossimilhanca de

0 iremos comparar a diferenca entre 0_; e 5, de modo que se 6_, é distante de 6 (em algum sentido),
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entdao o i—ésimo caso é considerado influente no processo de estimagcao e requer atencao especial.
Como a obtencao dos valores 6_; é necessaria para todo i € {1,2,...,n}, o esfor¢o computacional
necessario pode ser bastante grande ja que tais estimativas sao alcancadas através de um algoritmo
iterativo. Para tentar driblar este problema, apresentamos éii, uma pseudo-aproximacao de 6_;

que pode ser obtida em um unico passo (veja Cook & Weisberg, 1982):
0", =6+{-Q(016)} 'Q.(6]0), (2.5.26)

onde N .
L oo 0°Q(6]6) S o 9Q-i(016)
Q(0)0) = szg e Q_i(0]0) = T|9:9’

sdo respectivamente a matriz Hessiana e o vetor gradiente da funcdo Q(0]0) avaliados em 6 = 6,

(2.5.27)

respectivamente. Em particular, a matriz Hessiana é um elemento essencial no método desenvolvido
por Zhu et al. (2001) para obter as medidas de diagnéstico baseadas na delegao de casos e em
influéncia local para um determinado esquema de perturbagao (veja também Zhu et al., 2009). As

seguintes férmulas podem ser obtidas facilmente a partir da relagdo (2.5.4).

Q_p3(010) = 862_529'6)\95: éE(l)—u
Q_ir2(616) = W\gg{_ _22_5E(2)—i7
onde
Eay-i = § %;€15(0) — E;(O)x;x[ B| e (2.5.28)
i
E@-i = ; ll - 515 (£2;(8) —261;(0)x] B+ 50j(§)(XjT3)2)] : (2.5.29)

As derivadas parciais de segunda ordem de Q(6]0) avaliadas em 6 = (BT, &E)T sdo:

o 892Q (6|0 SR
Q(010) = a/écgé/[_;')g:é\:_gazgm(e)xixj—, (2.5.30)
=1
W 92Q(0)0
Qe@0) = LA
_ 2(1?4 Zn: l1 — ; (Sgi(é) —28:(0)x] B + SOi(é)(xZTB)?)] . (2.5.31)
=1
N 82Q(616 1 & - - N
Q5,2(6]60)} 8%0’2)|9:§ == > [xi€1i(0) — € (O)xix] B . (2.5.32)
=1
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Utilizando as expressdes dadas em (2.5.16) e (2.5.17) com a substituicio de %) = (,B(k)T, UQ(k))T
por 5, pode-se mostrar que nggz(é |§)} é um vetor p—dimensional nulo. Isto significa que a matriz

Hessiana é bloco-diagonal da forma:
Q(616) = bloco diag{(Qs(8]6),0,2(616)},

onde Q5(0|0) e Q,2(0|8) sdo dados em (2.5.30) e (2.5.31), respectivamente.

Com estes resultados, podemos aplicar a aproximagao dada em (2.5.26) e obter férmulas con-

. . ~ ~ ST . .
cisas para as aproximagoes de 0_; = (B_,,02_;,)", i = 1,2,...,n,. O Teorema seguinte nos
mostra esta relacao entre as estimativas paramétricas obtidas com o conjunto de dados completo
e excluindo-se dele a i—ésima observagao. Sua prova sera omitida pois trata-se simplesmente de

manipulacoes algébricas.

Teorema 2. Para os modelos N-CR e t-CR, uma aprozimacdo para as estimativas de B e o

obtidas apos a exclusao do i—ésimo caso da amostra é dada por:
. -1
B, = B+ (Z 50@‘(0)Xix;r) Eqy—,
i=1

. _ 9 . o N 7!
o*, = o*+ [1 ] (52z'(9) —28u(0)x/ B + 502‘(9)(7(;[3)2)] E@)-i,
o

onde @ e 02 sdo os estimadores EM de B eo?, Eny—; e Eg)—; sio dados nas Equagoes (2.5.28) e
(2.5.29) (respectivamente) e as esperancas E; sao dadas para os modelos N-CR e t-CR no Lema
5, para s = 0,1, 2.

Dado o resultado apresentado no Teorema 2, resta-nos agora escolher métricas adequadas para
comparar as estimativas 8_; e @, a fim de acessar a influéncia que a i—ésima observacao exerce
sobre a inferéncia final. Baseando-nos na métrica proposta por Zhu et al. (2001), iremos considerar

primeiramente a distancia generalizada de Cook, definida por:

GD; = (6_;—0) {-Q(0]6)}(6_,—0), i=12 ... n. (2.5.33)
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Substituindo (2.5.26) em (2.5.33), obtemos a seguinte aproximacao para esta métrica:
GD; = Q(818)T{~0(616)} 0 _(616), i=12....n.
Uma vez em que Q(§|§) ¢ uma matriz bloco-diagonal, GD} pode ser decomposta na soma:
GD; = GD;(B) + GD;(0?),
onde

GD;(B) = Q-i5(010)"{~Q5(616)}'Q-i5(19)

GD;(0%) = Qi

sdo medidas da influéncia exercida pela i—ésima observacao nas estimativas dos parametros 3 e
o2, respectivamente, funcionando como versoes da distancia generalizada de Cook para cada um

destes parametros.

Outra métrica que pode ser utilizada para nosso objetivo principal, que é comparar 0_; e §, é
a chamada “distancia-Q)”. Esta medida, bastante andloga a “distancia pela verossimilhan¢a” LD;

(Cook & Weisberg, 1982), ¢ definida como:

QD; = 2{Q(6]6) — Q(6,|6)}. (2.5.34)

Pode-se calcular uma aproximagao da distancia-Q através da substituicao de (2.5.26) em (2.5.34),

resultando em:
QD; =2{Q(610) — Q(6",16)}.
Note que é necessario especificar um ponto limite acima do qual estas métricas classificam
uma observacao como influente. Neste sentido, faremos aqui uma adaptacao da sugestao dada por

Barros et al. (2010) e usaremos 2(p + 1)/n como ponto limitrofe para GD;, 2p/n para GD;(3) e

2/n para GD;(c?), parai =1,2,...,n, onde p é a dimensdo do vetor 8.
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Medidas de influéncia local

Em geral os métodos de diagnoéstico visam a verificacao de possiveis afastamentos das suposi-
¢oes feitas pelo o modelo, bem como a identificacdo da existéncia de observagoes extremas com
alguma interferéncia indesejada na inferéncia final. O método de influéncia local, introduzido por
Cook (1986) consiste em verificar a existéncia de pontos que, sob pequenas modificagdes no modelo
ou no proprio conjunto de dados, causam variagoes “desproporcionais” nos resultados do ajuste.
Para este propdésito vamos considerar dois esquemas diferentes de perturbacdo: a ponderacao de

casos e a perturbacao na escala.

Considere um vetor de perturbagoes w = (wy, ..., wg)T variando em uma regiao aberta €2 C RY.
Seja £.(0,w;y,u) a funcao de log-verossimilhanga completa do modelo perturbado. Assumiremos

que existe um wy € Q tal que £.(60,wq;y,u) = £.(0;y,u), para todo 8. Defina:

Q(0,w|0) = Eylle(8,w;Y,U)v] e
O(w) = argmaxyQ(0,w|0) = (B(w)",o2(w))".
O grafico de influéncia é entdo definido como a(w) = (w', fo(w))T, onde fo(w) é a chamada

funcao de afastamento, dada por:
fo(w) =2[Q(616) ~ Q(B(w)|6)] .

Seguindo o trabalho de Cook (1986) e Zhu & Lee (2001), a curvatura normal Cf, 4 do gréfico
a(w) no ponto w = wy na diregdo de um vetor unitario d pode ser utilizada para sumarizar
o comportamento local da fungdo de afastamento (para detalhes sobre a definigdo de curvatura

normal de superficies, veja do Carmo (2006)). Sejam

_9°Q(8,w]0)

A _ #Q8(w)l6)

000w T |0:§ Qwo - Wh‘):wo.
Entao, pode-se mostrar que
.. e~y —1
Croa = —2d Qu,d =2d" AL {-Q(610)}  Aw,d,
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onde Q(0|6) é como definido em (2.5.27).

Seguindo o mesmo procedimento adotado por Cook (1986), a informacao proveniente da ma-
triz simétrica —Qwo é bastante util para detectar observacoes influentes. Primeiro, considere a

decomposicao espectral desta matriz:
.. g _|_
—2Qw, = Z CLELEY ,
k=1

onde {(Ci,ex),k =1,..., g} sdo pares de auto-valor e auto-vetor de —2Q, com ¢; > ... > G >
(41 = ... = 0 e auto-vetores ortonormais g5,k = 1,...,¢9. Zhu & Lee (2001) propuseram ins-
pecionar os auto-vetores correspondentes a auto-valores nao nulos para capturar mais informagao

segundo o seguinte método: seja

Gk

G=—F &= (F,...,e2) e M(0)=Y e,
GF.. 46 k (kl kzg) () ];1 k

e seja M(0); = h_, (pe3; a [—ésima componente do vetor M(0). A deteccio de observacdes in-
fluentes é baseada na inspegao visual do grafico de M(0);,l = 1,..., g plotado contra o indice .

O [—ésimo caso ¢ entao considerado influente se M (0); é maior do que um valor limitrofe adequado.

Utilizar a curvatura normal em sua forma original para avaliar a influéncia de uma determinada
observagao pode gerar alguns problemas, uma vez em que C, 4 pode assumir qualquer valor na
reta e nao é invariante a mudancas de escala uniformes. Desta forma, com base no trabalho de

Poom & Poon (1999) e de Zhu & Lee (2001), utilizaremos a curvatura normal conforme, dada por:

CfQ,d
tr[—QQwo] 7

cujo célculo ¢ bastante simples e também possui a propriedade de que 0 < By, g < 1. Seja d; um

Bfoa =

vetor de zeros, exceto pela [—ésima componente que é igual a 1. Zhu & Lee (2001) mostraram que

M(0); = By,,q, para todo [. Desta forma, pode-se obter M(0); via By, q,-

Até o momento nao foi dada nenhuma sugestao na literatura sobre uma regra geral para deter-

minar um ponto limitrofe para M (0);, acima do qual a observagao correspondente seria considerada
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influente. Denote entao por M (0) e por SM(0) a média e o desvio padrao de {M(0);; { =1,...,g},
respectivamente. Utilizando o fato de que os vetores €, sdo ortonormais, ndo é dificil provar que
M(0) = 1/g. Poom & Poon (1999) propuseram utilizar 2M(0) como um ponto limitrofe para
M (0), enquanto Zhu & Lee (2001) propuseram utilizar M (0) + 2SM(0) como tal, a fim de levar
em consideragdo também a variancia de {M(0);; I = 1,...,¢}. Ha intimeras escolhas de fungoes
de M(0) que servem como ponto limitrofe, de fato, segundo Lee & Xu (2004), a escolha de M(0)
como tal funcdo é subjetiva, por isso eles propuseram utilizar M (0) + ¢*SM(0), onde ¢* é uma
constante apropriada cuja escolha depende da aplicagao. Neste trabalho adotaremos esta sugestao

utilizando ¢* = 3.5.

A seguir, apresentaremos dois esquemas de perturbacao. O primeiro é a ponderacao de ca-
sos, que ¢é apropriada para detectar observagoes com contribui¢oes atipicas para a funcao de log-
verossimilhanga e, por isso, podem exercer influéncia significativa nas estimativas de maxima
verossimilhanga. O segundo esquema ¢é a perturbacdo na escala, uma perturbacgao feita no para-
metro o que pode revelar o quao sensivel sdo as estimativas do modelo acerca da hipétese de
homocedasticidade e identificar as observagoes que mais contribuem para esta sensibilidade.

Nos dois esquemas de perturbagdo consideraremos w = (wy,...,w,)', isto é, o vetor de per-
turbacao terd uma componente para cada observac¢ao no conjunto de dados. Observe que, uma
vez em que a curvatura normal conforme pode ser calculada através somente de wq e da matriz
Ay, nao é necessario especificar valores para cada componente de w para realizar a andlise de
diagnostico, desde que a func¢ao de log-verossimilhanga completa perturbada seja suave o suficiente
para que as derivadas requeridas sejam bem definidas.

Para cada um dos dois esquemas de perturbacao propostos, especificaremos o vetor wg e ava-

liaremos o formato da matriz A,,, que pode ser particionada na forma:
Aw, = (A, AL)T,

onde R
_9°Q(0,w]0)

0*Q(6,w|0)
Ap = 0B0w T |0:§(wo)

1x
0020w T |0:5(w0)€R ..

CRP* ¢ A, =

52



Ponderacao de casos

Neste esquema de perturbacio temos que wg = (1,...,1)" = 1,,. Além disso, é possivel mostrar
que a influéncia local sob ponderagao de casos ¢ equivalente ao método de delecao de casos discutido
anteriormente, portanto B(wo) = 3 and ﬁ(wo) =02, A funcao Q(O,w\é), a versao perturbada

de Q(010), é dada por:

Q(6,w|0) = El(.(8,w; Y ,U)|v] = sz (;(0:Y,U)|v] = ZOJZQ, 0|6),

onde Q;(0]0) representa o termo da funcao Q(6]0) relativo & i—ésima observacao, isto é:

1

Q:(618) = 5 og0® — 5 [£(6) — 261,(B)x] B+ EuO)x] B

Desta forma, sob este esquema de perturbacao, os componentes de A, sao dados por:

1 ~
Ay = ;[XTdiag{a(e)}—A},

1 1
AO-Q = —A{lz—/\BT},
202 o2

onde A é uma matriz com n colunas igual a X T diag{&y(8)}X " B, com &; (0) (5]1(5) . €jn(§))T,

para j = 1,2, X é uma matriz com linhas dada pelos vetores x,| (isto é, a matriz de desenho) e
B é um vetor n—dimensional com coordenadas B; = &5,(0) — 2£1;(0)x, B + £0:(0)(x] B)?, para
i=1,2,...,n

Perturbacao na escala

A fim de identificar observacoes que influenciam de forma significativa nas estimativas pa-
ramétricas quando a hipotese de homocedasticidade nao é valida, consideramos a perturbacao

g2 para i = 1,2,...,n., isto é, sob esta perturbacio cada erro aleatério do modelo

0% (w;) = w;
dado na Equagao (2.3.1) segue uma distribui¢do Normal ou t de Student (dependendo do modelo

assumido) com parametro de escala 0%(w;), gerando um cendrio homoceddstico. E claro que o
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vetor relacionado ao modelo nao perturbado é dado por wy = 1,,. Além disso, Q(8, w|§) é como
na Equacdo (2.5.4), fazendo-se a substituicdo de o2 por o(w;) e de 8% por 6.

A matriz Ay, tem os seguintes elementos:

1 .
Ay = = [X'diag{&(0)} - A],
0-2
A = éLBi
204

onde A e B sao como definidos no esquema de ponderacao de casos.

2.5.4 Estudo de simulacao I: Robustez das estimativas EM

O objetivo deste estudo de simulacao é comparar a sensibilidade dos estimadores EM obtidos sob
os modelos N-CR e t-CR quando ocorre uma perturbacao na variavel resposta, gerando observagoes
atipicas. Para isso, geramos 1000 conjuntos de dados de tamanho 100 cada sob o modelo N-CR
especificado nas Equacoes (2.3.1) e (2.3.2), com ¢; ~ N(0,02) e fixando 87 = (81, 82) = (1,4),
0?2 =2e¢x = (1,;), com z; gerado aleatoriamente de uma distribui¢io uniforme no intervalo
(2,20), parai = 1,2,...,n. E importante destacar que estes valores foram fixados para as 1000
simulagoes. Apos gerado, cada conjunto teve sua varidvel resposta censurada a direita a um nivel
de 8%.

Para avaliar o quanto as estimativas EM sado afetadas pela presenca de observacoes atipicas
substituimos (em todos os 1000 conjuntos de dados) a observacao yso por yso(?) = yso — ¥, com
v = 1,2,...,10. Para cada conjunto de dados obtido (incluindo os originais e aqueles com os
10 padroes de perturbacao) foram ajustados os modelos N-CR e t-CR, com v € {3,6,8,10,12}.
Estamos interessados em avaliar a mudanca relativa média sofrida pelas estimativas como uma
fungao de ¢. Para cada um dos 1000 conjuntos de dados originais, a mudanca relativa sofrida pelo

parametro ¢ sob uma perturbacao ¢ é definida como:
RC(0) = |(0(9) — 0)/0). (2.5.35)

onde (1) é a estimativa EM do pardmetro 6 obtida com o conjunto de dados perturbado em ¥ e

o~

f, com o conjunto de dados original.
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A Tabela 2.3 e a Figura 2.3 descrevem os valores médios das mudancas relativas sofridas pelos
pardmetros 31, 32 e 02 em funcdo de 9, sob cada modelo ajustado. O que observamos é que, para
todos os parametros, as mudancgas relativas médias aumentam bruscamente sob o N-CR conforme
cresce o valor de 1, enquanto que, sob o modelo t-CR, este aumento é bastante sutil (para todos
os valores de v). Este cendrio mostra a maior sensibilidade das estimativas do modelo N-CR na
presenca de observagoes atipicas e a robustez do modelo t-CR para lidar com este tipo de problema.
Além disso, pode-se notar que as estimativas dos pardmetros 5, e 02 sdo as mais afetadas pela

presenca do “outlier”, enquanto a de 35 se mantém mais estavel, com mudancas relativas médias

de menor amplitude.

B B2 o

1.0

0.4 0.6 0.8
L L
Mudanga relativa média (em %)
20 30 40 50
L L

Mudanga relativa média (em %)
10
L

Mudanga relativa média (em %)
0.2

0.0
I
0
I

Figura 2.3: FEstudo de simulag¢do I. Mudanga relativa média nas estimacoes para diferentes conta-

minagoes V.

2.5.5 Estudo de simulacao II: Desvios padroes dos estimadores EM

Neste estudo de simulagao avaliaremos a qualidade do método sugerido na Subsecao 2.5.2 para
aproximar a variancia dos estimadores de maxima verossimilhanca dos pardmetros 3 e o2 sob os
modelos N-CR e t-CR, sob diferentes niveis de censura. Para isso, fixamos 81 =2, B =1, 02 =1
e a matriz de desenho X igual a (1, t®140), onde t = (1.0,1.2,1.4,1.6,1.8,2.0,2.2,2.4,2.6,2.8) e
1, ¢ um vetor p—dimensional com elementos iguais a 1, e geramos geramos 1000 conjuntos de dados
de tamanho 100 segundo o modelo em (2.3.1) sob a distribui¢do Normal e outros 1000 também de

tamanho 100 sob a distribui¢ao t-Student com graus de liberdade igual a 4. Apds gerado, cada
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Modelos 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

B1 N-CR 6.89 13.35 19.37 2495 30.11 34.85 39.19 43.14 46.72 49.94
t-CR (v = 3) 2.71  4.60 5.40 5.43 5.17 4.88 4.65 4.47 4.34 4.25
t-CR (v = 6) 6.05 10.39 12,70 13.41 13.21 1262 11.94 11.29 10.74 10.29
t-CR (v = 8) 2.60 4.82 6.32 7.09 7.32 7.25 7.04 6.78 6.51 6.25
t-CR (v =10) 3.67 6.84 9.13 10.48 11.09 11.20 11.03 10.73 10.37 10.00
t-CR (v =12) 0.78 1.60 2.37 2.99 3.45 3.77 3.98 4.11 4.19 4.23

B2 N-CR 0.08 0.17 0.25 0.33 0.40 0.47 0.54 0.60 0.67 0.72
t-CR (v = 3) 0.05 0.09 0.11 0.11 0.10 0.10 0.09 0.09 0.09 0.09
t-CR (v = 6) 0.03 0.06 0.08 0.09 0.09 0.08 0.08 0.08 0.07 0.07
t-CR (v = 8) 0.01  0.02 0.03 0.04 0.04 0.04 0.04 0.04 0.04 0.04
t-CR (v =10) 0.02 0.05 0.07 0.08 0.09 0.09 0.09 0.09 0.08 0.08
t-CR (v =12) 0.01 0.01 0.02 0.02 0.02 0.02 0.02 0.02 0.02 0.02

o? N-CR 1.29  3.00 5.50 9.04 13.73  19.61 26.68 34.88 44.19 54.61
t-CR (v = 3) 1.78 3.10 3.97 4.55 4.98 5.31 5.54 5.70 5.82 5.90
t-CR (v = 6) 1.60 3.17 4.57 5.74 6.70 7.47 8.07 8.52 8.85 9.09
t-CR (v = 8) 1.55 3.12 4.63 6.07 7.35 8.44 9.32 10.01  10.54 10.95
t-CR (v =10) 1.52 3.09 4.75 6.44 8.01 9.38 10.53 11.46 12.19 12.78
t-CR (v =12) 149 3.18 4.97 6.74 8.46 10.05 11.43 12.60 13.56 14.33

Tabela 2.3: Estudo de simulacao I. Mudanca relativa média nas estimacoes dos parametros 5y, (2

e 02 para diferentes contaminagoes ¥ (em %).

conjunto de 100 observagoes da variavel resposta foi censurado a direita em niveis de 5%, 10%, 20%

e 50%.

Para cada conjunto de dados foi ajustado o modelo adequado (N-CR ou t-CR), calculando
as estimativas EM dos parametros envolvidos, a aproximagao dos desvios padroes para (1 e [
segundo os desenvolvimentos da Subsecao 2.5.2 (cujo valor médio para as 1000 amostras é deno-
tado por IM SE), e também um intervalo de 95% de confianga para tais pardmetros, utilizando a
hipétese de normalidade assintética. Em seguida, calculamos o desvio padrao observado para as
1000 estimativas de f; e de By (denotado por SE), a fim de compara-lo com o IM SE calculado.

Também foi calculada a cobertura média dos intervalos calculados (supondo normalidade assinto-
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tica dos estimadores), denotada por COV, isto é, a porcentagem dos 1000 intervalos de confianga
assintoticos que continham o verdadeiro valor do parametro. Os resultados estdao apresentados na
Tabela 2.4, sugerindo que, de fato, o método da Subsecao 2.5.2 é apropriado sob os dois modelos e
para os quatro niveis de censura considerados. Nota-se, no entanto, que a porcentagem de cober-
tura é um pouco prejudicada para os intervalos contruidos para o2, principalmente sob o t-CR, o
que é compreensivel ja que a normalidade assintotica pode nao ser valida para o estimador deste

parametro.

N-CR t-CR
Nivel de censura (%) Medida E1 EQ o2 El B\g o2
5 IM SE 0.3526  0.1784 0.1519 0.4051 0.2041 0.1867
SE 0.3463 0.1715 0.1502 0.4191 0.2120 0.2840

COV 95.7%  96.1%  92.5% 93.6% 93.7%  80.0%

10 IM SE 0.3538 0.1796  0.1574 0.4048 0.2042 0.1905
SE 0.3474 0.1728 0.1563  0.4204 0.2125 0.2842
COV 95.7%  96.2%  91.7%  93.2% 93.6%  80.3%

20 IM SE 0.3582 0.1838 0.1701  0.4075 0.2067  0.2026
SE 0.3529 0.1783 0.1724 0.4215 0.2131 0.2941
COV 95.1%  95.8%  92.0% 93.6% 93.9% 82.1%

50 IM SE 0.3912  0.2154 0.2295 0.4505 0.2471  0.2732
SE 0.3879  0.2095 0.2181 0.4722 0.2603 0.3916
COV 94.7%  94.8% 91.3%  93.2% 93.1%  82.2%

Tabela 2.4: Estudo de simulacao II. Valores médios (em 1000 amostras) do desvio padrao com-
putado via matriz de informagao empirica (IM SE), desvio padrao observado para os estimadores

(SE), e cobertura média dos intervalos assintéticos de 95% de confianga (COV).

2.5.6 Aplicagao II

Nesta Subsecao ajustaremos os modelos N-CR e t-CR via algoritmo EM ao conjunto de dados

descrito em Mroz (1987), “ Wage Rate”. Também faremos um estudo de diagnéstico destes modelos
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com base na metodologia descrita nas Segoes 2.5.3. O respaldo computacional desta aplicacao é

feito pelos pacotes CensRegMod e SMNCensReg, descritos na Subsegao 4.1.3.

O conjunto de dados “ Wage Rate” descreve os ganhos por hora (em délares) de 753 mulheres
brancas e casadas com idades entre 30 e 60 anos no ano de 1975, sendo que 325 destas mulheres
nao trabalharam neste ano e seus ganhos sao tidos como 0. Algumas caracteristicas pessoais e
familiares destas mulheres também foram gravadas e funcionarao como variaveis explicativas para
0 nosso modelo.

Para ajustar o modelo de regressao para dados censurados teremos como objetivo modelar
o “ganho potencial” destas mulheres, de forma que se um individuo trabalhou no ano de 1975
seu ganho potencial é sua prépria renda, porém, se este nao for o caso, seu ganho potencial é
um valor negativo, representando o quanto deixou de ganhar por nao ter trabalhado. Assim, o
ganho potencial é uma variavel aleatoria sujeita a censura a esquerda, pois s6 conseguimos observar
seu valor real se o individuo exerceu alguma atividade remunerada durante o ano de 1975, caso
contrario somente sabemos que seu ganho potencial pertence ao intervalo (—oo, 0].

Dito isto, modelaremos a variavel censurada a esquerda Y;, definida como o ganho potencial do

individuo ¢ em funcao das variaveis explicativas:
e x5 numero de filhos (em casa) com menos de 6 anos,
o x3: numero de filhos (em casa) entre 6 e 19 anos,
e 14 idade,
e x5: anos de estudo,
e x4 numero de horas trabalhadas pelo marido em 1975,
e x7: renda (por hora, em ddlares) do marido em 1975,
o xg: taxa de impostos pagos pela mulher,

e x9: numero de anos trabalhados (antes de 1975),
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T

de forma que o vetor de covaridveis para o individuo ¢ é dado por x; = (1, x9;, X3, . .., Tg;), cOM

i=1,2,...,753.

O algoritmo EM desenvolvido na Subsecao 2.5.1 foi aplicado para ajustar os modelos N-CR
e t-CR a este conjunto de dados. Para o modelo t-CR, os graus de liberdade foram fixados em
v = 2.3, escolha justificada através da Figura 2.4, que mostra os valores assumidos pela funcao de

log-verossimilhanca avaliada nas estimativas EM obtidas fixando v nos valores 2,2.1,2.2, ..., 10.

-1299

log-verossimilhanga
-1309

-1319
|

-1329

Figura 2.4: Wage rate data. Gréafico da log-verossimilhanga perfilada para v.

Na Tabela 2.5 estao apresentadas as estimativas paramétricas obtidas nos ajustes dos modelos
N-CR e t-CR via algoritmo EM, bem como a aproximagao dos desvios padroes para os estimadores
dos efeitos fixos, denotada por SD (veja Subsecgao 2.5.2). Nesta tabela podemos notar que os desvios
padroes estimados sob o t-CR sao sempre menores do que sob o N-CR, indicando que o modelo
t-CR produz estimativas mais precisas. Além disso, o pequeno valor de v escolhido para os graus
da liberdade da t de Student reflete um cenario em que o modelo N-CR pode nao ser o mais
adequado para este conjunto de dados, o que é comprovado pelos critérios de selecao de modelos
apresentados na Tabela 2.6.

Para avaliar a adequacao dos dois modelos ajustados, realizaremos uma analise de residuos
baseada em graficos de envelope (veja Atkinson, 1985). Aqui, optamos por utilizar os residuos
“deviance” para gerar os envelopes pois, ao contrario de residuos mais classicos (como os de Pear-

son), estes sdo capazes de incorporar informacao sobre as censuras e, segundo Ortega et al. (2003),
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Modelos
N-CR t-CR

Parametro Estimativa SD Estimativa SD

51
B
P
B
Bs
Pe
Br
Bs
Bo

0,2

30.0152  3.6592 354547  2.6735
-2.0625 0.4054  -1.7787  0.2558
0.3536 0.1515 0.2893 0.0936
-0.1473 0.0265  -0.1306 0.0177
0.5378 0.0850 0.3822 0.0513
-0.0024 0.0003  -0.0026 0.0002
-0.5486 0.0648  -0.6521 0.0531
-32.3373  3.4749  -35.7824  2.4793
0.1753 0.0270 0.1381 0.0160
16.8390  0.5759 4.3183 0.4356

Tabela 2.5: Wage rates data.

Resultados dos ajustes dos modelos N-CR e t-CR via algoritmo EM.

Modelo AIC BIC EDC

N-CR 2820.161 2866.401 2855.042
t-CR 2660.688 2671.553 2659.058

Tabela 2.6: Wage rate data. Comparagao entre os modelos N-CR e t-CR.

podem ser utilizados para avaliar a qualidade do ajuste de um determinado modelo.

Primeiramente, defina o residuo de martingale (Ortega et al., 2003) para o i—ésimo individuo

COIMo.:

g

_xTh
m; = (1 —¢;) + log 1—F(W) :

onde F'(-) é a cdf da versdo padrao da densidade dos erros aleatérios (em nosso caso, N(0, 1) para o

N-CR ou t,(0,1) para o t-CR) e ¢; é uma fungdo indicadora de censura, isto é, ¢; = 1 se a i—ésima
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observacao é censurada ou ¢; = 0, se nao é. Finalmente o residuo deviance para este individuo é
definido como:

d; = sign(m;) [—2 {(1—=¢;)log(1 —¢; —my) + mz}} vz

Os graficos de envelope gerados estao apresentados na Figura 2.5, onde podemos ver claramente
que o modelo t-CR se ajusta melhor aos dados do que o N-CR, apesar de ainda apresentar indicios

de ma especificacao (provavelmente relacionado a presenca de assimetria dos dados).

N-CR t-CR

Residuos deviance
Residuos deviance

-3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1 2 3

Quantis da normal padréo Quantis da t-Student padrao

Figura 2.5: Wage rates data. Graficos de envelope baseados nos residuos deviance para os ajustes

dos modelos N-CR e t-CR.

A robustez dos modelos N-CR e t-CR podem ser avaliadas através da influéncia que uma tinica
observagao atipica exerce sobre as estimativas EM do vetor de pardmetros (3. Em particular, pode-
mos investigar a mudanca relativa sofrida nas estimativas de 3 ao adicionar-se ¢ unidades em uma
tnica observagao y;, substituindo-se y; por y;(9) = y; + 9. Aqui, utilizaremos a mesma definigao de
mudanca relativa dada na Equacao (2.5.35). A Figura 2.6 mostra as mudancas relativas sofridas
pelas estimativas de 1, fa, ..., B9 sob ambos os modelos ao contaminarmos a observagao nimero
44 (nado censurada) com valores de ¢ variando entre 0 e 40 em passos de tamanho 0.5. Como
esperado, as estimativas do modelo t-CR sdo menos afetadas pelas contaminagoes e a robustez

deste modelo em comparacao com o N-CR fica mais clara a medida que aumenta-se o valor de 4.

A fim de verificar se existem obervagoes no conjunto de dados capazes de influenciar (de modo

desproporcional) os ajustes dos dois modelos, prosseguimos com a andlise de diagnéstico conforme
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Figura 2.6: Wage rates data. Mudancas relativas nas estimativas EM de 3 sob os modelos N-CR

e t-CR, para diferentes contaminagoes 0.

o desenvolvimento feito na Subsecao 2.5.3. A Figura 2.7 mostra as distancias generalizadas de
Cook, assim como o ponto limiar acima do qual uma observagiao é considerada influente (linha
vermelha), para os subconjuntos de pardmetros 8 = (,BT,JQ)T, B e 02, sob os modelos N-CR
e t-CR. No mesmo sentido, a Figura 2.8 mostra os graficos para as medidas de influéncia local
baseadas nas quantias M (0) sob ponderacao de casos e perturbagao na escala para os modelos N-

CR e t-CR, utilizando o critério M (0); > M (0) 4+ 3.55M (0) para classificar a i—ésima observagao
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como influente (linha vermelha). Em todos estes cendrios podemos observar uma quantidade muito
menor de observagoes influentes sob o t-CR do que sob o N-CR, refletindo mais uma vez a maior

robustez do t-CR.
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Figura 2.7: Wage rate data. Na primeira linha, distancia generalizada de Cook G D; sob os modelos
N-CR e t-CR. Na segunda linha, GD; para o subconjunto de parametros 3 sob os modelos N-CR
e t-CR. Na terceira linha, GD; para o2 sob os modelos N-CR e t-CR.
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Figura 2.8: Wage rate data. Graficos de M(0);, i = 1,2,...,n, sob os esquemas de perturbagao:
ponderacdo de casos (primeira linha) e perturbagdo na escala (segunda linha), para os modelos

N-CR e t-CR.
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Capitulo 3

Modelos para dados censurados sob a
familia de misturas de escala

skew-normal

3.1 Introducao

Conforme discutido no inicio do Capitulo 2, o modelo Tobit, frequentemente usado para modelar
conjuntos de dados sujeitos a censura, pode nao ser adequado se a variavel resposta apresentar
indicios de desvio da normalidade. Neste sentido, o capitulo anterior apresentou a t de Student
generalizada como alternativa a normal, visando sanar problemas relacionados a existéncia de

valores extremos nos dados, ja que esta possui caudas mais pesadas do que a distribuicao normal.

No entanto, quando os dados apresentam assimetria além de possiveis problemas relacionados
a valores extremos, a distribuicao t de Student pode ser tdo inaqueda quanto a normal. Neste
sentido, apresentaremos neste capitulo a classe de distribuicoes de mistura de escala skew-normal
(SMSN) proposta por Branco & Dey (2001), que inclui distribuigbes como a skew-normal, skew-t,
skew-slash e suas versoes simétricas. Esta classe, ao incorporar parametros de forma e de assime-

tria a distribuicao normal, consegue lidar ao mesmo tempo com assimetria e com valores extremos.
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Neste capitulo serd apresentada a classe SMSN e suas principais propriedades com o intuito
de fazer um estudo de inferéncia Bayesiana para o modelo de regressao com respostas censuradas
sob esta familia de distribui¢coes. Em seguida, faremos a aplicacao deste modelo a dados reais e
também desenvolveremos alguns estudos de simulagao para comparar a performance dos diferentes

modelos na presenca de valores extremos e de assimetria, variando o nivel de censura dos dados.

3.2 Distribuicoes de mistura de escala skew-normal (classe

SMSN)

Antes de introduzir a classe SMSN, definiremos a distribui¢do skew-normal (a versao assimétrica

da normal) conforme feito por Azzalini (1985).

Definicao 3. Uma varidvel aleatoria X tem distribuicdo skew-normal com parametro de locagdo
pu € R, de escala 0® > 0 e de forma )\ € R, denotada por X ~ SN(u,02,)), se sua densidade é
dada por:

g o

flz) = iqﬁ (x — “) ® <A($_’“‘>> , z €R, (3.2.1)

aqui o parametro de forma A controla a assimetria da distribuicao, de forma que valores positivos
de X\ indicam assimetria a direita e valores negativos indicam assimetria a esquerda, além disso, o
grau de assimetria da distribuicio aumenta conforme aumenta-se o valor absoluto de A\. Se =0

e 0? =1, dizemos que X tem distribuicio skew-normal padrao com parametro de forma \.

Na Figura 3.1 mostramos a densidade da skew-normal padrao para diferentes valores de .
Algumas das principais propriedades da distribui¢do skew-normal estao listadas na Proposicao

abaixo.
Proposigao 3. Seja X ~ SN(p,0%,)\) e Z ~ N(u,c?) entdo:
I) Se A=0, entio X < Z

II) Conforme N\ — oo, a distribui¢io de X tende a uma TN (u,0?, [u,00)). Se A — —oo, X
tende a uma TN (u, 02, (—oo, u]).
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Figura 3.1: Densidade de skew-normal para u =0, 0 = 1 e valores variados para \.

1I1) =2 ~ SN(0,1,\)
IV) =X ~ SN(—p, 0% —\)
V) A densidade de X € log-concava, e portanto, é unimodal (vista como func¢ao de x)
VI) 1 — F(z;p,09,\) = F(z; —p, 0%, =),
VII) |X|< |Z]
VIII) Se X ~ SN(0,1,)) entdo X* ~ x3.

Prova:

Nao desenvolveremos a prova completa destas propriedades, porém faremos um esboco. As
propriedades de I) a I'V) seguem diretamente da densidade em (3.2.1), sendo que para as propri-
edades I11) e IV) é simples utilizar o método do Jacobiano para encontrar a distribui¢ao de %

e de —X. A propriedade V') é provada utilizando os seguintes resultados:
o O produto de duas fungbes log-concavas é uma fungao log-concava.

o Se uma densidade é log-concava, entao a respectiva funcao de distribuigdo acumulada também

¢ log-concava (veja a prova em Bagnoli & Bergstrom (2005)).
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« Uma funcao nao negativa g(-) duas vezes difenciavel e com dominio em um intervalo continuo

é log-concava se e somente se:

1

g(x)g (z) < g'(x)?, Yz tq. glz)>0, (3.2.2)

onde ¢ (z) e ¢" () denotam respectivamente a primeira e segunda derivada de g(z) em relacio a

x. Desta forma, para provar o resultado basta-nos provar que a densidade da normal com locacao

2 ¢ log-concava, o que é feito utilizando o terceiro resultado acima. As propriedades

de VI) a IX) sdo provadas em Azzalini (1985).

[t e escala o

Uma discussao mais detalhada das propriedades da distribui¢ao skew-normal podem ser vistas

em Bayes (2005) e Basso (2009).

Proposigao 4. Seja X ~ SN(p,0%,)\) e Ty, T} i N(0,1). Entio X admite a sequinte represen-

tacao:
X = p+ o (3To]+(1 - 6%)'°Ty), (3.2.3)
onde § = ﬁ
Prova:

Seja Y como em (3.2.3) e tome u = 0 e 0> = 1. Note que Y| |Ty|=t ~ N(6t, (1 — 6%)) com
|To|~ T'N(0,1;[0,00)). Entao, pelo Lema A.2 apresentado em Basso (2009), temos que:

) = [ olwon, (1 - 6%)20()dt

0
- 2/0°° (20, 1)o(t: bz, (1 — 62))dt

— 20(a;0, 1) %x

isto é, Y ~ SN(0,1,)\) com A = —2—. Agora, para u e o2 geral, basta usar a propriedade 111
V1—52

da Proposicao 3 e concluir que X =y + oY ~ SN(u, 02, \).
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Proposigao 5. A funcdo geradora de momentos da varidvel aleatéria Y ~ SN(u,0% \) é dada

por:

Prova:

My (t) = 25 &(Sot).

Provemos primeiramente o resultado para a skew-normal padrao. Assim, considere Z ~ SN(0, 1, \).

Utilizando o Lema A.1 apresentado em Basso (2009), coma=M,B=Apu=n=0e X =Q=1

My(t)

Eg[e?] = 2 /_ Z e b(2)D(\z)dz

o 1 10,2
2/_00 \/%675(2 209 (\z2)dz

oo 1 1 2
2€t2/2/ — e 2 P (N2)dz
—00 1/ 27'(' ( )

2¢°/? /OO O(x)P(A\x + At)dx, z=z—t,dr=dz
2e" 2 E[®(\x + At)]

2e"PE[B(AX + M)]
At — 0 )
VI+ A2

267120 (6t), 0=

2”29 (

A
Vi

Agora, dado que Y = 4+ 07, temos que a fungao geradora de Y é dada por:

My (t)

= EZ[e(“J“’Z)t] = EyleMe?] = e My (ot)

202
2eMT 2 ®(dot).

Corolério 1. Se Y ~ SN(u, 0%, \), entio:

ElY]=pu-+ 05\/3 Var[Y] = o? (1 — 72r52> :
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Uma vez definida a skew-normal, podemos agora definir a classe de distribui¢oes de mistura de

escala skew-normal, objetivo principal desta Secao.

Definicao 4. Dizemos que uma varidvel aleatoria Y possui densidade pertencente da familia de

distribuicoes de mistura de escala skew-normal se ela pode ser escrita da sequinte forma:
Y =p+r(U)22Z, ULZ, (3.2.4)

em que p € um pardmetro de locacio, Z ~ SN(0,0% N), k(-) é uma funcdo positiva e U é uma
variqvel aleatdria com fungao de distribuicao H( - ;v) e densidade h( - ;v) e v € um escalar ou vetor
de parametros indezando a distribuicao de U, o qual pode ser conhecido ou desconhecido (Lange
et al., 1989). Enquanto o parametro X estd relacionado com o grau de assimetria da distribuicdo,
v controla a curtose. Note que, sob a restricao A =0, a familia SMSN é reduzida a familia SMN.

Denotamos Y ~ SMSN (u, 0%, \; H).

Existe uma segunda representagio estocastica para Y ~ SMSN (u, 02, \; H) baseada na ante-
rior e na Proposicao 4. Esta representacao, dada a seguir, é muito conveniente para derivar algumas
propriedades desta classe de distribui¢oes, assim como para desenvolver um estudo de inferéncia
Bayesiana para os modelos de regressao com erros SMSN, como feito por exemplo em Basso (2009)
no contexto de misturas de distribuigdes SMSN e em Cancho et al. (2011), no contexto de modelos

de regressao nao lineares.

Y = p+ AT + w(U)V23712T, (3.2.5)
onde A = gd, 7 = (1 —6%)0? 6 = ﬁ, T = w(U)Y2|Ty|, Ty, Ty % N(0,1) e |-| denota valor

absoluto.

A variavel aleatoria U pode ser discreta ou continua e sua distribuicdo determina diretamente a
distribuigao de Y. Neste capitulo focaremos em trés membros da classe de distribuicdes SMSN: a
skew-normal, denotada por SN (u, 02, ), a skew-t, denotada por St(u,o%, \,v) e a skew-slash,
denotada por SSL(u,0* \,v). Existem outros exemplos de distribuigoes pertencentes a esta
familia, tal como a skew-normal-contaminada, a skew-Cauchy, a skew-Perason VII e todas as

versOes simétricas das mesmas. Usando a representacao dada na Definicdo 4 é facil ver que
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YU = u ~ SN(u, x(u)o?, )\), portanto, integrando a densidade conjunta de (Y,U) em relacio

a U obtemos a densidade marginal de Y, dada por:

Ay — )
=2 / , Ho | 2L ) dH (u),
o(y; p, K (u)o”) <(m(u)1/2 (u)
e considerando a representacao estocastica dada em (3.2.5), temos que:

YIT=t,U=u ~ N(u+At, k(u)T),
TWU=u ~ TN(0,k(u); [0,00)).

Desta forma, uma outra maneira de escrever a densidade da variavel aleatéria Y é:

fy) = [ [ Fltw £ ) dt du

_ 2/000/000¢(y; AL k(u)T) Ot 0, k(w)) dt dH (w).

A seguinte proposicao apresenta o formato das cdf da familia de distribuicoes SMSN.

(3.2.6)

(3.2.7)

(3.2.8)

Proposigao 6. Seja Y ~ SMSN(u, 0%, \; H). Entdo, a cdf da varidvel aleatéria Y pode ser escrita

de duas formas distintas:

o) Fly) = 2/ / olt5 0,10 (L Yl VTT02 At 0,1) dt dH (u),

()12
b Fly) = 2 0a(y)p 3) di(w),

o2 —do

—0c 1

onde y(u)* = (k(u)"?y,0)7, p* = (1,0)7, = =

Prova:
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Seja Y ~ SMSN(pu, 0%, \; H). Dada a pdf de Y na Equagao (3.2.8), temos que:

F(y)

/_yoo f(z)dz
/_ : /OOO /OOO 20(2 5 p+ At, w(u)T)o(t 5 0, k(u)) dt dH (u) dz
/OOO /OOO 2 [/_yoo d(z 5 p+ At k(u)T) dZ] o(t; 0,k(w)) dt dH (u) (3.2.11)

A l [ 6 n+ Aw(w) 2, 5(w)7) dz] o(z: 0,1) dvdH(u)  (3.2.12)

oo oo —u—A 1/2
2/0 /0 Y ~u) x;O,l)(b(x;O,l)dde(u)

K(u)/27r1/2

R y—p )
2 ¢ — 10,1 - 0.1) dz dH
I A Vo e i ,)m, 1) de dH(w)

2/“’/"0(@ (y —mV1+ X

k(u)V20

— Az ; 0, 1) o(z; 0,1) de dH (u), (3.2.13)

onde a Equagio (3.2.13) é consequéncia das relagoes A = 0§, 7 = 0%(1 — §?) e § = \/V1+ N2,

Desta forma, estd provada a parte (a) da Proposicao 6. A parte (b) é obtida se continuarmos

desenvolvendo a Equagao (3.2.11) escrevendo a expressdao completa para ¢(-):

F(y)

5 oo [foo Y 1
/0 /0 /—oo 27k (u)T/2 8
1

exp {_2m(u)r {(z — )+ (A*+ ) —2(z — M)At}} dz dt dH (u)

oo [foO LY 1
o L i
0 Jo Jeoo2mK(u)oy1 — 02
2t 20

1 (z —n) B L s "
eXp{ 21— ) [Fc(u)02 o T mwe “)t” dz dt dH (u)

5 oo poo Y 1
/0 /0 /m LI ERS
T

1| #2—
exp —5 s >t
t t

dz dt dH (u) (3.2.14)

Note que, se considerarmos o vetor de varidveis aleatérias (X, W) ~ Ny ((u,0), X), entao a

integracdo em z e t na Equacao (3.2.14) representa P(X < y, W > 0) , que, por simetria, é
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equivalente a P(X < y, W < 0). Desta forma, podemos reescrever esta Equagao da seguinte

forma:
Ply) =2 [~ @:(y"; w',T)dH ()

onde y* e p* foram definidos anteriormente, provando a parte (b) da Proposicao 6.

A partir deste momento consideraremos x(U) = U~! na representagao estocastica dada em
(3.2.5). Esta escolha, feita também em Basso (2009), nos possibilitard desenvolver algumas pro-
priedades interessantes da familia de distribuigbes SMSN, como a funcao geradora de momentos,

a esperanca e a variancia, apresentadas nas proposigoes seguintes.

Proposigao 7. Seja Y ~ SMSN(u,0? \; H), entdo a fungio geradora de momentos (fgm) de Y
¢ dada por:

My (t) = 2 / T et G (" 2501 dH (1), ¢ € R (3.2.15)
0

Prova:
Da Definigao 4 temos que Y|U = u ~ SN(u,uto? \). Considerando entdo propriedades da
esperanca condicional e a Proposicao 5, temos que:
My(t) = Eyle"'] = Ey[Eyy[e™ |U]]
= EU[Zet“Jr%(D(&Tt)}
= 2/000 et“+%“_lt2”2q)(u_l/250t)dH(u).

Proposigao 8. Seja Y ~ SMSN (u,0? \; H). Entao,
i) Se B[U™Y?) < 00, By[Y] = p+\/2kiA
it) Se B[U™'] < o0, Vary[Y] = kyo? — 2k1A?,
onde ky, = Ey[U™™/?] param = 1,2, A=06 e § = ﬁ
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Prova:

Da Definicao 4, do Corolario 1 e da suposicao de independéncia entre U e Z, temos que:

EylY] = p+ Egu[U"?Z]

= p+ Ey[U'?)E4(Z]

2
= M + kl \/767

m

VaryY] = Vargm U 2]
2

= BuunU™' 2] = (B U~?2)
= Eu[UTE4[Z%] - (E4[2))*

2
= kyo? —k? <> o202,
7r

Apresentaremos agora alguns casos particulares da classe SMSN, com os quais trabalharemos
no restante deste capitulo. Para cada um dos casos desenvolveremos as respectivas pdf, cdf e a
esperanca k,, = Ey[U~™/?], m € N, 1til na implementacio do amostrador de Gibbs para o modelo

de regressao censurado sob esta familia de distribuigoes.

o Skew-normal: Este caso é obtido quando U é uma variavel aleatéria degenerada em 1, isto
é, quando P (U = 1) = 1, desta forma, k,, = 1. A densidade de Y ~ SN(u,0? \) é definida
em (3.2.1) e, usando a parte (b) da Proposicao 6, sua cdf é dada por:

Fly) = 20:(y"; 1", %), (3.2.16)
o? —do
onde y* = (,0)", p* = (11,0)T e X =
—ooc 1

o Skew-t: A distribuigao skew-t surge quando consideramos U ~ G(v/2,v/2) na Defini¢ao 4,
de forma que ky, = (v/2)™/IT(2)0(v/2)7. A densidade de Y ~ St(p, 02, ) é dada por:
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v+1

5y 20(4) dy)?\ = | v+1
f(y],u,a,)\,u)—r(%)ﬁa <1+ . ) ﬂ(kd(y) W’O’l’y+1)’ y € R,
(3.2.17)

onde d(y) = (y — u)/o. A demonstracao deste resultado encontra-se no Apéndice A. Um
caso particular da distribuicao skew-t é a skew—Cauchy, obtida quando v = 1. Além disso,

quando v — 0o, obtemos a skew-normal como caso limite.

Utilizando a parte (b) da Proposi¢do 6 podemos simplificar a expressao da cdf da skew-t:
Fly)=2T(y"; p',2,v), (3.2.18)

onde y*, u* e ¥ sao como definidos no caso da skew-normal. Este resultado também esta
demonstrado no Apéndice A. A distribui¢ao skew-t tem como caso particular a skew-Cauchy,
quando v = 1, e tem como caso limite a skew-normal, alcangada conforme v — oo. Aplicacoes

da skew-t podem ser encontradas em Lin et al. (2007) e Azzalini & Genton (2008).

e Skew-slash: Aqui, consideramos U ~ Beta(v,1) na Defini¢ao 4, com v > 0, assim, k,, =

—Y . A densidade de Y é dada por:

v—m/2"
1 ANy —
Pyl o* xiv) =20 [ Wy o) P2 ) gy e (3219)
0 g

A cdf da skew-slash ndo possui uma forma fechada, no entanto, utilizando a parte (b) da
Proposicao 6, podemos escrevé-la em termos de uma integral que pode ser aproximada por

métodos numéricos:
Fly) = / 20®y (y(u)' ", ) ur " du, (3.2.20)
0
onde y(u)*, p* e ¥ sdo como na Proposi¢ao 6 (com x(u) = 1/u). A skew-slash tem caudas

mais pesadas do que a skew-normal, tendendo a esta distribui¢do quando v — oo. Aplicacoes

desta distribuigdo podem ser encontradas em Wang & Genton (2006).

A Figura 3.2 compara as distribui¢des skew-normal, skew-t e skew-slash para diferentes valores
de A e v. No gréfico da esquerda consideramos A = 2 e v = 3, no grafico do centro, \=0ev =4e

no grafico da direita, A = —2 e v = 5. Nestes graficos podemos ver claramente que as distribuigoes
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skew-t e skew-slash possuem caudas mais pesadas do que a skew-normal. E importante destacar

que todos os trés graficos tém o eixo y com a mesma escala.

— Qo2 ;
S(é 129
— 38SL(0723) !

— 2,
— 18SL(0.1.0.4)

~ g
— séL‘(o‘J ,425)

Figura 3.2: Densidades skew-normal, skew-t e skew-slash para diferentes valores de \ e v.

Métodos para estimar os parametros das distribuigoes SMSN podem ser encontrados em Basso
et al. (2010), a partir do método dos momentos, e em Garay (2009), a partir do algoritmo EM.
Nestas duas referéncias a estimagao é feita supondo v um valor conhecido, porém é possivel adaptar
o algoritmo EM de Garay (2009) para estimar este parametro: em cada itera¢do, apés calcular o
valor das estimativas de u, 02 e ), a estimativa de v ¢ escolhida como o argumento que maximiza a
funcao de log-verossimilhanca vista somente como funcao de v, substituindo os outros parametros
por suas estimativas atuais. Esta versao do algoritmo EM é conhecida como ECM (“expectation

conditional maximization”).

3.3 Definicao e inferéncia Bayesiana para os modelos SMSN-

CR

O modelo de regressao para dados censurados sob a classe de distribui¢oes de mistura de es-
cala skew-normal, denotado por SMSN-CR, ¢é definido como nas Equacoes (2.3.1) e (2.3.2), porém
fazendo-se a suposicio de que ¢; ~ SMSN(nA,o? X\; H) para i = 1,2,...,n na Equagdo (2.3.1),
onde n = —\/%k:l. O parametro de locacao dos erros aleatorios é diferente de 0 e foi escolhido

com base na Proposicdo 8, uma vez que, com esta adaptacdo, Y; ~ SMSN(z] B +nA, 0%, \; H) e
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Ey[Y]=z/8.

Nesta Secao iremos fazer inferéncia Bayesiana para o modelo de regressao com respostas cen-
suradas sob trés distribui¢oes da familia SMSN: a skew-normal, a skew-t e a skew-slash. Para
isto, seguindo a sugestao de Cancho et al. (2011), consideraremos uma reparametrizacdo da classe
SMSN baseada na representacao 3.2.5, o que simplificard a construcao do algoritmo mencionado.

Seja entdo w = (8", A, 7,v)" o vetor de pardmetros com o qual trabalharemos. E importante
destacar que existe uma correspondéncia um a um entre este vetor e o vetor de parametros original

0= (,BT o, \ I/)T uma vez que A = o A ERer= o > 0, sendo possivel obter o2 e
) » 7\ ) )\2 + 1 )\2 i 1 y
A a partir de A e 7 fazendo-se 02 = 7+ A? e A = A/,/7. Desta forma, as amostras a posteriori de

w podem ser utilizadas para fazer inferéncia sobre 8, bastando para isso aplicar a transformacao

anteriormente mencionada.

Seguindo novamente o trabalho de Cancho et al. (2011), assumiremos a priori que 3 ~
N, (0, X0), A ~ N(ua,03) e 7 ~ IG(a,,b;), onde os hiperparametros fixos e conhecidos sao
to, um vetor p X 1, Xg, uma matriz p X p definida positiva, ua € R, 02 > 0, a, > 0 e b, > 0.
Estas escolhas de prioris sao feitas para garantir conjugagcao.

Para os modelos de regressao censurados skew-t (St-CR) e skew-slash (SSL-CR) precisamos
especificar também a distribuicdo a priori de v, o pardmetro que indexa a distribuicao de U
(veja a representagao dada na Defini¢ao 4). Para isso utilizaremos a sugestao dada em Cabral &
Madruga (2012): v ~ Texp (y; A) e = ~ Unif(c,d), onde ¢ e d sdo hiperpardmetros conhecidos.
Aqui, Texp (7; A) denota a distribuigdo exponencial com pardmetro de escala 1/ > 0 truncada
no intervalo A e Unif (c,d) denota a distribui¢gdo uniforme no intervalo (¢,d). Para garantir a
existéncia dos primeiro e segundo momentos da distribuicao assumida para os erros da regressao,
neste trabalho tomamos A = (2,00) e (¢,d) = (0.02,0.49) para o modelo St-CR e A = (1,00) e
(¢,d) = (0.02,0.9) para o modelo SSL-CR. Assumimos também independéncia & priori entre os

parametros, portanto a distribuicao a priori do vetor w é:

flw)=FB) f(A)f(m) fv). (3.3.1)



Embora a hipétese de independéncia possa nao ser realista para alguns conjuntos de parametros,
ela leva a propriedades interessantes para as distribui¢oes a posteriori, como a conjugacao, e fa-
cilita o desenvolvimento de um algoritmo para amostrar destas distribuicoes, além disso, se esta
hipétese realmente nao for verdadeira, ela sera corrigida a posteriori e nao ird prejudicar o processo

de inferéncia.

3.3.1 Construcao do amostrador de Gibbs

No contexto Bayesiano, estimativas pontuais sao obtidas como caracteristicas associadas a dis-
tribui¢ao a posteriori, como a esperanca ou a moda. Dada a forma matematica complexa destas
quantidades é bastante complicado aproxima-las através de técnicas como a integracao numeérica.
Portanto, utilizaremos o amostrador de Gibbs para gerar uma amostra da distribuicao a posteriori
do vetor de parametros e fazer estimativas pontuais baseando-nos nesta amostra. Para desen-
volver este algoritmo faremos uso do “aumento de dados”, isto é, vamos supor que o vetor de
varidveis sujeitas a censura Y = (Y1, Ys,...,Y,) " e os de varidveis latentes U = (Uy, Us, ..., U,)"
eT = (11,T,,...,T,) (veja a representagao em (3.2.5)), poderiam ser completamente observados
e entao calcular as distribuicoes condicionais completas para cada parametro do modelo e para

cada variavel latente.

A representacao estocéstica da classe SMSN de distribuigoes dada em (3.2.5) nos permite

escrever:
Yi|Ui = u;, Ty = t; ~ N(x;{ 8+ Aty u;'1),
T|U; =u; ~ TN(,u; "5 (n,00)),
Ui ~ H(|v),
para i = 1,2,...,n. Considere v = (vy,vs,...,v,)" 0 vetor de observacoes de V;, i = 1,2,...,n.

Seja ¥y um valor inicial para ¥ e ¥,y o valor de ¥ na iteracao m do algoritmo. Calculando-
se as condicionais completas, a m-ésima iteracdo do amostrador de Gibbs sob as distribuicoes

skew-normal, skew-t e skew-slash é da seguinte forma:
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Passo 1:

Passo 2:

Passo 3:

Passo 4:

Passo 5:

Para ¢ =1,2,...,n, se i—ésima observacao nao for censurada, faca ;) = v;, caso contrario
gere Y;m) (independentemente) de f(y; | vs, ti, us, B, A, 7), que é uma distribuicdo normal

truncada:
N(:B;l—/g(mfl) + Apm-1)tim—1)> Tm-1)/Wi(m—1) ; A),

onde A = [v;, 00) se a varidvel resposta for censurada a direita ou A = (o0, v;], se for censurada

a esquerda.

Para i =1,2,...,n, gere t;,, independentemente de f(t; | vi,ys, u;, B, A, 7) , que é

TN (1, (m—-1)> Ot;(m—1) 3 [1,09)),

A T T

o (m—1) T NT(m—1) 2 . (m—1)

n (m—1) = "3 ———— i —113-[3 + —)eco = .
onde Ht;(m—1) A%m71)+.,.(m_l> (yz(m) i M(m-1) A 1)> ti(m—1) ui(m—l)(A? ,1)+T(m—1))

Gere B, de f(B|v,y,t,u,A,7,v), que é N, (;[(*m —1), Z*(mfl)), onde

X )Y (m-1 A —1))(*T )im—1
* m— m— m m— m— )
Pim-1) = S(m-1) (E pro + —mEml) -1 ,
T(m-1) T(m—1)
* T * -1
\ I R e e
(m-1) — Tom—1) 0 )

(m—1) é o vetor composto por tim—1) = Uitm—titm), © = 1,2,...,n, Y1y é o vetor com

elementos yZ (m=1) = /Ui(m—1)Yi(m), 1=1,2,....,ne Xikm—1) ¢ a matriz composta por linhas
dadas pelos vetores x; = (VWi(m—1)Ti1, - - - » + /ui(m_l)xip)T parat=1,2,...,n

Gere Ay de f(A |v,y,t,u,B,7,v), que é N (,u*A(m_l), ai"(m_l)) com

. JON L& T
HA(m—1) = UA(m 1) (UA o) = (m—1)Li(m) (yi(m) - B(m))> )

-1
. 1 1

OAm-1) = ( Zuz(m l)tz(m)+> :
OA

T(m—l) =1

Gere T(m) de f(7 | v,y,t,u,8,A,v), que é uma gama inversa:
n 1 & T 2
IG | a; + 5 by + 5 > titm-1) Witm) — X By — Dmytim))” | -
i=1
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Passo 6: Para o caso skew-normal, faca w;,) = 1, 7 = 1,2,...,n. Para a skew-t e skew-slash gere

Ui(my Para i =1,2,...,n (independentemente) de f(u; | vi, yi, t;, B, A, 7,v), que é

(a) sob a distribuicao skew-t,

V(m—1) V(im—1) + Aim)
G 1
( ) g, U )

onde Aj(m) = (yi(m) — X By — Apmytitm) ) JTny + (tigmy — 1)

(b) sob a distribuigao skew-slash,

Ai m
TG (%n +1,=5 [0, 11) ,

uma distribuigdo gama truncada em [0, 1].

Passo 7: Para os casos skew-slash ou skew-t, precisamos ainda gerar v(,) e yn), através do seguinte

procedimento:

(a) sob a distribuicao skew-t,
i. Gere ym) de f(v]v), que é TG(2, V(m-1);[0.02,0.49]).

ii. Utilizando um passo de Metropolis-Hastings, gere v/(,,) de:

f(y‘v7y7t7u7ﬁ7A7T7fy) X

v v/2\ " .
((F(/VQ}Q)) exp{—V( Zuzmwv )}Huz(m)]l \(v). (3.3.2)

=1

O passo de Metropolis-Hastings ¢ da seguinte forma: dada a observagao v(,,_1) ob-
tida na iteracao m—1 do amostrado de Gibbs, gere um candidato v* da distribuigao

candidata g(v), uma distribui¢do normal truncada:

g(v) =TN (WV(m 17 ¥(m—1) (2 OO))

onde o parametro de locagao desta distribuicao candidata é dado por Wy =

@ (V(m-1))

Ym=1) ~ gy © © de escala por 1) = —m, onde:
d

dv

d2
@(v) = d210gf(u|y s E(m)s Wm), Bimys D(m)s Tim)s V(m) )
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respectivamente a primeira e segunda derivadas da condicional completa de v. As
escolhas dos parametros de locacao e escala da distribuicao candidata foram basea-
das no trabalho de Abanto-Valle et al. (2013) e o truncamento foi feito no intervalo
(2,00) para garantir a existéncia dos primeiros dois momentos da t de Student uti-
lizando o candidato gerado como graus de liberdade. Assim, v(,,) é tomado como o

valor candidato gerado v* com probabilidade:

V(1)) = min {f(y*)g(y(m_l))f(V(m—l))g(V*) ; 1} ;
ou entao V) = Vam—1) com probabilidade 1 — a(v(,—1)), onde a funcao f(-) é a
mesma que em (3.3.2).
(b) sob a distribuigao skew-slash,
i. Gere ) de f(v|v), que é uma TG(2, V(m-1); [0.02,0.9]).

ii. Gere v, de f(v|v,y,t,u,B,A,7,)), que é

=1

3.4 Estudo de simulacao III: perfomance dos modelos as-
simétricos sob perturbacoes

O objetivo deste estudo de simulagdo é comparar a performance dos modelos SN-CR, St-
CR e SSL-CR na presenca de observagoes atipicas no conjunto de dados (em relacdo a variavel
resposta). Para isso, geramos observacoes de um modelo de regressdo para dados censurados

skew-normal, conforme as Equagoes (2.3.1) e (2.3.2), supondo que n = 100, ¢; Py SN(nA,a% \),

com n = — %, A=oc ﬁ, 0?2 =2e X =—4equexz; =(1,1;), onde z; foram gerados de
forma independente a partir de uma uniforme em (1,3), para i = 1,2,...,n; supomos também
que B' = (B1,B2) = (10,15). Apés gerado, o conjunto de dados teve sua varidvel resposta

censurada a esquerda a um nivel de 10% do total de observacoes. Perturbamos entao as observagoes

#3 (y3 = 43.22178), #66 (yss = 51.17056) e #92 (yo2 = 31.82169), escolhidas aleatoriamente
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dentre as nao censuradas, aumentando aos valores de y em A% de seus valores originais, para
A = 10,20, 30,...,150. Desta forma, se y denota o valor original da variavel resposta, seu valor

perturbado y* é dado por:

Para cada um dos 15 padroes de perturbacao e para o conjunto de dados nao perturbado,
foram ajustados os modelos SN-CR, St-CR e SSL-CR, computando em cada ajuste os valores dos
critérios LPML, DIC, EAIC, EBIC e WAIC, (veja Se¢ao 1.6.2) e também a mudanga relativa na
estimacao pontual de ;, j = 1,2, dada por:

BjO — Bjk

~

6]’0

onde ng representa a estimativa pontual de f; utilizando o conjunto de dados nao perturbado e

RC(B;)r = . j=12 k=12,...,15

éjk, utilizando o conjunto de dados com o k—ésimo padrao de perturbacao.

A Figura 3.3 mostra os resultados em relacao as mudancas relativas. Para (5, vemos que para
perturbagdes menores do que 100% as mudancas relativas nao sdo muito significativas (menores
do que 5%) e nao obedecem um padrao, porém conforme A torna-se maior do que 100 vemos
que a mudanca relativa para (3, sob os modelos St-CR e SSL-CR parecem se estabilizar perto dos
5%, enquanto que sob o modelo SN-CR ela apresenta um padrao crescente, atingindo 10% para
A = 150. Em relagdo a (2, pode-se observar que para pequenas perturbagoes ( A € {10,20,30})
os trés modelos se comportam de formas muito parecidas, porém conforme A aumenta o modelo
SN-CR perde performance em relacao aos outros dois modelos, que se comportam de forma muito
parecida entre si. Isto confirma que o modelo SN-CR é menos robusto do que o St-CR e o SSL-CR
para lidar com observagoes atipicas.

O cenério descrito acima é confirmado nos critérios mostrados na Figura 3.4, onde o modelo
SN-CR se mostra tao bom quanto os outros (ou até preferivel) para pequenas perturbagoes, o que
é esperado ja que os dados sao gerados de um modelo skew-normal, porém conforme aumentamos
as perturbagoes os modelos St-CR e SSL-CR mostram-se superiores ao N-CR (e com performances

bastante parecidas entre si).
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Figura 3.3: Estudo de simulagdo III. Mudanga relativa (em %) para (; e (s para os modelos
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Figura 3.4: Estudo de simulacao III. Critérios LPML, DIC, WAIC, EAIC e EBIC para os modelos
SN-CR, SSL-CR e St-CR, sob diferentes niveis de perturbacao A.

Com estes resultados confirmamos a hipotese de que os modelos St-CR e SSL-CR sdo mais

robustos para lidar com observacoes atipicas do que o SN-CR.
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3.5 Estudo de simulacao I'V: qualidade das estimativas dos

modelos SMISN-CR

O foco principal deste estudo de simulagao é investigar o impacto na inferéncia final dos modelos
SMSN-CR (sob um ponto de vista Bayesiano) quando a hip6tese de normalidade é inapropriada,
para diferentes niveis de censura nos dados. Para isto, geramos uma variavel elatéria Y conforme
o modelo geral de regressao para dados censurados definidos em (2.3.1) e (2.3.2) usando n=200,
B = (B1,5)" = (—10, 2)7, X uma matriz 200 x 2 cuja primeira coluna tem todos os elementos
iguais a 1 e os elementos da segunda coluna sao gerados de forma independente a partir de uma
distribuigao uniforme em (0,4), além disso, os erros ¢;, i = 1,2,...,n, foram gerados de forma

independente de uma distribuicdo normal inversa gaussiana com parametros a = ag = 5, § =

Bo=49,0=00=2ep=pg=— \/% (aqui usamos a notacao para os parametros da normal
inversa gaussiana conforme definida em Barndorff-Nielsen (1997), onde pode-se encontrar maiores
detalhes sobre esta distribuicao. Note que o parametro de escala foi definido de forma a garantir
que Eyv.[Y;] = /8, i = 1,2,...,n). A distribui¢do dos erros, conforme foi gerada, apresenta
assimetria e valores atipicos em relagao a distribuicdo normal e sua densidade esta graficada na

Figura 3.5.

NIG(0to, Bo, Ho, So)

Figura 3.5: Estudo de simulacao IV. Densidade da normal inversa gaussiana com parametros

a:a0:57ﬁ:ﬁ024.9,(5:60:2€,u:,u0:—§76

Geramos um total de 150 conjuntos de dados segundo o esquema apresentado anteriormente,

sendo que, apds gerado, cada conjunto teve sua variavel resposta censurada segundo 4 niveis de
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censura: 10%, 25%,40% e 50% do total de observacoes. Desta forma, cada um dos 150 conjunto
de dados gerou novos quatro conjuntos, sendo o original descartado. Os algoritmos de Gibbs
desenvolvidos nas Secoes 2.4 e 3.3 foram aplicados em cada um destes conjuntos de dados a fim
de ajustar a eles os modelos N-CR, t-CR, SN-CR, St-CR e SSL-CR, sendo que a especificacdo das
distribuic¢oes a priori foi feita conforme a discussdo nas mesmas Sec¢oes, com g = 0y, 3o = 100 I,
pa =0, 03 = 100,a, = 2.1, b, = 3, ¢ = 0.02 e d = 0.49 para o modelo t-CR e St-CR e ¢ = 0.02 e
d = 0.9 para o modelo SSL-CR. Aqui, 0, denota um vetor de tamanho 2 com todos os componentes
iguais a zero e I denota a matriz identidade com dimensao 2 x 2. Foram rodadas 60000 iteracoes
do Gibbs, com um burn-in de 18000 e um thinning de 3, gerando cadeias finais de tamanho 14000.

Em cada um dos ajustes as estimativas pontuais dos parametros foram gravadas (média da
cadeian MCMC gerada, ap6s burn-in e thinning), de forma que pudemos calcular o erro médio
absoluto (MAE) e o erro médio quadrético (MSE) para as estimativas dos coeficientes de regressao
de cada modelo sob cada um dos quatro niveis de censura. Definimos o MAE e o MSE para o
parametro f3;, j = 1,2, como:

150 150

1 Al 1 s
MAE = —Y|8% — 3 MSE = — S (B — B,)?
onde B](l) ¢ a estimativa de 3; no i—ésimo conjunto de dados simulado, para j = 1,2 e i =

1,2,...,150.

A Figura 3.6 apresenta o MAE e o MSE para as estimativas de [3; e 5 para os cinco modelos
ajustados e para os quatro niveis de censura. A Figura 3.7 sumariza via box-plot as 150 estimativas
pontuais obtidas para (3; and (5, comparando-as com o verdadeiro valor destes parametros para
os diferentes modelos ajustados e diferentes niveis de censura.

Na Figura 3.6 observamos que as estimativas do intercepto 31 é a que mais sofre impacto quando
muda-se o modelo ajustado, sendo que os modelos simétricos (N-CR e t-CR) s@o os que apresentam
maiores valores do MAE e MSE, enquanto os modelos St-CR e SSL-CR possuem performances
muito parecidas e significativamente melhor do que o SN-CR. Enquanto isso, os valores do MAE
e MSE para o parametro [ sao pequenos sob todos os modelos e nao apresentam diferencas sig-

nificativas. E importante notar que todos os modelos perdem performance conforme aumentamos
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Figura 3.6: Estudo de simulacao IV. MAE e MSE das estimativas pontuais de 3 e 5y para cinco

modelos SMSN-CR e quatro diferentes niveis de censura.

o nivel de censura, porém este aumento parece afetar com menor intensidade a qualidade das

estimativas obtidas sob os modelos St-CR e SSL-CR.

A Figura 3.7 nos mostra um cenario parecido: comparando os modelos simétricos com suas
versoes assimétricas vemos uma melhora na qualidade das estimativas, o que também acontece
quando comparamos modelos menos robustos com mais robustos (N-CR com t-CR e SN-CR com
St-CR e SSL-CR). Novamente, os modelos St-CR e SSL-CR se comportam de forma muito seme-
lhante e possuem estimativas mais precisas do que os outros modelos. Nestes boz-plots notamos

mais uma vez que todos os modelos sao prejudicados pelo aumento do nivel de censura.

Com este estudo mostramos como as inferéncias finais para um modelo de regressao para dados
censurados podem ser prejudicadas quando ha desvio da normalidade e um modelo adequado, capaz

de acomodar assimetria e/ou observagoes atipicas, nao for escolhido.
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Figura 3.7: Estudo de simulacao IV. Box-plot para as 150 estimativas pontuais de (5 e [Py para
os modelos N-CR, SN-CR, t-CR, St-CR e SSL-CR e diferentes niveis de censura, em comparagao

com o valor verdadeiro dos pardmetros (linha vermelha).

3.6 Aplicacao III

Nesta Secao ajustaremos o modelo de regressao para dados censurados sob as distribui¢oes nor-
mal, t de Student, skew-normal, skew-t e skew-slash ao conjunto de dados “ Wage Rate”, descrito
na Subsecao 2.5.6, utilizando os algoritmos desenvolvidos nas Sec¢oes 2.4 e 3.3. Também faremos
um estudo de diagndstico destes modelos com base na metodologia descrita nas Secoes 1.6.2 e
1.7. Nesta aplicacao serd utilizado o pacote BayesCR (veja sua descri¢gao na Subsegao 4.1.3) como

respaldo computacional.

Modelaremos a variavel censurada a esquerda Y;, definida como o ganho potencial do individuo

¢ em funcao das variaveis explicativas:

e Iy: idade,

e x3: anos de estudo,
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e x4 namero de filhos (em casa) com menos de 6 anos,

e x5 numero de filhos (em casa) entre 6 e 19 anos,

T

de forma que o vetor de covariaveis para o individuo i é dado por x; = (1, za;, T3;, T4, T5;), COM
i=1,2,...,753.

Para o processo de estimacao utilizaremos as densidades a priori definidas na Se¢do 3.3 com
o = 0y, g =1001,, ua = 0, 0% = 100,a, = 2.1, b, = 3, ¢ = 0.02, d = 0.49 (St-CR) e d = 0.9
(SSL-CR). O amostrador de Gibbs foi utilizado para gerar duas cadeias MCMC da distribuigao a
posteriori do vetor de parametros, de forma que pudemos analisar a convergéncia destas cadeias
utilizando a estatistica de Gelman-Rubin (veja Segdo 1.5). Cada cadeia MCMC tem tamanho
inicial 400,000 e, considerando um burn-in de 100,000 e um thinning de 30, tamanho final igual a

10,000.

A Tabela 3.1 mostra a média a posteriori (Média), o desvio padrao (SD), o intervalo HPD
(95%) e a estatistica de Gelman-Rubin (R) para os parametros de cada um dos modelos ajustados.
Pode-se notar que a mais impactante diferenca entre os modelos ajustados é a significAncia do
intercepto: somente sob o modelo SSL-CR o intervalo HPD para 8; nao contém o 0. Um outro
aspecto a se observar é os valores pequenos das estimativas pontuais de v sob os modelos t-CR,
St-CR e SSL-CR, indicando que o modelo N-CR ou SN-CR podem nao ser adequados para este
conjunto de dados, ja que a distribuicao t de Student tende a normal e a skew-t e skew-slash
tendem a skew-normal conforme v — co. Sobre a interpretacao dos parametros, todos os modelos
concordam que o ganho potencial de uma mulher aumenta conforme mais anos de escolaridade ela
tem e diminui conforme aumenta sua idade e/ou o nimero de filhos.

A Tabela 3.2 compara os ajustes dos cinco modelos considerados usando os critérios discutidos
na Secao 1.6.2. Note que os modelos com caudas pesadas tém uma perfomance significativa-
mente melhor (comparando-se o N-CR com o t-CR e também o SN-CR com o St-CR e SSL-CR),
além disso os modelos assimétricos sao também mais adequados do que suas versdes simétricas

(comparando-se 0 N-CR com o SN-CR e o t-CR com o St-CR). De fato o p—valor Bayesiano indica

que os modelos simétricos e/ou nao robustos (N-CR, SN-CR e t-CR) néo sdo uma boa escolha
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Modelos

N-CR T-CR
Pardmetro  Média SD HPD (95%) R Média SD HPD (95%) R
81 22752 1.748 (-6.133; 0.665)  1.000003 -1.184 1.433 (-3.937; 1.669)  1.000005
B2 -0.106  0.028 (-0.161;-0.051)  1.000007 -0.111 0.023 (-0.155;-0.066)  1.000001
B3 0.731  0.084 (0.569; 0.896)  0.999999  0.655 0.073 (0.514; 0.794)  1.000001
Ba -3.056  0.448 (-3.923;-2.188)  1.000000 -3.166 0.398 (-3.951;-2.404)  0.999999
Bs -0.215  0.153 (-0.521; 0.077)  1.000003  -0.294 0.130 (-0.548;-0.037)  1.000001
o? 21.325 15999  (18.222;24.483)  1.000010 11.644 1.019 (9.773;13.739)  1.000082
v — — — 5.351 0.626 (4.557; 6.578)  1.000451
SN-CR ST-CR.
Parametro Média  SD HPD (95%) R Média SD HPD (95%) R
81 -1.034  1.632 (-4.178;2.206) 1.000004  -3.058 1.516 (-5.856; 0.083)  1.000025
B2 -0.120  0.026 (-0.170;-0.070)  0.999999  -0.088 0.024 (-0.133;-0.040)  1.000011
B3 0.675  0.081 (0.519; 0.836)  0.999999  0.673 0.068 ( 0.540; 0.806)  1.000012
Ba -3.243  0.442 (-4.112;-2.389)  1.000005 -2.809 0.387 (-3.569;-2.065)  1.000011
Bs -0.259  0.146 (-0.542;0.030) 1.000001  -0.267 0.128 (-0.510;-0.011)  1.000007
o2 33.708  3.270  (27.143; 39.833) 1.000229  22.562 4.495 (13.774;31.283)  0.999999
A 1.803  0.380 (1.159; 2.576)  1.000663 -1.422 0.377 (-2.141;-0.656)  1.000060
v — — — 4.877 0.255  ( 4.656; 5.369) 1.006467
SSL-CR
Parametro  Média  SD HPD (95%) R
81 -4.127 1485  (-7.097; -1.349)  1.000003
B2 -0.079  0.023  (-0.124; -0.036)  1.000013
B3 0.669  0.065  (0.542; 0.796)  1.000006
Ba -2.688  0.366  (-3.406; -1.979)  0.999998
Bs -0.265  0.122  (-0.505; -0.030)  1.000003
o? 13.424 2369  (8.938; 18.123)  1.000026
A -1.940  0.397  (-2.728;-1.183)  1.000036
v 1.063 0064  (1.001; 1.191)  1.000144

Tabela 3.1:  Wage rate data. Média e desvio padrao a posteriori, intervalo HPD (95%) e estatistica
de Gelman-Rubin sob os modelos N-CR, t-CR, SN-CR, St-CR e SSL-CR.
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para este conjunto de dados. Dentre todos os modelos, o SSL-CR mostra-se o mais adequado.

Modelo LPML DIC EAIC EBIC WAIC, WAIC, DB

N-CR -1489.290 2975.017  2975.381 3003.126  2978.080  2978.651  0.3693
t-CR -1447.537  2893.862  2895.804  2928.172  2894.622 2894.943  0.8181
SN-CR -1479.075 2955.640  2955.402  2987.770 2958.067  2958.144  0.6098
St-CR -1441.834 2881.913  2884.199  2921.192 2883.431 2883.766  0.5293

SSL-CR  -1432.518 2863.778 2864.841 2901.834 2864.796 2865.119 0.5425

Tabela 3.2: Wage rate data. Comparacao entre os modelos SMSN-CR.

Considerando a amostra MCMC da distribuicao a posteriori do vetor de parametros dos cinco
modelos ajustados para os dados wage rate, computamos as medidas g—divergentes descritas na
Secao 1.7 a fim de identificar possiveis observagoes influentes (utilizando p = 0.8 na Equacao (1.7.6)
para calcular o ponto limite a partir do qual uma observagao é considerada influente). As Figuras
3.8, 3.9 e 3.10 mostram respectivamente as medidas de Kullback-Lieber, distancia J e distancia L
sob os cinco modelos SMSN-CR ajustados.

Note que as observagoes #185, #349 e #408 foram consideradas influentes sob os modelos
N-CR e SN-CR segundo todas as medidas calculadas, enquanto a observagao #394 o foi sob estes
dois modelos somente segundo a distancia J e sob o modelo N-CR segundo a medida K-L (embora
ela tenha ficado muito préxima do ponto limite sob o SN-CR). O que é notavel é que nenhuma
das observacoes citadas foram consideradas influentes quando os modelos de caudas mais pesadas
foram ajustados, o t-CR, St-CR e SSL-CR, mostrando a robustez destes em relacao ao N-CR e
SN-CR na presenga de observagoes atipicas.

A fim de avaliar o real impacto das observagoes #185, #349, #394 e #408 na inferéncia
sobre os coeficientes de regressao, em geral os parametros que mais influenciam na interpretagao
pratica do problema, comparamos os modelos N-CR e SSL-CR (respectivamente o menos e o
mais adequado para o conjunto de dados segundo a Tabela 3.2) em relagdo & mudanga relativa
que a estimativa pontual (média a posteriori) destes pardmetros sofre quando cada uma destas

observagoes ¢ excluida do conjunto de dados, calculamos também esta mudanca relativa quando
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Figura 3.8: Wage rate data. Divergéncia de Kullback-Lieber para os modelos SMSN-CR.

todas estas observagoes sao excluidas. Assim, defina a mudanca relativa na estimatica do parametro
0 por RCy = ’(é - 9(1))/é‘ %100, onde # denota a estimativa pontual de 6 utilizando toda a amostra
e é(l), excluindo-se o conjunto I de observacoes. O resultado deste procedimento encontra-se na
Tabela 3.3, onde o simbolo * indica pardmetros que nao eram significativos no ajuste original e
passaram a ser quando determinada observacao foi removida. Nesta Tabela podemos observar
que o intercepto 1 é o mais impactado por estas observacoes quando comparado com os outros
coeficientes de regressao. Todas as mudancas relativas sob o modelo SSL-CR sao menores do que

o N-CR, além disso nenhum parametro teve sua significancia estatistica alterada sob o ajuste do
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Figura 3.9: Wage rate data. Distancia J para os modelos SMSN-CR.

modelo SSL-CR, enquanto sob o N-CR o parametro 5, que nao era considerado significativo no
ajuste original, passou a ser quando removemos a observacao #185 e também quando todas as

observagoes influentes foram removidas. Estes fatos confirmar mais uma vez que o SSL-CR ¢é mais

robusto do que o N-CR, conforme ja era esperado.
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Figura 3.10: Wage rate data. Distancia L; para os modelos SMSN-CR
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Modelos

N-CR SSL-CR
Conjunto T B1 B2 B3 B4 Bs B1 B2 B3 Ba Bs
{#185} 2.43 3.63 0.86 3.30 3.56% 2.46 227 022 1.11 1.91
{#349} 22.59 10.19 1.01 0.44 19.85 0.37 0.06 0.19 0.62 0.59
{#394} 8.46 3.14 4.09 2.07 5.65 1.16 1.52 049 0.32 2.64
{#408} 7.16 0.36 0.80 3.48 19.47 2.06 142 0.14 0.39 1.65

{#185, #349, #394, #408} 33.15 102 7.36 046 3553« 779 6.37 020 3.23 3.57

Tabela 3.3: Wage rate data. Mudanga relativa (em %) para os coeficientes de regressao sob os

modelos N-CR e SSL-CR.
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Capitulo 4

Consideracoes finais

4.1 Producao técnica

Nesta Secao, descreveremos a produgao técnica derivada desta dissertacao de mestrado.

4.1.1 Artigos aceitos para publicacao

o “Influence diagnostics for Student-t censored linear regression models”
Autores: Monique Bettio Massuia, Celso Rémulo Barbosa Cabral, Larissa Avila Matos e
Victor Hugo Lachos Davila.
Periédico: Statistics (Taylor & Francis)
DOI: 10.1080/02331888.2014.958489

Este artigo é referente a Subsecao 2.5 desta dissertacao e apresenta um estudo de inferéncia
frequentista para o modelo t-CR com base no algoritmo EM e em técnicas de diagnodsticos através

de influéncia global e local.

4.1.2 Artigos submetidos

o “Bayesian Analysis of Censored Linear Regression Models with Scale Mixtures of Skew-

Normal Distributions”
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Autores: Monique Bettio Massuia, Aldo Medina Garay, Victor Hugo Lachos Davila e Celso
Romulo Cabral.

Este artigo é referente ao Capitulo 3 desta dissertacdo e apresenta um estudo de inferéncia
Bayesiano para os modelos SMSN-CR, utilizando o amostrador de Gibbs para realizar os ajustes

e baseando-se nas medidas g-divergentes para realizar diagnodstico de influéncia.

4.1.3 Pacotes para o software R

CensRegMod

Este pacote foi desenvolvido para dar suporte computacional aos desenvolvimentos da Subse-
¢ao 2.5 e ao artigo Massuia et al. (2014), estimando os pardmetros dos modelos t-CR e N-CR
via algoritmo EM, aproximando os erros padroes dos estimadores dos coeficientes de regressao
através do método mostrado na Subsecao 2.5.2 e calculando as medidas de diagnostico local
e global conforme foi feito na Subsecao 2.5.3. Este pacote calcula também os critérios AIC,
BIC e EDC para selecdo de modelos e encontra-se disponivel para download gratuito no site:

http://cran.r-project.org/web/packages/CensRegMod/index.html.

Descricao

O comando principal a ser utilizado neste pacote é da seguinte forma:

Cédigos em R

em.cens(cc, x, y, nu, dist, diagnostic, typediag)

com o0s seguintes argumentos:

e cc: vetor de indicadores de censura, cujo i—ésimo componente é igual a 1 se a observacoes

correspondente for censurada ou igual a 0, se nao for.
o z: matriz de desenho.

e y: vetor com as observacoes da variavel resposta.
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 nu: valor inicial para os graus de liberdade (ou NULL, se for o modelos N-CR a ser ajustado).
o dist: Normal, se o modelo a ser ajustado for o N-CR ou T, se for o t-CR.

e diagnostic: TRUE se quiser que as medidas de diagnostico apresentadas na Subsecao 2.5.3

sejam computadas ou FALSE, caso contrario.

o typediag: Caso diagnostic=TRUE, se typediag=1 calcula-se a distancia generalizada de Cook
(e suas decomposigoes para os subconjuntos de parametros 3 e 02), se typediag=2, calcula-se
as medidas de influéncia local sob ponderagao de casos e, se typediag=3, sob a perturbagao

na escala.
Exemplo

Cédigos em R

\

library(CensRegMod)

\4

data(wage.rates)

\4

attach(wage.rates)

A\

N_CR = em.cens(cc,-x,-y,dist="Normal",diagnostic=TRUE, typediag=1)

\%

t_CR

em.cens(cc,-x,-y,nu=5,dist="T")

Observagao: Ao contrario do desenvolvimento da Secao 2.5, este pacote estima o valor do pa-
rametro v no caso do modelo t-CR, tomando como estimativa em cada iteracdo o argumento que
maximiza a funcdo verossimilhanca, j4 avaliada nas estimativas calculadas para B e o?. No en-
tanto, a anélise de diagndstico ¢ feita considerando v um valor fixo, tomado como o valor estimado
ao final do algoritmo EM. E importante notar também que, embora este pacote tenha sido desen-
volvido para lidar com censuras a direita, pode-se fazer uma adaptacao para o ajuste do modelo

censurado a esquerda, passando como argumento para a funcao em.cens o vetor —y e a matriz —x

ao invés de seus valores originais.

SMNCensReg
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Este pacote foi desenvolvido em conjunto com Aldo Medina Garay e da suporte computacional
a Subsecao 2.5, assim como a sua tese de doutorado (veja Garay, 2014). Este pacote ajusta modelos
de regressao para respostas censuradas sob as seguintes distribui¢oes da classe SMN (mistura de
escala normal) a saber: Normal, t de Student, Pearson VII, Slash e Normal Contaminada. Os erros
padroes para os estimadores dos coeficientes de regressao sao estimados através do método descrito
na Subsecao 2.5.2. Também faz o grafico de envelope com base nos residuos deviance para a andlise
de diagnoéstico e calcula os critérios AIC, BIC e EDC para selecdo de modelos. Disponivel para

download gratuito no site http://cran.r-project.org/web/packages/SMNCensReg/index.html.

Descrigao

O comando principal a ser utilizado neste pacote é da seguinte forma:

Cébdigos em R

CensReg.SMN(cc,x,y,LS,nu,delta,cens,dist,show.envelope,error,iter.max)

com 0s seguintes argumentos:

cc: vetor de indicadores de censura, cujo i—ésimo componente ¢ igual a 1 se a observagoes

correspondente for censurada ou igual a 0, se nao for.
e 1: matriz de desenho.

e y: vetor com as observagoes da variavel resposta no caso de censuras a direita ou a esquerda.

No caso de censura intervalar, y é o vetor com os limites inferiores dos intervalos observados.
e LS: no caso de censura intervalar, contém os limites superiores dos intervalos observados.

o nu: valor inicial para os graus de liberdade da t de Student, Pearson VII ou Slash. Um vetor
bidimensional com os valores iniciais dos parametros da Normal Contaminada.NULL, para a

distribuicao Normal.

e delta: valor inicial para o segundo parametro da distribuicao Pearson VII (ou NULL, para as

outras distribuigoes).
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o cens: left, se a variavel resposta for censurada a esquerda, right, se for a direita e interval,

se a censura for intervalar.

o dist: Normal, se a distribuicao assumida para os erros do modelo for Normal, T, se for t de
Student, PearsonVII, se for Pearson VII, Slash, se for Slash e, finalmente, NormalC, se for

Normal contaminada.

o show.envelope: TRUE, caso queira que o grafico de envelope seja mostrado ou FALSE, caso

contrario.

e error: precisao para que o critério de convergéncia seja atingido. O padrao do pacote é

0.0001.
e dter.max: Numero maximo de iteragdes. O padrao do pacote é 300.
Exemplo

Codigos em R

\%

library(SMNCensReg)

\4

data(wage.rates)

> attach(wage.rates)
> y = wage.rates$wage
> x = cbind(wage.rates$age,wage.rates$educ,wage.rates$kidslt6,wage.rates$kidsgeb)

> cc = c(rep(0,428) ,rep(1,325))

A\

N_CR = CensReg.SMN(cc,x,y,cens="left",dist="Normal")

\%

t _CR CensReg.SMN(cc,x,y,nu=3,cens="1left",dist="T",show.envelope="TRUE")

BayesCR

Este pacote foi desenvolvido em conjunto com Aldo Medina Garay e da suporte computacional
ao estudo de inferéncia Bayesiana para as Subsecgoes 3.3 e 2.4.1, assim como a sua tese de doutorado
(veja Garay, 2014). Com este pacote é possivel ajustar, via amostrador de Gibbs, modelos de

regressao para dados censurados (a direita ou a esquerda) sob as seguintes distribui¢oe da classe
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SMSN (mistura de escala skew-normal): Normal, Skew-Normal, t de Student, Skew t de Student,
Slash, Skew-Slash e Normal Contaminada. O pacote também calcula os seguintes critérios de
selecao de modelos: LPML, DIC, EAIC, EBIC, WAIC; e WAIC,, além das medidas de divergéncia
de Kullback-Lieber, e as distancia J, L; e Chi. Além disso, o pacote pode ser utilizado para gerar

observagoes das distribui¢oes SMSN consideradas.

Descricao

O comando que ajusta os modelos SMSN-CR via amostrador de Gibbs é da seguinte forma:

Cédigos em R

Bayes.CR(cc,x,y,cens,dist,influence,criteria,spacing,prior,hyper,n.thin,burnin,

n.iter,n.chains,chain)

com 0s seguintes argumentos:

cc: vetor de indicadores de censura, cujo i—ésimo componente ¢ igual a 1 se a observagoes

correspondente for censurada ou igual a 0, se nao for.

e 1z: matriz de desenho.

e y: vetor com as observacoes da variavel resposta.

e dist: Normal, se a distribui¢ao assumida para os erros do modelo for Normal, SN, se for Skew-
Normal, T, se for t de Student, ST, se for Skew-t, Slash, se for Slash, SSL se for Skew-Slash

e, finalmente, NormalC, se for Normal contaminada.

o influence: TRUE, caso queira que sejam computadas a divergéncia de Kullback-Lieber e as

distancia J, L; e Chi ou FALSE caso contrario.

o criteria: TRUE, caso queira que sejam computados os critérios LPML, DIC, EAIC, EBIC,
WAIC; e WAIC, ou FALSE caso contrario.
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e spacing: Somente deve ser fornecido se influence=TRUE ou criteria=TRUE, especificando o
lag entre observagoes da cadeia final a ser utilizado para o calculo das medidas de influéncia

e/ou dos critérios de selegdo de modelos.

o prior: Distribuicdo a priori a ser considerada para os graus de liberdade no caso da distri-
buicao t de Student, sendo Exp para a priori exponencial, Jeffreys para a de Jeffreys, Unif
para a uniforme ou Hierar para a priori hierarquica, utilizada nesta dissertagao (veja Garay

(2014)).

e hyper: valor do hiperparametro da priori exponencial ou NULL, se foram utilizadas outras

prioris ou modelos.
o n.thin: “lag” a ser considerado para a cadeia final de observagoes.
o burnin: “burn-in” a ser considerado para a cadeia final de observagoes.
e n.iter: nimero de iteragoes para cada cadeia do amostrador de Gibbs.
e n.chains: numero de cadeias paralelas a serem geradas pelo amostrador de Gibbs.

e chain: TRUE, caso as cadeias finais devam ser armazenadas para analise ou FALSE, caso

contrario.

Além disso, é possivel gerar observacoes das distribuigoes consideradas a partir da seguinte

funcao:

Cédigos em R

rSMSN(n,mu,sigma2,lambda,nu,dist)

Com os seguintes argumentos:
e n: nimero de observacoes a serem geradas.
e mu: parametro de locacao.

e sgiam2: parametro de escala.
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e lambda: parametro de forma relativo a assimetria.
« nu: graus de liberdade para as distribui¢oes t de Student, Slash e suas versoes assimétricas.

o dist: distribuicao da qual se quer gerar. Normal, para Normal, SN, para Skew-Normal, T,
para t de Student, ST,para Skew-t, Slash, para Slash, SSL para Skew-Slash e, finalmente,

NormalC, para Normal contaminada.

Exemplo

Codigos em R

\%

library(BayesCR)

\4

data(wage.rates)

> attach(wage.rates)
> y = wage.rates$wage
> x = cbind(wage.rates$age,wage.rates$educ,wage.rates$kidslt6,wage.rates$kidsgeb)

> cc = c(rep(0,428) ,rep(1,325))
> t_CR = Bayes.CR(cc,x,y,cens="1left",dist="T",influence=FALSE,criteria=FALSE,

prior="Hierar, n.thin=10, burnin=10000,n.iter=100000,n.chains=1,chain=FALSE)

4.2 Trabalhos futuros

Os desenvolvimentos realizados nesta dissertacdo abrem perspectivas para diversos trabalhos

futuros, como:

e Desenvolver um estudo de inferéncia e diagnéstico frequentista para os modelos SMSN-CR
com base no algoritmo EM-SAEM (que utiliza aproximagoes MCMC para as esperangas

calculadas na etapa E do algoritmo).
o Estender os resultados apresentados para modelos nao lineares com respostas censuradas.
» Estender os desenvolvimentos desta dissertagdo para o caso multivariado.
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4.3 Conclusao

Neste trabalho consideramos a classe de distribui¢oes de mistura de escala skew-normal como
alternativa para a hipotese convencional de normalidade atribuida aos erros dos modelos de re-
gressao lineares para respostas censuradas, generalizando os trabalhos de Barros et al. (2010), que
faz andlise de diagnostico para o modelo Tobit, de Arellano-Valle et al. (2012), que desenvolve um
estudo de inferéncia frequentistica para o modelo t-Student e de Garay (2014), que considera o
modelo de regressao com respostas censuradas sob a classe de distribui¢coes de mistura de escala

normal.

Sob a perspectiva frequentista, demos atencao especial aos modelos N-CR e t-CR no capitulo
2, desenvolvendo o algoritmo EM para a estimacao paramétrica destes modelos e também um
estudo de diagnéstico baseados em medidas de influéncia local e global. Os pacotes CensRegMod
e SMNCensReg dao suporte computacional a este problema e estao disponiveis para download no
repositorio CRAN. Foram feitos dois estudos de simulagdo, o primeiro compara a robustez das
estimativas EM obtidas sob os modelos N-CR e t-CR quando uma perturbacao é feita no conjunto
de dados, mostrando que as estimativas do modelo t-CR sao menos sensiveis a perturbacao do que
as do modelo N-CR. O segundo estudo de simulagao avaliou a consisténcia do método utilizado
para estimar o desvio padrao dos estimadores EM dos parametros de regressao, que mostrou-se
bastante adequado. Os modelos foram entdo ajustados ao conjunto de dados de Mroz (1987)
utilizando os pacotes citados e, como esperado, o modelo t-CR mostrou-se bem mais adequado do

que o N-CR para acomodar observagoes atipicas.

Sob a perspectiva Bayesiana, consideramos o modelo de regressao linear para dados censu-
rados sob diversas distribui¢oes da familia SMSN: a normal, normal assimétria, t de Student, t
de Student assimétrica, e, finalmente, slash assimétrica. A estimacado paramétrica foi feita com
base no amostrador de Gibbs e a andlise de diagndstico, com base nas medidas g-divergentes.
O pacote BayesCR da respaldo computacional ao problema e foi utilizado nas aplicagoes I e III,
assim como nos estudos de simulagao III e IV, que compararam a qualidade das estimativas dos
modelos citados na presenga de observagoes atipicas e/ou assimetria, mostrando o impacto sofrido

pelas estimativas dos modelos quando ¢ utilizada uma distribuicdo que nao consegue acomodar
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tais caracteristicas presentes no conjunto de dados.
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Apéndice A

Desenvolvimento da pdf e cdf da skew-t

Nesta Secao derivaremos a forma fechada da pdf e cdf da distribuicdo skew-t. Para isso,

considere o seguinte Lema:

Lema 6. Seja U ~ G (o, 3), @« > 0 and 5 > 0. Entao, para qualquer vetor fito w € RP, temos

que:

Ev

P, (\/ﬁ'w; M,Z)} =7, (\/gw; u,E,Qa) )

Prova:
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Considere o vetor aleatério V' ~ N,(p, X)) independente de U ~ G(«, [3), entao:

U[cbp(ﬁw;p,,z)} = Ey [ P(V < wVD)]

= Ey |P

= Ey P

I/\

]
M
FH

<
w)] with X ~¢,(p, %, 20) (A.0.1)

| 2

= Ey |P|X

IN

B

aqui, a Equagao (A.0.1) foi obtida usando os seguintes resultados (os quais nao serao demonstra-

dos):

Se U ~ G(a, ), entdo, para qualquer constante ¢ > 0, ¢ U ~ G(«, 3/¢).

Se U ~ G(a,1/2), entdo U tem a mesma distribuicao que Y ~ Xs,.

e Se V ~ Ny(u,X) é independente de U ~ x,, entdo X = ﬁ ~t,(p, 2, v),
onde &, denota a distribuicao chi-quadrado com v graus de liberdade.

Agora, considerando o formato geral da pdf da classe SMSN dada na Equagao (3.2.6), a den-
sidade da skew-t é dada por:

fly) = 2/000 (y; u7u‘102)<1>< _1/2 ; )
y

\/§V2V/2 v—1 d
\/7_“(711/()/2)/0 uz exp{ (2—1- ;)}@(Ad(y)\/ﬂ)du

\‘/gfj”r/(zy)/;r<”;1> <”+g()) Ex { (A (y)ﬁ;o,l)},

u’/* ' exp {—gu} du
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onde d(y) = £ e X ~ Gamma (”H ”+d(y)2>. Utilizando o Lema 6, temos que:

10 = oy (1) T T ()\ )\ v+ 1) |

A partir da parte (b) da Proposigao 6, a cdf da skew-t fica:

F(y) = 2Ey |05 (y(U)"; p*, 2],

onde U ~ Gamma(v/2,v/2), y(u)* p ¢ X sao definidas na parte (b) da Proposi¢ao (6). Desta

forma, pelo Lema 6, temos que:

F(y) =27, Y TN %
0
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Apéndice B
Licenca

Copyright (c¢) 2015 de Monique Bettio Massuia.
Exceto quando indicado o contrario, esta obra esta licenciada sob a licenca Creative Com-
mons Atribuicao-Compartilhalgual 3.0 Nao Adaptada. Para ver uma copia desta licenca, visite

http://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/.

A marca e o logotipo da UNICAMP sao propriedade da Universidade Estadual de Campi-

nas. Maiores informacgoes sobre encontram-se disponiveis em http://www.unicamp.br/unicamp/

a-unicamp/logotipo/normas%20oficiais-para-uso-do-logotipo.

B.1 Sobre a licenca dessa obra

A licenca Creative Commons Atribuicao-Compartilhalgual 3.0 Nao Adaptada utilizada nessa
obra diz que:
1. Vocé tem a liberdade de:
o Compartilhar — copiar, distribuir e transmitir a obra;

e Remixar — criar obras derivadas;
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o fazer uso comercial da obra.
2. Sob as seguintes condigoes:

o Atribuicdo — Vocé deve creditar a obra da forma especificada pelo autor ou licenciante

(mas nao de maneira que sugira que estes concedem qualquer aval a vocé ou ao seu uso

da obra).

o Compartilhamento pela mesma licenca — Se vocé alterar, transformar ou criar em cima
desta obra, vocé podera distribuir a obra resultante apenas sob a mesma licenga, ou sob

uma licenca similar a presente.
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