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Departamento de Matemática
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RESUMO

Este trabalho consiste de uma exposição detalhada do resultado provado no artigo “Global

weak solutions to 1D compressible isentropic Navier-Stokes equations with density-dependent

viscosity” de S. Jiang, Z. P. Xin e P. Zhang (Methods Appl. Anal. - 2005), sobre a existência e

unicidade de solução fraca para o sistema de Navier-Stokes unidimensional de um fluido

isentrópico compressı́vel com viscosidade dependente da densidade e com fronteira livre em

coordenadas lagrangianas,















ρt + ρ
2ux = 0 0 < x < 1, t > 0

ut + (P(ρ))x = (ρµ(ρ)ux)x 0 < x < 1, t > 0
,

onde ρ, u, P(ρ) e µ(ρ) são a densidade, velocidade, pressão e viscosidade do fluido, e exigiremos

que este fluido satisfaça a condição de fronteira (−P(ρ) + ρµ(ρ)ux) = 0. Trataremos do caso

particular onde consideramos P(ρ) = Aργ e µ(ρ) = Bρα, onde A, B > 0, γ > 1 e 0 < α < 1 são

constantes. Acrescentaremos uma condição inicial (ρ0, u0).
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ABSTRACT

The present work makes a well-detailed exposition about the main results given in the pa-

per “Global weak solutions to 1D compressible isentropic Navier-Stokes equations with density-

dependent viscosity” by S. Jiang, Z. P. Xin and P. Zhang (Methods Appl. Anal. - 2005). The

problem in this paper has a free boundary but in lagrangian coordinates the equations are the fol-

lowing,














ρt + ρ
2ux = 0 0 < x < 1, t > 0

ut + (P(ρ))x = (ρµ(ρ)ux)x 0 < x < 1, t > 0
,

and the boundary becomes the fixed points x = 0 and x = 1; Here, ρ, u, P(ρ) and µ(ρ) are,

respectively, the density, velocity, pressure and the viscosity of the fluid. The boundary condition,

at x = 0 and x = 1, is given by (−P(ρ) + ρµ(ρ)ux) = 0. Although the pressure and viscosity may

have more general forms, to be more specific, the authors consider only the special case P(ρ) = Aργ

e µ(ρ) = Bρα, with A, B > 0, γ > 1 and 0 < α < 1 being constants. An initial condition (ρ0, u0) is

also given at time t = 0.
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Introdução viii

daremos um noção de integral em um espaço de Banach qualquer, denominadas integrais de Bo-

chner. Finalizando o estudo dos conceitos preliminares, serão apresentados quatro resultados im-

portantes e que serão de grande utilidade posteriormente, a saber, o lema de Gronwall, o lema de

Aubin-Lions, o teorema de Arzelà-Ascoli, e um resultado sobre a existência, unicidade e estimativa

de soluções para equações lineares parabólicas em espaços de Hölder.

No segundo capı́tulo, estudaremos com mais detalhes o artigo [7]. Primeiramente será feita

uma breve apresentação do problema, com um breve comentário sobre a dedução das equações,

bem como uma motivação sobre as condições de fronteira, para logo em seguida fazer a mudança

de coordenadas adequada para se trabalhar com o problema. A partir daı́ poderemos começar a

buscar solução para o mesmo, começando com solução local no tempo com dados iniciais com

uma certa regularidade (dados iniciais suaves). A extensão global não será estabelecida, porém

assumida. Tendo em mãos a existência da solução global suave, serão estabelecidas estimativas

sobre ela. Posteriormente, será feita a construção da solução fraca a partir de aproximação de

soluções suaves. Para finalizar, acrescentando mais uma condição sobre um dos dados iniciais,

pode-se garantir que a solução construı́da é única.
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1.1 Noções de Espaços de Sobolev . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

1.1.1 Regularização . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

1.1.2 Derivada Fraca . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
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INTRODUÇÃO

As equações de Navier-Stokes são equações diferenciais que descrevem o movimento de um fluido,

sendo portanto equações de muita importância descrevendo fluxo de água em canais,

deslocamento de massas de ar, aerodinânica, como fluxo de ar em aerofólios, propagação de

fumaça no ar ou de óleo no mar, dentre várias outras aplicações que estão presentes em nosso

cotidiano.

Nesta Dissertação consideramos as equações de Navier-Stokes para um fluido isentrópico

em uma dimensão espacial, com a viscosidade dependente da densidade, como apresentadas no

principal artigo estudado para este trabalho, [7], “Global weak solutions to 1D compressible isen-

tropic Navier-Stokes equations with density-dependent viscosity” de S.Jiang, Z. P. Xin e P. Zhang

(Methods Appl. Anal. - 2005).

O trabalho está composto de dois capı́tulos, sendo que no primeiro estabeleceremos as

ferramentas básicas para o desenvolvimento do seguinte.

O primeiro capı́tulo é totalmente voltado ao estudo de conceitos essenciais para a compre-

ensão do trabalho aqui desenvolvido. Para isso, nós nos propomos a expor uma noção de espaços

de Sobolev, partindo desde o conceito de derivada fraca, conceito fundamental para esta teoria,

passando por propriedades de densidade em espaços com maior regularidade, onde é mais fácil

trabalhar e obter estimativas, chegando a apresentar algumas imersões mais conhecidas e utiliza-

das no decorrer do capı́tulo seguinte. Será apresentado também neste capı́tulo uma breve aborda-

gem de regularização de funções com algumas de suas propriedades que serão de grande utilidade

no momento em que for necessário que os dados iniciais sejam suaves. Ainda neste capı́tulo
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CAPÍTULO 1

CONCEITOS PRELIMINARES

Neste capı́tulo apresentaremos os conceitos preliminares que serão necessários para o desenvol-

vimento do capı́tulo 2.

Antes de mais nada façamos algumas considerações sobre a notação. Trabalharemos sempre

no espaço euclidiano Rn. Denotaremos por B(x, r) ou Br(x) a bola aberta de centro x e raio r

B(x; r) = {y ∈ Rn; |y − x| < r}.

Seja α = (α1, ..., αn) uma n-upla de números inteiros não negativos. Chamaremos α de multi-

ı́ndice e denotaremos

|α| =

n
∑

i=1

αi.

Derivadas de ordem superior serão denotadas por

Dα ≡ D
α1

1
...Dαn

n =
∂|α|

∂x
α1

1
...∂x

αn
n

onde Di ≡ ∂/∂xi. Também utilizaremos as notações ∂/∂xi = ∂i ≡ uxi
para as derivadas de primeira

ordem. O gradiente de uma função com valores reais u será denotada por

Du(x) = (D1u(x), ...,Dnu(x)).

SejaΩ ⊂ Rn um aberto. Denotaremos por C0(Ω) o conjunto de todas as funções reais contı́nuas

em Ω. Mais geralmente, se k é um inteiro não negativo ou∞, denotaremos por Ck(Ω) o conjunto

Ck(Ω) = {u : Ω→ Rn; Dαu ∈ C0(Ω), 0 ≤ |α| ≤ k}.

3



4

Dada uma função u : Ω → R, denotaremos o seu suporte por suppu, i.e. suppu denotará o fecho

do conjunto {x ∈ Ω; u(x) , 0}. Denotaremos por Ck
0
(Ω) o subconjunto das funções em Ck(Ω) com

suporte compacto em Ω. Mais ainda, denotaremos por Ck(Ω) o seguinte conjunto:

Ck(Ω) = Ck(Ω) ∩ {u; Dαu tem uma extensão contı́nua a Ω, 0 ≤ |α| ≤ k}.

Sejam γ, β ∈ (0, 1). Diremos que u é Hölder contı́nua em Ω com expoente γ se existe uma

constante C > 0 tal que

|u(x) − u(y)| ≤ C|x − y|γ,

para todos x, y ∈ Ω. Denotaremos o espaço das funções com esta propriedade por Cγ(Ω), dotado

da norma

||u||Cγ(Ω) = sup
x∈Ω

|u(x)| + sup
x1,x2

|u(x1) − u(x2)|

|x1 − x2|
γ

,

o qual é um espaço de Banach. Denotaremos por Ck+γ(Ω) o espaço de Banach

Ck+γ(Ω) = {u; Dαu ∈ Cγ(Ω), |α| ≤ k},

munido da norma

||u||Ck+γ(Ω) =

k
∑

|α|=0

sup
x∈Ω

|Dαu(x)| +
∑

|α|=k

sup
x1,x2

|Dαu(x1) − Dαu(x2)|

|x1 − x2|
γ

.

Sejam k e m inteiros não-negativos, possivelmente ∞, e γ, β ∈ (0, 1). Denotaremos por

QT = Ω × (0,T ) e por Ck+γ,m+β(QT ) o espaço de Banach de todas as funções u : QT → R tais

que u(., t) ∈ Ck+γ(Ω) e u(x, .) ∈ Cm+β((0,T )) para quaisquer x ∈ Ω e t ∈ (0,T ), munido da norma

||u||Ck+γ,m+β(QT ) =

k
∑

|α|=0

sup
(x,t)∈QT

|Dα
x (x, t)| +

m
∑

j=1

sup
(x,t)∈QT

|D
j
t (x, t)|

+ sup
x1,x2

|Dk
xu(x1, t) − Dk

xu(x2, t)|

|x1 − x2|
γ

+ sup
t1,t2

|Dk
xu(x, t1) − Dk

xu(x, t2)|

|t1 − t2|
β

+ sup
x1,x2

|Dm
t u(x1, t) − Dm

t u(x2, t)|

|x1 − x2|
γ

+ sup
t1,t2

|Dm
t u(x, t1) − Dm

t u(x, t2)|

|t1 − t2|
β

,

onde Dα
x u ≡ Dαu(., t) e D

j
t u ≡ D ju(x, .).

Denotaremos a norma dos espaços Lp ≡ Lp(Ω) por ||.||p ou ||.||p;Ω. Por L1

loc
≡ L1

loc
(Ω)

entenderemos o conjunto das funções localmente integráveis (a Lebesgue) em Ω, sem fazer a
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identificação por classes de equivalência de funções iguais q.t.p. Dada u ∈ L1

loc
, outra função que

coincida com u q.t.p. será dita um representante de u.

A medida de um conjunto E ⊂ Rn mensurável (a Lebesgue) será indicada por |E|. A notação

padrão q.t.p., já usada acima, significa ‘em todo ponto fora de um conjunto de medida (de Lebes-

gue) nula’.

1.1 Noções de Espaços de Sobolev

Nesta seção apresentaremos noções sobre os espaços de Sobolev, uma ferramenta importante

para a compreensão deste trabalho e com grande utilidade no estudo de soluções fracas. Esta seção

contará com subseções onde estudaremos conceitos e propriedades de grande importância como

regularização, derivada fraca, densidade dos espaços de Sobolev e algumas imersões contı́nuas e

compactas. A referência principal para esta seção é o livro de William P. Ziemer [18]. Usamos

também outras referências, como por exemplo, [4] e [1].

1.1.1 Regularização

O objetivo principal desta seção é definir regularização de uma função e obter propriedades

sobre tal regularização. Como veremos no capı́tulo 2, construiremos nossa solução por aproximação

de soluções suaves que são garantidas apenas para dados iniciais com certa regularidade. Esta

regularidade poderá ser obtida fazendo uso da teoria aqui apresentada.

Sejam Ω um aberto do Rn e ε > 0. Denotaremos por Ωε o conjunto

Ωε = {x ∈ Ω; d(x, ∂Ω) > ε}.

Seja ϕ ∈ C∞(Rn) uma função real, não-negativa, com a propriedade de que
∫

Rn

ϕ(x)dx = 1 e suppϕ ⊂ B(0, 1),

por exemplo,

ϕ(x) =



























Ce
−

1

1 − |x|2 , |x| < 1

0, |x| ≥ 1

,

onde C é uma constante tal que
∫

Rn ϕdx = 1. Definimos a função ϕε(x) = ε−nϕ( x
ε
), a qual pertence

a C∞
0

(Rn) e satisfaz suppϕε ⊂ B(0; ε).
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Definição 1.1. Chamaremos ϕε de uma função regularizante padrão e dado u ∈ L1

loc
(Ω), definimos

o seu regularizador uε por

uε := ϕε ∗ u em Ωε,

isto é,

uε(x) =

∫

Ω

ϕε(x − y)u(y)dy,

para todo x ∈ Ωε.

Definição 1.2. Seja u ∈ L1

loc
(Rn). Diremos que x é um ponto de Lebesgue de u se>

Br(x)
|u(y) − u(x)|dy→ 0 quando r → 0.

Teorema 1.3. Se u ∈ L1

loc
(Ω), então

(i) Para todo ε > 0, uε ∈ C∞(Ωε) e Dα(ϕε ∗ u)(x) = ((Dαϕε) ∗ u)(x) para cada multi-ı́ndice α e

para todo x ∈ Ωε. Em particular, uε ∈ C∞(Rn) se u ∈ L1

loc
(Rn).

(ii) Se x é um ponto de Lebesgue, então uε(x)→ u(x) quando ε→ 0.

(iii) Se u ∈ C(Ω), então uε converge uniformemente a u em subconjuntos compactos de Ω.

(iv) Se 1 ≤ p < ∞ e u ∈ L
p

loc
(Ω), então uε → u em L

p

loc
(Ω).

Demonstração. Vamos proceder por indução sobre |α| para a prova de (i). Seja x ∈ Ωε e conside-

remos {e1, ..., en}, a base canônica do Rn. Tomemos h de tal forma que x + hei ∈ Ωε. Então,

uε(x + hei) − uε(x)

h
=

1

εn

∫

Ω

1

h

(

ϕ

(

x + hei − y

ε

)

− ϕ

(

x − y

ε

)

)

u(y)dy

=
1

εn

∫

V

1

h

(

ϕ

(

x + hei − y

ε

)

− ϕ

(

x − y

ε

)

)

u(y)dy

para algum aberto V tal que V ⊂⊂ Ω. Já que

1

h

(

ϕ

(

x + hei − y

ε

)

− ϕ

(

x − y

ε

)

)

converge uniformemente a
1

ε

∂ϕ

∂xi

(

x − y

ε

)
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em V, temos que ∂uε

∂xi
(x) existe e

∂uε

∂xi

(x) =

∫

Ω

∂ϕε

∂xi

(x − y)u(y)dy.

Suponhamos que tenhamos

Dαuε =

∫

Ω

Dαϕε(x − y)u(y)dy

para todo α satisfazendo |α| = k e para todo x ∈ Ωε.

Seja agora α tal que |α| = k + 1. Daı́, α = β + γ, com |β| = k e |γ| = 1. Assim, temos pela

hipótese de indução e usando o mesmo argumento anterior que

Dαuε(x) = Dγ+βuε(x) = Dγ
(

Dβuε
)

(x)

= Dγ

(∫

Ω

Dβϕε(x − y)u(y)dy

)

=

∫

Ω

Dαϕε(x − y)u(y)dy.

Segue daı́ o resultado desejado do item (i). Em particular se Ω = Rn, temos que uε ∈ C∞(Rn).

Para a prova de (ii) fixemos um ponto de Lebesgue x ∈ Ω. Então, temos

|uε(x) − u(x)| =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∫

B(x;ε)

ϕε(x − y)(u(y) − u(x))dy

∣

∣

∣

∣

∣

∣

≤
1

εn

∫

B(x;ε)

ϕ

(

x − y

ε

)

|u(y) − u(x)|dy

≤ C

?
Bε(x)

|u(y) − u(x)|dy→ 0,

quando ε → 0. Desta maneira temos demonstrado (ii). (Poderı́amos ter demonstrado o resultado

em quase todo ponto de Ω sem falar em ponto de Lesbegue, já que para uma função localmente

integrável quase todo ponto do seu domı́nio é um ponto de Lebesgue.)

Passemos à prova de (iii). Se u ∈ C(Ω) e x pertence a um conjunto compacto K, dado η > 0,

existe δ > 0, podendo depender de Kmas independente de x tal que |u(x) − u(y)| < η sempre que

|y − x| < δ. Logo, tomando ε < δ, pela última estimativa do item anterior, temos que

|uε(x) − uε(y)| ≤ ( sup
B(x;1)

ϕ)Cη

para todo x ∈ K, onde C é uma constante. Portanto uε converge uniformemente para u em K. Com

isso, temos provado (iii).
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Passemos à demonstração do último item. Seja V ⊂⊂ Ω. Podemos tomar ε > 0 de maneira

que para x ∈ V, tenhamos B(x; ε) ⊂ V . Daı́, pela definição de regularizador e pela desigualdade de

Hölder, temos

|uε(x)| =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∫

B(x;ε)

1

εn
ϕ

(

x − y

ε

)

u(y)dy

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∫

B(0;1)

ϕ(z)u(x − εz)dz

∣

∣

∣

∣

∣

∣

≤

∫

B(0;1)

ϕ(z)|u(x − εz)|dz

≤

(∫

B(0;1)

ϕ(z)dz

)
p−1

p
(∫

B(0;1)

ϕ(z)|u(x − εz)|pdz

)1/p

.

Daı́ como V ⊂⊂ Ω e ε < dist(V, ∂Ω)/2, temos pelo Teorema de Fubini e de

∫

B(0;1)

ϕ(z)dz = 1

∫

V

|uε(x)|pdx ≤

∫

V

∫

B(0,1)

ϕ(z)|u(x − εz)|pdzdx

=

∫

B(0;1)

ϕ(z)

∫

V

|u(x − εz)|pdxdz

≤

∫

B(0;1)

ϕ(z)

(∫

W

|u(y)|pdy

)

dz

=

∫

W

|u(y)|pdy,

onde W = V ∪ {x ∈ Rn; dist(x, ∂V) < ε}. Logo temos que

||uε||Lp(V) ≤ ||u||Lp(W).

Fixemos V ⊂⊂ W ⊂⊂ Ω e δ > 0. Tomemos v ∈ C(W) tal que

||u − v||Lp(W) < δ.

Então,

||uε − u||Lp(V) ≤ ||u
ε − vε||Lp(V) + ||v

ε − v||Lp(V) + ||v − u||Lp(V)

≤ 2||u − v||Lp(W) + ||v
ε − v||Lp(V)

≤ 2δ + ||vε − v||Lp(V).

Como vε → v uniformemente em V, temos que lim supε→0 ||u
ε − u||Lp(V) ≤ 2δ. Logo, temos que

uε → u em L
p

loc
(Ω). �
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1.1.2 Derivada Fraca

Apresentaremos nesta seção um novo tipo de derivada, elemento fundamental dos espaços de

Sobolev. A definição de tal derivada é motivada pelo método de integração por partes. Nesta

mesma seção começaremos a trabalhar com espaços de Sobolev.

Seja u ∈ L1

loc
(Ω). Para um multi-ı́ndice α, uma função v ∈ L1

loc
(Ω) é chamada α-ésima derivada

fraca (ou derivada generalizada) de u se
∫

Ω

ϕvdx = (−1)|α|
∫

Ω

uDαϕdx,

para toda ϕ ∈ C∞
0

(Ω). Neste caso, escrevemos v = Dαu. Temos que esta derivada é única a menos

de um conjunto de medida nula. De fato, sejam v, ṽ ∈ L1

loc
(Ω) satisfazendo

(−1)|α|
∫

Ω

ϕṽdx = (−1)|α|
∫

Ω

ϕvdx =

∫

Ω

uDαϕdx

para toda ϕ ∈ C∞
0

(Ω). Então

∫

Ω

(v − ṽ)ϕdx = 0, ∀ϕ ∈ C∞0 (Ω).

Logo, v = ṽ q.t.p..

Apresentaremos agora um teorema que nos fornece uma condição necessária e suficiente para

a existência da i-ésima derivada fraca ∂iu ≡ ∂u/∂xi (i ∈ {1, · · · , n}). V. [18, Teorema 2.1.4].

Teorema 1.4. Sejam u ∈ L1

loc
(Ω) e i ∈ {1, · · · , n}. Então existe a i-ésima derivada fraca ∂iu se,

e somente se, u tem um representante (existe uma função que coincide com u q.t.p. em Ω) que é

absolutamente contı́nuo em quase todo (em relação à medida de Lebesgue (n − 1) dimensional)

segmento de reta paralelo ao i-ésimo eixo coordenado e que tem a i-ésima derivada (clássica)

em L1

loc
(Ω).

Demonstração. Suponhamos que exista a derivada fraca ∂iu ≡ ∂uxi
. Temos, pela própria definição

de derivada fraca, que ∂iu ∈ L1

loc
(Ω). Consideremos regularizadores uǫ , (∂iu)ε (v. Definição 1.1).

Não é difı́cil verificar que o regularizador comuta com a derivada, i.e. (∂iu)ε = ∂i(u
ǫ). (Com

efeito, (∂iu)ε(x) =
∫

ϕε(x − y)∂iu(y)dy = −
∫

[∂yi
ϕε(x − y)]u(y)dy =

∫

[∂xi
ϕε(x − y)]u(y)dy =

∂xi

∫

ϕε(x− y)u(y)dy.) Seja A a união dos pontos de Lebesgue de u e ∂iu. Pelo Teorema 1.3, temos

que uε(x) → u(x) e (∂iu)ε(x) → (∂iu)(x) para todo x ∈ Ω/A e também que uε → u e ∂iu
ε → ∂iu

em L1

loc
(Ω), quando ε → 0. Escrevamos Ω como uma união de uma quantidade enumerável de
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retângulos R = [a1, b1] × ... × [an, bn] ⊂ Ω. Identifiquemos um ponto x ∈ R como x = (x′, xi),

onde x′ ∈ Rn−1 e xi ∈ [ai, bi]. Definamos também R′ = [a1, b1] × ... × ̂[ai, bi] × ... × [an, bn], de

forma que R = R′ × [ai, bi]. Sem perda de generalidade, podemos supor que a interseção de cada

hiperfı́cie R′ × {ai} com o conjunto A tem medida de Lebesgue (n− 1) dimensional nula, pois dado

um retângulo R = R′ × [ai, bi] ⊂ Ω, como a medida n dimensional de A é nula, pelo Teorema de

Fubini, temos que a medida (n − 1) dimensional de cada fatia (R′ × {xi}) ∩ A é nula para quase

todo xi em [ai, bi], logo, se se a medida de (R′ × {ai})∩ A não for nula, podemos tomar um outro ai

arbitrariamente próximo, de forma que isso não aconteça, e ainda teremos Ω como sendo a união

enumerável de retângulos R = R′ × [ai, bi] tais que a medida (n − 1) dimensional de cada conjunto

(R′ × {ai}) ∩ A seja nula. Também pelo Teorema de Fubini, temos

∫

R′

[∫ bi

ai

|uε(x′, xi) − u(x′, xi)|dxi

]

dx′ =

∫

R

|uε(x) − u(x)|dx −→ 0

e
∫

R′

[∫ bi

ai

|∂iu
ε(x′, xi) − ∂iu(x′, xi)|dxi

]

dx′ =

∫

R

|∂iu
ε(x) − ∂iu(x)|dx −→ 0

quando ε → 0. Como a convergência de uma sequência em L1 implica a convergência em quase

todo ponto de uma subsequência, daı́ temos que existe uma sequência um ≡ uεm tal que

∫ bi

ai

|um(x′, xi) − u(x′, xi)|dxi −→ 0 (1.1)

e
∫ bi

ai

|∂ium(x′, xi) − ∂iu(x′, xi)|dxi −→ 0 (1.2)

quando m → ∞, para quase todo x′ ∈ R′, digamos para todo x′ ∈ R′ \ Z, onde Z ⊂ R′ tem medida

nula em R′. Fixemos um x′ ∈ R′ \ (Z ∪ πi(R
′ × {ai} ∩ A)) qualquer, onde πi denota a projeção

πi(x′, xi) = x′. Notemos que o conjunto Z ∪ πi(R
′ × {ai} ∩ A) ainda tem medida (n− 1) dimensional

nula. A sequência {um(x′, .)} é limitada em [ai, bi]. De fato, como vale (1.2) e as funções um são

continuamente diferenciáveis, dado um η > 0, existe n0 ∈ N tal que para t ∈ [ai, bi] e todo m > n0,

temos

|um(x′, t) − um(x′, ai)| =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∫ t

ai

∂ium(x′, xi)dxi

∣

∣

∣

∣

∣

∣

≤

∫ bi

ai

|∂ium(x′, xi) − ∂iu(x′, xi)|dxi +

∫ bi

ai

|∂iu(x′, xi)|dxi

<

∫ bi

ai

|∂iu(x′, xi)|dxi + η
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e a sequência um(x′, ai) é limitada (convergente) já que (x′, ai) < A. Além disso, como temos a

convergência (1.2) em L1([ai, bi]), segue-se que que dado ε > 0, existe um δ > 0 tal que para todo

m ∈ N,

∫

E

|∂ium(x′, xi)|dxi < ε (1.3)

para qualquer conjunto mensurável (a Lebesgue) E ⊂ [ai, bi] com |E| < δ. (Com efeito, de

(1.2), existe um m0 tal que
∫ bi

ai
|∂ium(x′, xi) − ∂iu(x′, xi)|dxi < ε/2 para todo m > m0 e, pela

‘continuidade da integral em relação à medida’ [6, Corolário 3.6], podemos obter um δ > 0 tal

que
∫

E
|∂iu(x′, xi)|dxi < ε/2 e

∫

E
|∂ium(x′, xi)|dxi < ε/2, para m = 1, · · · ,m0, qualquer que seja o

conjunto mensurável E com |E| < δ.) Assim, se |t − s| < δ segue-se que

|um(x′, t) − um(x′, s)| ≤

∫ t

s

|∂ium(x′, xi)|dxi < ε

para todo m ∈ N. Logo, em particular temos que a sequência {um(x′, .)} é equicontı́nua, e também

é limitada (como vimos acima), então, pelo Teorema de Arzelà-Ascoli (Teorema 1.36) existe uma

subsequência, a qual ainda denotaremos por {um(x′, .)}, que converge uniformemente em [ai, bi]

para uma função contı́nua ū(x′, ·). De (1.3) segue-se que ū(x′, ·) é absolutamente contı́nua. Com

efeito, dado ε > 0, se [s j, t j], j = 1, · · · k, são subintervalos de [ai, bi] tais que
∑k

j=1(t j − s j) < δ,

então tomando E = ∪k
j=1

[s j, t j], de (1.3) obtemos

∑k
j=1 |um(x′, t j) − um(x′, s j)| =

∑k
j=1 |

∫ t j

s j
∂ium(x′, xi)dxi| ≤

∑k
j=1

∫ t j

s j
|∂ium(x′, xi)|dxi

=
∫

E
|∂ium(x′, xi)|dxi < ε,

donde, tomando o limite quando m → ∞ no primeiro termo,
∑k

j=1 |ū(x′, t j) − ū(x′, s j)| ≤ ε. Como

convergência uniforme implica em convergência em L1, segue-se de (1.1) que ū(x′, ·) = u(x′, ·)

q.t.p. em [ai, bi]. Então, para todo retângulo R temos uma subsequência um ≡ uεm tal que existe o

limite ū(x′, xi) = limm→∞ um(x′, xi) em quase todo ponto (x′, xi) de R = R′ × [ai, bi] e ū = u q.t.p.

em R. (De fato, essa convergência vale em todo ponto (x′, xi) < (Z ∪ πi(R
′ × {ai} ∩ A)) × [ai, bi] e

ū(x′, xi) = u(x′, xi) para todo (x′, xi) ∈ R com x′ < Z ∪ πi(R
′ × {ai} ∩ A) e xi fora de um conjunto

de medida nula em [ai, bi].) Além disso ū é absolutamente contı́nua em quase todo segmento

em R paralelo ao i-ésimo eixo coordenado. Daı́, pelo processo da diagonalização, obtemos uma

nova subsequência com essa propriedade em todo retângulo R, ou seja, uma função ū definida em

Ω e uma subsequência um (um = uεm para algum εm → 0) tal que, para todo retângulo R como

acima, ū|R = limm→∞ um|R e ū|R = u|R, q.t.p. em R, e ū|R é absolutamente contı́nua em quase
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todo segmento em R paralelo ao i-ésimo eixo coordenado. Como Ω é a união enumerável desses

retângulos, segue-se que ū = limm→∞ um e ū = u, q.t.p. emΩ, e tomando um segmento {x′}×[ai, bi]

com x′ não pertencente ao conjunto Z ∪ πi(R
′ × {ai} ∩ A), qualquer que seja o retângulo R, temos

que ū restrita ao segmento ({x′}×[ai, bi])∩Ω é absolutamente contı́nua, pois ū|(({x′}×[ai, bi])∩R) é

absolutamente contı́nua para qualquer um dos retângulos tal que ({x′}×[ai, bi])∩R , ∅. Finalmente,

como ū = u q.t.p. e a derivada fraca ∂iu ∈ L1

loc
(Ω) temos que ∂iū = ∂iu também pertence a L1

loc
(Ω).

Reciprocamente, suponhamos que u tenha um representante ū que seja absolutamente contı́nuo

em quase todo segmento de reta em Ω paralelo ao i-ésimo eixo coordenado com sua i-ésima de-

rivada clássica ∂iū em L1

loc
(Ω). (Lembramos que toda função absolutamente contı́nua, de uma

variável, tem derivada clássica bem definida q.t.p.. V. e.g. [6, Teorema 3.35].) Logo, para toda

ϕ ∈ C∞
0

(Ω), ūϕ também é uma função absolutamente contı́nua em quase todo segmento de reta em

Ω paralelo ao i-ésimo eixo coordenado, e temos que

∫

(ū∂iϕ)(x′, xi)dxi = −

∫

[
∂

∂xi

ū(x′, xi)]ϕ(x′, xi)dxi,

para quase todo x′ ∈ Rn−1 (podemos estender os integrandos por zero fora de Ω) onde usamos a

fórmula de integração por partes para funções absolutamente contı́nuas (v. e.g. [6, Teorema 3.36])

e que ϕ tem suporte compacto. Daı́, usando o Teorema de Fubini, obtemos

∫

Ω

u∂iϕdx =

∫

Ω

ū∂iϕdx =

∫ ∫

ū∂iϕ(x′, xi)dxidx′ = −

∫ ∫

(∂iū)ϕdxidx′ =

∫

Ω

(∂iū)ϕdx.

Portanto, u tem a i-ésima derivada fraca (= ∂iū). �

Corolário 1.5. Uma função u ∈ L1

loc
(Ω) é fracamente diferenciável, no sentido de que possui todas

derivadas fracas de primeira ordem ∂iu, i = 1, · · · , n, se, e somente se, u tem um representante que

é absolutamente contı́nuo em quase todos os segmentos de reta paralelos aos eixo coordenados e

com as derivadas parciais (clássicas) de primeira ordem em L1

loc
(Ω).

Demonstração. Se u é fracamente diferenciável, pelo Teorema 1.4, para cada i = 1, · · · , n, existe

uma função ui que coincide com u q.t.p., que é absolutamente contı́nua em quase todo segmento

de reta paralelo ao i-ésimo eixo coordenado e com a derivada fraca ∂iui em L1

loc
(Ω). Sejam Ei ⊂ Ω

um conjunto de medida nula tal que u = ui em Ω \ Ei e E = ∪n
i=1

Ei. Definindo ū = u em Ω \ E

(e de forma arbitrária em E) temos que ū é um representante de u com as propriedades desejadas.

Reciprocamente, dado um representante ū de u com essas propriedades, pelo Teorema 1.4 temos

que u é fracamente diferenciável. �



CAP. 1 • CONCEITOS PRELIMINARES 13

Passaremos agora à definição e notação para os Espaços de Sobolev.

Definição 1.6. Para p ≥ 1 e k inteiro não-negativo, definimos o espaço de Sobolev Wk,p(Ω) por

Wk,p(Ω) = Lp(Ω) ∩ {u; Dα ∈ Lp(Ω) com |α| ≤ k}.

Este espaço é dotado da norma

||u||Wk,p(Ω) =

















∫

Ω

∑

|α|≤k

|Dαu|pdx

















1/p

que é equivalente a
∑

|α|≤k

||Dαu||p,Ω.

Definição 1.7. Definimos W
k,p

0
(Ω) como sendo o fecho de C∞

0
(Ω) em Wk,p(Ω), com a norma indu-

zida de Wk,p(Ω).

Proposição 1.8. O espaço Wk,p(Ω) é um espaço de Banach.

Demonstração. Primeiramente mostremos quer

||u||Wk,p(Ω) =

















∑

|α|≤k

||Dαu||ppdx

















1/p

é uma norma. De fato, claramente temos que ||u||Wk,p(Ω) ≥ 0 e ||u||Wk,p(Ω) = 0 se, e somente se, u = 0

q.t.p.. Além disso,

||λu||Wk,p(Ω) =

















∑

|α|≤k

||Dα(λu)||ppdx

















1/p

=

















∑

|α|≤k

|λ|p||Dαu||ppdx

















1/p

= |λ|||u||Wk,p(Ω),

para todo λ ∈ R.

A desigualdade triangular é consequência da desigualdade de Minkowski

||u + v||Wk,p(Ω) =

















∑

|α|≤k

||Dαu + Dαv||ppdx

















1/p

≤

















∑

|α|≤k

(

||Dαu||p + ||D
αv||p

)p

















1/p

≤

















∑

|α|≤k

||Dαu||ppdx

















1/p

+

















∑

|α|≤k

||Dαv||ppdx

















1/p

= ||u||Wk,p(Ω) + ||v||Wk,p(Ω).
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Resta mostrar agora que Wk,p(Ω) é completo. Seja {um}
∞
m=1

uma sequência de Cauchy em

Wk,p(Ω). Desta forma, temos que {Dαum}
∞
m=1

é uma sequência de Cauchy em Lp(Ω) para todo

|α| ≤ k. Já que Lp(Ω) é completo, temos que existe uα ∈ Lp(Ω) tal que

Dαum → uα

em Lp(Ω), para cada |α| ≤ k. Em particular

um → u(0,...0) =: u

em Lp(Ω). Mostremos agora que u ∈ Wk,p(Ω) e Dαu = uα. De fato, seja ϕ ∈ C∞
0

(Ω). Então,

∫

Ω

uDαϕdx =

∫

Ω

lim
m→∞

(umDαϕ) dx

= lim
m→∞

∫

Ω

(umDαϕ) dx

= lim
m→∞

(−1)|α|
∫

Ω

(Dαum)ϕdx

= (−1)|α|
∫

Ω

uαϕdx.

Assim, Dαu = uα. Além disso, temos que

Dαum → Dαu

em Lp(Ω) para todo |α| ≤ k. Logo, um → u em Wk,p(Ω). Portanto, Wk,p(Ω) é completo. �

Da mesma forma que tı́nhamos convergência do regularizador uε para u em L
p

loc
(Ω), teremos

essa convergência no espaço de Sobolev, como trata o seguinte teorema:

Teorema 1.9. Seja u ∈ Wk,p(Ω), 1 ≤ p < ∞. Então o regularizador uε de u é tal que

lim
ε→0
||uε − u||Wk,p(Ω′) = 0,

para qualquer Ω′ ⊂⊂ Ω. No caso de Ω = Rn, podemos tomar Ω′ = Rn.
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Demonstração. Já que Ω′ ⊂⊂ Ω, temos que existe ε0 > 0 tal que d(Ω′, ∂Ω) > ε0. Seja ε < ε0,

Dαuε(x) = Dα
x

(∫

Ω

ϕε(x − y)u(y)dy

)

=

∫

Ω

Dα
x

[

ϕε(x − y)u(y)
]

dy

= ε−n

∫

Ω

Dα
xϕ

(

x − y

ε

)

u(y)dy

= (−1)|α|ε−n

∫

Ω

Dα
yϕ

(

x − y

ε

)

u(y)dy

= ε−n

∫

Ω

ϕ

(

x − y

ε

)

Dα
y u(y)dy

=

∫

Ω

ϕε(x − y)Dα
y u(y)dy

= (Dαu)ε (x), ∀x ∈ Ω′.

Desta forma, temos

||uε − u||Wk,p(Ω′) =

















∫

Ω′

∑

|α|≤k

|Dα(uε − u)|pdx

















1/p

=

















∫

Ω′

∑

|α|≤k

|Dα(uε) − (Dαu)|pdx

















1/p

=

















∫

Ω′

∑

|α|≤k

|(Dαu)ε − Dαu)|pdx

















1/p

.

Como (Dαu)ε = Dαuε, segue-se que

lim
ε→0
|uε − u|Wk,p(Ω′) = 0.

�

1.1.3 Densidade em Espaços de Sobolev

Nesta seção provaremos um resultado de grande utilidade, principalmente para a prova das de-

sigualdades de Sobolev. Para isso faremos uso do Teorema de Partição da Unidade.

Teorema 1.10. Seja Ω ⊂ Rn um aberto. Então

C∞(Ω) ∩Wk,p(Ω)

é denso em Wk,p(Ω).
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Demonstração. Considere {Ωm} uma sequência crescente de subconjuntos abertos de Ω satisfa-

zendo Ωm ⊂⊂ Ωm+1 e ∪Ωm = Ω. Seja {ψm} uma partição da unidade subordinada à cobertura

{Ωm+1 − Ωm−1}, considerando Ω0 e Ω−1 como sendo o conjunto vazio. Então dados u ∈ Wk,p(Ω) e

ε > 0 podemos tomar 0 < εm ≤ {dist(Ωm+1, ∂Ωm+2), dist(Ωm−2, ∂Ωm−1)} satisfazendo

||(ψmu)εm
− ψmu||Wk,p(Ω) <

ε

2m
.

Definamos vm = (ψmu)εm
e notemos que exceto por um número finito, todos os vm se anulam em

qualquer Ω′ ⊂⊂ Ω. Assim, v =
∑

vm está definida e pertence a C∞(Ω). Além disso,

||v − u||Wk,p(Ω) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∑

(ψmu)εm
−

(
∑

ψm

)

u
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

Wk,p(Ω)
≤

∑

||(ψmu)εm
− ψmu||Wk,p(Ω) < ε.

�

Em geral não se consegue garantir o teorema anterior substituindo C∞(Ω) por C∞(Ω), mas

exigindo certas condições sobre ∂Ω, essa substituição torna-se verdadeira como nos garante o

próximo teorema. Antes disso, façamos a seguinte definição:

Definição 1.11. Um aberto Ω ⊂ Rn satisfaz a condição do cone interior se para todo x ∈ ∂Ω,

existe ε > 0 e um vetor não-nulo vx ∈ R
n tais que se y ∈ Bε(x) ∩ Ω, então y + tvx ∈ Ω para todo

0 < t < 1.

Teorema 1.12. Seja Ω ⊂ Rn um aberto que satisfaz a condição do cone interior. Então C∞(Ω) ∩

Wk,p(Ω) é denso em Wk,p(Ω.)

Demonstração. Ver [1]. �

1.1.4 Imersões de Sobolev (Imersões Contı́nuas)

Esta seção é dedicada ao estudo de algumas desigualdades dos Espaços de Sobolev que são

bastante úteis para obtenção de estimativas e de regularidades adicionais de soluções no estudo de

EDP.

Definição 1.13. Seja E um subespaço vetorial normado de um espaço normado F (a norma em

E não precisa necessariamente ser a norma induzida de F). Dizemos que a inclusão E ⊂ F é

uma imersão contı́nua se a aplicação inclusão I : E → F definida por I(x) = x for contı́nua.

Denotaremos a imersão contı́nua de E em F por

E ֒→ F.
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Como a aplicação inclusão é linear, o fato de existir uma imersão E ֒→ F é equivalente à

existência de uma constante C > 0 tal que ||x||F ≤ C||x||E para todo x ∈ E.

Antes de começarmos com a apresentação dessas imersões, façamos, a cargo de motivação,

uma investigação que induz na primeira destas imersões. Trabalhando em Rn, gostarı́amos de

descobrir, dado 1 ≤ p < n, qual valor de q para que seja válida a desigualdade da forma

||u||Lq(Rn) ≤ C||Du||Lp(Rn),

para toda u ∈ C∞
0

(Rn), com uma constante C independente de u. Fixemos u ∈ C∞
0

(Rn) qualquer,

não nula, e definamos para λ > 0

uλ(x) = u(λx).

Desta forma,

||uλ||Lq(Rn) =

(∫

Rn

|uλ(x)|qdx

)1/q

=

(

λ−n

∫

Rn

|u(y)|qdy

)1/q

= λ−n/q||u||Lq(Rn),

||Duλ||Lp(Rn) =

(∫

Rn

|λDu(λx)|pdx

)1/p

=

(

λp−n

∫

Rn

|Du(y)|pdy

)1/p

= λ1−n/p||Du||Lp(Rn).

Como ||uλ||Lq(Rn) ≤ C||Duλ||Lp(Rn), segue-se que

||uλ||Lq(Rn) ≤ Cλ1+ n
q
− n

p ||Duλ||Lp(Rn).

Suponhamos 1 + n
q
− n

p
, 0.

• Se 1 + n
q
− n

p
> 0, façamos λ −→ 0;

• Se 1 + n
q
− n

p
< 0, façamos λ −→ ∞.

Em ambos os casos obteremos ||u||Lq(Rn) = 0, o que é uma contradição pois tomamos inicialmente

u ∈ C∞
0

(Rn) não nula. Portanto, teremos necessariamente 1 + n
q
− n

p
= 0, ou seja,

q =
np

n − p
.

Com esta motivação, a definição de p∗ abaixo já é esperada.

Teorema 1.14. Seja Ω ⊂ Rn um aberto. Se 1 ≤ p < n, então existe uma constante C = C(n, p) tal

que para toda u ∈ W
1,p

0
(Ω) temos

||u||Lp∗ (Ω) ≤ C||Du||Lp(Ω),

onde p∗ =
np

n−p
.
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Demonstração. Provemos primeiramente o resultado para funções u ∈ C∞
0

(Ω). Desta forma, já

que u tem suporte compacto podemos escrevê-la da seguinte forma

u(x) =

∫ xi

−∞

∂u

∂xi

(x1, ..., xi−1, yi, xi+1, ..., xn)dyi;

consequentemente

|u(x)| ≤

∫ ∞

−∞

|Du|dyi.

Assim,

|u(x)|
n

n−1 ≤

n
∏

i=1

(∫ ∞

−∞

|Du|dyi

)
1

n−1

.

Agora integraremos esta desigualdade sucessivamente em relação as variáveis x1, ..., xn e utilizare-

mos a desigualdade de Hölder generalizada

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

n−1
∏

i=1

fi

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1

≤

n−1
∏

i=1

|| fi||pi
, com

n−1
∑

i=1

1

pi

= 1

para obtermos

∫ ∞

−∞

|u(x)|
n

n−1 dx1 ≤

∫ ∞

−∞

n
∏

i=1

(∫ ∞

−∞

|Du|dyi

)
1

n−1

dx1

=

(∫ ∞

−∞

|Du|dy1

)
1

n−1
∫ ∞

−∞

n
∏

i=2

(∫ ∞

−∞

|Du|dyi

)
1

n−1

dx1

≤

(∫ ∞

−∞

|Du|dy1

)
1

n−1
n

∏

i=2

(∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

|Du|dyidx1

)
1

n−1

.

Agora integrando em relação a variável x2, temos

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

|u(x)|
n

n−1 dx1dx2

≤

∫ ∞

−∞















(∫ ∞

−∞

|Du|dy1

)
1

n−1
n

∏

i=2

(∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

|Du|dx1dyi

)
1

n−1















dx2

=

(∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

|Du|dx1dx2

)
1

n−1
∫ ∞

−∞















(∫ ∞

−∞

|Du|dy1

)
1

n−1
n

∏

i=3

(∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

|Du|dx1dyi

)
1

n−1















dx2

≤

(∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

|Du|dx1dx2

)
1

n−1
(∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

|du|dx1dx2

)
1

n−1
n

∏

i=3

(∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

|Du|dx1dx2dyi

)
1

n−1

.
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Continuando desta maneira, obteremos no final

∫

Rn

|u|
n

n−1 dx ≤

n
∏

i=1

(∫

Rn

|Du|dx

)
1

n−1

=

(∫

Rn

|Du|dx

)
n

n−1

,

ou seja,

||u||
L

n
n−1
≤ ||Du||L1

que é a desigualdade desejada para o caso p = 1.

Para 1 < p < n façamos |u|γ no lugar de |u| na inequação anterior, para algum γ > 1 que

escolheremos adequadamente. Assim, usando a desigualdade de Hölder, temos

(∫

Rn

(|u|γ)
n

n−1 dx

)
n−1

n

≤

∫

Rn

|D|u|γ|dx = γ

∫

Rn

|u|γ−1|Du|dx ≤ |||u|γ−1|| p
p−1
||Du||p.

Seja γ tal que
γn

n − 1
=

(γ − 1)p

p − 1
,

ou seja,

γ = p
n − 1

n − p
> 1,

de forma que
γn

n − 1
=

(γ − 1)p

p − 1
=

np

n − p
.

Daı́, dividindo a desigualdade anterior por |||u|γ−1|| p
p−1
, temos

(∫

Rn

|u|p
∗

dx

)
n−1

n
−

p−1
p

=

(∫

Rn

|u|p
∗

dx

)
1
p∗

≤ γ||Du||p = p
n − 1

n − p
||Du||p = C(n, p)||Du||p.

Isto foi feito para u ∈ C∞
0

(Ω) que é denso em W
1,p

0
(Ω). Logo, o resultado é válido para u ∈ W

1,p

0
(Ω).

De fato, seja {uk} ⊂ C∞
0

(Ω) uma sequência tal que uk −→ u em W
1,p

0
(Ω). Aplicando o resultado a

uk − ul, temos

||uk − ul||p∗ ≤ C||Duk − Dul||p ≤ C||uk − ul||W1,p(Ω),

ou seja, {uk} é uma sequência de Cauchy em Lp∗(Ω) e portanto uk −→ ul em Lp∗(Ω). Assim,

||u||p∗ ≤ C||Du||p , ∀u ∈ W
1,p

0
(Ω).

�
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Notemos que, pela demonstração acima, a constante C do Teorema 1.14 pode ser dada por

C = p
n − 1

n − p
.

Em geral para o caso de estarmos trabalhando com o espaço Wk,p(Ω), denotaremos p∗ =
np

n−kp
.

Teorema 1.15. Seja Ω ⊂ Rn um aberto. Se 1 ≤ p < n, então para todo u ∈ W
1,p

0
(Ω) existe

C = C(n, p) tal que

||u||p∗ ≤ C||u||W1,p(Ω).

Demonstração. Segue imediatamente do fato de u ∈ W
1,p

0
(Ω), que

||u||p∗ ≤ C||Du||p ≤ C||u||W1,p(Ω).

�

Teorema 1.16. Seja Ω ⊂ Rn um aberto e u ∈ W
1,p

0
(Ω), 1 ≤ p < n, então existe C = C(n, p) tal que

||u||q ≤ C||u||W1,p(Ω) , q ∈ [p, p∗].

Demonstração. Pela própria definição da norma de W
1,p

0
(Ω), temos que ||u||p ≤ C||u||

W
1,p

0
(Ω)

e pelo

teorema anterior vale também

||u||p∗ ≤ C||u||W1,p(Ω).

A propriedade de interpolação dos espaços Lp nos garante que para quaisquer p < q < p∗

Lp(Ω) ∩ Lp∗(Ω) ⊂ Lq(Ω)

e

||u||q ≤ ||u||
λ
p||u||

1−λ
p∗ ,

onde λ é dado por 1
q
= λ

p
+ 1−λ

p∗
. Por essa propriedade temos que

||u||q ≤ ||u||
λ
p||u||

1−λ
p∗ ≤ ||u||

λ

W1,p(Ω)
.||u||1−λ

W1,p(Ω)
.

Logo,

||u||q ≤ C||u||W1,p(Ω) , ∀p ≤ q ≤ p∗,

tomando C ≥ 1. �



CAP. 1 • CONCEITOS PRELIMINARES 21

Passemos agora ao caso mais geral de imersão de Sobolev de W
k,p

0
(Ω) e kp < n, descrito no

seguinte teorema.

Teorema 1.17. Seja Ω ⊂ Rn um aberto. Se p ≥ 1, k < n
p

e u ∈ W
k,p

0
(Ω), então existe C =

C(n, k, p) > 0 tal que

||u||p∗ ≤ C||u||Wk,p(Ω),

onde p∗ =
np

n−kp
.

Demonstração. Para obtermos este resultado faremos iteração do caso W
1,p

0
(Ω). Definamos para

cada j ∈ N,
1

p∗
j

=
1

p
−

j

n
,

ou seja

p∗j =
np

n − jp
.

Da maneira como definimos p∗j, temos que (p∗j)
∗
1
= p∗

j+1
. De fato,

(p∗j)
∗
1 =

np∗j

n − p∗
j

=
n

np

n− jp

n −
np

n− jp

=
np

n − ( j + 1)p
= p∗j+1.

Agora seja u ∈ W
k,p

0
(Ω). Então Dαu ∈ W

1,p

0
(Ω) para todo |α| ≤ k − 1. Fazendo uso da desigual-

dade já provada para u ∈ W
1,p

0
(Ω), temos

||Dαu||p∗
1
≤ C||Dαu||W1,p(Ω) ≤ C||u||Wk,p(Ω).

Logo, temos a imersão

W
k,p

0
(Ω) ֒→ W

k−1,p∗
1

0
(Ω).

Usando o mesmo argumento, segue-se que

W
k−1,p∗

1

0
(Ω) ֒→ W

k−2,(p∗
1
)∗
1

0
(Ω) = W

k−2,p∗
2

0
(Ω).

Procedendo desta maneira k vezes, temos que

W
k,p

0
(Ω) ֒→ W

1,p∗
k−1

0
(Ω) ֒→ L(p∗

k−1
)∗
1(Ω) = Lp∗

k (Ω) = Lp∗(Ω).

�
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Corolário 1.18. Seja Ω ⊂ Rn um aberto. Se p ≥ 1, k < n
p

e u ∈ W
k,p

0
(Ω), então existe C > 0 tal

que

||u||q ≤ C||u||Wk,p(Ω) , ∀p ≤ q ≤ p∗.

Demonstração. A desigualdade é sempre verdadeira para q = p pela própria definição e o caso

q = p∗ é também verdadeira pelo teorema anterior. O caso p < q < p∗ é idêntica ao caso provado

para W
1,p

0
(Ω) utilizando a propriedade de interpolação dos espaços Lp. �

Corolário 1.19. Seja Ω ⊂ Rn um aberto limitado. Se p ≥ 1, k < n
p

e u ∈ W
k,p

0
(Ω), então existe

C > 0 tal que

||u||q ≤ ||u||Wk,p(Ω),

para todo 1 ≤ q ≤ p∗.

Demonstração. Basta observar que sendo Ω limitado temos que Lp∗(Ω) ⊂ Lq(Ω), 1 ≤ q ≤ p∗. �

Em geral W
k,p

0
(Ω) não pode ser simplesmente substituı́do por Wk,p(Ω). Mas para uma deter-

minada classe de abertos Ω ⊂ Rn as imersões continuam sendo válidas, enunciadas no seguinte

teorema.

Teorema 1.20. Seja Ω ⊂ Rn um aberto que satisfaz a condição do cone interior. Se p ≥ 1 e k < n
p
,

então

Wk,p(Ω) ֒→ Lq(Ω),

para todo p ≤ q ≤ p∗.

Demonstração. Ver [1]. �

Como consequência imediata deste último teorema podemos afirmar que se além de satisfazer

a condição do cone interior, Ω for também limitado, então

Wk,p(Ω) ֒→ Lq(Ω),

para todo 1 ≤ q ≤ p∗, já que neste caso temos a imersão contı́nua Lp(Ω) ֒→ Lq(Ω), para q ≤ p.

Agora, passaremos a imersões de Sobolev onde estaremos com o caso k > n
p
.
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Teorema 1.21. Seja Ω ⊂ Rn um aberto limitado. Se p > n então existe uma constante C = C(n, p)

tal que para todo u ∈ W
1,p

0
(Ω) temos u ∈ C0(Ω) e vale

sup
Ω

|u| ≤ C|Ω|
1
n
− 1

p ||Du||p.

Demonstração. Para simplificar consideremos |Ω| = 1 e definamos

v =
|u|

||Du||p
.

Assim, nosso problema se reduz a mostrar que existe uma constante C = C(n, p) tal que sup
Ω

|v| ≤ C.

Usaremos o fato de que ||v||∞ = lim
q−→∞

||v||q.

Seja γ > 1. Usando imersão de Sobolev já provada e a desigualdade de Hölder, temos

||vγ|| n
n−1
≤ ||D(vγ)||1

= γ||vγ−1Dv||1

≤ ||vγ−1|| p
p−1
||Dv||p

= γ||vγ−1|| p
p−1
.

Novamente pela desigualdade de Hölder e por |Ω| = 1, segue que

||v||γ n
n−1
≤ γ1/γ||v||

γ−1
γ

(γ−1)
p

p−1

≤ γ1/γ||v||
γ−1
γ

γ
p

p−1

.

Seja

δ =

n
n−1

p

p−1

.

Notemos que δ > 1, pois p > n. Substituindo γ por δ j para j = 1, 2, ..., a desigualdade acima

assume a forma

||v||δ j n
n−1
≤ δ

j

δ j ||v||
1− 1

δ j

(δ j−1) n
n−1

.

Iterando, vem

||v||δk ≤ ||v||δk n
n−1

≤ δ
∑ j

δ j ||v||

∏

(1− 1

δ j )

n
n−1

≤ δ
∑ j

δ j ||Dv||

∏

(1− 1

δ j )

1

≤ δ
∑ j

δ j

(

|Ω|
p−1

p ||Dv||p

)

∏

(1− 1

δ j )

= δ
∑ j

δ j
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Agora fazendo k −→ ∞, temos que ||v||∞ ≤ C, como querı́amos.

Para generalizar tirando a restrição |Ω| = 1, consideramos a transformação y = |Ω|1/nx. Assim,

teremos

sup
Ω

|u| ≤ C|Ω|
1
n
− 1

p ||Du||p.

Agora, mostremos que u ∈ C(Ω). Seja (um) ⊂ C(Ω) sequência de Cauchy em W
1,p

0
(Ω) tal que

um → u ∈ W
1,p

0
(Ω). Assim, dado ε > 0, existe n0 ∈ N tal que

||um − uk||p + ||Dum − Duk||p = ||um − uk||W1,p(Ω) < ε,

para todo m, k ≥ n0. Pelo resultado que acabamos de mostrar vale

sup
Ω

|um − uk| ≤ C(n, p)|Ω|
1
n
− 1

p ||Dum − duk||p,

para todo m, k > 0, concluı́mos que

sup
Ω

|um − uk| ≤ Cε, ∀m, k ≥ n0.

Logo, (um) é um sequência de Cauchy em C(Ω). E, portanto, a função limite u ∈ C(Ω). �

Teorema 1.22. Seja n < p ≤ ∞. Então existe uma constante C = C(n, p) tal que

‖u‖C0,γ(Rn) ≤ C‖u‖W1,p(Rn),

para toda u ∈ C1(Rn), onde γ = 1 −
n

p
.

Demonstração. Primeiramente, escolhemos uma bola B(x, r) em Rn e vamos mostrar que existe

uma constante C que depende apenas de n tal que

?
B(x,r)

|u(y) − u(x)|dy ≤ C

∫

B(x,r)

|Du(y)|

|y − x|n−1
dy. (1.4)

Para provar esta desigualdade, fixemos um ponto w ∈ ∂B(0, 1). Então, para 0 < s < r, temos

|u(x + sw) − u(x)| =

∣

∣

∣

∣

∣

∫ s

0

d

dt
u(x + tw)dt

∣

∣

∣

∣

∣

=

∫ s

0

Du(x + tw) · wdt

≤

∫ s

0

|Du(x + tw)|dt.
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Assim,

∫

∂B(0,1)

|u(x + sw) − u(x)|dS ≤

∫ s

0

∫

∂B(0,1)

|Du(x + tw)|dS dt

=

∫ s

0

∫

∂B(0,1)

|Du(x + tw)|
tn−1

tn−1
dS dt.

Seja y = x + tw, de forma que t = |x − y|. Assim, passando para coordenadas polares, obtemos

∫

∂B(0,1)

|u(x + sw) − u(x)|dS ≤

∫

B(x,s)

|Du(y)|

|x − y|n−1
dy

≤

∫

B(x,r)

|Du(y)|

|x − y|n−1
dy.

Multiplicando por sn−1 e integrando de 0 a r em relação a s, temos

∫

B(x,r)

|u(y) − u(x)|dy ≤
rn

n

∫

B(x,r)

|Du(y)|

|x − y|n−1
dy,

e a desigualdade está provada.

Agora fixemos x ∈ Rn e apliquemos a desigualdade (1.4) da seguinte maneira:

|u(x)| ≤

?
B(x,1)

|u(x) − u(y)|dy +

?
B(x,1)

|u(y)|dy

≤ C

∫

B(x,1)

|Du(y)|

|x − y|n−1
dy +C‖u‖p;B(x,1)

≤ C

(∫

Rn

|Du|p dy

)
1
p















∫

B(x,1)

dy

|x − y|(n−1) p

p−1















p−1
p

+C‖u‖p;Rn

≤ C‖u‖W1,p(Rn).

(1.5)

Nesta última estimativa, temos que

∫

B(x,1)

dy

|x − y|(n−1) p

p−1

< ∞ pois, como p > n, decorre que

(n − 1)
p

p − 1
< n. Como x é arbitrário, a desigualdade (1.5) implica que

sup
Rn

|u| ≤ C‖u‖W1,p(Rn). (1.6)

Agora, escolhendo dois pontos x, y ∈ Rn e escrevendo r := |x − y| e W := B(x, r) ∩ B(y, r),

temos

|u(x) − u(y)| ≤

?
W

|u(x) − u(z)|dz +

?
W

|u(y) − u(z)|dz. (1.7)
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Mas, usando a desigualdade (1.4), temos

?
W

|u(x) − u(z)|dz ≤ C

?
B(x,r)

|u(x) − u(z)|dz

≤ C

(∫

B(x,r)

|Du|pdz

)
1
p












∫

B(x,r)

dz

|x − z|(n−1)
p

p−1













p−1
p

≤ C
(

rn−(n−1)
p

p−1

)
p−1

p
‖Du‖p;Rn

= Cr1− n
p ‖Du‖p;Rn .

(1.8)

Analogamente, ?
W

|u(y) − u(z)|dz ≤ Cr1− n
p ‖Du‖p;Rn .

Assim, substituindo esta estimativa e (1.8) em (1.7), obtemos

|u(x) − u(y)| ≤ Cr1− n
p ‖Du‖p;Rn = C|x − y|1−

n
p ‖Du‖p;Rn .

Portanto,

sup
x,y

{

|u(x) − u(y)|

|x − y|1−
n
p

}

≤ C‖Du‖p;Rn .

Desta desigualdade e de (1.4) temos a desigualdade desejada. �

Mais geralmente, temos o seguinte resultado:

Teorema 1.23. Seja Ω ⊂ Rn um aberto limitado de classe C1. Se p ≥ 1 e kp > n, então

Wk,p(Ω) ֒→ Cm,β(Ω)

para todo 0 ≤ m < k − n
p
, onde

0 < β <

[

n

p

]

+ 1 −
n

p
, se

n

p
não é um inteiro,

e

0 < β < 1 se
n

p
é um inteiro.

Além disso, temos a seguinte estimativa

||u||
C

k−[ n
p ]−1,β

(Ω)
≤ C||u||Wk,p(Ω),

onde C depende somente de k, p, n, β e Ω.
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Demonstração. Ver [4]. �

Enunciaremos agora um caso em que a dimensão do espaço n coincide com o produto kp, para

o caso particular p = 1.

Teorema 1.24. Seja Ω ⊂ Rn um aberto satisfazendo a propriedade do cone interior. Existe uma

constante C > 0 dependendo somente de n tal que para toda u ∈ Wn,1(Ω) temos

sup
x∈Ω

|u(x)| ≤ C||u||Wn,1(Ω).

Demonstração. Ver [1]. �

1.1.5 Imersões de Sobolev (Imersão Compacta)

Assim como na seção anterior serão apresentadas noções sobre imersões, porém nesta

trataremos de imersões compactas.

Definição 1.25. Uma imersão contı́nua de um espaço vetorial normado E em um espaço vetorial

normado F diz-se compacta quando toda sequência limitada em (E, ||.||E) possui uma subsequência

convergente em (F, ||.||F). Denotaremos tal imersão por

E ։ F.

Teorema 1.26. Seja Ω ⊂ Rn um aberto limitado. Se 1 ≤ p < n, então

W
1,p

0
(Ω)։ Lq(Ω),

para todo 1 ≤ q < p∗.

Demonstração. Façamos primeiramente o caso q = 1. Seja (um) uma sequência limitada em

W
1,p

0
(Ω). Para cada ε > 0 considere a sequência (uεm), sendo uεm o regularizador de um. Temos

que para cada ε > 0, (uεm) é uniformemente limitada e equicontı́nua. De fato,

|uεm(x)| =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1

εn

∫

Bε(x)

ϕ

(

x − y

ε

)

um(y)dy

∣

∣

∣

∣

∣

∣

≤
1

εn

(

max
B1(0)

ϕ

)

||um||1,Ω

≤
C

εn
||um||p,Ω,
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para alguma constante C (dependendo de ϕ e Ω). Notemos que utilizamos a imersão contı́nua de

Lp(Ω) em L1(Ω), o que é válido pois Ω é limitado. De maneira análoga,

|Duεm(x)| =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1

εn

1

ε

∫

Bε(x)

Dϕ

(

x − y

ε

)

u(y)dy

∣

∣

∣

∣

∣

∣

≤
1

εn+1

(

max
B1(0)
|Dϕ|

)

||um||p,Ω.

Logo, pelo Teorema do Valor Médio, temos que (uεm) também é equicontı́nua. Portanto, pelo

Teorema de Arzelá-Ascoli (Teorema 1.36) temos que (uεm) possui uma subsequência de Cauchy

em C0(Ω), e consequentemente em L1(Ω).

Já sabemos que uεm −→ um em L1(Ω) quando ε −→ 0.Mais ainda, esta convergência é uniforme

em relação a m. De fato,

|uεm(x) − um(x)| =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1

εn

∫

Bε(x)

ϕ

(

x − y

ε

)

[um(y) − um(x)]dy

∣

∣

∣

∣

∣

∣

≤

∫

B1(0)

ϕ(z)|um(x − εz) − um(x)|dz

=

∫

B1(0)

ϕ(z)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∫ 1

0

dum

dt
(x − εzt)dt

∣

∣

∣

∣

∣

∣

dz

≤

∫

B1(0)

ϕ(z)

∫ 1

0

∣

∣

∣

∣

∣

dum

dt
(x − εzt)

∣

∣

∣

∣

∣

dtdz

= ε

∫

B1(0)

ϕ(z)

∫ 1

0

|Dum(x − εzt).z| dtdz

≤ ε

∫

B1(0)

ϕ(z)

∫ 1

0

|Dum(x − εzt)||z|dtdz,

logo, integrando sobre Ω, temos

||uεm − um||1,Ω =

∫

Ω

|uεm(x) − um(x)|dx

≤ ε

∫ 1

0

∫

B1(0)

ϕ(z)

∫

Ω

|Dum(x − tεz)|dxdzdt

≤ ε

∫ 1

0

∫

B1(0)

ϕ(z)

∫

Ω

|Dum(y)|dydzdt

= ε

∫

Ω

|Dum(y)|dy

≤ Cε.
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Desta forma, temos que para cada δ > 0, existe εδ > 0 tal que

||uεδm − um||1,Ω <
δ

2

para todo m. Para este εδ existe uma subsequência (u
εδ
m j

) de Cauchy em L1(Ω). Pela desigualdade

triangular

||umk
− uml

||1,Ω ≤ ||u
εδ
mk
− umk

||1,Ω + ||u
εδ
mk
− uεδml

||1,Ω + ||u
εδ
ml
− uml

||1,Ω ≤ δ + ||u
εδ
mk
− uεδml

||1,Ω.

Daı́, lim sup
k,l−→∞

||umk
−uml
||1,Ω ≤ δ. Fazendo δ = 1, 2, ... e usando o argumento da diagonal, construı́mos

uma subsequência de Cauchy de (um) em L1(Ω). Com isso, concluı́mos o caso q = 1.

O caso geral é consequência de interpolação dos espaços Lp, escrita da seguinte maneira

||u||q ≤ ||u||
λ
1 ||u||

1−λ
p∗ ,

onde λ é tal que 1
q
= λ + 1−λ

p∗
. Logo, pela imersão de W

1,p

0
(Ω) em Lp∗ , temos que

||u||q ≤ ||u||
λ
1 ||u||

1−λ

W1,p .

Assim, se (um) é uma sequência limitada em W
1,p

0
(Ω) que possui uma subsequência de Cauchy

em L1(Ω), por esta desigualdade possui uma subsequência de Cauchy em Lq(Ω) �

1.2 Integral de Bochner

Nesta seção daremos uma noção de integral de uma aplicação

f : [0,T ]→ X,

onde T > 0 e X é um espaço de Banach munido da norma ||.||X. As referências utilizadas nesta

seção foram [4] e [17].

Definição 1.27. Uma função s : [0,T ] → X é dita simples quando existem finitos subconjuntos

mensuráveis a Lebesgue E1, ..., En ⊂ [0,T ] e vetores u1, ..., un ∈ X tais que

s(t) =

m
∑

i=1

χEi
(t)ui,

para todo t ∈ [0,T ].
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Definição 1.28. Diremos que f : [0,T ]→ X é fortemente mensurável se existe uma sequência de

funções simples sk : [0,T ]→ X tal que

sk(t)→ f (t)

em quase todo ponto 0 ≤ t ≤ T.

Definição 1.29. Diremos que uma função f : [0,T ] → X é fracamente mensurável se para cada

u′ ∈ X′, a aplicação

ϕ : [0,T ] → R

t 7→ 〈u′, f (t)〉

é Lebesgue mensurável.

Teorema 1.30. Uma aplicação f : [0,T ] → X é fortemente mensurável se, e somente se, f

é fracamente mensurável e existe N ⊂ [0,T ] mensurável, com |N| = 0 tal que f ([0,T ] \ N) é

separável.

Demonstração. Ver [17]. �

Definição 1.31. (i) Se s(t) =
m
∑

i=1

χEi
ui é simples, definimos sua integral como sendo

∫ T

0

s(t) :=

m
∑

i=1

|Ei|ui.

(ii) Diremos que f : [0,T ] → X é integrável se existe uma sequência de funções simples (sk)
∞
k=1

tal que

lim
k→∞

∫ T

0

||sk(t) − f (t)||Xdt = 0.

(iii) Se f é integrável, definimos

∫ T

0

f (t)dt = lim
k→∞

∫ T

0

sk(t)dt.

Observemos que tal limite descrito neste último item da definição anterior existe uma vez que a

sequência

(

∫ T

0
sk(t)dt

)

k∈N
é de Cauchy em X já que f é integrável, e sendo X um espaço de Banach,

segue a existência de tal limite.
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Teorema 1.32. (Bochner) Uma função fortemente mensurável f : [0,T ] → X é integrável se, e

somente se, a aplicação

ϕ : [0,T ] → X

t 7→ || f (t)||X

é integrável. Neste caso, temos

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∫ T

0

f (t)dt

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

≤

∫ T

0

|| f (t)||Xdt,

e
〈

u′,

∫ T

0

f (t)dt

〉

=

∫ T

0

〈u′, f (t)〉dt,

para todo u′ ∈ X′.

Demonstração. Ver [17]. �

1.3 Quatro Resultados Importantes

O objetivo desta seção é estabelecer quatro resultados importantes no desenvolvimento deste

trabalho que são o Lema de Gronwall, o Lema de Aubin-Lions(ver [15]), o Teorema de Arzelá-

Ascoli e um Teorema de Existência e Unicidade de Solução, para equações lineares parabólicas

com condições inicial e de fronteira na classe das funções Hölder contı́nuas.

Lema 1.33. Lema de Gronwall. Sejam u e v funções contı́nuas não-negativas no intervalo [a, b]

satisfazendo a desigualdade

u(t) ≤ α +

∫ t

a

v(s)u(s)ds, ∀ t ∈ [a, b],

para algum α ≥ 0. Então,

u(t) ≤ αe

∫ t

a

v(s)ds
.

Em particular, se α = 0 então u ≡ 0.

Demonstração. Sejam α > 0 e w(t) = α +
∫ t

a
v(s)u(s)ds. Temos que w(a) = α e w(t) ≥ α > 0,

∀t ∈ [a, b]. Além disso, como u(t) ≤ w(t) e v ≥ 0, vem que

w′(t) = v(t)u(t) ≤ v(t)w(t)
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w′(t)

w(t)
≤ v(t), ∀t ∈ [a, b].

Integrando entre a e t, temos
∫ t

a

w′(s)

w(s)
ds ≤

∫ t

a

v(s)ds

ln w(t) − ln w(a) ≤

∫ t

a

v(s)ds

ln
w(t)

α
≤

∫ t

a

v(s)ds

w(t)

α
≤ e

∫ t

a

v(s)ds
.

Assim,

u(t) ≤ w(t) ≤ αe

∫ t

a

v(s)ds
.

Se α = 0, o caso anterior implica que para todo α′ > 0,

u(t) ≤ α′e

∫ t

a

v(s)ds
,∀t ≥ a.

Logo, u(t) ≡ 0. �

Este lema, no caso α > 0, será utilizado em várias estimativas para a obtenção da solução do

sistema de equações em questão (Capı́tulo 2). Já o caso α = 0 terá importância no estabelecimento

da unicidade dessa solução.

A seguir, enunciamos e demonstramos um resultado retirado de [13].

Lema 1.34. Lema de Aubin-Lions. Sejam B0, B, B1 espaços de Banach, B0 ⊂ B ⊂ B1, B0

reflexivo, com B0 ։ B compacta e B ֒→ B1 contı́nua. Então, para todo δ > 0, existe Cδ > 0 tal

que

||v||B ≤ δ||v||B0
+Cδ||v||B1

,

para qualquer v ∈ B0.

Demonstração. Suponhamos que existam δ > 0 e uma sequência (vn)∞
n=1
⊂ B0, tal que ||vn||B0

= 1

e

||vn||B ≥ δ||vn||B0
+ n||vn||B1

, n ≥ 1.
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Como B0 é compactamente imerso em B, em particular essa imersão é contı́nua, temos que (vn)∞
n=1

é limitada em B. Logo, pela desigualdade acima temos que vn → 0 em B1. Mais ainda, (vn)∞
n=1

é

limitada em B0 que é reflexivo, ou seja possui uma subsequência convergindo fracamente vnk

w
⇀ v

em B0. Novamente por B0 ser imerso compactamente em B, temos que vnk
converge a v fortemente

em B. Logo, temos que v = 0. Logo, vnk
→ 0 em B0. Isto é um absurdo, visto que ||vn||B0

= 1.

Portanto,

||v||B ≤ δ||v||B0
+Cδ||v||B1

.

�

Outro resultado importante é o Teorema de Arzelà-Ascoli, mas antes daremos a seguinte

definição:

Definição 1.35. Seja F uma famı́lia de funções f : X −→ R. Dado x0 ∈ R, diremos que a famı́lia

F é equicontı́nua no ponto x0, quando dado ε > 0, existir δ > 0 tal que se x ∈ X, |x−x0| < δ, temos

| f (x) − f (x0)| < ε qualquer que seja f ∈ F . A famı́lia é dita equicontı́nua quando é equicontı́nua

em todos os pontos de X.

Teorema 1.36. Seja K um subconjunto compacto de Rn e seja F uma famı́lia de funções que são

contı́nuas em K e assumem valores em Rm. Então são equivalentes:

(i) A famı́lia F é equicontı́nua e limitada em K

(ii) Toda sequência em F possui uma subsequência uniformemente convergente em K.

Demonstração. Ver [3], p.191. �

No decorrer da demonstração da existência de solução suave das equações de Navier-Stokes,

precisaremos recorrer ao teorema apresentado abaixo, retirado de [9].

Consideremos o operador linear parabólico com coeficientes reais

Lu =
∂u

∂t
−

n
∑

i, j=1

ai j(x, t)
∂2u

∂xi∂x j

+

n
∑

i=1

ai(x, t)
∂u

∂xi

+ a(x, t)u,
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onde (x, t) ∈ Ω × (0,T ) = QT . Sejam S T = S × (0,T ), onde S é a fronteira de Ω, e o seguinte

problema de valor inicial e de fronteira:



































Lu(x, t) = f (x, t),

u(x, 0) = ϕ(x) x ∈ Ω,
n
∑

i=1

bi(x, t) ∂u
∂xi

(x, t) + b(x, t)u(x, t) = φ(x, t), x ∈ S T .

(1.9)

Teorema 1.37. Seja β ∈ (0, 1). Suponhamos que os coeficientes do operador L estejam na classe

Cβ,β/2(QT ) e bi, b ∈ C1+β,1+β/2(S T ). Então para quaisquer f ∈ Cβ,β/2(QT ), ϕ ∈ C2+β(Ω) e φ ∈

C1+β,(1+β)/2(S T ), o problema (1.9) possui uma única solução u ∈ C2+β,1+β/2(QT ) e existe uma cons-

tante C, independente de u, f , ϕ e φ, tal que

||u||C2+β,1+β/2(QT ) ≤ C
(

|| f ||Cβ,β/2(QT ) + ||ϕ||C2+β,1+β/2(Ω) + ||φ||C1+β,(1+β)/2(S T )

)

.

Demonstração. Ver [9]. �

Observação: No Capı́tulo 2 usaremos que a constante C no Teorema 1.37 depende dos coeficientes

de L, de bi, b e de T, de uma forma não-decrescente em relação às normas dos coeficientes de L,

de bi e b, nos respectivos espaços de Hölder especificados no enunciado, bem como em relação

a T. Este fato não está explicitamente afirmado em [9], mas pode ser constatado analisando-se a

demonstração desse teorema no mesmo.



CAPÍTULO 2

EXISTÊNCIA E UNICIDADE DE

SOLUÇÃO

Neste capı́tulo estabeleceremos a existência de solução fraca para o sistema de Navier-Stokes

unidimensional para um fluido isentropico compressı́vel, no sistema de coordenadas lagrangianas,

provadas em [7]. Faremos primeiramente um breve comentário sobre a dedução dessas equações.

Posteriormente, desenvolvemos completamente e com bastante detalhes

a existência local no tempo de solução suave para estas equações quando temos dados iniciais

suaves. Em [7] consta apenas um breve resumo sobre esta parte. A existência global no tempo

desta solução será assumida. A partir daı́, a existência de solução fraca global será garantida

através de aproximações de soluções suaves, utilizando estimativas para essas aproximações. Ga-

rantida a existência global de solução fraca, mostraremos que tal solução construı́da, juntamente

com u0 ∈ H1([0, 1]), é única.

No capı́tulo anterior denotamos QT = Ω×(0,T ),mas para simplificar a notação estaremos con-

siderando neste capı́tulo QT = [0, 1]× [0,T ] e denotaremos Hm ≡ Wm,2. Para o bom entendimento

e desenvolvimento das demonstrações de [7], consultamos outras referências, especialmente

[2, 5, 8, 12, 16].

35
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2.1 Sobre a Dedução das Equações

Nesta seção faremos uma breve dedução das equações















ρt + (ρu)x = 0

(ρu)t + (ρu2 + P(ρ))x = (µ(ρ)ux)x,
(2.1)

modelando um fluido isentrópico em uma dimensão espacial, onde ρ, u, P(ρ) e µ(ρ) são, respecti-

vamente a densidade, a velocidade, a pressão e o coeficiente de viscosidade do fluido.

Começamos fazendo um resumo introdutório das deduções das equações de Navier-Stokes na

sua forma mais geral, tendo como referência principal o livro do E. Feireisl [5].

As equações de Navier-Stokes modelam o movimento de um fluido do ponto de vista

macroscópico, como um meio contı́nuo, em termos das variáveis densidade, velocidade e tempera-

tura do fluido. Estas equações traduzem os princı́pios fı́sicos de conservação de massa, momento e

energia. Denota-se por ρ(x, t), u(x, t) e θ(x, t), respectivamente, a densidade de massa, a velocidade

e a temperatura no ponto x por onde passa o fluido no instante t. Matematicamente, assumindo que

u, ρ e θ são funções suficientemente integráveis e diferenciáveis (de forma que todos os cálculos

abaixo sejam válidos), as leis de conservação (ou de balanço) são expressas como

d

dt

∫

Ωt

ρ dx = 0 (conservação de massa)

d

dt

∫

Ωt

(ρu) dx =

∫

Ωt

(ρ f + Fint)dx (conservação de momento)

d

dt

∫

Ωt

E dx =

∫

Ωt

(ρ f · u + Qint)dx (conservação de energia)

onde Ωt é a região ocupada pelas partı́culas do fluido no instante t que estavam no tempo t = 0

em um domı́nio Ω0, o qual pode ser tomado relativamente arbitrário (limitado e com uma fronteira

suave é suficiente para os nossos propósitos aqui), f denota a densidade de forças externas ao

fluido atuando na região Ωt, os termos
∫

Ωt
Fintdx e

∫

Ωt
Qintdx representam, respectivamente, forças

internas (i.e. provenientes do próprio fluido) atuando na região Ωt e perdas de energia em Ωt

devido a fatores internos do fluido, e E representa a energia total, sendo dada pela expressão

E = ρ(|u|2/2 + e), com e sendo a energia interna especı́fica (ρ|u|2/2 é a energia cinética). A

temperatura θ está relacionada com e pela Segunda Lei da Termodinânica, como veremos abaixo.

Aplicando o Teorema do Transporte (v. subseção 2.1.1) chegamos a
∫

Ωt

ρt + div(ρu)dx = 0
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∫

Ωt

(ρu j)t + div(ρu ju)dx =

∫

Ωt

(ρ f j + F
j

int
)dx, j = 1, · · · , n

∫

Ωt

(Et + div(Eu)dx =

∫

Ωt

(ρ f · u + Qint)dx,

onde u j, f j, F
j

int
, j = 1, · · · , n, denotam, respectivamente, as coordenadas do vetores u, f e Fint.

Como o domı́nio Ωt é arbitrário, obtemos as equações que representam os três princı́pios de

conservação na forma diferencial:































ρt + div(ρu) = 0

(ρu j)t + div(ρu ju) = ρ f j + F
j

int
, j = 1, · · · , n

Et + div(Eu) = ρ f · u + Qint.

(2.2)

Agora, a questão delicada e sofisticada é obter expressões tratáveis matematicamente, ou

modelos particulares, para os termos Fint e Qint. Em primeiro lugar, por considerações fı́sicas é

razoável assumir que o termo
∫

Ωt
Fintdx pode ser escrito como

∫

Ωt

Fintdx =

∫

∂Ωt

t(x, t, n)dx

para algum vetor t(x, t, n) ( principio de “stress” de Euler-Cauchy (cf. [5, p.4]) onde n = n(x) é a

normal a ∂Ωt unitária exterior, no ponto x. Mais particularmente, assumimos que

t(x, t, n) = T (x, t)n

onde T (x, t) é uma matriz n × n simétrica (leis de Cauchy [5, p.4]) a qual é denominada tensor de

stress. Assim, usando o Teorema da Divergência, vem que

Fint = div T,

onde o divergente de uma matriz é o vetor cujas coordenadas são os divergentes das linhas da

matriz. Quanto ao termo
∫

Ωt
Qintdx representando as mudanças da energia em Ωt, temos

∫

Ωt

Qintdx =

∫

∂Ωt

(Tu − q) · ndx,

onde q é o fluxo de calor ou fluxo de energia (cf. formula (1.11) em [5, p.5]). Logo, usando

novamente o Teorema da Divergência, obtemos

Qint = div(Tu − q).
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Portanto, nessas condições, as equações (2.2) acima ficam as seguintes:































ρt + div(ρu) = 0

(ρu j)t + div(ρu ju) = (divT ) j + ρ f j, j = 1, · · · , n

Et + div(Eu) + divq = div(Tu) + ρ f · u.

Multiplicando a segunda equação por u j, somando em j = 1, 2, · · · , n, usando a expressão resul-

tante, e também a primeira equação (conservação de massa) na equação da energia, obtemos































ρt + div(ρu) = 0

(ρu j)t + div(ρu ju) = (divT ) j + ρ f j, j = 1, · · · , n

(ρe)t + div(ρeu) + divq = T : ∇u,

também denotada mais resumidamente, como































ρt + div(ρu) = 0

(ρu)t + div(ρu ⊗ u) = divT + ρ f

(ρe)t + div(ρeu) + divq = T : ∇u,

onde u ⊗ u é o produto tensorial ou a matriz dada por (u ⊗ u)i j = uiu j e T : ∇u é o produto escalar
∑n

i, j=1 T jku
j
xk

.

Mais particularmente ainda, assumimos que o tensor stress T é da forma

T = S − pI

(lei de Stokes) onde I é a matriz identidade, p = p(x, t) é uma função escalar chamada de pressão

e S chama-se o tensor de stress viscoso. Neste caso, reescrevemos as equações acima como































ρt + div(ρu) = 0

(ρu)t + div(ρu ⊗ u) + ∇p = div S + ρ f

(ρe)t + div(ρeu) + divq + pdivu = S : ∇u.

Em modelos ditos viscosos lineares ou Newtonianos, temos

S = 2µD(u) + λ(divu)I,

onde D(u) é a parte simétrica da matriz Jacobiana ∇u, i.e. D(u) = (∇u + (∇u)t)/2 ((∇u)t é a

transposta da matriz ∇u) e µ e λ são coeficientes de viscosidade: µ é o “shear viscosity coefficient”
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e ζ := λ + (2/n)µ é o “bulk viscosity coefficient”). Estes coeficientes podem depender de ρ e θ [5,

p.7]. No que se segue nos restringimos a esse tipo de fluido e a uma dimensão espacial (n = 1).

Neste caso, e com as restrições mencionadas até o momento (faremos mais restrições) as equações

de Navier-Stokes são as seguintes:































ρt + (ρu)x = 0

(ρu)t + (ρu2 + p)x = (ζux)x + ρ f

(ρe)t + (ρeu)x + qx + pux = ζu 2
x .

A Segunda Lei da Termodinânica relaciona a entropia especı́fica s do fluido com θ, e, p e ρ pela

equação

θds = de + pdv,

onde v é o volume especifico (v = 1/ρ; dv = − 1
ρ2 dρ). Assumindo que e = e(s, ρ) (equação de

estado) daı́ vem que

∂e

∂s
= θ e

∂e

∂ρ
= ρ−2 p.

Logo et = esst + eρρt = θst + ρ
−2 pρt = θst − ρ

−2 p(ρu)x e ex = essx + eρρx = θsx + ρ
−2 pρt =

θst − ρ
−2 p(ρu)x (cf. [14, p.338]). Substituindo estas relações na equação de energia, usando mais

uma vez a primeira equação (conservação de massa) obtemos as equações de Navier-Stokes em

uma dimensão com a equação de entropia:































ρt + (ρu)x = 0

(ρu)t + (ρu2 + p)x = (ζux)x + ρ f

(ρθ)(st + usx) + qx = ζu 2
x .

O fluido é dito isentrópico quando st + usx = 0 (a entropia é constante ao longo das trajetórias

de partı́culas do fluido) [11, p.27]. Então, neste caso, a terceira equação reduz-se a qx = ζu 2
x . Além

disso, sabe-se da termodinânica que, para gases, a viscosidade é proporcional à raiz quadrada da

temperatura θ [5, p.8] e, para os gases isentrópicos ditos perfeitos, a temperatura é uma função

dependente só da densidade e a pressão é uma função dependente também só da densidade e sendo

dada por p = aργ, para certas constantes a e γ [5, p.14]. Assim, as equações (2.1) descrevem, em

particular, um gás nessas circunstâncias.
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2.1.1 O Teorema do Transporte

Nesta seção consideramos um fluido qualquer com trajetória de partı́culas bem definida e

manteremos algumas notações da seção anterior. As funções aqui envolvidas serão suficientemente

diferenciáveis para que os cálculos abaixo façam sentido.

Sejam uma função f (x, t), x ∈ Ωt, e x(t) a trajetória da partı́cula de uma partı́cula x do fluido.

Calculando a derivada desta função em relação a t, temos:

d

dt
f (x(t), t) = ∇ f (x(t), t).

dx

dt
(x(t), t) +

∂ f

∂t
(x(t), t)

=

(

u · ∇ f +
∂ f

∂t

)

(x(t), t).

No caso unidimensional, ∇ f se resume a
∂ f

∂x
e a velocidade é um escalar, logo, a fórmula

anterior toma a forma:
d

dt
f (x(t), t) = (u fx + ft) (x(t), t).

Definição 2.1. Definimos a derivada material da função f por

D f

Dt
= u · ∇ f +

∂ f

∂t
.

Pela definição dada acima temos que a derivada material de f é a derivada de f em relação ao

tempo ao longo da trajetória de uma partı́cula. No caso unidimensional, temos

D f

Dt
= u fx + ft.

Feitas estas considerações, enunciamos com rigor, o Teorema do Transporte:

Teorema 2.2. Teorema do Transporte. Sejam u = u(., t), t ≥ 0, um campo de vetores, definido

num aberto A do Rn, de classe C1(A × [0,∞)), e X(x, ·) a solução do problema de valor inicial



















dX

dt
= u(X(t), t), t > 0

X(0) = x

para x qualquer em A. Então para toda f ∈ C1(A × [0,∞)) e qualquer Ω ⊂⊂ A, vale a fórmula

d

dt

∫

Ωt

f (x, t)dx =

∫

Ωt

[

D f

Dt
(x, t) + (div u) f

]

dx,

onde Ωt = X(Ω, t).
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O Teorema do transporte é demonstrado fazendo-se a mudança de variável y = x(t) e usando-se

a equação Jt = (divu)J, onde J é o determinante da matriz jacobiana dessa mudança de variável.

A demonstração desse resultado pode ser encontrada em [10]. No caso de uma dimensão a

demonstração pode ser feita rapidamente usando-se a fórmula

d

dt

∫ b(t)

a(t)

f (x, t)dx = f (b(t), t)b′(t) − f (a(t), t)a′(t) +

∫ b(t)

a(t)

ft(x, t)dx

De fato, em uma dimensão temos que Ωt é um intervalo da forma (a(t), b(t)) em que a(t) = X(a, t)

e b(t) = X(b, t), onde a = a(0) < b = b(0), e aplicando essa fórmula, temos:

d

dt

∫ b(t)

a(t)

f (x, t)dx = f (b(t), t)u(b(t), t) − f (a(t), t)u(a(t), t) +

∫ b(t)

a(t)

ft(x, t)dx

=

∫ b(t)

a(t)

( f u)xdx +

∫ b(t)

a(t)

ft(x, t)dx

=

∫ b(t)

a(t)

(( f u)x + ft)dx =

∫ b(t)

a(t)

( ft + u fx + ux f )dx

=

∫ b(t)

a(t)

(
D f

Dt
+ ux f )dx.

2.2 Apresentação do problema

Nesta seção faremos algumas considerações sobre o problema de Navier-Stokes em uma

dimensão de um fluido isentrópico, com a viscosidade e a pressão dependentes da densidade e

possuindo interface com o vácuo. Inicialmente, daremos uma motivação sobre a condição de fron-

teira do problema, bem como a mudança para coordenadas lagrangianas.

Na seção anterior fizemos um comentário sobre a dedução destas equações que são

ρτ + (ρu)ξ = 0 (2.3)

proveniente do princı́pio de conservação de massa, e

(ρu)τ + (ρu2 + P(ρ))ξ = (µ(ρ)uξ)ξ, (2.4)

resultante do princı́pio de conservação do momento (segunda lei de Newton), onde ρ, u, P(ρ) e µ(ρ)

são, respectivamente a densidade, a velocidade, a pressão o coeficiente de viscosidade. a(τ), b(τ)

são as condições de fronteira, ou seja, a interface do gás com o vácuo. Aqui, usamos as variáveis
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a(τ) b(τ)

a(0) b(0) ξ

τ

Figura 2.1: Fluido em uma dimensão com fronteira livre

τ e ξ para representar, respectivamente, o tempo e o espaço (unidimensional), pois trabalharemos

em coordenadas lagrangianas, nas quais usaremos a notação convencional t, x.

Estamos interessados no fluido tendo uma interface com o vácuo. Mais precisamente,

consideramos as equações (2.3) e (2.4) no domı́nio τ > 0, a(τ) < ξ < b(τ), onde as curvas

ξ = a(τ), ξ = b(τ) representam a interface com o vácuo, no plano ξτ.

Notemos que iremos trabalhar com fronteira livre, ou seja, o gás não estará contido em um

ambiente fechado, podendo expandir-se livremente.

Para motivar a condição de fronteira definida abaixo, suponhamos que seja dada uma solução

(ρ, u) de (2.3) e (2.4) e que a a função definida por















(ρ, u), se a(τ) ≤ ξ ≤ b(τ)

(0, 0), se ξ > b(τ) ou ξ < a(τ)

(extensão por zero de (ρ, u) definida no domı́nio τ > 0, a(τ) < ξ < b(τ)) seja uma solução fraca para

as equações (2.3) e (2.4) em todo semi-plano τ > 0, ξ ∈ R. Seja V uma vizinhança aberta no semi-

plano τ > 0 de um ponto (a(τ), τ), τ > 0. Consideremos os domı́nios

V+ = {(ξ, τ) ∈ V; ξ > a(τ)} e V− = {(ξ, τ) ∈ V; ξ < a(τ)}. Como (ρ, u), agora estendida por

zero, é uma solução fraca da equação (2.3) em todo semiplano τ > 0, para toda ϕ ∈ C1
0
(V) temos

∫

V+

(

ϕτρ + ϕξρu
)

d(ξ, τ) +

∫

V−

(

ϕτρ + ϕξρu
)

d(ξ, τ) = 0.

Como ρ = 0 em V−, ficamos com
∫

V+

(

ϕτρ + ϕξρu
)

d(ξ, τ) = 0.
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Suponhamos que (ρ, u) ∈ C1(V+). Então, integrando por partes, obtemos

0 =

∫

V+

(

ϕτρ + ϕξρu
)

d(ξ, τ) =

∫

∂V+
ϕ(ρu, ρ).ndS −

∫

V+
ϕ(ρτ + (ρu)ξ)d(ξ, τ)

=

∫ ∞

0

ϕ(ρu, ρ).
(−1, a′(τ))

√

1 + (a′(τ))2
dτ,

onde n = (−1, a′(τ))/
√

1 + (a′(τ))2 é a normal unitária ao longo de ∂V+ ∩ {ξ = a(τ)} apontando

para fora de V+. Logo, −ρ(a(τ), τ)u(a(τ), τ) + ρ(a(τ), τ)a′(τ) = 0, ou seja,

d

dτ
a(τ) = u(a(τ), τ),

assumindo que ρ(a(τ), τ) ≡ limξ→a(τ)+ ρ(ξ, τ) seja não-nula. Aqui também estamos fazendo a

indentificação u(a(τ), τ) ≡ limξ→a(τ)+ u(ξ, τ). Da mesma maneira, temos que

d

dτ
b(τ) = u(b(τ), τ).

Procedendo de forma análoga com a segunda equação, obtemos

0 =

∫

V+

(

ϕτρu + ϕξ(ρu2 + P(ρ))
)

d(ξ, τ) −

∫

V+
ϕξ

(

µ(ρ)uξ
)

d(ξ, τ)

=

∫

V+
∇(ξ,τ)ϕ.(ρu2 + P(ρ) − µ(ρ)uξ, ρu)d(ξ, τ)

=

∫ ∞

0

ϕ(a(τ), τ)(ρu2 + P(ρ) − µ(ρ)uξ, ρu).
(−1, a′(τ))

√

1 + (a′(τ))2
d(ξ, τ).

Logo,

(−P(ρ) + µ(ρ)uξ)(a(τ), τ) = 0.

De maneira análoga, obtemos que

(−P(ρ) + µ(ρ)uξ)(b(τ), τ) = 0.

Em resumo, devemos ter a seguinte condição de fronteira



































d

dτ
a(τ) = u(a(τ), τ),

d

dτ
b(τ) = u(b(τ), τ)

(−P(ρ) + µ(ρ)uξ)(a(τ), τ) = 0 = (−P(ρ) + µ(ρ)uξ)(b(τ), τ).

(2.5)
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Para simplificar nosso problema, assumiremos que tanto a pressão quanto a viscosidade são

diretamente proporcionais a uma potência da densidade. Mais precisamente, assumiremos que















P(ρ) = Aργ

µ(ρ) = Bρα,

onde γ > 1, 0 < α < 1, A > 0 e B > 0 são constantes.

Como o problema possui fronteira livre é conveniente aplicarmos uma mudança de coordena-

das para que possamos trabalhar com um problema que possua o domı́nio fixo. Para isso faremos

uso de coordenadas lagrangianas, descrita como se segue.

Sejam






































x =

∫ ξ

a(τ)

ρ(y, τ)dy

t = τ.

Nesse novo sistema de coordenadas x representa a massa de fluido compreendido entre a(τ) e ξ.

A fronteira do problema considerado inicialmente, ou seja, as curvas ξ = a(τ) e ξ = b(τ),

tornam-se

x =

∫ a(τ)

a(τ)

ρ(y, τ)dy = 0 e x =

∫ b(τ)

a(τ)

ρ(y, τ)dy =

∫ b(0)

a(0)

ρ(y, 0)dy ≡ M.

Esta última integral calculada tomando τ = 0, indica a massa inicial total do fluido, que pelo

princı́pio de conservação de massa é invariante no decorrer do tempo. Vamos considerar M = 1,

sem perda de generalidade.

Façamos agora a mudança de coordenadas nas equações e vejamos como fica o nosso

problema inicial nestas novas coordenadas. Para isso, assumiremos que (ρ, u) seja suficientemente

diferenciável de forma que possamos usar a regra da cadeia. Então

ρτ = ρx

∂x

∂τ
+ ρt

∂t

∂τ

= −ρxρu + ρt

e

(ρu)ξ = ρξu + ρuξ =

(

ρx

∂x

∂ξ
+ ρt

∂t

∂ξ

)

u + ρ

(

ux

∂x

∂ξ
+ ut

∂t

∂ξ

)

= ρxρu + ρ2ux.
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Assim, somando estas duas derivadas, a equação (2.3) se transforma em

ρt + ρ
2ux = 0. (2.6)

Passemos à segunda equação.

(ρu)τ = ρτu + ρuτ

=

(

ρx

∂x

∂τ
+ ρt

∂t

∂τ

)

u + ρ

(

ux

∂x

∂τ
+ ut

∂t

∂τ

)

= −ρxρu2 + ρtu − ρ
2uxu + utρ,

(ρu2)ξ = ρξu
2 + 2uρuξ

=

(

ρx

∂x

∂ξ
+ ρt

∂t

∂ξ

)

u2 + 2uρ

(

ux

∂x

∂ξ
+ ut

∂t

∂ξ

)

= ρρxu
2 + 2uuxρ

2,

(P(ρ))ξ = (P(ρ))x

∂x

∂ξ
= (P(ρ))xρ,

uξ = ux

∂x

∂ξ
+ ut

∂t

∂ξ
= uxρ.

Assim, substituindo em (2.4), temos

(ρt + ρ
2ux)u + ρut + (P(ρ))xρ = ρ(µ(ρ)uxρ)x,

que pela equação (2.6) reduz-se a

ut + (P(ρ))x = (µ(ρ)uxρ)x.

Substituindo a pressão P(ρ) = Aργ e viscosidade µ(ρ) = Bρα, a equação (2.4) se transforma em

ut + A(ργ)x = B(ρ1+αux)x. (2.7)

Passemos à condição de fronteira (−P(ρ)+µ(ρ)uξ)(a(τ), τ) = 0 que no novo sistema de coorde-

nadas torna-se (−Aργ+Bρ1+αux)(0, t) = 0.Da mesma forma temos que (−P(ρ)+µ(ρ)uξ)(b(τ), τ) = 0

torna-se (−Aργ + Bρ1+αux)(1, t) = 0, ou seja,

A(ργ) = B(ρ1+αux), para x = 0 ou x = 1, e t ≥ 0. (2.8)
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Além disso, adicionamos uma condição inicial ao nosso problema

(ρ(x, 0), u(x, 0)) = (ρ0(x), u0(x)) 0 ≤ x ≤ 1, (2.9)

onde ρ0 e u0 estão, respectivamente, nos espaços W1,2n ≡ W1,2n((0, 1)) e L2n ≡ L2n((0, 1)), sendo n

um número natural, o qual será fixado, em toda dissertação, satisfazendo a condição
n(2n−1)

2n2+2n−1
> α.

Daqui em diante, trataremos só do problema (2.6)-(2.9), o que é equivalente a resolver as

equações (2.3)-(2.4), com as condições de fronteira e inicial especificadas, no caso de termos uma

solução diferenciável. Deixamos em aberto a discussão do caso de termos uma solução sem essa

regularidade. Encerramos esta seção com a definição rigorosa de solução fraca do problema (2.6)-

(2.9), sob as condições especificadas acima para ρ0, u0, n e demais parâmetros das equações.

Definição 2.3. Sejam α > 0 e n ∈ N. Diremos que (ρ, u) é uma solução fraca de (2.6)-(2.9) se,

para qualquer T > 0, tivermos

ρ ∈ L∞([0,T ],W1,2n), ρt ∈ L2([0,T ], L2), u ∈ L∞([0,T ], L2n) ∩ L2([0,T ],H1),

satisfazendo

ρt + ρ
2ux = 0 , ρ(x, 0) = ρ0(x) ,

para quase todo x ∈ (0, 1) e quase todo t > 0 e

∫ T

0

∫ 1

0

(uφt + (Aργ − Bρα+1ux)φx)dxdt +

∫ 1

0

u0(x)φ(x, 0)dx = 0,

para toda função φ ∈ C∞
0

(Q), onde Q = [0, 1] × [0,T ).

2.3 Solução Suave

Nesta seção estabeleceremos a existência de solução local no tempo (ρ, u) do problema (2.6)-

(2.9) satisfazendo

ρ, ρt, ρx, ρtx, u, ux, uxx, ut ∈ Cβ,β/2(QT ),

considerando os dados iniciais ρ0 ∈ C1+β([0, 1]) e u0 ∈ C2+β([0, 1]), para um β ∈ (0, 1) arbitrário.

A existência global de tal solução não será tratada, mas a prova de um caso particular pode ser

encontrada em [8].



CAP. 2 • EXISTÊNCIA E UNICIDADE DE SOLUÇÃO 47

Teorema 2.4. Seja β ∈ (0, 1). Se u0 ∈ C2+β([0, 1]) e ρ0 ∈ C1+β([0, 1]), temos que o problema (2.6)-

(2.9) possui uma única solução clássica (ρ, u) satisfazendo ρ, ρx, ρt, ρtx, u, ut, ux, uxx ∈ Cβ,β/2(QT ),

para algum T > 0.

Demonstração. A existência de solução local no tempo é obtida através de uma aplicação que

provaremos ser uma contração. Para isso, dados T, c > 0, definimos o espaço

XT,c = {ϕ ∈ Cβ,β/2(QT );ϕx ∈ Cβ,β/2(QT ) e ϕ ≥ c > 0},

que é um espaço de Banach munido da norma

||ϕ||XT,c
= ||ϕ||Cβ,β/2 + ||ϕx||Cβ,β/2 ,

e consideramos o problema de fronteira e valor inicial































ut + A(ϕγ)x = B(ϕ1+αux)x 0 < x < 1 0 < t < T

ux(i, t) =
A
B
ϕγ−1−α(i, t) 0 ≤ t ≤ T i = 0, 1

u(x, 0) = u0,ϕ(x) 0 ≤ x ≤ 1

, (2.10)

onde ϕ é uma função em XT,c e u0,ϕ é definido por

u0,ϕ(x) = u0(x) + x

(

1 −
x

2

) [

A

B
ϕγ−1−α(0, 0) − u′0(0)

]

+
x2

2

[

A

B
ϕγ−1−α(1, 0) − u′0(1)

]

.

Notemos que u0,ϕ definido desta maneira satisfaz a condição de compatibilidade u′
0,ϕ

(i) =
A

B
ϕγ−1−α(i, 0),

para i = 0, 1. Além disso, se u0 ∈ C2+β([0, 1]), temos que u0,ϕ também pertence a esta classe. Pelo

Teorema 1.37, temos que existe uma única solução u ∈ C2+β,1+β(QT ) de (2.10) satisfazendo a esti-

mativa

||u||C2+β,1+β/2(QT ) ≤ C
(

||ϕx||Cβ,β/2(QT ) + ||ϕ||Cβ,β/2(S T ) + ||u0,ϕ||C2+β([0,1])

)

.

Encontrada u ∈ C2+β,1+β/2(QT ) definimos um operador A que associa cada ϕ ∈ XT,c tomada

inicialmente à função ρ = A(ϕ) solução do problema















ρt + ρ
2ux = 0 0 < x < 1 0 < t < T

ρ(x, 0) = ρ0(x) 0 ≤ x ≤ 1
, (2.11)

onde u é a solução de (2.10), como ilustra o diagrama abaixo

ϕ Â

//

A

%%

u Â

// ρ
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Consideremos o subconjunto F de XT,c definido por

F = {ϕ ∈ XT,c; ||ϕ − ρ0||XT,c
≤ R},

onde R é qualquer número positivo fixado. Notemos que F é um subconjunto fechado de um

espaço de Banach, logo F também é um espaço de Banach. Nosso intuito agora é mostrar que

esta aplicação A : F → F é uma contração para algum T > 0, garantindo-nos a existência de

um ponto fixo que será nossa solução local de (2.6)-(2.9) com os dados iniciais suaves, isto é,

ρ0 ∈ C1+β([0, 1]), u0 ∈ C2+β([0, 1]) e inf ρ0 > 0.

Antes de mais nada, mostremos que ρ ∈ F, para cada ϕ ∈ F. De fato, temos que a solução ρ de

(2.11) é dada por

ρ−1(x, t) = ρ−1
0 (x) −

∫ t

0

ux(x, s)ds. (2.12)

Assim, podemos tomar T de forma que

|ρ−1| ≥ |ρ−1
0 | − T ||u||C2+β,1+β/2 ≥ inf(ρ−1

0 ) − TC∗ ≥
inf(ρ−1

0
)

2
, (2.13)

onde

||u||C2+β,1+β/2 ≤ C
(

||ϕ||θXT,c
+ ||u0||C2+β

)

≤ C
(

(R + ||ρ0||XT,c
)θ + ||u0,ϕ||C2+β

)

=: C∗,

uma vez que ϕ ∈ F implica em

||ϕ||XT,c
≤ ||ϕ − ρ0||XT,c

+ ||ρ0||C2+β ≤ R + ||ρ0||C1+β .

Note que ||u0,ϕ||C2+β pode ser estimada em função das normas de ϕ e u0 nos seus respectivos

espaços. Logo, a constante C∗ depende somente de R,T, c, u0, ρ0 e é limitada para T limitado;

cf. a Observação feita logo após o Teorema 1.37. De (2.13) temos que

||ρ||∞;QT
≤ 2 sup ρ0.

Analogamente, podemos limitar |ρ| inferiormente da seguinte forma:

∣

∣

∣

∣

∣

1

ρ

∣

∣

∣

∣

∣

≤
1

|ρ0|
+ T ||u||C2+β,1+β/2 ≤ (inf ρ0)−1 + TC∗ ≤ C′∗,
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onde C′∗ é algum número positivo análogo a C∗. Logo, |ρ| ≥ (C′∗)
−1 > 0. Como ρ é contı́nua, não

nula e inf ρ0 > 0, podemos concluir que ρ(x, t) ≥ C′, para alguma constante C′ > 0.

Mostremos agora que ρ, ρx ∈ XT,c. Para simplificar as estimativas consideremos v = 1/ρ e v0 =

1/ρ0. Desta forma, temos que v(x, t) = v0(x) −
∫ t

0
ux(x, s)ds. Como ρ0 ∈ Cβ([0, 1]) e inf[0,1] ρ0 > 0,

temos que v0 ∈ Cβ([0, 1]). Além disso, ux ∈ Cβ,β/2(QT ) e ρ é limitada inferiormente por uma

constante positiva. Logo, podemos garantir que ρ ∈ Cβ,β/2(QT ).

No caso de ρx, observemos que

vx(x, t) = v′0(x) −

∫ t

0

uxx(x, s)ds.

Assim, como ρ′
0
(x) ∈ Cβ([0, 1]) e ρ2

0
v′

0
= −ρ′

0
, temos que v′

0
∈ Cβ([0, 1]). Além disso,

uxx ∈ Cβ,β/2(QT ). Daı́ concluı́mos que vx ∈ Cβ,β/2(QT ). Notemos agora que, como ρx = −ρ
2vx,

ρ ∈ Cβ,β/2(QT ) e 0 < C−1 ≤ ρ(x, t) ≤ C, podemos garantir que ρx ∈ Cβ,β/2(QT ).

Portanto temos que ρ = A(ϕ) ∈ XT,c.

Mostremos agora a invariância de F pela aplicação A, para T suficientemente pequeno. Para

isso devemos mostrar que ||ρ − ρ0||XT,c
≤ R para um determinado T > 0. Notemos que

|ρ − ρ0| = |ρρ0(ρ−1 − ρ−1
0 )| ≤ ||ρ||∞||ρ0||∞TC∗ ≤ 2||ρ0||

2
∞TC∗,

ou seja,

||ρ − ρ0||∞ ≤ KT,

para uma constante K análoga a C∗. Como ρ, ρx ∈ Cβ,β/2(QT ), ρ0 ∈ C1+β([0, 1]) e

u, ux, uxx ∈ Cβ,β/2(QT ), podemos fazer também as seguintes estimativas:

|(ρ − ρ0)(x1, t) − (ρ − ρ0)(x2, t)| =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

ρρ0(x1, t)

∫ t

0

ux(x1, s)ds − ρρ0(x2, t)

∫ t

0

ux(x2, s)ds

∣

∣

∣

∣

∣

∣

≤

∣

∣

∣

∣

∣

∣

ρρ0(x1, t)

∫ t

0

(ux(x1, s) − ux(x2, s))ds

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∣

∣

(ρρ0(x1, t) − ρρ0(x2, t))

∫ t

0

ux(x2, s)ds

∣

∣

∣

∣

∣

∣

≤ KT |x1 − x2|
β
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e

|(ρ − ρ0)(x, t1) − (ρ − ρ0)(x, t2)| =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

ρρ0(x, t1)

∫ t1

0

ux(x, s)ds − ρρ0(x, t2)

∫ t2

0

ux(x, s)ds

∣

∣

∣

∣

∣

∣

≤

∣

∣

∣

∣

∣

∣

ρρ0(x, t1)

∫ t2

t1

(ux(x, s) − ux(x, s))ds

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∣

∣

(ρρ0(x, t1) − ρρ0(x, t2))

∫ t2

0

ux(x, s)ds

∣

∣

∣

∣

∣

∣

≤ KT |t1 − t2|
β/2.

Portanto temos que

sup
x1,x2

|(ρ − ρ0)(x1, t) − (ρ − ρ0)(x2, t)|

|x1 − x2|
β

≤ KT

e

sup
t1,t2

|(ρ − ρ0)(x, t1) − (ρ − ρ0)(x, t2)|

|t1 − t2|
β/2

≤ KT.

A seguir estimamos ρx. Notemos que, como (ρ − ρ0)(x, t) = (ρρ0)(x, t)
∫ t

0
ux(x, s)ds, temos que

(ρ − ρ0)x = ρxρ0

∫ t

0

uxds + ρρ0x

∫ t

0

uxds + ρρ0

∫ t

0

uxxds.

Podemos fazer as estimativas separadamente e teremos da mesma maneira feita anteriormente que

sup
x1,x2

|(ρ − ρ0)x(x1, t) − (ρ − ρ0)x(x2, t)|

|x1 − x2|
β

≤ KT

e

sup
t1,t2

|(ρ − ρ0)x(x, t1) − (ρ − ρ0)x(x, t2)|

|t1 − t2|
β/2

≤ KT.

Das estimativas acima vemos que podemos tomar T > 0 de tal maneira que

||ρ − ρ0||XT,c
≤ KT ≤ R,

já que a constante K é limitada para T limitado, e consequentemente,A(F) ⊂ F.

Resta mostrar agora que a aplicação A é uma contração. Consideremos ϕ1, ϕ2 ∈ F e sejam

ρ1 = A(ϕ1) e ρ2 = A(ϕ2). Faremos a estimativa de ||ρ1−ρ2||XT,c
, estimando separadamente a norma

do supremo e a seminorma de Hölder. No que se segue,como já fizemos acima, K representará

qualquer constante dependente das mesmas quantidades das quais depende C∗, isto é, dos dados

ρ0 e u0, de R,T e c, e limitada para T limitado.
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Podemos estimar a norma do supremo da seguinte maneira:

|ρ1 − ρ2| = |ρ1|.|ρ2|.|ρ
−1
1 − ρ

−1
2 |

≤ ||ρ1||∞||ρ2||∞

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∫ t

0

(u1x − u2x)ds

∣

∣

∣

∣

∣

∣

≤ ||ρ1||∞||ρ2||∞T ||u1 − u2||C2+β,1+β/2

≤ KT ||u1 − u2||C2+β,1+β/2

e

|(ρ1 − ρ2)x| = | − ρ
2
1(ρ−1

1 )x + ρ
2
2(ρ−1

2 )x|

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

ρ2
1

∫ t

0

u1xx(x, s)ds − ρ2
2

∫ t

0

u2xx(x, s)ds

∣

∣

∣

∣

∣

∣

≤ |ρ2
1 − ρ

2
2|

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∫ t

0

u1xx(x, s)ds

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+ |ρ2
2|

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∫ t

0

(u1xx − u2xx)ds

∣

∣

∣

∣

∣

∣

≤ KT ||u1 − u2||C2+β,1+β/2 .

Passando à norma de Hölder e omitindo a variável t, temos:

|(ρ1 − ρ2)(x1) − (ρ1 − ρ2)(x2)| ≤ |ρ1ρ2(ρ−1
1 − ρ

−1
2 )(x1) − ρ1ρ2(ρ−1

1 − ρ
−1
2 )(x2)|

≤

∣

∣

∣

∣

∣

∣

((ρ1ρ2)(x1) − (ρ1ρ2)(x2))

∫ t

0

(u1x − u2x)(x1, s)ds

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∣

∣

(ρ1ρ2)(x2)

∫ t

0

((u1x − u2x)(x1, s) − (u1x − u2x)(x2, s))ds

∣

∣

∣

∣

∣

∣

≤ K|x1 − x2|
βT ||u1 − u2||C2+β,1+β/2 .

De maneira análoga, omitindo a variável x, temos:

|(ρ1 − ρ2)(t1) − (ρ1 − ρ2)(t2)| ≤ |ρ1ρ2(ρ−1
1 − ρ

−1
2 )(t1) − ρ1ρ2(ρ−1

1 − ρ
−1
2 )(t2)|

≤

∣

∣

∣

∣

∣

∣

((ρ1ρ2)(t1) − (ρ1ρ2)(t2))

∫ t1

0

(u1x − u2x)(s)ds

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∣

∣

(ρ1ρ2)(t2)

∫ t2

t1

(u1x − u2x)(s)ds

∣

∣

∣

∣

∣

∣

≤ K|t1 − t2|
β/2T ||u1 − u2||C2+β,1+β/2 .

Assim, temos que

sup
x1,x2

|(ρ1 − ρ2)(x1, t) − (ρ1 − ρ2)(x2, t)|

|x1 − x2|
β

≤ KT ||u1 − u2||C2+β,1+β/2
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e

sup
t1,t2

|(ρ1 − ρ2)(x, t1) − (ρ1 − ρ2)(x, t2)|

|t1 − t2|
β/2

≤ KT ||u1 − u2||C2+β,1+β/2 .

Para estimar a norma de Hölder da derivada de (ρ1 − ρ2), notemos que

(ρ1 − ρ2)x(x, t) =

(

ρ′
0
(x)

ρ2
0

− ρ2
1(x, t)

∫ t

0

u1xx(x, s)ds −
ρ′

0
(x)

ρ2
0

− ρ2
2(x, t)

∫ t

0

u2xx(x, s)ds

)

.

Desta forma chamando v0 =
1

ρ0

podemos escrever

|(ρ1 − ρ2)x(x1, t) − (ρ1 − ρ2)x(x2, t)|

≤
∣

∣

∣v′0(x1)ρ2
1(x1, t) − v′0(x1)ρ2

2(x1, t) − v′0(x2)ρ2
1(x2, t) + v′0(x2)ρ2

2(x2, t)
∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∣

∣

ρ2
1(x1, t)

∫ t

0

u1xx(x1, s)ds − ρ2
1(x2, t)

∫ t

0

u1xx(x2, s)ds

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∣

∣

ρ2
2(x1, t)

∫ t

0

u2xx(x1, s)ds − ρ2
2(x2, t)

∫ t

0

u2xx(x2, s)ds

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

A tarefa agora é estimar cada parcela na soma acima separadamente. Temos que

∣

∣

∣

∣

∣

∣

ρ2
1(x1, t)

∫ t

0

u1xx(x1, s)ds − ρ2
1(x2, t)

∫ t

0

u1xx(x2, s)ds

∣

∣

∣

∣

∣

∣

≤

∣

∣

∣

∣

∣

∣

(ρ2
1(x1, t) − ρ

2
2(x2, t))

∫ t

0

u1xx(x1, s)ds

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∣

∣

(ρ2
1(x2))

∫ t

0

(u1xx(x1, s) − u2xx(x2, s))ds

∣

∣

∣

∣

∣

∣

≤ K1||ρ1 − ρ2||∞|x1 − x2|
βT + K2T ||u1 − u2||C2+β,1+β/2 |x1 − x2|

β.

Como já temos que

||ρ1 − ρ2||∞ ≤ ||ρ1||∞||ρ2||∞T ||u1 − u2||C2+β,1+β/2 ,

segue que

∣

∣

∣

∣

∣

∣

ρ2
1(x1, t)

∫ t

0

u1xx(x1, s)ds − ρ2
1(x2, t)

∫ t

0

u1xx(x2, s)ds

∣

∣

∣

∣

∣

∣

≤ KT ||u1 − u2||C2+β,1+β/2 |x1 − x2|
β. (2.14)

Da mesma forma temos que

∣

∣

∣

∣

∣

∣

ρ2
2(x2, t)

∫ t

0

u2xx(x2, s)ds − ρ2
2(x1, t)

∫ t

0

u2xx(x1, s)ds

∣

∣

∣

∣

∣

∣

≤ KT ||u1 − u2||C2+β,1+β/2 |x1 − x2|
β. (2.15)
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Passemos à estimativa da expressão envolvendo v′
0
. Notemos que, como ρ0 ∈ C1+β([0, 1]) e

inf ρ0 > 0, temos que v0 ∈ C1+β([0, 1]). Desta forma, lembrando da estimativa da norma de Hölder

de ρ1 − ρ2, vem

∣

∣

∣v′0(x1)(ρ2
1 − ρ

2
2)(x1) − v′0(x2)(ρ2

1 − ρ
2
2)(x2)

∣

∣

∣

≤
∣

∣

∣v′0(x1){(ρ2
1 − ρ

2
2)(x1) − (ρ2

1 − ρ
2
2)(x2)}

∣

∣

∣

+
∣

∣

∣(v′0(x1) − v′0(x2))(ρ1 − ρ2)(x2)
∣

∣

∣

≤ K1||v0||C1+βT ||u1 − u2||C2+β,1+β/2 |x1 − x2|
β + K2|x1 − x2|

βT ||u1 − u2||C2+β,1+β/2

≤ KT ||u1 − u2||C2+β,1+β/2 |x1 − x2|
β. (2.16)

Juntando (2.14), (2.15) e (2.16) temos que

sup
x1,x2

|(ρ1 − ρ2)x(x1, t) − (ρ1 − ρ2)x(x2, t)|

|x1 − x2|
β

≤ KT ||u1 − u2||C2+β,1+β .

De maneira análoga encontramos também

sup
t1,t2

|(ρ1 − ρ2)x(x, t1) − (ρ1 − ρ2)x(x, t2)|

|t1 − t2|
β/2

≤ KT ||u1 − u2||C2+β,1+β .

Sendo assim, chegamos a conclusão que existe uma constante K > 0 limitada para T limitado

tal que

||ρ1 − ρ2||XT,c
≤ KT ||u1 − u2||C2+β,1+β/2 . (2.17)

Agora observemos que u1 − u2 é solução do seguinte sistema em u































ut − B(ϕ1+α
1

ux)x = B((ϕ1+α
1
− ϕ1+α

2
)u2x)x − A(ϕ

γ

1
− ϕ

γ

2
)x

u(x, 0) = A
B

x
(

1 − x
2

) [

(ϕ
γ−α−1

1
− ϕ

γ−α−1

2
)(0, 0)

]

+ x2

2
A
B

[

(ϕ
γ−α−1

1
− ϕ

γ−α−1

2
)(1, 0)

]

ux(i, t) =
A
B

[

(ϕ
γ−α−1

1
− ϕ

γ−α−1

2
)(i, t)

]

, i = 0, 1, t ∈ [0,T ]

Logo, pelo Teorema 1.37, temos que (u1 − u2) satisfaz a seguinte estimativa

||u1 − u2||C2+β,1+β/2(QT ) ≤ C
(

|| f ||Cβ,β/2(QT ) + ||(u1 − u2)(x, 0)||C2+β([0,1])

)

+ C

(

||
A

B

[

(ϕ
γ−α−1

1
− ϕ

γ−α−1

2
)
]

||C1+β,1+β/2(S T )

)

,

onde

f = B((ϕ1+α
1 − ϕ1+α

2 )u2x)x − A(ϕ
γ

1
− ϕ

γ

2
)x.
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Cada uma dessas parcelas pode ser estimada em termos da norma de (ϕ1−ϕ2), permitindo escrever

a estimativa anterior como sendo

||u1 − u2||C2+β,1+β/2(QT ) ≤ C||ϕ1 − ϕ2||XT,c
.

Por fim, daı́ e de (2.17), podemos escrever que existe uma constante C > 0 tal que

||A(ϕ1) −A(ϕ2)||XT,c
= ||ρ1 − ρ2||XT,c

≤ CT ||ϕ1 − ϕ2||XT,c
.

Portanto, podemos tomar T > 0 de tal maneira que CT < 1 e consequentemente garantir que A

é uma contração. Sendo assim, temos que existe ϕ ∈ XT,c tal que A(ϕ) = ϕ. Isto nos garante que

(2.6)-(2.9) possui uma solução local no tempo.

Como dito anteriormente a extensão desta solução para todo T > 0 não será tratada neste traba-

lho, mas assumiremos que existe (ρ, u) solução global do nosso sistema, com ρ, ρx, u, ux, uxx, ut ∈

Cβ,β/2(QT ), T > 0. Segundo os autores de [7], tal extensão pode ser obtida fazendo-se estimativas

de energia e utilizando-se a teoria de Schauder para equações parabólicas.

Além de ρ, ρx ∈ Cβ,β/2(QT ), podemos garantir que ρt e ρtx também estão nesta classe, já que

ρt = −ρ
2ux, ρtx = −2ρρxux − ρ

2uxx, e temos ux, uxx ∈ Cβ,β/2(QT ).

Portanto, temos que a solução (ρ, u) do nosso sistema é tal que

ρ, ρx, ρt, ρtx, u, ux, uxx ∈ Cβ,β/2(QT ),

para qualquer T > 0. �

2.4 Estimativas sobre a Solução Suave

Nesta seção estabeleceremos algumas estimativas sobre a solução suave do problema (2.6)-(2.9),

obtida na seção anterior, ou seja, (ρ, u) satisfazendo

ρ, ρx, ρt, ρtx, u, ux, ut, uxx ∈ Cβ,β/2(QT )

e

ρ(x, t) > 0 em QT ,

onde β ∈ (0, 1) é arbitrário e QT = [0, 1] × [0,T ].
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No decorrer do processo de obtenção de tais estimativas estaremos mudando a ordem de

integração várias vezes sem nos preocupar em justificar os passos, visto que com as condições adi-

cionais acima, as funções consideradas em nossas estimativas serão sempre integráveis em nosso

domı́nio de integração, podendo portanto aplicar o Teorema de Fubini sem nos preocuparmos.

Feitas estas considerações iniciais podemos passar à dedução das estimativas, em forma de

lemas, que serão necessárias mais adiante na demonstração da existência e unicidade.

Nosso primeiro lema fornece-nos informação sobre a estimativa da energia.

Lema 2.5. De acordo com as condições estabelecidas anteriormente, temos que

∫ 1

0

(

u2(x, t)

2
+

Aργ−1(x, t)

γ − 1

)

dx + B

∫ t

0

∫ 1

0

ρ1+αu2
xdxds (2.18)

=

∫ 1

0















u2
0

2
+

Aρ
γ−1

0

γ − 1















dx, ∀t ∈ [0,T ]

Demonstração. Para provar (2.18) faremos uso da equação da conservação do momento. Primei-

ramente multiplicando esta equação por u , temos

uut + A(ργ)xu = B(ρ1+αux)xu.

Integrando esta equação em (0, 1) × (0, t), vem

∫ 1

0

∫ t

0

uusdsdx + A

∫ 1

0

∫ t

0

(ργ)xudsdx = B

∫ 1

0

∫ t

0

(ρ1+αux)xudsdx.

Integrando por partes cada uma dessas integrais, temos

1

2

∫ 1

0

u2(x, t)dx − A

∫ t

0

∫ 1

0

ργuxdxds + B

∫ t

0

∫ 1

0

ρ1+αu2
xdxds

=
1

2

∫ 1

0

u2
0(x)dx +

∫ t

0

(

(Buxρ
1+α − Aργ)u

)

∣

∣

∣

∣

∣

1

0

ds.

Logo, pela condição de fronteira, obtemos

1

2

∫ 1

0

u2(x, t)dx − A

∫ t

0

∫ 1

0

ργuxdxds + B

∫ t

0

∫ 1

0

ρ1+αu2
xdxds =

1

2

∫ 1

0

u2
0(x)dx.

A equação de conservação de massa nos fornece que ρ2ux = −ρt. Substituindo esta relação na

equação acima temos

1

2

∫ 1

0

u2(x, t)dx + B

∫ t

0

∫ 1

0

ρ1+αu2
xdxds + A

∫ 1

0

∫ t

0

ργ−2ρsdsdx =
1

2

∫ 1

0

u2
0(x)dx,
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ou seja,

∫ 1

0

(

u2(x, t)

2
+ A

ργ−1

γ − 1
(x, t)

)

dx + B

∫ t

0

∫ 1

0

ρ1+αu2
xdxds =

∫ 1

0















u2
0
(x)

2
− A

ρ
γ−1

0
(x)

γ − 1















dx.

Com isso acabamos de demonstrar (2.18). �

O próximo lema fornece a estimativa para limitação superior da densidade do fluido.

Lema 2.6. A densidade ρ do fluido é limitada superiormente por uma constante independente de

ρ, ou seja, existe uma constante C = C(||ρ0||∞, ||u0||2) tal que

ρ(x, t) ≤ C, ∀(x, t) ∈ [0, 1] × [0,T ]. (2.19)

Demonstração. Pela equação (2.6) temos que

(ρα)t = αρ
α−1ρt = −αρ

α+1ux.

Integrando em (0, t), vem

ρα(x, t) = ρα0 (x) − α

∫ t

0

ρα+1ux(x, s)ds. (2.20)

Agora integrando (2.7) em (0, x), segue-se que

∫ x

0

ut(y, t)dy + Aργ(x, t) − Aργ(0, t) = Bρ1+αux(x, t) − Bρ1+αux(0, t).

Pela condição de fronteira, esta relação reduz-se a

∫ x

0

ut(y, t)dy + Aργ(x, t) = Bρ1+αux(x, t). (2.21)

Substituindo (2.21) em (2.20), temos

ρα(x, t) = ρα0 (x) −
α

B

∫ t

0

(∫ x

0

us(y, s)dy + Aργ(x, s)

)

ds

= ρα0 (x) −
α

B

∫ t

0

∫ x

0

us(y, s)dyds −
αA

B

∫ t

0

ργ(x, s)ds

= ρα0 (x) −
α

B

∫ x

0

(u(y, t) − u0(y))dy −
αA

B

∫ t

0

ργ(x, s)ds.
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Além disso, pela desigualdade de Hölder e pelo lema anterior, temos

∣

∣

∣

∣

∣

∫ x

0

u(y, t)dy

∣

∣

∣

∣

∣

≤

∫ x

0

|u(y, t)|dy ≤

∫ 1

0

|u(y, t)|dy ≤

(∫ 1

0

u2(y, t)dy

)1/2

≤ C.

Assim,

ρα(x, t) ≤ ρα(x, t) +
Aα

B

∫ t

0

ργ(x, s)ds

=

∣

∣

∣

∣

∣

ρα0 (x) +
α

B

∫ x

0

u0(y)dy −
α

B

∫ x

0

u(y, t)dy

∣

∣

∣

∣

∣

≤ |ρ0(x)|α +
α

B

∫ 1

0

|u0(y)|dy +
α

B

∫ x

0

|u(y, t)|dy

≤ C(||ρ0||∞, ||u0||2).

Logo,

ρ(x, t) ≤ C(||ρ0||∞, ||u0||2).

Com isso provamos (2.19). �

Passemos à próxima estimativa relevante ao nosso estudo.

Lema 2.7. Para todo n ∈ N temos

∫ 1

0

u2n(x, t)dx + n(2n − 1)

∫ t

0

∫ 1

0

u2n−2ρ1+αu2
xdxds

≤ C = C(||ρ0||∞, ||u0||2n,T, n), ∀t ∈ [0,T ].

Demonstração. Para mostrar esta estimativa, multipliquemos a equação da conservação de mo-

mento por 2nu2n−1, obtendo

2nu2n−1ut + 2nA(ργ)xu
2n−1 = 2nB(ρ1+αux)xu

2n−1.

Integrando em [0, 1] × [0, t], segue que

∫ 1

0

∫ t

0

2nu2n−1utdsdx + 2nA

∫ 1

0

∫ t

0

(ργ)xu
2n−1dsdx = 2nB

∫ 1

0

∫ t

0

(ρ1+αux)xu
2n−1dsdx.
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Resolvendo cada uma dessas integrais por partes e fazendo uma mudança na ordem de integração

convenientemente, teremos que

∫ 1

0

u2ndx −

∫ 1

0

u2n
0 dx + 2nA

∫ t

0

u2n−1ργ
∣

∣

∣

∣

∣

1

0

ds − 2n(2n − 1)A

∫ t

0

∫ 1

0

ργu2n−2uxdxds

= 2nB

∫ t

0

u2n−1ρ1+αux

∣

∣

∣

∣

∣

1

0

ds − 2n(2n − 1)B

∫ t

0

∫ 1

0

ρ1+αu2
xu

2n−2dxds.

Daı́,

∫ 1

0

u2ndx + 2n(2n − 1)B

∫ t

0

∫ 1

0

ρ1+αu2
xu

2n−2dxds

=

∫ 1

0

u2n
0 dx + 2n(2n − 1)A

∫ t

0

∫ 1

0

ργu2n−2uxdxds

+ 2n

(∫ t

0

(Bρ1+αux − Aργ)u2n−1

∣

∣

∣

∣

∣

1

0

ds

)

que pela condição de fronteira simplifica-se em

∫ 1

0

u2ndx + 2n(2n − 1)B

∫ t

0

∫ 1

0

ρ1+αu2
xu

2n−2dxds

=

∫ 1

0

u2n
0 dx + 2n(2n − 1)A

∫ t

0

∫ 1

0

ργu2n−2uxdxds.

Aplicando a desigualdade de Cauchy ±ab ≤ 1
2ε
|a|2 + ε

2
|b|2 à segunda integral do lado direito da

equação acima com a = ργ−
(1+α)

2 , b = ρ
(1+α)

2 ux e ε = B
A
> 0, teremos

∫ 1

0

u2ndx + 2n(2n − 1)B

∫ t

0

∫ 1

0

ρ1+αu2
xu

2n−2dxds

≤ C(||u0||2n) + 2n(2n − 1)A

∫ t

0

∫ 1

0

ργ−
(1+α)

2 ρ
(1+α)

2 u2n−2uxdxds

≤ C + 2n(2n − 1)A

(∫ t

0

∫ 1

0

u2n−2

(

Bρ1+αu2
x

2A
+

Aρ2γ−α−1

2B

)

dxds

)

= C + n(2n − 1)B

∫ t

0

∫ 1

0

u2n−2ρ1+αu2
xdxds +

A2

B
n(2n − 1)

∫ t

0

∫ 1

0

u2n−2ρ2γ−α−1dxds.

Logo,

∫ 1

0

u2ndx + n(2n − 1)B

∫ t

0

∫ 1

0

u2n−2ρ1+αu2
xdxds ≤ C +

A2

B
n(2n − 1)

∫ t

0

∫ 1

0

u2n−2ρ2γ−α−1dxds.

A desigualdade de Young nos garante que

u2n−2ρ2γ−α−1 ≤
1

n
ρ(2γ−α−1)n +

n − 1

n
u2n.
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Daı́, utilizando esta relação e (2.19) temos que

∫ 1

0

u2ndx + n(2n − 1)B

∫ t

0

∫ 1

0

u2n−2ρ1+αu2
xdxds

≤ C +
A2

B

(

n(2n − 1)

∫ t

0

∫ 1

0

(

C

n
+

n − 1

n
u2n

)

dxds

)

≤ C +C(T ) + (n − 1)(2n − 1)
A2

B

∫ t

0

∫ 1

0

u2ndxds.

Logo,
∫ 1

0

u2n ≤ C(T ) + (n − 1)(2n − 1)
A2

B

∫ t

0

∫ 1

0

u2ndxds.

Daı́, pelo Lema de Gronwall, temos

∫ 1

0

u2ndx ≤ Ce(n−1)(2n−1) A2

B
t ≤ C(T, n).

Portanto,

∫ 1

0

u2ndx + n(2n − 1)B

∫ t

0

∫ 1

0

u2n−2ρ1+αu2
xdxds ≤ C(||ρ0||∞, ||u0||2n,T, n).

Assim terminamos a demonstração deste lema. �

Passemos à próxima estimativa sobre a derivada da densidade.

Lema 2.8. Existe uma constante C = C(||ρ0||W1,2n , ||u0||2n,T ) tal que

∫ 1

0

(∂xρ
α)2n (x, t)dx ≤ C, t ∈ [0,T ].

Demonstração. Multiplicando (2.6) por ρα−1, temos

ρtρ
α−1 + ρα+1ux = 0,

que é equivalente a

ρ1+αux = −
1

α
(∂tρ

α) .

Substituindo esta relação em (2.7), temos

ut + A(ργ)x = −
B

α
(∂tρ

α)x.
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Integrando em [0, t] e mudando a ordem de derivação, obtemos
∫ t

0

usds + A

∫ t

0

(ργ)xds = −
B

α

∫ t

0

(∂sρ
α)xds

u(x, t) − u0(x) + A

∫ t

0

(ργ)x(x, s)ds =
B

α
(∂xρ

α(x, 0) − ∂xρ
α(x, t)) .

Agora vamos multiplicar esta equação por (∂xρ
α)2n−1 e posteriormente integrar em (0, 1). Desta

forma, pela desigualdade de Hölder e a desigualdade de Minkowski para integrais, vem que

∫ 1

0

(∂xρ
α)2ndx ≤

∫ 1

0

|∂xρ
α
0 (x)(∂xρ

α)2n−1|dx

+
α

B

∫ 1

0

{

|(u − u0)| + A

∫ t

0

|(ργ)x|ds

}

|(∂xρ
α)2n−1|dx

≤

(∫ 1

0

(∂xρ
α)2ndx

)

2n−1
2n

.















(∫ 1

0

(∂xρ
α
0 (x))2ndx

)1/2n

+
α

B

(∫ 1

0

(u − u0)2ndx

)1/2n














+

(∫ 1

0

(∂xρ
α)2ndx

)

2n−1
2n

{

Aα

B

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∫ t

0

|∂xρ
γ|ds

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2n

}

≤ C

(∫ 1

0

(∂xρ
α)2ndx

)

2n−1
2n

.

{

||∂ρα0 ||2n + ||u − u0||2n +

∫ t

0

||∂xρ
γ||2nds

}

.

Assim,
(∫ 1

0

(∂xρ
α)2ndx

)1/2n

≤ C

{

||∂xρ
α
0 ||2n + ||u − u0||2n +

∫ t

0

||∂xρ
γ||2nds

}

.

Por (2.7) temos que ||u||2n ≤ C, então podemos escrever

(∫ 1

0

(∂xρ
α)2ndx

)1/2n

≤ C +C

∫ t

0

(∫ 1

0

(∂xρ
γ)2ndx

)1/2n

ds.

Pela desigualdade de Jensen,

∫ 1

0

(∂xρ
α)2ndx ≤ C +C















∫ t

0

(∫ 1

0

(∂xρ
γ)2ndx

)1/2n

ds















2n

≤ C +C

∫ t

0

∫ 1

0

(∂xρ
γ)2ndxds.

Como (∂xρ
γ) =

γ

α
ργ−α(∂xρ

α), temos

∫ 1

0

(∂xρ
α)2ndx ≤ C +C

∫ t

0

∫ 1

0

(ργ−α(∂xρ
α))2ndxds

≤ C +C

∫ t

0

max
[0,1]

(ργ−α)2n

∫ 1

0

(∂xρ
α)2ndxds.
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Aplicando o Lema de Gronwall, juntamente com o Lema 2.5 e o fato de termos γ − α > 0, segue

imediatamente que
∫ 1

0

(∂xρ
α)2ndx ≤ C

e concluı́mos a prova do lema. �

Encerramos esta seção com uma estimativa inferior para a densidade.

Lema 2.9. Fixado n ∈ N tal que
2n2 − n

2n2 + 2n − 1
> α, existe uma constante positiva

C = C(||u0||2n, ||ρ0||W1,2n , inf
[0,1]

ρ0,T ) tal que

ρ(x, t) ≥ C, ∀(x, t) ∈ [0, 1] × [0,T ].

Demonstração. Consideremos as seguintes funções auxiliares

v(x, t) =
1

ρ(x, t)
> 0 e V(t) = max

[0,1]×[0,t]
v(x, s).

Observemos que o nosso problema consiste em mostrar que existe C como no enunciado tal que

v(x, t) ≤ C−1, para todo x ∈ [0, 1] e todo t ∈ [0,T ].

Utilizando a identidade (∂xρ)v2 = 1
α
(∂xρ

α)vα+1, o Lema 2.8, a desigualdade de Hölder e Lema

2.5, teremos

v(x, t) − v(0, t) =

∫ x

0

(∂xv)dx = −

∫ x

0

(∂xρ)

ρ2
dx = −

∫ x

0

(∂xρ)v2dx

≤

∫ 1

0

|∂xρ|v
2dx =

1

α

∫ 1

0

|∂xρ
α|v1+αdx

≤
1

α

(∫ 1

0

|∂xρ
α|2ndx

)1/2n (∫ 1

0

v(1+α)qdx

)1/q

≤ C

(∫ 1

0

v.v(1+α)q−1dx

)1/q

≤ C













∫ 1

0

v(x, t)

(

max
[0,1]

v(., t)

)(1+α)q−1

dx













≤ C

(∫ 1

0

v(x, t)dx

)1/q (

max
[0,1]

v(., t)

)
(1+α)q−1

q

, (2.22)
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onde q = 2n
2n−1

. Por outro lado podemos escrever (2.6) como vt = ux. Agora integrando em [0, 1] ×

[0, t],
∫ 1

0

∫ t

0

vs(x, s)dsdx =

∫ t

0

∫ 1

0

uxdxds,

ou seja,
∫ 1

0

v(x, t)dx −

∫ 1

0

v(x, 0)dx =

∫ t

0

(u(1, s) − u(0, s))ds.

Daı́, pela desigualdade de Young

∫ 1

0

v(x, t)dx =

∫ 1

0

v(x, 0)dx +

∫ t

0

(u(1, s) − u(0, s))ds

≤ 2

∫ t

0

max
[0,1]
|u(., s)|ds +

∫ 1

0

1

inf
[0,1]

ρ0

dx

≤

(∫ t

0

max
[0,1]
|u(., s)|nds

)1/n

+C.

Aplicaremos a imersão de Sobolev W1,1(0, 1) ֒→ L∞(0, 1) e a desigualdade de Hölder para

limitar a integral do lado direito desta última equação. Procedendo assim, vem

∫ t

0

||un(s)||∞ds ≤ C

∫ t

0

||un(s)||W1,1ds

≤ C

∫ t

0

||u2n(s)||
1/2

1
ds +C

∫ t

0

∫ 1

0

|u|n−1|ux|dxds

=

∫ t

0

(∫ 1

0

u2n(x, s)dx

)1/2

ds +C

∫ t

0

∫ 1

0

|u|n−1|ux|dxds.

Usando (2.7) temos que
∫ 1

0
u2n(x, s)dx ≤ C. Logo, novamente por Hölder, obtemos

∫ t

0

||un(s)||∞ds ≤ C +C

∫ t

0

∫ 1

0

|u|n−1|ux|dxds

≤ C +C

(∫ t

0

∫ 1

0

u2n−2u2
xρ

1+αdxds

)1/2 (∫ t

0

∫ 1

0

v1+αdxds

)1/2

.

Substituindo esta estimativa na desigualdade anterior, temos

∫ 1

0

v(x, t)dx ≤ C +C

(∫ t

0

∫ 1

0

v1+αdxds

)1/2n

. (2.23)

Notemos que podemos escrever (2.6) da seguinte maneira

(

ρ−
(1−α)

2

)

t
=

(1 − α)

2
ρ

(1+α)
2 ux.
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Integrando em [0, t], temos

v
(1−α)

2 (x, t) − ρ
−

(1−α)
2

0
(x) =

1 − α

2

∫ t

0

ρ
(1+α)

2 uxds

v
(1−α)

2 (x, t) = ρ
−

(1−α)
2

0
(x) +

1 − α

2

∫ t

0

ρ
(1+α)

2 uxds.

Integrando em (0, 1), usando (2.18) e a desigualdade de Jensen, temos

∫ 1

0

v1−α(x, t)dx ≤ 2

∫ 1

0

ρ
−(1−α)

0
(x)dx +C

∫ 1

0

(∫ t

0

ρ
(1+α)

2 |ux|ds

)2

dx

≤ 2

∫ 1

0

ρ
−(1−α)

0
(x)dx +C

∫ 1

0

(∫ t

0

ρ(1+α)u2
xds

)

dx

≤ C(||ρ0||∞, ||u0||2, inf
[0,1]

,T ). (2.24)

Inserindo (2.24) em (2.23), temos

∫ 1

0

v(x, t)dx ≤ C +C

(∫ t

0

∫ 1

0

v2αv1−αdxds

)1/2n

≤ C +C

(∫ t

0

V2α(s)ds

∫ 1

0

v1−αdxds

)1/2n

≤ C +C

(∫ t

0

V2α(s)ds

)1/2n

≤ C +C

(∫ T

0

V2α(T )ds

)1/2n

≤ C +CVα/n(T ).

Substituindo esta equação em (2.22), temos

v(x, t) ≤ v(0, t) +
(

C +CVα/n(T )
)1/q

(V(T ))
(1+α)q−1

q

= v(0, t) +
((

C +CVα/n(T )
)

(V(T ))(1+α)q−1
)1/q

.

Como ρ(x, t) ≤ C, temos que 1
V(T )
≤ 1

v(x,t)
≤ C. Daı́, podemos escolher a constante C de maneira

que 1 ≤ CVα/n(T ). Assim,

v(x, t) ≤ v(0, t) + (CV(T ))
α
nq
+

(1+α)q−1
q .

Nosso próximo passo é estimar v(0, t) por alguma constante. Para isso consideremos a condição

de fronteira, que combinada com (2.6) nos fornece

Aργ(0, t) = −Bρα−1ρt(0, t),
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ou seja,

−
A

B
ργ−α+1(0, t) = ρt(0, t)

que é equivalente a
A

B

1

vγ−α−1(0, t)
= vt(0, t).

Chegamos então em uma edo que resolvida nos fornece

v(0, t) = v(0, 0)

(

A

B
(γ − α)ρ

γ−α

0
(0)t + 1

)1/(γ−α)

≤ C.

Inserindo esta limitação na equação anterior, chegamos a

v(x, t) ≤ v(0, 0)

(

A

B
(γ − α)ρ

γ−α

0
(0)t + 1

)1/(γ−α)

+ (CV(T ))
α
nq
+

(1+α)q−1
q

≤ C +C(V(T ))
α
nq
+

(1+α)q−1
q .

Já que
α

nq
+

(1 + α)q − 1

q
< 1, pois α <

n(2n − 1)

2n2 + 2n − 1
, onde q =

2n

2n − 1
, concluimos que

V(T ) ≤ C(||ρ0||W1,2n , ||u0||2n, inf
[0,1]

ρ0,T ), ∀x ∈ [0, 1],∀t ∈ [0,T ].

Desta maneira temos que v(x, t) ≤ C e completamos a prova do lema. �

Observamos que o fato de termos 0 < α < 1 nos garante a existência de um natural n tal que
2n2 − n

2n2 + 2n − 1
> α.

2.5 Existência de Solução Fraca

Nesta seção, a partir das estimativas obtidas para soluções suaves, garantiremos a existência

de solução fraca global por aproximação destas soluções suaves. Para isso regularizaremos os

dados iniciais de nosso problema a fim de garantir a regularidade necessária para a obtenção da

solução suave abordada na seção anterior, além de utilizar propriedades de convergência de tal

regularização. Mais ainda, terá papel fundamental nesta seção o Lema de Aubin-Lions, que nos

garantirá maior regularidade da densidade.

Teorema 2.10. Sejam γ > 1 e 0 < α < 1 em (2.7) e (2.8). Suponhamos que inf
[0,1]

ρ0 > 0,

ρ0 ∈ W1,2n([0, 1]) e u0 ∈ L2n([0, 1]), para algum n ∈ N satisfazendo
n(2n − 1)

2n2 + 2n − 1
> α. Então
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o problema de fronteira e valor inicial (2.6)-(2.9) possui uma solução fraca global (ρ, u) com

ρ(x, t) ≥ C para todo (x, t) ∈ [0, 1] × [0,T ], onde C é uma constante que depende somente de

||ρ0||W1,2n , ||u0||2n, inf
[0,1]

ρ0 e T.

Demonstração. Sejam jε uma função regularizante padrão (v. Definição 1.1), ψ ∈ C∞
0

(R) satisfa-

zendo














ψ(x) = 1, |x| ≤ 1
2

ψ(x) = 0, |x| ≥ 1
,

e ψε(x) = ψ
(

x
ε

)

. Para simplificar a notação ainda denotaremos por (ρ0, u0) a seguinte extensão de

(ρ0, u0) em R :

ρ0(x) =































ρ0(1), x ∈ (1,∞)

ρ0(x), x ∈ [0, 1]

ρ0(0), x ∈ (−∞, 0)

e

u0(x) =















u0(x), x ∈ [0, 1]

0, x , [0, 1]
.

Definamos agora (ρε
0
, uε

0
) da seguinte maneira:

ρε0(x) = (ρ0 ∗ jε)(x),

uε0(x) = (u0 ∗ jε)(x)(1 − ψε(x) − ψε(1 − x))

+ (u0 ∗ jε)(0)ψε(x) + (u0 ∗ jε)(1)ψε(1 − x)

+
A

B
(ρε0)γ−α−1(0)

∫ x

0

ψε(y)dy −
A

B
(ρε0)γ−α−1(1)

∫ 1

x

ψε(1 − y)dy.

Vejamos que ρε
0

e uε
0

satisfazem a condição de fronteira (2.8). Derivando uε
0
, temos

d

dx
uε0(x) = (u0 ∗ jε)

′(x){1 − ψε(x) − ψε(1 − x)} + (u0 ∗ jε)(x){−ψ
′

ε(x) − ψ
′

ε(1 − x)}

+ (u0 ∗ jε)(0)ψ′ε(x) − (u0 ∗ jε)(1)ψ′ε(1 − x)

+
A

B
(ρε0)γ−α−1(0)ψε(x) +

A

B
(ρε0)γ−α−1(1)ψε(1 − x).

Calculando
d

dx
uε0(0) e

d

dx
uε0(1), encontramos que

A(ρε0)γ(0) = B(ρε0)1+α(0)
d

dx
(uε0)′(0)
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e

A(ρε0)γ(1) = B(ρε0)1+α(1)
d

dx
(uε0)′(1),

ou seja, ρε
0

e uε
0

satisfazem (2.8).

Notemos que ρε
0

é um regularizador (padrão) de ρ0 (v. Definição 1.1) logo, como ρ0 ∈ W1,2n,

temos que

lim
ε−→0
||ρε0 − ρ0||W1,2n = 0,

(ver Teorema 1.9). Embora uε
0

aqui não seja o regularizador padrão de u0 (v. §1.1.1), vejamos que

também vale a convergência

lim
ε−→0
||uε0 − u0||2n = 0.

De fato, já sabemos que (u0 ∗ jε) −→ u0 em L2n. Desta forma, basta mostrar que as demais

parcelas de uε
0

tendem a zero em L2n quando ε vai a zero. Procederemos desta maneira, como

ψε(x) −→ 0, quando ε −→ 0, temos que (u0 ∗ jε)(0)ψε(x) −→ 0, (u0 ∗ jε)(1)ψε(1 − x) −→ 0,

A
B

(ρε
0
)γ−α−1(0)

∫ x

0

ψε(y)dy −→ 0, A
B

(ρε
0
)γ−α−1(1)

∫ 1

x

ψε(1 − y)dy −→ 0 em L2n. Agora façamos o

seguinte:

||(u0 ∗ jε)(0)ψε||
2n
2n =

∫

R

|(u0 ∗ jε)(0)|2n|ψε(x)|2ndx

= |(u0 ∗ jε)(0)|2n

∫ ε

0

ψ2n
ε (x)dx

≤ Cε

(∫ ε

0

jε(−y)u0(y)dy

)2n

≤ Cε

(∫ ε

0

u2n
0 (y)dy

) (∫ ε

0

j
2n

2n−1
ε (−y)dy

)2n−1

≤ C

(∫ ε

0

u2n
0 (y)dy

)

−→ 0.

Da mesma maneira temos que (u0 ∗ jε)(1)ψε(1 − x) −→ 0 quando ε −→ 0. Logo, temos que

ρε0 −→ ρ em W1,2n e uε0 −→ u0 em L2n.

Consideremos o problema de valor inicial e de fronteira (2.6)-(2.9) com dados iniciais (u0, ρ0)

substituı́dos por (uε
0
, ρε

0
).Observamos que uε

0
∈ C2+β[0, 1] e ρε

0
∈ C1+β[0, 1] para qualquer β ∈ (0, 1).

Com essa regularidade nos dados iniciais, dado qualquer T , podemos garantir, para cada ε > 0, a

existência de uma solução global (ρε, uε), tal que

ρε, ρεx, ρ
ε
t , ρ

ε
tx, u

ε, uεx, u
ε
t , u

ε
xx ∈ Cβ,β/2(QT ).
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O nosso propósito é utilizar as estimativas dos lemas da seção 2.5 para estabelecer a existência

de solução fraca do nosso problema através de aproximação. Começamos observando que do

Lema 2.7 podemos garantir que

∫ 1

0

(uε)2n(x, t)dx ≤ C, t ∈ [0,T ],

onde C é uma constante positiva independente de ε e t, ou seja, a sequência (famı́lia) (uε)ε>0 é

limitada em L∞([0,T ], L2n).

Dos Lemas 2.8 e 2.9 temos que

∫ 1

0

(∂x((ρ
ε)α))2ndx =

∫ 1

0

(

(ρε)α−1ρεx

)2n
dx ≤ C.

Logo,
∫ 1

0

(ρεx)
2ndx ≤ C, t ∈ [0,T ],

ou seja, a sequência (ρεx)ε>0 também é limitada em L∞([0,T ], L2n).

Mais ainda, pelas limitações inferiores e superiores da densidade, temos que

C−1 ≤ ρε(x, t) ≤ C, t ∈ [0,T ], x ∈ [0, 1],

para alguma constante C > 0 independente de ε. Também temos uma estimativa para (uεx). Com

efeito, a partir da primeira igualdade do Lema 2.18, temos que

∫ T

0

∫ 1

0

(uεx)
2(x, t)dxdt ≤ C,

ou seja, (uεx)ε>0 é limitada em L2([0,T ], L2). A seguir observamos que pela equação de conservação

da massa, ρεt + (ρε)2uεx = 0, e a limitação superior para a densidade, temos que

∫ T

0

∫ 1

0

(ρεt )2dxdt =

∫ T

0

∫ 1

0

(ρε)4(uεx)
2(x, t)dxdt ≤ C.

Daı́, (ρεt )ε>0 também é limitada em L2([0,T ], L2).

Em resumo, temos

∫ 1

0

(uε)2n(x, t)dx +

∫ 1

0

(ρεx)
2n(x, t)dx ≤ C, t ∈ [0,T ], (2.25)

C−1 ≤ ρε(x, t) ≤ C, x ∈ [0, 1], t ∈ [0,T ], (2.26)
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∫ T

0

∫ 1

0

((uεx)
2 + (ρεt )2)(x, t)dxdt ≤ C. (2.27)

Em virtude dos lemas apresentados neste capı́tulo, temos que as constantes C envolvidas nestas

estimativas dependem somente das normas de ρε
0

e uε
0
, que por sua vez estão limitadas pelas normas

de ρ0 e u0. Logo, C depende somente de ||ρ0||W1,2n , ||u0||L2n , inf[0,1] ρ0,T e n, mas não de ε. Tendo em

vista estas estimativas podemos garantir a existência de uma subsequência de (ρε, uε), a qual por

simplicidade ainda denotaremos por (ρε, uε), tal que

uε
w∗

⇀ u em L∞([0,T ], L2n),

ρε
w∗

⇀ ρ em L∞([0,T ],W1,2n),

ρεt
w
⇀ w1 em L2([0,T ], L2),

e

uεx
w
⇀ w2 em L2([0,T ], L2),

onde
w∗

⇀ e
w
⇀ denotam, respectivamente, convergências em relação a topologias fraca-* e fraca, e

u, ρ,w1 e w2 são os limites das sequências indicadas, nos espaços correspondentes. Não é difı́cil

ver que w1 = ρt e w2 = ux em quase todo ponto de [0, 1] × [0,T ]. De fato, para toda φ ∈ C∞
0

(QT ),

pelas convergências acima temos que

∫

QT

φw1dX = lim
ε→0

∫

QT

φρεt dX = − lim
ε→0

∫

QT

φtρ
εdX = −

∫

QT

φtρdX =

∫

QT

φρtdX.

Analogamente, temos que ux = w2 em quase todo ponto de QT . Assim,

ρεt
w
⇀ ρt em L2([0,T ], L2), (2.28)

e

uεx
w
⇀ ux em L2([0,T ], L2). (2.29)

Mostremos agora que (ρ, u), tomado como o limite da subsequência (ρε, uε), é uma solução

fraca do problema (2.6)-(2.9), isto é, com os dados iniciais (ρ0, u0) como no enunciado do Teorema

2.9. Em primeiro lugar, através da imersão de Sobolev W1,2n(0, 1) ֒→ C1−1/n([0, 1]) e (2.25), segue-

se, para quaisquer x1, x2 ∈ (0, 1), t ∈ [0,T ], a estimativa

|ρε(x1, t) − ρ
ε(x2, t)| ≤ C|x1 − x2|

1−1/2n.
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Além disso,

||ρε(t1) − ρε(t2)||L2 =

(∫ 1

0

|ρε(t1) − ρε(t2)|2dx

)1/2

=















∫ 1

0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∫ t2

t1

ρεt (x, s)ds

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2

dx















1/2

≤ |t1 − t2|
1/2

∣

∣

∣

∣

∣

∣ρεt

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1/2

L2(QT )

≤ C|t1 − t2|
1/2.

Daı́, pelo Lema de Aubin-Lions (Lema 1.34, com B0 = W1,2n(0, 1) e B1 = L2(0, 1)) e (2.25),

segue-se que para todo δ > 0 existe Cδ tal que

||ρε(t1) − ρε(t2)||L∞ ≤ δ||ρε(t1) − ρε(t2)||W1,2n +Cδ||ρ
ε(t1) − ρε(t2)||L2 ≤ Cδ +Cδ|t1 − t2|

1/2,

para quaisquer t1, t2 ∈ [0,T ]. Então, dado qualquer η > 0, tomando δ > 0 tal que Cδ < η/3 e

(fixado este δ, δ = δ(η)) (x1, t1), (x2, t2) ∈ QT tais que |x1 − x2| <

(

η

3C

)1/(1−1/2n)

e |t1 − t2| <

(

η

3Cδ

)2

,

temos

|ρε(x1, t1) − ρε(x2, t2)| ≤ |ρε(x1, t1) − ρε(x2, t1)| + |ρε(x2, t1) − ρε(x2, t2)|

≤ C|x1 − x2|
1−1/2n +Cδ +Cδ|t1 − t2|

1/2

≤
η

3
+
η

3
+
η

3
= η.

Logo, a sequência (ρε)ε>0 é equicontı́nua em QT . Assim, tendo em vista também (2.26), pelo

Teorema de Arzelá-Ascoli (Teorema 1.36), podemos extrair uma subsequência, a qual ainda deno-

taremos por (ρε), tal que

ρε(x, t) −→ ρ(x, t), em C0(QT ).

Fazendo vε =
1

ρε
e v =

1

ρ
, devido a limitação da densidade, temos também que

vε(x, t) −→ v(x, t), em C0(QT ),

e a equação da conservação de massa toma a forma

vεt − uεx = 0.

Multiplicando-a por φ ∈ C∞
0

((0, 1) × (0,T )) e integrando por partes segue-se que

∫

QT

vεφtdxdt −

∫

QT

uεφxdxdt = 0.
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Pela convergência uniforme de vε e por termos φx ∈ L1(0,T ; L2), podemos garantir que
∫

QT
vεφtdxdt −→

∫

QT
vφtdxdt e

∫

QT
uεφxdxdt −→

∫

QT
uφxdxdt. Logo,

∫

QT

vφtdxdt −

∫

QT

uφxdxdt = 0.

Tendo em vista que ρt, ux ∈ L2(QT )(ver (2.28) e (2.29)) e ρ ≥ C > 0, podemos integrar esta última

equação por partes, logo temos que
∫

QT
(vt − ux)φdxdt = 0 para toda função φ ∈ C∞

0
((0, 1)× (0,T )),

donde,

ρt + ρ
2ux = 0,

em quase todo ponto (x, t) ∈ QT . Além disso, como ρε
0
(x) = ρε(x, 0) → ρ(x, 0) em C0([0, 1]) e

ρε
0
→ ρ0 em L2n([0, 1]), temos que ρ(x, 0) = ρ0(x) em quase todo ponto de (0, 1).

Passemos à segunda equação. Multiplicando a equação do momento por φ ∈ C∞
0

(Q), onde

Q = {(x, t); 0 ≤ x ≤ 1 e 0 ≤ t < T }, temos que

φuεt + Aφ((ρε)γ)x = Bφ((ρε)1+αux)x.

Desta forma, integrando por partes em [0, 1] × [0,T ), obtemos

∫ 1

0

(

φuε
∣

∣

∣

∣

∣

T

0

−

∫ T

0

uεφtdt

)

dx + A

∫ T

0

(

(ρε)γφ

∣

∣

∣

∣

∣

1

0

−

∫ 1

0

(ρε)γφxdx

)

dt

= B

∫ T

0

(

(ρε)1+αuεxφ

∣

∣

∣

∣

∣

1

0

−

∫ 1

0

(ρε)1+αuεxφxdx

)

dt.

Utilizando as condições de fronteira e valor inicial reduzimos esta expressão a:

∫ 1

0

(

φ(x,T )uε(x,T ) − φ(x, 0)uε0(x)
)

dx − A

∫ T

0

∫ 1

0

(ρε)γφxdxdt

= −B

∫ T

0

∫ 1

0

(ρε)1+αuxφxdxdt,

que de forma melhorada escreve-se

∫ T

0

∫ 1

0

(

A(ρε)γ − B(ρε)1+αuεx

)

φxdxdt +

∫ 1

0

φ(x, 0)uε0(x)dx = 0.

Para finalizar, devemos tomar o limite quando ε → 0 na equação acima. Por termos que uε
w∗

⇀ u

em L∞(0,T ; L2n) e φt ∈ L1(0,T ; L
2n

2n−1 ), temos que

∫ T

0

∫ 1

0

uεφtdtdx −→

∫ 1

0

∫ T

0

uφtdtdx.
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Como uεx
w
⇀ ux em L2(QT ) e ρε → ρ em C0(QT ), temos que (ρε)1+αuεx

w
⇀ ρ1+αux em L2(QT ). Assim,

por φx ∈ L2(QT ), temos que

∫ T

0

∫ 1

0

(ρε)1+αuεxφxdxdt −→

∫ T

0

∫ 1

0

ρ1+αuxφxdxdt.

Mais ainda, por termos (ρε)γ → ργ em C0(QT ), podemos garantir que

∫ T

0

∫ 1

0

(ρε)γφxdxdt −→

∫ T

0

∫ 1

0

ργφxdxdt.

De maneira similar temos

∫ 1

0

uε0(x)φ(x, 0)dx −→

∫ 1

0

u0(x)φ(x, 0)dx.

Logo, temos que

∫ T

0

∫ 1

0

{

uφt +
(

Aργ − Bρ1+αux

)

φx

}

dxdt +

∫ 1

0

u0(x)φ(x, 0)dx = 0.

Com isso, terminamos a demonstração da existência de solução fraca global. �

2.6 Unicidade de Solução

Nessa seção estabeleceremos a unicidade de solução global (ρ, u) construı́da anteriormente, com

a condição de u0 ∈ H1([0, 1]). Inicialmente provaremos um lema que estabelece estimativas so-

bre ut, ux e uxx. Estas estimativas serão obtidas por meio de aproximações, utilizando as mesmas

regularizações empregadas no Teorema de Existência.

Lema 2.11. Sejam (ρ, u) a solução fraca de (2.6)-(2.9) estabelecida na seção anterior. Se u0 ∈

H1([0, 1]), então u também satisfaz















u ∈ L∞([0,T ],H1) ∩ L2([0,T ],H2)

ut ∈ L2([0,T ], L2)
(2.30)

e

||ut||L2(QT ) + ||uxx||L2(QT ) + ||ux||L∞([0,T ],L2) ≤ C(||u0||H1 , ||ρ0||W1,2n , inf
[0,1]

ρ0,T ), (2.31)

onde n é tal que
n(2n − 1)

2n2 + 2n − 1
> α (como no Teorema 2.9).
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Demonstração. Mostremos primeiramente que ∂xu
ε
0
−→ ∂xu0 em L2. Derivando uε

0
, como definido

no Teorema de Existência, chegamos a

∂xu
ε
0 = ∂x(u0 ∗ jε) − ∂x(u0 ∗ jε)(x)ψε(x) − (u0 ∗ jε)(x)∂x(ψε(x))

− ∂x(u0 ∗ jε)(x)ψε(1 − x) − (u0 ∗ jε)(x)∂x(ψε(1 − x))

+ (u0 ∗ jε)(0)∂x(ψε(x)) + (u0 ∗ jε)(1)∂x(ψε(1 − x))

+
A

B
(ρε0)γ−α−1(0)ψε(x) +

A

B
(ρε0)γ−α−1(1)ψε(1 − x).

Já sabemos que ∂x(u0 ∗ jε) −→ ∂xu0 em L2. Resta então mostrarmos que todos os demais termos

aqui tendem a zero quando ε tende a zero. Por termos que ψε −→ 0 quando ε −→ 0, vemos que

∂x(u0 ∗ jε)(x)ψε(x) −→ 0, ∂x(u0 ∗ jε)(x)ψε(1 − x) −→ 0, A
B

(ρε
0
)γ−α−1(0)ψε(x) −→ 0 e

A
B

(ρε
0
)γ−α−1(1)ψε(1 − x) −→ 0. Além disso, temos

||((u0 ∗ jε)(x) − (u0 ∗ jε)(0))∂xψε(x)||22 =

∫ 1

0

{(u0 ∗ jε)(x) − (u0 ∗ jε)(0)}2(∂xψε(x))2dx

≤
C

ε2

∫ ε

0

{(u0 ∗ jε)(x) − (u0 ∗ jε)(0)}2dx

≤
C

ε
max
[0,ε]
{(u0 ∗ jε)(x) − (u0 ∗ jε)(0)}2

=
C

ε
max
[0,ε]

(∫ x

0

∂y(u0 ∗ jε)(y)dy

)2

≤
C

ε

(∫ ε

0

|∂x(u0 ∗ jε)(x)|dx

)2

≤ C

∫ ε

0

|∂x(u0 ∗ jε)(x)|2dx −→ 0.

Da mesma maneira tem-se que

||((u0 ∗ jε)(x) − (u0 ∗ jε)(1))∂xψε(1 − x)||22 =

∫ 1

0

{(u0 ∗ jε)(x) − (u0 ∗ jε)(1)}2(∂xψε(1 − x))2dx −→ 0.

Portanto podemos concluir que ∂xu
ε
0
−→ ∂xu0 em L2. No que se segue nesta demonstração, omiti-

remos o ı́ndice ε nas soluções ρε, uε e nas suas derivadas.

Passemos agora aos cálculos para obtenção da estimativa do Lema 2.10. Multiplicando a

equação (2.7) por ut, temos que

u2
t + Aut(ρ

γ)x = But(ρ
1+αux)x.
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Integrando em (0, 1) × (0, t) encontramos

∫ t

0

∫ 1

0

usdxds + A

∫ t

0

(

ργus

∣

∣

∣

∣

∣

1

0

−

∫ 1

0

ργusxdx

)

ds = B

∫ t

0

(

ρ1+αuxus

∣

∣

∣

∣

∣

1

0

−

∫ 1

0

ρ1+αuxusxdx

)

ds,

que pela condição de fronteira se reduz a

∫ t

0

∫ 1

0

usdxds = A

∫ t

0

∫ 1

0

ργusxdxds − B

∫ t

0

∫ 1

0

ρ1+αuxusxdxds.

Agora vamos resolver cada uma dessas integrais separadamente, notando que ux(x, 0) = u′
0
(x).

Usando que ρs = −ρ
2ux, temos:

A

∫ 1

0

∫ t

0

ργuxsdsdx = A

∫ 1

0

(

ργux

∣

∣

∣

∣

∣

t

0

−

∫ t

0

(ργ)suxds

)

dx

= A

∫ 1

0

ργuxdx − A

∫ 1

0

ρ
γ

0
u′0(x)dx − Aγ

∫ 1

0

∫ t

0

ργ−1ρsuxdsdx

= A

∫ 1

0

ργuxdx − A

∫ 1

0

ρ
γ

0
u′0(x)dx + Aγ

∫ 1

0

∫ t

0

ργ+1u2
xdsdx

e

B

∫ 1

0

∫ t

0

ρ1+αuxusxdxds = B

∫ 1

0

(

ρ1+αu2
x

∣

∣

∣

∣

∣

t

0

−

∫ t

0

ux(ρ
1+αux)sds

)

dx

= B

∫ 1

0

ρ1+αu2
x

∣

∣

∣

∣

∣

t

0

dx − B

∫ 1

0

∫ t

0

ux((α + 1)ραρsux + ρ
1+αuxs)dsdx

= B

∫ 1

0

ρ1+αu2
xdx − B

∫ t

0

ρ1+α
0 (u′0(x))2dx

− B(1 + α)

∫ 1

0

∫ t

0

ραρsu
2
xdsdx − B

∫ 1

0

∫ t

0

ρ1+αuxuxsdsdx.

Daı́,

B

∫ t

0

∫ 1

0

ρ1+αuxusxdxds =
B

2

∫ 1

0

ρ1+αu2
xdx−

B

2

∫ 1

0

ρ1+α
0 (u′0(x))2dx+

B

2
(1+α)

∫ 1

0

∫ t

0

ρ2+αu3
xdsdx.

Logo,
∫ t

0

∫ 1

0

u2
sdxds +

B

2

∫ 1

0

ρ1+αu2
xdx =

B

2

∫ 1

0

ρ1+α
0 (u′0(x))2dx + A

∫ 1

0

ργuxdx

−A

∫ 1

0

ρ
γ

0
u′0(x)dx + Aγ

∫ t

0

∫ 1

0

ρ1+γu2
xdxds −

B

2
(1 + α)

∫ t

0

∫ 1

0

ρ2+αu3
xdxds.

Temos que o primeiro membro desta equação é positivo, sendo igual ao seu módulo. Desta forma

para limitá-lo podemos tomar o módulo, usar desigualdade triangular e limitar cada fator do se-

gundo membro separadamente. Procedamos desta maneira.
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Usando a limitação superior para ρ e (2.18), temos

Aγ

∫ t

0

∫ 1

0

ρ1+γu2
xdx = Aγ

∫ t

0

∫ 1

0

ργ+1−α−1ρ1+αu2
xdxds ≤ C

∫ t

0

∫ 1

0

ρ1+αu2
xdxds ≤ C.

Novamente usando (2.18), a limitação superior de ρ e a desigualdade |ab| ≤ (a2 + b2)/2, temos

A

∫ 1

0

ργ|ux|dx = A

∫ 1

0

ργ−
1+α

2 ρ
1+α

2 |ux|dx ≤
A

2

∫ 1

0

ρ2γ−α−1dx +
A

2

∫ 1

0

ρ1+αu2
xdx ≤ C.

Por termos que ρε
0
−→ ρ0 em W1,2n e ∂xu

ε
0
−→ ∂xu0 em L2, segue-se que

B

2

∫ 1

0

ρ1+α
0 (u0)2

xdx ≤ C.

Novamente por ∂xu
ε
0
−→ ∂xu0 em L2, e pela desigualdade de Hölder, obtemos

A

∫ 1

0

ρ
γ

0
|∂xu0|dx ≤

A

2

(∫ 1

0

ρ
2γ

0
dx

)1/2

+
A

2

(∫ 1

0

(∂xu0)2dx

)1/2

≤ C.

Lembremos que nesta demonstração substituı́mos uε
0

e ρε
0

por simplesmente por u0 e ρ0, respecti-

vamente.

Usando a limitação inferior de ρ e estas quatro estimativas anteriores, chegamos a

∫ 1

0

u2
xdx +

∫ t

0

∫ 1

0

u2
sdxds ≤ C +C

∫ t

0

∫ 1

0

ρ2+α|ux|
3dx. (2.32)

Conseguindo uma limitação para a integral do lado direito estaremos com o nosso lema parcial-
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mente demonstrado, como veremos. Estimamos esta integral da seguinte maneira:

∫ t

0

∫ 1

0

ρ1+α|ux|
3dxds ≤

∫ t

0

max
[0,1]
|(ρ1+αux)(., s)|

∫ 1

0

u2
xdxds

=

∫ t

0

max
[0,1]
|(Bρ1+αux − Aργ + Aργ)(., s)|

∫ 1

0

u2
xdxds

≤

∫ t

0

max
[0,1]
|(Bρ1+αux − Aργ)(., s)|

∫ 1

0

u2
xdxds

+

∫ t

0

max
[0,1]

Aργ(., s)

∫ 1

0

u2
xdxds

=

∫ t

0

max
[0,1]

∣

∣

∣

∣

∣

∫ x

0

(Bρ1+αux − Aργ)y(., s)dy

∣

∣

∣

∣

∣

∫ 1

0

u2
xdxds +C

∫ 1

0

u2
xdx

≤

∫ t

0

∫ 1

0

|(Bρ1+αux − Aργ)x(x, s)|dx

∫ 1

0

u2
xdxds +C

=

∫ t

0

(∫ 1

0

|us|dx

) (∫ 1

0

u2
xdx

)

ds +C

≤
1

2

∫ t

0

(∫ 1

0

|us|dx

)2

ds +
1

2

∫ t

0

(∫ 1

0

u2
xdx

)2

ds +C

≤
1

2

∫ t

0

∫ 1

0

u2
sdxds +

1

2

∫ t

0

(∫ 1

0

u2
xdx

)2

ds +C.

Retornando à estimativa (2.32), segue-se que

∫ 1

0

u2
xdx +

∫ t

0

∫ 1

0

u2
sdxds ≤ C +C

∫ t

0

(∫ 1

0

u2
xdx

) (∫ 1

0

u2
xdx

)

ds

= C +C

∫ t

0

||ux(s)||22

∫ 1

0

u2
xdxds.

Como já temos que ||ux||L2(QT ) ≤ C, pelo Lema de Grownwall, temos que

∫ 1

0

u2
x(x, t)dx +

∫ t

0

∫ 1

0

u2
t dxds ≤ C.

Com isso temos parte da limitação desejada:

||ux||L∞([0,T ],L2) + ||ut||L2(QT ) ≤ C.

Para obtermos a estimativa do termo restante, ||uxx||L2(QT ), tomemos a equação de conservação

do momento

ut = B(1 + α)ραρxux + Bρ1+αuxx − Aγργ−1ρx
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e a multipliquemos por uxx para obter

Bρ1+αu2
xx = utuxx − B(1 + α)ραρxuxuxx + Aγργ−1ρxuxx.

Integrando em (0, 1) e utilizando a desigualdade de young
(

ab ≤ a2

2
+ b2

2

)

, temos

∫ 1

0

u2
xxdx ≤ C

∫ 1

0

(

u2
t + ρ

2
x + ρ

2
xu

2
x

)

dx +
1

2

∫ 1

0

u2
xxdx.

Integrando com respeito a t, obtemos

∫ t

0

∫ 1

0

u2
xxdxds = C

∫ t

0

∫ 1

0

(

u2
t + ρ

2
x

)

dxds +C

∫ t

0

∫ 1

0

ρ2
xu

2
xdxds

≤ C +

∫ t

0

||ux(., s)||2∞

∫ 1

0

ρ2
xdxds ≤ C.

Logo,

||u2
xx||L2(QT ) ≤ C.

Novamente tomemos cuidado, pois estamos fazendo a identificação ρε = ρ e uε = u. Mas como as

bolas são fechadas nas topologias fraca e fraca estrela, temos que agora considerando as funções ρ

e u, podemos concluir que

||ut||L2(QT ) + ||uxx||L2(QT ) + ||ux||L∞([0,T ],L2) ≤ C.

�

Teorema 2.12. Suponhamos que u0 ∈ H1([0, 1]) e que as demais condições descritas no Teorema

2.9 são válidas. Então a solução de (2.6)-(2.9), construı́da na seção anterior é única na classe

(2.30).

Demonstração. Sejam (ρ1(x, t), u1(x, t)) e (ρ2(x, t), u2(x, t)) soluções de (2.6)-(2.9) satisfazendo

(2.30)-(2.31). Notemos que com estas condições temos regularidade suficiente para fazer as

derivações necessárias. Mostremos que estas soluções coincidem a menos de um conjunto de

medida nula. Por conveniência, denotemos vi(x, t) = 1
ρi(x,t)

, para i = 1, 2.

Pela equação (2.6) temos que (ρ1, u1), (ρ2, u2) satisfazem

ρ1+α
i ∂xui = −

1

α
∂tρ

α
i e ∂xui = ∂tvi, i = 1, 2.



CAP. 2 • EXISTÊNCIA E UNICIDADE DE SOLUÇÃO 77

A equação (2.7) nos fornece














u1t + A(ρ
γ

1
)x = B(ρ1+α

1
u1x)x

u2t + A(ρ
γ

2
)x = B(ρ1+α

2
u2x)x

Subtraindo uma equação da outra, vem

(u1 − u2)t + A(ρ
γ

1
− ρ

γ

2
)x = B(ρ1+α

1 u1x − ρ
1+α
2 u2x)x.

Multiplicando por (u1 − u2), temos que

(u1 − u2)(u1 − u2)t + A(u1 − u2)(ρ
γ

1
− ρ

γ

2
)x = B(u1 − u2)(ρ1+α

1 u1x − ρ
1+α
2 u2x)x

1

2

d

dt
(u1 − u2)2 + A(u1 − u2)(ρ

γ

1
− ρ

γ

2
)x = B(u1 − u2)(ρ1+α

1 u1x − ρ
1+α
2 u2x)x.

Integrando em (0, 1), usando a condição de fronteira temos

1

2

d

dt

∫ 1

0

(u1 − u2)2dx = B

∫ 1

0

(u1 − u2)(ρ1+α
1 u1x − ρ

1+α
2 u2x)xdx

− A

∫ 1

0

A(u1 − u2)(ρ
γ

1
− ρ

γ

2
)xdx

= B(u1 − u2(ρ1+α
1 u1x) − ρ

1+α
2 u2x))

∣

∣

∣

∣

∣

1

0

− B

∫ 1

0

(u1 − u2)x(ρ
1+α
1 u1x − ρ

1+α
2 u2x)dx

+ A

∫ 1

0

(u1 − u2)x(ρ
1+α
1 u1x − ρ

1+α
2 u2x)dx − A(u1 − u2)(ρ

γ

1
− ρ

γ

2
)

∣

∣

∣

∣

∣

1

0

= A

∫ 1

0

(u1 − u2)x(ρ
1+α
1 u1x − ρ

1+α
2 u2x)dx

− B

∫ 1

0

(u1 − u2)x(ρ
1+α
1 u1x − ρ

1+α
2 u2x)dx

= A

∫ 1

0

(v1 − v2)t(v
−γ

1
− v
−γ

2
)dx − B

∫ 1

0

(u1x − u2x)
2ρ1+α

1 dx

− B

∫ 1

0

(u1 − u2)x(v
−(1+α)

1
− v
−(1+α)

2
)u2xdx.

Façamos a estimativa de cada parcela separadamente. Considere

a(x, t) :=
Aγ

2

∫ 1

0

(v2 + τ(v1 − v2))−(γ+1)dτ.
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Assim, temos que a primeira parcela pode ser escrita como sendo

A

∫ 1

0

(v1 − v2)t(v
−γ

1
− v
−γ

2
)dx = A

∫ 1

0

(v1 − v2)t

∫ 1

0

d

dτ

(

(v2 + τ(v1 − v2))−γ
)

dτdx

= −Aγ

∫ 1

0

(v1 − v2)t

∫ 1

0

(v2 + τ(v1 − v2))−(γ+1)(v1 − v2)dτdx

= −2

∫ 1

0

(v1 − v2)t(v1 − v2)
Aγ

2

∫ 1

0

(v2 + τ(v1 − v2))−(γ+1)dτdx

= −

∫ 1

0

d

dt
((v1 − v2)2)a(x, t)dx

= −
d

dt

∫ 1

0

a(x, t)(v1 − v2)2dx +

∫ 1

0

at(x, t)(v1 − v2)2dx.

A segunda parcela pode ser estimada da seguinte maneira

−B

∫ 1

0

(u1x − u2x)
2ρ1+α

1 dx ≤ −M

∫ 1

0

(u1x − u2x)
2dx,

onde M é uma constante de depende da limitação inferior de ρ1. A terceira parcela pode ser esti-

mada aplicando a desigualdade de Cauchy da forma ±ab ≤ ε
2
a2 + 1

2ε
b2, de forma que temos

−B(u1x − u2x)(v
−(1+α)

1
− v
−(1+α)

2
)u2x ≤

M

2
(u1x − u2x)

2 +C(v
−(1+α)

1
− v
−(1+α)

2
)2(u2x)

2

≤
M

2
(u1x − u2x)

2 +C(v1 − v2)2(u2x)
2.

Assim, tomando C0 = M − M
2
, podemos escrever

1

2

d

dt

∫ 1

0

(u1 − u2)2dx ≤ −C0

∫ 1

0

(u1x − u2x)
2dx +C1

∫ 1

0

(u2x)
2(v1 − v2)2dx

−
d

dt

∫ 1

0

a(x, t)(v1 − v2)2dx +

∫ 1

0

at(x, t)(v1 − v2)2dx,

onde C0 e C1 são constantes positivas dependendo somente de limitações superior e inferior de ρ1

e ρ2.

Temos que esta aplicação a(x, t) é limitada inferiormente por uma constante positiva. De fato,

temos que tanto v1 quanto v2 são limitadas superiormente digamos por K1 e K2 respectivamente.

Assim, tomando K = max{K1,K2} temos

((1 − τ)v2 + τv1) ≤ ((1 − τ)K1 + τK2) ≤ ((1 − τ)K + τK) = K.
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Logo,

a(x, t) =
Aγ

2

∫ 1

0

(v2 + τ(v1 − v2))−(γ+1)dτ

=
Aγ

2

∫ 1

0

(

1

(v2 + τ(v1 − v2))

)γ+1

dτ

≥
Aγ

2

∫ 1

0

1

Kγ+1
dτ =

Aγ

2Kγ+1
= C > 0.

Além disso, podemos fazer a seguinte limitação superior:

|at(x, t)| =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

Aγ

2

∫ 1

0

d

dt

(

(τv1 + (1 − τ)v2)−(γ+1)
)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

dτ

≤
Aγ

2

∫ 1

0

∣

∣

∣(γ + 1)(τv1 + (1 − τ)v2)−(γ+2)(τv1t + (1 − τ)v2t)
∣

∣

∣ dτ

≤
Aγ(γ + 1)

2
C

∫ 1

0

|v2t + (v1t − v2t)τ|dτ

≤ C

∫ 1

0

(|v2t| + |v1t − v2t|)dτ

= C(|v2t| + |v1t − v2t|),

onde novamente C depende somente das limitações inferior e superior de ρ1 e ρ2.

Novamente usando a desigualdade de Cauchy, podemos escrever

|at(x, t)(v1 − v2)2| ≤ C(|v2t| + |v1t − v2t|)(v1 − v2)2

= C|v2t|(v1 − v2)2 +C|v1t − v2t|(v1 − v2)2

≤
C0

2
(v1t − v2t)

2 +C(1 + |v2t|)(v1 − v2)2.

Daı́,
∫ 1

0

at(x, t)(v1 − v2)2dx ≤
C0

2

∫ 1

0

(v1t − v2t)
2dx +C

∫ 1

0

(1 + |v2t|)(v1 − v2)2dx.

Fazendo uso desta estimativa podemos escrever

1

2

d

dt

∫ 1

0

(u1 − u2)2dx + C0

∫ 1

0

(u1x − u2x)
2dx +

d

dt

∫ 1

0

a(x, t)(v1 − v2)2dx

≤

∫ 1

0

at(x, t)(v1 − v2)2

≤
C0

2

∫ 1

0

(v1t − v2t)
2dx +C

∫ 1

0

(1 + |v2t|)(v1 − v2)2dx.



SEÇÃO 2.6 • UNICIDADE DE SOLUÇÃO 80

Agora, integrando em (0, 1) e usando que

(ρ1(x, 0), u1(x, 0)) = (ρ2(x, 0), u2(x, 0)) = (ρ0(x), u0(x)),

obtemos

1

2

∫ 1

0

(u1 − u2)2dx +

∫ 1

0

a(x, t)(v1 − v2)2dx +
C0

2

∫ t

0

∫ 1

0

(u1x − u2x)
2

≤ C

∫ t

0

∫ 1

0

(1 + |u2x|)
2(v1 − v2)2dxds.

Como vimos anteriormente a(x, t) ≥ C > 0. Logo,

∫ 1

0

(u1 − u2)2dx ≤ C

∫ t

0

∫ 1

0

(1 + |u2x|)
2(v1 − v2)2dxds

e
∫ 1

0

(v1 − v2)2dx ≤ C

∫ t

0

∫ 1

0

(1 + |u2x|)
2(v1 − v2)2dxds,

consequentemente

∫ 1

0

(u1 − u2)2dx +

∫ 1

0

(v1 − v2)2dx ≤ C

∫ t

0

∫ 1

0

(1 + |u2x|)
2(v1 − v2)2dxds. (2.33)

Já que u2x ∈ L2([0,T ],H1), temos pela imersão de Sobolev W1,p(0, 1) ֒→ C0([0, 1]) que
∫ t

0
||(1 + u2x)

2(s)||∞ds < ∞. Assim, chegamos a

∫ 1

0

(v1 − v2)2dx ≤ C

∫ t

0

||(1 + u2x)
2(s)||∞

∫ 1

0

(v1 − v2)2dxds.

Pelo Lema de Gronwall, temos que

∫ 1

0

(v1 − v2)2dxds = 0.

Logo, v1 = v2 em quase todo ponto de [0, 1] × [0,T ]. Consequentemente, também temos

∫ 1

0

(u1 − u2)2dx = 0,

devido a (2.33). Portanto, u1 = u2 em quase todo ponto de [0, 1] × [0,T ]. �

Observação: Os autores em [7] afirmam que a unicidade de solução fraca é válida na classe de

funções satisfazendo

ρ ∈ L∞([0,T ],H1), ρt ∈ L2([0,T ], L2), u ∈ L∞([0,T ], L2) ∩ L2([0,T ],H1)

ρ(x, t) > 0 em [0, 1] × [0,T ].
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No entanto, não nos ficou claro alguns detalhes em [7] para chegar a este ponto, especialmente no

que diz respeito aos cálculos com derivações que fizemos na demonstração acima. Por isso, nos

restringimos aqui à unicidade na classe menor descrita por (2.30)-(2.31).
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