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Abstract

In this work we present a brief introduction to graph theory, explaining some basic concepts
and highlighting Eulerian graphs. We use the concept of Eulerian graphs to solve some well known
puzzles and games. We finalize by presenting some applications involving graphs that are not
necessarily Eulerian.

Keywords: graph, Eulerian graph, applications of Graph Theory.

Resumo

Neste trabalho apresentamos uma breve introdugdao a teoria dos grafos, elucidando alguns
conceitos basicos e destacando grafos eulerianos. Usamos o conceito de grafos eulerianos para
resolver alguns passatempos e jogos conhecidos. Finalizamos apresentando algumas aplicagoes que
envolvem grafos que nao sdo necessariamente eulerianos.

Palavras-chave: grafos, grafos eulerianos, aplica¢oes de grafos.
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INTRODUCAO

O tema deste trabalho é parte dos conteidos de um ramo da Matematica conhecido como
Matemaética Discreta. A definicado mais geral que se pode dar da palavra “discreta” é “aquilo que
é feito de partes distintas”. Mas em Matematica este conceito é mais abstrato e o mais usual é
definirmos, informalmente, a Matematica Discreta como sendo a que nao é continua. Assim, nao
estariamos exagerando se disséssemos que os nimeros reais estdo para a Mateméatica Continua,
assim como os inteiros estao para a Matemaética Discreta. Esta vem ganhando mais espaco desde o
inicio do século X X em func¢ao do uso intenso de computadores, os quais trabalham com estruturas
discretas.

A resolucao de problemas tem um papel fundamental no ensino de Matematica desde as séries
iniciais. O estudante devera compreender que a interpretacao de um problema pode ser transcrita
através de uma modelagem antes de encontrar sua solu¢ao. A utilizagdo de um desenho (grafo)
para modelar problemas enriquece o conhecimento do aluno e oferece ferramentas adequadas para
tomada de decisoes na busca de uma solucao, a qual pode ser obtida manualmente ou com o auxilio
de um computador.

Apesar de nao possuir nenhum conhecimento do assunto no inicio deste trabalho, aceitei o
desafio de aprender algo novo e acabei me encantando com o tema, vislumbrando as varias pos-
sibilidades de aplicagoes. O objetivo deste trabalho é, portanto, fornecer um material de apoio a
professores do Ensino Bésico, que nao possuam conhecimento sobre grafos e que desejem trabalhar
o assunto em sala de aula, como apoio a algum contetido estudado ou, até mesmo, como forma de
exercitar habilidades matematicas e logicas em oficinas pedagbgicas.

Buscando atingir os objetivos descritos acima, organizamos nosso trabalho da seguinte forma:

o No capitulo 1 apresentamos alguns exemplos de utilizacdo de grafos em varios ramos da
ciéncia, destacando a relevancia do assunto.

e No capitulo 2 fazemos um breve histérico do assunto, indo desde a historia de Euler com as
pontes de Konigsberg até a conjectura do problema das quatro cores.

o No capitulo 3 esclarecemos alguns conceitos fundamentais e adotamos as defini¢oes necessa-
rias. Também demonstramos alguns teoremas e corolarios importantes.

« No capitulo 4 falamos sobre grafos isomorfos, suas aplicagoes e finalizamos com contagem de
grafos. Aqui também sdo demonstrados alguns teoremas fundamentais.



o Podemos dizer que o capitulo 5 é o “coracao” do nosso trabalho. Nele exploramos o conceito
de grafos eulerianos, demonstramos alguns teoremas e apresentamos um algoritmo que nos
diz se um grafo é ou nao euleriano.

e No capitulo 6 listamos algumas aplicagoes para grafos eulerianos com brincadeiras de dese-
nhar sem tirar o lapis do papel, o jogo de dominé e o problema chinés do carteiro.

o Finalmente, no capitulo 7 mostramos algumas outras aplica¢des para grafos nas quais nao é
relevante o fato de serem eulerianos ou nao. Tais aplicagoes vao desde passatempos conhe-
cidos como o jogo dos quatro cubos, o desafio do bode, da onca e do capim, até problemas
apresentados em olimpiadas de matematica.

Assim, esperamos que o trabalho auxilie na capacitagdo de alunos e professores da Educacao
Basica a expressarem suas ideias para resolverem problemas através da teoria dos grafos.



Capitulo 1
MOTIVACAO

Um grafo é um modelo matematico usado para representar uma cole¢ao de objetos chamados
vértices, que sao ligados aos pares por outra colecao de objetos chamados arestas. Grafos sdo
estruturas interessantes que contam com diversas aplicacoes, em diferentes areas da ciéncia, tais
como geografia, quimica, educagdo, engenharia etc, conforme [1].

Inicialmente, apresentaremos alguns exemplos do uso de grafos para modelar problemas.

1.1 Exemplos

Exemplo 1.1.1. Numa escola, algumas turmas resolveram realizar um torneio de futebol. Parti-
ciparam do torneio as turmas 6A, 6B, TA, 7B, 8A e 8B. Os jogos realizados até agora sao:

e 6A jogou contra 7TA, 7B, 8B;

e 6B jogou contra 7A, 8A, 8B;

o T7A jogou contra 6A, 6B;

« 7B jogou contra 6A, 8A, 8B;

o 8A jogou contra 6B, 7B, 8B;

« 8B jogou contra 6A, 6B, 7B, 8A.

Uma maneira de representar estes jogos é através de um grafo, onde as turmas sao representadas
por pontos (vértices) e os jogos sao representados por linhas (arestas). O desenho na Figura 1.1
representa esta estrutura.
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Figura 1.1: Grafo do campeonato de futebol.

Exemplo 1.1.2. Em uma turma do 5° ano do Ensino Fundamental, a professora propds aos
alunos que relacionassem os estados do Brasil através de suas fronteiras. Uma forma de apresentar
a solucao do problema proposto é associar a cada estado um ponto e unir dois pontos se os estados
correspondentes tém fronteira comum, obtendo assim um grafo.

A Figura 1.2 exibe este grafo, onde os vértices sao os estados e as arestas sao definidas pela
funcao "faz fronteira com...".

Figura 1.2: Grafo dos estados brasileiros e suas fronteiras.

Exemplo 1.1.3. Em Quimica, usamos diagramas para retratar moléculas. Esses diagramas tam-
bém sao grafos.

Nos grafos exibidos nas figuras 1.3, 1.4 e 1.5 os vértices sdo os atomos (cdtions ou anions)
e as arestas sao as ligagoes covalentes entre eles. Por exemplo, o oxigénio (O~?) precisa de 2
cations para se estabilizar, logo ele faz duas ligacdes covalentes com o hidrogénio (H ™), formando
a molécula de dgua (Figura 1.3).
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Figura 1.3: Molécula de Agua (H,0).
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Figura 1.5: Cicloexano CgH1s.

Exemplo 1.1.4. Os subconjuntos de um conjunto também podem ser representados como grafos.
A Figura 1.6 mostra todos os subconjuntos do conjunto {a, b, ¢, d}. Cada subconjunto é represen-
tado por um vértice e uma aresta une dois subconjuntos se um é derivado de outro pela retirada
de um elemento.



{a,b,c,d}

{a,b,c} {a,c,d} {b,c,d} {a,b,d}

{ab} {ag) {b,c} {a,c} {cd {b,d}

53

Figura 1.6: Subconjuntos com cardinalidades decrescentes.

Exemplo 1.1.5. Para pequenas plantas como a mostrada na figura 1.7, um diagrama é muito
util para mostrar quais comodos tém acesso mutuo, onde os vértices representam os comodos e as
arestas, as conexoes existentes entre eles. Tais diagramas sao conhecidos pelos arquitetos como
diagramas de circulacao, pois sao usados para analizar a movimentagao de pessoas em grandes
construgoes. Em particular, tém sido usados em projetos de aeroportos e planejamento de “layout”
de supermercados, por exemplo.
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Figura 1.7: Planta baixa de uma casa.
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Figura 1.8: Grafo da conexao dos comodos da casa da figura 1.7.

Neste trabalho estudaremos os grafos eulerianos e algumas aplicagdes que podem ser utilizadas
tanto em sala de aula com alunos de Ensinos Fundamental e Médio, quanto como entretenimento
em uma roda de amigos.

Existem diversos livros que tratam sobre teoria dos grafos. Para o desenvolvimento dos topicos
dos capitulos a seguir, nos concentramos nos seguintes: Graph Theory with Applications [1],

Graphs: an Introductory Approach [2], Introduction to Graph Theory [3], Graph Theory [4], entre
outros.



Capitulo 2

HISTORICO

Em 1736, o matematico suigo, Leonhard Euler (1707-1783) deu o “pontapé inicial” na Teoria
dos Grafos solucionando o problema das sete pontes de Konigsberg [5], [6] . Vamos conhecer um
pouco mais sobre esse problema. Konigsberg era uma pequena cidade da antiga Prussia, hoje
chamada Kaliningrado, na atual Russia. Havia sete pontes interligando as partes da cidade que
era cortada por vertentes do rio Pregel, formando duas ilhas na parte central, como mostra a
Figura 2.1.

Figura 2.1: As Pontes de Konigsberg.

Os moradores dessa cidade viviam se perguntando se haveria um modo de alguém, partindo de
uma das margens ou de qualquer das ilhas, percorrer todas as pontes sem passar mais de uma vez
por qualquer uma delas e retornar ao ponto de partida.

Ao passar pela cidade, Euler foi desafiado a resolver tal problema. Diferente dos habitantes
da cidade, que usavam a questao como diversao, Euler decidiu pensar no problema de maneira
mais profunda. A primeira coisa que fez foi se livrar do que estava sobrando, como casas, prédios,
arvores etc.

Euler percebeu que poderia simplificar ainda mais essa representacao, visualizando as margens
e as ilhas como se fossem pontos A, B, C, D e as pontes como sendo arcos que unem tais pontos.



Enfim, tudo se resumiu entao, em se analisar o diagrama representado pela figura 2.2, onde os
arcos ligam os pontos, de acordo com a disposi¢ao das pontes dada no enunciado do problema.

A

B
Figura 2.2: Esquema de Euler para as pontes de Konigsberg.

O desenho da figura 2.2 é, provavelmente, o primeiro exemplo de um grafo a ocorrer como
modelo matematico para resolver um problema. Este problema agora pode ser expresso da seguinte
forma: partindo de um vértice A, B, C ou D, achar um trajeto que percorra todo o grafo sem passar
mais de uma vez pela mesma aresta, retornando ao vértice inicial.

Euler chegou a conclusao de que era impossivel realizar a faganha proposta. A soluc¢ao do
problema das pontes de Konigsberg foi publicada por Euler em 1736. O titulo deste artigo traduzido
para o portugués é: “A solugdo de um problema relacionado com a geometria da posi¢ao.” Este
artigo é hoje considerado o primeiro em teoria dos grafos.

Em 1847, Gustav Robert Kirchhoff (1824 — 1887), um fisico alemao, propos a teoria de arvores
(subconjunto da teoria de grafos) para resolver problemas de circuitos elétricos. Em 1857, Arthur
Cayley (1821-1895), um matemaético britanico, apresentou um método de enumeracao de hidrocar-
buretos alifaticos. Em 1869, Jordan, apresentou a teoria de arvores como modelagem estritamente
matematica.

Um problema muito famoso também na teoria dos grafos é o Problema das Quatro Cores, o
qual data de 1852, quando Francis Guthrie, na época, estudante de liceu, estava colorindo um
mapa dos condados da Inglaterra. Guthrie constatou que, com algum esforco, conseguia colori-
lo usando apenas 4 cores diferentes com a condi¢gdo de que condados contiguos tivessem cores
distintas. Intrigado, foi perguntar ao irmao mais velho, Frederick, ja na universidade, se isto se
passava com qualquer mapa.

Frederick Guthrie ndo conseguiu responder e foi perguntar ao seu eminente professor em Cam-
bridge, o célebre Augustus De Morgan, se sabia resolver o problema. De Morgan pensou, pen-
sou...e a resposta era nao. Tinha nascido o problema das quatro cores.

Foi apenas em 1976 que a conjectura foi finalmente demonstrada por Kenneth Appel e Wolfgang
Haken da Universidade de Illinois. Quando isto aconteceu, reza a historia que muitos professores
de matematica teriam interrompido as suas aulas para abrir uma garrafa de champanhe. No



entanto, muitos matematicos nao ficaram contentes por duas razoes: a descoberta tinha sido feita
usando trés supercomputadores durante mais de 1000 horas e a parte da prova que nao fez uso dos
supercomputadores consistia de 400 paginas de detalhes a serem avaliados.

Em 1994 foi produzida uma prova mais simples, ainda usando computador, por Paul Seymor,
Neil Robertson, Daniel Sanders e Robin Thomas, porém continua o problema de demonstrar o
teorema sem recorrer a um computador.
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Capitulo 3

CONCEITOS BASICOS

3.1 Grafos

Ha varias maneiras diferentes de formalizar o conceito de grafos em matemética. Cada au-
tor pode adotar uma notacao diferente, porém, para sabermos qual delas é melhor, depende da
aplicagao. Neste trabalho usaremos as notagoes de [1].

Um grafo G é uma tripla da forma (V(G), E(G), ¢q), que consiste de um conjunto nao vazio
V(G) de vértices, um conjunto E(G) de arestas e uma fungao de incidéncia ¢, a qual associa
a cada aresta de E(G) um par de vértices de V(G), ndo necessariamente distintos. Se e é uma
aresta e u e v sao vértices tal que pg(e) = uv, entdo e une os vértices u e v, os quais sdo chamados
de extremos de e.

Nao devemos confundir um grafo com suas representacgoes graficas, nas quais os vértices sao
geralmente representados por pontos e as arestas por linhas continuas. E tao usual representar

grafos desta maneira que muitas vezes tratamos o desenho por “grafo”, o que é aceito, desde que
nao haja confusdo. Considere o grafo G = (V(G), E(G), pq), onde V(G) = {v1, ve, v3, v4, 15},

E(G) = {e1, e, €3, €4, €5, €5, €7, s} € g definida como:

Uma representacao de G é mostrada na figura 3.1.

Um mesmo grafo pode ser representado de maneiras diferentes. A posi¢ao no plano dos pontos
que representam os vértices e das linhas que representam as arestas nao é importante. Note que a
figura 3.2 também representa o grafo G.

Se um vértice v de G é um dos extremos de alguma aresta e de G, dizemos que e incide em v
e vice-versa. Dizemos também que dois vértices u e v de G sdo adjacentes ou vizinhos se existe
uma aresta de GG cujos extremos sao u e v. Note que, na figura 3.3, a aresta e; incide em v, e em
v, logo os vértices v; e 1, sdo adjacentes.
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€3

Figura 3.1: Uma representagao do grafo G.

Figura 3.2: Outra representacao do grafo G.

Para manuseio computacional, entretanto, é conveniente contar com outras representacoes,
pois a representacao grafica nao fornece a um computador a forma numérica com a qual ele possa
trabalhar. Inclusive, a variedade, em termos de dimensao e de complexidade dos problemas de
grafos, tem levado a definigdo de diversas formas de representacdo (estruturas de armazenamen-
tos) que procuram, em alguns casos, atender as necessidades algébricas, combinatérias ou ainda,
de busca ou armazenamento de carater essencialmente algoritmico. A seguir mostraremos trés
representagoes de grafos comumente usadas em algoritmos.

Uma forma de representarmos o grafo G ¢é a lista de adjacéncias, onde para cada vértice,
listamos os vértices que lhe sdo adjacentes. A tabela 3.1 nos mostra a lista de adjacéncias dos
vértices de G.

U1 V2, Us
V2 | V1, U3, U4
Vg | V2, U3, U4
Vg | V2, U3, Us
Us V1, U4

Tabela 3.1: Lista de adjacéncias do grafo G.
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O grafo G também pode ser representado através de uma matriz de adjacéncia. A matriz de
adjacéncia, A(G), de um grafo G, com n vértices, é uma matriz de ordem n, na qual se associa
cada linha e cada coluna a um vértice, onde cada elemento a;; = 1 corresponde ao ntmero de
arestas que unem os vértices v; e v;. Logo, a matriz de adjacéncia do grafo G ¢é:

01002
10110
AG)=]01110
01101
20010

Uma outra maneira de representarmos um grafo matricialmente é através da matriz de in-
cidéncia, que é uma matriz M, «,,, onde n corresponde ao nimero de vértices do grafo e m ao
numero de arestas. O elemento da linha 7 e da coluna j é igual ao niimero de vezes que a aresta j
inside no vértice i. Vejamos a matriz de incidéncia Ms.g do grafo G da figura 3.1:

10000011
11001000
MG=01210000
00011100
00000111

Um grafo que possui infinitos vértices e/ou infinitas arestas é um grafo infinito [7]. Neste
trabalho, entretanto, trataremos apenas de grafos finitos, onde os conjuntos de seus vértices e de
suas arestas sao finitos e nos referimos a eles apenas como grafos.

Seja G um grafo. Por definicao, V(G) é nao vazio. No entanto, F(G) pode ser vazio e, neste
caso, a funcao de incidéncia ¢ ¢é vazia. Quando G possui um tnico vértice e ndo possui arestas, G
é um grafo trivial. Se ambos os extremos de uma aresta e sao iguais, dizemos que e é um lago.
Duas arestas distintas sdo paralelas se possuem os mesmos extremos. Um grafo G é simples se
nao possui lagcos nem arestas paralelas. Na figura 3.1, a aresta e3 é um lago, pois une o vértice
v3 a ele mesmo; as arestas e; e eg sao paralelas, pois pg(er) = v1v5 € pg(es) = vyvs, ou seja, as
arestas e; e eg possuem os mesmos extremos. O grafo da figura 3.3 é simples e o da figura 3.1 nao
¢ simples.
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Figura 3.3: Exemplo de grafo simples.

3.2 Subgrafos

Sejam G e H grafos. O grafo H é subgrafo (escrevemos H C G) de G se V(H) C V(G),
E(H) C E(G) e ¢y é a restricao de ¢ para E(H). Quando H C G mas H # G, escrevemos
H C G e chamamos H de subgrafo préprio de G. A figura 3.4 nos mostra um grafo e dois de
seus subgrafos.

Vi Vi Vi vy v

V3 V4 L

(a) (b) (c)

Figura 3.4: (a) Grafo G, (b) e (c¢) Subgrafos de G.

3.3 Grau de um vértice

O grau de um vértice v de um grafo G é o ntimero de arestas de GG incidentes em wv, lacos
contados duas vezes. Denotamos o grau de v por dg(v), sendo que omitimos o subscrito “G”
quando o grafo G estiver claro no contexto. Na figura 3.1, d(v;) = 3, d(w) = 3, d(v;) = 4,
d(vy) =3 e d(vs) = 3.

14



Teorema 3.3.1. Em qualquer grafo GG, a soma dos graus de todos os vértices é igual ao dobro do
nimero de arestas. Isto é,

> da(v) =2|E(G)].

veV(Q)

Demonstragio. Cada aresta (lago ou nao) contribui duas unidades na soma dos graus. O

O grafo G da figura 3.1 tem 8 arestas. De fato,

ABG) = Y dofv) =16

veV(G)
Logo,
2|E(G)|=16 = |E(G)|=28.
Corolario 3.3.2. O nimero de vértices de grau impar em um grafo é par.

Demonstragio. Seja G um grafo e Vp e Vi os conjuntos dos vértices de G cujos graus sao pares e
impares, respectivamente. Pelo teorema 3.3.1, temos:

> da(v) =2|E(G).

veV(Q)
Logo,
Y. da(v) =) da(v) + ) da(v) = 2|E(G)]
veV(G) veVp veVT
ou seja,

> da(v) = 2|E(G)|= >_ da(v).
veVr veEVP
Observe que o lado direito dessa equagao é par, pois 2|E(G)| é claramente um nimero par e

a soma de parcelas de niimeros pares é par. Portanto Z dg(v) é par. Para que uma soma de
veVT

nimeros impares seja par, é necessario que o nimero de parcelas seja par. Logo |V;| é par, ou seja,

o numero de vértices de grau impar de G ¢é par. O
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3.4 Grafos regulares

Um grafo é regular se todos os seus vértices possuem o mesmo grau. Se o grau de cada
vértice de um grafo regular G for igual a k, dizemos que G é k-regular. A figura 3.5 exibe grafos
3-regulares. Grafos 3-regulares sdo chamados também de ciibicos.

Va Vs

U; /
V7

L
" /'vﬁ

W2 Vg

Figura 3.5: Grafos 3-regulares ou cubicos.

O teorema 3.3.1 nos permite contar o nimero de arestas de um grafo k-regular com n vértices.
De fato, seja G um grafo k-regular com n vértices. Como para v € V(G), dg(v) = k temos que,

AEG)= Y da(v) = k.

veV(G)

Logo,

Grafo completo: Um grafo simples é completo se, para quaisquer dois vértices, existe uma
aresta que os une. Um grafo completo com n vértices, n > 1 é denotado por K,. Alguns exemplos
de grafos completos sdo exibidos na figura 3.6.

[ AA W

K K, K, K, K,

Figura 3.6: Exemplo de grafos completos.
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Observe que um grafo completo K, é (n — 1)-regular. Entao o nimero de arestas de K,, é dado
por

kn (n—1)n n
EK,)|=—=——"— = )
Note que um grafo completo é um grafo simples que contém o niimero maximo de arestas.

No exemplo 1.1.1, poderiamos considerar a hipotese de que todas as seis turmas jogaram entre
si. Neste caso, o grafo que representa os jogos do campeonato é um Kg, como mostra a figura 3.7.
Se quisermos saber quantos jogos foram realizados, sem contarmos as arestas do grafo da 3.7 basta
calcularmos

L.

B &8

8A TA

7B

Figura 3.7: Novo grafo do campeonato de futebol.

Uma outra maneira de fazer essa contagem é usando o teorema 3.3.1.

ABKg)|= Y dicy(v) = 30.

veV (Ks)
Logo,
2| E(Kg)|= 30
e portanto,
|E(Kg)|= 15.

De ambas as formas, concluimos que o grafo da figura 3.6 possui 15 arestas, ou seja, foram realizados
15 jogos no campeonato da escola.
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Ciclo: Um ciclo é um grafo, denotado por C,,, com n > 3, definido por: V(C,,) = {vo,v1,...,vn_1}
e E(C,) = {vov1, 0109, ..., Up_2Upn_1, Un_10p }. A figura 3.8 exibe um exemplo de ciclo, o Cg.

Vo Vi

Vi

vy V3
Figura 3.8: Ciclo Cy

Note que todo ciclo C,,, com n > 3, é um grafo 2-regular e possui
2n

V(Ca)l=ne |E(C)|= -

n.

k-cubo: Um k-cubo, denotado por @, com k& > 1, é um grafo simples cujos vértices sao as
k-uplas ordenadas do conjunto {0, 1} e dois vértices sao adjacentes se diferem em exatamente uma
coordenada. Por exemplo, se k = 1, temos {0, 1}; se k = 2, temos {00, 10,01, 11}; se k = 3, temos
{000, 100,010, 110,001, 101,011,111} e se k = 4, temos {0000, 1000, 0100, 1100, 0010, 1010, 0110, 1110,
0001, 1001,0101,1101,0011,1011,0111,1111}. Os elementos desses conjuntos sao os vértices de Q1,
Q2, Q3 e Q4 respectivamente, representados na figura 3.9.

011 111

010
01 101
i
001
00 100 101
101
*r—=
1] i
00 10
000 100 000 100
Q1 Q:

Figura 3.9: k-cubos

Note que o grafo @, possui 2¥ vértices pois, o ntimero de vértices de um k-cubo, corresponde
ao numero de sequéncias binarias de comprimento k. O grafo ) é regular de grau k, pois cada
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vértice é uma k-upla e, por defini¢ao, hd uma aresta entre dois vértices se as k-uplas correspondentes
diferirem de exatamente uma coordenada.
Portanto, pelo teorema 3.3.1 o nimero de arestas de ), é dado por:

AB(Qr)l= > do,(v) =k2"

veV(Qk)

Logo,

2k
|E(Qr)|= ]{;2 = k200,

Grafos platonicos: Os solidos platonicos (em homenagem ao filésofo Platao) sao figuras tri-
dimensionais nas quais todas as faces sao poligonos regulares congruentes, tal que cada vértice
possui o mesmo numero de faces incidentes. Existem somente cinco sélidos platonicos os quais
estao representados na figura 3.10. Platao associou cada sélido com um dos elementos que acredi-
tava serem a composigao de tudo no universo (figura 3.11): tetraedro (fogo); cubo (terra); octaedro
(ar); dodecaedro (universo); icosaedro (dgua).

> POO @

tetraedro octaedro dodecaadro icosaadro

Figura 3.10: Os sélidos de Platao.
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TETRAEDRO

Frrg.a

DODECAEDRO
Universe

Figura 3.11: Os sélidos de Platao e os elementos do universo.

A\ ) A

Figura 3.12: Grafos platonicos

Os grafos obtidos pela projecao dos sélidos de Platao no plano sao conhecidos como grafos
platonicos e estao exibidos na figua 3.12. Note que sao grafos regulares.

3.5 Percursos em um grafo

Para resolvermos o problema das pontes de Konigsberg e muitos outros que envolvem grafos,
precisamos dos seguintes conceitos: passeio, trilha e caminho, os quais definem percursos em um
grafo.

Um passeio, P, é uma sequéncia finita e nao vazia (vo, 1, vy, €a, ..., €, Vg ), cujos elementos sao
alternadamente vértices e arestas tal que, para todo 7, 1 < i < k, v;_1 e v; sdo os extremos de e;.
Dizemos que o passeio P é de vy a v,. O comprimento, |P|, de P é k. Se k = 0, o passeio é
degenerado. Se as arestas eq, e, ...., ;. sao duas a duas distintas, P ¢ uma trilha. Se, além disso,
os vértices vg, 1, ..., U, sao dois a dois distintos, P é um caminho.
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Na figura 3.13, P, = (vs, es, V9, €10, Us, €10, V2, €2, U3) € um passeio; P» = (vg, €6, Us, €5, V4, €9, Vg,
€10, Ve, €2,v3) € uma trilha e Py = (v1, €3, vs3, €a, Vs, €10, Vg, €9, V4, €5, V5) € um caminho, de compri-
mentos iguais a 4, 5 e 5, respectivamente.

Note que uma trilha pode repetir vértices, mas nao arestas e um caminho nao repete vértices,
e consequentemente, nao repete arestas. Logo, por defini¢do, todo caminho é uma trilha e toda
trilha é um passeio, porém a reciproca destas afirmacoes nao é verdadeira. Considere o passeio
P = (v, 1,09, 2,03, €3,Va,€1,01, €4, U4, €4, V1, €4, 0y, €5,V5), & seguinte trilha T = (vq, e3,v3, €3, v1,
€4, V4, €9, Vg, €7,v1) do grafo da figura 3.13. Note que P ndo é uma trilha, pois repete arestas e T'
nao é um caminho, pois repete vértices.

V1

Figura 3.13: Exemplos de percursos

Seja P um passeio ou uma trilha. Se |P|> 0 e vy = v, entdo P é um passeio fechado
ou uma trilha fechada, respectivamente. Por exemplo, no grafo H da figura 3.14,0 passeio
P = (vy,e7,v9, 9,00, €3, V3, €4, V3, €5, Vg, €, V1, €7, Vo, €6,V1) ¢ um passeio fechado e a trilha T =
(v1, €7, V9, €9, Vg, €3, U3, €5, Vg, €6,01) € uma trilha fechada. Note que nao tem sentido falarmos de
caminho fechado, pois pela definicdo de caminho, os vértices devem ser distintos, logo vy # .

Se P é uma trilha fechada com os vértices vy, vs,...., v, dois a dois distintos, entao P é
um circuito. Um exemplo de circuito, ainda utilizando o grafo H da figura 3.14 é P = (v,
e1, Vo, €3, V3, €5, Vg, €6, V1 ). Observe que se C' = (vg, €1, V1, ...., Up_1, V) € um circuito, entao a sequén-

cia (vg, €1, ..., Vk_1) € um caminho.

Um pedago de um passeio P = (vg, 1,01, ..., €, V) ¢ um passeio que é uma subsequéncia
(Viy €i41, Vi1, - - -, €5,v;) de termos consecutivos de P. Analogamente, definimos pedago se P for
uma trilha ou um caminho.

Dizemos que um passeio passa pela aresta, visita o vértice, que vy é o inicio do passeio,
V1, Vs, ..., Up_1 SA0 Vértices internos ao passeio e que v, é o término do passeio.

Sejam P = (vg, e1,v1, ..., €5, V) € Q = (wo, f1, w1, ..., fr, wr) dois passeios em um grafo G, tais
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Vo Wy

&

Figura 3.14: Grafo H.

que o término v de P coincide com o inicio wy de (). Nesse caso definimos a concatenagao de
P com ) como sendo a sequéncia (vg, €1, 1, ..., €k, Vg, f1, W1, .., fr, Wk), que denotaremos por PQ.
E facil ver que PQ também é um passeio em G. Se o término de P néao coincide com o inicio de
(), a concatenagao PQ) nao é definida. Por exemplo, na figura 3.13, sejam P = (vy, ey, vg, €9, v3)
e @ = (vs, e11, V4, €9, Vg, €6, V5). Entdo PQ = (vy, eq,vs, 2,03, €11, Vs, €9, Vg, €6, V5). Um exemplo de
um pedago de PQ é (vq, €2, v3, €11, Uy, €9, V).

3.6 Grafos conexos
A seguir definiremos componentes conexos de um grafo. Intuitivamente, os componentes cone-
xos de um grafo sao os “pedagos” conexos do grafo.

Seja G' um grafo, dizemos que G é conexo se para quaisquer dois vértices u e v de GG existe
um passeio de u a v em G, caso contrario, GG é desconexo.

XX

Grafo desconexo

Grafo conexo

Figura 3.15: Grafos conexo e desconexo
Seja G um grafo e v € V(G). Dizemos que um vértice u € V(G) é alcangado a partir de v,

se existe um passeio de v a v em . Considere agora o conjunto W dos vértices de G alcancados
a partir de v. O subgrafo H de GG cujo conjunto de vértices é W e cujas arestas sao as arestas de
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G com ambos os extremos em W é um conexo de G. Denotamos H por G[W]. Esta definigao
origina um método para encontrar todos os componentes conexos de um grafo G.

Primeiro, considere um vértice v de GG e encontre o conjunto W; dos vértices alcangados a partir
de v. Se V(G)\ W1 # 0, seja u € V(G) \ Wy e encontre o conjunto Ws dos vértices alcancados a
partir de u. Repita esse procedimento até que V(G) \ (W3 UWL U...UW,) = (. Os subgrafos
GIWh], GIWs), ..., G[W,] sao os componentes conexos de G. Note que se p = 1, o grafo G é conexo.

Exemplo 3.6.1. Considere o grafo G representado pelo diagrama da figura 3.16. Seja V(G) =
{v1, va, V3,04, V5,06 } 0 conjunto dos vértices de G. Ao iniciarmos um passeio qualquer por qualquer
um dos seis vértices de G verificamos que todos os outros cinco vértices do grafo sdo alcangados pelo
vértice inicial do passeio, temos entdo Wy = {vy, v, v3,v4, U5, V6 }, que é o conjunto dos vértices do
subgrafo G[W;] obtido pelos vértices alcancados pelo vértice inicial do passeio. Como V(G)\ W, =
0, temos que G[W;] = G. Logo, G é conexo.

Vi

Vg Vi

V5 vy
Vg

Figura 3.16: Grafo conexo

Exemplo 3.6.2. Considere o grafo G da figura 3.17, com V (G) = {vy, va, v3, v4, Vs, Vg, U7, Us, Vg, V10 } -
Tomando o vértice v; como inicio de um passeio, verificamos que os vértices vy e v; sdo alcancados
a partir dele. Temos entdao Wy = {vy,v4,v7} 0 conjunto dos vértices e By = {vyvy, v107, 0407} 0
conjunto das arestas que formam o subgrafo G[W;]. Como V(G) \ Wy = {v, vs, vs, s, Vs, Vg, V10 },
tomemos vy e verificamos quais sdo os vértices alcangados por ele. Encontramos entao vs e vg.
Entao Wy = {vg, v5, 08} € Ey = {vous, vsvs, vovg }, formam o subgrafo G[Ws] de G. Verificamos que
V(G)\ (W1 UWs) = {vs, vs, vg, v10}. Tomando o vértice vz como vértice de partida, verificamos que
os vértices vg, vg € V19 880 alcangados a partir dele. Obtemos assim um outro subgrafo G[W3] de G,
com W3 = {v3, v, vg, v10} € E3 = {306, 3010, V6V, V910, V10 }. Como V(G)\ (W1 UWLUW3) = 0,
o processo termina e os subgrafos G[W;|, G[Ws] e G|W3] constituem os componentes conexos
de GG. Neste exemplo, o grafo G é desconexo. A figura 3.18 mostra os trés componentes conexos
do grafo G separadamente.
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v Vg

Vs
GIWil GIW;i

GIWsl

Figura 3.18: Componentes conexos do grafo G.

3.7 Grafos bipartidos

Uma classe de grafos muito estudada e que tém importantes aplicagbes em teoria dos grafos
é a dos grafos bipartidos. Um grafo G é bipartido se o conjunto de seus vértices admite uma
particio ' em dois conjuntos X e Y, e cada aresta de G tem um extremo em X e outro em Y.
A particao (X,Y) é denominada biparticdo de G. Uma forma de determinar se um grafo G é
bipartido é pintar seus vértices com duas cores, branco e preto, por exemplo, e verificar se toda

'Uma familia F' de subconjuntos de um conjunto A é uma particio de A se os elementos de F sio nio vazios,
disjuntos dois a dois e a unido de todos os elementos de F' é A.
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aresta de G tem um extremo branco e outro preto. A figura 3.19 exibe trés exemplos de grafos
bipartidos, onde X contém os vértices pretos e Y, os vértices brancos.

X

vértices pretos

vértices brancos

Figura 3.19: Exemplos de grafos bipartidos.

O grafo Cy da figura 3.20 nao é bipartido. De fato, suponhamos que haja uma biparticao de
Cs. Como C5 tem cinco vértices e nés temos duas cores para pintar tais vértices, pelo principio da
casa dos pombos 2, temos que pelo menos trés vértices terdo a mesma cor, digamos preta. Logo,
dois vértices pretos serao necessariamente adjacentes.

Figura 3.20: Grafo nao bipartido.

Um grafo bipartido completo é um grafo bipartido simples com biparti¢cao (X,Y) em que
cada vértice de X estd unido a todos os vértices de Y. Se | X|= p e |Y|= ¢, o grafo correspondente
¢ denotado por K, ,. A figura 3.21 apresenta alguns exemplos de grafos bipartidos completos.

2 Principio da casa dos pombos: se em n casas, n > 1, colocarmos m pombos, m > n, entdo alguma casa conterd
pelo menos dois pombos.
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Kig Kzz Kz.4 Kas

Figura 3.21: Exemplos de grafos bipartidos completos.

Considere o grafo bipartido K, , com | X|= p e |Y|= ¢g. Por definigdo, K, ,, possui p+q vértices,
pois (X,Y) é uma particdo de V (K, ). Se v € X, entao dg, (v) = |[Y|= g ese v € Y, entao
dg,,(v) = | X|=p. Logo, K, possui p vértices de grau ¢ e ¢ vértices de grau p. Portanto, podemos
determinar o ntimero de arestas de um grafo bipartido completo K, , utilizando o teorema 3.3.1,
COMO Vemos a Seguir:

20B(Kpo)l= > di,,(v) =) dx,,(v)+ > dx,,(v) =p.qg+qp=2pq.

veV (Kp,q) veEX veY
Logo, |E(Kp,q)|= pg.

Exemplos de grafos bipartidos dentre os estudados:

e C,, com n par. Seja V(C,) = {v1,va,...,v,}, n par, Os subconjuntos X e Y de V(C,)
definidos por X = {v;,i é par} e Y = {v;,7 é impar} é uma biparticao de C,,. A figura 3.22
mostra esta biparticao para Cg.

Vi vy

Vi

vy LE:

Figura 3.22: Grafo bipartido e ndo completo.
o k-cubo, Q). Uma biparticao possivel, (X,Y") é:

k
X ={aias...ay,» _a; é par}
i=1
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k
Y ={aiay...a, Zai é impar}.
i=1
Observe que, X #(QeY # (), poisk > 1; XUY = V(Q}). Sejam u e v, u # v, dois vértices de
X. Por definicdo de X, temos que o ntimero de 1’s de u difere de pelo menos duas unidades
do nimero de 1's de v. Logo, u e v nao sao adjacentes, pela construcao de Q. Esse mesmo
aplica-se a Y. Logo, (X,Y) é uma biparticao de Q.

A figura 3.23 exibe esta biparticdo para o 3—cubo.

100

001 011

Figura 3.23: O 3-cubo é bipartido.

Como vimos nesta secao o C'5 nao é bipartido, e o teorema a seguir nos mostra que o mesmo
vale para todo circuito de comprimento impar.

Teorema 3.7.1. Um grafo G é bipartido se, e somente se, ndo contiver circuitos de comprimento
impar.

Demonstragio. Sejam G um grafo bipartido, (X,Y) uma biparticdo de G e C' = (vg, vy, ..., Uk, o)
um circuito em G. Sem perda de generalidade podemos supor vy € X. Como vgv; € E(G) e G é
bipartido, entdo v; € Y. Analogamente, vo € X. Assim, vy; € X e vg;41 € Y. Logo k =25+ 1
para algum inteiro j. Portanto, |C] é par. Como o circuito C' é arbitrario, concluimos que G nao
contém circuitos impares.

Suponhamos que G nao contém circuitos de comprimento impar. E suficiente provar para
grafos conexos, pois caso contrario, consideramos os seus componentes conexos.

Seja o vértice u € V(G). Definimos os subconjuntos X e Y de V(G) da seguinte maneira:

X ={z e V(G) | d(u,x) é par}

Y ={y e V(G) | d(u,y) é impar.}

(Denotamos por d(u,v) ao comprimento do menor caminho de u a v em G).

Vamos mostrar que (X, Y’) é uma biparti¢do de V(G). Da construgao de X e Y e da conexidade
de G, temos que X UY =V(G), XNY =0, X #0 e Y # (). Falta portanto mostrar que toda
aresta de G tem um extremo em X e outro em Y.
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Suponhamos v e w dois vértices de X. Seja P o menor caminho de u a v e () o menor caminho
de u a w. Seja u; o Ultimo vértice comum a P e (). A existéncia de u; é garantida, pois o proprio
u satisfaz.

u

Figura 3.24: Caminhos de comprimento minimo entre u e v e v e w.

Sejam P e P, pedacos de P e Q1 e (2, pedagos de @), conforme mostra a figura 3.24. Temos
que P, e Q> tém o mesmo comprimento, pois ambos sao caminhos de distdncia minima entre u e
u1. Como v e w pertencem a X, os comprimentos de P e () sao pares, portanto P, e ()1 tém a
mesma paridade. Logo, o caminho P, 'Q;, onde P! é o caminho em sentido oposto ao de P;, tem
comprimento par. Portanto, se existir uma aresta unindo os vértices v e w, teremos um circuito
de comprimento impar, uma contradicao. Logo, os vértices pertencentes a X nao sao adjacentes
entre si. Analogamente, os vértices pertencentes a Y também nao sao adjacentes entre si. Logo,

toda aresta de G tem um extremo em X e outro em Y. Portanto, (X,Y) é uma biparti¢do de
G. O

O teorema acima afirma que o tnico impedimento para que um grafo seja bipartido é possuir
circuitos de comprimento impar. Portanto, vé-se facilmente que dentre os grafos platonicos da
figura 3.12, apenas o cubo é bipartido.
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Capitulo 4

ISOMORFISMO DE GRAFOS

4.1 Grafos isomorfos

Dois grafos G e H sao iguais se V(G) =V (H), E(G) = E(H) e pc = pu. A figura 4.1 exibe
dois grafos, G e H, tal que V(G) = V(H), E(G) = E(H), mas ¢g # ¢u, pois pg(e1) = vivy €
vu(e1) = vivs. Logo G e H nao sdo iguais, mas sdo isomorfos.

Vi [=E] vy

G

Figura 4.1: Os grafos G e H ndo sao iguais.

Dizemos que dois grafos, G e H sdo isomorfos se existem bijecoes f : V(G) — V(H) e
g : E(G) — E(H) tais que um vértice v é extremo de uma aresta e no grafo G se, e somente se,
f(v) é extremo da aresta g(e) no grafo H. Observe que as fungoes f e g preservam as relagoes de
incidéncia. Escrevemos G = H para indicar que G e H sdo isomorfos e dizemos que o par (f, g) é
um isomorfismo entre eles.

Consideremos agora os grafos L e M da figura 4.2. Embora possuam representacoes diferen-
tes, também sao isomorfos, pois existem as bijegoes f : V(L) — V(M) e g : E(L) — E(M),
satisfazendo as relagoes de incidéncia. A tabela 4.1 exibe essas bije¢oes. Observe que o vértice a
de L é extremo da aresta ey de L e f(a) = v; é extremo da aresta g(e2) = w no grafo M. Por
inspecao verificamos que esta propriedade se mantem para os outros vértices de L. Note que grafos
isomorfos podem ter representacoes distintas.
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Figura 4.2: Grafos isomorfos.

f:V(L)—= V(M) g:E(L)— E(M)
a — U1 e —~t
b — vg €y — W
C — U3 e — Yy
€y — T
€5 — 2

Tabela 4.1: Bijecoes entre L e M

E claro que grafos iguais sdo isomorfos, basta tomarmos a funcdo identidade tanto para f
quanto para g. Quando os grafos G' e H sao isomorfos, qualquer propriedade de G também sera
uma propriedade de H. Isto mostra a importancia deste conceito na teoria dos grafos.

Observe que na figura 4.2 temos arestas paralelas. Logo, existe uma outra bijecao g; de E(L)
em F(M), distinta da bijegao g, exibida na tabela 4.1, onde g;(e3) = x, g1(e4) = y e g1 coincide
com ¢ nas demais arestas. A bijecdo g; existe pois os grafos nao sao simples.

Sejam G e H grafos simples. Dizemos que G e H sao isomorfos se existir uma bijecao f :
V(G) — V(H) tal que uv é uma aresta de G se, e somente se, f(u)f(v) é uma aresta de H. De
fato, sendo G e H simples, existe apenas uma aresta unindo um par de vértices. Logo, a bijecao f,
que preserva adjacéncias, determina unicamente a bijecao g. A figura 4.3 exibe dois grafos simples
e isomorfos, onde V(G) = {a,b,c,d,e, f} e V(H) = {v1,v9, 03,04, 05,06} € f : V(G) — V(H) dada
por £(a) = v1, F(b) = vs, (c) = vs, £(d) = s, () = vs, (f) = ts, 6 wma bijecio de V(G) em
V(H), que preserva as adjacéncias.
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Vi

Va

G H

Figura 4.3: Grafos simples isomorfos.

Grafos que sdo isomorfos tém a mesma estrutura. Isto pode nos auxiliar a verificar quando
dois grafos nao sao isomorfos. Por exemplo, é facil ver que se G = H, entao |V(G)|= |V(H)| e
|E(G)|= |E(H)|. Porém, os grafos da figura 4.4 mostram que a reciproca nao é verdadeira, pois o
grafo L possui triangulos, ou seja, nao ¢é bipartido, e o grafo H é, apesar do niimero de vértices e

de arestas serem 0s mesmos.
H L

Figura 4.4: Grafos nao isomorfos.

Isomorfismo é uma relacao de equivaléncia sobre o conjunto dos grafos, isto é, tem as proprie-
dades reflexiva, simétrica e transitiva. O teorema 4.1.1 demostra este fato para grafos simples.

Teorema 4.1.1. Seja G o conjunto dos grafos simples. Isomorfismo é uma relagao de equivaléncia
sobre G.

Demonstracio. Sejam G, H,L € G.

e Reflexiva: G = G. Todo grafo é isomorfo a si mesmo, pois a fungao identidade, f : V(G) —
V(@) é uma bijecao que preserva as adjacéncias.

o Simétrica: Se G = H entdao H = G. Sendo G = H, existe a bijecao f : V(G) — V(H) que
preserva as adjacéncias. Logo, f~!: V(H) — V(G) prova que H = G.

o Transitiva: Se G = He H= L entdao G = L. Sendo G = H e H = L existem as bijecoes
f:V(G) - V(H)eg:V(H) = V(L), que preservam as adjacéncias. Logo a bijecao
gof : V(G) — V(L) prova que G = L.
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Portanto, isomorfismo é uma relagdo de equivaléncia sobre G. n

Sendo uma relagao de equivaléncia, o isomorfismo particiona o conjunto dos grafos em classes de
equivaléncia. Dois grafos pertencentes a mesma classe de equivaléncia sao isomorfos. Por exemplo,
seja G o conjunto dos grafos simples com exatamente trés vértices. Existem oito grafos em G, como
mostra a figura 4.5. Note que os grafos (b), (c) e (d) sao isomorfos entre si. O mesmo ocorre entre
o grafos (e), (f) e (g). Logo G ¢é particionado em quatro classes de equivaléncia, representadas pelos
quatro grafos nao rotulados da figura 4.6.

1 1 1 1
3A2 HAZ‘ 30A2 BL 2
(a) (b) (c) (d)

1 1

1 1
/ * \ *
3 *Z 39— e 2 3e L

(e) (f) (e) (h)

Figura 4.5: Conjunto dos grafos simples com trés vértices.

VA A

Figura 4.6: Grafos nao rotulados com trés vértices.

O teorema 4.1.1, nos permite concluir que, a menos de isomorfismos, existe um tnico grafo
completo com n vértices (K,), um tnico bipartido completo com p e g vértices (K,,) e um tnico
ciclo com n vértices (C,,).

Para verificar se dois grafos sdao isomorfos, é necessario encontrar um isomorfismo entre eles, o
que geralmente é uma tarefa dificil. Uma maneira é analisar todas as bijecOes entre seus vértices
e verificar se alguma delas satisfaz a condigdo de isomorfismo. Mas o ntimero de bije¢oes de dois
grafos G e H com V(G) = V(H) = n é grande. De fato, para o primeiro vértice escolhido, vy,
existem n possibilidades para f(v); fixado f(v1), existem (n — 1) possibilidades para f(vy) e assim
sucessivamente. Logo existem n(n — 1)(n — 2)...1 = n! bijecoes. Ha maneiras mais eficientes,
mas todos os métodos conhecidos podem ser muito demorados, mesmo para grafos relativamente
pequenos.
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4.2 Contagem de Grafos

Quantas moléculas existem com a féormula CsHis? Quantos sistemas de canais de irrigacao
sao necessarios para ligar cinco estagoes com quatro canais? Quantas plantas baixas de uma casa
satisfazem determinadas propriedades? Como podemos ver, é possivel reduzir muitos problemas
similares a um determinado nimero de grafos com uma propriedade particular. Resolvendo pro-
blemas simples de contagem de grafos, encontramos solugoes para situagoes mais complexas, como
Veremos a seguir.

Cada uma das classes de equivaléncia é chamada de grafo nao rotulado e os grafos que vimos
até agora podem entao ser chamados de grafos rotulados. A figura 4.6 mostra todos os grafos
simples nao rotulados de trés vértices. E a figura 4.5 mostra todos os grafos simples rotulados com
vértices {1, 2, 3}.

Existem 27("~1/2 grafos simples com n vértices dados. Para justificar esta férmula, basta

observar que cada um dos = n(n — 1)/2 pares de vértices pode ser ou nao aresta do grafo.

n
2

Se levarmos em conta isomorfismos, isto é, se contarmos grafos simples nao rotulados com n
vértices, o nimero é bem menor. Veja tabela 4.2.

n 011123 4 5 6 7
Rotulados 1111218]641| 1024 | 32768 | 2097152
Niorotulados | 1| 12| 4| 34| 156 1044 12346

Tabela 4.2: Numero de grafos simples com n vértices
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Capitulo 5

GRAFOS EULERIANOS

5.1 Trilha euleriana fechada

Uma trilha euleriana em um grafo GG é um passeio que passa exatamente uma vez em cada
uma das aresta de G. Um grafo conexo ¢é euleriano se admite uma trilha euleriana fechada.

O grafo da figura 5.1 é um grafo euleriano pois possui a seguinte trilha euleriana fechada:
T = (vq,vg, V3, Vg, Vs, Vs, V7, Vg, Us, U7, Vs, Ug, V1), logo é um grafo euleriano.

L]
Vi Va

Figura 5.1: Grafo Euleriano.

O problema das pontes de Konigsberg, enunciado no capitulo 2, se resume em encontrar uma
trilha euleriana fechada. Porém, como podemos ver através do grafo da figura 2.2, desenhado por
Euler, ndo existe tal trilha. No seu artigo de 1736, Euler fez mais do que resolver o problema das
pontes, ele encontrou uma condicao necessaria e suficiente para que um grafo tenha uma trilha
euleriana fechada.

Considere a trilha euleriana fechada 7' do exemplo da figura 5.1. O vértice v, por exemplo,
aparece duas vezes em 7. Se percorrermos a trilha 7" a partir de vy, alcancamos vs através da
aresta vov3 e saimos de vz através da aresta vzvs. Na outra ocorréncia de vs, chegamos a ele através
da aresta vsv3 e saimos através da aresta vsv;. Estas sao todas as arestas de G que incidem em
vs. Logo, dg(vs) é quatro, ou seja, um nimero par. Observe que todos os vértices de G possuem
esta mesma paridade. Esta propriedade é demonstrada no lema a seguir.
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Lema 5.1.1. Se GG é um grafo euleriano, entdo todo vértice de G possui grau par.

Demonstragdo. Seja G um grafo euleriano. Entao G contém uma trilha euleriana fechada T". Se v
é um vértice de T', entdao a cada ocorréncia de v em 7', o grau de v é acrescido de duas unidades.
Como T' é uma trilha euleriana, toda aresta de G ocorre exatamente uma vez em T'. Logo, a soma
das contribuigbes de T" ao grau de v é o grau de v. Portanto, dg(v) é par. O]

A condicao descrita no lema 5.1.1 além de necessaria, é também suficiente. Para a prova da
suficiéncia, necessitamos do seguinte lema.

Lema 5.1.2. Seja G um grafo conexo. Se o grau de cada vértice é pelo menos dois, entao G
contém um circuito.

Demonstragio. Seja G um grafo tal que dg(v) > 2, v € V(G). Caso G tenha algum lago ou arestas
paralelas, o resultado segue. Suponhamos entdo que G seja um grafo simples. Dado vy € V(G),
construiremos um circuito da seguinte forma. Escolhemos v; um vértice qualquer adjacente a vy.
Para cada ¢ > 1, escolhemos v;,; algum vértice diferente de v;_; adjacente a v;. Temos que a
existéncia de tais vértices é garantida por hipotese, pois cada vértice é extremo de, no minimo,
duas arestas. Como G tem um numero finito de vértices, em algum momento escolheremos um
vértice v, ja escolhido anteriormente. Entao o percurso entre as duas ocorréncias de v, é um
circuito. [

Lema 5.1.3. Seja G um grafo conexo. Se todo vértice de G possui grau par, entao G € euleriano.

Demonstragdo. Seja G um grafo conexo onde todos os vértices possuem grau par. Usaremos
inducao matematica no nimero m de arestas de GG para provarmos que G ¢é euleriano.

e Base: m = 0. Desde que G nao possui arestas, G' é isomorfo a K. Logo G é euleriano.

« Hipdétese de Indugao: Todo grafo conexo com k arestas, 0 < k < m, tal que todos os vértices
tenham grau par é euleriano.

o Passo: Seja G um grafo conexo com m arestas e com todos os seus vértice de grau par. Como
m > 0, entdo o grau de todos os vértices de G é pelo menos dois. Logo, pelo lema 5.1.2, GG
contém um circuito. Seja C' = {vy, vy, ..., v,, v1} tal circuito.

Considere H o grafo obtido a partir de G' ao retirarmos todas as arestas de C'. Observe que
o numero de arestas de H é menor que m. Além disso, todos os vértices de H possuem
grau par, pois a paridade dos graus dos vértices de um grafo nao ¢é alterada pela retirada
de um circuito. Se E(H) = (), entdo G = C, isto é, G é euleriano. Seja E(H) # (). Note
que o grafo H pode ser desconexo. Sejam H; seus componentes conexos, com 1 < 7 < p.
Sabemos que os vértices de H; possuem grau par, ou seja, Vv,v € V(H;), dg(v) é par. Além
disso, |E(H;)|< m, entdo pela hipdtese de indugdo, cada componente H; contém uma trilha
euleriana fechada. Observe que, como G é conexo, V(H;) NV (C) # 0, com 1 < i < p.

Construiremos uma trilha euleriana fechada 7" em G através do seguinte procedimento:
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1. Seja T = C.
2. Para cada componente nao trivial H;, 1 <17 < p, faca:

(a) encontre um vértice v; € V(T') NV (H;);

(b) sejam Tj e T; tais que T = T Ty e T} terminando em v;;
)
)

(c
(d) faca T'= Ty PTs.

construa a trilha euleriana fechada P; de H; comecando em v;;

Dessa forma, T é uma trilha euleriana, pois cada aresta de G foi considerada exatamente uma
vez, e é fechada, pois retornou ao vértice inicial v. Logo, G ¢é euleriano. O

Os lemas 5.1.1 e 5.1.3, provam o conhecido Teorema de Euler:

Teorema 5.1.4. Seja G um grafo conexo. O grafo GG é euleriano se e somente se, todo vértice tem
grau par.

Exemplo: Usando o grafo G da figura 5.2 como exemplo, sigamos os passos do procedimento
acima para verificarmos se G é ou nao euleriano.
Vi

]
Vi V2 Vo

Vi Vi

Vi

Figura 5.2: Grafo G.

Seja C' = {v, vy, va, V3, V4, V5, Vg } O circuito escolhido, entdao o grafo H obtido retirando-se de G
as arestas de C possui quatro componentes conexos exibidos na figura 5.3, sendo trés nao triviais.
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V2

H, H: Hs Hy

Figura 5.3: Componentes conexos de G.

1. Iniciamos fazendo T'= C' = {vg, vy, Vg, U3, Vg, U5, Vo } .
2. Para cada componente conexo nao trivial, H;, facamos:

(a) Para H; temos:
i Vg € V(T) N V(Hl),
ii. Sejam T} = {wo} e Ty = {wo, v1, V2, V3, Vs, Vs, Vg };
iii. Construimos a trilha euleriana fechada P; = {vg, vg, v7,v0} de Hy;
iv. Fazemos T' = T} P,T», ou seja, T' = {vy, vs, U7, Vo, V1, U2, U3, Vg, Vs, Vo }
(b) Para Hy, temos:
i. vy € V(T)NV(Hy);
ii. Sejam T7 = {vo, vg, v7, v, v1} € To = {1, V2, 3,04, U5, V0 };
iii. Construimos a trilha euleriana fechada P, = {vq, vs, v3,v1};
iv. Fazemos T = T} P,yT», ou seja, T' = {vy, vs, V7, Vg, V1, Us, U3, U1, Vg, U3, Vg, Us, Vg }
(¢) Para o componente conexo Hj, temos:
i. vy e V(T)NV(Hs);
ii. Sejam T) = {wo, vg, v7, Vo, V1, Vs, U3, U1, V2 } € Ty = {vg, v3, 04, U5, 00 };
iii. Construimos a trilha euleriana fechada P = {vg, vg, vs, v2};

iv. Fazemos T = T} PsTs, ou seja, T' = {vy, vg, U7, Uy, V1, Us, U3, U1, Vg, Vg, Vg, V2, U3, Uy, Us, Vg }

Dessa forma, T' ¢ uma trilha euleriana fechada, pois cada aresta de GG foi considerada exatamente
uma vez, e ¢é fechada, pois retornou ao vértice inicial vy. Logo, G é euleriano.

Suponhamos que os cidadaos de Konigsberg ainda estivessem interessados em cruzar cada uma
das sete pontes exatamente uma vez, mas se contentassem em comecar e terminar seu caminho
em lugares diferentes. Existiria uma trilha que satisfizesse tais condicoes? Esta questao pode ser
reformulada como: quando, em um grafo conexo, é possivel percorrer todas suas arestas exatamente
uma vez, sem a obrigatoriedade de retornar ao vértice inicial? O corolario 5.1.5 responde a esta
questao.

Corolario 5.1.5. O grafo GG contém uma trilha euleriana se, e somente se, G tem exatamente dois
vértices de grau impar.
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Demonstragio. Seja G um grafo conexo. Suponha que G contenha uma trilha euleriana 7'. Sejam
x e y os extremos desta trilha. Logo, todo vértice dessa trilha, exceto = e y, tém grau par.
Suponha que G tenha exatamente dois vértices de grau impar: x e y. Construa G’ a partir de G
acrescentando em E(G) a aresta xy. Entao todo vértice de G’ tem grau par. Logo, pelo lema 5.1.3,
G’ é euleriano e, portanto, contém uma trilha euleriana fechada 7". Logo, T = T"\{zy} é uma
trilha euleriana em G. [

Em relacdo ao problema das pontes de Konigsberg (figura 2.2), podemos concluir que é im-
possivel obter uma trilha euleriana no grafo representado pela figura 2.2. De fato, o nimero de
vértices de grau impar neste grafo ¢ maior que dois.

Existem varias aplicagoes simples das idéias acima que valem a pena mencionar. Estas variam
de quebra-cabecgas de natureza recreativa a um estudo das rotas de coleta de lixo em uma grande
cidade. Algumas destas aplica¢oes estao no proximo capitulo.
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Capitulo 6

APLICACOES DE GRAFOS
EULERIANOS

6.1 Desenhando sem tirar o lapis do papel

Um tipo comum de problema em livros de passatempos é desenhar um dado diagrama com
o menor numero de tracos possiveis, sem passar duas vezes pelo mesmo trago. Por exemplo, é
possivel desenhar o diagrama da figura 6.1 com quatro tragos continuos [2].

Figura 6.1: Diagrama de passatempo.

6.1.1 A casinha

No desenho abaixo, uma crianca diz ter posto a ponta do lapis numa das bolinhas e com
movimentos continuos (sem levantar e sem retroceder o lapis) tragou as linhas que formam o
desenho da casa, percorrendo cada linha uma tnica vez.
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Figura 6.2: Desenho da casinha.

A mae da crianga acha que ela trapaceou pois nao foi capaz de achar nenhuma sequéncia de
linhas que pudesse produzir tal resultado. Vocé concorda com esta mae?

Podemos acreditar na crianga, pois segundo o corolario 5.1.5, o grafo representado pela figura
desenhada pela crianca possui uma trilha euleriana, pois ha exatamente dois vértices de grau impar.
A figura 6.3 mostra um modo possivel de realizar tal desenho, onde o rétulo das arestas indica o
percurso do lapis no papel. Note que a trilha percorrida ¢ uma trilha euleriana aberta, pois os
vértices de inicio e término possuem grau impar. Como a mae nao encontrou nenhuma trilha que
satisfizesse a condicao, ela provavelmente comecou tal trilha por um vértice de grau par.

-+

5 9
1 I
/ g
- 7 "
HChey

=@ 1crming

Figura 6.3: Trilha euleriana (aberta).

Acrescentando uma aresta entre os vértices de grau impar no grafo da figura 6.2, obtemos o
grafo exibido na figura 6.4. Neste novo grafo é possivel, partindo de um vértice, percorrer todo o
desenho sem tirar o lapis do papel, passando por cada linha uma tnica vez e finalizando o desenho
no mesmo ponto onde iniciamos?

Usando Teoria dos Grafos para responder tal questao, consideraremos que a possibilidade de
acrescentarmos uma aresta unindo os vértices de grau impar faz com que estes passem a possuir
grau par. A resposta a questao anterior é sim, pois ao acrescentarmos a nova aresta, obtivemos um
grafo onde todos os vértices possuem grau par. Logo, pelo teorema 5.1.4, ele possui uma trilha
euleriana fechada, sendo portanto, um grafo euleriano.
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Figura 6.4: Novo desenho da casinha.

6.2 Unindo pontos

Marque n, n > 2, pontos no plano e una cada um com todos os demais pontos. E possivel
desenhar a figura obtida sem tirar o lapis do papel, retornando ao ponto inicial?

Sabemos que cumprir o desafio serd possivel se e somente se o grafo formado for euleriano.

Observamos que a figura formada é um grafo completo com n vértices, ou seja, um K,,. Lembra-
mos que grafos completos com n vértices (K,) sdo (n — 1)-regulares. Segue-se que, K, é euleriano
se e somente se n for impar.

6.3 O jogo de domind

Existem varias versoes que tentam decifrar de onde veio o jogo de domind, mas nenhuma delas
até hoje pode ser confirmada. Acredita-se, porém, que ele tenha surgido na China, inventado
por um soldado chamado Hung Ming, que teria vivido de 243 a 181 a.C. Os primeiros indicios
da presenca do domin6 na Europa sdo de meados do século XVIII, quando era jogado nas cortes
de Veneza e Napoles. As pecas eram feitas de ébano, com pontos de marfim, representando os
ntmeros. O antigo dominé chinés traz todas as 21 combinagoes que podem ser obtidas ao lancar
dois dados, sugerindo que um jogo possa ter nascido do outro. Ja na Europa, hé sete pecas a mais
obtidas combinando esses nimeros também com o zero. Alguns estudiosos sustentam até que, por
ser extremamente simples, o jogo pode ter aparecido simultaneamente em varias partes do mundo.

O jogo europeu contém 28 pecas, compostas por duas pontas, cada uma com um nimero, como
ilustrado na figura 6.5 e é jogado quatro participantes, que formam duas duplas. Sao distribuidas
sete pecas de maneira aleatoria para cada jogador. Aquele que tem a pega 6 — 6 inicia a partida,
colocando-a no centro da mesa. A partir dai, no sentido anti-horario, cada jogador deve escolher
entre as suas pegas, uma que tenha alguma ponta em comum com uma das pecga das extremidades
do jogo, encaixando-as e passando a vez para o proximo jogador. A partida pode terminar em duas
circustancias: quando um jogador consegue encaixar todas as suas pecas, ou quando os jogadores
nao possuirem pega que encaixe em uma das extremidades.

41



Nosso interesse aqui nao é o jogo propriamente dito, mas responder a seguinte questao: é
possivel com todas as pecas de um jogo de domino formar um anel sequindo as regras do jogo?

Podemos responder esta questao usando grafos. Inicialmente consideraremos o jogo de 21 pecas,
sem as pegas chamadas duplos: 0 — 0,1 —1,2—-2,3—-3,4—-4,5—5,6 —6.

Definimos um grafo G da seguinte forma: o conjunto dos vértices de G sdo os ntimeros que
aparecem nas pedras do dominé, ou seja, V(G) = {0,1,2,3,4,5,6}. Cada pedra do domind,
representa uma aresta em G, ou seja, E(G) = {01,02,03,04, 05,06, 12,13, 14, 15, 16, 23, 24, 25, 26,
34,35,36,45,46,56}. Por exemplo, a aresta 13 (16-se: um, trés) corresponde a pedra representada
na figura 6.5.

Figura 6.5: Exemplo da peca 1 — 3 do domind.

Observe que G é um grafo completo com sete vértices, exibido na figura 6.6.

0

Figura 6.6: Grafo formado pelo jogo de domind.
Note que G é o grafo completo K7, que é euleriano e, portanto, admite uma trilha euleriana
fechada. Uma possivel trilha euleriana em G é a seguinte:
Ty = (01,12, 23,34, 45, 56,60, 02, 24, 46,61, 13, 35, 50, 03, 36, 62, 25, 51, 14, 40).
Se considerarmos o dominé que contém também os duplos, obteremos um grafo G, mostrado na
figura 6.7 onde V(G') = V(G) e E(G") = E(G) U (00,11, 22,33,44,55,66). Cada duplo representa

um laco em G’, onde cada vértice passa a possuir grau oito. Pelo teorema 5.1.4, temos que G’
também é euleriano, logo contém uma trilha euleriana fechada,

T, = (00,04, 43,33, 31,11, 14, 46, 60, 02, 24, 44, 45, 55, 51, 12, 23, 35, 50, 03, 36, 62, 22, 25, 56, 66, 61, 10)
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como mostra a figura 6.8. Concluimos assim que, em ambos os casos, podemos formar um anel
utilizando as pedras do dominé, seguindo as regras do jogo.

Figura 6.8: Jogo de dominé fechado.

Na trilha 77 existem trés circuitos disjuntos nas arestas tal que, E(G) = E(C;)UE(Cy)UE(Cs).
Os circuitos sao:

« C; = (01,12,23,34, 45, 56, 60)
e Cy = (02,24,46,61,13,35,50)
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. C3 = (03,36,62,25,51, 14, 40)

E no grafo da figura 6.7 existem, além dos circuitos C,Cy e C5, cada um dos sete lagos,
totalizando 10 circuitos disjuntos nas arestas.

Pode-se provar que todo grafo euleriano G admite uma decomposicao em circuitos disjuntos
nas arestas C1, ..., Cy, tal que E(G) = E(Cy)U---UE(Cy) [1].

O dominé incompleto: Em uma tarde chuvosa, sem poderem jogar bola, Joao e Pedro resol-
veram jogar domind. Mas Jodo se lembrou que seu irmaozinho havia perdido algumas pecas do
jogo. Foi entao dizer a Pedro que eles ndo poderiam jogar pois estavam faltando algumas pecas.

Pedro, que era muito bom em matematica e em raciocinio logico pediu para ver quais pecas
ainda restaram. E Joao, embora desconfiado, abriu a caixinha e espalhou o que restava do jogo
sobre a mesa. A figura 6.9 mostra as pegas remanescentes do jogo de Joao.

Figura 6.9: Pecas remanescentes.

Pedro correu e pegou lapis e papel. Entao pediu a Joao que lhe ajudasse a contar quantas vezes
aparece cada niamero. O resultado obtido foi: o zero aparece quatro vezes, o um seis vezes, o dois
cinco vezes, o trés seis vezes, o quatro duas vezes, o cinco seis vezes e o seis trés vezes.

Pedro logo reparou que os niimeros dois e seis apareciam um nimero impar de vezes, enquanto
os demais apareciam um ntmero par de vezes. Entao falou alegremente:

_ Vai dar certo!

_ Como voceé sabe? Perguntou Joao.

_ Depois eu explico, mas ja posso afirmar que quando terminarmos de jogar todas as pegas, os
numeros que estardo nas pontas serao o dois e o seis!

Muito intrigado, Joao embaralhou as pegas e quis ser o primeiro a jogar. No final, logo viu que
Pedro estava certo, pois a mesa estava como mostra a figura 6.10.
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Figura 6.10: Jogo de domin6 incompleto.

Joao ficou admirado!

_ Como voceé sabia disso? Perguntou.

Mas antes que Pedro pudesse explicar, a mae de Joao entrou no quarto trazendo um delicioso
lanche.

Vamos entao entender, através de grafos, como o jogo ainda deu certo mesmo estando faltando
algumas pecas.

Podemos concluir que a auséncia de algumas pecas do jogo significa a retirada de algumas
arestas no grafo da figura 6.7. O novo grafo obtido estd representado pela figura 6.11.

Figura 6.11: Grafo do jogo de dominé incompleto.

Note que o grafo da figura 6.11 é conexo e possui cinco vértices de grau par e dois vértices de
grau impar. Logo, pelo corolario 5.1.5, podemos encontrar neste grafo uma trilha euleriana, a qual
comeca e termina nos vértices de grau impar. A disposicao das pecas na mesa conforme mostra a fi-
gura 6.10, nos fornece a trilha euleriana 7" = (20, 06, 61, 11, 13, 32,22, 25, 53, 30, 05, 55, 51, 14, 43, 36).

6.4 O problema chinés do carteiro.

As aplicagoes de grafos eulerianos, além dos passatempos ja discutidos, relacionam-se tam-
bém com problemas que envolvem atendimento sequencial, como por exemplo, entrega de correio,
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coleta de lixo, etc. Em 1962, um matematico da Universidade Normal de Shangtun, Kwan Mei-
Ko, quando de sua passagem como funcionario dos correios durante a revolucao cultural chinesa,
preocupou-se com uma situagao semelhante a de Euler com as pontes de Konigsberg, porém ade-
quada ao percurso dos carteiros que atendiam ruas de sua cidade. Neste caso, Kwan mostrou-se
interessado em definir além da travessia, a forma mais economica de fazé-la, realizando com a me-
nor distancia possivel o percurso. Kwan definiu assim o problema: "Um carteiro tem que entregar
as correspondéncias recebidas em um posto do correio e distribui-las em sua regiao de trabalho,
antes de retornar ao posto. O problema é encontrar a menor distancia percorrida para o carteiro.”
(Kwan, 1962; Gribkovskaia et al., 2007).

Podemos modelar tal problema usando um grafo G, associando suas arestas as ruas que devem
ser percorridas pelo carteiro e os vértices aos cruzamentos de tais ruas.

Além disso, a cada aresta atribuiremos um inteiro ¢ com ¢ > 0 , onde ¢ é o comprimento, em
metros, da rua correspondente. Dizemos que i é o peso da aresta e que GG é ponderado.

O problema do carteiro se resume entao, em encontrar uma trilha fechada de peso total minimo,
onde o peso total é a soma dos pesos das arestas percorridas pelo carteiro.

Se G for euleriano, a solugao consiste simplesmente em achar uma trilha euleriana fechada em
G.

Caso G seja um grafo nao euleriano, temos uma solugao mais interessante, como veremos a
seguir.

Sabemos que se o grafo G nao é euleriano, G possui vértices de grau impar, e pelo corolario 3.3.2,
temos um numero par destes vértices.

Neste trabalho, entretanto, exemplificaremos a solu¢do do problema chinés do carteiro consi-
derando um grafo com exatamente dois vértices de grau impar.

A figura 6.12 mostra um grafo GG que representa a rota de um carteiro. Note que ha cinco
vértices de grau par e dois vértices de grau impar (vértices e e f). Como G possui vértices de grau
impar, o carteiro certamente terd de passar mais de uma vez por algumas ruas a fim de cumprir
sua tarefa. Logo, para minimizarmos o trajeto total, o objetivo é encontrar um caminho entre
os vértices e e f cuja soma dos pesos de suas arestas seja minima. Um algoritmo eficiente que
encontra tal caminho, foi proposto por Dijkstra em 1959 [8].

9

¥
=

Figura 6.12: Grafo G do mapa do carteiro.

46



O caminho de peso minimo entre e e f no grafo da figura 6.12 é claramente P = (ec, cb, bd, df ),
com peso total 2+ 3+ 3+ 5 = 13. A seguir, duplicaremos as arestas de P. Duplicar uma aresta
e = uv de um grafo ponderado GG é acrescentar a G uma nova aresta e;, com extremos u e v e
mesmo peso de e. A figura 6.13, exibe o grafo G’ obtido de G duplicando as arestas de P. Observe
que, em G’; todo vértice tem grau par, logo G’ é euleriano.

Figura 6.13: Grafo G’ do mapa do carteiro.

A procurada rota de menor distancia é obtida quando encontramos uma trilha euleriana fechada
no grafo da figura 6.13. Um exemplo seria T' = (fg, ge, ec, cb, ba, ad, db, be, ce, eb,bd, de,ef, fd, df).
Note que as ruas as quais o carteiro precisa revisitar sao aquelas que correspondem as arestas que
foram duplicadas.

Um algoritmo eficiente para encontrar uma trilha euleriana é por exemplo, o algoritmo de
Fleury [2].

Para grafos com mais de dois vértices de grau impar a resolucao do problema é complexa,
fugindo dos objetivos do nosso trabalho. Mesmo assim existem bons algoritmos para resolvé-lo [9].

6.5 Resolvendo o passatempo da secao 6.1.
A fim de respondermos a pergunta feita no inicio deste capitulo, representaremos a figura 6.1

como sendo um grafo G com os vértices rotulados de a a [ e arestas, rotuladas de 1 a 16, conforme
mostra a figura 6.14.
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Figura 6.14: Grafo G do diagrama da segao 6.1.

Observamos que tal grafo possui oito vértices de grau impar e quatro vértices de grau par.
Logo, pelo teorema 5.1.4, G nao é euleriano, ou seja, nao possui uma trilha euleriana fechada.
Entao ja sabemos que seria impossivel desenhar tal figura sem tirar o lapis do papel.

No entanto, se acrescentarmos arestas imaginarias entre os vértices de grau impar, mudamos
a paridade de tais vértices, obtendo um grafo euleriano conforme mostra a figura 6.15. Ao per-
corrermos a trilha euleriana fechada deste novo grafo, temos que, cada vez que passamos por uma
aresta imaginaria, estamos "levantando” o lapis do papel. Observe que as arestas 4', 6, 9" e 15’
sao arestas acrescentadas.

a 1 b 5 5
3 o .
o & e , |/g g 5 ;
= f —
10 - b .
14 i -
! j .................. ----'k !
15

Figura 6.15: Grafo euleriano obtido de G.

Uma possivel trilha euleriana fechada no grafo da figura 6.15 seria:

Tl <b7 27 C? 57 h? 97 g7 87 f? 77 67 67 d7 6,7 67 ]‘17 g7 ]‘5’ k? 127 g7 9,7 h? ]‘3’ l7 ]'67 k? 15,7j7 ]‘4’ /I:J ]'07 d? 37 a’ 17

b4, f,4.b).
Desconsiderando as arestas imaginarias 4, 6/, 9" e 15’ da trilha 7} temos quatro pedacos de T;:
e (b,2,¢,5,h,9,9,8, f,7,€,6,d);
e (e,11,9,15,k,12, g);
o (h,13,1,16,k);
e (j,14,i,10,d,3,a,1, b, 4, f).
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Isso significa que para tragar o diagrama sao necessarios quatro tragos continuos. Logo, essa
solucao satisfaz o desafio proposto, que é conseguir desenhar o diagrama com apenas quatro tragos
continuos.

Entretanto, sabemos pelo corolario 5.1.5 que se um grafo possuir exatamente dois vértices de
grau fmpar, ele possui uma trilha euleriana, a qual inicia em um desses vértices e termina no outro.
Se no grafo GG acrescentarmos arestas imagindarias de forma que sobrem exatamente dois vértices
de grau impar, ainda assim é possivel desenhar a figura com quatro tragos continuos. A figura 6.16
exibe o grafo obtido de GG acrescentando as arestas imaginarias 4', 11" e 12'.

a 1 b 2 c
3 4| ¥ 5
d 6 E 7 1/ 8 4 9 h
10 11| 1177 12| 11z 13
_ 14 A /16
1 j k /

Figura 6.16: Grafo do diagrama com exatamente dois vértices de grau impar.

Temos que uma possivel trilha euleriana no grafo da figura 6.16 é:

T2 = (d737a/7]‘7b747 f? 77 6767d7 107i7147j71176711/7j7 157k7127g787 f74/7b7270757h79797 12I7h7
16,1,13, h).

Desconsiderando as arestas imaginarias em 75, temos os seguintes pedagos da trilha:

d737 C1/7171)74:7 f7 77676);

d,10,1,14, 7,11, e);

(
(
(j,15,k,12, 9,8, f);
(
(

b? 27 C’ 57 h? 979);

h,16,1,13,h).

Portanto, conseguimos desenhar o diagrama levantando o lapis do papel trés vezes e utilizando
quatro tragos continuos, como queriamos.
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Capitulo 7
OUTRAS APLICACOES

7.1 O desafio dos quatro cubos (insanidade instantinea)

Os quebra-cabecas sao brincadeiras seculares e sempre desafiadoras para aqueles que gostam de
passar horas em busca de suas solucoes. Normalmente, quem aprecia este tipo de desafio procura
encontrar alguma légica na solucao do problema, a fim de se desligar do processo desgastante e
desestimulantes das tentativas aleatérias. E nesse contexto que apresentaremos a solucio para o
quebra-cabega "Instant Insanity”, da Parker Brothers Game Company, mostrado na figura 7.1,
o qual consiste de quatro cubos multicoloridos, conforme mostra a figura 7.2. Cada face dos
cubos é colorida com uma de quatro cores dadas: vermelho (V), branco (B), rosa (R) e azul
(A). O objetivo do quebra-cabega é empilhar estes cubos um sobre o outro, formando um prisma
retangular, conforme mostra a figura 7.3, de forma que cada uma das cores aparega em cada uma
das quatro faces do prisma [2].

Figura 7.1: Jogo da Parkerk Brothers.
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CUBO 1 CUBO 2 CUBO 3 CUBO 4

Figura 7.2: Planificacoes dos quatro cubos.

A primeira coisa que notamos sobre este problema é que uma abordagem de tentativa e erro
seria inadimissivel, uma vez que h mais de mil maneiras diferentes de empilhar os cubos. E ficil
chegarmos a essa conclusao ja que cada cubo pode ser posicionado de 24 modos diferentes (seis
possibilidades para a face de cima, sendo que o cubo pode ser girado de forma a trazer qualquer um
dos quatro lados para a frente). Logo o total de possibilidades de empilhamento é 24* = 331776.

Este niimero pode ser dividido por 4 se considerarmos duas pilhas como iguais ao girarmos uma
4

para obtermos a outra. Temos ainda = 82944 possiveis pilhas diferentes. Precisamos, entao,
de um método sistematico que minimize a quantidade de “advinhac¢odes” envolvidas.

A segunda coisa a se considerar é que se uma face do cubo aparece em um lado da pilha, entao
a face oposta a esta no cubo, deve aparecer na face oposta da pilha. Segue-se dai que a nossa
preocupacao é com os pares opostos de faces dos cubos, isto é, devemos decidir para qual cubo
que um par especifico de faces, dentre os trés existentes, deve aparecer de um certo lado da pilha.

Cubo 1 — ?—9
Cubo 2 — 2 o
Cubo 3 — 2 o
Cubo 4 — ? Pt

Figura 7.3: Como empilhar os cubos?

Para resolvermos este quebra-cabeca representaremos cada cubo por um grafo, o qual nos diré
quais pares de cores aparecem em faces opostas. Mais precisamente, o grafo de cada cubo possuira
quatro vértices, os quais correspondem as cores vermelho (V), branco (B), rosa (R) e azul (A) e,
dois vértices sao adjacentes se, e somente se, o cubo em questao possuir as cores correspondentes
em faces opostas. Por exemplo, a figura 7.2 nos mostra que, no cubo 1, vermelho e rosa aparecem
em faces opostas, logo os vértices V' e R sao unidos por uma aresta no grafo correspondente. Os
quatro grafos mostrados na figura 7.4 sao construidos a partir dos quatro cubos da figura 7.2.
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Figura 7.4: Grafos correspondentes aos cubos.

Inicialmente, rotulamos as arestas do grafo do cubo i da figura 7.4 com o inteiro 7, 1 <1 < 4.
Construimos entdo um novo grafo GG, como o exibido na figura 7.5, cujos vértices sao as cores
existentes em cada face e as arestas correspondem as arestas de cada um dos cubos.

Figura 7.5: Grafo G.

Para resolver o problema dos quatro cubos precisamos verificar se existem dois subgrafos de
G, H, e H,, onde H; nos diz quais pares de cores aparecem na face da frente e na face de tras de
cada cubo, e Hy nos diz quais pares de cores aparecem nos lados direito e esquerdo de cada cubo.
Tais subgrafos precisam satisfazer trés propriedades fundamentais, que sao:

e P, : Cada H;, i = 1,2, contém exatamente uma aresta proveniente de um cubo.
e P : Hy e Hy sao regulares de grau dois.
e 5 : Os conjuntos de arestas de H; e Hy sao disjuntos.

Vamos verificar para o grafo G da figura 7.5 se existem subgrafos, H; e Hs, tendo as propriedades
anteriores. Suponha H; com o lago no vértice V. Entao H; nao pode conter outra aresta incidente
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em V', devido a P,. De P; segue-se que H; obrigatoriamente contém a aresta do segundo cubo que
une os vértices R e B e a aresta do terceiro cubo unindo os vértices A e B. Ainda de Py, precisamos
de uma aresta do cubo quatro, sendo que nenhuma delas satisfaz P,. Logo, nenhum subgrafo de
GG que contenha o lago em V, satisfaz as trés propriedades. A argumentacao é semelhante para o
caso em que H; contenha o lago no vértice R. Portanto, nenhum subgrafo de G que contenha o
laco em V ou em R, satisfaz as trés propriedades.

Consideremos agora a aresta V' B do cubo 2. Do cubo 1 poderiamos pegar tanto a aresta VR
quanto a aresta AB. Se pegarmos a aresta VR do cubo 1, podemos pegar a aresta AB do cubo
3, o que confere grau dois aos vértices V' e B, ou seja, nao podemos pegar nenhuma aresta do
cubo 4 que incida nesses dois vértices, o que seria impossivel, pois as trés arestas do grafo do cubo
4 incidem ou em V ou em B. Por outro lado, se escolhermos pegar a aresta AB do cubo 1, o
vértice B passara a ter grau dois, ou seja, s6 nos resta pegar a aresta AV do cubo 3, o que confere
grau dois aos vértices A e V', nao nos deixando opc¢ao de aresta do cubo 4, pois qualquer uma que
escolhessemos contrariaria Ps.

Temos entdao que os subgrafos de G que satisfazem P;, P, e P3 estao contidos no grafo GG; da
figura 7.6. Note que Gy ¢é obtido de GG ao retirarmos os lacos e a aresta V B.

Figura 7.6: Grafo G;.

A figura 7.7 exibe os trés possiveis subgrafos que satisfazem P; e P;.

\Y B \Y B \Y B
1 4 1
2 4 3 2 2
K] 1 4
A R A R A R
Hi H: Hs

Figura 7.7: Subgrafos de G.

Entretanto, o subgrafo H3 nao satisfaz a terceira propriedade, logo nao pode ser usado na
solugao do problema.
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A pilha resultante se da a partir da combinagao dos subgrafos H; e H,, na ordem em que os
cubos aparecem. A figuras 7.8 exibe uma possivel solug¢ao para o desafio.

v v
Cubo 1 Cubo 1
CuhnZ—rR R Cuhnz—ﬁBr m
Cubo 3 — Cubo 3 —
&l B I

Cuhotl—vv Cubnfl—»R

Esquerda R Direita B

Frente Costas

Figura 7.8: Uma solucao do problema dos quatro cubos.

Assim, esgotamos todas as opgoes para a solug¢ao do problema dos cubos da figura 7.2.

7.2 O bode, a onca e o capim

Eis um problema cldssico, retirado de [10] usado para testar a inteligéncia de criangas ha
muitos anos: um camponeés criava uma onga e tinha também nas suas terras algumas criacoes de
bode. Certo dia ele precisou atravessar o rio de canoa e levava com ele uma porcao de capim,
a onca e um bode, s6 que a capacidade da canoa s6 dava para atravessar o camponés e um dos
animais ou o capim por vez, por conta do peso. E af que estava o problema, ndo podia deixar o
bode com o capim nem a onga com o bode para evitar que um comesse o outro, entdao a pergunta
é a seguinte: vocé sabe dizer como o camponés atravessou tudo para o outro lado do rio?

Nao é dificil resolver esse problema sem usar grafos, mas a resolucao que descreveremos nos leva
a uma formulagao interessante em teoria de grafos. Primeiro precisamos adotar algumas notacoes
para identificar a localizacao de cada animal e do capim em relagdo ao rio. Usaremos as letras O,
B e C para representar a onga, o bode e o capim, respectivamente. Na tripla ordenada (O, B, C),
cada elemento, sera substituido por 0 ou 1, obedecendo a seguinte regra: 0 indica que o elemento
correspondente encontra-se na posicao inicial e o valor 1 indica que o elemento esta na posicao
final, ou seja, na outra margem do rio. Entao temos:

e (0,0,0): situagao inicial, ou seja, nenhum dos trés atravessou o rio.

e (1,0,0): a onga atravessou o rio, mas o bode e o capim ainda estdo na margem inicial.

e (0,1,0): o bode atravessou o rio, mas a onga e o capim ainda estdo na margem inicial.

e (0,0,1): o capim atravessou o rio, mas a onga e o bode ainda estdo na margem inicial.

e (1,1,0): a onga e o bode atravessaram o rio, mas o capim ainda estd na margem inicial.
(0,1,1):

0,1,1): o bode e o capim atravessaram o rio, mas a onca ainda estd na margem inicial.
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e (1,0,1): a onga e o capim atravessaram o rio, mas o bode ainda estd na margem inicial.

e (1,1,1): todos atravessaram o rio.

Este problema pode ser representado por um grafo onde os vértices sdo as triplas ordenadas
acima, e existe uma aresta entre dois vértices se houver a possibilidade de exatamente um dos
elementos mudar de posicao. Observe que este grafo é um 3—cubo, conforme mostra a figura 7.9.
Nesta figura podemos fazer uma correspondéncia com o plano cartesiano R® com coordenadas
(x,y, z), onde os movimentos da onga correspondem ao eixo x, os movimentos do bode ao eixo y
e os do capim, ao eixo z.

(0,1,1) (1,1,1)

(0.0,1 ‘

Capim

(1,1,0)

Onga

1,0,0) /o

Figura 7.9: Posicoes da onga, do bode e do capim.

Para obter a solucao deste problema, inicialmente desconsideramos as arestas que representam
movimentos nao validos, ou seja, onde ha a possibilidade de um elemento comer o outro. Obtemos
desta forma, a configuracao da figura 7.10.

Capim

Figura 7.10: Possibilidades de movimentos validos.

Agora, tudo o que precisamos é encontrar um caminho que comece em (0,0,0) e termine em
(1,1,1). Temos entdo duas possiveis solu¢oes, mostradas nas figuras 7.11 e 7.12, respectivamente.
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Primeira solucgao:
1. Transporte o bode para o outro lado;
2. Transporte o capim para o outro lado;
3. Transporte o bode de volta para a margem inicial;
4. Transporte a onca para o outro lado;

5. Transporte o bode para o outro lado.

(0,1,1) (1,1,1)
(0,:],1)/ (l.U,I}/

(“1]![“ {‘I“I‘U)

(0,0,0) (1,0,0)

Figura 7.11: Primeira solugao.

Segunda solucao:
1. Transporte o bode para o outro lado;
2. Transporte a onga para o outro lado;
3. Transporte o bode de volta;
4. Transporte o capim para o outro lado;

5. Transporte o bode para o outro lado.
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(0,1,1) (1,1,1)
(0‘0*1)/ (1 .ﬁ,l}/
(1,1,0)
/{'!]!“} /
(0,0,0) (1,0,0

)

Figura 7.12: Segunda solucao.

(0,0,0)

Figura 7.13: Grafo com ciclo.

Note que o grafo da figura 7.10 é isomorfo ao grafo da figura 7.13. Observando este grafo,
vemos que para atingirmos o objetivo, que é partir do vértice (0,0,0) e chegar ao vértice (1,1,1),
temos apenas dois caminhos, que sao P, = {(0,0,0),(0,1,0),(1,1,0),(1,0,0),(1,0,1),(1,1,1)} e
P, = {(0,0,0),(0,1,0),(0,1,1),(0,0,1),(1,0,1),(1,1,1)}, os quais representam as duas solugdes
com o menor numero de travessias, respectivamente.

7.3 Os cavalos do xadrez

O proximo problema é um dos mais famosos problemas de olimpiadas de matematica e foi
retirado do material do Programa Olimpico de Treinamento, nivel 2, aula 8, do professor Bruno
Holanda [11]. Sabemos que a pega do cavalo no jogo de xadrez, se movimenta da seguinte forma:
move-se duas casas na vertical ou horizontal e depois, uma casa na dire¢do perpendicular a direcao
em que havia se movimentado antes. Sabendo disso, serd que os cavalos da Posi¢ao 1 na figura
7.14, fiquem na posicao 2 da mesma figura?
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N D N A
A A A &

POSICAO | POSICAO 2

Figura 7.14: Problema do cavalo no jogo de xadrez.

Para responder tal questdo, vamos enumerar as casas do tabuleiro, conforme mostra a fi-
gura 7.15.

Figura 7.15: Enumerando as casas do tabuleiro.

Agora, contruiremos um grafo GG, onde os vértices correspondem as casas do tabuleiro, ou seja,
V(G)={1,2,3,4,5,6,7,8,9} e dois vértices, i e j sdo extremos de uma aresta se for possivel que
o cavalo va da casa 7 até a casa j com apenas um movimento. O grafo G estd representado na
figura 7.16.

Figura 7.16: Grafo dos movimentos do cavalo.

Colocando os cavalos em suas respectivas casas nos grafos correspondentes as duas posi¢oes da
figura 7.14, obtemos os dois grafos da figura 7.17.
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Figura 7.17: Grafos das posigoes 1 e 2.

Fica facil entdo, de enxergarmos que ¢ impossivel ir de uma configuracao a outra, pois nao
podemos alterar a ordem ciclica dos cavalos.

7.4 Amizades e triangulos

Seja uma pequena reuniao com seis pessoas, a saber, Ana, Bernardo, Carla, Daniela, Eduardo
e Fabio. Alguns deles se conhecem e outros nao. O que podemos dizer do modo como estas pessoas
se agrupam? Serd que podemos dizer que necessariamente trés deles se conhecem? Ou quatro?
Existe um teorema que nos auxilia nesta questao [4].

Teorema 7.4.1. Em um grupo de seis pessoas sempre existem trés que se conhecem mutuamente
ou trés que nao se conhecem mutuamente.

e d

Figura 7.18: Conhece ou nao conhece?

Demonstragao. Usando grafos para responder tal questao, identificamos os vértices como as iniciais
de cada nome (a, b, ¢, d, e, f), como na figura 7.18. A fungao de incidéncia é conhece ou nao conhece,
sendo que, se Ana conhece Bernardo, Bernardo conhece Ana. Quando duas pessoas se conhecem,
a aresta que os une é uma linha continua e quando nao se conhecem, uma linha intermitente. O
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que queremos mostrar é que qualquer que seja o grafo, sempre havera pelo menos um triangulo
formado por linhas iguais.

Fixado o vértice a, sabemos que ele possui cinco arestas. Como s6 ha dois tipos de aresta,
um dos tipos foi usado pelo menos trés vezes. Sem perda de generalidade, suponha que o tipo
“continua” foi escolhido trés vezes. Agora, se houver uma aresta continua unindo pelo menos dois
dentre os vértices d,e e f teremos um triangulo de arestas continuas, o que significa que trés pessoas
se conhecem mutuamente. Caso contrario, as trés serao intermitentes. Neste caso, teremos um
triangulo de arestas intermitentes, ou seja, trés pessoas que nao se conhecem mutuamente. Em
qualquer caso, acabamos de mostrar que sempre havera um tridngulo de um mesmo tipo de aresta.
Portanto, no grupo havera sempre trés pessoas que se conhecem mutuamente ou trés que nao se
conhecem mutuamente. ]
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CONCLUSAO

Neste trabalho inicialmente introduzimos as nog¢oes elementares da teoria dos grafos e posteri-
ormente nos concentramos no estudo de grafos eulerianos. Verificamos que a partir do conceito de
trilha euleriana, podemos resolver varios problemas relacionados a desafios e jogos que envolvem
raciocinio logico. Foram apresentados também outros jogos que nao envolviam, necessariamente,
o conceito de grafos eulerianos.

Acreditamos que com este trabalho, alcangamos o objetivo proposto, que era o de elaborar um
material de consulta para professores dos Ensinos Fundamental e Médio que desejem aplicar teoria
de grafos em suas aulas ou oficinas. E também para que qualquer pessoa que se interesse pelo
assunto, e que nao possua conhecimento prévio, possa iniciar sua jornada.

Concluir este trabalho nao significa, de maneira alguma, que encerramos os conteudos possiveis
sobre grafos e suas aplicagbes. Esperamos que esta dissertacdo seja uma motivagdo para que
professores e estudantes de todos os niveis, passeiem pela teoria dos grafos, fazendo descobertas
surpreendentemente divertidas.
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