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Resumo

Palavras-chave: Remigracao, onda imagem, meios elipticamente anisotropicos, dife-

rencgas-finitas.

As equagoes da onda imagem para os problemas de remigragao na profundidade e
no tempo em meios elipticamente anisotropicos sao equacgoes diferenciais parciais de
segunda ordem similares a equacao da onda actstica. A varidavel de propagacao é a
velocidade vertical ou a elipticidade do meio. Essas equagoes sao deduzidas a partir das
propriedades cinematicas da remigracao em meios anisotropicos. O objetivo é propiciar
a construcao de imagens do subsolo que correspondam a diferentes velocidades verticais
e/ou diferentes graus de anisotropia do meio diretamente de uma imagem migrada.
“Painéis de anisotropia” podem ser obtidos de maneira completamente analoga aos
painéis de velocidade para a andlise de velocidade de migracao.

Um exemplo numérico mostra a validade desta teoria.



Abstract

Keywords: Remigration, image-wave, elliptically anisotropic media, finite-difference.

The image-wave equations for the problems of depth and time remigration in ellip-
tically anisotropic media are second-order partial differential equations similar to the
acoustic wave equation. The propagation variable is the vertical velocity or the me-
dium ellipticity. These differential equations are derived from the kinematic properties
of anisotropic remigration. The objective is to enable the construction of subsurface
images that correspond to different vertical velocity and/or different degrees of medium
anisotropy directly from a single migrated image. In this way, “anisotropy panels” can
be obtained in a completely analogous way to velocity panels for a migration velocity

analysis. A simple numerical example demonstrates the validity of the theory.
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Capitulo 1

Introducao

Neste trabalho derivamos as equacoes da onda imagem para o problema de remigragao
na profundidade e no tempo em meios elipticamente anisotropicos. Cada equacao da
onda imagem é uma equacao diferencial parcial de segunda ordem semelhante a equacao

da onda acustica.

O problema da remigracao provém do processamento sismico e o seu objetivo é a
construcao de uma nova imagem do subsolo a partir de uma obtida anteriormente pelo
processo de migragao, utilizando outros parametros do meio (Hubral et al., 1996b). Por
migracao se conhece o processo que, na geofisica, tem como objetivo a reconstrucao
de uma imagem das camadas geoldgicas no subsolo a partir da imagem distorcida no
tempo, obtida mediante um levantamento sismico, i.e., mediante geracao de ondas no
subsolo e registro do movimento resultante das particulas da superficie da terra. Para a
realizacao da migracao é necessario conhecer um modelo das velocidades de propagacao

das ondas no subsolo em consideracao, as chamadas velocidades de migracao.

Porém, o modelo de velocidade usado para a primeira migragao, geralmente nao
¢ perfeito, resultando em uma imagem incorreta. KEsta, por sua vez, pode fornecer
informacgoes que permitem a atualizacao do modelo de velocidade. Alternativamente, é

interessante possuir um leque de imagens referentes a diferentes modelos de velocidade,

13
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Figura 1.1: (a) Frentes de onda se propagando em trés instantes de tempo diferentes.

(b) Ondas imagens em trés velocidades de migragao diferentes.

para escolher entre eles o geologicamente mais fidedigno ou aquele que melhor coincide
com informagoes adicionais, tais como medidas em pocos na area.

Desta forma, torna-se necessaria a construcao de uma nova imagem do subsolo refe-
rente a este modelo atualizado. Esta nova imagem pode ser construida mediante uma
nova migragao dos dados originais ou pelo processo de remigragao (Fomel, 1994; Hu-
bral et al., 1996a,b). Para esta atualizagao, foram sugeridos na literatura operadores
diferenciais (Fomel, 1994; Hubral et al., 1996b) e integrais (Hubral et al., 1996a). Jaya
(1997) estudou os operadores diferenciais e apresentou as primeiras aplicagoes praticas
em dados reais. Baseado na equagao diferencial de Fomel (1994), Hubral et al. (1996b)
observaram que as novas imagens de um refletor (i.e., uma fronteira entre camadas
geoldgicas) para diferentes modelos de velocidade de migragdo comportam-se de ma-
neira analoga a propagacao de frentes de onda. Para entender melhor a analogia com
a propagacao de uma onda, veja Figura 1.1. Na Figura 1.1(a) podemos ver esquema-

ticamente como uma frente de onda se propaga. A mesma frente de onda é mostrada
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em trés instantes de tempo diferentes. Vemos na Figura 1.1(b) trés imagens migradas
diferentes de um mesmo refletor sismico, obtido com trés modelos de velocidade de
migracao diferentes. Se compararmos a situagdo com a Figura 1.1(a), ndo é dificil acei-
tar que pode ser, conceitualmente, entendida como uma “onda se propagando”. Neste
caso é a imagem de um refletor sismico que se “propaga”. Hubral et al. (1996b) deram
a este fenomeno o nome de onda imagem. Da mesma forma que a Figura 1.1(a) mostra
trés frentes de onda em trés diferentes instantes do tempo, a Figura 1.1(b) mostra a
frente da onda imagem de trés diferentes “instantes de velocidade de migragao”. A
variavel de propagacao, que no caso da propagacao de ondas fisicas é representada pelo

tempo, é, no caso das ondas-imagem, a velocidade de migracao.

Os trabalhos citados acima estudam a propagacgao da onda imagem em funcao do
valor da velocidade de migracao (considerada a mesma no modelo inteiro), tanto no
tempo (Fomel, 1994; Hubral et al., 1996b) quanto na profundidade (Hubral et al.,
1996b; Mann, 1998). Aqui estamos interessados na remigracdo em meios eliptica-
mente anisotropicos em funcao tanto da velocidade quanto da anisotropia. Definimos
o parametro de elipticidade do meio como a razao entre os quadrados das velocidades
na vertical e na horizontal. Chamamos este parametro de ¢. O nosso objetivo é estu-
dar a variacao da imagem do refletor em funcao da variacao deste parametro . Em
outras palavras, ¢ assume o papel da variavel de propagacao para a onda imagem em

meios elipticamente anisotréopicos.

Neste trabalho derivamos as equacoes da onda imagem na profundidade e no tempo,
para variacoes da elipticidade e da velocidade vertical e ambas variacoes em meios
elipticamente anisotréopicos. Para isso nos baseamos na metodologia proposta por
Hubral et al. (1996b). Posteriormente, com mudangas de varidveis, demonstramos
que todas a equagoes deduzidas poderiam se transformar em uma mesma equagao
com coeficientes constantes, exceto a equacao da onda imagem na profundidade com

variacao da velocidade vertical. Analisamos a equacao, proposta para a resolucao,
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do ponto de vista da andlise numérica (Strikwerda, 1989; Thomas, 1995), ou seja,
analisamos consisténcia, estabilidade, dispersao e dissipagao, nessa parte nos apoiamos
no estudo de Schleicher et al. (2004). De posse de informagoes de nossa equagao usamos
um programa (Novais et al., 2005) para resolver tal equagdo numericamente. Com esse
programa geramos alguns casos hipotéticos de refletores e analisamos os resultados
encontrados.

Resultados parciais deste trabalho ja foram publicados em Aleixo e Schleicher
(2004); Schleicher e Aleixo (2004, 2005b); Aleixo e Schleicher (2005a); Schleicher e
Aleixo (2005a); Aleixo e Schleicher (2005b); Schleicher et al. (2006); Schleicher e Aleixo
(2007); Schleicher et al. (2007).



Capitulo 2

Remigracao na profundidade

2.1 Dedugao da onda imagem

Neste capitulo descrevemos a propagacao da onda imagem como uma fun¢ao da aniso-
tropia do meio. Para tal, estudamos como um ponto isolado em uma imagem de um
refletor se comporta quando a elipticidade do meio e a velocidade vertical variam.
Esta situacao pode ser entendida de maneira analoga a propagacao de uma onda de
Huygens a partir de uma fonte secundaria pontual. Esta descreve como um ponto
isolado, em uma frente de onda, se comporta quando o tempo varia. Como o problema
do imageamento sismico € linear, o comportamento de uma imagem pode ser obtida
por superposicao dos resultados de todos os pontos dos quais ela consiste.

Derivamos a equacao da onda imagem a partir da metodologia desenvolvida na
aplicacao da teoria dos raios para a equacao da onda. Tal metodologia esta resumida
abaixo. A idéia é separar a onda em suas partes cinematica e dinamica, i.e., tempo de
transito e amplitude. Assim, a partir da equacao onda, pode ser encontrada a equacao
iconal que descreve a cinematica da onda, isto ¢, a localizacao das frentes de onda. O

procedimento se baseia na equacao da onda actstica em duas dimensoes

1
Paz + D2z = ﬁptt- (21)

17
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Uma solucao aproximada da equacao acima é obtida utilizando a candidata da

teoria dos raios,

Aqui, f(t) é um pulso de maxima freqiiéncia supostamente fixo. As quantidades py(z, 2)
e T'(z,z) representam o fator de amplitude e tempo de transito da onda, respectiva-
mente. A candidata (2.2) é uma aproximacao da solugao da equagao (2.1) em meios
fracamente nao-homogéneos, onde o pulso muda, no maximo, lentamente sua forma e
amplitude, ao longo de uma frente da onda ¢t = T'(x, z). Sugerimos ao leitor interessado
neste assunto procurar, por exemplo, o livro de Cerveny (2001).

Derivando a candidata (2.2) duas vezes em relagdo a z, z e t, e substituindo os

resultados na equagao (2.1), temos

Po (Tx2 + T,z2 - U_Q) i [2<p0sz +p0sz) +pO(Txm + Tzz)] f,

Para que a equagao (2.3) seja satisfeita para qualquer pulso f, cada coeficiente das

derivadas de f precisa ser zero. A partir do coeficiente de f” temos a equacao iconal

1
2 2
TIT = .

(2.4)

A solucdo t = T'(z,z) desta equagao para a condigao inicial de uma fonte pontual
em (z9, 29) no instante to descreve a localizacao z(x,t; g, 20, %y) da chamada onda de
Huygens. Ela representa a localizagao da onda como o resultado de uma fonte pontual
secundaria em (zg, 29) iniciada em t = t;. Tais fontes secunddrias sao excitadas a
cada ponto de uma frente de onda se propagando (principio de Huygens). Para outras
condigoOes iniciais, a equagao (2.4) descreve a cinematica de qualquer propagagao de
ondas.

Correspondentemente, a equacao da onda imagem em meios elipticamente anisotro-

picos a ser determinada tem uma equacao iconal associada. Esta decreve a cinemética
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da propagacao onda imagem, i.e., localiza as suas frentes de onda. Sua solucao para
uma fonte pontual pode ser chamada de onda imagem de Huygens. Neste trabalho,
ao contrario da ordem da abordagem acima, descrevemos primeiramente a localizacao
da onda de Huygens da onda imagem. Posteriormente, obtemos a equacao iconal por
eliminacao das constantes da condicao inicial. Finalmente, estabelecemos a equacao da
onda imagem, sendo ela a equacgao diferencial parcial de segunda ordem mais simples
com a propriedade de que a metodologia acima possa ser aplicada nela para reproduzir

a equacao iconal associada.

2.2 Parametrizacao dos meios elipticamente aniso-
tropicos

Estamos interessados na remigracao em meios elipticamente anisotrépicos. Estes sao
caracterizados por serem meios com simetria vertical. O seu tensor de elasticidade

normalizado na densidade é dado por uma matriz da forma (Vanelle, 2002)

An A Az 0 00
Ap An Az 0 00
Ais Az A3 0 0 O

0 0 0 Ay 0 O
0

0 0 0 0 Ay

0 0 0 0 0 Asgs
com as restrigoes adicionais
A = A — 2Aes,
(A3 + Au)® = (A — Au)(Ass — Aw).

Desta forma, um meio com tal anisotropia é descrito por quatro parametros elasticos

independentes.
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Para fins de imageamento sismico, o parametro do meio mais importante é a ve-
locidade da propagacao de ondas. Adicionamos aqui uma pequena discussao sobre a
velocidade em meios com anisotropia eliptica. Mais detalhes sobre meios com anisotro-
pia eliptica podem ser encontrados em Helbig (1983) ou Vanelle (2002). Nestes meios,

o vetor velocidade de grupo da onda compressional ou quase-P (qP), 7&), é dado por

A A
7o — (%sengb,o, - cos ¢> :

onde ¢ é o angulo entre a normal a frente de onda e o eixo z, e

V= \/Allsen2¢ + Asz cos? ¢

é a velocidade de fase da onda.
Concluimos que o valor da velocidade de grupo varia com a diregao de propagacao

de acordo com

[7®]] = v®(6) (2.5)

 VA%sen?g + Adjcos? ¢ {SeHZQ N cos? 9} 12
4 A Ass ’

onde @ é o angulo entre o vetor da velocidade de grupo ¥® e o eixo z, chamado de
angulo de propagacao. A relagdo entre ¢ e 6 é dada pela seguinte equagao (Vanelle,
2002)

tanf = % tan ¢.

33

Em funcao da anisotropia, as velocidades de propagacao de uma onda na vertical
e na horizontal sao diferentes. Pela equagao (2.5) podemos ver que as velocidades nas

diregoes vertical (6 = 0) e horizontal (6 = 7/2) sao

v=0®O=0)=1/A3 ¢ u=08(0=r/2)=/An. (2.6)

Utilizando as velocidades horizontal e vertical, a velocidade de grupo pode ser

parametrizada como

send  cos?0]? vt , 1
v® () = { 2 T 1 =v [?sen 6 + cos 91 . (2.7)
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\‘/S: (570)

Figura 2.1: Representacgao grafica do raio conectando a fonte S em (£,0) e o ponto

P = (z, ) no refletor sismico.

2.3 Geometria do levantamento sismico

Analisamos a situacdo de um levantamento sismico de afastamento nulo, onde o par
coincidente de fonte e receptor estd localizado na superficie da terra (z = 0) no ponto
S = (£,0) (Figura 2.1).

Sendo z e z as coordenadas de um certo ponto P no meio em questao e £ a sua
distancia da fonte S, tal que (2 = (z — £)* + 22, o angulo de propagagao de uma onda
que se propaga de S = (£,0) até P = (x, z), satisfaz

r—§

z
cosf = — e senf = ——=.

14 14

Para melhor visualizacao, veja Figura 2.1.
Assim, obtemos a representacao alternativa da velocidade de propagacao, que de-

pende do angulo de propagacao, em funcao das coordenadas do ponto P

2 27-1/2
v (z,2) = ¢ {@u_—f) + %}
= (v [p(z—&)*+ 7% ~1/2 : (2.8)

onde introduzimos o pardmetro ¢ = Asz3/A;; = v?/u?, denominado elipticidade do
mewo.
Com os resultados desta pequena discussao sobre a velocidade de propagacao nesses

meios em funcao da dire¢ao, podemos descrever o tempo de transito 7' da onda emitida
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e registrada em S = (£,0) e refletida em P. A partir da férmula para a velocidade,
sabemos que o tempo que uma onda leva quando parte de uma fonte e chega em um

receptor no mesmo ponto da fonte é

T(E0,2) = ——— = = [ple — €/ + 7] 2.9

O fator 2 se deve a observagao na equacao (2.5) que v(6) = v(6 + ), que implica que
o tempo para a onda chegar ao ponto no refletor é o mesmo do ponto no refletor ao

detector.

2.4 Variagao da elipticidade

A remigracao tenta estabelecer uma relacao entre dois meios de propagacao de ondas
sismicas, tais que os levantamentos sismicos resultariam nos mesmos dados. Um destes
meios representa o modelo de velocidade errado usado originalmente para a migracao.
O outro representa o modelo atualizado no qual a nova imagem do refletor precisa ser
construida.

Nesse capitulo deduzimos as equacoes da onda imagem para remigracao na profun-
didade, permitindo a variacao da velocidade vertical v ou da elipticidade ¢ do meio.

Supomos inicialmente que a migragao original tenha sido realizada com um modelo
caracterizado pela mesma velocidade vertical v, mas uma outra elipticidade ¢g. Neste
meio, o mesmo tempo 7' da equagao (2.9), consumido por uma outra onda refletida em

outro ponto Py = (g, 29) é dado por

20 2
O = Zp(mo — €2 + 23]

T(&; w0, 20) = w0 ) v

(2.10)

A parte superior da Figura 2.2 mostra o tempo descrito pela equagao (2.10) para
um conjunto realistico de parametros (zo, 2o, @0, v). Adotamos a convencao de chamar

o meio com elipticidade ¢ de meio M, e o meio com elipticidade g de meio M.
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T[s]

Z[km]

1% 0.5 1 15 2

x[km]
Figura 2.2: Acima: Gréfico do tempo descrito pela equagao (2.10) com xg = 1 km, zg =
1 km, p9=0.2, ¢ =0.8 e v =2.5 km/s. Abaixo: Familia de curvas dada pela equagao
(2.11) com zg = 1 km, zg = 1 km, ¢y = 0.2 e ¢ = 0.8 e 0 parametro ¢ tomando os

valores 0.4 km, 0.8 km, 1.2 km e 1.6 km.

2.4.1 Onda imagem de Huygens

Para derivarmos a equacao da onda imagem, seguimos a metodologia proposta em
Hubral et al. (1996b). Primeiramente, queremos encontrar todos o pontos P = (z, z)
no meio M tais que o seu tempo de reflexao, descrito pela equagao (2.9), seja igual
ao tempo de reflexdao (2.10) do ponto Py = (z0, 29) no meio My para todos os pontos
¢. Em outras palavras, estamos interessados em localizar a chamada onda de Huygens
para esta propagacao da onda imagem, i.e., o local da imagem z(z) no “instante” ¢,
que se “originou” no “instante” ¢y no ponto Fy. Primeiramente, localizamos os pontos

P em M tais que os tempos de transito sao iguais para um & fixo. Para tal, igualamos
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os tempos T das equagoes (2.9) e (2.10), resultando em

F(ZL’, Z,f,gD) - @(m - 5)2 + Z2 - QOO(JIO - 5)2 - Zg =0. (211>

Esta equagao representa uma familia de curvas z(x; ) que, para um & fixo, conecta
todos o pontos P no meio M que possuem o mesmo tempo de reflexao T'(&; z, 2) que Py
no meio My. Na parte inferior da Figura 2.2 vemos quatro curvas obtidas da equacao
(2.11) para diferentes valores de &.

O conjunto, z(z), de pontos P tais que T'(§; x, z) é igual a T'(§; xo, z9) para todo £ é
dado pelo envelope desta familia de curvas z(x; ). Esta curva é a mencionada onda de
Huygens da onda imagem, uma vez que ela representa a imagem no meio M do ponto
Py. Sabemos que a condicao de envelope da familia de curvas é

OF

o "

que, substituida na equacao (2.11), fornece a curva desejada. Derivando a equagao

(2.11), obtemos

ple—&) —polro =€) =0 = (p— @)= pr—poto.

Logo,
YT — Yoo axr — X o — QT
€= - - : 2.12
(¢ — o) a—1 l -« ( )
onde oo = p/pg. De (2.11), concluimos que
22 = po(zo — €)* + 25 — p(z — €)?, (2.13)

e (2.12) fornece
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A substituigao destas relagoes em (2.13), resulta em

2
2 _ 2 @ N2 1 2
z¢ = zo+¢o(1_a)2(:v ) @(1_&)2(33 o)
po ¥
= At gEl o m) - g ) (2.14)
p(z — z0)°
= T,

que pode ser reescrito como

2
z = \/2(2) + cpgoo%, (2.15)
— o

onde escolhemos a raiz positiva de acordo com a convencao geofisica de que z descreve a
profundidade, i.e., o eixo z aponta para baixo. A equacao acima descreve a localizacao
da onda de Huygens da onda imagem para a condicao inicial (xg, zo; o). Veja a Figura
2.3 (a) para vizualizar o formato do envelope das curvas dadas pela equagao (2.11),
ou seja, a onda imagem de Huygens. A Figura 2.3 (b) mostra vérios destes envelopes

para diferentes valores de .

2.4.2 Equacgao iconal

Para deduzirmos a equacao iconal, precisamos eliminar as constantes xg, zp € ¢o da
equagao (2.15) em favor de derivadas, para entao podermos descrever a propagacao da
onda imagem para qualquer condicao inicial arbitraria. Para isso, permitimos que a
equagao (2.15) descreva uma curva ¢ = ®(z, z), ou seja, substituimos ¢ = ®(x, z) na
equagao (2.15), onde ®(x, z) é o iconal da onda imagem. Por diferenciagao da equagao
resultante, encontramos uma equacao diferencial para ® cuja solugao com as condigoes
iniciais (g, z0; o) € a equagao (2.15) resolvida por . Tal equagao diferencial serd a
equacao iconal da onda imagem.

Derivando a equagao (2.15) em relagao a z, chegamos a

-1 (x — x0)?

(x — z0)? P, p3(r — x0)?
1= — |y, _ o E ) g | D20 T To)
R R S (N E 22 (B — po)?

2z
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0.5

1
X [km]

Figura 2.3: Acima: Gréfico da familia de curvas (2.11) com o seu respectivo envelope
(2.15), com os parametros xg = 1 km, zg = 1 km, ¢y = 0.2 e ¢ = 0.8. Abaixo: Grafico
das ondas-imagem de Huygens (2.15) com o parametro ¢ tomando os valores 0.8, 2.0,

4.0 e 10.

A partir da igualdade acima, obtemos

po(r —m0)* 22
((I) - ()00)2 q)z

Diferenciagao da equacao (2.15) em relagao a = resulta em

(2.16)

_ 2 2 _ _ _
- S [ra g K] [y, gy

= 5 | ¥/ o _9U2 ;
2z (P — p)? T ®vo D — g z | P, : D — g

e, portanto,
% _ ? [@0(1' - 370)]

o, =z D — g

Elevando esta expressao ao quadrado e substituindo nela a equagao (2.16), obtemos
o2 P2 22 o2 292
LZ=—" = L=
o2 229, o2 20,

Simplificando a equagao acima, chegamos a equacao iconal da onda imagem

2
P2 — g@ =0. (2.17)
z
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2.4.3 Equacao da onda imagem

Agora queremos encontrar uma equacao diferencial parcial tal que a equacao acima
seja a equagao iconal associada. Para isso, utilizamos a candidata correspondente a

teoria dos raios

p(x,2,¢) = po(, 2) flp — ®(x, 2)]. (2.18)
Derivando a candidata (2.18) duas vezes com respeito a z, temos

02p0 0P

B 0,211 — B, ) 270, 2) (o — B, ) o, 2)

Pzz = Oz

polx, 2)f" (o — ®(x, 2)) (g—i(x, z)) —po(z, 2) f' (¢ — D(x, z))g%(x, z). (2.19)

Correspondentemente, a derivada mista com respeito a z e ¢ é

op 0P
peo = 000, — B, 2)) — pola )/~ B 2) o (w2). (220
Aplicando a metodologia inversa das equagoes (2.1)-(2.4), e observando os termos

que multiplicam f”, devemos ter

2
para assim podermos reproduzir a equacao iconal (2.17). Note que a equagao acima
¢ a mais simples que tem a propriedade desejada. Termos adicionais envolvendo as
primeiras derivadas de p com respeito a x, z, ou ¢ nao alterariam a equagao iconal
associada e, portanto, também nao afetariam o comportamento cinematico da solugao.
Como estamos interessados neste momento somente no comportamento cinematico
correto da solucao, podemos entao optar por esta forma mais simples. Chamamos
a equacao (2.21) de equagao da onda imagem para remigra¢io na profundidade com

variacao da elipticidade em meios elipticamente anisotropicos.
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2.4.4 Forma alternativa

Considere a transformacgao de variaveis

2

4
T = (q—
95
-1
o= —, (2.22)
2¢q

onde ¢ é uma constante arbitraria. Por exemplo, utilizando ¢ = 2/v?, e introduzindo a

nocao do tempo vertical t = 2z /v, temos que

[ —— (2.23)

Com as transformagoes (2.22) encontramos as seguintes derivadas

dr/dz = qz,
du/dp = . 2.24
Supondo que o campo p seja duas vezes diferenciavel, podemos escrever
du dt
Y = Pur— —, 2.25
p@ pﬂ ng dZ ( )
de onde concluimos que,

Portanto, para resolver a equacao (2.21), precisamos apenas resolver uma equagao

diferencial parcial com coeficientes constantes.

2.5 Variacao da velocidade vertical

Supomos agora que a migragao original tenha sido realizada com um modelo caracte-

rizado pela mesma elipticidade ¢, mas uma outra velocidade vertical vy. Neste meio, o
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mesmo tempo 7' da equacao (2.9), consumido por uma outra onda refletida em outro

ponto Py = (z0, 29) é dado por

20 2
0 _ = [SO('IO _ 5)2 + 23} 1/2.

T(&; = —
(fa Zo, ZO) U(Z’Q, ZO) Vo

(2.27)

Adotamos a convencao de chamar o meio com velocidade vertical v de meio M, e o

meio com velocidade vertical vy de meio M,.

2.5.1 Onda imagem de Huygens

Para derivarmos a equacao da onda imagem na profundidade com variacao da veloci-
dade vertical, seguimos a metodologia proposta em Hubral et al. (1996b). Primeira-
mente, queremos encontrar todos o pontos P = (x, z) no meio M tais que o seu tempo
de reflexao, descrito pela equagao (2.9), seja igual ao tempo de reflexao (2.27) do ponto
Py = (0, 20) no meio M. Para tal, igualamos os tempos T' das equagoes (2.9) e (2.27),
resultando em

2
0

Flx,2,60) = %(x 242 Uﬁ(xo -2 =0 (2.28)
O conjunto de pontos P tais que T'(§; x, ) é igual a T'(§; xo, 29) para todo £ é dado
pelo envelope desta familia de curvas z(x; £). A aplicacao da condigao de envelope para

a equagao (2.28) gera

V2T — VT
= 07 2.29
5 U2 _ Ug ( )
que, quando substituida de volta na equagao (2.28) fornece
_E 2 _ 2(ZE—I0>2 2.30
2 vo\/zo SOUO—UQ—U(% : (2.30)

A equagao (2.30) descreve a posigao da onda imagem de Huygens para a remigragao na
profundidade com a condigao inicial (zg, 2o; vg). Para um meio isotrépico, onde ¢ = 1,

a expressao acima se reduz a deduzida por Fomel (1994) ou Hubral et al. (1996b).
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2.5.2 Equacgao iconal

Para deduzir a equacao iconal, precisamos eliminar as constantes xg, 2 € vg da equagao
(2.30) em favor de derivadas, e entdo podemos descrever a propagagao da onda imagem
para qualquer condicao inicial arbitraria. Para isso, permitimos que a equagao (2.30)
descreva uma curva v = V(z, z), ou seja, substituimos v = V(z, z) na equagao (2.30),
onde V(x,z) é o iconal da onda imagem. Por diferenciagdo da equagao resultante,
encontramos uma equacao diferencial para V' cuja solu¢ao com as condigoes iniciais
(20, 20;v9) é a equacao (2.30) resolvida para v. Tal equagao diferencial serd a equagao

iconal da onda imagem. Tomando as derivadas, encontramos
V
V24 oy — 20y, — 0, (2.31)
z

Sua solugao para a condigao inicial (zg, 20;vg) é a equacao (2.30) resolvida para wv.
Essa equagao diferencial parcial (2.31) é a equagao iconal da onda imagem para remi-
gragao na profundidade com variagao da velocidade vertical em meios elipticamente
anisotropicos. Ela descreve a cinematica da propagacao da onda imagem para um
conjunto arbitrario de condigoes iniciais como uma funcao da velocidade vertical. Como
no caso da equagao (2.30), ao substituir ¢ = 1 também a equacao (2.31) se reduz a

equagao do meio isotrépico (Hubral et al., 1996b).

2.5.3 Equacao da onda imagem

Agora queremos encontrar uma equagao diferencial parcial tal que a equagao (2.31)
seja a equacgao iconal associada. Para isso, utilizamos a candidata correspondente a

teoria dos raios
p(ZL’,Z,'U) :pO(I7Z>f[U—V($,Z>]. (232>

Utilizando o mesmo raciocinio desenvolvido para encontrar a equacao da onda i-

magem com variacao da elipticidade e aplicando a metodologia inversa das equacoes
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(2.1)-(2.4), concluimos que devemos ter

v
Pz + PP + %pvz =0. (233)

Como no caso da equagao (2.21), a equacao acima é a mais simples que tem a pro-
priedade desejada, ou seja a equagdo (2.31) é a equagao iconal associada a equagao
(2.33). Termos adicionais envolvendo as primeiras derivadas de p com respeito a z, z,
ou v nao alterariam a equacao iconal associada e, portanto, também nao o compor-
tamento cinematico da solucao. Como estamos interessados, neste momento, somente
no comportamento cinematico correto da solugao, podemos entao optar por esta forma
mais simples. Chamamos a equagdo (2.33) de equacdo da onda imagem para remi-
gragao na profundidade com variacdo da velocidade vertical em meios elipticamente
anisotrdpicos. Note que, a equagao (2.33) nao pode ser transformada em uma equagao
com coeficientes constantes. Note que, como anteriormente, quando ¢ = 1 a equagao

(2.33) é a equagao da onda imagem na profundidade em meios isotrépicos.



32

CAPITULO 2. REMIGRACAO NA PROFUNDIDADE



Capitulo 3

Remigracao no tempo

Neste capitulo deduzimos as equagoes da onda imagem para remigracao no tempo,
permitindo a variacao da velocidade vertical v, da elipticidade ¢ e de ambos simulta-
neamente.

A migracao no tempo se distingue da migracao na profundidade pelo fato de usar,
como coordenada vertical, o tempo t = 2z/v ao invés da profundidade z. Como
queremos descrever a remigracao no tempo, substituimos a coordenada espacial z na

equacgao (2.9) pelo tempo vertical ¢. Logo,

2

T(&x,t) = [i—@(x — &2+ tﬂ v (3.1)

descreve o tempo de transito de um ponto P com as coordenadas (z,t) no dominio

migrado no tempo.

3.1 Variacao da elipticidade

Nessa secao, consideramos que a migracao original tenha sido realizada com um mo-
delo caracterizado por uma elipticidade incorreta ¢y, mas por uma velocidade vertical
correta v. Nesse modelo My, o mesmo tempo 7' da equagao (3.1) corresponde a uma

onda refletida em um ponto diferente Py = (xg, z9). Portanto, o mesmo T pode ser

33
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representado como
40 REL
T'(&; wo, to) = F(l’o — &)+ : (3.2)
O fato de T' das equagoes (3.1) e (3.2) serem idénticas, reflete a equivaléncia ci-

nemaética dos modelos My e M.

3.1.1 Onda imagem de Huygens

Para derivar a equacao da onda imagem, seguimos novamente a metodologia proposta
por Hubral et al. (1996b). Primeiro, queremos encontrar todos os pontos P = (z,t) no
meio M tais que seu tempo de reflexdo, que é descrito pela equagao (3.1), é o mesmo
que o tempo (3.2) do ponto Py = (xg,ty) no meio My. Em outras palavras, estamos
interessados em encontrar a chamada onda de Huygens para essa propagacao de onda
imagem, i.e., a posigdo da imagem ¢(z) no “instante” ¢, que “originou” no “instante”
o no ponto Fy. Portanto, nés igualamos os tempos T' das equagoes (3.1) e (3.2),

resultando em

Flo,t,60) = “o(0— €+ = 2y )~ 5 =0, (3.3)

Essa equagao representa uma familia de curvas t(x;¢) cada qual, para um fixado &,
conecta todos pontos P no meio M que tém o mesmo tempo de reflexao T'(§; x,t) que
Py no meio M,.

O conjunto dos pontos P tais que T'(&;x,t) sdo os mesmos que T'(§; xo,tg) para
todo & sdo dados pelo envelope dessa familia de curvas ¢(z;&). Esse envelope é a
mencionada onda imagem de Huygens. Esta representa a imagem no meio M do ponto

Py. A condicao para o envelope é
or
o

que, resolvida para ¢ e substituida na equagao (3.3), nos da a curva desejada. Derivando

0, (3.4)

a equagao (3.3) com respeito a &, obtemos

5_@x—g00$0_06$—$0_$0—04x
(b=w0) a1 l-a

, (3-5)
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onde a = ¢/ ypp.

A substituigao da expressao na equagao (3.3) resulta em

t* = t%""_z(l_a)z(x_xﬂy_ﬁ(l_a)z(x_x())
42 dpa T — )2 — 4 T — )2
tO + ’U2(1 —_ 04)2( 0) 1)2(]_ — 04)2( 0) (36>
o Aoz —x0)°
o v} (l—a)’

a qual pode ser reescrita na seguinte forma

_ 2
f— \/tg L) G0 (37)

2
vt Y= %o
Essa equagao descreve a localizacao da onda imagem de Huygens com condicoes iniciais

(20, to; o). Note que para ¢ = 1 (meio isotrépico), a expressao se reduz a encontrada

por Hubral et al. (1996b).

3.1.2 Equacao iconal

Nosso préximo objetivo é descrever a propagacao de uma onda imagem para uma
condigao inicial arbitraria. Com este propdsito, entendemos a expressao (3.7) como
uma expressao para a onda imagem iconal ¢ = ®(x,t). Para encontrar a correspon-
dente equagao iconal, precisamos eliminar as constantes zg, ty € ¢y da equagao (3.7)
substituindo por derivadas de ®(x,t). Derivando a equagao (3.7) implicitamente com
repeito a x e t, encontramos uma equacao diferencial parcial para ®(x,t) cuja solugao
com as condigoes iniciais (zg,to; @) € a equagao (3.7) resolvida por . Essa equagao
diferencial parcial é a equacao iconal da onda imagem. Substituindo esta na equacao

(3.7) e diferenciando o resultado com respeito a t, obtemos

o { % {wl?fzgx_—@j)oﬁ_4:02;@(2,:(_9590—0;0)2}}
-y )
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Da equagao (3.8), concluimos que

o5(x —x0)>  —vt
(@ — (100)2 2q)t .

(3.9)

Diferenciando a equacao (3.7) com respeito a x, obtemos
=20, p3(x — x9)? 4D po(x — x0)
tv2 (P — pp)? tv? (P — o)

O, tv? (P — )
e, portanto,

(I)x - 40 QO()(.T — SL’O)

— = —_— 3.11
D, tv? (P — o) (8:11)

Elevando ao quadrado a equagao acima e substituindo na equagao (3.9), concluimos
que

892
P2 + =0, (3.12)

que ¢ a equagao iconal da onda imagem para remigracao no tempo em meios eliptica-

mente anisotropicos com variagao da elipticidade.

3.1.3 Equacao da onda imagem

Agora, queremos encontrar uma equagao diferencial parcial tal que a equagao (3.12)
seja a equacao iconal associada. Com este propdsito, usaremos a candidata proposta

pela teoria dos raios
p(x,t,v) = po(z,t) flp — (. 1)]. (3.13)
Diferenciando a candidata (3.13) duas vezes em x, obtemos

Doz = Posaf (0 — @) — 200, (0 — ), + pof” (p — @) (B,)° — pof'(p — )Py (3.14)

Da mesma forma, a derivada mista com respeito a t e ¢ é

Pro = porf (@ — @) — pof'(p — )P, (3.15)
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Observando os termos que envolvem f”, devemos ter

2

Pz — %pwt =0, (3.16)
entdo a substituicdo da candidata (3.13) na equagao (3.16), e observando os termos
em f” encontramos a equagao iconal (3.12). A equacado (3.16) é a equagdo da onda
imagem para remigrac¢do no tempo em meios elipticamente anisotropicos com varia¢ao
da eliptictdade. Note que a equacao acima é a mais simples com a propriedade desejada.
Termos adicionais envolvendo as primeiras derivadas de p com respeito a x, t, ou ¢ nao
alteram a equagao iconal associada e, portanto, também o comportamento cinematico
da sua solugao. Como estamos apenas interessados no comportamento cinematico
correto da solugao, podemos escolher a forma mais simples. Novamente, a substituigao
de ¢ = 1 reduz essa equacao a uma ja encontrada em (Hubral et al., 1996b; Fomel,

1994) derivada para um meio isotrépico.

3.1.4 Transformacgao de variavel

Note agora que a mudanca de variavel

v 1 3
UV = ﬁ = p@t = _gp”tﬁ (317)

transforma a equacdo (3.16) novamente na equagdo da onda imagem no tempo em

meios isotropicos

4
Tx — Pv 207 3.18
Doz + P ( )

a qual é exatamente a equagao da onda imagem para a remigragao no tempo em meios
isotropicos (Hubral et al., 1996b).

Em outras palavras, a equacao da onda imagem no tempo em meios isotrépicos se
mantém em meios elipticamente anisotrépicos, com uma mudanca no significado da

variavel de propagacao.
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3.2 Variacao da velocidade vertical

Nesta secao supomos que a migracao original tenha sido realizada com o modelo ca-

racterizado por uma velocidade vertical incorreta vy, mas uma elipticidade correta .

Nesse modelo My, o mesmo tempo 7' da equagao (3.1) corresponde a uma onda refle-

tida em um ponto diferente Py = (0, 29). Portanto, o mesmo T pode ser representado

cOomo

T(&; 2o, 10)

|
1
ow|~6
—
8
o
|
I
N—
no
+
~
=2
—_ 1
—
~
o

3.2.1 Onda imagem de Huygens

Igualando o tempos (3.1) e (3.19), temos a familia

F(z,t,& ¢) = 490(x — &) 4 ¢ 4¢(x0 —&)? —t2=0.

02 -2
v vh

Diferenciando a equacao (3.20) com respeito a &, temos

P —xo  x0—Px

onde 3 = v /v2.

Com a expressdo para &, e da expressao (3.20) temos

(x — xp)?
t =4 /t2 +dp—"""1
\/0+ e

(3.19)

(3.20)

(3.21)

(3.22)

Essa equagao descreve a localizacao da onda imagem de Huygens com condigoes iniciais

(xo,to; vo). Note que para ¢ = 1 (meio isotrépico), a expressao se reduz a encontrada

por Hubral et al. (1996b).

3.2.2 Equacao iconal

Derivando a equacgao (3.22) com respeito a ¢, temos
L[ dp(z — x)?
2 | (0 —12)2
8pVV; (z — x0)?
ot (B —VR)e

| = (—20W,)

(3.23)
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Da equagao (3.23), concluimos que

(x — 3)? t
= . 3.24
(’U% — V2>2 4(,0VV7§ ( )
Derivando a equagao (3.22), com respeito a = temos
1 4oV, (x — x0)? 8p(r — xo)
0= % { W=y TVt ST
1 [2tV,  8p(x — x0)
- 2
Qt{VU * vg—V? |’ (3.25)

onde fizemos uso de (3.24). A equacao (3.25) pode ser reescrita na seguite forma

Ve  —4do(r — x0)

—_— = 3.26
V, t(vd —V?) ( )
Elevando ao quadrado a equagao e substituindo na equacao (3.24), obtemos
4o
2
——=V;=0 3.27
V.’II tV Vt Y ( )

que ¢é a desejada equagao iconal para a equacao da onda imagem para remigracao em
meios elipticamente anisotrépicos. Como antes, a substituicao de ¢ = 1 gera a equagao

iconal em meio isotrépicos, veja (A16) de Hubral et al. (1996b).

3.2.3 Equacao da onda imagem

Queremos encontrar uma equacao diferencial parcial tal que a equagao (3.12) seja a

equacao iconal associada. Com este proposito, usamos a candidata proposta pela teoria
dos raios

p(z,t,v) = po(z,t) flv — V(x,1)]. (3.28)

Dos termos envolvendo f” na segunda derivada da candidata (3.28) com respeito a

x e da derivada mista com respeito a t e v, conclui-se que precisamos ter

4
Tz vt — Y. .2
Doz + o Pt 0 (3.29)

A substituigdo da candidata (3.28) nesta equagao reproduz a equagao iconal (3.27).
A equagao (3.29) é a equagdo da onda imagem para remigra¢do no tempo em meios

elipticamente anisotropicos com variacao da velocidade vertical.
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3.2.4 Transformacgao de variavel

Note que por uma simples mudanga de escala para a velocidade vertical

1
= Puvt = —=Pv't, (330>

N N

/
v =

transforma a equacado (3.29) em

4
Pzz + %pv’t = Oa (331)

Em outras palavras, a mesma equagao da onda imagem também descreve a mudanca

de elipticidade no meio, apenas mudando o significado da varidvel de propagacao.

3.3 Variacao da velocidade vertical e da eliptici-

dade

Nessa secao, deixamos a velocidade vertical e a elipticidade variarem, isto ¢, supomos
que a migracao original tenha sido realizada com um modelo caracterizado por uma
velocidade vertical errada vy, e por uma elipticidade errada ¢y. Nesse meio, 0 mesmo

tempo T' da equagao (3.1), pode ser representado como

T(¢: _ 40 2 .2 s
(57 Zo, to) - v2 (1'0 - 5) + t() . (332)
0

3.3.1 Onda imagem de Huygens

Usando a mesma metodologia descrita na Secao 3.2, temos

Flat,6,0) = A;—f(x . ‘%(m _eR g0 (3.33)

A condigao de envelope nos da

Lo —¢&) = 2wy —€) = 0. (3.34)
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Aqui, recombinamos as equagoes (3.33) e (3.34) que s6 dependem dos parametros
Y =p/v* e Py = po/v5.

Resolvendo (3.34) para &, temos

= Y — Yoz _ YT — To _ To —Yx (3_35>

(¥ — o) y—1 1—v"

onde v = /1. Substituindo a equagao (3.35) na equacao (3.33), concluimos que a

onda imagem de Huygens tem a seguinte forma

t = \/tg n 4@@%%. (3.36)

Note que essa expressao é quase idéntica a equagao (3.7).

3.3.2 Equacao iconal

Da comparacao das equagoes (3.7) e (3.36), é facil ver que a equagao iconal com variagao

de v e ¢ ¢é dada por

82
2+ — V=0, (3.37)

onde ¥ = ¥(z,t), ou seja, utilizamos o raciocinio ja elaborado nas segoes anteriores

para eliminacao das constantes, para podermos encontrar a equagao iconal.

3.3.3 Equacao da onda imagem

A correspondente equacao da onda imagem é

8 2
Pes — 2 puy = 0, (3.38)

que é equacao da onda tmagem para remigra¢ao no tempo em meios elipticamente

anisotropicos com variacao da velocidade vertical e da elipticidade.
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3.3.4 Transformacgao de variavel

Utilizando as idéias das segOes anteriores, essa equacao pode ser transformada por uma

simples mudanca de variaveis,

1 1,
W=—= = Pyt=—=Du", (3.39)
VY 2
na forma da equacao da onda imagem isotropica
4

wt
Essa equagao diferencial parcial, portanto, descreve a propagacao da imagem para
todas as mudancas de velocidade em um meio elipticamente homogéneo, com a corres-

pondente interpretacao da variavel de propagacao.

3.4 Forma comum da equacao da onda imagem

3.4.1 Variavel de propagacao
A variavel de propagacao em todos os casos acima tem, na verdade, o mesmo significado
fisico. Temos
variagao de v equagao (3.30): v =v/\ /o =v/\/v2/u? = u;
variacao de ¢ equacao (3.17): v =v/\/p = u; (3.41)
variacdo de v and ¢ equacdo (3.39):  w = 1/\/v =1/\/p/v? = u,
onde u ¢é a velocidade horizontal como definido na equagao (2.6). Portanto, concluimos
que em meios elipticamente anisotrépicos, a remigracao no tempo é governada apenas
pela velocidade horizontal, i.e.,
+ L = 0 (3.42)
Pzx U tput - Y .

a qual é a equacao da onda imagem no tempo mais geral para a remigragao no tempo

em meios elipticamente anisotrépicos.
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3.4.2 Forma alternativa
Por razoes computacionais, € interessante notar que pela seguinte mudanca de variaveis

T = t?/4,

po= u?/4, (3.43)
a equacao (3.42) pode ser transformada em uma com coeficientes constantes,
Pzz + Pur = 07 (344)

contanto que a solucao seja duas vezes diferenciavel. Esta condigao geralmente é sa-
tisfeita por campos de onda a serem remigrados. Note que esta é a mesma equacao
que a equacao (2.26), portanto, realizar remigragao na profundidade ou no tempo para
variacao da elipticidade sao descritos pela mesma equacao a menos de transformagoes.
Observe que a transformacao 7 é a mesma para as remigracoes na profundidade e no

tempo. Porém, a transformacao p considera valores com sinal oposto.
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Capitulo 4

Analise numérica da equacao da
onda imagem para remigracao no

tempo

Nos trés primeiros capitulos introduzimos o conceito de meio elipticamente anisotrépico
(Vanelle, 2002) e o problema da remigracao. Utilizando a metodologia proposta por
Hubral et al. (1996b) derivamos as equagdes da onda imagem, na profundidade e no
tempo, para meios elipticamente anisotrépicos. No capitulo anterior mostramos que,
para resolver as equacoes deduzidas para a remigracao no tempo, precisamos apenas

solucionar a equacao do seguinte tipo
Paz + Pur = 0, (4.1)
onde a variavel de propagacao é . Esta equacao apresenta uma condicao inicial
p(z,7, = 0) = pol, 7).

Neste capitulo procuramos esquemas de diferencas finitas para resolvermos a equagao
acima proposta. Ou seja, procuramos esquemas tais que a solugao numérica convirja

para a solucao analitica.

45
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4.1 Consideracoes tedricas

Para utilizar o esquema de diferencas finitas definimos a malha dos pontos (z, i, 7). Se-
jam Az, Ap e AT nimeros positivos, entao a malha tem os seguintes pontos (x;, T, fin) =
(xo + Az, 79 + MAT, g + nAp) com [, m e n inteiros arbitréarios e (xg, 7o, fo) ponto
inicial da malha. Para uma fun¢ao p definida nos pontos da malha escrevemos p’,,
para o valor de p no ponto (x;, Ty, it,) da malha.

Basicamente analisamos a estabilidade dos métodos por nés propostos, e para isso
utilizamos anélise de von Neumann, ou seja, substituimos pf,, por g"e’%e™% onde
g ¢ o fator de amplificagao e 0, e 6, sao os angulos de fase referentes aos eixos x e
T, respectivamente. Para analisar a estabilidade dos esquemas propostos utilizamos o
seguinte teorema:

Teorema 1: Um esquema de diferencas finitas de um passo com coeficientes constantes
para uma equacao diferencial parcial linear € estdvel se, e somente se, existe uma
constante K, independente de 0,.,0,, Ax, AT, Au, e algum espacamento de grid, Axg ,
ATy e Apg tais que

|g(02, 0., Az, AT, Ap)| <14 KAp, (4.2)

para todo 0, e 6,, 0 < Az < Azy, 0 < A1 < A1p e 0 < Ap < Apg. Mas, se
(0,0, Ax, AT, Ap) € independente de Ax, AT e Au, a condi¢ao de estabilidade (4.2)

pode ser escrita da sequinte forma
19(0.,0-)] < 1. (4.3)

A demonstracao deste teorema e a discussao de alguns exemplos podem ser encon-
trados em Strikwerda (1989) para equagoes diferenciais parciais de duas varidveis inde-
pendentes. Esse teorema mostra que, para determinar a estabilidade de um esquema de
diferengas finitas precisamos apenas considerar o fator de amplificagao g(0,,60,). Essa
observacao foi feita por von Neumann, e por causa disto, essa analise é chamada de

analise de von Neumann.
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Como estamos interessados em encontrar uma solugao para a equacao (4.1), de-
vemos saber como utilizar a estabilidade de um esquema e encontrar um esquema
convergente. Isso é o que diz o Teorema da Equivaléncia de Lax-Richtmyer, mas antes
de enunciar este teorema definimos dois conceitos que sao necesséarios para o entendi-

mento do enunciado do teorema.

Definicao 1: Um esquema de diferencas de um passo aprorimando uma equacao
diferencial parcial € convergente se para alguma solucdo da equagao diferencial parcial,
p(z, T, 1), e solugoes do esquema de diferencas finitas, Dl tais que pgm converge para
po(z,T) quando x; converge para x e T, converge para T, entdo p}, —converge para

p(z, 7, 1), quando (xy, Ty, pin) — (2,7, 1) quando Ax, At, Ay — 0.

Também definimos consisténcia, que junto com o conceito de estabilidade permite
mostrar a convergéncia de métodos.
Definicao 2: Dada uma equacdo diferencial parcial Dp = f e um esquema de dife-
rencas finitas, Dag araup = f, dizemos que o esquema de diferencas finitas € consis-

tente com a equagao diferencial parcial, se para qualquer fun¢ao suave ¢(x, T, 1)

D¢ - ,DAx,AT,A,u(b - 07 (44)

quando Az, A1, Ay — 0.

De posse dos conceitos de convergéncia, consisténcia e estabilidade podemos enun-

ciar o Teorema da Equivaléncia de Lax-Richtmyer (Strikwerda, 1989).

Teorema da Equivaléncia de Lax-Richtmyer (para EDP’s lineares): Um es-
quema de diferencas finitas consistente com uma equacao diferencial parcial para a qual

o problema de valor inicial é bem posto é convergente se, e somente se, € estdvel.

Portanto, para analisarmos se um esquema para a equagao (4.1) é convergente

devemos analisar apenas se o esquema é consistente e estavel.
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4.2 Discretizacoes

Nesta segao discretizamos as derivadas da equagao (4.1) com a finalidade de criar alguns
esquemas para tentar resolve-la. Para tais discretizacoes utilizamos série de Taylor.

A idéia bésica para esquemas de diferencas é aproximar as derivadas de uma fungao
por diferengas finitas. Isso pode ser feito de varias maneiras, duas delas sao as seguintes

ap p(thma,un—i-l) _p(‘rlaTma,un)
my Mn ~ 4.5
8u('x177 ¥ ) AN ( )

L

p(xh Tms ,un) - p(xla Tms ,un—l)
Ap '

(4.6)

Q

Portanto, das aproximacoes acima, criamos os esquemas que chamamos de avangado e

atrasado, que tém a seguinte forma, respectivamente,

Esquema Avangado: Esquema Atrasado:
o=, P (4.7)
p,u"”p,u_ Au pu""pu_ A,u .

Expandindo a fungao p até segunda ordem nos pontos em torno de z; para p(z;.1, 7, it)
e p(x;_1, 7, ) e somando encontramos uma discretiza¢ao para p,,., que é o esquema cen-
trado para a discretizacao da segunda derivada, ou seja,

— p?—i—l,m - 2p2m +p?—1,m . n
Pzx =~ Pga = AQ32 - gxpl7m- (48)

Com estas discretizagdes estamos prontos para discretizarmos a equagao (4.1). Até
agora fizemos as discretizacoes das derivadas em p e z. Generalizando, podemos es-
crever as derivadas em 7, apenas devemos utilizar o indice adequado em nossa malha.
Para a derivada p,, da equagao (4.1) utilizamos a férmula centrada e para a derivada
pur utilizamos quatro discretizagoes: avangada-avancada, atrasada-atrasada, atrasada-
avancada e avancada-atrasada. A primeira denominacao diz respeito a derivada em 7
e a segunda denominacao diz repeito a derivada em p. Além destas, utilizamos ainda
uma quinta discretizacao, que é uma média na célula para o calculo da segunda deri-
vada e, avancada-avancada na derivada mista, denominaremos daqui por diante, este

método, de esquema centrado.
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Lembrando que p,, = (p;),, criamos quatro esquemas para resolver a equagao (4.1),

que sao:
n+1 n+1 n n
. Pimt1 ~ Pim — Pims1 t Pim
Primeiro Esquema: ®,p; ’ ’ ’ — = 0, 4.9
rimeir quem Dim T+ ApAr (4.9)
p? - p? o pn—l +pn—1
Segundo E LD m  Tbmel Thm | Thmel ), 4.10
egundo Esquema Pim T AuAT ( )
n+1 n+1 n n
. Pim __plm=1__]hnz*_plm—1
T E D DL : : : : = 0, 4.11
erceiro FEsquema DPim T+ AuAT ( )
n n n—1 n—1
plnHJ___plnz__]%7n+l-+_plm
uarto Esquema: ©,p;'  + — : : : = 0. 4.12
(2 q anL Z&HIXT ( )

Além disso, definimos um quinto esquema, o qual faz uma aproximacao para p,, no
centro da célula. Por isso, tomamos a média dos valores das aproximacoes de p,, nos

quatro nos da célula.

) 1
Quinto Esquema: 1935 {p}f# + Pl p?fnﬁrl + pzmﬂ}
n—+1 n+1

]%7n+1 __plnz __p?nH4~+_p?nz
: : : — = 0. 4.13
* AuAT (4.13)

Queremos que estes esquemas convirjam, mas a demonstracao de que um esquema
de diferencas finitas é convergente, geralmente é dificil. Por isso, utilizamos o Teorema
da Equivaléncia de Lax-Richtmyer. Para utilizar tal teorema, primeiro calculamos a

consisténcia dos esquemas e depois a estabilidade dos mesmos.

4.3 Consisténcia

Nesta secao estudamos a consisténcia dos esquemas propostos. A hipdtese basica do
Teorema da Equivaléncia de Lax-Richtmyer é a consisténcia, por isso para aplicar tal
teorema verificamos primeiramente a consisténcia dos esquemas de diferencas finitas

propostos.
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4.3.1 Esquema avancado-avancado

O operador, D associado a equacio (4.1), é 2 Portanto, dada uma funcao

2 32
P + ouor”
suave ¢

D¢ = Gz + dpr- (4.14)
Para o esquema avancado-avangado (4.9), o operador de diferencas Dag ara, apli-

cado a uma funcao ¢ é

+1 +1
D qb . ¢ln+1,m - 2¢lrfm + ¢ln—1,m + QS?,m—&—l - Zm - Zm—f—l + ¢Zm
Az, AT,Ap sz AMAT s

(4.15)

onde gb?,m = ¢($la Tm?#n)'
Neste momento, calculamos a série de Taylor de ¢ em x, 7 e ;4 em torno de

(21, T, ftn). Portanto,

n Axk k¢
¢l+1,m - ¢l m + Z l’k 9 (416)
n n RAzk 05
(blfl,m - ¢l,m + ;<_ k' 895’“’ (417)
n N = ATE 9F¢
s = Oim+ ; T 5" (4.18)
m - l,m ) .
b c—~ kI op*
n 0= Apt (9% ATk 8% 3
z,:rrzil = Qym T Z ol Z ] -+ ATAug,, + i ATQA/@TW
k=1 ) k=
; ATAP Grp + O(ATAE?) + O(AT?Ap®) + O(AT*Ap), (4.20)

onde as derivadas sao calculadas em (x;, T, ), logo

2 3 3
Dz Arap® = Guw + Grp + EAJ:Q@M + §AT¢W + gAmbW +  (4.21)

O(AZ?) + O(AR?) + O(ATAR) + O(AT?).

Entao,

3

3
ng - IDAm,AT,Au(b = _EASE2¢$CBCC1 - §AT¢T7—H - gAlu‘(bT}L/J, + O(Axg) +
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O(A,uz) + O(ATAR) + O(ATZ). (4.22)
Note que,
D¢ - DA:E,AT,A/L¢ - 07

quando Az, A7, Ap — 0. Note que, para este esquema a ordem de consisténcia é de

segunda ordem em Ax e de primeira ordem em A7 e Apu.

4.3.2 Esquema atrasado-atrasado

Para o esquema atrasado-atrasado (4.10), o operador de diferencas Da, ar,a, aplicado

a uma funcao suave ¢ é

- m 2 nm + o m nm - nmf - + ,m—
Dias arand = Drlya, o O, n o 1 ¢l 17
EER Ax? A,uAT

(4.23)

onde ¢}, = (1, Tin, fin)-
Neste momento, calculamos a série de Taylor de ¢ em x, 7 e p em torno de

(X1, Ty ). Além das séries (4.16) e (4.17) necessitamos

" ATk oo
Plm-1 = Pim + Z RS (4.24)
B A/Lk ak¢
n—1 _ n
lm ¢l,m + ;(_ k" 8/;"“ (425)

- . = VAR AT a ¢
l,m1,1 = Oimt Z(— W o + Z R =+ ATApG,, —
=1 k=1

3 3
yATQAuquW — ﬁATAp?ngW +

O(ATALR?) + O(AT*AR?) + O(AT Ap), (4.26)

onde as derivadas sao calculadas em (x;, 7., it,,). Dal, e das equacoes (4.16) e (4.17),

obtemos

2 3 3
DAx,AT,Au¢ = gbzx + ngu + ZAxQQSa:J:a:w - gATngTM - QAILL¢TMN + (427)

O(AZ?) + O(Ap®) + O(ATApR) + O(AT?).
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Entao,
2 3 3 ,
ID(b - DA:C,AT,AM¢ = _EA:U (bxzmz + §A7-¢T‘ry + gAM@W + O<A$ ) +
O(Ar2) + O(ATAR) + O(AT?). (4.28)
Note que,

D¢ — Daz.aran® — 0,
quando Az, A1, Ap — 0. Para este esquema a ordem de consisténcia é igual ao caso

anterior.

4.3.3 Esquema atrasado-avancado

Para o esquema atrasado-avangado (4.11), o operador de diferencas Day ar,a, aplicado

a uma funcao suave ¢ é

D 6= Olirm = 200m T O n i ¢?:;1—1 — Ol + Ol
Az, AT,Ap A.Z'Z AMAT ,

onde ¢, = (1, Ty fin)-

(4.29)

Neste momento, calculamos a série de Taylor de ¢ em x, 7 e y em torno de

(@1, Tin, tn). Necessitamos, além das séries (4.16), (4.17), (4.19) e (4.24) de

Apk oF AT 0
Gk = > 20 Z B AT, + AT A, -
k=1
%ATA,u?quW + O(ATALP) + O(AT2AL?) + O(AT* Ap), (4.30)

onde as derivadas sao calculadas em (zy, Ty, i1,). Usando as equagoes (4.16), (4.17),

(4.19), (4.24) e (4.30), temos
2 3 3
DA$,AT,AIL¢ - QSCB;B + ¢7’u + EACU gbxawar - QATquT[L + ?AMQSTWJ, +
O(AZ®) + O(Ap®) + O(ATApR) + O(AT?). (4.31)
Entao,
D¢ — D ~ A N N O(Az?
¢ - Ax,AT,Augb — _Z x ¢ma:xz + 5 T¢7'Tu - g M¢7uu + ( x )+
O(Ap?) + O(ATAR) + O(AT?). (4.32)
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Portanto,
D¢ — Daz.aran® — 0,

quando Az, A7, Ay — 0. Para este esquema a ordem de consisténcia é a mesma dos

casos anteriores.

4.3.4 Esquema avancado-atrasado

Para o esquema avancado-atrasado (4.12), o operador de diferencas Day ar,a, aplicado

a uma funcao suave ¢ é

-1
¢?+1,m - 2¢Zm + ¢?—1,m + ¢Zm+1 - ¢Zm ¢l ;m+1 + gme

DA:I?,AT,AM¢ = N A/LAT ) (433>
onde ¢}, = (1, Tin, fin)-
Agora, precisamos das séries (4.16) até (4.18) e (4.25), bem como de
- R = VRNV & Ar’f 0o 3
z,m5r1 = Pim T Z(— e o Z W Ok ATApG-, — 3'A72Au¢7w -+
P !
3‘ATA,U, Grup + O(ATALP) + O(AT*Ap®) + O(AT* Ap), (4.34)

onde as derivadas sao calculadas em (x;, 7, itr,). Agora, usando as equagoes (4.16) até

(4.18), (4.25) e (4.34), temos

2 3 3
DACE,AT,A#¢ - Qbmz + ng,u, + 5A$2¢mm - gATQbTT,u + ?A,ugb’r,u,u +

O(Ax*) + O(Ap®) + O(ATAN) + O(AT?). (4.35)
Entao,
2, 3 3 ,
D¢ - DAI,AT,AM¢ = _EA:E ¢xa::1:x + 5A7—¢T‘ru - EA/’L¢T,U,,U, + O(AZ‘ ) +
O(Ap?) + O(ATAR) + O(AT?). (4.36)
Logo,

D¢ — Daz.aran® — 0,
quando Az, AT, Ay — 0. Novamente a consisténcia é segunda ordem em Ax e primeira

ordem em AT e Apu.
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4.3.5 Esquema centrado

Para o esquema centrado (4.13), o operador de diferengas Day ara, aplicado a uma

funcao suave ¢ é

¢ln+1 m 2¢?m + QS;L—I m

D z,AT = : : :
Az, Ar,Au® N +
n—+1 n 1 n+1
gbl-:_l,m - 2¢ ” l—+1,m +
4Am2
Ol tmi1 = 200 1 Ot n (4.37)
4A\x? )
D — 200y + O
4Az2
n+1 n+1 n
D1 — l,:z = Ol T Ol
ApAT ’

onde gb?,m = ¢($la Tm?ﬂ’n)-
Neste momento, calculamos a série de Taylor de ¢ em x, 7 e y em torno de

(1, Tin, bn) € aplicamos no operador acima. Para isso utilizamos as séries (4.16) até

(4.20), calculadas no centro da célula, além das séries para ¢;f11m, ?jllm, Ol ma1s

n n+1 n+1 sl o n—+1 n n+1 :
Dt mi1s Pt mar € Q1 mar- Explicitamos as séries @15 0 01 g1 € O 1, POIS

as outras seguem o mesmo raciocinio.

" A:ck 3’% A,uk (9’“(15 3
it = Ot Z o I g T ATt S NP AT +
5" ApAT G 0n + O(ApATY) + O(A2AT?) + O(Ay A), (4.38)

Az* a% Atk ak
¢?+1,m+1 = ¢lm + Z ]{I' Z k' ¢ + ATAQZ’ngx + = ATQAx¢TTx

%mm%m + O(ATAZY) + O(AT?Az?) + O(AT*Ax), (4.39)

A]jk oo g ATF o S ARk 0t
n+1 _
¢l+1,m+1 - ¢lm+z oxk Z k! 87’“ Z k! 8[1, *

(AMT% + AxAuqbw + ATAM%J
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1
3!
SA:EAMZQZ)WM + SATQAungTH + 3A7Au2¢TM“) +

(3A$2AT¢MT + 3A$2A,u¢mu + 3AZAT? Pyrr + 6ATATAUGzr+

O(AZ’AT) + O(AZ*Ap) + O(AzAT?) + O(ApRAT?) + O(AzAp®) +
O(ATAE®) + O(AZ*AT?) + O(Az*Ap®) + O(AT?Ap?) +

O(AZ2ATAR) + O(AzAT*Ap) + O(AzATAL?). (4.40)

Apos algumas manipulagoes algébricas chegamos a condigao de consisténcia para o

esquema (4.13), ou seja,

2 4 4
qu - DAI,AT,AM¢ = _IAxQCbxx:c:c + ZATzaSTTTM + IAILBQST/LMA + O(AQT?’) +

O(Ap?) + O(AT?) + O(AZ2AT?) + O(AZ*Ap?). (4.41)

Note que

D¢ — Daz.aran® — 0,

quando Ax, A1, Ap — 0. A consisténcia é segunda ordem em Az e segunda ordem em

AT e Ap.

Note que os cinco esquemas de diferencas finitas propostos se mostram consistentes

com a equagao (4.1).

4.4 Estabilidade

Conhecendo a consisténcia dos esquemas (4.9)—(4.13), calculamos a estabilidade dos
mesmos, pois, com estas duas condicoes asseguramos que estes esquemas sao conver-
gentes, pelo Teorema da Equivaléncia de Lax-Richtmyer. Para o célculo da estabilidade

utilizamos a anéalise de von Neumann.
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4.4.1 Esquema avancado-avancado

Passemos agora ao estudo da estabilidade do esquema (4.9), que demoninamos avangado-

avancado. Fazendo a substitui¢ao pj',, por g"e0zeim% o introduzindo a constante
Ax?
= — 4.42
“ ApAT’ (442)
encontramos a seguinte identidade
ei@gc -9 + e_iew + « (geigT —g— eie"' —+ 1) = 0 (443)
Isolando o fator de amplificagao na identidade acima, obtemos
W — 1) +2(1 — cos b,
- ale )+ (1 —cosf,) (4.44)
a(ef —1)
Eliminando o fator complexo no denominador, obtemos
2sen? (%= 2sen? (%) cotg (%
92[1—J]—¢[ ()cote(5) | (4.45)
! a
Portanto,
4sen?(%)  dsent(Z)  dsent(L)cote? (&
|g|2:1_ (2>+ 2(2>+ (2)2 g(2) (4.46)
! « a

Mas, a condigao de estabilidade diz que devemos ter |g| < 1, ou também, |g|? < 1 e,

portanto,
_4sen2(%z) N 4sen’ (%) N 4sen’ (% )cotg? (%)

o o o?

<0. (4.47)

De onde concluimos que, lembrando da identidade 1 + cotg?f = 1/sen 20,
(4.48)

que é a condigao de estabilidade do esquema (4.9). Portanto, o passo na varidvel de

propagacao tem que satisfazer a condigao

(4.49)
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Como vemos em (4.49), nao é possivel escolher os incrementos Az, At e Ay para todos
os angulos de fase. Nota-se, porém, que 0, = k. A1 e 0, = k, Az, onde k, e k, sao
as freqiiéncias associadas as coordenadas 7 e x, respectivamente. Assim, somente sera
possivel escolher incrementos Az, AT e Ap de modo que a equagao (4.49) seja satisfeita

quando as imagens a serem propagadas tém contetido de freqiiéncias limitado.

4.4.2 Esquema atrasado-atrasado

Passemos agora ao estudo da estabilidade do esquema (4.10), que denominamos atrasado-
atrasado. Fazendo a substituigao p;',, por gel0=eim¥r encontramos a seguinte identi-
dade

efe — 9 4 e ¢ (1- e — gty gile’wf) =0. (4.50)

Isolando o fator de amplificagao na identidade acima, obtemos

a(l — e

= A . 4.51
g a(l —e ) + 2(cosf, — 1) (4:51)
Dai,
2 (1 —e )7
= ; . 4.52
97 = T =) + 2(cos b, — P (4.52)
Mas,
(1—e )P =(1-e")(1-e")=2(1-cosf,) = dsen’ (%) , (4.53)
e7
. 0.\ |° 0. 0,
a(l — 67197) — 4sen” (5) = 4dasen? (E) [a — 4gen® <5)]
4 (b
+ 16sen 5 ) (4.54)

Substituindo as equagoes (4.53) e (4.54) na equagao (4.52) e usando o fato que |g|> < 1

implica que o esquema é estavel; devemos ter

2 = <1 4.55
] [1 _4sen2(9;)1 4 sent(%) ( )

«
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Logo,
sen? (% sen? (%=
1<1— <2>+4 (29) : (4.56)
Q@ a?sen 2 ET)
Assim, concluimos que,
sen? (%=
« 5 ( 2 ) : (4.57)
sen? (&)
que é a condigao de estabilidade do esquema (4.10). Portanto, o passo na varidvel de

Ap > (4.58)

Como vemos em (4.58), nao é possivel escolher os incrementos Az, At e Ap para
todos os angulos de fase. O comentario feito sobre este fato para o esquema avangado-

avangado vale também para este esquema.

4.4.3 Esquema atrasado-avancado

Passemos agora ao estudo da estabilidade do esquema (4.11), que denominamos atra-
sado-avangado. Fazendo a substituigao py',, por gel0zeimV encontramos a seguinte
identidade

e —24e P fa(g—ge —14+e) =0. (4.59)

Isolando o fator de amplificagao na identidade acima, obtemos

a(l —e ) +2(1 — cosd,)

i (4.60)

g:

Com raciocinio semelhante ao utilizado para encontrar a condicao de estabilidade do

esquema (4.9), obtemos

925en2( = 2sen2( %) cote (b=
9:[1 sen(2)]_i[sen(2)cog(2) (4.61)
o o
E, portanto,
4sen? (b= 4sen? (= 4sen’ (%) cotg? (L
o =14 o) Berl)  SalFOEE e
o o
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Para o esquema ser estdvel devemos ter |g|? < 1, que implica na seguinte relagao

_senz(e—;)
sen?(%)7

a < (4.63)

que é a condigao de estabilidade do esquema (4.11). Portanto, o passo na variavel de

propagacao tem que satisfazer a condicao

A< _Aa:2sen2(%).

Arsen?(%)

(4.64)

Neste caso, note que, devemos ter Ap negativo, portanto, na remigragao devemos
utilizar velocidade decrescentes. Como vemos em (4.64), ndo é possivel escolher os
incrementos Az, At e Apu para todos os angulos de fase. O comentario feito sobre este

fato para o esquema avancado-avancado vale também para este esquema.

4.4.4 Esquema avancado-atrasado

Passemos agora ao estudo da estabilidade do esquema (4.12), que denominamos avan-

bz gimbr encontramos a seguinte

cado-atrasado. Fazendo a substituigao pj',, por g"e
identidade

e —2+e P pa(e—1—g e +g7") =0. (4.65)
Isolando o fator de amplificagao na identidade acima, obtemos

a(ef —1)

_ , 4.66
g a(efr —1) + 2(cos b, — 1) (460
Dai,
) |a(ei97 _ 1)|2
o _ 4,
91 la(e? — 1) + 2(cos b, — 1)|? (467)
Mas,
(@ — D = (6% — 1) (e — 1) = 2(1  cosf,) = dsen? (%) o (46s)
e’

2

= 4asen’

a(e" — 1) — 4sen® (%)

(5) e (5)]
+ 16sen’ (5) : (4.69)

>
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A condicao de estabilidade diz que devemos ter |g| < 1, ou também, |g|? < 1,

l9]* = <1 (4.70)

Logo,

: 4.71
! a’sen %T) (4.71)
Assim, concluimos que
sen? (b=
a>-—— (92 ) ’ (4.72)
sen? (&)

que é a condigao de estabilidade do esquema (4.12). Portanto, o passo na variavel de

propagacao tem que satisfazer a condigao

A s Az?sen?(%)

= Arsen?(%) 4)

Como vemos em (4.73), nao é possivel escolher os incrementos Az, AT e Ay para todos

os angulos de fase, assim, novamente o esquema s6 podera ser estavel para dados com

contetido de freqiiéncia limitado.

4.4.5 Esquema centrado

Passemos agora ao estudo da estabilidade do esquema (4.13), que denominamos cen-

trado. Fazendo a substituigao pf', por g"e?=e¢™’ encontramos a seguinte identidade

. . 0 0
g {&67’97 — el sen? (%) — o —sen > (g)} =
. . 0 0
{aewf + e7sen ? <§) — a+ sen? (g)} : (4.74)

Isolando o fator de amplificagao na identidade acima, obtemos

aer + efrsen 2 (%”) — o +sen? (%“)
= 4.
J aeif — eifrgen 2 (%‘) — a — sen? (%)7 (4.75)

que ¢é equivalente a

cosf [ +sen? ()] — [a —sen? (%)] +i[a + sen? (%)]sen 6,
cosf-[ov —sen? (%)] — [a +sen? (%)] +i[a —sen? (%)]sen 6,
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Calculando |g|?, obtemos a seguinte expressao

o = [ + sen 2 (%”)]2 + [a — sen ? (%”)]2 —2cos b, [a + sen? (%“”)][oz — sen ? (%”)]
[ — sen? (9—1)]2 + [ + sen 2 (%”)]2 —2cosf.[a —sen? (%")][a + sen 2 (%‘0)]
— 1, (4.77)
ou seja,
9] = 1. (4.78)

E, portanto, o esquema (4.13) é incondicionalmente estével.

Escolhemos cinco esquemas de diferencas finitas para resolver numericamente a
equacgao (4.1). Os quatro primeiros esquemas se mostraram condicionalmente estéveis
e, portanto, para ter convergéncia dos esquemas precisamos garantir as condigoes de es-
tabilidade. Vimos que estas condic¢oes s6 podem ser satisfeitas para dados com conteido

de freqiiéncia limitado. Ja o esquema centrado é estavel e, portanto, convergente.

4.5 Dispersao numérica

Para entender o conceito de dispersao foram utilizadas os trabalhos de (Strikwerda,
1989; Munerato, 2006). Primeiramente estudamos uma onda no tempo. Na pro-
pagacao de uma onda sem dispersao é de se esperar que um pulso de onda deslocado
para (x1,71), no tempo p4, tenha as mesmas propriedades que possuia na sua posigao
original (xg, 7p), no tempo . E de nosso interesse que a onda imagem se comporte
desta maneira quando propagada, utilizando um esquema numérico. Assim, como
mencionado anteriormente, espera-se que um pulso de onda f(x,7, 1) no instante
e no tempo u; = po + Ap sejam iguais, a nao ser pelo seu deslocamento. Com isso,
esperamos que f(zo, 7o, tto) = f (21,71, 1)

Podemos obter as transformadas de Fourier no dominio das freqiiéncias. As suas

transformadas inversas sao dadas por, desde que f satisfaca todas as condigoes ne-
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Az (x1,71)

0 N T

(0, 70)

Figura 4.1: Visualizacao da distancia de propagacao.

cessarias para que as seguintes transformadas existam,

1\ (™ [~ . o
f(ZL'Oa 70, ,UJO) = (E) / / f(k‘x, kT7 Mo)eﬁkxxoeszTodkxdkﬂ
1 \? > [~ . o
[, 1, m) = (\/—2_7) / / f ke, by i)™ =1 e M dk, dk, . (4.79)

Lembrando que a transformada de Fourier é tinica, devemos ter
f(kx, Ky, pio)eemoethrmo — f(kz, ko, puy)eFetethrm (4.80)

logo,

Flka ko o + Agr) = e EBaHRBD Fge e pug). (4.81)

Para visualizar melhor a equagao acima, consideramos, entao d o deslocamento que

o pulso de onda teve de o para j;, assim temos

d=/(Az)? + (AT)2 = aAp, (4.82)

onde a é a velocidade de propagagao da onda nas coordenadas (x, 7).
Da Figura 4.1, temos
d = Axcost + Arsen 0, (4.83)
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do qual, ao considerarmos k, = kcosf e k, = ksen 0 (isto é, k* = k2 + k?), chegamos
em

ke Ay + k- Ar = E(Azcosf + Atsen 6) = kd = kaAp. (4.84)

Assim, a equacao (4.81) pode ser reescrita da seguinte forma
F i, biry o + App) = €% f (kg her, o). (4.85)

Portanto, queremos que um esquema de diferencas finitas realize esta propagagao
no tempo, isto é, multiplique a transformada de Fourier do campo de onda a cada passo
por um fator de multiplicacdo igual a e~**2#  Ou, em traducdo ao nosso problema,
queremos que um esquema de diferencas finitas da equagao da onda imagem multiplique
a transformada de Fourier por e~*%2# onde neste caso as coordenadas sdo agora as

coordenadas que geraram a transformagao para a equagao (4.1), logo
Pk, e, i+ Apt) = Sk ke i), (4.86)

Mas este fenomeno pretendido quase nunca acontece, pois sempre hé perda de
energia na propagacgao da onda ou as velocidades de ondas de diferentes freqiiéncias
sao distintas, quando propagadas pelo esquema de diferencas finitas.

O que pretendemos é determinar quio boa é a aproximacao para o termo e~ **2# que
o esquema de diferencas finitas realiza. Para isso, consideramos um passo no esquema
de diferencas finitas no dominio das freqiiéncias k, e k,. Temos que o esquema realiza

o calculo de p"*! a partir de p*. Em simbolos,
ﬁn+1 == g(kmAl’, kTAT)ﬁna (487>

onde g é o chamado fator de amplificacado.

O fator g pode ser escrito da seguinte forma

gk Az, kb AT) = |g(k Az, b AT)|e 7Rk, (4.88)
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Observamos, pela comparagao das equagoes (4.86) e (4.88), que um esquema ideal
seria aquele que realizasse a propagacao com |g| =1 e ¢ = a.

O fendémeno associado as ondas de diferentes freqiiéncias, propagando com dife-
rentes velocidades do que corresponderia a respectiva equacao diferencial, é chamado
de dispersao numérica. Em outras palavras, se ¢(A,, AT, k,, k;) = a para todas k, e
k., entao ondas propagar-se-iam com a velocidade correta e sem dispersao numérica,
mas isto nao acontece para quase nenhum esquema de diferencas finitas para equacoes
diferenciais parciais hiperbdlicas, exceto em casos triviais.

Para estudar a dispersao numérica precisamos encontrar a funcao c¢(Ax, A1, k., k,)
que aproxima a velocidade de propagacao a da equacgao da onda imagem, observando a
equagao (4.88), temos que calcular o argumento do fator de amplificagao g, que é dado

por

I
—keAp = arg(g) = arctan (;; z> : (4.89)

Para ver se é possivel amenizar o efeito da dispersao numérica, é util estudar a sua
expansao em série de Taylor. Para encontrar uma aproximagao para a velocidade ¢
utilizamos o software Mathematica para realizar tais calculos, e fizemos a expansao
em série até quarta ordem em Ay, e até segunda ordem em Ax e A7. Os resultados

obtidos se encontram nas se¢oes abaixo.

4.5.1 Esquema avancado-avancado

Usando a expressao (4.45) e a definigao de ¢ apresentada na equagao (4.89), temos que
teoricamente o valor de ¢ é dado por

1 2sen® (% )cotg (%
c= kA,uarctan ( sen”(3)co %E 2 )> . (4.90)

Para o esquema avancado-avancado obtivemos a seguinte aproximacao para c,

K2 KSAp? ATEIAL  (ATED) Apd
Kk, 3(kKD) T 2kks 2 (kkD)
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ALK + AT?E2E? (A2?ES + AAT?E2ES) Ap?
12(kky) 12k '

4.5.2 Esquema atrasado-atrasado

Pela definigdo de ¢ apresentada na equacao (4.89), temos que teoricamente o valor de

¢ é dado por

¢ = ——arctan

—2asen B, (cos b, — 1)
kA

a?(1 —cosB;)? + 2a(l — cosB;)(cos 0, — 1) + a?sen?0,

) . (4.91)

Para o esquema atrasado-atrasado obtivemos a seguinte aproximacao para c,

kp o kA | ATk Ap (ATED) Ap®

kkr 3 (kk3) | 2kk, 2 (kk3)
AZ2kY + AT22E2 (AZ2KS 4+ AAT2R2KS) Ap?
12(kk.) 12k#3 '

4.5.3 Esquema atrasado-avancado

Pela defini¢do de ¢ apresentada na equagao (4.89), temos que teoricamente o valor de

¢ é dado por

1 2sen? (%) cotg(%)
= t 2 2= ). 4.92
¢ kA,uarC o ( o+ 2sen? (%) (4.92)

Para o esquema atrasado-avancado obtivemos a seguinte aproximacao para c,

K2 KSAp? (ATED Ap ATESApPS B

7 k3K 2(kky) 2kek3
A2k + ATR2K2 (AzkS + AAT2R2ES) Ap?
12(kk) 12kk? ‘

4.5.4 Esquema avancado-atrasado

Pela definigdo de ¢ apresentada na equacao (4.89), temos que teoricamente o valor de

¢ é dado por

B arctan —2asen B, (cos b, — 1) (4.93)
- kAp a?(cos @, —1)2 4+ 2a(cos 6, — 1)(cosb, — 1) + a?sen?d, ) '

C
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Para o esquema avancado-atrasado obtivemos a seguinte aproximacao para c,

K2 KSAp? (ATED Ap ATESAp3 B

kk.  3(kk3)  2(kk,) 2kk3
A2k + AT2R2E2 (A22kS + AAT2R2ES) Ap?
12(kk,) 12kk3 ‘

4.5.5 Esquema centrado

Pela definigdo de ¢ apresentada na equagao (4.89), temos que teoricamente o valor de

¢ é dado por

—2[a? —sen* (%)] + cos b, {[a +sen? (£)]*[a — sen? (£)]?}
¢ = ——arctan NTAD WTAYD .
kAp {la—sen? (%)]2 — [a +sen? (£)]2} sen 6,
(4.94)
Para o esquema centrado obtivemos a seguinte aproximagao para c,
. k2 _ KSAp? _
kk. 12 (kk2)
A2k} + A2 (AZ?KS + ATR2ES) Ap? (4.95)

12(kk.) 481k

4.5.6 Controle da dispersao numérica

O primeiro termo destas somas, que é igual em todas e nao depende de Az, A7 e Apu, é a
dispersao intrinseca da solucao, e representa a velocidade de fase realizada pela prépria
equagao da onda imagem. Os demais termos, que diminuem junto com os incrementos,
descrevem a dispersao numérica. Para amenizar o seu efeito gostariamos de escolher
os incrementos de modo que os primeiros destes termos adicionais se cancelassem.
Observamos que em todos os esquemas, nao é possivel determinar uma relacao entre
Az, AT e Ap que elimine os primeiros termos das séries de Taylor para todas as
freqiiéncias. Isso significa que a dispersao numérica somente pode ser reduzida por

diminuicao dos incrementos Az, AT e Apu.
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4.6 Dissipacao numérica

Quando o fator de amplificacao g de um esquema tem modulo menor que um, perde-
se amplitude do campo propagado a cada passo. Neste caso, fala-se de dissipacao
numérica. Se um esquema apresenta |g| = 1, dizemos que este esquema nao apre-
senta dissipagdo numérica. No caso, |g| > 1, a realizacdo computacional do esquema

apresenta instabilidades numéricas, como vimos na Secao 4.4.

4.6.1 Esquema avancado-avancado

Para este esquema, obtivemos

4sen? (Y= 4sen? (Y= 4sen (%) cotg? (4
|g|2 - 1_ Il(2)+ n2(2)+ Il(2)2 g(2) (4.96)
a a «
4sen? (Y= 4sent (& 1
_og o), n2(2> — (4.97)
« a sen?(F)

Se supormos que o conteido de freqiiéncias na direcoes x e 7 é amostrado de forma

equivalente, podemos escrever que, aproximadamente, 6, ~ 6,.. Com esta hipdtese,

encontramos
=1+ 2een2 (L)1 - ) (4.98)
2 5 . .
Mas,
Ax?
— . 4.
a e (4.99)

Logo, se Az? > ApAt, entdo a > 1 e pela equacao (4.98) temos que |g|> < 1. Dali,
concluimos que o esquema apresenta pequena dissipacao numérica. E se a = 1 o

esquema nao apresenta dissipacao numérica e, se a < 1 entao temos instabilidade.

4.6.2 Esquema atrasado-atrasado

Para este esquema, obtivemos

lg]* = : (4.100)




68 CAPITULO 4. ANALISE NUMERICA

Assim, se 0, ~ 0., encontramos

1
1+ 4sen? (&) (1—a)

9 = (4.101)

Logo, se Az? < AuArt, entao a < 1. Portanto, pela equagao (4.101) temos que
lg|? < 1. Dai, concluimos que o esquema apresenta dissipagao numérica. E se a =1 o

esquema nao apresenta dissipacao numérica.

4.6.3 Esquema atrasado-avancado

Para este esquema, obtivemos

4sen?(%)  dsent(Z)  dsent(L)cote? (&
! a? a?

4sen®(%)  4dsen?(f= 1

=1 (2>+ %) —. (4.103)
a a®  sen?(%)
Assim, se 0, ~ 0., encontramos
lg? =1+ 4sen2 b (1+«) (4.104)
= a? 2 ' '

Para o esquema apresentar uma dissipacao numérica deveriamos ter a < —1, pela
equagao (4.99) implica que AuA7T < 0 e Az? > |[AuA7| . Note que para este esquema
nao apresentar dissipagao numérica deveriamos ter & = —1, para isto basta ter AuAT <

0 e Az? = |AuAT|.

4.6.4 Esquema avancado-atrasado

Para este esquema, obtivemos

(4.105)

9" = 1 4sen2(%ﬂv) 4 sent (‘%
+ o t a2sen? (&)

Assim, se 0, ~ 0., encontramos

1
1+ Lsen? (%) (1+a)

g2 = (4.106)
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Para o esquema apresentar uma pequena dissipagao numérica deveriamos ter a > —1,
pela equacao (4.99) implica que AuAT < 0 e Ax? < |ApAT| . Note que para este
esquema nao apresentar dissipacao numérica deveriamos ter a« = —1, para isso, basta

ter AuAT < 0 e Az? = |AuAT|.

4.6.5 Esquema centrado
Para este esquema, obtivemos

2
 |cosOfa—sen? (%)] — [a +sen? (%)] + il — sen? (% )]sen 6, |2

9]

2 (021 _ _ 2 (0 . 2 (0 2
,  lcosfr[a +sen (%)] = [ — sen (i)]+z[a+sen (i)]sen97| _ 1 (4.107)

Como |g| = 1, 0 esquema nao apresenta dissipagao numérica. Este esquema é de muito
interesse, pois pode-se utilizar qualquer valor de o para a execucao de um programa

de diferencas finitas.
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Capitulo 5

Exemplo numérico

Para validar os resultados tedricos deste trabalho, apresentamos um exemplo numérico
simples para a remigracao no tempo para meios homogéneos elipticamente anisotrépicos
usando a equacao da onda imagem. O modelo, descrito na Figura 5.1, é uma estrutura
sinclinal simples abaixo de uma camada homogénea, elipticamente anisotrépica. O
conjunto sintético de dados de afastamento nulo foi modelado usando um cédigo de
diferengas finitas e um modelo de exploding-reflector. 767 pares fonte-receptor posici-
onados a cada 12 m entre x = 0 km e x = 9.192 km, a uma profundidade de 250 m.
Os dados sintéticos sao descritos na Figure 5.2. A sombra do refletor é causada por

absorcao imcompleta da reflexao da superficie pela condigao de fronteira absorvente.

Esses dados sdo a entrada para implementagao de Novais et al. (2005) para um es-
quema de diferencas finitas implicito para a remigracao no tempo para meios isotropicos.
Devido as identidades mostradas nos Capitulos 2 e 3, esta implementagao pode ser usa-
da para a percepcao numérica da propagacao da onda imagem em meios elipticamente

anisotrépicos.

Alguns momentos da propagagao da onda imagem para diferentes valores da variavel
de propagacao sao mostrados na Figura 5.3. Como previsto na teoria desenvolvida a

velocidade de propagacao em meios isotrépicos é igual a velocidade vertical em meios
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Figura 5.1: Modelo com uma camada por cima de um refletor sinclinal homogénea,
elipticamente anisotrépica com uma velocidade horizontal de 4.5 km/s e velocidade

vertical de 3.0 km/s. Também é mostrado o familia de raios para a configuragao

utilizada.
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Figura 5.2: Dado sintético de afastamento nulo para o modelo da Figura 5.1.



73

elipticamente anisotréopicos.

Note que, a partir do desdobramento da estrutura de gravata, bem como da dis-
tribuicao de amplitude ao longo da imagem do refletor e do focamento da energia nos
flancos do vale, é possivel estabelecer limitantes para uma estimativa da velocidade
horizontal. Certamente, na Figura 5.3a, a estrutura de gravata nao esta totalmente
desdobrada, enquanto na Figura 5.3f, o vale ja é “sobremigrado”. Assim, se a ve-
locidade fosse desconhecida, poderia-se determinar que deve estar entre 4.2 km/s e
4.7 km/s.

Note que as imagens migradas anteriormente parecem idénticas as obtidas pela
migracao dos dados de entrada com as correspondentes velocidades. A idéia da conti-
nuacao de velocidade nao é criar algumas imagens para umas dadas velocidades, mas
gerar imagens para muitas velocidades em um curto tempo. Nesse sentido, velocidades
que criam imagens de feicoes geoldgicas podem ser determinadas pela comparacao das
imagens ao invés de ter que saber a priori qual velocidade deve ser usada. Em nosso
exemplo, 200 imagens foram criadas em meio minuto. As imagens da Figura 5.3 sao

representantes deste conjunto de imagens.
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Figura 5.3: Momentos propagagao da onda imagem em (a) u = 4.2 km/s, (b) u =

4.3 km/s, (¢) u=4.4 km/s, (d) u=4.5 km/s, (e) u = 4.6 km/s, (f) u=4.7 km/s.



Capitulo 6

Conclusao

Como discutido em Fomel (1994) e Hubral et al. (1996b), a mudanca da posicao de uma
imagem de um refletor sismico com a variagao do modelo de velocidade de migracao

pode ser entendido de maneira analoga a propagacgao de uma onda fisica.

As equacgoes da onda imagem para a remigracao em meios elipticamente anisotré-
picos sao equacoes diferenciais parciais de segunda ordem que descrevem a propagagao
da imagem de um refletor no tempo e na profundidade como uma funcao da velocidade

vertical e da elipticidade do meio.

Neste trabalho, deduzimos um conjunto de equagoes diferenciais parciais de segunda
ordem que sao equagoes da onda imagem para a remigracao em meios elipticamente
anisotropicos. Elas descrevem a propagacao da imagem de um refletor no tempo e na
profundidade como fung¢ao da velocidade vertical e da elipticidade do meio. Para este
fim, estudamos a cinematica da onda imagem em tais meios para deduzir as equagoes
iconais correspondentes. Por um processo inverso ao da teoria dos raios encontramos
as equagcoes da onda imagem desejadas, ou seja, sao solucoes das equagoes iconais que
exibem o correto comportamento cinematico.

No caso da remigracao no tempo, a equagao da onda imagem mostra que a posi¢ao

da imagem do refletor em meios elipticamente anisotrépicos depende apenas da veloci-

)
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dade horizontal. Esta previsao tedérica esta de acordo com o encontrado por Alkhalifah
e Tsvankin (1995), e esta previsao foi confirmada com nosso exemplo numérico. Isto
implica que a analise de velocidade de migragao no tempo pode apenas detectar ape-
nas este parametro. Em particular, isto significa que nao ha maneira de distinguir um
meio elipticamente anisotropico de um isotrépico, analisando apenas a velocidade de

migragao no tempo.

Vamos comentar o fato que as derivacoes anteriores das equacoes da onda imagem
para a remigracao na profundidade e no tempo estao baseadas no fato de utilizarmos
meios homogeéneos, isto €, valores constantes da velocidade vertical e da elipticidade.
Em meios nao-homogéneos, os valores constantes da velocidade vertical e da eliptici-
dade fazem sentido localmente. Entao, a distincao de remigragao no tempo e na pro-
fundidade se tornam necessarias ja que o simples estiramento do eixo de um dominio
para outro nao é mais valido e as velocidades médias sao diferentes. Os primeiros
exemplos para um método em meios isotrépicos nao-homogéneos na profundidade foi
apresentado por Schleicher et al. (2004) e no tempo por Novais et al. (2005). A este
respeito é importante observar que a equacao da onda imagem para remigragao sob
variacao da elipticidade, tanto na profundidade quanto no tempo, nao depende da ve-
locidade vertical. Isto indica que existe um potencial para utilizar o presente modelo
de velocidade mesmo quanto este meio apresenta nao-homogeneidade, contanto que a

elipticidade nao varie muito.

A descrigao da posi¢ao da imagem do refletor como uma funcao da elipticidade do
meio pode ser muito util para a descricao deste parametro. O conjunto de imagens
migradas para diferentes elipticidades de meio podem ser obtidas a partir de apenas
uma imagem migrada sem a necessidade de multiplas migragoes neste meio. Com
informagoes adicionais da exata posicao do refletor pode-se determinar o valor correto

da elipticidade do meio.

Provavelmente, a aplicacao mais interessante deste procedimento seria utilizar como
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condi¢ao inicial a elipticidade unitaria, isto é, ¢y = 1. Como a migracao em meios
isotrépicos ¢ um campo com bastante estudos, a equagao da onda imagem poderia
transformar uma imagem migrada em meio isotrépico, o qual pode ser obtido com
um dos sofisticados métodos de migracao que estao disponiveis, em uma imagem que
corresponde a um meio elipticamente anisotrépico.

Anisotropia eliptica nao é muito pratica para ser utilizada em meios reais ja que
é raro que um meio apresente este tipo de anisotropia (Helbig, 1983). Entretanto,
tem a vantagem de que todas as deducoes sao exatas para meios homogéneos. Para
meios mais realisticos, aproximagoes sao necessarias. Por exemplo, meios VTI, uma
abordagem linearizada foi desenvolvida por Alkhalifah e Fomel (1997). Em meios
nao-homogéneos, perturbagoes locais com respeito aos parametros de velocidade foram
estudados, para isotropia, por Adler (2002) e para anisotropia geral por Iversen (2002).
Todavia, anisotropia eliptica pode ser pensada como uma aproximacao de situacoes

mais realisticas.
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