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Resumo

A presente tese da continuidade ao recente trabalho de J.C . Alvarez e C.E. Durén acerca
dos invariantes geométricos de uma classe genérica de curvas em variedades de Grassmann,
ditas “curvas fanning”. Mais precisamente, considera-se como tais curvas de planos la-
grangeanos comportam-se mediante uma reducao simplética, e conclui-se a existéncia de
dois novos invariantes que desempenham um papel fundamental neste contexto, mais no-
tavelmente a maneira pela qual eles generalizam as bem conhecidas férmulas de O’Neill

para submersoes isométricas.
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Abstract

The present thesis gives continuity to the recent work of J .C.Alvarez e C.E.Durdn about
the geometric invariants of a generic class of curves in the Grassmann manifolds, called
“fanning curves”. More precisely, we look at how such curves of lagrangean planes behave
under a symplectic reduction, and establish the existence of two new invariants which play
a fundamental role in that context, more notably the way they generalize the well known

O’Neill’s formulas for isometric submersions.
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Introducao

Curvas em variedades Grassmanianas aparecem com frequéncia em geometria e dinamica
através da seguinte construcao: Sejam X uma variedade, A uma distribuicao em X, e F}

um fluxo em X. Entao, para cada ponto x em X, obtemos uma curva
(t) = DF_(A(Fi(2)))

de subespagos de T, X, chamada, nesta tese, de curva de Jacobi do plano mével (X, A, Fy).
E natural perguntar-se como a geometria de (X, A, F}) estd refletida em suas curvas de
Jacobi. Este foi o ponto de vista adotado em [Ahd89] por S. Ahdout para o caso de fluxos

geodésicos, em cujo trabalho se estabelece que

Teorema 0.1. A distribuicao horizontal de Levi-Civita e a curvatura de uma variedade
riemanniana podem ser recuperadas como certos invariantes das curvas de Jacobt associ-

adas ao fluxo geodésico.

De fato, Ahdout percebeu que tais curvas de planos lagrangeanos satisfazem uma certa
condi¢ao genérica, chamada 14 de condigao fanning. Uma curva £(t) na Grassmanniana

Lagrangeana A(R?™) é fanning se, via a identificagao
TAR®™) = Sym(),

cada vetor velocidade E(t) corresponder a uma forma nao-degenerada. Esta condicao
permitiu a Ahdout associar a £(t) dois invariantes simpléticos h(t) e K(t) que dependem
dos 2-jatos e 3-jatos, respectivamente, de £(t). O primeiro é ainda uma curva em A(V), dita

curva horizontal, e o segundo é, para cada t, um endomorfismo de £(t), dito endomorfismo



de Jacobi. Estes sao os invariantes mencionados no teorema acima. Em particular, pode-se
associar andlogos de conexao e curvatura a uma classe genérica de planos méveis (X, A, F})
oriundos de sistemas lagrangeanos.

Inspirados pelos trabalhos de J. Grifone [Gri72a] e P. Foulon [Fou86|, acerca dos in-
variantes associados a equacoes diferenciais de ordem 2, J. Alvarez e C. Durdn no tra-
balho recente [APDO9] desenvolveram um estudo sistematico da geometria das curvas fan-
ning, primeiro estendendo esta condi¢ao para curvas em Grassmannianas de tipo metade
Gr,,,(R?*™), e entao associando a tais curvas um novo invariante de seus 1-jatos, o endo-
morfismo fundamental F(t), cujas sucessivas derivadas recuperam os invariantes h(t) e
K(t) considerados por Ahdout. A abordagem em [APDOQ] ¢ bastante clara e elegante, e
é baseada num uso sistematico de referenciais; em particular, introduzindo os chamados
referenciais normais os autores dao uma bela solucao ao problema de congruéncia para
curvas fanning em Gr,,, (R™) e A(R2™). Na continuacio [APD], os autores mostram como
a geometria por tras do formalismo de Grifone [Gri72a] e Foulon [Fou86], para construgao
de conexoes e curvatura para métricas de Finsler e semi-sprays, pode ser recuperada a par-
tir do formalismo desenvolvido em [APDOQ], simplificando e generalizando a abordagem
de Ahdout.

A presente tese foi motivada pela seguinte situagao: dada uma submersao isométrica
p:M— N

entre variedades riemannianas ou, mais geralmente, entre variedades de Finsler [APDO01],
como estao relacionadas as respectivas curvas de Jacobi associadas aos fluxos geodésicos de
M e N? E, uma vez feito isso, como o formalismo desenvolvido por O’Neill em [O’N66],
para o caso riemanniano, se traduz no formalismo de curvas fanning desenvolvido em

[APDOQ]? A observacao chave para responder estas perguntas consta em [APDOl]:
Toda submersao pode ser interpretada como uma reducgao simplética.

Abstraindo entao para o contexto de curvas fanning em A(R?*™), somos levados a

considerar como uma curva £(t) se comporta mediante a redugao simplética de R*™ por



um subespago coisotrépico W C R*™ em cujo caso £(t) “desce” a uma curva (p(t) em

A(W/W+) via a aplicacdo natural
AR™™) — A(W/WH). (1)

Se o par ({(t), W) satisfaz uma certa condi¢do genérica natural, mostramos que £(t)
admite uma decomposigao natural £(t) = h(t) @ v(t), e concluimos a existéncia de dois

Invariantes

A(t),T(t) € End(((t))

dos 2-jatos de ((t), ditos os endomorfismos de O’Neill de ¢(t). Por exemplo, mostramos o

seguinte

Teorema 0.2. Se A(t) e T(t) sio nulos para todo t, entdo existem uma decomposicao

simplética R*™ =V, @& Vy, e curvas fanning l1(t) € A(Vy) e lo(t) € A(Vy), tais que
1. 0(t) = £1(t) @ 6a(2);
2. Uy(t) € a curva fanning trivial, isto €, ho(t) € constante.

A condigao no par (£(t), W) garante que a curva (g(t) seja também fanning, e o prin-
cipal resultado desta tese é a seguinte formula para o calculo do endomorfismo de Jacobi

KR(t) de £R<t)2

Teorema 0.3. Para todo v € h(t),

onde U é a imagem de v no quociente {g(t).

Também, mostramos como a restricao de K(¢) a v(t) pode ser calculada em termos

dos endomorfismos A(t) e T():
Teorema 0.4. Para todo v € v(t),

W(t)(K(t)v,v) = W(t)(A(t)v, A(t)v) = W(t)(T(t)*v,v) + W(t)(v(T)(t)v, v),
onde (T)(t) € a derivada dindmica de T(t).
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Estas “formulas de O’Neill” para redugoes simpléticas de curvas fanning generalizam
as bem conhecidas férmulas de O’Neill em submersoes riemannianas, em particular esta-
belecendo a existéncia das mesmas em submersoes de Finsler. Mais geralmente, obtemos
a existéncia de tais férmulas no contexto de reducgoes simpléticas de planos méveis la-

grangeanos:

Teorema 0.5. Sejam & = (X, A, F;) um plano mdvel lagrangeano e N C X uma sub-
variedade coisotropica, tal que A e F; descam a uma distribuicio Agr e um fluxo F, na
reducao simplética Ng de X por N'. Entao, sob certas condicoes genéricas, podemos as-
sociar andlogos de curvatura a & e a PR = (NR,AR,Ft), e elas satisfazem formulas

andlogas as de O’Neill.

Um outro aspecto considerado nesta tese é o de focalidade de curvas numa redugao
simplética. E bem sabido que as propriedades de focalidade de uma geodésica em ge-
ometria (semi-riemanniana, Finsler, ...) podem ser recuperadas a partir da teoria de
intersecgao das curvas de Jacobi associadas ao fluxo geodésico. Portanto, ao tentar com-
preender como a focalidade de uma geodésica de M esta relacionada com a focalidade de

sua projecao em N, numa submersao isométrica, fomos levados ao seguinte resultado:

Teorema 0.6. Seja ((t) uma curva suave em A(R*™) tal que, para todo t, ((t)NW+ = {0}.
Entio, se L € A(R?™) € tal que L D WL, temos que um instante ty é L-focal ndo-
degenerado, com multiplicidade k, para ((t) se, e somente se, for Lg-focal nao-degenerado

para Lp(t), com multiplicidade k.
Este resultado tem como consequéncia imediata:

Teorema 0.7. Seja S uma subvariedade de N, e denotemos por P a subvariedade de M
dada por p~1(S). Entao, se y(t) é uma geodésica de M que parte ortogonalmente a P, um
instante ty € P-focal ao longo de ~y(t) se, e somente se, for S-focal ao longo de p(~(t)).

Também, as respectivas multiplicidades coincidem.

Na verdade, este tultimo resultado consta em [O’N67] para o caso em que S se reduz
a um ponto, e serviu de inspiragao para considerarmos focalidade no contexto de redugao

simplética de curvas.



A presente tese estd organizada da seguinte maneira. No capitulo 1, introduzimos
planos méveis e suas curvas de Jacobi, em particular os de tipos lagrangeano e legendriano.

O capitulo 2 contém a principal contribuicao desta tese. Em §2.1 fazemos uma revisao
da teoria de curvas fanning, seguindo o trabalho [APDOQ]. Nesta revisao, introduzimos
um novo conceito, o de derivada dinamica, e provamos dois pequenos resultados que nao
constam em [APDO9]; todos os demais resultados sao apenas mencionados. Comegamos
§2.2 com uma rapida revisao de reducao simplética linear, e provamos um resultado acerca
da derivada de (1). Este simples resultado é de fundamental importancia para o que
segue. A reducao simplética de uma curva fanning é entao considerada, a existéncia dos
endomorfismos de O’Neill é estabelecida e o capitulo encerra com as demonstragoes das
ja mencionadas férmulas de O’Neill.

No capitulo 3 nos voltamos para os planos méveis, estabelecendo a condigao de regu-
laridade que eles tém que satisfazer afim de podermos associar-lhes certos invariantes, que
chamamos de distribuicao horizontal e endomorfismo de curvatura. Ainda no capitulo 3,
consideramos a reducao simplética de um plano movel lagrangeano e, como consequéncia
dos resultados do capitulo 2, estabelecemos a existéncia de formulas de O’Neill neste con-
texto. Mencionamos, ao final deste capitulo, que o mesmo pode ser feito no contexto de
planos méveis legendrianos e de suas reducoes de contato, usando a nocao de reducao de
contato desenvolvida no apéndice A.

O capitulo 4 tem como objetivo mostrar como os invariantes de curvas fanning re-
cuperam as nocoes de conexao e curvatura associadas a sprays e métricas de Finsler,
seguindo a referéncia [APD]. Para tal, em §4.2 comegcamos fazendo uma introdugao a teo-
ria de sprays sob o ponto de vista da estrutura quase-tangente, seguindo Grifone [Gri72a].
A parte referente a derivacao covariante e endomorfismo de curvatura, por a escrevermos
de maneira conveniente aos nossos propésitos, segue apenas em partes [Gri72b], de modo
que a escrevemos de maneira totalmente auto-contida; também, fazemos uma exposicao
auto-contida de campos de Jacobi e da diferencial do fluxo geodésico em geometria de
sprays. Em §4.3, fazemos uma introdugao mais ou menos padrao a geometria de Finsler,

enfatizando os pontos de vista hamiltoniano e da geometria de contato do fibrado esférico



unitério. Uma possivel referéncia é [APDOS].

No capitulo 5, introduzimos a nocao de submersao isométrica em geometria de Finsler,
seguindo [APDOl]. Além da caracterizagdo por redugoes simpléticas estabelecida em
[APDO1], inclufmos uma descri¢do em termos de reducdes de contato do fibrado esférico
unitario, usando a nocao de reducao de contato desenvolvida no apéndice A. Encer-
ramos este capitulo com as férmulas de O’Neill para curvaturas bandeira numa submersao
isométrica entre variedades de Finsler.

Por fim, no capitulo 6 falamos um pouco de focalidade no contexto de curvas em
A(R?™), e no de geometria de Finsler, e provamos os resultados j4 mencionados nesta

introducao.

Alguns trabalhos relacionados

Durante a elaboracao deste trabalho, o autor tomou conhecimento do artigo [ACZ05] no
qual os autores, motivados por outros problemas provenientes da mecanica e da teoria de
controle, sao também levados a considerar as redugoes simpléticas de sistemas lagrangeanos
e de suas curvas de Jacobi, chegando a uma férmula parecida com a do teorema 2.2 (embora
14 os autores nao tenham, aparentemente, percebido a existéncia dos invariantes A(t) e
T(t)). O contelddo desta tese foi obtido de maneira independente e com técnicas diferentes
a [ACZ05].

Também, recentemente o autor conheceu os artigos [JP08] e [CP] nos quais os autores
consideram os aspectos de focalidade e indice de Maslov em reducoes simpléticas de curvas,
e em submersoes isométricas em geometria semi-riemanniana. Entre outras coisas, os
autores destes trabalhos chegam as mesmas conclusoes que as nossas no que se refere aos

teoremas 6.1 e 6.2.



Capitulo 1

Planos Moveis e Curvas de Jacobi

Definicao 1.1. Um plano mével € uma quddrupla & = (X, A, Ax, Fy), onde X é uma
variedade diferencidavel, A, e Ay sao distribuicoes diferencidveis ao longo de X, de di-

mensoes r e k, respectivamente, e F; € um fluro em X, satisfazendo:
1. Para todo x em X, Ag(x) C A, (x);
2. A distribuicao A, € invariante por Fjy.

Uma tal estrutura pode ser estudada considerando-se como a distribuicao Ay se movi-
menta através do fluxo Fy: para cada x em X, denotando por V o espacgo vetorial A,(x),

a propriedade 2 acima nos garante que
(,(t) = DF_(Ac(Fi(a)))

¢ uma curva de subespacos k—dimensionais de V, isto é, uma curva na grassmanniana

Grk(V).
Definicao 1.2. Chamamos (,(t) de a curva de Jacobi de & baseada em x.

Nesta tese, consideraremos apenas planos moveis com r = 2k. Entre estes, estaremos

particularmente interessados nos seguintes tipos:

Definicao 1.3. Um plano movel &2 € dito:



1. Lagrangeano, se (X,w) for uma variedade simplética, A, = TX, Ay for uma dis-

tribuicdao lagrangeana L, e F, consistir em simplectomorfismos.

2. Legendriano, se (X, «) for uma variedade de contato exata, A, = Ker(a), Ay for
uma distribuicao legendriana L, e Fy consistir em contactomorfismos (i.e., preser-

varem a distribui¢do de contato Ker(a)).
Em ambos os casos, denotaremos & simplesmente pela tripla (X, L, F}).

Em particular, sendo & lagrangeano/legendriano, a curva de Jacobi £, () serd uma
curva de subespagos lagrangeanos do espago vetorial simplético (V,w,), isto é, uma curva

na Grassmanniana Lagrangeana A(V); no caso legendriano, w, representa (da),|v.!

Encerraremos este capitulo exibindo os exemplos arquétipos de planos méveis, os quais

sao provenientes de fluxos geodésicos:

1. Sejam X = Ty M o fibrado tangente, com a se¢ao nula excetuada, de uma variedade
M™ A, a distribuicao em X dada pelos espagos tangentes verticais VI'M, Ao, a

“distribuicao total” TTyM, e F; o fluxo em X associado a um spray S em M™.

2. Quando, na situagao acima, o spray em questao for o spray geodésico associado a
uma métrica de Finsler ¢ em M™, consideramos Tj M munida da estrutura simplética
w, induzida por ¢, relativamente a qual a distribuicao VI'M ¢ lagrangeana e o fluxo

F; consiste em transformacoes simpléticas.

3. Ainda na presenca de uma métrica de Finsler ¢, consideramos X = SM, o fi-
brado esférico unitdrio, munido da 1—forma de contato a,, induzida por ¢. O fluxo
geodésico F; age em SM por transformacoes de contato, e a distribuicao VSM,

tangente as fibras de SM — M, é legendriana.

'"Embora (DF})|ker(a) : Ker(a) — Ker() nio seja uma transformagcao simplética (relativamente a da),
ela é conformemente simplética, de modo que a natureza lagrangeana de subespagos de Ker(a) é por ela

preservada.



Capitulo 2

Curvas Fanning e suas Reducoes

Simpléticas

2.1 Curvas fanning

2.1.1 Curvas fanning na grassmanniana metade

Seja V um espago vetorial real de dimensao 2m. Denotamos por Gr,,(V) a variedade

grassmanniana de subespacos m-dimensionais de V.

Defini¢ao 2.1. Dizemos que uma curva suave ((t) em Gr,,(V) € fanning se, dado um

referencial
At) =A{ar(t), -, am(t)}
para ((t), tivermos que

(ADAD) = {ar(t), - an(t), aa(t), - aw(t)} (2.1)

¢ uma base para V, para todo t. Verifica-se que esta condi¢cao independe da particular

escolha do referencial.
Nota 2.1. Uma definicao intrinseca da condicao fanning usa a identificagao canonica
TyGr,, (V) = Lin(¢, V/0),

9



e o fato de que, por hipdtese de dimensao, faz sentido considerar as transformacgoes em
Lin(¢,V/l) que sao invertiveis: uma curva £(¢) é fanning se, e somente se, para todo ¢ a

sua velocidade ¢(t) corresponder a uma transformacao linear invertivel.

Fixemos, até o final desta se¢do, uma curva fanning ¢(t) em Gr,,(V). Dado um refer-

encial A(t) para £(t), a condigao fanning nos permite definirmos um endomorfismo
F(t):V—V

da seguinte forma:
F(t)(ai(t)) = 0,
F(t)(a;(t) = alt),

parai = 1,--- ,m. Verifica-se que esta definicao independe da escolha do referencial, mas

apenas da curva £(t).

Definigao 2.2. A curva de endomorfismos F(t) de V € dita o endomorfismo fundamental

de ((t).

O endomorfismo fundamental constitui o principal invariante dos 1-jatos de curvas

fanning.

Proposicao 2.1. Para cada t, a derivada F(t) é uma reflexdo (isto ¢, (F(t))? = 1) cujo

autoespago associado ao autovalor —1 € £(t).

Esta proposicao nos permite definirmos o principal invariante dos 2-jatos de curvas

fanning;:

Defini¢ao 2.3. A curva horizontal de £(t) € a curva h(t) em Gr,,(V) que, para cada t, é

igual ao autoespago com autovalor 1 de F(t).

Consequentemente, para cada t temos uma decomposicao
V =h(t)® (1), (2.2)
relativamente a qual definimos projetores
Pit), Py(t): V—V
com imagens /(t) e h(t), respectivamente.
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Proposicao 2.2. Para cada t, a sequnda derivada F(t) reverte a decomposicdio (2.2).

Portanto, o quadrado (F(t))? preserva a decomposigao (2.2), e obtemos assim o prin-

cipal invariante de curvas fanning:

Defini¢ao 2.4. O endomorfismo de Jacobi K(t) de ((t) é o endomorfismo de ((t) dado
pela restricio de 1/4(F(t))? a €(t):

K1) = 107

A condigao fanning nos garante que, dado um referencial A(t) para £(t), existem ma-

trizes quadradas m x m P(t) e Q(t) tais que

A(t) + At)P(t) + At)Q(t) = O. (2.3)
Definigao 2.5. A derivada Schwarziana de A(t) € a sequinte fun¢ao:
{A(), 1} :=20Q(1) — (1/2)P(1)* = P(1).

No caso particular em que A(t) é dado por uma matriz (referente a uma identificacao

V = R?*™) do tipo

I
Alt) = ,
S0
obtemos que
FAW), 11 = ()78 — 2(9)5(8)78. (2.4

Proposicao 2.3. Dada uma base qualquer B de ¢(T), existe um unico referencial A(t) de
((t) tal que A(T) = B e Alt) € gerado por A(t) para todo t. Um tal referencial é dito

normal.
Consequentemente, se A(t) é um referencial normal, entao
; 1
A(t) + EA(t){.A(t), t} =0.

Proposigao 2.4. A matriz do endomorfismo de Jacobi K(t) no referencial A(t) € igual a
(1/2){A(®), t}.
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Encerraremos esta secao com mais dois conceitos.

Definigao 2.6. A derivada horizontal associada a £(t) é o isomorfismo H(t) : £(t) — h(t)
definido da seguinte maneira: dado a € (), seja a(t) uma curva em V tal que a(T) = a

e a(t) € U(t) para todo t. Entdo, definimos
H(7)(a) := Pu(7)(a(T))- (2.5)
Verifica-se que H(T)(a) estd bem definido, isto é, independe da escolha da curva a(t).

Aplicando-se a derivada horizontal a um referencial A(t) de ¢(t), obtemos um referen-

cial H(A)(t) para a curva horizontal h(t). Sendo P(t) e Q(t) como em (2.3), entao
H(A)(t) = A(t) + (1/2)A(t) P(t). (2.6)

Definicao 2.7. Dada uma curva a(t) ao longo de £(t) (isto €, a(t) € £(t) para todo t), a

derivada dinamica de a(t) € a curva v(a)(t) ao longo de ((t) dada por

Note que a derivada dinamica satisfaz a seguinte regra de Leibnitz:

Y(fa)(t) = f(t)r(a)(t) + f(t)alt). (2.7)

2.1.2 Curvas fanning na Lagrangeana Grassmanniana

Suponhamos agora que o espago vetorial V esteja munido de uma estrutura simplética w.
Neste caso, denotamos por A(V) a variedade Grassmanniana Lagrangeana, que consiste

em todos os subespagos lagrangeanos de V.

Defini¢ao 2.8. Dada uma curva suave qualquer ¢(t) em A(V), o seu wronskiano W (t) é
a curva de formas bilineares simétricas ao longo de ((t) (isto €, W(t) € Sym({(t)) para
todo t) definida da segquinte maneira: dados a e b em (1), sejam a(t) e b(t) curvas ao
longo de ((t) tais que a(T) = a e b(T) = b. Definimos, entao

W(r)(a,b) == w(a(r),b(r)).
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O cardter lagrangeano da curva £(t) garante que esta defini¢do independe da escolha das
curvas a(t) e b(t), e que W (t) é bilinear e simétrica.
O wronskiano depende apenas dos 1-jatos de curvas em A(V), e estabelece uma iden-
tificacao canonica
TLA(V) = Sym(L), (2.8)
para todo L € A(V).

Nota 2.2. Descreveremos a identificagao (2.8) de uma forma que serd conveniente em

§2.2.1. Para cada L € A(V), denotemos por LMo seguinte aberto de A(V):
Mm._grr . g —
L" :={L": I'nL = {0}}.

Entao, temos que U € L' m se, e somente se, U for o grafico de uma transformacao linear
T : L — L tal que a forma bilinear w(7T'(+),-) em L seja simétrica. Isto fornece um

difeomorfismo

oL L/m — Sym(L)
cuja derivada em L
(Dérp)r - TLA(V) — Sym(L)
independe da escolha de L' e coincide com a identificagao (2.8) dada pelo wronskiano.
Veja [Ahd89] para mais detalhes.

Por um momento, identifiquemos V com R*™ munido da forma simplética

-1
I O

w(v,w) =v'Iw, ondeJ =

Entao, dados uma curva £(t) em A(V) e um referencial matricial A(t) para £(t), a condigao

de subespaco lagrangeano de £(t) é equivalente a
At)TIA(t) = O, (2.9)

e a matriz do wronskiano de £(¢) no referencial A(t) é
W(t)(At), At)) = —A)TIA(®). (2.10)
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No caso particular em que A(t) é da forma

W(t)(A(t), A(t)) = —S(t). (2.11)
Neste contexto de curvas em A(V) C Gr,,(V), a condi¢do fanning é equivalente a:

Lema 2.1. Uma curva ((t) em A(V) € fanning se, e somente se, W (t) for ndo-degenerado

para todo t.

Os invariantes F(t), h(t) e K(t) de uma curva fanning em A(V) possuem as seguintes

propriedades adicionais:

Proposigao 2.5. Seja ((t) uma curva fanning em A(V). Entdo,
1. F(t) € infinitesimalmente simplético, isto ¢, F(t) € sp(V).
2. A curva h(t) € a valores em A(V).
3. K(t) é W(t)-simétrico.

Demonstracao. Provaremos apenas a propriedade 1., que é a tinica que nao consta em
[APDO0Y]. Verificaremos a w-anti-simetria de F(#) na base (2.1) referente a um referencial
A(t). Por simplicidade, omitiremos o ¢. Como F(¢) = 0, entao w(F(q;),a;) = 0 =
—w(a;, F(a;)). Também, como F(a;) = a; e w(a;,a;) = 0, obtemos w(F(a;),a;) = 0 =
—w(a;, F(a;)). Por fim,

w(F(a;),a;) +wla, Fa;) = wla,a;) +w(ai,a;)
d

= —w(a,a))

dt
= 0.

Q.E.D.
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Nota 2.3. Observe que 2. é uma simples consequéncia de 1. De fato, por 1. temos que

F(t) € sp(V), e é claro que todo autoespago com autovalor ndo nulo de uma transformacao

em sp(V) é tal que w se anula identicamente.

Encerramos esta secao com a seguinte propriedade da derivada dinamica . Por nao

constar em [APDOQ], daremos aqui uma demonstracao.

Proposicao 2.6. Sejam ((t) uma curva fanning em A(V), e a(t) e b(t) duas curvas ao

longo de ((t). Entao (omitindo ot),

%W(a,b) — W (y(a),b) + W (a,y(b)). (2.12)

Demonstragao. Como, por (2.7), (d/dt)W (a,b) — W (y(a),b) — W (a,~v(b)) é tensorial em
a e b, basta mostrarmos (2.12) num referencial normal A(t). Se A(t) é normal, entao A(t)

gera h(t) pois, por (2.6), H(A) = A. Em particular, y(A)(t) = O e, por conseguinte,
W((A), A) + W(A,~(A)) = O.

Por outro lado, usando (2.10), temos

CWAA) = —ATIA- ATIA
— ATIA = ATIALLAD), )

Mas ATJA = O e, como A(t) gera h(t) e h(t) € A(V), também ATJA = O. Portanto,
(d/dt)W (A, A) = O. Q.E.D.

2.2 Reducoes simpléticas de curvas fanning

2.2.1 Aspectos lineares de reducoes simpléticas

Até o final deste capitulo, (V,w) representard um espago vetorial simplético de dimensao

2m. Lembremos que um subespago W C V é dito coisotrdpico se
W > W,
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onde W+ representa o ortogonal simplético de W.
O mecanismo de redugao simplética de V por um subespaco coisotrépico W é descrito

pelo seguinte resultado elementar (veja [MS98]):

Proposigao-Definicao 2.1. A restricio de w a W desce a uma forma simplética wg no
quociente W/W+, o qual, munido de wg, € dito a redugdo simplética de (V,w) por W.
Também, dado um subespaco lagrangeano L C V, a imagem de L N'W pela aplica¢ao

quociente I : W — W/W= ¢ ainda um subespaco lagrangeano de W /W,

Tem-se, portanto, definida a seguinte aplicacao entre as respectivas grassmannianas

lagrangeanas:
AAV) — A(W/WH) (2.13)
L — Lr:=1(LNW).
Para o que segue, notemos que se L € A(V) é tal que L N W+ = {0}, entdo

), w: LNW— (L) (2.14)

¢ um isomorfismo. Seja entao U o aberto de A(V) definido por
U:={L: LW ={0}}.

Lema 2.2. A aplicagio \ é diferencidvel em U. Dado L € U, identificando A(L) com
LNW wvia (2.14), temos que a derivada

(DX : Sym(L) — Sym(L N'W)
¢ simplesmente a aplicacao de restri¢ao.

Demonstragao. Seguiremos a nota 2.2. Dado L € U, tomemos um L' € A(V) tal que
L' >WteLnL = {0}. Entao L/ M ¢ uma vizinhanca de L em U, e logo basta mostrarmos

I

diferenciabilidade de A em . Observe que L' D W+ implica em

ALy e azh)™,
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de modo que podemos trabalhar com
OAL) ALY O A O ¢Z71L, : Sym(L) — Sym(A(L)). (2.15)

Dado U € L’m, seja T : L — L' tal que U = graf(7T'), e portanto ¢ 1/ (U) = w(T'(-),-). De
L' ¢ W, obtemos que graf(T) N W = graf(T'| ~w) e, por conseguinte, A(U) = II(U N'W)
é o grafico de

1|, 07|, o 11| oo s ML) — A(L).

Isto, mais as defini¢oes de ¢, 1/(U) e dxyawy(A(U)), e o fato de que IT*wp = w, imedi-

atamente implica que

ey (AU)) = (o T1|, L Ve ér 1 (U),

onde i é a inclusao L N'W — L. Portanto, a aplicacao (2.15) é simplesmente o pull-back
M

por i o HE;W. Isto conclui a diferenciabilidade de A em , € também o célculo da

derivada, uma vez que (2.15) é linear. Q.E.D.

2.2.2 A decomposigao ((t) = h(t) ®v(t)

De agora em diante, fixaremos um subespaco coisotrépico W C V, de dimensao m + n, e

uma curva fanning ¢(¢) em A(V) satisfazendo a seguinte hipétese
((t) "W = {0}, e W(t) é ndo-degenerado em £(t) "W (2.16)

para todo t. Denotemos por {g(t) a curva em A(W/W+) dada pela redugao simplética de
0(t), isto é,

A hipdtese (2.16) nos permite aplicarmos o lema 2.2 para concluirmos o seguinte:
Proposicao 2.7. A curva lg(t) € também fanning.

Definamos as seguintes “subcurvas” de ((?):



A hipétese £(t) "W+ = {0} garante que H‘Z(t)ﬂw (H)NW — (g(t) seja um isomorfismo,
de modo que h(t) tem dimensdo n. Também, £(t) N W+ = {0} implica em F(t)!wL ser
injetivo, e logo v(t) tem dimensado m — n. Portanto, as curvas h(t) e v(t) tém dimensoes

constantes e sao, por conseguinte, suaves.

Proposicao 2.8. Para cada t, temos uma decomposi¢ao W (t)-ortogonal
0(t) =b(t) & o(t). (2.17)

Demonstracao. Por simplicidade, omitiremos o t. Sejam a e b curvas ao longo de h(t) e
o(t), respectivamente, e seja b’ a curva em W+ tal que F(V') = b. Derivando em ¢ esta
tltima igualdade, obtemos que b—b = (F—I)(0')+F ('), e logo b = b/ mod ((t). Portanto,

usando que w é nula em £(t) e a € ((t), obtemos

W(b,a) = wba)

= w(b,a)

que ¢ igual a zero, pois V' € Wt e a € h(t) C W. Isto mostra que W (¢)(h(¢),0(t)) = 0
e, portanto, a soma direta ¢(t) = h(t) @ v(t), uma vez que W (t ¢ nao-degenerado.

Q.E.D.

s

Usando o isomorfismo F(t h(t) — £(t), trazemos a decomposigao (2.17) para

)}h(t) :
h(t), obtendo assim uma decomposi¢ao

h(t) =1b'(t) & v'(2)
de h(t) em subcurvas b'(t) e v/(t). Denotaremos, respectivamente, por
Py(t), Po(t): V—V
as projecoes sobre h(t) e v(t), com respeito a decomposigao

V=n(t)e0o'(t)®h(t)do(t). (2.18)
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2.2.3 Os Endomorfismos de O’Neill

Procederemos agora a construcao de duas curvas de endomorfismos
A(t), T(t): 6(t) — £(t)

que constituirdo dois importantes invariantes geométricos de pares (£(t), W) satisfazendo

a hipdtese (2.16).

Lema 2.3. Para cada t, denotemos por W\h(t) a projecao de W em b'(t) & v'(t) & v(t)

relativamente a (2.18). Entdo,
1. WE+b(@t)=Wtab(l), e F<t>‘WL@h’(t) : W @b (t) — £(t) € um isomorfismo.
2. F(t)}w\h(t) :WA\b(t) = £(t) € um isomorfismo.

Demonstragio. De F(t)(b/(t)) = h(t), e de F(t)(W+) = v(t), obtemos F(¢)(W+ +b'(t)) =
{(t). Agora, 1. segue de dim(W+ +b/(¢)) < (m —n) +n = dim £(t). Para 2., temos que o
nicleo da restri¢ao de F(t) a W\h(¢) é igual a £(t) N (W\h(t)) que, devido a W\h(t) C W,
estd contido em £(t)NW = h(t), e é portanto nulo, pois (W\h(¢))Nh(t) = {0}. O resultado

segue agora de razoes dimensionais, pois é claro que dim(W\b(t)) = m. Q.E.D.
Segue deste lema que podemos construir endomorfismos
O(t), W(t): L(t) — £(t)
tomando as seguintes composicoes:

D(t) :=Py(t) o (F()|wranw) " : L) — W-ab(t) — ()
U(t) :=Py(t) o (F(t)|lwnwy) " = L) — WN\b(E) — A1)

Estamos agora em posicao de definirmos os endomorfismos A (t) e T(t):

Definicao 2.9. Os endomorfismos de O’Neill A(t) e T(t) sao definidos por

T () |owy =V (t)|owy » T(t)]ne) :=0.
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Comecemos estabelecendo as seguintes propriedades basicas de A(t) e T(¢):
Proposicao 2.9. Os endomorfismos A(t) e T(t) tém as sequintes propriedades:
1. A(t) permuta os subespacos h(t) e v(v)(t), e T(t) deiza v(t) invariante.

2. A(t) é W(t)-anti-simétrico.

Demonstragao. Por simplicidade, omitiremos o ¢t. Dadas curvas a e b ao longo de h(t) e

o(t), respectivamente, sejam a’ e V' as curvas em W\h(¢) e W, respectivamente, tais que
F(')=b, e F(d) = a. (2.19)

Temos que ®(b) = Py(V') e, como (F|WL@h,(t))_1(a) € b'(t), temos ®(a) = 0. Também,

U(a) = Py(a’) e, como b — Py(t/) € W\h(t) e F(b/ — Py(V')) = F(b') = b, segue que
U(b) =Pyt —Py(b')) = Py(V'). Portanto,

Aa) = —Py(d)

A(b) = Pyt') —Py(t)),
e T(b) = P, (V). Agora, é s6 notar que b’ € W\h(¢) implica em P,(b') € v(t). Mostremos
agora 2. Derivando (2.19), obtemos que @ = Pj(a’) mod £(t) e b = P(¥) mod £(2).
Portanto, usando que w é nula em £(t) e A(a), A(b) € {(t), obtemos

Wi(a,A(b)) = w(a, A(b))
= w(Ppu(d),Py(t)) = Py(b)),

W(b,A(a)) = w(b,A(a))
= —w(Py('),P(d)).
Mas w(¥,a’) = 0, pois ¥’ € Wt e a' € W, logo, se escrevermos b’ = P,(0/) + P,(V/) e

a = Py(d) + Py(a'),concluimos que w(Py(a’),Pe(t))) = w(P(V),Py(a’)). Portanto, o

que temos de mostrar é que w(Py(a’),P,(b')) = 0. Para este fim, tomamos a curva c
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em 20+ tal que P,(V') = F(c), e usamos que F é w-anti-simétrica: w(Pp(a’),P,(V)) =
w(Pr(a),F(c)) = —w(F(d),c) = —w(a,c) = 0, uma vez que a € h(t) C W e c €
W, Q.E.D.

Temos a seguinte definigao alternativa de A(t):

Proposigao 2.10. Dadas curvas a(t) e b(t) ao longo de h(t) e v(t), respectivamente,

temos

A(t)(a(t)) = —Po(t)(a(t))

A1) = =Py@) ().

Demonstracao. Usaremos a mesma notacao que na demonstragao da proposicao anterior.
Como a é uma curva em W, o mesmo ¢ verdade de a. Logo, @ — Py(a) € W\h(¢), e
como F(a — Py(a)) = a, obtemos que a’ = @ — Py(a). Portanto, A(a) = —Py(a’) =
—P,(a — Py(a)), que por sua vez ¢é igual a —Py(a). A outra igualdade é mostrada de

maneira analoga. Q.E.D.

As curvas £(t) cujos invariantes A(t) e T(¢) se anulam identicamente sao caracterizadas

por:

Teorema 2.1. Se A(t) e T(t) sio nulos para todo t, entdo existem uma decomposicao

simplética V.=V, & Vy, e curvas fanning (1(t) € A(Vy) e ly(t) € A(Vy), tais que
2. Uy(t) € a curva fanning trivial, isto €, ho(t) € constante.

Demonstracao. Notemos que a nulidade de A e T equivale a nulidade de ® e ¥, e que a

nulidade de ® ¢é equivalente a
W+ C h(t), para todo t, (2.20)
que por sua vez ¢é equivalente a

W D h(t), para todo t, (2.21)
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uma vez que £(t) é lagrangeano e W+ ¢ isotrépico.
Comecemos mostrando que, para todos t e s, temos h(t) @ h'(t) = h(s) @ b'(s). Isto é

equivalente a mostrarmos que

(D) Pels)(b(t)) < bs)
(II) Pu(s)(b(t)) < b'(s)
(L) Pe(s)(b'(t)) < b(s)
(IV) Pu(s)(b'(t)) < b'(s).

Dado v € h(t), temos que Py(s)(v) € h(s) se, e somente se, Py(s)(v) € W, isto é, se e
somente se w(P,(s)(v), W+) = 0. Mas, por (2.21), temos Py (s)(v) € W, daf

W(P(s)(v), WH) = w(Py(s)(v) +Pn(s)(v), W)
= wlv,WH)

= 0,

pois v € h(t) C W. Isto mostra (I). Para (II), seja ainda v € h(t). Entao Pp(s)(v) € h/(s)
se, e somente se,

F(s)(v) = F(s)Pu(s)(v) € F(s)(b'(s)) = b(s),

que por sua vez é equivalente a w(F(s)(v), W) = 0. Usando a w-anti-simetria de F(s),
temos que este tltimo é equivalente a w(v, F(s)(W1)) = 0. Para mostrarmos que isso

ocorre, fixemos u € W'. Entao, de (2.20) temos que F(s)(u) = u para todo s, logo

%M(U,F(s)(u)) = w(v,F(s)u)
= w(v,u)
— 0,

pois v € h(t) C W. Isto é, w(v,F(s)(u)) independe de s. Mas, para s = ¢ é claro que
w(v, F(t)(u)) = 0, pois v,F(t) € £(t). Isto conclui a demonstragao de (II). As demon-
(

stracoes de (III) e (IV) sao andlogas e, por isso, serdo omitidas.
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Portanto, definimos V; como sendo o subespaco
Vi=h(t) @b ()

e esta defini¢ao independe de t. Admitamos por um momento que, para cada t, v(t) Hv’(t)

é o complemento w-ortogonal de h(t) @ b'(t). Segue dai que, definindo
Vy = 0(t) ®0'(¢)

entao V, também independe de t, e temos uma decomposicao simplética V = V; @ V.
Denotando por ¢4(t) e l5(t), respectivamente, as curvas em A(V;) e A(V;) dadas por h(t)
e v(t), temos que ((t) = £1(t) ® l2(t) e, por conseguinte, ¢1(t) e l2(t) sdo também fanning.
Agora, é s6 notar que hy(t) = v'(t), e que, devido a (2.20), este dltimo é constante igual a
W

Mostremos agora que, em geral, v(t) @ v'(t) é o complemento w-ortogonal de h(t) &
b'(t). Por razoes dimensionais, basta mostrarmos a w-ortogonalidade. Isto é equivalente
a mostrarmos que w(h(t),v'(t)) = w(b'(t),0(t)) = 0. Com efeito, dado u € v'(t), como
F(t)(u) € v(t), existe w € W tal que F(t)(u) = F(t)(w). Consequentemente, existe
a € Ker(F(t)) = £(t) tal que u = w + a. Portanto, dado v € (), temos que w(v,u) =
w(v,w) + w(v,a) =0, pois v € W e w é nula em £(t). Isto mostra que w(h(t),v'(t)) = 0.
Analogamente, mostra-se que w(h'(t),v(t)) = 0. Q.E.D.

Encerraremos esta se¢ao com férmulas mais explicitas para A(t) e T(t) em termos de

coordenadas em W+. Fixemos entdo uma base de W+
U= {uh o 7umfn}

e seja B(t) = {bi(t), -+ ,bm_n(t)} o referencial de v(t) dado por

Também, seja C(t) = (C(t);;) a matriz de W(t)‘n(t) no referencial B(t), isto é,
C(t)ij = W(t)(bi(t), b;(t)).
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Proposicao 2.11. Temos as sequintes formulas para A(t e T(t):

Dl ©

Alt)(v) = —ZC t)Yw(H (t)(v), u;)bi(t)

_ —§:C YW () (v, Pe(t)(uy))bi(t), para v € b(t) (2.22)

T()(bi(1)) = — Z ) ibe (1) (2.23)
Demonstragao. Seja v(t) uma curva ao longo de h(t). Pela proposigao 2.10,

AWM() = ~P,(t)(P,()())
= —Py(0)(i — H(H)(v)).

Por outro lado, devido a W (t)-ortogonalidade de h(t) @ v(t), para todo a € £(t) temos que
= C)TW () (a, b;())b;(t). (2.24)
1,J
Mas, das definigoes de W () e b;(t), e da w-anti-simetria de F(¢), obtemos que
W(t)(a,b;(t)) = w(u;,a) para todo a € £(t).
Logo,
=) C(t)7w(uy, a)by(t)
1,3
e portanto
MW&=—ZC”wm— H(t)(v))by(t)
:—Zo”w u)bilt),

pois u; € W+ e v € W implicam em w(uj, v) = 0. Agora é s6 notarmos que

w(H (t)(v),u;) = w(H(E)(v), Pe(t)(uy))
= w0 — Py(t)(0), Pe(t)(u )
= w(0, Pe(t)(uy)),
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que por sua vez é igual a W (t)(v, Po(t)(u;)).
Para T(t), temos que
T(t)(bi(t) = Put)(Pe(t)(u:))

- %Pn(t)(ui — F(t)(u))

_ % SO () s, w; — bi(0))bi(2).

Mas w(u,u;) = 0, e derivando C(t); = W (t)(b;(t),bi(t)) = w(uy,bi(t)) obtemos que

C(t)y = wlug, bi(t)). O resultado segue agora de
Y CWHC(t)y = (C(t)7'C(1)),,-

Q.E.D.

2.2.4 As Formulas de O’Neill

Estamos agora em posicao de enunciar e demonstrar duas férmulas que relacionam os
endomorfismos de Jacobi de £(t) e £g(t) com os endomorfismos de O’Neill A(t) e T(t), e
que constituem a principal contribuicao desta tese. Chamamos estas formulas de Formulas

de O’Neill. .

Teorema 2.2. O endomorfismo de Jacobi Kg(t) de (r(t) pode ser calculado em termos
do endomorfismo de Jacobi K(t) de ((t) e do endomorfismo de O’Neill A(t) pela sequinte
formula:

(Mpy) " 0 Kgr(t) o My — Py(t) o K(£) gy = —3A() |- (2.25)

Usando a W (t)-ortogonalidade de h(t) @ v(t) e a W (t)-anti-simetria de A(t), obtemos

o seguinte coroldrio de (2.25):
Coroléario 2.1. Para v € h(t), temos

Wr(t)(Kg(t)v,v) — W(t)(K(t)v,v) = 3W(t)(A(t)v, A(t)v), (2.26)
onde Wg(t) denota o wronskiano de (g(t) e v := I1(v).
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O segundo teorema estabelece uma férmula para K(zf)|n em termos de A(t) e T(t).

(t)
Antes de enuncia-lo, precisamos introduzir um novo conceito:

Defini¢ao 2.10. A derivada dinamica de uma curva de endomorfismos S(t) : £(t) — £(t)
¢ a curva de endomorfismos v(S)(t) : €(t) — L(t) definida da sequinte maneira: dado

v € l(T), seja a(t) uma curva ao longo de £(t) tal que a(T) = v. Entdo, definimos

A boa definicio de v(S)(t) € uma consequéncia direta de (2.7).
Teorema 2.3. A componente “vertical” de K(t)|n(t) ¢ dada por

P, (t) o K(t)

= [ AW T + Py(t) o1(T) (1)

(2.27)

o(t) o(t)

Também, como corolario desta féormula obtemos:

Corolario 2.2. Para todo v € v(t),

W(t)(K(t)v,v) = W(t)(A{t)v, Alt)v) — W(E)(T(#)*v,v) + W) (v(T)(t)v,v).  (2.28)

Demonstragao do teorema 2.2

Seguiremos as mesmas notagoes que a proposicao 2.11. Antes de mais nada, definamos

umas matrizes que ocorrerao com frequéncia ao longo da demonstracao:

]n n
O(m—n)xn

Onx(mfn)
I(/i = ) ]é = (Ic/l>T = ( O(m—n)xn [(m—n)x(m—n) > :
[(m—n)x(m—n)
Fixemos ¢t = 7. Como £(7) N W+ = {0}, podemos identificar simpleticamente V com
R & RS de modo que

() ARE = {0} (2.29)
u:{fn+17"' afm}a (230>
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onde {fi, -+, fm} é a base canonica de RY'. Observe que a condi¢ao (2.30) implica em

W:Span{ela"' 7€n7f17"' 7fm}7 (231)

onde {ey, -+ ,e,} é a base canénica de R}". A condigao (2.29) garante que, para valores

de t proximos a 7, {(t) admite um referencial matricial da forma

I
At) = (ar(®)] - lam(t)) = s ) (2.32)

onde S(t) é uma matriz simétrica m x m. Segue entao de (2.31), que um referencial para

h(t) = £(t) "W é dado por
An(t) == (ar1(t)] -+~ |an(t)). (2.33)

Por simplicidade, de agora em diante omitiremos o ¢ com frequéncia. Um referencial para

(r(t) é entao dado por

Ar = (@] - |an),
onde a; = I1(a;). Agora, como W/W+ = (R7")z & (R} (pois RY D W), temos que
{€1,-- ,&n, f1,-, fn} é uma base de Darboux de W/W+, relativamente a qual
1
Ap = : (2.34)
1.51,

Lembremos de (2.11) que a matriz de W (t) no referencial A é dada por W (A, A) = —S.

Denotemos por D = (D;;) a matriz n x n de W (t no referencial A,,:

s

Dij = W(ai, CLj), 1 S ’L,j S n. (235)

Consequentemente,

D= —1I.51,. (2.36)

Lema 2.4. A matriz de Py, nas bases A e A, é dada por —D'LS.

o(t)
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Demonstracao. Como Ph‘é(t) é um projetor W (t)-ortogonal, temos que

Py(v) = Y DW(v,a;)a; (2.37)

1<ij<n

para todo v € £(t). Fazendo v = a; em (2.37), e lembrando que W (ax, a;) = —Sk; = —Sj,
obtemos Py(a) = — S0 (D' 1.S)ira;. Q.E.D.

Lema 2.5. A matriz de H‘h_l oKp oH}h - Py oK’b na base A, é dada por

3 . 1)
=D IeS<—IdD I —(9) )Sfd.

Demonstracao. Pela proposigao 2.4, K(A) = (1/2)A{A,t}. Dai, usando (2.4) e o lema

anterior, obtemos

(PyoK)(A,) = (1/2)Py(A{A,t})
= (1/2)Py (A1 A, t}14
— (1/2)A4, (—D‘lle'S'Id + (3/2)D‘1165(S)‘151d>,

isto ¢, a matriz de Py o K‘h na base A, é igual a
(1/2) (—D-lle'sjd + (3/2)D‘1[65(S)‘1§Id>. (2.38)

Por outro lado, a matriz de H‘h_l oKpgro H’b na base A, é igual a matriz de Ky na base

AR, que por sua vez, definindo S,, := .51y, é igual a
(1/2)(S,) 1S, — (3/4)(S,) 718, (S,) LS, (2.39)
Portanto, notando que Sn =-D, Sn = IGS’[d e S, = 1.S1;, obtemos

(2.39) — (2.38) = (3/4)(—1)*15”1)*15”—D*lleS(S')*léld)
= B/9D LS (~ 1D~ (9) ) S

Q.E.D.
Lema 2.6. A projecao de U em £(t) é dada por
PL(U) = (1/2)A(($)8(8)™15). (2.40)
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Demonstra¢ao. Sejam X = X(t) e Y = Y (t) as matrizes m x (m — n) tais que U =

AX + AY. Logo, usando que A é da forma (2.32), obtemos que

(sn5or)
U= . . (2.41)
SX +85Y

Por outro lado, de acordo com (2.30),

U — O(m+n)><(m—n) .
 f—

Comparando com (2.41), obtemos que X = O e Y = (S)7'I}. Dai, U = A((S)7'1)) e,
por conseguinte, F(U) = A((S)'I}). Portanto, usando que P, = (1/2)(I — F), e que
F(U) = (d/dt)F(U) (pois U é constante), concluimos que

P,U) = (1/2)(U — (d/dt)F(U))
= (1/2)A((5)7'5(9)7'1).

Q.E.D.

Lema 2.7. A matriz de A’h nas bases A, e B, e a matriz de A|n nas bases B e A,,, sdo

dadas por
Al = (/207 1(8) 7 81, (2.42)
(A% = —(1/2D7' L5871 (2.43)

Demonstracao. Pelo lema anterior, Py(u;) = (1/2) Z:il((S)’lS(S)’lL’i) a;. Logo, sub-

ij

stituindo esta expressao em (2.22), e fazendo v = ay, para cada k = 1,--- ,n, obtemos
Ala) = ~(1/2) 3 (S EE) ), W (s ailb
7,7,

= (1/2) 3 C7((8) 1 8(9) 71 i), (e S)ibe

r7]72

= (1/2)ZC”(ISS(S)*IQ)M@,
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uma vez que Wi(ay,a;) = —Spi, e Sy = (IeS)M (pois & < n). Agora, notando que
1,S(S)~'I é a transposta de I'(S)~'S1I,, chegamos & férmula (2.42). Para a férmula
(2.43), usamos (2.40) e o lema 2.4:

A(B) = Py(Pu(U))

(1/2)Py(A) ((S)715(8)7' 1))
= —(1/2)A(D'LS) ((9)18(8) 1))

= —(1/2)AD7'1.5(9)7'1,.
Q.E.D.

Como consequéncia deste lema, obtemos que a matriz de A2?| na base A, ¢ dada por

s
[A%]j: = —(1/4) D L.S(S) ' L0 IL(S) 1S .

Portanto, segue do lema 2.5 que mostrar a férmula de O’Neill (2.25) é equivalente a

mostrar que
(18) (—1aD™ 1. = (8)7)(81) = (L) ((8) 7 1,0~ 1U(8) ) (Sa). (2.44)

Lema 2.8. Seja
M, M,

Ms My

M=

uma matriz mxm em blocos, com My e My quadradas de ordensn e m—n, respectivamente,
e tal que M e M, sejam inversiveis. Entao, se o bloco I,M~'I; de M~ for inversivel,

sua 1mversa € dada por
(IeMilfd)il - M1 = —MgMglMg.

Demonstracdo. E direta. Q.E.D.

Para M = (S)7!, temos que My = —C' e D = —I_M~'1;, e portanto o lema acima nos

garante que

—I,D7M, — (S) = (S) e H(S) (2.45)
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pois ¢ claro que
MoM; ' Ms  — M,
—M; — My

() T L(S) ! =
Isto conclui a igualdade (2.44) e, portanto, o teorema 2.2.

Demonstragao do teorema 2.3
Continuaremos usando os mesmos elementos da demonstragao anterior.
Lema 2.9. A matriz de Py|, nas bases A e B € igual a —C'I.

Demonstragdo. Segue direto da férmula (2.24), e da férmula B = F(U) = A((S)7'1})

estabelecida na demonstracao do lema 2.6. Q.E.D.
Lema 2.10. A matriz de (P, o K)’U na base B € dada por
B . e e e
[Pv 0 K‘U]B = —(1/2)C7'C — (1/4)CT(S) LS (S) "1 8(S) 1 I,

Demonstragao. De B = A((S’)_llc’l), da férmula (2.4) para o célculo da Schwarziana

{A,t}, e do lema anterior, obtemos diretamente que

Pyo K(JZ = —(1/2(CD)((9)71E ~ (3/2)(8) 18918 (($) 'Ly (2.46)

Por outro lado, derivando duas vezes a igualdade C' = —I/(.S)I, obtemos

L(S)™S(8) "y = O+ 21,(S) 1S (5) 15 (9) 1,

o qual, substituido em (2.46), fornece imediatamente o resultado. Q.E.D.

Lema 2.11. As matrizes de AZ‘U e T2|n na base B sao dadas por

A2 = @m(ere) s e @SS S @4
[TQ\U]Z = (1/4)(c7'C)" (2.48)
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Demonstragao. A igualdade (2.48) segue direto de (2.23). Também, segue direto de (2.43)
que

B o .
(47,] =~/ 1(8) LD LES) (2.49)
Por outro lado, de (2.45) temos

LD = —($) — ($)"'I,C I (8)

o qual, substituido em (2.49), fornece (2.47). Q.E.D.
Lema 2.12. A projecio de B em v(t) € dada por
P,(B) = (1/2)B(C~'0).

Demonstragio. Comecemos calculando Py(B). Como U é constante, temos que B = F(U),

dai

Py(B) = (1/2)I-F)(FU))
= (1/2)(FU) - U)
= —Pg(Z/{),
que, pelo lema 2.6, é igual a —(1/2).A((S)"1S(S)711}). Agora é s6 usarmos que Py(B) =
P, (PE(B)), eolema 2.9, e aigualdade C' = I'(S)~1S(S) ' I, para chegarmos ao resultado.

Q.E.D.

Lema 2.13. A matriz de P, o V(T)‘n na base B € dada por
B : .
Pooy(D)],] = (/27 - (1/2)07C.

Demonstragio. Para o calculo de Py (v(T(B))), temos

d
7 T(B)

~(1/2)% BC0)
= (1/2)B((C'C)* = C7'C) — (1/2)B(C~'0).
Portanto, como Py (v(T(B))) = P, ((d/dt) T(B)), aplicando o lema anterior obtemos que
P, (7(T(B))) = (1/HB((CC)* - (1/2)C~'C).
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Para o célculo de T'((B)), notemos primeiro que T ’b = 0 implica em T(y(B)) = T (P, (B))
Logo, do lema anterior e de T(B) = —(1/2)B(C~'C), chegamos a

T(v(B)) = —(1/4)B(C~'C)*.
Portanto,

P,(v(T)(B)) = Po(y(T(B))) - T(+(B))
= (1/2)B((C7'C)* - (1/2)C7*C).

Q.E.D.

Segue entao dos lemas 2.11 e 2.13 que
) ) B e B 1 B i1
=AY, =T+ Pyoy (D] = —(1/2C7C = (/40T LU(S) S (S) I H(S) "

B
o qual, de acordo com o lema 2.10, é igual a [PD o Ku . Isto conclui a demonstracao do
B

teorema 2.3.
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Capitulo 3

Planos Moveis Regulares e suas

Reducoes Simpléticas

3.1 Planos mdveis regulares

Seja & = (X, Aoy, Ay, Fy) um plano mével, e denotemos por S o campo associado ao
fluxo F;. Dado um referencial Uy, --- ,U,, de A,,, definido em torno de um ponto x de X,

a ele associamos o seguinte referencial
ar(t) = (F*Uh) (@), -+, am(t) = (B Un) ()

da curva de Jacobi £,(t) de &2. Notando entao que a derivada d;(t) se calcula por

d

- d_s|s:o(Ft+s*Ui)($)

= (K[S, U])(), (3.1)
concluimos que:

Lema 3.1. A curva £,(t) é fanning se, e somente se, ao longo da orbita t — Fy(z),
U~ Un, [S, Ui, -+, S, Uyl (3.2)
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for um referencial para As,,. Em particular, esta ultima condi¢cao independe da escolha

do referencial {U;}.

Diremos que o plano mével & é regular se, para cada referencial (local) {U;} de A,,,

(3.2) for um referencial para A,,,.

Suponhamos que £ seja regular. Entao, o seguinte campo de endomorfismos de Ay, ?,
FU:) =0, F(S,U)) = U, (3.3)

i =1,---,m, dado em termos de referenciais locais {U;} de A,,, estd bem definido; de

fato, para cada z em X, é claro que
(Ft*]:)x =F(1), (3.4)

onde F(t) é o endomorfismo fundamental de ¢,(t).

Transportando para &2 os invariantes geométricos de suas curvas de Jacobi, obtemos

os seguintes invariantes geométricos de um plano mével regular:

Definigao 3.1. Se & ¢ regular, definimos a sua distribuigao horizontal H C Ay, € 0 seu

endomorfismo de curvatura € C*°(End(A,,) — X) por

para todo x € X, onde h,(t) e K,(t) sio a curva horizontal e o endomorfismo de Jacobi,

respectivamente, associados a curva de Jacobi U,(t).

3.1.1 Os casos lagrangeanos e legendrianos

Suponhamos que o plano moével & seja lagrangeano. Consideracoes analogas as que

faremos aplicam-se ao caso legendriano. Dados campos U,V tangentes a A,,, definimos

o, V)=w(S,U],V), (3.5)

listo é, F é uma secdo do fibrado End(A,,) — X.
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onde w é a forma simplética de X. Entao, (3.5) é simétrica e tensorial em U e V; isto é,
O é uma secao do fibrado

Sym(4A,,) - X.

De fato, para x em X, denotando por a(t) e b(t) as curvas em £, (t) correspondentes a U

e V, segue de (3.1) que
wr @ ([S, U], V) = w,(E7[S, U], F*V)

que, por sua vez, é igual ao wronskiano W (t) de £,(t) calculado no par (a(t),b(t)). Por-

tanto:
Lema 3.2. Seja W (t) o wronskiano de (,(t). Entao, para cada t,
(DE):"Op @) = W(t),

onde (DF,), representa a sua restri¢ao a {,(t). Em particular, & € regular se, e somente

se, ©, for nao degenerada para todo x em X.

Encerramos esta secao com a definicao da forma quadratica de curvatura associada a

um plano movel lagrangeano regular:

Definicao 3.2. A forma quadrética de curvatura de um plano movel lagrangeano regular

P = (X,An, F) é a secao do fibrado de formas quadrdaticas Sym(A,,) — X definida por

O(K(),-)-

3.2 Reducoes simpléticas de planos madveis

Seja N uma subvariedade coisotrépica de uma variedade simplética (X, w), isto é, N é tal
que

T,N Cc T,X & coisotrépico Vo € N.

O processo de reducao simplética de X por N é descrito pelo seguinte resultado; veja

[MS98] para mais detalhes.
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Proposicao-Definicao 3.1. A distribuicio x — T,N* C T,N definida em N, dita
distribuicao canénica, ¢ integrdvel. Sejam Ng o espaco das folhas, 11 : N — Ny a
aplicacao quociente, e admitamos que Ng tenha uma estrutura diferencidvel, relativamente
a qual IT seja uma submersao. Entao, w desce a uma forma simplética wr em Ny, o qual,
munido de wg, € dito a redugao simplética de (X,w) por N'. Além disso, se F;, é um fluzo

simplético em X que deiza N invariante, ele desce a um fluzo simplético F, em Np.

Suponhamos agora que, além da subvariedade coisotrépica N, temos definido em X

um plano movel lagrangeano

‘92 = (X7 L7 Ft)
tal que N ¢ invariante pelo fluxo F}, e L cumpre
(z) =U(y) (z,y e N) = DI(L,NT,N)=DI(L,NT,N).

Estas condigoes nos garantem que F; desce a um fluxo simplético F, em N, Rr, € L desce
a uma distribuicao Lz em Ny que, segundo §2.2.1, é ainda lagrangeana. Deste modo,

obtemos por reducao simplética um novo plano mével lagrangeano
'@R - (NR7LR7E)-
A demonstragao da proposicao seguinte é imediata:

Proposicao 3.1. Sejam (,(t) e lnw(t) as curvas de Jacobi de & e Pg, baseadas em
v € N ell(z), respectivamente. Entao, identificando TrywmNg com TuN /T, N+, temos
que Uy = Ao Ly, onde

AT, X) — AMTN TN

¢ a aplicagdo (2.13).

Portanto, como consequéncia da proposicao 2.7 e do corolario 2.1, obtemos o seguinte

teoremas:

Teorema 3.1. Se & for reqular e, além do mais, para cada x em N tivermos
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1. L,NnT Nt ={0};
2. A restricao de ©, a L, NT,N ¢é ndao-degenerada,

entdo Pr serd também reqular. Neste caso, existe um campo de endomorfismos A de L
que relaciona as formas quadrdticas de curvatura ©(K (), ) e Or(Kgr(:),-), de & e Pr

respectivamente, através da equacao
Or(Kr(0),7) = O(K(v),v) + 30(A(v), A(v)),
para todo v € LNTN.

Nota 3.1. No contexto de planos méveis legendrianos, podemos usar a nocao de redugao
de contato desenvolvida no apéndice A para chegarmos a construcoes e resultados com-

pletamente analogos aos aqui obtidos.
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Capitulo 4

Sprays, Geometria de Finsler e
Planos Modveis Associados a Fluxos

Geodésicos

4.1 Notacoes

Ao longo de todo este capitulo, suporemos fixada uma variedade diferenciavel M, de

dimensao m. Ademais,

ToM representard o fibrado tangente de M com a segao nula removida;

o 7:TM — M, np :TTM — TMeo:T*M — M denotarao as respectivas projegoes

canonicas;

Por VTyM denotaremos o fibrado tangente vertical, isto é, a distribuicao em Ty M

dada pelos espacos tangentes as fibras de ;

Para cada v € T'M, i, denotard o isomorfismo tautolégico

d
iyt TeyM — V,ToM,  iy(u) = d—t|t:0(v +1-u);
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e Usaremos C' para representar o campo de Liouville, isto é, o seguinte campo de

vetores tautolégico em T'M

C, =1,(v), paracadav e TM;

o ZxT representard a derivada de Lie de um tensor 1" com respeito a um campo X;

e Um sistema de coordenadas locais (z) em M induz sistemas de coordenadas (z,y) e
(x,p) em T'M e T*M, respectivamente. Tais sistemas serao chamados de coordenadas

locais naturais.

4.2 Sprays, conexoes e curvaturas

Estrutura quase-tangente e sprays

Definicao 4.1. A estrutura quase-tangente de T'M € a 1—forma vetorial em TM, 7 :
TTM — VT M, definida por

J(X)=1,(Dn(X)), para X € T,TM.

Em coordenadas locais naturais (x,y),

S =g F ) =0 (1)

Definicao 4.2. Um semi-spray, ou equacao diferencial de ordem 2, em M, é um campo

S emTM, C® em ToM, tal que

Se, além do mais, tivermos

diremos que S € um spray.
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Nota 4.1. A condicao (4.2) é equivalente as curvas integrais de S serem da forma ¢t — (%),
para certas curvas 7 em M. Tais curvas v sao as geodésicas de S. A condicao (4.3) é

equivalente a Dhy(S,) = S\y, para todos v € TyM e A > 0, onde
hy : ToM — ToM
é multiplicagao por A.
Em coordenadas locais naturais (x,y), um semi-spray S assume a forma

—2G(x, y)i (4.4)

. 0
S:yl 8y27

oxt

onde as Gs sao O™ para y # 0, e a condicao (4.3) de ser spray é equivalente a seguinte

homogeneidade das G’s:
G'(z, \y) = NG (z,y), > 0.
O seguinte resultado serd utilizado mais adiante:
Proposicao 4.1. Se S é um semi-spray, e X € X(ToM) € vertical, entao
F(IX,5)) = X. (45)

Consequentemente, para todo X € X(ToM),

X = #(X.8) + [£(X).5) ~ £([7(X).5],5). (4.6)

Demonstragdo. Como _# se anula em vetores verticais, (4.5) é uma equagao tensorial em
X vertical, logo basta verificd-la nos campos coordenados /9y’ referentes a um sistema
de coordenadas naturais. Fazendo o colchete de 9/dy* com o segundo membro de (4.4),

obtemos

0 9, 0G? 0
o551 = 55 2oy o
e logo, por (4.1), #([0/0y", S]) = /dy". Para mostrarmos (4.6) note que, para todo X €
X(ToM), X = g (X) satisfaz (4.5), dai _#(X — [ Z(X),S]) =0, isto é, X — [_#(X), 9]
é vertical. Logo, podemos substituir X por X — [ _#(X),S] em (4.5) chegando assim a
(4.6). Q.E.D.
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Conexoes e curvaturas

Definicao 4.3. Uma conexao a Grifone em M ¢é uma 1—forma vetorial I' em Ty M, de

classe C*, tal que —I" seja uma reflexao em torno de VIoyM. Em simbolos,
=1 e Ker(l'+1)=VT)M.
Dizemos que uma conexdo I' ¢ homogénea, quando
Zcl' = 0.

Os autoespagos correspondentes ao autovalor 1 de I" formam uma conexao a Fhresmann
em ToM — M, isto é, eles formam uma distribuicao HToM em Ty M, de classe C*°, que

é complementar a VI M:

Chamamos a distribuicao HTyM de distribuicao horizontal.

Nota 4.2. Em termos de HTyM, I' é homogénea se e somente se HTyM for invariante

por Dhy, para todo A > 0 (veja a nota 4.1).

Dar uma I' é equivalente a dar uma tal HTyM. Relativamente & decomposigao (4.7),

temos definidos projetores
Py TToM — HTOM, Py :TToM — VIgM, (4.8)

ditos, respectivamente, projetores horizontal e vertical. Temos entao a seguinte identi-

ficacao:

T, ToM = TryM & TpyM (4.9)

X <D7T(X), z’;l(Pv(X))>.

Relativamente & coordenadas locais naturais (x,y), definimos os coeficientes T (x, 1)

de I por
0

ozt

) = Tz, y) 2
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Em termos de seus coeficientes, I' é homogénea se e somente se
T/ (x, \y) = \[V(z,y), para todos i,7, e A > 0.

Definicao 4.4. Uma conexdo I' € dita simétrica, quando seus coeficientes satisfazem a

or!_ o

= ara todos 1i,7,k;

veja [Gri72a) para uma defini¢ao intrinseca.

E claro que a toda conexao " esta associado um tnico semi-spray S que lhe é horizontal.
Segue das notas 4.1 e 4.2, que se I' for homogénea, entao S serd um spray. Reciprocamente,

temos:

Teorema 4.1. Para todo spray S, existe uma unica conexao homogénea e simétrica I'g

que possui S como spray associado, a saber
I's=—-%s 7. (4.10)
Em [Gri72a], ['s é dita a conexdo candnica associada ao spray S.

Demonstrac¢ao. Provaremos apenas que a ['s dada por (4.10) satisfaz as propriedades
requeridas. Para a unicidade, veja [Gri72a].

1. (I's)? =I: Pela defini¢ao de L5 _#, e por termos #?% = 0,

()X = (Zs.7)(18, 7 (X)) = 7 (5, X))
= (18 718, 7 (XN = #1818, 7 (X)]]) = (=715, 715, X])). (411)

Agora, de acordo com (4.5), Z([S, 7 (X)])==7(X), e Z([S, 7 ([S, X])]))==7 (IS, X]),

donde, substituindo em (4.11), obtemos o segundo membro de (4.6), que por sua vez é
igual a X.
2. Ker(I's +I) = VT'M: Pela definigao de I's, I's(X) = —X se e somente se

15, 7 (X)] = 7 (5, X]) = X. (4.12)
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Se X for vertical, entdao # (X) = 0 e (4.12) segue de (4.5). Por outro lado, aplicando _#
a igualdade (4.12), e usando que #? = 0e Z([S, Z(X)]) = —_Z(X), conclui-se que
J(X) =0, isto é, X é vertical.

3. I's(S) =95:Ts(S)=—[S, 29|+ _Z([S,5]) = =[S, C], que, devido a homogenei-
dade de S, é igual a S.

4. Homogeneidade e simetria de I'g: Relativamente a coordenadas naturais, fazendo

X =0/9z" em

Pu(X) = 5T~ T)(X) = (X +[5, £ (X)] = 7 (IS, X)),

DN | —

e usando (4.1), e a expressio (4.4) para S, obtemos que Py(9/0x") = 0G?/0yd/dy, de

onde segue que .
. J
Iz, y) = %—(;(x,y)- (4.13)

Como G’(z,y) é homogénea de grau 2 em v, I’g(a:, y) é homogénea de grau 1 em y, e como

GI(z,y) ¢ C® em y # 0, ['s é simétrica. Q.E.D.
Encerraremos com a definicao de curvatura:

Definicao 4.5. Para cada conexao I' em M, define-se a sua curvatura como sendo a

sequinte 2—forma em ToM, a valores em VT M :

R(X,Y) =Py([Pu(X),Px(Y)]), X,Y €X(TLM). (4.14)

Derivacao covariante e o endomorfismo de curvatura

Daqui por diante, suporemos fixado um spray S em M.
O contexto mais adequado para tratar de derivagoes covariantes associadas a sprays

nao-quadréticos (isto é, que nao sdo C'™ na secao nula), é o de conexoes lineares em
wr : VIgM — ToM.
Definicao 4.6. Uma conexao linear V* em np : VIoM — ToM € dita simétrica, quando
Vi I Y)-Vy 7(X)= _Z([X,Y]), paratodos X,Y € X(T,M). (4.15)
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Também, dizemos que V* € um levantamento de uma dada conexao I' em M, se
Ker(X — Vi C) = HTy M. (4.16)
Fizemos, até o final desta secdao, um levantamento simétrico V* qualquer de T'g.

Note que, fazendo Y = S e X vertical em (4.15), e usando (4.2) e (4.5), conclui-se que

a condigao (4.16) torna-se equivalente a
ViC =Py(X), X eTTyM. (4.17)
Consequentemente,
57 (X)=Pu(X) — Z(X.5]). X € X(TuM), (4.18)
de onde vemos que aplicar V* na direcao de S nao depende da particular escolha de V*.
Lema 4.1. Alternativamente, temos a sequinte formula:
sJ (X) =Pu(5, 7 (X)), X eX(ToM). (4.19)
Demonstracao. Pela definicao de L5 _Z,
Pu(S, £ (X)) = Po((L2)(X)+ 7(8.X])
= —Pu(ls(X)) + 7 (1S, X]).
Basta agora notar que I's = Py, — Py, para chegarmos a (4.18). Q.E.D.

Notagao 4.1. Dada uma curva y(t) em M, e campos V(t) e X(t) ao longo de (t) e
4(t), respectivamente, por conveniéncia de notacgao representaremos por V (¢)¥ e X (¢)" os

seguintes campos ao longo de 5(t) e y(t), respectivamente:

V() =isq(V(H) , X(0)" =i5,(X(1).

¥(t)
Definigao 4.7. A derivada covariante, com respeito a V*, de um campo V (t) ao longo de

uma curva reqular vy em M, é o campo V'(t), ao longo de vy, dado por
A
V(t) = (V}V(t)v> , (4.20)

onde X € o vetor velocidade da curva t — (t). Dizemos que V (t) € paralelo, com respeito

a V*, quando V'(t) = 0.
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Note que se, y(t) for uma geodésica de S, teremos X = S em (4.20) e portanto, por
(4.19):

Proposicao 4.2. Deriwar covariantemente ao longo de uwma geodésica nao depende da

particular escolha de V*, mas apenas do spray S. De fato, se V' é um campo ao longo de

7, entdo!
/ \Y% A
Vi) = (Pu(ZV()Y)) (4.21)
Seja R* o tensor de curvatura de V*,
RY(X,Y)Z =Vixy1Z — [V, Vy|Z, (4.22)

onde X,Y,Z € X(TyM), com Z vertical.

Definicao 4.8. Para cada v € TyM, define-se a curvatura na direcao v, R

v - Tﬂ-(v)M X
TW(U)M X TW(U)M — TW(U)M, por
R (ur, us)w = i L (R*(Xl, Xg)iv(w)),

onde X1 e X5 sao levantadas horizontais, em v, de uy e us, respectivamente.

O endomorfismo de curvatura na direcao v,
R, : Tﬂ-(v)M — TW(U)M,

¢ definido por
R,(u) = R} (v, u)v.

v

Segue das definigoes, que
Ry(u) = i (R*(S, X)c), (4.23)

onde X ¢ o levantamento horizontal, em v, de u.

lcomo V(t)V estd definido apenas ao longo da curva integral ¢ — +(¢) de S, é conveniente usarmos

ZsV ()Y ao invés de [S, V(¢)V].
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Lema 4.2. Se X ¢ horizontal,
R*(S,X)C = R(S, X). (4.24)

Em particular, o endomorfismo de curvatura independe da escolha de V*. Também,
se X € vertical, R*(S,X)C = 0, logo, a hipdtese de horizontalidade de X em (4.23) ¢

desnecessdria.

Demonstragao. Seja X horizontal. De acordo com (4.17), e devido a S ser horizontal,
temos que ViC = 0, VxC =0, e VFS,X]C = Py([S, X]). Logo, pela definicao de R*,
R*(S, X)C = Py([S9, X]), que por sua vez é igual a R(S, X), ja que S e X sao horizontais.
Se X é vertical, V5C = X, portanto R*(S, X)C = Py([9, X]) — V5X, que, de acordo

com o lema 4.1, é igual a zero. Q.E.D.

Nota 4.3. Relativamente a coordenadas naturais, se escrevermos

. 0 o) R R 9
Vi gy = gm Vi =il vge

k

entao a condigao de simetria de V* é equivalente a Cf; = 0 e I'}j; = T'%;, para todos 1, j, k.

E, sendo simétrica, ela é um levantamento de uma I" se e somente se
T (z,y) = kugk(:U, y), para todos i, J. (4.25)

A conexao de Berwald de um Spray S é o levantamento simétrico de I's dado por

ork
k _ k _ i .o
Oij(xa y) - 07 F”<l’,y) - ayj (.T,y), para todos RWE k.

Note entao que a igualdade (4.25) sai como consequéncia da relacdo de Euler aplicada
a funcao homogénea I’ g(:v,y) de grau 1 em y, enquanto que a simetria dos Ff}- segue da

simetria de I'g.

Campos de Jacobi

Para cada v € Ty M, representaremos por 7,(t) a geodésica que, em tempo 0, tem veloci-

dade v.
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Definicao 4.9. Seja v uma geodésica. Dizemos que um campo J ao longo de v é um

campo de Jacobi, se ele for o campo variacional correspondente a alguma variag¢do
T:Ix(—e,e) > M
de v por geodésicas vs(t) = Y(t,s), com vy = 7.

Proposicao 4.3. Um campo J ao longo de uma geodésica v é de Jacobi se, e somente se,

ele satisfizer a sequinte equacao diferencial linear de ordem 2:

J'(t) + Ry (J(£)) = 0 (4.26)
Demonstracao. Fixado um levantamento simétrico V* de I'g, por defini¢ao temos

J'(t) = <V§V}J(t)V>A. (4.27)

Suponhamos que J seja o campo de Jacobi associado a uma variacao T, e a “levantemos”
AToM: Y : I x (—e,e) = ToM, 7Y(t,s) = ¥(t). Denotando, respectivamente, por 9/0t

e 0/0s os campos Y /Ot e OT /s ao longo de T, notemos que
0/0t = Ss,), e F(0/0s)=(07/0s)",

onde, aqui, ¥ = iz . Logo, fazendo X = 0/0t e Y = 0/0s em (4.15), e X = 0/0t,
Y =0/0s, Z = C em (4.22), e lembrando que V{C = 0, obtemos, respectivamente, que

V(0 /0s)Y = Vi 0,C, ViV aC = —R*(S,0/05)C.

Portanto, ViVg(0Y/0s)" = VgV 5 ,C = —R*(S5,0/9s)C. Fazendo s = 0 e substituindo
em (4.27), e notando que 9/0s é uma levantada de 9 /Js, chegamos a equacao (4.26).

A reciproca é consequéncia do lema a seguir. Q.E.D.

Lema 4.3. Seja X € T, ToM, e consideremos uma curva § : (—e,e) — ToM que, em
tempo 0, tem velocidade X. Entdo, sendo J o campo de Jacobi ao longo de vy, associado

a variagao Y(t,s) = e (t), temos que

Dr(X) = J(0), e Pyu(X)=i(J(0)). (4.28)



Demonstrag¢ao. A primeira igualdade é clara. Para a segunda, consideremos, como na
demonstracio da proposiciao anterior, os campos 9/9t e 9/0s ao longo de T. Como
J(0/0s) = (0Y/0s)", e [0/0s,S] = 0 (pois Ss, . @ = 0/0t), fazendo X = 0/0s em
(4.18), chegamos a

e(s) (t

V(07 /0s)" = Py(0/0s). (4.29)

O resultado segue entao de fazermos (¢, s) = (0,0) em (4.29), uma vez que X = (9/9s)(0,0)
Q.E.D.

A diferencial do fluxo geodésico

Denotamos por F; o fluro geodésico, isto é, o fluxo associado a S. Procederemos a seguir

com o calculo de DF;.

Para cada vetor v € TyM, representamos por J, o espago vetorial dos campos de

Jacobi ao longo de v,. Note que a correspondéncia

T LM — J, (4.30)
X +— J = campo variacional

de T(t,5) = v¢(s) (1),

onde a curva £ é tal que 5(0) = X, estd bem definida pois, pelo lema 4.3, J é caracterizado

por (4.28), e trata-se de um isomorfismo de espagos vetoriais.

Proposicao 4.4. Relativamente a identificacio (4.30), a diferencial de Fy,, em v € Ty M,
se calcula por:

DFto(J) — Jto 6 jw,

onde w = Y,(to), € Jy, € 0 campo de Jacobi ao longo de v, dado por Jy,(t) = J(t + to).
Em temos da identificagao (4.9), isto significa:

DF,,(J(0), J'(0)) = (J(to), J'(to)).
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Demonstragio. Seja & : (—e,e) — TyM tal que £(0) = J, e definamos &, (s) = Fy, (£(s)).
Entao, de acordo com o lema anterior, J é o campo de Jacobi ao longo de -, associado a
variacao Y(,5) = ve(5)(t), DFy(J) = £, (0), e &,(0) corresponde ao campo de Jacobi ao
longo de 1, associado a variagao Ty, (t,s) = 7, (s)(t). Mas, pela definicao de Fy,, é claro

que Ty, (t,s) = T(t + to, s). Segue-se, portanto, o resultado. Q.E.D.

4.3 Variedades de Finsler

Normas de Minkowski e a transformada de Legendre

Consideremos um espaco vetorial V' de dimensao finita, e uma norma
p:V —0,00)

que é C'* fora da origem.

Definicao 4.10. Diz-se que ¢ ¢ uma norma de Minkowski, se ela for estritamente conveza,

isto €, se para todo vetor nao nulo v em V', a forma bilinear simétrica g, definida por
1
Gv = §(D2902)v
for positiva definida. Tal forma bilinear é dita o produto interno osculador a ¢? em v.

A convexidade estrita de uma norma de Minkowski ¢ garante que a transformada de

Legendre

L:V\NO — V*\O0

Lw) = (D).

seja um difeomorfismo (homogéneo de grau 1). Note que, pela homogeneidade de ¢,
L(v) = gp(v, ). (4.31)

Passemos agora a variedade M.
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Definicao 4.11. Uma métrica de Finsler em M € uma funcao
p:TM — R,

C> sobre TyM, que se restringe a uma norma de Minkowski em cada espago tangente.
Consequentemente, tem-se definido, para cada v € ToM, um produto interno positivo

definido g, em Tr,)M.
A transformada de Legendre de uma métrica de Finsler ¢ em M,
L: T()M — T;M,

é obtida aplicando-se fibra a fibra as transformadas das respectivas normas de Minkowski.

Trata-se, pois, de um difeomorfismo homogeéneo de grau 1.

Até o final desta se¢ao, suporemos fixada uma métrica de Finsler ¢ em M.

Geometria simplética de T*M e TyM
Denotamos por « a 1-forma de Liouville de T* M,
o(X) = £(Do(X)) . X e T,
e por w a forma simplética
w=dao.
Em termos de um sistema de coordenadas naturais (z, p),
w = dp' A dx'. (4.32)
O resultado a seguir sera utilizado em §5.3 e em §6.2.1:

Proposicao-Defini¢ao 4.1. O fibrado conormal de uma subvariedade P de M, co(P),

¢ definido como o conjunto dos covetores de T*M, que estdo acima de P, e que anulam
TP:
co(P)={£e€T"M : o(&) € P, e &€ Ann(T,P)}
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Trata-se de uma subvariedade lagrangeana de T*M . Em particular, as fibras de o : T*M —

M sao lagrangeanas.

Demonstragao. Sejam & € co(P) e X € Teco(P). Como p manda co(P) em P, obtemos
que Do(X) € TP e, consequentemente, {(Do(X)) = 0. Logo, o pull-back de o a co(P)
é nulo, donde também o é o pull-back de w. Portanto, co(P) é uma subvariedade isotrépica

de T*M, e é lagrangeana pois dim co(P) = m. Q.E.D.
Via a transformada de Legendre £, munimos Ty M dos pull-backs de o e w:
a, =L'a |, w,=Lw.
Proposicao 4.5. Para X € T, Ty M,
ay(X) = go(v, Dm(X)).
Demonstracao. Pelas defini¢oes de o, € a,

0u(X) = a(DL(X))

= L(v)(D(eo £)(X)),
que, devido a (4.31) e a po L =7, é igual a g,(v, Dn(X)). Q.E.D.

Em geometria de Finsler, o fibrado normal a uma subvariedade P de M, v(P), é
definido por:
v(P)={veTyM : w(v) € P, e g,(v, TrwP) =0} (4.33)

Segue de (4.31) que

e, em consequéncia da proposicao 4.1, obtemos:

Proposicao 4.6. O fibrado normal v(P) é uma subvariedade lagrangeana de (ToM,w,).

Em particular, as fibras de @ : ToM — M sao lagrangeanas.
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Ponto de vista hamiltoniano

Sob o ponto de vista hamiltoniano, a métrica de Finsler ¢ define um campo hamiltoni-
ano S em ToM, dito o spray geodésico, que é o campo hamiltoniano associado a fungao
hamiltoniana %gpQ:

1
wy(-, 9) = 5 Dy?. (4.34)
Tal terminologia se justifica pelo seguinte resultado; para uma demonstragao, veja [Abr78§].

Lema 4.4. O campo S € um spray em M.

Defini¢ao 4.12. Seguindo [Gri72a], a conexdo T's correspondente ao spray S é dita a

conexao canonica associada a ¢. As geodésicas de @ sao, por definicdo, as geodésicas de

S.

Em §4.4.2 daremos uma demonstracao intrinseca do seguinte resultado bem conhecido

(compare [Bes78|, pagina 37):

Proposicao 4.7. A distribui¢cao horizontal HIyM, correspondente a U's, € lagrangeana

com Tespeito a wey.

Derivacao covariante e curvatura bandeira

Em geometria de Finsler, as nogoes de derivagao covariante ao longo de uma geodésica, e
de endomorfismos de curvatura sao obtidas aplicando-se as construgoes de §4.2 ao spray

geodésico S. Passamos agora a definicao de curvatura bandeira de uma métrica de Finsler.

Definicao 4.13. Dados um ponto x de M, um subespaco bi-dimensional 11 de T, M, e um
vetor nao nulo v em II, defini-se a curvatura bandeira da bandeira (v,11), como sendo o

quociente

go(Ro(u), u)
25
[gv-érea de {sv+tu : s, t €0, 1]}]

K(v,II) =

onde u € qualquer vetor de 11 linearmente independente de v; que esta defini¢ao independe

da escolha de u, seque de 3. da proposicao 4.14.
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Geometria de contato de SM
O fibrado esférico unitdrio de (M, ) é definido por
SM = o *(1).
Note que, por (4.34), S é tangente a SM e, para v € SM,
T,SM = {X € T,ToM : w,(X,S,) =0} (4.35)

Também, SM é transversal ao campo de Liouville C, pois TSM = Ker(Dy?) e, pela
homogeneidade de ¢, Dp?(C,) = 2¢(v), que vale 2 se v € SM.
O pull-back de o, a SM nao ¢é nulo; de fato, segue da proposicao 4.5, e da homogenei-

dade de ¢ que, para v € SM,

ay(Sy) = ¢(v)
= 1

Até o fim desta segao, por «,, e w, entenderemos os seus pull-backs a SM.

Proposicao 4.8. «a, ¢ 1-forma de contato em SM. Ademais, S € o campo de Reeb de

(SM, ).

Demonstragao. De acordo com (4.35), a nulidade de w,, é gerada por S, e como a,(S) = 1,
temos que Ker(a,) é complementar ao espago gerado por S. Segue dai que w, é nao-
degenerada em Ker(ay), isto é, (SM,w,) é de contato, e S é o seu campo de Reeb.

Q.E.D.

O caréter lagrangeano da fibracao 7 : ToM — M implica que a fibragao
T|sam 0 SM — M
é legendriana; a distribuigao tangente as fibras desta ultima sera denotada por

VuSM = T, Sy M.
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E claro que

VSM C Ker(a,).

Também, definimos a seguinte distribuicao em SM:
H,SM = H,ToM N Ker(ay,),.
Segue do lema abaixo, que
Ker(a,) = HSM @ VSM.
Lema 4.5. Relativamente a identifica¢ao (4.9), temos:
1. T,SM = TryM @ Ann(L(v));
2. Ker(ay), = Ann(L(v)) @ Ann(L(v)).

Demonstracdo. £ uma consequéncia direta de (4.35) e da proposicao ?7?. Q.E.D.

4.4 Planos modveis provenientes de Fluxos geodésicos

4.4.1 O caso geral de um spray

Até o final deste capitulo, suporemos fixado um spray S em M, cujo fluxo geodésico

denotaremos por F}, e representaremos por &2 o seguinte plano mével:
P = (ToM , TTuM , VT, M , F,).
Como consequéncia direta de (4.5), temos o seguinte resultado:

Proposicao 4.9. O plano mével & € reqular. Ademais, o campo de endomorfismos F

definido por (3.3) € igual ao negativo da estrutura quase-tangente 7 :

F=-7¢. (4.36)
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Até o final deste capitulo, v,~y(t) e £(t) representardo, respectivamente, um vetor fixado
em Ty M, a geodésica que tem velocidade inicial v, e a curva de Jacobi baseada em v, bem

como F(t), K(t), ... representarao os invariantes de £(t).

Segue da proposi¢ao acima, e de (3.4), que
F(t)=—(F*7),. (4.37)

Derivando em t esta igualdade,

B() = 4 (B),

= —(R"%.7),

ou, em termos da conexao ['g associada a S,

F(t) = (F"Ts)

v
Consequentemente,

Proposicao 4.10. Ao longo de 4(t), a distribui¢ao horizontal HToM corresponde, via

(DF}),, a curva horizontal h(t). Consequentemente,

Py(t) = (F"Py),, Pult) = (F"Px) (4.38)

v’ v’

Fixemos um campo V(t) ao longo de v(t), e denotemos por a(t) a curva que lhe

corresponde em £(t) via a identificacao
(i,-y(t))_l o(DF,),:(t) — TynM, (4.39)
isto é,
a(t) = DF_,(V(t)Y).
Proposicao 4.11. A derivada covariante V'(t) corresponde, via (4.39), a derivada dinamica
v(a)(t) = Py(t)(a(t)). Consequentemente, um referencial {Vi(t), - ,Vn(t)} ao longo de

~(t) € paralelo se, e somente se, o referencial fanning correspondente {ay(t), - ,amn(t)}

for normal.
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Demonstra¢ao. Com efeito, de acordo com (4.21) e (4.38), temos, sucessivamente,
DF,(V'(t)") = DF.(Py(ZV(1)"))
— P,1) <DF_t($gV(t)V)>.

Mas, assim como em (3.1), temos

d
DF_(ZsV(1)") = - DF,(V(1)).
que por sua vez é igual a a(t). Segue, portanto, o resultado. Q.E.D.

Proposicao 4.12. Via (4.39), K(t)(a(t)) corresponde a Ry (V(t)).

Demonstracao. Seja X (t) o levantamento horizontal de V() ao longo de 4(t). De acordo

com a definicao de Ry, e por (4.24), podemos escrever
Ry (V (1)) = Py(LsX(1)).
Por outro lado,

(XS,PH)(X(ZL)) = gS(,PH(X(t)))—'PH(XsX(t))
= Py(LX(t)),

uma vez que Py (X (t)) = X (t). Consequentemente,

Ryy(V(1)" = (ZLsPu)(X(1))
= (ZPu) (S 1) (V).

pois 7 (X (t)) =V (t)” e X(t) é horizontal. Admitamos, por um momento, que

()" = (ZLsPa) v (4.40)

Segue dai que

2

Riyy(V (1) = (ZsPu)
= (ZPn)

(V(®)")

*(DFy(a(t))),
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e portanto, aplicando DF'_; a ambos os membros,

DF_(Ryo(V(1)") = DF.((ZsPy)’(DF(a(t)))
= (Ft*(gSPH>2) (a(t))
= (Ft*o‘ZS,PH)Z(a(t))

= (SR Py) (alr),

que, por sua vez, é igual a (P1,)%(a(t)) = K(a(t)).
Passemos, agora, a mostrar (4.40). Se Y é um campo vertical em Ty M, de modo que
Pxn(Y) =0, entdo
(LsPi) (V) = =Pu([S.Y]).

Dai, £sP» manda V em H, e
I ((ZLsPr)(Y)) = =7 (PullS,Y))
= _/([Sa YD7

que, devido a (4.5), é igual a Y. Isto demonstra (4.40) e, portanto, a proposicao. Q.E.D.

4.4.2 O caso de uma métrica de Finsler

Suponhamos agora que o spray geodésico S é o associado a uma métrica de Finsler ¢ em

M, em cujo caso o plano mével & é lagrangeano relativamente a estrutura simplética w,,

de T()M

Investiguemos a se¢ao O do fibrado Sym(VToM) — Ty M, definida em (3.5).

Proposicao 4.13. Para cada u € TyM, a forma bilinear simétrica ©, € Sym(V,TyM)
corresponde, via a identificagio V,ToM = Trw)M, ao produto interno g,. Consequente-

mente, via (4.39), o wronskiano W (t) de £(t) corresponde a gs ).

Demonstra¢ao. Por conveniéncia simplética, trabalharemos no fibrado cotangente. Sejam,

pois, H a fungao hamiltoniana em 7jM que corresponde, através da transformada de
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legendre L, a %@2, e S* o campo hamiltoniano associado. Relativamente a um sistema de

coordenadas naturais (z,p), S* assume a forma

g OH 0 B 0H 0
~ OpkOxk Qxk Opk’
de onde tiramos que
0 OPH 0 O’H 0

[S ) 8_191] - _apiapk oxk + Ipioxk Opk’

e portanto, substituindo em (4.32), chegamos facilmente em

L0, 9 9°H
w([S ’a_pz}?@) - opiopi

Isto é, para cada & # 0 € T*M, as matrizes de (£.0) € Sym(VeT*M) e DZ(H]TgM) na
base 9/0p*,--- ,0/0p™ coincidem. Voltando com L, e notando que £,S = S*, obtemos a

primeira parte do resultado. A segunda parte segue da primeira e do lema 3.2. Q.E.D.

Estabelecida a tradugao dos invariantes da geometria de ¢ nos invariantes fanning
de £(t), notemos, a titulo de ilustracao, que os seguintes fatos bem conhecidos seguem

automaticamente das proposicoes 2.5 e 2.6 de §2.1.2 :

Proposicao 4.14. 1. A distribuicao horizontal HTyM, correspondente a T's, € la-

grangeana.

2. Dados campos U(t) e V(t) ao longo de v(t),
%%(t)(U(t), V(t)) = 950 U (1), V() + g3 (U (1), V'(2))-

3. O endomorfismo de curvatura R, : T,M — T, M ¢ g,-simétrico:

go(Ro(u), w) = gu(u, Ry (w)).

Restrinjamo-nos agora ao fibrado esférico unitario SM, e usemos as mesmas notagoes

que em §4.3. Denotando ainda por F; a restricao do fluxo geodésico a SM, e notando
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que F; age por transformagoes de contato (pois é o fluxo associado ao campo de Reeb),

obtemos um plano mével legendriano:
P.=(SM,VSM, F,).

Suponhamos que o vetor fixado v esteja em SM, e denotemos por ¢, a curva de Jacobi

de &, baseada em v. Note que

0.(t) C £(b).

Como

VuSM =i,(Ann(L(u))), paraue SM, (4.41)
temos a seguinte identificacao para £,.(t):
(i50) ™" o (DF), : (o(1) — Ann(L(3(1))) (4.42)
Seja O, a segao de Sym(VSM) — SM, correspondente a Z,.

Proposicao 4.15. Para cada v em SM, (©,.), corresponde a restri¢ao de g, a Ann(L(u)),
via (4.41). Consequentemente, via (4.42), o wronskiano W,(t) de (.(t) corresponde a

restri¢ao de gy a Ann(L((t))).

Demonstragao. E uma consequéncia direta da proposigao 4.13, pois é claro que (0,.), é

igual a restricao de ©, a V,SM. Q.E.D.
Segue dai que &2, é regular. Seja agora
X1, X
um referencial de VT'M, definido em torno de v, tal que
X1 = campo de Liouville C,

e os demais Xo,---,X,, sejam, ao longo de SM, tangentes a VSM. A este referencial,

corresponde um referencial
al(t)v o 7am(t)

de £(t) e, por hipétese, as(t), -, a,(t) é um referencial para £,.(t).
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Proposicao 4.16. Sejam K(t) e K, (t) os endomorfismos de Jacobi de ((t) e (,(t), re-

spectivamente. FEntao

Demonstragdo. Sejam
At) = (ar(®)] -+ lam(t)), e Au(t) = (ax(t)] - |am(?)),
e sejam P(t) e Q(t) matrizes m x m tais que
A+ AP(t) + AQ(t) = O, (4.43)

e P.(t) e Q.(t) matrizes (m — 1) x (m — 1) tais que

A, + AP (1) + A,Q.(t) = O. (4.44)

De [S,C] = =S (pois S é um spray), obtemos que [S, [S, X1]] = 0 e, portanto,

dﬁ)Z%&BWﬂw
— (E7[S,15, X1]]) (v)

= 0.

Consequentemente, a primeira coluna de P(t) e Q(t) é nula. Logo, como A(t) =

(a1(t)|A,(t)), por comparagao de (4.43) e (4.44) obtemos que

0 0 0 0
P(t)( ),e@m( )
0 B(t) 0 Q1)

Portanto, pelas defini¢oes de {A(t),t} e {A.(t),t}, concluimos que

0 0
{A(t), 1} = ( )-
0 {A(t), 1}

Agora, é s6 lembrar que as matrizes de K(t) e K,(t) nas bases A(t) e A,(t) sao
(1/2){A(t),t} e (1/2){A,(t),t}, respectivamente.
Q.E.D.
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Capitulo 5

Submersoes Isométricas

5.1 Submersoes isométricas de espacos de Minkowski

Uma transformacao linear sobrejetiva
Tm:Vi— Vs

entre dois espagos de Minskowski (V, 1) e (Va, ¢2) é dita uma submersdo isométrica, se
a imagem por 7w da bola unitaria fechada de V; for igual a bola unitaria fechada de V5.

Segue da homogeneidade das normas, que tal condigao é equivalente a

wo(w) = Min{p;(v) : 7(v) = w}, (5.1)
para todo w em V5.

Definicao 5.1. O cone horizontal de uma submersao isométrica w: Vi — Vo € o conjunto

H de todos os vetores v € VI\{0} para os quais po(m(v)) = p1(v).

Proposicao 5.1. A imagem de 5 pela transformada de Legendre L1 : V1\{0} — V;"\{0}
de @1 € igual ao anulador Ann(Ker(m))\{0} do nicleo de w. Consequentemente, 7 € uma

subvariedade de Vi, cujos espacos tangentes sao dados por
T, ={ueVy:ué(g),—ortogonal a Ker(m)}, (5.2)
onde (g1), € o produto interno osculador d ©? em v.
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Demonstracao. Pela sobrejetividade de L1, todo elemento de Vi* é da forma £,(v), para
algum v € V;. Agora, é claro que 2£,(v) = (D?), pertence a Ann(Ker (7)) se e somente
se v for um ponto critico da restricao de 7 a v + Ker(w). Mas, como (37 é positiva e
homogénea, o tnico ponto critico de sua restricao a um subespaco afim é um ponto de
minimo global, dai, por (5.1), segue que £1(v) € Ann(Ker(7)) se e somente se @o(m(v)) =

©1(v), isto é, se e somente se v € . Q.E.D.
O seguinte lema sera necessario mais adiante:
Lema 5.1. Sev € J2, entao L1(v)(u) = Lao(m(v))(mw(u)), para todo u € V.

Demonstragdo. Se u = v, entao L1(v)(v) = @3 (v) e Lo(m(v))(m(v)) = ¢i(7(v)), e a
igualdade segue de v ser horizontal. Suponhamos agora que u € Ker(L(v)), isto é,

que u € T,51(p3(v)), onde Si(p3(v)) é a esfera de (Vi,p1) de raio ¢i(v). Segundo

a decomposicao Vi = T, @ ker(w), escrevemos u = u; + ug. Obtemos entdo que
up € T,(H N S1(p3(v))) e portanto Lo(m(v))(m(ur)) = 0, j& que w(H N S1(p3(v))) =
S2(93(m(v))) € Tr(w) S2(03(m(v))) = Ker(La(m(v))). QE.D.

5.2 Submersoes isométricas de variedades de Finsler

Dizemos que uma submersao

p: M"™ — N"
entre duas variedades de Finsler (M™, 1) e (N™, p9) é isométrica se, para cada x em M,

Py Ty M — Tp(x)N (53)

for uma submersao isométrica entre espagos de Minkowski, onde p, representa a diferencial

de p. Neste caso, denotamos por 4%, o cone horizontal de (5.3).

Definicao 5.2. Uma curva imersa o(t) em M € dita horizontal se, para cada t, 6(t) €

%(t) .
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Proposicao 5.2. Uma geodésica v(t) de M € horizontal se, e somente se, (0) for hori-

zontal. Neste caso, po~y(t) serd também uma geodésica de N.

Demonstragio. Veja [APD01], teorema 3.1 Q.E.D.

5.3 Ponto de vista de reducoes simpléticas
Comecemos descrevendo uma submersao arbitraria

p:M™ — N", (5.4)
sob o ponto de vista de redugoes simpléticas, como em [APDOl].

Definigao 5.3. O fibrado conormal de (5.4) € o subfibrado de T*M dado pela uniao dos

fibrados conormais as fibras de p (veja proposicio 4.1) :

N = colp™ (y))-

yeN

Seque da proposicio 4.1, que N € folheado por subvariedades lagrangeanas de T*M e €,

por consequinte, uma subvariedade coisotropica de T* M.

Definamos um mapa

7: N —T*N (5.5)

da seguinte forma: Dado § € N, com on(§) = m, m(§) é o tinico covetor de Ty, N tal

que, para todo w € Tp,(m)N,

onde v € T,, M ¢é qualquer vetor satisfazendo Dp(v) = w.

Proposicao 5.3. 7 desce a um mapa
NR — T*N
que realiza T*N como reducdo simplética de T*M por N .
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Demonstracao. Em coordenadas locais vé-se facilmente que m é uma submersao. Admi-

tamos por um momento que 7 satisfaz
T ay =it ayy, (5.6)

onde oy, an sdo as respectivas 1-formas de Liouville, e 7 : N'— T*M é a inclusao. Segue
dai que

™ *wN = z'*wM,
e consequentemente Ker(Dm) = Ker(i*wys), uma vez que wy é nao-degenerada e m é
submersao. Portanto, as fibras de 7 coincidem com as folhas da folheacao canonica de
co(p) e por conseguinte 7 desce a um simplectomorfismo global N — T*N.

Mostremos entéo (5.6). Com efeito, se X € TeN, entdo
may(X) = an(Dr(X)) = 7(£) - (Don (Dn(X))) = &(u),

onde u é qualquer vetor tal que Dp(u) = Don(Dn(X)). Mas, como po gy = oy 0T,
podemos tomar u = Doy (X) e obtermos 7*an(X) = (Do (X)) = an(X).  Q.E.D.

Suponhamos agora que a submersao (5.4) seja isométrica, relativamente a certas métricas

de Finsler ¢; e oy em M e N, respectivamente.

Definicao 5.4. O fibrado conormal da submersdao isométrica p : M — N € o subfibrado

de ToM dado pela uniao de todos os cones horizontais:

N::Uj%.

zeM

Segue da proposicao 5.1, que
N\{0} = Li(N),

onde L, ¢é a transformada de Legendre de ¢;. Também, do lema 5.1 segue a comutatividade

do diagrama

N W N (5.7)
l:ll lﬁg
N\{0} == TsN
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Estamos agora em posigao de mostrar que o plano mével lagrangeano (TyN, VI, N, F?)

é a reducao simplética de (TyM, VT,M, F}) por N

Proposicio 5.4. N ¢ uma subvariedade coisotrdpica de (TyM, Wy ), € Dslyr N = TyN
desce a um simplectomorfismo

7r: N — ToN.

O fluzo geodésico F} de M deiza N invariante, e o fluro F} induzido em Ny corre-
sponde, via D, ao fluro geodésico F? de N. Também, a distribuicao VIoM desce a uma

distribuicao (VIoyM)r em Nr que corresponde, via Dy, a VIgN.

Demonstracao. As duas primeiras afirmacgoes seguem da proposicao 5.3, e da comuta-
tividade do diagrama (5.7). A invariancia de N por F}, e correspondéncia, via p;, en-
tre Ftl e 2, sao devidas & proposicao 5.2. Resta mostrarmos a tltima afirmagdo, isto
é, que Dp,(V,ToM N TUN) = Vo, wToN. Com efeito, como p.|nar @ ToM — Ty N
¢ linear, ao identificarmos V,ToM com T, M, e V, ToN com T, N, obtemos que
(Dpi)w : VSToM =V, (i ToN é igual a p,|r, . Logo, admitindo por um momento que

VIuM NTN =T, (5.8)

o resultado segue da sobrejetividade de p, : T, — Ty N. A igualdade (5.8) segue de
N ter intersecao limpa com T, M, uma vez que N ¢ subfibrado de Ty M. Q.E.D.

Alternativamente, podemos restringir a situacao aos fibrados esféricos unitarios SM e
SN, e concluir, com a ajuda da proposi¢ao acima e da proposicao A.1, que o plano movel

legendriano (SN, VSN, F?) é uma redugao de contato de (SM,VSM, F}):

Proposicao 5.5. Seja C .= NNSM. EntdoC é uma subvariedade coisotropica de contato

de SM, e a aplica¢ao pi|c : C — SN desce a um contactomorfismo
Dx : CR — SN.

O fluzo geodésico F} de M deiza C invariante, e o fluzo Ftl induzido em Cg corresponde,
via Px, a0 fluxo geodésico de N. Também, a distribuicio VSM desce a uma distribuicao

(VSM)g em Cr que corresponde, via Dy, 4 VSN.
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Fixemos um vetor horizontal v € N, e seja {(t) a curva de Jacobi de (ToM, VT, M, F}!)

baseada em v.

Coroldrio 5.1. A curva de Jacobi de (TyN, VI, N, F?) baseada em p,(v) corresponde, via
(D%)s, @ reducio simplética (g(t) de ((t) com respeito a TN .

No caso em que v € unitdrio, a curva de Jacobi de (SN, VSN, F?) baseada em p,(v) cor-
responde a reducao simplética, com respeito a T,CNKer(«), da curva £,.(t) de (SM,VSM, F})

baseada em v.
Demonstracao. E uma consequéncia imediata das proposicoes 3.1, 5.4 e 5.5. Q.E.D.

Lema 5.2. Para todo w € N, temos V,ToM NT Nt = {0}. Consequentemente, ((t) sat-
isfaz a hipdtese (2.16). A decomposicao L(t) = h(t) ® v(t) corresponde, via a identificagcdo
(4.89), a decomposi¢ao

Ty M = Ty 1) S Vs

onde V) € o espago tangente, em ¥(t), a fibra de p por y(t).
Demonstracao. Por um lado,
VuToM N TN € TNt = Ker(D(p.| ) w).

Por outro lado,

VoToM N T N* c VI, M N TN = T,

e a restricao de D(p.|y) a 1,7, é igual a p, : T,04, — T,y N, que é um isomorfismo.
Isto mostra que V,TyM N T, N+ = {0}. Mostremos a segunda parte. Pelas definigoes de

h(t) e £(t) temos, respectivamente,
b(t) = ((t) N TN = DF",(VsyToM) N TN

Mas T,N = DFlt(Tﬁ(t)/\A/'), daf h(t) = DF',(Vy»ToM N Tﬁ(t)/\A/') e portanto, aplicando

(i5()) o (DF}), a ambos os membros,

(i5) " 0 (DEW(b(t) = (i50) " Vs ToM N TyyN),
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que, como ja observado, é igual a T} )% ;). Para v(t), é s6 usar que v(t) é o comple-
mento W (t)-ortogonal de h(t), ¥, é o complemento g;-ortogonal de Ty 1), e W (t)
corresponde a gs () via (4.39). Q.E.D.

Definigao 5.5. Denotamos por A(t) e T(t), respectivamente, os endomorfismos de Ty M
que correspondem, via (4.39), aos endomorfismos de O’Neill A(t) e T(t) de £(t).

Das férmulas de O’Neill (2.26) e (2.28), obtemos as seguintes Férmulas de O’Neill para

Curvaturas Bandeiras numa submersao isométrica:

Teorema 5.1. Suponhamos que v seja unitdario. Seja u € Ty M um vetor unitdrio e

G5 t)-ortogonal a 4(t), e denotemos por II o plano gerado por w e (t). Entao:

1. Seu € Ty, entao
K (3(6), 1) = Kn(p«(7(2)), 1) = 3950 (A(D)u, A(t)u).
2. Seu € V), entao

Kar(5(8),11) = gsy (A(t)u, A(t)u) — g5 (T(E)*u, u) + g5 (17 (¢)u, w),

onde T'(t) € a derivada covariante de T'(t) ao longo de ~(t).
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Capitulo 6

Focalidade

6.1 Focalidade de curvas de planos lagrangeanos

Fixemos um espago vetorial simplético (V,w), e consideremos uma curva suave qualquer
0(t) em A(V).
Defini¢ao 6.1. Dado um L € A(V), dizemos que um instante de tempo to, € L-focal para
0(t) se

{(to) N L # {0},
em cujo caso a sua multiplicidade € definida como sendo a dimensao de ¢(t)NL. Também,
um instante L-focal to € dito nao-degenerado, se a restri¢io do wronskiano W (tg) = Z(to)

a l(to) N L for nao degenerada. Neste caso, a sua multiplicidade € definida como sendo a

assinatura da restricao de W (ty) a €(tg) N L:

sgn(W (to)e(to)nr)-

Note que se £(t) for uma curva positiva, isto é, se W (t) > 0 para todo ¢, entdo todo

instante L-focal é nao-degenerado e tem multiplicidade
dim(l(to) N L).

O resultado seguinte é bem conhecido no contexto de geometria riemanniana. A

demonstragao que daremos é inspirada na prova da proposicao 6 de [K1i74].
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Proposicao 6.1. Os instantes L-focais nao-degenerados para ((t) formam um conjunto
discreto. Consequentemente, existe apenas uma quantidade finita deles em cada intervalo

compacto [a, b].

Demonstracao. Seja to um instante L-focal nao-degenerado, com dim(¢(¢y) N L) = k.
Identifiquemos V com RY* & RY* mediante uma escolha de coordenadas de Darboux, de
modo que L corresponda a R}, e £(ty) NRY* = {0}. Estas condi¢bes garantem que, numa

vizinhanga de t¢, ¢(t) é gerada por um referencial da forma

Im
(ar(®)] -+ - lam(t)) = s

onde S(t) é uma curva de matrizes simétricas m X m. Note que um instante ¢ é L-focal

se, e somente se,

() N L = Ker(S(t)), (6.1)

Podemos supor, sem perda de generalidade, que Ker(S(ty)) seja gerado pelos k primeiros
vetores da base canonica de R, isto é, que as k primeiras colunas de S(ty) sejam nulas.
Escrevendo S(t) na forma

S1(t)  Sa(t)

S3(t)  Salt)
onde Si(t) é k x ke Sy(t) é (m— k) x (m — k), temos que, por hip6tese e pela simetria de
S(to),

(6.2)

Si(to) =0, Ss(to) =0, Sa(to) = 0. (6.3)

Suponhamos entao, por absurdo, que exista sequéncia t, — ty tal que Det(S(¢,)) = 0.

Segue entao da expansao de Taylor de Det(S(t)) em torno de ¢y, que

d’n

—Det(S(t)) =0, paratodon >0. (6.4)
dtr t=to

Em particular, fazendo n = k e usando a multilinearidade de Det (como funcao das

colunas), obtemos que

0 = Det %(tO) Salfo) ) 3" Det(X, (1)), (6.5)

S3<t0) S4(t0)
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onde cada X,(t) é uma matriz m X m que contem pelo menos uma coluna dentre as k

primeiras de S(ty). Logo, de (6.3) concluimos que

Si(t 0
Det ,1( 0) = 0. (6.6)
Sa(to)  Salto)
Mas S4(ty) é nao-singular, pois S(ty) tem posto m — k, dai S;(t) é singular. Isto é um

absurdo, pois S;(tp) coincide com a matriz de W (to)|ker(s(to)) D& base (ai(t)]-- - |ax(t)).

Q.E.D.

Portanto, se ¢(t) for uma curva positiva, ou negativa, seus instantes L-focais seréo todos
nao-degenerados, qualquer que seja L. Em particular, isto se aplica a curva horizontal de
uma curva fanning £(¢) cuja forma bilinear simétrica W (t)(K(t)-,-) seja definida, como

mostra o lema a seguir:

Lema 6.1. Seja ((t) € A(V) uma curva fanning. Entdo, via o isomorfismo F(t)|pu :
h(t) — £(t), o wronskiano de h(t) corresponde a forma W (t)(K(t)-,-).

Demonstragao. Seja A(t) um referencial normal para £(t), e representemos ainda por K(t)

a matriz de K(t) na base A(t). Entao A(t) é um referencial para h(t), F(t)A(t) = A(t) e

Portanto, a matriz do wronskiano de h(t) no referencial A(t) é dada por
—AWTTA(t) = AT TAK(2). (6.7)
Por outro lado, a matriz de W (£)(K(t)-,-) no referencial A(t) é igual a
W) (ADK({), At)) = WI(t)(A(t), At))K(t)
= —AM)TTABK(),
que por sua vez ¢ igual a (6.7), pois A(t)TJA(t) = —A(t)T JA(t). Q.E.D.

Nota 6.1. A conclusao de que h(t) possui apenas instantes focais nao-degenerados caso
K(t) > 0 (ou K(t) < 0), consta em [Pat99], pagina 36, no contexto de geometria rieman-
niana, e é 14 chamado de propriedade “twist” do subfibrado horizontal. A demonstracao

dada aqui é nova.
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6.1.1 Focalidade em reducoes simpléticas

Consideremos agora um subespago coisotropico W C V| e consideremos uma curva suave
((t) em A(V) tal que
((t) "W+ = {0}, para todo t. (6.8)

Neste caso, temos o seguinte resultado que relaciona focalidade de £(t) com focalidade

da reducgao simplética (g(t):

Teorema 6.1. Seja L € A(V) tal que L D W+, Entdao, um instante ty é L-focal nao-
degenerado, com multiplicidade k, para ((t) se, e somente se, for Lg-focal nao-degenerado

para Cr(t), com multiplicidade k.

Demonstragio. De L > W+, obtemos que (g(t) N Lr = ({(((t)NW) & WL}N L), isto é,

{t@t)NW)yeaW+inL
lr(t)N Ly = Wi ,
que por sua vez, devido a W O L D W+, é igual a
(t)NL)o Wt
Wi '

Sendo, como em §2.2.1, H|ynw : £(t) "W — £x(t) o isomorfismo dado pela restricao da

(6.9)

aplicagao quociente, ¢é claro que (6.9) corresponde a £(t) N L via II|,ynw. Portanto, pelo

lema 2.2, Wg(t)|epnr, corresponde a W (t)|ewnL.- Q.E.D.

6.2 Focalidade em geometria de Finsler

Sejam (M™, ¢) uma variedade de Finsler, P C M uma subvariedade e vy(t) uma geodésica

de M partindo ortogonalmente a P:

¥(0) € P e g50)(7(0), Ty P) = 0.

Defini¢ao 6.2. Um instante de tempo ty é dito ser P-focal ao longo de ~(t) se existir
variagao L : I x (—e,e) — M de ~(t) por geodésicas vs(t) = Y(t,s) partindo ortogonal-
mente a P, tal que

0

— T(t = 0.
05 ls=0 (to, 5)
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Para o que segue, usaremos a identificagao
Ti0ToM — Ji)
dada por (4.30), entre T} )ToM e o espaco Jy(0) dos campos de Jacobi ao longo de (t).

Proposicao 6.2. Um instante ty é P-focal ao longo de (t) se, e somente se, existir um

campo de Jacobi J € Ty tal que
J e TW(O)I/(P) C TW(O)T()M e J(to) =0. (610)
Lembramos que v(P) € o fibrado normal a P, definido em (4.33).

Demonstragdo. Um campo de Jacobi J € Tj)ToM é tangente a v(P) se, e somente se,
corresponder ao vetor velocidade £(0) de alguma curva £(s) em v(P). Por outro lado, pela
definigao de v(P) temos que uma variagao Y (¢, s) de y(t) parte ortogonalmente a P se, e

somente se, a curva £(s) = Y(0, s) morar em v(P). Q.E.D.

A multiplicidade de um instante P-focal é definida como sendo a dimensao do espaco

dos campos de Jacobi que cumprem a condigao (6.10).

Corolario 6.1. Seja ((t) a curva de Jacobi associada ao fluxo geodésico de M, baseada em
4(0). Entdo, um instante ty € P-focal ao longo de y(t) se, e somente se, for um instante
focal para ((t) com respeito ao subespaco lagrangeano Tyoyv(P) C TyoToM. Também, as

respectivas multiplicidades coincidem.

Demonstragdo. Pela definicao de £(t), um campo de Jacobi J pertence a £(ty) N1 yv(P)
se, e somente se, DFy (J) € VyTM, e J € Tyov(P), onde F; é o fluxo geodésico de
M. Por outro lado, pela proposicao 4.4 temos DF, (J) = Ji, € Ty, € € claro que
Jiy € Viuo)T'M se, e somente se, J;,(0) = 0, isto é, J(ty) = 0. Q.E.D.

6.2.1 Focalidade em submersoes isométricas

Sejam p : M — N uma submersao isométrica entre variedades de Finsler, S uma subvar-

iedade de N, e denotemos por P a subvariedade de M dada por p~1(5).
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Lema 6.2. Seja v € v(P) (em particular, v € N). Entdo

T,v(P) > TLN* e Dp(T,w(P)) = Tp.wmv(S).

= 1p,

Demonstrag¢ao. De v(P) C N, segue que T,v(P) C T,N. Logo, tomando o ortogonal
simplético de ambos os membros e usando que v(P) e N séo subvariedades lagrangeana e

coisotrépica de Ty M, respectivamente, obtemos
T,v(P) = T,w(P)* > T,N*.

Para a segunda parte, basta notar que m(co(P)) = co(S), onde 7 é o mapa definido em
(5.5). Dai, Dr(Teco(P)) = Tr)co(S), e obtemos a igualdade Dp,(T,v(P)) = T}, u)v(S)
usando a comutatividade do diagrama (5.7). Q.E.D.

Teorema 6.2. Seja y(t) uma geodésica de M que parte ortogonalmente ¢ P. Entdo, um
instante to € P-focal ao longo de ~(t) se, e somente se, for S-focal ao longo de p(y(t)).

Também, as respectivas multiplicidades coincidem.

Demonstracao. Seja v =+(0), e sejam £(t) e ¢'(t), respectivamente, as curvas de Jacobi de
M e N baseadas em v e p,(v). Como ¢'(t) corresponde, via (Dpy),, a ¢g(t), e pelo lema
acima T}, (,)v(S) corresponde a (T,v(P))g, temos que ty é T, (,)v(S)-focal para ¢'(t) com
multiplicidade &, se, e somente se, for (T,v(P))g-focal para (g(t) com multiplicidade k.
Mas, como T,v(P) D T,N*, esta dltima condicio ocorre se, e somente se, to for T,v(P)-
focal para £(t) com multiplicidade k (teorema 6.1). O resultado segue agora do coroldrio

6.1. Q.E.D.
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Apeéendice A
Reducoes de Contato

Propomo-nos aqui a uma possivel definicao de redu¢ao no contexto de geometria de con-

tato.

Definicao A.1. Seja S uma variedade de contato, com distribuicdao de contato A. Dize-

mos que uma subvariedade C C S € coisotrépica de contato, se, para cada x em C,
1. A(z)+T,C =T,S;

2. A(z)NT,C € um subespago coisotrépico de A(x), relativamente a estrutura simplética

conforme de A(x).

A condicao 1. garante que x — A(x)NT,C seja uma distribuicao diferencidvel e regular

em C, logo, pela condicao 2., o mesmo é verdade da distribuicao
Co>rr— (Alx)NT,C) € Alx)NT,C. (A.1)

Proposicao-Definigao A.1. A distribuicao (A.1) € integravel. Sejam Cgr o espaco das
folhas, II : C — Cg a aplicagao quociente, e admitamos que Cr tenha uma estrutura
diferencidvel, relativamente a qual 11 seja uma submersao. Suponhamos ainda que A
venha de uma estrutura de contato exata « tal que C seja tangente ao campo de Reeb
correspondente. Entdao, a desce a uma estrutura de contato exata agr em Cr, 0 qual,
munido de ag, € dito a redugao de contato de (S, a) por C. Também, se Fy é um fluzo de

contato em S, que deixa C invariante, entao ele desce a um fluro de contato F, em Cg.
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Demonstragao. Comecemos com a integrabilidade. Dados X e Y tangentes a (A.1), e Z

tangente & A N TN, por um lado temos

0 = da(X,2) = X(a(2))+ Z(a(X)) £ a([X, 2))
= +ao([X, 2))

pois a(X) = a(Z) = 0. Logo, [X, Z] € Ker(«), e como [X, Z] é tangente a N, obtemos
que [X, Z] é tangente & ANTN. Da mesma forma, [X,Y] e [V, Z] sdo tangentes &8 ANTN.

Por outro lado,

0 = dda)(X,Y,2) = X(do(Y,2)) %Y (do(X,2)) + Z(da(X,Y))
+do([X,Y], Z) + da([X, Z],Y) + do([Y, Z], X).

Mas, por hipétese, da(Y, Z) = da(X, Z) = da(X,Y) = 0. Também, como [X, Z] e [Y, Z]
sao tangentes & ANTN, da([X, Z],Y) = da([Y, Z], X) = 0. Portanto, da([X,Y],Z) = 0,
e como isso vale para todo Z tangente & A NTN, e temos [X,Y] € Ker(a), segue que
[X,Y] é tangente a (A.1).

Mostremos agora que « desce a uma 1-forma em Cg. Seguindo a demonstracao do caso

simplético que se encontra na pagina 174 de [MS98], isto é equivalente a mostrar que

[ma:/ma, (A2)

sempre que tivermos uma homotopia de curvas 75(t) em C tal que, para cada ¢, a curva
s + 7s(t) mora em alguma folha de C. Para mostrarmos (A.2), notemos que, como
a((d/ds)ys(t)) = 0 (pois, por hipétese, (d/ds)vs(t) € (A(vs(t)) N T, C)* C Ker(a)), a
integral de a ao longo de cada curva s — 74(t) é nula. Portanto, sendo () o 2-simplexo

em C dado pela homotopia 74(t), pelo teorema de Stokes temos

/a—/a:/da.
Yo 1 Q

Mostremos, pois, que o pull-back de da a @ é nulo. Com efeito, sendo R o campo de Reeb,
como R e 7,(t) sdo tangentes a C, temos que J5(t) = aR,,)+X, para algum a € R e algum
X € A(7(t))NT,,»C. Mas, como R é o campo de Reeb, temos que da((d/ds)vs(t),aR) =
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0. Também, como (d/ds)vs(t) € (A(vs(t)) N T)C)*, temos da((d/ds)vs(t), X) = 0.
Portanto,
da((d/ds)s(t), 7s(t)) = 0.

Q.E.D.

Reducoes de contato podem ser obtidas a partir de redugoes simpléticas da seguinte
forma. Sejam C' um campo de Liouville numa variedade simplética (X,w), e S C X uma

hipersuperficie de tipo de contato relativamente a C'; isto é, C' cumpre a condi¢ao
Low = w, (A.3)

e S é transversal a C, de modo que « := icw induz uma estrutura de contato exata em S

(veja [MS98] ou [HS09] para mais detalhes).

Proposicao A.1. Com a notacao acima, suponhamos que N C X seja uma subvariedade
coisotrdpica tangente a C' e ao campo de Reeb de (S,a). Entao, C := N NS € uma sub-
variedade coisotropica de contato de S e C' desce a um campo de Liouville Cr em Ng. Se,
além do mais, S tiver intersecoes conexas com as folhas de N, entao a aplicacio natural
Cr — Ng € um mergulho de Cr como hipersuperficie de tipo de contato relativamente a

Chr.

Demonstracao. Como C' é tangente a N, segue que a intersecao N N S é transversal,
T.C = T,NNT,S, e C satisfaz 1. da definicao A.1. Também, por ser N tangente a C e

ao campo de Reeb V' de (S, ), obtemos que
T,N NnKer(a), + Span{V,} + Span{C,} = T,N. (A.4)
Seja v € Ker(a), tal que
w(v, T,C N Ker(a),) = 0. (A.5)

Por serem V' e C' os campos de Reeb e Liouville, obtemos respectivamente w(v, V) =0 e
w(v,Cy) = —a(v) = 0. Segue entao de (A.4) e (A.1) que w(v, T,N)=0. Mas N C X é
coisotrépica, dai v € T,N e portanto v € T,.N N Ker(a), = T,C N Ker(a),. Isto mostra

que C C S ¢é coisotrépica de contato.
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Seja F; o fluxo associado ao campo de Liouville C. De (A.3) obtemos que F; age em
X por difeomorfismos conformemente simpléticos, e por ser C' tangente a N, F; deixa N
invariante. Segue dal que DF; deixa a distribuicao canonica de N invariante, e portanto
F; desce a um fluxo Ft em Nx. Sendo Cf o gerador infinitesimal de ﬁt, obtemos que Cg
corresponde a C' pela derivada de IT : N — N, e em particular Zo,wr = wg.

E claro que, ao longo de C, as distribuicoes candnicas de C e N coincidem, de modo
que as folhas de C sao obtidas intersectando-se as folhas de N por S. Portanto temos um
mapa bem definido Cgr — N que serd um mergulho caso essas intersecoes sejam conexas.

O restante da demonstracao é automatica. Q.E.D.
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