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Abstract

The Spectral Graph Theory is a branch of Discrete Mathematics that is concerned
with relations between the algebraic properties of spectrum of some matrices associated to
graphs, as the Adjacency, Laplacian and signless Laplacian matrices and their respective
topologies. The eigenvalues and eigenvectors of matrices associated to graphs are the
invariants which constitute the eigenspace of graphs.

On Spectral Graph Theory the conjecture proposed by Brouwer and Haemers, asso-
ciating the sum of k largest eigenvalues of Laplacian matrix of a graph G with its edges
numbers plus a combinatorial factor (which depends on the choosed k) is an open inte-
resting question in the Literature. There are several works that attempt to prove this
conjecture. In 2013, Ashraf et al. stretch the conjecture out to signless Laplacian matrix
and proved that it is true for the sum of the 2 largest eigenvalues of signless Laplacian
matrix and it is also true for all £ if GG is a regular graph.

Our work approaches on the version of the conjecture concerning to signless Laplacian
matrix. We could obtain a family of graphs which satisfies the conjecture for the sum
of the 3 largest eigenvalues of signless Laplacian matrix and we prove that the family of
complete split graphs plus one edge satisfies the Conjecture for all eigenvalues. Moreover,
based on Schur’s inequality, we could show that the sum of the £ smallest eigenvalues
of Laplacian and signless Laplacian matrices are bounded by the sum of the k smallest
degrees of G.

Resumo

A Teoria Espectral de Grafos é um ramo da Matematica Discreta que se preocupa
com a relacao entre as propriedades algébricas do espectro de certas matrizes associadas
a grafos, como a matriz de Adjacéncia, Laplaciana ou Laplaciana sem sinal e a topologia
dos mesmos. Os autovalores e autovetores das matrizes associadas a um grafo sao os
invariantes que formam o autoespaco de grafos.

Vil



Em Teoria Espectral de Grafos a conjectura proposta por Brouwer e Haemers, que
associa a soma dos k maiores autovalores da matriz Laplaciana de um grafo G com seu
namero de arestas mais um fator combinatorio (que depende do valor k adotado) é uma das
questoes interessantes e que esta em aberto na literatura. Essa mostra diversos trabalhos
que tentam provar tal conjectura. Em 2013, Ashraf et al. estenderam essa conjectura
para a matriz Laplaciana sem sinal e provaram que ela é valida para a soma dos 2 maiores
autovalores e que também ¢é valida para todo k, caso o grafo seja regular.

Nosso trabalho aborda a versao dessa conjectura para a matriz Laplaciana sem sinal.
Conseguimos obter uma familia de grafos que satisfaz a conjectura para a soma dos 3
maiores autovalores da matriz Laplaciana sem sinal e a familia de grafos split completo
mais uma aresta satisfaz a conjectura para todos os autovalores. Ainda, baseado na
desigualdade de Schur, conseguimos mostrar que a soma dos k menores autovalores das
matrizes Laplaciana e Laplaciana sem sinal sao limitadas superiormente pela soma dos k
menores graus de G.
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Capitulo 1

Introducao

A Teoria dos Grafos ¢ um ramo da matematica discreta que estuda as relagoes entre os
objetos de um determinado conjunto. Para tal, sao empregadas estruturas chamadas de
grafos e comumente denotadas por G(V, E), onde V' é um conjunto ndo vazio de objetos,
denominados vértices, e /¢ um conjunto de pares nao ordenados dos elementos de V/,
chamado arestas. Estruturas que podem ser representadas por grafos estao em toda parte
e muitos problemas de interesse pratico podem ser formulados como questoes sobre certos
grafos. Um exemplo classico do uso de grafos é o “problema do caizeiro viajante”, que
visa determinar a menor rota para percorrer uma série de cidades (visitando cada uma
pelo menos uma vez) e retornando a cidade de origem. Nesse contexto, cada cidade pode
ser representada como um vértice de um grafo e as estradas como as arestas do mesmo.
Assim, de um modo geral, a razao do grande interesse na Teoria de Grafos é porque redes
complexas, em varios ramos da ciéncia e da engenharia, tais como engenharia elétrica,
rede de computadores e moléculas bioquimicas podem ser modelados por grafos e suas

propriedades podem ser obtidas por algoritmos computacionais.

A representacao geométrica é extremamente tutil na visualizacdo de um grafo. En-
tretanto, extrair propriedades topologicas e/ou estruturais de um grafo apenas por visu-
alizagao torna-se um trabalho nao exequivel. Porém, um grafo pode ser convertido em
uma forma algébrica via matrizes. Quando um grafo é representado na forma matricial
algumas operacoes e propriedades podem ser realizadas. Assim, a partir da Teoria de

Grafos, uma area que vem cada vez mais se consolidando é a Teoria Espectral de Grafos
(TEG).



Introducgao

A Teoria Espectral de Grafos se preocupa com a relacao entre as propriedades algébri-
cas do espectro de certas matrizes associadas a grafos, como as matrizes de adjacéncia A,
laplaciana L ou laplaciana sem sinal () bem como a topologia dos mesmos. Os autovalores
e autovetores das matrizes associadas a um grafo sao os invariantes que formam o autoes-
paco de grafos. Nesse sentido podemos dizer que hé varias vertentes de estudo na Teoria
Espectral de Grafos, uma para cada tipo de matriz associada a um grafo. Muitas das
demonstragoes matemaéticas que relacionam a estrutura de um grafo com seu espectro
podem ser encontradas, por exemplo, nos livros de Norman Biggs [2], Dragos Cvetko-
vi¢ [10] e Chris Godsil [17]. Véarios trabalhos com aplicagoes diretas de TEG (coeficientes
de polindémios de Chebyshev, Identidade de Newnton, energia de um grafo, etc) podem
ser vistos, por exemplo, em [11], [15], [18], [19], [23], [24], [25] e [26].

Dentre as matrizes citada acima, a matriz laplaciana sem sinal vem ganhando nos
ultimos anos um forte destaque no estudo da TEG. As referéncias [1], [8], [9], [12], [20],
[21], [28], [30], [33] e [35] trazem, por exemplo, alguns resultados em TEG relacionados
a matriz ). A fim de dar uma motivacao para a escolha da matriz laplaciana sem sinal,

apresentamos algumas definigoes e resultados computacionais relevantes.

Grafos com o mesmo espectro associado a uma matriz M sao chamados de grafos
coespectrais em relacao a M, ou grafos M-coespectrais. Um grafo (G5 coespectral ao grafo
(1, mas nao isomorfo a GGy é chamado de companheiro coespectral de G. Seja entao G um

conjunto finito de grafos e G’ um subconjunto de G que tem um companheiro coespectral
| /

4

em relagao a M. A tabela abaixo, que pode ser vista em [21] e [30], descreve as incertezas

em G em relagao a uma matriz M. A razao é chamada de incerteza espectral de G

espectrais r,, em relacao a matriz A, s, em relacao & matriz L e t,, em relacao & matriz

(), para todos os grafos com n vértices, 2 < n < 11:

n| |2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

r, [0 0 0 0.059 0.064 0.105 0.139 0.186 0.213 0.211
5,10 0 0 0 0.026 0.125 0.143 0.155 0.118 0.090
t, [0 0 0.182 0.118 0.103 0.098 0.097 0.069 0.053 0.038

Podemos ver que os ntmeros de t, sao menores que os nimeros de r, para n > 7.
Ainda, a sequéncia t,, é decrescente para n < 11, enquanto que a sequéncia r, é crescente

para n < 10. Essa é uma forte evidéncia de que estudar grafos a partir do espectro da



Introducgao

matriz () é mais eficiente que o espectro da matriz de adjacéncia. Uma vez que o espectro
da matriz laplaciana sem sinal traz melhores propriedades (sdo todos valores reais e nao
negativos, por exemplo), em comparagao com os espectros de outras matrizes associadas
a grafos comumente utilizadas (como adjacéncia e laplaciana), uma ideia expressa em [30]
foi que, entre as matrizes associadas a grafos, a matriz laplaciana sem sinal parece ser
mais conveniente para o uso no estudo de propriedades de grafos. Por esta razao, focamos

nosso estudo na matriz laplaciana sem sinal ().

Em Teoria Espectral de Grafos, a conjectura proposta por Brouwer e Haemers [3| que
associa a soma dos k maiores autovalores da matriz laplaciana de um grafo G com seu
numero de arestas mais um fator combinatério que depende do valor k£ adotado é uma
das questoes interessantes e que esta em aberto na literatura. Recentemente, Ashraf et
al. [1] estenderam essa conjectura para a laplaciana sem sinal e provaram que ela é valida
para a soma dos 2 maiores autovalores da matriz laplaciana sem sinal e que a conjectura

é valida para todo k caso o grafo seja regular.

Nosso trabalho baseia-se numa versao dessa conjectura para a matriz laplaciana sem
sinal. Conseguimos obter uma familia de grafos que satisfaz a conjectura para a soma dos
3 maiores autovalores da matriz laplaciana sem sinal e a familia de grafos split completo
mais uma aresta que satisfaz a conjectura para todos os autovalores. Ainda, baseado
na desigualdade de Schur [22], conseguimos limitar superiormente a soma dos menores
autovalores das matrizes laplaciana e laplaciana sem sinal pela soma de seus menores

graus.

No Capitulo 2, introduzimos conceitos da Teoria de Grafos bem como a Teoria Es-
pectral de Grafos, trazendo definigoes, teoremas e resultados que serao tteis ao longo
do trabalho. O Capitulo 3 apresenta os resultados ja conhecidos sobre o tema proposto
nesta tese. No Capitulo 4, abordamos os novos resultados que obtivemos em TEG, com
as devidas demonstragoes dos resultados e devidas conclusoes/perspectivas futuras. No
Apéndice, colocamos os codigos dos programas! que auxiliaram as diversas operacoes

matematicas que apareceram em muitas demonstragoes.

IProgramas feitos no software Wolfram Mathematica®.
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Capitulo 2

Grafos e Teoria Espectral de Grafos

Neste Capitulo apresentamos os conceitos bésicos da Teoria de Grafos e da Teoria
Espectral de Grafos e suas principais caracteristicas, através de defini¢oes, exemplos e
alguns resultados que serao utilizados ao longo do trabalho. As principais referéncias
utilizadas foram (2], [3], [5], [9], [10], [12], [14] e [17]|. Ainda, os teoremas ja presentes na
literatura e que apresentam suas demonstracoes foram feitos com a intengao de melhor

esclarecer seus resultados, em uma forma mais detalhada e nao tao imediata.

2.1 Grafos: Definicoes, propriedades e modelos.

Um grafo G = G(V, E) consiste de um conjunto de vértices V', com |V| =n, e de um
conjunto de arestas E com |E| = e(G) que relacionam vértices e arestas. Dois vértices
v; e v; de um grafo G sao chamados de adjacentes se h4 uma aresta e;; conectando-os.
Os vértices v; e v; sao chamados de incidentes a aresta e;;. Duas arestas distintas de G
sao adjacentes se elas tém um vértice em comum. O grau de um vértice, denotado por
d;, € igual ao nimero de vértices adjacentes ao vértice v;. O vetor de graus, denotado
por d(G), é formado por cada um dos d; de tal forma que d; > diyq, i = 1,2,...,n.
O grafo G da Figura 2.1(a) é composto por 7 vértices e 7 arestas, onde o conjunto de
vértices é dado por V(G) = {vy, v, v3, 04, 5, V6, 07}, 0 conjunto de arestas por E(G) =

{e12, €3, €34, €36, €45, €46, €67} € 0 vetor de graus d(G) = (3,3,3,2,1,1,1).



Um grafo pode ser nao direcionado ou direcionado (digrafo), como mostram os
grafos das Figuras 2.1(a) e 2.1(b), respectivamente. Em um grafo nao direcionado, a
direcao das arestas ¢é irrelevante. Em outras palavras, e;; = ej;. Grafos quimicos, por
exemplo, que representam ligacoes entre dois dtomos, sao representados por grafos nao
direcionados. Por outro lado, uma aresta (ou arestas) em um digrafo é direcionada, de
tal forma que e;; nao é necessariamente igual a ej;. Nesta tese lidamos apenas com grafos

nao direcionados.

(a) Grafo nao direcionado. (b) Grafo direcionado (digrafo).

Figura 2.1. Exemplos de grafos nao direcionado e direcionado.

Um multigrafo é um grafo em que alguns de seus vértices podem ser conectados por
mais de uma aresta (como exibido na Figura 2.2). Os vértices vy e vy no grafo da Figura
2.2 estao conectados por duas arestas. Ja no vértice vs ha um loop que junta o vértice nele
mesmo. Grafos sem multiplas arestas e loops sao chamados de grafos simples. Neste

estudo focaremos apenas nos grafos simples.

U1

Figura 2.2. Multigrafo com loop.

Um grafo completo, denotado por K,, é um grafo simples em que todo vértice é

adjacente a todos os outros vértices. Uma propriedade dessa classe de grafos é que eles

-1
Z) = M A Figura 2.3 mostra alguns exemplos

tém o nimero de arestas dado por < 5

de grafos completos.



(a) Kp: 0 arestas (b) Ks: 1 aresta (c) K3: 3 arestas

(d) K4: 6 arestas (e) Ks: 10 arestas (f) Kg: 15 arestas

Figura 2.3. Exemplos de grafos completos.

Um grafo linha £(G) de um grafo G é um grafo cujos vértices correspondem as
arestas de G e um par de vértices esta conectado por uma aresta em L(G) se, e somente
se, esses vértices sao adjacentes em G. A Figura 2.4 mostra um exemplo de um grafo com

seu respectivo grafo linha.

e

11
€11 e12 l

‘

e

€14 v

o e A

€15

Figura 2.4. Exemplo de um grafo e seu grafo linha £(G) (a direita)

Um grafo vazio com n vértices é um grafo composto por n vértices isolados, sem
arestas. Esses grafos sdo também chamados de grafos nulos (embora o termo grafo nulo

também ¢é usado para se referir, em especial, para o grafo vazio com nenhum vértice e,



portanto, nenhuma aresta).

Um conjunto independente de vértices de um grafo G é um subconjunto S de
vértices de G tal que nao existem dois vértices adjacentes contidos em S. Em outras
palavras, se v; e vy sao vértices quaisquer de um conjunto independente, entao nao ha
aresta conectando v; e vy. A Figura 2.5 mostra um exemplo de um grafo nulo G; e

de um grafo Gy que possui um subconjunto S, com 4 vértices independentes, a saber,

Sy = {115,?)8,?19,1110}-

v7
V6

U2

V5 v4
[ v3
(a) Grafo G, (b) Grafo G

Figura 2.5. Exemplo de um grafo nulo G; e de um grafo G5 com 4 vértices independentes.

2

Um passeio em um grafo é uma sequéncia de vértices em que cada dois vértices
consecutivos sao ligados por uma aresta. Assim, um passeio com k vértices possui k — 1
arestas. Um caminho (de comprimento k) em um grafo nao direcionado é formado por
uma sequéncia alternada vy, €12, Vs, €23, . . . , Uk, €k k+1, Vk+1 de vértices vy, va, ..., Uk, Vky1 €
arestas ejg, €23, . . . , € k41 tal que, paratodoi =1,2,...,n, v; ¢ distinto de v;4; e um ciclo
é um passeio onde os vértices inicial e final coincidem. Um passeio e um ciclo de tamanho
n sao comumentes denotados por P, e C,, respectivamente. A Figura 2.6 mostra um
exemplo de um grafo que contém um ciclo C3 (formado pelos vértices vs, vy, vg) € com

diversos caminhos (por exemplo, o caminho P5 que passa pelos vértices vy, vg, vs, vg, V7).

Um subconjunto A C V' de um grafo é conexo se quaisquer dois vértices em A podem
ser conectados (ligados) por um caminho tal que todos os pontos intermediarios também
estao em A. Um subconjunto A é chamado de componente conexa se ele é conexo e se
nao ha conexoes entre os vértices de A e A¢, onde A€ representa o conjunto complementar
de A,isto ¢, V\ A=A onde V\A={v]|veVeuv¢ A} Os subconjuntos nao vazios
Ay, Ay, ..., Ay formam uma particao do grafose 4,NA; =0e AyUAU...UA, = A

A Figura 2.7 mostra um grafo conexo com partigoes Ay, Ay e As, onde A; = {vy, va, v3},



v
v 7

U5

U1
v3 V6

Figura 2.6. Exemplo de um passeio dado pela sequéncia de vértices vy, va, v3, vg, v7 € do ciclo Cj
dado pela sequéncia de vértices vs, v4, Vg

Ay = {04,1)5,1167@7} e Az = {U87U97U107U117U12}-

\
[ vg
1
1

10 K

U8

Al A2 \\:4‘9:~—”’

Figura 2.7. Grafo conexo formado pelo conjunto de partigoes A = A; U As U A,

Um grafo G(V, E) ¢é dito k-partido se existir uma particao P = {V; | V,NV; = 0,
i#£7,i=12,... k, k <n} tal que nao existam ligagoes entre elementos de um mesmo
Vi, ou seja, todas as ligacoes de G s@o da forma (p,q) tais que p € V; e ¢ € V}, i # j.
Em particular, quando k£ = 2 o grafo é chamado de grafo bipartido. Assim, um grafo
bipartido ¢ um grafo que nao contém qualquer ciclo de comprimento impar. Consequen-
temente, um grafo bipartido completo é um tipo especial de grafo bipartido onde cada
vértice do conjunto V; esté associado a cada vértice do conjunto V5. Denotamos por K, ,
um grafo bipartido completo com partigoes de tamanhos m e n. O grafo bipartido com-
pleto K,,_;1 1 é chamado de estrela e é denotado por S,,. A Figura 2.8 mostra exemplos de
grafos bipartidos. Em 2.8(a) tem-se um grafo bipartido qualquer, em 2.8(b) o bipartido

completo K53 e, em 2.8(c), o grafo estrela Sg, que é o grafo bipartido completo K 5.

Um grafo ponderado é um grafo em que os vértices e/ou as arestas sao discriminadas
uma das outras atribuindo diferentes valores, a qual chamamos de pesos, para cada um

deles. Os vértices vy, v, v3, U4, U5, Vg, v7 N0 grafo da Figura 2.9(a) tém pesos 0.5, 0.5, 0.9,

9



(a) Grafo bipartido. (b) Grafo bipartido K5 3. (¢) Grafo estrela Se.

Figura 2.8. Exemplos de grafos k-partidos.

0.7, 1.1, 1.3 e 1.5, respectivamente. Na Figura 2.9(b) as arestas tém pesos diferenciados.

v7(1.5)

(a) Exemplo de grafo com vértices ponderados. (b) Exemplo de grafo com arestas ponderadas.

Figura 2.9. Exemplos de grafos ponderados.

Um subgrafo G’ = (V' E’) de um grafo G = (V, E) ¢ um grafo tal que V' C V e
E' C E. A Figura 2.10(a) mostra um exemplo de um grafo e dois possiveis subgrafos do
mesmo. O subgrafo (G — v) foi obtido do grafo G excluindo o vértice v e suas arestas
incidentes. O vértice vs no grafo 2.10(b) foi excluido e o grafo 2.10(c) foi obtido. O
subgrafo (G'\ S) é o subgrafo obtido a partir da remogao das arestas de S do grafo G. O
grafo 2.10(d) foi obtido do grafo 2.10(b) excluindo a aresta ejs.

Uma clique em um grafo G com n vértices ¢ um subconjunto de G com t vértices
(t < n) tais que cada dois vértices do subconjunto sdo conectados por uma aresta. Em
outras palavras, uma clique é um subgrafo completo com t vértices do grafo GG. Nesse
caso dizemos que o grafo G possui uma clique de tamanho ¢t. A Figura 2.11 apresenta

dois grafos, um com uma clique de tamanho 4 o outro com uma clique de tamanho 7.
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vt

vr vt
V4 v4 V4
v2 v2 v2
V3 v3 V3
V6 v6

(a) Exemplo de um grafo (a esquerda) e dois subgrafos (ao centro e a direita)

(rd V7 vr
v2 v2 v2
vy vy vy
U3 U3 U3
VUE,
V6 v " v

(b) Grafo G (c) Grafo (G — vs) (d) Grafo (G — e12)

Figura 2.10. Exemplos de grafos com alguns respectivos subgrafos.

v1 U2 U3 V4

U5 V6

v7 U8

Figura 2.11. Exemplos de grafos com cliques de tamanho 4 (a esquerda) e tamanho 7 (& direita).

Um isomorfismo dos grafos G} e G5 é uma bije¢ao entre os conjuntos de vértices de

11



Gl € G2
f : V(G1> — V(Gg)

de tal forma que quaisquer dois vértices v; e v; de G sao adjacentes em G se, e somente
se f(v1) e f(veg) sao adjacentes em Gy. Notagao: G ~ (. Isso quer dizer que dois grafos
sao isomorfos se ele preserva o niimero de vértices, arestas e graus dos vértices. A Figura

2.12 mostra um exemplo de dois grafos que sao isomorfos. Um isomorfismo entre G| e G,

é dado por
flo) =z f(v2) = 24 fv3) = 2 f(vg) = 2
flus) =2 f(ve) = 28 fvr) = 2 f(vg) = 23.
v1 v2 V3 V4 z1 zZ4
z5 28
26 27
3
U5 V6 v7 V8 z2 z3
(a) Grafo G4 (b) Grafo Gs

Figura 2.12. Exemplos de grafos G; e Gy com G1 ~ Gs.

O grafo complementar de um grafo GG, denotado por G, ¢é o grafo que tem o mesmo
conjunto de vértices de G e dois vértices formam uma aresta em G se e somente se nao

formam uma aresta de G. A Figura 2.13 mostra um grafo G e seu grafo complementar G.

v2 V4 v2 V4
i v3 \ K
! K V1 v

V1 V5

5

(a) Grafo G (b) Grafo G

Figura 2.13. Exemplos de um grafo G e seu grafo complementar G.
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A seguir, as operacoes de juncao e uniao de grafos sao definidas.

Definicao 2.1.1. Sejam G1(V1, Ey) e Go(Va, Es) grafos disjuntos com Vi, Vo e Ey, Ey seus
respectivos conjuntos de vértices e arestas. A uniao G1 UGy € o grafo (Vi U V,, B U Es).
A juncgao (join) G = G1V Gy € obtida de G U Gy onde cada vértice de Gy € ligado por

uma nova aresta a cada vértice de Gs.

A Figura 2.14 mostra dois grafos GG; e G5 e seu grafo join G = G V GGy. As arestas

em laranja sao as novas arestas obtidas ao ligar cada vértice de G; a cada vértice de G.

G1 = Ko
[ ]
U1 v2 U1 v2
o——— 0 ——— o
v3 U5 v3 U5
Go = Ps L
va [ va G =G1 VG,

Figura 2.14. Exemplos de grafos G; e G5 (& esquerda) e seu grafo join G = Gy V G2 (& direita)

Um grafo split é um grafo cujos vértices podem ser particionados em uma clique e um
conjunto independentes de vértices. Quando todos os vértices do conjunto independente
de um grafo split estao conectados aos vértices da clique dizemos que ele é um grafo split
completo, e denotamos por C'S¥, onde k ¢ o tamanho da clique e n — k é o tamanho do
conjunto independente de vértices. Além disso, um grafo split completo pode ser escrito
como o join OS* = K, V K,_. A Figura 2.15 mostra um modelo de grafo split e um

modelo de grafo split completo.

2.2 Teoria Espectral de Grafos.

A Teoria Espectral de Grafos é uma linha de pesquisa que atua na fronteira entre
a Algebra Linear e a Teoria de Grafos. Um dos principais instrumentos dessa teoria
baseia-se no uso de autovalores e autovetores de matrizes associadas a grafos, que trazem

informacoes a respeito da topologia dos mesmos.
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Figura 2.15. Exemplo de um grafo split G (4 esquerda) e o grafo split completo C'Sp (& direita)

A representacao geométrica é extremamente util na visualizagao de um grafo. En-
tretanto, um grafo pode ser representado em uma forma algébrica via matriz. Quando
um grafo é representado na forma matricial algumas operagoes e propriedades podem
ser realizadas. Solugoes analiticas podem ser obtidas e algoritmos numéricos podem ser
aplicados. A razao de um grande interesse na teoria espectral de grafos é porque redes
complexas em varios ramos da ciéncia e engenharia, tais como engenharia elétrica, rede
de computadores, moléculas bioquimicas de grande porte podem ser obtidas por algorit-
mos computacionais. O tipo de representacao matricial depende das propriedades a qual
procuramos. A matriz mais comum é a matriz de adjacéncia, que contém informacgoes

béasicas sobre as conexoes de vértices de um grafo.
A matriz de adjacéncia A = A(G) de um grafo nao direcionado G com n vértices é a

matriz simétrica n x n cujos elementos a;; sao definidos da forma:

W = ) Wi sei#jee;€ L]
ij = o
0, sei=joue; ¢ FE,

onde w;; = 1 para um grafo nao ponderado ou w;; assume o valor do peso da aresta e;;

em um grafo ponderado.

As matrizes de adjacénciados grafos G e G’, o primeiro nao-ponderado e o segundo

ponderado, exibidos nas Figuras 2.6 e 2.9(b), respectivamente, sao
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0100000 0 0508 0 0 0 0
1010000 05 0 15 0 05 0 0
0101010 08 1.5 0 15 0 15 17
AG=loo10110]|, A= o0 o 15 0 0o o o |,
0001000 0 05 0 0 0 0 17
0011001 0 15 0 0 0 0
0000010 0 1.7 0 1.7 0

onde os coeficientes de A(G") sao dados pelos pesos das arestas do grafo correspondente.

A Matriz de Incidéncia R = R(G) de um grafo simples nao direcionado G' com n

vértices e m arestas ¢ a matriz n X m cujos elementos r;; sao definidos da forma:

1, se a aresta e; ¢ incidente ao vértice v;;
Tij = -
0, caso contrario.

A Figura 2.16 abaixo exibe um grafo simples nao direcionado e a sua respectiva matriz

de incidéncia.

11000001
10110010
- 01 10000O0O0
00011O0O0T1
00001110
000O0O0OT1O0®O0

Figura 2.16. Grafo Simples com 6 vértices e 8 arestas e sua matriz de incidéncia, de ordem 6 x 8.

Duas outras matrizes bastante utilizadas em Teoria Espectral de Grafos sao as matrizes

laplaciana e laplaciana sem sinal de um grafo GG, dadas respectivamente por:
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onde D(G) é uma matriz diagonal n xn tal que d;; = d(v;) e A(G) é a matriz de adjacéncia

do grafo GG. A matriz dos graus do grafo exibido na Figura 2.6, por exemplo, é dada por

S

I
S O O O o O =
S O O O O N O
S O O O Ww o O
S O O w o o O
o O = O O O O
S W o O O o O
_ o O O O o O

donde as matrizes laplaciana e laplaciana sem sinal do referido grafo sao dadas, respecti-

vamente, por:

1 -1 0 0 0 0 O 11700000
-1 2 -1 0 0 0 O 1210000
o -1 3 -1 0 -1 0 0131010
L= o o0 -1 3 -1 -1 0 ; =10013110
o o0 0 -1 1 0 0 0001100
o o0 -1 -1 0 3 -1 0011031
o o0 0 o0 0 -1 1 000O0O0OT11

Técnicas espectrais sao utilizadas, com muita frequéncia, em redes de computadores
para a identificacao de clusters (agrupamentos) e similaridades, etc. Ainda, padroes de
conectividade podem ser deduzidos da anélise espectral de grafos conexos. A obtencao de
informagoes sobre a topologia da rede implicita nos autovalores e autovetores de matrizes
associadas a grafos é o principal objetivo da Teoria Espectral de Grafos. Wilf ( [34]),
por exemplo, relacionou o maior autovalor da matriz de adjacéncia, A;(G), com o niimero

cromético da rede, x(G), da seguinte forma: x(G) <1+ A\ (G).

Abaixo apresentamos algumas defini¢oes e teoremas da Algebra Linear que serao tteis

para o estudo do espectro de A, L e () utilizados nas se¢oes subsequentes.

Sejam V um espago vetorial sobre um corpo F e T': V — V um operador linear. Se
existirem v € V, nao nulos, ¢ A € F tais que T'(v) = Av, entdo o escalar A € F é um

autovalor de T e o elemento v é um autovetor de 7T associado ao autovalor \.
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Ainda, definimos o polinémio caracteristico do operador T' como sendo o polinémio
dado por det(A — M), onde M é a matriz do operador T com rela¢do a alguma base
ordenada de V.

Seja G um grafo simples com n vértices e seja M uma matriz real e simétrica associada
a G. O polindomio caracteristico det(A\] — M) é chamado de M-polindémio de G e sera
aqui denotado por Mg(\). Os autovalores de M (ou seja, as raizes de det(M — AI))
e o espectro de M (o conjunto formado pelos autovalores de M) sdo chamados de M-

autovalores e M-espectro de GG, respectivamente. O maior autovalor de M é chamado

de M-indice de G.

Em particular, se M é igual a uma das matrizes A, L e (), entao os autovalores cor-
respondentes sao chamados de A-autovalores, L-autovalores e ()-autovalores. Neste
trabalho os autovalores de A, L e () serao denotados, respectivamente, por Ay, Ag, ..., Ay,

W1y [h2, - -« s fbn € 1, G2, - - -, ¢ de tal forma que:

A Z A= 2 Ay,
P Z 2 Z e 2 i,
G =G 2
Esses sao as raizes dos polindmios caracteristicos Pg(z) = det(xl — A), Lg(x) =

det(xl — L) e Qg(x) = det(x] — Q). Os maiores autovalores de cada uma dessas trés

matrizes, isto é, A1, uy e qi, sao os A-indice, L-indice e Q-indice de G, respectivamente.

Teorema 2.2.1. Seja M uma matriz real simétrica. Se u e v sao autovetores de M com

diferentes autovalores, entdo u e v sao ortogonais.
Teorema 2.2.2. Os autovalores de uma matriz real simétrica M sao reais.

Teorema 2.2.3. Seja M uma matriz real simétrica de ordem n X n. FEntao R™ possui

uma base ortonormal de autovetores de R™.

Teorema 2.2.4. Se M ¢ uma matriz real simétrica, entao existem matrizes P e D tais
que PP' = P'P = I ¢ PMP! = D, onde D é uma matriz diagonal composta pelos

autovalores de M e P uma matriz ortonormal composta pelos autovetores de M.

Teorema 2.2.5. O polinémio caracteristico Mg(x) = pox™ + p1z" ' + ... + pp_12' + py

de uma matriz quadrada M € ménico, ou seja, o coeficiente py de Mg(x) € igual a 1.
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Teorema 2.2.6 ( [10], [14] pg.5). Seja M uma matriz quadrada de ordem n. Suponhamos

que M seja da forma:

Mll M12 Mlk
M= M21 MQZ M2k: 7
Mkl Mk2 Mkk

onde M;;,1 < 4,5 <k, € uma matriz de ordem n;, x m; tal que suas linhas tém soma

constante igual a c;j. Seja entao a matriz

€11 Ci2 - Cik

Co1 Co2 -+ Cok
RM = ] o ] ,

Ck1 Ck2 - Cik

onde RM € chamada de matriz reduzida associada a matriz M. Entao, o polindmio

caracteristico de RM divide o polindmio caracteristico de M.

Teorema 2.2.7 ( [10], [31]). Sejam G um grafo com n vértices, L a matriz laplaciana de

G ex = (x1,29,...,2,)" € R". Entao:

(i) o'Lx = Zaij (2, — x;)° < Z:(ﬂz:Z — ;)%

i<j i<j
(i) L é simétrica e semi definida positiva, isto €, 'Lz >0 e pu; >0, i =1,2,...,n;
(iii) O menor autovalor de L é 0 com autovetor associado 1 = (1,1,...,1)".
Demonstracao.

(i) Como Z a;; = d; temos:

j=1
n n n
2
?Lx= 2Dy — 2 Ax = g dix; — g E T
i=1 i=1 j=1
n n n n n n
2 2
= E E i | @ - E E LT = E § :(“z’m — aiji;)
=1 7j=1 i=1 j5=1 i=1 j=1
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_ E 2 2 _ E /‘ 2 2
= (Gijilfi — aijxi:cj + Cljil'j — aﬂxj:vi) = aij (Z'Z — 2.%'1']7]' + .77]-)
1<j 1<y

= > aiy (x — ;) > (wi— )’

1<J 1<J

IN

(11) L ¢ simétrica por defini¢ao. Por (i) temos x'Lx > 0. Assim, se z for um autovetor

de L associado ao autovalor pu, temos z'Lx = x'ux = pztz = ul|z|| < p > 0.

n n n t
(ZZZ) L1 =D1- Al = (d117d22, NP ,dnn)t - (Z a1, Za2j’ ceey Zanj> =0.
i=1 i=1 1=1

]

Baseado no Teorema 2.2.7, podemos obter um resultado semelhante para a matriz @),

bem como para a multiplicidade do autovalor nulo de L.

Teorema 2.2.8 ( [10]). Sejam G um grafo com n vértices, Q a matriz laplaciana sem

sinal de G e x = (11,79, ...,1,)" € R". Entao:
(i) 2'Qu =Y (mi+ ;)%
1<j
(i) Q € simétrica e semi definida positiva, isto €, 'Qx >0 eq >0, i=1,2,...,n.

Teorema 2.2.9 ( [10]). Seja G um grafo nao direcionado. Entdo a multiplicidade k do
autovalor 0 de L € igual ao nuimero de componentes conexas Ay, A, ..., A,. O autoespaco

do autovalor 0 € gerado pelos autovetores 14, 1a,,..., 14, dessas componentes.

Os proximos teoremas nos dao condi¢oes de obter uma relagao entre os polinémios
caracteristicos da matriz @ e de A(L(G)), sendo L(G) o grafo linha de G.

Teorema 2.2.10 ( [17], pg.166 ). Sejam R(G) a matriz de incidéncia e L(G) o grafo
linha de um grafo G. Entao:

(i) R(G)'R(G) =21 + A(L(G));

(i) R(G)R(G)" = D(G) + A(G) = Q(G),

onde A(L(G)) representa a matriz de adjacéncia do grafo linha L(G) e I é a matriz
identidade.
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Teorema 2.2.11 ( [9]). Seja G um grafo com n vértices e e(G) = m arestas e L(G) seu

grafo linha. Entao:

Priy(z) = (z + 2™ "Qalz + 2). (2.1)

Demonstra¢ao. Sejam R a matriz de incidéncia n x m do grafo G e Q¢ (x) o polinémio

caracterisitico de ). Tomemos agora as matrizes U e V', ambas de ordem (n+m) x (n+m),

I, —R I,
v=|{" e V= i .

0 In Rt I,
Assim, temos:

I,—RR' 0 I, 0
v =" e VU=|" .
R xl,, xR zI, — R'R

Uma vez que det(UV) = det(VU), obtém-se:

em blocos,

det(UV) — det(VU) o
det((zI, — RR")(z1l,)) = det((zl,)(zl,, — R'R)) &
z™det((zl, — RR")) = a"det((xzl, — R'R)) <
™ "det((zI, — RR")) =  det((zl,, — R'R)) *

Pelo Teorema 2.2.10 temos que
A(L)=R'R—2I e RR'=Q,
e, portanto:

Pacylz) = det(wln — A(L))
- det((x +2)I,, — R'R)
= (z42)" "det((x +2)I, — Q)

det(xl,, — R'R + 21,,)
(x + 2)™ "det((x + 2)I, — RR")
(z +2)" " Qa(x +2)

[

seguindo o resultado. O

Uma vez conhecido o QQ-espectro, concluimos do Teorema 2.2.11 que os A-autovalores
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do grafo linha de GG sao dados por
q1 _2aq2 _27"'7Qn _2’_2m7n'

A respeito do menor autovalor de () temos os resultados a seguir.

Teorema 2.2.12 ( [9]). O menor autovalor da matriz laplaciana sem sinal QQ de um grafo

conexo € 0 se, e somente se, o grafo € bipartido. Nesse caso 0 é um autovalor simples.

Corolario 2.2.1 ( |9]). Em qualquer grafo, a multiplicidade do autovalor 0 da matriz Q

€ igual ao numero de componentes bipartidas.

E interessante notar, dos resultados exibidos nos Teoremas 2.2.9 e 2.2.12 e do Corola-
rio 2.2.1 que o -polindmio, juntamente com a informagao de uma das duas propriedades
em questao (conexao e bipartigao), nos permite obter as informagoes sobre a outra pro-
priedade. Se conhecemos o niimero de componentes do grafo, entao podemos decidir se
o grafo é bipartido ou nao, e se o grafo for bipartido, entao podemos descobrir se ele é

conexo ou nao.

Outra observacao importante é acerca do autovalor 0. Enquanto que na matriz L o
elemento 0 sempre é um autovalor e sua multiplicidade depende exclusivamente do nimero
de componentes conexas do grafo (Teoremas 2.2.7 e 2.2.9), na matriz ) o elemento 0 s6 sera
autovalor em grafos bipartidos e sua multiplicidade depende do niimero de componentes
bipartidas (Teorema 2.2.12 e Corolario 2.2.1). Porém, o préximo resultado traz uma

observagao importante acerca do espectro das matrizes L e Q).

Teorema 2.2.13 ( [9]). O Q-polinémio de um grafo € igual ao L-polinomio se, e somente

se, o grafo € bipartido.

Demonstracao. Seja G um grafo com n vértices e suponha que ele seja bipartido com
parti¢coes dadas por U e V' de tal forma que a particao U contenha k vértices de G e que
V' contenha t vértices (isto é, k +t = n). Consideremos também o Q-polinomio de G,

Qc(z), que é dado, nesse caso, pelo determinante da matriz em blocos

o Uk ‘kat(ZQ)
< ﬂ_(Mtxk<Zz> Vit ) 22)
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onde

diy — a1 0
Ukxi = 0 dyy — @2
o o o de-am
e
dk+1,k+1 — Thy1 0 o 0
Vist = 0 dito g2 — Tpyo -+ 0
6 o

sao matrizes diagonais (uma vez que, num grafo bipartido, todos os vértices de uma
parti¢cdo nao estao conectados por nenhuma aresta) e Myy;(Zs) é uma matriz de ordem

k x t cujas entradas sao, de forma aleatoria, todas iguais a 0 ou a 1.

Multiplicando por —1 todas as linhas correspondentes aos vértices em U (isto é, as
k primeiras linhas da matriz 2.2) e logo depois multiplicando por —1 as colunas corres-
pondentes aos vértices de U (k primeiras colunas da matriz 2.2 ) obtemos a matriz em

blocos

Ukxk ‘ —Mpxi(Zo) (2.3)
~Myr(Z) | Vixe ’ '

Portanto:

Qc(x) = det(Q — xI) =

Ukxk ‘ — Myt (Zo)
~Mpi(Z2) | Vit (2.4)

‘ Uik | Myxi(Zo) — (—D)R(=1)

Mtxk(Z2) %xt

= det(L —xl) = Lg(z).

Ukxk _kat<Z2>
— M (Zo) Vixt

]

Teorema 2.2.14 ( [3]). Seja G um grafo simples com n vértices, G seu grafo complemen-
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tar, L(G) a matriz laplaciana de G e 1 (G) > pa(G) > -+ > pun(G) = 0 seus autovalores.

Entao:

i) 1i(G) =n — pp_i(G) parai=1,2,...n—1;

i) 1 (G) < n.

Demonstracao.
i) Observemos que
L(G) + L(G) = L(K,)) = nl — Lxp,

onde 1,4, é a matriz de ordem n x n cujas entradas sao todas iguais a 1. O vetor

1,,%1 € um autovetor de L(G) e de L(G) associado ao autovalor 0. Seja entao x outro
autovetor de L(G) associado ao autovalor p. Podemos assumir que = é ortogonal a

1,,x1. Logo, 1,41z = 0 e, portanto,
nr = (nl — lyxn)z = (L(G) + L(G))z = L(G)z + L(G)x = px + L(G)z,
isto é,
L(G)x = nx — px = (n — p)x.

Assim, (n — ) é autovalor de L(G). Admitindo
i (G) = p2(G) = ... = pp-1(G) 2 pa(G) =0,

segue que:

1 (G) > 1(G) > ... = 1 (G) = p(G) =0 &
n—pn1(G)>n—p,2(G)>...>2n—u(G) >0 & ;
wi(G) =n— p,_(G) parai=1,2,..n—1

i) Uma vez que n — 1 (G) > 0 temos py(G) < n, seguindo o resultado.
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Teorema 2.2.15 ( |9]). Seja G um grafo com n vértices e m arestas. Entao m = _Tpl,

onde p; € o coeficiente de x"! no Q-polinomio de G.

Demonstragao. Seja Qg(x) = pox™ + p1a™ ' + ... + pp_12' + p, 0 Q-polindémio de G.
Sabemos que tr(Q) = 2m. Por outro lado, através das relagoes de Girard, e pelo fato de

po = 1 (Teorema 2.2.5) obtemos,

P1
ah+et...+q¢,=—"=—p1.
Do

Logo:

P
2m:t7’(@)=ql+qz+---+qn=—p1©m:—51-

]

Definicao 2.2.1. Dizemos que dois grafos sao M -coespectrais se eles possuem o mesmo

polinémio caracteristico Mg(x).

A partir da Defini¢ao 2.2.1 acima, temos o seguinte Teorema:

Teorema 2.2.16 ( [9]). Se dois grafos sao Q-coespectrais, entao eles sao A(L)-coespectrais.

Demonstragao. O resultado segue de imediato a partir da equagao (2.1), uma vez que

grafos (Q-coespectrais tém o mesmo ntmero de vértices e arestas. O

Entretanto, a reciproca do Teorema 2.2.16 nao é valida. Se dois grafos sao A-coespectrais
com relagao aos respectivos grafos linhas, entdo nao precisam ser necessariamente -
coespectrais. As Figuras 2.17 e 2.18 mostram, cada uma, um exemplo de dois grafos e de
seus respectivos grafos linhas.

Os grafos linhas em questao tém, ambos, polindmios caracteristicos iguais a
Pry)(x) = Pray)(z) = 2(2® — 2 — 4)(x — 1)(x + 1)?, enquanto que seus grafos de origem
tém, respectivamente, Q-polinomios iguais a Qg, () = x(x —1)*(z —2)(z —3)(z* —5x+2)
e Qa,(z) = 2*(x — 1)*(z — 2)(x — 3)(2? — 5z + 2). Perceba que o grafo da Figura 2.17(a)

possui 7 vértices, enquanto que o grafo da Figura 2.17(b) possui 8 vértices.

24



€12

€11 €14

€16

(a) Grafo Gy (b) Grafo Gy

Figura 2.17. Exemplos de dois grafos que sdo A-coespectrais com relagdo aos respectivos grafos
linhas e estes nao sdo (Q-coespectrais.

13 el e14
61/\614
‘\\\\\\\\\\\\'////////////~ €13
€12 e12 €15
e1s €16
e16
(a) Grafo linha de Gy (b) Grafo linha de Gs

Figura 2.18. Exemplos de dois grafos que sao Q-coespectrais

2.2.1 Grafos Regulares.

Uma importante ferramenta da Teoria Espectral de Grafos é reconhecer, através da
referida teoria, se um grafo é regular ou nao. Nesta Secao apresentamos alguns resultados

acerca de grafos regulares e as matrizes associadas A, L e Q.

Definicao 2.2.2. Seja G um grafo com n vértices e m arestas. Dizemos que G € regular
se cada vértice de G tem o mesmo numero de adjacéncias, isto €, cada vértice tem o

mesmo grau. Ainda, um grafo reqular de grau k é chamado de um grafo k-regular.

Observacao: Da propria definicao acima temos que todo grafo completo K, é um grafo

(n — 1)-regular e que todo ciclo C,, é 2-regular.

Teorema 2.2.17 ( |9]).
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(i) os A-autovalores de K, sio —1 (com multiplicidade n — 1) en — 1;
g . 2\ .
(i) Os A-autovalores de C,, sGo 2cos | —= |, j=0,1,2,...,n— 1.
n

Teorema 2.2.18 ( (9], [31]). Se G € um grafo k-regular, entio os L-autovalores e Q-

autovalores sao dados em funcao dos A-autovalores da forma

Wi =k—M € ¢Gg=k+X, i=12...n.

Demonstra¢ao. Uma vez que G é regular, segueque L=D—-A=klI—AeQ =D+ A=

kI + A . Assim, se v for um autovetor de A, entao:

Lv= (kI — A =kv—Av=Fkv—v=(k— M.
Qu= (kI +Av=Fkv+Av=Fkv+ v = (k+ Mv.

Teorema 2.2.19 ( [9]).
(i) Os L-autovalores de K, sao n (com multiplicidade n — 1) e 0;

(i1) Os Q-autovalores de K,, sio n —2 (com multiplicidade n — 1) e 2n — 2.;
. 2my\
(111) Os L-autovalores de C,, sao 2 —2cos | —= |, j=0,1,2,...,n—1;
n

o
(iv) Os Q-autovalores de C,,, (n > 3), sao 2 + 2 cos (lJ) ,j7=0,1,2...,n—1.
n

Demonstragao. Por definicao, K,, e C,, sao grafos regulares de ordem k =n —1e¢ k = 2,

respectivamente. Assim, pelos Teoremas 2.2.17 e 2.2.18:

(i)

Lvi:(n—l—)w)%z(n_l_(_l))vi:nvi’ 1=12...,n-1
Lv,=(n—-1=X,)=(n—1—(n—1))v, = 0v,.
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(i)

Qui=n—-1+N)vi=n—-1+(-1)v,=n—-2)v;, i=12...,n—1
Qu,=Mn—-1+X)=Mn—-1+(n—-1))v, = (2n—2)v,.

(iii)

o
Lv; = (2= X\)v; = (2—2cos(ﬂ))vi, i=0,1,2...,n—1.

(iv)

o
Qui = (24 \)v; = <2—|—2cos (ﬂ))vi, i=0,1,2...,n—1.

n

Teorema 2.2.20 ( |9]). Seja G um grafo reqular com n vértices e de grau k. Entao:

(1) Po(r) = Qalz +k);

(ii) Lo(z) = (~1)"Qa(2k - ).

Demonstragao. Uma vez que D = kI (pois G é regular), e que podemos escrever L =
2D-Q (L=D—-Ae@Q@=D+ A< L+Q=2D), temos:

(i) Qa(x+k) = det((x+k)I —Q) = det(xI + kI — (D+ A)) = det(x] + kI — D — A) =
det(xl + kI — kI — A) = det(z] — A) = Pg(x).

(ii) Lg(x) = det((x] — L) = det(x] —2D + Q)) = det(x] — 2kI + Q) = det((—1)(2k] —
ol = Q) = (=1)"det((2k — 2)I — Q) = (=1)"Qc(2k — ).

]

O resultado do Teorema 2.2.20 nos diz que, para grafos regulares, podemos associar os

polindémios da matriz de adjacéncia A e da laplaciana L com a matriz laplaciana sem sinal
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(). Assim, para grafos regulares, toda a teoria ja existente sobre o espectro das matrizes

A e L pode ser utilizada para obter o espectro da matriz Q).

Observacao: Os resultados apresentados no Teorema 2.2.19 poderiam também ser obti-

dos usando o Teorema 2.2.20, uma vez que, para o caso de K, temos:

L, (0) = (=1)"Qk, (2F) = (=1)"Qk, (2(n — 1)) = (=1)"Qx, (2n — 2).
Lk,(n) = (-1)"Qk,(2k — n) = (-1)"Qk,(2(n — 1) —n) = (-1)"Qx,(n — 2),

ou ainda

Px,in—1)=Qk,(n—14+k)=Qk,(n—14+n—-1) =Qk,(2n — 2).
Pr, (1) = Qk, (-1 + k) = Qk, (-1 4+ n—1) = Qk,(n — 2)

e, para o caso de C,,, temos:

Le, (2 ~ 2cos (2%» = (~1)"Qc, (%- (2 — 2cos (2%)» _
(—1)"Qc., <2 12— 24 2cos (2%» — (—1)"Qe, (2 +2cos <2%)> |

ou entao

e o () = o+ oo (22) = e(32))

Teorema 2.2.21 ( [9]). Sejam G um grafo com n vértices e m arestas e ¢, o Q-indice de
G. Entao:

(i) G é regular se, e somente se, 4m = nq;
it) Se G € reqular, entao seu grau € igual a & e o numero de componentes € iqual a
g Y g 9 g
multiplicidade de q;.
O préximo resultado, que caracteriza grafos regulares através da matriz de adjacéncia

A ( [10], pagina 104) pode ser estendido para a matriz laplaciana sem sinal Q.

Teorema 2.2.22 ( [9]). Um grafo G € reqular se, e somente se, a matriz Q) associada a

G tem um autovetor associado ao autovalor n cujas coordenadas sao todas iguais a 1.
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2.2.2 Analogias com a matriz A.

Os resultados examinados nesta subsecao foram obtidos aplicando-se a matriz laplaci-
ana sem sinal () o mesmo raciocinio utilizado para obter os resultados referentes a matriz
de adjacéncia A. Aqui consideraremos grafos num aspecto geral, em especial os nao

regulares (alguns resultados sobre grafos regulares foram apresentados na Segao anterior).

Da defini¢ao de caminho (descrita na Segao 2.1) podemos imaginar um caminho como a
trajetoria de um viajante ao longo das arestas através de uma representagao esquematica.
O viajante sempre caminha ao longo de uma aresta a partir de uma extremidade, de um
vértice para o outro. Suponha que agora seja permitido para o viajante mudar o trajeto
quando esse chegar no meio dele. Em vez de ele continuar ao longo da aresta (terminado o
trajeto, por exemplo, entre os vértices vy e vg1 por completo), ele pode voltar ao vértice
vi, e continuar o caminho por onde desejar. Ou ainda, partir do vértice vy, ir até o vértice
vgy1 € deste voltar para vy. (maiores detalhes sobre semi-caminhos podem ser obtidas

em [9]). Assim temos a seguinte defini¢ao de semi-caminho.

Um semi-caminho (de comprimento k) em um grafo néo direcionado é formado por
uma sequéncia alternada V1, €12,V2,€23, ..., Uk, €k k41, Vk+1 de vértices U1,U2y...,Vk, Vg1 €
arestas eja, €23, ..., € k41 tal que, para todo 7 =1,2,...,n, vy e viy sao vértices iniciais

e finais nao necessariamente distintos ligados pela aresta e; ;11.

O Teorema 2.2.23 exibe uma relagao entre a matriz () e o niumero de semi-caminhos

no grafo.

Teorema 2.2.23 ( [9]). Seja G um grafo e a matriz Q associada a G. A entrada q;; da
matriz Q% ¢ igual ao niimero de semi-caminhos de comprimento k, comecando pelo vértice

1 e terminando no vértice j.

Demonstracao. A demonstracao é andloga ao caso da matriz de adjacéncia, que pode ser
vista em [10], pg.44. O

n
Definimos T), = Z qf como sendo o k-ésimo momento espectral do espectro de Q).
i=1

Uma vez que Ty = tr(Q"), (devido a simetria de Q) obtemos o seguinte corolério:
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Corolario 2.2.2. Sejam G um grafo com n vértices, m arestas, t triangulos e graus dos

vértices dy, ds, . . .,d,. Entao:
(i) To =n; (iii) Ty = 2m + Z d2;
n =1
(ZZ) Tl = dl = 2771,' n n
; (iv) Ts=6t+3Y di+» d?.
i=1 i=1
Demonstracao.
(i) Imediato.

(11) Segue direto do fato de que Ty = tr(Q) = 2m.
=0

(iii) Ty = tr(Q?) = tr(A+ D)* = tr(A? + 2AD + D?) = tr(A?) + 2tr(AD) +tr(D?) =
tr(A%) +tr(D?) =2m+ Y _d7.

=0

——
(iv) T3 = tr(Q%) = tr(A 4+ D)* = tr(A43%) + 3tr(A%2D) + 3tr(AD?) +tr(D?) =

6t+3Y d +id§’.
i=1 =1

Definigao 2.2.3. TU-subgrafo.
Seja G um grafo conexo com n vértices e m arestas, onde m > n e
Qa(x) =) pir" " =pox" + pra" ' + ...+ poaz + pn
i=0

o @-polinomio de G. Os subgrafos gerados por G cujas componentes sao arvores ou
grafos uniciclicos impares (isto é, um grafo com um tnico ciclo e de comprimento

impar) sdo chamados de TU-subgrafos.

Definicao 2.2.4. Peso de um T'U-subgrafo.
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Suponha que H seja um T'U-subgrafo de G que contém c uniciclos e s arvores 71, 7a, . . ., Ts.
Entao, o peso W(H) de H ¢ definido como:

W) =[]+ BT,

onde |E(7;)| é o nimero de arestas da arvore ;.

Um resultado importante na Teoria Espectral de Grafos é que podemos expressar os
coeficientes de Q¢(z) em termos dos pesos dos T'U-subgrafos de G, conforme mostra o

Teorema abaixo:

Teorema 2.2.24 ( [9]). Dado o Q-polinémio de G, Qg(x) = pox"+p12" ' +.. .+ p1z+
Pn:

onde a somatoria € realizada sobre todos os T'U-subgrafos H; de G com j arestas.
Observe que os coeficientes dependem exclusivamente da contagem de subgrafos que
sejam uniciclicos impares ou arvores.
Exemplo 1.
Neste exemplo mostramos uma aplicacao direta para a determinacao dos coeficientes

do polinémio caracteristico Q¢ (x) através dos TU-subgrafos. Assim, seja o grafo exibido

na Figura 2.19:

V1 U3

V2 V4

Figura 2.19. Grafo G usado como base do Exemplo 1
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O @-polindémio desse grafo ¢é igual a:

_ _ 2 _ 3 4
Qc(r) =16 —40x + 32 2°— 10z + 2"
P4 p3 p2 pP1

Assim, em concordancia com Teorema 2.2.24, sejam H; ; todos os j subgrafos do grafo

da Figura 2.19 com exatamente i arestas.

OHL]‘
Hi, Hi His Hiy Hys
Temos, para j = 1,2,---,5, cada H;; ¢ um TU-subgrafo composto por uma arvore,
donde:

W(H, ) = W(H,,) = W(H3) = W(Hy4) = W(H.5) =2

e, portanto,

5
pr=Y (-)'W(Hy;)=—-(2+2+2+2+2)=-10.

Jj=1

OHQJ
Hsy, Hy, Hj 3 Hj 4 Hy s
Hyg Hjy 7 Hyg Hag Hs 0
Temos, para j = 3,4,---,10, cada Hy; é um TU-subgrafo composto por uma tnica
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arvore, donde
W (Haz) = W(Hys) == W(Hyi) =1+2=3.

Nos casos de Hy 1 e Hyo, cada um deles ¢ um T'U-subgrafo composto por duas arvores,

cada uma com uma aresta, donde
2
W(Hyy) = W(Hyo) =4"T[A+ [E(T))) = 1+ D1 +1) =4
i=1
Logo,

10
pr=) (-1P°W(Hy;) =4+4+3-8=32

Jj=1

.Hg}g

N [

His, Hjs Hj s Hs, Hj s
Hsg Hs 7 Hsg Hs g Hs 19

Temos, para j = 1,2,---,10,j # {7,8}, cada H3; é um TU-subgrafo composto por

uma unica arvore, cada uma com trés arestas, donde:
W(Hs;)=14+3=4,1<j<10ej#7,8.

Nos casos de Hs7 e Hsg, cada um deles ¢ um T'U-subgrafo composto por um tnico ciclo

impar C3, donde,

W (Hzz) = W(Hzg) = 4' = 4.
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Logo,

7j

NN

4,2 Hy 3 Hy, Hyp

Temos, para j = 1,2, 3,4, cada H,; ¢ um T'U-subgrafo composto por um tnico ciclo.
Entretanto, o subgrafo H, s ndo ¢ um 7U-subgrafo, pois ndo ¢ nem uma arvore (pois
contém um ciclo), nem um ciclo impar. Assim, para determinar o coeficiente py do Q-

polinémio de G ele nao é levado em consideragao. Assim, teremos:
W (Hy1) = W(Hyp) = W(Hyz) = W(Hyy) = 4" =4,

e, portanto,

4

pa= Y (—1)*W(Hy;) =4-4=16.

j=1
- 3 ) .
Corolario 2.2.3 ([9]). p1 = —2m epy =a+ §m(m — 1) onde a € o numero de pares de
arestas nao adjacentes em G.
Teorema 2.2.25 ([9]). Seja G um grafo com n vértices com graus dos vértices dy,ds, . . ., d,

e q1 0o Q-indice de G. Entao:
2mind; < ¢;(G) < 2maxd,;.

Para um grafo conexo a igualdade ocorre em ambas as desigualdades se, e somente se, G

€ reqular.

O Teorema 2.2.25 acima é uma reformulagao direta do Teorema de Perron-Frobenius

(veja [16], p.83, [10], vol.II, p.64 e [9]) acerca do maior autovalor de uma matriz M. Entre-
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tanto, desigualdades mais fortes para ¢;(G), ¢2(G) e g3(G) podem ser obtidas, conforme

Veremos a seguir.

Teorema 2.2.26 ( |9]). Sejam G um grafo com n vértices e ¢ uma aresta de G. Entao:

0<¢u(G—¢) <qul(G) < gn-1(G—¢) < go1(G) < ... < (G) < @i (G —¢) < ¢ (G).

Suponhamos que o grafo G’ é obtido a partir de G “dividindo” um vértice v: isto é, se
vw s@o as arestas incidentes a v (w € W C V), entdo G’ é obtido de de G — v adicionando
dois novos vértices v e vy e arestas viw; (w; € Wy), vewy (wy € W), onde Wy U W, é

uma bipartigdo nao-trivial de W. Assim, temos o seguinte teorema:

Teorema 2.2.27 ( [9]). Se G’ ¢ obtido de um grafo conexo G dividindo qualquer um dos

vértices em outros dois vértices, entdo q1(G') < q1(G).

Teorema 2.2.28 ( |9]). Seja G um grafo com n vértices com graus dos vértices dy,ds, . .. ,d,
e q1 0 Q-indice de G. Entao:

min(d; + d;) < ¢1(G) < max(d; + d;),

onde (i,7) sao todos os pares de vértices adjacentes de G. Para um grafo conexo G, a
igualdade acontece em ambas as desigualdades se, e somente se, G € reqular ou semi-

reqular bipartido.

Teorema 2.2.29 ( |9]). Seja G um grafo conexo com n vértices e m arestas. Entao:

@ (G) < VAm +2(n —1)(n —2).

A igualdade acontece se, e somente se, G € um grafo completo.
Teorema 2.2.30 ( |9]). Seja G um grafo conexo com n vértices e m arestas. Entao:

2m

¢(G) <

— 2.
n_l—i—n

A igualdade € satisfeita se, e somente se, G é K,, ou S,,.

Teorema 2.2.31 ( |9]). Sejam G um grafo com n vértices e g, o Q-indice de G. Entao:

(1) ¢1(G) =0 se, e somente se, G nao possui arestas;
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(1)) 0 < 1(G) < 4 se, e somente se, todas as componentes de G sao caminhos;
(i1i) Para um grafo G conexo temos q1(G) = 4 se, e somente se, G € um ciclo ou um Sy.

Teorema 2.2.32 ( [12]). Seja G um grafo conexo com n vértices. Entao:
1 (G) < d,.
Teorema 2.2.33 ( [12]). Seja G um grafo conexo com n vértices. Se doy = n — 1, entdo:
(G)=n—2.

Teorema 2.2.34 ( [33]). Seja G um grafo com n vértices e v € V(G). Entao, para todo
i=1,2.. . .n—1,

¢i+1(G) =1 < ¢i(G —v) < q(G),

onde as igualdades acontecem se, e somente se, v € um vértice isolado.

Teorema 2.2.35 ( [8], |9]). Seja G um grafo conexo com n vértices. Entéo:
2 12 cos (E> < q(G) <2n -2,
n

onde as igualdades acontecem se G = P, (para o limitante inferior) e G = K,, (para o

limitante superior).
Teorema 2.2.36 ( [33]). Seja G um grafo com n vértices, vy,vy e vy vértices de G com
graus di; > dy > ds3, respectivamente. Entao:

(i) Sevi,vy e vy induzem a 3K, entdo q3(G) > ds;

(i1) Se vy,vy e vs induzem a K3 ou Py U Ky, entdo q3(G) > ds — 1;

(iii) Se vy, vy € vs induzem a Ps, entio q3(G) > ds — /2.
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Capitulo 3

Estado da Arte

Considere G(V, E) um grafo com n vértices e e(G) arestas. Relembremos que Q(G)
é sua matriz laplaciana sem sinal e g1 > ¢o > --- > @, seus autovalores, e que a matriz
laplaciana de G, L(G), e seus autovalores p; > ps > -+ > p, = 0. Uma questao
em aberto e interessante na literatura é: Quao grande pode ser a soma dos k maiores
autovalores das matrizes L(G) e Q(G)?

Neste capitulo apresentamos alguns resultados ja conhecidos e relacionados com a
questdo acima mencionada, a qual foi conjecturada por Brouwer e Haemers (veja [3])
para a matriz laplaciana L(G) e depois estendida por Ashraf et al.( [1]) para a matriz
laplaciana sem sinal Q(G). Para tanto, exploraremos em primeiro lugar os resultados
conhecidos para a matriz laplaciana L(G), seguidos dos resultados obtidos para a matriz

laplaciana sem sinal Q(G).

3.1 Resultados sobre a matriz laplaciana

Seja Sip(G) a soma dos k maiores autovalores das matrizes laplaciana de G. Deste

modo,

k
S(G) = Z“
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Relembrando que e(G) é o ntimero de arestas de um grafo G, introduzimos a seguir a

conjectura proposta por Brouwer e Haemers em [3] relacionando Si(G) e e(G).

Conjectura 3.1.1. Seja G um grafo com n vértices e e(G) arestas. Entao

sic) e+ ("),

para 1 < k <n.

Brouwer e Haemers em |3] verificaram a validade da conjectura através de testes com-
putacionais para a matriz laplaciana em todos os grafos com até 10 vértices e provaram
a conjectura para arvores e grafos threshold. Em 2012, Du e Zhou [13] mostraram que a
Conjectura 3.1.1 é verdadeira para grafos uniciclicos e biciclicos e Wang et al. mostra-
ram em [32] que a conjectura é verdadeira para grafos triciclicos (com k # 3) e florestas.

Observemos que para k = 1 a prova é simples se usarmos o Teorema 2.2.14, pois
i (G) < [V(H)| < e(@) + 1,

onde H é uma componente conexa de G com o maior nimero de vértices e |V (H)| a

quantidade de vértices da componente conexa H de G.

Teorema 3.1.1 ( [3]). A Conjectura 3.1.1 € vdlida para k =n e k =n — 1, isto €,

S 1 (G) = S,(G) < e(G) + (Z) < e(@) + (" ; 1).

Demonstracao. Por propriedades de matrizes tem-se que

tr(L) = Zm(G)-

Por outro lado, tr(L) = Zdi = 2¢(G) e, como S, 1(G) = S,(G) (uma vez que
pn(G) = 0) segue que S,_1(G) = S,(G) = 2¢(G). Portanto,
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Para o caso k = 2, Haemers et al. (2010) mostraram em [20] que a Conjectura 3.1.1 é

valida para qualquer grafo G com n vértices, ou seja,

pa(G) + p2(G) < e(G) + 3.

3.2 Resultados sobre a matriz laplaciana sem sinal.

Seja o invariante Ty (G) dado pela soma dos k maiores autovalores das matrizes lapla-

ciana sem sinal de GG. Deste modo,
k
i=1

Todos os resultados da secao anterior estao relacionados ao espectro da matriz lapla-
ciana L. Assim, baseado na mesma ideia adotada por Brouwer e Haemers ( [3]), Ashraf
et al. (2013) estenderam a Conjectura 3.1.1 para a matriz laplaciana sem sinal Q(G) e

propuseram a seguinte conjectura:

Conjectura 3.2.1. Seja G um grafo com n vértices e e(G) arestas. Entao

T (G) < e(G) + (‘“2”)

para 1 < k <n.

Ashraf et al. (2013) mostraram em [1] que a Conjectura 3.2.1 é valida para os casos

k=1, k=2 k=nek=n—1. Os autores provaram ainda que se GG é regular, entao
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a Conjectura 3.2.1 é vélida para todo 1 < k < n. Além disso, usando o banco de dados
McKay (veja [27]), provaram computacionalmente que a Conjectura 3.2.1 é valida para
todos os grafos com no maximo 10 vértices. Em 2014, Yang e You [35] provaram que a
Conjectura 3.2.1 é valida para grafos uniciclicos, biciclicos, triciclicos (com k # 3) e para

grafos conexos com k suficientemente grande.

Assim, com base nas ideias utilizadas em [1], [13], [20] e [35], bem como nos testes
computacionais realizados em [1]| para a matriz laplaciana sem sinal e os resultados ob-
tidos, nossa primeira proposta de trabalho foi investigar a Conjectura 3.2.1 para outros

valores de k, como descreveremos em detalhes no proximo capitulo deste trabalho.

3.3 Desigualdade de Schur.

Finalizamos este capitulo apresentando mais um importante resultado: a Desigualdade
de Schur. Essa sera utilizada mais adiante para a obtencao de uma desigualdade que

consiste na primeira contribuicao desta tese.

Teorema 3.3.1 (Desigualdade de Schur [22]). Seja M wma matriz real simétrica com

autovalores py > ps > -+ > p, e elementos na diagonal principal di > dy > -+ > d,.
k k

Entao, Zdi < Zpi para 1 < k <n.

=1 i=1

Podemos perceber que as matrizes L(G) e Q(G) se enquadram as hipoteses do Teorema
3.3.1, isto é, nesses dois casos particulares, a soma de seus k£ maiores autovalores é limitada

inferiormente pela soma dos k£ maiores graus dos vértices de G.

Assim, baseado no Teorema 3.3.1, conseguimos obter uma relagao para a soma dos k
menores autovalores das matrizes L(G) e Q(G) com os seus respectivos k menores graus
e também provar que a igualdade é satisfeita somente quando £ = n. As demonstragoes

de tais resultados sao apresentadas em detalhes no capitulo seguinte.
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Capitulo 4

Novos Resultados em TEG

Neste capitulo apresentamos alguns novos resultados em Teoria Espectral de Grafos.
Na primeira secao apresentamos limites superiores de nossa autoria para dois invariantes
que sao definidos em funcao de S,(G) e T,,(G). Nas se¢oes seguintes apresentamos duas
familias de grafos que satisfazem a Conjectura 3.2.1: uma familia para k = 3 e a familia
de grafos split completo mais uma aresta para todo 1 < k < n. Os resultados aqui obtidos

representam a principal contribuicao desta Tese.

4.1 Limitantes superiores de S,, — S, e T, — T, _;.
Considerando S,,(G) e T,,(G), definamos os seguintes invariantes:

n n—k k
Si(G) = Su(G) = Suk(@) =D = = pin-in
1=1 =1

=1

n n—k k
T\k<G> = Tn(G) - Tnfk(G) = ZQi - Z qi = ZQn7i+17
i=1 i=1 i=1

isto ¢, Si(G) e Ti(G) sdo a soma dos k menores autovalores das matrizes L(G) ¢ Q(G),

respectivamente. O Teorema 4.1.1 [29] é utilizado para a obtengao de um limite superior
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para Si(G) e Ti(G).

Teorema 4.1.1 ( [29]). Sejam A e B duas matrizes reais e simétricas de ordem n com
autovalores \i(A) > Nit1(A) e N\y(B) > N\ix1(B), para 1 <i <n— 1. Entao,

tr(AB) < Z A(A)N(B

A igualdade € vdlida se, e somente se, ambas matrizes possuem uma base de autovetores em

comum tal que um dado autovetor estd associado aos autovalores de A e B ordenadamente.

Pode-se observar que a igualdade do Teorema 4.1.1 ocorre quando o autovetor associ-
ado ao autovalor \;(A) é também o autovetor associado ao autovalor \;(B),V1 <i < n—1.
Como consequéncia do Teorema 4.1.1 obtemos o seguinte resultado.
Proposigao 4.1.1. Sejam A e B duas matrizes reais e simétricas de ordem n com auto-

valores Ai(A) > Xiz1(A) e \i(B) > X\iz1(B), V1 <i<n—1. Entao,

r(AB) >Z)\ An—it1(B).

Demonstracao. De acordo com o Teorema 4.1.1, temos que

Z)\ ZA Vv (B) &

n

—tr(AB) < —Z)\Z Aniv1(B).

tr(A(=B))

IN

Logo,

r(AB) >Z)\ An—it1(B).
O

O Teorema 4.1.2 a seguir é a primeira contribuicao desta Tese e estabelece um limite
superior para §k(G) e fk(G)
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Teorema 4.1.2. Sejam dy > dy > -+ > d,, 0s graus dos vértices de G (G conezxo).

Entao:

k

(i) > di < Sp(G) e D di <Ti(G);

i=1
R k R k
(i7) Sk(G) < Zdnﬂ'ﬂ e Ti(G) < Zdnﬂ'ﬂ;
i=1 i=1
(11i) As igualdades em (i) e (ii) sao vdlidas se, e somente se, k = n.

Demonstracgao.

(i) Segue imediatamente da Desigualdade de Schur (vide Teorema 3.3.1).

n—k n
(#) Do item (i) anterior, temos Zdi < Sn—k(G). Como Zdi = S.(G), segue que
i=1 i=1
n—k
ddi < 8, (G) &
i=1
n—k
> di > =S, 4(G) &
i=1
n n—k n
i=1 i=1 i=1
k
> duis1 > Su(G) = Suk(G) &
i=1

v
=
8

k
E dnfiJrl
=1

k
Analogamente obtemos também Z dp_ip1 > fk(G)
i=1

(iii) Sejam as matrizes I, e I, , ambas quadradas de ordem n, tais que

I, O 0 0
[l:rn: ‘ € [l;n: )
’ 0 0 ’ 0 I
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onde I}, é a matriz identidade de ordem k e os “zeros” das matrizes I, e I, representam

matrizes nulas em blocos nas apropriadas dimensoes.

Do Teorema 4.1.1 e da Proposigao 4.1.1, tomando a matriz A como as matrizes L(G)
e Q(G) e a matriz B como as matrizes I, e I, os itens (i) e (i) anteriores podem ser

reescritos, respectivamente, como

Sodi = tr(LI,) < S m(G) = SiE), (4.1)

k k

Zdi = QL) < > a(G) = TiG), (4.2)
. =1 z‘:kl
Zdnﬂ#l = tT(L[,;n) > ZunfiJrl(L) = Ak(G)7 (4'3)
D vt = (QI) = D gnin(Q) = T,(G). (4.4)

Se k = n aigualdade ¢ trivial nas equagoes (4.1), (4.2), (4.3) e (4.4), pois, ao tomarmos

+ - _
Iy, = I, = I, teremos

Z d; = tr(LI) = tr(L) = Z 1:(G) = S,(G)
Zd =tr(QI) =tr(Q qu T.(G).

Suponhamos entao k < n. De acordo com o Teorema 4.1.1, temos desigualdades estritas

m (4.2) e (4.4) pois, de acordo com o Teorema de Perron-Frobenius, o vetor de Perron da
matriz Q(G) tem todas as entradas estritamente positivas enquanto que os autovetores
associados aos respectivos maiores autovalores das matrizes [ ,j » € I, tém entradas nulas,
contrariando a condigao de igualdade. Para o caso da matriz L(G), de acordo com o
Teorema 2.2.7, temos que 1,x; ¢ um autovetor de L(G) associado ao autovalor 0, mas
1,«1 nao é autovetor de I,I € ],; ., contrariando também a condicao de igualdade do

Teorema 4.1.1. Logo as desigualdades (4.1) e (4.3) sdo desigualdades estritas. O

Pode-se observar que o item (7i) do Teorema 4.1.2 nos diz que, nos casos das matrizes

L e @, a igualdade dada no Teorema 3.3.1 é atingida apenas quando k = n.
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4.2 Familia de grafos G, ;.

O objetivo desta secao é provar que existe uma familia infinita de grafos split G,,; que

satisfaz a Conjectura 3.2.1 quando k£ = 3. Ou seja, provamos aqui que
q1(Gny) + @2(Gry) + 43(Gny) < e(Gry) + 6. (4.5)

Nao encontramos na literatura nenhum trabalho abordando a soma dos trés maiores

autovalores da matriz laplaciana sem sinal.

A pesquisa iniciou-se com o uso do AutoGraphiX (AGX), ferramenta baseada na
metaheuristica Variable Neighborhood Search para geracao e descricao de classes de grafos
e ainda determinacao de grafos extremais (detalhes podem ser encontrados em [6]). A

partir do AGX fomos em busca de uma solugao para o seguinte problema de otimizagao:

min e(G) + 6 — (¢1(G) + ¢2(G) + ¢3(G))

sujeito a: GG é conexo com n vértices

Os grafos extremais obtidos sao todos grafos splits e podem ser descritos pela familia

Gn,t =KV (Kn—t—QUKt)7 2<t< TL—4,

quando ¢t = 2. A Figura 4.1 mostra alguns modelos da familia de grafos G,, ;:

v1 v v3 Vn—4
’ »
Vn—3 Vn—2
Vn_1 vn
(a) Grafo G, 2 = K3 V (K,_4UK>) (b) Grafo Gp 3 = Ky V (Kn_5UK3)
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(C) Grafo Gn74 =KyV (Kn_ﬁ U K4) (d) Grafo Gn75 =Ky V (Kn_7 U K5)

Figura 4.1. Exemplos de grafos da familia G,,; = Ko V (Kp—t—2 UK}), 2 <t <n—4.

Observe que o grafo G, ¢ composto por n —t — 2 vértices independentes que estao
ligados sempre a dois mesmos vértices de uma clique de tamanho t + 2. Para tanto,
para os proximos resultados e, apenas por uma questao de organizacao, identificaremos
V1, Vg, ,Un_¢_o COMO 08 N — t — 2 vértices independentes, v,,_;_1 € v,_; como os vértices
da clique ligados aos n — t — 2 vértices independentes e v, 11, Vp_t12,** Upn_2,Upn_1, Un

como os demais vértices da clique.

Nesta se¢ao mostramos algebricamente que a familia de grafos G,,; = Ko V (K42 U
Ky), 2 <t < n — 4 satisfaz a Conjectura 3.2.1 para o caso k = 3. Para isto, provamos

inicialmente trés lemas técnicos que nos ajudarao a provar os resultados principais.

Lema 4.2.1. Sejam «, 3, n,t € N. Se:

a) n=6+a+pet=2+aq, entao2 <t <n-—4, comn > 6;
b) n=8+a+pfet=4+a, entaiod <t<n-—4, comn >8§;

c)n=9+a+pfet=5+aq, entao5<t<n-—4, comn>9.

Demonstracgao.

a)n=06+a+=4+2+a)+5 & n=4+t+p & n>4+t & t<n-—4.
Do mesmo modo, t =2+ a < t> 2, e portanto 2 <t <n —4.

b)n=84+a+p=4+{d+a)+5 & n=4+t+5 & n>4+t & t<n-—4.
Do mesmo modo, t =4+ a < t >4, portanto 4 <t <n —4.
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c)n=9+a+p=4+b+a)+p & n=4+4+t+0 & n>4+t & t<n-—4.
Do mesmo modo, t =5+« < t > 5, portanto 5 <t <n —4.

]

Vale ressaltar aqui que os célculos apresentados adiante foram realizados com o apoio
do Software Wolfram Mathematica ® - For Students.

Lema 4.2.2. Sejamn > 13, 2 <t < n —4 e a funcio p : R x N> = R definida por
pla,n,t) = =23+ (n+ 2t + 2)2? — (2nt + 4t + 4)x + 4(t* + t). Entao,

a) p(0,n,t) >0 ep(2,n,t) <0;

b) p(t+1,n,t) <0 ep(2t,n,t) > 0;

2 —5t+10 t—2
2 n

c) p(2t—|—1,n,t)>()ep(n+ ,n,t)<0;

d) p(n—2,n,t) >0 ep(t,n,t) <O0.

Demonstracao.

a) Observe que p(0,n,t) = 4(t + t*) > 0 para todo t > 0 e p(2,n,t) = 4t* + 4t +
4n — 4tn — 8. Definamos entao a fungao o(n,t) = p(2,n,t). Considerando « e  naturais,

temos que:
o6+ a+5,24+a)=—-8—8x—45—4af <0.
Logo, do Lema 4.2.1a), concluimos que o(n,t) = p(2,n,t) < 0, para todo 2 <t <n — 4.

b) Observe que p(2t,n,t) = 4t(t — 1) > 0, para todo t > 2 e p(t+ 1,n,t) = =3+ n —
t + 3t — nt* + 3. Definamos entdo a fungao 1 (n,t) = p(t + 1,n,t). Considerando « e (3

naturais, temos que:
Y6 +a+B,2+a)=-3—4a—a®—38—4aB —a*B <0.

Logo, do Lema 4.2.1a), concluimos que ¥(n,t) = p(t+1,n,t) < 0, para todo 2 < t < n—4.
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c) p(2t+1,n,t) = —3+n—4t+2nt. Definamos entao a fungao &(n,t) = p(2t+1,n,t).

Considerando « e 8 naturais, temos que:
E6+a+B,2+a)=19+ 13a + 2a* + 53 + 223 > 0,

ou seja, &(n,t) = p(2t + 1,n,t) > 0 para todo 2 < t < n — 4 (conforme Lema 4.2.1qa)).

Por outro lado:

2 —5t4+10 t—2 8 52 126 443t 12t 90t
pln+ 0 nt)=—12T————= -~ —36n—3n*+ ——+—+—
2 n nd n?2 n 2 n3  n2
229¢ ATt 5n2t  651t2  6t2  57t? 333t2  5lnt?  n2t? N 565¢3 N 3 N 31t3+
[ n —_— — — . — — — J— J— — —_— [
n 2 4 n3 n2 2n 2 2 8 n3  2n2?
243t + nt? 1414 3t 11t ot N 19¢° N 3t° 4
et AL et L e R A
4n 8 2n2 n 2 8 an 8’

que pode ser reagrupado como

p(n+t2—5t+10 —t_Q,n,t) :a(t)—i—b(t) +C(t> +d7(f) +e(t)n+ F(t)n,

2 n n3 n?

onde
(0) 1974 443t 651t2 N 565t3  141t4 N 19t 6
a(t) = — — — - —
2 4 8 8 8 8’

b(t) = —8 + 12t — 6t + 3,

313 3t
c(t) = =52+ 90t — 57> + — — —,
2 2
333t2 2433 3t5
d(t) = —126 + 229t — t— - 11t4+7,
51t2 tt
e(t) = —36 +47t — —— +6t° — — e
2 2
5t t2
t)=—-3+—=— —.

2 —5t+10 t—2
2 n

Para estudarmos o sinal de p (n + M, t), reescrevemos o polino-
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mio como p (n + , onde

E1(n,t) = a(t)n® + b(t) + c(t)n + d(t)n® + e(t)n* + f(t)n.

2 —5t+10 t—2
2
é sempre positivo).

Portanto, para analisarmos o sinal de p | n + , 1, t), basta que ana-

lisemos o sinal de & (n,t) (j4 que o denominador n?

Considerando « e § naturais, temos que:

200871 633101a® 1095570 5037105
E1(9+a+8,5+a) = —49788 — 2120 145292402 — e _ @ @ _
2 8 4 8
1931a° 75507 2la* o’ 5. 204957af 308265028 26464308 7301903
2 8 48 2 4 8 8
658505 103073 308 49485037 300830332
058570 _ 191485 103900 3978 jrooggr _ AT esgazge - 39083905
4 8 8 8
206la’f? _5300°47 210’4 3070 5 5401a8°  4981a23° 2413033
2 4 2 8 2 4 8
353a4B33  27a°5% b33 1365 271aBt  91a2p* 13a3B* Bt 35 5a3°  o?f®
8 8 8 2 2 2 2 2 2

ou seja, {1(9+a+ 5,5+ a) <0.

Dessa forma, provamos que & (n,t) < 0 para 5 < t < n — 4, o equivalente a dizer,
2 —5t+10 t—2
2

conforme o Lema 4.2.1¢), que p (n + M, t) <O parab<t<n-—4

Para os casos em que 2 <t < 4, temos:

e p(n+2,n,2) =16 —4n < 0, para todo n > 5.

1 2 6 38n% + 1+ 2n — 6n2 — 3n?
.p(n+2_%ana3):38+_3+—2———3n: it ng i n :fg(;l>
nd  n? n n n

Y

onde f3(n) = 38n® + 1 + 2n — 6n? — 3n*. Assim, como fora feito anteriormente, para

analisarmos o sinal de p (n + 2 — %, n, 3), basta que analisemos o sinal de f3(n). Como
f3(13 + a) = —3184 — 7252a — 15660 — 118a* — 3a* < 0,

segue que f3(n) < 0, para n > 13, ou seja, p (n +2-— %, n, 3) < 0, paran > 13.
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8 4 34 83n% + 8 + 4n — 34n% — nb
ep(n+3—2n4)=8+—<+—-——-n"= ntto+t "3 n°—n :f4(;1),
nd n? n n n

onde fy(n) = 83n® + 8 + 4n — 34n* — n°. Como
f4(9 + @) = —1252 — 13244 — 50830 — 727a” — 450* — o,

segue que fy(n) <0, para n > 9, ou seja, p (n +3 - %,n,él) < 0, paran > 9.

2 —5t4+10 t—2
2

Assim, temos que p (n+ ,n,t) <0O,para2<t<n—4en > 13.

d) p(n—2,n,t) = 44> +4n*+ 20t —20n — 8tn+24 e p(t,n, t) = t3+2t> —t?n. Definamos
entao a funcao oy(n,t) = p(n—2,n,t) e oo(n,t) = p(t,n,t). Considerando « e S naturais,

temos que:

o1(6+a+B,24+a)=8+128+48>>0¢e
026 +a+ 5,24+ a) = -8 — 8a — 2a* — 43 — 4af — o*B < 0.

Logo, do Lema 4.2.1a), concluimos que o1(n,t) = p(n—2,n,t) > 0 e oa(n,t) = p(t,n,t) <
0 para todo 2 <t <n —4. O]

Lema 4.2.3. Sejamn > 13 e 2 <t <n —4. Entao,

2 —5t4+10 t—2
[0,2]N[t+1,2t]N |2t +1,n+ 2+ — =0.
n

Demonstracao. Para provarmos tal afirmagao é suficiente provarmos que

2 —5t4+10 t—2
2 n

0<2<t+1<2t<2t+1<n+

para todon > 13 e 2 <t <n —4. Como é imediato que 2 < ¢t + 1, para todot > 2 e
2 —5t+10 t—2

2t < 2t+1, para todo t, basta mostramos que t+1 < 2t e 2t+1 < n+ 2 )
n

paratodon >13e2 <t <n—4.

Temos que ¢t + 1 < 2t, para todo ¢ > 1 (em particular para 2 < ¢t < n —4). Por fim,
t?—5t+10 t—2
2

mostremos que 2t +1 < n + , para todon > 13 e 2 <t < n—4.
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Provar essa desigualdade equivale a provar

t?—5t4+10 t—2

26+1<n+
2 n
2 —5t+1 t—2
S n s O— —2t—1>0
2 n
’n+2n? —9nt +8n — 2t + 4
& o > 0.

Como o denominador nessa ultima desigualdade é sempre positivo, para provarmos que
2 —=5t+10 t—2

2t4+1 < n+ 5 , basta que provemos que t?n+2n? —9nt +8n—2t+4 > 0,
n
para todo n > 13 e 2 < t < n — 4. Para isto, definamos a funcao ¢(n,t) = t?n + 2n? —

Int + 8n — 2t + 4. Considerando « e 3 naturais, temos que:
A8 +a+ 8,4+ a) =28+ 10a + 9a? + a® + 208 + 3af + 28 + 23?2 > 0.
Logo, do Lema 4.2.1b), concluimos que ¢(n,t) > 0 para todo 4 <t <n — 4.
Para os casos em que t = 2 e t = 3, temos:
e $(n,2) = 2n? — 6n > 0, para todo n > 4;
e $(n,3) =2n* — 10n — 2 > 0, para todo n > 6.
Assim, temos que ¢(n,t) > 0 para 2 <t <n—4en > 13 e, portanto,

t*n+2n° —9nt +8n —2t+4  ¢(n,t)

> 0.
2n 2n

]

Assim, os Lemas 4.2.2 e 4.2.3 nos diz que o polinémio p(x,n,t) na variavel z possui,

para todon > 13 e 2 < t < n — 4, exatamente uma raiz em cada um dos intervalos

t2—5t+10 t—2
[O,Q],[t+1,2t]e{2t+1,n—l— AL

5 . A Figura 4.2 exibe graficamente o
n

comportamento de p(z,n,t).
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2 _Bt+10 +—2
2 7

Figura 4.2. Grafico do polindémio p(z,n,t) em x, para todon > 13 e 2 <t <mn —4.

Teorema 4.2.1. Seja G um grafo com n > 13 wvértices e isomorfo ao grafo G,; =

KoV (K, 1o UK,), tal que 2 <t <n —4. Entao:
(1) 2 é autovalor de Q(G) com multiplicidade n —t — 3;
(ii) n — 2 € autovalor de Q(G) com multiplicidade 1;
(11i) t é autovalor de Q(G) com multiplicidade t — 1;

(iv) A matriz reduzida RQ(G) é dada por

2 2 0
ROQG)=| n—t—2 n t
0 2 2t

e seus 3 autovalores equivalem aos autovalores qi, q3 e g, de Q(G).

Demonstragao. Seja o conjunto de vértices ordenados V- = {vy,ve,++ , Up_y—2, Un_t—1, Un_1,
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Un—t41, Un—t+2, " * Un_1,Un }. Temos que a matriz Q(G) é dada por

U1

(%

Un—t—2
Un—t—1
Un—t
Un—t+1

Un—t42

Un—1

Un

U1 U2 Upn—t—2 Un—t-1 Un—t Un—t4+1 Un—t42 Up—1 U,
2 0 0 1 1 0 0 0 0
0 2 0 1 1 0 0 0 0
0 0 2 1 1 0 0 0 0
1 1 1 |n—1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 n—1 1 1 1 1
0 O 0 1 1 t+1 1 1 1
0 0 0 1 1 1 +1 1 1
0 0 0 1 1 1 1 t+1 1
0 O 0 1 1 1 1 1 t+1

a qual pode ser reescrita como uma matriz em blocos da forma

21 (n—t—2)x (n—t—2) Jn—t—2)x2 O(n—t—2)x¢
Jos(n—t-2) (n —2) 1ok + Jaxo Tt )
Otx (n—t—2) Jix2 tlyse + Jixe

onde [ é a matriz identidade e .J ¢ uma matriz cujas entradas sao todas iguais a 1. Assim:

(i) Defina os vetores x; = e; —e;,V i =2,...,n—t — 2. Observe que Q(G)x; = 2x;.

Logo, 2 é autovalor com multiplicidade, no minimo, n —t — 3.

(ii) O vetor z = e,_4_1 — €,_4 ¢ um autovetor associado ao autovalor n — 2.

(7i) Defina os vetores y; = €, 111 — €n_t14,V 1 = 2,...,t. Observe que Q(G)y; = ty;.

Logo, t é autovalor com multiplicidade, no minimo, ¢t — 1.

(iv) Aplicando o Teorema 2.2.6 & matriz Q(G) obtemos RQ(G) e todos os autova-

lores dessa ultima também sao autovalores de Q(G).

Resta entao mostrar que os trés

autovalores equivalem aos autovalores ¢1(G), ¢3(G) e ¢,(G) de Q(G).
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O polinémio caracteristico de RQ(G) é dado por
RQqg(z) = p(a,n,t) = —2° + (n+ 2t +2)a* — (2nt + 4t + 4)z + 4(t* + t).

Dos itens (), (ii) e (iii) acima temos 1 +n —t — 3+t —1 = n — 3 autovalores conhecidos.

Agora, do Lema 4.2.2a) e d) segue que

p(2,n,t) #0, pn—2,n,t)#0 e p(t,n,t)#0.

Portanto, 2, n — 2 e t nao sao autovalores de RQ(G), isto ¢, os demais 3 autovalores de

Q(G) sao exclusivamente determinados pela matriz RQ(G) e sao distintos de 2, n —2 e t.

Do Lema 4.2.2a), b) e ¢), o polindmio caracterisitico p(z, n,t) possui exatamente uma

t2—5t+10 t—2
2 n

vez que p(x,n,t) ¢ de grau 3 e tais intervalos sao disjuntos (conforme Lema 4.2.3).

raiz em cada um dos intervalos [0, 2],[t 4+ 1,2t] e {22& +1,n+ , uma

Por [12] (Teorema 2.2.32) temos ¢,(G) < d,(G) = 2, entdo ¢,(G) € [0,2]. Como
di1(G) = do(G) = n — 1 segue de [12]| (Teorema 2.2.33) que ¢2(G) = n — 2. Portanto, uma
vez que ¢1(G) > ¢2(G) > -+ > q,(G), e munidos dos resultados obtidos em (i), (ii) e

2 —5t+10 t—2
9 - 7(]3(G) € [t+172t]7

Q4(G) = C]s(G) == Qt+2(G) =te Qt+3(G) = Qt+4(G) == Qn—1(G) = 2, seguindo o
resultado.

(117) acima, concluimos que ¢;(G) € {Qt +1,n+

]

A partir do Teorema 4.2.1 é facil provar que ¢1(Gny) + ¢2(Gny) + ¢3(Gpy) € limitado
superiormente por e(G,+) + 6, isto é, satisfaz a Conjectura 3.2.1 para k = 3. O Teorema
4.2.2 e suas trés proposigoes apresentam as provas e sao mais uma contribuicao desta

Tese.

Teorema 4.2.2. Paran > 13 e2 <t <n—4,

T3(Gn7t> < €(Gn,t) + 6.

Demonstragao. Seja G isomorfo a G, paran > 13 e 2 <t <n — 4. Note que o nimero

de arestas de G pode ser dado por
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e(G) =2(n— (t +2)) + e(Kis2)
(t+2)(t+1)
2

2 +3t+42
2
t24+3t4+2—4t—38
2
t?2—t—6
2

=2n—2t—4+

=2n—2t—4+

=2n +

=2n+

Pelo Teorema 4.2.1 (iv), temos:

Logo,

2 —5t+10 t—2

20+ 14+n—-24+1+1<q(G)+¢(G)+¢(G) <n+ 5 - +n—2+2t
2 —5t4+10 t—2
3t4+n < T3(G) < 2n+2t — 2+ 2+ -
n
At —4+t2 —=5t4+10 t—2
3t+n <T3(G) <2n+ kA 0
2 n
2—t+6 t-—2
3t +n < Ty(G) < 2n + 2+ i (4.6)
n
t?—t—6 t?—t—6
Porém,e(G)an—i—T & e(G)+6:2n+T+6,
ou seja,
2 —t+6
e(G)+6=2n+ — (4.7)
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Assim, substituindo (4.7) em (4.6), obtemos:

-2
3t+n<T3(G)<e(G)+6—tT<e(G)+6,

ou seja,
O

Proposigao 4.2.1. A Conjectura 3.2.1 é verdadeira para G, 1 = CS? = K, VK, o, com
n > 13, isto €,

Tg(GnJ) < Q(Gn,l) + 6.

Demonstragao. Para t = 1 temos, do Lema 4.2.2a), p(2,n,1) = 0. Isso quer dizer que 2

¢ também autovalor da matriz reduzida RQ(G) do Teorema 4.2.1(7v). Logo, a partir do

Teorema 4.2.1, temos ¢2(G) = n — 2, ¢3(G) = @w(G) = ... = ¢.-1(G) = 2, 1(G) =
2 —-12+14 2 2 —v—12+4 2
tntyv 5 Tt wm(G) = -y 5 ranEn (¢1(G) e ¢.(G) obtidos
2 —12+14 2
através da matriz reduzida RQ(G)). Nao é dificil ver que tnty 5 rann <n+3

para todo n. Assim:

Por outro lado,
e(G)+6=(2n—3)+6 =2n+3,
e, portanto,

01 (G) + 2(G) +3(G) < (n+3) + (n—2) +2
=2n+3=¢e(G)+6.
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Proposicao 4.2.2. A Conjectura 3.2.1 é verdadeira para G ,—3 = KoV (K3 U K, _3),

comn > 13, isto €,

Tg(Gmn_g) < G(Gn,n_;;) + 6.

Demonstragao. Para t =n — 3 temos, do Lema 4.2.2d), p(n — 2,n,n — 3) = 0. Isso quer
dizer que n — 2 é também autovalor da matriz reduzida RQ(G) do Teorema 4.2.1(iv)
e como ¢2(G) = n — 2, segue que, para t = n — 3, ¢2(G) = ¢3(G) = n — 2. Ainda,
para esse caso, q4(G) = ¢5(G) = ... = ¢,-1(G) = n — 3 (Teorema 4.2.1(i7)), ¢:(G) =
n—14+vn2—6n+13e ¢.(G) =n—1—+vn2—6n+13 (¢1(G) e ¢.(G) obtidos atra-

vés da matriz reduzida RQ(G)). Nao é dificil ver que n — 1 + vn? —6n+13 < n +
(n—3)*=5(n—3)+10
2

. Assim:

(n—32-5(n-3)+10 n->5 +n2—11n+34 n—>5
. =n —
2 n 2 n

©(G)=q(G)=n—-2<2(n—3)=2n-—6.

ql(G) <n-+

Por outro lado,

2+(n—1)(n—2)
2
n®>—3n+2
-2+
2
n*—3n+6
- 5 ,
donde
23 6 2_3 18
e(G)+6=" 2”+ te=" 2”+ .
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Portanto,

2—11n+ 34 -5
i nEotom +n—2+n-2

01 (G) + 2(G) + ¢3(G) < n +

2 n
211 34 -5
<n+ - 2n+ _z +n—24(2n—6)
n
211 34 -5
:4n—8+n ntot_m
2 n
_8n—16+n2—11n—|—34 n—>y
- 2 n
n*=3n+18 n->5
N 2 n
)
— (@) +6-""2 < (@) +6

Corolario 4.2.1.
Tim ¢1(G) + ¢2(G) + ¢5(G) < e(G) +5

Proposicao 4.2.3. A Conjectura 3.2.1 € verdadeira para G, ,—o = KoV K, _9 = K,,, com
n > 13, isto €,

T3(Gn’n,2> < €(Gn,n72) + 6.

Demonstragao. De acordo com [1|, K, satisfaz a Conjectura 3.2.1 para todo 1 < k <
n. [

Assim, com base nessas informacoes e nas operacoes acima, podemos enunciar o se-

guinte teorema:

Teorema 4.2.3. Seja G um grafo isomorfo ao grafo G,y = KoV (K,—t—2 U Ky), com
n>13el <t<n-2. FEntao

Demonstracao. Consequéncia dos resultados do Teorema 4.2.2 e das Proposigoes 4.2.1,
4.2.2 e 4.2.3. O]
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Observacao: Dos Teoremas 2.2.33, 2.2.34 e 2.2.35, para todo grafo conexo G' com
d2(G) =n — 1, temos

71(G) < 2n — 2,
3(G) =n -2,
3(G) < @G)+1=n—1,
isto é, ¢1(G) + ¢2(G) + ¢3(G) < 4n — 5. Por outro lado, da equagao (4.7) temos

t?—t+6

e(Gpi) +6=2n+ 5

; 2 —t+6
Porém, e(Gp¢) +6 = 2n+ — < 4n—5 para todo 2 <t <

, onde

14+ +/16n — 63J
2

|z | representa o maior inteiro menor ou igual a x.

Logo, a familia de grafos G,,;, com 2 <t <

1++/16n — 63
2

J traz novos limitantes

inferiores para ¢i(G), ¢2(G) e ¢3(G) que sdo melhores que os limitantes ja conhecidos e
abordados nos Teoremas 2.2.33, 2.2.34 e 2.2.35 e que satisfazem a Conjectura 3.2.1. A
Tabela 4.1 exibe alguns exemplos de grafos da familia G}, ;+ e compara os valores dos novos

limitantes com os limitantes ja conhecidos.

limitante novos limitantes para
n ‘ H—W’ conhecido t=2,3,..., ‘ H—W ‘
13 6 47 30, 32, 35, 39, 44
14 6 51 32, 34, 37, 41, 46
15 7 55 34, 36, 39, 43, 48, 54
16 7 59 36, 38, 41, 45, 50, 56
17 7 63 38, 40, 43, 47, 52, 58
18 8 67 40, 42, 45, 49, 54, 60, 67
19 8 71 42,44, 47, 51, 56, 62, 69
20 8 75 44, 46, 49, 53, 58, 64, 71
30 10 115 64, 66, 69, 73, 78, 84, 91, 99, 108
40 12 155 84, 86, 89, 93, 98, 104, 111, 119, 128, 138, 149

Tabela 4.1. Tabela comparativa dos novos limitantes obtidos para a familia de grafos G, ;.
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Exemplo 2.

Utilizando os resultados obtidos nessa se¢ao facamos um exemplo para o caso t = 2.

Temos que G0 = Ky V (K4 U K3),n > 13. A Figura 4.3 ilustra o grafo G, ».

U1 V2 V3 e e e e e Un—3 Un—4

Un—1 Un

Figura 4.3. Grafo G, 2 = (K,_4V K2)U2K; = (n —4)K; UK2) V K2, n>4.

Rotulando o grafo G, s da forma conveniente (como exibido na Figura 4.3, isto é,
V1, Vo, ..., Un_4 08 N — 4 vértices independentes e v,,_3, v, _2,v,_1 € v, 0s vértices da clique
K,), obtemos a matriz Q(G),2) dada por

V1 V3 cr Up—4a Up—3  Up—a  Up_l Up

v, (2 0 - 0 1 1 0 0

v | 0 2 0 1 1 0 0
ves | 00 2 1 1 0 0
o5 | 11 1 |n—1 1 11|
o | 11 1 1 n-1] 1 1
var | 00 0 1 1 31

v \O 0 0 1 1 1 3
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a qual podemos escrever como uma matriz em blocos da forma

21 (n—a)x (n—4) Jn—1)x2 O(n—a)x2
Jox(n—-2) (n —2)Irxo + Jaxo Jax2
O25 (n—1) T2 2@ + Jaxo
Observe que o conjunto de vetores X; = {e; — e;,para cada i = 2,...,n — 4} e o vetor

Y = e,_1 — e, satisfazem Q(G,2)X; = 2X; e Q(G,2)Y = 2Y. Logo, 2 é autovalor
com multiplicidade, no minimo, n — 4 (conforme Teorema 4.2.1(i) e (iii)). Ainda, o vetor
Z = e,_3—en_2 ¢ um autovetor de Q (G, 2) associado ao autovalor n—2 (conforme Teorema
4.2.1(iii)).

A matriz reduzida RQ(G,,2) é dada por

2 2 0
RQ(sz) = n — 4 n 2 y
0 2 4

e seu polinémio caracteristico é

p(x,n,2) = —2° + (n+ 6)2” — (4n + 12)z + 24.

Temos entao n — 4 + 1 = n — 3 autovalores conhecidos, e como

p(2,n,2) =—4n+16#0, Vn >4e
p(n —2,n,2) = 4n* — 36n + 80 = 4(n — 5)(n — 4)

de tal forma que p(n—2,n,2) =0 < n=4en =5, segue que p(n—2,n,2) #0, Vn > 5.

Assim, 2 e n — 2 nao sao autovalores de RQ(G,2), isto é, os demais 3 autovalores
de Q(Gy,2) s@o exclusivamente determinados pela matriz RQ(G,,2) e s@o distintos de 2 e
n— 2.

Do Lema 4.2.2a), b) e ¢), o polinémio caracterisitico p(x, n, 2) possui exatamente uma
raiz em cada um dos intervalos [0, 2], [3,4] e [5,n + 2], uma vez que p(x,n,2) é de grau 3
e tais intervalos sao disjuntos (conforme Lema 4.2.3). Assim, do Teorema 4.2.1(iv), segue
que q1(Grz2) € [5,n+2],q2(Gr2) =n—2 e q3(Gnp) € [3,4].
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Como

Hh< q1<Gn,2) <n-+ 2,
QQ(sz) =n — 2,
3 < Q3(Gn72) < 4,

segue que,

n+6 < q(Gn2)+q(Gra) +q3(Gr2) <2n+4
n+6< T3(Gn72) < 2n + 4.

Porém, e(Gp2) =2(n—4)+6=2n—-2 < ¢e(Gp2)+6=2n+4, donde
n+6< Tg(G) < G(Gng) + 0,
e, portanto,

Tg(GmQ) < G(Gmg) + 6.

4.3 A familia de grafos H, ;.

Lembremos que um grafo split é um grafo cujos vértices podem ser particionados
em uma clique e um conjunto independentes de vértices. Quando todos os vértices do
conjunto independente de um grafo split estao conectados a todos os vértices da clique
dizemos que ele é um grafo split completo, e denotamos por C'S* onde k é o tamanho
da clique e n — k é o tamanho do conjunto independente de vértices. Além disso, um
grafo split completo pode ser escrito como o join C'Sk = K;, V K,_;. Seja entdo H,; o
grafo split completo C'S5~! mais uma aresta e;; = {v;,v;} para 1 <i,j <n—k—1e
i # 7 (isto é, essa nova aresta necessariamente ligando dois vértices distintos no conjunto

independente). Temos que H,,; pode ser escrito da seguinte forma:

Hn,k:CSS_lﬁLGij, 2<k<n-2,
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paral <i,j<n—k—1ei#j. Se k=2, temos H,, = S}, isto &, H, 1 & o grafo estrela
de n vértices mais uma aresta. A Figura 4.4 mostra alguns modelos da familia de grafos

H, ; quando k = 3,4,5 e 6. Observe que, quando k = 3, temos H, 3 = G, 2.

(a) Hn)g = C’S?I + eij

Un—1 Un

(c) Hpp = CS: + ey (d) Hn = CS,, +eij

Figura 4.4. Exemplos de grafos da familia H,, ; = C’S"Tf_1 + eij.

Mais uma vez, dependendo de qual for a escolha do parametro k, o grafo H, j sera
composto por n — k — 1 vértices independentes que estao ligados sempre a k — 1 vértices
de uma clique de tamanho k£ + 1. Por uma questao de organizagao, rotulamos os vértices
de H, ) da seguinte forma: vy, vs, -+ ,vp_g—1 como os n — k — 1 vértices independentes;
Un—k, Un—k+ls " »Un_3,Un_2 como os k — 1 vértices da clique ligados aos n — k — 1 vértices

independentes e v,_1 e v, como os dois outros vértices da clique.

Nesta secao, provamos que a familia H,, j satisfaz a Conjectura 3.2.1 proposta por

Ashraf et al. ( [1]) para a soma dos k maiores autovalores da matriz laplaciana sem sinal,
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ou seja,

kE+1

Tk(Hn,k> S €(Hn,k> + < 9

), para 1 < k <n.

Para isto, provamos inicialmente quatro lemas técnicos que nos ajudarao a provar os

resultados principais.

Lema 4.3.1. Sejam «, B, n,k € N. Sen=5+a+ 0 ek=34+aq, entao 3 <k <n—2,
comn > 5.

Demonstracao.

n=5+a+08=2+0B+a)+8 & n=24k+5 & n>2+k & k<n-—2. Do
mesmo modo, k =3+ a < k>3, eportanto 3 < k <n — 2.

O

Lema 4.3.2. Sejam n > 13, 3 < k <n—2 e a funcio p : R x N> = R definida por
p(x,n, k) =23 — (3k +n — 3)2® + (nk + n + 4k* — 8k)x — (2k> — 4k* + 2k). Entao,

a) p(0,n, k) <0 eplk—1,nk)>0;
b) p(k,n,k) >0 eplk+1,nk)<0;
c) p(k+2,n,k)<0ep(n+2k—4,n,k)>0;

d) p(n—2,n,k) <0.
Demonstracao. a) Observe que
p(0,n, k) = 2K + 4k + 2k e p(k—1,n,k) =2 — 2k* — 2n + 2kn.

Definamos entao as fungoes d;(n, k) = p(0,n,k) e d2(n, k) = p(k — 1,n, k). Considerando

« e [ naturais, temos que:

(5 +a+pB,34+a)=-24—32a—14a* —2a° <0 e
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b+ a+p,3+a) =44 2a+45+ 2a5 > 0.

Logo, do Lema 4.3.1, concluimos que d;(n, k) = p(0,n,k) < 0e dz(n, k) = p(k—1,n,k) >
0, para todo 3 < k <n — 2.

b) Observe que p(k + 1,n,k) =4 —4k <0 paratodo3 <k <n-—2e
p(k,n, k) = —2k — k* + kn.
Definamos entao a fungao d3(n, k) = p(k,n, k). Considerando « e /3 naturais, temos que:
Bb+a+p,3+a)=30+aB >0.

Logo, do Lema 4.3.1, concluimos que d3(n, k) = p(k,n, k) > 0, para todo 3 < k <n — 2.

¢) Observe que

p(k+2,n,k) =20 — 6k + k* — 2n — kn

p(n+2k —4,n,k) = —16 + 30k — 16k* + 2k® + 4n — 6kn + 2k*n.

Definamos entdo as fungoes d4(n, k) = p(k + 2,n,k) e 05(n, k) = p(n + 2k — 4,n, k).

Considerando « e § naturais, temos que:

(b+a+p5,3+a)=—-14—10a =58 —af <0e
05(5 +a+ 3,3+ a) =4+ 22a + 18a” + 4a® + 48 + 6a8 + 2a*8 > 0.

Logo, do Lema 4.3.1, concluimos que é4(n, k) = p(k +2,n,k) < 0 e d5(n, k) = p(n+ 2k —
4,n,k) > 0, para todo 3 < k <n — 2.

d) Observe que
p(n—2,n,k) =4 — 6n 4 2n* 4+ 2k + 2nk — 2n*k — 4k* + 4nk* — 2k°.

Definamos entao a func¢ao dg(n, k) = p(n — 2,n, k). Considerando « e 8 naturais, temos
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que:
S6(5+a+B,3+a)=—48 - 2a8 —45° — 2a3* < 0.

Logo, do Lema 4.3.1, concluimos que d¢(n, k) = p(n—2,n,k) < 0, paratodo 3 < k <n—2.

O

Lema 4.3.3. Sejamn > 13 e2 <t <n—4, n,t € N. Entao,

0,k —1]N[k,k+1]N[k+2,n+2k—4 =0.

Demonstracao. Para provarmos tal afirmacao, é suficiente provar que
O<k—-1<k<k+1<k+2<n+2k-—4,

para todo 3 < k <n—2en > 3. Trivialmente temos que 0 < k—1 < k< k+1<k+2,
para todo k. Com isso, basta mostramos que k+2 < n+2k —4, paratodo 3 <k <n—2
en > 3. Logo,

n+2k—4—(k+2)
S n+k—2>0,

uma vez que k — 2 > 0, para todo k > 3 en € N. Portanton+ 2k —4—(k+2) >0 <&
n+2k—4>k+2. O

Assim, os Lemas 4.3.2 e 4.3.3 nos diz que o polindémio p(x,n,t) na variavel x possui,
para todon > 13 e 3 < k < n — 2, exatamente uma raiz em cada um dos intervalos
[0,k—1], [k, k + 1] e [k +2,n + 2k — 4]. A Figura 4.5 exibe graficamente o comportamento
de p(z,n,t).
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Figura 4.5. Gréafico do polinémio p(z,n,t) em z, para todon > 13e 3 <k <n — 2.

Lema 4.3.4. Sejam n,j,k,s € N tais que 3 < k < n—2 en > 13. Entdo, uma vez
fixados n, k, para todo 1 < j <k —4 eparatodo1 <s<n—k—2:
J
a) jin—2)> (k—i);

b) s(k—1) > i(mz).

=1

Demonstrag¢ao. a) Primeiro, observe que k —1 >k —1— 45,V j > 0. Para o caso j = 1

temos:
n—2>k—1,

que ¢é verdadeiro para todo 3 < k < n — 2. Suponhamos entao que a desigualdade a) seja

valida para j e provemos que também é valida para j 4+ 1. Dai temos
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G+Dn—-2)=jn—2)+n—-2 > Z(k:—i)+(n—2)

= Y-+ (k-G D)

i=1

Portanto, a desigualdade é valida para todo j natural, em particular para 1 < j < k — 4.

b)

Primeiro, observe que k — 1 < k + (s + 1) para todo s > 1. Para o caso s = 1 temos:
kE—1<k+1,

que é verdadeiro para todo k, em particular para k& > 3. Suponhamos entao que a

desigualdade b) seja vélida para s e provemos que também ¢é vélida para s+ 1. Dai temos

(s+1)(k—-1)=sk—1)+k—-1 < i(k+z’)+(k:—1)

< > (k+i)+ (k+(s+1))

= Y (k+1i),
i=1
Portanto, a desigualdade ¢ valida para todo s natural, em particular paral < s < n—k—2.

]

Teorema 4.3.1. Seja H um grafo com n > 13 wvértices e isomorfo ao grafo H, ) =
C’Sﬁ_1 +ei; tal que 3 < k <n — 2. Entao:
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(i) k — 1 € autovalor de Q(H) com multiplicidade n — k — 1;
(i) n — 2 € autovalor de Q(H) com multiplicidade k — 2;
(111) A matriz reduzida RQ(H) é dada por

k—1 k—1 0
RQH)=| n—-k—-1 n+k-3 2 ,
0 kE—1 k+1

e seus 3 autovalores equivalem aos autovalores qi, qx € q, de Q(H).

Demonstragao. Seja o conjunto de vértices ordenados V- = {v1, v, , Un_k_1, Un—k, Un—kt1,

©  Up—2,VUn_1, 0, }. Temos que a matriz Q(H) é dada por

U1 &) 0t Un—k—1 Un—k Un—k+1 - Up—2 Up—-1 Up
vy k—1 0 - 0 1 1 1 0 0
vy 0 k-1 0 1 1 1 0 0
Vb1 0 0 k—1] 1 1 1 0 0
Vi 1 |n—1 1 1
Vp— ki1 1 1 1 1 n-1 1 1 1|’
V2 1 1 n—1 1
Vp1 1 1 1 |
Un 1 1 1 1k

a qual pode ser reescrita como uma matriz em blocos dada da forma

(B = DI (n—k—1)x(n—k—1) T n—k—1)x (k1) O(n—k—1)x2
Jke—1)x(n-k-1) (n = 2)Ip—1 + J 1) x (k—1) Jr—1)x2 ;
O2x (n—k—1) Jox k-1 (k= 1)Ly + Jaxo

onde [ é a matriz identidade e J é uma matriz cujas entradas sao todas iguais a 1. Assim:

(i) Defina os vetores z; = ey —e;,Vi=2,...,n—k—1eovetor z = e, 1 —e,. Observe
que Q(H)z; = (k—1)z; e Q(H)z = (k—1)z. Logo, k — 1 & autovalor com multiplicidade,
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no minimo, n — k — 1.

(71) Defina os vetores y; = €, — €, g1, Vi =1,...,k — 2. Observe que Q(H)y; =

(n — 2)y;. Logo, n — 2 & autovalor com multiplicidade, no minimo, k — 2.

(#i) Aplicando o Teorema 2.2.6 & matriz Q(H) obtemos RQ(H) e todos os autova-
lores dessa tultima também sdo autovalores de QQ(H). Resta entdo mostrar que os trés

autovalores equivalem aos autovalores ¢1(H), qx(H) e q,(H) de Q(H).

O polinémio caracteristico de RQ(H) é dado por
RQu(z) = p(a,n, k) = 2° — (3k +n — 3)2* + (nk + n + 4k* — 8k)x — (2k* — 4k* + 2k).

Dos itens (i) e (ii) acima temos n —k — 1 + k — 2 = n — 3 autovalores conhecidos. Agora,

do Lema 4.3.2d), segue que
p(n_27n7k)7é0 € p(k_17n7k:)7é0

Portanto, n — 2 e k — 1 nao sao autovalores de RQ(H), isto é, os demais 3 autovalores
de Q(H) sao exclusivamente determinados pela matriz RQ(H) e sao distintos de n — 2 e
k—1.

Ora, do Lema 4.3.2a), b) e ¢), o polinémio caracterisitico p(z,n, k) possui exatamente
uma raiz em cada um dos intervalos [0,k — 1], [k, k+ 1] e [k 4+ 2,n 4+ 2k — 4], uma vez que

p(z,n, k) é de grau 3 e tais intervalos sao disjuntos (conforme Lema 4.3.3).

Por [12| (Teorema 2.2.32) temos ¢,(H) < d,(H) = k — 1, entdo ¢,(H) € [0,k — 1].
Como dy(H) = do(H) = n—1 segue de [12] (Teorema 2.2.33) que ¢2(H) = n—2. Portanto,
uma vez que q1(H) > go(H) > -+ > qn(H), e munidos dos resultados obtidos em (i) e (ii)
acima, concluimos que ¢;(H) € [k+2,n+2k —4], ¢o(H) = @3(H) = -+ = qx_1(H) =
n—2,q.(H) € [kk+1] e qi1(H) =+ =q,—1(H) =k — 1, seguindo o resultado.  [J

A partir do Teorema 4.3.1 podemos provar que os grafos H, ;, satisfazem a Conjectura
3.2.1, para todo 1 < k < n. O Teorema 4.3.2 apresenta a prova e é mais uma contribuicao

desta Tese.

Teorema 4.3.2. Para n > 13 e um k fixo satisfazendo 3 < k < n — 2, defina Hy um

grafo com n vértices isomorfo ao grafo H, = CSE~' + e;;. Entao,
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i) Ti(Hi) < e(Hi) + k;—l

exatamente k autovalores;

, isto €, a Conjectura 3.2.1 € vdlida para a soma de

k
i) Teo1(Hi) < e(Hi) + (2>, isto €, a Conjectura 3.2.1 € vdlida para a soma de

exatamente k — 1 autovalores.;
1
wi) Tw(Hi) < e(Hi) + (w;— >, para 3 <w < k —2;

w+1

i) Tw(Hy) < e(Hy) + ( 5

>,pamk+1§w§n—2.

Demonstracao.

i) Seja Hy isomorfo a H, ;. paran > 13 e 3 <k <n —2 e k fixo. Note que o ntimero

de arestas de Hy é dado por

e(Hr) = (n = (K +1))(k = 1) + e(Kyia)

kE+1)(k
:nk—n—kQ—k—Fk—l—l—l—%

k+1)(k
:nk—n—k2+1+%.

Pelo Teorema 4.3.1, temos:

E+2<q(Hi) <n+2k—4
@(He) = @s(He) = = qp1(Hp) =n — 2

k< aqu(Hi) < k+1.
Logo,

E+24(k—=2)(n—2)+k <q(Hi) +@(He) + -+ qu(Hi) <

<n+2k—4+k-2)(n—-2)+k+1,
isto é,
nk —2n+6 < Tp(Hi) <nk+k—n+1.
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Porém,

k+1)(k
e(Hy) = nk—n—k2+1+—( +2)( )<:>
E+1 k+1)(k kE+1)(k
ot (FFD) ko1 s KD G )
2 2 2
= nk—-n—k+1+(k+1k
= nk+k—n+1,
isto é,
kE+1
e(’Hk)+< ;— ):nk:Jrk—nJrl
donde

k+1
nk—2n+6<Tk(Hk)<e(Hk)+( —2i_ ),

e, portanto,

To(Hy) < e(Hy) + (k s 1).

ii) Pelo item i) anterior temos que

To(Hy) < e(Hy) + (k . 1).

Por outro lado, pelo Teorema 4.3.1 #i4) temos que
k< qu(My) <k+1,
donde podemos concluir que
Gw(He) > k& —q.(Hi) < —k

Somando membro a membro das inequagoes (4.8) e (4.9) obtemos

Tk<Hk) — qk(Hk) < Q(Hk) + (k —2|— 1) — k.
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-0 ()-0)- ()
)l

e, substituindo a equagao (4.11) no segundo membro da desigualdade (4.10) obtemos

Ti0) ~ au(3) < () + ().

isto é,

To 1(Hy) < e(Hy) + (’;)

iii) Provemos agora que a Conjectura 3.2.1 também é satisfeita para T5(Hy), Tu(Hg),
Ts(He), -y Tho(He).

Do Teorema 4.3.1 temos
(M) = a(Hy) = = qe—a(Hp) =n — 2.
e portanto
g3(Hi) + -+ + qoij(Hi) = j(n —2),

com 1 < j < k—4. A partir da soma dos & — 1 maiores autovalores de H; (item
ii) acima), pra cada autovalor subtraido um a um do membro esquerdo (iniciando do

autovalor gx_o(Hy)), obtemos a relagao abaixo:
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Te1(Hy) < e(Hy)+ k) &

2
k—1
Troo1(Hi) — qr—2 < e(Hp) + 5 o
k—2
Tor(He) — o2 — @3 < e(Hp)+ 5 = (4.12)
4
Too1(Hi) — @2 — - —q3 < e(Hg) + <2>

Observando o termo combinatorio que aparece no segundo membro de cada umas das

desigualdades dadas em (4.12) e, usando a relacao de Stifel

G)-C3)-G2)= () -()-6G2)

com a,b € Nea> 2, temos:

£ 665
_ (l;)—(k—l)

(50 - () -00)
- ()-()-(0)
_ (I;)—(k—l)—(k—Q).

(20 - (5)-00)
- ()= () -(0)-(7)
_ (’;)_(k—l)—(k—z)—(k—s).

(0 - () Seo

Assim, para mostramos que a Conjectura 3.2.1 é valida para T3(Hy,), Ty(Hy), Ts(Hg), - - -
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Ti—2(Hy), precisamos provar entao que, para todo 1 < j < k — 4,

Ti s (M) — j(n— 2) < e(My) + (k> Sk, (4.13)

e como, do item i) acima,

Ti1(He) < e(Hy) + (];),

é suficiente provarmos que

—jn=2) <= (k—1i). (4.14)

i=1

Ora, provar a desigualdade (4.14) equivale a provar

jln—2) > Z(kz—z’)

que é verdadeira, de acordo com o Lema 4.3.4a), para todo 1 < j < k—4, donde a equagao

(4.14) é valida, seguindo o resultado.

iv) Provemos agora, a partir do item ¢) acima, que Ty11(H), Tero(Hi), - -, Ths(Hg),

T, —o(Hy) satisfazem a Conjectura 3.2.1.
Do Teorema 4.3.1 (ii) e (iii) segue que
Qo1 (Mi) = Qraa(Hi) = -+ = qu2(Hi) =k — 1,
e portanto
Qi1 (Hi) + Qrao(Hi) + - + qus(Hi) = s(k — 1),

para 1 < s < n —k — 2. A partir da soma dos k maiores autovalores de H; (item i)
acima), pra cada autovalor somado um a um ao membro esquerdo (iniciando do autovalor

qr+1(Hr)), obtemos a rela¢ao abaixo:
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Tk(Hk) < 6(7‘[k)+ K 1) &

+
2
w ~+ 2
Tk(Hk) + Q1 < €(Hk) -+ 9 ) &
+
T(Hi) + qee1 + o2 < e(Hi) + 9

? o (4.15)

—1
To(He) + o1 + -+ quo < e(Hi) + (n )v

Observando o termo combinatorio que aparece no segundo membro de cada umas das

desigualdades dadas em (4.15) e, usando a relagao de Stifel
a_a—l_a—l@a_a—ldl_a—l
b b ) \b-1 b)  \ b b—1)
com a,b € Nea> 2, temos:
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Assim, para mostramos que a Conjectura 3.2.1 é valida para Ty1(Hi), Trao(He), - -,

T—3(Hi), T2(Hy), precisamos provar entdao que, para todo 1 < s <n —k — 2,

Tk(Hk) + S(k — 1) < G(Hk) + <k ;_ 1> + i:(k’ + i), (4.16)

e como, do item ¢) acima,

i) <)+ ("3 1),

é suficiente provarmos que
S

s(k—1) <Y (k+1), (4.17)

i=1
para todo 1 < s <n —k — 2. Porém, de acordo com o Lema 4.3.4b), a equagao (4.17) é

verdadeira para todo 1 < s < n — k — 2, seguindo o resultado.

]

Munidos do Teorema 4.3.2 e do fato de que a Conjectura 3.2.1 é valida para k = 1,
k=2 k=n—1ek=n. (conforme [1]), temos como consequéncia imediata o resultado

abaixo.

Teorema 4.3.3. Para H isomorfo ao grafo H,; = CS*! + e, temos

) <+ ("),

para todo 1 < k < n.
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Consideracoes Finais e Perspectivas

Apresentamos duas familias de grafos que satisfazem a conjectura proposta em [1| por
Ashraf et al.: uma delas, uma subfamilia G, ; da familia de grafos split que satisfaz a
Conjectura 3.2.1 para a soma dos 3 maiores autovalores de @, e a familia de grafos split
completo mais uma aresta H, , que satisfaz a Conjectura 3.2.1 para todo 1 < k < n.
Ainda, promopomos um limitante superior (dado pela soma dos k& menores graus de um
grafo G) para a soma dos k menores autovalores da matriz laplaciana L e laplaciana
sem sinal ). Experimentos computacionais usando o AutoGraphiX (AGX) nos ajudaram
tanto na busca dessas familias de grafos quanto nas ideias dos resultados algébricos dessa

Tese.

Os experimentos usando o AGX, quando aplicado ao problema de otimizagao

min e(G) +6 — (¢1(G) + ¢2(G) + ¢3(G))

sujeito a: GG é conexo com n vértices,

nos deu como solugao o grafo split GG, o, composto por n —4 vértices independentes e uma
clique de tamanho 4. Pelo fato do AGX ser uma ferramenta heuristica para geragao e
descrigao de classes de grafos (e ainda determinagao de grafos extremais), ¢ de se suspeitar
que entre todos os grafos com n vértices, o grafo G,, 2 ¢ o grafo que melhor se aproxima
da conjectura proposta por Ashraf et al. em [1|, ao somarmos os 3 maiores autovalores

de @, isto é, G, 2 € o grafo que otimiza o problema de minimizacao descrito acima.

Baseado nessa heuristica, conseguimos provar algebricamente que

7.5
€(Gn,2) +6 — 7 < TS(Gn,2> < 6<Gn,2) +6
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onde

4
n+2—ﬁ <q1(Gn,2) <n+2,
QQ(Gn72) =n — 27
3.5
4 — 7 < Q4(Gn72) < 4,

e T5(Gp2) tende & e(Gy2) + 6 a medida que n tende ao infinito.

Com raciocinio analogo, usamos o AGX para obter os possiveis grafos extremais para
o problema de otimizagao

min e(G) + (k ;— 1) —(1(G) + @(G) + ...+ (@)

sujeito a: GG é conexo com n vértices e 1 < k <n.

A tabela abaixo mostra os resultados obtidos ao fixarmos k = 3,4,5,...8.

Grafo exibido pelo AGX
Hy3=Ghp
Hy,
H, 5

||| || T

Assim, baseado nos experimentos realizados pelo AGX, suspeitamos que o grafo que
melhor se aproxima do problema de minimizagao para a soma dos k£ maiores autovalores
de @ ¢é o grafo da familia H,, ;, quando somamos exatamente seus k£ maiores autovalo-
res. Computacionalmente (mas que carece ainda de algumas demonstragoes algébricas),

pudemos mostrar que, uma vez escolhido o valor de k (com 3 < k < n — 2),

)

(k+ 1) k(VE +2)

E+1
o )T < Ty (Hyk) < e(Hpg) + ( 5 ), (4.18)

30



onde

kVk
n+2k:—4——\/_<q1<n+2k—4,
n
G2 =q3="""=(q—1 =N — 2,

2k
k+1-"<q<k+l.
n

Entretanto, uma vez que 3 < k < n — 2, nada podemos garantir sobre seu comporta-
mento assintotico, ja que o numerador da fragao que aparece no membro mais & esquerda

da equagao (4.18) também ¢é variavel.

Por fim estamos & procura de algum tipo de aplicacao para os resultados obtidos
nessa Tese, bem como nos resultados ja conhecidos na literatura, (como ja fora feito, por
exemplo, considerando as ideias de aplicacao utilizadas em [11], [15], [18], [19], [23], [24],
[25] e [26]).
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Apéndice A

Programas

A.1 CaAlculos Realizados no Lema 2

Defini¢ao da funcdo p(x,n,t), que determina, no Teorema 42(iv), o polinémio carac-
teristico p(x,n,t) da matriz reduzida de G_n.t.

p[0, n, t] // Expand
p[2, n, t] // Expand

4t+4t?

-8+4n+4t-4nt+4t?
sigma[n_, t_] :=p[2, n, t]
sigma[6+a + b, 2+a] // Expand

-8-8a-4b-4ab

p[2t, n, t] // FullSimplify
plt+1, n, t] // Expand
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4 (-1+t) t
-3+n-t+3t2-nt?+t?
psi[n_, t_] := p[t+1, n, t]
psi[6+a + b, 2+a] // Expand
-3-4a-a’-3b-4ab-a’b

limsupgl := n + (t"2 -5t + 10) /2 - (t-2) /n

p[2t+1, n, t] // Expand
p[limsupgl, n, t] // Expand

-3+n-4t+2nt

8 52 126 443t 12t 90t 229t
-127- — - — - ——-36n-3n%+ + + + +
n® n? n 2 n3 n? n
5n’t 651t?> 6t? 57t? 333t%2 51nt? n?t? 565t3
47nt + - - - - - - + +
2 4 n3 n? 2n 2 2 8
t3 31t 243¢3 141t* 3t* 11t* nt* 19t> 3t5 b
— + + +6ntd - — - - - + + - —
n® 2n? 4n 8 2 n? n 2 8 4n 8
eps[n_, t_] :=p[2t+1, n, t]
eps[6+a + b, 2+a] // Expand
19+13a+2a?+5b+2ab
8 52 126 443t 12t 90t
aux[n_, t_] :=-127- — - — - —_-36n-3n%+ + + +
n3 n2 n 2 n3 n2
229 t 5n%2t 651t2 6t2 57t%2 333t2 51nt? n%?t? 565¢t3
+47nt+ - - - - - - +
n 2 4 n3 n? 2n 2 2 8
t3 31t3 243¢3 141t* 3t* 11t* nt* 19t> 3t5 t°
— + + +6ntd- - - - + + - —
n® 2n? 4n 8 2 n? n 2 8 4n 8

Collect[aux[n, t], n]

443t 651t% 565t 141t* 19t> t°

-127 + - + - + - — +
2 4 8 8 8 8
3 4
5t t2) -8+12t-6t2+t3 -52+90t-57¢2+ 3=
n? -3+ — - — |+ + +
2 2 n3 1'12
2 3
51 2 4 —126+229t—%+%—11t4+£
n|-36+47t- +6t3- — |+
2 2 n
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443t 651t2 565t3 141t* 19t5 6

a[t_] :=-127 + - + - + - —
2 4 8 8 8 8
b[t_] := -8+12t-6t%++¢3
31¢3 3¢
c[t_] := -52+90t-57¢%+ -—
2 2
333¢2 243¢3 3¢5
d[t_] :=-126+229t- + -11t%+
2 4 4
51 t2 tt
e[t ] := -36+47t- +6t3- —
2 2

5t 2
f[t_] = -3+7—;

epsl[n_, t_] := a[t]n"3+b[t] +c[t]n+d[t]n"2+e[t]n"4 + £[t] n"5

epsl[9+a + b, 5+a] // Expand

290871 a 633101 a® 109557a* 50371a®> 1931a® 755a’
-49788- —— — 145224 a% - - - - - -
2 8 4 8 2 8
21a®  a° 204957ab 308265a’b 264643a’b 73019a*b 6585a°b
- —-55917b- - - - - -
4 8 2 4 8 8 4
103a’b 3a®b 49 485 ab? 39083a’b? 2061 a’b?
191a®b- ——— - -17226b%> - ——————— - 14658a%b? - - -
8 8 2 8 2
539a°b? 21a®b? 3a’b? 5401 ab® 4981a’b’® 2413a%b?® 353a‘b?
- - -2273Db° - - - - -

4 2 8 2 4 8 8
27a’°b®  a®bl 271ab* 91a?b? 13a’b?* a*b* 5ab®> a’b’®
_- - 136 b* - - - -3b° - —— -

8 8 2 2 2 2 2 2

p[n+2, n, 2] // Expand

16 -4n

p[n+2— l, n, 3] // Expand

n
1 2 6
38+ —+ —-—-3n
n® n? n

£3[n_] := 38n*+1+2n-6n2-3n*
£3[13 +a] // Expand

-3184 - 7252 a- 1566 a2 - 118 a° - 3 a*

p[n+2— i, n, 4] // Expand

n
8 16 24
64+ —+ —-—-2n
n® n? n

f4[n_] := 83n*+8+4n-34n%-n°
f4[9 +a] // Expand

-1252-13244a-5083a?-727a%-45a%-a°

89



p[n-2, n, t] // Expand
p(t, n, t] // Expand

24-20n+4n2+20t-8nt+4t?
2t?2-nt?+t3

sigmal[n_, t_] := p[n-2, n, t]
sigma2[n_, t_] := p[t, n, t]

sigmal[6+a + b, 2+a] // Expand
sigma2[6+a + b, 2 +a] // Expand

8 +12Db + 4 b?
-8-8a-2a’-4b-4ab-a’b
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A.2 Calculos Realizados no Lema 3

Exit

phifn_, t_] :=t?>n+2n’-9nt+8n-2t+4
phi[8+a + b, 4 +a] // Expand

28+10a+9a?+a’>+20b+3ab+a’b+2b?

phi[n, 2] // Expand
phi[n, 3]

-6n+2n?

-2-10n+2n?

91




A.3 Calculos Realizados no Lema 5

Defini¢ao da funcao p(x,n.k), que determina, no Teorema 44(iii), o polindmio carac-
teristico p(x,n.k) da matriz reduzida de H_n k.

p[0, n, k] // Expand
p[(k-1, n, k] // Expand

-2k+4k2-2%3

2-2k*-2n+2kn

deltal[n_, k_] :=p[0, n, k]
delta2[n_, k_] :=p[k-1, n, k]
deltal[5+a + b, 3+a] // Expand
delta2[5+a + b, 3+a] // Expand

-24-32a-14a%*-2a°
4+2a+4b+2ab

p[k+1, n, k] // Expand
plk, n, k] // Expand

4-4k

-2k-k’+kn

delta3[n_, k_] :=p[k, n, k]
delta3[5+a + b, 3+a] // Expand

3b+ab

p[k+2, n, k] // Expand
p[n+ 2k-4, n, k] // Expand

20-6k+k*-2n-kn

~16+30k-16k*+2k>+4n-6kn+2k?*n
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delta4[n_,
delta5[n_,

=plk+2, n, k]
=p[n+ 2k-4, n, k]

delta4[5+a + b, 3+a] // Expand
delta5[5+a + b, 3+a] // Expand

-14-10a-5b-ab

4+22a+18a’+4a’+4b+6ab+2a’b

p[n-2, n, k] // Expand
4+2k-4k*-2k*-6n+2kn+4k?®n+2n%-2kn?
delta6[n_, k_] :=p[n-2, n, k]

delta6[5+a + b, 3+a] // Expand
-4b-2ab-4b%2-2ab?’

93



	Agradecimentos
	Lista de Figuras
	Introdução
	Grafos e Teoria Espectral de Grafos
	Grafos: Definições, propriedades e modelos.
	Teoria Espectral de Grafos.
	Grafos Regulares.
	Analogias com a matriz A.


	Estado da Arte
	Resultados sobre a matriz laplaciana
	Resultados sobre a matriz laplaciana sem sinal.
	Desigualdade de Schur.

	Novos Resultados em TEG
	Limitantes superiores de Sn - Sn-k e Tn - Tn-k.
	Família de grafos Gn,t.
	A família de grafos Hn,k.

	Considerações Finais e Perspectivas
	Referências Bibliográficas
	Programas
	Cálculos Realizados no Lema 2
	Cálculos Realizados no Lema 3
	Cálculos Realizados no Lema 5


