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Resumo

Esta dissertacao tem como principal objetivo estudar as propriedades de existéncia e unicidade
dos fluxos regulares Lagrangeanos associados a um campo vetorial limitado pertencente a
L ([0, T, whr (]Rd; ]Rd)), além de obter uma aproximacao numérica deles mediante o método

de Euler progressivo com uma condi¢ao one-sided Lipschitz sendo satisfeita pelo campo vetorial.

Palavras chaves: Fluxo regular Lagrangeano, Método de Euler, Condi¢ao one-sided Lipschitz.



Abstract

This dissertation has as main objective to study the properties of existence and unique-
ness of the regular Lagrangian flows associated with a limited vector field belonging to
L ([0, T, whr (]Rd; ]Rd)), besides obtaining a numerical approximation of them by the explicit
Euler method with a one-sided Lipschitz condition being satisfied by the vector field.

Keywords: Regular Lagrangian flow, Euler’s Method, One-sided Lipschitz condition.
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Introducao

O assunto principal deste trabalho é o estudo da equacao diferencial ordinaria

Y () =b(t, v (1)
7 (to) =z,

onde v : [0,T] — R?, sob varias hipéteses de regularidade sobre o campo vetorial
b(t,z):[0,T] x R* —» R,

assim como da aproximacao discreta pelo método de Euler desta quando b além de satisfazer
ditas hipoteses de regularidade, satisfaz uma condigao one-sided Lipschitz.
A teoria é simples e muito classica no caso em que b é suficientemente suave, isto é, Lipschitz
em relagdo a varidvel espacial, uniformemente em relacao a variavel temporal. Esta é a chamada
teoria de Cauchy-Lipschitz. Neste caso podemos identificar um tnico fluxo do campo vetorial b,
que é uma funcao

X (t,2) : [0,T] x R* — R

que reune todas as trajetorias, no sentido de que resolve

0X
¥ (t,x) =b(t, X (t,z))

X (0,z) = z.

Além disso, a regularidade adicional do campo vetorial é herdada pelo fluxo, como, por exemplo,
a regularidade de = — X (¢,z). J4 no sentido numérico pode ser garantido a convergéncia do
método de Euler para a equagao (1), além de uma regiao de zero-estabilidade e algumas outras
propriedades mais, muito desejadas por qualquer esquema numérico. Informacao detalhada
destes topicos pode ser encontrada em [11].

Faz alguns anos, um grande interesse cresceu nas extensoes dessa teoria para situagdes em que
o campo vetorial é menos regular. Além da importancia tedrica de tal extensdo, a principal
motivacao vem do estudo de muitas equagoes diferenciais parciais nao-lineares da fisica matema-
tica. Em varios modelos fisicos da mecanica de fluidos é essencial lidar com densidades ou com
campos de velocidade que nao sao suaves, e isso corresponde a situagoes reais do mundo real:
por exemplo, o comportamento turbulento de fluidos viscosos ou as ondas de choque produzidas
por um aviao supersonico.

A teoria das equagoes diferenciais ordinarias fora do contexto suave comeca com o trabalho

seminal de DiPerna e Lions em 1989 (veja [5]), onde se obtém alguns resultados novos de
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existéncia, unicidade e estabilidade para equacoes diferenciais ordinarias com coeficientes nos
espagos de Sobolev. Estes resultados sao deduzidos dos resultados correspondentes em equagoes
de transporte lineares que sao analisadas pelo método de solugdes renormalizadas.

Noés queremos pesquisar a precisao do método de Euler, quando o campo vetorial b satisfaz uma
condi¢ao one-sided Lipschitz além das condigbes impostas para a existéncia e unicidade do fluxo
regular Lagrangeano.

O presente trabalho pode ser dividido em tres partes: na primeira parte lembramos algumas fer-
ramentas basicas e resultados que sao amplamente utilizados em toda a dissertacao; na segunda
parte apresentamos a definicao de fluxo regular Lagrangeano, estimativas para o campo vetorial
ao qual estd associado dito fluxo no caso particular de campos vetoriais limitados, existéncia e
unicidade do fluxo regular Lagrangeano, assim como varios outros resultados relevantes. Cabe
resaltar que esta estimativa e suas conseqiiéncias sao apenas casos particulares dos teoremas
mais gerais apresentados na tese de doutorado de Gianluca Crippa [3]; j4 a terceira parte é
dedicada a aproximagao numérica do problema de valor inicial (1) junto com a demonstagao
da convergéncia do método numérico usado nesta aproximacao, o qual é o método de Euler

progressivo.
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1 Preliminares

Com o objetivo de fazer este trabalho autocontido, neste capitulo serdao coletados e apresen-
tados de forma rapida alguns resultados sobre teoria da medida, topologia, fun¢des maximais,
funcgoes Lipschitz, fungdes Sobolev, e analise numérica, com outros resultados de nosso interesse
(uma introdugao mais detalhada a tais aspetos da teoria podem ser encontrados em [1], [7], [9],
e [10]).

1.1 Teoria da medida

Seja X um espago métrico separavel. Denotamos por 4 (X) a familia de todos os subconjuntos
Borel de X, por M (X) a familia de todas as medidas Borel localmente finitas sobre X e por
M (X) o subconjunto de M (X) de todas as medidas Borel ndo-negativas localmente finitas
sobre X. A variagio total de uma medida p € M (X) é detotada por |p]. Quando |u| (X) < +oo
dizemos que  tem massa finita e estabelecemos /| () = |1 (X). O suporte de uma medida

pue M (X) éo conjunto fechado definido por
sptu = {xe X : |u| (U) >0 para cada vizinhanga aberta de x} .

Uma medida p é concentrada sobre um conjunto Borel E < X se |u| (X\E) = 0.

Se pe M(X) erme M, (X), dizemos que p é absolutamente continua com relagdo a 7, e
escrevemos p < m, se |u| (F) = 0 para todo conjunto Borel E < X tal que 7 (E) = 0. Se
f: X — Y é uma funcao Borel entre dois espagos métricos separaveis X e Y, e u € M (X),

denotamos por fypu e M (Y) o push-forward da medida yu, definido por
(fuer) (E) = p(f~"(E)) para todo conjunto Borel E < Y. (1.1)
A seguinte formula de mudanca de varidveis é simples, porém de basica importancia.

Proposigao 1.1. Seja ¢ : Y — [0, 0] uma fun¢io mensurdvel. Entdo temos

Lso(f (2)) dyu () = j o) dfsnly) Ve Co(Y), (1.2)

Y

Denotamos por m a medida de Lebesgue sobre RY. Para qualquer subconjunto A de R?

definimos a funcao indicadora 1, como

1 sexe A

0 sex¢A,

lA(x) =

a qual satisfaz, entre outras, com as seguintes propriedades:
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(i) 1anp =min{ly, 1} =14-15.
(i) Taop =max{ls-1p} =14+ 1p—14-1p.
(i) 1g4e =1 — 14,
(iv) 1ap =14—14-15.
(v) Se Ac B, entao 14 < 1p.
(vi) Seja f: A — B uma fungao dada, entdao 14 (f’l) = 1504

Fixe uma medida p € M, (X). Dizemos que uma sequéncia de fungoes {f,} definida sobre X e

com valores em R? converge em p-medida para a funcio f se

AE}OM({QCEX | fn(x) = f(z)| > 0}) =0 para todo § > 0.

1.2 Funcdes Lipschitz, teoremas de extensao e diferenciabilidade apro-

ximada

Uma funcio f: Q c R — R* é Lipschitz se existe uma constante L tal que

|f(x) — f(y)| < Llxr —y| paratodo z,yeq. (1.3)

A constante minima L tal que (1.3) se satisfaz é chamada a constante Lipschitz da fun¢ao f

e é denotada por
|f(z) = f(y)]

Lip(f) = sup { P—

:x,yEQ,x;éy}.

Uma funcdo f : Q c R? — R* é dita localmente Lipschitz se para cada compacto K < ,

existe uma constante C'k tal que
[f(x) = f(y)l < Cklz —y| paratodo wz,y€K.

Teorema 1.1 (Rademacher). Seja f : R? — R uma funcdo localmente Lipschitz. Entio f ¢

diferenciavel m-q.t.p.

Uma funcdo f : X — R* é dita aprozimdvel no sentido Lusin por funcdes Lipschitz sobre
A e A (X) se para todo € > 0 dado, existe um C' € # (X) tal que

w(A\C) <e e fl|cé Lipschitz



Capitulo 1. Preliminares 14

Esta propriedade implica ndo apenas p-mensurabilidade de f|4, mas também uma propriedade

fraca de diferenciabilidade (diferenciabilidade em medida).

Teorema 1.2 (Extensao de fungoes Lipschitz). Seja f: Q < R? — R¥ uma fungdo Lipschitz.
Eziste uma funcio Lipschitz f : R? — R* tal que

1. f=femQ.

2. Lip(f) < VELip(f).

Dizemos que uma funcio Borel f : RY — R¥ é aprozimadamente diferencidvel em = € R? se

existe uma transformacdo linear L : R? — R¥ tal que o quociente da diferenca

ey~ f@)

3

converge em medida a Ly quando € | 0. Isto é claramente uma propriedade local. Daqui
para frente, toda vez que falemos de diferencidvel, estamos nos referindo neste sentido. E
possivel provar que, se f|x é uma fungao Lipschitz para algum conjunto K < R?, entdo f
¢ diferenciavel em quase todo ponto de K. No seguinte teorema mostramos uma espécie de
reciproco desta afirmacao: uma funcao diferenciavel pode ser aproximada, no sentido Lusin, com

fungoes Lipschitz.

Teorema 1.3 (Teorema de Lusin para funcoes diferenciaveis). Seja f: Q < R — R*. Assuma
que existe uma sequéncia de conjuntos Borel A, < Q) tais que m (Q\UAh> =0 e fla, €
h

Lipschitz para todo h. Entao f € diferencidvel em m-q.t.p. x € €.
Reciprocamente, se f é diferencidvel em todos os pontos de Q' < Q, podese escrever ) como a
unido contdvel de conjuntos Ay, tais que f|a, € Lipschitz para todo h (até uma redefinicio de f

em um conjunto de m-medida nula).

1.3 Funcoes Sobolev e regularizacao

Nesta secio estudamos as funcdes Sobolev em R?. Tratamentos mais extensos podem ser
encontrados nas referéncias cléssicas [6] e [7].
As fungbes Sobolev sao generalizacoes naturais das fungoes Lebesgue LP. Simplesmente declarado,
se 0 < R? ¢ um conjunto aberto, 1 < p < 00, e n um inteiro positivo, o espaco Sobolev W™ ()
consiste das fungoes (ou classes de equivaléncia de fungoes) em LP (2) cujas derivadas parciais até
a ordem n estd em LP (€2). Comecaremos dando uma definicao mais precisa do que entendemos

por "derivadas parciais', ja que estas nao sao definidas no sentido classico.
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1.3.1 DefinicGes e propriedades elementares

Ao longo destea secdo, U denota um subconjunto aberto de R% Se V' é um subconjunto
aberto de R?, dizemos que V esta compactamente contido em U, denotado por V cc U, se V é

compacto e V < U

Definicdo 1.1. Assuma fe L, (U), 1 <i <

fraca (ou distribucional) de f com respeito a x; em U se

J 798 4y = —f gipda
U axz U

d. Dizemos que g; € L}, (U) € a derivada parcial

(1.4)

para toda ¢ € C} (U).

Notacao: E facil verificar que a derivada parcial fraca com respeito a x;, se existir, é

exclusivamente definida m-q.t.p. Escrevemos

of
= (g; ) = 1, .,d
o, =0 U )
’ of  of
Df={—, .., —
f <6I17 Y 61’d) )
desde que as derivadas fracas —— 8f a—f existem.
x, 7 Oxg
Definicao 1.2. Seja 1 < p < @
(i) A fungao f pertence ao espago de Sobolev
wh(U)

se f e LP(U) e as derivadas parciais fracas Of/0x; existem e pertencen a LF (U), i =

1,...d.

(ii) A fungio f pertence a WP (U) se f € WY (V) para cada conjunto aberto V cc U.

(iii) Dizemos que f é uma fungao Sobolev se f € I/Vlif

(U) para algum 1 < p < o0

Observe atentamente, se f é uma funcdo Sobolev, entao, por defini¢ao, a férmula integracao

por partes

J 19 4y — OF pdn

&El U 0x;

é valida para toda p € C! (U),i=1,.
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Definicdo 1.3. Se f e W' (U), definimos sua norma

1/p
(j (|f|p+|Df|p)dx) sel<p<oo
U

esssupy (|f] + [Df]) se p = .

”f”Wl,p(U) =

Definigdo 1.4. (i) Seja {fi}rr, f € W' (U). Dizemos que f, converge a f em WP (U), e
escrevemos
fe — f em W' (U),

se

klglolo | fe — fHWLp(U) = 0.

(ii) Escrevemos
fe= | em Wl (U),

que significa

fe — f em WP (V)

para cada V cc U.

1.3.2 Aproximacao por funcoes suaves

Vamos introducir ferramentas que ajudarao na construgdo de aproximagoes suaves para
fungoes dadas.

Primeiro definimos a convolucdo de uma funcao f € L' (Rd) com uma funcao g € L” (Rd).

Teorema 1.4. Sejam f € L' (Rd) ege P (Rd) com 1 < p < oo. Entao para quase todo ponto

zeR? a funcioy — f(x —vy)g(y) € integravel em R? e definimos a convolugio de f com g por
(Fe9@=| fe-noway
R

Em adicao f+ge LP (]Rd) e
1f =gl < Uflpalgles -

O procedimento de mollificagcao nos deixa aproximar uma fungao f € LP (U) mediante fungoes

suaves, um exemplo disto é o definido a continuacao.

Definigao 1.5. Se e > 0, escrevemos U. = {x € U : dist (z,0U) > &}

(i) Definane C* (R?) por
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a constante C' > 0 ajustada tal que

f ndx = 1.
Rd

1 x
n=-m(f)  (e>0weRr).

Chamamos n de standard mollifier. As fungoes n. sio C* e satistazem

(ii) Para cada € > 0, seja

J nedr =1, spt(n.) < B:(0).
Rd
Definigdo 1.6. Se f € L, (U), definimos sua mollifica¢io

fe=nesf em U..
Isto ¢,
f5<x>=fm(x—y)f(y)dyzjm(y)f(x—y)dy
U U

para x € Us..

fe (x) é chamada uma mollifica¢io ou reqularizacio de f.
A continuagao exibimos algumas propriedades basicas da regularizacao de f, porém relevantes

para o nosso trabalho.
Teorema 1.5. (i) Para cada € >0, f. € C* (U.).
(ii) f- = f q.t.p. quando € — 0.
(iii) Se fe C(U), entio f- — f uniformemente sobre subconjuntos compactos de U.

(iv) Se fe L} (U) para algum 1 < p < oo, entao f. — f em L} (U).

loc loc
(v) Se f e WP (U) para algum 1 < p < oo, entdo
E of

(%i = et (99(;2

(i=1,...d
sobre U..
(vi) Seja f e LP (U) para algum 1 < p < co. Entao

| el oy < 1oy -

Teorema 1.6 (Aproximacio local por fungdes suaves). Assuma f € W' (U) para algum

1 < p < 0. Entdo existe uma sequéncia {f.},, = W' (U) n C® (U) tal que
fe—f em W (U).

Teorema 1.7. Seja f : U — R. Entdo f ¢ localmente Lipschitz em U se, e s6 se, f € WP (U).
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1.4 Funcbes maximais

Recordamos aqui a definigdo da funcao maximal de uma medida localmente finita e de uma

funcao localmente sumavel e afirmamos algumas propriedades bem conhecidas.

Definigdo 1.7. Se fe L, v € RY, er > 0, definimos o valor medio de f sobre B,(z), denotado

por £ s, como
B.(z)

1
J[B,'(x) fly)dy = m JBT(J:) f(y)dy.

Defini¢ao 1.8 (Fungao maximal). Seja p uma medida (vetor valuada) localmente finita. Para

todo A > 0, definimos a fung¢io mazximal de p como

Myp(z) = sup W: sup J[Brm dlul(y) zeR™

O<r<X T 0<r<A

Quando p = fm, onde f é uma fungio em L (R%RY) temos

My f(x) = sup Jf iy

0<r<X

Lema 1.1. Seja A > 0. A fun¢io mazimal de = fm é finita para quase todo ponto x € R? e

Myf(y)dy < cap + ca J F()|Tog (2 + ()] dy.

Bp(0) Bp12(0)

Parap>1 e p >0 temos uma estimativa forte
[ onsyrassa, | iwra
B,(0) By (0)
Para p =1 s6 temos uma estimativa fraca
Cq
m e B M) =) < S | (7wl
Bp+/\(0)

para todo t > 0.

Lema 1.2. Seue W' (R?), 1 < p < o0. Entdo existe um conjunto N < R com m(N) = 0 tal
que
[u(z) = u(y)| < cale — y[ (MyDu(z) + MyDu(y))

para z,y € RAN com |z —y| < \.

Também lembramos a desigualdade de Chebyshev: Se f € L? (0 < p < o), entdo para todo
a>0

(07

m({|f] > a}) < [”f””] . (1.5)
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1.5 Nocoes de métodos numéricos em EDOs

Vamos refletir brevemente sobre o seguinte problema de valor inicial

dX(t)
X)) (1.6)
X(ty) = x.

Aqui estamos supondo b e X suficientemente suaves, como na teoria classica.

Temos dois itens de informagao: Sabemos o valor de X em um tnico ponto t = ty, ou seja,
quando o grafico da solucao for tragado ele devera comegar a partir do ponto (g, z), fornecido
no enunciado do problema; e a fungdo b (¢, X (¢)) indica como a derivada de X (¢) ird variar. O
objetivo é achar o valor de X em um novo ponto, a abordagem mais elementar é estimar X (¢)
fazendo a aproximacao b (t, X (t)) = b(to, X (to)) parat € [to,to + h], onde h > 0 suficientemente
pequeno. Integrando (1.6),

t t

b(s, X (s))ds ~ X (to) —i—f b(to, X (to))ds = x + (t —to) b (to, ) .

to

X(t)zX(to)Jrf

to

Entao com z = X,
t

X (t) = X (to) + J b(s, X (s))ds ~ Xo + (t — to) b(to, Xo) . (1.7)

to
Dada uma sequéncia tg, t; = tg + h,ty = tg + 2h, ..., onde h > 0 é o passo do tempo, denotamos
por X,, uma estimativa numérica da solu¢ao exata X (¢,), n = 0, 1,2, ... Motivado por (1.7),
escolhemos

X1 = Xo + hb (to, Xo) -

Este procedimento pode ser continuado para produzir aproximacoes em to, t3 e assim por diante.

Em geral, obtemos o esquema recursivo

Xps1 =X, +h0(t,, X)), n=0,1,.., (1.8)

o celebre Método de Euler progressivo.

O método de Euler nao é apenas o esquema computacional mais elementar para as EDOs,
nao obstante a simplicidade, de duradoura importancia pratica, é também a pedra angular da
analise numeérica das equagoes diferenciais de evolucao. Note que a solu¢ao aproximada X, nao
é uma funcdo e sim o vetor [Xo X1, ..., Xu, ..., Xn]". A nossa meta é obter X,, ~ X (t,), com
um erro aceitavel. Por tras da palavra “aceitavel” estamos dizendo que o erro deve ser pequeno
e controlavel.

Um método numérico é convergente se a solucao para a equacao de diferenca aproxima a solucao
da equagao diferencial a medida que o tamanho de passo se aproxima de zero. Isso significa que

lim max |X (t,) — X,| =0,
h—00<n<N
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onde o erro global estd dado por GEx = Jmax. | X (t,) — X,,| (ou em outra norma equivalente),

com t € [ty,ty]. E crucial entender que a convergéncia nao é apenas uma propriedade desejavel,

mas sim uma condi¢ao indispensavel de todo método numérico.

Teorema 1.8 (Teorema de convergéncia do método de Euler progressivo-caso clésico). [2]
Considere que X (t) € C?[to, T], | X" (t)

nao negativa. Entdo a solugdo numérica satisfaz

|l < M para todo t € [tg,T], com M uma constante

exp{L(to—T)} —1 ]\427 (1.9)

| X () — Xn| < exp{L (to = T)} X (to) — Xo| + 7

onde L é a constante Lipschitz do campo b (t, X (t)) de (1.6).
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2 Estimativas a priori para fluxos regulares La-

grangeanos

Neste capitulo mostramos algumas estimativas quantitativas para os campos vetoriais W7
com p > 1, que permitem recuperar os resultados de existéncia, unicidade e estabilidade dos
fluxos regulares Lagrangeanos. Além disso, essas estimativas tém alguns corolarios interesantes,
em termos de compacidade, regularidade quantitativa e estabilidade quantitativa dos fluxos
regulares Lagrangeanos.

Um dos méritos desta abordagem é o fato de que toda a derivacao é puramente Lagrangeana,
no sentido de que tudo é deduzido das estimativas e da definicdo de fluxo regular Lagrangeano
apenas.

A tnica desvantagem estd na suposicao p > 1, (que na verdade pode ser relaxada um pouco,

veja [3]), mas atualmente ndo podemos cobrir o caso p = 1.

Definigdo 2.1 (Fluxo Regular Lagrangeano). Seja b e Ly, ([0,T] x R%;R?) . Dizemos que uma

fungao X :[0,T] x R? — R? é um fluxo reqular Lagrangeano para o campo vetorial b se

(i) Para m-q.t.p. x € R? a funcdo t — X(t,x) é uma solugio integral absolutamente continua
de 7/ () = b{t, (1)) para t € [0, T], com 4(0) = x;

(ii) Existe uma constante L independente de t tal que
X(t,)gm < Lm.

A constante em (ii) serd chamada a constante de compressibilidade de X .

2.1 Estimativas a priori para campos vetoriais limitados e corolarios

Nesta se¢ao, mostramos estimativas no caso particular de campos vetoriais limitados (veja
[4]). Esta estimativa e suas conseqiiéncias sdo apenas casos particulares dos teoremas mais gerais
apresentados na reférencia [3]. No entanto, as provas dadas sao independentes neste cenario

simplificado, a fim de ilustrar melhor as idéias basicas de nossa analise.
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2.1.1 Estimativa de uma quantidade integral e estimativas Lipschitz

Teorema 2.1. [3] Seja b um campo vetorial pertencente a L* ([0, T] x RY)nL" ([0, T]; W"P(R% R?))
para algum p > 1 e seja X um fluxo regular Lagrangeano associado a b. Seja L a constante de
compressibilidade de X, como na Defini¢ao 2.1(ii). Para todo p > 1 defina a sequinte quantidade

integral:

X(t,x) — X(t I
am ) = [[ (s g (DXL Y )
BR(O) 0<t<T 0<r<2R BT(O) r

Entao temos

Ap(R, X) < C(R, L, | Dab 11(1r)).

Demonstragio. Para 0 <t <T,0<r < 2R e x € Bg(0) defina

op (KX ),

r

Qt,z,r) = JL

B, (z)

Da definigao 2.1(i) e gragas ao Teorema 1.7 segue-se que para m-q.t.p. « € Bg (0) e para todo

r > 0 a aplicagao t — Q(t,z,r) é Lipschitz e

dQ _d X (¢ 2) — X(t,y)
E(t,az, r) = pr (J[B,.(O) log ( . + 1) dy)

Ll (200 )

- ' (e (X () = X(10) |

o XD Xy e e (X o) = X(Ey) ;

L e 4 (X (1) X(t.y))
- J[BT@ g (X0 ) = X(09) (X )~ X g)] + 7
o 4 (X(t,2) — X(1.9)) |
e Xt o) = Xty +r

:][ ot X(t,2)) bt X (L),
By X(tx)=X(ty)|+r

dy
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Agora defina R = 4R + 2T |b|,, logo | X (¢, x) — X (t,y)| < R, pois

t t

b(s, X(s,z))ds —y — f b(s, X(s,y))ds|

|X@@—X@wN=W+J 0

0

=M—y+£¢Maxww»—waxwwmdﬂ

<z —y|l+

f (b(s, X (5, 2)) — b(s, X (5. y))) ds

0

< x| + |y| + L b(s, X (s,))|ds + L |b(s, X (s,9))|ds
< x| + |y —i—L |b(s, X (s,))|ds —i—L 1b(s, X (s,9))|ds

<4R+2bl, LT ds
= 4R+ 2T ||b|,
=R,
logo aplicando o Lema 1.2 em b temos que:
[b(t, X (¢, 2)) = b(t, X (£, 9)] < ca | X(E,2) = X(&,9)[ (MpDb(t, X (¢, 2)) + MpDb(t, X(t,y)))

Entao
|b(t, X (¢, x)) — b(t, X(¢,y))]
| X (t,z) — X(t,y)|+r

| X(t,x) — X(ty)]
| X (t,z) — X(t,y)|+7r’

< cq (MDb(t, X (t,x)) + MsDb(t, X (t,y)))

e integrando sobre B,(x)

d b(t, X (t.2)) — b{t, X (t.))
wQ“%”<J;m X(t0) — X(t,9)] + 7

| X(t2) — X(ty)]
| X(t,2) — X(t,y)| +r

@ﬁj(MwWJ@m+%ﬁWX@W)
By (z)

» ~ 1K ()~ X(Ly)
=, o MR X ) R R Ly

+c MzDb(t, X (t,y
1Y, o MR X ) e R )

< cgMzDb(t, X (¢, ;c))]f dy + ca MpDb(t, X (t,y))dy

B (x) B (x)

— caMaDb(t, X (t, 1)) + cq MpgDb(t, X (t,y))dy.
B, (x)

Entao integrando com respeito a t

t

td t
Qt,xz,r) = L dfds < ch MpzDb(s, X (s, x))ds + ch

( MpzDb(s, X (s, y))dy) ds + C.
0 B, (x)
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Tomando o supremo para 0 < r < 2R

0<r<2R 0<r<2R

sup Q(t,x,r) < sup [Cd Jt MRDb(s,X(s,x))dS]
0

t
+ sup [cdf ( MpzDb(s, X (s, y))dy> ds + C’]
B, (x)

0<r<2R 0

¢
= ¢y J MpzDb(s, X(s,x))ds
0

0 O<r<2R

¢
+ cdf sup ( MpDb(s, X (s, y))dy) ds+C
B (x)

Tomando o supremo para 0 <t < T

T
sup sup Q(t,z,r)<C+ cdf MpzDb(s, X (s, ))ds
0

0<t<T 0<r<2R

T
+ cdf sup MpDb(s, X (s,y))dyds.

0 0<r<2R JB, (z)

Tomando a norma L? sobre Bg(0) temos
AP(R7 X)

T T
< HC + ch MpzDb(s, X (s, x))ds + Cdj sup MzDb(s, X (s,y))dyds
0

0 O0<r<2R By (x)

Lr(Br(0))

T
< ¢pr + Cq J M3zDb(s, X (s, x))dt
0

LP(Bg(0))

T
J sup MpDb(s, X (s,y))dyds

0 O0<r<2R By (z)

+ cq

LP(Bg(0))

= Cp’R—i-I—i-II.
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Agora, pela Defini¢ao 2.1(ii) e pelo Lema 1.1

T
II=¢4 f sup MpDb(s, X (s,y))dyds

0 0<r<2R JB,(x)

Lr(BRr(0))

rT
ds

Lr(Br(0))

< ¢q

sup ][ MpDb(s, X (s,y))dy
B ()

0<r<2R

JO
rT

ds
LP(Bg(0))

sup ]f [(MaDb) o (5, X (s, )] (v)dy
B, (z)

0<r<2R

JO
rT

= ca | [Mar[(MaDB) © (s, X (5, D] (@) gy 45

J

T
<ca, j [(MEDB) o (5, X (5, )) ()] 1o o 45

0

T
~ca, j IMEDb (5, X (5, 2)] sy 45

T
= CdJ)JO HMRDb (57 X(57 $>) ) 1B3R(0) (x)HLp(Rd) ds
T
= Cd,pL HMRDb (s, X(s,2)) - 1B3r(0) (Xil o X (s, l’)) HLP(Rd) ds

T
= Cdp J;) HMRDb (57 X(S7 Q?)) ’ 1X(BSR(O)) (X (S’ x))HLP(Rd) ds

T
< Cd,le/pJ;) HMRDb (s, @) - Lx(B3r(0)) (z) HLP(Rd) ds

ds

T
SV i :
= capL pL HMRDb (5,2) 1By, (0) (2) Lr(RY)

T
z%MWJHMﬂM@@
0

HL”(B3R+THwa(O)) ds

T

< cap L' f 1Db (5, 2)] 1o

0 3R+ RAT|b] ., (0))

Assim mesmo,

T
I=c¢y J MpzDb(s, X (s, x))ds
0

Lr(BRr(0))

T
< ol | WMDY 5y, ) 8

T
< Cd,le/pJ;) HDb(S, $)||LP(B ) ds.

R+R+T|b| (0)

Portanto, A, (R, X) < C (R7 L, HDxb”Ll(LP))'

]

Agora mostramos como a estimativa da quantidade integral d4 uma estimativa Lipschitz

quantitativa.
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Proposicdo 2.1 (Estimativa Lipschitz). [3/ Seja X : [0,T] x RY — R% uma fungdo mensurdvel.
Entao, para todo € > 0 e para todo R > 0, existe um conjunto K < Bgr(0) tal que m (Bg (0)\K) <
e e para todo 0 <t < T temos

CdAp (R, X)

Lip (X(t,")|k) < exp i

Demonstragio. Sejam € > 0 e R > 0 fixos. Podemos supor que A, (R, X) ¢ finita, pois caso

contrario a conclusdo ¢é trivial; baixo esta suposigao consideremos M = M (e,p, A, (R, X)) =
A (R, X X(t - X(t
Ap (R, X) e f(t,z,r) = sup sup J[ log X (¢ 2) t.y)l + 1) dy. Seja

€l/p B,-(0) r

0<t<T 0<r<2R

K- {xeBR(O) ()] < W} < Ba(0).

entao da desigualdade de Chebyshev temos que

m (Br(O\K) = m ({x € Br(0) : |f(z)| > M})

p
- | F2e B0y
M

(A, (RX))
(Ap(R,X))P

:67

e f(t,z,r) < M para todo z € K.

Isto ultimo claramente significa que

r

X(t,z)— X(t
J[ log(| (t,2) (’y)|+1)dy<M para todo z € K, t€[0,7], e r € (0,2R).
B, (0)

Agora, para z,y € K fixos. Como z,y € K < Bg(0), entdo |z —y| < |z| + |y| < 2R. Seja
r = |xr —yl| e calcule

op (Bl =X 0L )

r

X(t,z)— X
_ J[ log(| (t,z) = X(t,y)| +1) I
By(2) By (y) r

X - X X - X
oy o (=X (WD X)),
Bo(2)nBr(y) r r
Br () Br(y)

r r

N
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E isto implica que log

(|X(t,x)—X(t,y)|+1> < Gy (1, X)

el/p

N CRER P Y X)}

r 1/p

:>|X(t7‘r)_X(tay)|+r<eXp{CdA ) }
r /p

= [X(02) = X(t0)] < [X(00) = X(0.0)| 4 < exp { 020

{chp (R, X)

cl/p

ca, (R, X)}T

= | X(t,z) — X(t,y)] < ex }|x—y| para todo x,y € K.

E portanto,
. cgA, (R, X
Lip (X (t,-)|x) < exp {dig/p)}

2.1.2 Existéncia, regularidade e compacidade

Nesta subsecao, coletamos trés corolarios diretos das estimativas derivadas acima, relativas a

diferenciabilidade, existéncia e compactacao aproximadas dos fluxos Lagrangeanos regulares.

Corolario 2.1 (Diferenciabilidade do fluxo). [3] Seja b um campo vetorial em L* ([0,T] x R?) e
pertencente a L ([O, T, whr (Rd; Rd)) para algum p > 1, e seja X um fluxo reqular lagrangeano
associado a b. Entdo X(t,-) ¢ diferencidvel m-q.t.p. em R?, para todo t € [0, T].

Demonstragio. Consideremos as bolas B, (0) < R? com n € N, é claro que R? = U B,(0)
neN

(podemos tomar as bolas encaixadas B,(0) < B,;1(0), de tal modo que p (U Bn(0)> =
neN

lim g (B,(0))). Pela Proposicio 2.1 para todo n € N, existe um conjunto K, < B,(0) < R? tal

n—ao

1
que m (B, (0)\K,) < — e para todo t € [0, T] temos que X(t, )|k, ¢ Lipschitz. Alem disso,
n

m <Rd\ U Kn> =m <U ERONY Kn> = lim m <Bn(0)\ U Kn>

neN neN neN neN

1
< lim m (B, (0)\K.,) < lim ~ = 0.

n—o0 n

Entao m (Rd\ U Kn> = 0, e assim pelo Teorema 1.3 concluimos a demonstracao deste

neN
corolario. O
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Lema 2.1. [3] Seja Q < R um conjunto Borel limitado e seja {f,} uma sequéncia de fungoes
em R™. Suponha que para todo § > 0 podemos achar uma constante 0 < My < oo e, para todo n

fixo, um conjunto Borel B, s < Q2 com m (Q\B,s) < ¢ de tal forma que

[Fall e (5,0) < Ms e Lip (fuls, ;) < Ms

Entdo a sequéncia {f,} € precompacta em medida em €.

Demonstragdao. Para todo j € N podemos achar uma constante M,/; e os conjuntos B, ;/; como
na hipétese do lema, com § = 1/j. Agora, argumentando componente por componente e com a
ajuda do Teorema 1.2, podemos extender qualquer fungao f,|s, , ,; & uma funcao f7 definida
sobre € tal que

HfTJLHLf‘(Q) < M,); para todon

Lip (ffl) < ¢, My para todo n.

(Note que como as funcdes fJ sdo Lipschitz, entdo fJ sio uniformemente continuas para todo n,
portanto, f pode ser extendida a uma funcio continua ¢/ : Q — R™, e como € é compacto,
entdo ¢/ é uniformemente continua). Logo a continuidade uniforme de todas as f? podese
extender ao compacto ). A seguir, trabalharemos com essa extensdo continua, que ainda
denotaremos por f7.

Considerando M = max {cm]\/[l/j 1 J € N} temos que as fungoes {f,} sdo Lipschitz com a
mesma constante M, entao { ffl} ¢ uma familia uniformemente equicontinua. Entao aplicando o
Teorema de Arzela-Ascoli e usando o procedimento diagonal da prova do mesmo, achamos uma
subsequéncia (em n) tal que para todo j a sequéncia { fﬂb}n converge uniformemente em €2 a
uma funcio f7.

Agora, fixe € > 0. Escolhamos j > 3/¢ e achamos N(j) = N tal que

J ‘fzj —f,ﬂdm <¢e/3 para todo i,k > N.
Q



Capitulo 2. FEstimativas a priori para fluzos requlares Lagrangeanos 29

Mantendo j e N fixos, podemos estimar para i,k > N

J1A|fi—fk|dxéf 1A\f,-—fg‘\dx+f 1/\‘ff—f,g‘dm+f M\f,g‘—fk\dx
Q Q Q Q

<f 1/\‘fi—fﬂdaz+J
NB; 1/ B 15

+f 1A\f,§—fk\dx+f LA |fl = fuld
O\B, 1/, B

i,l/j
< J dr + J
\Bj,1/; Bi1y;

+f daz+J £l — fu| dx
Q\Bm/j B

i,1/j
< m (\Buys) + | 1= il dz + m (9\Bus)
Q
1 1

€
\*,+*+*,<Ef.
J 3 J

M\fi—fg\dmj LA |ff = fl]da
Q

\fi—ff\dwrf LAl = fl] de
Q

Seguese que a sequéncia dada tém uma subsequéncia que é Cauchy com respeito a convergéncia

em medida em (2. Isto implica nosso resultado. O

Corolario 2.2 (Compacidade do fluxo). [3] Seja {b,} uma sequéncia de campos vetoriais
equilimitados em L% ([0, T] x Rd) e pertencente ao espago L ([O, T, Whp (Rd; Rd)) para algum
p > 1. Para cada n, seja X,, um fluzo reqular Lagrangeano associado a b, e seja L, a constante
de comprensibilidade de X,, como na definicio 2.1 (ii). Suponha que a sequéncia {L,} €

equilimitada, entdo a sequéncia {X,} é fortemente precompacta em Ly, ([0,T] x R?).

Demonstrag¢io. Fixe 6 > 0 e R > 0. Dado que {b,} é equilimitada em L% ([O, T] x ]Rd), existe
M > 0 tal que

1bnll e (o1 xrey < M para todo n.
Pela definicao de X,, temos que

t

| X, (¢, )| = |z + J by (s, Xy (s, 2)) ds|

to
¢
< |z + \f by (5, X, (5, 7)) ds|
¢
tO
< x|+ | |bn (s, Xy (s,2))|ds
¢
T
<R+J Mds = R + MT,
0

entdo sup sup |X, (t,2)] < R+ MT, isto &, | X, (,2)|| o xmpoy < B+ MT = Ci(R).
0<t<T 2zeBr(0) ' '
Aplicando a Proposicao 2.1, para todo n podemos achar um conjunto Borel K, s tal que
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m(Br (0)\K,s) <de

A X,
Lip (X, (t,-) |k,,) <exp {cdpé_(l}/?)} para todo t € [0, T].

Note que as hipdteses do Teorema 2.1 sao satisfeitas por X,, para todo n, entdo A, (R, X,,) é
equilimitado com respeito a n. Ainda mais, usando a Definigao 2.1 (i) e pela equilimitagao de
{b,} em L* ([0, T] x R?), deduzimos que existe uma constante Cj (R) tal que

Lip (Xulpo.ryxr,s) < C5 (R),

ou seja, X, ¢ Lipschitz em [0,T] x K, 5.

Se agora definimos B,, 5 = [0,T] x K, 5 ¢ Ms = max {C’l 03 (R)}, nds estamos na posicao de
aplicar o Lema 2.1 com Q = [0,7] x Bg (0). Entdo a sequencia {X,} é precompacta em medida
em , e pela equilimitacio em L* deduzimos que é também precompacto em L' ([0, 7] x Bg (0)).
Usando um argumento diagonal estandar é possivel concluir que {X,,} é localmente precompacto
em L' ([0,T] x RY). O

Corolario 2.3 (Existéncia do fluxo). Seja b um campo vetorial em L* ([0,T] x R?) e per-
tencente a L' ([O,T];Wl’p (Rd;Rd)) para algum p > 1. Assuma que b € L® ([O,T] X Rd) e

[divb]” e L' ([O,T]; L” (Rd)), entdo existe um fluxo reqular Lagrangeano associado a b.

Demonstragio. Este resultado é consequéncia imediata do Corolario 2.2.
Para ¢ > 0, escolhamos um mollifier positivo em R para b, b. = (b * 1.). Debemos provar os

seguintes items:
(i) b e L7 ([0,T] x R4 RY).
(i) b- € L' ([0, T]; WP (R4 RY)).
(iii) L. é equilimitado.
Como

[be (¢, )| = [(b+ 1) ()]

-|[rtes-vniwal

<f|b<t7x—y>||na<y>|dy
<[t | -y = Ibl,
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entdo b. € L* ([0, T] x R% R?). Na verdade isto prova que {b.} é equilimitado em L% ([0, 7] x R?;R?).
Agora, vejamos que b, € L ([O,T]; whep (Rd;Rd)). De fato, pelo item (vi) do Teorema 1.5

el 1y :f bl r ds
[0,7]

<f bl ds = [bl 220, -
[0,77]

Entéo b. € L' ([0, T]; L” (R}, R?)).
Sabemos pelo item (v) do Teorema 1.5 que Db, = (Db). = 0. = Db, entao por isto e pela

desigualdade presentada no Teorema 1.4 temos

Dmlmm>=j Db, ds
[0,7]
|t Dblyas
[0,71]

<| Al Db ds
[0,7]
= HDbHLl(LP) .

Entdo Db. € L' ([0, T]; L” (R4, R?)).
Por ltimo mostremos que L. é equilimitado. Da Definigdo 2.1(i7) temos que para ¢ Borel

mensuravel

JRd o (XE (t, '>#m) = fRd o (X. (t, 7)) dr,

e por uma mudanca de varidveis

| e tande= | ) x. wi

-
J N (x —y) divd(s,y) dde}
[0,7] Jrd
f'
J N- (z —y) (divb* (s,y) —divd™ (s,y)) dyds}
[0

T JR

.
= J n. (x —y)divb® (s,y) dyds} X exp {J J Ne (x —y)divd™ (s,y) dyds} .
[0,77 J [0,7] JR4

Rd

Note que J

ne (x —y)divd™ (s,y)dy = 0, entdo f J n. (x —y)divd® (s,y)dyds = 0, e
Rd [0,7] Jrd

portanto, exp {—J J ne (x —y)divd™ (s,y) dyds} ¢ limitada (< 1).
[0,7] JRd
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Por outro lado, note que pela desigualdade dada no Teorema 1.4

divdZ (s,y) < |divdD (s,y ‘ |divoZ (s
< Hna wdivb™

Ny

Rl

My < Il v s

< divb (s Hu-

Portanto,

exp {J J e (x —y)divd™ (s,y) dyds} = exp {J (divd.™ (s,y)) ds}
[0,T] JR [0, 7]
< exp {J |divo. (s, )HLY ds}
(0,7]
< exp {f Hleb HLf } .
(0,7

e (y)dy < LJ ¢ (y) dy, (2.1)

Rd

com L. = exp {J Hdlvb ‘Lf} e L =exp {J Hleb ‘Ly}
[0,T [0,T

Da primeira desigualdade de (2. 1) temos que para cada ¢ ex1ste um fluxo regular Lagrangeano

Entao

| pixtanar <L |

Rd

X. associado a b. com constante de comprenssibilidade L.. E pela segunda desigualdade de (2.1)
temos que a sequéncia {L.} é equilimitada por L. Satisfazendo assim as hipéteses do Corolario
2.2, temos como consequéncia que {X.} é fortemente precompacto em L, ([O, T x Rd), isto é,
existe uma subsequéncia de {X.} convergente em L' ([0, 7] x R?), digamos X. — X. Debemos

provar que X satisfaz a definicao de fluxo regular Lagrangeano.

Vamos provar que [|be (s, Xe (s, 7)) — b (s, X (8,2))] 15,0y — 0 quando € — 0. De fato,

b= (s, Xe (5,2)) =0 (5, X (5,2)) | 2,0y < 0= (5, Xe (5,2)) = b (s, Xe (5,2)) | 18,0
+ Hb(S>X£ ($>$)) o b(S’X ($>$))‘|L1(BT(O))

Assim,
e (s, X< (5,2)) = b (s, Xe (s, 2)) | 11 m, 0y = [(be =) (8, Xe (5, 2)) | 115,09

< LIt = D) (5D (5,10 )

= L|b-(s,2) — b (S7x)“L1(Br+THbH%(O)) )
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logo [|b- (s, X- (s, %)) — b (s, Xc (s,2))| 115,00y — 0 quando & — 0.
Por outro lado,
[b(s, Xe (5,2)) = b (s, X (5,2)] 1,0
< caf|Xe (s,2) = X (s, 2)| (MaDb (s, Xe (s, 7)) = MaDb (s, X (s, 2))) | 115, (0))
< cq || Xe (s,@) = X (5, %) | Lo, 0y) | MADD (5, Xe (5,2)) — MaDb (s, X (5, 2))l| 1o, 0
< cq | Xe (5,2) = X (5, 2)] agp, o)) [MADD (5, Xe (5,2))| 15,0
+ca| Xe (5,2) = X (5,2) | 1agp, (o)) IMADD (5, X (5, 2)]| o5, (0))
< el X (5.2) = X (5,) | g ) (7 IMLDY (5,2) Lo o))
+caX (52) = X (5.0) a0 (L7 IVADD (5. 2) a5, )
< call X (5.2) = X (5,) | e ) (27 IVADY (5,2) o, o))

< cqp L7 | Db (s, 7)

(
(

(s, @) 1K (5:2) = X (5,2 oo o
= O 1. (528) = X (5.9)] oo

com Cy = cq, L7 | Db (s, 2) < 0. Entao pelo Teorema de confronto

||Lp(Br+>\+THwa )

1b(s, Xc (s,2)) —b(s, X (5,2)) | p1(p0y = 0 dquando £—0

Portanto, verificase que cada ponto limite de {X.} em L' ([O, T x Rd) ¢ um fluxo regular

Lagrangeano associado a b.

]

Teorema 2.2 (Estabilidade do fluxo). /3] Sejam b e b campos vetoriais em L™ ([0,7] x R?)
e pertencentes a L' ([O,T];Wl’p (Rd;Rd)) para algum p > 1. Sejam X e X fluzos requla-
res Lagrangeanos associados a b e b, respectivamente, e denote por L e L as constantes de
comprenssibilidade destos fluros. Entdo para todo T € [0, T] temos que

HX (1,) — f(

‘log Hb bHLl [0, XBR(O))‘

M.

onde R =1+ T |b|,, e a constante C s6 depende de T,r, HbHOO ol L, L e 1D20] 110y

Demonstragdo. Seja § = Hb —b e considere a funcao

HLl([O,T]xBR(O))

g(t) = JB o log (‘X t,2) gX (t,7) + 1) dr.

Claramente
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e depois de alguns calculos padrao chegamos

Do J sign (X (t,z) — X (t,2)) (dX (t,z) B dX (t, )
g ) _L,«m) <\X(t,x) — X (t,)| +5> 5 ( dt dt )dz
< JBT(O) chgi,a:) — chgi’x) (|X (t,2) = X (t,2)| + 6)71 dx
:J \b(tth b(t, X (t )\dx
B;(0) ‘X t :L" (t :E)‘
:J b(t, X (t,2)) —b(t, X )+b(tX(t x))—é(t,)?(t,x))\dx
B, (0) | X ( t,a: - X (t,x)|+0
<J b(t, X (t,2)) —b(t, X (t,2))] N b (t, X (t,2)) — b (t, X (t,2))| .
s X (t,2) — X (t,2)| + 6 X (t,2) — X (t,2)| + 6
<f <\b(t,X(t,x)) bt X, x))\+\b(t,fc(t,az))—E(t,ff(t,m))\>dx
o\ X)) -X(t)+ 0
B |b(t, X (t,2)) —b(t, X (¢, Y (5 (| da
_JB(O) X)X ()] + (Sf b(t, X (t,2)) —b(t. X (t,2))| da.
Fixamos R = 2r + T (||b||., HbH ) e aplicamos o Lema 1.2 para estimar a primeira integral

Ccomo segue:

Existe um conjunto de medida nula N < R? tal que

bt X (t,2) —b(t, X (t,2))] < ca| X (t,2) = X (t,2)| (MzDb(t, X (t,2)) + Mg (£, X (t, 7)),

para X (t,z),X (t,z) € RAN com | X (t,2

Antes de avangar mostraremos que | X (¢, )

ta:‘

—- X (t,2)| < R.
X (t, z)| < R. De fato,

X (t,z) — f (s, X (s,2)) ds—x—ﬁzé(s,X(s,x))ds

|b(s,X(5:z: |d3+J ‘b SX (s,x))|ds

to

f<|b| 0], ds < 7 (1l + JBl,)

<2r + T (bl + [].,) -
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Entao,
i ‘b(t,Xf@,x))—1b(u;g(t¢r»‘dm
JB.(0) ‘X (t, x) - X (t, J})N‘ +9
< r ‘b(t,)((t,x))——b}t,)((t,x))‘dm
JB,(0) ‘X (t,x) - X (t, a:)‘ ]
< r CHLX(LI)—uX(LIM(M%LM(@){@#@)—JWRDb@rX(an)dx
JB,(0) ‘X (t,x) — X (¢, x)‘
:ch (MgDb (t, X (t,z)) — MDb (t, X (t,2))) da.
B,-(0)
Entao

g (t) <cq JB o (MgDb (t, X (t,z)) — MzDb (t, X (t,2))) dx
1

+ 5 fB o b (t,f( (t,x)) — b (t,f( (t,z))|dz.

Pela Definigao 2.1(i7), considerando 7 = r + T max {HBHOO 1], } e pelo Lema 1.1 temos

g (t) <cqL f MzDb (t, z) dx + chJ MzDb (t, x) dx
Bryryp. (0) Bir|p), (©)
L 8
—i—J b(t,z) —b(t,z)|de
Brerpap,, ©
- L -
<cg(L+1L) MRDb(t,:c)dx—i—J b(t,x) —b(t,z)|dx
B#(0) Birp), ©)
- = L -
<Cdrd d/e (L + L) ”MRDb (tv ')HLP(B;(O)) + g J ‘b (ta :L‘) —b (t7 ZE)‘ dx
Bryrpa),, ()
0 ~ L -
<cq, 7P (L+L)|Db(t, .)”LP(BRM(O)) + J b(t,z) — b(t,z)|da.
B, ir)s),, (O

Para todo 7 € [0, T, integrando a ultima desigualdade entre 0 e 7 temos

X — X
10g < ‘ (T7 x) (7-7 x)‘ + 1> dZU
+(0) 0

9(r) =90 =g(r) = |

B

L (7 -
< J (J |b(t,z) —b(t,z)| da:) dt
O Jo \J, oy, 0

#ea ™ (L4 L) | IDb (o,
0

|

<

Q >

1,

(”b”oo + HEHOO) Cq (’I" +T HBHoo)dT + Cd7p7~’d7d/p (L + E) HDb (t, ')HLl(Lp)
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onde a constante C; depende de 7,7, |b|, HbH L, L, e 1Dzb] 11 10)-
Em seguida, fixamos um segundo pardmetro 7 > 0 a ser escolhido mais tarde. Usando a

desigualdade de Chebyshev com o conjunto mensuréavel

K = {xeBr(O):f(m) :log<‘X(T7x)gX(T’x)‘ —i—l) < Cl}

temos que

o (B,0)\8) = ({e .05 70 > )

n
<||fHL1(BT(O)) _ SBT(O)f(x) dx
N Ci/n Ci/n
<G
\Ol/n 7)7

e claramente f (z) < Cy/n para todo z € K, isto implica que
‘X (1,2) — X (T, ZL’)‘ < dexp (Cy/n).

Em consequéncia, podemos estimar

| X (r,) = X (7 _ X (1,2) — X (r, )| dx

HLl CAONR M

= ‘X(T,:L’)—X(T,ZC)‘d:E—i—J ‘X(T,x)—)z'(r,:c)‘dx
Br(O\K K

[

N

(IX (r,2)| + | X (1. 2)|) dz + JB o dexp (Cy/n)dx

[

Br(0)\K

r

N

X (7 e oy + 1K 7)o, o)
BT(O)\K< L*(Br(0)) H HL (Br(0))
+ cqr®é exp (C1/n)

< m (B, (0\K) (IX (7)o, o) + | X (=

+ cqrid exp (Cy/n)

[

L (BT(O)))

< nCy + cgrid exp (C1/n)
< Cs(n+dexp (Ci/n)),

com C1, Cy, C5 dependentes s6 de 7,7, [,

oo Lo Ly e | Dbl 1 gy

Sem perda de generalidade, podemos supor que 5 < 1. Considerando
n = 2C, [logd|™" = 2C, (—log )",

1/2

entdo 6 /< = exp (C1/n). E portanto,
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| X (r,-) = X (r,)| <C3 (204 |logs| ™" + 672)
<Cjy (2Cy |logd| " + [log 8] )
—C |logs| ",

onde C' depende sé6 de 7,7, [|b], ,

ZNJHOO L, L, e HD:BbHLl(L.,J). Isto completa a demonstracao. [

Corolario 2.4 (Unicidade do fluxo). Seja b um campo vetorial pertencente a
L* ([0,T] x R n L' ([0, T]; W'? (R%; RY))
para algum p > 1. Entao o fluxo reqular lagrangeano associado a b, se existe, é unico.

Demonstracdo. Segue-se imediatamente da estabilidade provada no Teorema 2.2. O
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3 Discretizacao Numeérica e analise de conver-

gencia

Neste capitulo vamos considerar a discretizagao de (1.6) mediante o método de Euler progres-
sivo, com X sendo um fluxo regular Lagrangeano para o campo vetorial b; e assumindo que b
satisfaz uma condi¢do de one-sided Lipschitz, a qual definiremos a continuacao. Como resultado
principal deste capitulo temos a demonstragdao da convergéncia do método numérico escolhido.

Referéncias bésicas para esses tépicos sdo, por exemplo, [8], [9], [10] e [11].
Definigdo 3.1. A funcio f : [a,b] x R? — R? ¢ dita que satisfaz uma condicio one-sided
Lipschitz (OSL) se

Sy =0, y—p<v®)|y—if (3.1)

para todo (t,y), (t,§) € D < [a,b] xR?, onde D ¢é um conjunto aberto. A fungio v (t) é chamada

uma constante one-sided Lipschitz.

Note que uma constante one-sided Lipschitz é, em geral, uma funcao de t¢; é apenas constante
no que diz respeito a y. A condigdo (3.1) é menos demandante que a condigao Lipschitz (1.3).

Para ver isto fazemos uso da desigualdade de Schwarz, (u,v) < |u| - |v|, do qual temos que

Fty)=F &7 y—p<Ifty) = FE9) - ly—gl < Lly—g°

se assumimos que (1.3) se satisfaz. Portanto, se f (t,y) satisfaz uma condigao Lipschitz, entao
também satisfaz uma condi¢ao one-sided Lipschitz. O reciproco desta afirmacao nem sempre é

verdade:

Exemplo 3.1. Consideremos a fungio f: R — R definida por

-1 set>0
f(t)=—sign(t)=<0 set=0
1

set<0.
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Claramente f nao € continua em t = 0, portanto, nao é Lipschitz. Porem,

(f(8) = f )5 =1) = (s —1) (sign (t) - sign (s))
r0 se (t,s >0) ou (t,s <0) ou (t,s =0)
2(s—t) set>0,s<0

=4 —2(s—t) set<0,s>0

—(s—=t) se (t=0,s>0) ou (s=0,t<0)

s—t se (t=0,s<0) ou (s=0,t>0)

<07

isto €, f one-sided Lipschitz com constante v (t) = 0.

Note que a constante da condigao (3.1), ao contrario da constante na condigao (1.3) pode ser

negativa.

Vamos agora enunciar e demonstrar o resultado principal de nosso trabalho, o qual é o
Teorema que garante a convergéncia do esquema numérico de Euler progressivo para o problema
de valor inicial (1.6) com X sendo um fluxo regular Lagrangeano para o campo b, onde b satisfaz

uma condi¢ao one-sided Lipschitz.

Teorema 3.1. Seja b um campo vetorial em L' ([0, T]; W' (R%RY)) A L2([0,T] x RY) para
algum p > 1. Suponhamos que b satisfaz a condigio one-sided Lipschitz (3.1) com |v (t)| < k para
todo t € [0,T], onde k é uma constante positiva. Assumimos que [divb]™ € L' ([0, T]; L* (R)).

Seja X como na Defini¢io 2.1. Entao a solugdo numérica satisfaz

Coxp — 1
| X () = Xnll o) < C4f 57’11/2 + Coxp [|IX (t0) = Xo| 1oBr(0)) (3.2)

Demonstragao. Por questao de nao carregar ainda mais a notagao sempre que tomarmos norma
LP, para algum p > 1, vai ser tomada sobre a bola Bg (0) R, exceto nos casos em que o raio
é especificado.

Da definigao de solugao da EDO (1.6) temos as seguintes equagoes

b(s, X (s))ds e X(tn):XO+L"b(s,X(s))ds,

tn+1

X (tn+1) = XO + J
0

e assim
tn+1

X (by) = X (1) + f b(s, X (s)) ds. (3.3)

tn

Pelo método de Euler temos a equacao

Xyt = X + b (t, X,0) (3.4)
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logo considerando a relacao
Y1 = X (t,) + hb (t,, X (t,))
obtemos da diferenga entre (3.4) e (3.5) temos
Yorr = Xogr = X () = X + 1 (b (tn, X () = 0 (tn, X0)) ,

entao multiplicando ambos lados por Y, 1 — X,, ;1 temos:

<Yn+1 - Xn+17 Yn+1 - Xn+1> = <X (tn) - Xna Yn+1 - Xn+1>
+ h<b (tn, X (tn)) - b (tfr” XT’L) ’YnJr]_ - XT’L+1>7

entao
|Yn+1 - Xn+1|2 = <X (tn) - Xna Yn+1 - Xn+1>
+ hb (tn, X (tn)) — b (tn, Xp), X (tn) — X0
+ h2 b (te, X (t)) — b (tn, X)|*

Pelas desigualdades de Cauchy-Schwarz e de Young temos o seguinte:

|<X (tn) - Xn? Yn+1 - Xn+1>| < |X (tn) - Xn| |Yn+1 - Xn+1|

|X (tn) - Xn|2 |Yn+1 - Xn+1|2
< 5 + 5 .

Pela condigao one-sided Lipschitz temos que:
Rb (tn, X () — b (tn, Xn), X (tn) — Xp) < v (tn) h| X (t,) — Xn|2.
Além disto,

B2 (b (tny X (8)) = b (ts X) [ < 12 ([0 (tns X (8))] 4 [b (b0, X))

< 4h b2

Entao tomando valor absoluto em (3.6) e como |v (t,)| < k temos que:

|X (tn) B Xn|2 + |Yn+1 - Xn+1|2
2 2
+ kX (t,) — Xo|? + 402 B2,

|Yn+1 - AXvn+1|2 <

entao
Vo1 = Xoa < X (ta) — Xul? (1 + 26h) + 8 ]2, h?,

(3.5)

(3.6)
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logo, tomando norma L em (3.7) temos
H|Yn+1 - Xn+1|2Hp/2 = ”Yn-i-l - Xn-i-l”;z;
< [[(1+250) 1X (1) = Xal” + 805, 12,
2 2 72
< |0+ 260) X (1) = X, + (8181 2],
< (L +2kh) | X (ta) — X2 + 8 (b2, capRh?,
isto é,
|V = X |5 < (14 260) | X () — Xa| + C1h?, (3.8)
com Cy = 8|[b|>, capR?.
Por outro lado,
tn+1
| X (the1) — Yoi1| = ‘X (tn) + f b(s,X (s))ds — X (t,) — hb (tn, X (t,))
tn
tn+1
—j (b (s, X () = b (tn, X (1)) ds
t:+1
<[ B X ) < b X @) ds,
tn
entao
9 tn+1 2
[ X (tns1) = Yosa|” < f b (s, X () = b (tn, X (tn))| ds (3.9)
t’fL

Tomando norma L”? em (3.9) temos:

H|X (tn-i-l) - Yn+1|2Hp/2 = HX (tn-H) - Yn-&-lHi
2
< (0’

p

<

L b (s, X () — b (£, X (b)) ds

< 02h47
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isto como conseqiiéncia do seguinte:

L b (s, X () — b (L, X (1)) ds

p

tn41
< f cal X (5) = X (£)| (MaDb (5, X (5)) + MaDb (n, X (£,))) ds
tn p
tn+1 S
<e f U b (1, X (u))] du) (MaDb (s, X (5)) + MyDb (£, X (£,))) ds
tn tn D
tn+1 S
<calbl, f ( f du) (MaDb (5, X (5)) + MyDb (£, X (£,))) ds
tn41
= cq|lbl, J (5 — 1) (MaDb (5, X (5)) + MaDb (o, X () ds
tn p
f‘tn+1
< cab], I(s — t0) (MDD (s, X (s)) + MADb (L, X (ta)))ll,, ds
Jtn
ftn+1
< callbl, (s — t) [MADb (s, X (8)) + MyDb (t,,, X (t,))]], ds
Jin
f‘tn+1
<calblo | (5= ta) (JMD (s, X ()], + IMADD (tn, X (t))],) ds
Jtn
rtn+1 1/
<culbls | (=) L (IMADE (80 (1, )  IVODE (D (1, )
rln+1 L
< ca bl J, (s —tn) capl & | Db (2, "L‘)”LP(BRJrHTHbHT‘(o)) ds

tn+1
<cuMlbl, | - t)ds
tn
= Kh?,

CapM [|b] o

K —
com 5

e dado que

tn+1 52 tn+1
f (s —t,)ds = ( = stn>
tn 2 tn
thi th o
S (LTSS R N [y
(5" o) = (5 -
t

e 2t,,) it
- 92 n+1 n 9

(t, + h) t2
= h—t,) + 2
2 ( )+ 2
h?—t2 2
h2
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Como resultado do anterior temos que

|X (tn1) = Y| < Coh®. (3.10)

Por ultimo, pelas desigualdades de Holder e de Young, e pelas desigualdades (3.8) e (3.10),

)2/10
,

2/p
)

21 (tos) = Yot Yot = Xoallpo = 2 (12X (tas) = Ysa P [Yors = X2
<2 (|IX (bnra) = Youa ] [ Viss = X2
< 2[X (tni1) = Yol Yot = Xoal,

<2 (K)o (1 + 260) |X () - Xn\\; + Ok
( 1+ 260) | X () — Xl + W)

2 (Kh?)
2 (Kh?) ((1 +2kh) | X (t) — X, +\/Clh)
2 (Kh?)

<1+2h< ()2X >+\/ah>

e portanto, com C3 = k + 4/C}
21X (tns1) = Yastl, | Yas1 — Xugal, < KB (1+ 260) | X (t,) — Xl 3 +2KCsh® + K2, (3.11)
Agora
X (tnt1) = Xpga| <X (tns1) = Yoga| + [Yorr — Xl

entao

|X (thrl) - Xn+1|2 < (|X (thrl) - Yn+1| + |Yn+1 - Xn+1|)2
= |X (thrl) - YnJr1|2 + 2 |X (tn+1) - Yn+1| |Yn+1 - Xn+1| + |Yn+1 - Xn+1|27

entdo tomando norma LP/? e pelas desigualdades (3.8), (3.10) e (3.11) temos

H|X (tnt1) — Xn+1|2Hp/2 = |X (o) — Xnﬂ”f,

<X (tnr) = Yarally + 21X (tnir) = Yaiall, Va1 = Xoa,
+ Yo — Xn+1H§

< Coh* + KNI (14 26h) | X (t,) — X2 + 2KC3h® + Kh?
+ (14 26h) | X () — X2 + C11?

< Coh® + Kh? (1+ 26h) | X (1) — X, | + 2KC3h® + KB
+ (14 260) | X (t,) — Xa|2 + C11?

= Ch* + (1 +26h) (1 + KI?) | X (t,) — X.|2,
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com C =Cy +2KC3+ K + (.
Portanto, com a = (1 4 2kh), 3 = (1+ Kh?), e E, = | X (t,) — Xn||12? obtemos a equacao

E,.1 < aBE, + Ch®. (3.12)

Aplicando recursao em (3.11) repetidamente vemos que forma a solu¢do deve tomar:

L < afEy+ Ch?
Ey < afEy + Ch? < aff (aBEy + Ch?) + Ch®

< (af)’ Ey + Ch* (1 + ap)
B3 < afE, + Ch? < af ((aB)’ By + Ch* (1 + af)) + Ch?
(aB)’ By + Ch* (1 + aB + (aB)?)

N

Ey

N

Por indugao podemos facilmente confirmar que em geral

n—1

E, < (ap)"Ey+Ch* ) (aB)™. (3.13)

m=0

Estamos prontos para provar nosso resultado. Precissamos s6 observar que

n—1

-1

E rmzril7 parar # 1; eque |1+ zh| <exp(|z|h) parazeR,
r —

e assim
= (14 2rh)" < (1 +260)N
< exp (26Nh)
=exp (26 (T — to)),

e

<1+ k)Y < (1+ k)™
< exp (KN?h?)
= exp (K (T — t0)2) ,

desde que restringimos nossa atencao para o intervalo finito 0 <t < T tal que t,, = nh < T.

Entao segue disto que

(af)" <exp{(T —to) 2 + K (T —t9))} = Cexp- (3.14)



Capitulo 3. Discretizacao Numérica e andlise de convergéncia

45

Além disto, af —1=h (2/<a + Kh + 2K/<ah2), logo por isto e pelas equagoes (3.13) e (3.14)

R A
Cexp — 1

< Ch? wn B

¢ (h(2n+Kh+2Kmh2))+O p 0
1

<Ch ( Cexy ) + Cop

2k + Kh + 2K Kkh?

Em consequéncia,

Coxp — 1
E, < Ch—=2—— 4 C.y, Ey, (3.15)
2K
ou seja,
Coxp =1, 1)
| X (tn) = Xal oy < C — Pt Cenp | X (to) = Xol oo - (3.16)
De fato para este método podemos geralmente considerar X (t5) = Xo = x, nesse caso
IX (t0) — Xo 1oy (o)) sail fora e ficamos com
Coxp =11/ 1/2
IX (tn) = Xall po(ro) < C Th = O (h'?) quando h — 0 (3.17)
. , 1
e entao o método converge e tem ordem 5 O]
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