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Resumo

Nesta tese trabalhamos no ambiente de reticulados de Banach e de Fréchet. No Capitulo
2 provamos resultados relacionados a propriedade de trés reticulados em reticulados de
Fréchet e obtemos, como caso particular, que a propriedade de Schur e a propriedade de
Schur positiva sao propriedades de trés reticulados. Apresentamos uma contribui¢ao no
sentido de responder se a propriedade de Dunford-Pettis fraca é, ou nao, uma proprie-
dade de trés reticulados. Por fim, demonstramos um resultado nesse sentido referente a
propriedade de Schur positiva dual. No Capitulo 3 definimos o conceito de propriedade
de Schur polinomial positiva e apresentamos alguns resultados acerca dessa propriedade;
demonstramos, por exemplo, que L,(i) goza dessa propriedade para todo 1 < p < oo e
qualquer medida p. No Capitulo 4 trabalhamos com a nocao de reticulabidade completa e
demonstramos alguns resultados em espagos de sequéncias vetoriais. Provamos também
um resultado de reticulabilidade completa no produto tensorial projetivo positivo em que

um dos reticulados de Banach envolvidos é ¢,, 1 < p < oo.

Palavras-chave: reticulados de Banach; propriedades de Schur positivas; propriedade de

Dunford-Pettis fraca; propriedade de trés reticulados; reticulabilidade completa.



Abstract

In this thesis we work in the setting of Banach lattices and Fréchet lattices. In Chapter
2 we prove results concerning three-lattices properties in Fréchet lattices and we get,
as particular cases, that the Schur and the positive Schur properties are three-lattices
properties. We also give a contribution to the problem of whether or not the weak Dunford-
Pettis property is a three-lattice property. A result regarding the dual positive Schur
property is also proved. The notion of positively polynomially Schur Banach lattices is
introduced in Chapter 3 and several results are proved; for instance, we prove that L, (1)
is a positively polynomially Schur Banach lattice for every 1 < p < oo and any measure
. The subject of Chapter 4 is the notion of complete latticeability, and some results on
vector-valued sequence spaces are proved. A result about complete latticeability on the
positive projective tensor product in which one of the underlying Banach lattices is /,,,

1 < p < o0, is also proved.

Keywords: Banach lattices; positive Schur properties; weak Dunford-Pettis property;

three-lattice property; complete latticeability.
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Introducao

Reticulados de Banach sao espacos de Banach munidos com uma ordem parcial
compativel com a estrutura algébrica e com a norma. A estrutura de reticulado, gerada
pela ordem, torna o ambiente do espago de Banach mais rigido, no sentido que, resultados
validos em espacgos de Banach podem ter seus analogos canonicos invalidos em reticulados
de Banach. Nao é necessario muito aprofundamento na teoria para obtermos exemplos

disso. Vejamos dois relativamente simples:

e Sabemos da teoria de espacgos de Banach que: todo espaco de Banach separavel é
isomorfo isometricamente a um subespago de ¢, (veja [16, Proposicao 3.3.3]). Como
ls é um reticulado de Banach, entao podemos formular um anélogo canonico desse
resultado no ambiente de reticulados de Banach, sintetizado através do seguinte
questionamento: é verdade que todo reticulado de Banach separavel é isomorfo
isometricamente como reticulado a um subreticulado de £,,7 A resposta para tal
questionamento ¢ NAO, pois, por exemplo, ¢; é um reticulado de Banach separavel e

nao ¢ isomorfo como reticulado a um subreticulado de ¢, (veja [5, Theorem 4.69)]).

e Um outro resultado classico na teoria de espacos de Banach afirma que todo espaco
de Banach separavel é isomorfo isometricamente a um quociente de ¢; (veja Teorema
2.2.15). Como ¢; é um reticulado de Banach, entdao, novamente, podemos formular
um analogo candnico desse resultado no ambiente de reticulados de Banach, o qual é
expresso pelo seguinte questionamento: é verdade que todo reticulado de Banach
separavel é isomorfo isometricamente como reticulado a um quociente de ¢;7 A

resposta para tal questionamento também é NAO.

Em 2019, Leung, Li, Oikhberg e Tursi [57] criaram um reticulado de Banach,
por nés denotado por LLOT, com a seguinte propriedade: todo reticulado de Banach
separavel é isomorfo isometricamente como reticulado ao quociente de LLOT por um ideal
fechado. Pode ser verificado em [57] que a construgdo de LLOT nao é simples e isso nos
fornece duas informacgoes importantes: a primeira, como ja mencionado, é que resultados
validos em espacos de Banach podem ter seus analogos canonicos invalidos em reticulados
de Banach; e a segunda é que um analogo valido para um determinado resultado pode
ser bastante complicado. Isso ocorre, claramente, em decorréncia da positividade advinda
da ordem. Os autores também mostraram em [57] que o reticulado de Banach C(A, L),
onde A é o conjunto de Cantor, é tal que: todo reticulado de Banach separavel é isomorfo

isometricamente como reticulado a um subreticulado de C'(A, Ly).
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Nesta tese investigamos algumas propriedades em reticulados de Banach que
sao os analogos positivos de propriedades em espacos de Banach. No decorrer do trabalho
lidamos com as propriedades de Schur positiva, de Dunford-Pettis fraca e com o conceito
de propriedade de trés reticulados, as quais sao os analogos positivos das propriedades de
Schur e de Dunford-Pettis e do conceito de propriedade de trés espagos, respectivamente.
Definimos e trabalhamos com a propriedade de Schur polinomial positiva, que é um analogo
positivo da propriedade de Schur polinomial e lidamos com o conceito de reticulabilidade

completa, o qual é o andlogo do conceito de espagabilidade.

A tese esta dividida em quatro capitulos. No Capitulo 1 apresentamos resultados
preliminares acerca de espagos vetoriais topologicos, espacos de Riesz, topologias lineares em
espacos de Riesz, reticulados de Fréchet, espagos de Banach, reticulados de Banach, Teoria
da Medida e Analise Funcional. Os resultados apresentados nesse capitulo introdutério
serao utilizados nos capitulos subsequentes. Damos maior énfase em apresentar definigoes e
resultados relacionados aos espagos de Riesz e reticulados de Banach, os quais representam
o cerne da tese. Nao apresentamos defini¢oes referentes a Teoria da Medida e Andlise

Funcional, enunciamos apenas alguns resultados dessas duas areas.

No Capitulo 2 trabalhamos com as propriedades de Schur, de Schur positiva,
de Schur positiva dual e de Dunford-Pettis fraca com o intuito de responder se essas
propriedades sao, ou nao sao, propriedades de trés reticulados. Nesse capitulo, excepcio-
nalmente, trabalhamos no contexto mais geral de reticulados de Fréchet e obtemos, como
caso particular, os resultados em reticulados de Banach. Os resultados mais técnicos das

Secoes 1.1, 1.2 e 1.3 sado utilizados exclusivamente no Capitulo 2.

No Capitulo 3 trabalhamos com os polindmios regulares em reticulados de
Banach e definimos a propriedade de Schur polinomial positiva. Verificamos se alguns
resultados conhecidos para a propriedade de Schur polinomial tem seus analogos validos
para a propriedade de Schur polinomial positiva. Demonstramos, por exemplo, que L, (1)
goza desta propriedade para todo 1 < p < oo e qualquer medida p, e damos uma
caracterizagao da propriedade de Schur positiva envolvendo esta propriedade e a propriedade
de Dunford-Pettis fraca.

No Capitulo 4 trabalhamos com a noc¢do de reticulabilidade completa, in-
troduzida em 2016 por Oikhberg [68]. Demonstramos alguns resultados em espagos de
sequéncias vetoriais e obtemos, como consequéncia, um resultado envolvendo reticulabili-
dade no produto tensorial projetivo positivo em que um dos reticulados de Banach ¢é /,,,

1<p<oo.

Inserimos no inicio de cada capitulo, exceto no primeiro, uma secao intitulada
Contextualizagdo, na qual apresentamos resultados introdutoérios relacionados ao capitulo

em questao e a motivacao para os resultados originais obtidos no capitulo. Incluimos no
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Capitulo 3 uma sec¢ao inicial dedicada a apresentacao de defini¢cbes e resultados sobre
polindmios homogéneos e produto tensorial em espacos e reticulados de Banach. Criamos
essa secao no Capitulo 3, e ndo no Capitulo 1, com o intuito de tornar a leitura mais
fluida, tendo em vista que os resultados presentes nela sao utilizados quase exclusivamente

naquele capitulo.

Cabe mencionar que os resultados obtidos nos Capitulos 2, 3 e 4 foram subme-
tidos para publicacao nos seguintes artigos, respectivamente:
e On the Schur, positive Schur and weak Dunford-Pettis properties in Fréchet lattices,
aceito para publicagdo na revista Annales Academiae Scientiarum Fennicae Mathematica,
disponivel em arXiv:1909.09514v1[math.FA], 2019.
e The positive polynomial Schur property in Banach lattices, aceito para publicagdo na re-
vista Proceedings of the American Mathematical Society, disponivel em arXiv:2003.11626v3
[math.FA], 2020.
o Complete latticeability in vector-valued sequence spaces, submetido para publicagao,

disponivel em arXiv:2004.016042v2[math.FA], 2020.



18

1 Preliminares

Neste capitulo apresentamos algumas defini¢oes e resultados gerais sobre espagos
vetoriais topologicos, espacos de Riesz, espacgos de Riesz com topologias lineares, espacos
e reticulados de Banach, Analise Funcional e Teoria da Medida que serao utilizados nos

capitulos subsequentes.

1.1 Espacos vetoriais topologicos

Nesta secao os espagos vetoriais sao considerados sobre o corpo K, onde K = R
ou K = C. Adotamos [3, 4, 32, 67, 74] como referéncias basicas para a construgao desta

secao.

Definicao 1.1.1. Uma topologia de Hausdorff 7 em um espaco vetorial X é linear se ela

torna as operagoes de adi¢do e multiplicacao por escalar continuas, isto é, se

(@) +:(ry) e X xXr—az+yeXe
(b) -1 (,x) e Kx X —areX

sao continuas, onde X x X e K x X sao considerados com a topologia produto. O par

(X, 7) é chamado espago vetorial topoldgico.

A defini¢ao de topologia linear pode ser dada no contexto mais geral em que
a topologia nao é de Hausdorff, contudo essa generalidade nao acrescenta vantagens em

nosso trabalho. Isso explica o porqué de termos definido topologias lineares como sendo de
Hausdorff.

Defini¢ao 1.1.2. (a) Um subconjunto A de um espago vetorial X é convezo se para
todos z,y € Ae 0 <\ <1 tivermos Az + (1 — \)y € A.

(b) Uma topologia linear 7 é localmente convexa se possui uma base de vizinhangas para

o zero formada por subconjuntos convexos.

(¢) Um espago vetorial topolégico cuja topologia é localmente convexa é chamado espago

vetorial localmente convexo, ou simplesmente, espaco localmente convezo.

Definicao 1.1.3. Uma funcao p: X — R, definida no espago vetorial X, é uma semi-

norma se satisfaz as seguintes condigoes:

(a) p(z) > 0 para todo = € X.
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(b) p(z+y) < p(x) + p(y) para todos z,y € X.

(¢) p(Az) = |A|p(z) para todos A € Ke z € X.

Uma seminorma p que satisfaz a condigao:
p(z) =0< 2 =0,

¢ chamada de norma e serda denotada por || - || ou || - || x. Um espaco vetorial X equipado
com uma norma || - || é chamado espago vetorial normado. Se o espago vetorial for completo

na topologia gerada pela norma, entao ele sera chamado de espago de Banach.

Sempre que dissermos que um subconjunto A de um espago topoldgico (X, 7)
é T-aberto (T-fechado) estaremos dizendo, na realidade, que A é aberto (fechado) com

relacao a topologia 7.

Definigao 1.1.4. (a) Sejam 71 e 7» topologias em um espago topoldgico X. A topolo-
gia 7 é mais fina que 1, se todo subconjunto m-aberto for m-aberto. Nesse caso

escreveremos 71 C To.

(b) Sejam {X, : @ € I'} uma familia de espagos topolégicos e X um conjunto. A
topologia em X gerada por uma familia de aplicagoes {fo: X — X, :a €'} éa
topologia menos fina para a qual cada f, é continua. Os termos topologia induzida e

topologia determinada sao utilizados como sinénimos de topologia gerada.

Teorema 1.1.5. [4, Theorem 2.3] Uma topologia linear é localmente conveza se, e somente

se, € gerada por uma familia de seminormas.

Teorema 1.1.6. [67, Theorem 5.7.2] Seja (X, 7) um espago vetorial localmente convezo
cuja topologia é gerada pela familia de seminormas {p, : a € I'}. Uma rede (xg)s C X

converge para x € X na topologia T se, e somente se, po(rsz —x) — 0 para cada o € T'.

Definicao 1.1.7. Uma fun¢do nao-negativa d: X x X — R, onde X é um espaco vetorial,

é uma métrica invariante por translagoes se satisfaz as seguintes condigoes:

(a) d(z,y) = d(y,z) para todos =,y em X.

(b) d(z,y) = 0 se, e somente se, © = y.

(c) d(z,z) < d(z,y) + d(y, z) para todos z, y e z em X.
(d) d(z+ z,y+ z) = d(x,y) para todos z, y e z em X.

Teorema 1.1.8. [3, Lemma 5.75] Um espago vetorial localmente convexo (X, T) é metri-
zdvel se, e somente se, T € gerada por uma sequéncia (p,)., de seminormas. Nesse caso,

T € gerada por uma métrica invariante por translagoes.
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Definicao 1.1.9. Um espaco de Fréchet é um espaco vetorial localmente convexo, metri-

zavel e completo.
Exemplo 1.1.10. Todo espago de Banach é um espago de Fréchet.

Defini¢ao 1.1.11. Seja M um subespaco vetorial do espago vetorial topolégico (X, 7).

(a) O espago quociente de X por M é o espago vetorial definido por

X/M:={t:=z+M:2€ X}

(b) O operador quociente associado a X /M é o operador linear definido por

7 X — X/M, x+—— &.

(¢) A topologia quociente 7 em X/M é a topologia mais fina em X/M para a qual 7 é

continuo.

Teorema 1.1.12. ([67, Theorem 4.7.3] e [71, p.32]) Sejam M um subespago vetorial do
espago vetorial topoldgico (X, 1) em: (X,7) — (X/M,7) o0 operador quociente. Entao:

(a) m é um operador continuo e aberto.

(b) (X/M,7) é de Hausdorff se, e somente se, M é T-fechado.

(c¢) Se (X,7) é um espago vetorial localmente convezo, entao (X/M,7) é um espago

vetorial localmente convezo.

(d) Se (X,7) é metrizdvel, sendo T induzida pela métrica invariante por translagoes d,
entio (X/M,T) também é metrizdvel e 7 € induzida pela sequinte métrica invariante

por translacoes:
d: (X/M) x (X/M) — R, (& 2) —> d(i,2) = inf{d(z — z,y) : ye M}.

Definigao 1.1.13. Seja (X, 7) um espago vetorial topolégico.

(a) O dual topoldgico de X é o espago vetorial X* formado por todos os funcionais

lineares continuos ¢: (X, 7) — K.

(b) A topologia fraca em X é a topologia o(X, X™) gerada pela familia de seminormas
{p,(-) == |¢(-)] : ¢ € X*}; ou, equivalentemente, é a topologia menos fina para a

qual todo ¢ € X™ é continuo.

(c) A topologia forte em X™ é a topologia (X", X) gerada pela familia de seminormas
{ps(:) : S C X}, onde S é a familia de todos os subconjuntos o (X, X*)-limitados de

X e ps(p) :==sup{|p(z)|: = €S} para p € X"
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(d) A topologia fraca-estrela em X* é a topologia o(X™, X) gerada pela familia de
seminormas {p,(:) : * € X}, onde p,(¢) = |p(z)| para todo ¢ € X™; ou, equiva-
lentemente, é a topologia menos fina para a qual, para todo = € X, o funcional
linear

Jo: X' — K, o— o)

é continuo.

Utilizaremos as notagdes w, e 7 para denotar as topologias o(X, X") e

B(X™, X), respectivamente, e X para denotar o espago vetorial topolégico (X*, 3(X™, X)).

Proposigao 1.1.14. [67, p.487] Seja (X, 7) um espago vetorial localmente convexo. Para

cada x € X o funcional linear
Jo: X — K, ¢+ p()
é continuo.

Teorema 1.1.15. [67, Example 8.8.9] Se X ¢é um espago vetorial normado, entio a

topologia forte em X™ coincide com a topologia da norma.

Definicao 1.1.16. A topologia relativa em um subespaco vetorial M de um espaco vetorial
topoldgico (X, 7) é a topologia que tem como abertos os conjuntos da forma AN M, onde
A é aberto em (X, 7).

Denotaremos a topologia relativa no subespago M de (X, 7) ainda por 7.

Enfatizamos que (M, 7) é um espago vetorial topolégico.

Um subespaco vetorial M de um espago vetorial topolégico (X, 7) possui trés
topologias bastante naturais. A primeira é a topologia relativa 7, a segunda é a topologia
fraca o(M, M*) em relagao a (M, T) e a terceira é a topologia relativa o(X, X*). Quando

(X, 7) é um espaco vetorial localmente convexo essas duas tltimas topologias coincidem:

Teorema 1.1.17. [67, Theorem 8.12.2] Se M ¢é um subespago vetorial de um espago
vetorial localmente convezro (X, 1), entdo o(M,M*) é a topologia relativa induzida por
o(X, X™).

Se M é um subespago vetorial do espago vetorial topolégico (X, 7), entao
existem trés topologias bastante naturais no espago quociente X /M. A primeira, como ja
definimos, é a topologia quociente 7 induzida por (X, 7). A segunda é a topologia fraca
o(X/M,(X/M)"), denotada também por w;, em relagdo ao espago vetorial topolégico
(X/M, 7). A terceira é a topologia quociente ¢(X, X™), denotada também por w,, induzida

por (X, o(X, X™)). O teorema a seguir nos diz que essas duas tltimas topologias coincidem.
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Teorema 1.1.18. [67, Theorem 8.12.3 (a)] Se M ¢é um subespaco vetorial do espago
vetorial topologico (X, T), entao a topologia fraca o(X/M,(X/M)*) em X/M € a topologia
quociente 6 (X, X™) induzida por (X, o(X, X™)).

Se (X, 7) é um espago vetorial topolégico, entdo 7 é mais fina que a topologia
fraca o(X, X™), isto é, todo subconjunto o (X, X*)-fechado de X é 7-fechado. Em espacos

vetoriais localmente convexos vale a reciproca para subconjuntos convexos.

Teorema 1.1.19. [74, Corollary 2, p.65] Um subconjunto convezo de um espago vetorial

localmente convexo (X, T) € T-fechado se, e somente se, € o(X, X™)-fechado.

A notagao T™ representa o adjunto do operador T'. Para a definicao de T veja,

por exemplo, [67, Definition 8.10.4].

Teorema 1.1.20. [67, Theorem 8.11.3 (c¢) e (d)] Sejam (X, 1) e (Y, 72) espagos vetoriais

localmente convezos.

(a) Se T: (X,71) — (Y, m2) é um operador linear continuo, entdo T é fracamente

continuo, isto é, T é continuo com relagdo as topologias fracas o(X, X*) e o(Y,Y™).

(b) Se T: (X, 7)) — (Y, m2) € um operador linear continuo, entio T*:Y; — X €

continuo.

Definigao 1.1.21. Sejam (X, 71) e (Y, 72) espagos vetoriais topologicos.

(a) Um operador linear T: (X, 7)) — (Y, 72) é um isomorfismo se é uma bijegao

continua com inversa continua.
(b) Os espagos (X, 1) e (Y, ) sdo isomorfos se existe um isomorfismo entre eles.

(c) (Y, 72) contém uma copia de (X, 1) se existe um subespago vetorial M de Y tal que

(X, 1) e (M, 3) sdo isomorfos.

Se T: (X,|l - |lx) — (Y,]| - [ly) é uma isometria linear sobrejetora entre os
espacos de Banach X e Y, entdo dizemos que X e Y sdo isomorfos isometricamente. Se T’
for uma isometria linear sobre sua imagem, entao 1" serd chamada de imersao isométrica e

diremos que Y contém uma copia isométrica de X.

Dados um subconjunto A de um espaco vetorial topolégico (X, 7) e um escalar
a € K, utilizaremos a notagdo aA para representar o subconjunto {ax : z € A} de X.
Utilizaremos a notagao £(X;Y') para representar o espago vetorial formado por todos os

operadores lineares continuos entre os espagos vetoriais topolégicos X e Y.

Definicao 1.1.22. Sejam X e Y espacos vetoriais topolégicos e H um subconjunto de
L(X;Y).
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(a) H é pontualmente limitado se H(x) := {T(x): T € H} ¢é limitado para todo x € X,
isto é, para toda vizinhanga V' de zero em Y existe k > 0 tal que H(z) C oV sempre

que |a| >k, a € K.

(b) H é equicontinuo se para cada vizinhanca V' de zero em Y existe uma vizinhanca U
de zero em X tal que T(U) C V para todo T € H.

O proximo resultado é conhecido como Teorema de Banach-Steinhaus para

espagos vetoriais localmente convezos.

Teorema 1.1.23. [67, Theorem 11.9.1] Sejam X um espago de Fréchet e Y um espago
vetorial localmente convexo. Se H C L(X;Y') é pontualmente limitado, entdo H é equi-

continuo.

Definicao 1.1.24. Seja M um subconjunto nao-vazio de um espago vetorial topolégico
X. O anulador de M ¢ definido por

M~ :={p e X*: p(r) =0 para todo x € M}.

Teorema 1.1.25. [32, Theorem V.2.2] Sejam M um subespaco vetorial fechado do espago
vetorial localmente convexo (X,7) e m: X — X/M o operador quociente. Entio a
aplicagao

(X/M)* — M* | f+— fom,

¢ uma bijecao linear. Se o dual (X/M)* estiver munido com a topologia fraca-estrela
o((X/M)*, X/M) e M+ com a topologia fraca-estrela relativa o(X*, X), entio essa bijegdo
¢ um isomorfismo. Mais ainda, se X for um espagco normado, entdo essa bijecao € uma

isometria.

Teorema 1.1.26. [32, Theorem V.2.3] Seja M um subespago vetorial fechado do espago

vetorial localmente convezo (X, 7). O operador restrigio
T: X" — M*, ¢ — ¢|u,

induz uma bijegio linear T: X*/M* — M*. Se X*/M* estiver munido com a topologia
quociente induzida por o(X*,X) e M* com a topologia fraca-estrela o(M*, M), entio T ¢

um isomorfismo. Mais ainda, se X for um espago normado, entao T € uma isometria.

1.2 Espacos de Riesz

Nesta secao os espacos vetoriais sao considerados sobre o corpo R. Utilizamos

os livros [4, 5, 63] como referéncias basicas para a sua construgao.
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Definicao 1.2.1. Um espago de Riesz é um espaco vetorial £ munido de uma ordem >

(isto é, > é reflexiva, antissimétrica e transitiva) que satisfaz as seguintes condigoes:

(a) Se x >y, entdo x + z > y + z para todo z € E.
(b) Se x >y, entao ar > ay para todo a > 0.

(c) Para cada par de elementos z,y € FE, o supremo e o infimo do conjunto {z,y}

existem em F.

Espacos de Riesz também sao conhecidos como reticulados vetoriais. Um espago
vetorial equipado com uma ordem que satisfaz apenas os itens (a) e (b) da defini¢do acima

é chamado de espaco vetorial ordenado.

Dados =,y € FE, a notacao y < x significa x > y e a notagao x > 0 significa

que x # 0 e x > 0. O supremo e o infimo entre x e y sdo denotados por

xVy :=sup{zr,y} e zAy:=inf{z y}.

Definicao 1.2.2. Seja E um espago de Riesz.

(a) Um elemento z € E ¢é positivo se x > 0.

(b) O cone positivo de E é o conjunto E* formado por todos os elementos positivos de

E,isto é, BT :={z € E: 2z > 0}.

Observe que z >y < = —y € ET, ou seja, a ordem em um espaco de Riesz F

pode ser representada através do cone positivo de E.

Definicao 1.2.3. Sejam z e y vetores em um espago de Riesz F.

(a) A parte positiva de x é definida por ¥ := 2 V 0.

(b) A parte negativa de x é definida por = := (—z) V 0.

(¢) O walor absoluto de x é definido por |z| :=z V (—x).

(d) z ey sao disjuntos, denotado por x L y, se |z| A |y| = 0.

(e) O complemento disjunto de um subconjunto A C E é o conjunto

At:={x € E: 2 L yparatodoyc A}.

(f) Uma sequéncia (z;)j2, em E é disjunta se x; L x; para todos i # j.
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Vetores disjuntos também sdao chamados de vetores ortogonais e a notacao
utilizada é a mesma usada para vetores ortogonais no sentido de espacos de Hilbert. Nesta
tese nao trabalhamos com vetores ortogonais no sentido de espagos de Hilbert, portanto
nao existe o risco da notagao causar confusao. Note que a notacao do complemento disjunto
é A% e ndo At, sendo essa ultima utilizada para denotar o anulador de um conjunto A
(veja Defini¢ao 1.1.24).

Proposigao 1.2.4. [4, Theorem 1.3] Para qualquer elemento x em um espago de Riesz E

valem as sequintes igualdades: v =zt — 2~ e |z| =27 +27.

Proposigao 1.2.5. [4, Lemma 1.9] Sejam E um espago de Riesz e x,y,z € E.

(a) Sex Ly ex Lz, entdo x L (ay+ Bz) para todos a, 5 € R.

(b) Sex Ly, entdo |z +y|=|z|+ |y|.

Note que o item (a) garante que se x L y, entdo ax L Sy para todos «, 5 € R.

Proposicao 1.2.6. [5, p.8] Sejam = e y elementos de um espago de Riesz E. Entao,
27—y < |z —yl.

Definicao 1.2.7. Seja E um espago de Riesz.

(a) Um subespago de Riesz (ou subreticulado vetorial) de E' é um subespaco vetorial F

de F talque x Ay € FexVye€ F para todos x,y € F.

(b) Se F' é o menor subespago de Riesz de E contendo um subconjunto A C E, entao

dizemos que F' é gerado por A.
(¢) Um subconjunto A de E é sdlido se |z| < |y| para algum y € A implicar que z € A.

(d) Um ideal de E é um subespago vetorial solido. Um ideal gerado por um subconjunto

A C E é o menor ideal de E que contém A.

(e) Um ideal B de F é uma faiza se sup(A) € B para todo subconjunto A C B que

possui supremo em .
(f) Uma faixa B é uma faiza projetada de E se E = B & B°.

(g) FE tem a propriedade da projegio se toda faixa de E é uma faixa projetada.

Observamos que se E é um espaco de Riesz, entdo o complemento disjunto A?
de um subconjunto arbitrario A C E é sempre uma faixa (veja [4, p. 12]). Mais ainda, todo

ideal de E é um subespagco de Riesz (veja [4, Lemma 1.21]).

Definigao 1.2.8. Seja A um subconjunto do espago de Riesz E.
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(a) A é limitado superiormente se existe x € E tal que y < x para todo y € A.
(b) A é limitado inferiormente se existe x € E tal que x < y para todo y € A.
(c) A é ordem-limitado se é limitado superiormente e inferiormente.

(d) E é Dedekind completo se todo subconjunto nao-vazio e limitado superiormente tem
supremo; ou equivalentemente, se todo subconjunto nao-vazio e limitado inferiormente

tem infimo.

(e) E é Dedekind o-completo se todo subconjunto nao-vazio, enumerével e limitado
superiormente tem supremo; ou equivalentemente, se todo subconjunto nao-vazio,

enumeravel e limitado inferiormente tem um infimo.

Espacos de sequéncias serao sempre considerados com a ordem coordenada a

coordenada, isto é, (7;)52, < (y;)72; se, e somente se, x; < y; para todo j € N.

Exemplo 1.2.9. [63, p.8] ¢,, para 1 < p < 00, e ¢ sado espacos de Riesz Dedekind

completos.

Teorema 1.2.10. [4, Theorem 1.59] Todo espag¢o de Riesz Dedekind completo tem a
propriedade da projecao.

Definicao 1.2.11. Seja T': E — F' um operador linear entre os espacos de Riesz £ e F'.

(a) T é positivo se T'(x) > 0 para todo = > 0.

(b) T é regular se é a diferenga de dois operadores positivos. Denotamos por L"(E; F) a

colecao de todos os operadores regulares de E' em F'.
(¢) T é um homomorfismo de Rieszse T'(xVy) =T (x)V T(y) para todos x,y € E.
(d) T é um isomorfismo de Riesz se T é um homomorfismo de Riesz injetor.

(e) E e F sao Riesz-isomorfos se existe um isomorfismo de Riesz sobrejetor T': E — F.

Observamos que um operador linear T: E — F' é positivo se, e somente se,
T(ET) C F*; ou ainda, se, e somente se, 2 < y implica T(x) < T(y) (veja [5, p.2]). E

facil mostrar que todo homomorfismo de Riesz é um operador positivo.

Espacgos de operadores serao sempre considerados com a ordem pontual.

Teorema 1.2.12. [63, Theorem 1.3.2] Sejam E e F espacos de Riesz com F Dedekind
completo. Entao L (E; F) é um espago de Riesz Dedekind completo.

Proposicao 1.2.13. [5, p. 12] Sejam E e F espagos de Riesz com F Dedekind completo.
Entao |T(z)| <|T|(|z|) para todos T € L"(E;F) e x € E.
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Teorema 1.2.14. [5, Theorem 2.14] As sequintes afirmagoes sao equivalentes para um

operador linear T': EE — F' entre dois espacos de Riesz E e F.

(a) T é um homomorfismo de Riesz.

(b) T(z*) = (T(x))" para todo x € E.

(c) T(xANy)=T(x) NT(y) para todos z,y € E.

(d) SexANy=0em E, entao T(x) NT(y) =0 em F.
(e) T(|z]) = |T(x)| para todo x € E.

Corolario 1.2.15. [5, p.94] Seja T': E — F um homomorfismo de Riesz entre 0s espagos
de Riesz E e F. Entao ker(T) ={x € E: T(x) =0} é um ideal de E.

Definicao 1.2.16. Seja ¢: E — R um funcional linear definido no espaco de Riesz E.

(a) ¢ é positivo se p(x) > 0 para todo x € E™T.

(b) ¢ é ordem-limitado se ¢ aplica subconjuntos ordem-limitados de E em subconjuntos
limitados de R.

(¢) O ordem-dual de E ¢é o espago vetorial E~ formado por todos os funcionais lineares

ordem-limitados definidos em FE; ou, equivalentemente, E~ = L"(E;R).

Teorema 1.2.17. ([5, pp.99 e 100, Theorem 2.22], [4, p. 16]) Se I é um ideal do espago

de Riesz E, entao o espago quociente E/I é um espago de Riesz com a ordem
T <y se existem x; € = e y; € y tais que x1 < vy,

e o operador quociente m: E — E /I € um homomorfismo de Riesz.

E um fato que o cone positivo (E/I)* de E/I é a imagem do cone ET pelo

operador quociente, isto é, (E/I)" = n(E™).

1.3 Topologias em espacos de Riesz

Nesta secao apresentamos resultados sobre espacos de Riesz munidos com
topologias lineares. Os livros [4, 5] sdo as referéncias basicas utilizadas para a construcao

desta secao.

Definigao 1.3.1. (a) Uma topologia linear T no espago de Riesz E é localmente sdlida

se tem uma base de vizinhanga para o zero formada por conjuntos sélidos.
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(b) Um espago de Riesz munido com uma topologia localmente sélida é chamado espago

de Riesz localmente solido.

Teorema 1.3.2. [4, Theorem 2.17] As sequintes afirmagoes sio equivalentes para uma

topologia linear T em um espago de Riesz E.

(a) (E,7) é um espago de Riesz localmente solido.

(b) A aplicagio (xz,y) € (E,7) X (E,7) — xVy € (E,T) € uniformemente continua.
(¢) A aplicagio (xz,y) € (E,7) X (E,7) — x Ay € (E,T) € uniformemente continua.
(d) A aplicagio x € (E,7) — |z| € (E,T) € uniformemente continua.

(e) A aplicagio x € (E,7)—— x" € (E,T) € uniformemente continua.

(f) A aplicagio x € (E,7) —> 2~ € (E,T) é uniformemente continua.

Teorema 1.3.3. [4, Theorem 2.21] Seja (E,7) um espago de Riesz localmente sélido.

Entao:

(a) O cone positivo E* de E ¢é fechado.
(b) Toda faiza de E é fechada.

Teorema 1.3.4. [4, Theorem 2.22] Se (E,T) é um espago de Riesz localmente sdlido,
entdo o dual topolégico E* de (E,T) é um ideal do ordem-dual E~. Consequentemente, E*

¢ um espaco de Riesz Dedekind completo.

Teorema 1.3.5. [4, Theorem 2.24] Se I é um ideal do espago de Riesz localmente solido

(E,T), entao (E/I,7) é um espago de Riesz localmente sdlido.

Definigao 1.3.6. (a) Uma topologia linear 7 no espago de Riesz E é localmente conveza-

solida se T é, ao mesmo tempo, localmente convexa e localmente solida.

(b) Um espago de Riesz munido com uma topologia localmente convexa-sélida é chamado

espaco de Riesz localmente convexo-solido.

O Teorema 1.1.5 nos garante que uma topologia localmente convexa é gerada
por uma familia de seminormas. Veremos a seguir que uma topologia localmente convexa-
sOlida é gerada por uma familia especial de seminormas, chamadas de seminormas de

Riesz.

Definicao 1.3.7. Uma seminorma p em um espago de Riesz E é uma seminorma de
Riesz se |x| < |y| implica p(x) < p(y); ou equivalentemente, se os dois itens a seguir sao

verificados:
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(a) p(z) = p(|z|) para todo = € E.

(b) 0 <z <yem E implica p(x) < p(y).

Se p for uma norma satisfazendo essas condigoes, entdo p é uma norma de Riesz.

Teorema 1.3.8. [4, Theorem 2.25] Uma topologia linear definida em um espago de Riesz
¢ localmente convera-solida se, e somente se, é gerada por uma familia de seminormas de

Riesz.

Observagao 1.3.9. Os Teoremas 1.1.8 e 1.3.8 nos dizem que um espaco de Riesz localmente
convexo-solido é metrizavel se, e somente se, sua topologia é gerada por uma sequéncia de

seminormas de Riesz (p,)no ;.

Defini¢ao 1.3.10. Seja (E,7) um espago de Riesz localmente sélido.

(a) (E,7) tem a propriedade de Lebesgue, ou T é uma topologia de Lebesgue, se toda

rede descrescente (z,), C E tal que inf 2, = 0 converge para zero.
(0%

(b) (E,7) tem a propriedade o-Lebesque, ou 7 é uma topologia o-Lebesque, se toda

sequéncia descrescente (x,)0>; C F tal que inf z, = 0 converge para zero.
n

Uma topologia de Lebesgue também é conhecida como topologia ordem-continua,

veja por exemplo [5, Definition 3.53].

Teorema 1.3.11. [4, Theorem 3.24] Todo espago de Riesz localmente sélido, completo e

com a propriedade de Lebesque é Dedekind completo.

Teorema 1.3.12. [4, Theorem 3.7] As seguintes afirmagées sao equivalentes para um

espago de Riesz localmente sdlido (E,T):

(a) (E,T) tem a propriedade de Lebesgue.
(b) Todo ideal T-fechado de E €é uma faiza.

Defini¢ao 1.3.13. Sejam (F1,7;) e (Es, 72) espagos de Riesz com topologias lineares.

(a) Um operador linear T': (Ey, ) — (Es, ™) é um isomorfismo de reticulados se é
um isomorfismo, no sentido de espaco vetorial topoldgico, e um isomorfismo de Riesz,

no sentido de espacos de Riesz.

(b) (Ey, 1) e (Ey, 1) sao isomorfos como reticulados se existe um isomorfismo de

reticulados entre (£, 1) e (Ea, T2).

(c) (E2,72) contém uma copia reticulada de (Ey, 1) se (Esy, 7o) possui um subespaco de

Riesz F' tal que (Ey, 1) é isomorfo como reticulado a (F, 7).
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Apesar de nao estarmos completamente satisfeitos com o termo “isomorfos
como reticulados”, nao encontramos uma maneira mais eficiente de expressar a ideia
desejada. Essa expressao se provara mais intuitiva quando estivermos trabalhando, a partir

da préxima secao, especificamente com reticulados de Banach.

Teorema 1.3.14. [4, p. 115] Seja B uma faiza projetada do espago de Riesz localmente

solido (E, 7). Entdo (E/B,7) € isomorfo como reticulado a (B%,T).

Teorema 1.3.15. [4, Theorem 3.29] As sequintes afirmagoes sao equivalentes para um

espago de Riesz localmente sdlido, completo e Dedekind o-completo (E,T):

(a) (E,T) tem a propriedade de Lebesgue.
(b) (E,T) nao contém cdpia reticulada de l.

Definicao 1.3.16. Um reticulado de Fréchet é um espaco de Riesz munido com uma

topologia localmente convexa-sélida, metrizavel e completa.

Exemplos cléassicos de reticulados de Fréchet sao os reticulados de Banach, que

sao o objeto da secao seguinte.

Teorema 1.3.17. [4, Theorem 5.17] Seja I um ideal fechado do reticulado de Fréchet
(E,7). Entao (E/I,7) é um reticulado de Fréchet.

1.4 Espacos e reticulados de Banach

Nesta secao apresentamos alguns resultados relacionados a espacos e reticulados
de Banach. Utilizamos os livros [3, 5, 52, 59, 63, 75, 83] como referéncias basicas para

construcao desta secao.

Definicao 1.4.1. Um espaco de Riesz F munido com uma norma de Riesz é chamado
espaco de Riesz normado. Se E for completo com a métrica induzida pela norma de Riesz,
entao ele é chamado reticulado de Banach. Um subreticulado de E é um subespago de
Riesz munido com a norma de E, e um subreticulado de Banach de E2 é um subreticulado
fechado de F.

Definicao 1.4.2. Seja X um espago de Banach.

e}

o2, em X é uma base de Schauder de X se cada v € X tem uma

(a) Uma sequénca (z,,)

representacao tnica sob a forma

[e%9)
xTr = Z ApTy,
n=1
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onde a, € K para todo n € N. A unicidade da representacao permite considerar os
funcionais lineares -
X — K, Zajxj — Ay,
j=1
n € N, que sdo chamados funcionais coeficientes, funcionais coordenados ou funcio-

nais biortogonais associados.

(b) Uma base de Schauder (z,)52, de X é incondicional se a expansao & = »  a,Zy, de

n=1
[e%s)

qualquer x € X, converge incondicionalmente, isto €, se Z Ao (n)Te(n) CONVErge para
n=1

toda permutacgao o: N — N.

(¢) Uma base de Schauder (x,,).>, é 1-incondicional, ou incondicional mondtona, se

<

)

(o0}
Z a;Tj
j=1

o0
> b
j=1

para todos escalares |a;| < |b;], 7 € N.

Exemplo 1.4.3. (a) Os espagos de sequéncias reais ¢, 1 < p < 0o, e ¢y sao reticulados
de Banach com a ordem coordenada a coordenada. O espaco ¢y é um ideal fechado,

e, consequentemente, um subreticulado de Banach de £, (veja [63, p. 12]).

(b) Os espagos L,(p), 1 < p < oo, sao reticulados de Banach com a ordem dada
pontualmente p-quase sempre, isto é, f < g em L,(u) se, e somente se, f(x) < g(x)

p-quase sempre.
(¢) O espago C(K) é um reticulado de Banach com a ordem dada pontualmente.

(d) Todo espago de Banach real X que tem uma base 1-incondicional (z;)72; é um

reticulado de Banach com a ordem dada por: z := Z a;x; > 0 se, e somente se,
j=1
a; > 0 para todo j € N (veja [59, p. 2]).
Proposicao 1.4.4. [58, p.19] Se X ¢é um espaco de Banach com base 1-incondicional
(2,)22 1, entao os funcionais coeficientes ()2, formam uma sequéncia bdsica 1-incondicional

n=1»
em X*.

Proposigao 1.4.5. [5, Corollary 4.4] Todas as normas de Riesz que tornam um espago

de Riesz em um reticulado de Banach sao equivalentes entre si.

Proposicao 1.4.6. [68, Lemma 2.6] Todo reticulado de Banach de dimensdo infinita

possui uma sequéncia disjunta infinita.

Proposicao 1.4.7. [63, Proposition 1.2.3] Seja E um reticulado de Banach. O fecho de

um subreticulado de E também ¢ um subreticulado de E.
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Definicao 1.4.8. Uma seminorma de Riesz p em um espaco de Riesz E é ordem-continua

se para toda rede decrescente (x,), C F tal que inf zo = 0 tivermos p(xy) — 0.

Um reticulado de Banach cuja norma é ordem-continua é chamado de reticulado

de Banach ordem-continuo.

Exemplo 1.4.9. [5, p.187] O reticulado de Banach L,(u), 1 < p < oo, é ordem-continuo.

Por outro lado, os reticulados de Banach C[0, 1], L0, 1] ¢ £+ nao sao ordem-continuos.

Teorema 1.4.10. [5, Theorem 4.9] Seja E um reticulado de Banach. As sequintes afir-

magoes sao equivalentes.

(a) E tem norma ordem-continua.

(b) E € um ideal de E**.

Em particular, todo reticulado de Banach com norma ordem-continua é Dedekind completo.

Teorema 1.4.11. [5, Theorem 4.56] Seja E um reticulado de Banach Dedekind o-completo.

As sequintes afirmagoes sao equivalentes.

(a) E tem norma ordem-continua.
(b) E nao tem copia de ly.
(¢) E nao tem copia reticulada de {«.

Defini¢ao 1.4.12. Um reticulado de Banach E é um KB-espago (espago de Kantorovic-

Banach) se toda sequéncia crescente limitada em ET é convergente.
Teorema 1.4.13. [5, p.232] Todo KB-espago tem norma ordem-continua.

Teorema 1.4.14. [5, Theorem 4.60] Seja E um reticulado de Banach. As seguintes

afirmagoes sao equivalentes.

(a) E é um KB-espago.

(b) E é uma faiza de E**.

(¢) E nao contém uma copia de cy.

(d) E nao contém uma copia reticulada de cq.
(e) E € fracamente sequencialmente completo.

Teorema 1.4.15. [5, Theorem 4.71] Um reticulado de Banach E € reflexivo se, e somente

se, E e E* ndao contém copia reticulada de 0;.
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Definicao 1.4.16. Dada uma sequéncia de espagos de Banach (X;)32,, definimos os

j=1
espacos vetoriais:

D=

(a) (]%Xj> = (:E]) ;€ X;VjeNe H(:Uj j= 1||p (Z ”%”p ) <0

® (ox) :={<a:j>;?il:xjexj i € Ne sl =l < oo
[e%s) J

jEN

© (]geNXj)o ~{erze (g XJ)OO eyl — o,

Em (a), 1 < p < oco. Como em todos os espacos de sequéncias, nesses trés espagos

consideramos as operacoes coordenada a coordenada, isto é:

(:Bj);‘)il + (yj)go'; = (z; + yj)}?; ) A(xj)?; = ()\%’)?‘;17 AeR.

Quando a sequéncia de espacos de Banach (X ) 2, € formada por um tnico espaco X, isto
é, X; = X para todo j € N, utilizamos a notacao £,(X), 1 < p < oo, para representar o
espaco | @ X j> , e a notacao ¢o(X) para representar o espaco | @ X;

JEN » jEN 0

Proposigdo 1.4.17. ([83, p.43] e [5, p.183]) Seja (X;);2, uma sequéncia de espagos

de Banach. Entdo, a fungdo || - ||, define uma norma em (G}X]) e a fungao || - ||oo
jeN v/,

define uma norma em (EBX]) e em (@Xj> . Mais ainda, <@Xj> s
jeEN 0o JEN 0 JeN P

((EBXJ) e ||oo> e ((@Xj> e ||oo> sao espagos de Banach. Se cada X, for
jeN jeN "/,

um reticulado de Banach, entdo cada um desses espacos serd um reticulado de Banach
com a ordem dada coordenada a coordenada, isto €, (x,)0°; < (Yn)oeq S€, € SOmente se,

Tn < Yn para todo n € N.

Definicao 1.4.18. Dois reticulados de Banach E e F' sao isomorfos isometricamente
como reticulados se existir uma isometria linear sobrejetora entre £ e F' que também é
um homomorfismo de Riesz. Essa isometria sera chamada de isomorfismo isométrico de

reticulados.

Teorema 1.4.19. [5, Theorem 4.6] Sejam (X;);2, uma sequéncia de espagos de Banach e
1 <p,p" < oo tais que (1/p) + (1/p*) = 1. Entao, (@X]) ¢ isomorfo isometricamente

JEN p

jEN jeN "/, jEN jeN )y

(@X ) , (G}XJ) ¢ isomorfo isometricamente a (G}X ) e <@X]~> ¢ isomorfo
p* 1
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isometricamente a (@X;‘) . Em ambos os casos a relagdo de dualidade é dada por
jEN -

~

o = (o3)0 — ((2)) = imm.

Se cada X; for um reticulado de Banach, entdo a dualidade ¢ —© 6 um isomorfismo

isométrico de reticulados.

Definigao 1.4.20. Seja F um reticulado de Banach.

(a) E éum Ly-espago abstrato, para algum 1 < p < oo, se sua norma ¢ p-aditiva, isto é,
se
[z +yll” = ll=[” + lly[”

para todos z,y € ET com 2 Ay = 0.

(b) E é um M-espago abstrato se sua norma é uma M-norma, isto é, se t Ay =0 em F
implicar

Iz vyl = max{|[z]], [[y]]}-

Um Li-espaco abstrato é chamado de AL-espagco e um M-espago abstrato é comumente

chamado de AM-espago.

Teorema 1.4.21. [5, Theorem 4.23] Um reticulado de Banach E é um AL-espago (res-
pectivamente, um AM-espago) se, e somente se, E* é um AM-espago (respectivamente,

um AL-espago).

Teorema 1.4.22. [5, Theorem 4.27] Um reticulado de Banach E é um Ly-espago abstrato
se, e somente se, E € isomorfo isometricamente como reticulado a L,(p), para alguma

medida fi.

Teorema 1.4.23. [5, Theorem 4.29] Um reticulado de Banach E é um AM-espago se, e
somente se, E& € isomorfo isometricamente como reticulado a um subreticulado fechado de

algum C(K).

Proposicao 1.4.24. [5, p.254] Todo AM-espago de dimensao infinita contém copia reti-

culada de cq e todo AL-espaco de dimensao infinita contém copia reticulada de (7.

Definicao 1.4.25. Um reticulado de Hilbert ¢ um reticulado de Banach que ¢, ao mesmo

tempo, um espaco de Hilbert.

Teorema 1.4.26. [63, Corollary 2.7.5] Todo reticulado de Hilbert é isomorfo isometrica-

mente como reticulado a Lo(p) para algum espago de medida (2, %, p).
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Dados reticulados de Banach E e F, nem sempre o espago L(E;F) é um
reticulado de Banach com a norma usual e a ordem pontual (veja [75, p.228]). A seguir
veremos que L"(E; F') é um subespago vetorial de L(E; F') e veremos uma norma com a

qual L"(E; F') sempre sera um reticulado de Banach, desde que F' seja Dedekind completo.

Sejam E e F espagos de Riesz normados. Denotamos por L"(F; F') a colegao

de todos os operadores lineares regulares continuos 7': £ — F'.

Teorema 1.4.27. [63, Proposition 1.3.5] Sejam E um reticulado de Banach e F' um espago
de Riesz normado. Todo operador positivo T': E — F' é continuo, e consequentemente,

L(E;F)=L"(E; F).

Teorema 1.4.28. [63, Proposition 1.3.6] Sejam E e F' reticulados de Banach. Para todo
T e LN(E;F), ar-norma (ou norma reqular) de T é definida por

|T||, :=inf{||S]|: S € L(E;F) € positivo e |T(x)| < S(|x|) para todo x € E*}.

(LT(E;F), || - |lr) é um espago de Banach e ||T| < ||T|, para todo operador regular
T:FE— F.

Mais ainda, se F' for Dedekind completo, entao (L™ (E; F),||-||.) € um reticulado
de Banach tal que ||T||, = |||T||| para todo operador reqular T: E — F.

Definicao 1.4.29. Um operador linear continuo 7": X — Y entre os espacos de Banach
X e Y é de Dunford-Pettis, ou completamente continuo, se T transforma sequéncias

fracamente nulas em X em sequéncias que convergem para zero em Y .

Teorema 1.4.30. [63, Proposition 1.3.7] O dual topoldgico E* de um espago de Riesz
normado € um reticulado de Banach. Mais ainda, se E for um reticulado de Banach, entdao
E*=E~

Teorema 1.4.31. [75, Corollary 1, p. 86] Seja I um ideal fechado de um espago de Riesz
normado E. O anulador I de I é uma faiza o(E*, E)-fechada de E*. Mais ainda, I* ¢
isomorfo isometricamente como reticulado a E*/I* (e consequentemente a (I*)* em E*)

e (E/I)* € isomorfo isometricamente como reticulado ao ideal normado I+ de E*.

Definicao 1.4.32. Um espaco de Banach X tem estrutura incondicional local de Gordon-

Lewis, ou GL-l.u.st, se X** é isomorfo a um subespago complementado de um reticulado
de Banach.

A definicao apresentada acima é na realidade uma caracterizacao da GL-l.u.st.
O leitor pode conferir a definigdo original e a caracterizagdo acima em [52, p. 59| e também
em [34, p. 345 e Theorem 17.5]. Em [34] os autores se referem a GL-l.u.st pela sigla Lu.st.

O leitor deve ficar atento, pois existe uma nog¢ao mais forte de estrutura local incondicional,
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também denotada por lLu.st, que ainda nao se sabe se é equivalente a GL-l.u.st (veja [52,
p.59]).

Observacao 1.4.33. Se X é um espacgo de Banach sem GL-l.u.st, entdo X nao é isomorfo
a um reticulado de Banach. De fato, suponha que exista um isomorfismo 7: X — F,
onde E é um reticulado de Banach. Entao o adjunto 7°*: X** — E** também sera um

isomorfismo. Como E™* é um reticulado de Banach, temos uma contradigao.

1.5 Analise Funcional e Teoria da Medida

Nesta secao apresentamos alguns resultados de Analise Funcional e Teoria da
Medida que utilizaremos, especialmente, nos Capitulos 3 e 4. Indicamos os livros [12, 16]

para mais informagoes sobre esses assuntos.

Teorema 1.5.1 (Teorema de Hahn-Banach). [16, Corolario 3.1.4] Seja X um espago
normado. Para todo 0 # x € X existe um funcional ¢ € X* tal que p(z) = ||z|| e ||¢|| = 1.

Teorema 1.5.2 (Teorema da Aplicagdo Aberta). [16, Teorema 2.4.2] Sejam X e Y espagos
de Banach. Entao, todo operador linear, continuo e sobrejetor T': X — 'Y € uma aplicagao
aberta. Em particular, todo operador linear, continuo e bijetor entre espacos de Banach é

um isomorfismo.

Teorema 1.5.3 (Teorema de Radon-Nikodym). [12, Theorem 8.9] Sejam (2, ) um espago
mensuravel, i e A medidas o-finitas definidas em Y e suponha que A é absolutamente
continua com respeito a p (isto é, A\(A) =0 sempre que A € ¥ e u(A) =0). Entao, existe

uma fung¢do mensurdvel e nao-negativa f definida em (2,%) tal que

A(A) = / fdp
A
para todo A € . Mais ainda, a funcio f é unicamente definida p-quase sempre.

A fungao f definida no Teorema de Radon-Nikodym é chamada derivada de

Radon-Nikodym de A com relagdo a u e é denotada por dA/dpu.

Proposicao 1.5.4. [12, Exercise 8N, p.94] Sejam A e p medidas o-finitas no espago
mensurdvel (€2, X) tais que A é absolutamente continua com respeito a i e seja f = d\/dpu.

Se g é uma fung¢ao mensuravel e nio negativa definida em (€2,3), entao

| 9ax= [ gfan.

Proposicao 1.5.5. [12, Exercise 8P| Sejam \ e p medidas o-finitas e absolutamente

continuas entre si definidas no espago mensurdvel (€),%). Entdo

d\/dp =

quase sempre.

1
du/d\
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Teorema 1.5.6 (Desigualdade de Hoélder). [12, 6.9 Holder’s Inequality] Sejam p,p* > 1
tais que (1/p) + (1/p*) =1 e (2,3, ) um espago de medida. Se f € L,(1) e g € Ly-(p),
entio fg € Li(p) e |[fglls < 1 flpllg

p*-

Outros resultados necessarios para o desenvolvimento da tese serao apresentados

em momento oportuno no decorrer do trabalho.
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2 Propriedades de Schur, de Dunford-Pettis

fraca e de trés reticulados

Neste capitulo provamos resultados originais sobre convergéncia de sequéncias
em reticulados de Fréchet e obtemos, como caso particular, novos resultados relacionados
as propriedades de Schur, de Schur positiva, de Schur positiva dual e de Dunford-Pettis

fraca em reticulados de Banach.

2.1 Contextualizacao

A propriedade de trés espagos teve seu inicio com o seguinte problema atribuido
a Palais: se X € um espaco de Banach, Y é um subespaco de X isomorfo a um espaco de
Hilbert e X/Y ¢é isomorfo a um espago de Hilbert, serd que X é isomorfo a um espago de
Hilbert? A resposta para essa questdo é NAO, e foi dada por Enflo, Lindenstrauss e Pisier

em 1975 (veja [29]). Questoes desse tipo motivaram a seguinte definicao.

Definicao 2.1.1. Uma propriedade P, definida em espacos de Banach, é uma propriedade
de trés espagos se um espago de Banach X possuir a propriedade P sempre que Y e X/Y

tiverem P, onde Y é um subespago fechado de X.

Uma versao mais forte dessa propriedade pode ser descrita do seguinte modo:
uma propriedade P é uma propriedade de trés espacos se sempre que dois dos trés espagos
de Banach X, Y e X/Y tiverem P entao o terceiro espaco também tiver P, para todo
subespaco fechado Y de X. Quando nos referirmos a essa versao mais forte usaremos o

termo propriedade de trés espacos no sentido forte.

Exemplo 2.1.2. (a) Separabilidade e reflexividade sdo propriedades de trés espagos
(veja [29, Theorem 2.4.h e Theorem 4.1.a |). Essas duas propriedades sao herdadas
por subespagos fechados e por espacos quocientes, entao elas sao propriedades de

trés espacos no sentido forte.

(b) A propriedade de Dunford-Pettis ndo é uma propriedade de trés espagos (veja
Definigao 3.3.2 e [29, Theorem 6.6.))

O estudo da propriedade de Schur teve inicio na década de 1920 com a demons-
tracao, dada por I. Schur, de que toda sequéncia fracamente nula em ¢; é nula em norma
(veja [77]).
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Definicao 2.1.3. Um espaco de Banach X tem a propriedade de Schur se toda sequéncia

fracamente nula em X é nula em norma.

A propriedade de Schur é uma propriedade de trés espagos (veja [29, Theorem
6.1.a]), porém nao é uma propriedade de trés espagos no sentido forte. De fato, ¢; e todos
os seus subespacos fechados tém a propriedade de Schur, contudo o espaco ¢5 é isomorfo
isometricamente a um quociente de ¢; (veja Teorema 2.2.15) e ndo possui a propriedade

de Schur, pois é reflexivo de dimensao infinita.

Exemplo 2.1.4. (a) O exemplo cldssico de espaco com a propriedade de Schur é ¢,

(veja [77]). Em [61] outros exemplos sao listados.

(b) Nenhum espaco reflexivo de dimenséao infinita possui a propriedade de Schur (veja
[61, Proposicao 2.3.1]).

(c) O espago ¢ nao tem a propriedade de Schur. Basta notar que a sequéncia de vetores

candnicos (e,)n>; C ¢o ¢ fracamente nula e formada por vetores de norma 1.

A propriedade de Schur positiva foi introduzida no fim da década de 1980 nos
trabalhos de Wnuk [80] e Rébiger [70]. Wnuk introduziu essa propriedade para caracterizar
os reticulados de Banach E tais que: todo operador definido em E com imagem em cqy € de
Dunford-Pettis se, e somente se, é reqular. Rabiger apresentou a propriedade de Schur
positiva, referida em seu trabalho como propriedade de Schur fraca, com o objetivo de
estudar os reticulados de Banach cujos subconjuntos fracamente compactos se comportam

de forma semelhante aos subconjuntos fracamente compactos de AL-espagos.

Definicao 2.1.5. Um reticulado de Banach F tem a propriedade de Schur positiva se

toda sequéncia positiva e fracamente nula em E é nula em norma.

Relembre que uma sequéncia (z;)72; em um reticulado de Banach é disjunta

se x; L x; para todos 7 # j.

Proposicao 2.1.6. [81, p. 16] Seja E um reticulado de Banach. As sequintes afirmagoes

sao equivalentes.

(a) E tem a propriedade de Schur positiva.
(b) Toda sequéncia disjunta e fracamente nula em E € nula em norma.
(c) Toda sequéncia positiva, disjunta e fracamente nula em E é nula em norma.

Exemplo 2.1.7. (a) Todo reticulado de Banach com a propriedade de Schur tem a
propriedade de Schur positiva. A reciproca nao é verdadeira, pois o espago L1[0, 1]
tem a propriedade de Schur positiva (veja [81, p. 16, Example 1]), mas nao tem a

propriedade de Schur (veja [61, Proposigao 2.3.8]).
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(b) Todo AL-espaco tem a propriedade de Schur positiva (veja [81, p. 16, Example 1] ou
[70, Examples 1.3]).

(¢) O reticulado de Banach /., nao possui a propriedade de Schur positiva. De fato, ¢g

¢ um subreticulado fechado de ¢, (veja [63, p. 12, Example iii]) e a sequéncia de

vetores candnicos (e,)r>; C ¢o é positiva e fracamente nula, porém nao converge
para zero em norma. Como a topologia fraca de ¢y é a topologia fraca de £, restrita
a ¢y (veja Teorema 1.1.17), segue que ¢, nao tem a propriedade de Schur positiva.

Isso garante, ainda, que ¢y nao tem a propriedade de Schur positiva.

A propriedade de Schur positiva dual foi introduzida por Aqzzouz, Elbour e
Wickstead [8] em 2011 e utilizada na caracterizagao de reticulados de Banach que possuem
a propriedade de bi-sequéncia. Em 2013, Wnuk [82] fez um estudo aprofundado acerca da

propriedade de Schur positiva.

Definicao 2.1.8. Um reticulado de Banach F tem a propriedade de Schur positiva dual

se toda sequéncia positiva e fraca-estrela nula em E* é nula em norma.

O Teorema de Josefson-Nissenzweig garante que todo espaco de Banach dual de
dimensao infinita contém uma sequéncia fraca-estrela nula formada por vetores de norma
1 (veja [33, Chapter XII]). Desse modo, um analogo a propriedade de Schur positiva dual
no contexto geral de espacos de Banach s6 seria possivel em espacos de dimensao finita.

Isso justifica a inexisténcia de tal propriedade no contexto geral de espacos de Banach.

Exemplo 2.1.9. (a) Para todo espago topolégico compacto de Hausdorff K, o espago
C(K) tem a propriedade de Schur positiva dual [82, Examples, item 4].

(b) O espago ¢p nao tem a propriedade de Schur positiva dual. Basta notar que os vetores

[e.e]

candnicos (e, )", C ¢; formam uma sequéncia positiva, fraca-estrela nula formada

por vetores de norma 1.

A propriedade de Dunford-Pettis fraca foi introduzida por Leung [56] em
1989, trabalho no qual foi apresentado um exemplo que a distingue da propriedade de

Dunford-Pettis, respondendo assim uma questao deixada em aberto por Rébiger em 1985.

Definicao 2.1.10. Um reticulado de Banach E tem a propriedade de Dunford-Pettis fraca
se todo operador fracamente compacto definido em E com imagem em qualquer espaco de
Banach transforma cada sequéncia disjunta e fracamente nula numa sequéncia nula em

normea.

As caracterizagbes da propriedade de Dunford-Pettis fraca (veja Teorema

2.3.4) tornam facil verificar que todo reticulado de Banach com a propriedade de Schur
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positiva possui a propriedade de Dunford-Pettis fraca. Além disso, uma caracterizagao da
propriedade de Schur positiva em reticulados de Banach duais, envolvendo a propriedade
de Dunford-Pettis fraca, é apresentada no Teorema 2.2.11, evidenciando assim algumas

relacoes importantes entre essas duas propriedades.

Exemplo 2.1.11. Todo AL-espaco e todo AM-espacgo tem a propriedade de Dunford-
Pettis fraca [5, Theorem 5.85]. Os AM-espagos sdo exemplos de reticulados de Banach

com a propriedade de Dunford-Pettis fraca que nao tém a propriedade de Schur positiva.

Nosso objetivo é trabalhar com uma versao da propriedade de trés espagos no
ambiente de reticulados de Fréchet. Para isso ser possivel precisamos garantir, primeira-
mente, que o quociente de um reticulado de Fréchet ainda seja um reticulado de Fréchet;
o qual sabemos ocorrer sempre que tal quociente for tomado por um ideal fechado (veja

Teorema 1.3.17). Desse modo, temos a seguinte definigao.

Definicao 2.1.12. Uma propriedade P, definida em reticulados de Fréchet, é uma propri-
edade de trés reticulados se sempre que dois dos trés reticulados de Fréchet (E,7), (I,7) e
(E/I,7) tiverem a propriedade P, o terceiro reticulado também tiver P, para todo ideal

T-fechado I de E.

Observe que estamos considerando aqui um andlogo a propriedade de trés
espacos no sentido forte e que essa definicao se aplica diretamente a reticulados de Banach.
Estudaremos se as seguintes versoes das propriedades de Schur e de Schur positiva, no

contexto de espagos de Riesz, sao propriedades de trés reticulados.

Definicao 2.1.13. Sejam 7, e 7, topologias lineares no espaco de Riesz E. Dizemos que,

(a) E tem a (7, 72)-propriedade de Schur ((1i,72)-SP) se toda sequéncia 1-nula em E

for m-nula.

(b) E tem a (71, 7)-propriedade de Schur positiva ((11,72)-PSP) se toda sequéncia

positiva e 7i-nula em E for m-nula.

O item (a) dessa definigao se assemelha a forma como Castillo e Simoes abordam
a propriedade de Schur em espacos vetoriais topoldgicos (veja [30, Definition 4, Definition

5, Remark 5]).

Observe que se 5 C 71, entao E tem a (7, 72)-SP e a (71, 72)-PSP. Note ainda
que se £ é um reticulado de Banach, entao a propriedade de Schur é a (o(F, E*), || - || g)-SP
e a propriedade de Schur positiva é a (o(E, E*), || - || g)-PSP.

Na proxima segdo provaremos alguns resultados gerais sobre a (11, 72)-SP e a

(11, 72)-PSP (veja Teoremas 2.2.2, 2.2.5) e concluiremos que a (w,,7)-SP e a (w,, 7)-PSP
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sao propriedades de trés reticulados no contexto de reticulados de Fréchet Dedekind
o-completos (veja Corolario 2.2.6). Aplicando esses resultados em reticulados de Banach
obtemos que a propriedade de Schur e a propriedade de Schur positiva sao propriedades de
trés reticulados (veja Corolario 2.2.7) e que um reticulado de Banach E tem a propriedade
de Schur positiva dual sempre que um ideal fechado I e o reticulado quociente E/I
tiverem essa propriedade (veja Proposicao 2.2.22). Apresentaremos, ainda na préxima
secao, algumas aplicagoes e exemplos desses resultados. Na secao final deste capitulo
mostraremos que um reticulado de Banach F tem a propriedade de Dunford-Pettis fraca
sempre que um ideal I fechado em E tiver essa propriedade e o quociente E/I tiver a

propriedade de Schur positiva (veja Teorema 2.3.3 e Corolario 2.3.5)

Indicamos o livro de Castillo e Gonzélez [29] para os leitores interessados em
estudar a propriedade de trés espagos. A dissertacao [61] e suas referéncias servem de base
para o leitor interessado em estudar a propriedade de Schur. Os artigos [8, 9, 11, 14, 53,
64, 78, 81, 82, 84] sdo trabalhos sobre as propriedades de Schur positiva, de Schur positiva
dual e de Dunford-Pettis fraca, e, juntamente com suas referéncias, sao um bom caminho

para os interessados em estudar essas propriedades.

2.2 Propriedades de Schur e de trés reticulados

O lema a seguir é um resultado conhecido em espagos topolédgicos. Apresentamos

sua demonstracao apenas por questao de completude.

Lema 2.2.1. Sejam X um espago topoldgico e (xy,)o> uma sequéncia em X tal que toda
subsequéncia de (x,)oo, tem uma subsequéncia que converge para um mesmo x € X . Entdo

T, — T.

Demonstrag¢do. Suponha que x,, /— z. Entao existe uma vizinhanca V' de z tal que para

todo ng € N existe N > ng tal que xy ¢ V.

Para ng = 1, existe Ny € N tal que zy, ¢ V,
Para ng = Ny + 1, existe Ny > N tal que xn, ¢ V,
Para ng = Ny + 1, existe N3 > N tal que xpn, ¢ V,

Portanto existe uma subsequéncia (xy;)j2, de (z,);2; tal que zy, ¢ V para todo j € N.
Por hipétese, existe uma subsequéncia (zy; )2 de (zn;)72; tal que zy;, — z. Ou seja,
existe kg € N de modo que TN, € V para todo k > kq. Isso é uma contradi¢do, portanto
T, — T. O
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Lembramos que, dado um ideal I de um espago de Riesz E, a ordem em E/I
¢ dada por: & < ¢ se existem z; € & e y; € y tais que x; < y;. Recordamos também
que o simbolo x,, — x significa que a sequéncia (x,)5°, converge para x com respeito a

topologia .

Seja F' um subespaco de Riesz de um espago de Riesz F munido com topologias
lineares 7 e 5. Consideramos em F' as correspondentes topologias relativas, ainda denota-
das por 7 e 5. Consequentemente, se E tem a (71, 72)-PSP ((71, 72)-SP, respectivamente),

entdo F' tem a (7, 72)-PSP ((71, 72)-SP, respectivamente).

Teorema 2.2.2. Sejam 7 e Ty topologias lineares definidas no espago de Riesz E tais que
(E,19) € um reticulado de Fréchet e E tem a (T2, 7)-SP. Seja I um ideal To-fechado de
E tal que I tem a (11, 72)-PSP ((11,72)-SP, respectivamente) e E/I tem a (71, 72)-PSP
(71, 72)-SP, respectivamente). Entao E tem a (11, 72)-PSP ((11,72)-SP, respectivamente).

Demonstragio. Vejamos primeiramente a demonstragdo para o caso da (1q, 72)-PSP.

Sejam (z,)p2; C E* uma sequéncia tal que z, — 0 e (2,,,)72; uma subsequén-
cia arbitraria de (x,);> ;. A continuidade do operador quociente 7: (E, 1) — (E/I, )
implica que

T, o= T(2,) 750 em E/I,

e o fato de 7 ser um homomorfismo de Riesz nos garante que z,, > 0 para todo j € N.
Usando o fato de que E/I tem a (71, 72)-PSP obtemos que 25 0 em E/I. Como
(E, T5) é um reticulado de Fréchet entdao, em particular, 7 é uma topologia metrizavel e
portanto é gerada por uma métrica invariante por translagdo d: E x E — [0,00) (veja
Teorema 1.1.8). Com isso, a topologia quociente 75 em E/I também é metrizével e é, em

particular, gerada pela métrica invariante por translacao
d: E/I x EJI —[0,00) , (i,2) — d(i, ) = inf{d(z — z,y) : y € I},

(veja Teorema 1.1.12). Como 25 0 se, e somente se, inf{d(x,,,y) : y € I} — 0, entdo
para todo m € N existe N,,, € N tal que

1
inf{d(xn,,y) : y € I} < — para todo j > Ny,.
m
Assim,

param =1, IN; €N e yy, € demodo que d(z,y ,yn,) <1,

param =2, 3 Ny > N; e yy, € I de modo que d(anQ,yNQ) <

)

)

Wl =N =

param =3, I N3>N; e yn, €1 demodo que d(zny,,yn,) <
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Dessa forma, construimos uma sequéncia (yy,,)r_; em I e uma subsequéncia

(Trn,, Jm—1 de (xnj);il tais que
1
d(anm — YN, 0) = d(anm,me) < — para todo m € N.
m

Com isso, obtemos que T, —yn,, 25 0 em E. Como 7 é uma topologia localmente
convexa-solida e metrizavel entao, pela Observagao 1.3.9, segue que 7, é gerada por uma
sequéncia (py)z—; de seminormas de Riesz e consequentemente py (2, — ¥n,,) — 0 para
todo k € N. Da desigualdade |z, —yk | < |zny —yn,.| (veja Proposi¢ao 1.2.6) segue
que

Pe(Tny, — Yy, ) —> 0 para todo k€N,

e consequentemente

Loy — YN, =5 0em E.

Da (73, 71)-SP de E temos z,, — yj(,m 5 0 em E e da linearidade de 7 segue que
yﬁm = Tny,, — (%Nm - yj{fm) s 0em E,

portanto yy, 5 0 em I. Como I tem a (7, 7)-PSP e cada yk. € I & positivo, entdo

Y& —0em I e, por conseguinte, y3, — 0 em E. Da linearidade de 7> segue que

Tny,, = (Tny,, —YN,,) + Y =5 0em E.

Por fim, o Lema 2.2.1 implica que x, — 0 em E, e portanto £ tem a (71, 75)-PSP.

A demonstracao para o caso da (1, 72)-SP segue os mesmos passos do caso

%)
n=1

da (71, 7)-PSP. De fato, dadas uma sequéncia (z,)>2, C FE tal que x, — 0 e uma

subsequéncia arbitraria (z,,)j2; de (7,),2,, tem-se &, 1= 7(zy;) 50 em E/I. Como
E/I tem a (71,7)-SP, temos iy, 2, 0 em E/I. Visto que (E,7) é um reticulado de
Fréchet obtemos, de forma andloga ao caso anterior, uma sequéncia (Zn, — ¥n,, )ne; €m
E tal que

Ty, = YN 2 0em E.

O fato da topologia 79 ser gerada por uma sequéncia (pg)re, de seminormas implica que
Pk(ZTny, — Yn,,) — 0 para todo k € N.

Da (72,71)-SP de E temos z,, — yn,, 5 0 em E e pela linearidade de 7, segue que
YNp = Tny, — (Tny, — YN,) S 0em F,

por conseguinte yy, — 0 em I. Como I tem a (71, 72)-SP, yn,, —= 0 em I e, consequen-

temente, yy, — 0 em E. Pela linearidade de 7 obtemos
Ty, = (anm — YN,) — YN, 25 0em E.

Por fim, o Lema 2.2.1 garante que x,, —+ 0 em E, e portanto E tem a (71, 72)-SP. ]
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No caso particular em que 7, = w,,, a parte sobre a propriedade de Schur no
teorema acima coincide com o resultado de Castillo e Simoes no contexto de espacos de
Fréchet, cuja demonstragao foi nossa primeira inspiragao (veja [30, Proposition 6] e [29,

Teorema 6.1.a]).

Recordamos que dado um espaco vetorial topoldogico X munido com uma
topologia linear 7, denotamos por w, a topologia fraca em X com respeito a topologia
7. E bem conhecido que w, é uma topologia linear em X e que a topologia fraca em um
subespaco vetorial topolégico (Y, 7) de X coincide com a topologia relativa em Y induzida

por w,, sempre que X for localmente convexo (veja Teorema 1.1.17).

Para dar prosseguimento vamos precisar dos dois lemas a seguir.

Lema 2.2.3. Sejam E e F espacos de Riesz munidos com topologias localmente convezas
71 e Ty, respectivamente. Se (E, 1) e (F,13) sao isomorfos como reticulados e F' tem a
(Wry, T2)-PSP ((wy,, 2)-SP, respectivamente), entao E tem a (w., 1 )-PSP ((w,,,m)-SP,

respectivamente).

Demonstra¢io. Suponha que F' tenha a (wg,,)-PSP. Sejam (z,),-; uma sequéncia
positiva, w,,-nula em FE e T: (E, 1) — (F,72) um isomorfismo de reticulados. Como
T é um operador positivo, pois é um homomorfismo de Riesz, a sequéncia (T'(x,))o>, é
positiva em F'. O Teorema 1.1.20 nos garante que 1" é um operador fracamente continuo,
com isso, (T'(xy))s2, é wyy-nula em F. A (w,,, 72)-PSP de F nos garante que a sequéncia
(T(xp,))py € T9-nula em F' e, como 1" ¢ um isomorfismo de espagos vetoriais topolédgicos,

(xn)s2, é m-nula em E. Portanto E tem a (w,,, 7 )-PSP.

Argumento anélogo garante o resultado para (w,,,m)-SP. O]

Lema 2.2.4. Se (E,T) é um espago de Riesz localmente convezo tal que E tem a (w,,T)-

PSP, entio (E,T) ndo contém copia reticulada de lo.

Demonstra¢io. Suponha que exista um isomorfismo de reticulados T: lo, — T'({s,) C
(E,7), onde T({s) é um subespago de Riesz fechado de E. Como 7 é uma topologia
localmente convexa, a topologia fraca em T'({,), com respeito a (T'({« ), T), coincide com
a topologia fraca relativa, w,, em T'({) (veja Teorema 1.1.17). Combinando isso com
a (w;, 7)-PSP de E segue que T'({x) tem a (w,,7)-PSP e, com isso, o Lema 2.2.3 nos
garante que /., tem a propriedade de Schur positiva. Isso gera uma contradi¢ao, pois £,
nao tem a propriedade de Schur positiva (veja Exemplo 2.1.7). Portanto (F, 7) ndo contém

copia reticulada de /. O

Lembramos que se (E,7) é um espago de Riesz com uma topologia linear e

I é um ideal de E, entdo a topologia fraca w; em E/I com respeito ao espago (E/I,T)
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coincide com a topologia quociente 0, com respeito ao espaco (E,w,) (veja Teorema
1.1.18).

Teorema 2.2.5. Seja 7 uwma topologia localmente convexa-solida e completa no espago
de Riesz Dedekind o-completo E. Se E tem a (w,,T)-PSP ((w,, T)-SP, respectivamente),
entao E/I tem a (w;,7)-PSP ((w;,7)-SP, respectivamente) para qualquer ideal T-fechado
I de F.

Demonstragio. Suponha que E tenha a (w,,7)-PSP. Como 7 é uma topologia localmente
convexa, (E,7) ndo contém copia reticulada de ¢, pelo Lema 2.2.4. Assim, o Teorema
1.3.15 garante que (F, 7) satisfaz a propriedade de Lebesgue e, portanto, E é Dedekind
completo pelo Teorema 1.3.11. Logo, o Teorema 1.2.10 nos garante que E satisfaz a

propriedade de projecao.

Seja I um ideal T-fechado de E. Como (F, 7) é localmente sélido com a propri-
edade de Lebesgue, do Teorema 1.3.12 sabemos que I é uma faixa e, consequentemente,
é uma faixa projetada de E. Portanto, £ = I @ I?. A (w,,7)-PSP de E implica que %
tem a (w,, 7)-PSP, e o Teorema 1.3.14 garante que (F/I,7) é isomorfo como reticulado a
(I*, 7). Como a topologia fraca em I, com respeito a (I¢,7), é a restricdo da topologia

fraca w, de E em I%, pelo Lema 2.2.3 concluimos que (E/I,7) tem a (w;, 7)-PSP.

A demonstragao para o caso da (w,, 7)-SP é semelhante. Basta observar que
a (w,,7)-SP é preservada por subespagos de Riesz e por isomorfismos entre espagos
localmente convexos. Assim, seguindo os passos acima, como (F/I,7) é isomorfo como
reticulado a (1%, 7) e I¢ tem a (w,, 7)-SP, segue que (E/I,7) tem a (w;,7)-SP. O

Quanto as hipoteses do teorema acima, lembramos que, assim como ocorre
em espagos de Banach, um subespago vetorial de um espago localmente convexo (E,T) é

T-fechado se, e somente se, é w,-fechado (veja Teorema 1.1.19).

Os Teoremas 2.2.2 e 2.2.5, juntamente com w, C 7, nos fornecem o seguinte

corolario.

Corolario 2.2.6. A (w,,7)-PSP e a (w.,7)-SP sdo propriedades de trés reticulados no

contexto de reticulados de Fréchet Dedekind o-completos (E,T).

Corolario 2.2.7. A propriedade de Schur positiva e a propriedade de Schur sdo proprie-

dades de trés reticulados.

Demonstragio. Como o reticulado de Banach ¢y nao tem a propriedade de Schur positiva
(veja Exemplo 2.1.7), entdo reticulados de Banach com as propriedades de Schur e de
Schur positiva ndo contém cépia de ¢y, portanto sdo KB-espagos (veja Teorema 1.4.14).

Todo KB-espago tem norma ordem-continua (veja Teorema 1.4.13) e todo reticulado de
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Banach ordem-continuo é Dedekind completo (veja Teorema 1.4.10). Com isso, reticulados
de Banach com as propriedades de Schur e de Schur positiva sao Dedekind completo.
Claramente a propriedade de Schur é a (wy.y, || - [|)-SP e a propriedade de Schur positiva é

a (wy., || - ||)-PSP. Assim, o resultado segue do coroldrio anterior. O

Na sequéncia apresentamos algumas aplicacoes e exemplos referentes aos resul-

tados obtidos até o momento.

Definicao 2.2.8. Um elemento e > 0 em um espaco de Riesz E é discreto se o ideal
gerado por e coincide com o subespago vetorial gerado por e, {ae : a € R}. Em reticulados

de Banach, elementos discretos também sao chamados de dtomos.

Se X é um espacgo de Banach, entao é facil verificar que X e ¢; sao isomorfos
isometricamente a subespagos fechados de ¢ (X). Veremos a seguir que se E é um reticulado
de Banach que possui um elemento discreto, entao conseguimos garantir que ¢; é isomorfo

isometricamente como reticulado a um ideal de ¢;(F). Isso nos permitird considerar o
reticulado de Banach ¢4 (F)/¢;.

Proposicao 2.2.9. Se E é um reticulado de Banach sem a propriedade de Schur positiva,
entdo (1(E) também nao tem essa propriedade. Se, além disso, E tem um vetor discreto,
entao (1 € isomorfo isometricamente como reticulado a um ideal de ¢1(E) e £1(E) /{1 ndo

tem a propriedade de Schur positiva.

Demonstragio. Considere o operador,
S: E— ((F); S(z)=(z,0,0,0,...).

E imediato verificar que S é uma imersao isométrica bem definida. A ordem coordenada
a coordenada em ¢;(FE) nos permite verificar diretamente que 7' é um homomorfismo de

Riesz: para todo x € F,
S(l) = (121,0,0,...) = (2,0,0,....)] = [S(x)].

Portanto F ¢ isomorfo isometricamente como reticulado a um subreticulado fechado S(F)
de ¢1(F). Como E nao possui a propriedade de Schur positiva, entao ¢;(E) também nao

possui a propriedade de Schur positiva.

Seja e um vetor discreto em FE. Considere, sem perda de generalidade, que

|le]l = 1 e tome o operador

T: 0 — O(E), (an)ply — (ane)ry.

n=1

A boa definigao e linearidade de T' sdo imediatas. Para todo ()2, € {1,

T(|()a]) = T((|an)2y) = (mle)y 2 (ame)2y 2 [(ane)iy] = [T ()],
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onde (%) segue do fato de e > 0 e (xx) segue da defini¢ado da ordem em ¢;(FE). Portanto T’

¢ um homomorfismo de Riesz. Observe ainda que

I () 2) | = ene)os | = i tal - ] = i ] = 1)

ou seja, T é uma isometria. Consequentemente, 7'(¢;) é um subreticulado fechado de ¢,(E)

isomorfo isometricamente como reticulado a ¢;.

Agora, seja (y,)re, € (1(F) tal que 0 < (yn)oe; < (ape)s>,, onde (av,)52, é
uma sequéncia em ¢;. Por defini¢ao da ordem em ¢1(E), temos (y,)o; < (ane)ns, se, e
somente se, y, < a,e para todo n € N. O fato de e ser um vetor discreto nos diz que

se a,, # 0, entao existe 0 < 3, < «,, tal que y, = B,e; por outro lado, se o, = 0 entao

[eS)
n=1

Y, = Oe = 0. Isso nos garante que existe (7,) € (, onde v, = 3, ouy, =0paran €N,

(e o]

tal que (yn)pey = (Tne€)oey. Portanto (y,)r—q € T(¢1) e, consequentemente, T'(¢;) é um
ideal de ¢1(F).

Identificando ¢; com T'(¢;) podemos considerar o reticulado de Banach ¢;(E)/¢;.
Como ¢; tem a propriedade de Schur positiva e ¢1(E) nao tem, entdo ¢,(E)/¢; nao possui

essa propriedade pelo Corolario 2.2.7. n

Proposicao 2.2.10. Sejam E e F' reticulados de Banach e T: E — F um homomor-
fismo de Riesz com imagem fechada. Se ker(T) e F' tém a propriedade de Schur positiva
(propriedade de Schur, respectivamente), entao E tem a propriedade de Schur positiva

(propriedade de Schur, respectivamente).

Demonstragciao. Vamos provar o caso da propriedade de Schur positiva. O subreticulado
de Banach T'(F) herda a propriedade de Schur positiva de F'. Acreditamos que é bem
conhecido que E/ker(T) é isomorfo como reticulado a T'(E), mas como ndo encontramos

uma referéncia para citar, vamos apresentar uma pequena justificativa desse fato.

Como T' ¢ um homomorfismo de Riesz, ker(7") é um ideal de E (veja Corolario
1.2.15) e a continuidade de 7" (homomorfismos de Riesz sdo positivos e portanto continuos)

garante que ker(7") é fechado. Assim, FE/ker(T) é um reticulado de Banach. O operador
S: E/ker(T) — T(E); &+ T(x),

¢ um isomorfismo entre espagos de Banach tal que Sonm =T, onde 7: E — E/ker(T) é
o operador quociente (veja [36, Corollary 2.26]). O fato de T" e 7 serem homomorfismos
de Riesz nos garante que S também é um homomorfismo de Riesz, assim F/ker(T) é

isomorfo como reticulado a T'(FE).

Portanto, como T'(F) tem a propriedade e Schur positiva, £/ ker(T") também
tem. Por fim, o Coroléario 2.2.7 implica que E tem a propriedade de Schur positiva. O caso

da propriedade de Schur é analogo. O
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Por um lado, os duais de ordem superior X**, X*** ... XM . (n > 2) de
um espago de Banach de dimenséo infinita X nunca possuem a propriedade de Schur (veja
(65, Corollary 11]). Em contrapartida, alguns duais E**, E** ... E™ . (n > 2) de um
reticulado de Banach de dimensao infinita £ podem ter a propriedade de Schur positiva.
Por exemplo, todo AL-espago tem a propriedade de Schur positiva (veja Exemplo 2.1.7)
e o bidual de um AL-espago ainda é um AL-espago (veja Teorema 1.4.21). Assim, se
é um AL-espaco, entdo os duais E**, E***, ... E®" ... (n € N) tém a propriedade de

Schur positiva.

Acreditamos que, ao contrario do caso da propriedade de Schur em espacos
de Banach, nao é facil encontrar exemplos concretos de reticulados de Banach E com
a propriedade de Schur positiva tais que E** nao possui essa propriedade. Quando tal
exemplo é obtido, E serd um ideal fechado de E** e nossos resultados permitirao garantir
que £ /E nao possui a propriedade de Schur positiva. Nosso propdsito agora é apresentar

um exemplo desse tipo.

Em [81], Wnuk apresenta intiimeros resultados sobre a propriedade de Schur e a
propriedade de Schur positiva em reticulados de Banach. Dentre esses resultados esta a

seguinte caracterizacao.

Teorema 2.2.11. [81, p.22] O dual topoldgico E* de um reticulado de Banach E tem a
propriedade de Schur positiva se, e somente se, I/ tem a propriedade de Dunford-Pettis

fraca e £ nao contém copia reticulada de ¢;.

Corolario 2.2.12. Seja E um reticulado de Banach com a propriedade de Schur positiva
tal que seu dual topologico E* contém uma copia reticulada de ¢1. Entao E é um ideal

fechado de E** e E* e E*/E nao possuem a propriedade de Schur positiva.

Demonstrag¢io. Como E tem a propriedade de Schur positiva, E ndo contém copia reti-
culada de cg. Pelo Teorema 1.4.14, F é uma faixa, em particular um ideal fechado (veja
Teorema 1.3.3), de seu bidual E**. Assim, podemos considerar o reticulado de Banach
E*™/E. Como E* contém copia reticulada de ¢;, do Teorema 2.2.11 segue que E** nao
possui a propriedade de Schur positiva. Do Corolario 2.2.7 concluimos que E**/FE nao

possui a propriedade de Schur positiva. O

Teorema 2.2.13. [81, p. 17] Seja (E,):>, uma sequéncia de reticulados de Banach em que

cada FE,, tem a propriedade de Schur positiva. Entao a ¢1-soma (@ En> tem a propridade
neN 1

de Schur positiva.

Exemplo 2.2.14. Para cada n € N considere o reticulado de Banach ¢, = R" com a

norma do méximo e a ordem dada coordenada a coordenada. Tome o reticulado de Banach
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o0

obtido a partir da ¢;-soma da sequéncia (¢72.)-°,, isto é,

neN n=1

<@€§O> = {x = (zn)p2y 1 @, € L2 paracadan € Ne |jz]| :== ) [|a,] < oo} :
1

com a norma definida acima e a ordem coordenada a coordenada. Como cada ¢ tem a

propriedade de Schur positiva, pois possuem dimensao finita, <EB E&) também possui a
neN 1

propriedade de Schur positiva pelo Teorema 2.2.13.

Vejamos agora que o dual topologico de ( b f&) contém uma coéHpia reticu-
neN

lada de ¢;. Para isso, relembre primeiramente que o dual topoldgico de ¢ ¢é isomorfo

isometricamente como reticulado a ¢}, onde ¢} = R" com a norma da soma. Assim, pelo

Teorema 1.4.19 segue que o dual de | @ ¢ | ¢ isomorfo isometricamente como reticulado
neN
1
a

(EB E’f) = {x = (xn)o2, : x, € L] para cadan € N e ||z| = sup ||z, || < oo} :
neN 00 n

com a ordem coordenada a coordenada, por meio da relacao de dualidade usual

~

= (pj)521 =¥ ((2;)52,) = Z%’(%’)-
=1
Considere o operador

T: 0, — (@E?)w, (z5)521 = (1), (21, 72), (21, T2, 23), - . ).

neN
E facil observar que T é bem definido e linear. Além disso, 7" é uma isometria: para cada

(‘rJ')jo‘il S 617

1T ()52 loe = sup{lan], [21] + |wal, [wa] + |22] + |2s], ..} =Dl ] = Nl (x5)324 10
j=1

neN
coordenada, obtemos que T' ¢ um homomorfismo de Riesz. De fato, para todas (7;)32, e

(y]);il €m 617

Ainda, considerando o fato da ordem em ( &>, E’f) e em cada /(] ser dada coordenada a

T((x;)52: V (y5)521) = T((x5 V y;)521)
= ((x1 V), (x1 Vy,z2Vya),...)
= ((z1 V), (z1,22) V (41,92), .- )
= ((z1), (z1,22), .. ) V (1), (1, 92), - . )
= T((z;)521) V T((y;)521)-
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Isso prova que (@ E?) contém uma cédpia reticulada de ¢;. Pelo Corolario 2.2.12 con-
neN

cluimos que (@ E&) ¢ um ideal fechado de (@ E&) , e que os reticulados de Banach
1

neN neN 1

(@ﬁ&) e(@egg> /(@é@g)
neN 1 neN 1 neN 1

nao possuem a propriedade de Schur positiva.

E bem conhecido que o espaco de Banach ¢; é projetivamente universal para a
classe de espacos de Banach separaveis, no sentido que todo espago de Banach separavel é

um quociente de ¢, conforme estabelecido pelo resultado a seguir.

Teorema 2.2.15. [1, Corollary 2.3.2] Para todo espago de Banach separdvel X existe um

subespago fechado M de ly tal que X é isomorfo isometricamente a {1/M.

Recordemos que a propriedade de Schur nao é herdada pelo quociente de um
espaco de Banach por um subespago fechado (¢5 é um quociente de ¢1); por outro lado, essa
propriedade é herdada pelo quociente de um reticulado de Banach por um ideal fechado
(Teorema 2.2.5). Combinando isso com o fato da propriedade de Schur ser preservada por

isomorfismos obtemos o seguinte corolario imediato.

Corolario 2.2.16. Sejam X um espaco de Banach separdvel sem a propriedade de Schur
e M um subespaco fechado de ¢y tal que X € isomorfo a (/M. Entao M nao é um ideal
de EL

O Teorema 2.2.15 nao vale para £; no contexto de reticulados de Banach. Isto é,
apesar de /7 ser um reticulado de Banach, existem reticulados de Banach separaveis que nao
sao isomorfos isometricamente como reticulados ao quociente de ¢; por um ideal fechado.
Por exemplo, o reticulado de Banach c¢q é separavel e nao é isomorfo isometricamente como
reticulado a um quociente de ¢;. De fato, ¢; é um AL-espaco, todo quociente de AL-espaco

é Al-espago (veja [5, p.205]), e sabemos que ¢g ndo é um AL-espago.

Em [57], Leung, Li, Oikhberg e Tursi constroem um reticulado de Banach
separavel LLOT tal que todo reticulado de Banach separavel é isomorfo isometricamente

como reticulado ao quociente de LLOT por um ideal fechado.

Teorema 2.2.17. [57, Theorem 1.2] Eziste um reticulado de Banach separdvel LLOT que
¢ projetivamente universal para a classe de reticulados de Banach separdveis, isto €, todo

reticulado de Banach separdvel é isomorfo isometricamente como reticulado ao quociente

de LLOT por um ideal fechado.
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Exemplo 2.2.18. Como existem reticulados de Banach separaveis sem a propriedade de
Schur positiva e essa propriedade é preservada por isomorfismos de reticulados, entao o

Teorema 2.2.5 nos garante que LLOT nao tem a propriedade de Schur positiva.

Em [40], Flores, Herndndez, Spinu, Tradacete e Troitsky introduzem e desen-

volvem a nocao de reticulados de Banach p-disjuntamente homogéneos, 1 < p < oo.

Defini¢ao 2.2.19. Um reticulado de Banach E é p-disjuntamente homogéneo (p-DH),
1 < p < o0, se toda sequéncia disjunta e normalizada em E admite uma subsequéncia

equivalente a base canodnica de £, (ou ¢y, no caso em que p = 00).

Teorema 2.2.20. [40, Proposition 4.9] Um reticulado de Banach E é 1-DH se, e somente

se, E tem a propriedade de Schur positiva.

Esse teorema juntamente com o Corolario 2.2.7 tornam imediato o seguinte

corolario.

Corolario 2.2.21. A 1-DH ¢é uma propriedade de trés reticulados.

Finalizamos esta secao com uma aplicagdo de nossos resultados a propriedade

de Schur positiva dual.

Note que a propriedade de Schur positiva dual nao é uma propriedade de trés
reticulados. De fato, o item (a) do Exemplo 2.1.9 nos diz que todo C'(K) tem a propriedade
de Schur positiva dual, logo £, tem essa propriedade, pois é isomorfo isometricamente
como reticulado a C(8N), onde BN é a compactificacio de Stone-Cech de N (veja [59, p. 6]).
Em [82, p.763] vemos que a propriedade de Schur positiva dual é herdada pelo quociente
de um reticulado de Banach por um ideal fechado, com isso £, /co tem essa propriedade.
Entretanto, ¢y é um ideal fechado de £, que nao tem a propriedade de Schur positiva dual
(os vetores unitarios canénicos em ¢; formam uma sequéncia positiva, fraca-estrela nula e

que Nao converge para zero em norma).

Recordemos que, se X é um espaco de Banach e M é um subespago de X,
entdo denotamos a topologia fraca-estrela em X* por o(X*, X), o anulador de M por M=+
e a topologia quociente em X* /M~ associada ao operador quociente (X, o(X*, X)) —
X*/M* por 6(X*, X).

Ja foi estabelecido em [82, p.763] que a propriedade de Schur positiva dual é
herdada por subespacos de Riesz positivamente complementados e pelo quociente por um

ideal fechado. Entao, s6 resta estabelecer o seguinte resultado.

Proposicao 2.2.22. Seja E um reticulado de Banach. Se um ideal fechado I de E e o
reticulado quociente E/I tém a propriedade de Schur positiva dual, entao E também tem

essa propriedade.
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Demonstragio. Sejam E é um reticulado de Banach e I é um ideal fechado de E tal que

I e E/I tém a propriedade de Schur positiva dual. Entao:

(a) E tem a propriedade de Schur positiva dual se, e somente se, E* tem a (o(E*, E), || -
|5+ )-PSP.

(b) I tem a propriedade de Schur positiva dual se, e somente se, I* tem a (o(I*, 1), || -
PSP.

)

(¢c) E/I tem a propriedade de Schur positiva dual se, e somente se, (E/I)* tem a
(/D) E/D), |- llz/n-)-PSP.

Como o anulador I* de I é uma faixa de E* (veja Teorema 1.4.31), podemos
considerar o reticulado de Banach E*/M*. Combinando os Teoremas 1.1.25, 1.1.26 e 1.4.31

obtemos o seguinte:

(d) I* tem a (o(I*, 1), ]| ||;-)-PSP se, e somente se, E*/I* tem a (6(E*, E), || - |

(e) (B/I) tema (o((E/I)*, E/I), ||-|l(g/1-)-PSP se, e somente se, I'- tem a (o(E*, E), ||-
||+ )-PSP.

g+ )-PSP
e as equivaléncias em (b) e (d) nos garantem que o reticulado quociente E*/I* tem a
(6(E*, E),| - || g )-PSP. Portanto E* tem a (o(E*, E), || - ||g«)-PSP pelo Teorema 2.2.2.
Finalmente, pela equivaléncia em (a) concluimos que E tem a propriedade de Schur positiva,
dual. O

Das equivaléncias em (c) e (e) concluimos que I* tem a (o(E*, E), || - |

2.3 Propriedade de Dunford-Pettis fraca

Em [29, 6.6.n., p. 210], Castillo e Gonzalez apresentam a propriedade de Dunford-
Pettis fraca, conforme definida por Leung em [56] (veja Definigdo 2.1.10), e dizem nao
ter conhecimento se essa propriedade é uma propriedade de trés reticulados. Até onde
sabemos essa questao ainda estd em aberto. Nesta secao, inspirados pelo resultado [29,

Proposition 6.6.c.], apresentamos uma contribui¢ao para esse questionamento.

Lembremos que dado um espaco vetorial topoldgico (X, 7), denotamos por X 5
o espago vetorial topolégico (X™, 5(X™, X)), onde 5(X™*, X) é a topologia forte em X™* com
relacdo a 7. Seguindo a abordagem adotada por Gabriyelyan em [44, p. 372|, apresentamos

a seguinte defini¢cdo no contexto de reticulados de Fréchet.

Defini¢ao 2.3.1. Um reticulado de Fréchet (F,7) tem a propriedade de Dunford-Pettis
fraca sequencial se v, (x,) — 0 sempre que (z,),-, ¢ uma sequéncia positiva, fracamente

nula em £ e (¢n),—, ¢ uma sequéncia fracamente nula em £j.
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Lema 2.3.2. Sejam (E, ) um espago de Fréchet, (p,)02, uma sequéncia fracamente nula
em Ej e (x,),2, uma sequéncia que converge para zero em E. Entao o, (v,) — 0.

0o
n=1

Demonstragdo. Como (p,,)s2; é fracamente nula em £, temos, em particular, ¢, (z) — 0
para todo x € E (veja Proposigao 1.1.14). Portanto, o conjunto H := {¢, : n € N} é
pontualmente limitado. Pelo Teorema de Banach-Steinhaus (veja Teorema 1.1.23), H é
equicontinuo. Com isso, dado € > 0 existe uma vizinhanca aberta de zero U C E tal que
o(U) C (—¢,¢) para todo ¢ € H. Como x,, — 0 em F, existe ng € N tal que z, € U

para todo n > ng e consequentemente |, (x,)| < € para todo n > ny. O

O resultado a seguir foi inspirado em [29, Proposition 6.6.c.] e sua demonstragao

repete alguns argumentos da demonstracao do Teorema 2.2.2.

Teorema 2.3.3. Seja I um ideal fechado do reticulado de Fréchet (E,T). Se I tem a
propriedade de Dunford-Pettis fraca sequencial e E/I tem a (w;, 7)-PSP, entio E tem a

propriedade de Dunford-Pettis fraca sequencial.

Demonstragio. Sejam (x,),-; uma sequéncia positiva, fracamente nula em E e (¢,)5 4
uma sequéncia fracamente nula em E. Considere uma subsequéncia arbitraria (¢n, (2n,))j2;
de (pn(z,))s2, e o operador quociente w: (E,7) — (E/I, 7). Da positividade de 7 decorre
que (Zn,)52, = (7(7n,))72; ¢ uma sequéncia positiva em F/I, e como 7 é fracamente
continuo (veja Teorema 1.1.20 (a)) temos @,, —> 0 em E/I. Segue que i,, — 0 em
E/I, uma vez que E/I tem a (w;,7)-PSP, e por argumentos semelhantes aos utilizados
na demonstragao do Teorema 2.2.2 construimos uma subsequeéncia (,, )2y de (zn;)72; €
uma sequéncia positiva (yn, )oe; em [ tais que Tny, —Yn, — 0. Com isso, Zny —Yn, 50

em F e, pela linearidade da topologia fraca,

wr

Yny, = xnzvk - ('InNk - yNk) — 0

em F, consequentemente em . Usaremos a seguir que o adjunto do operador inclusao

[e.9]

é o operador restricdo. Como (p,),2, ¢ fracamente nula em E%, denotando por p,, a

restricao de cada ¢, a I e aplicando os itens (b) e (a) do Teorema 1.1.20 ao operador

e}

inclusdo (I,7) — (F, ) e seu adjunto £j — I3, concluimos que (¢y),),=; ¢ fracamente

nula no dual forte [g de I.

A propriedade de Dunford-Pettis fraca sequencial de I implica que
Pnn, (yNk) = gpnNk\1<yNk) — 0.
Como zpy, — yn, — 0, do Lema 2.3.2 decorre que ¢, (ny, — yn,) —> 0. Assim,

Pnn, (ank) = Pny, (ank - yNk) + Pny, (yNk:> — 0,
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e, pelo Lema 2.2.1, ¢, (z,) — 0. Portanto E tem a propriedade de Dunford-Pettis fraca

sequencial. O

Note que o Teorema 1.1.15 nos garante que a topologia forte S(X™, X)) no dual
topoldgico X™* de um espaco de Banach X coincide com a topologia da norma em X*.
Assim, a propriedade de Dunford-Pettis fraca sequencial em reticulados de Banach coincide
com a propriedade de Dunford-Pettis fraca, conforme fica evidenciado pelas seguintes

caracterizacoes.

Teorema 2.3.4. [7, Corollary 2.6] Seja E um reticulado de Banach. As sequintes afirma-

coes sao equivalentes.

(a) E tem a propriedade de Dunford-Petlis fraca.

(b) Se (x,);", € uma sequéncia positiva, disjunta e fracamente nula em E e (¢,)ne, €

fracamente nula em E*, entdo ¢, (x,) — 0.

c) Se (x,)2, € uma sequéncia positiva e fracamente nula em E e (¢n)re, € uma

sequéncia fracamente nula em E*, entdo @, (x,) — 0.

Finalizamos este capitulo com o seguinte corolario que segue diretamente dos
Teoremas 2.3.3 e 2.3.4.

Corolario 2.3.5. Seja I um ideal fechado do reticulado de Banach E. Se I tem a propri-
edade de Dunford-Pettis fraca e E/I tem a propriedade de Schur positiva, entio E tem a
propriedade de Dunford-Pettis fraca.
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3 A Propriedade de Schur polinomial positiva

Neste capitulo introduzimos e estudamos os reticulados de Banach positivamente
polinomialmente de Schur. Apresentamos exemplos, contraexemplos e relagdes com as

propriedades de Schur positiva e de Dunford-Pettis fraca.

3.1 Polindmios homogéneos e o produto tensorial projetivo

Nesta secao apresentamos resultados sobre polinomios homogéneos e o produto
tensorial projetivo em espacos de Banach e sobre polindmios homogéneos regulares e o
produto tensorial projetivo positivo em reticulados de Banach. As principais referéncias
utilizadas na construgao desta se¢ao sao [6, 19, 35, 41, 42, 43, 60, 66, 73].

Definicao 3.1.1. Sejamn € Ne X, X;,..., X, Y espacos vetoriais.

(a) Um operador A: Xj x -+ x X, — Y que é linear em cada coordenada enquanto

as outras n — 1 coordenadas sao mantidas fixas é dito n-linear.

(b) Um operador n-linear A: X™ — Y onde X" = X X --- x X, é simétrico se
|

n

A(Il, e ,fL‘n) = A(Ia(l), e ,{EU(n))
para todo (x1,...,2,) € X" e qualquer permutagao o de {1,...,n}.

(¢c) Um operador P: X — Y é um polinémio n-homogéneo, ou polinémio homogéneo

de grau n, se existe um operador n-linear A: X" — Y tal que

para todo z € X.

Na Teoria de Holomorfia em Dimensao Infinita é importante levar em conside-
ragao os polindmios 0-homogéneos (n = 0), que sdo as fungdes constantes; contudo esses
polinémios nao desempenham papel importante em nosso contexto. Portanto nao conside-

raremos polinémios 0-homogéneos nesta tese e o conjunto N continua sendo {1,2,...}.

Uma forma n-linear ¢ um operador n-linear com imagem no corpo de escalares

K e um operador multilinear é um operador n-linear para algum n € N.

O conjunto de todos os operadores n-lineares de X; x --- x X, em Y é um

espago vetorial com as operagoes algébricas usuais e serda denotado por L(X7, ..., X,;Y),
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ou L("X;Y) quando X; = -+ = X,, = X. Quando Y = K denotaremos L("X;K)
por L("X). O conjunto dos operadores n-lineares simétricos é um subespago vetorial
de L("X;Y) e serda denotado por L*("X;Y), ou L*("X) quando Y = K. O conjunto de
todos os polindmios n-homogéneos de X em Y é um espaco vetorial e serda denotado por
P("X;Y), ou P("X) quando Y = K.

Proposigao 3.1.2. [35, Corollary 1.7] Sejam X, Y espagos vetoriais e n € N. A aplicagio
~ L("X;Y) — P("X;Y), A—s A,
onde A(z) = A(z") para todo = € X, é um isomorfismo de espagos vetoriais.

A inversa de = é denotada por

P"X;Y) — L*("X;Y), P — P.

Dessa forma, para todo polinémio P € P("X;Y), P é o tnico operador em
L*("X;Y) tal que P(z) = P(2") para todo z € X.

Proposigao 3.1.3. [66, Proposition 1.2] Sejamn € N e Xy,...,X,,, Y espacos vetoriais

normados. Um operador A € L(Xy,...,X,;Y) é continuo se, e somente se,

|A|l == sup{||A(z1,...,2z,)|| s x; € Xj e |lz|| <1, j=1,...,n} < 0.

A funcdo A — ||A| apresentada acima ¢ uma norma no espago de todos
os operadores n-lineares continuos A: X; X --- x X, — Y, o qual serd denotado por
L(X1,...,Xp;Y). Usaremos a notagdo L("X;Y) quando X; = --- = X,, = X e L("X)
quando Y = K. Esses espacos sao completos sempre que Y for um espaco de Banach
(veja [66, Proposition 1.3]). Em particular, £("X) sempre serd um espago de Banach e
L('X) = L(X;K) = X*. O subespaco dos operadores n-lineares simétricos continuos
serd denotado por L£°("X;Y), ou L°("X) quando Y = K. O espago dos polindbmios
n-homogéneos continuos sera denotado por P("X;Y), ou P("X) quando Y = K.

Proposigao 3.1.4. [6, Proposicoes 1.2.7, 1.2.8 e 1.2.10] Sejam X,Y espagos vetoriais

normados, n € N e P € P("X;Y). Entio P € continuo se, e somente se,
|1P[| == sup{[|P(z)]| : v € X, [|lz]| < 1} < oo.

A fungao P w— ||P| define uma norma em P("X;Y), o qual é um espago de Banach

sempre que Y for completo. Mais ainda,
1P@) < 1Pl - =",

para todos P € P("X;Y) ex € X.
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Proposicao 3.1.5. [66, Corollary 2.3] Sejam X,Y espagos de Banach en € N. A aplicagio
LK Y) — P(UX;Y) , A A

¢ um isomorfismo de espagos de Banach, com isomorfismo inverso
L P(X;Y) — L("X;Y), P— P

Definicao 3.1.6. Sejam n € N e X, Xy,..., X, espacos vetoriais. O produto tensorial
algébrico de Xy, ..., X, é definido por

Xi® X, :=span{r1 ® - Qu,: x1 € X1,...,2, € X,,},

onde cada r1 ® - - - ® z,,, chamado de tensor elementar, é o funcional linear definido em
L(X1,...,X,;K) da seguinte forma:

1R @1, L(Xy, ., X K) — K, A A(xy,...,2,).

Quando X; = --- = X,, = X denotaremos esse produto tensorial por ®"X e o tensor

elementar r ® - -+ ® x por Q"x.
N———

n

Proposicao 3.1.7. [73, Proposition 2.1] Sejam n € N e Xy,...,X,, espacos vetoriais

normados. A aplicagdo
k k
T X1® X, — R, x—inf > |- 2] ca =) a0 @a
j=1 j=1

¢ uma norma em X1 ® --- ® X,,. Mais ainda,
(21 @ @ay) = [z - - [l

para quaisquer 1 € Xq,...,T, € X,.

A norma 7w é chamada de norma projetiva. O espago normado obtido sera
denotado por X; ®, --- ®; X, e seu completamento é chamado de produto tensorial

projetivo e sera denotado por X1®; - - - ®,X,.

O espaco normado X ®, --- ®, X,, é completo se, e somente se, X1,..., X,

tém dimensao finita (veja [73, p. 17]).

Dados n € N e Xy,..., X, espacos vetoriais normados, segue da definicao da

norma projetiva que o operador n-linear
O Xy X oo X Xy — Xi®@p o @:Xy, (1, ,20) m—= 21 @ -+ @ Ty,

é continuo e tem norma 1.
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Proposicao 3.1.8. [73, Theorem 2.9] Sejam n € N e Xy,...,X,,, Y espacos de Banach.
Para cada operador n-linear e continuo A € L(Xy,...,X,;Y) existe um dnico operador
linear e continuo Ay € L(X 1@y -+ ®:X,;Y) tal que A= Apoo,.

Além disso, a correspondéncia A — Ay, € um isomorfismo isométrico entre 0s

espacos de Banach L(X1,...,X;Y) e L(X 1@, - ®.X,;Y).

O operador Ay, é chamado linearizagcdo de A.

Definicao 3.1.9. Sejam n € N e X um espago vetorial. O operador simetrizacao é definido

por
n n 1
5: Q"X — "X, Ty @ @ Tp > — Z To(1) @ & To(n),
n. O'ESn
onde S, é o conjunto de todas as permutagdes do conjunto {1,...,n}. O subespago vetorial

RIX ::span{s(x1®~--®xn):x1®-~~®xn€®”X}

de ®"X é chamado produto tensorial simétrico. Se X for normado, entao utilizaremos
a notagao ®y X para representar o espago ®; X munido com a norma projetiva 7. Seu

completamento é chamado produto tensorial simétrico projetivo e sera denotado por @ZWX :

Dados n € N e X um espaco vetorial normado, segue da definicio da norma

projetiva que a aplicagao
-=~n
0 X — X, r— Q"
¢ um polindmio n-homogéneo continuo de norma 1.

Proposigao 3.1.10. [72, Proposition 2.1] Sejam n € N e X, Y espacos normados. Para
cada polinémio n-homogéneo continuo P € P("X;Y') existe um unico operador linear e
continuo P, € L(®, . X;Y) tal que P = Py o 8.

Mais ainda, a correspondéncia P — Py, € um isomorfismo topoldgico entre os
espagos normados P("X;Y) e L(®, ,X;Y).

O operador linear P;, é chamado linearizacao de P. Note que, em particular,
P("X) é isomorfo a (@:WX)*.

Vimos no Capitulo 1 que, dados reticulados de Banach E e F', nem sempre
L(E; F) é um reticulado de Banach (veja [75, p.228]). O mesmo ocorre com 0s espagos
de operadores n-lineares continuos e polinémios n-homogéneos continuos. Por exemplo,
LIE;F)=L(E;F) =P('E; F). Além disso, o produto tensorial projetivo entre reticula-

dos de Banach também pode nao ser um reticulado de Banach.
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Exemplo 3.1.11. (a) (,®,fs ndo é um reticulado de Banach (veja [20, p.116]).

(b) Sejam E e F reticulados de Banach. Se E ou F' é um AL-espaco, entdo E®,F ¢ um
reticulado de Banach (veja [20, Proposition 36]).

Veremos a seguir subespacos vetoriais formados por operadores multilineares
e por polindbmios homogéneos que sempre serao, sob certas condigoes e com normas
adequadas, reticulados de Banach. Veremos ainda a definicdo do produto tensorial de

Fremlin entre reticulados de Banach, o qual também sera um reticulado de Banach.
Definicao 3.1.12. Sejamn € Ne E, Fy,..., E,, F espacos de Riesz.
(a) Um operador n-linear A: Ey X --- X E,, — F é positivo se A(x1,...,x,) > 0 sempre
que 1 > 0,...,2, > 0.

(b) Um operador n-linear A é reqular se A = A; — Ay onde A; e Ay sdo operadores

n-lineares positivos.

(¢) Um operador n-linear A: Fy X --- X E,, — F é um n-morfismo se
Alza], - J2al) = Az, - )|
para todos x; € F;ei=1,...,n.

(d) Um polinémio n-homogéneo P: E — F' é positivo se o operador n-linear simétrico

P associado a P for positivo.

(e) Um polinémio n-homogéneo P é reqular se for a diferenca de dois polindémios positivos,

ou equivalentemente, se P for regular.

(f) Um polindémio n-homogéneo P: E — F ¢é dito mondtono no cone positivo se
0 <z <yem E implicar P(z) < P(y) em F.

Proposigao 3.1.13. [60, Proposition 1.10] Seja P: E — F um polindmio n-homogéneo

entre os espagos de Riesz E e F. Se P € positivo, entdo P é mondtono no cone positivo de

E.

O resultado a seguir é um andlogo multilinear e polinomial do Teorema 1.4.27.
O caso onde o contradominio é o corpo R pode ser encontrado em [48, Proposition 4.1] e

[75, p.297]. O caso vetorial também ¢é véalido, conforme vemos em [20, Theorem 7).

Proposicao 3.1.14. Sejamn € N e E, Ey, ..., E,, F reticulados de Banach. Entdo todo
operador n-linear reqular A: Fy X -+ x E, — F e todo polinémio n-homogéneo reqular

P: E — F sao continuos.
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O conjunto dos operadores n-lineares regulares definidos em F; x --- x E,
e tomando valores em F' é um espago vetorial e serd denotado por L"(Ey,..., E,; F).
Usaremos a notagoes L™ ("E; F) quando Fy = --- = E, = E, e L' ("E) quando F' = R.

O espago dos polindmios n-homogéneos regulares de £ em F' serd denotado
por P"("E; F). No caso particular em que F' = R adotaremos a notagdo P"("E). Observe
que E* =P ('E) = L"('E).

Proposicao 3.1.15. [19, p.849] Sejam n € N e E, Ey, ..., E,, F reticulados de Banach
com F' Dedekind completo. Entio L (Ey, ..., Ey; F) é um reticulado de Banach com a

norma regular, dada por
1Tl = 171 = sup {1 T](x1, .. )| 25 € By e, < L,j=1,....n},

para todo T € LT (Ey,...,E,.; F), onde |T| é o valor absoluto de T'. Mais ainda, P"("E; F)

¢ um reticulado de Banach com a norma reqular, dada por
1Pl == [I|Pll| = sup {[[|P|(z)]| : € E,[lz]| <1},

para todo P € P"("E; F), onde |P| é valor absoluto de P.

Vimos no Exemplo 3.1.11 que o produto tensorial projetivo de reticulados
de Banach pode nao ser um reticulado de Banach. Apresentaremos agora um produto
tensorial de reticulados de Banach, conforme definido por Fremlin [42, 43], que sempre

serd um reticulado de Banach.

Definicao 3.1.16. Um espaco de Riesz é arquimediano se vale a seguinte implicacao:
2,y € BT enz <yparatodon € N= z = 0.

Teorema 3.1.17. [42, Theorem 4.2(i)] Sejam n € N e Ey,...,E, espacos de Riesz
arquimedianos. FExiste wm unico espaco de Riesz arquimediano F1® ---QF, e um unico
n-morfismo de Riesz

RX: By x---xE, — Q- - -QF,

com a sequinte propriedade universal: se F' é um espago de Riesz arquimediano e T': Ey X
- x E, — F € um n-morfismo, entao existe um unico homomorfismo de Riesz

T:E\®---QFE, — F tal que o diagrama a sequir comuta

E1><--~><EnL>F

of &

E®--QF, .

Definicao 3.1.18. O espaco de Riesz F/® - - - ® E,, é chamado produto tensorial de Fremlin
de E17...,En.
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Proposicao 3.1.19. [42, Theorem 4.2(ii)] Sejam n € N e Ey,..., E, espacos de Riesz
arquimedianos. O produto tensorial algébrico Fy ® --- ® E, é um subespago vetorial de
Ei®---Q8,.

E verdade também que o n-morfismo de Riesz ® do Teorema 3.1.17 atua como

o operador n-linear o, isto é,
R(T1,. .y Ty) =21 R+ R Ty
para todos x1 € Eq,...,x, € E,.

Proposigao 3.1.20. [63, Proposition 1.1.8 1)] Todo reticulado de Banach é um espaco de

Riesz arquimediano.

Definicao 3.1.21. Para reticulados de Banach Ey,..., E,, a norma tensorial projetiva

positiva || - |||z em E1® - ®F, é definida por
m m

[l 3=inf{2H$’fH"'H$ﬁH cap €Ef i=1,...,n, meN, |uf < Zflf’f@)'“@xﬁ},
k=1 k=1

para todo u € E1® - QF,.

A funcdo u — ||ul||x ¢ uma norma de Riesz em E\®---®F, (veja [43]). O
completamento do espaco de Riesz F1® - - - @, com a norma ||- |-/ é um reticulado de Ba-
nach chamado de produto tensorial projetivo positivo e sera denotado por E1®|7r| e @)wEn.

Quando F = F| = --- = E,,, utilizaremos a notagao @%E.

A defini¢ao do produto tensorial de Fremlin é dada por existéncia e isso dificulta
compreender a estrutura do produto tensorial projetivo positivo. A seguir apresentamos
uma defini¢do equivalente que nos ajuda a compreender melhor esse reticulado de Banach
(veja [43, 20]).

Definicao 3.1.22. Sejam n € N e Fy, ..., F, reticulados de Banach.

a) O cone projetivoem F, ® --- ® E,, é definido por
(a) proj p
k .
C, = Zx}®~~®x§‘:k€N,x}eEj,izl,...,nejzl,...,k .
j=1

(b) A norma projetiva positiva em E; ® --- ® E,, é definida por

||| = sup {

onde B ¢ o conjunto de todos os formas n-lineares positivas em F; X --- X E, com

k

1 n
Zgo(xj,...,xj)
=1

J=1

:sza&@---@x?€E1®---®Ene<,0€B},

norma < 1.
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(¢) O completamento E1®‘ﬂ| e ®|W‘En de F1 ® - - - ® E,, com a norma projetiva positiva
| - |||z ¢ um reticulado de Banach com a ordem dada pelo fecho do cone projetivo

C,, e serd chamado de produto tensorial projetivo positivo.

A proposicao a seguir sera importante no Corolario 4.3.20, no Capitulo 4.

Proposigao 3.1.23. [20, Proposition 42| Sejam E e F reticulados de Banach. Entdo
EQ . F € isomorfo (isometricamente) a EQ.F se, e somente se, E ou F é isomorfo

(isometricamente) a um AL-espago.

Teorema 3.1.24. [43, Corollary 1G] Sejam E, F e G reticulados de Banach. Entao
(E®|W|F) ®|W‘G ¢ isomorfo como reticulado a E®I7r\ (F@MG).

Teorema 3.1.25. [19, Proposition 3.3] Sejamn € N e Ey, ..., E,, F reticulados de Banach
tais que F' é Dedekind completo. Entao L (E\, ..., E,; F) € isomorfo isometricamente

como reticulado a ﬁr(EléA@w e ®|W|En; F) por meio do operador linearizagao.

Proposigao 3.1.26. [43, 1E(v), p.89] Sejam n € N, E\, ..., E, reticulados de Banach e

x; € E; para cada i =1,...,n. Entao
21 @ -+ & Znlljx) = [l21]|m, - - (|20l 2,

Proposicao 3.1.27. [50, Lemma 2.1] Sejam n € N e Ey, ..., E, reticulados de Banach.

Entao E1®|W| - @wEn contém copia reticulada de E; para cada i =1,...,n.

Uma demonstragao do teorema abaixo também é encontrada em [21, Proposition
2.

Teorema 3.1.28. [76, Theorem 3.2, p.204] Se E e F' sao reticulados de Banach, entdo

L'(E F*) e (E®F)" sdo canonicamente isomorfos isometricamente como reticulados.

As definigoes abaixo podem ser encontradas em [60, p.76] e [19, p. 851].

Definicao 3.1.29. Sejam E um espago de Riesz e n € N.

(a) O produto tensorial simétrico de Fremlin, denotado por ®. F, é o subespago de Riesz
de ®"E gerado por QL F.

(b) A norma tensorial projetiva positiva simétrica em ®. F é definida por

m m
lulls,x| = inf{z |zl : € ET, meN, |u| < Z$k® S ®£L‘k},
k=1 k=1

para todo u € @, E. A funcao u — ||u||s |- ¢ uma norma de Riesz em ®, E.
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(¢) O completamento @ZWE de ®, E com a norma || - |5 - ¢ um reticulado de Banach
chamado produto tensorial projetivo positivo simétrico. Se x,...,x, € ET, entdo

. +

T K- Tp € (®:7|TI‘\E) .

Teorema 3.1.30. [19, Proposition 3.4] Sejam E e F reticulados de Banach tais que F
¢ Dedekind completo e n € N. Entdo, para todo polinémio reqular P € P"("E; F') existe
um unico operador reqular Py, € L" (@ZWE; F) tal que P(x) = PL(®"z) para todo x € E.
Mais ainda, a correspondéncia P — Pj, € um isomorfismo de reticulados entre P"("E; F)
e L (&5 B F).

3.2 Contextualizacao

Sempre que dissermos polindmio homogéneo (reqular) em X (em E), sem
especificagao do contradominio e do grau de homogeneidade, estaremos nos referindo a

um polinémio n-homogéneo (regular) P: X — K (P: E — R) para n € N arbitrario.

O estudo da propriedade de Schur polinomial teve inicio em 1989 com o célebre
artigo de Carne, Cole e Gamelin [25], trabalho no qual foi apresentado o conceito de
A-espago e foram apresentados os primeiros resultados sobre esse tipo de espago de Banach.
Posteriormente esse conceito foi abordado por outros matematicos (veja [37, 46, 49]) e os
termos espaco polinomialmente de Schur e espago com a propriedade de Schur polinomial

passaram a ser empregados como sinénimos de A-espaco.

Uma sequéncia (:Ej);?’;l em um espaco de Banach X é dita polinomialmente

nula se P(z;) — 0 para todo polinémio homogéneo continuo P em X.

Definicao 3.2.1. Um espaco de Banach X tem a propriedade de Schur polinomial se toda

sequéncia polinomialmente nula em X é nula em norma.

Exemplo 3.2.2. (a) E imediato que todo espaco de Banach X com a propriedade de
Schur tem a propriedade de Schur polinomial, pois X* = P(*X).

(b) O espago L,(x) tem a propriedade de Schur polinomial para quaisquer medida p e
1 <p < oo (veja [25, Theorem 6.4] e [49, Theorem 1]). Os espagos L,(u), 1 < p < oo,

sao exemplos de que nao vale a reciproca do item (a).

No capitulo anterior vimos que a propriedade de Schur positiva é uma versao
da propriedade de Schur no contexto de reticulados de Banach que leva em consideracao,
obviamente, as particularidades impostas pela ordem. Assim, é natural ponderar sobre
uma versao analoga a propriedade de Schur polinomial em reticulados de Banach que leve
em consideracao as peculiaridades advindas da estrutura de ordem. Isso nos motiva a

introduzir a seguinte definigao:
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Definicao 3.2.3. Um reticulado de Banach F tem a propriedade de Schur polinomial
positiva se toda sequéncia positiva (z;)72, em E tal que P(z;) — 0 para todo polinémio
homogéneo regular P em E é nula em norma. Um reticulado de Banach com a propriedade

de Schur polinomial positiva serd chamado de positivamente polinomialmente de Schur
(PPS).

Nosso proposito neste capitulo é trabalhar com a propriedade de Schur polino-
mial positiva em reticulados de Banach. Iniciaremos apresentando, na se¢ao a seguir, alguns
exemplos e contraexemplos (veja Exemplos 3.3.1, 3.3.10, 3.3.13), uma caracterizagao (veja
Teorema 3.3.7) e algumas propriedades gerais (veja Proposicoes 3.3.5, 3.3.11, 3.3.9, 3.3.12).
A segao posterior serd devotada a demonstracao de que os reticulados de Banach L, (1),
1 < p < o0, sao PPS (veja Teorema 3.4.7) e apresentaremos algumas consequéncias desse
fato (veja Corolério 3.4.8 e Exemplo 3.4.9). Na se¢do final deste capitulo apresentaremos
uma caracterizagao da propriedade de Schur positiva (veja Teorema 3.5.6) e garantiremos,
sob certas condicgoes, a existéncia de sequéncia fracamente nula que nao converge para
zero em norma no cone de Segre do produto tensorial projetivo positivo (simétrico) (veja
Proposigoes 3.5.9 e 3.5.10).

3.3 Propriedades basicas e exemplos

Iniciamos com alguns exemplos de reticulados de Banach positivamente polino-

mialmente de Schur.

Exemplo 3.3.1. (a) Todo reticulado de Banach E com a propriedade de Schur positiva
é PPS. De fato, basta notar que E* = P"(*E). Como todo AL-espaco tem a
propriedade de Schur positiva, segue que todo Al-espaco é PPS (veja Exemplo 2.1.7).
Em particular, L;(¢) é um reticulado de Banach PPS para qualquer medida p.

(b) L1]0,1] é um reticulado de Banach PPS que nao tem a propriedade de Schur
polinomial (veja [25, Theorem 6.5]).

(c) Existem reticulados de Banach PPS que nao sao AL-espagos. De fato, o reticulado

de Banach (6]9 E&) é PPS, pois tem a propriedade de Schur positiva, e ndo é um
neN 1

AL-espaco, pois se fosse AL-espaco seu bidual teria a propriedade de Schur positiva

e sabemos que isso nao ocorre (veja Exemplo 2.2.14).

Na préxima secao apresentaremos exemplos de reticulados de Banach reflexivos
de dimensao infinita com a propriedade de Schur polinomial positiva, estabelecendo assim,
em particular, que existem reticulados de Banach PPS que nao tém a propriedade de

Schur positiva.
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Relembramos agora um conceito classico da teoria dos espagos de Banach.

Definicao 3.3.2. Um espago de Banach X tem a propriedade de Dunford-Pettis se todo
operador fracamente compacto definido em X e tomando valores em um espaco de Banach
arbitrario é de Dunford-Pettis, isto é, transforma sequéncias fracamente nulas em sequéncias

nulas em norma.

Exemplo 3.3.3. [5, Theorem 5.85] Todo AL-espago e todo AM-espago tém a propriedade
de Dunford-Pettis.

Proposigao 3.3.4. [35, Proposition 2.34] Todo polindmio homogéneo continuo definido em
um espago de Banach com a propriedade de Dunford-Pettis é fracamente sequencialmente

continuo.

Proposicao 3.3.5. Seja E um reticulado de Banach com a propriedade de Dunford-Pettis
e sem a propriedade de Schur positiva. Entao E nao ¢ PPS. Em particular, AM-espacos
nao sao PPS.

Demonstrag¢io. Como E nao tem a propriedade de Schur positiva, entao podemos tomar
uma sequéncia (r;);2, C E positiva, fracamente nula e que ndo converge para zero em
norma. A propriedade de Dunford-Pettis de F nos garante que todo polinémio homogéneo
em E é fracamente sequencialmente continuo (Proposigao 3.3.4), assim P(x;) — 0 para
todos P € P"("E) e n € N. Portanto, F nao é PPS. Todo AM-espago contém copia
reticulada de ¢y (Proposigao 1.4.24) e portanto nao tem a propriedade de Schur positiva.

Além disso todo AM-espago tem a propriedade de Dunford-Pettis (Exemplo 3.3.3). O

Para verificar se um reticulado de Banach tem a propriedade de Schur positiva
é suficiente considerar sequéncias positivas e disjuntas (veja Proposigao 2.1.6). Provaremos
que o mesmo vale para a propriedade de Schur polinomial positiva e, para isso, precisamos

do resultado a seguir.

Teorema 3.3.6. [63, Corollary 2.3.5] Sejam E um espa¢o de Riesz normado, p uma
seminorma de Riesz continua em E e (xj);’il uma sequéncia positiva em E tal que x; — 0
e p(x;) > 1 para todo j € N. Entao, para todo 0 < ¢ < 1 existem uma subsequéncia (xj, )5y
de (7;);2, e uma sequéncia positiva e disjunta (yx)z=, em E tais que yp < x5, € p(yp) > ¢

para todo k € N.

Teorema 3.3.7. Um reticulado de Banach E ¢ PPS se, e somente se, toda sequéncia

(e 9]

positiva e disjunta (z;);2, em E tal que P(x;) — 0 para todo polinémio homogéneo

reqular P em E € nula em norma.
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Demonstrag¢io. Uma implicagdo é imediata. Para provar a outra implica¢gdo, tomemos
como hipétese que toda sequéncia positiva e disjunta em E tal que P(z;) — 0 para todo
polinémio homogéneo regular P em E converge para zero em norma. Suponha que E nao
seja PPS, ou seja, existe uma sequéncia (xj)]o-il em F positiva, nao convergente para zero
em norma e tal que P(z;) — 0 para todos P € P"("E) e n € N.

O fato de (7;)j2, ndo convergir para zero em norma nos garante que existem
. . . :
e > 0 e uma subsequéncia (r;, )32, de (7;)j2, tais que ||z, || > € para todo k € N.

Considerando z, := (1/¢)z;, temos que (z;)ie € positiva, ||zx|| > 1 para todo k € N e
P(z) = P (Ya;,) = 2 P(z;) — 0

para todos P € P"("E) e n € N. Como E* = P"('E), em particular z;, — 0. Tomando
c € Rcom0 < ¢ <1, pelo Teorema 3.3.6, existem uma sequéncia positiva e disjunta
(y:)2, em E e uma subsequéncia (zg, )0, de (2x)pe tais que y; < zx, € ||ly;|| > ¢ para todo
1€ N.

Lembremos que todo P € P"("E), n € N, é da forma P = P, — P, onde P
e P, sao polindbmios n-homogéneos positivos. A Proposicao 3.1.13 nos garante que P e
P, sd@o mond6tonos no cone positivo de E| isto é, P, (z) < P,(y), m = 1,2, sempre que
0 < x < y. Portanto,

0<P,(y;) < Pu(zr,) — 0, m=1,2.

Com isso,
|P(yi)| = |Pi(ys) — Po(ys)| < |Pi(yi)| + | Pa(yi)| — 0.

Temos entao, por hipdtese, que (y;)i0; converge para zero em norma, gerando assim uma

contradigao pois ||y;|| > ¢ para todo i € N. Portanto E é PPS. O

A definigao a seguir foi apresentada por Botelho, Bu, Ji e Navoyan [14].

Definicao 3.3.8. Sejam FE e F reticulados de Banach. Dizemos que F' é positivamente
isomorfo a um subespaco de E se existe um operador positivo T: F' — E que é um

isomorfismo sobre sua imagem.

Proposicao 3.3.9. (a) Se F' é um reticulado de Banach positivamente isomorfo a um
subespaco de um reticulado de Banach PPS, entao F' é PPS.

(b) Se dois reticulados de Banach sdo isomorfos como reticulados e um deles é PPS,

entao o outro também serd PPS.

(¢) Subreticulados fechados de reticulados de Banach PPS sao PPS.
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Demonstragio. (a) Sejam E um reticulado de Banach PPS, T: ' — E um operador
positivo que é um isomorfismo sobre sua imagem e (z;);2; uma sequéncia positiva em
F tal que Q(z;) — 0 para todos @) € P"("F) e n € N. Note que PoT € P"("F) para
todos P € P"("E) e n € N, portanto P o T'(x;) — 0. Como (T'(z;));2, ¢ uma sequéncia
positiva, a propriedade de Schur polinomial positiva de E nos garante que 7'(z;) — 0.

Consequentemente,
zj = (T oT)(x;) — 0,

pois T~: T(F) — F é um operador continuo.

Os itens (b) e (c) seguem imediatamente do item (a). O

O espaco de Schreier S é um completamento de cyg com uma norma definida
a partir de conjuntos admissiveis, conceito esse introduzido por J. Schreier em 1930. No
exemplo abaixo veremos que o espago de Schreier S e seu dual S* nao sdo PPS. A definigao

precisa e resultados sobre esses espagos podem ser encontrados em [26].

Exemplo 3.3.10. O espago de Schreier S tem base 1-incondicional [26, Proposition 0.4
(iii)], portanto é um reticulado de Banach com a ordem dada pela base (Exemplo 1.4.3(d)).
Em [26, Proposition 0.7] vemos que S contém copia isométrica de ¢y e, pelo Teorema
1.4.14, segue que S contém copia reticulada de cg, que nao é PPS. Portanto S nao é um

reticulado de Banach PPS pela Proposicao 3.3.9.

O dual do espago de Schreier S* é um reticulado de Banach com a ordem dada
pela estrutura dual (veja Teorema 1.4.30). A sequéncia formada pelos vetores unitarios
canonicos (e;)72; em S converge fracamente para zero [28, (4) p.168] e toda forma
multilinear continua definida em S* é fracamente sequencialmente continua [27, Theorem
3.2]. Portanto P(e;) — 0 para todos P € P"("S*) e n € N. Obtemos assim que S* ndo é
um reticulado de Banach PPS.

Proposicao 3.3.11. Sejam E e F reticulados de Banach PPS. Entio E x F é um
reticulado de Banach PPS, com a ordem coordenada a coordenada, para qualquer norma
que faz dele um reticulado de Banach. Em particular, (E & F), é PPS para qualquer
1<p<oo.

Demonstragio. Seja || - ||pxr uma norma em E X F' que o torna um reticulado de Banach.

A ordem coordenada a coordenada garante que as projecoes

g EXF — E, wp(x,y) =z,

mp: EXF — F, 7p(z,y) =1y,

sao operadores lineares positivos, consequentemente continuos. Seja ((z;,y;))j2, uma

sequéncia positiva em E X F tal que P((z;,y;)) — 0 para todos P € P"("Ex F)en € N.
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Para quaisquer polindémios Qp € P'("E) e Qr € P"("F) segue que Qg omg e Qp o T Sa0

polinémios n-homogéneos regulares em E x F, portanto

Qe(r;) = (Qe o mr)((2),y;)) — 0 e Qr(y;) = (Qr o mr)((25,y;)) — 0.

Como E e F sao reticulados de Banach PPS, z; — Oem Eey; — 0 em F. A equivaléncia
entre todas as normas que tornam F X F' um reticulado de Banach (veja Proposicao 1.4.5)
nos garante a existéncia de uma constante C' > 0 tal que || - [|[gxr < C|| - ||1, onde || - ||; é

a norma da soma. Entao,

1(Czs, y3) 52 lexr < Cll((25,95)52001h = Cll2; e + ly;llr) — 0.

Portanto, (E X F.|| - ||[gxr) é um reticulado de Banach PPS. O

Mostraremos agora que reticulados de Banach PPS gozam de boas propriedades.

Proposicao 3.3.12. Todo reticulado de Banach PPS é um KB-espago, consequentemente,

tem norma ordem-continua, € fracamente sequencialmente completo e é Dedekind completo.

Demonstracdo. Seja . um um reticulado de Banach PPS. Como ¢y nao é PPS, E nao
possui copia reticulada de ¢y pela Proposicao 3.3.9. Portanto, pelo Teorema 1.4.14, E é

um KB-espaco. As outras propriedades seguem dos Teoremas 1.4.13, 1.4.14 e 1.4.10. [

Finalizamos esta secao mostrando que nao vale a reciproca da Proposi¢ao 3.3.12,

isto é, KB-espacos nem sempre sao PPS.

O espago de Tsirelson original 7™ foi construido em 1974 por B. S. Tsirelson
[79] como o primeiro exemplo de espago de Banach que nao possui copia de ¢, 1 < p < oo,
nem de cyg. A definicio desse espago pode ser encontrada em [79] e um estudo mais
aprofundado sobre ele é apresentado em [26]. Listamos a seguir as propriedades de T* de

que necessitaremos:

O espaco T tem base l-incondicional, é reflexivo, ndo contém subespagos
isomorfos a £,, 1 < p < oo, nem a ¢y [26, Notes and Remarks, p. 16] e todo polindémio

homogéneo continuo definido em 7™ é fracamente sequencialmente continuo [35, p. 121].

Consideremos 1™ como reticulado de Banach com a ordem dada por sua base

incondicional (veja Exemplo 1.4.3(d)).

Exemplo 3.3.13. Vejamos que o espago de Tsirelson original 7™ é um KB-espago que
nao é PPS.

Por um lado, como 7™ ndo contém copia de cg, entdo T é um KB-espacgo (veja
Teorema 1.4.14).
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Por outro lado, o fato de T™ nao ter cépia de £; nos garante que ele ndo possui
a propriedade de Schur positiva, ou seja, existe uma sequéncia positiva, fracamente nula
(xj)‘]?‘;l e que nao converge para zero em 1. Como polindmios homogéneos continuos, em
particular os regulares, em 7™ sao fracamente sequencialmente continuo, temos P(z;) — 0
para todos P € P"("T™) e n € N. Portanto 7" nao é PPS.

Até o momento apresentamos mais contraexemplos do que exemplos de reticu-
lados de Banach PPS. Na préxima se¢ao aumentaremos significativamente o ntimero de

exemplos de reticulados que sao PPS.

3.4 L,(u)-espagos

Nosso objetivo nesta segdo é demonstrar que os reticulados de Banach L,(u),
1 < p < o0, sao PPS para uma medida p qualquer (veja Teorema 3.4.7). Isso apresenta,
em particular, exemplos de reticulados de Banach PPS que nao tém a propriedade de

Schur positiva.

Acreditamos que alguns resultados preparatorios que necessitaremos sao conhe-
cidos por experts em Teoria da Medida, contudo incluiremos as demonstracées pois nao

encontramos referéncias para citar.

O lema a seguir foi inspirado em [3, Theorem 13.25]. O caso de espagos de
Banach pode ser encontrado em [52, p.14] e como exercicio em [36, p.34]. Usamos a

notacdo g ' para representar 1/g.

Lema 3.4.1. Sejam 1 < p < oo e (2,3, ) um espago de medida o-finita. Entao existe
uma medida de probabilidade A em (Q,X) tal que L,(p) € isomorfo isometricamente como
reticulado a Ly(\).

Demonstragdo. Seja g uma funcao estritamente positiva p-quase sempre tal que / gdp =1
Q

e consideremos a medida de probabilidade
Y [0,1], Al—)/gd,u.
A

Pela definigao de A, se pu(A) = 0 entao A(A) = 0, isto é, A é absolutamente continua com

relacao a p. Por outro lado temos

11(A) ZAdu=Ag‘1gdu=Ag‘ldA, (3.1)

implicando assim que se A(A) = 0 entdo u(A) = 0, isto é, p é absolutamente continua com
relacao a A. Isso nos garante que os conjuntos de medida nula com relacao as medidas p e

)\ coincidem.
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Definamos agora o operador
T: Ly(p) — Ly(N) 5 fr— fog ',
que estd bem definido pois

/Qlfg‘l/pl”d/\ = /Q |fIPg~ gdp = /Q |fIPdp < oo, (3.2)

para toda f € L,(u). A linearidade de T é facilmente verificada e (3.2) nos garante que
IT(A)|| = |If]l- Ainda, dada h € L,(\), escrevendo h = hg'/Pg~'/ temos

/Q\hgl/p\Pdu:/Q\thg*ldA:/thv’dA<oo. (3.3)

Portanto hg'/? € L,(u) e T(hg'/?) = h, ou seja, T é sobrejetora.

Verificaremos, por fim, que T' é um homomorfismo de Riesz. De fato, dadas

fi, fa € L,(p), para todo = A-quase sempre,

T(AV L)(@) = (1Y )97 7)(@) = (i V L)@)g ™) = (fi(2) V fale))g o)

= (g™ ) V (g™ () = (™) (@) V (™))
=T(fi)(x) VT (f2)(x).

A igualdade em (x+) segue das propriedades de supremo em R, lembrando que ¢~/?(x) > 0
A-quase sempre. Portanto T'(f1 V f2) = T(f1) V T(f2) e concluimos assim que L,(u) é
O

isomorfo isometricamente como reticulado a L, ().

Observe que o Teorema de Radon-Nikodym (veja Teorema 1.5.3) e as Pro-

posi¢oes 1.5.4 e 1.5.5 nos permitem manipular as integrais como feito em (3.1), (3.2) e
(3.3).

Vejamos agora alguns resultados que utilizaremos no proximo lema.

Observagao 3.4.2. Seja (€2, %, ) um espaco de medida e A € ¥ um conjunto nao vazio.
Podemos considerar um novo espaco de medida (A, |4, p|a), onde X4 :={BC A: B¢€
Y}e

pla: Bla —[0,00] , (pla)(B) = pu(B)
(veja [13, p.2 e p.68]). Para toda funcao p-integravel f definida em €2, denotando sua

restrigdo ao conjunto A por f|a, temos

[ (FladGla) = [ s (3.4)

(veja [13, Lemma 12.5]).
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Lema 3.4.3. Sejam (2,3, 1) um espago de medida e 1 < p < co. A aplica¢io

T: Ly(n) — Ly(ula); fr— fla

¢ um operador linear sobrejetor e positivo.

Demonstragio. Observe que T' estd bem definido, pois dada f € L,(u) temos |f|P u-

integravel. Assim, (3.4) nos garante que

[Pt = [ 17Pdu < oo

Portanto, T(f) = fla € L,(u|4). E facil ver que T' é um operador linear, sobrejetor e

positivo. ]

Vamos demonstrar, na realidade, que os espagos L, (1) gozam de uma proprie-

dade mais forte do que ser PPS.

Definicao 3.4.4. Dado n € N, um reticulado de Banach E tem a propriedade de Schur
n-polinomial positiva se toda sequéncia (xj);’il em F fracamente nula e positiva tal que
P(x;) — 0 para todo polinémio n-homogéneo regular P em E ¢ nula em norma. Nesse

caso diremos que F é um reticulado de Banach n-PPS.

O proximo lema é o primeiro passo para demonstrarmos que L,(u) é n-PPS

para cada n > p e uma medida p qualquer.

Lema 3.4.5. Sejam 1 < p < oo en € N. Se L,(\) é um reticulado de Banach n-PPS
para toda medida de probabilidade X, entao L, (1) € n-PPS para qualquer medida .

Demonstragio. Sejam p uma medida qualquer e ( fj)j?’;’l uma sequéncia fracamente nula
e positiva em L,(u) tal que P(f;) — 0 para todo P € P"("L,(n)). Para cada j,k € N

considere o conjunto mensuravel
Ajp ={xeQ:|fj(x)] >1/k}.

Como f; € L,(p), Ajr tem medida finita para cada j,k € N. Assim, o conjunto A :=

U A, tem medida o-finita e f;(x) = 0 para todo z € 2\ A e todo j € N.
k=1

Considerando o espago de medida o-finita (A, X|4, 1]4), segue pelo Lema 3.4.1
que L,(p]4) é isomorfo isometricamente como reticulado a L,(A) para alguma medida finita
A, o qual é n-PPS por hip6tese. Assim, uma pequena (e imediata) adequagao na Proposi¢ao
3.3.9 nos garante que L,(p|4) também é n-PPS. Pelo Lema 3.4.3, o operador restricao

T: Ly(t) — L,(p|a) é linear sobrejetor e positivo. Com isso, se @ € P"("L,(p]a)), entdo

QoT e P ("Ly(u) e QT(f;)) — 0.
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O fato de T' ser positivo nos fornece que (T'(f;));2; C Lp(pt|a)™ e, como Ly(u]4) é n-PPS,
temos ||T'(f;)|| — 0. Consequentemente || f;|| — 0, pois || T(f;)|| = || f;|| para todo j € N.
Isso prova que L,(p) é n-PPS. O

O préximo resultado foi inspirado em argumentos utilizados na demonstracao
de [36, Theorem 4.55].

Lema 3.4.6. Sejam (2,%, u) um espago de probabilidade, 1 < p < oo e (fn)re, uma
sequéncia em L,(p) que converge para zero em medida. Entao existem uma subsequéncia
(fror)iey de (fu)oy € uma colegio {Ag}re, de conjuntos mensurdveis e disjuntos dois a

dois tais que ank - fnkXAkH — 0.

[eS)
n=1

significa que p{z € Q : |f.(z)| > e} — 0 para todo € > 0.

Demonstragio. Relembremos que a sequéncia (f,) convergir para zero em medida

e Tome ny =1, isto é, f,, := f1. Considere agora o conjunto
Fy={zeQ:|fu(x)P >1/2}.
Como f,,, € Ly(p), existe 6; > 0 tal que / | fri|Pdpe < 1/2 sempre que p(E) < ;.
E

e Como (f,)>2, converge para zero em medida, podemos tomar ny > n; tal que

p{r € Q| fu,(2)|P > 1/2%} < ;. Tomamos entio
Fy={x € Q:|fn,(@) >1/2%}.

E como f,,, fun, € Ly(p), existe d > 0 tal que / | f,|Pdp < 1/2% para i = 1,2,
E
sempre que p(E) < ds.

e Como (f,)52, converge para zero em medida, podemos tomar ng > ns tal que
p{r € Q| fo, (@) > 1/2°) < 5. Tomamos entdo

Fy = {x € Q:|fu(2) >1/2%}.

E como fr,, fas, fns € Ly(1), existe d3 > 0 tal que/ | o, [Pdp < 1/2° parai = 1,2, 3,
E
sempre que pu(E) < ds.

Estéa claro que o processo continua indefinidamente e, procedendo por indugao,
obtemos uma subsequéncia (f,, )ie; de (fn)re; € uma colegdo de conjuntos mensuraveis

{Fi}r2, tais que

1/p N 1/p
_ _ P 1/2%d
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= ((1/2k)u(Q \ Fk)>1/p < (1/28)Y7 para todo k € N.
Definimos

f41:==fﬂ,\ LJ fﬂ” /42;::f§ \ LJ P%,..., /17;::}§-\ LJ P%, s
E>1 k>2

k>j

Entao a cole¢ao { Ay}, é formada por conjuntos mensuraveis e disjuntos dois a dois. Para
cada k € N (fixo) consideremos a medida em (€2, Y) dada por A\(A4) := / | fr |Pdpe. Assim,
A

:/Q Jr <XFk ~ XENU,o Fj)> pdﬂ :/Q
:/\<Fkﬂ (UFJ)) < A(,Uﬂ) < D OME)

p

dp

FaX @B, )

*) 1 1

:Z/ [falPdie <Y o = 551

sl SRyt 2

onde a desigualdade (%) segue pela forma como a colegao { F;}72, foi construida. De fato,

fixado k € N, para todo j > k o processo de inducdo nos garante que p(Fj) < d;_1 e
portanto/ | fop [Pdp <
Fj

2i—1"
1
9k—1

1/p
Com isso, concluimos que || fo, X5, — [ X4, < ( > para todo k£ € N.

Utilizando desigualdade triangular obtemos
1\ P 1 \r
ank - fnkXAkH < ank - fnkXFkH + ankXFk - fnkXAkH < ok + k—1 .
2 2
Portanto || f., — fa. x4l — 0. O

Teorema 3.4.7. Sejam 1 < p < 0o e u uma medida qualquer. O reticulado de Banach
L,(1) € n-PPS para todo n > p.

Demonstragao. Pelo Lema 3.4.5 podemos considerar, sem perda de generalidade, que p ¢é

uma medida de probabilidade.

Sejam n > p e (fm)m—; uma sequéncia positiva e fracamente nula em L, ()
tal que P(f,) — 0 para todo P € P"("Ly()). Consideremos uma subsequéncia (f;)52,
de (fin)m—i- Como f; — 0 em Ly(u), a sequéncia (f;)52, é limitada e podemos supor
que ||fjll[, < 1 para todo j € N. Como p é uma medida de probabilidade, a inclusdo
L,(p) = Li(p) é continua de norma 1 (veja [16, Exercicio 1.8.22]), e portanto ||f;[[1 <1
para todo j € Ne f; — 0 em L;(u) (veja Proposigio 1.1.20). Com isso, || f;||; — 0 pois
Lq(p) tem a propriedade de Schur positiva.

Como convergéncia na norma || - ||; implica convergéncia em medida (veja [12,

p.69]), o Lema 3.4.6 nos garante que existem uma subsequéncia (f;,)7—; e uma colegao
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de conjuntos mensuraveis e disjuntos dois a dois { A }7; tais que || fj, — fioxa.ll, — 0.

Consideremos
Wy = fj. XA, isto é wi(z) = fj,(z) se v € Ay e wy(z) =0se x € Q\ Aj.

Definimos agora o operador
ALy R, (g1 g0) > Y (H/ () (wn(a) >)
keN

Vejamos que A estd bem definido, é n-linear, positivo e simétrico. Denotemos por p* o

conjugado de p.

e Boa defini¢do: para gq,..., g, € Ly(1), temos

ST [ o)ty anto)| < 3 (1T

i=1 keN

gz wk p 1‘d/’1/ )

1) < X (o).

keN

keN
(*)

<> (H lgixa llpll (wr)

keN

Justifiquemos a desigualdade (x): temos ((wy)" )i, € B, (), Pois (wi)ily € Br, -
Agora basta aplicar a desigualdade de Holder (veja Teorema 1.5.6) para obter ().

Definamos
1
g:=|g| V- Vi|gn| € Ly() e h:= mg € B, -
P

Assim, [gixa, | < gxa, = llgllyhxa, e consequentemente [[gixa, [l < [lgllp - [|hxa, [l para
todos ke Nei=1,...,n. Com isso,

> (Tl < X (T sl

keN keN

= lolly > ([, o)

keN

Loty > ([, wyan) < ol

keN

A desigualdade (**) se justifica pois / (h(x))Pdpu < 1 para todos k € Nen > p. A
A

desigualdade (x % x) segue do fato dos conjuntos em {Ax}3o; serem disjuntos dois a dois e

h € Br, (). Concluimos assim que a série que define o operador A converge absolutamente

e portanto A esta bem definido.

e n-linearidade. Sejam A € R e (g1 + Au, g2, .., 9n) € Lp(p)". Entao,
A(gl + )\U,gg7 cee agn)

= 3 (o + M)ty anta)) T ([ oot auto) )

keN =2
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- ([ ox(o)wnte)-aute) + [ M) (wrla)~duta))

23 (( [t wntoyranto) T ([ st wntoranco)

keN 1=2

- T(gla R 7gn) + )‘T(uv g2, - - - 79“)

A igualdade (x) é valida pois as duas séries a direita da igualdade sdo convergentes.

Portanto A é n-linear.

Nao é dificil observar que A é simétrico e positivo. Assim, o polinémio n-

homogéneo

-~

AL — R, g— Y ([ o))y de)

keN

associado ao operador n-linear A é positivo.

Observe que 0 < wy, < f;, para todo k € N. Por ser positivo, A é monétono no
cone positivo (veja Proposicio 3.1.13) e com isso 0 < A(wy) < A(f;,) para todo k € N.
Temos por hipdtese que A( fj.) — 0, portanto A(wk) — 0. Temos ainda que, para cada
ko € N,

-~

Alwng) = X ( f wia@)wiw))dn)

keN

n

([ o)) ) =

~

Desse modo ||wg||P" = A(wg) — 0, e consequentemente ||wg||, — 0. Relembrando que
p p

Hf]k - wk”p = ”ka - fijAka — 0,

segue que
I firllp < [1f5 — wellp + [Jwe|l, — 0.

Por fim, o Lema 2.2.1 nos garante que || f,,,||, — 0, provando que L,(x) é n-PPS para
todo n > p. O]

O corolario a seguir decorre agora do fato de que todo reticulado de Hilbert é

isomorfo isometricamente como reticulado a Ls(p) para alguma medida p (veja Teorema
1.4.26).
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Corolario 3.4.8. Todos os reticulados de Hilbert e £,, 1 < p < 00, sdo PPS.

A demonstragao do Teorema 3.4.7 foi profundamente inspirada em [25, Theorem
6.4]. Contudo, além das especificidades advindas da estrutura dada pela ordem, a estratégia
que aplicamos difere da demonstragao apresentada por Carne, Cole e Gamelin em dois

pontos que merecem ser mencionados.

Em [25] os autores demonstram que L,(¢) é um A-espaco para 2 < p < oo e
conjecturam a validade do resultado para 1 < p < 2. A demonstracao para 1 < p < 2
foi dada por Jaramillo e Prieto em [49, Theorem 1], resultado no qual foi demonstrado
que todo espaco de Banach super-reflexivo (em particular, todo L,(¢), 1 <p < 00) é um
A-espago. Na demonstra¢ao do Teorema 3.4.7 obtivemos o resultado para todo 1 < p < 0o
sem precisarmos utilizar super-reflexividade. Nosso argumento foi possivel devido o fato
de todo reticulado L;(u) ter a propriedade de Schur positiva; ja em [25] o espago Lq(u)
nao poderia ser usado, pois, por exemplo, L]0, 1] ndo tem a propriedade de Schur (veja
[25, Theorem 6.5]).

A segunda diferenga é que em [25] é demonstrado primeiramente que £, é
A-espago para todo 1 < p < oo (veja [25, Theorem 6.3]), e, em seguida, utilizando o fato
de ¢y ser A-espago, os autores garantem que todo espaco de Hilbert, em particular Lo(p),
¢ A-espaco. Por fim, utilizam esse tltimo fato para demonstrar que L,(p) é A-espaco para
2 < p < oo (veja [25, Theorem 6.4]). Nossa estratégia para demonstrar o Teorema 3.4.7
nos poupou desses passos intermediarios e obtivemos os resultados para reticulados de

Hilbert e ¢,, 1 < p < 0o, como corolérios.

Finalizamos esta se¢do mostrando que a propriedade de Schur polinomial

positiva nao é preservada pela formagao de produto tensorial projetivo positivo.

Exemplo 3.4.9. Foi demonstrado por Fremlin em [43, Example 4C] que o reticulado
de Banach L5[0, 1]®x L2[0, 1] ndo é Dedekind completo. Portanto, L,[0,1] é PPS (veja
Corolério 3.4.8) e L»[0, 1]®;-L2[0, 1] ndo é PPS (veja Proposicao 3.3.12).

3.5 A propriedade de Dunford-Pettis fraca

O principal resultado desta se¢ao (veja Teorema 3.5.6) tem duas motivagoes.
A primeira é que ele é o andlogo para reticulados de Banach do seguinte resultado em

espacos de Banach.

Teorema 3.5.1. [25, Theorem 7.5] Um espago de Banach tem a propriedade de Schur se,

e somente se, ele € um A-espaco e tem a propriedade de Dunford-Pettis.

A segunda motivac¢ao deriva da seguinte questao encontrada em [31, p.3] e
atribuida a Wnuk:
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E verdade que todo KB-espaco com a propriedade de Dunford-Pettis fraca tem a
propriedade de Schur positiva?

Essa questao nos mostra claramente que Wnuk estava especulando sobre qual
propriedade deve ser adicionada a propriedade de Dunford-Pettis fraca para garantir que
determinado reticulado de Banach tenha a propriedade de Schur positiva. O principal
resultado desta secdo mostra que a propriedade de Schur polinomial positiva faz esse

Servicgo.

Iniciamos apresentando um exemplo que mostra que o produto tensorial de
sequéncias polinomialmente nulas pode nao ser nem mesmo fracamente nula. Esse exemplo
¢ baseado em [27, Theorem 5.5].

Defini¢ao 3.5.2. Seja w := (w,),>; uma sequéncia de niimeros reais positivos, nao-
[e.e]

crescente tal que wy =1, li_)m w, =0e Y w, =o00.0 conjunto de todas as sequéncias de
n—0o0 n=1

[e.9]

1 tals que

||| == sgp {Z \:cg(n)\wn} < 0,

n=1

escalares © = (z,)

onde o percorre todas as permutacoes de N, é um espago de Banach chamado de espaco

de sequéncias de Lorentz e é denotado por d(w;1).

A teoria basica dos espagos de sequéncias de Lorentz pode ser encontrada em
[58, Secao 4.e|.

O espago de Lorentz d(w;1) é um espago dual e seu predual é denotado por
d.(w;1). A sequéncia de vetores candnicos (e,)r"; ¢ uma base 1-incondicional em d(wj;1)
[2, p.1643]) e a sequéncia de funcionais coeficientes (e);)>°; é uma base incondicional
para d.(w; 1) [45, p. 1202]). Consequentemente, (e))r>; ¢ uma base l-incondicional pela
Proposigao 1.4.4. Consideramos d,(w; 1) como reticulado de Banach com a ordem dada
pela base 1-incondicional e d(w;1) com a ordem dada pela estrutura dual (ambos formados

por sequéncias reais).

Em [27, Theorem 5.4] os autores estabelecem condigbes sobre a sequéncia
(wp)e; que garantem que formas multilineares continuas em d,(w;1) e em d(w;1) sdo
fracamente sequencialmente nulas e que as bases (e,)0>; e (€:)>° | sd@o polinomialmente
nulas. A partir de agora consideraremos os espagos d(w;1) e d.(w;1) com a sequéncia

(wy)o2, como na demonstragao de [27, Theorem 5.4].

Exemplo 3.5.3. Consideremos as sequéncias formadas pelos vetores unitarios canonicos
(€7)72 C du(w;1) e (e;)j2; C d(w;1), que sabemos serem polinomialmente nulas. Em
particular, P(e;) — 0 e Q(e;) — 0 para todos P € P"("d(w; 1)), Q@ € P"("d.(w; 1)) e
n € N.
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Vejamos que a sequéncia (e; @ €)%, C d(w; 1)@ d,(w; 1) ndo ¢é fracamente
nula. Sabemos que (d(w; 1)® - di(w; 1))* ¢ isomorfo isometricamente como reticulado a
L7 (d(w;1);d(w; 1)) (veja Teorema 3.1.28). Considerando o operador identidade idg(,.1) €
L"(d(w; 1); d(w; 1)), temos (idgq;1)(€;))(ej) = 1 para todo j € N. Desse modo, existe um
funcional ¢ € (d(w; 1)@ ds(w; 1))* tal que 1 = @(e; @ €f) #— 0.

Os dois resultados a seguir sao versoes em reticulados de Banach de [35,
Proposition 2.34] e [25, Lemma 7.4]. O lema seguinte é inspirado no fato de que o produto

tensorial de sequéncias fracamente nulas pode nao ser uma sequéncia fracamente nula.

Lema 3.5.4. Sejamn € N e Ey, ..., E, reticulados de Banach tais que pelo menos n — 1
deles tém a propriedade de Dunford Pettis fraca. Se (x )3’01 ¢ uma sequéncia positiva e
fracamente nula em E; para cada i =1,...,n, entdo (v r; Q- Qx; )j:l é fracamente nula

no produto tensorial projetivo positivo E1®‘ﬂ| e @WE”.

Demonstragio. A associatividade do produto tensorial projetivo positivo (veja Teorema
3.1.24) nos permite supor que Fs,..., F, tém a propriedade de Dunford-Pettis fraca.
Procederemos por indugao sobre n. Para n = 1 o resultado ¢ imediato. Suponhamos que
a afirmacao seja valida para n — 1, isto é, dadas sequéncias positivas, fracamente nulas
(%), C By para cada i =1,...,n—1, temos (z; ® --- ® 27~ ")%2, fracamente nula em
Er@r| @ B

Provemos a veracidade para n. A associatividade do produto tensorial projetivo
positivo e o Teorema 3.1.28 nos garantem que (E1®‘ﬂ| . ®|W|En 1®‘,T|E )* é canonicamente
isomorfo isometricamente como reticulado a E’"(E1®|7r| ®WEn 1; EY). Assim, dado ¢ €
(El®|ﬁ| e ®‘W|En,1®|7r|En)*, existe um operador regular T, € L" (E1®|7r| e ®‘W|En,1; EY)
tal que

pa' @ @a" @) =T,' @ ®a" ) (2")
para todos ' ® --- @ 2" € El®|7r| e ®‘,T|En_1 ex" € FE,.

Pela hipdtese de indugao sabemos que (a:]l Q- ® :1:?_1);?‘;1 ¢é fracamente nula
em E1®|ﬁ| e (}AZ)‘,,‘EN_I. Como T, ¢é continuo (veja Teorema 1.4.27), entdo 7' é fracamente

continuo (veja Teorema 1.1.20) e segue que (T,(z; @ -+ @ x}'))%2, é uma sequéncia

fracamente nula em E. Como FE, tem a propriedade de Dunford-Pettis fraca, segue pelo

Teorema 2.3.4 que

1 n—1 n
’ LR )(gjj)_>0

J J

e portanto (7} ® - -- ® )92, é fracamente nula em E\@jq - - - Qr B, O

j
Proposicao 3.5.5. Sejam E um reticulado de Banach com a propriedade de Dunford-

o0 5

Pettis fraca e (x5)32, uma sequéncia positiva e fracamente nula em E. Entio (P(x;))52, €

uma sequéncia que converge para zero em R para todos P € P"("E) en € N.
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Demonstragio. Dados n € N e P € P'("E), denotamos por P € £"("E) a forma n-linear
regular e simétrica associada a P. O Teorema 3.1.25 nos garante que existe um funcional
p e (@%E)* tal que

v

(1 @ - @xy,) = Play,...,T,)

para todos x1,...,z, € E. Pelo Lema 3.5.4 temos que a sequéncia (®"z;)72, é fracamente

nula em @%E, portanto

P(z;) = 15(%'7 oo 1y) = (@) — 0.

Demonstraremos agora o resultado principal desta secao.

Teorema 3.5.6. Um reticulado de Banach tem a propriedade de Schur positiva se, e

somente se, ele tem as propriedades de Dunford-Pettis fraca e de Schur polinomial positiva.

Demonstragcao. Suponha que F seja um reticulado de Banach com a propriedade de Schur
positiva. Sejam (7;);2; uma sequéncia positiva e fracamente nula em E e (p;)72,; uma
sequéncia fracamente nula em E*. Entao x; — 0 e existe uma constante positiva M tal

que |l¢;|| < M para todo j € N. Assim,
@ (@Il < llpsll - Ml < Mlls]| — 0,

e o Teorema 2.3.4 nos garante que F tem a propriedade de Dunford-Pettis fraca. Além disso,
como E* = P"(*E) segue imediatamente que E tem a propriedade de Schur polinomial

positiva.

Reciprocamente, sejam F um reticulado de Banach PPS com a propriedade de
Dunford-Pettis fraca e (r;);2, uma sequéncia positiva e fracamente nula em E. Para todo
polinémio homogéneo regular P em FE, o fato de E ter a propriedade de Dunford-Pettis
fraca nos garante, pela Proposigao 3.5.5, que P(z;) — 0. Como E é um reticulado de

Banach PPS segue que x; — 0. Portanto F tem a propriedade de Schur positiva. O

Combinando o Lema 3.5.4 ¢ o Exemplo 3.5.3 obtemos o seguinte corolario.

Corolario 3.5.7. O espago de Lorentz d(w;1) e seu predual d.(w;1) ndo possuem a

propriedade de Dunford-Pettis fraca.

Definicao 3.5.8. Sejam n € N e Xy,..., X, espacos vetoriais. O cone de Segre de
Xi®--®X, éoconjunto {x; ® -+ - @, :x; € X;;i=1,...,n}.
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A importancia do cone de Segre na teoria moderna de classes de operadores

multilineares pode ser atestada nos trabalhos [38, 39].

Sejam Ei,..., F, reticulados de Banach sem a propriedade de Schur positiva.
Entao o produto tensorial projetivo positivo El@\ﬂ e ®|W|En nao tem a propriedade de
Schur positiva, pois contém cépia reticulada de FE; para cada i = 1,...,n (veja Proposi¢do
3.1.27). Com isso, existe uma sequéncia positiva e fracamente nula em E1®‘W| e ®|W‘En
que nao converge para zero em norma. Para fins praticos seria 1til se pudéssemos garantir
que essa sequéncia esta no cone de Segre de E1®|7r\ e ®|W|En, isto é, que ela fosse da forma
(:L‘; R ® x?)j’il, onde a:; € F;ei=1,...,n. Vamos mostrar que podemos garantir isso
sempre que os reticulados de Banach tiverem a propriedade de Dunford-Pettis fraca.

Proposicao 3.5.9. Sejam E, ..., E, reticulados de Banach com a propriedade de Dunford-
Pettis fraca e sem a propriedade de Schur positiva. Entao existem sequéncias positivas
(x;);”;l em E;, 1 =1,...,n, tais que (le ® .- @x5);2, € fracamente nula e ndo converge
para zero em By Qq -+ Qip By

Demonstragdo. Tome sequéncias positivas, fracamente nulas (y5);2, em Ej, i =1,...,n,

~ . A . 7\ 00 7\ 00
que ndo convergem para zero em norma. Existem ¢ > 0 e subsequéncias (z})72, de (y})72,
tais que ||2%]| > ¢ para todos j € Nei=1,...,n. Cada (z})j2, é positiva e fracamente
nula em F;, assim (x]l R ® :r;?);'il ¢ fracamente nula em E\®, - - - Q- £, pelo Lema
3.5.4. Essa sequéncia nao converge para zero em norma, pois

loj ® - ® aflljm = Nl - N2f ] > 6"

para todo j € N (veja Proposigao 3.1.26). O]

A associatividade do produto tensorial projetivo positivo teve um papel impor-
tante na demonstracao do Lema 3.5.4, o qual foi utilizado na demonstracao da Proposicao
3.5.9. Finalizamos este capitulo utilizando a Proposicao 3.5.5 para demonstrar uma versao
simétrica da Proposicao 3.5.9, ainda que nao tenhamos a associatividade no produto

tensorial projetivo positivo simétrico.

Proposicao 3.5.10. Seja E um reticulado de Banach com a propriedade de Dunford-
Pettis fraca e sem a propriedade de Schur positiva. Entao existe uma sequéncia positiva
(zj)52, em E tal que, para todo n € N, (®"x;)72, € fracamente nula e ndo converge para

-~n
zero em Qg E.

Demonstragio. O fato de E nao ter a propriedade de Schur positiva nos permite tomar

uma sequéncia positiva e fracamente nula (r;)32, em E e 0 > 0 tal que |z;|| > 0 para

todo j € N. Dado n € N, a Proposicao 3.5.5 nos garante que P(z;) — 0 para todo
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polindmio n-homogéneo regular P em E. Dado ¢ € (®Z|W|E)*, pelo Teorema 3.1.30 existe
um polinémio n-homogéneo regular P em E tal que p(®"z) = P(z) para todo x € E.
Portanto, a sequéncia (®"z;)32, é fracamente nula em @Z,WE € Nao converge para zero

em norma, pois || ®" ;|- = [|z;||" > ¢" para todo j € N. O
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4 Reticulabilidade em espacos de sequéncias

vetoriails

Neste capitulo apresentamos contribuicoes relacionadas a reticulabilidade com-
pleta em espacos de sequéncias vetoriais e no produto tensorial projetivo positivo de /,,,

1 < p < o0, por um reticulado de Banach FE.

4.1 Contextualizacao

O estudo de lineabilidade e espacabilidade consiste na pesquisa por estruturas
lineares em ambientes a principio nao lineares. Um dos resultados classicos dessa linha
de pesquisa foi demonstrado por V. Gurariy em 1966: a familia formada pelas fungoes
continuas definidas no intervalo [0,1] que sdo diferencidveis em nenhum ponto contém,
exceto pela fungdo identicamente nula, um espago vetorial de dimensao infinita. O livro

[10] é uma 6tima referéncia para o estudo de lineabilidade e espagabilidade.

Definicao 4.1.1. Um subconjunto A de um espago vetorial topologico de dimensao infinita
X ¢é linedvel (espagdvel) se existe um subespago de dimensao infinita (fechado) Y de X tal
que Y C (AU {0}).

Recentemente, em 2016, Oikhberg [68] introduziu o termo reticulabilidade

(completa) inspirado nos conceitos de lineabilidade e espagabilidade.

Definicao 4.1.2. Um subconjunto A de um reticulado de Banach de dimensao infinita F
é (completamente) reticuldvel se existe um subreticulado de dimensao infinita (fechado) F'

de E tal que FF C (AU{0}).

Apresentaremos a seguir alguns resultados gerais acerca desse conceito, aos

quais nos referiremos mais a frente, todos eles demonstrados por Oikhberg em [68, 69].

Proposicao 4.1.3. [69, Corollary 1.4] Se E é um reticulado de Banach de dimensdo
infinita e F C E é a imagem de um operador compacto, entao (E'\ F')U{0} contém um

subreticulado fechado de dimensdo infinita.

Proposigao 4.1.4. [69, Theorem 1.1] Sejam E um reticulado de Banach ordem-continuo
e F' um subspaco fechado de E com codimensao infinita. Entao E contém um subreticulado
fechado G de dimensao infinita tal que G N F = {0}.

Proposicao 4.1.5. [68, Proposition 2.4] Seja I um ideal fechado em um reticulado de

Banach E, com dim(E/I) = co. Entao E\ I é completamente reticuldvel.
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Proposicao 4.1.6. [68, Proposition 2.9] Sejam E um reticulado de Banach cuja ordem
¢ dada por uma base 1-incondicional e F' um subespago de E com codimensdo infinita.
Entao (E'\ F)U{0} contém um ideal fechado de dimensdo infinita.

Outros resultados sobre reticulabilidade (completa) podem ser encontrados em
(68, 69].

Neste capitulo trabalharemos com os conceitos de espacabilidade e reticula-
bilidade completa. Na secao a seguir, apresentaremos um resultado de espacabilidade
(reticulabilidade completa) no espago de sequéncias definidas num espaco (reticulado) de
Banach sem a propriedade polinomial (polinomial positiva) de Schur (e sem a propriedade
de Schur positiva) (veja Teorema 4.2.2). Veremos ainda alguns exemplos relacionados a

esse resultado (veja Exemplos 4.2.4 e 4.2.6).

Na se¢ao posterior estudaremos o reticulado de Banach A (F) e seu subespaco
As(E), ambos introduzidos por Bu e Buskes em [18] e desenvolvidos em [14, 17, 20, 22, 23].
Provaremos que o conjunto A\.(E) \ As(E) é vazio ou completamente reticulavel para
quaisquer reticulados invariantes de sequéncias A e reticulados de Banach E (veja Teorema
4.3.18). Veremos ainda, como coroldrios, os casos particulares nos quais A = £, e A =

14

mostrando, como consequéncia, que (£,® E) \ ({,&,E) é completamente reticuldvel para

», onde ¢ é uma sequéncia de Orlicz (veja Corolarios 4.3.19 e 4.3.20). Finalizaremos

todo reticulado de Banach E nao isomorfo a um Al-espaco e todo 1 < p < oo (veja
Corolario 4.3.22).

Observacao 4.1.7. Dado um espaco de Riesz F, o espago vetorial formado por todas as
sequéncias cujas coordenadas sao elementos de £, denotado por EY, é um espaco de Riesz.

A ordem em EY é dada coordenada a coordenada, isto é
r = (7;)52, > 0 < z; > 0 para todo j € N.
Assim, para todas v = (z;)72, e y = (y;)52, em EN,
TNY = (xj)?il N (?Jj)goi1 = (2 A yj)?il ; VY = (xj)goil \ (?/j);‘)il = (x; V yj)](?il e

2] = ()72 = ()52

4.2 Conjunto das sequéncias fracamente nulas e polinomialmente

nulas ndo convergentes para zero em norma

Em 2017, Jiménez-Rodriguez [51] demonstrou que o conjunto das sequéncias
fracamente nulas que nao convergem para zero em norma definidas em um espaco de Banach

X sem a propriedade de Schur é espacivel no espago de Banach ((X). Utilizaremos
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argumentos presentes em [51, Theorem 2.1] para garantir resultados semelhantes de
espacabilidade e reticulabilidade completa, demonstrando assim o teorema principal desta

segao (veja Teorema 4.2.2).

Relembramos que, dado um espago de Banach X, utilizamos as notagdes £, (X)
e ¢o(X) para representar os espagos de Banach (X @ X X @+ )oe ( X DX DX D
-+ )o, respectivamente (veja Definigdo 1.4.16). Lembramos ainda que, ¢ (E) e ¢y(F) sdo

reticulados de Banach sempre que E for reticulado de Banach (veja Proposigao 1.4.17).

Proposigao 4.2.1. [34, p.33] Para todo espag¢o de Banach X,
o (X) = {(z)52, € XNz 50}
¢ um subespago vetorial fechado de {(X).

Vejamos agora o principal resultado desta secao.

Teorema 4.2.2. Sejam X um espaco de Banach e E um reticulado de Banach.

(a) Se X nao é um A-espago, entio o conjunto formado pelas sequéncias polinomialmente

nulas que nao sao nulas em norma, definidas em X, € espagdvel em cg (X).

(b) Se E nao tem a propriedade de Schur positiva, entdo o conjunto formado pelas
sequéncias disjuntas, fracamente nulas e que nao sao nulas em norma, definidas em

E, é completamente reticuldvel em (o (E).

(c) Se E nao é positivamente polinomialmente de Schur, entao o conjunto formado pelas
sequéncias (xj)]o-’;l em E que sdo disjuntas, ndao convergentes para zero em norma e
tais que P(z;) — 0 para todo polindmio homogéneo regular em E €é completamente

reticuldvel em (o (E).

Demonstragio. Iniciamos com a construgao apresentada por Jiménez-Rodriguez [51], a
qual sera utilizada na demonstracao dos trés itens.

Sejam Z um espaco de Banach, ¢ > 0 e (7;)52, C By tais que [|x;]| > € para
todo j € N. Consideremos o conjunto dos nimeros primos {p; : k € N} ordenados de

forma crescente, a funcao sobrejetiva
F:N\{1} — N; ¢+—k, onde py = min{p : p é primo e p|q},

e o operador
n=1

T Eoo — gOO(Z) ’ (an)oo L (aF(j—H)xj)(;ilv

isto é, T'((an)ney); = arp(j+1)®; para todo j € N.

n=1
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Os argumentos da demonstragao de [51, Theorem 2.1] nos garantem que 7'
¢ um operador bem definido, linear, um isomorfismo entre os espagos de Banach /., e
T(ls) C loo(Z) e que os elementos de T'() sdo sequéncias que nao convergem para zero

€11l norma.

A imagem de T é o espago (reticulado) de Banach que estamos procurando em

cada um dos itens (a), (b) e (c), conforme veremos agora.

(a) Por hipdtese, X é um espago de Banach que nao é um A-espago, logo existem uma
sequéncia (z;)52, C Bx e € > 0 tais que P(z;) — 0 para todos P € P("X)em € N, e
||z;|| > € para todo j € N. A partir da construcao geral acima com Z = X, sé precisamos
mostrar que os elementos de T'({4,) sdo sequéncias polinomialmente nulas. Isso é verdade,
pois, dados uma sequéncia qualquer (ar(11)7;)j2; € T(loo) com (an)oZ; € loo, m € Ne
P e P("X), o fato de {ap(41) : 7 € N} = {a, : n € N} ser um conjunto limitado nos
garante que

|P(ariinzs)| = largiyl™ - [P(x;)] — 0.

Em particular, a imagem de T" esta contida em cf (E).

(b) Por hipétese, E é um reticulado de Banach sem a propriedade de Schur positiva, logo
existem uma sequéncia (xj);?’;l C Bpg disjunta e positiva e ¢ > 0 tais que z; s 0e
|z;|| > € para todo j € N (veja Proposigao 2.1.6). Da demonstracao de [51, Theorem
2.1], sabemos que os elementos de T'({,) sao sequéncias fracamente nulas. Como esses
elementos sdo da forma (ap(j11)7;)52;, para alguma (a,);2; € €, € a sequéncia (r;)72, é
disjunta, entao segue da Proposigao 1.2.5 que cada elemento de T'({,,) é uma sequéncia

disjunta.

Para finalizar, basta mostrarmos que 7' ¢ um homomorfismo de Riesz. Dados
(an)o2y € (bp)o2y em Lo temos (an)oey A (bp)o2y = (an A by)oey. O fato de (a;j);?‘;l ser
positiva nos garante que

(arg+1) AbrGin)T; = (argnyes) A (brgin ;)

para todo 7 € N. Dal,

T((an)pZ A (bn)pZ)) = T((an)nZ)) AT ((bn)7l1)),

concluindo assim que 7" ¢ um homomorfismo de Riesz e que sua imagem em (o (F) é um

subreticulado fechado e isomorfo como reticulado a /..

(c) Por hipétese, E é um reticulado de Banach que nao é positivamente polinomialmente
de Schur, logo existem uma sequéncia (xj);”;l C Bpg disjunta e positiva e € > 0 tais que
P(xz;) — 0 para todo polinémio homogéneo regular em E e ||z;|| > € para todo j € N

(veja Teorema 3.3.7)). Assim como fizemos em (b), o fato de (z;)j2, ser positiva nos garante
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que T" é um homomorfismo de Riesz, portanto T'({,) é um subreticulado de Banach de
l(E). O fato de ()32, ser disjunta nos fornece que cada um dos elementos de T'({,) ¢
uma sequéncia disjunta. Como P(x;) — 0 para todo polinémio homogéneo regular P em
E e {apgt : j € N} ={a, : n € N} é limitado, entao |P(ar(+1)z;)] — 0, assim como

no item (a). O

Observagdo 4.2.3. Note que se (7;)52, é uma sequéncia em £ tal que P(z;) — 0
para todos P € P"("E) e n € N, entao ela é fracamente nula. Contudo, o item (b) do
Teorema 4.2.2 nao segue do item (c), pois existem reticulados de Banach positivamente
polinomialmente de Schur que nao possuem a propriedade de Schur positiva; por exemplo

¢, para 1 < p < oo (veja Corolario 3.4.8 e Teoremas 1.4.15 e 2.2.11).

Dada a importancia dos ideais na teoria dos reticulados de Banach, é natural
questionar se os subreticulados T'({,) obtidos nas demonstragoes dos itens (b) e (¢) do
Teorema 4.2.2 sdo ideais de (o (FE). Veremos com um exemplo simples, utilizando E = ¢y,

que a resposta para tal questionamento é negativa.

Relembramos que um elemento e > 0 em um reticulado de Banach E é discreto
(ou, um dtomo) se o ideal gerado por e coincide com o subespago vetorial gerado por e
{ae : @ € R}. Exemplos de elementos discretos sdo os vetores canoénicos em £, 1 < p < oo,
e ¢y (veja [63, p. 113]).

Exemplo 4.2.4. Consideremos a mesma notagao do Teorema 4.2.2 com FE sendo o
reticulado de Banach ¢y e a sequéncia (z;)72; sendo formada pelos vetores canénicos, isto
é, (75)52, = (&;)j2; C co. Sabemos que (e;)72; ¢ disjunta, positiva, fracamente nula, nao
converge para zero em norma em ¢y e é formada por elementos discretos. A Proposicao
3.3.4 nos garante que P(e;) — 0 para todo polindmio homogéneo continuo P em ¢ e,

em particular, para todos P € P"("¢y) e n € N. Consideremos o operador

T goo — goo(CO) ) (an)oo — (aF(j-‘rl)ej)]o'il?

n=1
o vetor positivo (e1,0,0,...) € lx(co) € a sequéncia e; € {o. Por um lado,

0< (61,0,0, .. ) < (61,0,63,0,65,0, .. ) = T(el)

em (o (co). Por outro lado, nao existe um elemento (b,);"; € lo tal que T'((b,);2) =

(e1,0,0,...). De fato, se tal (b,);>, existisse terfamos, pela defini¢io de T,

(61, O, 0, .. ) = T((bn)oo ) = (blel, bgeg, b1€3, .. .),

n=1

ou seja, 1 = by = 0, gerando assim uma contradi¢ao. Portanto T'({y,) ndo é um ideal em
loo(E).
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Observagao 4.2.5. Claramente o subreticulado 7'(¢) criado nos itens (b) e (c¢) do
Teorema 4.2.2 esta contido em ¢ (E), porém nao podemos usar ¢y (F) no lugar de o (F)
nesses resultados pois ¢y (E) nem sempre é um reticulado de Banach. Por exemplo, para
1 < p < oo, ¢f(Ly0,1]) ndo é um espago de Riesz pois as operagoes de reticulado em
L,0, 1] nao sao fracamente sequencialmente continuas (veja [63, Example, p. 114]). Existem
casos onde ¢f (E) é um reticulado de Banach, por exemplo quando £ é um AM-espaco
ou quando E é um reticulado de Banach atdémico (isto é, E coincide com a faixa gerada
por seus elementos discretos) com norma ordem-continua (veja [5, Theorem 4.31] e [63,
Proposition 2.5.23]). Nesses casos (o (E) pode ser substituido por ¢f (F) nos itens (b) e
(c) do Teorema 4.2.2.

Castillo, Garcia e Gonzalo mostraram em [27, Theorem 5.5] que a soma de
duas sequéncias polinomialmente nulas, definidas em um espago de Banach X, pode nao
ser polinomialmente nula. Isso nos mostra que o conjunto das sequéncias polinomialmente
nulas nao tem estrutura de espaco vetorial, tornando assim impossivel utilizar esse conjunto
no lugar de ¢j(X) no item (a) do Teorema 4.2.2. Utilizaremos o mesmo contraexemplo
dado em [27, Theorem 5.5] para mostrar a seguir que o conjunto das sequéncias ()2,
em um reticulado de Banach E tais que P(z;) — 0 para todo polindmio homogémeo
regular P em E pode ndo ser fechado para a soma, nos impossibilitando de trocar ¢, (E)

por esse conjunto no item (c¢) do Teorema 4.2.2.

Reveja a Definicdo 3.5.2 e relembre que sempre consideramos o espaco de

Lorentz d(w; 1) e seu predual d,(w;1) com a sequéncia w como em [27, Theorem 5.4].

Exemplo 4.2.6. Consideremos o reticulado de Banach d,(w;1) x d(w;1) com a ordem

coordenada a coordenada e fixemos, sem perda de generalidade, a norma da soma || - ||;.

As sequéncias ((e),0))>; e ((0, e,))n sdo polinomialmente nulas em d, (w; 1) x
d(w; 1) (veja [27, Theorem 5.5]), porém existe polinémio homogéneo regular P em d,(w; 1) x

d(w; 1) tal que P((e),e,)) #— 0. De fato, considere o operador bilinear simétrico

A (do(w; 1) x d(w; 1)) X (de(w; 1) x d(w; 1)) — R
(=" 2), (y",y) — 1/2(x(y") + (y(z7))

(veja [35, Example 1.16]). E facil ver que A é positivo, pois tomando ((z*,z), (v*,y))
positivo em (d,(w; 1) x d(w; 1)) X (di(w; 1) x d(w; 1)) segue que z(y*) e y(z*) sdo positivos.
Desse modo, o polinémio 2-homogéneo P = A associado 4 A é positivo, consequentemente

regular, e P((e),e,)) = 1 para todo n € N.

Agora é facil ver que, para todo espago de Banach X, o conjunto PN das
sequéncias polinomialmente nulas definidas em X ¢é espagavel em ¢y (X). De fato, se X

nao ¢é polinomialmente de Schur, o Teorema 4.2.2 mostra que um conjunto menor que PN
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é espagavel; se X é polinomialmente de Schur é ficil ver que PN = ¢4(X), o subespago

fechado de ¢f'(X) formado pelas sequéncias nulas em norma.

O Exemplo 4.2.6 levanta a questao da reticulabilidade completa do conjunto
PRN de sequéncias (z;);2; em um reticulado de Banach E tais que P(z;) — 0 para
todo polinémio homogéneo regular P em E. No item (¢) do Teorema 4.2.2 mostramos
que um conjunto menor que PRN é completamente reticulavel sempre que E nao for
positivamente polinomialmente de Schur. Finalizamos essa se¢cao demonstrando que um

conjunto menor que PRN ¢é completamente reticulavel em geral.

Proposicao 4.2.7. Seja E um reticulado de Banach de dimensao infinita. O conjunto
formado pelas sequéncias disjuntas, definidas em E, que convergem para zero em norma €

completamente reticuldvel em co(E).

Demonstrag¢io. A Proposicao 1.4.6 nos permite tomar uma sequéncia positiva e disjunta
(z7)72, em E tal que z; # 0 para todo j € N. Nao hd dificuldade em verificar que o

operador

T:co — C()(E) R (aj);’il — ( % $j> )
Hx]H j=1

¢ uma imersao isométrica bem definida. Como z; > 0 para todo j € N, o mesmo
argumento dado no item (b) do Teorema 4.2.2 nos garante que 7' é um homomorfismo
de Riesz, portanto T'(¢y) é um subreticulado de Banach de dimensao infinita de ¢y(E).
Cada elemento de T'(co) é um sequéncia disjunta pela Proposi¢ao 1.2.5, concluindo assim

a demonstracao. O

4.3 O conjunto A\ (E) \ \s(E)

Dados um espaco de sequéncias A satisfazendo algumas condigoes e um reticu-
lado de Banach E, o reticulado de Banach A\, (E) e seu subespago \s(E) foram introduzidos
por Bu e Buskes em [18] e tém sido estudados em outros trabalhos, como por exemplo
[14, 17, 20, 22, 23]. Nesta se¢do utilizamos técnicas presentes em [15] para mostrar que
A (E) \ As(E) é vazio ou completamente reticulavel (veja Teorema 4.3.18). Obteremos
também alguns resultados particulares quando A ¢ igual a £, ou a um espaco de Orlicz £,.

Iniciamos apresentando as defini¢oes de A (E) e A\;(F), conforme dadas em [18].

Definicdo 4.3.1. Um espaco de sequéncias A é um subespaco vetorial de RY. O dual de
Kothe de X é definido por

N\ o= {(bj)]o.‘;l € RY: Y |a;bj| < oo para toda (a;)52, € )\} .

j=1
Observe que A também é um espaco de sequéncias e, portanto, podemos considerar
A" := (XN Diz-se que \ é Kithe perfeito se A = \".
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Ao longo de toda esta secdo, a notagao A\ serd usada exclusivamente para
representar um espago de sequéncias. Quando dissermos que A € um reticulado de Banach,
estaremos dizendo, na realidade, que A é um espaco de sequéncias munido com uma norma
| - Ix que o torna um reticulado de Banach, onde a ordem em A\ é dada coordenada a

coordenada.

Se A é Kothe perfeito entdao cpo C A (veja [54, Remarks, p.51]). Se A é um
reticulado de Banach ordem-continuo, entao A" = \* (veja [18, p.339] ou [59, p.29)), e
portanto A" também serd um reticulado de Banach. Mais ainda, para cada (a;)72, € Xe
(bj)32, € X, temos

o
(@) llx = sup > a;b;
(bj)Jo'i1€B/\/ 7j=1
(§]
0
1)l = 1(0;)5 1A = sup > a;by).
(a;)52,€Bx |j=1

Proposicao 4.3.2. [18, Proposition 4.1] Se A é um KB-espago, entio \ é Kithe perfeito.

Para outros resultados sobre espagos de sequéncias recomendamos os livros
[54, 59].

Observagao 4.3.3. Vejamos que se A é um reticulado de Banach tal que ||e;||x = 1 para

todo j € N, entao ||e;||» = 1 para todo j € N.

Provemos primeiramente que se (a;)ic, C By, entao |a;| < 1 para cada j € N:

combinando a desigualdade
laje;l = (0,...,0,]a;],0,...) < (Ja:])Zy = |(ai)iZyl,
com o fato de A ser um reticulado de Banach, temos
laj] = las| - llejlix = llaje;lix < [l(a:)Zy ][y < 1.

Agora, para cada j € N,

0 .
2 ¢

=1

= sup |a;| <1

(ai)fileBA

lejllx = sup
(ai)fileBA

Como (e;)i2, C By, concluimos que ||e;|lx = 1.

Estamos interessados em espacos de sequéncias que satisfazem algumas condi-

¢oOes especiais, conforme definiremos agora.

Definicdo 4.3.4. (a) Dados um espaco vetorial X e uma sequéncia z = (z;);2; € X N

definimos
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onde :U? é a j-ésima coordenada nao-nula de x se tal termo existir e 513? = 0 caso

contrario.

(b) Um espago de sequéncias A é um reticulado invariante de sequéncias se ele é um

KB-espago com ||e;|[y = 1 para todo j € N tal que X" goza das seguintes condigoes:

(i) z € N & 2% € XN e, nesse caso, ||z][x = ||2°]|x.

(i) se z € X, entdo toda subsequéncia z de x também pertence a X" e ||z|[x < ||z]|x-

A definicao de z° aqui apresentada é levemente diferente da definicao de z°
dada em [15, Definition 1.1]. Nossa definicio de 2° coincide com a definicio do vetor 2’

(closing up x) apresentada em [24, p. 5].

Veremos a seguir que os espacos de sequéncias A mais usados na teoria dos

espagos A (F) sdo reticulados invariantes de sequéncias.

Exemplo 4.3.5. (a) Um reticulado de Banach A é simétrico se v, := (7,(j));2; € A e
][ = [|z5||x para toda sequéncia x = (7;);2; € A e toda permutagao o de N (veja
[24, p.2]). Em [24, Proposition 2.2] esta provado que se A é um espago de sequéncias
tal que X" é um reticulado de Banach simétrico, entao \' satisfaz as condigoes (i) e
(ii) da Definigao 4.3.4.

(b) Sejam 1 < p < oo e p* seu conjugado. O reticulado de Banach £, nao contém copia
de ¢y e portanto é um KB-espaco (veja Teorema 1.4.14). Consequentemente ¢, é
ordem-continuo (veja Proposi¢ao 1.4.13) e portanto temos £, = (£,)" = £,-. Como
ly« é simétrico e ||e;||, = 1 para todo j € N, do item (a) deste exemplo segue que £,

¢ um reticulado invariante de sequéncias.

(c) Os reticulados de Banach ¢ e £+, nao sao KB-espagos (veja Teorema 1.4.14), portanto

nao sao reticulados invariantes de sequéncias.

Para completar nossos exemplos, veremos a seguir espacos de sequéncias de
Orlicz que sao reticulados invariantes de sequéncias. Para detalhes adicionais sobre espagos

de sequéncias de Orlicz, nos referimos a [58].

Definicao 4.3.6. Uma funcao de Orlicz é uma funcao continua, nao decrescente e convexa
@: [0,00) — [0,00) tal que p(t) = 0 somente para t = 0 e tli)m p(t) = co. Para cada

funcao de Orlicz ¢, o espaco de sequéncia de Orlicz £, definido por

l, = {(aj)‘;‘;l e RY: Y p(laa|) < oo para algum o > 0} :

=1

¢ um espaco de Banach com a norma

l[(a;)721lle, = inf {Oé >0: iw(!aj/od) < 1} .

j=1
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Denota-se por h,, o subespaco fechado de {, formado pelas sequéncias (a;)52, € £, tais

o0
que Y ¢(|aaj|) < oo para todo o > 0.
j=1
O fato de uma fungao de Orlicz ¢ ser nao decrescente com imagem positiva nos
permite verificar facilmente, bastando aplicar as defini¢oes, que £, ¢ um ideal de RY ¢ que
a norma || - ||, ¢ uma norma de Riesz. Em outras palavras, £, ¢ um reticulado de Banach.
Muitos resultados referentes aos espacos de sequéncia de Orlicz podem ser encontrados em

[58, Chapter 4]. Apresentaremos alguns que serdo importantes em nosso contexto.

Conforme [58, p.139] e [55, Theorem 1.1], toda fungao de Orlicz ¢ pode ser

representada na forma

t
o(t) = / p(u)du, para todot >0,
0

onde p(u) é uma fungao continua pela direita e ndo decrescente. Em [58, p. 147] vemos
que se p(0) =0e Jim p(t) = oo (estas restrigoes excluem somente os casos em que p(t) é

equivalente a t), entao a fungao
q(s) :==sup{t: p(t) < s}, paratodos >0,

é uma funcao continua, ndo decrescente tal que ¢(0) = 0 e g(s) > 0 para todo s > 0. Assim,
a funcao
©*(s) == / q(u)du para s > 0,
0

¢ uma func¢do de Orlicz, denominada fun¢ao complementar de p. Ainda, ¢ é a funcao

complementar de ¢*, isto é, ™ 1= (¢")* = .

Note que, para uma funcao de Orlicz ¢ possuir uma func¢ao complementar, as

condigoes p(0) =0 e tli}m p(t) = oo devem ser satisfeitas.

Defini¢ao 4.3.7. Uma funcao de Orlicz ¢ satisfaz a Ay-condi¢do no zero se £, = hy,.

Essa definicdo é, na realidade, uma caracterizagao da As-condicdo no zero,

conforme pode ser verificado em [58, Definition 4.a.3 e Proposition 4.a.4].

Agora sim podemos dar exemplos de espagos de sequéncias de Orlicz que sao

reticulados invariantes de sequéncias.

Exemplo 4.3.8. Seja ¢ uma funcao de Orlicz que satisfaz a As-condicao no zero, tem
fungdo complementar ¢* e tal que (1) = 1. De [54, Corollary 8.28] sabemos que o dual
Kothe (£,) de €, é igual a £+, e é facil observar que £+ é simétrico. Do Exemplo 4.3.5
(a) segue que (£,,)" satisfaz as condigdes (i) e (ii) da Defini¢ao 4.3.4. Na demonstracao de
[58, Theorem 4.a.9] vemos que £, ¢ um KB-espaco e como ||e;|l,, = 1 para todo j € N, as

condicoes impostas sobre ¢ garantem que /, ¢ um reticulado invariante de sequéncias.
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Apresentamos a seguir as defini¢oes dos reticulados de Banach A\, (E) e A\L(E™)

e dos espagos de Banach A\ (FE) e A (E*), que podem ser encontradas em [18].

Definigao 4.3.9. Sejam E um reticulado de Banach e A um KB-espaco tais que ||e;|[y =1
para todo j € N. De acordo com [18, p. 339],

J

A (E*) = {(x;k)]o’;l € (B : (z}(x))32, € X para todo z € E}

Jj=1

As(E) = {(x]);";l € E" ) |k(x;)| < oo, para toda (25)52, € )\;,(E*)}

sao espagos de Banach com a normas

i z;(;)

J=1

1@7)5illw = sup [|(z5(2))7i v e [(z)fills = sup
r€BE (x;);.;IEBAQU(E*)

)

respectivamente. Os espagos de Banach A\ (E) e A (E*) podem nao ser reticulados de
Banach (veja [18, p.339] e [23, p.202]).

De acordo com [18, p. 344],

NAE") = {(2)32, € (B« (|2|(x))32, € X para todo z € B}

M (E) = {(xj)‘;‘;l € E" Y a%(|lz;]) < oo para toda (27)32, € XE(E*)*}

j=1
sao reticulados de Banach com as normas

o0
l@)52alle = sup (25l @)illy e MRl = sup Doaj(layl),
T€EBpy (x;)}?ileB/\’E(E*)"' Jj=1

respectivamente.

Os artigos que abordam esses espacos e esses reticulados de Banach formados por
sequéncias vetoriais (veja [17, 18, 20, 22, 23]) geralmente o fazem com A = ¢,, 1 < p < oo,
ou A = £, com ¢ como no Exemplo 4.3.8. Ou seja, em toda a teoria até aqui desenvolvida

sobre esses espagos, A é um reticulado invariante de sequéncias.

Observagao 4.3.10. Se A =/, 1 < p < oo, ent@o a defini¢do de A\;(E) coincide com a
defini¢ao do espaco de sequéncias Cohen fortemente p-somaveis em E, usualmente denotado
por {,(E) (veja [22, p.520] e [18, p.339]). De acordo com [22, p.525], {,(E) é isomorfo

isometricamente a £,®, F.

Quando A =/, 1 < p < 0o, usaremos as notagoes (,(E) e £7(E) no lugar de
As(E) e Ar(E), respectivamente. Quando A = £, com ¢ como no Exemplo 4.3.8, usaremos

as notagoes (;,(E) e (7(E) em vez de A\ (FE) e A;(E), respectivamente.
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Proposicao 4.3.11. [17, Theorem 15| Sejam E um reticulado de Banach e 1 < p < 00.

Entao (,Q|E € isomorfo isometricamente como reticulado a G (E).

Proposigao 4.3.12. [18, Proposition 5.2] Seja E um reticulado de Banach e X\ um KB-
espago com ||ej||x = 1 para todo j € N. Entdo A\s(E) C A\:(E) e H(:z:'])jilH7T < H(a:'j)j';lHS
para toda ()72, € A\s(E).

A proposicao acima levanta o seguinte questionamento:
o conjunto \(E)\ A\s(E) € completamente reticuldvel?

Até onde sabemos nao existe um resultado geral que garanta a reticulabilidade
de A\ (E) \ A\s(£), mesmo nos casos mais canonicos, quando A = £, 1 < p < co. A fim
de responder esse questionamento utilizaremos a técnica do “vetor mae” e argumentos

desenvolvidos por Botelho, Diniz, Favaro e Pellegrino em [15].

Antes de apresentarmos nossos resultados, mostraremos porque nenhum dos
resultados gerais de reticulabidade provados por Oikhberg (veja Secao 4.1) pode ser

aplicado no caso de A\;(FE) \ A\;(E). Para isso precisamos de alguns resultados.

Proposicao 4.3.13. ([18, Theorem 5.5] e [17, Proposition 5]) Sejam 1 < p < 0o ¢ E
um reticulado de Banach. Entdo (}(E) é Dedekind (o-)completo se, e somente se, E ¢
Dedekind (o-)completo.

Para a propriedade chamada GL-l.u.st., veja o final da Secao 1.4.
Proposigio 4.3.14. [47, Corollary 3.6] Para 1 < p,q < 00, £,@-, ndo tem GL-l.u.st.

Lema 4.3.15. Para 1 < p,q < 00, £,({y) ndo é um ideal fechado de (] ({,).

Demonstragdo. Suponha que £,(¢,) seja um ideal fechado de £} (f,). Neste caso, (£,((g), || -
||x) ¢ um reticulado de Banach e o operador identidade (€,(¢,), || - [|s) — (€p(€y), | - ||=) €
uma bije¢ao continua, pois ||z||, < ||z||s para todo x € £,({,). Pelo Teorema da Aplicacao
Aberta (veja Teorema 1.5.2) segue que essa identidade é um isomorfismo e a Observagao
4.3.10 nos garante que £,®,/, é isomorfo ao reticulado de Banach (¢,(¢,), || - ||). Contudo,
a Proposicio 4.3.14 nos diz que £,&,/, ndo tem GL-Lu.st e portanto, pela Observacio
1.4.33, nao pode ser isomorfo a um reticulado de Banach, gerando assim uma contradicao.
Portanto £,({,) nao ¢ um ideal fechado de £]({,). O

A seguir expomos os motivos pelos quais os critérios gerais de reticulabilidade,

apresentados na Secao 4.1, nao podem ser aplicados, em geral, no caso do conjunto
Ax(E)\ As(E).
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(a) A Proposicao 4.1.3 nao pode ser aplicada a A;(EF) \ As(E) pois A\;(F) nao é, em geral,
a imagem de um operador compacto em A (F). De fato, se A;(F) fosse imagem de um
operador compacto em A, (E), entdo \s(E) seria separavel por [62, Proposition 3.4.7]),
o que sabemos nao ser verdade para reticulados de Banach nao separaveis F/, uma vez

que \;(E) possui cépia de F pela imersao isométrica z € E —— (x,0,0,...) € A\(E).

(b) A Proposicao 4.1.6 nao pode ser utilizada pois a ordem em A (F) nao é, em geral,
dada por uma base 1-incondicional. De fato, como \,(FE) possui cépia de E, pela
imersdo isométrica v € E —— (2,0,0,...) € A\:(E), para E nao separavel A\,(F)

também serda nao separavel e, consequentemente, nao possuira base de Schauder.

(¢) A Proposigao 4.1.4 nao pode ser aplicada a A (E) pois A\ (E) ndo é, em geral,
ordem-continuo. De fato, tomando E = /., o qual é Dedekind o-completo (veja
Exemplo 1.2.9) e A =/, 1 < p < o0, entdo £ ({) também é Dedekind o-completo
(veja Proposigao 4.3.13). Como £} ({s) contém copia de £, segue do Teorema 1.4.11

que £7({s) ndo é ordem-continuo.

(d) Por fim, a Proposicao 4.1.5 também nao pode ser aplicada pois, pelo Lema 4.3.15,
As(E) nao é um ideal fechado de A\,(F) em geral.

Uma vez que os critérios gerais conhecidos nao sao aplicaveis, é necessario
um argumento ad hoc para mostrar a reticulabilidade completa de A;(F) \ A\s(E). Nossa
técnica é baseada nos argumentos utilizados em [15].

3 K ~ &S] A . . . /7 .

Utilizaremos a notacao z = '21 xj - ej para representar a sequéncia cuja j-ésima

]:

coordenada ¢ igual a ;.

Lema 4.3.16. Sejam A um KB-espaco tal que ||e;||x = 1 para todo j € N, E um reticulado
de Banach e (y;)j2; € A\x(E). Entao ||yille < [[(y;)72: |~ para todo i € N. Em particular,
Ae(E) Cloo(E) € [[(y5)521 loe < [[(y3)521 [l para todo (y;)72, € Ax(E).

Demonstragdo. Sejam 0 # (y;)52; € A\(E) e i € N tais que y; # 0. O Teorema de

E*:]_e

vy (lyil) = lllyilll 2 = llyille- A sequéncia (v;)72, = |y*| - e; pertence a By (g+)+ pois

Hahn-Banach (veja Teorema 1.5.1) garante a existéncia de y* € E* tal que ||y*|

()52l = sup {[[([w51(2))32 I = @ € Bp b = sup {[[(jy"|(@))esll : @ € Br}
= sup {(Jy*|(@))lleill : ¥ € Bp+} < sup{|ly*|(x)] : = € Bg}
=yl

g = [yl = 1.

Assim, para cada i € N,

lyelle = " (el) = " (Dl < 1yl = i%(!yﬂ)
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< sup {Z yi(lyl) = (y7)52 € BA;(E*)+} = [I(w;) 7% [l
j=1

onde (%) segue da Proposigao 1.2.13. Em particular, Ar(E) C loo(E) € [[(yj)521]lc <
1(3)521 1=, para todo (y;)72, € Ax(E). —~

Lema 4.3.17. Sejam \ um reticulado invariante de sequéncias e E um reticulado de
Banach. Entao:

(a) N.(E*) e X ,(E*) satisfazem as condigoes (i) e (ii) da Defini¢io 4.3.4(b).

(b) M\e(E) e A\s(E) satisfazem a condi¢ao (i) da Definicio 4.3.4(b).
Demonstragdo. (a) Seja x* = (17)72, € (E*)N. Observe que,

J

o \O
£ ((|az*\(x))ﬂ1> € X para todor € E* e

" € \(FE*) < ) (|x*|(x)):il € X para todo x € E*

J

e} s ()

onde (%) segue das definigoes e (xx) segue das hipdteses sobre A (veja Definigao 4.3.4(b)).

j=

2|, & sup{” 231())” :xeBE+},

N 2\

Observe também que,

()" € \(E™) PN <|(x;k)0|(x))ool € )\ para todo r € E*

o \O
£ ((|(x*)0|(x)) 1) € X para todox € ET e

J j=

1))l 2 sup { | (1625 <x>)°° @€ B |

J=1|

0
R (G

onde, novamente, (%) segue das definigoes e (x*) segue das hipoteses sobre A (veja Definigdo

:xGBE+},

)\/

4.3.4(b)). Uma rapida reflexdo convencers o leitor de que, para todo z € ET,

(1)) = (1)) (1)

Isso mostra que
ot € X(E) <= (2)° € X(E") e [l2"]l. = | (@),

provando assim que A\L(E™) satisfaz a condi¢ao (i) da Definigao 4.3.4(b). O caso X, (E*) é

similar.
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Dado z* € AJ(E"), o fato de A ser um reticulado invariante de sequéncias nos
garante imediatamente que toda subsequéncia z* de x* pertence a A.(E*). Além disso,

para cada x € Bg+,
127152l < (| ()5 Ly
e portanto segue da defini¢ao da norma || - || que ||2*]|c < ||z*||e. Isso mostra que AL(E™)

satisfaz a condigao (ii) da Defini¢ao 4.3.4(b). Novamente, o caso X, (E*) é similar.
(b) Dada x = ()52, € A(E), por definicao temos % 23 (|z;]) < oo para toda
j=1

*\ 00 / *\ 4+ 0 __ o) : ’ ’ L ~
(27)72, € AL(E™)". Denotemos z” = (x,,)j2,, isto é, 1, é a j-ésima coordenada nao-nula

de z se tal termo existir e zero caso contrario.

Queremos mostrar que z° € A\ (E), ou seja, que §1 23 (|7, |) < oo para toda
()32, € A(E*)T. Para isso, dada z* = (2})2, € )\’E(E*)J“],iconsideremos a sequéncia
y' = ]gl % - ey, € observe que o item (a) nos garante que y* € A.(E*)™, pois (y*)° = (z*)°

e 2" € \.(E*)*. Dessa forma,
oo o0
ZCL’ |I”J :Zyj*qij < 00,
j=1 j=1

e portanto 2° € \.(E). Mais ainda, se 2* € By (g+y+, entdo y* € By, (g)+ pois

lylle = 1w™)°lle = ") e = [l

Com isso,

[o¢] o0
HQCOH7T = sup {Z .T;k(‘ﬂfn]’) cxt e B,\E(E)+} < sup {Z y;(].x]]) Yyt e BAE(E)JF} = |||

=1 =1
Reciprocamente, seja © = (xj);’ol € E" tal que 2° = (2,,))2, € A(E).

Queremos mostrar que = € A\, (F), isto é, que Z % (|;]) < oo para toda (})32, € AL(E™)™.
=

Dada z* = (2})32, € AL(E*)™, consideremos a subsequéncia z* de 2* dada por

o0
= X ;- ¢;. Pelo item (a) temos 2" € AL(E*)T, e com isso
=1

[e.e] oo
Soai(la]) = 25 (|an,]) < oo
7j=1 7j=1

Portanto x € A\;(F). Mais ainda, se 2" € B)_(g«)+, entao o item (a) nos garante que a

subsequéncia z* € By_(g+)+. Com isso,

Mg

[[= = sup {Zx;(‘xj‘) rat € BA;(E*)+} < Sup{

Jj=1

(’an’) : Z* € B)\/E(E*)+} = HmOHﬂ-

1

J

Garantimos assim que A\, (E) satisfaz a condigao (i) da Definigao 4.3.4(b). O caso \s(E) é

similar. O
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Vejamos agora o resultado principal desta secao, cuja demonstracao foi inspirada

na demonstragao de [15, Theorem 1.3].

Teorema 4.3.18. Sejam E um reticulado de Banach e A um reticulado invariante de

sequéncias. Entao A\:(E)\ As(E) é vazio ou completamente reticuldvel.

Demonstragio. Suponhamos A\ (E) \ As(E) # 0 e tomemos © € A\:(E) \ \s(E). Como

As(E) é um espaco vetorial e z = 2t — 27, segue que x"

ou x~ nao pertence a \(F).
Isso quer dizer que podemos considerar que = = (z;)52, € A-(E)™ \ A (E), isto é, que a

sequéncia x € positiva.

Note que {j € N: z; # 0} é um conjunto infinito, pois caso contrario teriamos
z € \s(E). Pelo Lema 4.3.17,

T € M(E) e 1" €\ (B)ex € N(E) & 1" € \(E).

Podemos entao supor, sem perda de generalidade, que z; # 0 para todo j € N.

Consideremos N = U N; uma particdo de N em um niimero infinito de subcon-
=1

juntos disjuntos dois a dois e denotemos N; = {i; < iy < ---} para cada i € N. Para cada

oo
i € N, considere a sequéncia y; = 3_ z; - ¢;; e defina o operador
i=1

T: gl — )\W(E) , (ai)?il — Z(I,Zyz
i=1
Como 3 = z, temos y; € A\:(E)*T\ A\;(E) para todo i € N. E como \(E) ¢, em particular,
um espago de Banach, sabemos que Y a;y; pertence a \.(E) sempre que Y |la;y; ||, < oc.
' i=1

=1

Para toda sequéncia (a;);°, € ¢y,

[e.e] oo o0 [e.e] o0

0
D Masyillz =3 lail - llyill= = > lail - lyllx = > lail - lzlle = 1]l - 3 las| < 0.
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

Isso prova que T estd bem definido. A linearidade de T é facilmente verificada. Vejamos

que T é injetivo. De fato, para cada (a;);2, € {1,

o0 [ee]
((ai)i21) Zazyz z;ai (zzlw'eij)ZZ(Zam] 61]).
1= J]=

=1

Como os subconjuntos N; sdo disjuntos dois a dois, cada coordenada de T ((a;);2,) é
da forma a;x; para alguns ¢,j € N. Assim, como z; # 0 para todo j € N, segue que

T ((a;)2,) = 0 se, e somente se, (a;);2; = 0.

Vejamos que T é um homomorfismo de Riesz. De fato, como y; L vy, para todos

i # k em N, para toda (a;);2; € {1, temos

T(|<a1);>i1|) |az i= 1 Z|az|yz = hm Z |az|yz = hm Z|azyz
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((@:)Z0)l,

) lim
n—oo

Z aiY; (
i=1

i S -

Zaiyi =T
i=1

onde a iguadade (x) segue do fato de y; > 0 para todo i € N, a igualdade (%x) advém da
Proposigao 1.2.5 e a igualdade (x*x) deriva do fato da aplicacao valor absoluto |-|: E — F
ser continua (veja Teorema 1.3.2). Segue do Teorema 1.2.14 que 7" é um homomorfismo de

Riesz.

Concluimos assim que 7'(¢1) é um subreticulado de dimensao infinita e fechado
de \:(E) (veja Proposi¢ao 1.4.7). S6 nos resta mostrar que T'(¢1) N A;(E) = {0}.

Dado 0 # z = (%), € T(f1), existem sequéncias (a{")2, € &1, k € N, tais
que klim T ((a(k))l?’;) =z em A\, (FE). Para cada k € N,
—00

7

T ((a)z) = Z“ y’_z(agk)i”%):i<ia§’“)xj~%)' (4.2)

i=1 i=1 \j=1

Seja r € N tal que z,. # 0. Existem entao tnicos m,t € N tais que e,,, = e,.
Consideremos o subconjunto N, = {m; < mg < ---}. Por (4.2), para cada j, k € N a m;-
ésima coordenada de T’ ((agk));’il) é igual a al¥z;. Do Lema 4.3.16 segue que convergéncia
em A, (F) implica em convergéncia coordenada a coordenada, e portanto

Zp, = lim a(k)x] <hm a(k)> T
k—o0

para cada j € N. Escrevendo a,, = khm a( ) temos Zm; = am; para cada j € N. Observe

que a,, # 0 pois a,xy = 2y, = 2 # 0.

Como = € A\ (E), existe (p;)72, € X, (E¥) tal que Y |¢;(2;)] = co. Definimos

j=1

= ioj ;- €m, € notamos que, pelo item (a) do Lema 4.3.17, ¢ € X, (E*) pois ¢¥° = (p;)32,.
j=1

Como

Z i (25)] = Z ij(zmj)\ = Z lpj(amz;)| = |anm| Z ()] = oo,
j=1 Jj=1 j=1 j=1

uma vez que a,, # 0, concluimos entdo que z ¢ \;(E). Portanto \;(E) \ As(EF) é comple-

tamente reticulavel. O

O argumento apresentado na demonstragdo do Teorema 4.3.18 nao é forte o
suficiente para garantir que 7'(¢1) é um ideal de A (F). De fato, seguindo a mesma notagao
do teorema, basta tomarmos w = x; - €1, (isto é, e;; com i = j = 1), onde x; é a primeira

coordenada do vetor-mie x € \;(E)" \ X\;(F). Como

T _yl ZIJ €155
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onde e; € ¢y, entao é imediato que 0 < w < T'(ey). Contudo, 0 # w € A\;(E) e portanto

Considerando A = £, com a funcao de Orlicz ¢ como no Exemplo 4.3.8, temos

o seguinte corolario.

Corolario 4.3.19. Sejam E um reticulado de Banach e ¢ uma funcio Orlicz que satisfaz

a Az-condigio no zero, possui fungdo complementar ¢ e ¢(1) = 1. Entdo (7(E) \ (3(E) ¢

vazio ou completamente reticuldvel.

Para A =/,, 1 < p < 00, é possivel ir um pouco mais adiante.

Corolario 4.3.20. Sejam E um reticulado de Banach que nao € isomorfo a um AL-espago

el <p<oo. Entio (;(E)\ (,(E) é completamente reticuldvel.

Demonstragdo. Para verificar que £7(E)\ £,(E) é completamente reticuldvel, pelo Teorema
4.3.18, basta provarmos que £, (E) \ £,(E) # . Pela Proposigao 4.3.12 sabemos que a

inclusao i: £,(E) — £ (E) é um operador linear continuo entre espacos de Banach.

Suponha que ,(E) = (7 (E). Entdo a inclusdo i: {,(E) — (7 (E) é sobrejetora
e consequentemente é um isomorfismo pelo Teorema da Aplicagdo Aberta (veja Teorema
1.5.2). Com isso, £,(E) e {7 (E) sdo espacos de Banach isomorfos e temos a seguinte cadeia

de isomorfismos:
0,80 -2 0,(B) —5 (5(E) 15 0,8 B,

onde S é o isomorfismo isométrico cuja existéncia vimos na Observacao 4.3.10 e T' é o
isomorfismo isométrico de reticulados cuja existéncia vimos na Proposicao 4.3.11. Segue
que (,&, F e €p®|ﬂE sao isomorfos. Pela Proposicao 3.1.23, concluimos que ¢, ou F ¢é
isomorfo a um AL-espaco, gerando assim uma contradigao. Portanto 7 (E) \ £,(E) # 0 e,

consequentemente, (7 (E) \ £,(F) é completamente reticulével. O

Finalizamos este capitulo com um resultado relacionado aos produtos tensoriais.
Vamos esclarecer primeiramente como €p®,,E pode ser identificado com um subespaco
vetorial de €p®|ﬂ|E . Seguiremos as mesmas notacoes usadas na demonstracao do Corolario
4.3.20. O operador
At ly,x E— 6,8 F , Alt,y) =t®y,

é bilinear e continuo. Assim, sua linearizacao
Ar: €p®7rE — €p®|ﬁ|E,

¢ um operador linear e continuo tal que A.(t®y) =t ® y para todos t € £, e y € E.
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Para todos os * € E et = (t;)52, € {p, tanto o isomorfismo isométrico
S: £,@.E — £,(E) quanto o isomorfismo isométrico de reticulados T : bR B —

£, (E) aplicam o tensor (;)52, ® = na sequéncia (t; ® )72, (veja [17, 22]).

Assim, A e T'oi0.S coincidem nos tensores elementares ¢t ® x. A unicidade da
linearizacao de um operador bilinear continuo nos garante que Ay, = T oi0 S, de onde
segue que Ay é injetivo. Portanto, podemos identificar Ep@),rE com o subespaco vetorial
Ap(0,®,E) de €p®|ﬂ|E.

Lema 4.3.21. Sejam u: E — F' um isomorfismo de reticulados entre os reticulados de
Banach E e F, X um subconjunto de E e Y um subconjunto de F tais que Y C u(X). Se

E\ X é completamente reticuldvel, entao F'\'Y também é completamente reticuldvel.

Demonstracdo. Seja Z um subreticulado de dimensao infinita e fechado de E tal que
ZNX C {0}. Entdao u(Z) é um subreticulado de dimensdo infinita e fechado de F. E

suficiente mostrar que u(Z)NY C {0}. Como u ¢é injetivo,
wZ)NY Cu(Z)Nu(X) =u(ZnNnX) Cu({0}) = {0}.

O

Considerando £,&,E como um subespaco vetorial de €p®|ﬂE da maneira

descrita acima, temos o seguinte.

Corolario 4.3.22. Sejam E um reticulado de Banach nao isomorfo a um AL-espaco e

1 < p < oo. Entio ((,@:E)\ ((,&0,E) é completamente reticuldvel.

Demonstracdo. Sejam i, A, S e T como nos paragrafos anteriores. Temos entao que
T: (5(E) — £,@:E ¢ isomorfismo de reticulados, £,(E) ¢ um subespaco de (7 (E),
(7 (E)\p(E) é completamente reticulédvel pelo Corolario 4.3.20 e AL ((,®-E) ¢ o subespago

de €p®|ﬂE que estamos identificando com £,®,E. Como
Ap(l,2,F) =T oioS(l,@,E) = T({,(E)),

o Lema 4.3.21 nos garante a reticulabilidade completa de ((,® E) \ ((,@-E). O
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