an,
a¥

UNICAMP

ELEN VIVIANI PEREIRA SPREAFICO

NOVAS IDENTIDADES ENVOLVENDO OS
NUMEROS DE FIBONACCI, LUCAS E
JACOBSTHAL VIA LADRILHAMENTOS

CAMPINAS

2014



i



an,
a¥

UNICAMP

UNIVERSIDADE ESTADUAL DE CAMPINAS

Instituto de Matematica, Estatistica e
Computacao Cientifica

ELEN VIVIANI PEREIRA SPREAFICO

NOVAS IDENTIDADES ENVOLVENDO OS
NUMEROS DE FIBONACCI, LUCAS E
JACOBSTHAL VIA LADRILHAMENTOS

Tese apresentada ao Instituto de Matematica, Es-
tatistica e Computagao Cientifica da Universidade
Estadual de Campinas como parte dos requisitos exi-
gidos para a obtencao do titulo de Doutora em Ma-

tematica Aplicada.

Orientador: Prof. Dr. José Plinio de Oliveira Santos

Coorientador: Prof. Dr. Robson Silva

ESTE EXEMPLAR CORRESPONDE A VERSAO FINAL
DA TESE DEFENDIDA PELA ALUNA ELEN VIVIANI PE-
REIRA SPREAFICO E ORIENTADA PELO PROF. DR. JOSE
PLINIO DE OLIVEIRA SANTOS

Assinatura do Orientador

- ,;:.;7,.7/{/; 3;_ , =

Assinatura do Coorientador
) A

CAMPINAS
2014

il



Ficha catalogréafica
Universidade Estadual de Campinas
Biblioteca do Instituto de Matematica, Estatistica e Computacgdo Cientifica
Maria Fabiana Bezerra Muller - CRB 8/6162

Spreafico, Elen Viviani Pereira, 1986-
Sp77n Movas identidades envolvendo os nimeros de Fibonacci, Lucas e Jacobsthal
via ladrilhamentos / Elen Viviani Pereira Spreafico. — Campinas, SP : [s.n.], 2014.

Orientador: José Plinio de Oliveira Santos.
Tese (doutorado) = Universidade Estadual de Campinas, Instituto de
Matematica, Estatistica e Computagdo Cientifica.

1. Identidades combinatorias. 2. Fibonacci, NOmeros de. 3. Lucas, Numeros
de. 4. Jacobsthal, Nimeros de. 5. Ladrilhamento (Matematica). |. Santos, José
Plinio de Oliveira,1951-. ll. Universidade Estadual de Campinas. Instituto de
Matematica, Estatistica e Computacio Cientifica. |1l. Titulo.

Informacbes para Biblioteca Digital

Titulo em outro idioma: New identities involving Fibonacci, Lucas and Jacobsthal numbers
using tilings

Palavras-chave em inglés:

Combinatorial Identities

Fibonacci numbers

Lucas numbers

Jacobsthal numbers

Tiling (Mathematics)

Area de concentragio: Matematica Aplicada
Titulagao: Doutora em Matematica Aplicada

Banca examinadora:

José Plinio de Oliveira Santos [Orientador]

Marcelo Firer

Sueli Irene Rodrigues Costa

Rommel Melgaco Barbosa

Eduardo Henrique de Mattos Brietzke

Data de defesa: 11-11-2014

Programa de Pés-Graduagido: Matematica Aplicada

v



Tese de Doutorado defendida em 11 de novembro de 2014 e aprovada

Pela Banca Examinadora composta pelos Profs. Drs.

) e

Prof(a). Dr(a). JOSE PLINIO DE OLIVEIRA SANTOS

Prof(a). Dr(a). MARCELO FIRER

7 )
J: &) £ 7Lc-.ﬂ

-

Prof(a). Dr(a). SUELI IRENE RODRIGUES COSTA

Pl?{a). Dr(a).[ROWﬁL MELGACO BARBOSA

AN | ,_ . ,
(’///( /{/ ;\/'Lfi""b"\/)tu“ \ DA 'L_jb

Prof(a). Dr(a). EDUARDO HENRIQUE DE MATTOS BRIETZKE




vi



Abstract

In this work we present combinatorial proofs by making use of tilings. In the first part we use
tilings to prove some identities on Partitions Theory, including Triangular Numbers’ Theorem and
q—analogue of ¢g—Binomial Theorem. In the second part we present combinatorial interpretations,
using tilings, for some identities involving Jacobsthal numbers and generalized Jacobsthal numbers.
Next we find new identities involving an g—analogue of Jacobsthal numbers and generalizations
for these new identities. Finally, we define two new sequences: generalized Fibonacci numbers and
generalized Lucas numbers, and using tilings, we prove new identities involving these numbers.

Keywords: Combinatorial Identities, Fibonacci numbers, Lucas numbers, Jacobsthal numbers,

tilings.

Resumo

Neste trabalho, colaboramos com provas combinatoérias que utilizam a contagem e a g—contagem
de elementos em conjuntos de ladrilhamentos com restricoes. Na primeira parte do trabalho utiliza-
mos os ladrilhamentos para demonstrar algumas identidades da teoria das particoes, dentre elas, o
Teorema dos Ntumeros Triangulares e o Teorema g—anéalogo da Série ¢—Binomial. Na segunda parte
do trabalho apresentamos interpretagoes combinatérias, via ladrilhamento, para algumas identida-
des envolvendo os nimeros de Jacobsthal e os ntimeros generalizados de Jacobsthal. Na terceira
parte do trabalho sao dadas novas identidades envolvendo os nimeros g-analogos de Jacobsthal e
encontramos generalizagoes para essas novas identidades.

Por fim, definimos duas novas sequéncias: numeros de Fibonacci generalizados e nimeros de
Lucas generalizados e, utilizando ladrilhamentos, estabelecemos e demonstramos novas identidades
envolvendo esses ntimeros.

Palavras-chave: Identidades combinatoérias, Ntimeros de Fibonacci, Numeros de Lucas, Niimeros

de Jacobsthal, ladrilhamentos.
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INTRODUCAO

Para lidar com fungoes aritméticas f(n), n inteiro nao negativo, dentro da Teoria Aditiva dos

Numeros, usa-se do recurso de uma funcao geradora tipicamente da forma

F(q) =) f(n)q"
n=0

Apesar de haver muitas provas elegantes usando propriedades de fungoes geradoras, ainda ha
o interesse em compreender combinatorialmente as fungdes f(n).

Em 1969 George Andrews desenvolveu o cédlculo para funcao particao. Ele estabeleceu as
técnicas da teoria elementar de séries hipergeométricas basicas em termos aritméticos. Idealmente,
ele queria provar teoremas envolvendo séries hipergeométricas usando bijecao. Através desses es-
tudos Andrews estabeleceu uma prova bijetiva para o Teorema g—Binomial, uma peca chave das
séries hipergeométricas. E assim mostrou como interpretar combinatorialmente cancelamentos de
produtos finitos, uma manipulacao frequente nesta area.

Em 1987, J. T. Joichi and D. Staton em [13], adotou a seguinte convengao para provas bijetivas
de uma identidade: para mostrar que F(q) = G(q) é necesséario encontrar dois conjuntos A e B,

com pesos wi(A) e wy(B), tais que

F(g) =Y wi(a) e G(q) = > _ wi(b)

acA beB
e existe uma bijecdo ® : A — B que preserva peso, wi(¢(A)) = wi(¢(B)). Os conjuntos A e
B podem ser infinitos. Neste caso assume-se que A e B sdo unides enumerdveis de subconjuntos
finitos e que ® é uma bijegao entre esses conjuntos finitos. Assim, a identidade F'(q) = G(q) fica

estabelecida. O método funcionou para varias identidades cujas provas analiticas sao consideradas



faceis, enquanto para as identidades com provas consideradas dificeis muitas bijeces e involucoes

foram e sao requeridas. Por exemplo, a Transformacao o®1 :

oo n—1

(1 —ag’)( l—bqj) j (l—abzq /c (1 —cq’/a)(1 —cqg?)/b ;
E 2 = E abz/c)’
< 031_[0 — (1 = cgd) }_[0 (1— = 0;1_[0 — @t (1 — eqd) (abz/c)

tem uma prova bijetiva que requer aplicacdo de 6 bijecOes e 23 involugoes. Ao longo dos anos
seguintes houve varias contribuicoes de provas de identidades usando este método sobretudo, com
aplicagoes em conjuntos de particoes.

A abordagem com o uso de ladrilhamentos, apesar de nao ser inédita,[15], [7], [5], [4], [19], quebra
com alguns paradigmas. O primeiro fato é de que paramos de contar e passamos a g—contar, ou
seja, obtemos como resultados de contagem polinémios e séries formais ao invés de niimeros.

Outra mudanca significativa é a utilizacao de tabuleiros ladrilhados que se mostram objetos
versateis para operacoes. Nesse sentido, podemos provar muitas identidades complicadas e pouco
esclarecedoras com uso de outros objetos como o Grafico de Ferrers; de forma simples e mantendo
a visao combinatoria do problema.

Na primeira parte do trabalho utilizamos os ladrilhamentos para demonstrar algumas identida-
des da teoria das particoes, dentre elas, o teorema g—andlogo da série g—binomial e uma extensao do
teorema g—binomial. Na segunda parte do trabalho demonstramos interpretacées combinatorias,
via ladrilhamento, para algumas identidades envolvendo os nimeros de Jacobsthal e os niimeros
de Jacobsthal generalizados. Em seguida vamos provar novas identidades envolvendo os niimeros

g-analogos de Jacobsthal, niimeros de Fibonacci generalizados e nimeros de Lucas generalizados .



CAPITULO 1

DEFINICOES, LADRILHAMENTOS
E ¢-CONTAGEM

Neste capitulo definimos os objetos combinatérios e ferramentas que utilizaremos durante o
trabalho. Primeiramente iremos definir os objetos que utilizamos: tabuleiro e pecas; e apresentar
algumas técnicas basicas de manipulacao desses objetos para provar identidades. Em seguida,
introduzimos a nogao do peso de pecas e de ladrilhamentos, apresentamos a ideia de g—contagem
que lhe é associada e definimos a operacao chamada de projecao de pecas no tabuleiro. Por fim,
definimos as sequéncias de nimeros, e suas relagoes de recorréncia, que usamos ao longo do trabalho.
Em meio as apresentacoes e definicoes discutiremos alguns exemplos para facilitar o entendimento.

No segundo capitulo usaremos as seguintes notacoes:

n

(a;q)n = [J(1 — ag™),

i=1

[e.9]

(a:q)ee = [J (1 = ag ™).

=1

1.1 Tabuleiros, Ladrilhamentos e Ladrilhos

Os tabuleiros (coberturas, pisos) sao formados por quadrados 1 x 1 que sao chamados de suas

casas ou células. Essas casas podem ser numeradas e essa numeracao determina posicoes.



Utilizamos, essencialmente, dois tipos de tabuleiros. O primeiro é o tabuleiro finito que possui
apenas uma quantidade finita de casas. O segundo tipo é o tabuleiro infinito que possui um numero
infinito de casas.

Por conveniéncia, neste trabalho os tabuleiros finitos sdo da forma 1 x n e podem ter posicoes
numeradas de 1 an, oude 0 a n—1. Os infinitos sdo da forma 1 x 0o, e podem ter posi¢coes numeradas
comecgando do ntimero 1 ou do nimero 0. Podem, ainda, haver casos onde temos tabuleiros infinitos
para ambos os lados.

Denominamos pecas ou ladrilhos os objetos que usamos para preencher ou cobrir um tabuleiro.
Neste trabalho utilizaremos as seguintes pegas: quadrados de formato 1 x 1, dominés de formato
1 x 2 e retangulos de formato 1 x k, todos de cores variadas.

Por vezes, serd til considerar a possibilidade de que em cada posicao possamos empilhar pecas.

Dado um tabuleiro e certas pegas, chamamos de ladrilhamento a uma maneira T de ladrilhar
completamente o tabuleiro com as pecas t sem que reste qualquer casa nao preenchida e sem que
pecas se sobreponham. Usamos o termo n—ladrilhamento com certas pecas para denotar uma
maneira 1" de ladrilhar um tabuleiro finito de ordem 1 X n com essas pecas.

Uma particao A de um inteiro positivo n consiste em uma sequéncia de inteiros positivos A\; <
A2 <--- < Aj, onde os \; sao denominados as partes da particao A e a soma das partes da particao

deve ser igual a n definida por

D VIRED PRy

I
U

Associada a um ladrilhamento estda uma particao, onde a partes da particdo sao representadas

pelas casas ocupadas por pecgas determinadas.

Exemplo 1.1. Considere um tabuleiro 1 x 5, ladrilhado com quadrados brancos e pretos dado na
Figura 1.1. Se considerarmos as partes da particao representadas pelas casas ocupadas por pe¢as

pretas, temos a associagdo deste ladrilhamento com a particao de 9, 2+ 3 + 4.

N |

1 2 3 4 5

Figura 1.1: Ladrilhamento 1 x 5 associado a particao 2+ 3 + 4

Exemplo 1.2. Temos na Figura 1.2 o ladrilhamento infinito com posi¢coes numeradas comegando
do 0 com quadrados pretos e brancos onde podemos empilhar pecas pretas. Note que na posicao 4

temos dois quadrados pretos empilhados.



01 2 3 45 6 7 8 9

Figura 1.2: Ladrilhamento infinito

A posicao de um dominé ou de um retangulo 1 x k sera definida pela primeira casa que ocupa.

Exemplo 1.3. Temos na Figura 1.8 um 8—ladrilhamento com quadrados brancos, dominds cinzas

e retangulos 1 x 3 pretos. Note que temos um domind cinza na posicao 3 e um retangulo preto na

1 2 3 4 5 6 7 8

posicao 6.

Figura 1.3: Ladrilhamento 1 x 8

Dizemos que um n—ladrilhamento é separdvel (quebravel) na k—ésima casa se for possivel
decompo-lo em dois ladrilhamentos, um cobrindo as células 1 até k, e outro cobrindo as células
k + 1 até n—ésima célula. Caso contrario, dizemos que o ladrilhamento é nado separdvel (nao

quebréavel) na k—ésima casa.

Exemplo 1.4. Por exemplo, o ladrilhamento da Figura 1.4 de tamanho 10 € separdvel nas posicoes

2,3,4,6,7 €9 e nao separdvel nas posicoes 1,5 e 8.

1 2 3 4 5 6 78 9 10

Figura 1.4: 10—ladrilhamento



Considere dois ladrilhamentos de ordem n. O primeiro com casas numeradas de 1 a n e o
segundo com casas numeradas de 2 a n + 1. Dizemos que existe uma falha na posicao i se ambos
os ladrilhamentos sao separaveis na posicao i. Em outras palavras, nenhum dos ladrilhamentos
possuem um dominé ou um retangulo na posigao i. Observe que existira falha na posicao 1 quando
o primeiro ladrilhamento for separavel nesta posicao. As caudas de um par de ladrilhamentos sao
definidas como as pecas que ocorrem depois da ultima falha.

Em algumas demonstragoes usaremos uma das técnicas definidas em [4] chamada tail swapping,

que em portugués pode ser traduzido como trocando caudas.

Exemplo 1.5. Na Figura 1.5 temos um par de ladrilhamentos de ordem 10 onde € feito o processo
de trocar caudas. Apds o processo descrito na Figura 1.6 obtém-se um par de ladrilhamentos onde

um deles tem ordem 11 e outro 9.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

Figura 1.5: Par de ladrilhamentos de tamanho 10 com falhas nas posicoes 1,2,4 e 7

Figura 1.6: Par de ladrilhamentos da Figura 1.5 apds a troca de caudas.

Considere um tabuleiro circular com n posigoes rotuladas no sentido horario e todas as maneiras
de preenché-lo utilizando quadrados 1 x 1, dominds “curvos” 1 x 2 e retangulos “curvos” 1 x k,
de diversas cores. Chamamos n—bracelete ou bracelete de tamanho n a uma maneira de fazer tal

cobertura, ou ainda, um n—bracelete é um ladrilhamento circular com n células.



Neste trabalho iremos somente utilizar as pecas: quadrados 1 X 1 e dominds “curvos” 1 x 2 de
diversas cores.
Um bracelete é chamado fora de fase quando um dominé cobre as células n e 1, caso contrario

é chamado em fase.

Exemplo 1.6. Na figura 1.7 temos um bracelete fora de fase de tamanho 7 com quadrados brancos

e dominds pretos.

Figura 1.7: Bracelete fora de fase

Neste trabalho fazemos contagens de conjuntos de ladrilhamentos para provar identidades.
Os passos que utilizamos sao contar os ladrilhamentos de duas formas diferentes ou operar com
bijecoes e involugoes sobre o conjunto de ladrilhamentos determinando um outro conjunto de mesma

cardinalidade e entao estabelecer as identidades.

1.2 Peso e g-Contagem

A g—contagem é uma generalizacao do conceito de contagem usual. Este conceito sera ilustrado
por meio de um exemplo.
Considere o conjunto X = {C, E, H}. Este conjunto possui trés elementos, entao | X |= 3. Em

notacao matematica podemos escrever

1 X1=)1,

zeX
ou seja, para cada elemento do conjunto X associamos o numero 1 na contagem total. Suponha
agora que cada elemento possua um peso qualquer, nao necessariamente igual a 1. Seja ele w(z) =
¢', onde i é igual a ordem de cada letra correspondente no alfabeto, e ¢ é uma variavel. Temos que

a letra C é a terceira letra, E a quinta e H a oitava letra do alfabeto. Assim temos

Y w(z) = w(C) +w(E) +w(H) = ¢+ ¢ + "
reX



A escolha dos pesos como w(x) = ¢' ndo é aleatério. Observemos que se ¢ assumir o valor igual
a 1 obtemos a contagem usual do conjunto X, e portanto a g—contagem refina as informagoes que
temos a respeito do conjunto X.

Neste trabalho, fazemos a contagem com peso de elementos de conjuntos de ladrilhamentos.
Abusando da linguagem utilizaremos o termo g—contagens de elementos de conjuntos de ladrilha-
mentos. Este tipo de contagem diferencia da anterior pois agora obteremos identidades envolvendo
polinémios na varidvel ¢ que possuem interpretagao combinatéria em termos de conjunto de ladri-
lhamentos com peso.

Antes de definirmos o peso de um ladrilhamento 7', introduzimos o peso dos ladrilhos ¢ do
ladrilhamento. Tipicamente, definimos o peso de uma pecga t que é um quadrado branco como
sendo a unidade w(t) = 1. O peso das demais pecas é tipicamente dado em termos de sua cor e da

posicao i que ela ocupa. Assim, o peso do ladrilhamento T' é definido por

w(T) = [ w®).

teT
Dado um conjunto de ladrilhamentos X, a g—contagem deste conjunto é definida por

| X [q= Z w(T).

TeX

Exemplo 1.7. Considere o ladrilhamento T, de ordem 1 X 5, com quadrados brancos e pretos dado

na Figura 1.8 . Seja t um ladrilho que ocupa a posi¢ao i. Definimos o peso desta peca por

1, caso t seja um quadrado branco;
w(t) =

q¢*, caso t seja um quadrado preto na posicdo i,

.

1 2 3 4 5

Figura 1.8: Ladrilhamento 1 x 5.

entdo o peso deste ladrilhamento serd w(T) = q

Exemplo 1.8. Considere X o conjunto de todas as possiveis coberturas de um tabuleiro de ordem

1 x 3, com quadrados brancos e pretos. Definimos o peso das pecas por

1, caso t seja um quadrado branco;
w(t) =

¢*, caso t seja um quadrado preto na posicdo i,

entdo | X |[;=1+q+q¢*+2¢>+ ¢ + ¢



Ao efetuarmos as g-contagens faremos uso da soma finita dos n primeiros termos de uma série

geométrica de razao ¢ e primeiro termo aj, ou ainda,

1 - 1 a1(1—q")
DY n— P 1= e _—,
(a1 +a1g+---+aqg"") Zalq 1—¢
i=1
Além disso utilizamos a convergéncia para | ¢ |[< 1 da soma infinita

1
(1-q)

[e.9]
(1+q+q2+q3+...+qn+...):Zqi:
1=0

1.3 Operacao Projecao

O conceito de projegao, definido e utilizado nos artigos [19] e [7], é a ideia de mover pecas no
ladrilhamento. As pecgas que podem ser movidas sao chamadas pecas projetdveis. A operacao de
projetar satisfaz:

© a projecao nao acrescenta nem remove pecas do ladrilhamento, ou seja, as pecas serao apenas
espalhadas;

o a ordem de aparecimento (da esquerda para a direita) das pecas projetaveis nao se altera, ou
seja, uma pecga projetdvel nao pode “pular por cima” de outra pega projetavel;

© o peso final do ladrilhamento apds a projecao se altera apenas com uma multiplicagdo por
constante (peso da projecao) que independe de qual peca foi projetada e de qual era a sua posicao;

© apds uma projecao, a peca projetada “pula por cima” sempre da mesma quantidade de pecas
brancas da tultima peca projetada.

A 1ltima propriedade ndo é necessaria para definir projecao, apenas a exigimos nos casos onde
deseja-se ter um controle sobre o nimero de pecas brancas a esquerda e a direita da pecga projetével.
Também é importante ressaltar que esta defini¢ao se aplica em geral ao caso de ladrilhamentos sem
pecas empilhadas. No entanto, se considerarmos uma ordem de aparecimento de pecas, da esquerda
para a direita, de baixo para cima, a defini¢ao também pode ser aplicada em ladrilhamentos com
empilhamento.

Agora, vamos definir a operagdo denominada projetar todas as pecas juntamente. Seja um
tabuleiro infinito 1 X 0o, com um ladrilhamento 7', onde sao escolhidas certas pecas projetaveis
{t1,t2,- - tn}, que ocupam as posigoes i1 < iy < -+ < iy

Primeiramente, considere a operacao de projetar a ultima peca projetavel ¢, uma quantidade
igual a p, > 0 de vezes. Em seguida, projetamos a pentltima pega projetavel uma quantidade
igual a p,—1 > 0 de vezes, com a restricao de que p, > p,_1. Assim, sucessivamente, até a primeira

peca projetavel, obtendo a restricao 0 < p; < pg < -+ < py.



n

Se o peso da projecao for igual a ¢* entdo, como realizamos exatamente ij projecoes, o
j=1

ladrilhamento final 7" terd peso

w(T’) — (qk)pl+p2+"’+pnw(T).
Assim, projetar todas as pecas juntamente consiste em considerar todas as possibilidades de
ladrilhamentos obtidos através de operacoes deste tipo. A g—contagem de todas as possibilidades

é dada por

Z (qk)plﬂ’?*”'p“w(T)

0<p1<p2<---<pp

= > ()M (T)

A particao em <n partes
= > (") w(T)
X partigao em partes <n

w(T)
(1—¢*)(1—g?)---(1—qF)

Assim, segue o resultado abaixo.

Teorema 1.9. Dado um ladrilhamento T de ordem 1 X oo, com uma projecdo definida de peso

qk, com n pegas projetdveis, que aparecem na ordem como {ti,ta,---ty}, entdo a q—contagem da

operagao de projetar todas as pecas projetdveis juntamente é dada por

w(T)
(¢ 4")n
Para exemplificar, vamos mostrar uma prova dada em [19] da seguinte identidade cldssica da
Teoria das Particgoes.
Teorema 1.10. Para a varidvel q, vale a sequinte identidade
~ X n(n+1)/2

iy _ q
H<1+q>_7§ (@@

i=1
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Demonstragao: Consideremos o conjunto X cujos elementos sao todos os possiveis ladrilhamen-
tos de um tabuleiro infinito de ordem 1 x oo, com as pegas: quadrados pretos e brancos. Dado um

ladrilho ¢ na posicao i, defini-se o seu peso por

1, caso t seja um quadrado branco;
w(t) =

q¢', caso t seja um quadrado preto na posicao i.

Vamos g—contar este conjunto de duas maneiras.
Primeiramente, em cada posicao colocamos um quadrado branco ou um quadrado preto. Como
cada posigao i é independente e contribui com o fator (1 + ¢*), a g—contagem de todas as escolhas

possiveis é igual a

o0

| X =+

i=1
Por outro lado, seja X;,, o conjunto de todos os ladrilhamentos com n pegas pretas. Para
g—contar este conjunto, considere n pecas pretas nas posigoes iniciais {1, 2, - - - ,n} do ladrilhamento.

Este ladrilhamento 7" tem peso igual a

w(T) _ q1+2+~~+n _ qn(n+1)/2.

Agora, se considerarmos como projetaveis as pecas pretas e definirmos como projecao a troca
de uma pecga preta por uma pecga branca que lhe sucede, caso haja uma peca branca, podemos
projetar todas as n pecas projetaveis juntamente do ladrilhamento T

Assim, como o peso desta projecao € ¢, pelo Teorema 1.9 teremos a g—contagem de X,, dada

por

w(T) qn(n+1)/2
(¢, @n (@, On

Portanto,

n(n+1)/2

?

o0
| X o= Z\X o= Zq
n=0

e segue a identidade

n(n+1)/2

oo (e ¢]
H1+q Zq
=1

11



1.4 Definicoes

Ao longo do trabalho faremos uso da definicdo das seguintes sequéncias. Iremos definir a
sequéncia dos nimeros de Fibonacci deslocados de uma unidade para que a notacao na interpretagao
desses numeros como conjunto de ladrilhamentos com restrigoes fique conveniente.

Os numeros de Fibonacci sao definidos por Fy =1, F; =2, eparan > 2, F,, = F,_ 1+ F,,_o.

Os numeros de Lucas sao definidos por Lo =2,L1 =1,eparan > 2, L, =L, 1+ L,_o.

Os numeros de Pell sao definidos por Py =0,P, =1, e paran > 2, P, = 2P, 1+ P,_o.

O n—ésimo numero de Jacobsthal é definido por

para n > 0, e generalizando obtemos os niimeros da forma

s+1

9

onde n > 0 é um nimero natural e s > 0 é um nuimero real. Ainda podemos defini-los pela relagao

de recorréncia

Ji=0,J7=1,J,=(s=1)J;_ 1 +sJ;_5, n>2.
O n-ésimo numero de Jacobsthal-Lucas é definido por
jn =2" + (_1)71’

generalizando obtemos os nimeros da forma

onde n > 0 é um numero natural e s > 0 é um ntmero real. Ainda podemos defini-los pela relagao

de recorréncia

]8 = 27jf =8—= 17.7?1, = (S - 1)]781—1 +Sj’fL—27 n Z 2.

Em [14], uma generalizagao dos nimeros de Fibonacci F'(n, k) e uma generalizacao dos niimeros
de Lucas L(k,n) foram apresentadas. Esses niimeros, para inteiros k > 2 e n > 0, satisfazem as

seguintes recorréncias:

12



F(k,n)=n+1, forn=0,1,--- ,k—1;
F(k,n)=F(k,n—1)+ F(k,n—k), forn>k;
(1.1)

L(k,n)=n+1, forn=0,1,---,2k—1;
L(k,n)=(k—1)F(k,n— (2k—1))+ F(k,n— (k—1)), for n > 2k.
(1.2)

n 4 1516 | 7 8 9 10 11
In 5 |11 21| 43 | 8 | 171 | 341 | 683
In 17 [ 31 | 65 | 127 | 257 | 511 | 1025 | 2047

13121 34 | 55 | 89 | 144 | 233
13119 | 28 | 41 60 38
10 14 | 19 | 26 | 36 20
11 118 | 29 | 47 | 76 | 123 | 199
10 15 | 21 | 31 46 67
71 8 13 1 19 | 26 34

= =R = RO O
=R R R RO W W

(NN ||
Wl W W[ W | W W|ot| | N

Lot | | Ot Oy | GO

Tabela 1.1: Tabela de Sequéncias

Para n > 0, temos que F(2,n) = F,,, o n—ésimo numero de Fibonacci, e se n > 3, temos que
L(2,n) = Ly, o n—ésimo nimero de Lucas. Ressaltamos que neste trabalho serao definidas duas
novas sequéncias a partir das generalizagoes apresentadas em [14], sequéncias essas que estabelecem

novas identidades.
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CAPITULO 2

PROVAS VIA LADRILHAMENTO
DE IDENTIDADES ENVOLVENDO
SERIES HIPERGEOMETRICAS

Em 1987, J. T. Joichi and D. Staton estabeleceram provas bijetivas de identidades envolvendo
séries hipergeométricas bésicas em [13]. A estratégia proposta por eles foi a construgao de bijegoes
ou de involugoes. O método funcionou para varias identidades cujas provas analiticas sdo consi-
deradas faceis, enquanto para as identidades com provas consideradas dificeis, muitas bijecoes e
involucoes foram e sao requeridas. Por exemplo, como ja dito na Introducdo, a Transformacao
o®1 tem uma prova bijetiva que requer aplicacao de 6 bije¢oes e 23 involugbes. Ao longo dos anos
seguintes houve varias contribuicoes de provas de identidades usando este método sobretudo, com

aplicagoes em conjuntos de particoes.

Como conjuntos de ladrilhamentos podem ser associados a conjuntos de partigbes podemos
provar resultados cujas demonstragoes conhecidas usam artificios da Teoria de Particoes usando
ladrilhamentos. A inovacao estara na definicdo dos pesos das pecas e de operacoes que preservam
esses pesos. Neste capitulo iremos apresentar provas, via ladrilhamento, de algumas identidades
envolvendo séries hipergeométricas. Os Teoremas principais sao o Teorema dos Nimeros Triangu-
lares e 0 Teorema g—andlogo da Série Binomial. Faremos uso da operacao projecao, inclusive em

ladrilhamentos onde pode-se empilhar pecas, com pesos definidos para as pecas.

15



2.1 Teorema dos Numeros Triangulares

Os numeros triangulares sao dados na sequéncia 1, 3, 6, 10, . . ., se referindo ao niimero de pontos

de um arranjo triangular de lado crescente:

O j—ésimo nimero triangular é 1 +2+3+---+j = ‘7(‘7;—1)
Similarmente, os nimeros pentagonais sao 1,5,12,22, ..., referentes ao nimero de pontos de
um arranjo pentagonal de lado crescente:
. . o .
o o o o o o
o o e o o e o o
¢« o o e o o o
e o o e o o o

O j-ésimo pentigono consiste do j-ésimo triangulo no topo de um retangulo de base j e altura
j — 1. Portanto, o j-ésimo numero pentagonal é j(j + 1)/2 + j(j — 1), que simplificando fica
J(3j +1)/2.

Nao é supresa existir uma identidade com o nome de Euler uma vez que o mesmo foi um dos
mais produtivos matematicos da histéria. Uma versao analitica do Teorema do Ntimero Pentagonal

de Euler pode ser estabelecida como segue.
Teorema 2.1. (Teorema do Niumero Pentagonal de Euler)

(e}

> (=12 = (g50)ce

n=—oo
Este teorema tem um bela interpretacao combinatéria em termos de particoes dada por Legen-
dre.

Teorema 2.2. ( Versao Combinatorial do Teorema do Numero Pentagonal de Euler) Sejam D.(n)
o nimero de parti¢oes de n em um nimero par de partes distintas, e D,(n) o nimero de particoes

de n em um numero impar de partes distintas. Entdo
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D.(n) — Dy(n) = { (—1)7 sen=j(3j £1)/2 para algum inteiro j;

0 caso contrdrio.

Para esta versao do Teorema do Niimero Pentagonal de Euler existe uma prova conhecida dada
por Franklin em 1881.

No artigo [17] foi apresentada uma prova combinatéria do Teorema dos Numeros Triangulares
usando bijecdo entre conjuntos de partigoes. Apresentamos aqui uma prova usando a ideia de
demonstragao dada em [17] e bijegdo entre conjuntos de ladrilhamentos com pesos definidos com
sinal para as pegas. Para isso definimos operagoes que preservam peso sobre os conjuntos de

ladrilhamentos .

Teorema 2.3. (Teorema dos Numeros Triangulares) Para qualquer nimero complexo | q |< 1

i 1—q 1—q4)-~~(1—q 2 = Zq"(”;l)
== =¢%)-(1- (12"+1 '

Demonstracao: Sejam todas as possilidades de cobrir um tabuleiro 1 x co usando quadrados
brancos e quadrados pretos de forma que as pegas pretas nas posicoes impares podem ser empilha-
das, na primeira posicao tem um quadrado branco e a ultima posi¢ao preenchida é impar e tem
pelo menos uma pecga preta. Considere X o conjunto de todos os ladrilhamentos 1 X oo nessas

condigoes. Definimos o peso de um ladrilho ¢ na i—ésima posicao dado por

1,se t é um quadrado branco,
w(t) = —¢*,se t é um quadrado preto na posicdo par 1,

¢, se t é formado por [ quadrados pretos empilhados na posicao fmpar i.

Supondo que a ultima peca preta de um tabuleiro se encontra na posicao impar 2n + 1, de

2nt+1 percorremos as primeiras n posicoes pares e decidimos se colocamos uma peca preta ou

peso ¢
uma peca branca em cada célula. Cada uma dessas decisoes contribui com um fator independente

(1 —¢'), i par, logo temos

n
[[a-)=0-Aa-q"-1-¢")
i=1
De modo anslogo, percorremos as n primeiras posi¢oes impares # 1 e decidimos se colocamos

uma peca branca ou pecgas pretas em cada posicao. Como nestas posi¢goes podemos empilhar pecas

temos que a g—contagem serd dada por

n n

, . , 1
2i+1 | 22i+1) | 3(2i+1) L .y _

[IO+ @™+ 20 4+ P+ )*Hl_qziﬂ

i1 i=1
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Assim, teremos a g—contagem do conjunto X dada por

o0 n n 1
21 2 1
| X =) H(l_ql)xnl_iqzi-f-l "t
n=1 Li=1 i=1

i IT—)1 =g - (1—¢*) 5,41
(1=¢*)(1—=g°) - (1—g**) '

n=1
Agora vamos construir uma involucao ® (®?=Id) sobre um subconjunto X* de X. Para cada
ladrilhamento T' € X com [ > 1 pecas pretas empilhadas na tltima posicao 2n + 1, consideremos
dois nimeros inteiros > 2 que lhe sao associados: o primeiro é ig(T") que é a menor posigao de T’

ocupada por, pelo menos, uma pega preta; e o segundo ntimero é ng(7") dado por

(T) { 2l, se T'" tem um quadrado branco na pentltima posi¢ao 2n,
ng =

20 + 1, caso contrério.

Exemplo 2.4. No ladrilhamento da Figura 2.1 temos que io(T) = 2 pois a posi¢ao 2 é a menor
posicao ocupada por uma pe¢a preta e ng(T) =7 =2x 3+ 1, onde 8 é o nimero de pegas pretas

na ultima posicdo 7 e 1 € o numero de pecas pretas na posicdo 6.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 ...

Figura 2.1: Ladrilhamento com io(T) = 2, no(T) = 7 e peso ¢**

Para construir ® vamos fazer uso de operagoes intermedidrias. Uma delas denotaremos W :
X — X e serd definida em dois casos : dado T € X, no(T") = 2 ou ng(T) = 21 + 1. Assim temos:
1° Caso da operacgao intermediaria ¥: Dado T € X, se ng(T") = 2l entdo remova [ pegas

pretas da posicao 2n+1 e as empilhe na posigao 2n—1. Neste caso temos que o peso foi multiplicado

2n—1)(l+m)—(2n—-1)m—(2n+1)l _ -2

por em q( ¢ 2. onde m é o nimero de pecas pretas na posicao 2n — 1.

Exemplo 2.5. No ladrilhamento da Figura 2.2 temos que | = 3,no(T) = 6 = 2 x 3 e peso —¢>°

)

entao vamos remover as 3 pecas da posicao 7 e as empilhar na posicao 5, obtendo o ladrilhamento

30 2x3 —6

da Figura 2.3 com peso —q°°, mudanc¢a de peso em q~ =q
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2 3 4 5 6 7 8 9 10 ...

Figura 2.2: Ladrilhamento com io(T) = 2, ng(T) = 6 e peso —q*°.

II

2 3 4 5 6 7 8 9 10 ...

Figura 2.3: Ladrilhamento com io(T) = 2, ng(T) = 10 e peso —q°.

2° Caso da operacao intermediaria V: Dado T € X, se no(T") = 21+ 1 entao remova [ pecas
pretas da posicao 2n + 1 e a peca preta da posicao 2n e as empilhe na posicao 2n — 1. Neste caso

temos que o peso foi multiplicado por —g~2~1, e o sinal negativo veio do fato que a quantidade de

pecas pretas em posicao par descreceu em uma unidade.

Exemplo 2.6. No ladrilhamento da Figura 2.4 temos que | = 3,ng(T) =7 =2 x 3+ 1 e peso ¢**

entao vamos remover as 8 pecas da posi¢cdo 7 e a peca da posicdo 6, empilhando-as na posicao 5,

obtendo o ladrilhamento da Figura 2.5 de peso —q37, mudanca de peso em —q~2*3~1 = —¢77 .

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 ...

Figura 2.4: Ladrilhamento com ny(T") = 7, io(T) = 3 e peso ¢*
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 ...

Figura 2.5: Ladrilhamento com ngo(T) = 13, io(T) = 3 e peso —¢*7

Notemos que, apds a aplicacao da operagao ¥, temos que o valor de no(T) se mantém constante
ou aumenta, enquanto hd um decrescimento no expoente do peso. Além disso, ig(T) pode ser
modificado decrescendo seu valor. Por exemplo, consideremos este ladrilhamento da Figura 2.6.

Neste caso temos ig(T) = 6 e apds aplicar a operagio V teremos ig(T') = 5.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 ...

Figura 2.6: Ladrilhamento com no(T) = 7,io(T) = 6 e peso —¢*’

Seja [ o nimero de pecas pretas empilhadas na ultima posicao 2n + 1.

Observemos que se ig(T) = 2k e | < k temos duas opcoes. Se no(T") = 21 entao 2] < 2k, ou
ainda, no(T') < ig(T). Se ng(T) = 21+ 1 entdao, como 20+ 1 < 2k + 1 e 2k é o dltimo par antecessor
de 2k + 1, temos 2l + 1 < 2k < 2k + 1, e portanto no(T") < io(T).

Exemplo 2.7. Na Figura 2.7 temos io(T) =4 eng(T) =3 onde k =2 el = 1. Assim, io(T) = 2k
el <k o que implica em no(T) < io(T).
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 ...

Figura 2.7: Ladrilhamento com no(T) = 3,io(T) = 4 e peso ¢**

Agora, se ig(T) = 2k + 1 el < k+ 1 temos outras duas opgoes. Se ng(7") = 2! entdo como
2l < 2k + 2, e 2k + 1 é o 1dltimo impar antecessor de 2k + 2, temos também que no(T) < io(T),
e se no(T) = 20 + 1 entdo, como 21 + 1 < 2k + 3, temos 2/ + 1 < 2k + 1 < 2k + 3, e portanto
no(T) < io(T).

Exemplo 2.8. Na Figura 2.8 temos io(T) = 3 e no(T) = 3 onde k = 1 el = 1. E portanto
io(T)=2k+1 el <k+1, oqueimplica em no(T) < io(T).

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 ...

Figura 2.8: Ladrilhamento com ny(T") = 3,io(T") = 3 e peso —¢*'

Considere o subconjunto X’ C X definido por: T' € X' se, e somente se, io(T) = 2k entao | > k;
caso contrario, se io(1") = 2k + 1, entdao | > k + 1. Essa definicao garante que no(7") > io(T"), o que

possibilita a remocao de pecas pretas da ultima posicao 2n + 1.

Exemplo 2.9. Na Figura 2.9 temos um ladrilhamento em X', comio(T) = 3 eng(T) =7 = 2x3+1
onde k=1 ¢el=3.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 ...

Figura 2.9: Ladrilhamento em X' com no(T) = 7,io(T) = 3 e peso ¢*

A outra aplicacao intermediéria, chamada Q : X’ — X também serd definida em dois casos :

dado T € X', io(T) = 2k ou ip(T) = 2k + 1. Assim temos:
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1° Caso da operagao intermedidria Q: Dado T € X', se ig(T) = 2k, para algum ntmero
natural k, entao remova k pecas pretas da posicao 2n + 1 e as empilhe na posicao 2n + 3. Neste

caso temos a multiplicacdo do peso pelo fator ¢2*.

Exemplo 2.10. No ladrilhamento da Figura 2.10 temos que a menor posi¢cao preenchida com
quadrado preto € ig(T) = 2 x 1, entao vamos remover k = 1 peca da posicio 7 e a empilhar na

posicao 9, obtendo o ladrilhamento da Figura 2.11.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 ...

Figura 2.10: Ladrilhamento com ng(T) = 7,io(T) = 2 e peso ¢*?

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 ...

Figura 2.11: Ladrilhamento com no(T) = 2 e io(T) = 2 e peso ¢**

2° Caso da operagao intermedidria 2 : Se io(T) = 2k + 1, para algum nimero natural k,
entao remova k + 1 pegas pretas da posicao 2n + 1, coloque uma peca preta na posicao 2n + 2 e
empilhe as k pecas restantes na posicao 2n + 3. Neste caso temos temos a multiplicacao do peso

pelo fator —g2*+1.

Exemplo 2.11. No ladrilhamento da Figura 2.12 temos que io(T) = 2 x 1 + 1, entdo vamos
remover k+1 = 2 pecas pretas da posi¢do 7, colocar uma peca na posicdo 8 e uma peca na Posicao
9, obtendo o ladrilhamento da Figura 2.13.

Notemos que, apds a aplicagao da operagao €2, temos que o valor de ny(7") se mantém constante
ou descresce, enquanto ha um aumento no expoente do peso. Além disso, ig(7T") pode ser modificado
aumentando de valor.

Vamos agora a construgao de ® : X* — X*. Como ja dito, X* é subconjunto de X. Apés a
defini¢ao de ® mostraremos quais sao os ladrilhamentos de tal conjunto e a quais elementos de X

nao se aplica a operacao.
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 ...

Figura 2.12: Ladrilhamento com ny(T) = 7,io(T) = 3 e peso —¢*°

-

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Figura 2.13: Ladrilhamento com no(T) = 3,io(T) = 3 e peso ¢

Considere T" € X. Aplique a operacao intermediaria ¥ e obtenha um ladrilhamento inter-
mediario T%.
1° Caso da operagao ®: Caso no(T) < ig(T*) ou no(T) = ig(T*), com io(T™*) fmpar, entao

coloque uma peca preta na posigao ng(7") em 7.

Exemplo 2.12. No ladrilhamento da Figura 2.14 temos no(T) = 4 e ig(T) = 5, com peso

5X24T7Tx2

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 ...

q = ¢*

Figura 2.14: Ladrilhamento com no(T) = 4,io(T) = 5 e peso ¢**

Como no(T) = 2 x 2 € par, aplicando a opera¢ao ¥ (1% caso) que consiste em tirar as 2 pecas
pretas da ultima posicdo 7 e colocd-la na posicdo 5, obtemos o ladrilhamento intermedidrio T de
peso ¢*° da Figura 2.15:

Colocando uma pega preta na posicio no(T) = 4 obtemos o ladrilhamento final T' dado na
Figura 2.16.
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 ...

Figura 2.15: Ladrilhamento com no(T*) = 8,io(T*) = 5 e peso ¢*°

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 ...

Figura 2.16: Ladrilhamento com ng(7") = 8,i¢(T") = 4 e peso —¢*!

O peso do novo ladrilhamento T' é dado por —q¢*¢®** = —¢** com no(T") > io(T").

g2 = —w(T), para a

Em geral o ladrilhamento T terd peso dado por w(T") = w(T)(—q
aplicacdo do 1° caso da operacio ¥ (ng(T) = 21), e w(T") = w(T)(¢** 1) (—¢2~1) = —w(T) para
a aplicacdo do 2° caso da operacao ¥ (no(7T) =20+ 1).

Observemos que o ladrilhamento 77 € X, uma vez que io(T") = no(T) # 1 e a tltima posi¢ao
com pecas pretas continua sendo fmpar 2n — 1. Além disso, ng(T") > io(T") uma vez que, quando
vamos aplicar a ¥ temos que ng(7T™) = io(T™) e, apds a sua aplicagao temos que ng(7™) cresce ou

se mantém constante e ig(7™*) decresce ou se mantém constante. Definimos ®(7T") = T".

2° Caso da operagao ¢: Caso contrario, ng(7) > io(T*) ou no(T) = io(T*) com io(T™) par,
entdo retire uma peca preta da posicao ig(7") de T' e aplique a operacao 2 neste ladrilhamento
resultante.

Relembremos que a operacao intermedidria € é restrita ao conjunto X’ C X definido por
T € X', se ig(T) = 2k entdao | > k; caso contrério, se ig(T) = 2k + 1, entdo | > k + 1. Se, ao
retirarmos uma preta da posigao ig(7) e obtivermos um ladrilhamento 7* nao pertencente a X',

teremos ng(7T") < io(T") e voltamos ao caso anterior.
Exemplo 2.13. No ladrilhamento da Figura 2.17 abaizo temos no(T) =7 > ig(T) = 5, com peso
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 ...

Figura 2.17: Ladrilhamento ng(T) = 7,i0(T) = 5 e peso —¢*"

Aplicando a operacio U obtemos os sequinte ladrilhamento intermedidrio T* de peso —q°° dado

na Figura 2.18.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 ...

Figura 2.18: Ladrilhamento no(T*) = 5,io(T*) = 12 e peso ¢*°

Entao no(T) = 7 > io(T*) = 5. Assim retiramos um quadrado preto da posi¢io io(T) de T
32

obtendo o ladrilhamento da Figura 2.19 com peso —q

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 ...

Figura 2.19: Ladrilhamento no(T™*) = 7,io(T*) = 5 e peso —q>?

Aplicando a operagdo 2 no ladrilhamento resultante obtemos o ladrilhamento T final dado na

Figura 2.20 com peso ¢°'.
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Figura 2.20: Ladrilhamento ng(T) = 7,i0(T) = 5 com peso ¢,

Observemos que podemos ter ig(7T") par ou impar, e no caso impar, podemos ter varias pecas
pretas empilhadas em tal posi¢ao, portanto, retirando uma pega preta da posicao ig(7") obtemos o
ladrilhamento intermedidrio T com ng(T™*) = no(T") < io(T™).

De modo analogo, o novo ladrilhamento 7" pertence ao conjunto X uma vez que nao é colocada
peca preta na primeira posicdo e a ultima posicdo com pegas pretas continua impar. Assim,
definimos ®(7T") = T".

Notemos, também, que ng(T”) < io(T"). O peso de T" é dado por

1° Caso: Se io(T) = 2k teremos w(T") = w(T)(—q 2¥)¢** = —w(T).

2° Caso: Se ig(T) = 2k + 1 teremos w(T") = w(T) (¢~ 2* 1) (—¢?**1) = —w(T).

Assim, temos que a fungdo ® : X* — X* onde X* C X, é uma involugdo onde tem-se a
propriedade w(®(T")) = —w(T),V T € X*.

Vamos agora classificar os ladrilhamentos que nao pertencem a X*.

Considere o ladrilhamento que possui somente [ pegas pretas empilhadas na posi¢ao impar k.
Neste caso temos que ig(T") = k e ng(T") = 2. Como as paridades de ig(T') e no(7T') sao distintas tem-
se duas possibilidades: ng(7") > io(T") ou no(T") < ip(T), donde decorre as operagoes ja descritas.

No entanto, observemos que, nestes ladrilhamentos, quando temos ng(7)+1 = io(T") ou io(T') +
1 =no(T), ao aplicar a operagao ® nao obtemos ladrilhamento em X.

Se no(T)+1 = ig(T) entao, se colocarmos uma pega preta na posigao ng(7') e aplicar a operacao
U, teremos um ladrilhamento onde a ultima posi¢do com peca preta estd em uma posicao par k—1.
e portanto o ladrilhamento nao pertencera a X.

De modo andlogo, no caso de ig(T") + 1 = no(T"), tomemos, sem perda de generalidade, ig(7T) =
2m + 1 e no(T) = 2l. Assim temos | = m + 1 e se retirarmos uma peca preta da posigao ig(7T)

teremos somente m pecas o que impossibilita a aplicacao da operacao €.

Exemplo 2.14. O ladrilhamento dado na Figura 2.21 € um tipo de ladrilhamento ao qual ndo €
possivel aplicar a operacdo €.
Se retirarmos uma pe¢a da posicao ig(T) = 2 x 2+ 1 restardo apenas 2 pegas. Mas, para aplicar

a operacao intermedidria ), seriam necessdrias 3 pecas pretas.

Assim, o subconjunto ao qual ndo podemos aplicar as operacoes descritas é o formado pela
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 ...

Figura 2.21: Ladrilhamento T’

n+1
uniao dos ladrilhamentos que possui [ = % pecas pretas empilhadas na posicao impar n, ou

n
l = 5 pecas pretas empilhadas na posi¢ao impar n + 1. Tal subconjunto é g—contado por

Z w(T) = iq%
n=2

Tex/X*

Como @ é uma involugao, a soma dos pesos dos ladrilhamentos T' € X* se anulam, logo temos

que

[ X =Y w@+ Y w@)= Y w).

Tex* TeEX/X* TeEX/X*

o que completa a prova.

2.2 Teorema g—Andalogo da Série Binomial e

Aplicacoes

Inicialmente faremos uma prova, via ladrilhamentos, do Teorema ¢—Anélogo da Série Binomial.
A ideia usada para a construgao da prova bijetiva foi retirada dos artigos [6] e [24], onde usam-se
conjuntos de parti¢cbes. A diferenca estd no uso de conjuntos de ladrilhamentos e na construgao
dos pesos que sao mantidos pela bijecao. Em seguida listamos corolarios e teoremas que utilizam

a mesma construcao para serem provados via ladrilhamento.

Teorema 2.15. Para qualquer nimero complezo | q |< 1

1‘1‘2 (I1-a)(1—agq)-- (1—aq”*1)n:ﬁ(1—azq”).

(I-9(1l—-¢*)-(1—q")
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Demonstracao: Sejam todas as possilidades de cobrir um tabuleiro de tamanho n com casas
numeradas de 0 a n — 1, usando quadrados brancos e quadrados pretos onde as pecas nao podem
ser empilhadas. Considere X,, o conjunto de todos os ladrilhamentos nessas condicoes. Seja o peso

de um ladrilho ¢ dado por

w(t) = { 1, sg t é um quadrado branco,
—aq’, set é um quadrado preto na posicao i.
Como em cada posicao podemos colocar um quadrado branco ou um quadrado preto e a escolha
é independente de posigao, temos na g—contagem de | X,, |4, a contribuigdo do fator (1 — aq’), para

cada posicao 7, 0 < i <n — 1. Assim

| X |g= (1 —a)(1 —aq)--- (1 —ag" ™).

Exemplo 2.16. Para n = 10, temos o ladrilhamento da Figura 2.22 de peso a*q'® em Xi.

0 12 3 4 5 6 7 8 9

Figura 2.22: Ladrilhamento com peso a*q'® em X.

Definimos para n = 0 o ladrilhamento () € X de peso 1.

Agora, seja todas as possibilidades de cobrir um tabuleiro infinito com casas numeradas co-
mecando do nimero 0 usando quadrados brancos e exatamente n quadrados pretos onde podemos
empilhar pegas pretas. Considere o conjunto W,, dos ladrilhamentos infinitos nessas condigoes. Seja

o peso de um ladrilho ¢t dado por

m,mi

) 1,se t é um quadrado branco,
w(t) =
ZMg™ . se t é formado por m pecas pretas empilhadas na posigao 1.

Para g—contar | W, |, vamos inicialmente colocar n quadrados pretos empilhados na primeira
posigao 0. Este ladrilhamento T' pertence a W, e tem peso w(T) = 2"¢™0 = 2"

Considere como projetaveis as pecas pretas e defina como projegdo a operacao de substituir
a peca preta por uma peca branca, quando uma peca branca lhe sucede. Caso uma pilha de
quadrados pretos sucede a pega a ser projetada, a projecao sera definida como retirar a peca de
sua posicao e coloca-la sob a pilha.

Suponha uma peca preta na posigao ¢ a ser projetada. Se uma pega branca lhe sucede, projeta-

la mudara o peso da peca de z¢' para z¢'T! e portanto, o peso dessa operacio é g. Caso a peca
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preta na posicao i seja sucedida de uma pilha de tamanho j na posicao 7 + 1 teremos o peso dos
ladrilhos em i e i 4+ 1 dados por zqizdgi(it1) = 2it+1g(I+1)i+i  Apds a projecao teremos o peso dado
por 2iHt1gUtD0+1) — i+l G+Diti+1 oy seja, o peso dessa operacdo também é g.

No entanto, na posicao ¢ pode ainda haver uma pilha de pecas pretas, onde uma delas sera
projetada. Suponha que exista k pecas pretas empilhadas na posicao i sucedida de uma pilha de
tamanho j na posicao ¢ + 1. Projetando uma pega preta da posicao ¢ teremos a mudanga de peso
de 2F+i gki+ii41) — gilk+i)+i para Lkt gh=1)igl+1)(I+1) — galkti)+i+1,

Portanto, a projecao tem peso ¢, o que segue do Teorema 1.9

2" _ w(T)
1-¢9)(1—-¢)--1-q") (¢ Dn

‘ W, ’q:

No caso n = (0 teremos o ladrilhamento T coberto apenas por quadrados brancos de peso 1.

Exemplo 2.17. O ladrilhamento T da Figura 2.23 tem 7 pecgas pretas, pertence ao conjunto Wy

comn =17 e tem peso w(T) = 2"¢* ¢*¢**¢>5 = 27¢*.

-l

3 4 5 6 7 8 9

Figura 2.23: Ladrilhamento com n = 7, peso w(T) = 2"¢'¢*¢**¢>% = 27¢*.

Portanto, para n = 0 temos o tinico par (f),Ty) de peso 1 onde ) € Xy e T € Wy, com Tj o
ladrilhamento infinito cujas casas sao cobertas somente por quadrados brancos.
Para cada n # 0 fixado, temos que o ntimero de pares ordenados (T7,7*), com T € X,, e

T* € Wy, tem cardinalidade g—contada por

(1-a)(1—agq)---(1— aqn‘l)zn
(1-q¢)(1—=¢*)---(1—q")

Somando em n, obtemos




a funcao geradora para todos os pares de ladrilhamentos do tipo X,, X W,.

Fixado n inteiro nao negativo e k, 0 < k < n, sejam todas as possibilidades de preencher um
tabuleiro infinito com casas numeradas a partir de 0 dispondo das pecas: quadrados brancos e
exatamente k quadrados pretos, onde nao pode-se empilhar pecas. Seja My o conjunto de todos
ladrilhamentos nessas condigoes.

Agora, considere todas as maneiras possiveis de cobrir um tabuleiro infinito com casas nume-
radas a partir de 0 com as pegas: quadrados brancos e exatamente n — k quadrados pretos onde
pode-se empilhar pecas pretas. Seja Z,,_j o conjunto de todos os ladrilhamentos construidos nessas
condigoes.

Considere o peso de um ladrilho t € L', com L' € M}, dado por

1,se t é um quadrado branco,
w(t) =

—azqP,se t é um quadrado preto na posicao p.

e o peso de um ladrilho ¢ € L*, com L* € Z,,_}, dado por

m,mi

) 1,se t é um quadrado branco,
w =
2Mmq™ se t é formado por m pecas pretas empilhadas na posicao i.

Agora, a partir de cada um dos pares ordenados em X,, x W, vamos criar um novo par de
ladrilhamentos em My X Z,,_j, e vice versa. Esta operacao serd uma bijecdo que mantém o peso
dos pares ordenados associados.

Primeiramente, seja a ordenacao natural das n pecas pretas dos ladrilhamentos em W, : da

menor posicao para a maior posi¢ao, do nivel menor para a maior.

Exemplo 2.18. Na Figura 2.23 temos que o quadrado preto no nivel 1 da posi¢cao 1 é a pega de

ordem 1, enquanto o quadrado preto do nivel 2 da posicdo 4 € a peca de ordem 4.

Fixemos um par ordenado (77,7*), com T’ € X,, e T* € W,. Seja o conjunto formado por
todos os pares (i,7) onde 4, 0 < i < n — 1, é cada posi¢ao de T" coberta por um quadrado preto e
J é cada posicao de T™ coberta por um quadrado preto de ordem ¢ + 1. Observemos que para cada
7 temos um tnico j.

Em T* € W, para todos os pares (i, j), retire todas as pegas pretas de ordem i+ 1 empilhadas
na posicao j rearranjando esta nova pilha se necessario.

O novo ladrilhamento obtido de T* € W,, sera chamado L*.

Considere agora um tabuleiro infinito com posi¢des numeradas a partir do 0. Preencha com
uma pega preta cada posi¢ao i + j; para cada par (i,7), e o restante das posi¢oes com quadrados

brancos. Este novo ladrilhamento serd chamado L’.
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Observemos que se 0 <7 <n—1entao 1 < i+ 1 < n, onde n é o nimero de pecas em T*.
Assim, esta operacao estd bem definida.

Notemos também que se o nimero de quadrados pretos em um ladrilhamento 77 € X,, é
k,0 < k < n, entdao o par ordenado em My x Z,_ associado a (T',T*) serd (L', L*), onde L' € Mj,
tem exatamente k quadrados pretos e o niimero de quadrados pretos em L* € Z,, . é n — k.

O peso de cada ladrilho ¢t em L* € Z,_; é induzido pelo peso em W, ou seja,

’LU(t) - m_,mi

1,se t é um quadrado branco,
Z2Mq"™ se t formado por m pegas pretas empilhadas na posicao i.

De modo andlogo, o peso de cada ladrilho ¢t em L' € M, é induzido por ladrilhos em ladrilha-

mentos de X, e W,,, ou seja o ladrilho ¢t = ¢ + j tem peso

w(t) =

1,se t é um quadrado branco,
—aq'z¢? = —azq't se t é um quadrado preto na posicio i + j.

Portanto, segue exatamente o peso definido anteriormente.

Exemplo 2.19. Considere o par (T',T*) de ladrilhamentos dados nas Figuras 2.24 e 2.25 em

X100 x Wig :
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Figura 2.24: Ladrilhamento com n = 10 e peso w(T") = (—a)*¢' ™56 = a1¢'% em Xj,.

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Figura 2.25: Ladrilhamento com n = 10, peso w(T*) = 2% ®*@P¢* 1> ¢¥¢° = 27¢"* em Wy,

Ordenando as 10 pecas pretas de T™* teremos

e ordem 10: quadrado preto mo nivel 1 da posicdo 9;

e ordem 9: quadrado preto mo nivel 1 da posicdo 8;
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e ordem 8: quadrado preto mo nivel 8 da posicdo 6;
e ordem 7: quadrado preto no nivel 2 da posicao 6;
e ordem 6: quadrado preto mo nivel 1 da posicdo 6;
e ordem 5: quadrado preto no nivel 2 da posicdo 4;
e ordem J: quadrado preto mo nivel 1 da posicdo 4;
e ordem 3: quadrado preto no nivel 1 da posicao 3;
e ordem 2: quadrado preto mo nivel 1 da posicdo 2;

e ordem 1: quadrado preto mo nivel 1 da posicdo 1.

Agora, seja o quadrado preto na posicao i=1 em T'. Portanto, tomando o quadrado preto no
nivel 1 da posicdo j=2 como peca de ordem i +1 = 2 em T, retiramos esta peca em T* obtendo
L* € Zyp—4 e colocamos uma pe¢a preta na posicao i+ j = 1+ 2 = 3 do novo ladrilhamento
L' € My. Aplicando o processo para todos os elementos i no conjunto {1,4,5,6} obtemos o par final
associado (L', L*) € My x Z19—4 dado nas Figuras 2.26 e 2.27.

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Figura 2.26: Ladrilhamento L* € Zyg_4 w(L*) = 28¢t 3464819 — ;6431

0 12 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Figura 2.27: Ladrilhamento L' € My com peso w(L') = (—a)*z4g> 81112 = g4x4431,

Observemos que ambos os pares (T',T*) e (L', L*) possuem o mesmo peso a*z'0¢%.

Reciprocamente, seja (L', L*) € My x Zyg—4. Através do ladrilhamento L* e de um processo

iterativo usando as posigcoes com quadrado preto em L' iremos construir o par (T', T*) € X109 x Who.

Considere a ordenagao natural sobre as k pegas pretas do ladrilhamento L* e denote Lj a

posicao na qual a peca preta em L* de ordem p estd empilhada.
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Exemplo 2.20. Temos L; = 6, ou seja, a peca preta de ordem 5 em L* da Figura 2.26 estd

empilhada na posicdo 6.

Entao, para todo inteiro I > 0, existe um tnico inteiro ¢ tal que

Li<I—i<Li,

onde Ly = —o0 e L(;41) = 00. Defina a iteragao ¥ dada por

U(L*I)=(L,1),
onde
Ly, sel<p<y

Ly=<q I—i,sep=i+1;

L, i, sep>i+1.
Aplicando ¥ em um total de k vezes, tomando I igual a toda posicao com quadrado preto em
L’ obteremos, a cada passo, um nimero 4 que nos informa as posicoes com quadrado preto em 7",
e portanto teremos o ladrilhamento 7”. E o ladrilhamento L obtido ao final das k iteracoes serd T*.
De fato, isto segue pois a cada iteragao estaremos determinando o ntimero i para colocarmos um

peca preta de ordem p = ¢ + 1 na posicao j =1 —i.

Exemplo 2.21. Tome o par (L', L*) € My x Z19—4 dados nas Figuras 2.26 e 2.27. Entao aplicando
a operagio ¥ no par (L*,3), onde 3 é a primeira posi¢ao com quadrado preto em L', temos que
determinar © tal que

Observemos que nesse caso, somente para i = 1 teremos uma solug¢ao. De fato, se tomarmos

1 =0 teremos

Ly<3<Li,
mas L] = 1, o que é um absurdo. O mesmo ocorre para os valores i = 2,3,4,5,6. Portanto
(L*73) = (L17 1)7
onde

Ly, se1<p<1;
L}?: 3—1, sep=2;
1) S€ED > 2.

Ou seja, temos L' dado na Figura 2.28.

Sucessivamente teremos
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0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Figura 2.28: Ladrilhamento L.

o U(LY8) = (L% 4)

onde

Ly, sel<p<4
LIQ): 8 —4, sep=2>5;

Ll

1) S€EP> D.

Ou seja, temos L? dado na Figura 2.29.

i]]

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Figura 2.29: Ladrilhamento L?.

o V(L2 11) = (L3,5)

onde

2 .

Ly, sel<p<5;

Li=1< 11-5, sep=6;
L2

p—1, sep > 0.

Ou seja, temos L® dado na Figura 2.30.

ol |

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Figura 2.30: Ladrilhamento L3.
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o U(L312) = (L*6)

onde

L3, se1<p<6;
L;ﬁ: 12—-6, sep=T;
L3

b1, sep>T.

Ou seja, temos L* dado na Figura 2.81 .

0 12 3 4 5 6 7 8 9

Figura 2.31: Ladrilhamento L*.

Assim temos L* = T* e como i € {1,4,5,6} obtemos o ladrilhamento T".

Vamos, entao, g-contar My X Z,_r. Dado um ladrilhamento L' em M}, como 0 < j < oo, 0
numero de pecas de L' é 1 < k < n < oo e cada posicao é independente, teremos para cada posicao
o fator contribuinte (1 — azq'). Assim temos que | My |, é o coeficiente de 2* na expansdo do

produto

oo

H(l —azq").

t=0
Por outro lado, temos os ladrilhamentos L* € Z,,_j, que também possuem niimero de pecas
igual a 1 <n—k <n < oo e o qual podemos empilhar pecas pretas. Portanto, segue que | Z,_x |4

k

é o coeficiente de 2™ " na expansao do produto

[e.9]

1
Hl—zqt'

t=0

1—azq
Assim H w ¢é a funcao geradora para todos os pares de ladrilhamentos do tipo M} x

Lp—k-

Desta forma, estabelecemos a igualdade das fungoes geradoras
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a)(l—aq)---(1—ag"™) , = (1 —azq™)
1+Z 1—q T-¢) - 1—q) -1l

Seguem como corolarios deste teorema as trés igualdades abaixo, que portanto, podem ser

demonstrados através de ladrilhamentos.

Corolario 2.22. (/3], pag 19) Para |z |< 1 e | q |< 1, entdo

o 0 1
1+ =1 —,
Z (1=q)(1=¢?) - (1—¢") g(l—zqn)
n(n—1)/2 0
2"q
1+ = 1—zq¢™).
Zl—q A gy 1La-=

Corolario 2.23. (/3], pag 19, Heine Transformation) Para qualquer nimero complezo | q |< 1

i (a; @)n (b, Q)nzn _ (az,9)o0(b; @)oo - (¢/b, @)m(z, @)md™
n—0 (@, Dnlc, @)n (2,@)00(€ @)oo —0 (¢, Q)m(az, q)m

Seguem também como Coroldrio o g—Anélogo do Teorema de Gauss e do Teorema de Kummer, [3].

Lema 2.24. ([20], pag 17) Para qualquer nimero complexo | q |< 1

[e.9] [e.9]

(14a)(14aq)--- (1 +ag™") H (1+ azq")
(I-q)(1—=¢*) - (1—¢") (1 —2q™)

M

n=1

Demonstragao:
Observemos que de maneira analoga ao Teorema 2.15 obtemos a prova da igualdade. Para tanto,
tomamos o conjunto X,, dos ladrilhamentos construidos a partir de todas as maneiras possiveis de
cobrir um tabuleiro de tamanho n com posicoes numeradas de 0 a n — 1, com quadrados pretos e

brancos onde nao pode-se empilhar pecas. Definimos os ladrilhos ¢ de peso

w(t) =

1,se t é um quadrado branco,
aq’,se t é um quadrado preto na posicio i.

Entao obtemos

| X0 lq= 1 +a)(1+aq)---(1+ aqn_l).

Definimos W,, como o conjunto de ladrilhamentos infinitos construidos a partir de todas as ma-
neiras possiveis de preencher um tabuleiro 1 x co com quadrados brancos e exatamente n quadrados

pretos onde pode-se empilhar pecas pretas. O peso de um ladrilho ¢ nesse conjunto é dado por
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m . mi

) 1,se t é um quadrado branco,
w =
z™qg™,se t formado por m pecas pretas empilhadas na posicao .

Para g—contar W,,, comecando com n pecas pretas empilhadas na posicao 1 e entao projetamos

essas n pecas juntamente. Obtemos neste caso

ann
(¢ @)n
Também de modo andlogo, com 1 < k < n, teremos dois conjuntos: M} o conjunto de todos

’ n |q—

ladrilhamentos infinitos construidos a partir de todas as maneiras possiveis de preencher um tabu-
leiro infinito com posigoes numeradas comecando do 0 usando quadrados brancos e exatamente k
quadrados pretos onde nao se pode empilhar pecas, e Z,_; o conjunto de todos os ladrilhamentos
infinitos construidos a partir de todas as maneiras possiveis de preencher um tabuleiro 1 X co com
quadrados brancos e exatamente n — k quadrados pretos, onde pode-se empilhar as pecas pretas.
Aplicando a mesma operacao que preserva peso descrita no Teorema 2.15 temos uma bijecao,
fixado n, entre os pares ordenados de X, x W,, e My X Z,_. Assim teremos a igualdade de fungoes

geradoras,

[e.o]

Z a)1+aq) - (1+ag"Y) , , _ IO—O[ (14 azq")

1—q (1=¢*)---(1-q")

e portanto, segue o resultado.

n=1

O seguinte resultado encontra-se como um exercicio combinatorial em [20]. Como este pode ser

visto através do Lema 2.24, obtemos, portanto, uma resposta a questao proposta.

Teorema 2.25. (20, pag 17) Para qualquer nimero complexo | q |< 1

n

(1+a)

m—

(14 abq)(1 + abg?) - - - (1 + abg" ™) ﬁ 1+ abq) H (1 + abg?)
(1= bg)(1 —bg?) - (1 —bg") (1= bq’) (1 —bgd)

r=m =1 :

Demonstracgao:

Uma vez que

n

(14 a)(1+ abq)(1 + abg?) - - - (1 + abg" 1)

(1—bq)(1—bg2)---(1—bq") bq" =

r=m

i +a)(1 4+ abq)(1 + abg?®) - - - (1 + abg" ')

1—bq><1—bq2>---<1—bqr> b=

r=1
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m—1

— (14 a)(1+ abq)(1 + abg?) - -- (1 + abg"™1)

)
(1 —bg)(1 —bg?)---(1—bq")

e fazendo ¢' = bg' ¢ z = 1 no Lema 2.24, segue o resultado.

bq",

r=1

Lema 2.26. Para qualquer nimero complezo | ¢ |< 1 e n inteiro positivo fixado,

i (1—cb™ )1 —cb )1 —cb1g?) - (1 — b L gF1)bkghn
1-q)(1—g¢*)--(1—q")

= (1 — cg™)

=0

=0

k=0

Demonstracgao:
De modo anélogo ao Teorema 2.15 teremos uma bijecao entre o pares de ladrilhamentos em
X, x Wy e My X Z,_, com a seguinte mudanga no peso e onde os ladrilhamentos infinitos tem

posicoes numeradas a partir de n. Definimos o peso dos ladrilhos em X, como

(t) 1,se t é um quadrado branco,
w(t) = A
—cb™1¢, se t é um quadrado preto na posicao i,

e o peso dos ladrilhos em W,, como

) 1,se t é um quadrado branco,
w(t) = A
b"™q™,se t formado por m pecas pretas empilhada na posicao .

O peso em Z,,_ e M} seguem da maneira induzida idem no Teorema 2.15.
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CAPITULO 3

PROVAS VIA LADRILHAMENTOS
PARA IDENTIDADES
ENVOLVENDO OS NUMEROS DE
JACOBSTHAL E
JACOBSTHAL-LUCAS

Este capitulo é uma contribuicdo a uma nova interpretacao de uma série de identidades envol-
vendo sequéncias conhecidas que podem ser provadas através de ladrilhamento. Aqui deixaremos
de fazer g—contagens para fazer contagens de conjuntos de ladrilhamento. Apds estudo do livro
Proofs that Really Count, [4], onde s@o colocadas, entre outras, identidades envolvendo niimeros de
Fibonacci e niimeros de Lucas provadas via ladrilhamento e a leitura do artigo [5] onde identidades
envolvendo os numeros de Pell foram provadas via ladrilhamento, surgiu a ideia de provar algumas
das véarias identidades de Jacobsthal e Jacobsthal-Lucas utilizando as mesmas técnicas existentes.

Desta forma, o que vemos aqui nao sao novas identidades mas uma nova interpretacao para essas
identidades existentes. No entanto, essa nova caracterizagao nos leva a descoberta de generalizacoes
de alguns teoremas g-andlogos mostrados no préximo capitulo.

Assim tomando as identidades de Jacobsthal e Jacobsthal-Lucas em [11], daremos uma nova

interpretagao para as identidades via ladrilhamento. Em alguns momentos serdao necessarias mani-
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pulacoes algébricas para determinar as identidades em termos de ladrilhamentos.

3.1 Identidades de Jacobsthal e Jacobsthal-Lucas

3.1.1 Interpretacao Combinatéria dos Numeros de Jacobsthal

Em primeiro lugar, recordemos a definigdo dos niimeros de Jacobsthal dada a seguir. O n—ésimo

numero de Jacobsthal é definido por

I = ———
3

para n > 0, e generalizando obtemos os niimeros da forma

Js _ Sn _ (_1)71
s+1

)

onde n > 0 é um numero natural e s > 0 é um ntmero real. Ainda podemos defini-los pela relagao

de recorréncia

JOS = O7 Jf - l,J,rSL - (3 — 1)‘]’7.’?,71 + SJ??,*Z? n Z 2

Considere a,, o nimero de maneiras de ladrilhar um tabuleiro de ordem 1 x n utilizando qua-
drados brancos, dominéds pretos e dominds cinzas.

Para n = 0, temos que ag = 1 = J1, equivalente ao ladrilhamento vazio. Para n = 1, temos que
a; = 1 = Ja, correspondente ao 1—ladrilhamento coberto com um quadrado branco. Para n = 2,
temos que ag = 3 = J3, correspondente ao 2—ladrilhamento coberto com dois quadrados brancos,
ou por um dominé preto ou por um dominé cinza.

Considere agora os ladrilhamentos no conjunto contado por a,. Esse conjunto pode ser dividido
em dois subconjuntos disjuntos: subconjunto dos ladrilhamentos terminados em quadrado e sub-
conjunto dos ladrilhamentos terminados em domind, respectivamente. O primeiro é contado por
an—1 € o segundo por 2a,_s, pois hd 2 opgoes de cores para os dominés.

Assim, temos que a, = an,_1 + 2a,_2, com condicbes iniciais ag = 1 e a3 = 1, e portanto

podemos afirmar que a, = Jyy1.
Exemplo 3.1. Para n =1 temos o ladrilhamento da Figura 3.1:

Exemplo 3.2. Para n =2 temos 3 ladrilhamentos da Figura 3.2 :
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Figura 3.1: Ladrilhamento para n =1

Figura 3.2: Ladrilhamentos para n = 2

Exemplo 3.3. Para n = 3 temos 4 ladrilhamentos da Figura 3.3:

HEEpESY RS EN HElE

Figura 3.3: Ladrilhamentos para n = 4

Nesta secao iremos listar as identidades e, em termos de conjuntos de ladrilhamentos, prova-
las usando técnicas apresentadas em [4]. Como corolarios obtemos as identidades envolvendo os

nimeros de Jacosbsthal e Jacobsthal-Lucas que podem ser vistas em [11].

Lema 3.4. Para n > 0, seque que
n—r
= 2", 3.1
W= ("7") (3.1)

Demonstracao: No lado esquerdo da igualdade temos o nimero de maneiras de ladrilhar um
tabuleiro de ordem 1 x n utilizando quadrados brancos, dominds pretos e dominds cinzas.
Consideremos agora o ntimero de tabuleiros de ordem 1 x n ladrilhados com quadrados brancos

e exatamente r dominds pretos e cinzas. Entao, uma cobertura deste tipo tém n — 2r quadrados
e . n—r .
brancos e n — 2r +r = n — r pegas a serem utilizadas. Assim temos > maneiras de escolher
r

em quais posigoes ficam os dominéds e 2" maneiras de escolha das suas cores. Desta forma, existem
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(";T) 2" ladrilhamentos com exatamente r dominés e n — 2r quadrados brancos. (Observermos que
r nao ultrapassa o valor de |n/2|. ) Somando em r obtemos o resultado desejado.

d

Aplicando o fato de que a,, = Jy,+1, decorre do Lema (3.4) a Identidade 1.7 em [11] :
=,
= 2", 3.2
> (") 52)

r=0

In

Teorema 3.5. Para todo n > 0 temos
Ap_1 + ay, = 2™. (3.3)

Demonstracao: A prova é feita contando as sequéncias binarias de tamanho n. Pelo Principio
Multiplicativo temos que o nimero de sequéncias binarias de tamanho n é 2". Podemos dividir o
conjunto S das sequéncias binarias de tamanho n em dois subconjuntos disjuntos S; e So, onde
S1 é o conjunto das sequéncias que comegam com o numero 1 e Sy é o conjunto das sequéncias
que comecam com o numero 0. O conjunto S pode ainda ser subdividido em dois subconjuntos
disjuntos Ss e Sy, onde S35 é o conjunto das sequéncias que comecam com 0 e tém um ndmero impar
de zeros consecutivos e Sy é o conjunto das sequéncias que comegam com 0 e tém um nimero par

de zeros consecutivos.
Exemplo 3.6. Por exemplo: 10010111 € S7,01001101 € Sy, 000100 € Sy e 00001011 € Ss.

Podemos entao escrever que 2" =| S |=| S1 | + | S3 | + | S4 | . Considere todas as maneiras
de ladrilhar um tabuleiro de ordem 1 x n utilizando quadrados brancos, dominds pretos e dominds
cinzas. Dado um n—ladrilhamento deste tipo podemos associd-lo a uma tnica sequéncia bindaria
convertendo cada quadrado branco para o nimero 1, cada domind cinza na sequéncia 00 e cada

dominé preto na sequéncia 10.

Exemplo 3.7. Observemos as associagoes na Figura 3.4:

1 0 0 1 0

Figura 3.4: Associacao sequéncia-ladrilho

As sequéncias bindrias de tamanho n resultantes desta associacdo sao aquelas que comegam
com o numero 1 (n—ladrilhamentos que comecam com quadrado branco ou dominé preto) e as
que comecam com o nuimero 0 e tem, consecutivamente, um ntimero impar de nimeros iguais a 0

(n—ladrilhamentos que comegam com dominé cinza).
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Exemplo 3.8. Na Figura 3.5 considere a associagcao de um ladrilhamento com uma sequéncia

comecando com o numero 0 sequido de um niumero zero.

Figura 3.5: sequéncia comecada em zero com um nimero zero consecutivo

Reciprocamente, dada uma sequéncia em S U.S3, podemos, olhando da direita para a esquerda,
obtermos unicamente uma maneira de ladrilhar um tabuleiro de ordem 1 x n utilizando quadrados
brancos, dominds pretos e dominds cinzas. Assim existem a, sequéncias binarias em S; U Ss.
Note que as sequéncias de tamanho n em S4 ndo podem ser associadas desta maneira pois nao hé

representagao para o simbolo 0 em termos de ladrilho.

Exemplo 3.9. Considere as associagoes para n = 3 das sequéncias em S1 U S3 dadas na Figura
3.6.

1 1 1 1 0 0 0 0 1 1 0 1 1 1 0

Figura 3.6: Sequéncias em S; U S5 para n = 3.

Exemplo 3.10. Considere as associagoes para n = 4 das sequéncias em S1 U Ss dadas na Figura
3.7.

Exemplo 3.11. Note que a soma dos ladrilhamentos dados nas Figuras 3.6 e 3.7 € iqual a 16 = 24,

Assim, as Unicas sequéncias que nao sao contadas sao aquelas que comecam com 0 e tem,
consecutivamente, um nimero 1 ou um nimero par de nimeros iguais a 0, ou seja, as sequéncias
bindrias de tamanho n do conjunto Sy.

Afirmamos que | Sy |= ap—1.

Dada uma sequéncia de tamanho n comecando com 0 seguido de um niimero 1, podemos retirar

o 0 da primeira posicao e obter uma sequéncia bindria de tamanho (n — 1) comecando com 1.
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1 0 1 1 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0 1 O
1 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0

Figura 3.7: Sequéncias em S; U S5 para n = 4.

B

1 0 1

Figura 3.8: 3-ladrilhamento associado a sequéncia 101

Exemplo 3.12. A sequéncia 0101 ¢ associada a sequéncia 101 cuja representaciao em termos de

ladrilho é dado pela Figura 3.8.

Em outro caso, dada uma sequéncia de tamanho n comecando com 0 seguido de um nimero par
de nimeros iguais a 0, podemos retirar o 0 da primeira posigdo e obter uma sequéncia binaria de
tamanho (n — 1) comegando com 0 tendo, consecutivamente, um nimero impar de nimeros iguais

a 0.

Exemplo 3.13. Por exemplo a sequéncia 0001 € associada a sequéncia 001, cuja representacdo €

7 |

0 0 1

dada pela Figura 3.9.

Figura 3.9: 3-ladrilhamento associado a sequéncia 001

Assim, dada uma sequéncia de S4 podemos associd-la uma sequéncia de tamanho (n — 1) que
comega com o numero 1 ((n — 1)—ladrilhamentos que comecam com quadrado branco ou dominé

preto) ou uma que comega com o numero 0 e tem, consecutivamente, um nimero impar de nimeros
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iguais a 0 ((n — 1)ladrilhamentos que comegam com dominé cinza). O ndmero de sequéncias deste
tipo é dada por a,_1.

Reciprocamente, dada uma sequéncia de tamanho (n—1) associada a um (n—1)—ladrilhamento,
colocando um ntumero zero antes da sequéncia, obtemos uma sequéncia de tamanho n comecando
com 0, tendo, consecutivamente, um nimero 1 ou um nimero par de nimeros iguais a 0. Observe-

mos que esta operacao estd bem definida e é bijetiva portanto temos | Sy |= ap—1.

Exemplo 3.14. Para n=38 temos as sequéncias da Figura 3.10 de tamanho 4 associadas.

0 1 1 1 — 01 0 0 —

Figura 3.10: Sequéncia em S; associadas a ladrilhamentos para n = 3.

Portanto, para dado n, teremos 2" =| S1 | + | S3 | + | S4 |= an + an—1, € segue a identidade.

O

Aplicando o fato de que a,, = Jy4+1, decorre do Teorema 3.5 a Identidade 2.12 em [11], J,, +

Int1 = 2™
Teorema 3.15. Para todo n > 0,

23 ai=ani2— 1. (3.4)
=0

Demonstragao: O lado direito da igualdade (3.4) é o niimero de possiveis ladrilhamentos de um
tabuleiro 1 x (n+2) usando quadrados brancos, dominds pretos e cinzas, excluindo o ladrilhamento
contendo apenas quadrados brancos.

Considere agora a localizacao do ultimo domind em um tabuleiro. Existem 2a; ladrilhamentos
onde o iltimo dominé cobre as células k+ 1 e k4 2, uma vez que as células de 1 a k sao ladrilhadas
de ap maneiras, as células k + 1 e k + 2 s@o cobertas por um dominé cinza ou um dominé preto, e
as células de k + 3 até n + 2 sdo cobertas por quadrados brancos. Veja a Figura 3.11.

Portanto, o niimero de maneiras de cobrir um tabuleiro 1 x (n + 2) usando quadrados brancos,

dominéds pretos e cinzas, com pelo menos um dominé é 2ag + 2a; + ... + 2a,, ou equivalentemente

n
2 Z a;.
=0
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ag

k+1 k+3 n+2

k+1 k+3 n+2

Figura 3.11: Ladrilhamento 1 x (n + 2)

d

Usando a Identidade (3.4), fazendo as mudancas de varidveis: i + 1 para i e n + 1 para n, e

como ag = J; = 1, segue como coroldrio do Teorema 3.15, a Identidade 2.7 em [11],

n J -3
N o= % (3.5)
i=2
Teorema 3.16. Para todo n > 0,
n
aon4+1 = Z 2”*ia2i. (36)
i=0

Demonstracao: O lado esquerdo da igualdade conta o nimero de possiveis ladrilhamentos de
um tabuleiro 1 x (2n + 1) usando quadrados brancos, dominds pretos e cinzas.

Como 2n 4+ 1 é impar entao cada ladrilhamento deve conter um nimero impar de quadrados
brancos e o dltimo quadrado branco deve estar em uma posicao fmpar. Vamos fazer a contagem
pela posigao do ultimo quadrado branco no ladrilhamento. Suponha que o iltimo quadrado branco

se encontre na posicao 2¢ + 1. Veja a Figura 3.12

a2;

2i+1 2n+1

Figura 3.12: Ladrilhamento 1 x (2n + 1)

Do lado esquerdo temos um (2i)- ladrilhamento contado por ag;, e do lado direito restaram
2(n — i) posigoes que devem ser cobertas apenas por dominds, como existem duas cores possiveis,

isso pode ser feito de 2"~ maneiras. Somando de 0 até n, obtemos o resultado.
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O

Aplicando o fato de que a,, = J,+1 na Identidade (3.6) obtemos a identidade

n
Jont2 = Z 2" " Jait1
i=0

que pode ser vista como um caso particular do Lema 12 em [5] para os parametros a =1 e b = 2.

Para os préximos resultados vamos utilizar a definigdo de ladrilhamento separavel.

Teorema 3.17. Para todo n > 0,
A Gpi1 + 20n0m—1 = Qmanil- (3.7)

Demonstracao: O lado direito da igualdade (3.7) é o nimero de possiveis ladrilhamentos de um
tabuleiro 1 x (m +n + 1) usando quadrados brancos e dominds pretos e cinzas.

Consideremos agora as condicoes de decomposicao de um ladrilhamento deste tipo. Se um
(m 4+ n + 1)— ladrilhamento é separdvel na célula m, entdo podemos criar um m—ladrilhamento
seguido de um (n + 1)—ladrilhamento. Existem a,,a,+1 possibilidades de cobrir um tabuleiro de

tamanho (m 4+ n + 1)— de forma que este seja separdvel na célula m. Veja a Figura 3.13.
am

m m—+n+1

Ap+1

Figura 3.13: Ladrilhamento 1 x (m + n + 1) separdvel na posi¢ao m

Caso contrario, existird um domind, preto ou cinza, cobrindo a células m e m + 1. Entao
podemos criar um (m — 1)—ladrilhamento seguido de um dominé que por sua vez é seguido de um
n—ladrilhamento. Isso pode ser feito de 2a,a,,—1 maneiras. Veja a Figura 3.14.

Como nao é possivel um ladrilhamento ser separdvel e nao separdvel na célula m, simultanea-
mente, existem a,;,an+1 + 2a,am,—1 possibilidades de cobrir um tabuleiro de tamanho (m +n + 1)
usando quadrados brancos, dominds pretos e cinzas.

O

Usando a Identidade 2.10 em [11] que nos diz que j, = Jp+1 + 2J,—1; e usando o fato de que

an = Jnt1, segue como consequéncia do Teorema 3.17 a Identidade 2.24 em [11]
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Am—1

[ —

Figura 3.14: Ladrilhamento 1 x (m + n + 1) nao separavel na posicao m

ijn + Jnjm = 2Jm+n' (3'8)

Este coroldrio a seguir tem motivacao no fato de que no artigo [5] alguns resultados sobre divisao

foram relevantes.

Corolario 3.18. Para todon > 0, a, divide E?:o 2"l o,

Demonstragao: Pelo Teorema 3.17, com n = m, temos que a,an+1+ 2ap0n—1 = A2n+1, OU ainda,
an(an-i-l + 2an—l) = 2n+1-

Portanto, agn+1 = > 1 g 2" tqq;, pelo Teorema 3.16, é multiplo de a,,.

Para a préxima identidade usaremos a técnica de trocar caudas.

Teorema 3.19. Para todon > 1,
a2 = apy1a,_1 + (—1)"2" (3.9)

Demonstragao: Temos a2 maneiras de cobrir um par tabuleiros de tamanho n usando quadrados

brancos e dominds pretos e cinzas. Também temos a,y1a,_1 maneiras de preencher um tabuleiro
de tamanho n+ 1 e um tabuleiro de tamanho n — 1, colocados um sobre o outro, usando quadrados
brancos, dominds pretos e cinzas.

Vamos dividir a prova em dois casos dependendo da paridade de n. Se n é impar, entao
existe pelo menos um quadrado branco nos dois n—ladrilhamentos e portanto o par contém uma
falha e consequentemente uma cauda. Portanto, trocando as caudas do par obtemos um (n +
1)—ladrilhamento e um (n — 1)—ladrilhamento com as mesmas falhas. Essa correspondéncia
entre todos os pares de m—ladrilhamentos contendo falhas e os pares formados por um (n +

1)—ladrilhamento e um (n — 1)—ladrilhamento estd bem definida. No entanto, para torna-la
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biunivoca, devemos descontar os pares formados por um (n+1)—ladrilhamento e um (n—1)—ladrilha-
mento contendo apenas dominds, pois estes ndo contém falhas. Ou ainda, devemos descontar as
o{*5+71} = 97 maneiras de preencher um tabuleiro de tamanho n+1 e um tabuleiro de tamanho
n — 1, apenas usando dominés pretos e dominés cinzas. Logo temos a2 = a,i1a,-1 — 2" para n

impar. Veja a Figura 3.15

12 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Il N

12 3 4 5 6 7 8 9 10

Figura 3.15: 12—ladrilhamento e 10—ladrilhamento cobertos apenas por dominés

Quando n é par, aplicamos o mesmo argumento anterior para obter uma correspondéncia
biunivoca entre todos os pares de n—ladrilhamentos e todos os pares formados por um (n +
1)—ladrilhamento e um (n — 1)—ladrilhamento contendo falhas. Nesse caso, o ladrilhamento con-
tendo apenas dominds é o unico ladrilhamento que compée um par de n—ladrilhamentos sem
falhas. Logo temos que descontar as 2" maneiras de cobrir um par de tabuleiros 1 x n usando
dominés pretos e dominés cinzas do total de ladrilhamentos a2. Veja a Figura 3.16. Assim temos

a2 — 2" = a,41a,_1, para n par, o que completa a prova.

BN B

12 3 4 5 6 7 8 9 10

I N

Figura 3.16: Par formado por dois 10—ladrilhamentos cobertos apenas por dominds

d

Usando a Identidade 3.9, fazendo a mudanga de variavel n + 1 para n, segue como corolario do

Teorema 3.19, a Identidade 2.5 em [11]

Jni1dn_1 — J2 = (=1)"2"=D),
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3.1.2 Interpretacao Combinatéria para os Numeros de

Jacobsthal-Lucas

No Livro [4] é apresentado uma caracterizagao para os Numeros de Lucas em termos de bra-
celetes. Como na literatura, as identidades envolvendo as sequéncias de Fibonacci e Lucas se
assemelham com as identidades envolvendo as sequéncias de Jacobsthal e Jacobsthal-Lucas, entao
nada mais natural do que termos uma interpretacao para os numeros de Jacobsthal-Lucas em
termos de braceletes.

Assim, vamos agora dar uma interpretagdo combinatdria para os numeros j, de Jacobsthal-
Lucas. Para tanto faremos uso da definicao de bracelete fora de fase e em fase.

Com abuso de linguagem, defina j, o nimero de possibilidades de cobrir um tabuleiro circular
com n posigoes rotuladas no sentido horario, usando quadrados brancos e dominés “curvos”de cores
preta e cinza, ou ainda, o ntimero de n—braceletes com quadrados brancos, dominés cinzas e pretos.
Observe que existem mais n—braceletes do que n-ladrilhamentos, pois para braceletes podemos ter
um dominé na posi¢ao (n,1). Temos que jo = 2, por convengao, j; = 1;jo =5 e jg = T.

O conjunto de braceletes podem ser subdivididos em dois conjuntos disjuntos: braceletes em
fase e braceletes fora de fase. Dado um n-bracelete em fase, podemos “estica-lo” tornando-o um
n-ladrilhamento, logo existem a, n-braceletes em fase. Para o caso de um bracelete fora de fase,
podemos remover o dominé que cobre as células n e 1 e “esticd-lo” obtendo um ladrilhamento de
comprimento n — 2. Assim, como existem duas possibilidades de cores para este domind, o niimero
de n-braceletes fora de fase é 2a,,_s.

Assim, temos que j, = a, + 2a,_2, com condi¢bes iniciais jo = 2, por convengao, e j; = 1,
e portanto o n—ésimo nimero de Jabosthal-Lucas é exatamente o niimero de n—braceletes com

quadrados brancos, dominds cinzas e pretos.

Exemplo 3.20. Para n =1 temos unico o bracelete dado na Figura 3.17

Figura 3.17: Bracelete para n = 1.

Exemplo 3.21. Para n = 2 temos trés braceletes em fase dados na Figura 3.18 e dois fora de fase
dados na Figura 3.19.
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Figura 3.18: Braceletes em fase para n = 2.

OO0

Figura 3.19: Braceletes fora de fase para n = 2.

Exemplo 3.22. Para n = 3 temos os quatro braceletes em fase dados na Figura 3.21 e trés fora
de fase dados na Figura 3.20.

n n

Figura 3.20: Braceletes fora de fase para n = 3.

-G C 9

Figura 3.21: Braceletes em fase para n = 3.

O Lema 3.23 caracteriza o n—ésimo numero de Jacobsthal-Lucas como sendo o numero de
maneiras de preencher um n—tabuleiro ”curvo” com quadrados brancos, dominés cinzas e pretos, e

assim determina uma interpretacao combinatéria para esses nimeros.
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Defina a_1 =a_5 =0.

Lema 3.23. Para todo n > 0,
Jn = Qp + 20p_2. (3.10)

Como consequéncia do Lema 3.23 segue a relagao de recorréncia 2.10 em [11], j,, = Jpr1+2Jp—1.

Ainda utilizando o Lema 3.23 podemos provar a seguinte identidade.

Teorema 3.24. Para todon > 1

jn—ZnTiT(n;r)Qr- (3.11)

r>0

Demonstragao: Do lado esquerdo da igualdade (3.11) temos braceletes de tamanho n, ou ainda,
o numero de possibilidades preencher de um tabuleiro circular de ordem 1 x n usando quadrados
brancos, dominds “curvos” pretos e cinzas.

Por outro lado, considere braceletes com exatamente r dominds. Com a mesma argumentacao
T 1)2’" braceletes fora de

r—1
fase, uma vez que um dos dominés ja é escolhido para as células n e 1. Como

n—r—1 gr _ T (M=o
r—1 n—r\ r ’

temos, somando em 7, que o nimero de braceletes de tamanho n é dado por

o

()

r>0

n—r n
do Lema 3.4 temos que existem < >2T braceletes em fase e (
r

como desejado.

O

A Identidade (3.11) pode ser obtida como caso particular do Teorema 15 em [5] para os

parametros a =1e b= 2.

Teorema 3.25. Para todo n > 0,

n
2> i = jns2 — L. (3.12)
=0
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Demonstragao: O lado direito da igualdade (3.12) é o niimero de (n+ 2)—braceletes excluindo o
bracelete contendo apenas quadrados brancos, ou ainda, o niimero de possibilidades de preencher
de um tabuleiro circular de ordem 1 x (n + 2) usando quadrados brancos, dominés “curvos” pretos
e cinzas, excluindo a possibilidade de termos todas as posicoes preenchidas com quadrados brancos.

Considere agora a localizacao do 1ltimo dominé. Existem duas possibilidades a serem conside-
radas. Se o (n + 2)— bracelete estd em fase existem 2ay possibilidades de ladrilhar um tabuleiro
onde o iltimo domind cobre as células k+ 1 e k+ 2, uma vez que as células de 1 a k sao ladrilhadas
de ap maneiras, as células k + 1 e k + 2 s@o cobertas por um dominé cinza ou um dominé preto, e

as células de k + 3 até n + 2 s@o cobertas por quadrados brancos. Veja a Figura 3.22.

k+2
kE+1

Figura 3.22: (n + 2)—bracelete em fase

Caso contrario, teremos um dominé, preto ou cinza, ocupando as posicoes n+ 2 e 1; e portanto
existem 4aj_o maneiras de ladrilhar onde o Ultimo dominé cobre as células k e k + 1, uma vez que
as células de 2 a k — 1 s@o ladrilhadas de ai_o maneiras, os pares de células (k,k+ 1), e (n+2,1)
sao cobertas por um dominé cinza ou um dominé preto e as células de k4 2 até n + 1 sao cobertas

por quadrados brancos. Veja as Figura 3.23.

k42
k+1

Figura 3.23: (m + 2)—bracelete fora de fase

Assim, o nimero de (n + 2)— braceletes com pelo menos um dominé é 2(ag + 2a_2) + 2(a; +
n

2a_1) + ... + 2(an + 2a,—2) ou equivalentemente, pela equacgao (3.10), 2 Zj’
i=0
’ O
Como jg = 2, e definindo a_s = 0, temos como consequéncia do Teorema 3.25 a Identidade 2.8
em [11]:
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ins2 — 5
>ogi=te— (3.13)

Teorema 3.26. Para todo n > 0,

Jn+1Gn = A2p41- (314)

Demonstracao: Do lado direito da igualdade 3.14 temos o nimero de maneiras de cobrir um
tabuleiro de tamanho 2n 4+ 1 usando quadrados brancos, dominds pretos e cinzas.

Consideremos agora as condigoes de decomposicao de um ladrilhamento. Se um (2n + 1)—
ladrilhamento é separavel na célula n + 1, entdo podemos criar um (n + 1)—bracelete em fase
seguido de um n—Iladrilhamento. Caso contrario, teremos um dominé cobrindo as células n + 1 e
n + 2, e portanto o (2n + 1)—ladrilhamento serd separdvel na célula n. Assim, podemos criar um
n—ladrilhamento seguido de um (n + 1)—bracelete fora de fase, onde a primeira célula do bracelete
¢ a correspondente a célula n + 2 do (2n + 1)— ladrilhamento.

Assim, como existem j,+1 braceletes de tamanho n + 1 fora de fase e em fase, existem jp+10,
ladrilhamentos desse tipo seguindo o resultado.

O

Observemos que esse resultado também pode ser visto como corolario do Teorema (3.17) to-
mando m = n. Fazendo a mudanca da varidvel n+1 para n na equagao (3.14) obtemos a Identidade

2.9 em [11], jpJpn = Jopn, como coroldrio do Teorema 3.26.

Teorema 3.27. Para todo n > 0,
an—1 + Jn = 2ap. (3.15)

Demonstragao: Do lado direito da igualdade (3.15) temos duas cépias de n—ladrilhamentos,
ou seja, duas cépias de cada maneira possivel de preencher um tabuleiro de ordem 1 x n usando
quadrados brancos, dominds cinzas e pretos. Consideremos os n—ladrilhamentos agrupados em
dois tipos: finalizando em quadrado branco e finalizando em dominé (cinza ou preto).

Dadas duas copias de um n—ladrilhamento terminados em dominé podemos criar um n—bracelete
em fase concatenando com o dominé cobrindo as células n — 1 e n; e um n—bracelete fora de fase
deslocando as pecas em uma posicao para a direita e concatenando com o domind cobrindo as
células n e 1.

Considere agora uma das copias do n—ladrilhamento terminado em quadrado branco. Podemos
associd-lo a um bracelete terminado em quadrado branco e portanto, como essa relagao ¢ biunivoca
temos que o dobro do nimero de n—ladrilhamentos terminados em dominé mais o nimero de

n—ladrilhamentos terminado em quadrado branco é igual a j,.
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No entanto, existem a,_1 ladrilhamentos de tamanho n terminados em quadrado branco res-
tantes, portanto temos a igualdade a,—1 + j, = 2ay.

O
Como a,, = Jy+1, a Identidade 2.20 em [11], J,, + jn, = 2Jp+1, segue do Teorema 3.27.

Corolario 3.28. Para todon > 0,

. . n+1
Jn41 + Jn = 32( ok ) (3.16)

k>0

Demonstracao: Pelo Lema 3.23 e Teorema 3.5 temos que

Jn+1 + Jn = anp1 + 2ap-1 + jn = (anJrl + anfl) + (anfl + ]n)

jn—l—l +jn = (an—H + an—l) + 2an = 2ap + ap + 2an-1 + an-1

. . n+1
In+1 +]n:3(an+an—1):32< 2 )
k>0

Corolario 3.29. Para todon > 0,

. n+1
Ban-1+jn =2 ( o ) (3.17)

k>0

Demonstragao: Pelo Lema (3.23) e Teorema (3.5) temos que

3ap—1 +]n =2ap-1+ (anfl + ]n) = 2(0% + anfl)

) n+1
i+ in =23 (")
k>0
(]

Através dos Corolérios 3.28 e 3.29 podem ser obtidas as Identidades 2.12 e 2.19 em [11], res-

pectivamente
Jn+1+ Jn = 3-2n7

3an—1+ jn = 2t

A préxima identidade obtida nao foi encontrada na literatura. Assim, ela pode ser vista como

uma nova identidade envolvendo a soma dos nimeros de Jacosbsthal-Lucas.
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Teorema 3.30. Para todo n > 0,
Jon+1 = Z 2" . (3.18)
i>0
Demonstragao: O lado esquerdo da igualdade é o nimero de (2n + 1)-braceletes, ou ainda, o
numero de maneiras de preencher um tabuleiro circular com 2n + 1 posi¢oes usando quadrados
brancos, dominds “curvos” cinzas e pretos. Como 2n + 1 é impar, cada bracelete deve conter um
numero impar de quadrados brancos.

Temos duas possibilidades. Caso o bracelete seja em fase o ultimo quadrado branco ird ocu-
par uma posicio fmpar. Temos a»;2" ¢ maneiras de preencher um tabuleiro circular de tamanho
2n + 1 usando quadrados brancos, dominds “curvos” cinzas e dominds “curvos” pretos de modo
que o ultimo quadrado branco se encontre na posicao 2i + 1, pois anterior a ele temos um (2i)-
ladrilhamento e posteriormente restam 2(n—1) posi¢oes que devem ser cobertas apenas por dominés;
como existem duas cores possiveis de dominés, isso pode ser feito de 2% maneiras, o que segue a
contagem.

Caso contrario, teremos um dominé ocupando a posi¢ao (2n + 1,1), e portanto o nimero de
maneiras de preencher um tabuleiro circular de tamanho 2n-+1 usando quadrados brancos, dominds
“curvos” cinzas e dominds “curvos” pretos de modo que o ultimo quadrado branco se encontra na
posicdo 2i e tenha um dominé na posiciao (2n + 1,1), serd dado por ag; 22" “*1. De fato, anterior
ao quadrado branco temos um (2i — 2)- ladrilhamento e posteriormente restam 2(n — i) posigoes
que devem ser cobertas apenas por dominds. Como existem duas cores possiveis de dominds, isso
pode ser feito de 2"~**! maneiras, uma vez que o dominé na posicao (2n + 1,1) também deve ser

colorido. Assim, o niimero de (2n + 1)—braceletes é dado por

By .
E 2" ag; + 2" Hag; o =
i>0

Z 2”*i(a2i + 2a2i_2) =

i>0
> 2",
i>0
pelo Lema 3.23.
O
Teorema 3.31. Para todo n,m > 0,
Jmn + 9am-10n_1 = 2jmin. (3.19)
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Demonstracao: Considere o conjunto de todas as maneiras de preencher um tabuleiro circular
de tamanho m + n com quadrados brancos, dominés “curvos” cinzas e dominds “curvos” pretos. A
cardinalidade desse conjunto é dada por jm,4+n, 0 nimero de (m + n)— braceletes. Assim, do lado
direito da igualdade (3.19) temos a contagem de duas cépias de cada (m + n)— bracelete .

A prova serd feita associando uma cépia do bracelete as condigoes de separabilidade na célula
m e outra as condicoes de separabilidade na célula m — 1.

De fato, dadas duas cépias de um (m + n)—bracelete temos duas possibilidades: estarem em
fase ou fora de fase. Considere, primeiramente o (m + n)— bracelete em fase, entdo podemos
associd-lo unicamente a um (m + n)—ladrilhamento.

Assim, se o (m + n)—ladrilhamento for separavel na célula m, podemos decompor este em um
m—ladrilhamento seguido de um n—ladrilhamento, e portanto temos a,,a, (m-+mn)— braceletes em
fase separaveis na célula m. Caso contrario, teremos um dominé cobrindo as células m e m + 1,
e portanto podemos decompor este em um (m — 1)—ladrilhamento, seguido de um dominé (preto
ou cinza), que por sua vez é seguido por um (n — 1)—ladrilhamento. Existem, entao, 2a,,—1a,—1

(m 4 n)— braceletes em fase ndo separaveis na célula m.

Exemplo 3.32. Veja na Figura 3.24 as condicoes de separabilidade na m—ésima célula em um

(m + n)—bracelete em fase.

Sl S i S N

Ao, m an Am—1 m m + 1 An—1

Figura 3.24: Separabilidade na m—ésima célula em um (m + n)—bracelete em fase

Agora, tomando a outra cépia deste mesmo (m + n)—bracelete em fase, vamos analisar as
condicoes de separabilidade na célula m — 1. De forma analoga ao caso anterior, temos que se
o (m + n)—ladrilhamento for separdvel na célula m — 1, podemos decompor este em um (m —
1)—ladrilhamento seguido de um (n + 1)—ladrilhamento, e portanto temos ap,—1an+1 (M + n)—
braceletes em fase separdveis na célula m — 1. Caso contrario, teremos um dominé cobrindo as
células m — 1 e m, e portanto podemos decompor este em um (m — 2)—ladrilhamento, seguido de
um dominé (preto ou cinza), que por sua vez é seguido por um n—ladrilhamento. Existem, entao,

2a,—2ay, (m + n)—braceletes em fase ndo separdveis na célula m — 1.

Exemplo 3.33. Veja na Figura 3.25 as condigoes de separabilidade na (m — 1)—ésima célula em

um (m + n)—bracelete em fase.
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Om1Gni1 | | : | 201001 | * |

Am—1 m — 1 An+1 Am—1 m m+ 1 An—1

Figura 3.25: Separabilidade na (m — 1)—ésima célula em um (m + n)—bracelete em fase

Tome, agora, duas cépias de um (m+n)—bracelete fora de fase, logo temos um dominé cobrindo
as células (m+n) e 1; e portanto podemos associd-lo a um (m + n)— ladrilhamento terminado em
dominé (observe que essa “bijegao”é 1-2).

Consideremos as condigoes de separabilidade na célula m. Se o (m + n)—ladrilhamento ter-
minado em dominé for separavel na célula m, podemos decompor este em um m—ladrilhamento
seguido de um (n — 2)—ladrilhamento, que por sua vez é seguido de um dominé e portanto temos
2a,ay,—2 (m—+n)—braceletes fora de fase separdveis na célula m. Caso contrario, teremos um dominé
cobrindo as células m e m + 1, e portanto podemos decompor este em um (m — 1)—ladrilhamento,
seguido de um dominé (preto ou cinza), que por sua vez é seguido por um (n — 3)—ladrilhamento,
seguido de outro dominé (preto ou cinza). Segue, entao, que temos 4a,,—1a,—3 (m+n)—braceletes

fora de fase nao separaveis na célula m.

Exemplo 3.34. Veja na Figura 3.26 as condicdes de separabilidade na m—ésima célula em um

(m + n)—bracelete fora de fase.

2an—2-am dapm—1.an—3

Ay — a
n—2 @ m ap_3 am,
m+ 1
m

Figura 3.26: Separabilidade na m—ésima célula em um (m + n)—bracelete fora de fase

Tomando a outra cépia deste mesmo (m+mn)—bracelete fora de fase, vamos analisar as condig¢oes
de separabilidade na célula m — 1. De forma andloga ao caso anterior, temos que se o (m + n)—
ladrilhamento terminado em dominé for separavel na célula m — 1, podemos decompor este em um
(m — 1)—ladrilhamento seguido de um (n — 1)—ladrilhamento, que por sua vez é seguido de um
dominé (preto ou cinza) e portanto temos 2a,,_1a,—1 (m + n)—braceletes fora de fase separaveis

na célula m — 1. Caso contrario, teremos um dominé cobrindo as células m — 1 e m, e portanto
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podemos decompor este em um (m — 2)—ladrilhamento, seguido de um dominé(preto ou cinza),
que por sua vez é seguido por um (n — 2)—ladrilhamento, seguido de outro dominé(preto ou cinza).

Existem, entao, 4a,,—2a,—2 (m + n)—braceletes fora de fase ndo separdveis na célula m — 1.

Exemplo 3.35. Veja na Figura 3.27 as condi¢ées de separabilidade na (m — 1)—ésima célula em

um (m + n)—bracelete fora de fase.

20y —1-Gm—1 dapm _9.an_2
m—a-Yn—

An—2 A —2

m—+1

Figura 3.27: Separabilidade na (m — 1)—ésima célula em um (m + n)—bracelete fora de fase

Portanto, temos que

2jm+n = AmOnt2am-1an-1 +am—10n+1 +2am—2an+2aman—2+4am—1an—3+2am—1an—l+4am—2an—27

ou ainda,
2Jman = Qman + 20m—20n + 2aman—2 + 4am—20n—2 + 4@m-—10n—1 + Qm—10n41 + 40m 10,3,

2Jm4n = (am + 2am—2)(an + 2an—2) +4am—10n-1 + am_10n41 + 4am_1an_3.

Como

1
Am—10p41 + 4am—_10p_3 = am—l(an + 2an—1) + 4am—1 (2(an—l - an—?) )
Am—10n+1 +40m—10n-3 = 204m—10n-1 + Am—10n + 2am—10n-1 — 204, 1052,

Um—1an11 +4am-_10n-3 = 4am 10,1 + am—l(an - 2an—2)7

m—10n+1 + 40m—10n-3 = dAm—10n—1,
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logo, pelo Lema 3.23,
2jm+n = (am + 2am—2)(an + 2(171—2) +9am—1an-1 = ]m]n +9am—10n-1.

O

A Tdentidade 2.25 em [11] dada por j,jn+9JmJn = 2jm+n, € obtida como coroldrio do Teorema
3.31.

Corolario 3.36. Para todo n > 0,

32 4+ 9(an—1)% = 2jon. (3.20)

Demonstracao: Basta tomar m = n no Teorema 3.31.

Teorema 3.37. Para todon > 0,
9an = Jn+2 + 24n. (3.21)

Demonstracao: Considere dois conjuntos: um formado por todas as maneiras de preencher um
tabuleiro circular de tamanho n e outro formado por todas as maneiras de preencher um tabuleiro
circular de tamanho n+, 2 ambos usando quadrados brancos, dominds “curvos” cinzas e dominds
“curvos” pretos. Considere todas as maneiras de preencher um tabuleiro de ordem 1 X n usando
quadrados brancos, dominés cinzas e dominds pretos. Seja S; o conjunto contendo 9 cépias de
cada n—ladrilhamento e S3 o conjunto formado pelos (n + 2)—braceletes ou duas cépias de cada
n—bracelete. Temos que |Si| = 9a, e |S2| = jni2 + 2j,. Para provar essa identidade vamos
estabelecer uma correspondéncia entre os conjuntos S; e Ss.

Dado um n—ladrilhamento podemos criar naturalmente 7 braceletes:

1.(n + 2)— bracelete em fase terminado em dois quadrados brancos inseridos;

2.(n + 2)— bracelete em fase terminado em um dominé preto inserido;

3.(n + 2)— bracelete em fase terminado em um dominé cinza inserido;

4.(n + 2)— bracelete fora de fase com um dominé preto inserido nas células (n + 2,1) ;

5.(n + 2)— bracelete fora de fase com um dominé cinza inserido nas células (n + 2, 1) ;

6. duas copias de um (n)—bracelete em fase concatenando as células n e 1.

Ainda estao faltando dois tipos de braceletes: n—braceletes fora de fase e (n + 2)—braceletes
em fase terminados em quadrado branco com um dominé inserido cobrindo o par de célula (n,n+1).
Note que a construcao de tais braceletes depende do n—ladrilhamento tomado. Se o n—ladrilhamento
termina em domind, criamos um n—braceletes fora de fase rotacionando o bracelete em uma célula

no sentido horario, que contado com multiplicidade dois, soma as 9 copias do n—ladrilhamento.
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Caso contrario, ou ainda se o n—ladrilhamento termina em quadrado branco, criamos um
(n 4 2)— bracelete em fase terminado em quadrado branco inserindo um dominé (preto ou cinza)
cobrindo o par de célula (n,n + 1). Teremos entao dois (n + 2)— braceletes desse tipo associados

somando as 9 copias do n—ladrilhamento, como queriamos.

Exemplo 3.38. Na Figura 3.28 veja como construir braceletes através de um dado n—ladrilhamento.

n-ladrilhamento 2. 3.

= ey,

2

2 gl

4. Q ' 5. 6. E’

M
G ) (&

7a. Final em dominé, independente da cor
e

7b. Final em qpadrado branco

ol /

Figura 3.28: Construindo braceletes a partir de um n—ladrilhamento.

O

A Identidade 2.11 em [11], 9J,, = jn+1 + 2jn—1, segue como coroldrio do Teorema 3.37.
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3.2 Identidades da Generalizacao de Jacosthal e

Jacobsthal-Lucas

Como dado na se¢ao de Defini¢bes existe uma generalizacdo para os numeros de Jacobsthal. A
definicao e a caracterizacao como conjunto de ladrilhamentos dada na segao anterior sugeriu que
seria possivel reescrever todas as demonstragoes para as identidades envolvendo a generalizacao
dos numeros de Jacobsthal. Esta secao esta dedicada a listar tais identidades e provas; e o fato de
conhecer as demonstracoes e identidades no caso primitivo fard com que o caso geral seja visto de

forma mais natural.

3.2.1 Interpretacao para a Generalizagao dos Niumeros de

Jacobsthal

Considere o conjunto formado por todas as possiveis maneiras de preencher um tabuleiro de
ordem 1 X n com quadrados de s — 1 cores distintas e dominds de s cores distintas. A cardinalidade
desse conjunto serd denotada por a;,.

Para n = 0, temos que aj = 1 = J{, equivalente ao ladrilhamento vazio. Para n = 1, temos
que aj = (s — 1) = J;, equivalente ao 1—ladrilhamento coberto por um quadrado de s — 1 cores
distintas disponiveis. Para n = 2, temos que a5 = (s — 12 +s=52-—s5+1= J3, correspondente
ao 2—ladrilhamento coberto por dois quadrados de s — 1 cores distintas disponiveis contado por
(s — 1), ou coberto por um dominé de s cores distintas.

Considere agora os ladrilhamentos no conjunto contado por a;. Esse conjunto pode ser subdi-
vidido em dois subconjuntos disjuntos: subconjunto dos ladrilhamentos terminados em quadrado
e subconjunto dos ladrilhamentos terminados em domind, respectivamente. O primeiro é contado
por (s —1)a; _4; pois hd (s — 1) opgoes de cores para os quadrados; e o segundo por sa? o, pois ha
s opcoes de cores para os dominds.

Assim, temos que a;, = (s — 1)aj_; + sa)_,, com condicoes iniciais af = 1 e a] =s—1, e

portanto obtemos a igualdade a;, = J; ;.

3.2.2 Identidades Combinatorias envolvendo a Generalizacao dos

Numeros de Jacobsthal

Lema 3.39. Para n > 0, seque que
=% <” . T) (s —1)"2r (3.22)
r>0
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Demonstragao: No lado esquerdo da igualdade (3.22) temos o niimero de maneiras de ladrilhar
um tabuleiro de ordem 1 x n com quadrados de s — 1 cores distintas e dominds de s cores distintas.

Consideremos agora o nimero de maneiras de ladrilhar um tabuleiro de ordem 1 X n com
quadrados de s — 1 cores distintas e com exatamente r dominds de s cores distintas. Entao, uma
cobertura deste tipo tém n — 2r quadrados, onde cada um pode ser de s — 1 cores diferentes. Temos
n —2r +r =n — r posicoes a serem preenchidas e assim temos " ; " maneiras de escolher em
quais posigoes ficam os dominds e s” maneiras de escolha das suas cores. Desta forma, existem
("")s"(s — 1)" 2" coberturas deste tipo. (Observermos que r nao ultrapassa o valor de [n/2].)

Somando em 7 obtemos o resultado desejado.

d

Segue como corolario do Lema 3.39 a generalizacao da identidade 1.7 em [11] :

r

(n —-1- 7“) S (s — 112 (3.23)

Teorema 3.40. Para todo n > 0 temos
an-1+an, = s". (3.24)

Demonstragao: A prova é feita considerando as sequéncias s—arias de tamanho n. Temos que o
numero de sequéncias s—arias de tamanho n é s". Podemos dividir o conjunto S dessas sequéncias
em s subconjuntos disjuntos Sg, k =0,...,s—1, onde Sy é o conjunto das sequéncias que comecam
com o numero k.

O conjunto Sy pode ainda ser subdividido em dois subconjuntos disjuntos S¢ e S§, onde S¢ é
o conjunto das sequéncias que comecam com 0 e tém um nimero impar de zeros consecutivos e
S§ € o conjunto das sequéncias que comecam com 0 e tém um numero par de zeros consecutivos.

Podemos entao escrever que

s—1 s—1
ST=[S|=D Sk l=lSEIH1SEI+D Sk
k=0 k=1

Considere o conjunto cujos elementos sao todas as possiveis coberturas um tabuleiro de tamanho
n com quadrados de (s — 1) cores distintas: coryl,cory2,...,cory(s — 1), e dominds de s cores
distintas: cory0, cory2, - - - , corg(s —1). Dada uma cobertura deste conjunto podemos associar uma
unica sequeéncia s—aria, convertendo cada quadrado de cor distinta coryk para o ntmero k, k =
1,...5s—1 e cada dominé de cor distinta corym na sequéncia de dois digitos m0, com m =0, ...s—1.
As sequéncias s—arias de tamanho n resultantes desta associagdo sao aquelas que comegam

com o numero k,k =1,...s — 1 (n—ladrilhamentos que come¢am com quadrado ou dominé de cor
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diferente de corg0 ) ou as que comegam com o nimero 0 e tém consecutivamente um nimero impar
de numeros iguais a 0 (n—ladrilhamentos que comecam com dominé da cor corg0 ).

Reciprocamente, dada uma sequéncia em Uz;llSk U Sg, podemos, olhando da direita para a
esquerda, obtermos unicamente um n—ladrilhamento com quadrados de s — 1 cores distintas e
dominés de s cores distintas. Assim existem a; sequéncias s—arias em UZ;IIS;C U S¢. Note que as
sequéncias de tamanho n em S§ nao podem ser associadas desta maneira pois nao ha representagao
para o simbolo 0 em termos de ladrilho.

Assim, as tnicas sequéncias que nao sdo contadas sao aquelas que comegam com 0 e tém,
consecutivamente, um numero k, k = 1,...s—1 ou um numero par de nimeros iguais a 0. Afirmamos
que | S§ |= an—1.

Dada uma sequéncia de tamanho n comecando com 0 seguido imediatamente de um ntmero k,
podemos retirar o 0 da primeira célula e obter uma sequéncia s—éria de tamanho (n—1) comegando
com k.

Em outro caso, dada uma sequéncia de tamanho n comecando com 0 seguido de um ntmero
par de nimeros iguais a 0, podemos retirar o 0 da primeira posicao e obter uma sequéncia s—aria
de tamanho (n — 1) comegando com 0 tendo, consecutivamente, um nimero impar, diferente de
zero, de nimeros iguais a 0.

Assim, dada uma sequéncia de S§ podemos associar uma sequéncia de tamanho (n — 1) que
comega com o nimero k ((n — 1)—ladrilhamentos que comegam com quadrado ou dominé com cor
diferente de cory0) e as que comecam com o nimero 0 e tém, consecutivamente, uma quantidade
impar de nimeros iguais a 0 ((n — 1)ladrilhamentos que comecam com dominé da cor corg0 ). O
numero de sequéncias deste tipo é dado por a,_1.

Reciprocamente, dada uma sequéncia de tamanho (n—1) associada a um (n—1)—ladrilhamento,
colocando um numero zero antes da sequéncia, obtemos uma sequéncia de tamanho n comegando
com 0, tendo, consecutivamente, um nimero k£ ou uma quantidade par de ntmeros iguais a 0.

Observemos que esta operacao estd bem definida e é bijetiva, de onde segue | S§ |= an—1.
s—1

Portanto, para dado n, teremos s™ =| S§ | + | S¢ | + Z | Sk |= an+an—1, € segue a identidade.

k=1
O

A igualdade J; + J;, | = s", é a generalizacdo da Identidade 2.12 em ([11]) e pode ser obtida

através pelo Teorema 3.40.

Teorema 3.41. Para todo n > 0,

sy ap(s—1)" P =aj ., — (s— 1) (3.25)
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Demonstragao: O lado direito da igualdade (3.25) é o niimero de possiveis ladrilhamentos de
um tabuleiro de tamanho n + 2 usando quadrados de s — 1 cores distintas e dominds de s cores
distintas, excluindo o ladrilhamento contendo apenas quadrados .

Considere agora a localizacao do dltimo dominé em um tabuleiro.

Existem s(s —1)""*a§ ladrilhamentos onde o 1ltimo dominé cobre as células k+1 e k+ 2, uma
vez que as células de 1 a k sao ladrilhadas de a; maneiras, as células k£ +1 e k + 2 sao cobertas por
um dominé de uma das s cores disponiveis, e as células de k+3 até n+2 sao cobertas por quadrados
de (s — 1) * maneiras. Portanto, o niimero de maneiras de cobrir um tabuleiro de tamanho n + 2

usando quadrados de s — 1 cores distintas e dominds de s cores distintas e com pelo menos um
n

dominé é s(s — 1)"a§ + s(s — 1)"1af + - - - + s(s — 1)%ay,, ou equivalentemente s Z aj(s —1)" 7k
k=0
]
Usando do fato de que a;, = J;; | na equacao (3.25) obtemos
J('Sn+3) —(s—=1)"2 —5(s—1)"

(3.26)

S

S Jials =17 =
k=0

fazendo k+1 igual a k, n+1 igual a n, e utilizando que para k = 0, s 22:0 J,jH(s—l)”_k = s(s—1)",

obtemos a igualdade

S gi(s — 1yt = T =G 7 1):_1(82 —ory (3.27)
k=2
generalizacao da Identidade 2.8 em [11].
Teorema 3.42. Para todo n > 0,
n
@31 =Y (s—1)s" a3, (3.28)

=0

Demonstragao: O lado esquerdo da igualdade (3.28) conta todas as maneiras possiveis de
preencher um tabuleiro de tamanho (2n + 1) usando quadrados de s — 1 cores distintas e dominés
de s cores distintas.

Como 2n + 1 é impar entao cada ladrilhamento deve conter um ntimero impar de quadrados e
o ultimo quadrado deve estar em uma posicao impar.

Vamos fazer a contagem pela posicao do ultimo quadrado no tabuleiro. Suponha que o 1ltimo
quadrado preencha a posicao 2i + 1, do lado esquerdo temos um (2i)-ladrilhamento, contado por
a$;, e do lado direito restaram 2(n — i) posicoes que devem ser cobertas apenas por dominds. Como
existem s cores possiveis para dominé e s — 1 cores possiveis para quadrado, isso pode ser feito de

(s — 1)s"‘a$; maneiras. Somando de 0 até n, obtemos o resultado.
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Teorema 3.43. Para todo n > 0,

s s s s __ s
Qg Gy + 5G500, 1 = G- (3.29)

Demonstragao: O lado direito da igualdade (3.29) é o ntimero de possiveis ladrilhamentos de
um tabuleiro de ordem 1 x (m + n + 1) usando quadrados de s — 1 cores distintas e dominés de s
cores distintas.

Consideremos agora as condicoes de decomposicao de um ladrilhamento deste tipo. Se um

(m + n + 1)—ladrilhamento é separdvel na célula m, entdo podemos criar um m—ladrilhamento

S

seguido de um (n + 1)—ladrilhamento. Existem a;,a?

11 possibilidades de cobrir um tabuleiro de
tamanho (m 4+ n + 1) de forma que este seja separdvel na célula m.
Caso contrario, existirdA um dominé cobrindo a células m e m + 1. Entao podemos criar um

(m — 1)—ladrilhamento seguido de um dominé que por sua vez é seguido de um n—ladrilhamento.

S

~a : s
Isso pode ser feito de sa;a;,

maneiras. Como nao é possivel um ladrilhamento ser separdvel e nao
separdvel na célula m, simultaneamente, existem a;,a; ., + saya;, | ladrilhamentos de tamanho
(m+n+1).

d

Usando do fato de que a;, = J;;; e fazendo as mudancas de varidveis: n + 1 para n, e m para
m — 1 na equagao (3.29) obtemos
ImInr T8I0 dm 1 = Jpin (3.30)
generalizacao da Identidade 2.24 em [11].

Coroldrio 3.44. Para todo n > 0, af, divide > =, s" 'a3;.

S

Demonstragao: Pelo Teorema 3.43, com n = m, temos que a;,

S (8 s _ .8
an<an+1 + San—l) - CL2n-i-1‘

Portanto, a3, = Yoo s"*iagi, pelo Teorema 3.42, é multiplo de a3,

ay .1+ sapa; 1 = az,41, ou ainda,

Teorema 3.45. Para todon > 1,
(an)? = apqap_y + (1) s™. (3.31)
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S

$)2 pares de maneiras de cobrir um tabuleiro de tamanho n usando

Demonstragao: Temos (a
quadrados de s — 1 cores distintas e dominés de s cores distintas. Também temos a; ,ja; | pares
de maneiras de preencher um tabuleiro de tamanho (n 4+ 1) e um tabuleiro de tamanho (n — 1),
colocados um sobre o outro, usando quadrados de s—1 cores distintas e dominds de s cores distintas.

Vamos dividir a prova em dois casos dependendo da paridade de n.

Se n é impar, tome um par de n—ladrilhamentos, entao existe pelo menos um quadrado nos
dois ladrilhamentos e portanto o par contém uma falha e consequentemente uma cauda. Portanto,
trocando as caudas do par obtemos um (n + 1)—ladrilhamento e um (n — 1)—ladrilhamento com as
mesmas falhas. Essa correspondéncia entre todos os pares de n—ladrilhamentos contendo falhas e
os pares compostos de um (n + 1)—ladrilhamento e um (n — 1)—ladrilhamento estd bem definida.

No entanto, para torné-la biunivoca, devemos descontar os pares de (n + 1)—ladrilhamento e
(n—1)—ladrilhamento contendo apenas dominds, pois estes nao contém falhas. Ou ainda, devemos
descontar os s1"3 T2} = s" ladrilhamentos formados apenas por dominéds de s cores distintas.

Logo temos a igualdade (af)? = a$_ a%_, — s", para n impar.

Quando n é par, aplicamos o mesmo argumento anterior para obter uma correspondéncia
biunivoca entre todos os pares de n—ladrilhamentos e todos os pares compostos de um (n +
1)—ladrilhamento e um (n — 1)—ladrilhamento contendo falhas. Nesse caso, o ladrilhamento con-
tendo apenas dominds é os nicos ladrilhamento que compoem um par de n—ladrilhamentos sem

falhas. Logo temos que descontar os s ladrilhos de (a?)?.

S

Assim temos (af)? — s" = ay 10, 1, para n par, o que completa a prova.

O

Usando do fato de que a,, = J;; | e fazendo a mudanca de varidveis: n + 1 para n, na equagao
(3.31) obtemos

Topadna = ()7 = (1) (3.32)

generalizacao da Identidade 2.5 em [11].

3.2.3 Interpretacao Combinatérias para a Generalizacao dos

Numeros de Jacobsthal-Lucas
Agora vamos dar uma interpretacao combinatéria para a generalizagao dos numeros j; de
Jacobsthal-Lucas. Para tanto, defina jJ como a quantidade de maneiras de preencher um tabuleiro

circular com n posigoes rotuladas no sentido horario, usando quadrados de (s — 1) cores e dominés

“curvos” de s cores distintas. Ou ainda, j, é o nimero de n—braceletes.
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3.2.4 Identidades Combinatérias envolvendo a Generalizagao dos

Numeros de Jacobsthal-Lucas

Apresentamos nessa secao os resultados combinatérios envolvendo a generalizagao dos niimeros

de Jacobsthal-Lucas.

Lema 3.46. Para todon > 1,
Jo=a; + sa;_,. (3.33)

Demonstragao: Existem j; n-braceletes, ou ainda, j; é o nimero de possibilidades de preencher
um tabuleiro circular de ordem 1 x n usando quadrados de (s — 1) cores e dominds “curvos” de s
cores distintas. Estes braceletes sao de dois tipos: em fase ou fora de fase.

Dado um n-bracelete em fase, podemos “esticd-lo” tornando-o um n-ladrilhamento. Logo
existem a; m-braceletes em fase.

Para o caso de um bracelete fora de fase, podemos remover o dominé que cobre as células n
e 1, e “estica-lo” obtendo um ladrilhamento de comprimento n — 2. Portanto, como existem s
possibilidades de cores para este dominé, o nimero de n-braceletes fora de fase é sa;_,, e portanto

segue o resultado.

Teorema 3.47. Para todon > 1

=y N - (” . r) (s — 1), (3.34)

r>0

Demonstragao: Do lado esquerdo da igualdade (3.34) temos braceletes de tamanho n, ou ainda,
o numero de possibilidades preencher um tabuleiro circular de ordem 1 x n usando quadrados de
(s — 1) cores e dominds ‘curvos” de s cores distintas.

Por outro lado, considere braceletes com exatamente r dominds. Com a mesma argumentacao
n—r n—r—1
do Lema 3.39 temos que existem < ) s"(s—1)""%" braceletes em fase e ( 1 > s"(s—1)"2"
r r—

braceletes fora de fase. Uma vez que

n—r—1Y\ , _ r n—r _
— 1) 2r _ (g — 1) 2r
( r—1 )8(8 ) n—r( r )8(8 ) ’

temos, somando em 7, que o numero de braceletes de tamanho n é dado por

> [(n . r>8’"(8 =)+ . . (" R T) s"(s — 1)“?] -

r>0
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como desejado.

Teorema 3.48. Para todo n > 0,
n

sy s =1 =jn— (s = 1) (3.35)
i=0

Demonstragao: O lado direito da igualdade (3.35) é o nimero de (n + 2)—braceletes excluindo
o bracelete contendo apenas quadrados, ou ainda, o nimero de possibilidades de preencher um
tabuleiro circular de ordem 1 x (n+ 2) usando quadrados de (s —1) cores e dominds “curvos” de s
cores distintas, excluindo a possibilidade de termos todas as posicoes preenchidas com quadrados.

Considere agora a localizagao do tltimo dominé. Existem duas possibilidades a serem conside-
radas. Se o (n + 2)—bracelete estd em fase existem s(s — 1) *a; ladrilhamentos onde o tltimo
domind cobre as células k+1 e k+2, uma vez que as células de 1 a k sao ladrilhadas de aj maneiras,
as células k4 1 e k + 2 sdo cobertas por um domind com s cores possiveis, e as células de k + 3 até
n -+ 2 sao cobertas por quadrados de s — 1 cores possiveis.

Caso contrario, teremos um dominé ocupando as posicoes n + 2 e 1; e portanto existem s2(s —
1)"‘7‘3@272 ladrilhamentos onde o ultimo dominé cobre as células k e k + 1, uma vez que as células
de 2 a k—1 sao ladrilhadas de aj_, maneiras, os pares de células (k,k+1), e (n+2,1) sao cobertas
por um dominé de s® maneiras e as células de k + 2 até n + 1 sdo cobertas por quadrados de
(s — 1)nF,

Assim, o numero de (n + 2)—braceletes com pelo menos um dominé é s(s — 1)"(a§ + sa®,) +

s(s — )" Y(a§ +sa® ;) + -+ s(s — )" *(a2 + sa’_,) ou equivalentemente, pela equacio (3.33),

n
o3 s =17
k=0

Teorema 3.49. Para todo n > 0,

ji+1ai = a§n+1- (3.36)

Demonstragao: Do lado direito da igualdade (3.36) temos o niimero de maneiras de cobrir um
tabuleiro de tamanho 2n + 1 usando quadrados de (s — 1) cores e dominds de s cores distintas.
Consideremos agora as condigoes de decomposicao de um ladrilhamento. Se um (2n + 1)—

ladrilhamento é separdvel na célula n + 1 entdo podemos criar um (n + 1)—bracelete em fase
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seguido de um n—ladrilhamento. Caso contrario, teremos um dominé cobrindo as células n + 1 e
n + 2, e portanto o (2n + 1)—ladrilhamento sera separdvel na célula n. Assim, podemos criar um
n—ladrilhamento seguido de um (n + 1)—bracelete fora de fase, onde a primeira célula do bracelete
é a correspondente a célula n + 2 do (2n + 1)—ladrilhamento.

Assim, como existem j; | braceletes de tamanho n + 1 fora de fase e em fase, existem j; , a5,
ladrilhamentos desse tipo, o que segue o resultado.

d

Observemos que esse resultado também pode ser visto como corolario do Teorema (3.43) to-

mando m = n.
Teorema 3.50. Para todo n > 0,

(s—1a;_; + j5 = 2a;,. (3.37)

Demonstracao: Considere o conjunto formado por todas as maneiras de cobrir um tabuleiro de
tamanho n usando quadrados de (s — 1) cores e dominds de s cores distintas. Do lado direito da
igualdade (3.37) temos duas cépias de cada cobertura neste conjunto.

Cada n—ladrilhamento pode ser classificado em dois tipos: finalizando em quadrado ou finali-
zando em domind.

Dada duas cépias de um n—ladrilhamento terminado em dominé podemos criar um n—bracelete
em fase com o dominé cobrindo as células n — 1 e n e um n—bracelete fora de fase com o dominé
cobrindo as células n e 1. Considere agora uma das copias do n—ladrilhamento terminado em
quadrado. Podemos associd-lo a um bracelete terminado em quadrado e portanto, como essa
relacao é biunivoca, temos todos os braceletes, nimero igual a j7.

No entanto, existem (s —1)a; _; ladrilhamentos de tamanho n terminados em quadrado restan-
tes, portanto temos a igualdade (s — 1)a?_; + j5 = 2a5.

O

Aplicando o Teorema 3.50 com s = 2 e utilizando o fato de que a;, = J;; obtemos como coroldrio
a Identidade 2.20 em [11], J,, + jn = 2Jp41-

Teorema 3.51. Para todo n > 0,

Fampr = (s =1)>_s"7j3, (3.38)
>0

Demonstracao: O lado esquerdo da igualdade conta todas as maneiras de cobrir um tabuleiro
circular de tamanho (2n + 1) usando quadrados de (s — 1) cores e dominds “curvos” de s cores

distintas. Como 2n + 1 é impar, cada bracelete deve conter um nimero impar de quadrados.
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Temos duas possibilidades. Caso o bracelete seja em fase o dltimo quadrado estard em uma
posicao fmpar.

Suponha que o ultimo quadrado se encontre na posi¢ao 2i + 1. Anterior a ele temos um (2i)-
ladrilhamento e posteriormente restam 2(n—1) posi¢oes que devem ser cobertas apenas por dominés.
Como existem s cores possiveis de dominds, isso pode ser feito de s” % maneiras, e portanto temos
(s — 1)a3;s"~" braceletes desse tipo.

Caso contrério, teremos um dominé ocupando a posigao (2n+1, 1), e portanto o dltimo quadrado
se encontra na posi¢ao 2i, anterior a ele temos um (2i — 2)- ladrilhamento e posteriormente restam
2(n — i) posigoes que devem ser cobertas apenas por dominds. Como existem s cores possiveis

n—i+1

de dominds, isso pode ser feito de s maneiras, uma vez que o dominé na posi¢ao (2n + 1,1)

também deve ser colorido. Portanto temos (s — 1)a3, 25”_”1 braceletes desse tipo e segue que o

71—

ntimero de (2n 4 1)-braceletes é dado por

(s—1) E s"lad, + 8" ey, =
i>0

(s—1) Z s" (a3 + sa3;_o) =

i>0
(s—1)> s" s,
i>0
pelo Lema 3.46.
O
Teorema 3.52. Para todo n,m > 0,
Jondn 4 (s +1)%a8, qa5_y = 2450 (3.39)

Demonstracao: Considere o conjunto de todas as maneiras de preencher um tabuleiro circular
de tamanho (m + n) usando quadrados de (s — 1) cores e dominés “curvos” de s cores distintas.
A cardinalidade desse conjunto ¢ dado por j;, -

Assim do lado direito da igualdade (3.39) temos duas cépias de (m + n)—braceletes.

A prova da identidade serd feita associando uma cépia do bracelete as condi¢oes de separabili-
dade na célula m e outra as condicoes de separabilidade na célula m — 1.

De fato, dadas duas cépias de um (m + n)—bracelete temos duas possibilidades: estar em fase
ou fora de fase. Considere, primeiramente o (m + n)—bracelete em fase, entao podemos associa-lo

unicamente a um (m + n)—ladrilhamento.
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Assim, se o (m + n)—ladrilhamento for separavel na célula m, podemos decompor este em um
m—ladrilhamento seguido de um n—ladrilhamento, e portanto temos a$,as (m-+n)—braceletes em
fase separaveis na célula m. Caso contrario, teremos um dominé cobrindo as células m e m + 1, e
portanto podemos decompor este em um (m — 1)—ladrilhamento, seguido de um dominé, que por
sua vez é seguido por um (n — 1)—ladrilhamento. Existem, entdo, sal, _ja;_; (m 4+ n)—braceletes
em fase nao separaveis na célula m.

Exemplo 3.53. Na Figura 3.29 sequem as decomposicoes sequndo as condicdes de separabilidade

na m—ésima célula em um (m + n)—bracelete em fase.

a m a; Ay, 1 m m+ 1 an_q

Figura 3.29: Separabilidade na m—ésima célula em um (m + n)—bracelete em fase

Agora, tomando a outra cépia deste mesmo (m + n)—bracelete em fase, vamos analisar as
condicoes de separabilidade na célula m — 1. De forma andloga ao caso anterior, temos que se o
(m + n)—ladrilhamento (associagdo biunivoca com um (m + n)— bracelete) for separavel na célula
m—1, podemos decompor este em um (m—1)—ladrilhamento seguido de um (n+1)—ladrilhamento,
e portanto temos a;, a5 (m+n)—braceletes em fase separaveis na célula m — 1. Caso contrario,
teremos um dominé cobrindo as células m — 1 e m, e portanto podemos decompor este em um

(m—2)—ladrilhamento, seguido de um domind, que por sua vez é seguido por um n—ladrilhamento.

Existem, entdo, say, _oa; (m + n)—braceletes em fase ndo separaveis na célula m — 1.

Exemplo 3.54. Na Figura 3.30 sequem as decomposicoes sequndo as condicdes de separabilidade

na (m — 1)—ésima célula em um (m + n)—bracelete em fase.

s s s s
amfl’an%»l ‘ ‘ sa’mfl‘anfl ’ *

X S
U1 m—1 At A —1 m m+1  an_g

Figura 3.30: Separabilidade na (m — 1)—ésima célula em um (m + n)—bracelete em fase

Tome, agora, duas copias de um (m+mn)—bracelete fora de fase, logo temos um dominé cobrindo
as células (m + n) e 1; e portanto podemos associé-lo a um (m + n)—ladrilhamento terminado em

dominé (observe que essa correspondéncia é 1-2).
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Consideremos as condi¢oes de separabilidade na célula m. Se o (m+n)—ladrilhamento terminado
em domind for separavel na célula m, podemos decompor este em um m—ladrilhamento seguido de
um (n — 2)—ladrilhamento, que por sua vez é seguido de um dominé e portanto temos sa;,as_o
(m 4 n)—braceletes fora de fase separdaveis na célula m. Caso contrario, teremos um dominé co-
brindo as células m e m + 1, e portanto podemos decompor este em um (m — 1)—ladrilhamento,
seguido de um domind, que por sua vez é seguido por um (n — 3)—ladrilhamento, seguido de outro

2

dominé. Segue, entdo, que temos s“a?,_,a’_5 (m + n)—braceletes fora de fase ndo separdveis na

célula m.

Exemplo 3.55. Na Figura 3.81 sequem as decomposicoes sequndo as condicdes de separabilidade

na m—ésima célula em um (m + n)—bracelete fora de fase.

S s
say _o.ay, @

s s

a a s s
_2 E
n @ m o h
m — 1
m m

Figura 3.31: Separabilidade na m—ésima célula em um (m + n)—bracelete fora de fase

Tomando a outra cépia deste mesmo (m—+n)—bracelete fora de fase, vamos analisar as condigoes
de separabilidade na célula m — 1. De forma andloga ao caso anterior, temos que se o (m + n)—
ladrilhamento terminado em dominé for separavel na célula m — 1, podemos decompor este em um
(m — 1)—ladrilhamento seguido de um (n — 1)—ladrilhamento, que por sua vez é seguido de um
dominé e portanto temos say, ;a’_; (m+ n)—braceletes fora de fase separdveis na célula m — 1.
Caso contrario, teremos um dominé cobrindo as células m — 1 e m, e portanto podemos decompor
este em um (m — 2)—ladrilhamento, seguido de um domind, que por sua vez é seguido por um

2.s

(n —2)—ladrilhamento, seguido de outro dominé. Existem, entao, s“a},_,al_, (m+n)—braceletes

fora de fase ndo separdveis na célula m — 1.

Exemplo 3.56. Na Figura 3.32 sequem as decomposi¢oes sequndo as condigoes de separabilidade

na (m — 1)—ésima célula em um (m + n)—bracelete fora de fase.
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) 2
s s
a a
n—1 n—1 s s
| @ | o o
m — 1

Figura 3.32: Separabilidade na (m — 1)—ésima célula em um (m + n)—bracelete fora de fase

Portanto, temos que

-5 _ s S s s s s s s s s 2 s s s s 2 s s
2]m+n - aman+$am—1an—1+am—1an+1+sam—2an+8aman—2+s am—lan—3+8am—1an—1+s Ay —2C0p 25

ou ainda,
.S _ S8 5 s s s s 2 s s 2 s s s s 2 s s
2]m+n = Ay Ay + Sy 20y + Sy Ay —2 +s Ap—2Qp_2 +s A —18p—1 + Ap—18n41 +s App—10n—3)
] _ s s s s s s s s 2 s s
2jm+n - (am + Sam—2)(a’n + San—2) + 2Sam—lan—l + App—10n41 +s Ap—1Gp—3-
Como
s s+2$ s __ s (( 1)s+5)+25 l(s _(_1)5)
am—lan+1 § Qy—10p—3 = Q1S — (0% SQp_1 § Q1 S Ap—1 § Ap—2 )
S S 2 s S _ S S S S S S s S
Ay —10p41 +s Apy—10p—3 = SQpp_10p_1 + (S - 1)am71an + 8Qpy—10pn—1 — 8(8 - 1)am71an727
s s 2 s s _ s s s s s
am—lan—‘rl +s Ay 10p—3 = 2Sam—lan—l + (S - 1)am—1(an - 8an—2)>
s s + 2 s s _ ( 2 + 1)
A —10p41 T8 Ay 10p_3 = S Um—10n—1,
logo, pelo Lema (3.46),
. 2 .. 2
2351—&-71 = (afn + 5afn—2)(afz + 3“;-2) + (25 + 5"+ Dam—1an-1 = jmjn + (5 + 1) am—1an_1.
O

Aplicando o Teorema 3.52 com s = 2 e utilizando os fatos de que a] = J; obtemos como

corolario a Identidade 2.25 em [11] dada por jyjn + 99mJn = 2Jm-n-

Coroléario 3.57. Para todon > 0,
(o)? + (s +1)%(a5,_1)% = 233,,. (3.40)

Demonstragao: Basta tomar m = n no Teorema 3.52.
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Teorema 3.58. Para todo n > 0,

(s +1)%a5 = jiyn + s (3.41)

Demonstragao: Sejam os dois conjuntos formados por todas as maneiras de preencher dois
tabuleiros circulares um de tamanho n e outro de tamanho n + 2 usando quadrados de (s —1) cores
e dominds “curvos” de s cores distintas. Considere todas as maneiras de preencher um tabuleiro
de ordem 1 x n usando quadrados de (s — 1) cores e dominds de s cores distintas.

Considere S; o conjunto contendo (s + 1)? cépias de cada n—ladrilhamento e S o conjunto
formado pelos (n +2)—braceletes ou duas cépias de cada n—bracelete. Temos que |S1| = (s+1)2a,
e |S2| = jn+2 + 2j,. Para provar essa identidade vamos estabelecer uma correspondéncia entre os
conjuntos Sy e So.

Dado um n—ladrilhamento podemos criar naturalmente 4 tipos de braceletes:

1. A quantidade de (s — 1)(s — 1) (n + 2)—braceletes em fase terminados em dois quadrados
inseridos;

2. A quantidade de s (n + 2)—braceletes em fase terminados em um dominé inserido;

3. A quantidade de s (n + 2)—braceletes fora de fase com um dominé inserido nas células
(n+2,1);

4. n—bracelete em fase concatenando as células n e 1.

Ainda estao faltando dois tipos de braceletes: n—braceletes fora de fase e (n + 2)—braceletes
em fase terminados em quadrado com um dominé inserido cobrindo o par de célula (n,n+1). Note

que a construgao de tais braceletes depende do n—ladrilhamento tomado.

Se o n—ladrilhamento termina em quadrado entdo criamos um (n + 2)—bracelete em fase ter-
minado em quadrado inserindo um dominé cobrindo o par de célula (n,n + 1). Teremos entao
s (n + 2)—braceletes desta forma.

Se o n—ladrilhamento termina em dominé entao criamos um n—bracelete fora de fase rotacio-
nando o bracelete em uma célula no sentido horario. Tomando s cépias deste bracelete teremos s
copias do n—ladrilhamento terminado em domind, que adicionado as s cépias do n—ladrilhamento
terminado em quadrado necessérias para fazer o (n+ 2)—bracelete em fase terminado em quadrado

resultam em s cépias de ay,.

No entanto, para termos o total de n—braceletes, j,, é necessario tomar s cépias do bracelete do
tipo descrito no item 4. Assim, teriamos o total de j; o+ 57, braceletes sendo levados bijetivamente

a(s—1)(s—1)+s+s+s+s=(s+1)? cépias de cada n—ladrilhamento.
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3.3 (Generalizacoes

Usando a notacao das generalizagoes dada no artigo [5], seja pq(l’ ) o ntimero de maneiras de

cobrir um tabuleiro finito 1 X n usando quadrados de a diferentes cores e dominds de b diferentes

. , -(a,b . . . . . .
cores. Considere também jT(L ) o numero de maneiras de cobrir um tabuleiro circular finito 1 x n

usando quadrados de a diferentes cores e dominds “curvos” de b diferentes cores.
(a,b)  .(a,b)

Nos podemos estender todas as provas do capitulo no contexto de pp,”"’ e jn~’ apenas conside-
rando agora a escolhas de cores para os quadrados e b escolhas de cores para os dominds. Assim,
segue todas as seguintes generalizacoes.

A generalizacao dada no Lema 3.59 pode ser encontrada como o Lema 14 em [5].

Lema 3.59. (Generaliza¢ao do Lema 3.4) Para n > 0, seque que

pat =3 (" ; T) a2y (3.42)

r>0

Teorema 3.60. (Generalizacao do Teorema 3.15) Para todo n > 0,

a,b)
b Zpl = pn+2 a. (3.43)

A generalizagao dada no Lema 3.61 pode ser encontrada como o Lema 12 em [5].

Teorema 3.61. (Generalizagio do Teorema 3.16) Para todo n > 0,

n— z ab
p2n+1 = az b (3.44)

Teorema 3.62. (Generalizag¢io do Teorema 3.17) Para todo n > 0,

P by + op i = pi . (3.45)
A generalizagao dada no Corolério 3.63 pode ser encontrada como o Teorema 13 em [5].
Corolério 3.63. (Generalizagio do Coroldrio 3.18) Para todo n > 0, pSﬁ’b) divide pgifr)l.
Teorema 3.64. (Generalizagio do Teorema 3.19) Para todo n > 1,
() = plpt) + (<1, (3.46)

Lema 3.65. (Generaliza¢ao do Lema 3.23) Para todo n > 0,

jlab) = plad) 4 pp(@t) (3.47)
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Teorema 3.66.

Teorema 3.67.

Teorema 3.68.

Teorema 3.69.

Teorema 3.70.

Teorema 3.71.

Teorema 3.72.

(Generalizagao do Teorema 3.24) Para todo n > 1

-(a,b) _ n n—r n—2rbr
In Z n—r < r )a '

r>0

(Generalizagdo do Teorema 3.25) Para todo n > 0,

,b)
bZ]Za _]n+2 _ an+2'

(Generalizagdo do Teorema 3.26) Para todo n > 0,

G plat) = plet)

(Generalizagdo do Teorema 3.27) Para todo n > 0,

apgla b1) + ](a b) 2p(a b)

(Generalizagdo do Teorema 3.30) Para todo n > 0,

]2n+1 - azbn Zj?z

>0

(Generalizagdo do Teorema 3.31) Para todo n,m > 0,

Pt 4 (0 + 4b)pl i) = 25800,

(Generalizagdo do Teorema 3.37) Para todo n > 0,

(a2 + 4b)p$la’b) = jq(la ? + bj,(f’b).
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CAPITULO 4

NUMEROS DE JACOBSTHAL
Q-ANALOGOS E
GENERALIZACOES

No artigo [7] sdo apresentadas provas combinatdrias usando g—contagens de conjuntos de ladri-
lhamentos para identidades envolvendo os nimeros de Pell. Além disso, usando a ideia de algumas
identidades envolvendo os ntimeros de Pell sao feitas generalizagoes.

Usando a relacao de recorréncia para os nimeros g—analogos e a fung¢ao peso dada em [7] iremos
fazer g-contagens de conjuntos formados através de todas as maneiras de preencher um tabuleiro
finito usando quadrados de a diferentes cores e dominds de b cores distintas e provar identidades
envolvendo os nimeros g—andalogos de Jacobsthal. Através de algumas das identidades provadas

no Capitulo 3 iremos contribuir com novas generalizagoes usando as notagdes definidas em [7].

4.1 Generalizacao de g—analogos

Em [7] é determinada uma recorréncia geral de g—andlogos para nimeros arbitrarios de cores

de quadrados e cores de domindés dada por

1— qa(n+1) . 1 — g
Pn+1(aab§Q):1_7WPn(aab§Q)+q 1—qn Po-1(a,b;q),
1—q°

com condicoes iniciais dadas por Py(a,b;q) = 1, Pi(a,b;q) =
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Nesta definigao temos que P,41(a,b;q) é a g—contagem do nimero de possibilidades de pre-

encher um tabuleiro de ordem 1 X (n + 1) usando a > 1 diferentes cores de quadrados e b > 1
., 8q tipos de quadrados e dy,...,d, tipos de

diferentes cores de dominds, ou ainda, usando s, ..
dominés, com funcao peso definida como

se t ¢éum quadrado s; na posicao i.

% { ¢, se t é um dominé d; na posicao (i,7+ 1),
w =

i(j—1
qiu-1,
Observemos que nessa definicado de peso podemos considerar s; como sendo o quadrado branco

e portanto o quadrado branco tem peso dado por ¢° = 1, independente da posicdo que se encontra.

Assim, definem-se os nimeros g—andlogos de Jacobsthal, J,(q), pela relagao de recorréncia

Jnr1(q) = Jn + (¢" + q2”)Jn,1,n > 1,

com as condigoes iniciais Jo(q) = J1(¢q) = 1, e pesos dados por

q", se t éum dominé cinza na posi¢ao (i,7+ 1),

w(t) =4 ¢*, se t éum dominé preto na posicao (i,i+ 1),

L,

se t é um quadrado branco.
Seja T, o conjunto de todos os ladrilhamentos de ordem 1 X n com quadrados brancos, dominds

cinzas e dominds pretos. Entao, para T € T, define-se o ¢g—peso de T por

w(Z(T) = H qw(t)v

teT

TeT,

Segue disto que J,(q) = Jn(q).

Exemplo 4.1. Para n = 3 temos na Figura 4.1 os pesos da g-enumeracao dos ladrilhamentos de

Jacobsthal:
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w(I):qa
w<1)_q4.

Figura 4.1: g-enumeracao dos ladrilhamentos de Jacobsthal de tamanho n=3

Entdo J3(q) = 14 ¢+2¢* + ¢* = J2(q) + (¢* + ¢*) T1(9) = J3(g).
Ainda em [7] segue a generalizagdo do Teorema 3.16.

Teorema 4.2. (Generalizagao do Teorema 3.16) Para todo n > 0,

. n(n —i( . 1-— q4j
Tont1(g) =Y g 0= ] 1= ¥ J2i(q). (4.1)
i=0 Jj=i+1

Demonstragao: O lado esquerdo da igualdade (4.1) g—conta todos os ladrilhamentos de tamanho
2n+1. Claramente tais ladrilhamentos contém pelo menos um quadrado branco com ultima posicao
em uma célula impar 2¢ + 1 para 0 < i < n. Entao as 2 primeiras posigoes sao cobertas por um
ladrilhamento de Jacobsthal de tamanho 2i e as 2(n — i) posi¢oes restantes devem ser cobertas
apenas por dominds.

Temos que ¢ +D=ii+1) ¢ o peso do 2(n —1) ladrilhamento coberto apenas por dominds cinzas,

uma vez que o peso é dado por

(2i4+242n)(n—1)
2

G+t — i+ 1) (n—i) n(nt1)—i(i+1)

E, como o peso do dominé preto é o dobro do peso do dominé cinza, podemos associar a funcao

geradora que determina a presenca de dominé preto ou domind cinza em cada par de células dada

por

n

qn(n+1)—i(i+1) H (1+q2j)‘
J=i+1

Portanto, o g—peso de um ladrilhamento de tamanho 2n + 1 de Jacobsthal é dado por

qn(n—l—l)—i(i—l—l) H 1+q2j<]2i;
J=i+1
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ou ainda,

1—q¥
1_ ng

n(n+1)—i(i+1
q( )—i(i+1) H ol

j=i+1

Somando em n, com 0 < i < n, obtemos o resultado.

4.2 Identidades envolvendo os q-Numeros de

Jacobsthal

Seguindo 0 mesmo raciocinio, demonstraremos novos teoremas g—andalogos das identidades en-
volvendo os niimeros de Jacobsthal e, além disso, usando a notagao da generalizacao de g—andalogos

provaremos a generalizagao desses novos teoremas g-analogos.

4.2.1 Teorema g-Analogo do Lema 3.4

Inicialmente, denotamos p;x; como sendo o polinémio gerado como coeficiente de z7 y*2! na

expansao de (x +y + z)jﬂ““H com inversdes de peso yr = ¢’xy, zx = ¢*xz € 2y = qyz.

Exemplo 4.3. Considere alguns exemplos, nos casos j+k+1=2,3 e 4. Temos

(m+y+z)2:x2+y2—|—z2+(1+q2)xy+(1+q)yz+(1+q2)a:z,

ou ainda

1—q4 1—q2 1—q4
ry + Yz +
(1-4?) (1-9) (1-4¢%

Fazendo (x +y + 2)%(x +y + 2), e aplicando os pesos das inversées obtemos

(x+y+2)?2=a?+y>+22+ Tz,

1— 6 1— 6
(x+y+z)3:x3+y3+z3+7q (1_722) 2

1—-¢% 1—q¢" o

+ Y+ T2
(1—-4¢?) (1—4¢?)
1—q3 2 1—q3 2 1—q6

+ yz® + vz + zy2;
(1-q) (1-4q) (1-4q)

onde
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(1-¢% 50 -4q"

(1—f)_q(1—¥)+h

1-¢*)  (1-¢*

g Ta-¢ "

1—C]6 _ (1—q4) (1 —q4) 9u2 (1 —q2)
i—g (- =" =g

Agora, fazendo (xz+y+2)* = (x +y+2)*(x +y+2) e aplicando o peso das inversoes obtemos

1-— 1—¢
1—q6 41—‘16) 2 2 (1—‘16 41—q6) 2 2
+ +4q x7Yy” + +4q Tz
<O—q% i-q¢)"" (1—-4¢?) (1-4¢?)
1—¢5 1—¢°
2 3 2
— 41 — 41
qa&>*>xy+<quq>+>
1—gq l—q6
Tyt < >>wz

=g Ta-@ "

(
< 3 6
(
(

1—q6>
(1-4q) (1—® 1-q?)

Lema 4.4. A funcao geradora para ladrilhamentos com exatamente j dominds pretos, k dominds
cinzas e l quadrados brancos € dada por

252 +2kj+k2

q Pjk,l-

Demonstragao: Seja T;j; o conjunto de ladrilhamentos com exatamente j dominds pretos, k
dominos cinzas e [ quadrados brancos onde n = 25 + 2k +[. Dado T' € T} ;,; vamos associar uma
sequéncia d7 trocando cada dominé preto pelo simbolo z, cada dominé cinza pelo simbolo ¥, e cada
quadrado branco pelo simbolo z. Esta sequéncia estd no conjunto S, ,« .1 de todas as sequéncias
com j caracteres z, k caracteres y e | caracteres z. Assim, dada uma sequéncia 6 € S;; yx 1 existe
um ladrilhamento 75 € T;x; que lhe é associado.

O ladrilhamento T' € T;;; de peso onde o expoente de ¢ ¢ minimo é dado pelo ladrilhamento

Trmin € Tk, correspondente a sequéncia i, dada por
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5mzn:$$$$$yyyyyzzzzz

J k l

Isto ocorre pelos seguintes fatos:

1. o expoente de ¢ no peso de um ladrilhamento seguido de um dominé preto seguido de um
dominé cinza é menor do que o expoente de g no peso de um ladrilhamento seguido de um dominé
cinza seguido de um dominé preto;

2. o expoente de ¢ no peso de um ladrilhamento seguido de um dominé preto seguido de um
quadrado branco é menor do que o expoente de ¢ no peso de um ladrilhamento seguido de um
quadrado branco seguido de um dominé preto;

3. o expoente de ¢ no peso de um ladrilhamento seguido de um dominé cinza seguido de um
quadrado branco é menor do que o expoente de ¢ no peso de um ladrilhamento seguido de um
quadrado branco seguido de um dominé cinza.

Assim, o peso do ladrilhamento T},,;, é dado por

7 k
(2.22i—1+22j+2m—1>
=1 m=1

252 4+2kj+k?

q =4q

Queremos entao estudar o quanto o expoente de g no peso de um ladrilhamento qualquer
T € Tj, difere do expoente de g no peso do ladrilhamento T},,.

Dada uma sequéncia § € S;; ,x .1 definimos os pesos das inversoes
k) 2

yr = ¢*xy,
zr = ¢*xz
Zy = qu

Exemplo 4.5. Tome por exemplo a sequéncia y>zxyz, associada a um ladrilhamento T € To31-
Neste caso temos ladrilhamento Ty, de peso de expoente minimo 29 associado a sequéncia x2y>z.
Obtemos

Y rayr = yyzryr = ¢yyrzyr = ¢yyryzr = ¢ yyryrz = q yyrayz

= ¢’yzyryz = ¢ lyrayyz = ¢Pryryyz = ¢y’ 2.

Assim

w(T) _ q15w(Tmm) — q15q29 — q44‘

84



Entao o peso w(T') é dado em termos de w(Tyn) pela multiplicagdo de uma poténcia de q.
Considere a sequéncia de peso minimo q2, x*yz correspondente ao ladrilhamento com dois
dominds pretos sequidos de um domind cinza, que por sua vez € sequido de um quadrado branco.

Através de permutacao dos simbolos x,y e z, encontramos as sequintes sequéncias:

Yz = 22y
rxzy = qrlyz;
ryzz = ¢Calyz;
zzzy = ¢Crlyz;
zyzz = ¢ 22yz;
yrzz = ¢ z’yz;
rzyr = ¢xlyz;
zxxy = Cxlyz;
yrze = ¢xlyz;
zayr = ¢ 22yz;
yzex = ¢cxlyz;
zyzx = @Oz yz.
Assim, determinamos o polinémio 1+ q+ ¢®>+¢> +2¢* +2¢° + ¢ +q" + ¢® + ¢° correspondente

a sequéncia x’yz. Este polindmio nos diz quais sdo as poténcias de q a serem multiplicadas pelo

peso minimo e portanto obtemos o polinémio

A+q+@++2¢" +2¢° + " + 4"+ ¢° + ¢")¢",
gerador de todos os pesos de ladrilhamentos com dois dominds pretos, um domind cinza e um

quadrado branco.

Exemplo 4.6. Notemos, na expansdio de (x + 1y + 2)*, que o coeficiente de x*yz é exatamente o

polinémio correspondente & sequéncia x%yz,

s1-¢" | 1-¢  1-¢°
(q <1—q>+q<1—q2>+<1—q2>>’

ou ainda

Fl+q+@P+ P+ +P) a1+ P+ )+ 1+ P+t =

14+ @3+ +2¢" +2° + ¢+ " + & + ¢°.
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Assim, o polinémio p;; gerado como coeficiente de Iy* 2! na expansao de (z 4 y 4 z)FHi+!
determina quais sao as poténcias de q a serem multiplicadas pelo peso minimo, e portanto determina
a funcao geradora dos ladrilhamentos com exatamente j dominds pretos, k dominds cinzas e [

quadrados brancos, uma vez que,

S owg(T) = D wy(Ty)

TGTk’j’l 5€Sxk,yj,zl

=w (Tmzn )Pj,k,l

25242k j+k>

=q Pjk,l-

Teorema 4.7. Para todo n > 0,

L5
Jn(‘]) Z q Zq Pjr—jin—2r-

r=0
Demonstragao: No lado esquerdo da igualdade é g—contado o conjunto de ladrilhamentos
de Jacobsthal de tamanho n. Considere agora os ladrilhamentos de tamanho n com exatamente
r = j + k dominds, j dominés pretos e k dominds cinzas. Entao estes ladrilhamentos tém n — 2r
quadrados brancos. Aplicando o Lema 4.4 temos que a soma de todos os g—pesos dos ladrilhamentos

com exatamente j dominds pretos, £ dominéds cinzas e n — 2r quadrados brancos é

252 ++2kj+k?
q J J Pk, jn—2r-

Fazendo k = r — j, obtemos

252425 (r—j)+(r—j)?

q Pk r—kn—2r,

ou ainda,

2 2
o+
q J Pjr—jn—2r-

Somando sobre todas as possibilidades de j and r obtemos a igualdade

Ln 1
Z qu +? Pjr—jn—2r-

r=0 ;=0
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4.2.2 Teorema g-Analogo do Lema 3.24

Para demonstrar tal resultado comecaremos provando um lema auxiliar. A ¢—contagem de la-
drilhamentos de Jacobsthal de tamanho n deslocados de m posicoes para a direita serd denominado

Ji'(q)-
Lema 4.8. A funcdo geradora para ladrilhamentos deslocados de m posicées para a direita com
erxatamente j dominds pretos, k dominds cinzas e l quadrados brancos é dada por

m(25+k)+25242kj+k>

q DPjk,l-

Demonstragao: Seja um ladrilhamento de tamanho n = 2j + 2k + [, de peso q2j2+2kj+k2pk,j,l
dado pelo Lema 4.4. Observemos que, deslocando-o em m posigoes para a direita, o peso de cada
dominé preto é multiplicado por ¢*™ e o peso de cada dominé cinza é multiplicado por ¢™, obtendo

a adigdo de m(2j + k) ao expoente de ¢ no peso inicial, onde segue o resultado.

Teorema 4.9. Para todo n > 0,

2 2 s
Tn(@) + (" + )o@ = Y. @D ¢ [Pirjm2e + ¢ X
r=0 7=0

+ qn+6]+1

X {pj,'r—j—l,n—Zr pj_lﬂ,_j’n_%}] .

Demonstracgao:

Do lado esquerdo da igualdade temos a g—contagem de braceletes de tamanho n = 2k 4+ 25 + 1,
contendo exatamente j dominds pretos, k = r — 7 dominds cinzas e [ quadrados brancos. Primei-
ramente considere um bracelete fora de fase tendo um dominé (preto ou cinza) na posigao (n,1).
Observemos que, se tivermos um dominé preto temos a contribuicao de ¢?, caso contrério, temos
a contribuicao de ¢" no peso do ladrilhamento. Removendo este dominé teremos um ladrilhamento
de Jacobsthal de tamanho n — 2 deslocado em uma posicao a direita. No segundo caso, considere
um bracelete em fase, ou seja, um bracelete que pode ser quebrado entre as células n e 1, obtendo

um n—ladrilhamento. Assim a soma dos ¢—pesos de todos os braceletes de tamanho n é dado por

Tn(@) + (¢ + @) Tp_o(q).

Por outro lado, dado 0 < r < L"Tflj e 0 < j <r, determinaremos a soma dos g—pesos de todos
os braceletes de tamanho n com exatamente » dominés e n — 2r quadrados brancos. Pelo Lema 4.4

temos que a soma dos g—pesos de um bracelete em fase é dada por
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2 2
re+
q J Pjr—jin—2r-

De modo, andlogo, aplicando o Lema 4.8 para m = 1, obtemos que a soma dos g—pesos de um

bracelete fora de fase é dada por

. . 2 . 2 . -2 _ . _ 2
2" <q2]+kq2(] 1)242k(j—1)+k p];l’k’l) Ty <ng+qug +2(k—1)j4(k—1)

pj,kq,l) .

Fazendo k£ = r — j e somando sobre 0 < r < L%J e 0 < j <r, obtemos

2 j2 —r4j+1 65-+1
S "> Pirjmar I X D2 A T D )]
r=0 7=0

onde segue a igualdade.

4.2.3 Alguns Teoremas g—analogos e Generalizacoes

Aplicando o mesmo raciocinio, obtemos os seguintes teoremas g—andlogos cujas demonstracoes

seguem pelos mesmos principios dos teoremas e lemas dos quais sao correspondidos analogamente.
- . m ) , -

A cerca de notacao considere P (a,b;q) a g—contagem do nimero de possibilidades de pre-

encher um ladrilhamento de tamanho n + 1 com posicoes deslocadas em m posicoes para a direita

usando a > 1 diferentes cores de quadrado e b > 1 diferentes cores de dominds.

Teorema 4.10. ( Teorema q—Andlogo do Teorema 3.15) Para n > 0,

n

> (g + D) Ji(q) = Jusala) — 1. (4.2)
=0

Demonstracao: O lado direito da igualdade 4.2 g—conta todos os ladrilhamentos de Jacobsthal
de tamanho (n 4 2) excluindo o ladrilhamento contendo apenas quadrados brancos. Considere
agora a localizacao do tltimo dominé. Existem (¢+! 4 ¢2(+1).J;(¢) ladrilhamentos onde o tltimo
domind cobre as células i + 1 e ¢ + 2, uma vez que as células de 1 a ¢ s@o ladrilhadas de J;(q)
maneiras, as células i + 1 e i + 2 sdo cobertas por um dominé cinza de peso ¢'*! ou um dominé
preto de peso ¢2(t1); e as células de i + 3 até n+ 2 sdo cobertas por quadrados brancos. Somando

em ¢, com 0 <7 < n segue o resultado.
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Teorema 4.11. ( Teorema q—Andlogo Generalizado do Teorema 3.15) Para n > 0,

n i+101 _ ,b(i+1) (n+2) Y i o
¢ U-q ) < . (17‘1)_ SN w

Demonstracao: O lado direito da igualdade (4.3) g—conta todos os ladrilhamentos de tamanho
(n+2) com a > 1 diferentes cores de quadrado, inclusive a cor branca, e b > 1 diferentes cores de
dominds, excluindo os ladrilhamentos contendo apenas quadrados.

Considere agora a localizacao do dltimo domind. Existem

(n+2)
@+ 4+ ) Pabig) [T G+ + -4 g o) =
j=i+3
. . n+2 .
_ <qz+l(1 _ qb(z+1))> ( ) (1 _ qaj)

j=i+3

ladrilhamentos onde o ultimo domind cobre as células i + 1 e i + 2, uma vez que as células de 1 a 4
sao ladrilhadas de P;(a,b; q) maneiras, as células i + 1 e i + 2 sdo cobertas por um dominé de peso

¢"™); com 1 < ¢ < b; e as células de i + 3 até n + 2 sdo cobertas por quadrados com peso dado
(n+2)

1—q¥
por H <1q]) . Somando em 7, com 0 < 4 < n segue o resultado.
j=ivs 4
O
Corolario 4.12. Paran > 0,
n_o (n+2) . n+2 .
> ¢RI [ 0+d) = Paa(2,19) - [[(1+46). (4.4)
i=0 j=i+3 i=1
Teorema 4.13. ( Teorema q—Andlogo do Teorema 3.16) Para n > 0,
Tont1(q) =Y Jilg) J] (@0 + ¢*0+9). (4.5)
i=0 j=1

Demonstragao: O lado esquerdo da igualdade (4.5) g—conta todos os (2n + 1)—ladrilhamentos
com quadrados brancos, dominds cinzas e dominds pretos. Como 2n + 1 é ifmpar entao cada
ladrilhamento deve conter um nimero impar de quadrados brancos e o dltimo quadrado deve estar
em uma posicao fmpar. Vamos fazer a g—contagem pela posicao do ultimo quadrado branco no
ladrilhamento.

Suponha que o ultimo quadrado branco se encontra na posicao 2i + 1, do lado esquerdo temos

um ladrilhamento de ordem 2i e do lado direito restam 2(n—1) posi¢oes comegando na posi¢ao 2i+2
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e terminando em 2n + 1, que devem ser cobertas apenas por dominés. Como existem duas cores
de dominéds e cada cor tem um peso associado dependente de sua posicao temos, para cada posicao
(2i+27) com j no intervalo dos inteiros entre 1 e (n—1), a escolha g—contada por (%7 4 ¢2(21+9)).

Variando em j obtemos o produto dependente de ¢

(n—1) (n—i)
J%(q) H (q2z+2j +q2(22+2])) _ J2i(q) H (q2(z+]) + q4(l+])),
j=1 j=1

do qual, somando em ¢, com 0 < ¢ < n, obtemos o resultado.

d

Teorema 4.14. ( Teorema q—Andlogo Generalizado do Teorema 3.16) Para n > 0,

n ; (n—1i) L b(iti
. B (1 _ qa(21+1)) ' q2(l+j)(1 . q2 (l+]))
Py i1(a,b;q) = ZO mpm(a, b; q) 1_11 1_ q2(i+j) . (4.6)
= J=

Demonstragao: O lado esquerdo da igualdade (4.6) g—conta todos os ladrilhamentos de ordem
2n + 1 com a > 1 diferentes cores de quadrado, inclusive a cor branca, e b > 1 diferentes cores
de dominds. Como 2n + 1 é impar entao cada ladrilhamento deve conter um nimero impar de
quadrados e o ultimo quadrado deve estar em uma posi¢ao impar. Vamos fazer a g—contagem pela
posicao do ultimo quadrado no ladrilhamento.

Suponha que o ultimo quadrado se encontra na posicao 2i + 1, com possibilidade de peso dado
pelo polinomio (1 + g2 4 2@H) .y gla-DEi+D)y ((11_(1(1((22:_11)))) Do lado esquerdo temos
um ladrilhamento de ordem 2i e do lado direito restam 2(n — 1;] posicoes comecando na posicao
2i + 2 e terminando em 2n + 1, que devem ser cobertas apenas por dominds. Como existem b
cores de dominé e cada cor tem um peso associado dependente de sua posicao temos, para cada
posicao (2i + 27) com j no intervalo dos inteiros entre 1 e (n — i), inclusive, a escolha g—contada
por (q2i+j +q2(2i+j) +_,,+qb(2i+j)).

Fazendo a mudanga da varidvel j para 2j, com 1 < j < (n + 1) obtemos a soma para cada j :

» L » 2(i44) (1 — 2b(i+5)
20i44) | AG+d) .y 20y — [ 4 (L—q )
(@ + g 4 g7 ( = :

Variando em j obtemos o produto dependente de ¢ :

(n—i)
(1 + q(2i+1) + q2(2i+1) 4+oa q(afl)(2i+l))P2i(aj7 b; Q) H (q2(i+j) 4 q4(i+j) 4. _q2b(i+j)) —

j=1
a(2i (n=2) / o(itj 2b(i+5)
_ A=y (1 — ¢
= mPZL(aq b7 Q) 111 1_ q2(2+3) )
]:
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do qual somando em %, com 0 < ¢ < n, obtemos o resultado.

O
Corolario 4.15. Paran > 0,
n . (n—1) o
Prs1(2,1:9) = > (1 +¢# ) Py(2,159) T 2. (4.7)
i=0 j=1
Teorema 4.16. (Teorema q— Andlogo do Teorema 3.17) Para n > 0,
Tn(@) 1 (@) + (@™ + ¢ T (9) Tin-1(9) = Tnns (). (4.8)

Demonstragao: Do lado direito da igualdade (4.8) temos o conjunto dos ladrilhamentos de
Jacobsthal ordem 1 x (m +n + 1) g—contados por Jy,4+n+1(q)-

Consideremos agora as condigoes de separabilidade de um ladrilhamento. Se um ladrilhamento
de ordem (m +n+ 1) é quebrével na célula m, entdo podemos criar um ladrilhamento de ordem m
seguido de um ladrilhamento de ordem (n + 1) onde as pegas estdo em posicoes deslocadas em m
unidades. Este conjunto é g—enumerado por J,,,(q)J)" 1 (q).

Caso contrario, existird um domind, preto ou cinza, cobrindo as células m e m+ 1. Entao pode-
mos criar um ladrilhamento de ordem (m — 1) seguido de um dominé e um n—ladrilhamento onde
as pecas estao em posicoes deslocadas em m + 1 unidades. Estes ladrilhamentos sao g—enumerados
por (¢ +¢*™) I () Jm—1(q)-

Como nao é possivel um ladrilhamento ser separdvel e nao separavel na célula m simultanea-

mente, obtemos a igualdade.

O
Corolario 4.17. (Teorema q—Andlogo do Teorema 3.26) Paran > 1,
Jon1(a) = Jn(9) T (a) + (" +¢*") T3 (@) 1 (). (4.9)
Demonstracao: Basta tomar m =n em (4.8).
O

Teorema 4.18. (Teorema q— Andlogo Generalizado do Teorema 3.17) Para n > 0,

m(1] — bm
Polaba)Pafatia) + (TH A ) P 0 ) Pacs (i) = Praia(anbio). - (410)
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Demonstragao: Do lado direito da igualdade (4.10) temos os ladrilhamentos de tamanho (m +
n + 1) g—contados por P,1ni1(a,b;q).

Consideremos agora as condigoes de separabilidade de um ladrilhamento. Se um ladrilhamento
de ordem (m + n + 1) é quebravel na célula m, entdo podemos criar um ladrilhamento de ordem
m seguido de um ladrilhamento de ordem (n + 1) com posigoes deslocadas em m unidades para a
direita. Este conjunto é g—enumerado por P, (a,b; q) P (a,b;q).

Caso contrario, existird um dominé cobrindo as células m e m + 1 com peso dado por
m bm
m 2m bm q (1 —4q )
+ NI = (1= 7 /7
(@™ +q q"™) ( g
Entao podemos criar um ladrilhamento de ordem (m —1) seguido de um dominé que por sua vez

¢é seguido de um n—ladrilhamento com posicoes deslocadas em m + 1 unidades para a direita. Estes

(1 - qu) m-+1 A A
—— = | P (a,b;q) Pr—1(a, b; q). Desde que nao é

m
ladrilhamentos sao ¢g—enumerados por <q 0 g
—q

possivel um ladrilhamento ser separavel e nao separavel na célula m simultaneamente, obtemos a

igualdade.

Corolario 4.19. (Teorema q—Andlogo Generalizado do Teorema (3.26)) Paran > 1,

q"(1—¢")

Pa(a,b;q) Py (a,bsq) + ( g > Pyt (a,b;q) Poi(a, b;.9) = Ponta(a, b q). (4.11)

Demonstragao: Basta tomar m = n em (4.10).

Teorema 4.20. ( Teorema q— Andlogo do Teorema 3.19) Para n > 1,

b , N2
In+1(q) In-1(q) — (qu_l + q2(2p_1)> H <q2]_1 + qz(%_l)) . sen=2p-1
(Ju(9)? = i=1 (4.12)

Jnt1(q) In—1(q) + H (q2y—1 n q2(2]—1)) 7
j=1

se n=2p.

Demonstracao:

O conjunto de pares de ladrilhamentos de ordem 1 x n é g—enumerado por J2(g). Também
temos Jp+1(q)Jn—1(¢) ladrilhamentos para dois ladrilhamentos colocados um sobre o outro, um de
tamanho n + 1 e o outro de tamanho n — 1.

Vamos dividir a prova em dois casos dependendo da paridade de n.
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Seja um par de ladrilhamentos de tamanho n. Se n é impar com formato n = 2p — 1, p in-
teiro positivo, entao existe pelo menos um quadrado branco nos dois ladrilhamentos e portanto o
par de ladrilhamentos de ordem 1 X n contém uma falha e consequentemente uma cauda. Por-
tanto, trocando as caudas dos ladrilhamentos obtemos dois ladrilhamentos, um de ordem n + 1
e o outro de ordem n — 1, com as mesmas falhas. Essa correspondéncia entre todos os pares de
n—ladrilhamentos contendo falhas e os pares de (n + 1)—ladrilhamento e (n — 1)—ladrilhamento
estd bem definida. No entanto, para torna-la biunivoca, devemos descontar os pares compostos
de um (n + 1)—ladrilhamento e um (n — 1)—ladrilhamento preenchidos com apenas dominds, pois

estes nao contém falhas. Ou ainda, devemos descontar os ladrilhamentos g—contados por

p—1 p—1 9
2j—1 2(25—1) 2j—1 2(2j-1)\ — (2p—1 2(2p—1) 2j—1 2(2j-1)\"
jl_[l(qj + g2 )jl_Il(qJ + X% ) (qp + 2% )jl‘[l(qj + > )

b . . 2
Logo temos (Ju())* = Jn+1(a) Jn-1(q) — (q2p‘1 + qz@”’”) 11 (q2]‘1 + q2(2]‘”>
j=1
Quando n = 2p é par, aplicamos o mesmo argumento anterior para obter uma correspondéncia

biunivoca entre todos os pares de n—ladrilhamentos e todos os pares compostos de um (n +
1)—ladrilhamento e um (n — 1)—ladrilhamento contendo falhas. Nesse caso, o ladrilhamento con-
tendo apenas dominds é o Unico ladrilhamento que compoe um par de n—ladrilhamentos sem falhas.

Logo temos que descontar os ladrilhamentos contados por

ﬁ (q2j71 4 q2(2j71)>2.

j=1

T (21 22j-1)) 2
Assim temos ( H ( i1y P )> = Jn+1(q9)Jn-1(q), o que completa a prova.
7j=1

Teorema 4.21. ( Teorema q—Andlogo Generalizado do Teorema 3.19) Paran > 1,

Pryi(a,b;q)Po-1(a, b;q) — <M> le (2]1(1_61)>2, se n=2p-1

) l1—q e 1—q
Poyi(a,b;q)Pp-1(a,b;q) + H (1—q> ) se n=2p.
j=1
(4.13)
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Demonstragao: Considere todas as maneiras de ladrilhar tabuleiros de ordem 1 xn, 1 x (n+1),
e 1 x (n—1), usando a > 1 diferentes cores de quadrados, inclusive a cor branca, e b > 1 cores
de retangulos. O conjunto de pares de ladrilhamentos de ordem n é g—enumerado por P?(a, b;q).
Também temos P,11(a,b;q)P,—1(a,b;q) ladrilhamentos para dois ladrilhamentos colocados um
sobre o outro, um de ordem n + 1 e o outro de ordem n — 1.

Vamos dividir a prova em dois casos dependendo da paridade de n.

Seja um par de ladrilhamentos de tamanho n. Se n é impar com formato n = 2p — 1, p
inteiro positivo, entao existe pelo menos um quadrado nos dois ladrilhamentos e portanto o par de
ladrilhamentos de ordem n contém uma falha e consequentemente uma cauda. Portanto, trocando
as caudas dos ladrilhamentos obtemos dois ladrilhamentos, um de ordem n+1 e o outro de ordem n—
1, com as mesmas falhas. Essa correspondéncia entre todos os pares de n-ladrilhamentos contendo
falhas e os pares de (n+ 1)—ladrilhamento e (n — 1)—ladrilhamento estd bem definida. No entanto,
para torna-la biunivoca, devemos descontar os pares compostos de um (n + 1)—ladrilhamento e um
(n — 1)—ladrilhamento ladrilhados com apenas dominds, pois estes nao contém falhas. Ou ainda,

devemos descontar os ladrilhamentos g-contados por

p—1
(qzjfl LR qb(‘zjfl)) (qzjfl F Py qb(2j71))
1

-1 . . 2
B q2p—1(1 _ qb(2p—1)) pl_[ q2j—1(1 _ qb(Qj—l))
- 1— q2p—1 1— q2j—1 :

j=1

j=1

<.
I

Logo temos

-1 . . 2
g1 — qb(2p—1))> Pl_[ (qQJ_l(l _ qb(2]—1))>

(Pu(a,b;9))* = Pay1(a,b;q) Pa1(a, biq) — < 1— g1 1— g% 1

j=1

Quando n = 2p é par, aplicamos o mesmo argumento anterior para obter uma correspondéncia
biunivoca entre todos os pares de n— ladrilhamentos e todos os pares de (n + 1)—ladrilhamento
e (n — 1)—ladrilhamento contendo falhas. Nesse caso, o ladrilhamento contendo apenas dominds
sdo os unicos ladrilhamentos que forma um par de n—ladrilhamentos sem falhas. Logo temos que

descontar os ladrilhamentos contados por

P . A , 2 P 2j-1(1 _ 4b(2i—1) 2
- - - q q
<q2j Ly 2@y b 1)) _ H( ( )) _

1 j=1

J

Assim temos
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. y 2
2j-1(1 — gb(23-1)
(q ( . )) = PnJrl(aa b, q)Pnfl(a’ b’ q)7

0 que completa a prova.

O
Corolario 4.22. Paran > 1,
p—1
P12, 1590 Pa1(2,159) — ¢ [[ 2P0, se n=2p-1
(Pa(2,1;9))* = p ! (4.14)
Poy1(2,1;9)Pr1(2,15q) + H q2(2j71), se n=2p.
j=1

Teorema 4.23. ( Teorema q—Andlogo do Teorema 3.25) Paran > 1,

Tns2(q) + ("2 + P THg) — 1= (¢""? +¢) {1 +) (¢"+ q%)Jzi_l(Q)}
k=2 (4.15)

n
+Z(qk+1 + %) 1 (q).
k=0
Demonstragao:

Considere todas as maneiras possiveis de ladrilhar um tabuleiro circular de tamanho n + 2 com
posicoes rotuladas em sentido horario utilizando quadrados brancos, dominds “curvos” cinzas e
pretos, ou seja, todos os braceletes de Jacobsthal de ordem 1 x (n + 2).

Os braceletes podem estar em fase ou fora de fase. Dado um bracelete, se ele estiver fora de fase
entdo temos um dominé na posigao (n + 2,1). Se tivermos um dominé preto na posigao (n + 2,1)
temos a contribuigio no peso do fator ¢2"12), caso contrério , se tivermos um dominé cinza temos a
contribuicdo de ¢"*? no peso do ladrilhamento. Removendo este dominé teremos um ladrilhamento
de Jacobsthal de tamanho n —2 deslocado em uma posicio & direita contado por J:(g). No segundo
caso, considere um bracelete em fase, entao este bracelete que pode ser quebrado entre as células
n+ 2 e 1, obtendo um (n + 2)— ladrilhamento. Assim a soma dos g-pesos de todos os braceletes

de tamanho (n 4 2) é dado por

Tnt2(q) + ("2 + @)L ().

Portanto, temos que o lado esquerdo da igualdade g—conta o nimero de braceletes de ordem
1 X (n + 2) retirando-se o caso onde o bracelete contem apenas quadrados brancos.
Para determinar a igualdade, iremos considerar a localizagdo do iltimo dominé. Existem duas

possibilidades. Se o bracelete estd em fase o dltimo dominé podera cobrir as células (k + 1) e

95



(k +2). O ntimero de braceletes desse tipo é g—contado por (¢*t' 4+ ¢2*+1)J,.(¢), uma vez que
as células de 1 a k sao ladrilhadas de Ji(¢q) maneiras e a contribuigao do peso dado pelo dominé
na posicao (k4 1,k 4 2) é o fator (¢°t! 4 ¢**+1); as células de k + 3 até n + 2 sdo cobertas por
quadrados brancos de peso 1. Variando k entre 0 e n temos todas os possiveis preenchimentos para

um bracelete em fase dado por

n

Z(qurl + qz(kJrl))Jk;(Q)-
k=0

Agora se o bracelete estd fora de fase teremos um dominé preenchendo a posigao (n +2,1). O
ultimo dominé podera cobrir as células k e k + 1. O numero de braceletes desse tipo é g—contado
por (¢* + ¢%)(¢"*2 + > ) .J} | (g), uma vez que as células de 2 a k — 1 sdo ladrilhadas de J}(q)
maneiras, a contribuicio do peso dado pelo dominé na posicio (k,k + 1) é o fator (¢* + ¢*), a
contribuicéo do peso dado pelo dominé na posicao (n+2,1) é o fator (¢" 2+ ¢2"+2); as células de
k + 2 até n + 1 sao cobertas por quadrados brancos de peso 1. Variando k entre 2 e n temos todas
os possiveis preenchimentos para um bracelete fora de fase contendo mais de um dominé. Pode
ainda haver o bracelete fora de fase formado apenas por quadrados brancos, ou seja, formado por
quadrados brancos preenchendo as posigoes de 2 a n + 1 e um dominé na posi¢ao (n + 2,1) com a
contribuicio de peso (¢"*2 + ¢2("+2)),

Assim, obtemos a contribuicao

("2 + g2 D) {1 +> (¢ + q%)J;i_l(Q)} :

seguindo o resultado.

Teorema 4.24. ( Teorema q—Andlogo Generalizado do Teorema 3.25) Paran > 1,

(n+2) (1 _ ,b(n+2) nt+2 . ia
_ q (1—gq )\ o1 o I[ L—q" _
Pn+2(a; b> Q) + 1_ q(n+2) Pn (CL, b7 Q) - 1 (1 — ql) —
n (k4+1)(1 _ b(k+1) n+2 _ ia n+201 _ b(n+2)
¢ (1 —g¢ )) 1—gq ¢"(1—¢q )
Pk(a’a bv Q) i =+
_ (kt1 l l _ i — nt2
k=0 ( L= g+ ihis N 14 l—gq
ntl o 44 n n+2(1 _ b(n+2) k(1 _ bk ntl _ ia
1—gq "1 —gq ) <q(1 Q)>1 <1 q)
X | | — + E P, (a,b; | | . .
{i=2 1-q) k=2 ( L—qm*2 1—¢ il g i=k+2 l=¢

Demonstracao: Considere todas as maneiras possiveis de ladrilhar um tabuleiro circular de

tamanho n + 2 com posicoes rotuladas em sentido horario utilizando a > 1 cores de quadrados,
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inclusive a cor branca, e b > 1 cores de dominds “curvos”, ou seja, todos os braceletes de ordem
1 x (n + 2). Considere todos os braceletes de ordem 1 x (n + 2). Os braceletes podem estar em
fase e fora de fase. Dado um bracelete, se ele estiver fora de fase entdo temos um dominé na
posigao (n + 2,1). Se tivermos um dominé na posi¢ao (n + 2,1) temos a contribui¢do no peso do

n+2 b(n+2
fator (¢"+2) 4 202 o4 b0 H2)) = g2 (1 - ¢P+2))
1 — ¢(n+2)

um ladrilhamento de tamanho n deslocado em uma posicdo & direita contado por P!(a,b;q). No

Removendo este dominé teremos

segundo caso, considere um bracelete em fase, entao este bracelete que pode ser quebrado entre
as células n 4+ 2 e 1, obtendo um (n + 2)— ladrilhamento. Assim a soma dos g-pesos de todos os

braceletes de tamanho (n + 2) é dado por

(n+2) (1 _ ,b(n+2)
. q (1—gq ) 1 :
Poia(a,b;q) + ( sy ) P, (a,b;q).

Portanto, temos que o lado esquerdo da igualdade g—conta o nimero de braceletes de ordem

n+2 ;
1 — gi@
1 x (n+2) retirando-se o caso onde o bracelete contem apenas quadrados g-contado por H a a 55
" —q
=1

Para determinar a igualdade, iremos considerar a localizacdo do iltimo dominé. Existem duas
possibilidades. Se o bracelete estd em fase o ultimo dominé poderd cobrir as células (k+1) e (k+2).

Um bracelete desse tipo tem peso dado por

(qk+l + q2(k+l) 4. qb(kJrl))Pk(a, b; q)(l + qk+3 4. q(k+3)(a71)) o (1 + qn+2 4. q(n+2)(a71))

(k+1) (1 _ b(k+1) n+2 _ ia
(¢ (1 —¢q ) , 1—gq
_< 1_q(k+1) )Pk(aabaQ) H (1—(]1)’

i=k+3

uma vez que as células de 1 a k sao ladrilhadas de Pj(a,b;q) maneiras e a contribui¢ao do peso
dado pelo dominé na posicao (k + 1,k + 2) é o fator (¢F+ + 2F+1) ... ?+1): a5 células de

k + 3 até n + 2 sao cobertas por quadrados onde cada posigao tem relacionada a contribuigao
) ) 1 — gt

(14+q¢ 4+ qz(“_l)) =7 qi . Variando k entre 0 e n temos todas os possiveis preenchimentos

para um bracelete em fase dado por

n (k4+1)(1 _ ,b(k+1) n+2 _ L ia
¢ (1 —gq ) , 1—g¢
Z( 1— g0+ )Pk(a’b’q) 11 (1_qi :

k=0 i=k+3

Agora se o bracelete estd fora de fase teremos um dominé preenchendo a posicao (n + 2,1). O

ultimo domind podera cobrir as células k e k + 1. Um bracelete desse tipo tem peso dado por
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@+ + )@+ -+ PP (a, b5 )
x (1 + ¢Fr4 . q(k+2)(fl—1)) (4" q(n‘H)(a—l))

n+2(1 _ b(n+2) k(1 _ bk n+l _ ia
" (1—g¢ )\ (A=) _ l1—gq
- < 1— g2 ) ( 1— gk Pra(a,b39) H i

i=k42 1—q

uma vez que as células de 2 a k — 1 sao ladrilhadas de Pk1 (a,b; q) maneiras, a contribuigdo do peso
dado pelo dominé na posicao (k,k +1) é o fator (¢* + ¢* + - - - + ¢°*), a contribuicdo do peso dado
pelo dominé na posicao (n42,1) é o fator (¢"+24¢>"+2) ... 4 ¢*("+2)): a5 células de k+2 até n+1
sdo cobertas por quadrados onde cada posiciao tem relacionada a contribuicao (1 +¢* + - - - qi(a_l)),
com k+2 <i<(n+1). Variando k entre 2 e n temos todas os possiveis preenchimentos para um

bracelete fora de fase contendo mais de um dominé dado por

n n+2(1 _ b(n+2) k(1 _ bk n+l _ ia
Z " (1 —q q¢"(1—q 1—g¢q
( 1(—(1"*2 )>< | k )>P’“1‘1(a’b;Q) 11 (1 >

k=2 1=q izhy2 N4

Pode ainda haver o bracelete fora de fase formado apenas por quadrados, ou seja, formado
por quadrados preenchendo as posigoes de 2 a n + 1 e um domind na posicao (n + 2,1) com a

contribuicao de peso

n+1 ; n+1 ;
1 — 4@ n+2(1 _ (n+2)) 1 — 4@
n+2 b(n+2) q _ q | | q
( ) J:lz (1 _ qz) < 1— qn+2 e (1 _ qz)

Assim, obtemos a contribuicao

qn—|—2(1 . qb(n+2)) ﬁ 1— qia N i qn+2(1 o qb(n+2)) qk(l . qbk)
1— qn+2 pales (1 _ qi) — 1— qn+2 1— qk

i
n+ i ’
1— qza
1 .
i=k+2
seguindo o resultado.
O
Corolario 4.25. Paran > 1,
n+2 n n+2 )
Po2(2,150) + "R, 159) — [T +¢) =D d™ VP2, 159) J] 1 +d)+
i=1 k=0 i=k+3

+1 +1
n+2 E 1 7 n+2 k:PI 2 1: K 1 7
+q ||(+Q)+q E q Py_1(2,1;9) ||(+<J) :

1=2 k=2 i=k+2
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Teorema 4.26. ( Teorema q— Andlogo do Teorema 3.30) Para n > 1,

Jons1(q) + (@ + @) I, () = Jo(a) [T (6% + ¢¥)+
j:

—i
Joi(q (g2t +q2(2i+2j)) (@@ g (2n+1 H 2i+2j—1 +q2(2i+2j—1))
1 j=1

3
3

=1 j

Demonstragao: Do lado esquerdo da igualdade temos a g—contagem de (2n + 1)—braceletes
de Jacobsthal. Como 2n + 1 é impar, cada bracelete deve conter um nimero impar de quadrados
brancos. Temos duas possibilidades.

Caso o bracelete seja em fase os quadrados brancos vao ocupar as posigoes impares. Suponha que
o ultimo quadrado branco encontra-se na posicao 2i+ 1. Anterior a ele temos um 2i—ladrilnamento
de Jacobsthal g—contado por J2;(q). Posterior ao quadrado temos 2(n — i) posigdes comec¢ando em
2i + 2 até 2n + 1 que devem ser cobertas apenas por dominds. Como existem duas cores possiveis
de dominéds, e em cada posicao 2¢ + 27, com 1 < j < n — 4, temos a contribuicdo no peso do
ladrilhamento dado pelo fator (¢%*2% + q2(2i+2j)), temos que o peso de um bracelete desse tipo é

dado por

n—i

JQz H 21425 +q 21+2j))
7=1

e o numero total de braceletes em fase é

n _
ij H 21+2]+q 2’L+2]))
i=0 j=1

Caso contrario, teremos um bracelete fora de fase e portanto haverd um dominé ocupando
a posicao (2n + 1,1) com contribui¢do no peso dado por (¢g>**! + q2(2"+1)) e o ultimo quadrado
branco ird se encontrar na posigao 2i. Anterior a ele temos um (2 —1)—ladrilhamento de Jacobsthal
deslocado em uma unidade ¢—contado por J%i_l(q). Posterior ao quadrado temos 2(n — i) posigoes
comecando em 2¢+ 1 até 2n que devem ser cobertas apenas por dominds. Como existem duas cores
possiveis de dominds, e em cada posicao 2i +2j — 1, com 1 < j < n — 4, temos a contribuicao no
peso do ladrilhamento dado pelo fator (g2 +2/=1 4 e _1)), temos que o peso de um bracelete

desse tipo é dado por

n—1i
(q2n+1 +gq (2n+1))J21_1 H(q2i+2j—1 + q2(2i+2j—1))’
j=1
e o numero total de braceletes fora de fase é
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n n—i

Z(q2n+1 + q2(2n+1))<]21i_1(q> H(q2i+2j—1 + q2(2i+2j—1)).
i=1 Jj=1

Assim, segue o niumero de braceletes de Jacobsthal de ordem 2n + 1 podem ser g—contados por

ZJQi(Q) H(q2i+2j + q2(21l+2j)) + Z 2n+1 + q2(2n+1))J21i(q) H(q2i+2jfl + q2(2i+2j71)) _
‘ j=1 i=1 j=1
Jo [T + ") + 378 Jaile) [T (@2 + @2H2)) 4 (@21 4 22m D)7 (q)
i—1 i=1 =L

n—

H 24+25— 1 (2i+2j—1))

J=1

Teorema 4.27. ( Teorema q—Andlogo Generalizado do Teorema 3.30) Para n > 1,

(2n+1) (1 _ b(2n+1)
_ q (1-¢ )\ o1 DY
P2n+1(aa b> Q) + 1— q(2n+1) P2n—1(a7 b, Q) -

a(2i+1) (2i425) (1 _ 45(2i+29)

—q° q (1-¢ )

ZPZz a, b q ( q(2Z+1) ) H ( 1— q(2i+2j) ) -
j=1

En: q2n+1(1 _ qb(2n+1)) 1 — q(2) PL (abia) Y1 - qb(2i+2j—1))
— 1— q2n+1 1— q2¢ 2—1\% 1 1— q2i+2j—1 .

Demonstracao: Considere todas as maneiras possiveis de ladrilhar um tabuleiro circular de
tamanho 2n + 1 com posigoes rotuladas em sentido horario utilizando a > 1 cores de quadrados,
inclusive a cor branca, e b > 1 cores de dominds “curvos”. Do lado esquerdo da igualdade temos a
g—contagem de (2n 4 1)—braceletes. Como 2n + 1 é impar, cada bracelete deve conter um nimero
impar de quadrados. Temos duas possibilidades.
Caso o bracelete seja em fase os quadrados vao ocupar as posi¢oes impares. Suponha que
o ultimo quadrado encontra-se na posigao 2i + 1, e tem peso (1 + FH q(2i+1)(“_1)) =
(1 _ qa(2i+1)>
1—q@+D |-
Anterior a ele temos um 2i—ladrilhamento g—contado por Py;(a, b; q).
Posterior ao quadrado temos 2(n — i) posi¢oes comegando em 2i + 2 até 2n + 1 que devem
ser cobertas apenas por dominds. Como existem b cores possiveis de dominds, e em cada posigao

2i + 27, com 1 < j < n — i, temos a contribuicao no peso do ladrilhamento dado pelo fator
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2i+2j)(1 _ qb(2i+2j))
1 — ¢2it2))

(2 4 PRI Ly h2it2)) (q(

desse tipo é dado por

1 _ gal2it))\ i 21+2j)(1 _ qb(2i+2j))
Pyi(a, b; q) ( ¢+ D) > ( 1 — ¢(2i+2)) )

j=1

) , € portanto o peso de um bracelete

e o numero total de braceletes em fase é

_ go2it) (2042§) (1 _ b(2i+27)
q (1—¢ )
ZPQ@ a, b; q < q(21+1) ) H ( 1— q(2i+2j) > ’
Jj=1

Caso contrario, teremos um bracelete fora de fase e portanto haverd um dominé ocupando

a posicao (2n + 1,1) com contribuicio no peso dado por (¢*"! + QD Lo qb(%ﬂ)) =

<q2n+1(1 _ qb(2n+1)) . o S 1— qa(2i)>

, € 0 ultimo quadrado ird se encontrar na posicao 2¢, com peso .
1— q2n+l s 1— q21

Anterior a ele temos um (2¢ — 1)—ladrilhamento deslocado em uma unidade g—contado por
P}, (a,b;q). Posterior ao quadrado temos 2(n —1) posigoes comecando em 2i+ 1 até 2n que devem
ser cobertas apenas por dominds. Como existem b cores possiveis de dominds, e em cada posigao

2i4+25—1,com 1 < j <n—1i, temos a contribuigdo no peso do ladrilhamento dado pelo fator

o o o 2i+2j-1(1 _ b(2i+2j-1)
(q21+2]71+q2(21+2j*1) +.._+qb(22+2]71)) _ (q (I—q )

1 — g2it2i—1
bracelete desse tipo é dado por

q2n+1(1 _ qb(2n+1)) 1— qa(2i) — 2@+2j 1(1 _ qb(2i+2jfl))
1 gntt 1— g% Pyi_1(a,biq H 1— gi+2j—1 7

e o numero total de braceletes fora de fase é

zn: q2n+1(1 _ qb(2n+1)) 1— qa(2i) Pl (a " )ﬁ q2i+2j—1(1 _ qb(2i+2j—1))
1 — g2+l 1— g% 2i-114, % ¢ 1— g2+2-1 :

i—1 j=1

) , € portanto o peso de um

Assim, segue o nimero de braceletes de ordem 2n + 1 podem ser g—contados por

1 — qol2i+1) g(2i20) (1 — (2i429))
ZPZZ a b; q ( (21-‘1-1) H 1— q(2i+2j) -
j=1

n 2n+1 1 b(2n+1)) 1— q (27,) P]_ b n—i q2i+2j_1(1 . qb(2i+2j_1))
1 g2ntl 1— ¢ 2i—1(a,b; q) H 1 — ¢2it2-1 :

=1
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Corolario 4.28. Paran > 1,

n n—i
Pons1(2,139) + ¢ VP, 1(2.159) = Pos(2,15¢)(1 + ¢ D) TT ¢®+%)+
£ 11
n ! i ' | J
YA+ P (2,59 [T
=1 j=1
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CAPITULO 5

NUMEROS DE FIBONACCI E
NUMEROS DE LUCAS
GENERALIZADOS

Em [[9], pag 45] é mostrado que o nimero total de subconjuntos do conjunto {1,2,3,...,n} tais
que nao ha dois elementos adjacentes é igual a F;,, o n—ésimo nimero de Fibonacci. A sequéncia
{1,2,3,...,n} pode ser vista como os vértices de um grafo P, dado na Figura 5.1. Denotemos

V(P,) ={1,2,3,...,n}, conjunto de vértices do grafo P,.

1 2  on—1 n

Figura 5.1: P,

Uma defini¢ao mais geral pode ser vista em [21] onde o nimero de Fibonacci de um grafo simples
X com conjunto de vértices V(X)) e conjunto de arestas E(X) é o niimero total de subconjuntos S
de V(X) tais que nao ha dois elementos de S adjacentes. Em [[9], pag 46] o caso do grafo ciclico
C, com n vértices dado na Figura 5.2 é considerado. Neste caso o nimero de Fibonacci f(C),) de

tal grafo ciclico é igual ao n—ésimo niimero de Lucas L,,.
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Figura 5.2: C,

Um subconjunto S C V(X)) é dito k—independente de X se para cada dois vértices z,y em S,

dx(x,y) >k, onde dx(x,y) é o menor caminho pelas arestas do grafo X que une = a y.

Exemplo 5.1. Para k = 2 a definicao de subconjunto 2—independente de P, se reduz ao caso
mostrado em [9]. Seja n = 4, entao temos V(Py) = {1,2,3,4} cujos subconjuntos 2—independente

de Py sdo

{{h {13 {25 33, {43, {1, 3}, {1, 4}, {2, 4} },

com cardinalidade dada por Fy = 8.

Todas as defini¢Oes apresentadas podem ser generalizadas para grafos em geral e podem ser
vistas em [23].

Em [14], uma generalizagao dos nimeros de Fibonacci F'(n, k) e uma generalizagao dos nimeros
de Lucas L(k,n) foram apresentadas cuja interpretacdo é o nimero de todos os subconjuntos
k—independentes dos grafos P, e C),, respectivamente. Esses niimeros, para inteiros k > 2 en > 0,

satisfazem as seguintes recorréncias:

F(k,n)=n+1, paran=0,1,--- ,k—1
F(k,n) = F(k,n—1)+ F(k,n—k), paran >k
(5.1)
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L(k,n)=n+1, paran=0,1,---,2k—1
L(k,n)=(k—-1)F(k,n— (2k—-1))+ F(k,n— (k—1)), paran > 2k.
(5.2)

No artigo [22] foram estabelecidas e provadas identidades envolvendo essas generalizagoes em

termos de grafos.

Em [17] foram apresentadas interpretagoes combinatdrias, via ladrilhamentos, para as sequéncias
de niimeros definidas pelas recorréncias 5.1 e 5.2. Através dessas novas interpretacoes algumas iden-

tidades foram estabelecidas e provadas naquele mesmo artigo.

Neste capitulo definimos as seguintes recorréncias. Para a, b inteiros positivos,

Fiap(k,n)=a"(n+1), paran=0,...,k—1
Flap(k,n) = aFp(k,n—1)+bFq(k,n—k), paran>k
(5.3)

Ligpy(k,n)=a"(n+1), paran=0,1,...,k—1

Liap)(k,n) = ka™ + (n— k+ 1)ba"" %, paran=k,...,2k—1

Ly (k,n) = a* " {b(k — 1) Fla)(k,n — (2k = 1)) + Flap (k,n — (k= 1))}, paran > 2k —1.
(5.4)

Observemos que, se n > 0 e a = b = 1, obtemos F(y 1)(k,n) = F'(k,n); onde F(2,n) = Fy, o
n—ésimo nimero de Fibonacci. Paran > 0 e a = b = 1, temos Ly 1)(k,n) = L(k,n), onde, para
n >3, L(2,n) = L,, o n—ésimo nimero de Lucas.

Notemos que, as relagoes de recorréncias definidas em 5.3 e 5.4 sao generalizacoes das re-
corréncias apresentadas em [14]. Assim, em termos de grafos, os parametros a e b podem ser
vistos como coloragoes (pesos) para vértices. Utilizando a ideia apresentada em [17] vamos criar
uma interpretacao combinatdria para os numeros destas novas sequéncias definidas, estabelecer

identidades e prové-las, via ladrilhamentos.

A Tabela 5.1 exibe alguns valores para Fi,)(k,n) e L(4p)(k,n) com valores de a, b, k fixados.
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n oft{2|3 |45 |6 | 7| 8 | 9 | 10| 11
Fap(2n) | 1023 |5 |8 |13 |21 | 34| 55 | 89 | 144 | 233
Fan@mn) 123 4|6 | 9 [13|19| 28 | 41 | 60 | 88
Fap(B3mn) 11213 |5 |9 |15 |25 |43 | 73 | 123 | 209 | 355
Fapn)|1)2/3 4|5 | 7 |10 14| 19 | 26 | 36 | 50
Fap(dn) |12/ 3 4|6 |10 |16 | 24| 36 | 56 | 88 | 136
Foa(3,n) | 141226 |60 | 144 | 340 | 800 | 1888 | 4456 | 10512 | 24800
Lan(2,n) | 1]2] 3 7011 |18 | 20| 47 | 76 | 123 | 199
Lan(3,n) |12 5 10 15| 21 | 31 | 46 | 67
Lay(4,n) |12 506 | 7|8 | 13| 19| 26 | 34

Tabela 5.1: Alguns valores de F(q3)(k,n) e L (k,n)

5.1 Interpretacao Combinatéria de F{,;(k,n) e

L(a,b)(kv n)

Para apresentarmos a interpretacao combinatorial de F(a,b)(kv n), dados os inteiros k > 2,n >
0,a,b > 1, consideremos um tabuleiro de ordem 1 x (n+1). Para preencher as casas desse tabuleiro
iremos utilizar as seguintes pecas: quadrados 1 x 1 de a diferentes cores, um unico quadrado preto
1 x 1, e retangulos 1 x k de b diferentes cores de forma que o unico quadrado preto cobre uma das
k primeiras células. Consideremos todas as possiveis maneiras de fazer tal preenchimento. Seja
fap(k,n) o nimero de ladrilhamentos desse tipo. Se n < k existe um quadrado preto nas n + 1
posigoes existentes e as demais células serao cobertas de a” maneiras. Entao paran <k, fo(k,n) =
a"(n+1).

Se n > k, cada ladrilhamento contado por fq4(k,n) termina com um quadrado de cor distinta
de preto ou com um retangulo. Removendo a iltima peca obteremos um ladrilhamento contado
por f(k,n —1), ou por f(k,n — k). Portanto, f,)(k,n) = afap(k,n—1) +bfqp(k,n —k).

Assim, como f(,5)(k,n) satisfaz as mesmas relagoes de recorréncia de Fl, ) (k,n) com as mes-
mas condicoes inicias, obtemos uma interpretacdo combinatéria para F(a,b)(k:,n) em termos de

ladrilhamento como sendo:
F(a,b) (kv n) = f(a,b)(k7 n)?

isto é, F,)(k,n) é o nimero de ladrilhamentos de ordem 1 x (n + 1) usando a diferentes cores de
quadrados 1 x 1, um tnico quadrado preto 1 x 1 e b diferentes cores de retangulos 1 x k, tais que

0 unico quadrado preto cobre uma das k primeiras células.
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Exemplo 5.2. Fizemos a =b =1 e k = 3, entao temos os ladrilhamentos de ordem 1 x (n + 1)
usando quadrados brancos 1 x 1 (a = 1), um unico quadrado preto 1 x 1, e retangulos cinzas
1x3 (b=1), tais que o unico quadrado preto cobre uma das 3 primeiras células. Para n=0, temos

o ladrilhamento da Figura 5.3 contado por F(; 1)(3,0).

Figura 5.3: Fj11y(3,0) =1

Exemplo 5.3. Para n=1, temos os ladrilhamentos da Figura 5.4 contado por F(171)(3, 1).

H B

Figura 5.4: F1y(3,1) =2

Exemplo 5.4. Para n=2, temos os ladrilhamentos da Figura 5.5 contado por F(171)(3, 2).

Figura 5.5: F11y(3,2) =3

Exemplo 5.5. Para n= 5, temos os ladrilhamentos da Figura 5.6 contado por F(171)(3, 5).

Figura 5.6: F1,1)(3,5) =9
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Exemplo 5.6. Fizemosa =b =2 ek = 3, ou seja, temos os ladrilhamentos de de ordem 1x (n+1)
usando quadrados brancos e azuis 1 x 1(a = 2), um dnico quadrado preto 1 x 1, e retangulos cinzas
e verdes 1 x 3(b = 2), tais que o Unico quadrado preto cobre uma das 3 primeiras células. Para

n=1, temos os ladrilhamentos da Figura 5.7 contado por F(32y(3,1).

Figura 5.7: Fo9)(3,1) = 4

Exemplo 5.7. Para n=2, temos os ladrilhamentos da Figura 5.8 contado por F(272)(3, 2).

Figura 5.8: F59)(3,2) = 12

Chamaremos de cauda de tipo C o ladrilhamento dado por um quadrado preto seguido de um
retangulo. Usando a interpretagdo combinatorial de F{,(k,n), podemos interpretar L(qp)(k,n)
como sendo o nimero de ladrilhamentos de ordem 1 x (n+1) usando a diferentes cores de quadrados
1 x 1, um quadrado preto, e b diferentes cores de retangulos 1 X k, tais que o dnico quadrado
preto estd em uma das k primeiras posicoes, com as condicoes adicionais: se k < n < 2k — 1,
entdao o ladrilhamento nao tem nenhum retangulo ou contém a cauda de tipo C na cobertura; e
se n > 2k — 1, existem pelo menos k — 1 quadrados de cor distinta de preta entre as k ultimas
pecas. Ladrilhamentos com a primeira condi¢do chamaremos de tipo A e com a segunda condigao,
ladrilhamentos de tipo B.

De fato, L(ap)(k,n) = Fap)(k,n) =n+ 1, para todo n < k.

A cauda de tipo C tem ordem 1 x (k + 1), entdo temos n — k + 1 posi¢oes para escolher uma
para cobrir com esta cauda. Portanto, como k£ < n < 2k — 1, o nimero de ladrilhamentos sem
retangulos é a™k, e com o ladrilho é a”*kb("_’fﬂ) = ba"*(n—k+1), assim obtemos Ligp)(k,n) =
ka™ + (n — k + 1)ba™*.
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Se n > 2k — 1, os ladrilhamentos de tipo B ou terminam com k — 1 quadrados, contados por
a* 1 F(k,n—(k—1)), ou um das tltimas k—1 pecas é um retangulo contado por akilb(kIl)F(k, n—
E—(k—-1)=d" 'k —-1)F(k,n— (2k —1)).

Chamaremos os ladrilhamentos contados por L, (k,n) ladrilhamentos de Lucas de ordem

1x(n+1).

5.2 Identidades provadas via ladrilhamento

Nesta secao vamos estabelecer algumas identidades que sao generalizacoes para as identida-
des envolvendo os numeros de Fibonacci e Lucas. Essas identidades serao provadas utilizando a
interpretacao dada em termos de ladrilhamento.

O préximo resultado é facilmente obtido fazendo a troca da varidvel n por n — (k — 1) na
relagao de recorréncia de que define os nimeros de Fibonacci generalizados. Assim a relevancia

deste resultado nao é a relagao determinada mas sim a aplicagao das técnicas para a prova.

Teorema 5.8. Sejam k > 2 e n > 2k inteiros positivos. Entao

a" Flagy (kon— (k= 1)) = a"Flap)(k,n — k) + a* '0F 4 ) (k,n — (2k — 1)), (5.5)

ou ainda,

F(a’b)(k,n — (kj — 1)) = aF(a,b)(k,n — /{3) + bF(a’b)(k,n — (2]6 — 1)) (56)

Demonstracgao:

O lado esquerdo da igualdade akF(aJ,)(k, n—(k—1)) é o nimero de possibilidades de preencher
um tabuleiro de ordem 1 x (n+1) usando quadrados 1 x 1, de a+ 1 diferentes cores, incluindo a cor
preta, e retangulos 1 x k de b diferentes cores de forma que exista exatamente um tnico quadrado
preto no ladrilhamento ocupando uma das k primeiras posicoes e as tultimas (k — 1) células sao
cobertas com quadrados.

Por outro lado, temos aF{qp)(k,n — k) = aF,)(k,n — (k — 1) — 1), maneiras de preencher
um tabuleiro de ordem 1 x (n + 1) terminado em k quadrados ou ak_le(mb)(k,n - (2k—-1)) =
bF(qp)(k,n — (k — 1) — k), maneiras de preencher um tabuleiro de ordem 1 x (n + 1) terminado em
um retangulo seguido de £ — 1 quadrados. Assim, akilF(aJ,)(k, n—(k—1))= akF(aJ,)(k, n—k)+

k-1

ak_le(a’b)(k:, n — (2k — 1)), ou ainda, dividindo a relagdo por a"~*, obtemos

F(a’b)(k,n — (k — 1)) = aF(avb)(k,n - k) + bF(a,b)(kan - (2]€ — 1))

O
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Teorema 5.9. Sejam n e k > 2 inteiros positivos com n > k + 1. Entdo

n—k
Flapy(k,n) = ka™ +b {Z a'Flop(k,n—k— i)} :
i=0
Demonstracao: O lado esquerdo da igualdade é o nimero de possibilidades de preencher um
tabuleiro de ordem 1 x (n + 1) usando quadrados 1 x 1, de a 4+ 1 diferentes cores, incluindo a cor
preta, e retangulos 1 x k de b diferentes cores de forma que exista exatamente um quadrado preto
no ladrilhamento ocupando uma das k primeiras posicoes.

Por outro lado, vamos considerar a posi¢do do ultimo retangulo, se houver. Existem ka”"
possiveis coberturas de um tabuleiro de ordem 1 x (n + 1) usando somente quadrados 1 x 1, de
a + 1 diferentes cores, incluindo a cor preta, de forma que exista exatamente um tnico quadrado
preto no ladrilhamento ocupando uma das k primeiras posicoes.

As outras possibilidades sdo construidas permitindo que tenhamos tabuleiros que terminam em
retangulos ou em retangulo seguido por quadrados. Como existem bF(avb)(k, n — k) ladrilhamentos
cujo a tiltima peca é um retangulo, abF(, ) (k, n—k—1) ladrilhamentos terminados em um retangulo
seguido de um quadrado, a®bF, (a,b) (k,n—k—2) ladrilhamentos terminados em um retangulo seguido
de dois quadrados, -- -, a”*ka(mb)(k,O) ladrilhamentos terminados em um retangulo seguido de
(n — k) quadrados, e adicionando todas as contagens estabelecemos o lado direito da igualdade.

O

Corolario 5.10. Paraa=b=1 e k = 2 obtemos a relacdo dos nimeros de Fibonacci
F,=2+4+Fy+- -+ F,_o. (5.7)
equivalente a Identidade 1 em [4].

Teorema 5.11. Sejam n e k > 2 inteiros positivos tais que n > k + 1. Entdo

n—1
Flapy(k,kn) =b" +a {Z b F o) (k, k(n — i) — 1)} .
i=0

Demonstracao: O lado esquerdo da igualdade é o nimero de possibilidades de preencher um
tabuleiro de ordem 1 x (kn + 1) usando quadrados 1 x 1, de a + 1 diferentes cores, incluindo a cor
preta, e retangulos 1 x k de b diferentes cores de forma que exista exatamente um dnico quadrado
preto no ladrilhamento ocupando uma das k primeiras posicoes.

E facil ver que existem b™ possiveis coberturas de um tabuleiro de ordem 1 x (n+1) preenchidos

com um quadrado preto seguido por n retangulos 1 x k. As outras possibilidades sdo construidas
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permitindo que tenhamos tabuleiros que terminam em quadrado, diferente do quadrado preto,
seguido de um numero de retangulos.

Temos aF\, ) (k, nk—1) o niimero de ladrilhamentos terminados em um quadrado, abF{, ;) (k, nk—
k—1) = abF,)(k,k(n—1) — 1) o nimero de ladrilhamentos terminados em um quadrado seguido
por um retangulo, ab®Fi, ) (k, nk — 2k — 1) = ab*F 44 (k, k(n —2) — 1) o nimero de ladrilhamentos
terminados em um quadrado seguido por dois retangulo, ..., ab"_lF(%b)(k, nk—(n—-1k—-1) =
ab" g (k, k(n—(n—1)) —1) = ab" ' F(, ) (k, k—1) 0 ntimero de ladrilhamentos terminados em
um quadrado seguido por (n — 1) retangulos. Entao adicionando todas as contagens estabelecemos

o lado direito da igualdade.

Corolario 5.12. Seja n > 3 inteiro, entao

n—1

Fop =1+ ZF2(n—i)—1'
i=0

Teorema 5.13. Sejam n e k > 2 inteiros positivos tais que n > 2k + 1. Entdo

k+1
F(mb)(k?, n) = akHF(a,b)(k, n—k— 2) +b {Z az_lF(&b) (k, n—k— Z)} .
=0

Demonstragao: Para provar essa identidade temos que mostrar que o lado direito da igualdade
conta todas as possiveis maneiras de cobrir um tabuleiro de ordem 1 x (n + 1) usando quadrados
de a + 1 diferentes cores, inclusive a cor preta, e retangulos 1 x k, de b diferentes cores de forma
que exista exatamente um unico quadrado preto no ladrilhamento que se encontra nas k primeiras
posigoes.

Faremos isso interpretando cada cobertura em termos do nimero de quadrados que irao preen-
cher as células finais do ladrilhamento: bF, ) (k,n — (k — 1) — 1) = bF{(43)(k,n — k) é o ntimero de
ladrilhamentos terminados em um retangulo, abFiq ) (k,n — (k—1) —2) = abF ) (k,n—k—1) é o
numero de ladrilhamentos terminados em um retangulo seguido por um quadrado, asz(a’b)(k, n—
(k—1) = 3) = a®bF ) (k,n — k — 2) é o ntimero de ladrilhamentos terminados em um retdngulo
seguido por dois quadrados, -+, a* ™ bF ) (k,n — k — (k + 1)) = a*bF,4)(k,n — (2k + 1)) é o
nimero de ladrilhamentos terminados em um retangulo seguido por k + 1 quadrados.

Observemos que se n = 2k + 1 entdo n+ 1 = k + (k + 2), e portanto um retangulo pode nao
ser usado para preencher as células do tabuleiro de tamanho 2k + 2 antes dos (k + 2)quadrados
finais. Assim, se n > 2k+ 1 podemos contar o niimero total de maneiras de preencher as coberturas

como sendo ak”F(a’b)(k:, n —k —2), onde cobrimos as (k + 2) dltimas posi¢oes com quadrados e as
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posigoes restantes podem ser cobertas de F{q ;) (k,n — k —2) maneiras possiveis. Entao adicionando
todas as contagens estabelecemos o lado direito da igualdade.

d

Corolario 5.14. Seja n > 5, inteiro, entdo F(11)(2,n) = 2Fq 1y(2,n —4) + F11)(2,n — 2) +
Fuy(2,n—3)+ F11)(2,n = 5), ou ainda Fy, = 2F, 4 + F2 + Fy3 + Fis.

Teorema 5.15. Sejam n e k > 2 inteiros positivos tais que n > 2k — 1. Entdo

k

Flap)(k,n) = aFp(k,n—1) +b {F(a,b)(k, n—2) = > ba" Fup(k, (n —2) - 2k + i)} .
i=3
Demonstracao: Considere o conjunto de todas as possiveis maneiras de preencher um tabuleiro
de ordem 1 x (n+ 1) usando as seguintes pecas: quadrados de a + 1 diferentes cores inclusive a cor
preta, e retangulos 1 x k de b diferentes cores de forma que exista exatamente um dnico quadrado
preto no ladrilhamento em uma das k primeiras posicoes. Tal conjunto tem cardinalidade dada por
Flap(k,n).

Como n > 2k — 1, a dltima peca de um ladrilhamento deste conjunto pode ser um quadrado ou
um retangulo. Sabemos que existem aF(, ;) (k,n— 1) maneiras de preencher um tabuleiro 1 x (n+1)
usando as seguintes pegas: quadrados de a+1 diferentes cores inclusive a cor preta, e retangulos 1 xk
de b diferentes cores de forma que exista exatamente um tinico quadrado preto no ladrilhamento
em uma das k primeiras posigoes e a ultima posicao sera coberta com um quadrado.

Para provar este teorema vamos mostrar que

k
b {F(a,b)(k, n—2)— Z ak’iF(mb)(k’, (n—2)—2k+ z)}

i=3

é o numero de maneiras de preencher um tabuleiro 1 x (n+1) usando as seguintes pegas: quadrados
de a + 1 diferentes cores inclusive a cor preta, e retdngulos 1 x k de b diferentes cores de forma que
existe exatamente um tnico quadrado preto no ladrilhamento em uma das k primeiras posicoes e
a ultima posicao serd coberta com um retangulo.

De fato, considere o conjunto de todas as possiveis maneiras de preencher um tabuleiro de ordem
1 x (n — 1) usando as seguintes pecas: quadrados de a + 1 diferentes cores inclusive a cor preta,
e retangulos 1 x k de b diferentes cores de forma que exista exatamente um tnico quadrado preto
no ladrilhamento em uma das k primeiras posicoes, com cardinalidade F(a,b)(k, n — 2). Considere
as ultimas k — 2 pecas de um ladrilhamento deste conjunto.

Se as ultimas (k — 2) pegas sao quadrados entdo as removemos e inserimos um retangulo de

ordem 1 x k no final do ladrilhamento. Observemos que, se n > 2k — 1 entdaon — 1 > 2k — 2; e
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portanto temos a garantia de que, se retirarmos k — 2 pecas do final, restam, no pior dos casos,
as k primeiras pecas e portanto, nao retiramos de maneira nenhuma o tnico quadrado preto do
ladrilhamento. Aplicando esse procedimento em todos os ladrilhamentos terminados em (k — 2)
quadrados obtemos ladrilhamentos de ordem 1 X (n 4 1) terminados em retangulo. O problema
é que alguns ladrilhamentos contados por F(ayb)(k:, n — 2) nao terminam em quadrados e portanto
temos que subtrair dessa contagem o numero de tais ladrilhamentos.

E facil ver que ba* 3 F 4 (k, (n—2) —k — (k= 3)) = ba* 3 F, 4 (k,n — (2k — 1)) é 0 ntimero de
maneiras de preencher um tabuleiro de ordem 1 x (n—1) que termina com um retangulo seguido de
(k—3) quadrados, - - - , e bF(4p)(k, (n—2)—k—(k—k)) = bF(4)(k,n—2—Fk) é o niimero de maneiras
de preencher um tabuleiro de ordem 1 x (n —1) que termina com um retangulo. Adicionando todas

as possibilidades encontramos

Zba "Flap(k, (n—2) — 2k + i)

é o niumero de possibilidades de preencher um tabuleiro de ordem 1 x (n — 1) que nao termina com

pelo menos k — 2 quadrados. Portanto,

b{F(ab ,n—2) Zak ZFab n—2)—2k‘—|—z)}

¢ o nimero de possiveis coberturas para um tabulelro de ordem 1 x (n+ 1) que terminam com pelo

menos k — 2 quadrados.

Corolario 5.16. Seja n > 5 inteiro. Entdo

Fan,n)=FanB,n—1)+ Fu1)(3,n—2) — Fuy(3,n —5).

Corolario 5.17. Seja n > 7 inteiros. Entdao

Fay(4,n) =Fan(4,n—1)+ Fqn4,n—=2) = Fu(3,n—=7) = Fu1)(3,n — 6).
Exemplo 5.18. Observando os valores na Tabela 5.1 temos paran =11 en =8 :
Fri1y(3,11) = F(1.1y(3,10) + F(1,1)(3,9) — F(1,1)(3,6) = 60 + 41 — 13 = 88;

F(l,l) (3, 8) = F(lyl) (3, 7) + F(l,l) (3, 6) - F(l,l) (3, 3) =19 + 13—4= 28,
F(171)(4, 11) = F(171)(4, 10) + F(lvl)(él, 9) — F(1,1)(37 4) — F(171)(3, 5) =36+26—5—7=50;

Fu1y(4,8) = Funy(4,7) + Flu1y(4,6) — Fiuy(3,1) — Fiu,1)(3,2). =14+ 10 -2 - 3 = 19.
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Teorema 5.19. Sejam n e k > 2 inteiros positivos tais que n > k. Entao

k—1
Flap(kn+k) =d" Fop(kn)+b0> a/Flkn—j) ;. (5.8)
j=0

Demonstracgao:

Considere dois conjuntos. O primeiro formado por todas as possiveis maneiras de preencher
um tabuleiro de ordem 1 x (n + 1) usando as seguintes pegas: quadrados de a + 1 diferentes cores
inclusive a cor preta, e retangulos 1 x k de b diferentes cores de forma que exista exatamente
um unico quadrado preto no ladrilhamento em uma das k primeiras posigoes. Tal conjunto tem
cardinalidade dada por F(al,)(k:,n). O segundo por todas as possiveis maneiras de preencher um
tabuleiro de ordem 1 x (n + k + 1) usando as seguintes pecas: quadrados de a + 1 diferentes cores
inclusive a cor preta, e retangulos 1 x k de b diferentes cores de forma que existe exatamente
um unico quadrado preto no ladrilhamento em uma das k primeiras posigoes. Tal conjunto tem
cardinalidade dada por F,p)(k,n + k).

O numero de possibilidades de preencher um tabuleiro de ordem 1 x (n + k + 1) usando as
seguintes pecas: quadrados de a + 1 diferentes cores inclusive a cor preta, e retangulos 1 x k de
b diferentes cores de forma que existe exatamente um tnico quadrado preto no ladrilhamento em
uma das k primeiras posicdes, as tiltimas pecas sio k quadrados é dado por a*F(k,n).

Os ladrilhamentos restantes do segundo conjunto sao aqueles que terminam com um retangulo

seguido de j, 0 < 57 < k — 1, quadrados. O niimero de ladrilhamentos deste tipo é contado por

k—1
> bad Fpy(kyn+k =k — ).
§=0
Assim,
k—1 .
F(a,b) (k7 n+ k) = akF(a,b) (k7 n) +b Z ajF(a,b) (kv n— ])
§=0

O

Tomando as varidveis k =2, k=3, a=b=1,a =1 e b =2, obtemos alguns corolérios, sendo

o primeiro deles um resultado conhecido dos niimeros de Fibonacci.

Corolario 5.20. Sejan > 2. Entao

Fn+2+Fn—2:Fn+Fn+Fn—1+Fn—2:3Fn-
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Corolario 5.21. Sejan > 3. Entao

Foay(k,n+3) =2(Fq1,1(3,n) + Fu1y(3,n — 1) + Fq 1y(3,n — 2).

Corolario 5.22. Seja n > 3. Entdo

Fr9)(3,n+3) = 3(F1,1)(3,n)) + 2F1,1)(3,n — 1) + 2F (4 1y(3,n — 2).
Exemplo 5.23. Tomando n = 8 e valores na Tabela 5.1 obtemos
Fl12)(3,11) = 3(F(1,1)(3,8)) + 2F(1,1)(3,7) + 2F{(1,1)(3,6) = 355.

Teorema 5.24. Sejam n e k > 2 inteiros positivos tais que n > 2k. Entdo

k(2a™ + ba™*(2n — 3k n_ 2k 2k
Fapy(k,n) = (20" + ba 2(n 3k +3)) Z Z alﬂFab (ky,n—2k—1—j)

Demonstragao: Existem ka™ maneiras de cobrir um tabuleiro de ordem 1 x (n + 1) usando
as seguintes pecas: quadrados de a + 1 diferentes cores inclusive a cor preta de forma que exista
exatamente um Unico quadrado preto no ladrilhamento em uma das k primeiras posicoes.

O nimero de maneiras de cobrir um tabuleiro de ordem 1 x (n + 1) usando as seguintes pegas:
quadrados de a + 1 diferentes cores inclusive a cor preta e retangulos 1 x k de b diferentes cores de
forma que existe exatamente um 1nico quadrado preto e um unico retangulo no ladrilhamento, e o

quadrado preto ocupa uma das k primeiras posicoes é dado por

1) kz( (n+1) k+1—])) ba"*k(k)(Qn—3k+3).

2

Isto pode ser visto contando o nimero de ladrilhamentos de acordo com a posicao do quadrado
preto. Se tivermos o quadrado preto na primeira posigao teremos de escolher 1 dentre (n+1) —k+
1 —1 posigoes para preencher com um retangulo e o restante (n+ 1) — k com um quadrado, e assim
por diante, até o quadrado preto estiver na k—ésima célula e portanto teremos (n+1) —k —k + 1
escolhas de posigao para colocar o retangulo e as restantes (n + 1) — k posigdes um quadrado.

Agora, vamos construir os ladrilhamentos restante no conjunto enumerado por Fi, ) (k,n) con-
siderando o nimero de quadrados entre os dois tltimos retangulos. Existem b%a!*7 F(a,b)(k:,n —
2k — | — j) maneira de cobrir tabuleiros de ordem 1 x (n + 1) terminados com j quadrados e
1,1 =0,1,2,--- ;n — 2k — j, quadrados entre os dois dltimos retangulos. Somando sobre todas as
possilidades de j el, com 0 < j<n—2ke0<[]<n-—2k—j obtemos a igualdade

O
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Exemplo 5.25. Considere a =1,b =2 e k =4 entdo teremos a identidade, para n > 8

n—8n—8—j
42+ 2(2n - 15 .
Fay(d.m =2 (2 D ad S5 Fulhn—s—1-7) .
j=0 1=0

que se tomarmos n = 10, obtemos
F(LQ) (4, 10) = 48 + 4(F(1’2) (47 2) + 2F(1’2) (4, 1) + 3F(172) (4, 0)) == 48 + 40 == 88

Teorema 5.26. Sejam n e k inteiros positivos tais que n > k + 1. Entdo

L%] o LY
Fapy(k,n) = Z bign " Z (n J z(k 2 )
=0 =0

Demonstracao: O lado esquerdo da igualdade conta todas as possiveis maneiras de preencher
um tabuleiro de ordem 1 x (n + 1) usando as seguintes pegas: quadrados de a + 1 diferentes cores
inclusive a cor preta, e retangulos 1 x k& de b diferentes cores de forma que exista exatamente um
tnico quadrado preto no ladrilhamento em uma das k primeiras posigoes.

Agora, vamos contar os mesmos ladrilhamentos considerando o nimero de retangulos. Consi-
dere a seguinte questdo: quantas sdo as possiveis coberturas de um tabuleiro de ordem 1 x (n + 1)
usando as seguintes pecas: quadrados de a + 1 diferentes cores inclusive a cor preta, e retangulos
1 x k de b diferentes cores de forma que existam exatamente ¢ retangulos e um tinico quadrado preto
no ladrilhamento; e que este quadrado preto esteja em uma das k primeiras posi¢oes do tabuleiro?

Primeiramente, temos que 0 <7 < L%J . Ao preencher este tabuleiro usaremos necessariamente
n + 1 — ik quadrados, isto é, n — ik quadrados com cores distintas da cor preta. Assim, temos
n — (k —1)i + 1 posigoes a serem preenchidas.

Como existe exatamente um tnico quadrado preto no ladrilhamento em uma das k primeiras
posicoes, o retangulo, se existir, estard numa posicao apds o quadrado preto. Assim, se o quadrado
preto cobre a primeira posi¢ao existirao n + 1 — (k — 1)i — 1 = n — (k — 1)i posigbes das quais
i serdo selecionadas e cobertas com retangulos. Se o quadrado preto cobre a segunda posigao
existira n+1—(k—1)i —2 =n — (k — 1)i — 1 posicoes das quais 7 serao selecionadas e cobertas
com retangulos, e sucessivamente, e o quadrado preto cobre a posicao j + 1,0 < j <k — 1, temos

n—(k—1)i— j posigoes das quais i serao selecionadas e cobertas com retangulos. Portanto, existem

k—1 . ,
n—j—(k—1)
E ( J ( ) > maneiras de escolher ¢ posi¢oes para cobrir com retangulo. Como existem
i
Jj=0

a diferentes cores de quadrados e b diferentes cores de retangulo 1 x k, somando sobre 0 < ¢ < L%J )

obtemos a identidade.
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Teorema 5.27. Sejam i,j,n e k inteiros positivos tais que k = 2p, par. Entao

- n—p(i+j) i otk (M Pl §) it
F(a,b)(ka2n+1) = ka®"t +ZZ Z pitig2n i+j ( Z >
_i215>0 #=0 .
y (n = pli+j) +J> iy <(n g+ Dya2rHR (n +i —p))
J j>0 J
k—(n—pj+1)

n Z g2 1-kiy (n—i—j(l ‘—P) —t>
1=0,(n—pj+1)<k J
Demonstracao:

O lado esquerdo da igualdade conta todas as possiveis maneiras de preencher um tabuleiro de
ordem 1 x (2n + 2) usando as seguintes pegas: quadrados de a + 1 diferentes cores inclusive a cor
preta, e retangulos 1 x k de b diferentes cores de forma que exista exatamente um tnico quadrado
preto no ladrilhamento em uma das k primeiras posicoes.

Excluindo o tnico quadrado preto nesse conjunto de tabuleiros obtemos ladrilhamentos de
ordem 1 x (2n + 1). Como k é par, os tabuleiros serdo preenchidos com um nimero impar de
quadrados de a diferentes cores. Assim haverd um quadrado chamado quadrado médio, do qual
o numero de quadrados a sua direita e a sua esquerda é igual. Considere a seguinte pergunta:
de quantas maneiras podemos preencher um tabuleiro de ordem 1 x (2n + 2) usando as seguintes
pecas: quadrados de a + 1 diferentes cores inclusive a cor preta, e retangulos 1 x k de b diferentes
cores de forma que existe exatamente um unico quadrado preto no ladrilhamento em uma das k
primeiras posicoes, com exatamente ¢ retangulos do lado esquerdo do quadrado médio e exatamente
j retangulos do lado direito do quadrado médio?

Se i e j sdo iguais a zero entao teremos um tabuleiro que vai ser preenchido apenas por quadrados

2n+1 maneiras de o fazé-lo com essa restricao.

e portanto existem ka

Se i > 1 serdo usados 2n + 1 — k(i + j) quadrados nao pretos para preencher o tabuleiro,
isto é, n — p(i + j) quadrados com cor distinta da preta do lado esquerdo do quadrado médio e
n — p(i + j) quadrados com cor distinta da preta do lado direito do quadrado médio. Portanto,
temos n—p(i+j)+1i posigoes a serem cobertas do lado esquerdo do quadrado médio e n—p(i+7)+J
posicoes a serem cobertas do lado direito do quadrado médio.

Como existe exatamente um tnico quadrado preto no ladrilhamento em uma das k primeiras
posigoes, nao hé retangulos antes do quadrado preto, e como temos n — p(i + j) quadrados com
cor distinta da preta do lado esquerdo do quadrado médio, se n — p(i + j) < k, entao o quadrado
preto pode estar somente nas n — p(i + j) + 1 primeiras posi¢oes. Note que se n —p(i +j) > k o
quadrado preto poderd percorrer todas as k primeira posicoes na contagem.

Assim, se o quadrado preto cobre a primeira posicao temos
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pitd g 2n 1=k (i+3) <” —p(i+J)+ Z) (n —p(i+J) + j)
i J

possibilidades de cobrir o restante das células. Se o quadrado preto cobre a segunda posi¢ao temos

piti g2n+1—k(itg) (™ —p(i+j)+i—1\(n—p(i+j)+j
i J
possibilidades de cobrir o restante das células.

Portanto, para i > 1 e 7 > 0, nés obtemos

n—p(i+j)

Z Z Z pitd g2nt1—k(i+3) (n —p(i +ij) +i— t> <” - p(l;' J)+ j) '

i>1 >0 {=0
Se i = 0, serao usados 2n + 1 — kj quadrados nao pretos para preencher o tabuleiro, isto é,
n—pj quadrados com cor distinta da preta do lado esquerdo do quadrado médio e n —pj quadrados
com cor distinta da preta do lado direito do quadrado médio.
Sen—pj+ 1<k, teremos n — pj + 1 posigdes antes do quadrado médio do qual o quadrado
preto ird percorrer na contagem e k — (n— pj+ 1) posigdes que ele ird percorrer depois do quadrado

médio com o quadrado medio na posicao n — pj + 1, entdo obtemos

k—(n—pj+1) . )
Z a?ntl-kip (n +i B p) = t> + (n — pj + 1)a?H1-kip <n + ‘7(.1 a p))’
J J
=0

o numero de maneiras de preencher o tabuleiro com essas restrigoes. Caso contrario, o quadrado

preto ird percorrer as primeiras (n — pj + 1) posicoes e obtemos

i e (791,
J

o numero de maneiras de preencher o tabuleiro com essas restricoes.

Portanto, para j > 0, temos

: k—(n—pj+1) ;
Z (’I’L —pj+ 1)a2n+1—kjbj (TL =+ ](1 - p)> + zp:] a2nti—kipi <7’L + ](1 - p) - t>

j>0 J t=0,(n—pj+1)<k J

0 que completa a prova. a

Corolario 5.28. Sejam i,j,n e k = 2 inteiros positivos. Entao
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Fup2,2n+1) = 2+Zznf] <n—]—t><nfi>

i>1 >0 t=0 J
2-(nogtl)
o)+ 2 ()
j>0 t=0,(n—j+1)<2 J
Exemplo 5.29. Considerea=b=1ek=4=2x%2 entdo

n—2(i+j5)

Fap(4,2n+1) = 4+ZZ Z <n_2‘7—l—t><n—2’i_]’>

i>1 7>0 t=0 J
- 4—(n—2j+1) -,
n— n—q—
+ 2 ”—QH)( .‘7)+ 3 ( ’ >
7>0 J t=0,(n—2j+1)<4 J

Teorema 5.30. Sejam n, k inteiros positivos tais que k > 2. Entdo

a™(n+1), se0<n<k-—1
L(a,b)<k7 n) = ka™ 4 (n — k + 1)ba™*, se k<n<2k-1
aLqp)(k,n — 1) +bL(qp)(k,n — k), sen>2k—1

Demonstragao: Pelas definigoes Lqp)(k,n) = F(qp)(k,n), para 0 <n <2k —2 e Fg(k,n) =
a”(n+1), para 0 <n < k—1.Entao, como 0 <n < k—1 < 2k — 2, obtemos a primeira identidade:
Ligpy(k,n) =a"(n+1), para0 <n < k—1.

Senétalque k <n<2k—1lentao0<n—k<k—1lek—-1<n-1<2k—-2 Como
Ligp)(k,n) = Fiap(k,n), para 0 <n < 2k — 1 e Flgp)(k,n) = aFqp)(k,n — 1) + bF g4 (k,n — k),
para n > k temos que Lqp)(k,n) = aLqp)(k,n — 1) +bL(4p)(k,n — k) para k <n < 2k — 1.

Caso contrario, seja n > 2k — 1. Entao temos mais do que k£ + 1 pecas contando o quadrado
preto, e portanto, podemos remover pegas. Chamamos de cauda do tipo D a ultima sequéncia
formada pelas dltimas k pecas, se um retangulo aparece, ou a tultima sequéncia de k — 1 pegas se
o ladrilhamento termina com k& — 1 quadrados.

Considere um ladrilhamento no conjunto contado por L, ) (k,n) com n > 2k — 1. Se existe um
quadrado antes da cauda de tipo D, removemos essa peca e obtemos um ladrilhamento no conjunto
contado por aak_lF(ayb)(k, n—1—(k—1)) ouaa®* bk — D Fqp(k,n—1—(2k—1)). O total de
ladrilhamentos nesse conjunto ¢ dado por aL,p)(k,n — 1).

Se existe um retangulo antes da cauda de tipo D, removemos essa pecga e obtemos um ladrilha-
mento no conjunto contado por bak_lF(a,b)(k:, n—k—(k—1)) ou b(k—l)ak_le(a’b)(k:, n—k—(2k—1)).
O total de ladrilhamentos nesse conjunto é dado por bL, ) (k,n — k).

Portanto, obtemos a segunda identidade a L, p)(k,n — 1) + bL(qp)(k,n — k), n > 2k.

O
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Teorema 5.31. Sejam n, k inteiros positivos tais que k > 2 en > 2k. Entdo

Liap(k,n) = ka" '0F ) (k,n — (2k — 1)) + a"F (o 5 (k,n — k).

Demonstragao: Do lado esquerdo temos os ladrilhamentos de Lucas de ordem 1 x (n + 1). Por
outro lado, (k—1)a*'bF, ;) (k, n—(2k—1)) é o total desses ladrilhamentos que possuem um cauda
de tipo D de tamanho k enquanto ak_lF(a’b)(k:, n— (k—1)) é o nimero desses ladrilhamentos que
possuem uma caudade de tipo D de tamanho k£ — 1. O ultimo conjunto de ladrilhamentos pode
ainda ser subdividido em dois subconjuntos disjuntos de acordo com a ltima peca antes da cauda:
se esta dltima peca é um retangulo temos que esse conjunto é contado por ba* 1 F(k,n — (2k — 1)),
caso contrério, se a 1ltima pega é um quadrado esse conjunto é contado por a*F(k,n— (k—1)—1).
Entdo a*~1F, 4 (k,n — (k— 1)) = ba* 1 F(k,n — (2k — 1)) + a*F(k,n — (k — 1) — 1).

Portanto, pela recorréncia (5.3) temos que

Liap)(k,n) = ka" '0F 44 (k,n — (2k — 1)) + a* F(u ) (k,n — k).

Teorema 5.32. Sejam n, k inteiros positivos tais que k > 2 e n > 2k. Entdo

Ly (k,nk +1) = a 0" Ly (k, ik).
i=0
Demonstragao: Pelo Teorema 5.30 como n > 2k entao L(a,b)(k7nk +1) = aL(aJ,)(k,nk:) +
bL(ap)(k, (n—1)k+1). Assim, para provar esta identidade basta provar que bL, ) (k, (n—1)k+1) =

n—1

ay b Ly (k,ik).
i=0
Iremos contar o nimero de ladrilhamentos de Lucas contados por bL, ) (k, (n — 1)k + 1) de

acordo com o nimero de retangulos antes do retangulo seguido da cauda de tipo D do ladrilhamento

removendo a sequéncia de quadrados e retangulos. :

o abL(qp(k,(n—1)k) = abL(yp)(k, (n — 1)k +1—1): um quadrado antes do retangulo seguido
da cauda de tipo D;

o ab®Ligp)(k, (n—2)k) = ab*Lqp)(k, (n — 1)k +1—k — 1): exatamente um retangulo antes do

retangulo seguido da cauda de tipo D;

. abSL(ayb)(k, (n—3)k) = ab3L(a7b)(k, (n—1)k+1—2k—1): exatamente dois retangulos antes

do retangulo seguido da cauda de tipo D;
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o ab®L,p)(k, (n —4)k) = ab*L, p)(k, (n — 1)k + 1 — 3k — 1): exatamente trés retdngulos antes

do retangulo seguido da cauda de tipo D;

o ab" 'L, (k, k) = ab" 'L, (k, (n — 1)k + 1 — (n — 2)k — 1): exatamente (n — 2) antes do

retangulo seguido da cauda de tipo D;

o ab"Lgp)(k,0) = ab"Ligp)(k,(n—1)k+1—(n—1)k—1): exatamente (n—1) retangulos antes

do retangulo seguido da cauda de tipo D;

Adicionando sobre todos os niimeros nos obtemos que

n—1

bL(ap)(ky (n = Dk +1) = a > V"' Ligy(k, ik),
=0

como queriamos.

Teorema 5.33. Sejam n, k inteiros positivos tais que k > 2 e n > 2k. Entdo

k(k—1
Ligpy(k,n) = ka® 4+ k(k — 1)ba™ % + a*~ 1 {(k: —(n+1—-(k—1)—k)— (2)}

+ akflb2{(k_1)(n+1_(2k-1)—k)—@}

+ S IV L (kyn — 2k — i — ).
Demonstragao: Existem ka* ladrilhamentos de Lucas de ordem 1 x (n + 1) que ndo possui um
retangulo e k(k —1)ba"* ladrilhamentos de Lucas de ordem 1 x (n+1) terminados com uma cauda
de tipo D tamanho k, ou seja, terminado em k pecas onde k — 1 sdo quadrados e uma peca é um
retangulo.

O numero de ladrilhamentos de Lucas de ordem 1 x (n + 1) tendo exatamente um retangulo
e uma cauda de tipo D de tamanho k — 1 é Zi‘:ol a"bn+1—(k—-1)—k+1—-(i+1)) =
ak=1b {(k‘ —1(n+1—(k—1)—k)— k(kgl) } ,onde i + 1 é a posicao do quadrado preto.

Por outro lado, o nimero de ladrilhamentos com um retangulo e uma cauda de tipo D de
tamanho k é igual a Z?:_ol a1 +1-2k-1)—k+1—-(G+1) =Wk -1n+1-

(2k—1)—k)— @ Entao a soma desses dois nimeros é o total de ladrilhamentos de Lucas com

exatamente um retangulo antes da cauda de tipo D.
Agora considere os ladrilhamentos de Lucas de ordem 1 x (n 4 1) restantes. Vamos conté-los

considerando o nimero de quadrados entre os dois ultimos retangulos.
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O numero de ladrilhamentos com j quadrados antes da cauda de tipo D e exatamente i, i =
0,1,2,...,n—2k —j, quadrados entre os dois iltimos retangulos é dado por a”jsz(a’b)(k, n—2k—

i — 7). Entao somando sobre todos os valores de j e i, segue que

n—2k n—2k—j o
S dPVLgy(kon -2k —i—j)
j=0 =0

¢ o numero de ladrilhamentos de Lucas com pelo menos dois retangulos.
Assim, adicionando todos esses niimeros temos que o total de ladrilhamentos contado é L(q ) (k, n).

O
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CAPITULO 6

CONSIDERACOES FINAIS E
TRABALHOS FUTUROS

Apresentaremos aqui algumas linhas de pesquisa a serem adotadas apds a apresentagao deste
trabalho. Em primeiro lugar o objetivo é continuar estudando as caracteristicas de relacoes de
recorréncia gerais, demonstrar identidades existentes, e encontrar novas identidades envolvendo

essas sequéncias.

6.1 Sequéncias de Lucas

Sejam P, (Q inteiros ndo negativos, chama-se D = P? — 4Q de discriminante e assume-se que

D # 0. Considere o polinémio X2 — PX + @, denominado polinémio caracteristico, cujas raizes sio
P++vVD P—+D
=—F € 8= —

Segue que a # B,a+f=PaxB=Q, ¢ (a—B)>=D.
Para cada n > 0, define-se U, = Uy(pq) € Vi = Vy(pg) como segue

(07

Up=0,U; =1,U, =PU,_1 —QU,_o,paran > 2,

Vo=2,Vi =PV, =PVy, 1 —QVy_2,paran > 2.
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A sequéncia U = (Up(P,Q))n>n € V = (Vo (P, Q))n>n sdo chamadas de (primeira e segunda)
Sequéncias de Lucas com pardametros (P, Q). Tem-se para quaisquer parametros (P, Q) as fungoes

geradoras para as sequéncias dadas por

U, X"
1—PX+QX2 Z

(§]
2 - PX ad
=) VX"
1-PX +QX? nz:% "

Binet em 1843 apresentou a seguinte expressao chamada formula de Binet em termos das raizes
a e 3 do polinémio X? — PX +Q :
am — B
Un = b Vi =a" + "
a—p
Vale ressaltar os casos especiais das sequéncias de Lucas por suas importancias tanto histéricas

quanto aos resultados elegantes provindos das mesmas. Sao elas a sequéncia de Fibonacci, a

sequéncia de Lucas, de Pell e de Jacobsthal, entre outras. Os ntimeros U,, = U, (1, —1) sdo chamados

de numeros de Fibonacci, enquanto os nimeros V,, = V,(1,—1) s@o chamados de nimeros de
Lucas. Os numeros U, = Up(2,—1) sdo chamados de nimeros de Pell, enquanto os numeros
U, = U,(1,—2) sao chamados de nimeros de Jacobsthal.

Algumas extensoes da nocao das sequéncias de Lucas podem ser indicadas. Tais genera-
lizagoes sao possiveis em quatro diregoes: mudando as condigoes iniciais, misturando duas ou
mais sequéncias de Lucas, considerar as relagoes de recorréncia em termos de outros elementos nao
de dois anteriores consecutivos, ou considerar mais do que dois parametros.

Um dos objetivos € investigar se os métodos estudados podem ser aplicados nessas generalizacoes

para se obter novas classes de identidades.

6.2 Relacoes Algébricas

Como dito por Paulo Ribenboin em [16] basta olhar para os arquivos na Fibonacci Quartely
para saber que nao ha limites na imaginacao matematica para produzir novas provas e de formas
para diferentes identidades e propriedades envolvendo sequéncias. Neste mesmo livro [16] s@o
apresentados um nimero de identidades cujas provas sao exercicios simples de aplicagao da férmula

de Binet e indugao. Segue a lista de algumas identidades.

e U, eV, podem ser expressos em termos de P, (), como por exemplo
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-2 -3 —1—k

onde

2 PQ2~ ' se n é par,
E = _)

»aw\:

n—1

@ 2 ,sen é impar.

D
<—1> T

e Relacoes Quadraticas para qualquer inteiro n :

V.; — DU} = 4Q",

U2, — PU, 11U, + QU2 = Q™.

e Identidades envolvendo U, e V,, para qualquer inteiro n :

DUn = Vn4+1 — Qvn—h

Vn = Un+4+1 — QUn—l‘

e Adicao sobre indices para quaisquer inteiros m e n :

Um+n = UmVn - QnUmfna
Vm+n = VmVn - anm—n = DUmUn + anm—n;
2Um+n = UmVn + Uan,

2Q" Ups—n = UmUpn — UnVin.

e Multiplicacao sobre indices para qualquer inteiro n :

Usn = Un Vi,
Van = Vi = 2Q",
Usp = Up (V2 — Q") = U,(DU? + 3Q"),
Van = Va(Vi7 = 3Q").

Um possivel trabalho é percorrer essas identidades procurando provas e novas identidades de

Lucas utilizando ladrilhamentos.
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6.3 Outras Interpretacoes

Em 2013, Jhala, Sisodiya and Rathore [12] provaram algumas identidades envolvendo os niimeros
de k—Jacobsthal J(k,n) definidos por J(k,n + 1) = kJ(k,n) + 2J(k,n — 1); para n > 1, com
condigoes iniciais J(k,0) =0, J(k,1) = 1. Para n > 1, temos que J(1,n) = J,, o n—ésimo nimero
de Jacobsthal.

Neste artigo as seguintes identidades sao provadas usando a féormula de Binet para o termo

geral da sequéncia dos nimeros de k— Jacobsthal.

Teorema 6.1. ( Identidade de Catalan para Jacobsthal) Sejam inteiros n > 0 entdo
J(kyn = 1) (k4 1) — T2 (kym) = (—1)" 17 2, )27

Teorema 6.2. (Identidade de D’ocagne para Jacobsthal )
Sejam inteiros m,n > 0 tais que m > n entao J(k,m)J(k,n + 1) — J(k,m + 1)J(k,n) =
(—=2)"J(k,m —n)

Neste mesmo ano, em [8] provaram algumas identidades envolvendo os nimeros de k— Pell
P(k,n) definidos por P(k,n + 1) = 2P(k,n) + kP(k,n — 1); para n > 1, com condi¢oes iniciais
P(k,0) = 0,P(k,1) = 1. Para n > 1, temos que P(1,n) = P,, o n—ésimo nimero de Pell. Entre

elas tem-se as identidades
Teorema 6.3. ( Identidade de Catalan para Pell) Sejam inteiros n > 0 entao
P(k,n —r)P(k,n+7) — P?(k,n) = (=1)" """ P?(k, r)k""

Teorema 6.4. (Identidade de D’ocagne para Pell )
Sejam inteiros m,n > 0 tais que m > n entao P(k,m)P(k,n + 1) — P(k,m + 1)P(k,n) =
(=k)"P(k,m —n)

Podemos olhar para essas identidades combinatorialmente e prova-las utilizando argumentos
bijetivos no contexto de ladrilhamentos como discutido em [4]. Para tanto seja a(s, k,n) o nimero
de possibilidades de cobrir um tabuleiro de ordem 1 x n dispondo das seguintes pecas: quadrados
de k diferentes cores e dominés de s cores distintas. Assim, temos que a(s, k,0) = 1 referente ao
ladrilhamento vazio, a(s,k,1) = k referente aos 1—ladrilhamentos formados por um quadrado de
k cores distintas. Seja agora o conjunto dos ladrilhamentos contados por a(s, k,n). Esse conjunto
pode ser dividido em dois conjuntos: o subconjunto dos ladrilhamentos terminados em quadrado e o
subconjunto dos ladrilhamentos terminados em dominés. O primeiro subconjunto tem cardinalidade

ka(s,k,n—1), e o segundo tem cardinalidade sa(s, k,n—2). Assim, paran > 2 temos que a(s, k,n) =
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ka(k,n — 1) + sa(k,n — 2), com condigoes iniciais a(s,k,0) =1 e a(s, k,1) = k, portanto obtemos
as igualdades a(2,k,n) = J(k,n+1) e a(k,2,n) = P(k,n+ 1)
Assim, estabelecemos as seguintes identidades que podem ser facilmente provadas com as

técnicas apresentadas em [4].

Teorema 6.5. (Generalizagcio da Identidade de Catalan ) Sejam inteiros n > 0, entao

a(s,k,n—r)a(s, k,n+r) —a(s,k,n) = (=1)""a?(s, k,r — 1)s" "L,

Teorema 6.6. (Generaliza¢ao da Identidade de D’ocagne )
Sejam inteiros m,n > 0 tais que m > n. Entao a(k,m)a(k,n + 1) —a(k,m + 1)a(k,n) =
(=s)"a(k,m —n).

Como corolédrio dessas identidades generalizadas seguem as Identidades (6.1) , (6.2), (6.3) e
(6.4).
Observemos que varias identidades podem ser generalizadas e provadas via ladrilhamento como

as supracitadas.

6.4 Generalizacao para Numeros g-analogos de

Jacobsthal

De forma analogo ao que foi feito na generalizacao do Lema 3.4, podemos definir p;,

sesdmaliseles

o polinémio gerado como coeficiente de z7" - - :v%”ylf -yl na expansio de

m r (S i+ )
(St 2ow)

!
: ~ 2t .t R
com inversdes de peso @i1%; = ¢° Tilivt, Yittli = ¢ YilYitt: Yy Tj = ¢ 7 2y

Assim, obtemos o seguinte resultado.

Teorema 6.7. A funcdo geradora para ladrilhamentos com exatamente j; dominds do tipo d;, com

1 <i<m,l; quadrados do tipo s;, onde 1 < i < r € dada por
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qm]?n + 2jmim-1 + ].72”_1 + 2(]m + jmfl)jm—Z + j72n—2 S

. . N . ) ) . I, —1
+2(]m + Im—1 +- .']2)31 —|—j% + (7“ — 1) <l7“2(]m 4+ Jm_1 +- ..]1) + (2)>
q
lr—1—1
(r—2) (lr_lz(jmﬂm_l + i +lr)+(12)> T
q

(o —1)
2

ql22(]m +jm—1 + - 'jl +l'r o l3) +
ijlv"' 7jm7llv“' 7l7‘

E com este teorema é possivel generalizar o Lema 3.4 e Teorema 3.24 em termos da notacao
Pn—l—l(aa b; Q)'

Além disso, cada sequéncia 6 € Sy x 1 pode ser associada a uma matriz de trés linhas onde
a entrada da primeira linha sao os expoentes relacionados a x, da segunda linha os expoentes
relacionados a y e da terceira linha os expoentes relacionados a z. Considere, por exemplo, k =
2,j = 3,1 = 1; e asequéncia y?zzyx. Esta sequéncia est4 relacionada com o ladrilhamento T' € Ta 31

de2%2+3%x2+1=11 casas dado da forma

I N

12 3 4 5 6 7 8 9 10 11

Figura 6.1: Ladrilhamento com peso ¢! 3726182410 — 44 oy T, 5

e a matriz de trés linhas

1 0
0 2 1,
0 1

S =

criada olhando a sequéncia da esquerda para a direita e dispondo os valores na matriz da direita

para a esquerda. De fato, temos os termos no inicio da sequéncia 3%z relacionado com a coluna

0
2 |,
1
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e assim por diante.

Observemos que a soma dos elementos da primeira linha é o expoente de x, da segunda é
o expoente de y e da terceira é o expoente de z, no ladrilhamento de peso minimo associado a
sequéncia 232!

A partir dessa matriz, [1], associa-se um reticulado tridimensional e a partir deste, é construido

um volume correspondente a uma partigao plana.
1 1 0 2 21
0 1 2 — 1 2 3
0 01 11 2

Assim ha o interesse em estudar essas relagoes existentes.

6.5 Outros interesses

A interpretacao existente para as recorréncias 5.1 e 5.2 em termos de grafos sugere que a
interpretagao em termos de grafos para as recorréncias 5.3 e 5.4 seja a contagem de subconjuntos
k—independentes do conjunto de vértices de um grafo com a possibilidade de uma coloracao de
vértices e arestas deste grafo. Uma das questoes a serem respondidas é se ao fixar os pardmetros
temos relagoes entre resultados ja conhecidos na coloracao de grafos.

Um dos assuntos que devem ser estudados sao os Figurate Number, [10] que s@o os niimeros que
podem ser representados como pontos espacados regularmente arranjados como figuras geométricas
planas e espaciais. Temos, por exemplo, os nimeros triangulares e os nimeros pentagonais citados
no trabalho. Existem resultados combinatoérios elegantes sobre esses niimeros e é interessante obter
provas combinatérias para identidades envolvendo esses ntimeros.

Além disso, outra linha de pesquisa a ser seguida é o estudo sobre Formas Modulares e outros
novos métodos para determinar fungoes geradoras. Esses métodos analiticos podem ser aplicados
em diversas areas. Em especial tem-se o interesse de aplicar esses métodos no estudo de funcoes

geradoras para Cédigos.
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