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Abstract

In this work we present combinatorial proofs by making use of tilings. In the first part we use

tilings to prove some identities on Partitions Theory, including Triangular Numbers’ Theorem and

q−analogue of q−Binomial Theorem. In the second part we present combinatorial interpretations,

using tilings, for some identities involving Jacobsthal numbers and generalized Jacobsthal numbers.

Next we find new identities involving an q−analogue of Jacobsthal numbers and generalizations

for these new identities. Finally, we define two new sequences: generalized Fibonacci numbers and

generalized Lucas numbers, and using tilings, we prove new identities involving these numbers.

Keywords: Combinatorial Identities, Fibonacci numbers, Lucas numbers, Jacobsthal numbers,

tilings.

Resumo

Neste trabalho, colaboramos com provas combinatórias que utilizam a contagem e a q−contagem

de elementos em conjuntos de ladrilhamentos com restrições. Na primeira parte do trabalho utiliza-

mos os ladrilhamentos para demonstrar algumas identidades da teoria das partições, dentre elas, o

Teorema dos Números Triangulares e o Teorema q−análogo da Série q−Binomial. Na segunda parte

do trabalho apresentamos interpretações combinatórias, via ladrilhamento, para algumas identida-

des envolvendo os números de Jacobsthal e os números generalizados de Jacobsthal. Na terceira

parte do trabalho são dadas novas identidades envolvendo os números q-análogos de Jacobsthal e

encontramos generalizações para essas novas identidades.

Por fim, definimos duas novas sequências: números de Fibonacci generalizados e números de

Lucas generalizados e, utilizando ladrilhamentos, estabelecemos e demonstramos novas identidades

envolvendo esses números.

Palavras-chave: Identidades combinatórias, Números de Fibonacci, Números de Lucas, Números

de Jacobsthal, ladrilhamentos.
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3.2.2 Identidades Combinatórias envolvendo a Generalização dos Números de Ja-
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5.1 Interpretação Combinatória de F(a,b)(k, n) e L(a,b)(k, n) . . . . . . . . . . . . . . . . 106

5.2 Identidades provadas via ladrilhamento . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 109

6 Considerações Finais e Trabalhos Futuros 123

6.1 Sequências de Lucas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 123
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INTRODUÇÃO

Para lidar com funções aritméticas f(n), n inteiro não negativo, dentro da Teoria Aditiva dos

Números, usa-se do recurso de uma função geradora tipicamente da forma

F (q) =

∞∑

n=0

f(n)qn.

Apesar de haver muitas provas elegantes usando propriedades de funções geradoras, ainda há

o interesse em compreender combinatorialmente as funções f(n).

Em 1969 George Andrews desenvolveu o cálculo para função partição. Ele estabeleceu as

técnicas da teoria elementar de séries hipergeométricas básicas em termos aritméticos. Idealmente,

ele queria provar teoremas envolvendo séries hipergeométricas usando bijeção. Através desses es-

tudos Andrews estabeleceu uma prova bijetiva para o Teorema q−Binomial, uma peça chave das

séries hipergeométricas. E assim mostrou como interpretar combinatorialmente cancelamentos de

produtos finitos, uma manipulação frequente nesta área.

Em 1987, J. T. Joichi and D. Staton em [13], adotou a seguinte convenção para provas bijetivas

de uma identidade: para mostrar que F (q) = G(q) é necessário encontrar dois conjuntos A e B,

com pesos wt(A) e wt(B), tais que

F (q) =
∑

a∈A

wt(a) e G(q) =
∑

b∈B

wt(b)

e existe uma bijeção Φ : A −→ B que preserva peso, wt(φ(A)) = wt(φ(B)). Os conjuntos A e

B podem ser infinitos. Neste caso assume-se que A e B são uniões enumeráveis de subconjuntos

finitos e que Φ é uma bijeção entre esses conjuntos finitos. Assim, a identidade F (q) = G(q) fica

estabelecida. O método funcionou para várias identidades cujas provas anaĺıticas são consideradas
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fáceis, enquanto para as identidades com provas consideradas dif́ıceis muitas bijeções e involuções

foram e são requeridas. Por exemplo, a Transformação 2Φ1 :

∞∑

n=0

n−1∏

j=0

(1− aqj)(1− bqj)

(1− qj+1)(1− cqj)
zj =

∞∏

n=0

(1− abzqn/c)

(1− zqn)

∞∑

n=0

n−1∏

j=0

(1− cqj/a)(1− cqj)/b

(1− qj+1)(1− cqj)
(abz/c)j

tem uma prova bijetiva que requer aplicação de 6 bijeções e 23 involuções. Ao longo dos anos

seguintes houve várias contribuições de provas de identidades usando este método sobretudo, com

aplicações em conjuntos de partições.

A abordagem com o uso de ladrilhamentos, apesar de não ser inédita,[15], [7], [5], [4], [19], quebra

com alguns paradigmas. O primeiro fato é de que paramos de contar e passamos a q−contar, ou

seja, obtemos como resultados de contagem polinômios e séries formais ao invés de números.

Outra mudança significativa é a utilização de tabuleiros ladrilhados que se mostram objetos

versáteis para operações. Nesse sentido, podemos provar muitas identidades complicadas e pouco

esclarecedoras com uso de outros objetos como o Gráfico de Ferrers; de forma simples e mantendo

a visão combinatória do problema.

Na primeira parte do trabalho utilizamos os ladrilhamentos para demonstrar algumas identida-

des da teoria das partições, dentre elas, o teorema q−análogo da série q−binomial e uma extensão do

teorema q−binomial. Na segunda parte do trabalho demonstramos interpretações combinatórias,

via ladrilhamento, para algumas identidades envolvendo os números de Jacobsthal e os números

de Jacobsthal generalizados. Em seguida vamos provar novas identidades envolvendo os números

q-análogos de Jacobsthal, números de Fibonacci generalizados e números de Lucas generalizados .
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CAPÍTULO 1

DEFINIÇÕES, LADRILHAMENTOS

E q-CONTAGEM

Neste caṕıtulo definimos os objetos combinatórios e ferramentas que utilizaremos durante o

trabalho. Primeiramente iremos definir os objetos que utilizamos: tabuleiro e peças; e apresentar

algumas técnicas básicas de manipulação desses objetos para provar identidades. Em seguida,

introduzimos a noção do peso de peças e de ladrilhamentos, apresentamos a ideia de q−contagem

que lhe é associada e definimos a operação chamada de projeção de peças no tabuleiro. Por fim,

definimos as sequências de números, e suas relações de recorrência, que usamos ao longo do trabalho.

Em meio às apresentações e definições discutiremos alguns exemplos para facilitar o entendimento.

No segundo caṕıtulo usaremos as seguintes notações:

(a; q)n =

n∏

i=1

(1− aqi−1),

(a; q)∞ =
∞∏

i=1

(1− aqi−1).

1.1 Tabuleiros, Ladrilhamentos e Ladrilhos

Os tabuleiros (coberturas, pisos) são formados por quadrados 1× 1 que são chamados de suas

casas ou células. Essas casas podem ser numeradas e essa numeração determina posições.
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Utilizamos, essencialmente, dois tipos de tabuleiros. O primeiro é o tabuleiro finito que possui

apenas uma quantidade finita de casas. O segundo tipo é o tabuleiro infinito que possui um número

infinito de casas.

Por conveniência, neste trabalho os tabuleiros finitos são da forma 1× n e podem ter posições

numeradas de 1 a n, ou de 0 a n−1. Os infinitos são da forma 1×∞, e podem ter posições numeradas

começando do número 1 ou do número 0. Podem, ainda, haver casos onde temos tabuleiros infinitos

para ambos os lados.

Denominamos peças ou ladrilhos os objetos que usamos para preencher ou cobrir um tabuleiro.

Neste trabalho utilizaremos as seguintes peças: quadrados de formato 1 × 1, dominós de formato

1× 2 e retângulos de formato 1× k, todos de cores variadas.

Por vezes, será útil considerar a possibilidade de que em cada posição possamos empilhar peças.

Dado um tabuleiro e certas peças, chamamos de ladrilhamento a uma maneira T de ladrilhar

completamente o tabuleiro com as peças t sem que reste qualquer casa não preenchida e sem que

peças se sobreponham. Usamos o termo n−ladrilhamento com certas peças para denotar uma

maneira T de ladrilhar um tabuleiro finito de ordem 1× n com essas peças.

Uma partição λ de um inteiro positivo n consiste em uma sequência de inteiros positivos λ1 ≤
λ2 ≤ · · · ≤ λj , onde os λi são denominados as partes da partição λ e a soma das partes da partição

deve ser igual a n definida por

n = λ1 + λ2 + · · ·+ λj =

j∑

i=1

λi

Associada a um ladrilhamento está uma partição, onde a partes da partição são representadas

pelas casas ocupadas por peças determinadas.

Exemplo 1.1. Considere um tabuleiro 1 × 5, ladrilhado com quadrados brancos e pretos dado na

Figura 1.1. Se considerarmos as partes da partição representadas pelas casas ocupadas por peças

pretas, temos a associação deste ladrilhamento com a partição de 9, 2 + 3 + 4.

1 2 3 4 5

Figura 1.1: Ladrilhamento 1× 5 associado a partição 2 + 3 + 4

Exemplo 1.2. Temos na Figura 1.2 o ladrilhamento infinito com posições numeradas começando

do 0 com quadrados pretos e brancos onde podemos empilhar peças pretas. Note que na posição 4

temos dois quadrados pretos empilhados.
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0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 . . .

Figura 1.2: Ladrilhamento infinito

A posição de um dominó ou de um retângulo 1× k será definida pela primeira casa que ocupa.

Exemplo 1.3. Temos na Figura 1.3 um 8−ladrilhamento com quadrados brancos, dominós cinzas

e retângulos 1× 3 pretos. Note que temos um dominó cinza na posição 3 e um retângulo preto na

posição 6.

1 2 3 4 5 6 7 8

Figura 1.3: Ladrilhamento 1× 8

Dizemos que um n−ladrilhamento é separável (quebrável) na k−ésima casa se for posśıvel

decompô-lo em dois ladrilhamentos, um cobrindo as células 1 até k, e outro cobrindo as células

k + 1 até n−ésima célula. Caso contrário, dizemos que o ladrilhamento é não separável (não

quebrável) na k−ésima casa.

Exemplo 1.4. Por exemplo, o ladrilhamento da Figura 1.4 de tamanho 10 é separável nas posições

2, 3, 4, 6, 7 e 9 e não separável nas posições 1, 5 e 8.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Figura 1.4: 10−ladrilhamento
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Considere dois ladrilhamentos de ordem n. O primeiro com casas numeradas de 1 a n e o

segundo com casas numeradas de 2 a n + 1. Dizemos que existe uma falha na posição i se ambos

os ladrilhamentos são separáveis na posição i. Em outras palavras, nenhum dos ladrilhamentos

possuem um dominó ou um retângulo na posição i. Observe que existirá falha na posição 1 quando

o primeiro ladrilhamento for separável nesta posição. As caudas de um par de ladrilhamentos são

definidas como as peças que ocorrem depois da última falha.

Em algumas demonstrações usaremos uma das técnicas definidas em [4] chamada tail swapping,

que em português pode ser traduzido como trocando caudas.

Exemplo 1.5. Na Figura 1.5 temos um par de ladrilhamentos de ordem 10 onde é feito o processo

de trocar caudas. Após o processo descrito na Figura 1.6 obtém-se um par de ladrilhamentos onde

um deles tem ordem 11 e outro 9.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Cauda

11

Figura 1.5: Par de ladrilhamentos de tamanho 10 com falhas nas posições 1, 2, 4 e 7

1 2 3

Cauda

4 5 6 7 8 9 10 11

Figura 1.6: Par de ladrilhamentos da Figura 1.5 após a troca de caudas.

Considere um tabuleiro circular com n posições rotuladas no sentido horário e todas as maneiras

de preenchê-lo utilizando quadrados 1 × 1, dominós “curvos” 1 × 2 e retângulos “curvos” 1 × k,

de diversas cores. Chamamos n−bracelete ou bracelete de tamanho n a uma maneira de fazer tal

cobertura, ou ainda, um n−bracelete é um ladrilhamento circular com n células.
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Neste trabalho iremos somente utilizar as peças: quadrados 1× 1 e dominós “curvos” 1× 2 de

diversas cores.

Um bracelete é chamado fora de fase quando um dominó cobre as células n e 1, caso contrário

é chamado em fase.

Exemplo 1.6. Na figura 1.7 temos um bracelete fora de fase de tamanho 7 com quadrados brancos

e dominós pretos.

Figura 1.7: Bracelete fora de fase

Neste trabalho fazemos contagens de conjuntos de ladrilhamentos para provar identidades.

Os passos que utilizamos são contar os ladrilhamentos de duas formas diferentes ou operar com

bijeções e involuções sobre o conjunto de ladrilhamentos determinando um outro conjunto de mesma

cardinalidade e então estabelecer as identidades.

1.2 Peso e q-Contagem

A q−contagem é uma generalização do conceito de contagem usual. Este conceito será ilustrado

por meio de um exemplo.

Considere o conjunto X = {C,E,H}. Este conjunto possui três elementos, então | X |= 3. Em

notação matemática podemos escrever

| X |=
∑

x∈X

1,

ou seja, para cada elemento do conjunto X associamos o número 1 na contagem total. Suponha

agora que cada elemento possua um peso qualquer, não necessariamente igual a 1. Seja ele w(x) =

qi, onde i é igual a ordem de cada letra correspondente no alfabeto, e q é uma variável. Temos que

a letra C é a terceira letra, E a quinta e H a oitava letra do alfabeto. Assim temos

∑

x∈X

w(x) = w(C) + w(E) + w(H) = q3 + q5 + q8.
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A escolha dos pesos como w(x) = qi não é aleatório. Observemos que se q assumir o valor igual

a 1 obtemos a contagem usual do conjunto X, e portanto a q−contagem refina as informações que

temos a respeito do conjunto X.

Neste trabalho, fazemos a contagem com peso de elementos de conjuntos de ladrilhamentos.

Abusando da linguagem utilizaremos o termo q−contagens de elementos de conjuntos de ladrilha-

mentos. Este tipo de contagem diferencia da anterior pois agora obteremos identidades envolvendo

polinômios na variável q que possuem interpretação combinatória em termos de conjunto de ladri-

lhamentos com peso.

Antes de definirmos o peso de um ladrilhamento T , introduzimos o peso dos ladrilhos t do

ladrilhamento. Tipicamente, definimos o peso de uma peça t que é um quadrado branco como

sendo a unidade w(t) = 1. O peso das demais peças é tipicamente dado em termos de sua cor e da

posição i que ela ocupa. Assim, o peso do ladrilhamento T é definido por

w(T ) =
∏

t∈T

w(t).

Dado um conjunto de ladrilhamentos X, a q−contagem deste conjunto é definida por

| X |q=
∑

T∈X

w(T ).

Exemplo 1.7. Considere o ladrilhamento T, de ordem 1×5, com quadrados brancos e pretos dado

na Figura 1.8 . Seja t um ladrilho que ocupa a posição i. Definimos o peso desta peça por

w(t) =

{
1, caso t seja um quadrado branco;

qi, caso t seja um quadrado preto na posição i,

1 2 3 4 5

Figura 1.8: Ladrilhamento 1× 5.

então o peso deste ladrilhamento será w(T ) = q2+3+5 = q10.

Exemplo 1.8. Considere X o conjunto de todas as posśıveis coberturas de um tabuleiro de ordem

1× 3, com quadrados brancos e pretos. Definimos o peso das peças por

w(t) =

{
1, caso t seja um quadrado branco;

qi, caso t seja um quadrado preto na posição i,

então | X |q= 1 + q + q2 + 2q3 + q5 + q6.

8



Ao efetuarmos as q-contagens faremos uso da soma finita dos n primeiros termos de uma série

geométrica de razão q e primeiro termo a1, ou ainda,

(a1 + a1q + · · ·+ a1q
n−1) =

n∑

i=1

a1q
i−1 =

a1(1− qn)

1− q
.

Além disso utilizamos a convergência para | q |< 1 da soma infinita

(1 + q + q2 + q3 + · · ·+ qn + · · · ) =
∞∑

i=0

qi =
1

(1− q)
.

1.3 Operação Projeção

O conceito de projeção, definido e utilizado nos artigos [19] e [7], é a ideia de mover peças no

ladrilhamento. As peças que podem ser movidas são chamadas peças projetáveis. A operação de

projetar satisfaz:

⋄ a projeção não acrescenta nem remove peças do ladrilhamento, ou seja, as peças serão apenas

espalhadas;

⋄ a ordem de aparecimento (da esquerda para a direita) das peças projetáveis não se altera, ou

seja, uma peça projetável não pode “pular por cima” de outra peça projetável;

⋄ o peso final do ladrilhamento após a projeção se altera apenas com uma multiplicação por

constante (peso da projeção) que independe de qual peça foi projetada e de qual era a sua posição;

⋄ após uma projeção, a peça projetada “pula por cima” sempre da mesma quantidade de peças

brancas da última peça projetada.

A última propriedade não é necessária para definir projeção, apenas a exigimos nos casos onde

deseja-se ter um controle sobre o número de peças brancas à esquerda e à direita da peça projetável.

Também é importante ressaltar que esta definição se aplica em geral ao caso de ladrilhamentos sem

peças empilhadas. No entanto, se considerarmos uma ordem de aparecimento de peças, da esquerda

para a direita, de baixo para cima, a definição também pode ser aplicada em ladrilhamentos com

empilhamento.

Agora, vamos definir a operação denominada projetar todas as peças juntamente. Seja um

tabuleiro infinito 1 × ∞, com um ladrilhamento T, onde são escolhidas certas peças projetáveis

{t1, t2, · · · tn}, que ocupam as posições i1 ≤ i2 ≤ · · · ≤ in.

Primeiramente, considere a operação de projetar a última peça projetável tn uma quantidade

igual a pn ≥ 0 de vezes. Em seguida, projetamos a penúltima peça projetável uma quantidade

igual a pn−1 ≥ 0 de vezes, com a restrição de que pn ≥ pn−1. Assim, sucessivamente, até a primeira

peça projetável, obtendo a restrição 0 ≤ p1 ≤ p2 ≤ · · · ≤ pn.

9



Se o peso da projeção for igual a qk então, como realizamos exatamente

n∑

j=1

pj projeções, o

ladrilhamento final T ′ terá peso

w(T ′) = (qk)p1+p2+···+pnw(T ).

Assim, projetar todas as peças juntamente consiste em considerar todas as possibilidades de

ladrilhamentos obtidos através de operações deste tipo. A q−contagem de todas as possibilidades

é dada por

∑

0≤p1≤p2≤···≤pn

(qk)p1+p2+···pnw(T )

=
∑

λ partição em ≤n partes

(qk)|λ|w(T )

=
∑

λ partição em partes ≤n

(qk)|λ|w(T )

=
w(T )

(1− qk)(1− q2k) · · · (1− qnk)

=
w(T )

(qk; qk)n
.

Assim, segue o resultado abaixo.

Teorema 1.9. Dado um ladrilhamento T de ordem 1 × ∞, com uma projeção definida de peso

qk, com n peças projetáveis, que aparecem na ordem como {t1, t2, · · · tn}, então a q−contagem da

operação de projetar todas as peças projetáveis juntamente é dada por

w(T )

(qk; qk)n
.

Para exemplificar, vamos mostrar uma prova dada em [19] da seguinte identidade clássica da

Teoria das Partições.

Teorema 1.10. Para a variável q, vale a seguinte identidade

∞∏

i=1

(1 + qi) =

∞∑

n=0

qn(n+1)/2

(q; q)n
.
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Demonstração: Consideremos o conjunto X cujos elementos são todos os posśıveis ladrilhamen-

tos de um tabuleiro infinito de ordem 1×∞, com as peças: quadrados pretos e brancos. Dado um

ladrilho t na posição i, defini-se o seu peso por

w(t) =

{
1, caso t seja um quadrado branco;

qi, caso t seja um quadrado preto na posição i.

Vamos q−contar este conjunto de duas maneiras.

Primeiramente, em cada posição colocamos um quadrado branco ou um quadrado preto. Como

cada posição i é independente e contribui com o fator (1 + qi), a q−contagem de todas as escolhas

posśıveis é igual a

| X |q=
∞∏

i=1

(1 + qi).

Por outro lado, seja Xn o conjunto de todos os ladrilhamentos com n peças pretas. Para

q−contar este conjunto, considere n peças pretas nas posições iniciais {1, 2, · · · , n} do ladrilhamento.

Este ladrilhamento T tem peso igual a

w(T ) = q1+2+···+n = qn(n+1)/2.

Agora, se considerarmos como projetáveis as peças pretas e definirmos como projeção a troca

de uma peça preta por uma peça branca que lhe sucede, caso haja uma peça branca, podemos

projetar todas as n peças projetáveis juntamente do ladrilhamento T.

Assim, como o peso desta projeção é q, pelo Teorema 1.9 teremos a q−contagem de Xn dada

por

w(T )

(q, q)n
=

qn(n+1)/2

(q, q)n
.

Portanto,

| X |q=
∞∑

n=0

| Xn |q=
∞∑

n=0

qn(n+1)/2

(q, q)n
,

e segue a identidade

∞∏

i=1

(1 + qi) =

∞∑

n=0

qn(n+1)/2

(q, q)n
.

2
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1.4 Definições

Ao longo do trabalho faremos uso da definição das seguintes sequências. Iremos definir a

sequência dos números de Fibonacci deslocados de uma unidade para que a notação na interpretação

desses números como conjunto de ladrilhamentos com restrições fique conveniente.

Os números de Fibonacci são definidos por F0 = 1, F1 = 2, e para n ≥ 2, Fn = Fn−1 + Fn−2.

Os números de Lucas são definidos por L0 = 2, L1 = 1, e para n ≥ 2, Ln = Ln−1 + Ln−2.

Os números de Pell são definidos por P0 = 0, P1 = 1, e para n ≥ 2, Pn = 2Pn−1 + Pn−2.

O n−ésimo número de Jacobsthal é definido por

Jn =
2n − (−1)n

3
,

para n ≥ 0, e generalizando obtemos os números da forma

Js
n =

sn − (−1)n

s+ 1
,

onde n ≥ 0 é um número natural e s ≥ 0 é um número real. Ainda podemos defini-los pela relação

de recorrência

Js
0 = 0, Js

1 = 1, Js
n = (s− 1)Js

n−1 + sJs
n−2, n ≥ 2.

O n-ésimo número de Jacobsthal-Lucas é definido por

jn = 2n + (−1)n,

generalizando obtemos os números da forma

jsn = sn + (−1)n,

onde n ≥ 0 é um número natural e s ≥ 0 é um número real. Ainda podemos defini-los pela relação

de recorrência

js0 = 2, js1 = s− 1, jsn = (s− 1)jsn−1 + sjsn−2, n ≥ 2.

Em [14], uma generalização dos números de Fibonacci F (n, k) e uma generalização dos números

de Lucas L(k, n) foram apresentadas. Esses números, para inteiros k ≥ 2 e n ≥ 0, satisfazem as

seguintes recorrências:
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F (k, n) = n+ 1, for n = 0, 1, · · · , k − 1;

F (k, n) = F (k, n− 1) + F (k, n− k), for n ≥ k;

(1.1)

e

L(k, n) = n+ 1, for n = 0, 1, · · · , 2k − 1;

L(k, n) = (k − 1)F (k, n− (2k − 1)) + F (k, n− (k − 1)), for n ≥ 2k.

(1.2)

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

Jn 0 1 1 3 5 11 21 43 85 171 341 683

jn 2 1 5 7 17 31 65 127 257 511 1025 2047

F (2, n) 1 2 3 5 8 13 21 34 55 89 144 233

F (3, n) 1 2 3 4 6 9 13 19 28 41 60 88

F (4, n) 1 2 3 4 5 7 10 14 19 26 36 50

L(2, n) 1 2 3 4 7 11 18 29 47 76 123 199

L(3, n) 1 2 3 4 5 6 10 15 21 31 46 67

L(4, n) 1 2 3 4 5 6 7 8 13 19 26 34

Tabela 1.1: Tabela de Sequências

Para n ≥ 0, temos que F (2, n) = Fn, o n−ésimo número de Fibonacci, e se n ≥ 3, temos que

L(2, n) = Ln, o n−ésimo número de Lucas. Ressaltamos que neste trabalho serão definidas duas

novas sequências a partir das generalizações apresentadas em [14], sequências essas que estabelecem

novas identidades.
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CAPÍTULO 2

PROVAS VIA LADRILHAMENTO

DE IDENTIDADES ENVOLVENDO

SÉRIES HIPERGEOMÉTRICAS

Em 1987, J. T. Joichi and D. Staton estabeleceram provas bijetivas de identidades envolvendo

séries hipergeométricas básicas em [13]. A estratégia proposta por eles foi a construção de bijeções

ou de involuções. O método funcionou para várias identidades cujas provas anaĺıticas são consi-

deradas fáceis, enquanto para as identidades com provas consideradas dif́ıceis, muitas bijeções e

involuções foram e são requeridas. Por exemplo, como já dito na Introdução, a Transformação

2Φ1 tem uma prova bijetiva que requer aplicação de 6 bijeções e 23 involuções. Ao longo dos anos

seguintes houve várias contribuições de provas de identidades usando este método sobretudo, com

aplicações em conjuntos de partições.

Como conjuntos de ladrilhamentos podem ser associados a conjuntos de partições podemos

provar resultados cujas demonstrações conhecidas usam artif́ıcios da Teoria de Partições usando

ladrilhamentos. A inovação estará na definição dos pesos das peças e de operações que preservam

esses pesos. Neste caṕıtulo iremos apresentar provas, via ladrilhamento, de algumas identidades

envolvendo séries hipergeométricas. Os Teoremas principais são o Teorema dos Números Triangu-

lares e o Teorema q−análogo da Série Binomial. Faremos uso da operação projeção, inclusive em

ladrilhamentos onde pode-se empilhar peças, com pesos definidos para as peças.
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2.1 Teorema dos Números Triangulares

Os números triangulares são dados na sequência 1, 3, 6, 10, . . . , se referindo ao número de pontos

de um arranjo triangular de lado crescente:

O j−ésimo número triangular é 1 + 2 + 3 + · · ·+ j =
j(j + 1)

2
.

Similarmente, os números pentagonais são 1, 5, 12, 22, . . ., referentes ao número de pontos de

um arranjo pentagonal de lado crescente:

O j-ésimo pentágono consiste do j-ésimo triângulo no topo de um retângulo de base j e altura

j − 1. Portanto, o j-ésimo número pentagonal é j(j + 1)/2 + j(j − 1), que simplificando fica

j(3j + 1)/2.

Não é supresa existir uma identidade com o nome de Euler uma vez que o mesmo foi um dos

mais produtivos matemáticos da história. Uma versão anaĺıtica do Teorema do Número Pentagonal

de Euler pode ser estabelecida como segue.

Teorema 2.1. (Teorema do Número Pentagonal de Euler)

∞∑

n=−∞

(−1)nqn(3n−1)/2 = (q; q)∞.

Este teorema tem um bela interpretação combinatória em termos de partições dada por Legen-

dre.

Teorema 2.2. ( Versão Combinatorial do Teorema do Número Pentagonal de Euler) Sejam De(n)

o número de partições de n em um número par de partes distintas, e Do(n) o número de partições

de n em um número ı́mpar de partes distintas. Então
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De(n)−Do(n) =

{
(−1)j se n = j(3j ± 1)/2 para algum inteiro j;

0 caso contrário.
.

Para esta versão do Teorema do Número Pentagonal de Euler existe uma prova conhecida dada

por Franklin em 1881.

No artigo [17] foi apresentada uma prova combinatória do Teorema dos Números Triangulares

usando bijeção entre conjuntos de partições. Apresentamos aqui uma prova usando a ideia de

demonstração dada em [17] e bijeção entre conjuntos de ladrilhamentos com pesos definidos com

sinal para as peças. Para isso definimos operações que preservam peso sobre os conjuntos de

ladrilhamentos .

Teorema 2.3. (Teorema dos Números Triangulares) Para qualquer número complexo | q |< 1

∞∑

n=1

(1− q2)(1− q4) · · · (1− q2n)

(1− q3)(1− q5) · · · (1− q2n+1)
q2n+1 =

∞∑

n=2

q
n(n+1)

2 .

Demonstração: Sejam todas as possilidades de cobrir um tabuleiro 1 × ∞ usando quadrados

brancos e quadrados pretos de forma que as peças pretas nas posições ı́mpares podem ser empilha-

das, na primeira posição tem um quadrado branco e a última posição preenchida é ı́mpar e tem

pelo menos uma peça preta. Considere X o conjunto de todos os ladrilhamentos 1 × ∞ nessas

condições. Definimos o peso de um ladrilho t na i−ésima posição dado por

w(t) =





1, se t é um quadrado branco,

−qi, se t é um quadrado preto na posição par i,

qil, se t é formado por l quadrados pretos empilhados na posição ı́mpar i.

Supondo que a última peça preta de um tabuleiro se encontra na posição ı́mpar 2n + 1, de

peso q2n+1, percorremos as primeiras n posições pares e decidimos se colocamos uma peça preta ou

uma peça branca em cada célula. Cada uma dessas decisões contribui com um fator independente

(1− qi), i par, logo temos

n∏

i=1

(1− q2i) = (1− q2)(1− q4) · · · (1− q2n)

De modo análogo, percorremos as n primeiras posições ı́mpares 6= 1 e decidimos se colocamos

uma peça branca ou peças pretas em cada posição. Como nestas posições podemos empilhar peças

temos que a q−contagem será dada por

n∏

i=1

(1 + q2i+1 + q2(2i+1) + q3(2i+1) + · · · ) =
n∏

i=1

1

1− q2i+1
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Assim, teremos a q−contagem do conjunto X dada por

| X |q=
∞∑

n=1

[
n∏

i=1

(1− q2i)×
n∏

i=1

1

1− q2i+1

]
q2n+1

=
∞∑

n=1

(1− q2)(1− q4) · · · (1− q2n)

(1− q3)(1− q5) · · · (1− q2n+1)
q2n+1.

Agora vamos construir uma involução Φ (Φ2=Id) sobre um subconjunto X∗ de X. Para cada

ladrilhamento T ∈ X com l ≥ 1 peças pretas empilhadas na última posição 2n + 1, consideremos

dois números inteiros ≥ 2 que lhe são associados: o primeiro é i0(T ) que é a menor posição de T

ocupada por, pelo menos, uma peça preta; e o segundo número é n0(T ) dado por

n0(T ) =

{
2l, se T tem um quadrado branco na penúltima posição 2n,

2l + 1, caso contrário.

Exemplo 2.4. No ladrilhamento da Figura 2.1 temos que i0(T ) = 2 pois a posição 2 é a menor

posição ocupada por uma peça preta e n0(T ) = 7 = 2 × 3 + 1, onde 3 é o número de peças pretas

na última posição 7 e 1 é o número de peças pretas na posição 6.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 . . .

Figura 2.1: Ladrilhamento com i0(T ) = 2, n0(T ) = 7 e peso q34

Para construir Φ vamos fazer uso de operações intermediárias. Uma delas denotaremos Ψ :

X → X e será definida em dois casos : dado T ∈ X, n0(T ) = 2l ou n0(T ) = 2l + 1. Assim temos:

1o Caso da operação intermediária Ψ: Dado T ∈ X, se n0(T ) = 2l então remova l peças

pretas da posição 2n+1 e as empilhe na posição 2n−1. Neste caso temos que o peso foi multiplicado

por em q(2n−1)(l+m)−(2n−1)m−(2n+1)l = q−2l, onde m é o número de peças pretas na posição 2n− 1.

Exemplo 2.5. No ladrilhamento da Figura 2.2 temos que l = 3, n0(T ) = 6 = 2 × 3 e peso −q36,

então vamos remover as 3 peças da posição 7 e as empilhar na posição 5, obtendo o ladrilhamento

da Figura 2.3 com peso −q30, mudança de peso em q−2×3 = q−6 .
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 . . .

Figura 2.2: Ladrilhamento com i0(T ) = 2, n0(T ) = 6 e peso −q36.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 . . .

Figura 2.3: Ladrilhamento com i0(T ) = 2, n0(T ) = 10 e peso −q30.

2o Caso da operação intermediária Ψ: Dado T ∈ X, se n0(T ) = 2l+1 então remova l peças

pretas da posição 2n+ 1 e a peça preta da posição 2n e as empilhe na posição 2n− 1. Neste caso

temos que o peso foi multiplicado por −q−2l−1, e o sinal negativo veio do fato que a quantidade de

peças pretas em posição par descreceu em uma unidade.

Exemplo 2.6. No ladrilhamento da Figura 2.4 temos que l = 3, n0(T ) = 7 = 2× 3 + 1 e peso q44

então vamos remover as 3 peças da posição 7 e a peça da posição 6, empilhando-as na posição 5,

obtendo o ladrilhamento da Figura 2.5 de peso −q37, mudança de peso em −q−2×3−1 = −q−7 .

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 . . .

Figura 2.4: Ladrilhamento com n0(T ) = 7, i0(T ) = 3 e peso q44
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 . . .

Figura 2.5: Ladrilhamento com n0(T ) = 13, i0(T ) = 3 e peso −q37

Notemos que, após a aplicação da operação Ψ, temos que o valor de n0(T ) se mantém constante

ou aumenta, enquanto há um decrescimento no expoente do peso. Além disso, i0(T ) pode ser

modificado decrescendo seu valor. Por exemplo, consideremos este ladrilhamento da Figura 2.6.

Neste caso temos i0(T ) = 6 e após aplicar a operação Ψ teremos i0(T ) = 5.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 . . .

Figura 2.6: Ladrilhamento com n0(T ) = 7, i0(T ) = 6 e peso −q27

Seja l o número de peças pretas empilhadas na última posição 2n+ 1.

Observemos que se i0(T ) = 2k e l < k temos duas opções. Se n0(T ) = 2l então 2l < 2k, ou

ainda, n0(T ) < i0(T ). Se n0(T ) = 2l+1 então, como 2l+1 < 2k+1 e 2k é o último par antecessor

de 2k + 1, temos 2l + 1 < 2k < 2k + 1, e portanto n0(T ) < i0(T ).

Exemplo 2.7. Na Figura 2.7 temos i0(T ) = 4 e n0(T ) = 3 onde k = 2 e l = 1. Assim, i0(T ) = 2k

e l < k o que implica em n0(T ) < i0(T ).
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 . . .

Figura 2.7: Ladrilhamento com n0(T ) = 3, i0(T ) = 4 e peso q22

Agora, se i0(T ) = 2k + 1 e l < k + 1 temos outras duas opções. Se n0(T ) = 2l então como

2l < 2k + 2, e 2k + 1 é o último ı́mpar antecessor de 2k + 2, temos também que n0(T ) < i0(T ),

e se n0(T ) = 2l + 1 então, como 2l + 1 < 2k + 3, temos 2l + 1 ≤ 2k + 1 < 2k + 3, e portanto

n0(T ) ≤ i0(T ).

Exemplo 2.8. Na Figura 2.8 temos i0(T ) = 3 e n0(T ) = 3 onde k = 1 e l = 1. E portanto

i0(T ) = 2k + 1 e l < k + 1, o que implica em n0(T ) ≤ i0(T ).

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 . . .

Figura 2.8: Ladrilhamento com n0(T ) = 3, i0(T ) = 3 e peso −q27

Considere o subconjunto X ′ ⊂ X definido por: T ∈ X ′ se, e somente se, i0(T ) = 2k então l ≥ k;

caso contrário, se i0(T ) = 2k+ 1, então l ≥ k+ 1. Essa definição garante que n0(T ) ≥ i0(T ), o que

possibilita a remoção de peças pretas da última posição 2n+ 1.

Exemplo 2.9. Na Figura 2.9 temos um ladrilhamento em X ′, com i0(T ) = 3 e n0(T ) = 7 = 2×3+1

onde k = 1 e l = 3.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 . . .

Figura 2.9: Ladrilhamento em X ′ com n0(T ) = 7, i0(T ) = 3 e peso q44

A outra aplicação intermediária, chamada Ω : X ′ → X também será definida em dois casos :

dado T ∈ X ′, i0(T ) = 2k ou i0(T ) = 2k + 1. Assim temos:
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1o Caso da operação intermediária Ω: Dado T ∈ X ′, se i0(T ) = 2k, para algum número

natural k, então remova k peças pretas da posição 2n + 1 e as empilhe na posição 2n + 3. Neste

caso temos a multiplicação do peso pelo fator q2k.

Exemplo 2.10. No ladrilhamento da Figura 2.10 temos que a menor posição preenchida com

quadrado preto é i0(T ) = 2 × 1, então vamos remover k = 1 peça da posição 7 e a empilhar na

posição 9, obtendo o ladrilhamento da Figura 2.11.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 . . .

Figura 2.10: Ladrilhamento com n0(T ) = 7, i0(T ) = 2 e peso q42

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 . . .

Figura 2.11: Ladrilhamento com n0(T ) = 2 e i0(T ) = 2 e peso q44

2o Caso da operação intermediária Ω : Se i0(T ) = 2k + 1, para algum número natural k,

então remova k + 1 peças pretas da posição 2n + 1, coloque uma peça preta na posição 2n + 2 e

empilhe as k peças restantes na posição 2n + 3. Neste caso temos temos a multiplicação do peso

pelo fator −q2k+1.

Exemplo 2.11. No ladrilhamento da Figura 2.12 temos que i0(T ) = 2 × 1 + 1, então vamos

remover k+1 = 2 peças pretas da posição 7, colocar uma peça na posição 8 e uma peça na posição

9, obtendo o ladrilhamento da Figura 2.13.

Notemos que, após a aplicação da operação Ω, temos que o valor de n0(T ) se mantém constante

ou descresce, enquanto há um aumento no expoente do peso. Além disso, i0(T ) pode ser modificado

aumentando de valor.

Vamos agora à construção de Φ : X∗ → X∗. Como já dito, X∗ é subconjunto de X. Após a

definição de Φ mostraremos quais são os ladrilhamentos de tal conjunto e a quais elementos de X

não se aplica a operação.
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 . . .

Figura 2.12: Ladrilhamento com n0(T ) = 7, i0(T ) = 3 e peso −q49

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 . . .

Figura 2.13: Ladrilhamento com n0(T ) = 3, i0(T ) = 3 e peso q52

Considere T ∈ X. Aplique a operação intermediária Ψ e obtenha um ladrilhamento inter-

mediário T ∗.

1o Caso da operação Φ: Caso n0(T ) < i0(T
∗) ou n0(T ) = i0(T

∗), com i0(T
∗) ı́mpar, então

coloque uma peça preta na posição n0(T ) em T ∗.

Exemplo 2.12. No ladrilhamento da Figura 2.14 temos n0(T ) = 4 e i0(T ) = 5, com peso

q5×2+7×2 = q24

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 . . .

Figura 2.14: Ladrilhamento com n0(T ) = 4, i0(T ) = 5 e peso q24

Como n0(T ) = 2× 2 é par, aplicando a operação Ψ (1a caso) que consiste em tirar as 2 peças

pretas da última posição 7 e colocá-la na posição 5, obtemos o ladrilhamento intermediário T ∗ de

peso q20 da Figura 2.15:

Colocando uma peça preta na posição n0(T ) = 4 obtemos o ladrilhamento final T ′ dado na

Figura 2.16.
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 . . .

Figura 2.15: Ladrilhamento com n0(T
∗) = 8, i0(T

∗) = 5 e peso q20

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 . . .

Figura 2.16: Ladrilhamento com n0(T
′) = 8, i0(T

′) = 4 e peso −q24

O peso do novo ladrilhamento T ′ é dado por −q4q5×4 = −q24 com n0(T
′) ≥ i0(T

′).

Em geral o ladrilhamento T ′ terá peso dado por w(T ′) = w(T )(−q2l)q−2l = −w(T ), para a

aplicação do 1o caso da operação Ψ (n0(T ) = 2l), e w(T ′) = w(T )(q2l+1)(−q−2l−1) = −w(T ) para

a aplicação do 2o caso da operação Ψ (n0(T ) = 2l + 1).

Observemos que o ladrilhamento T ′ ∈ X, uma vez que i0(T
′) = n0(T ) 6= 1 e a última posição

com peças pretas continua sendo ı́mpar 2n− 1. Além disso, n0(T
′) ≥ i0(T

′) uma vez que, quando

vamos aplicar a Ψ temos que n0(T
∗) = i0(T

∗) e, após a sua aplicação temos que n0(T
∗) cresce ou

se mantém constante e i0(T
∗) decresce ou se mantém constante. Definimos Φ(T ) = T ′.

2o Caso da operação Φ: Caso contrário, n0(T ) > i0(T
∗) ou n0(T ) = i0(T

∗) com i0(T
∗) par,

então retire uma peça preta da posição i0(T ) de T e aplique a operação Ω neste ladrilhamento

resultante.

Relembremos que a operação intermediária Ω é restrita ao conjunto X ′ ⊂ X definido por

T ∈ X ′, se i0(T ) = 2k então l ≥ k; caso contrário, se i0(T ) = 2k + 1, então l ≥ k + 1. Se, ao

retirarmos uma preta da posição i0(T ) e obtivermos um ladrilhamento T ∗ não pertencente a X ′,

teremos n0(T ) ≤ i0(T ) e voltamos ao caso anterior.

Exemplo 2.13. No ladrilhamento da Figura 2.17 abaixo temos n0(T ) = 7 > i0(T ) = 5, com peso
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−q37.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 . . .

Figura 2.17: Ladrilhamento n0(T ) = 7, i0(T ) = 5 e peso −q37

Aplicando a operação Ψ obtemos os seguinte ladrilhamento intermediário T ∗ de peso −q30 dado

na Figura 2.18.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 . . .

Figura 2.18: Ladrilhamento n0(T
∗) = 5, i0(T

∗) = 12 e peso q30

Então n0(T ) = 7 > i0(T
∗) = 5. Assim retiramos um quadrado preto da posição i0(T ) de T

obtendo o ladrilhamento da Figura 2.19 com peso −q32

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 . . .

Figura 2.19: Ladrilhamento n0(T
∗) = 7, i0(T

∗) = 5 e peso −q32

Aplicando a operação Ω no ladrilhamento resultante obtemos o ladrilhamento T ′ final dado na

Figura 2.20 com peso q37.
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 . . .

Figura 2.20: Ladrilhamento n0(T ) = 7, i0(T ) = 5 com peso q37.

Observemos que podemos ter i0(T ) par ou ı́mpar, e no caso ı́mpar, podemos ter várias peças

pretas empilhadas em tal posição, portanto, retirando uma peça preta da posição i0(T ) obtemos o

ladrilhamento intermediário T ∗ com n0(T
∗) = n0(T ) ≤ i0(T

∗).

De modo análogo, o novo ladrilhamento T ′ pertence ao conjunto X uma vez que não é colocada

peça preta na primeira posição e a última posição com peças pretas continua ı́mpar. Assim,

definimos Φ(T ) = T ′.

Notemos, também, que n0(T
′) ≤ i0(T

′). O peso de T ′ é dado por

1o Caso: Se i0(T ) = 2k teremos w(T ′) = w(T )(−q−2k)q2k = −w(T ).

2o Caso: Se i0(T ) = 2k + 1 teremos w(T ′) = w(T )(q−2k−1)(−q2k+1) = −w(T ).

Assim, temos que a função Φ : X∗ → X∗ onde X∗ ⊂ X, é uma involução onde tem-se a

propriedade w(Φ(T )) = −w(T ), ∀ T ∈ X∗.

Vamos agora classificar os ladrilhamentos que não pertencem a X∗.

Considere o ladrilhamento que possui somente l peças pretas empilhadas na posição ı́mpar k.

Neste caso temos que i0(T ) = k e n0(T ) = 2l. Como as paridades de i0(T ) e n0(T ) são distintas tem-

se duas possibilidades: n0(T ) > i0(T ) ou n0(T ) < i0(T ), donde decorre as operações já descritas.

No entanto, observemos que, nestes ladrilhamentos, quando temos n0(T )+1 = i0(T ) ou i0(T )+

1 = n0(T ), ao aplicar a operação Φ não obtemos ladrilhamento em X.

Se n0(T )+1 = i0(T ) então, se colocarmos uma peça preta na posição n0(T ) e aplicar a operação

Ψ, teremos um ladrilhamento onde a última posição com peça preta está em uma posição par k−1.

e portanto o ladrilhamento não pertencerá a X.

De modo análogo, no caso de i0(T )+ 1 = n0(T ), tomemos, sem perda de generalidade, i0(T ) =

2m + 1 e n0(T ) = 2l. Assim temos l = m + 1 e se retirarmos uma peça preta da posição i0(T )

teremos somente m peças o que impossibilita a aplicação da operação Ω.

Exemplo 2.14. O ladrilhamento dado na Figura 2.21 é um tipo de ladrilhamento ao qual não é

possivel aplicar a operação Ω.

Se retirarmos uma peça da posição i0(T ) = 2×2+1 restarão apenas 2 peças. Mas, para aplicar

a operação intermediária Ω, seriam necessárias 3 peças pretas.

Assim, o subconjunto ao qual não podemos aplicar as operações descritas é o formado pela
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 . . .

Figura 2.21: Ladrilhamento T

união dos ladrilhamentos que possui l =
n+ 1

2
peças pretas empilhadas na posição ı́mpar n, ou

l =
n

2
peças pretas empilhadas na posição ı́mpar n+ 1. Tal subconjunto é q−contado por

∑

T∈X/X∗

w(T ) =
∞∑

n=2

q
n(n+1)

2 .

Como Φ é uma involução, a soma dos pesos dos ladrilhamentos T ∈ X∗ se anulam, logo temos

que

| X |q=
∑

T∈X∗

w(T ) +
∑

T∈X/X∗

w(T ) =
∑

T∈X/X∗

w(T ).

o que completa a prova.

2

2.2 Teorema q−Análogo da Série Binomial e

Aplicações

Inicialmente faremos uma prova, via ladrilhamentos, do Teorema q−Análogo da Série Binomial.

A ideia usada para a construção da prova bijetiva foi retirada dos artigos [6] e [24], onde usam-se

conjuntos de partições. A diferença está no uso de conjuntos de ladrilhamentos e na construção

dos pesos que são mantidos pela bijeção. Em seguida listamos corolários e teoremas que utilizam

a mesma construção para serem provados via ladrilhamento.

Teorema 2.15. Para qualquer número complexo | q |< 1

1 +
∞∑

n=1

(1− a)(1− aq) · · · (1− aqn−1)

(1− q)(1− q2) · · · (1− qn)
zn =

∞∏

n=0

(1− azqn)

(1− zqn)
.
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Demonstração: Sejam todas as possilidades de cobrir um tabuleiro de tamanho n com casas

numeradas de 0 a n − 1, usando quadrados brancos e quadrados pretos onde as peças não podem

ser empilhadas. Considere Xn o conjunto de todos os ladrilhamentos nessas condições. Seja o peso

de um ladrilho t dado por

w(t) =

{
1, se t é um quadrado branco,

−aqi, se t é um quadrado preto na posição i.

Como em cada posição podemos colocar um quadrado branco ou um quadrado preto e a escolha

é independente de posição, temos na q−contagem de | Xn |q, a contribuição do fator (1−aqi), para

cada posição i, 0 ≤ i ≤ n− 1. Assim

| Xn |q= (1− a)(1− aq) · · · (1− aqn−1).

Exemplo 2.16. Para n = 10, temos o ladrilhamento da Figura 2.22 de peso a4q16 em X10.

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Figura 2.22: Ladrilhamento com peso a4q16 em X10.

Definimos para n = 0 o ladrilhamento ∅ ∈ X0 de peso 1.

Agora, seja todas as possibilidades de cobrir um tabuleiro infinito com casas numeradas co-

meçando do número 0 usando quadrados brancos e exatamente n quadrados pretos onde podemos

empilhar peças pretas. Considere o conjunto Wn dos ladrilhamentos infinitos nessas condições. Seja

o peso de um ladrilho t dado por

w(t) =

{
1, se t é um quadrado branco,

zmqmi, se t é formado por m peças pretas empilhadas na posição i.

Para q−contar | Wn |q vamos inicialmente colocar n quadrados pretos empilhados na primeira

posição 0. Este ladrilhamento T pertence a Wn e tem peso w(T ) = znqn.0 = zn.

Considere como projetáveis as peças pretas e defina como projeção a operação de substituir

a peça preta por uma peça branca, quando uma peça branca lhe sucede. Caso uma pilha de

quadrados pretos sucede a peça a ser projetada, a projeção será definida como retirar a peça de

sua posição e colocá-la sob a pilha.

Suponha uma peça preta na posição i a ser projetada. Se uma peça branca lhe sucede, projetá-

la mudará o peso da peça de zqi para zqi+1 e portanto, o peso dessa operação é q. Caso a peça
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preta na posição i seja sucedida de uma pilha de tamanho j na posição i + 1 teremos o peso dos

ladrilhos em i e i+ 1 dados por zqizjqj(i+1) = zj+1q(j+1)i+j . Após a projeção teremos o peso dado

por zj+1q(j+1)(i+1) = zj+1q(j+1)i+j+1, ou seja, o peso dessa operação também é q.

No entanto, na posição i pode ainda haver uma pilha de peças pretas, onde uma delas será

projetada. Suponha que exista k peças pretas empilhadas na posição i sucedida de uma pilha de

tamanho j na posição i + 1. Projetando uma peça preta da posição i teremos a mudança de peso

de zk+jqki+j(i+1) = qi(k+j)+j para zk+jq(k−1)iq(j+1)(i+1) = qi(k+j)+j+1.

Portanto, a projeção tem peso q, o que segue do Teorema 1.9

| Wn |q=
zn

(1− q)(1− q2) · · · (1− qn)
=

w(T )

(q, q)n
.

No caso n = 0 teremos o ladrilhamento T0 coberto apenas por quadrados brancos de peso 1.

Exemplo 2.17. O ladrilhamento T da Figura 2.23 tem 7 peças pretas, pertence ao conjunto Wn

com n = 7 e tem peso w(T ) = z7q1q2q2.4q3.6 = z7q29.

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 . . .

Figura 2.23: Ladrilhamento com n = 7, peso w(T ) = z7q1q2q2.4q3.6 = z7q29.

Portanto, para n = 0 temos o único par (∅, T0) de peso 1 onde ∅ ∈ X0 e T ∈ W0, com T0 o

ladrilhamento infinito cujas casas são cobertas somente por quadrados brancos.

Para cada n 6= 0 fixado, temos que o número de pares ordenados (T ′, T ∗), com T ′ ∈ Xn e

T ∗ ∈ Wn, tem cardinalidade q−contada por

(1− a)(1− aq) · · · (1− aqn−1)

(1− q)(1− q2) · · · (1− qn)
zn.

Somando em n, obtemos

1 +
∞∑

n=1

(1− a)(1− aq) · · · (1− aqn−1)

(1− q)(1− q2) · · · (1− qn)
zn,
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a função geradora para todos os pares de ladrilhamentos do tipo Xn ×Wn.

Fixado n inteiro não negativo e k, 0 ≤ k ≤ n, sejam todas as possibilidades de preencher um

tabuleiro infinito com casas numeradas a partir de 0 dispondo das peças: quadrados brancos e

exatamente k quadrados pretos, onde não pode-se empilhar peças. Seja Mk o conjunto de todos

ladrilhamentos nessas condições.

Agora, considere todas as maneiras posśıveis de cobrir um tabuleiro infinito com casas nume-

radas a partir de 0 com as peças: quadrados brancos e exatamente n − k quadrados pretos onde

pode-se empilhar peças pretas. Seja Zn−k o conjunto de todos os ladrilhamentos constrúıdos nessas

condições.

Considere o peso de um ladrilho t ∈ L′, com L′ ∈ Mk, dado por

w(t) =

{
1, se t é um quadrado branco,

−azqp, se t é um quadrado preto na posição p.

e o peso de um ladrilho t ∈ L∗, com L∗ ∈ Zn−k, dado por

w(t) =

{
1, se t é um quadrado branco,

zmqmi, se t é formado por m peças pretas empilhadas na posição i.

Agora, a partir de cada um dos pares ordenados em Xn × Wn vamos criar um novo par de

ladrilhamentos em Mk × Zn−k, e vice versa. Esta operação será uma bijeção que mantém o peso

dos pares ordenados associados.

Primeiramente, seja a ordenação natural das n peças pretas dos ladrilhamentos em Wn : da

menor posição para a maior posição, do ńıvel menor para a maior.

Exemplo 2.18. Na Figura 2.23 temos que o quadrado preto no ńıvel 1 da posição 1 é a peça de

ordem 1, enquanto o quadrado preto do ńıvel 2 da posição 4 é a peça de ordem 4.

Fixemos um par ordenado (T ′, T ∗), com T ′ ∈ Xn e T ∗ ∈ Wn. Seja o conjunto formado por

todos os pares (i, j) onde i, 0 ≤ i ≤ n− 1, é cada posição de T ′ coberta por um quadrado preto e

j é cada posição de T ∗ coberta por um quadrado preto de ordem i+ 1. Observemos que para cada

i temos um único j.

Em T ∗ ∈ Wn, para todos os pares (i, j), retire todas as peças pretas de ordem i+1 empilhadas

na posição j rearranjando esta nova pilha se necessário.

O novo ladrilhamento obtido de T ∗ ∈ Wn será chamado L∗.

Considere agora um tabuleiro infinito com posições numeradas a partir do 0. Preencha com

uma peça preta cada posição i + j; para cada par (i, j), e o restante das posições com quadrados

brancos. Este novo ladrilhamento será chamado L′.
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Observemos que se 0 ≤ i ≤ n − 1 então 1 ≤ i + 1 ≤ n, onde n é o número de peças em T ∗.

Assim, esta operação está bem definida.

Notemos também que se o número de quadrados pretos em um ladrilhamento T ′ ∈ Xn é

k, 0 ≤ k ≤ n, então o par ordenado em Mk ×Zn−k associado a (T ′, T ∗) será (L′, L∗), onde L′ ∈ Mk

tem exatamente k quadrados pretos e o número de quadrados pretos em L∗ ∈ Zn−k é n− k.

O peso de cada ladrilho t em L∗ ∈ Zn−k é induzido pelo peso em Wn, ou seja,

w(t) =

{
1, se t é um quadrado branco,

zmqmi, se t formado por m peças pretas empilhadas na posição i.

De modo análogo, o peso de cada ladrilho t em L′ ∈ Mn é induzido por ladrilhos em ladrilha-

mentos de Xn e Wn, ou seja o ladrilho t = i+ j tem peso

w(t) =

{
1, se t é um quadrado branco,

−aqizqj = −azqi+j , se t é um quadrado preto na posição i+ j.

Portanto, segue exatamente o peso definido anteriormente.

Exemplo 2.19. Considere o par (T ′, T ∗) de ladrilhamentos dados nas Figuras 2.24 e 2.25 em

X10 ×W10 :

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Figura 2.24: Ladrilhamento com n = 10 e peso w(T ′) = (−a)4q1+4+5+6 = a4q16 em X10.

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 . . .

Figura 2.25: Ladrilhamento com n = 10, peso w(T ∗) = z10q1q2q3q2.4q3.6q8q9 = z7q49 em W10.

Ordenando as 10 peças pretas de T ∗ teremos

• ordem 10: quadrado preto no ńıvel 1 da posição 9;

• ordem 9: quadrado preto no ńıvel 1 da posição 8;

31



• ordem 8: quadrado preto no ńıvel 3 da posição 6;

• ordem 7: quadrado preto no ńıvel 2 da posição 6;

• ordem 6: quadrado preto no ńıvel 1 da posição 6;

• ordem 5: quadrado preto no ńıvel 2 da posição 4;

• ordem 4: quadrado preto no ńıvel 1 da posição 4;

• ordem 3: quadrado preto no ńıvel 1 da posição 3;

• ordem 2: quadrado preto no ńıvel 1 da posição 2;

• ordem 1: quadrado preto no ńıvel 1 da posição 1.

Agora, seja o quadrado preto na posição i=1 em T ′. Portanto, tomando o quadrado preto no

ńıvel 1 da posição j=2 como peça de ordem i + 1 = 2 em T ∗, retiramos esta peça em T ∗ obtendo

L∗ ∈ Z10−4 e colocamos uma peça preta na posição i + j = 1 + 2 = 3 do novo ladrilhamento

L′ ∈ M4. Aplicando o processo para todos os elementos i no conjunto {1, 4, 5, 6} obtemos o par final

associado (L′, L∗) ∈ M4 × Z10−4 dado nas Figuras 2.26 e 2.27.

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 . . .

Figura 2.26: Ladrilhamento L∗ ∈ Z10−4 w(L∗) = z6q1+3+4+6+8+9 = z6q31.

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Figura 2.27: Ladrilhamento L′ ∈ M4 com peso w(L′) = (−a)4z4q3+8+11+12 = a4z4q34.

Observemos que ambos os pares (T ′, T ∗) e (L′, L∗) possuem o mesmo peso a4z10q65.

Reciprocamente, seja (L′, L∗) ∈ M4 × Z10−4. Através do ladrilhamento L∗ e de um processo

iterativo usando as posições com quadrado preto em L′ iremos construir o par (T ′, T ∗) ∈ X10×W10.

Considere a ordenação natural sobre as k peças pretas do ladrilhamento L∗ e denote L∗
p a

posição na qual a peça preta em L∗ de ordem p está empilhada.
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Exemplo 2.20. Temos L∗
5 = 6, ou seja, a peça preta de ordem 5 em L∗ da Figura 2.26 está

empilhada na posição 6.

Então, para todo inteiro I ≥ 0, existe um único inteiro i tal que

L∗
i ≤ I − i ≤ L∗

i+1

onde L0 = −∞ e L(k+1) = ∞. Defina a iteração Ψ dada por

Ψ(L∗, I) = (L, i),

onde

Lp =





L∗
p, se 1 ≤ p ≤ i;

I − i, se p = i+ 1;

L∗
p−1, se p > i+ 1.

Aplicando Ψ em um total de k vezes, tomando I igual a toda posição com quadrado preto em

L′ obteremos, a cada passo, um número i que nos informa as posições com quadrado preto em T ′,

e portanto teremos o ladrilhamento T ′. E o ladrilhamento L obtido ao final das k iterações será T ∗.

De fato, isto segue pois a cada iteração estaremos determinando o número i para colocarmos um

peça preta de ordem p = i+ 1 na posição j = I − i.

Exemplo 2.21. Tome o par (L′, L∗) ∈ M4×Z10−4 dados nas Figuras 2.26 e 2.27. Então aplicando

a operação Ψ no par (L∗, 3), onde 3 é a primeira posição com quadrado preto em L′, temos que

determinar i tal que

L∗
i ≤ 3− i ≤ L∗

i+1.

Observemos que nesse caso, somente para i = 1 teremos uma solução. De fato, se tomarmos

i = 0 teremos

L∗
0 ≤ 3 ≤ L∗

1,

mas L∗
1 = 1, o que é um absurdo. O mesmo ocorre para os valores i = 2, 3, 4, 5, 6. Portanto

(L∗, 3) = (L1, 1),

onde

L1
p =





L∗
p, se 1 ≤ p ≤ 1;

3− 1, se p = 2;

L∗
p−1, se p > 2.

Ou seja, temos L1 dado na Figura 2.28.

Sucessivamente teremos

33



0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 . . .

Figura 2.28: Ladrilhamento L1.

• Ψ(L1, 8) = (L2, 4)

onde

L2
p =





L1
p, se 1 ≤ p ≤ 4;

8− 4, se p = 5;

L1
p−1, se p > 5.

Ou seja, temos L2 dado na Figura 2.29.

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 . . .

Figura 2.29: Ladrilhamento L2.

• Ψ(L2, 11) = (L3, 5)

onde

L3
p =





L2
p, se 1 ≤ p ≤ 5;

11− 5, se p = 6;

L2
p−1, se p > 6.

Ou seja, temos L3 dado na Figura 2.30.

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 . . .

Figura 2.30: Ladrilhamento L3.
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• Ψ(L3, 12) = (L4, 6)

onde

L4
p =





L3
p, se 1 ≤ p ≤ 6;

12− 6, se p = 7;

L3
p−1, se p > 7.

Ou seja, temos L4 dado na Figura 2.31 .

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 . . .

Figura 2.31: Ladrilhamento L4.

Assim temos L4 = T ∗ e como i ∈ {1, 4, 5, 6} obtemos o ladrilhamento T ′.

Vamos, então, q-contar Mk × Zn−k. Dado um ladrilhamento L′ em Mk, como 0 ≤ j ≤ ∞, o

número de peças de L′ é 1 ≤ k ≤ n ≤ ∞ e cada posição é independente, teremos para cada posição

o fator contribuinte (1 − azqt). Assim temos que | Mk |q é o coeficiente de zk na expansão do

produto

∞∏

t=0

(1− azqt).

Por outro lado, temos os ladrilhamentos L∗ ∈ Zn−k, que também possuem número de peças

igual a 1 ≤ n− k ≤ n ≤ ∞ e o qual podemos empilhar peças pretas. Portanto, segue que | Zn−k |q
é o coeficiente de zn−k na expansão do produto

∞∏

t=0

1

1− zqt
.

Assim

∞∏

t=0

(1− azqt)

1− zqt
é a função geradora para todos os pares de ladrilhamentos do tipo Mk ×

Zn−k.

Desta forma, estabelecemos a igualdade das funções geradoras
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1 +
∞∑

n=1

(1− a)(1− aq) · · · (1− aqn−1)

(1− q)(1− q2) · · · (1− qn)
zn =

∞∏

n=0

(1− azqn)

(1− zqn)
.

2

Seguem como corolários deste teorema as três igualdades abaixo, que portanto, podem ser

demonstrados através de ladrilhamentos.

Corolário 2.22. ([3], pag 19) Para | z |< 1 e | q |< 1, então

1 +
∞∑

n=1

zn

(1− q)(1− q2) · · · (1− qn)
=

∞∏

n=0

1

(1− zqn)
,

1 +

∞∑

n=1

znqn(n−1)/2

(1− q)(1− q2) · · · (1− qn)
=

∞∏

n=0

(1− zqn).

Corolário 2.23. ([3], pag 19, Heine Transformation) Para qualquer número complexo | q |< 1

∞∑

n=0

(a, q)n(b, q)n
(q, q)n(c, q)n

zn =
(az, q)∞(b, q)∞
(z, q)∞(c, q)∞

∞∑

m=0

(c/b, q)m(z, q)mbm

(q, q)m(az, q)m
.

Seguem também como Corolário o q−Análogo do Teorema de Gauss e do Teorema de Kummer,[3].

Lema 2.24. ([20], pag 17) Para qualquer número complexo | q |< 1

∞∑

n=1

(1 + a)(1 + aq) · · · (1 + aqn−1)

(1− q)(1− q2) · · · (1− qn)
znqn =

∞∏

n=1

(1 + azqn)

(1− zqn)
.

Demonstração:

Observemos que de maneira análoga ao Teorema 2.15 obtemos a prova da igualdade. Para tanto,

tomamos o conjunto Xn dos ladrilhamentos constrúıdos a partir de todas as maneiras posśıveis de

cobrir um tabuleiro de tamanho n com posições numeradas de 0 a n− 1, com quadrados pretos e

brancos onde não pode-se empilhar peças. Definimos os ladrilhos t de peso

w(t) =

{
1, se t é um quadrado branco,

aqi, se t é um quadrado preto na posição i.

Então obtemos

| Xn |q= (1 + a)(1 + aq) · · · (1 + aqn−1).

Definimos Wn como o conjunto de ladrilhamentos infinitos constrúıdos a partir de todas as ma-

neiras posśıveis de preencher um tabuleiro 1×∞ com quadrados brancos e exatamente n quadrados

pretos onde pode-se empilhar peças pretas. O peso de um ladrilho t nesse conjunto é dado por
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w(t) =

{
1, se t é um quadrado branco,

zmqmi, se t formado por m peças pretas empilhadas na posição i.

Para q−contar Wn, começando com n peças pretas empilhadas na posição 1 e então projetamos

essas n peças juntamente. Obtemos neste caso

| Wn |q=
znqn

(q, q)n
.

Também de modo análogo, com 1 ≤ k ≤ n, teremos dois conjuntos: Mk o conjunto de todos

ladrilhamentos infinitos constrúıdos a partir de todas as maneiras posśıveis de preencher um tabu-

leiro infinito com posições numeradas começando do 0 usando quadrados brancos e exatamente k

quadrados pretos onde não se pode empilhar peças, e Zn−k o conjunto de todos os ladrilhamentos

infinitos constrúıdos a partir de todas as maneiras posśıveis de preencher um tabuleiro 1×∞ com

quadrados brancos e exatamente n− k quadrados pretos, onde pode-se empilhar as peças pretas.

Aplicando a mesma operação que preserva peso descrita no Teorema 2.15 temos uma bijeção,

fixado n, entre os pares ordenados de Xn×Wn e Mk×Zn−k. Assim teremos a igualdade de funções

geradoras,

∞∑

n=1

(1 + a)(1 + aq) · · · (1 + aqn−1)

(1− q)(1− q2) · · · (1− qn)
znqn =

∞∏

n=1

(1 + azqn)

(1− zqn)
,

e portanto, segue o resultado.

2

O seguinte resultado encontra-se como um exerćıcio combinatorial em [20]. Como este pode ser

visto através do Lema 2.24, obtemos, portanto, uma resposta a questão proposta.

Teorema 2.25. ([20], pag 17) Para qualquer número complexo | q |< 1

(1 + a)

n∑

r=m

(1 + abq)(1 + abq2) · · · (1 + abqr−1)

(1− bq)(1− bq2) · · · (1− bqr)
bqr =

n∏

i=1

(1 + abqi)

(1− bqi)
−

m−1∏

j=1

(1 + abqj)

(1− bqj)
.

Demonstração:

Uma vez que

n∑

r=m

(1 + a)(1 + abq)(1 + abq2) · · · (1 + abqr−1)

(1− bq)(1− bq2) · · · (1− bqr)
bqr =

n∑

r=1

(1 + a)(1 + abq)(1 + abq2) · · · (1 + abqr−1)

(1− bq)(1− bq2) · · · (1− bqr)
bqr−
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m−1∑

r=1

(1 + a)(1 + abq)(1 + abq2) · · · (1 + abqr−1)

(1− bq)(1− bq2) · · · (1− bqr)
bqr,

e fazendo qi = bqi e z = 1 no Lema 2.24, segue o resultado.

2

Lema 2.26. Para qualquer número complexo | q |< 1 e n inteiro positivo fixado,

∞∑

k=0

(1− cb−1)(1− cb−1q)(1− cb−1q2) · · · (1− cb−1qk−1)bkqk.n

(1− q)(1− q2) · · · (1− qn)
=

∞∏

i=0

(1− cqn+i)

(1− bqn+i)
.

Demonstração:

De modo análogo ao Teorema 2.15 teremos uma bijeção entre o pares de ladrilhamentos em

Xn × Wn e Mk × Zn−k, com a seguinte mudança no peso e onde os ladrilhamentos infinitos tem

posições numeradas a partir de n. Definimos o peso dos ladrilhos em Xn como

w(t) =

{
1, se t é um quadrado branco,

−cb−1qi, se t é um quadrado preto na posição i,

e o peso dos ladrilhos em Wn como

w(t) =

{
1, se t é um quadrado branco,

bmqmi, se t formado por m peças pretas empilhada na posição i.

O peso em Zn−k e Mk seguem da maneira induzida idem no Teorema 2.15.

2
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CAPÍTULO 3

PROVAS VIA LADRILHAMENTOS

PARA IDENTIDADES

ENVOLVENDO OS NÚMEROS DE

JACOBSTHAL E

JACOBSTHAL-LUCAS

Este caṕıtulo é uma contribuição a uma nova interpretação de uma série de identidades envol-

vendo sequências conhecidas que podem ser provadas através de ladrilhamento. Aqui deixaremos

de fazer q−contagens para fazer contagens de conjuntos de ladrilhamento. Após estudo do livro

Proofs that Really Count, [4], onde são colocadas, entre outras, identidades envolvendo números de

Fibonacci e números de Lucas provadas via ladrilhamento e a leitura do artigo [5] onde identidades

envolvendo os números de Pell foram provadas via ladrilhamento, surgiu a ideia de provar algumas

das várias identidades de Jacobsthal e Jacobsthal-Lucas utilizando as mesmas técnicas existentes.

Desta forma, o que vemos aqui não são novas identidades mas uma nova interpretação para essas

identidades existentes. No entanto, essa nova caracterização nos leva a descoberta de generalizações

de alguns teoremas q-análogos mostrados no próximo caṕıtulo.

Assim tomando as identidades de Jacobsthal e Jacobsthal-Lucas em [11], daremos uma nova

interpretação para as identidades via ladrilhamento. Em alguns momentos serão necessárias mani-
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pulações algébricas para determinar as identidades em termos de ladrilhamentos.

3.1 Identidades de Jacobsthal e Jacobsthal-Lucas

3.1.1 Interpretação Combinatória dos Números de Jacobsthal

Em primeiro lugar, recordemos a definição dos números de Jacobsthal dada a seguir. O n−ésimo

número de Jacobsthal é definido por

Jn =
2n − (−1)n

3
,

para n ≥ 0, e generalizando obtemos os números da forma

Js
n =

sn − (−1)n

s+ 1
,

onde n ≥ 0 é um número natural e s ≥ 0 é um número real. Ainda podemos defini-los pela relação

de recorrência

Js
0 = 0, Js

1 = 1, Js
n = (s− 1)Js

n−1 + sJs
n−2, n ≥ 2.

Considere an o número de maneiras de ladrilhar um tabuleiro de ordem 1 × n utilizando qua-

drados brancos, dominós pretos e dominós cinzas.

Para n = 0, temos que a0 = 1 = J1, equivalente ao ladrilhamento vazio. Para n = 1, temos que

a1 = 1 = J2, correspondente ao 1−ladrilhamento coberto com um quadrado branco. Para n = 2,

temos que a2 = 3 = J3, correspondente ao 2−ladrilhamento coberto com dois quadrados brancos,

ou por um dominó preto ou por um dominó cinza.

Considere agora os ladrilhamentos no conjunto contado por an. Esse conjunto pode ser dividido

em dois subconjuntos disjuntos: subconjunto dos ladrilhamentos terminados em quadrado e sub-

conjunto dos ladrilhamentos terminados em dominó, respectivamente. O primeiro é contado por

an−1 e o segundo por 2an−2, pois há 2 opções de cores para os dominós.

Assim, temos que an = an−1 + 2an−2, com condições iniciais a0 = 1 e a1 = 1, e portanto

podemos afirmar que an = Jn+1.

Exemplo 3.1. Para n = 1 temos o ladrilhamento da Figura 3.1:

Exemplo 3.2. Para n = 2 temos 3 ladrilhamentos da Figura 3.2 :
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Figura 3.1: Ladrilhamento para n = 1

Figura 3.2: Ladrilhamentos para n = 2

Exemplo 3.3. Para n = 3 temos 4 ladrilhamentos da Figura 3.3:

Figura 3.3: Ladrilhamentos para n = 4

Nesta seção iremos listar as identidades e, em termos de conjuntos de ladrilhamentos, prová-

las usando técnicas apresentadas em [4]. Como corolários obtemos as identidades envolvendo os

números de Jacosbsthal e Jacobsthal-Lucas que podem ser vistas em [11].

Lema 3.4. Para n ≥ 0, segue que

an =
∑

r≥0

(
n− r

r

)
2r. (3.1)

Demonstração: No lado esquerdo da igualdade temos o número de maneiras de ladrilhar um

tabuleiro de ordem 1× n utilizando quadrados brancos, dominós pretos e dominós cinzas.

Consideremos agora o número de tabuleiros de ordem 1×n ladrilhados com quadrados brancos

e exatamente r dominós pretos e cinzas. Então, uma cobertura deste tipo têm n − 2r quadrados

brancos e n− 2r+ r = n− r peças a serem utilizadas. Assim temos

(
n− r

r

)
maneiras de escolher

em quais posições ficam os dominós e 2r maneiras de escolha das suas cores. Desta forma, existem
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(
n−r
r

)
2r ladrilhamentos com exatamente r dominós e n− 2r quadrados brancos. (Observermos que

r não ultrapassa o valor de ⌊n/2⌋ . ) Somando em r obtemos o resultado desejado.

2

Aplicando o fato de que an = Jn+1, decorre do Lema (3.4) a Identidade 1.7 em [11] :

Jn =

⌊n−1
2 ⌋∑

r=0

(
n− 1− r

r

)
2r. (3.2)

Teorema 3.5. Para todo n ≥ 0 temos

an−1 + an = 2n. (3.3)

Demonstração: A prova é feita contando as sequências binárias de tamanho n. Pelo Prinćıpio

Multiplicativo temos que o número de sequências binárias de tamanho n é 2n. Podemos dividir o

conjunto S das sequências binárias de tamanho n em dois subconjuntos disjuntos S1 e S2, onde

S1 é o conjunto das sequências que começam com o número 1 e S2 é o conjunto das sequências

que começam com o número 0. O conjunto S2 pode ainda ser subdividido em dois subconjuntos

disjuntos S3 e S4, onde S3 é o conjunto das sequências que começam com 0 e têm um número ı́mpar

de zeros consecutivos e S4 é o conjunto das sequências que começam com 0 e têm um número par

de zeros consecutivos.

Exemplo 3.6. Por exemplo: 10010111 ∈ S1, 01001101 ∈ S4, 000100 ∈ S4 e 00001011 ∈ S3.

Podemos então escrever que 2n =| S |=| S1 | + | S3 | + | S4 | . Considere todas as maneiras

de ladrilhar um tabuleiro de ordem 1× n utilizando quadrados brancos, dominós pretos e dominós

cinzas. Dado um n−ladrilhamento deste tipo podemos associá-lo a uma única sequência binária

convertendo cada quadrado branco para o número 1, cada dominó cinza na sequência 00 e cada

dominó preto na sequência 10.

Exemplo 3.7. Observemos as associações na Figura 3.4:

1 0 0 1 0

Figura 3.4: Associação sequência-ladrilho

As sequências binárias de tamanho n resultantes desta associação são aquelas que começam

com o número 1 (n−ladrilhamentos que começam com quadrado branco ou dominó preto) e as

que começam com o número 0 e tem, consecutivamente, um número ı́mpar de números iguais a 0

(n−ladrilhamentos que começam com dominó cinza).
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Exemplo 3.8. Na Figura 3.5 considere a associação de um ladrilhamento com uma sequência

começando com o número 0 seguido de um número zero.

0 0 1 1 1 0 1 0 0 1

Figura 3.5: sequência começada em zero com um número zero consecutivo

Reciprocamente, dada uma sequência em S1∪S3, podemos, olhando da direita para a esquerda,

obtermos unicamente uma maneira de ladrilhar um tabuleiro de ordem 1×n utilizando quadrados

brancos, dominós pretos e dominós cinzas. Assim existem an sequências binárias em S1 ∪ S3.

Note que as sequências de tamanho n em S4 não podem ser associadas desta maneira pois não há

representação para o śımbolo 0 em termos de ladrilho.

Exemplo 3.9. Considere as associações para n = 3 das sequências em S1 ∪ S3 dadas na Figura

3.6.

11 1 1 1 1 10 0 0 0 1 0 1 0

Figura 3.6: Sequências em S1 ∪ S3 para n = 3.

Exemplo 3.10. Considere as associações para n = 4 das sequências em S1 ∪ S3 dadas na Figura

3.7.

Exemplo 3.11. Note que a soma dos ladrilhamentos dados nas Figuras 3.6 e 3.7 é igual a 16 = 24.

Assim, as únicas sequências que não são contadas são aquelas que começam com 0 e tem,

consecutivamente, um número 1 ou um número par de números iguais a 0, ou seja, as sequências

binárias de tamanho n do conjunto S4.

Afirmamos que | S4 |= an−1.

Dada uma sequência de tamanho n começando com 0 seguido de um número 1, podemos retirar

o 0 da primeira posição e obter uma sequência binária de tamanho (n− 1) começando com 1.
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1 1 1

1 0 1 1 1 1 0 1 1 1 1 0 1 00 0

1 0 0 1 1 1 1 1 10 0 0 0

0 0 0 0 0 01 0 1 0 1 0

Figura 3.7: Sequências em S1 ∪ S3 para n = 4.

11 0

Figura 3.8: 3-ladrilhamento associado a sequência 101

Exemplo 3.12. A sequência 0101 é associada a sequência 101 cuja representação em termos de

ladrilho é dado pela Figura 3.8.

Em outro caso, dada uma sequência de tamanho n começando com 0 seguido de um número par

de números iguais a 0, podemos retirar o 0 da primeira posição e obter uma sequência binária de

tamanho (n− 1) começando com 0 tendo, consecutivamente, um número ı́mpar de números iguais

a 0.

Exemplo 3.13. Por exemplo a sequência 0001 é associada a sequência 001, cuja representação é

dada pela Figura 3.9.

10 0

Figura 3.9: 3-ladrilhamento associado a sequência 001

Assim, dada uma sequência de S4 podemos associá-la uma sequência de tamanho (n − 1) que

começa com o número 1 ((n − 1)−ladrilhamentos que começam com quadrado branco ou dominó

preto) ou uma que começa com o número 0 e tem, consecutivamente, um número ı́mpar de números
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iguais a 0 ((n− 1)ladrilhamentos que começam com dominó cinza). O número de sequências deste

tipo é dada por an−1.

Reciprocamente, dada uma sequência de tamanho (n−1) associada a um (n−1)−ladrilhamento,

colocando um número zero antes da sequência, obtemos uma sequência de tamanho n começando

com 0, tendo, consecutivamente, um número 1 ou um número par de números iguais a 0. Observe-

mos que esta operação está bem definida e é bijetiva portanto temos | S4 |= an−1.

Exemplo 3.14. Para n=3 temos as sequências da Figura 3.10 de tamanho 4 associadas.

1

1 1 1 1

1

0 0

1 0

1 0

0 1 1 1 → 0 1 0 0 →

0 0 1

0 0 0 1 → 0 1 0 1 →

0 1 1 0 →

Figura 3.10: Sequência em S4 associadas a ladrilhamentos para n = 3.

Portanto, para dado n, teremos 2n =| S1 | + | S3 | + | S4 |= an + an−1, e segue a identidade.

2

Aplicando o fato de que an = Jn+1, decorre do Teorema 3.5 a Identidade 2.12 em [11], Jn +

Jn+1 = 2n.

Teorema 3.15. Para todo n ≥ 0,

2

n∑

i=0

ai = an+2 − 1. (3.4)

Demonstração: O lado direito da igualdade (3.4) é o número de posśıveis ladrilhamentos de um

tabuleiro 1× (n+2) usando quadrados brancos, dominós pretos e cinzas, excluindo o ladrilhamento

contendo apenas quadrados brancos.

Considere agora a localização do último dominó em um tabuleiro. Existem 2ak ladrilhamentos

onde o último dominó cobre as células k+1 e k+2, uma vez que as células de 1 a k são ladrilhadas

de ak maneiras, as células k + 1 e k + 2 são cobertas por um dominó cinza ou um dominó preto, e

as células de k + 3 até n+ 2 são cobertas por quadrados brancos. Veja a Figura 3.11.

Portanto, o número de maneiras de cobrir um tabuleiro 1× (n+2) usando quadrados brancos,

dominós pretos e cinzas, com pelo menos um dominó é 2a0 + 2a1 + ...+ 2an, ou equivalentemente

2
n∑

i=0

ai.
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. . .

k+1

. . .

n+2k+3

ak

. . . . . .

n+2k+3k+1

Figura 3.11: Ladrilhamento 1× (n+ 2)

2

Usando a Identidade (3.4), fazendo as mudanças de variáveis: i + 1 para i e n + 1 para n, e

como a0 = J1 = 1, segue como corolário do Teorema 3.15, a Identidade 2.7 em [11],

n∑

i=2

Ji =
J(n+2) − 3

2
. (3.5)

Teorema 3.16. Para todo n ≥ 0,

a2n+1 =
n∑

i=0

2n−ia2i. (3.6)

Demonstração: O lado esquerdo da igualdade conta o número de posśıveis ladrilhamentos de

um tabuleiro 1× (2n+ 1) usando quadrados brancos, dominós pretos e cinzas.

Como 2n + 1 é ı́mpar então cada ladrilhamento deve conter um número ı́mpar de quadrados

brancos e o último quadrado branco deve estar em uma posição ı́mpar. Vamos fazer a contagem

pela posição do último quadrado branco no ladrilhamento. Suponha que o último quadrado branco

se encontre na posição 2i+ 1. Veja a Figura 3.12

. . . . . .

2n+1

a2i

2i+1

Figura 3.12: Ladrilhamento 1× (2n+ 1)

Do lado esquerdo temos um (2i)- ladrilhamento contado por a2i, e do lado direito restaram

2(n− i) posições que devem ser cobertas apenas por dominós, como existem duas cores posśıveis,

isso pode ser feito de 2n−i maneiras. Somando de 0 até n, obtemos o resultado.
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2

Aplicando o fato de que an = Jn+1 na Identidade (3.6) obtemos a identidade

J2n+2 =

n∑

i=0

2n−iJ2i+1

que pode ser vista como um caso particular do Lema 12 em [5] para os parâmetros a = 1 e b = 2.

Para os próximos resultados vamos utilizar a definição de ladrilhamento separável.

Teorema 3.17. Para todo n ≥ 0,

aman+1 + 2anam−1 = am+n+1. (3.7)

Demonstração: O lado direito da igualdade (3.7) é o número de posśıveis ladrilhamentos de um

tabuleiro 1× (m+ n+ 1) usando quadrados brancos e dominós pretos e cinzas.

Consideremos agora as condições de decomposição de um ladrilhamento deste tipo. Se um

(m + n + 1)− ladrilhamento é separável na célula m, então podemos criar um m−ladrilhamento

seguido de um (n + 1)−ladrilhamento. Existem aman+1 possibilidades de cobrir um tabuleiro de

tamanho (m+ n+ 1)− de forma que este seja separável na célula m. Veja a Figura 3.13.

am

. . .

m

. . .

an+1

m+n+1

Figura 3.13: Ladrilhamento 1× (m+ n+ 1) separável na posição m

Caso contrário, existirá um dominó, preto ou cinza, cobrindo a células m e m + 1. Então

podemos criar um (m− 1)−ladrilhamento seguido de um dominó que por sua vez é seguido de um

n−ladrilhamento. Isso pode ser feito de 2anam−1 maneiras. Veja a Figura 3.14.

Como não é posśıvel um ladrilhamento ser separável e não separável na célula m, simultanea-

mente, existem aman+1 + 2anam−1 possibilidades de cobrir um tabuleiro de tamanho (m+ n+ 1)

usando quadrados brancos, dominós pretos e cinzas.

2

Usando a Identidade 2.10 em [11] que nos diz que jn = Jn+1 + 2Jn−1; e usando o fato de que

an = Jn+1, segue como consequência do Teorema 3.17 a Identidade 2.24 em [11]
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am−1

. . .

m

an

. . .

m+n+1

Figura 3.14: Ladrilhamento 1× (m+ n+ 1) não separável na posição m

Jmjn + Jnjm = 2Jm+n. (3.8)

Este corolário a seguir tem motivação no fato de que no artigo [5] alguns resultados sobre divisão

foram relevantes.

Corolário 3.18. Para todo n ≥ 0, an divide
∑n

i=0 2
n−ia2i.

Demonstração: Pelo Teorema 3.17, com n = m, temos que anan+1+2anan−1 = a2n+1, ou ainda,

an(an+1 + 2an−1) = a2n+1.

Portanto, a2n+1 =
∑n

i=0 2
n−ia2i, pelo Teorema 3.16, é múltiplo de an.

2

Para a próxima identidade usaremos a técnica de trocar caudas.

Teorema 3.19. Para todo n ≥ 1,

a2n = an+1an−1 + (−1)n2n. (3.9)

Demonstração: Temos a2n maneiras de cobrir um par tabuleiros de tamanho n usando quadrados

brancos e dominós pretos e cinzas. Também temos an+1an−1 maneiras de preencher um tabuleiro

de tamanho n+1 e um tabuleiro de tamanho n−1, colocados um sobre o outro, usando quadrados

brancos, dominós pretos e cinzas.

Vamos dividir a prova em dois casos dependendo da paridade de n. Se n é ı́mpar, então

existe pelo menos um quadrado branco nos dois n−ladrilhamentos e portanto o par contêm uma

falha e consequentemente uma cauda. Portanto, trocando as caudas do par obtemos um (n +

1)−ladrilhamento e um (n − 1)−ladrilhamento com as mesmas falhas. Essa correspondência

entre todos os pares de n−ladrilhamentos contendo falhas e os pares formados por um (n +

1)−ladrilhamento e um (n − 1)−ladrilhamento está bem definida. No entanto, para torná-la
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biuńıvoca, devemos descontar os pares formados por um (n+1)−ladrilhamento e um (n−1)−ladrilha-

mento contendo apenas dominós, pois estes não contém falhas. Ou ainda, devemos descontar as

2{n+1
2

+n−1
2 } = 2n maneiras de preencher um tabuleiro de tamanho n+1 e um tabuleiro de tamanho

n − 1, apenas usando dominós pretos e dominós cinzas. Logo temos a2n = an+1an−1 − 2n para n

ı́mpar. Veja a Figura 3.15

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Figura 3.15: 12−ladrilhamento e 10−ladrilhamento cobertos apenas por dominós

Quando n é par, aplicamos o mesmo argumento anterior para obter uma correspondência

biuńıvoca entre todos os pares de n−ladrilhamentos e todos os pares formados por um (n +

1)−ladrilhamento e um (n − 1)−ladrilhamento contendo falhas. Nesse caso, o ladrilhamento con-

tendo apenas dominós é o único ladrilhamento que compõe um par de n−ladrilhamentos sem

falhas. Logo temos que descontar as 2n maneiras de cobrir um par de tabuleiros 1 × n usando

dominós pretos e dominós cinzas do total de ladrilhamentos a2n. Veja a Figura 3.16. Assim temos

a2n − 2n = an+1an−1, para n par, o que completa a prova.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Figura 3.16: Par formado por dois 10−ladrilhamentos cobertos apenas por dominós

2

Usando a Identidade 3.9, fazendo a mudança de variável n+1 para n, segue como corolário do

Teorema 3.19, a Identidade 2.5 em [11]

Jn+1Jn−1 − J2
n = (−1)n2(n−1).
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3.1.2 Interpretação Combinatória para os Números de

Jacobsthal-Lucas

No Livro [4] é apresentado uma caracterização para os Números de Lucas em termos de bra-

celetes. Como na literatura, as identidades envolvendo as sequências de Fibonacci e Lucas se

assemelham com as identidades envolvendo as sequências de Jacobsthal e Jacobsthal-Lucas, então

nada mais natural do que termos uma interpretação para os números de Jacobsthal-Lucas em

termos de braceletes.

Assim, vamos agora dar uma interpretação combinatória para os números jn de Jacobsthal-

Lucas. Para tanto faremos uso da definição de bracelete fora de fase e em fase.

Com abuso de linguagem, defina jn o número de possibilidades de cobrir um tabuleiro circular

com n posições rotuladas no sentido horário, usando quadrados brancos e dominós“curvos”de cores

preta e cinza, ou ainda, o número de n−braceletes com quadrados brancos, dominós cinzas e pretos.

Observe que existem mais n−braceletes do que n-ladrilhamentos, pois para braceletes podemos ter

um dominó na posição (n, 1). Temos que j0 = 2, por convenção, j1 = 1; j2 = 5 e j3 = 7.

O conjunto de braceletes podem ser subdivididos em dois conjuntos disjuntos: braceletes em

fase e braceletes fora de fase. Dado um n-bracelete em fase, podemos “esticá-lo”tornando-o um

n-ladrilhamento, logo existem an n-braceletes em fase. Para o caso de um bracelete fora de fase,

podemos remover o dominó que cobre as células n e 1 e “esticá-lo”obtendo um ladrilhamento de

comprimento n− 2. Assim, como existem duas possibilidades de cores para este dominó, o número

de n-braceletes fora de fase é 2an−2.

Assim, temos que jn = an + 2an−2, com condições iniciais j0 = 2, por convenção, e j1 = 1,

e portanto o n−ésimo número de Jabosthal-Lucas é exatamente o número de n−braceletes com

quadrados brancos, dominós cinzas e pretos.

Exemplo 3.20. Para n = 1 temos único o bracelete dado na Figura 3.17

Figura 3.17: Bracelete para n = 1.

Exemplo 3.21. Para n = 2 temos três braceletes em fase dados na Figura 3.18 e dois fora de fase

dados na Figura 3.19.
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Figura 3.18: Braceletes em fase para n = 2.

Figura 3.19: Braceletes fora de fase para n = 2.

Exemplo 3.22. Para n = 3 temos os quatro braceletes em fase dados na Figura 3.21 e três fora

de fase dados na Figura 3.20.

Figura 3.20: Braceletes fora de fase para n = 3.

Figura 3.21: Braceletes em fase para n = 3.

O Lema 3.23 caracteriza o n−ésimo número de Jacobsthal-Lucas como sendo o número de

maneiras de preencher um n−tabuleiro ”curvo”com quadrados brancos, dominós cinzas e pretos, e

assim determina uma interpretação combinatória para esses números.
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Defina a−1 = a−2 = 0.

Lema 3.23. Para todo n ≥ 0,

jn = an + 2an−2. (3.10)

Como consequência do Lema 3.23 segue a relação de recorrência 2.10 em [11], jn = Jn+1+2Jn−1.

Ainda utilizando o Lema 3.23 podemos provar a seguinte identidade.

Teorema 3.24. Para todo n ≥ 1

jn =
∑

r≥0

n

n− r

(
n− r

r

)
2r. (3.11)

Demonstração: Do lado esquerdo da igualdade (3.11) temos braceletes de tamanho n, ou ainda,

o número de possibilidades preencher de um tabuleiro circular de ordem 1 × n usando quadrados

brancos, dominós “curvos” pretos e cinzas.

Por outro lado, considere braceletes com exatamente r dominós. Com a mesma argumentação

do Lema 3.4 temos que existem

(
n− r

r

)
2r braceletes em fase e

(
n− r − 1

r − 1

)
2r braceletes fora de

fase, uma vez que um dos dominós já é escolhido para as células n e 1. Como

(
n− r − 1

r − 1

)
2r =

r

n− r

(
n− r

r

)
2r,

temos, somando em r, que o número de braceletes de tamanho n é dado por

∑

r≥0

[(
n− r

r

)
2r +

r

n− r

(
n− r

r

)
2r
]
=

∑

r≥0

n

n− r

(
n− r

r

)
2r

como desejado.

2

A Identidade (3.11) pode ser obtida como caso particular do Teorema 15 em [5] para os

parâmetros a = 1 e b = 2.

Teorema 3.25. Para todo n ≥ 0,

2

n∑

i=0

ji = jn+2 − 1. (3.12)
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Demonstração: O lado direito da igualdade (3.12) é o número de (n+2)−braceletes excluindo o

bracelete contendo apenas quadrados brancos, ou ainda, o número de possibilidades de preencher

de um tabuleiro circular de ordem 1× (n+2) usando quadrados brancos, dominós “curvos” pretos

e cinzas, excluindo a possibilidade de termos todas as posições preenchidas com quadrados brancos.

Considere agora a localização do último dominó. Existem duas possibilidades a serem conside-

radas. Se o (n + 2)− bracelete está em fase existem 2ak possibilidades de ladrilhar um tabuleiro

onde o último dominó cobre as células k+1 e k+2, uma vez que as células de 1 a k são ladrilhadas

de ak maneiras, as células k + 1 e k + 2 são cobertas por um dominó cinza ou um dominó preto, e

as células de k + 3 até n+ 2 são cobertas por quadrados brancos. Veja a Figura 3.22.

ak

k + 1
k + 2

Figura 3.22: (n+ 2)−bracelete em fase

Caso contrário, teremos um dominó, preto ou cinza, ocupando as posições n+2 e 1; e portanto

existem 4ak−2 maneiras de ladrilhar onde o último dominó cobre as células k e k+ 1, uma vez que

as células de 2 a k − 1 são ladrilhadas de ak−2 maneiras, os pares de células (k, k + 1), e (n+ 2, 1)

são cobertas por um dominó cinza ou um dominó preto e as células de k+2 até n+1 são cobertas

por quadrados brancos. Veja as Figura 3.23.

ak−2

k + 1
k + 2

Figura 3.23: (m+ 2)−bracelete fora de fase

Assim, o número de (n + 2)− braceletes com pelo menos um dominó é 2(a0 + 2a−2) + 2(a1 +

2a−1) + ...+ 2(an + 2an−2) ou equivalentemente, pela equação (3.10), 2

n∑

i=0

ji.

2

Como j0 = 2, e definindo a−2 = 0, temos como consequência do Teorema 3.25 a Identidade 2.8

em [11]:
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n∑

i=2

ji =
jn+2 − 5

2
. (3.13)

Teorema 3.26. Para todo n ≥ 0,

jn+1an = a2n+1. (3.14)

Demonstração: Do lado direito da igualdade 3.14 temos o número de maneiras de cobrir um

tabuleiro de tamanho 2n+ 1 usando quadrados brancos, dominós pretos e cinzas.

Consideremos agora as condições de decomposição de um ladrilhamento. Se um (2n + 1)−
ladrilhamento é separável na célula n + 1, então podemos criar um (n + 1)−bracelete em fase

seguido de um n−ladrilhamento. Caso contrário, teremos um dominó cobrindo as células n + 1 e

n + 2, e portanto o (2n + 1)−ladrilhamento será separável na célula n. Assim, podemos criar um

n−ladrilhamento seguido de um (n+1)−bracelete fora de fase, onde a primeira célula do bracelete

é a correspondente a célula n+ 2 do (2n+ 1)− ladrilhamento.

Assim, como existem jn+1 braceletes de tamanho n+ 1 fora de fase e em fase, existem jn+1an

ladrilhamentos desse tipo seguindo o resultado.

2

Observemos que esse resultado também pode ser visto como corolário do Teorema (3.17) to-

mando m = n. Fazendo a mudança da variável n+1 para n na equação (3.14) obtemos a Identidade

2.9 em [11], jnJn = J2n, como corolário do Teorema 3.26.

Teorema 3.27. Para todo n ≥ 0,

an−1 + jn = 2an. (3.15)

Demonstração: Do lado direito da igualdade (3.15) temos duas cópias de n−ladrilhamentos,

ou seja, duas cópias de cada maneira posśıvel de preencher um tabuleiro de ordem 1 × n usando

quadrados brancos, dominós cinzas e pretos. Consideremos os n−ladrilhamentos agrupados em

dois tipos: finalizando em quadrado branco e finalizando em dominó (cinza ou preto).

Dadas duas cópias de um n−ladrilhamento terminados em dominó podemos criar um n−bracelete

em fase concatenando com o dominó cobrindo as células n− 1 e n; e um n−bracelete fora de fase

deslocando as peças em uma posição para a direita e concatenando com o dominó cobrindo as

células n e 1.

Considere agora uma das cópias do n−ladrilhamento terminado em quadrado branco. Podemos

associá-lo a um bracelete terminado em quadrado branco e portanto, como essa relação é biuńıvoca

temos que o dobro do número de n−ladrilhamentos terminados em dominó mais o número de

n−ladrilhamentos terminado em quadrado branco é igual a jn.
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No entanto, existem an−1 ladrilhamentos de tamanho n terminados em quadrado branco res-

tantes, portanto temos a igualdade an−1 + jn = 2an.

2

Como an = Jn+1, a Identidade 2.20 em [11], Jn + jn = 2Jn+1, segue do Teorema 3.27.

Corolário 3.28. Para todo n ≥ 0,

jn+1 + jn = 3
∑

k≥0

(
n+ 1

2k

)
. (3.16)

Demonstração: Pelo Lema 3.23 e Teorema 3.5 temos que

jn+1 + jn = an+1 + 2an−1 + jn = (an+1 + an−1) + (an−1 + jn)

jn+1 + jn = (an+1 + an−1) + 2an = 2an + an + 2an−1 + an−1

jn+1 + jn = 3(an + an−1) = 3
∑

k≥0

(
n+ 1

2k

)
.

2

Corolário 3.29. Para todo n ≥ 0,

3an−1 + jn = 2
∑

k≥0

(
n+ 1

2k

)
. (3.17)

Demonstração: Pelo Lema (3.23) e Teorema (3.5) temos que

3an−1 + jn = 2an−1 + (an−1 + jn) = 2(an + an−1)

3an−1 + jn = 2
∑

k≥0

(
n+ 1

2k

)
.

2

Através dos Corolários 3.28 e 3.29 podem ser obtidas as Identidades 2.12 e 2.19 em [11], res-

pectivamente

jn+1 + jn = 3.2n,

3an−1 + jn = 2n+1.

A próxima identidade obtida não foi encontrada na literatura. Assim, ela pode ser vista como

uma nova identidade envolvendo a soma dos números de Jacosbsthal-Lucas.
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Teorema 3.30. Para todo n ≥ 0,

j2n+1 =
∑

i≥0

2n−ij2i. (3.18)

Demonstração: O lado esquerdo da igualdade é o número de (2n + 1)-braceletes, ou ainda, o

número de maneiras de preencher um tabuleiro circular com 2n + 1 posições usando quadrados

brancos, dominós “curvos” cinzas e pretos. Como 2n + 1 é ı́mpar, cada bracelete deve conter um

número ı́mpar de quadrados brancos.

Temos duas possibilidades. Caso o bracelete seja em fase o último quadrado branco irá ocu-

par uma posição ı́mpar. Temos a2i2
n−i maneiras de preencher um tabuleiro circular de tamanho

2n + 1 usando quadrados brancos, dominós “curvos” cinzas e dominós “curvos” pretos de modo

que o último quadrado branco se encontre na posição 2i + 1, pois anterior a ele temos um (2i)-

ladrilhamento e posteriormente restam 2(n−i) posições que devem ser cobertas apenas por dominós;

como existem duas cores posśıveis de dominós, isso pode ser feito de 2n−i maneiras, o que segue a

contagem.

Caso contrário, teremos um dominó ocupando a posição (2n + 1, 1), e portanto o número de

maneiras de preencher um tabuleiro circular de tamanho 2n+1 usando quadrados brancos, dominós

“curvos” cinzas e dominós “curvos” pretos de modo que o último quadrado branco se encontra na

posição 2i e tenha um dominó na posição (2n+ 1, 1), será dado por a2i−22
n−i+1. De fato, anterior

ao quadrado branco temos um (2i − 2)- ladrilhamento e posteriormente restam 2(n − i) posições

que devem ser cobertas apenas por dominós. Como existem duas cores posśıveis de dominós, isso

pode ser feito de 2n−i+1 maneiras, uma vez que o dominó na posição (2n+ 1, 1) também deve ser

colorido. Assim, o número de (2n+ 1)−braceletes é dado por

∑

i≥0

2n−ia2i + 2n−i+1a2i−2 =

∑

i≥0

2n−i(a2i + 2a2i−2) =

∑

i≥0

2n−ij2i,

pelo Lema 3.23.

2

Teorema 3.31. Para todo n,m ≥ 0,

jmjn + 9am−1an−1 = 2jm+n. (3.19)
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Demonstração: Considere o conjunto de todas as maneiras de preencher um tabuleiro circular

de tamanho m+n com quadrados brancos, dominós “curvos” cinzas e dominós “curvos” pretos. A

cardinalidade desse conjunto é dada por jm+n, o número de (m + n)− braceletes. Assim, do lado

direito da igualdade (3.19) temos a contagem de duas cópias de cada (m+ n)− bracelete .

A prova será feita associando uma cópia do bracelete às condições de separabilidade na célula

m e outra às condições de separabilidade na célula m− 1.

De fato, dadas duas cópias de um (m + n)−bracelete temos duas possibilidades: estarem em

fase ou fora de fase. Considere, primeiramente o (m + n)− bracelete em fase, então podemos

associá-lo unicamente a um (m+ n)−ladrilhamento.

Assim, se o (m+ n)−ladrilhamento for separável na célula m, podemos decompor este em um

m−ladrilhamento seguido de um n−ladrilhamento, e portanto temos aman (m+n)− braceletes em

fase separáveis na célula m. Caso contrário, teremos um dominó cobrindo as células m e m + 1,

e portanto podemos decompor este em um (m − 1)−ladrilhamento, seguido de um dominó (preto

ou cinza), que por sua vez é seguido por um (n − 1)−ladrilhamento. Existem, então, 2am−1an−1

(m+ n)− braceletes em fase não separáveis na célula m.

Exemplo 3.32. Veja na Figura 3.24 as condições de separabilidade na m−ésima célula em um

(m+ n)−bracelete em fase.

mam an

am.an

m m + 1am−1 an−1

2am−1.an−1

Figura 3.24: Separabilidade na m−ésima célula em um (m+ n)−bracelete em fase

Agora, tomando a outra cópia deste mesmo (m + n)−bracelete em fase, vamos analisar as

condições de separabilidade na célula m − 1. De forma análoga ao caso anterior, temos que se

o (m + n)−ladrilhamento for separável na célula m − 1, podemos decompor este em um (m −
1)−ladrilhamento seguido de um (n + 1)−ladrilhamento, e portanto temos am−1an+1 (m + n)−
braceletes em fase separáveis na célula m − 1. Caso contrário, teremos um dominó cobrindo as

células m− 1 e m, e portanto podemos decompor este em um (m− 2)−ladrilhamento, seguido de

um dominó (preto ou cinza), que por sua vez é seguido por um n−ladrilhamento. Existem, então,

2am−2an (m+ n)−braceletes em fase não separáveis na célula m− 1.

Exemplo 3.33. Veja na Figura 3.25 as condições de separabilidade na (m− 1)−ésima célula em

um (m+ n)−bracelete em fase.
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m − 1am−1 an+1

am−1.an+1

m m + 1am−1 an−1

2am−1.an−1

Figura 3.25: Separabilidade na (m− 1)−ésima célula em um (m+ n)−bracelete em fase

Tome, agora, duas cópias de um (m+n)−bracelete fora de fase, logo temos um dominó cobrindo

as células (m+ n) e 1; e portanto podemos associá-lo a um (m+ n)− ladrilhamento terminado em

dominó (observe que essa “bijeção”é 1-2).

Consideremos as condições de separabilidade na célula m. Se o (m + n)−ladrilhamento ter-

minado em dominó for separável na célula m, podemos decompor este em um m−ladrilhamento

seguido de um (n− 2)−ladrilhamento, que por sua vez é seguido de um dominó e portanto temos

2aman−2 (m+n)−braceletes fora de fase separáveis na célulam. Caso contrário, teremos um dominó

cobrindo as células m e m+1, e portanto podemos decompor este em um (m− 1)−ladrilhamento,

seguido de um dominó (preto ou cinza), que por sua vez é seguido por um (n− 3)−ladrilhamento,

seguido de outro dominó (preto ou cinza). Segue, então, que temos 4am−1an−3 (m+n)−braceletes

fora de fase não separáveis na célula m.

Exemplo 3.34. Veja na Figura 3.26 as condições de separabilidade na m−ésima célula em um

(m+ n)−bracelete fora de fase.

am

m

an−2

2an−2.am

am

m
m + 1

an−3

4am−1.an−3

Figura 3.26: Separabilidade na m−ésima célula em um (m+ n)−bracelete fora de fase

Tomando a outra cópia deste mesmo (m+n)−bracelete fora de fase, vamos analisar as condições

de separabilidade na célula m − 1. De forma análoga ao caso anterior, temos que se o (m + n)−
ladrilhamento terminado em dominó for separável na célula m− 1, podemos decompor este em um

(m − 1)−ladrilhamento seguido de um (n − 1)−ladrilhamento, que por sua vez é seguido de um

dominó (preto ou cinza) e portanto temos 2am−1an−1 (m + n)−braceletes fora de fase separáveis

na célula m − 1. Caso contrário, teremos um dominó cobrindo as células m − 1 e m, e portanto
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podemos decompor este em um (m − 2)−ladrilhamento, seguido de um dominó(preto ou cinza),

que por sua vez é seguido por um (n−2)−ladrilhamento, seguido de outro dominó(preto ou cinza).

Existem, então, 4am−2an−2 (m+ n)−braceletes fora de fase não separáveis na célula m− 1.

Exemplo 3.35. Veja na Figura 3.27 as condições de separabilidade na (m− 1)−ésima célula em

um (m+ n)−bracelete fora de fase.

am−1

m − 1

an−1

2an−1.am−1

am−2

m
m + 1

an−2

4am−2.an−2

Figura 3.27: Separabilidade na (m− 1)−ésima célula em um (m+n)−bracelete fora de fase

Portanto, temos que

2jm+n = aman+2am−1an−1+am−1an+1+2am−2an+2aman−2+4am−1an−3+2am−1an−1+4am−2an−2,

ou ainda,

2jm+n = aman + 2am−2an + 2aman−2 + 4am−2an−2 + 4am−1an−1 + am−1an+1 + 4am−1an−3,

2jm+n = (am + 2am−2)(an + 2an−2) + 4am−1an−1 + am−1an+1 + 4am−1an−3.

Como

am−1an+1 + 4am−1an−3 = am−1(an + 2an−1) + 4am−1

(
1

2
(an−1 − an−2)

)
,

am−1an+1 + 4am−1an−3 = 2am−1an−1 + am−1an + 2am−1an−1 − 2am−1an−2,

am−1an+1 + 4am−1an−3 = 4am−1an−1 + am−1(an − 2an−2),

am−1an+1 + 4am−1an−3 = 5am−1an−1,
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logo, pelo Lema 3.23,

2jm+n = (am + 2am−2)(an + 2an−2) + 9am−1an−1 = jmjn + 9am−1an−1.

2

A Identidade 2.25 em [11] dada por jmjn+9JmJn = 2jm+n, é obtida como corolário do Teorema

3.31.

Corolário 3.36. Para todo n ≥ 0,

j2n + 9(an−1)
2 = 2j2n. (3.20)

Demonstração: Basta tomar m = n no Teorema 3.31.

2

Teorema 3.37. Para todo n ≥ 0,

9an = jn+2 + 2jn. (3.21)

Demonstração: Considere dois conjuntos: um formado por todas as maneiras de preencher um

tabuleiro circular de tamanho n e outro formado por todas as maneiras de preencher um tabuleiro

circular de tamanho n+, 2 ambos usando quadrados brancos, dominós “curvos” cinzas e dominós

“curvos” pretos. Considere todas as maneiras de preencher um tabuleiro de ordem 1 × n usando

quadrados brancos, dominós cinzas e dominós pretos. Seja S1 o conjunto contendo 9 cópias de

cada n−ladrilhamento e S2 o conjunto formado pelos (n + 2)−braceletes ou duas cópias de cada

n−bracelete. Temos que |S1| = 9an e |S2| = jn+2 + 2jn. Para provar essa identidade vamos

estabelecer uma correspondência entre os conjuntos S1 e S2.

Dado um n−ladrilhamento podemos criar naturalmente 7 braceletes:

1.(n+ 2)− bracelete em fase terminado em dois quadrados brancos inseridos;

2.(n+ 2)− bracelete em fase terminado em um dominó preto inserido;

3.(n+ 2)− bracelete em fase terminado em um dominó cinza inserido;

4.(n+ 2)− bracelete fora de fase com um dominó preto inserido nas células (n+ 2, 1) ;

5.(n+ 2)− bracelete fora de fase com um dominó cinza inserido nas células (n+ 2, 1) ;

6. duas cópias de um (n)−bracelete em fase concatenando as células n e 1.

Ainda estão faltando dois tipos de braceletes: n−braceletes fora de fase e (n + 2)−braceletes

em fase terminados em quadrado branco com um dominó inserido cobrindo o par de célula (n, n+1).

Note que a construção de tais braceletes depende do n−ladrilhamento tomado. Se o n−ladrilhamento

termina em dominó, criamos um n−braceletes fora de fase rotacionando o bracelete em uma célula

no sentido horário, que contado com multiplicidade dois, soma as 9 cópias do n−ladrilhamento.
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Caso contrário, ou ainda se o n−ladrilhamento termina em quadrado branco, criamos um

(n+ 2)− bracelete em fase terminado em quadrado branco inserindo um dominó (preto ou cinza)

cobrindo o par de célula (n, n + 1). Teremos então dois (n + 2)− braceletes desse tipo associados

somando as 9 cópias do n−ladrilhamento, como queŕıamos.

Exemplo 3.38. Na Figura 3.28 veja como construir braceletes através de um dado n−ladrilhamento.

n-ladrilhamento

1

2

n D

1.

n+2

D

2.

n+2

D

3.

n+2

D

4.

n+2

D

5.

n+2

D

6.

n

D

7a. Final em dominó, independente da cor

n

D

7b. Final em quadrado branco

n+2

D

n+2

D

Figura 3.28: Construindo braceletes a partir de um n−ladrilhamento.

2

A Identidade 2.11 em [11], 9Jn = jn+1 + 2jn−1, segue como corolário do Teorema 3.37.
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3.2 Identidades da Generalização de Jacosthal e

Jacobsthal-Lucas

Como dado na seção de Definições existe uma generalização para os números de Jacobsthal. A

definição e a caracterização como conjunto de ladrilhamentos dada na seção anterior sugeriu que

seria posśıvel reescrever todas as demonstrações para as identidades envolvendo a generalização

dos números de Jacobsthal. Esta seção está dedicada a listar tais identidades e provas; e o fato de

conhecer as demonstrações e identidades no caso primitivo fará com que o caso geral seja visto de

forma mais natural.

3.2.1 Interpretação para a Generalização dos Números de

Jacobsthal

Considere o conjunto formado por todas as posśıveis maneiras de preencher um tabuleiro de

ordem 1×n com quadrados de s−1 cores distintas e dominós de s cores distintas. A cardinalidade

desse conjunto será denotada por asn.

Para n = 0, temos que as0 = 1 = Js
1 , equivalente ao ladrilhamento vazio. Para n = 1, temos

que as1 = (s − 1) = Js
2 , equivalente ao 1−ladrilhamento coberto por um quadrado de s − 1 cores

distintas dispońıveis. Para n = 2, temos que as2 = (s − 1)2 + s = s2 − s + 1 = Js
3 , correspondente

ao 2−ladrilhamento coberto por dois quadrados de s − 1 cores distintas dispońıveis contado por

(s− 1)2, ou coberto por um dominó de s cores distintas.

Considere agora os ladrilhamentos no conjunto contado por asn. Esse conjunto pode ser subdi-

vidido em dois subconjuntos disjuntos: subconjunto dos ladrilhamentos terminados em quadrado

e subconjunto dos ladrilhamentos terminados em dominó, respectivamente. O primeiro é contado

por (s− 1)asn−1; pois há (s− 1) opções de cores para os quadrados; e o segundo por sasn−2, pois há

s opções de cores para os dominós.

Assim, temos que asn = (s − 1)asn−1 + sasn−2, com condições iniciais as0 = 1 e as1 = s − 1, e

portanto obtemos a igualdade asn = Js
n+1.

3.2.2 Identidades Combinatórias envolvendo a Generalização dos

Números de Jacobsthal

Lema 3.39. Para n ≥ 0, segue que

asn =
∑

r≥0

(
n− r

r

)
sr(s− 1)n−2r. (3.22)
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Demonstração: No lado esquerdo da igualdade (3.22) temos o número de maneiras de ladrilhar

um tabuleiro de ordem 1×n com quadrados de s− 1 cores distintas e dominós de s cores distintas.

Consideremos agora o número de maneiras de ladrilhar um tabuleiro de ordem 1 × n com

quadrados de s − 1 cores distintas e com exatamente r dominós de s cores distintas. Então, uma

cobertura deste tipo têm n−2r quadrados, onde cada um pode ser de s−1 cores diferentes. Temos

n− 2r + r = n− r posições a serem preenchidas e assim temos

(
n− r

r

)
maneiras de escolher em

quais posições ficam os dominós e sr maneiras de escolha das suas cores. Desta forma, existem
(
n−r
r

)
sr(s − 1)n−2r coberturas deste tipo. (Observermos que r não ultrapassa o valor de ⌊n/2⌋ .)

Somando em r obtemos o resultado desejado.

2

Segue como corolário do Lema 3.39 a generalização da identidade 1.7 em [11] :

Js
n =

⌊n−1
2 ⌋∑

r=0

(
n− 1− r

r

)
sr(s− 1)n−1−2r. (3.23)

Teorema 3.40. Para todo n ≥ 0 temos

an−1 + an = sn. (3.24)

Demonstração: A prova é feita considerando as sequências s−árias de tamanho n. Temos que o

número de sequências s−árias de tamanho n é sn. Podemos dividir o conjunto S dessas sequências

em s subconjuntos disjuntos Sk, k = 0, . . . , s−1, onde Sk é o conjunto das sequências que começam

com o número k.

O conjunto S0 pode ainda ser subdividido em dois subconjuntos disjuntos Sd
0 e Se

0, onde Sd
0 é

o conjunto das sequências que começam com 0 e têm um número ı́mpar de zeros consecutivos e

Se
0 é o conjunto das sequências que começam com 0 e têm um número par de zeros consecutivos.

Podemos então escrever que

sn =| S |=
s−1∑

k=0

| Sk |=| Sd
0 | + | Se

0 | +
s−1∑

k=1

| Sk | .

Considere o conjunto cujos elementos são todas as posśıveis coberturas um tabuleiro de tamanho

n com quadrados de (s − 1) cores distintas: corq1, corq2, . . . , corq(s − 1), e dominós de s cores

distintas: cord0, cord2, · · · , cord(s− 1). Dada uma cobertura deste conjunto podemos associar uma

única sequência s−ária, convertendo cada quadrado de cor distinta corqk para o número k, k =

1, . . . s−1 e cada dominó de cor distinta cordm na sequência de dois d́ıgitos m0, com m = 0, . . . s−1.

As sequências s−árias de tamanho n resultantes desta associação são aquelas que começam

com o número k, k = 1, . . . s− 1 (n−ladrilhamentos que começam com quadrado ou dominó de cor
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diferente de cord0 ) ou as que começam com o número 0 e têm consecutivamente um número ı́mpar

de números iguais a 0 (n−ladrilhamentos que começam com dominó da cor cord0 ).

Reciprocamente, dada uma sequência em ∪s−1
k=1Sk ∪ Sd

0 , podemos, olhando da direita para a

esquerda, obtermos unicamente um n−ladrilhamento com quadrados de s − 1 cores distintas e

dominós de s cores distintas. Assim existem asn sequências s−àrias em ∪s−1
k=1Sk ∪ Sd

0 . Note que as

sequências de tamanho n em Se
0 não podem ser associadas desta maneira pois não há representação

para o śımbolo 0 em termos de ladrilho.

Assim, as únicas sequências que não são contadas são aquelas que começam com 0 e têm,

consecutivamente, um número k, k = 1, . . . s−1 ou um número par de números iguais a 0. Afirmamos

que | Se
0 |= an−1.

Dada uma sequência de tamanho n começando com 0 seguido imediatamente de um número k,

podemos retirar o 0 da primeira célula e obter uma sequência s−ária de tamanho (n−1) começando

com k.

Em outro caso, dada uma sequência de tamanho n começando com 0 seguido de um número

par de números iguais a 0, podemos retirar o 0 da primeira posição e obter uma sequência s−ária

de tamanho (n − 1) começando com 0 tendo, consecutivamente, um número ı́mpar, diferente de

zero, de números iguais a 0.

Assim, dada uma sequência de Se
0 podemos associar uma sequência de tamanho (n − 1) que

começa com o número k ((n− 1)−ladrilhamentos que começam com quadrado ou dominó com cor

diferente de cord0) e as que começam com o número 0 e têm, consecutivamente, uma quantidade

ı́mpar de números iguais a 0 ((n − 1)ladrilhamentos que começam com dominó da cor cord0 ). O

número de sequências deste tipo é dado por an−1.

Reciprocamente, dada uma sequência de tamanho (n−1) associada a um (n−1)−ladrilhamento,

colocando um número zero antes da sequência, obtemos uma sequência de tamanho n começando

com 0, tendo, consecutivamente, um número k ou uma quantidade par de números iguais a 0.

Observemos que esta operação está bem definida e é bijetiva, de onde segue | Se
0 |= an−1.

Portanto, para dado n, teremos sn =| Sd
0 | + | Se

0 | +
s−1∑

k=1

| Sk |= an+an−1, e segue a identidade.

2

A igualdade Js
n + Js

n+1 = sn, é a generalização da Identidade 2.12 em ([11]) e pode ser obtida

através pelo Teorema 3.40.

Teorema 3.41. Para todo n ≥ 0,

s
n∑

k=0

ask(s− 1)n−k = asn+2 − (s− 1)n+2. (3.25)
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Demonstração: O lado direito da igualdade (3.25) é o número de posśıveis ladrilhamentos de

um tabuleiro de tamanho n + 2 usando quadrados de s − 1 cores distintas e dominós de s cores

distintas, excluindo o ladrilhamento contendo apenas quadrados .

Considere agora a localização do último dominó em um tabuleiro.

Existem s(s−1)n−kask ladrilhamentos onde o último dominó cobre as células k+1 e k+2, uma

vez que as células de 1 a k são ladrilhadas de ask maneiras, as células k+1 e k+2 são cobertas por

um dominó de uma das s cores dispońıveis, e as células de k+3 até n+2 são cobertas por quadrados

de (s− 1)n−k maneiras. Portanto, o número de maneiras de cobrir um tabuleiro de tamanho n+2

usando quadrados de s − 1 cores distintas e dominós de s cores distintas e com pelo menos um

dominó é s(s− 1)nas0 + s(s− 1)n−1as1 + · · ·+ s(s− 1)0an, ou equivalentemente s

n∑

k=0

ask(s− 1)n−k.

2

Usando do fato de que asn = Js
n+1 na equação (3.25) obtemos

n∑

k=0

Js
k+1(s− 1)n−k =

Js
(n+3) − (s− 1)n+2 − s(s− 1)n

s
. (3.26)

fazendo k+1 igual a k, n+1 igual a n, e utilizando que para k = 0, s
∑0

k=0 J
s
k+1(s−1)n−k = s(s−1)n,

obtemos a igualdade

n∑

k=2

Js
k(s− 1)n−k =

Js
(n+2) − (s− 1)n−1(s2 − s+ 1)

s
, (3.27)

generalização da Identidade 2.8 em [11].

Teorema 3.42. Para todo n ≥ 0,

as2n+1 =
n∑

i=0

(s− 1)sn−ias2i. (3.28)

Demonstração: O lado esquerdo da igualdade (3.28) conta todas as maneiras posśıveis de

preencher um tabuleiro de tamanho (2n+ 1) usando quadrados de s− 1 cores distintas e dominós

de s cores distintas.

Como 2n+ 1 é ı́mpar então cada ladrilhamento deve conter um número ı́mpar de quadrados e

o último quadrado deve estar em uma posição ı́mpar.

Vamos fazer a contagem pela posição do último quadrado no tabuleiro. Suponha que o último

quadrado preencha a posição 2i + 1, do lado esquerdo temos um (2i)-ladrilhamento, contado por

as2i, e do lado direito restaram 2(n− i) posições que devem ser cobertas apenas por dominós. Como

existem s cores posśıveis para dominó e s− 1 cores posśıveis para quadrado, isso pode ser feito de

(s− 1)sn−ias2i maneiras. Somando de 0 até n, obtemos o resultado.
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2

Teorema 3.43. Para todo n ≥ 0,

asmasn+1 + sasna
s
m−1 = asm+n+1. (3.29)

Demonstração: O lado direito da igualdade (3.29) é o número de posśıveis ladrilhamentos de

um tabuleiro de ordem 1× (m+ n+ 1) usando quadrados de s− 1 cores distintas e dominós de s

cores distintas.

Consideremos agora as condições de decomposição de um ladrilhamento deste tipo. Se um

(m + n + 1)−ladrilhamento é separável na célula m, então podemos criar um m−ladrilhamento

seguido de um (n + 1)−ladrilhamento. Existem asmasn+1 possibilidades de cobrir um tabuleiro de

tamanho (m+ n+ 1) de forma que este seja separável na célula m.

Caso contrário, existirá um dominó cobrindo a células m e m + 1. Então podemos criar um

(m− 1)−ladrilhamento seguido de um dominó que por sua vez é seguido de um n−ladrilhamento.

Isso pode ser feito de sasna
s
m−1 maneiras. Como não é posśıvel um ladrilhamento ser separável e não

separável na célula m, simultaneamente, existem asmasn+1 + sasna
s
m−1 ladrilhamentos de tamanho

(m+ n+ 1).

2

Usando do fato de que asn = Js
n+1 e fazendo as mudanças de variáveis: n+ 1 para n, e m para

m− 1 na equação (3.29) obtemos

Js
mJs

n+1 + sJs
nJ

s
m−1 = Js

m+n (3.30)

generalização da Identidade 2.24 em [11].

Corolário 3.44. Para todo n ≥ 0, asn divide
∑n

i=0 s
n−ias2i.

Demonstração: Pelo Teorema 3.43, com n = m, temos que asna
s
n+1+sasna

s
n−1 = a2n+1, ou ainda,

asn(a
s
n+1 + sasn−1) = as2n+1.

Portanto, as2n+1 =
∑n

i=0 s
n−ias2i, pelo Teorema 3.42, é múltiplo de asn.

2

Teorema 3.45. Para todo n ≥ 1,

(asn)
2 = asn+1a

s
n−1 + (−1)nsn. (3.31)
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Demonstração: Temos (asn)
2 pares de maneiras de cobrir um tabuleiro de tamanho n usando

quadrados de s− 1 cores distintas e dominós de s cores distintas. Também temos asn+1a
s
n−1 pares

de maneiras de preencher um tabuleiro de tamanho (n + 1) e um tabuleiro de tamanho (n − 1),

colocados um sobre o outro, usando quadrados de s−1 cores distintas e dominós de s cores distintas.

Vamos dividir a prova em dois casos dependendo da paridade de n.

Se n é ı́mpar, tome um par de n−ladrilhamentos, então existe pelo menos um quadrado nos

dois ladrilhamentos e portanto o par contém uma falha e consequentemente uma cauda. Portanto,

trocando as caudas do par obtemos um (n+1)−ladrilhamento e um (n− 1)−ladrilhamento com as

mesmas falhas. Essa correspondência entre todos os pares de n−ladrilhamentos contendo falhas e

os pares compostos de um (n+ 1)−ladrilhamento e um (n− 1)−ladrilhamento está bem definida.

No entanto, para torná-la biuńıvoca, devemos descontar os pares de (n + 1)−ladrilhamento e

(n−1)−ladrilhamento contendo apenas dominós, pois estes não contém falhas. Ou ainda, devemos

descontar os s{n+1
2

+n−1
2 } = sn ladrilhamentos formados apenas por dominós de s cores distintas.

Logo temos a igualdade (asn)
2 = asn+1a

s
n−1 − sn, para n ı́mpar.

Quando n é par, aplicamos o mesmo argumento anterior para obter uma correspondência

biuńıvoca entre todos os pares de n−ladrilhamentos e todos os pares compostos de um (n +

1)−ladrilhamento e um (n − 1)−ladrilhamento contendo falhas. Nesse caso, o ladrilhamento con-

tendo apenas dominós é os únicos ladrilhamento que compõem um par de n−ladrilhamentos sem

falhas. Logo temos que descontar os sn ladrilhos de (asn)
2.

Assim temos (asn)
2 − sn = asn+1a

s
n−1, para n par, o que completa a prova.

2

Usando do fato de que asn = Js
n+1 e fazendo a mudança de variáveis: n+ 1 para n, na equação

(3.31) obtemos

Js
n+1J

s
n−1 − (Js

n)
2 = (−1)nsn−1 (3.32)

generalização da Identidade 2.5 em [11].

3.2.3 Interpretação Combinatórias para a Generalização dos

Números de Jacobsthal-Lucas

Agora vamos dar uma interpretação combinatória para a generalização dos números jsn de

Jacobsthal-Lucas. Para tanto, defina jsn como a quantidade de maneiras de preencher um tabuleiro

circular com n posições rotuladas no sentido horário, usando quadrados de (s− 1) cores e dominós

“curvos” de s cores distintas. Ou ainda, jn é o número de n−braceletes.
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3.2.4 Identidades Combinatórias envolvendo a Generalização dos

Números de Jacobsthal-Lucas

Apresentamos nessa seção os resultados combinatórios envolvendo a generalização dos números

de Jacobsthal-Lucas.

Lema 3.46. Para todo n ≥ 1,

jsn = asn + sasn−2. (3.33)

Demonstração: Existem jsn n-braceletes, ou ainda, jsn é o número de possibilidades de preencher

um tabuleiro circular de ordem 1× n usando quadrados de (s− 1) cores e dominós “curvos” de s

cores distintas. Estes braceletes são de dois tipos: em fase ou fora de fase.

Dado um n-bracelete em fase, podemos “esticá-lo” tornando-o um n-ladrilhamento. Logo

existem asn n-braceletes em fase.

Para o caso de um bracelete fora de fase, podemos remover o dominó que cobre as células n

e 1, e “esticá-lo” obtendo um ladrilhamento de comprimento n − 2. Portanto, como existem s

possibilidades de cores para este dominó, o número de n-braceletes fora de fase é sasn−2, e portanto

segue o resultado.

2

Teorema 3.47. Para todo n ≥ 1

jsn =
∑

r≥0

n

n− r

(
n− r

r

)
sr(s− 1)n−2r. (3.34)

Demonstração: Do lado esquerdo da igualdade (3.34) temos braceletes de tamanho n, ou ainda,

o número de possibilidades preencher um tabuleiro circular de ordem 1 × n usando quadrados de

(s− 1) cores e dominós ‘̀curvos” de s cores distintas.

Por outro lado, considere braceletes com exatamente r dominós. Com a mesma argumentação

do Lema 3.39 temos que existem

(
n− r

r

)
sr(s−1)n−2r braceletes em fase e

(
n− r − 1

r − 1

)
sr(s−1)n−2r

braceletes fora de fase. Uma vez que

(
n− r − 1

r − 1

)
sr(s− 1)n−2r =

r

n− r

(
n− r

r

)
sr(s− 1)n−2r,

temos, somando em r, que o número de braceletes de tamanho n é dado por

∑

r≥0

[(
n− r

r

)
sr(s− 1)n−2r +

r

n− r

(
n− r

r

)
sr(s− 1)n−2r

]
=
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∑

r≥0

n

n− r

(
n− r

r

)
sr(s− 1)n−2r,

como desejado.

2

Teorema 3.48. Para todo n ≥ 0,

s

n∑

i=0

jsi (s− 1)n−k = jsn+2 − (s− 1)n+2. (3.35)

Demonstração: O lado direito da igualdade (3.35) é o número de (n+ 2)−braceletes excluindo

o bracelete contendo apenas quadrados, ou ainda, o número de possibilidades de preencher um

tabuleiro circular de ordem 1× (n+2) usando quadrados de (s− 1) cores e dominós “curvos” de s

cores distintas, excluindo a possibilidade de termos todas as posições preenchidas com quadrados.

Considere agora a localização do último dominó. Existem duas possibilidades a serem conside-

radas. Se o (n + 2)−bracelete está em fase existem s(s − 1)n−kask ladrilhamentos onde o último

dominó cobre as células k+1 e k+2, uma vez que as células de 1 a k são ladrilhadas de ask maneiras,

as células k+1 e k+2 são cobertas por um dominó com s cores posśıveis, e as células de k+3 até

n+ 2 são cobertas por quadrados de s− 1 cores posśıveis.

Caso contrário, teremos um dominó ocupando as posições n+ 2 e 1; e portanto existem s2(s−
1)n−kask−2 ladrilhamentos onde o último dominó cobre as células k e k + 1, uma vez que as células

de 2 a k−1 são ladrilhadas de ask−2 maneiras, os pares de células (k, k+1), e (n+2, 1) são cobertas

por um dominó de s2 maneiras e as células de k + 2 até n + 1 são cobertas por quadrados de

(s− 1)n−k.

Assim, o número de (n + 2)−braceletes com pelo menos um dominó é s(s − 1)n(as0 + sas−2) +

s(s− 1)n−1(as1 + sas−1) + · · ·+ s(s− 1)n−k(asn + sasn−2) ou equivalentemente, pela equação (3.33),

s
n∑

k=0

jsk(s− 1)n−k.

2

Teorema 3.49. Para todo n ≥ 0,

jsn+1a
s
n = as2n+1. (3.36)

Demonstração: Do lado direito da igualdade (3.36) temos o número de maneiras de cobrir um

tabuleiro de tamanho 2n+ 1 usando quadrados de (s− 1) cores e dominós de s cores distintas.

Consideremos agora as condições de decomposição de um ladrilhamento. Se um (2n + 1)−
ladrilhamento é separável na célula n + 1 então podemos criar um (n + 1)−bracelete em fase
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seguido de um n−ladrilhamento. Caso contrário, teremos um dominó cobrindo as células n + 1 e

n + 2, e portanto o (2n + 1)−ladrilhamento será separável na célula n. Assim, podemos criar um

n−ladrilhamento seguido de um (n+1)−bracelete fora de fase, onde a primeira célula do bracelete

é a correspondente a célula n+ 2 do (2n+ 1)−ladrilhamento.

Assim, como existem jsn+1 braceletes de tamanho n+ 1 fora de fase e em fase, existem jsn+1a
s
n

ladrilhamentos desse tipo, o que segue o resultado.

2

Observemos que esse resultado também pode ser visto como corolário do Teorema (3.43) to-

mando m = n.

Teorema 3.50. Para todo n ≥ 0,

(s− 1)asn−1 + jsn = 2asn. (3.37)

Demonstração: Considere o conjunto formado por todas as maneiras de cobrir um tabuleiro de

tamanho n usando quadrados de (s − 1) cores e dominós de s cores distintas. Do lado direito da

igualdade (3.37) temos duas cópias de cada cobertura neste conjunto.

Cada n−ladrilhamento pode ser classificado em dois tipos: finalizando em quadrado ou finali-

zando em dominó.

Dada duas cópias de um n−ladrilhamento terminado em dominó podemos criar um n−bracelete

em fase com o dominó cobrindo as células n− 1 e n e um n−bracelete fora de fase com o dominó

cobrindo as células n e 1. Considere agora uma das cópias do n−ladrilhamento terminado em

quadrado. Podemos associá-lo a um bracelete terminado em quadrado e portanto, como essa

relação é biuńıvoca, temos todos os braceletes, número igual a jsn.

No entanto, existem (s−1)asn−1 ladrilhamentos de tamanho n terminados em quadrado restan-

tes, portanto temos a igualdade (s− 1)asn−1 + jsn = 2asn.

2

Aplicando o Teorema 3.50 com s = 2 e utilizando o fato de que asn = Js
n obtemos como corolário

a Identidade 2.20 em [11], Jn + jn = 2Jn+1.

Teorema 3.51. Para todo n ≥ 0,

js2n+1 = (s− 1)
∑

i≥0

sn−ijs2i. (3.38)

Demonstração: O lado esquerdo da igualdade conta todas as maneiras de cobrir um tabuleiro

circular de tamanho (2n + 1) usando quadrados de (s − 1) cores e dominós “curvos” de s cores

distintas. Como 2n+ 1 é ı́mpar, cada bracelete deve conter um número ı́mpar de quadrados.
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Temos duas possibilidades. Caso o bracelete seja em fase o último quadrado estará em uma

posição ı́mpar.

Suponha que o último quadrado se encontre na posição 2i + 1. Anterior a ele temos um (2i)-

ladrilhamento e posteriormente restam 2(n−i) posições que devem ser cobertas apenas por dominós.

Como existem s cores posśıveis de dominós, isso pode ser feito de sn−i maneiras, e portanto temos

(s− 1)as2is
n−i braceletes desse tipo.

Caso contrário, teremos um dominó ocupando a posição (2n+1, 1), e portanto o último quadrado

se encontra na posição 2i, anterior a ele temos um (2i− 2)- ladrilhamento e posteriormente restam

2(n − i) posições que devem ser cobertas apenas por dominós. Como existem s cores posśıveis

de dominós, isso pode ser feito de sn−i+1 maneiras, uma vez que o dominó na posição (2n + 1, 1)

também deve ser colorido. Portanto temos (s − 1)as2i−2s
n−i+1 braceletes desse tipo e segue que o

número de (2n+ 1)-braceletes é dado por

(s− 1)
∑

i≥0

sn−ias2i + sn−i+1as2i−2 =

(s− 1)
∑

i≥0

sn−i(as2i + sas2i−2) =

(s− 1)
∑

i≥0

sn−ijs2i,

pelo Lema 3.46.

2

Teorema 3.52. Para todo n,m ≥ 0,

jsmjsn + (s+ 1)2asm−1a
s
n−1 = 2jsm+n. (3.39)

Demonstração: Considere o conjunto de todas as maneiras de preencher um tabuleiro circular

de tamanho (m + n) usando quadrados de (s − 1) cores e dominós “curvos” de s cores distintas.

A cardinalidade desse conjunto é dado por jsm+n.

Assim do lado direito da igualdade (3.39) temos duas cópias de (m+ n)−braceletes.

A prova da identidade será feita associando uma cópia do bracelete às condições de separabili-

dade na célula m e outra às condições de separabilidade na célula m− 1.

De fato, dadas duas cópias de um (m+ n)−bracelete temos duas possibilidades: estar em fase

ou fora de fase. Considere, primeiramente o (m+ n)−bracelete em fase, então podemos associá-lo

unicamente a um (m+ n)−ladrilhamento.
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Assim, se o (m+ n)−ladrilhamento for separável na célula m, podemos decompor este em um

m−ladrilhamento seguido de um n−ladrilhamento, e portanto temos asmasn (m+n)−braceletes em

fase separáveis na célula m. Caso contrário, teremos um dominó cobrindo as células m e m+ 1, e

portanto podemos decompor este em um (m− 1)−ladrilhamento, seguido de um dominó, que por

sua vez é seguido por um (n− 1)−ladrilhamento. Existem, então, sasm−1a
s
n−1 (m+ n)−braceletes

em fase não separáveis na célula m.

Exemplo 3.53. Na Figura 3.29 seguem as decomposições segundo as condições de separabilidade

na m−ésima célula em um (m+ n)−bracelete em fase.

mas

m
as

n

as

m
.as

n

m m + 1as

m−1 as

n−1

2as

m−1.a
s

n−1

Figura 3.29: Separabilidade na m−ésima célula em um (m+ n)−bracelete em fase

Agora, tomando a outra cópia deste mesmo (m + n)−bracelete em fase, vamos analisar as

condições de separabilidade na célula m − 1. De forma análoga ao caso anterior, temos que se o

(m+ n)−ladrilhamento (associação biuńıvoca com um (m+ n)− bracelete) for separável na célula

m−1, podemos decompor este em um (m−1)−ladrilhamento seguido de um (n+1)−ladrilhamento,

e portanto temos asm−1a
s
n+1 (m+n)−braceletes em fase separáveis na célula m−1. Caso contrário,

teremos um dominó cobrindo as células m − 1 e m, e portanto podemos decompor este em um

(m−2)−ladrilhamento, seguido de um dominó, que por sua vez é seguido por um n−ladrilhamento.

Existem, então, sasm−2a
s
n (m+ n)−braceletes em fase não separáveis na célula m− 1.

Exemplo 3.54. Na Figura 3.30 seguem as decomposições segundo as condições de separabilidade

na (m− 1)−ésima célula em um (m+ n)−bracelete em fase.

m − 1as

m−1 as

n+1

as
m−1.a

s
n+1

m m + 1as

m−1 as

n−1

sas
m−1.a

s
n−1

Figura 3.30: Separabilidade na (m− 1)−ésima célula em um (m+ n)−bracelete em fase

Tome, agora, duas cópias de um (m+n)−bracelete fora de fase, logo temos um dominó cobrindo

as células (m+ n) e 1; e portanto podemos associá-lo a um (m+ n)−ladrilhamento terminado em

dominó (observe que essa correspondência é 1-2).
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Consideremos as condições de separabilidade na célulam. Se o (m+n)−ladrilhamento terminado

em dominó for separável na célula m, podemos decompor este em um m−ladrilhamento seguido de

um (n − 2)−ladrilhamento, que por sua vez é seguido de um dominó e portanto temos sasmasn−2

(m + n)−braceletes fora de fase separáveis na célula m. Caso contrário, teremos um dominó co-

brindo as células m e m + 1, e portanto podemos decompor este em um (m − 1)−ladrilhamento,

seguido de um dominó, que por sua vez é seguido por um (n− 3)−ladrilhamento, seguido de outro

dominó. Segue, então, que temos s2asm−1a
s
n−3 (m + n)−braceletes fora de fase não separáveis na

célula m.

Exemplo 3.55. Na Figura 3.31 seguem as decomposições segundo as condições de separabilidade

na m−ésima célula em um (m+ n)−bracelete fora de fase.

as

m

m

as

n−2

sas

n−2.a
s

m

as

m

m
m − 1

as

n−3

s2as

m−1.a
s

n−3

Figura 3.31: Separabilidade na m−ésima célula em um (m+ n)−bracelete fora de fase

Tomando a outra cópia deste mesmo (m+n)−bracelete fora de fase, vamos analisar as condições

de separabilidade na célula m − 1. De forma análoga ao caso anterior, temos que se o (m + n)−
ladrilhamento terminado em dominó for separável na célula m− 1, podemos decompor este em um

(m − 1)−ladrilhamento seguido de um (n − 1)−ladrilhamento, que por sua vez é seguido de um

dominó e portanto temos sasm−1a
s
n−1 (m+ n)−braceletes fora de fase separáveis na célula m− 1.

Caso contrário, teremos um dominó cobrindo as células m− 1 e m, e portanto podemos decompor

este em um (m − 2)−ladrilhamento, seguido de um dominó, que por sua vez é seguido por um

(n−2)−ladrilhamento, seguido de outro dominó. Existem, então, s2asm−2a
s
n−2 (m+n)−braceletes

fora de fase nâo separáveis na célula m− 1.

Exemplo 3.56. Na Figura 3.32 seguem as decomposições segundo as condições de separabilidade

na (m− 1)−ésima célula em um (m+ n)−bracelete fora de fase.
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as

m−1

m − 1

as

n−1

sas

n−1.a
s

m−1

as

m−2

m
m − 1

as

n−2

s2as

m−2.a
s

n−2

Figura 3.32: Separabilidade na (m− 1)−ésima célula em um (m+n)−bracelete fora de fase

Portanto, temos que

2jsm+n = asmasn+sasm−1a
s
n−1+asm−1a

s
n+1+sasm−2a

s
n+sasmasn−2+s2asm−1a

s
n−3+sasm−1a

s
n−1+s2asm−2a

s
n−2,

ou ainda,

2jsm+n = asmasn + sasm−2a
s
n + sasmasn−2 + s2asm−2a

s
n−2 + s2asm−1a

s
n−1 + asm−1a

s
n+1 + s2asm−1a

s
n−3,

2jsm+n = (asm + sasm−2)(a
s
n + sasn−2) + 2sasm−1a

s
n−1 + asm−1a

s
n+1 + s2asm−1a

s
n−3.

Como

asm−1a
s
n+1 + s2asm−1a

s
n−3 = asm−1((s− 1)asn + sasn−1) + s2asm−1

(
1

s
(asn−1 − (s− 1)asn−2)

)
,

asm−1a
s
n+1 + s2asm−1a

s
n−3 = sasm−1a

s
n−1 + (s− 1)asm−1a

s
n + sasm−1a

s
n−1 − s(s− 1)asm−1a

s
n−2,

asm−1a
s
n+1 + s2asm−1a

s
n−3 = 2sasm−1a

s
n−1 + (s− 1)asm−1(a

s
n − sasn−2),

asm−1a
s
n+1 + s2asm−1a

s
n−3 = (s2 + 1)am−1an−1,

logo, pelo Lema (3.46),

2jsm+n = (asm + sasm−2)(a
s
n + sasn−2) + (2s+ s2 + 1)am−1an−1 = jmjn + (s+ 1)2am−1an−1.

2

Aplicando o Teorema 3.52 com s = 2 e utilizando os fatos de que asn = Js
n obtemos como

corolário a Identidade 2.25 em [11] dada por jmjn + 9JmJn = 2jm+n.

Corolário 3.57. Para todo n ≥ 0,

(jsn)
2 + (s+ 1)2(asn−1)

2 = 2js2n. (3.40)

Demonstração: Basta tomar m = n no Teorema 3.52.

2
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Teorema 3.58. Para todo n ≥ 0,

(s+ 1)2asn = jsn+2 + sjsn. (3.41)

Demonstração: Sejam os dois conjuntos formados por todas as maneiras de preencher dois

tabuleiros circulares um de tamanho n e outro de tamanho n+2 usando quadrados de (s−1) cores

e dominós “curvos” de s cores distintas. Considere todas as maneiras de preencher um tabuleiro

de ordem 1× n usando quadrados de (s− 1) cores e dominós de s cores distintas.

Considere S1 o conjunto contendo (s + 1)2 cópias de cada n−ladrilhamento e S2 o conjunto

formado pelos (n+2)−braceletes ou duas cópias de cada n−bracelete. Temos que |S1| = (s+1)2an

e |S2| = jn+2 + 2jn. Para provar essa identidade vamos estabelecer uma correspondência entre os

conjuntos S1 e S2.

Dado um n−ladrilhamento podemos criar naturalmente 4 tipos de braceletes:

1. A quantidade de (s − 1)(s − 1) (n + 2)−braceletes em fase terminados em dois quadrados

inseridos;

2. A quantidade de s (n+ 2)−braceletes em fase terminados em um dominó inserido;

3. A quantidade de s (n + 2)−braceletes fora de fase com um dominó inserido nas células

(n+ 2, 1);

4. n−bracelete em fase concatenando as células n e 1.

Ainda estão faltando dois tipos de braceletes: n−braceletes fora de fase e (n + 2)−braceletes

em fase terminados em quadrado com um dominó inserido cobrindo o par de célula (n, n+1). Note

que a construção de tais braceletes depende do n−ladrilhamento tomado.

Se o n−ladrilhamento termina em quadrado então criamos um (n+ 2)−bracelete em fase ter-

minado em quadrado inserindo um dominó cobrindo o par de célula (n, n + 1). Teremos então

s (n+ 2)−braceletes desta forma.

Se o n−ladrilhamento termina em dominó então criamos um n−bracelete fora de fase rotacio-

nando o bracelete em uma célula no sentido horário. Tomando s cópias deste bracelete teremos s

cópias do n−ladrilhamento terminado em dominó, que adicionado as s cópias do n−ladrilhamento

terminado em quadrado necessárias para fazer o (n+2)−bracelete em fase terminado em quadrado

resultam em s cópias de an.

No entanto, para termos o total de n−braceletes, jn, é necessário tomar s cópias do bracelete do

tipo descrito no item 4. Assim, teŕıamos o total de jsn+2+sjsn braceletes sendo levados bijetivamente

a (s− 1)(s− 1) + s+ s+ s+ s = (s+ 1)2 cópias de cada n−ladrilhamento.

2
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3.3 Generalizações

Usando a notação das generalizações dada no artigo [5], seja p
(a,b)
n o número de maneiras de

cobrir um tabuleiro finito 1 × n usando quadrados de a diferentes cores e dominós de b diferentes

cores. Considere também j
(a,b)
n o número de maneiras de cobrir um tabuleiro circular finito 1 × n

usando quadrados de a diferentes cores e dominós “curvos” de b diferentes cores.

Nós podemos estender todas as provas do caṕıtulo no contexto de p
(a,b)
n e j

(a,b)
n apenas conside-

rando agora a escolhas de cores para os quadrados e b escolhas de cores para os dominós. Assim,

segue todas as seguintes generalizações.

A generalização dada no Lema 3.59 pode ser encontrada como o Lema 14 em [5].

Lema 3.59. (Generalização do Lema 3.4) Para n ≥ 0, segue que

p(a,b)n =
∑

r≥0

(
n− r

r

)
an−2rbr. (3.42)

Teorema 3.60. (Generalização do Teorema 3.15) Para todo n ≥ 0,

b
n∑

i=0

p
(a,b)
i = p

(a,b)
n+2 − a. (3.43)

A generalização dada no Lema 3.61 pode ser encontrada como o Lema 12 em [5].

Teorema 3.61. (Generalização do Teorema 3.16) Para todo n ≥ 0,

p
(a,b)
2n+1 = a

n∑

i=0

bn−ip
(a,b)
2i . (3.44)

Teorema 3.62. (Generalização do Teorema 3.17) Para todo n ≥ 0,

p(a,b)m p
(a,b)
n+1 + bp(a,b)n p

(a,b)
m−1 = p

(a,b)
m+n+1. (3.45)

A generalização dada no Corolário 3.63 pode ser encontrada como o Teorema 13 em [5].

Corolário 3.63. (Generalização do Corolário 3.18) Para todo n ≥ 0, p
(a,b)
n divide p

(a,b)
2n+1.

Teorema 3.64. (Generalização do Teorema 3.19) Para todo n ≥ 1,

(p(a,b)n )2 = p
(a,b)
n+1p

(a,b)
n−1 + (−1)nbn. (3.46)

Lema 3.65. (Generalização do Lema 3.23) Para todo n ≥ 0,

j(a,b)n = p(a,b)n + bp
(a,b)
n−2 . (3.47)
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Teorema 3.66. (Generalização do Teorema 3.24) Para todo n ≥ 1

j(a,b)n =
∑

r≥0

n

n− r

(
n− r

r

)
an−2rbr. (3.48)

Teorema 3.67. (Generalização do Teorema 3.25) Para todo n ≥ 0,

b
n∑

i=0

j
(a,b)
i = j

(a,b)
n+2 − an+2. (3.49)

Teorema 3.68. (Generalização do Teorema 3.26) Para todo n ≥ 0,

j
(a,b)
n+1 p

(a,b)
n = p

(a,b)
2n+1. (3.50)

Teorema 3.69. (Generalização do Teorema 3.27) Para todo n ≥ 0,

ap
(a,b)
n−1 + j(a,b)n = 2p(a,b)n . (3.51)

Teorema 3.70. (Generalização do Teorema 3.30) Para todo n ≥ 0,

j
(a,b)
2n+1 = a

∑

i≥0

bn−ij
(a,b)
2i . (3.52)

Teorema 3.71. (Generalização do Teorema 3.31) Para todo n,m ≥ 0,

p(a,b)m p(a,b)n + (a2 + 4b)p
(a,b)
m−1p

(a,b)
n−1 = 2j

(a,b)
m+n. (3.53)

Teorema 3.72. (Generalização do Teorema 3.37) Para todo n ≥ 0,

(a2 + 4b)p(a,b)n = j
(a,b)
n+2 + bj(a,b)n . (3.54)
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CAPÍTULO 4

NÚMEROS DE JACOBSTHAL

Q-ANÁLOGOS E

GENERALIZAÇÕES

No artigo [7] são apresentadas provas combinatórias usando q−contagens de conjuntos de ladri-

lhamentos para identidades envolvendo os números de Pell. Além disso, usando a ideia de algumas

identidades envolvendo os números de Pell são feitas generalizações.

Usando a relação de recorrência para os números q−análogos e a função peso dada em [7] iremos

fazer q-contagens de conjuntos formados através de todas as maneiras de preencher um tabuleiro

finito usando quadrados de a diferentes cores e dominós de b cores distintas e provar identidades

envolvendo os números q−análogos de Jacobsthal. Através de algumas das identidades provadas

no Caṕıtulo 3 iremos contribuir com novas generalizações usando as notações definidas em [7].

4.1 Generalização de q−análogos

Em [7] é determinada uma recorrência geral de q−análogos para números arbitrários de cores

de quadrados e cores de dominós dada por

Pn+1(a, b; q) =
1− qa(n+1)

1− qn+1
Pn(a, b; q) + qn

1− qbn

1− qn
Pn−1(a, b; q),

com condições iniciais dadas por P0(a, b; q) = 1, P1(a, b; q) =
1− qa

1− q
.
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Nesta definição temos que Pn+1(a, b; q) é a q−contagem do número de possibilidades de pre-

encher um tabuleiro de ordem 1 × (n + 1) usando a ≥ 1 diferentes cores de quadrados e b ≥ 1

diferentes cores de dominós, ou ainda, usando s1, . . . , sa tipos de quadrados e d1, . . . , db tipos de

dominós, com função peso definida como

w(t) =

{
qij , se t é um dominó dj na posição (i, i+ 1),

qi(j−1), se t é um quadrado sj na posição i.

Observemos que nessa definição de peso podemos considerar s1 como sendo o quadrado branco

e portanto o quadrado branco tem peso dado por q0 = 1, independente da posição que se encontra.

Assim, definem-se os números q−análogos de Jacobsthal, Jn(q), pela relação de recorrência

Jn+1(q) = Jn + (qn + q2n)Jn−1, n ≥ 1,

com as condições iniciais J0(q) = J1(q) = 1, e pesos dados por

w(t) =





qi, se t é um dominó cinza na posição (i, i+ 1),

q2i, se t é um dominó preto na posição (i, i+ 1),

1, se t é um quadrado branco.

Seja kn o conjunto de todos os ladrilhamentos de ordem 1×n com quadrados brancos, dominós

cinzas e dominós pretos. Então, para T ∈ kn, define-se o q−peso de T por

wq(T ) =
∏

t∈T

qw(t),

e

J̃n(q) =
∑

T∈kn

wq(T ).

Segue disto que Jn(q) = J̃n(q).

Exemplo 4.1. Para n = 3 temos na Figura 4.1 os pesos da q-enumeração dos ladrilhamentos de

Jacobsthal:

w

( )
= 1;

w

( )
= q2;
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w

( )
= q;

w

( )
= q2;

w

( )
= q4.

Figura 4.1: q-enumeração dos ladrilhamentos de Jacobsthal de tamanho n=3

Então J̃3(q) = 1 + q + 2q2 + q4 = J2(q) + (q2 + q4)J1(q) = J3(q).

Ainda em [7] segue a generalização do Teorema 3.16.

Teorema 4.2. (Generalização do Teorema 3.16) Para todo n ≥ 0,

J2n+1(q) =

n∑

i=0

qn(n+1)−i(i+1)
n∏

j=i+1

1− q4j

1− q2j
J2i(q). (4.1)

Demonstração: O lado esquerdo da igualdade (4.1) q−conta todos os ladrilhamentos de tamanho

2n+1. Claramente tais ladrilhamentos contêm pelo menos um quadrado branco com última posição

em uma célula ı́mpar 2i + 1 para 0 ≤ i ≤ n. Então as 2i primeiras posições são cobertas por um

ladrilhamento de Jacobsthal de tamanho 2i e as 2(n − i) posições restantes devem ser cobertas

apenas por dominós.

Temos que qn(n+1)−i(i+1) é o peso do 2(n− i) ladrilhamento coberto apenas por dominós cinzas,

uma vez que o peso é dado por

q(2i+2)+(2i+4)+···+2n = q
(2i+2+2n)(n−i)

2 = q(i+1+n)(n−i) = qn(n+1)−i(i+1).

E, como o peso do dominó preto é o dobro do peso do dominó cinza, podemos associar a função

geradora que determina a presença de dominó preto ou dominó cinza em cada par de células dada

por

qn(n+1)−i(i+1)
n∏

j=i+1

(1 + q2j).

Portanto, o q−peso de um ladrilhamento de tamanho 2n+ 1 de Jacobsthal é dado por

qn(n+1)−i(i+1)
n∏

j=i+1

1 + q2jJ2i;
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ou ainda,

qn(n+1)−i(i+1)
n∏

j=i+1

1− q4j

1− q2j
J2i.

Somando em n, com 0 ≤ i ≤ n, obtemos o resultado.

2

4.2 Identidades envolvendo os q-Números de

Jacobsthal

Seguindo o mesmo racioćınio, demonstraremos novos teoremas q−análogos das identidades en-

volvendo os números de Jacobsthal e, além disso, usando a notação da generalização de q−análogos

provaremos a generalização desses novos teoremas q-análogos.

4.2.1 Teorema q-Análogo do Lema 3.4

Inicialmente, denotamos pj,k,l como sendo o polinômio gerado como coeficiente de xjykzl na

expansão de (x+ y + z)j+k+l com inversões de peso yx = q2xy, zx = q2xz e zy = qyz.

Exemplo 4.3. Considere alguns exemplos, nos casos j + k + l = 2, 3 e 4. Temos

(x+ y + z)2 = x2 + y2 + z2 + (1 + q2)xy + (1 + q)yz + (1 + q2)xz,

ou ainda

(x+ y + z)2 = x2 + y2 + z2 +
1− q4

(1− q2)
xy +

1− q2

(1− q)
yz +

1− q4

(1− q2)
xz.

Fazendo (x+ y + z)2(x+ y + z), e aplicando os pesos das inversões obtemos

(x+ y + z)3 = x3 + y3 + z3 +
1− q6

(1− q2)
xy2 +

1− q6

(1− q2)
xz2

+
1− q6

(1− q2)
x2y +

1− q6

(1− q2)
x2z

+
1− q3

(1− q)
yz2 +

1− q3

(1− q)
y2z +

1− q6

(1− q)
xyz;

onde
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(1− q6)

(1− q2)
= q2

(1− q4)

(1− q2)
+ 1;

(1− q3)

(1− q)
= q

(1− q2)

(1− q)
+ 1;

1− q6

(1− q)
=

(1− q4)

(1− q2)
+ q

(1− q4)

(1− q2)
+ q2∗2

(1− q2)

(1− q)
.

Agora, fazendo (x+ y+ z)4 = (x+ y+ z)3(x+ y+ z) e aplicando o peso das inversões obtemos

(x+ y + z)4 = x4 + y4 + z4 +

(
q6 +

1− q6

(1− q2)

)
xy3 +

(
q6 +

1− q6

(1− q2)

)
xz3

+

(
1− q6

(1− q2)
+ q4

1− q6

(1− q2)

)
x2y2 +

(
1− q6

(1− q2)
+ q4

1− q6

(1− q2)

)
x2z2

+

(
q2

1− q6

(1− q2)
+ 1

)
x3y +

(
q2

1− q6

(1− q2)
+ 1

)
x3z

+

(
q6

1− q3

(1− q)
+ q2

1− q6

(1− q2)
+

1− q6

(1− q)

)
xyz2

+

(
q6

1− q3

(1− q)
+ q

1− q6

(1− q)
+

1− q6

(1− q2)

)
xy2z

+

(
q4

1− q6

(1− q)
+ q

1− q6

(1− q2)
+

1− q6

(1− q2)

)
x2yz+

+

(
q3

1− q3

(1− q)

)
yz3 +

(
q2

1− q3

(1− q)
+

1− q3

(1− q)

)
y2z2

+

(
1 + q

1− q3

(1− q)

)
y3z.

Lema 4.4. A função geradora para ladrilhamentos com exatamente j dominós pretos, k dominós

cinzas e l quadrados brancos é dada por

q2j
2+2kj+k2pj,k,l.

Demonstração: Seja Tj,k,l o conjunto de ladrilhamentos com exatamente j dominós pretos, k

dominós cinzas e l quadrados brancos onde n = 2j + 2k + l. Dado T ∈ Tj,k,l vamos associar uma

sequência δT trocando cada dominó preto pelo śımbolo x, cada dominó cinza pelo śımbolo y, e cada

quadrado branco pelo śımbolo z. Esta sequência está no conjunto Sxj ,yk,zl de todas as sequências

com j caracteres x, k caracteres y e l caracteres z. Assim, dada uma sequência δ ∈ Sxj ,yk,zl existe

um ladrilhamento Tδ ∈ Tj,k,l que lhe é associado.

O ladrilhamento T ∈ Tj,k,l de peso onde o expoente de q é mı́nimo é dado pelo ladrilhamento

Tmin ∈ Tj,k,l correspondente a sequência δmin dada por
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δmin = xxx · · ·xx︸ ︷︷ ︸
j

yyy · · · yy︸ ︷︷ ︸
k

zzz · · · zz︸ ︷︷ ︸
l

.

Isto ocorre pelos seguintes fatos:

1. o expoente de q no peso de um ladrilhamento seguido de um dominó preto seguido de um

dominó cinza é menor do que o expoente de q no peso de um ladrilhamento seguido de um dominó

cinza seguido de um dominó preto;

2. o expoente de q no peso de um ladrilhamento seguido de um dominó preto seguido de um

quadrado branco é menor do que o expoente de q no peso de um ladrilhamento seguido de um

quadrado branco seguido de um dominó preto;

3. o expoente de q no peso de um ladrilhamento seguido de um dominó cinza seguido de um

quadrado branco é menor do que o expoente de q no peso de um ladrilhamento seguido de um

quadrado branco seguido de um dominó cinza.

Assim, o peso do ladrilhamento Tmin é dado por

q

(
2.

j∑

i=1

2i− 1 +

k∑

m=1

2j + 2m− 1

)

= q2j
2+2kj+k2 .

Queremos então estudar o quanto o expoente de q no peso de um ladrilhamento qualquer

T ∈ Tj,k,l difere do expoente de q no peso do ladrilhamento Tmin.

Dada uma sequência δ ∈ Sxj ,yk,zl definimos os pesos das inversões

yx = q2xy,

zx = q2xz

zy = qyz.

Exemplo 4.5. Tome por exemplo a sequência y2zxyx, associada a um ladrilhamento T ∈ T2,3,1.

Neste caso temos ladrilhamento Tmin de peso de expoente mı́nimo 29 associado a sequência x2y3z.

Obtemos

y2zxyx = yyzxyx = q2yyxzyx = q3yyxyzx = q5yyxyxz = q7yyxxyz

= q9yxyxyz = q11yxxyyz = q13xyxyyz = q15x2y3z.

Assim

w(T ) = q15w(Tmin) = q15q29 = q44.
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Então o peso w(T ) é dado em termos de w(Tmin) pela multiplicação de uma potência de q.

Considere a sequência de peso mı́nimo q13, x2yz correspondente ao ladrilhamento com dois

dominós pretos seguidos de um dominó cinza, que por sua vez é seguido de um quadrado branco.

Através de permutação dos śımbolos x, y e z, encontramos as seguintes sequências:

xxyz = x2yz;

xxzy = qx2yz;

xyxz = q2x2yz;

xzxy = q3x2yz;

xyzx = q4x2yz;

yxxz = q4x2yz;

xzyx = q5x2yz;

zxxy = q5x2yz;

yxzx = q6x2yz;

zxyx = q7x2yz;

yzxx = q8x2yz;

zyxx = q9x2yz.

Assim, determinamos o polinômio 1+ q+ q2+ q3+2q4+2q5+ q6+ q7+ q8+ q9 correspondente

à sequência x2yz. Este polinômio nos diz quais são as potências de q a serem multiplicadas pelo

peso mı́nimo e portanto obtemos o polinômio

(1 + q + q2 + q3 + 2q4 + 2q5 + q6 + q7 + q8 + q9)q13,

gerador de todos os pesos de ladrilhamentos com dois dominós pretos, um dominó cinza e um

quadrado branco.

Exemplo 4.6. Notemos, na expansão de (x + y + z)4, que o coeficiente de x2yz é exatamente o

polinômio correspondente à sequência x2yz,

(
q4

1− q6

(1− q)
+ q

1− q6

(1− q2)
+

1− q6

(1− q2)

)
,

ou ainda

q4(1 + q + q2 + q3 + q4 + q5) + q(1 + q2 + q4) + (1 + q2 + q4) =

1 + q + q2 + q3 + 2q4 + 2q5 + q6 + q7 + q8 + q9.
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Assim, o polinômio pj,k,l gerado como coeficiente de xjykzl na expansão de (x + y + z)k+j+l

determina quais são as potências de q a serem multiplicadas pelo peso mı́nimo, e portanto determina

a função geradora dos ladrilhamentos com exatamente j dominós pretos, k dominós cinzas e l

quadrados brancos, uma vez que,

∑

T∈Tk,j,l

wq(T ) =
∑

δ∈S
xk,yj ,zl

wq(Tδ)

= w(Tmin)pj,k,l

= q2j
2+2kj+k2pj,k,l.

2

Teorema 4.7. Para todo n ≥ 0,

Jn(q) =

⌊n−1
2 ⌋∑

r=0

qr
2

r∑

j=0

qj
2
pj,r−j,n−2r.

Demonstração: No lado esquerdo da igualdade é q−contado o conjunto de ladrilhamentos

de Jacobsthal de tamanho n. Considere agora os ladrilhamentos de tamanho n com exatamente

r = j + k dominós, j dominós pretos e k dominós cinzas. Então estes ladrilhamentos têm n − 2r

quadrados brancos. Aplicando o Lema 4.4 temos que a soma de todos os q−pesos dos ladrilhamentos

com exatamente j dominós pretos, k dominós cinzas e n− 2r quadrados brancos é

q2j
2+2kj+k2pk,j,n−2r.

Fazendo k = r − j, obtemos

q2j
2+2j(r−j)+(r−j)2pk,r−k,n−2r,

ou ainda,

qr
2+j2pj,r−j,n−2r.

Somando sobre todas as possibilidades de j and r obtemos a igualdade

Jn(q) =

⌊n−1
2 ⌋∑

r=0

r∑

j=0

qr
2+j2pj,r−j,n−2r.

2
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4.2.2 Teorema q-Análogo do Lema 3.24

Para demonstrar tal resultado começaremos provando um lema auxiliar. A q−contagem de la-

drilhamentos de Jacobsthal de tamanho n deslocados de m posições para a direita será denominado

Jm
n (q).

Lema 4.8. A função geradora para ladrilhamentos deslocados de m posições para a direita com

exatamente j dominós pretos, k dominós cinzas e l quadrados brancos é dada por

qm(2j+k)+2j2+2kj+k2pj,k,l.

Demonstração: Seja um ladrilhamento de tamanho n = 2j + 2k + l, de peso q2j
2+2kj+k2pk,j,l

dado pelo Lema 4.4. Observemos que, deslocando-o em m posições para a direita, o peso de cada

dominó preto é multiplicado por q2m e o peso de cada dominó cinza é multiplicado por qm, obtendo

a adição de m(2j + k) ao expoente de q no peso inicial, onde segue o resultado.

2

Teorema 4.9. Para todo n ≥ 0,

Jn(q) + (qn + q2n)J1
n−2(q) =

⌊n−1
2 ⌋∑

r=0

qr
2

r∑

j=0

qj
2 [

pj,r−j,n−2r + qn−r+j+1×

×
{
pj,r−j−1,n−2r + qn+6j+1pj−1,r−j,n−2r

}]
.

Demonstração:

Do lado esquerdo da igualdade temos a q−contagem de braceletes de tamanho n = 2k+2j + l,

contendo exatamente j dominós pretos, k = r − j dominós cinzas e l quadrados brancos. Primei-

ramente considere um bracelete fora de fase tendo um dominó (preto ou cinza) na posição (n, 1).

Observemos que, se tivermos um dominó preto temos a contribuição de q2n, caso contrário, temos

a contribuição de qn no peso do ladrilhamento. Removendo este dominó teremos um ladrilhamento

de Jacobsthal de tamanho n− 2 deslocado em uma posição a direita. No segundo caso, considere

um bracelete em fase, ou seja, um bracelete que pode ser quebrado entre as células n e 1, obtendo

um n−ladrilhamento. Assim a soma dos q−pesos de todos os braceletes de tamanho n é dado por

Jn(q) + (qn + q2n)J1
n−2(q).

Por outro lado, dado 0 ≤ r ≤
⌊
n−1
2

⌋
e 0 ≤ j ≤ r, determinaremos a soma dos q−pesos de todos

os braceletes de tamanho n com exatamente r dominós e n− 2r quadrados brancos. Pelo Lema 4.4

temos que a soma dos q−pesos de um bracelete em fase é dada por
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qr
2+j2pj,r−j,n−2r.

De modo, análogo, aplicando o Lema 4.8 para m = 1, obtemos que a soma dos q−pesos de um

bracelete fora de fase é dada por

q2n
(
q2j+kq2(j−1)2+2k(j−1)+k2pj−1,k,l

)
+ qn

(
q2j+kq2j

2+2(k−1)j+(k−1)2pj,k−1,l

)
.

Fazendo k = r − j e somando sobre 0 ≤ r ≤
⌊
n−1
2

⌋
e 0 ≤ j ≤ r, obtemos

⌊n−1
2 ⌋∑

r=0

qr
2

r∑

j=0

qj
2 [

pj,r−j,n−2r + qn−r+j+1 ×
{
pj,r−j−1,n−2r + qn+6j+1pj−1,r−j,n−2r

}]
,

onde segue a igualdade.

2

4.2.3 Alguns Teoremas q−análogos e Generalizações

Aplicando o mesmo racioćınio, obtemos os seguintes teoremas q−análogos cujas demonstrações

seguem pelos mesmos prinćıpios dos teoremas e lemas dos quais são correspondidos analogamente.

A cerca de notação considere Pm
n+1(a, b; q) a q−contagem do número de possibilidades de pre-

encher um ladrilhamento de tamanho n+ 1 com posições deslocadas em m posições para a direita

usando a ≥ 1 diferentes cores de quadrado e b ≥ 1 diferentes cores de dominós.

Teorema 4.10. ( Teorema q−Análogo do Teorema 3.15) Para n ≥ 0,

n∑

i=0

(qi+1 + q2(i+1))Ji(q) = Jn+2(q)− 1. (4.2)

Demonstração: O lado direito da igualdade 4.2 q−conta todos os ladrilhamentos de Jacobsthal

de tamanho (n + 2) excluindo o ladrilhamento contendo apenas quadrados brancos. Considere

agora a localização do último dominó. Existem (qi+1 + q2(i+1))Ji(q) ladrilhamentos onde o último

dominó cobre as células i + 1 e i + 2, uma vez que as células de 1 a i são ladrilhadas de Ji(q)

maneiras, as células i + 1 e i + 2 são cobertas por um dominó cinza de peso qi+1 ou um dominó

preto de peso q2(i+1); e as células de i+3 até n+2 são cobertas por quadrados brancos. Somando

em i, com 0 ≤ i ≤ n segue o resultado.

2
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Teorema 4.11. ( Teorema q−Análogo Generalizado do Teorema 3.15) Para n ≥ 0,

n∑

i=0

(
qi+1(1− qb(i+1))

1− qi+1

)
Pi(a, b; q)

(n+2)∏

j=i+3

(1− qaj)

1− qj
= Pn+2(a, b; q)−

n+2∏

i=1

(1− qia)

(1− qi)
. (4.3)

Demonstração: O lado direito da igualdade (4.3) q−conta todos os ladrilhamentos de tamanho

(n+ 2) com a ≥ 1 diferentes cores de quadrado, inclusive a cor branca, e b ≥ 1 diferentes cores de

dominós, excluindo os ladrilhamentos contendo apenas quadrados.

Considere agora a localização do último dominó. Existem

(qi+1 + q2(i+1) + · · ·+ qb(i+1))Pi(a, b; q)

(n+2)∏

j=i+3

(1 + qj + q2j + · · ·+ q(a−1)j) =

=

(
qi+1(1− qb(i+1))

1− qi+1

)
Pi(a, b; q)

(n+2)∏

j=i+3

(1− qaj)

1− qj

ladrilhamentos onde o último dominó cobre as células i+ 1 e i+ 2, uma vez que as células de 1 a i

são ladrilhadas de Pi(a, b; q) maneiras, as células i+ 1 e i+ 2 são cobertas por um dominó de peso

qt(i+1); com 1 ≤ t ≤ b; e as células de i + 3 até n + 2 são cobertas por quadrados com peso dado

por

(n+2)∏

j=i+3

(1− qaj)

1− qj
. Somando em i, com 0 ≤ i ≤ n segue o resultado.

2

Corolário 4.12. Para n ≥ 0,

n∑

i=0

qi+1Pi(2, 1; q)

(n+2)∏

j=i+3

(1 + qj) = Pn+2(2, 1; q)−
n+2∏

i=1

(1 + qi). (4.4)

Teorema 4.13. ( Teorema q−Análogo do Teorema 3.16) Para n ≥ 0,

J2n+1(q) =

n∑

i=0

J2i(q)

(n−i)∏

j=1

(q2(i+j) + q4(i+j)). (4.5)

Demonstração: O lado esquerdo da igualdade (4.5) q−conta todos os (2n+ 1)−ladrilhamentos

com quadrados brancos, dominós cinzas e dominós pretos. Como 2n + 1 é ı́mpar então cada

ladrilhamento deve conter um número ı́mpar de quadrados brancos e o último quadrado deve estar

em uma posição ı́mpar. Vamos fazer a q−contagem pela posição do último quadrado branco no

ladrilhamento.

Suponha que o último quadrado branco se encontra na posição 2i+ 1, do lado esquerdo temos

um ladrilhamento de ordem 2i e do lado direito restam 2(n−i) posições começando na posição 2i+2
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e terminando em 2n + 1, que devem ser cobertas apenas por dominós. Como existem duas cores

de dominós e cada cor tem um peso associado dependente de sua posição temos, para cada posição

(2i+2j) com j no intervalo dos inteiros entre 1 e (n− i), a escolha q−contada por (q2i+j+q2(2i+j)).

Variando em j obtemos o produto dependente de i

J2i(q)

(n−i)∏

j=1

(q2i+2j + q2(2i+2j)) = J2i(q)

(n−i)∏

j=1

(q2(i+j) + q4(i+j)),

do qual, somando em i, com 0 ≤ i ≤ n, obtemos o resultado.

2

Teorema 4.14. ( Teorema q−Análogo Generalizado do Teorema 3.16) Para n ≥ 0,

P2n+1(a, b; q) =
n∑

i=0

(1− qa(2i+1))

(1− q(2i+1))
P2i(a, b; q)

(n−i)∏

j=1

(
q2(i+j)(1− q2b(i+j))

1− q2(i+j)

)
. (4.6)

Demonstração: O lado esquerdo da igualdade (4.6) q−conta todos os ladrilhamentos de ordem

2n + 1 com a ≥ 1 diferentes cores de quadrado, inclusive a cor branca, e b ≥ 1 diferentes cores

de dominós. Como 2n + 1 é impar então cada ladrilhamento deve conter um número ı́mpar de

quadrados e o último quadrado deve estar em uma posição ı́mpar. Vamos fazer a q−contagem pela

posição do último quadrado no ladrilhamento.

Suponha que o último quadrado se encontra na posição 2i+ 1, com possibilidade de peso dado

pelo polinômio (1 + q(2i+1) + q2(2i+1) + · · ·+ q(a−1)(2i+1)) =
(1− qa(2i+1))

(1− q(2i+1))
. Do lado esquerdo temos

um ladrilhamento de ordem 2i e do lado direito restam 2(n − i) posições começando na posição

2i + 2 e terminando em 2n + 1, que devem ser cobertas apenas por dominós. Como existem b

cores de dominó e cada cor tem um peso associado dependente de sua posição temos, para cada

posição (2i + 2j) com j no intervalo dos inteiros entre 1 e (n − i), inclusive, a escolha q−contada

por (q2i+j + q2(2i+j) + · · ·+ qb(2i+j)).

Fazendo a mudança da variável j para 2j, com 1 ≤ j ≤ (n+ 1) obtemos a soma para cada j :

(q2(i+j) + q4(i+j) + · · ·+ q2b(i+j)) =

(
q2(i+j)(1− q2b(i+j))

1− q2(i+j)

)
.

Variando em j obtemos o produto dependente de i :

(1 + q(2i+1) + q2(2i+1) + · · ·+ q(a−1)(2i+1))P2i(a, b; q)

(n−i)∏

j=1

(q2(i+j) + q4(i+j) + · · · q2b(i+j)) =

=
(1− qa(2i+1))

(1− q(2i+1))
P2i(a, b; q)

(n−i)∏

j=1

(
q2(i+j)(1− q2b(i+j))

1− q2(i+j)

)
,
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do qual somando em i, com 0 ≤ i ≤ n, obtemos o resultado.

2

Corolário 4.15. Para n ≥ 0,

P2n+1(2, 1; q) =

n∑

i=0

(1 + q(2i+1))P2i(2, 1; q)

(n−i)∏

j=1

q2(i+j). (4.7)

Teorema 4.16. (Teorema q−Análogo do Teorema 3.17) Para n ≥ 0,

Jm(q)Jm
n+1(q) + (qm + q2m)Jm+1

n (q)Jm−1(q) = Jm+n+1(q). (4.8)

Demonstração: Do lado direito da igualdade (4.8) temos o conjunto dos ladrilhamentos de

Jacobsthal ordem 1× (m+ n+ 1) q−contados por Jm+n+1(q).

Consideremos agora as condições de separabilidade de um ladrilhamento. Se um ladrilhamento

de ordem (m+n+1) é quebrável na célula m, então podemos criar um ladrilhamento de ordem m

seguido de um ladrilhamento de ordem (n + 1) onde as peças estão em posições deslocadas em m

unidades. Este conjunto é q−enumerado por Jm(q)Jm
n+1(q).

Caso contrário, existirá um dominó, preto ou cinza, cobrindo as células m e m+1. Então pode-

mos criar um ladrilhamento de ordem (m− 1) seguido de um dominó e um n−ladrilhamento onde

as peças estão em posições deslocadas em m+1 unidades. Estes ladrilhamentos são q−enumerados

por (qm + q2m)Jm+1
n (q)Jm−1(q).

Como não é posśıvel um ladrilhamento ser separável e não separável na célula m simultanea-

mente, obtemos a igualdade.

2

Corolário 4.17. (Teorema q−Análogo do Teorema 3.26) Para n ≥ 1,

J2n+1(q) = Jn(q)J
n
n+1(q) + (qn + q2n)Jn+1

n (q)Jn−1(q). (4.9)

Demonstração: Basta tomar m = n em (4.8).

2

Teorema 4.18. (Teorema q−Análogo Generalizado do Teorema 3.17) Para n ≥ 0,

Pm(a, b; q)Pm
n+1(a, b; q) +

(
qm(1− qbm)

1− qm

)
Pm+1
n (a, b; q)Pm−1(a, b; q) = Pm+n+1(a, b; q). (4.10)
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Demonstração: Do lado direito da igualdade (4.10) temos os ladrilhamentos de tamanho (m+

n+ 1) q−contados por Pm+n+1(a, b; q).

Consideremos agora as condições de separabilidade de um ladrilhamento. Se um ladrilhamento

de ordem (m + n + 1) é quebrável na célula m, então podemos criar um ladrilhamento de ordem

m seguido de um ladrilhamento de ordem (n+ 1) com posições deslocadas em m unidades para a

direita. Este conjunto é q−enumerado por Pm(a, b; q)Pm
n+1(a, b; q).

Caso contrário, existirá um dominó cobrindo as células m e m+ 1 com peso dado por

(qm + q2m + · · ·+ qbm) =

(
qm(1− qbm)

1− qm

)
.

Então podemos criar um ladrilhamento de ordem (m−1) seguido de um dominó que por sua vez

é seguido de um n−ladrilhamento com posições deslocadas em m+1 unidades para a direita. Estes

ladrilhamentos são q−enumerados por

(
qm(1− qbm)

1− qm

)
Pm+1
n (a, b; q)Pm−1(a, b; q). Desde que não é

posśıvel um ladrilhamento ser separável e não separável na célula m simultaneamente, obtemos a

igualdade.

2

Corolário 4.19. (Teorema q−Análogo Generalizado do Teorema (3.26)) Para n ≥ 1,

Pn(a, b; q)P
n
n+1(a, b; q) +

(
qn(1− qbn)

1− qn

)
Pn+1
n (a, b; q)Pn−1(a, b; q) = P2n+1(a, b; q). (4.11)

Demonstração: Basta tomar m = n em (4.10).

2

Teorema 4.20. ( Teorema q−Análogo do Teorema 3.19) Para n ≥ 1,

(Jn(q))
2 =





Jn+1(q)Jn−1(q)−
(
q2p−1 + q2(2p−1)

) p−1∏

j=1

(
q2j−1 + q2(2j−1)

)2
, se n=2p-1

Jn+1(q)Jn−1(q) +

p∏

j=1

(
q2j−1 + q2(2j−1)

)2
, se n=2p.

(4.12)

Demonstração:

O conjunto de pares de ladrilhamentos de ordem 1 × n é q−enumerado por J2
n(q). Também

temos Jn+1(q)Jn−1(q) ladrilhamentos para dois ladrilhamentos colocados um sobre o outro, um de

tamanho n+ 1 e o outro de tamanho n− 1.

Vamos dividir a prova em dois casos dependendo da paridade de n.
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Seja um par de ladrilhamentos de tamanho n. Se n é ı́mpar com formato n = 2p − 1, p in-

teiro positivo, então existe pelo menos um quadrado branco nos dois ladrilhamentos e portanto o

par de ladrilhamentos de ordem 1 × n contêm uma falha e consequentemente uma cauda. Por-

tanto, trocando as caudas dos ladrilhamentos obtemos dois ladrilhamentos, um de ordem n + 1

e o outro de ordem n − 1, com as mesmas falhas. Essa correspondência entre todos os pares de

n−ladrilhamentos contendo falhas e os pares de (n + 1)−ladrilhamento e (n − 1)−ladrilhamento

está bem definida. No entanto, para torná-la biuńıvoca, devemos descontar os pares compostos

de um (n+ 1)−ladrilhamento e um (n− 1)−ladrilhamento preenchidos com apenas dominós, pois

estes não contêm falhas. Ou ainda, devemos descontar os ladrilhamentos q−contados por

p∏

j=1

(
q2j−1 + q2(2j−1)

) p−1∏

j=1

(
q2j−1 + q2(2j−1)

)
=
(
q2p−1 + q2(2p−1)

) p−1∏

j=1

(
q2j−1 + q2(2j−1)

)2
.

Logo temos (Jn(q))
2 = Jn+1(q)Jn−1(q)−

(
q2p−1 + q2(2p−1)

) p−1∏

j=1

(
q2j−1 + q2(2j−1)

)2
.

Quando n = 2p é par, aplicamos o mesmo argumento anterior para obter uma correspondência

biuńıvoca entre todos os pares de n−ladrilhamentos e todos os pares compostos de um (n +

1)−ladrilhamento e um (n − 1)−ladrilhamento contendo falhas. Nesse caso, o ladrilhamento con-

tendo apenas dominós é o único ladrilhamento que compõe um par de n−ladrilhamentos sem falhas.

Logo temos que descontar os ladrilhamentos contados por

p∏

j=1

(
q2j−1 + q2(2j−1)

)2
.

Assim temos (Jn(q))
2 −

p∏

j=1

(
q2j−1 + q2(2j−1)

)2
= Jn+1(q)Jn−1(q), o que completa a prova.

2

Teorema 4.21. ( Teorema q−Análogo Generalizado do Teorema 3.19) Para n ≥ 1,

(Pn(a, b; q))
2 =





Pn+1(a, b; q)Pn−1(a, b; q)−
(
q2p−1(1− qb)

1− q

) p−1∏

j=1

(
q2j−1(1− qb)

1− q

)2

, se n=2p-1

Pn+1(a, b; q)Pn−1(a, b; q) +

p∏

j=1

(
q2j−1(1− qb)

1− q

)2

, se n=2p.

(4.13)
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Demonstração: Considere todas as maneiras de ladrilhar tabuleiros de ordem 1×n, 1× (n+1),

e 1 × (n − 1), usando a ≥ 1 diferentes cores de quadrados, inclusive a cor branca, e b ≥ 1 cores

de retângulos. O conjunto de pares de ladrilhamentos de ordem n é q−enumerado por P 2
n(a, b; q).

Também temos Pn+1(a, b; q)Pn−1(a, b; q) ladrilhamentos para dois ladrilhamentos colocados um

sobre o outro, um de ordem n+ 1 e o outro de ordem n− 1.

Vamos dividir a prova em dois casos dependendo da paridade de n.

Seja um par de ladrilhamentos de tamanho n. Se n é ı́mpar com formato n = 2p − 1, p

inteiro positivo, então existe pelo menos um quadrado nos dois ladrilhamentos e portanto o par de

ladrilhamentos de ordem n contém uma falha e consequentemente uma cauda. Portanto, trocando

as caudas dos ladrilhamentos obtemos dois ladrilhamentos, um de ordem n+1 e o outro de ordem n−
1, com as mesmas falhas. Essa correspondência entre todos os pares de n-ladrilhamentos contendo

falhas e os pares de (n+1)−ladrilhamento e (n−1)−ladrilhamento está bem definida. No entanto,

para torná-la biuńıvoca, devemos descontar os pares compostos de um (n+1)−ladrilhamento e um

(n − 1)−ladrilhamento ladrilhados com apenas dominós, pois estes não contém falhas. Ou ainda,

devemos descontar os ladrilhamentos q-contados por

p∏

j=1

(
q2j−1 + q2(2j−1) · · ·+ qb(2j−1)

) p−1∏

j=1

(
q2j−1 + q2(2j−1) · · ·+ qb(2j−1)

)

=

(
q2p−1(1− qb(2p−1))

1− q2p−1

)
p−1∏

j=1

(
q2j−1(1− qb(2j−1))

1− q2j−1

)2

.

Logo temos

(Pn(a, b; q))
2 = Pn+1(a, b; q)Pn−1(a, b; q)−

(
q2p−1(1− qb(2p−1))

1− q2p−1

)
p−1∏

j=1

(
q2j−1(1− qb(2j−1))

1− q2j−1

)2

.

Quando n = 2p é par, aplicamos o mesmo argumento anterior para obter uma correspondência

biuńıvoca entre todos os pares de n− ladrilhamentos e todos os pares de (n + 1)−ladrilhamento

e (n − 1)−ladrilhamento contendo falhas. Nesse caso, o ladrilhamento contendo apenas dominós

são os únicos ladrilhamentos que forma um par de n−ladrilhamentos sem falhas. Logo temos que

descontar os ladrilhamentos contados por

p∏

j=1

(
q2j−1 + q2(2j−1) · · ·+ qb(2j−1)

)2
=

p∏

j=1

(
q2j−1(1− qb(2j−1))

1− q2j−1

)2

.

Assim temos
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(Pn(a, b; q))
2 −

p∏

j=1

(
q2j−1(1− qb(2j−1))

1− q2j−1

)2

= Pn+1(a, b; q)Pn−1(a, b; q),

o que completa a prova.

2

Corolário 4.22. Para n ≥ 1,

(Pn(2, 1; q))
2 =





Pn+1(2, 1; q)Pn−1(2, 1; q)− q2p−1
p−1∏

j=1

q2(2j−1), se n=2p-1

Pn+1(2, 1; q)Pn−1(2, 1; q) +

p∏

j=1

q2(2j−1), se n=2p.

(4.14)

Teorema 4.23. ( Teorema q−Análogo do Teorema 3.25) Para n ≥ 1,

Jn+2(q) + (qn+2 + q2(n+2))J1
n(q)− 1 = (qn+2 + q2(n+2))

{
1 +

n∑

k=2

(qk + q2k)J1
k−1(q)

}

+
n∑

k=0

(qk+1 + q2(k+1))Jk(q).

(4.15)

Demonstração:

Considere todas as maneiras posśıveis de ladrilhar um tabuleiro circular de tamanho n+2 com

posições rotuladas em sentido horário utilizando quadrados brancos, dominós “curvos” cinzas e

pretos, ou seja, todos os braceletes de Jacobsthal de ordem 1× (n+ 2).

Os braceletes podem estar em fase ou fora de fase. Dado um bracelete, se ele estiver fora de fase

então temos um dominó na posição (n+ 2, 1). Se tivermos um dominó preto na posição (n+ 2, 1)

temos a contribuição no peso do fator q2(n+2), caso contrário , se tivermos um dominó cinza temos a

contribuição de qn+2 no peso do ladrilhamento. Removendo este dominó teremos um ladrilhamento

de Jacobsthal de tamanho n−2 deslocado em uma posição á direita contado por J1
n(q). No segundo

caso, considere um bracelete em fase, então este bracelete que pode ser quebrado entre as células

n + 2 e 1, obtendo um (n + 2)− ladrilhamento. Assim a soma dos q-pesos de todos os braceletes

de tamanho (n+ 2) é dado por

Jn+2(q) + (qn+2 + q2(n+2))J1
n(q).

Portanto, temos que o lado esquerdo da igualdade q−conta o número de braceletes de ordem

1× (n+ 2) retirando-se o caso onde o bracelete contem apenas quadrados brancos.

Para determinar a igualdade, iremos considerar a localização do último dominó. Existem duas

possibilidades. Se o bracelete está em fase o último dominó poderá cobrir as células (k + 1) e
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(k + 2). O número de braceletes desse tipo é q−contado por (qk+1 + q2(k+1))Jk(q), uma vez que

as células de 1 a k são ladrilhadas de Jk(q) maneiras e a contribuição do peso dado pelo dominó

na posição (k + 1, k + 2) é o fator (qk+1 + q2(k+1)); as células de k + 3 até n + 2 são cobertas por

quadrados brancos de peso 1. Variando k entre 0 e n temos todas os posśıveis preenchimentos para

um bracelete em fase dado por

n∑

k=0

(qk+1 + q2(k+1))Jk(q).

Agora se o bracelete está fora de fase teremos um dominó preenchendo a posição (n+ 2, 1). O

último dominó poderá cobrir as células k e k + 1. O número de braceletes desse tipo é q−contado

por (qk + q2k)(qn+2 + q2(n+2))J1
k−1(q), uma vez que as células de 2 a k− 1 são ladrilhadas de J1

k (q)

maneiras, a contribuição do peso dado pelo dominó na posição (k, k + 1) é o fator (qk + q2k), a

contribuição do peso dado pelo dominó na posição (n+2, 1) é o fator (qn+2+ q2(n+2)); as células de

k + 2 até n+ 1 são cobertas por quadrados brancos de peso 1. Variando k entre 2 e n temos todas

os posśıveis preenchimentos para um bracelete fora de fase contendo mais de um dominó. Pode

ainda haver o bracelete fora de fase formado apenas por quadrados brancos, ou seja, formado por

quadrados brancos preenchendo as posições de 2 a n+ 1 e um dominó na posição (n+ 2, 1) com a

contribuição de peso (qn+2 + q2(n+2)).

Assim, obtemos a contribuição

(qn+2 + q2(n+2))

{
1 +

n∑

k=2

(qk + q2k)J1
k−1(q)

}
,

seguindo o resultado.

2

Teorema 4.24. ( Teorema q−Análogo Generalizado do Teorema 3.25) Para n ≥ 1,

Pn+2(a, b; q) +

(
q(n+2)(1− qb(n+2))

1− q(n+2)

)
P 1
n(a, b; q)−

n+2∏

i=1

1− qia

(1− qi)
=

n∑

k=0

(
q(k+1)(1− qb(k+1))

1− q(k+1)

)
Pk(a, b; q)

n+2∏

i=k+3

(
1− qia

1− qi

)
+

(
qn+2(1− qb(n+2))

1− qn+2

)

×
{

n+1∏

i=2

1− qia

(1− qi)
+

n∑

k=2

(
qn+2(1− qb(n+2))

1− qn+2

)(
qk(1− qbk)

1− qk

)
P 1
k−1(a, b; q)

n+1∏

i=k+2

(
1− qia

1− qi

)}
.

.

Demonstração: Considere todas as maneiras posśıveis de ladrilhar um tabuleiro circular de

tamanho n + 2 com posições rotuladas em sentido horário utilizando a ≥ 1 cores de quadrados,
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inclusive a cor branca, e b ≥ 1 cores de dominós “curvos”, ou seja, todos os braceletes de ordem

1 × (n + 2). Considere todos os braceletes de ordem 1 × (n + 2). Os braceletes podem estar em

fase e fora de fase. Dado um bracelete, se ele estiver fora de fase então temos um dominó na

posição (n + 2, 1). Se tivermos um dominó na posição (n + 2, 1) temos a contribuição no peso do

fator (q(n+2) + q2(n+2) + · · · + qb(n+2)) =
q(n+2)(1− qb(n+2))

1− q(n+2)
. Removendo este dominó teremos

um ladrilhamento de tamanho n deslocado em uma posição à direita contado por P 1
n(a, b; q). No

segundo caso, considere um bracelete em fase, então este bracelete que pode ser quebrado entre

as células n + 2 e 1, obtendo um (n + 2)− ladrilhamento. Assim a soma dos q-pesos de todos os

braceletes de tamanho (n+ 2) é dado por

Pn+2(a, b; q) +

(
q(n+2)(1− qb(n+2))

1− q(n+2)

)
P 1
n(a, b; q).

Portanto, temos que o lado esquerdo da igualdade q−conta o número de braceletes de ordem

1×(n+2) retirando-se o caso onde o bracelete contem apenas quadrados q-contado por
n+2∏

i=1

1− qia

(1− qi)
.

Para determinar a igualdade, iremos considerar a localização do último dominó. Existem duas

possibilidades. Se o bracelete está em fase o último dominó poderá cobrir as células (k+1) e (k+2).

Um bracelete desse tipo tem peso dado por

(qk+1 + q2(k+1) + · · · qb(k+1))Pk(a, b; q)(1 + qk+3 + · · · q(k+3)(a−1)) · · · (1 + qn+2 + · · · q(n+2)(a−1))

=

(
q(k+1)(1− qb(k+1))

1− q(k+1)

)
Pk(a, b; q)

n+2∏

i=k+3

(
1− qia

1− qi

)
,

uma vez que as células de 1 a k são ladrilhadas de Pk(a, b; q) maneiras e a contribuição do peso

dado pelo dominó na posição (k + 1, k + 2) é o fator (qk+1 + q2(k+1) + · · · qb(k+1)); as células de

k + 3 até n + 2 são cobertas por quadrados onde cada posição tem relacionada a contribuição

(1 + qi + · · · qi(a−1)) =
1− qia

1− qi
. Variando k entre 0 e n temos todas os posśıveis preenchimentos

para um bracelete em fase dado por

n∑

k=0

(
q(k+1)(1− qb(k+1))

1− q(k+1)

)
Pk(a, b; q)

n+2∏

i=k+3

(
1− qia

1− qi

)
.

Agora se o bracelete está fora de fase teremos um dominó preenchendo a posição (n+ 2, 1). O

último dominó poderá cobrir as células k e k + 1. Um bracelete desse tipo tem peso dado por
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(qk + · · ·+ qbk)(qn+2 + · · ·+ qb(n+2))P 1
k−1(a, b; q)

×(1 + qk+2 + · · · q(k+2)(a−1)) · · · (1 + qn+1 + · · · q(n+1)(a−1))

=

(
qn+2(1− qb(n+2))

1− qn+2

)(
qk(1− qbk)

1− qk

)
P 1
k−1(a, b; q)

n+1∏

i=k+2

(
1− qia

1− qi

)

uma vez que as células de 2 a k − 1 são ladrilhadas de P 1
k (a, b; q) maneiras, a contribuição do peso

dado pelo dominó na posição (k, k+1) é o fator (qk + q2k + · · ·+ qbk), a contribuição do peso dado

pelo dominó na posição (n+2, 1) é o fator (qn+2+q2(n+2)+· · ·+qb(n+2)); as células de k+2 até n+1

são cobertas por quadrados onde cada posição tem relacionada a contribuição (1+ qi + · · · qi(a−1)),

com k + 2 ≤ i ≤ (n+ 1). Variando k entre 2 e n temos todas os posśıveis preenchimentos para um

bracelete fora de fase contendo mais de um dominó dado por

n∑

k=2

(
qn+2(1− qb(n+2))

1− qn+2

)(
qk(1− qbk)

1− qk

)
P 1
k−1(a, b; q)

n+1∏

i=k+2

(
1− qia

1− qi

)

Pode ainda haver o bracelete fora de fase formado apenas por quadrados, ou seja, formado

por quadrados preenchendo as posições de 2 a n + 1 e um dominó na posição (n + 2, 1) com a

contribuição de peso

(qn+2 + · · ·+ qb(n+2))

n+1∏

i=2

1− qia

(1− qi)
=

(
qn+2(1− qb(n+2))

1− qn+2

)
n+1∏

i=2

1− qia

(1− qi)
.

Assim, obtemos a contribuição

(
qn+2(1− qb(n+2))

1− qn+2

){
n+1∏

i=2

1− qia

(1− qi)
+

n∑

k=2

(
qn+2(1− qb(n+2))

1− qn+2

)(
qk(1− qbk)

1− qk

)

× P 1
k−1(a, b; q)

n+1∏

i=k+2

(
1− qia

1− qi

)}
,

,

seguindo o resultado.

2

Corolário 4.25. Para n ≥ 1,

Pn+2(2, 1; q) + q(n+2)P 1
n(2, 1; q)−

n+2∏

i=1

(1 + qi) =

n∑

k=0

q(k+1)Pk(2, 1; q)

n+2∏

i=k+3

(1 + qi)+

+qn+2

{
n+1∏

i=2

(1 + qi) + qn+2
n∑

k=2

qkP 1
k−1(2, 1; q)

n+1∏

i=k+2

(1 + qi)

}
.
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Teorema 4.26. ( Teorema q−Análogo do Teorema 3.30) Para n ≥ 1,

J2n+1(q) + (q2n+1 + q2(2n+1))J1
2n(q) = J0(q)

n∏

j=1

(q2j + q4j)+

n∑

i=1



J2i(q)

n−i∏

j=1

(q2i+2j + q2(2i+2j)) + (q2n+1 + q2(2n+1))J1
2i−1(q)

n−i∏

j=1

(q2i+2j−1 + q2(2i+2j−1))



 .

Demonstração: Do lado esquerdo da igualdade temos a q−contagem de (2n + 1)−braceletes

de Jacobsthal. Como 2n + 1 é ı́mpar, cada bracelete deve conter um número ı́mpar de quadrados

brancos. Temos duas possibilidades.

Caso o bracelete seja em fase os quadrados brancos vão ocupar as posições ı́mpares. Suponha que

o último quadrado branco encontra-se na posição 2i+1. Anterior a ele temos um 2i−ladrilhamento

de Jacobsthal q−contado por J2i(q). Posterior ao quadrado temos 2(n− i) posições começando em

2i+ 2 até 2n+ 1 que devem ser cobertas apenas por dominós. Como existem duas cores posśıveis

de dominós, e em cada posição 2i + 2j, com 1 ≤ j ≤ n − i, temos a contribuição no peso do

ladrilhamento dado pelo fator (q2i+2j + q2(2i+2j)), temos que o peso de um bracelete desse tipo é

dado por

J2i(q)
n−i∏

j=1

(q2i+2j + q2(2i+2j)),

e o número total de braceletes em fase é

n∑

i=0

J2i(q)
n−i∏

j=1

(q2i+2j + q2(2i+2j)).

Caso contrário, teremos um bracelete fora de fase e portanto haverá um dominó ocupando

a posição (2n + 1, 1) com contribuição no peso dado por (q2n+1 + q2(2n+1)) e o último quadrado

branco irá se encontrar na posição 2i. Anterior a ele temos um (2i−1)−ladrilhamento de Jacobsthal

deslocado em uma unidade q−contado por J1
2i−1(q). Posterior ao quadrado temos 2(n− i) posições

começando em 2i+1 até 2n que devem ser cobertas apenas por dominós. Como existem duas cores

posśıveis de dominós, e em cada posição 2i + 2j − 1, com 1 ≤ j ≤ n − i, temos a contribuição no

peso do ladrilhamento dado pelo fator (q2i+2j−1 + q2(2i+2j−1)), temos que o peso de um bracelete

desse tipo é dado por

(q2n+1 + q2(2n+1))J1
2i−1

n−i∏

j=1

(q2i+2j−1 + q2(2i+2j−1)),

e o número total de braceletes fora de fase é
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n∑

i=1

(q2n+1 + q2(2n+1))J1
2i−1(q)

n−i∏

j=1

(q2i+2j−1 + q2(2i+2j−1)).

Assim, segue o número de braceletes de Jacobsthal de ordem 2n+1 podem ser q−contados por

n∑

i=0

J2i(q)
n−i∏

j=1

(q2i+2j + q2(2i+2j)) +
n∑

i=1

(q2n+1 + q2(2n+1))J1
2i(q)

n−i∏

j=1

(q2i+2j−1 + q2(2i+2j−1)) =

J0

n∏

j=1

(q2j + q4j) +
n∑

i=1



J2i(q)

n−i∏

j=1

(q2i+2j + q2(2i+2j)) + (q2n+1 + q2(2n+1))J1
2i−1(q)

×
n−i∏

j=1

(q2i+2j−1 + q2(2i+2j−1))



 .

2

Teorema 4.27. ( Teorema q−Análogo Generalizado do Teorema 3.30) Para n ≥ 1,

P2n+1(a, b; q) +

(
q(2n+1)(1− qb(2n+1))

1− q(2n+1)

)
P 1
2n−1(a, b; q) =

n∑

i=0

P2i(a, b; q)

(
1− qa(2i+1)

1− q(2i+1)

)
n−i∏

j=1

(
q(2i+2j)(1− qb(2i+2j))

1− q(2i+2j)

)
+

n∑

i=1

(
q2n+1(1− qb(2n+1))

1− q2n+1

)(
1− qa(2i)

1− q2i

)
P 1
2i−1(a, b; q)

n−i∏

j=1

(
q2i+2j−1(1− qb(2i+2j−1))

1− q2i+2j−1

)
.

Demonstração: Considere todas as maneiras posśıveis de ladrilhar um tabuleiro circular de

tamanho 2n + 1 com posições rotuladas em sentido horário utilizando a ≥ 1 cores de quadrados,

inclusive a cor branca, e b ≥ 1 cores de dominós “curvos”. Do lado esquerdo da igualdade temos a

q−contagem de (2n+1)−braceletes. Como 2n+1 é ı́mpar, cada bracelete deve conter um número

ı́mpar de quadrados. Temos duas possibilidades.

Caso o bracelete seja em fase os quadrados vão ocupar as posições ı́mpares. Suponha que

o último quadrado encontra-se na posição 2i + 1, e tem peso (1 + q2i+1 + · · · + q(2i+1)(a−1)) =(
1− qa(2i+1)

1− q(2i+1)

)
.

Anterior a ele temos um 2i−ladrilhamento q−contado por P2i(a, b; q).

Posterior ao quadrado temos 2(n − i) posições começando em 2i + 2 até 2n + 1 que devem

ser cobertas apenas por dominós. Como existem b cores posśıveis de dominós, e em cada posição

2i + 2j, com 1 ≤ j ≤ n − i, temos a contribuição no peso do ladrilhamento dado pelo fator
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(q2i+2j + q2(2i+2j) · · · + qb(2i+2j)) =

(
q(2i+2j)(1− qb(2i+2j))

1− q(2i+2j)

)
, e portanto o peso de um bracelete

desse tipo é dado por

P2i(a, b; q)

(
1− qa(2i+1)

1− q(2i+1)

)
n−i∏

j=1

(
q(2i+2j)(1− qb(2i+2j))

1− q(2i+2j)

)
,

e o número total de braceletes em fase é

n∑

i=0

P2i(a, b; q)

(
1− qa(2i+1)

1− q(2i+1)

)
n−i∏

j=1

(
q(2i+2j)(1− qb(2i+2j))

1− q(2i+2j)

)
.

Caso contrário, teremos um bracelete fora de fase e portanto haverá um dominó ocupando

a posição (2n + 1, 1) com contribuição no peso dado por (q2n+1 + q2(2n+1) + · · · + qb(2n+1)) =(
q2n+1(1− qb(2n+1))

1− q2n+1

)
, e o último quadrado irá se encontrar na posição 2i, com peso

(
1− qa(2i)

1− q2i

)
.

Anterior a ele temos um (2i − 1)−ladrilhamento deslocado em uma unidade q−contado por

P 1
2i−1(a, b; q). Posterior ao quadrado temos 2(n− i) posições começando em 2i+1 até 2n que devem

ser cobertas apenas por dominós. Como existem b cores posśıveis de dominós, e em cada posição

2i + 2j − 1, com 1 ≤ j ≤ n − i, temos a contribuição no peso do ladrilhamento dado pelo fator

(q2i+2j−1 + q2(2i+2j−1) + · · ·+ qb(2i+2j−1)) =

(
q2i+2j−1(1− qb(2i+2j−1))

1− q2i+2j−1

)
, e portanto o peso de um

bracelete desse tipo é dado por

(
q2n+1(1− qb(2n+1))

1− q2n+1

)(
1− qa(2i)

1− q2i

)
P 1
2i−1(a, b; q)

n−i∏

j=1

(
q2i+2j−1(1− qb(2i+2j−1))

1− q2i+2j−1

)
,

e o número total de braceletes fora de fase é

n∑

i=1

(
q2n+1(1− qb(2n+1))

1− q2n+1

)(
1− qa(2i)

1− q2i

)
P 1
2i−1(a, b; q)

n−i∏

j=1

(
q2i+2j−1(1− qb(2i+2j−1))

1− q2i+2j−1

)
.

Assim, segue o número de braceletes de ordem 2n+ 1 podem ser q−contados por

n∑

i=0

P2i(a, b; q)

(
1− qa(2i+1)

1− q(2i+1)

)
n−i∏

j=1

(
q(2i+2j)(1− qb(2i+2j))

1− q(2i+2j)

)
+

n∑

i=1

(
q2n+1(1− qb(2n+1))

1− q2n+1

)(
1− qa(2i)

1− q2i

)
P 1
2i−1(a, b; q)

n−i∏

j=1

(
q2i+2j−1(1− qb(2i+2j−1))

1− q2i+2j−1

)
.

2
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Corolário 4.28. Para n ≥ 1,

P2n+1(2, 1; q) + q(2n+1)P 1
2n−1(2, 1; q) =

n∑

i=0

P2i(2, 1; q)(1 + q(2i+1))
n−i∏

j=1

q(2i+2j)+

n∑

i=1

q2n+1(1 + q(2i))P 1
2i−1(2, 1; q)

n−i∏

j=1

q2i+2j−1.
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CAPÍTULO 5

NÚMEROS DE FIBONACCI E

NÚMEROS DE LUCAS

GENERALIZADOS

Em [[9], pag 45] é mostrado que o número total de subconjuntos do conjunto {1, 2, 3, . . . , n} tais

que não há dois elementos adjacentes é igual a Fn, o n−ésimo número de Fibonacci. A sequência

{1, 2, 3, . . . , n} pode ser vista como os vértices de um grafo Pn dado na Figura 5.1. Denotemos

V (Pn) = {1, 2, 3, . . . , n}, conjunto de vértices do grafo Pn.

1 2 . . . n− 1 n

Figura 5.1: Pn

Uma definição mais geral pode ser vista em [21] onde o número de Fibonacci de um grafo simples

X com conjunto de vértices V (X) e conjunto de arestas E(X) é o número total de subconjuntos S

de V (X) tais que não há dois elementos de S adjacentes. Em [[9], pag 46] o caso do grafo ćıclico

Cn com n vértices dado na Figura 5.2 é considerado. Neste caso o número de Fibonacci f(Cn) de

tal grafo ćıclico é igual ao n−ésimo número de Lucas Ln.
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1

2

3

. . .

n− 1

n

. . .

. . .

Figura 5.2: Cn

Um subconjunto S ⊆ V (X) é dito k−independente de X se para cada dois vértices x, y em S,

dX(x, y) ≥ k, onde dX(x, y) é o menor caminho pelas arestas do grafo X que une x a y.

Exemplo 5.1. Para k = 2 a definição de subconjunto 2−independente de Pn se reduz ao caso

mostrado em [9]. Seja n = 4, então temos V (P4) = {1, 2, 3, 4} cujos subconjuntos 2−independente

de P4 são

{{}, {1}, {2}, {3}, {4}, {1, 3}, {1, 4}, {2, 4}},

com cardinalidade dada por F4 = 8.

Todas as definições apresentadas podem ser generalizadas para grafos em geral e podem ser

vistas em [23].

Em [14], uma generalização dos números de Fibonacci F (n, k) e uma generalização dos números

de Lucas L(k, n) foram apresentadas cuja interpretação é o número de todos os subconjuntos

k−independentes dos grafos Pn e Cn, respectivamente. Esses números, para inteiros k ≥ 2 e n ≥ 0,

satisfazem as seguintes recorrências:

F (k, n) = n+ 1, para n = 0, 1, · · · , k − 1

F (k, n) = F (k, n− 1) + F (k, n− k), para n ≥ k

(5.1)

e
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L(k, n) = n+ 1, para n = 0, 1, · · · , 2k − 1

L(k, n) = (k − 1)F (k, n− (2k − 1)) + F (k, n− (k − 1)), para n ≥ 2k.

(5.2)

No artigo [22] foram estabelecidas e provadas identidades envolvendo essas generalizações em

termos de grafos.

Em [17] foram apresentadas interpretações combinatórias, via ladrilhamentos, para as sequências

de números definidas pelas recorrências 5.1 e 5.2. Através dessas novas interpretações algumas iden-

tidades foram estabelecidas e provadas naquele mesmo artigo.

Neste caṕıtulo definimos as seguintes recorrências. Para a, b inteiros positivos,

F(a,b)(k, n) = an(n+ 1), para n = 0, . . . , k − 1

F(a,b)(k, n) = aF(a,b)(k, n− 1) + bF(a,b)(k, n− k), para n ≥ k

(5.3)

e

L(a,b)(k, n) = an(n+ 1), para n = 0, 1, . . . , k − 1

L(a,b)(k, n) = kan + (n− k + 1)ban−k, para n = k, . . . , 2k − 1

L(a,b)(k, n) = ak−1
{
b(k − 1)F(a,b)(k, n− (2k − 1)) + F(a,b)(k, n− (k − 1))

}
, para n > 2k − 1.

(5.4)

Observemos que, se n ≥ 0 e a = b = 1, obtemos F(1,1)(k, n) = F (k, n); onde F (2, n) = Fn, o

n−ésimo número de Fibonacci. Para n ≥ 0 e a = b = 1, temos L(1,1)(k, n) = L(k, n), onde, para

n > 3, L(2, n) = Ln, o n−ésimo número de Lucas.

Notemos que, as relações de recorrências definidas em 5.3 e 5.4 são generalizações das re-

corrências apresentadas em [14]. Assim, em termos de grafos, os parâmetros a e b podem ser

vistos como colorações (pesos) para vértices. Utilizando a ideia apresentada em [17] vamos criar

uma interpretação combinatória para os números destas novas sequências definidas, estabelecer

identidades e prová-las, via ladrilhamentos.

A Tabela 5.1 exibe alguns valores para F(a,b)(k, n) e L(a,b)(k, n) com valores de a, b, k fixados.
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n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

F(1,1)(2, n) 1 2 3 5 8 13 21 34 55 89 144 233

F(1,1)(3, n) 1 2 3 4 6 9 13 19 28 41 60 88

F(1,2)(3, n) 1 2 3 5 9 15 25 43 73 123 209 355

F(1,1)(4, n) 1 2 3 4 5 7 10 14 19 26 36 50

F(1,2)(4, n) 1 2 3 4 6 10 16 24 36 56 88 136

F(2,2)(3, n) 1 4 12 26 60 144 340 800 1888 4456 10512 24800

L(1,1)(2, n) 1 2 3 4 7 11 18 29 47 76 123 199

L(1,1)(3, n) 1 2 3 4 5 6 10 15 21 31 46 67

L(1,1)(4, n) 1 2 3 4 5 6 7 8 13 19 26 34

Tabela 5.1: Alguns valores de F(a,b)(k, n) e L(a,b)(k, n)

5.1 Interpretação Combinatória de F(a,b)(k, n) e

L(a,b)(k, n)

Para apresentarmos a interpretação combinatorial de F(a,b)(k, n), dados os inteiros k ≥ 2, n ≥
0, a, b ≥ 1, consideremos um tabuleiro de ordem 1× (n+1). Para preencher as casas desse tabuleiro

iremos utilizar as seguintes peças: quadrados 1× 1 de a diferentes cores, um único quadrado preto

1× 1, e retângulos 1× k de b diferentes cores de forma que o único quadrado preto cobre uma das

k primeiras células. Consideremos todas as posśıveis maneiras de fazer tal preenchimento. Seja

fa,b(k, n) o número de ladrilhamentos desse tipo. Se n < k existe um quadrado preto nas n + 1

posições existentes e as demais células serão cobertas de an maneiras. Então para n < k, fa,b(k, n) =

an(n+ 1).

Se n ≥ k, cada ladrilhamento contado por fa,b(k, n) termina com um quadrado de cor distinta

de preto ou com um retângulo. Removendo a última peça obteremos um ladrilhamento contado

por f(k, n− 1), ou por f(k, n− k). Portanto, f(a,b)(k, n) = af(a,b)(k, n− 1) + bf(a,b)(k, n− k).

Assim, como f(a,b)(k, n) satisfaz as mesmas relações de recorrência de F(a,b)(k, n) com as mes-

mas condições inicias, obtemos uma interpretação combinatória para F(a,b)(k, n) em termos de

ladrilhamento como sendo:

F(a,b)(k, n) = f(a,b)(k, n),

isto é, F(a,b)(k, n) é o número de ladrilhamentos de ordem 1× (n+ 1) usando a diferentes cores de

quadrados 1× 1, um único quadrado preto 1× 1 e b diferentes cores de retângulos 1× k, tais que

o único quadrado preto cobre uma das k primeiras células.
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Exemplo 5.2. Fixemos a = b = 1 e k = 3, então temos os ladrilhamentos de ordem 1 × (n + 1)

usando quadrados brancos 1 × 1 (a = 1), um único quadrado preto 1 × 1, e retângulos cinzas

1× 3 (b = 1), tais que o único quadrado preto cobre uma das 3 primeiras células. Para n=0, temos

o ladrilhamento da Figura 5.3 contado por F(1,1)(3, 0).

Figura 5.3: F(1,1)(3, 0) = 1

Exemplo 5.3. Para n=1, temos os ladrilhamentos da Figura 5.4 contado por F(1,1)(3, 1).

Figura 5.4: F(1,1)(3, 1) = 2

Exemplo 5.4. Para n=2, temos os ladrilhamentos da Figura 5.5 contado por F(1,1)(3, 2).

Figura 5.5: F(1,1)(3, 2) = 3

Exemplo 5.5. Para n= 5, temos os ladrilhamentos da Figura 5.6 contado por F(1,1)(3, 5).

Figura 5.6: F(1,1)(3, 5) = 9
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Exemplo 5.6. Fixemos a = b = 2 e k = 3, ou seja, temos os ladrilhamentos de de ordem 1×(n+1)

usando quadrados brancos e azuis 1× 1(a = 2), um único quadrado preto 1× 1, e retângulos cinzas

e verdes 1 × 3(b = 2), tais que o único quadrado preto cobre uma das 3 primeiras células. Para

n=1, temos os ladrilhamentos da Figura 5.7 contado por F(2,2)(3, 1).

Figura 5.7: F(2,2)(3, 1) = 4

Exemplo 5.7. Para n=2, temos os ladrilhamentos da Figura 5.8 contado por F(2,2)(3, 2).

Figura 5.8: F(2,2)(3, 2) = 12

Chamaremos de cauda de tipo C o ladrilhamento dado por um quadrado preto seguido de um

retângulo. Usando a interpretação combinatorial de F(a,b)(k, n), podemos interpretar L(a,b)(k, n)

como sendo o número de ladrilhamentos de ordem 1×(n+1) usando a diferentes cores de quadrados

1 × 1, um quadrado preto, e b diferentes cores de retângulos 1 × k, tais que o único quadrado

preto está em uma das k primeiras posições, com as condições adicionais: se k ≤ n ≤ 2k − 1,

então o ladrilhamento não tem nenhum retângulo ou contém a cauda de tipo C na cobertura; e

se n > 2k − 1, existem pelo menos k − 1 quadrados de cor distinta de preta entre as k últimas

peças. Ladrilhamentos com a primeira condição chamaremos de tipo A e com a segunda condição,

ladrilhamentos de tipo B.

De fato, L(a,b)(k, n) = F(a,b)(k, n) = n+ 1, para todo n < k.

A cauda de tipo C tem ordem 1 × (k + 1), então temos n − k + 1 posições para escolher uma

para cobrir com esta cauda. Portanto, como k ≤ n ≤ 2k − 1, o número de ladrilhamentos sem

retângulos é ank, e com o ladrilho é an−kb
(
n−k+1

1

)
= ban−k(n−k+1), assim obtemos L(a,b)(k, n) =

kan + (n− k + 1)ban−k.
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Se n > 2k − 1, os ladrilhamentos de tipo B ou terminam com k − 1 quadrados, contados por

ak−1F (k, n−(k−1)), ou um das últimas k−1 peças é um retângulo contado por ak−1b
(
k−1
1

)
F (k, n−

k − (k − 1)) = ak−1b(k − 1)F (k, n− (2k − 1)).

Chamaremos os ladrilhamentos contados por L(a,b)(k, n) ladrilhamentos de Lucas de ordem

1× (n+ 1).

5.2 Identidades provadas via ladrilhamento

Nesta seção vamos estabelecer algumas identidades que são generalizações para as identida-

des envolvendo os números de Fibonacci e Lucas. Essas identidades serão provadas utilizando a

interpretação dada em termos de ladrilhamento.

O próximo resultado é facilmente obtido fazendo a troca da variável n por n − (k − 1) na

relação de recorrência de que define os números de Fibonacci generalizados. Assim a relevância

deste resultado não é a relação determinada mas sim a aplicação das técnicas para a prova.

Teorema 5.8. Sejam k ≥ 2 e n ≥ 2k inteiros positivos. Então

ak−1F(a,b)(k, n− (k − 1)) = akF(a,b)(k, n− k) + ak−1bF(a,b)(k, n− (2k − 1)), (5.5)

ou ainda,

F(a,b)(k, n− (k − 1)) = aF(a,b)(k, n− k) + bF(a,b)(k, n− (2k − 1)). (5.6)

Demonstração:

O lado esquerdo da igualdade akF(a,b)(k, n− (k− 1)) é o número de possibilidades de preencher

um tabuleiro de ordem 1× (n+1) usando quadrados 1×1, de a+1 diferentes cores, incluindo a cor

preta, e retângulos 1× k de b diferentes cores de forma que exista exatamente um único quadrado

preto no ladrilhamento ocupando uma das k primeiras posições e as últimas (k − 1) células são

cobertas com quadrados.

Por outro lado, temos aF(a,b)(k, n − k) = aF(a,b)(k, n − (k − 1) − 1), maneiras de preencher

um tabuleiro de ordem 1 × (n + 1) terminado em k quadrados ou ak−1bF(a,b)(k, n − (2k − 1)) =

bF(a,b)(k, n− (k− 1)− k), maneiras de preencher um tabuleiro de ordem 1× (n+1) terminado em

um retângulo seguido de k − 1 quadrados. Assim, ak−1F(a,b)(k, n− (k − 1)) = akF(a,b)(k, n− k) +

ak−1bF(a,b)(k, n− (2k − 1)), ou ainda, dividindo a relação por ak−1, obtemos

F(a,b)(k, n− (k − 1)) = aF(a,b)(k, n− k) + bF(a,b)(k, n− (2k − 1)).

2
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Teorema 5.9. Sejam n e k ≥ 2 inteiros positivos com n ≥ k + 1. Então

F(a,b)(k, n) = kan + b

{
n−k∑

i=0

aiF(a,b)(k, n− k − i)

}
.

Demonstração: O lado esquerdo da igualdade é o número de possibilidades de preencher um

tabuleiro de ordem 1 × (n + 1) usando quadrados 1 × 1, de a + 1 diferentes cores, incluindo a cor

preta, e retângulos 1× k de b diferentes cores de forma que exista exatamente um quadrado preto

no ladrilhamento ocupando uma das k primeiras posições.

Por outro lado, vamos considerar a posição do último retângulo, se houver. Existem kan

posśıveis coberturas de um tabuleiro de ordem 1 × (n + 1) usando somente quadrados 1 × 1, de

a + 1 diferentes cores, incluindo a cor preta, de forma que exista exatamente um único quadrado

preto no ladrilhamento ocupando uma das k primeiras posições.

As outras possibilidades são constrúıdas permitindo que tenhamos tabuleiros que terminam em

retângulos ou em retângulo seguido por quadrados. Como existem bF(a,b)(k, n− k) ladrilhamentos

cujo a última peça é um retângulo, abF(a,b)(k, n−k−1) ladrilhamentos terminados em um retângulo

seguido de um quadrado, a2bF(a,b)(k, n−k−2) ladrilhamentos terminados em um retângulo seguido

de dois quadrados, · · · , an−kbF(a,b)(k, 0) ladrilhamentos terminados em um retângulo seguido de

(n− k) quadrados, e adicionando todas as contagens estabelecemos o lado direito da igualdade.

2

Corolário 5.10. Para a = b = 1 e k = 2 obtemos a relação dos números de Fibonacci

Fn = 2 + F0 + · · ·+ Fn−2. (5.7)

equivalente a Identidade 1 em [4].

Teorema 5.11. Sejam n e k ≥ 2 inteiros positivos tais que n ≥ k + 1. Então

F(a,b)(k, kn) = bn + a

{
n−1∑

i=0

biF(a,b)(k, k(n− i)− 1)

}
.

Demonstração: O lado esquerdo da igualdade é o número de possibilidades de preencher um

tabuleiro de ordem 1× (kn+ 1) usando quadrados 1× 1, de a+ 1 diferentes cores, incluindo a cor

preta, e retângulos 1× k de b diferentes cores de forma que exista exatamente um único quadrado

preto no ladrilhamento ocupando uma das k primeiras posições.

É fácil ver que existem bn posśıveis coberturas de um tabuleiro de ordem 1×(n+1) preenchidos

com um quadrado preto seguido por n retângulos 1 × k. As outras possibilidades são constrúıdas
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permitindo que tenhamos tabuleiros que terminam em quadrado, diferente do quadrado preto,

seguido de um número de retângulos.

Temos aF(a,b)(k, nk−1) o número de ladrilhamentos terminados em um quadrado, abF(a,b)(k, nk−
k− 1) = abF(a,b)(k, k(n− 1)− 1) o número de ladrilhamentos terminados em um quadrado seguido

por um retângulo, ab2F(a,b)(k, nk− 2k− 1) = ab2F(a,b)(k, k(n− 2)− 1) o número de ladrilhamentos

terminados em um quadrado seguido por dois retângulo, . . . , abn−1F(a,b)(k, nk − (n − 1)k − 1) =

abn−1F(a,b)(k, k(n− (n−1))−1) = abn−1F(a,b)(k, k−1) o número de ladrilhamentos terminados em

um quadrado seguido por (n− 1) retângulos. Então adicionando todas as contagens estabelecemos

o lado direito da igualdade.

2

Corolário 5.12. Seja n ≥ 3 inteiro, então

F2n = 1 +

n−1∑

i=0

F2(n−i)−1.

Teorema 5.13. Sejam n e k ≥ 2 inteiros positivos tais que n ≥ 2k + 1. Então

F(a,b)(k, n) = ak+2F(a,b)(k, n− k − 2) + b

{
k+1∑

i=0

ai−1F(a,b)(k, n− k − i)

}
.

Demonstração: Para provar essa identidade temos que mostrar que o lado direito da igualdade

conta todas as posśıveis maneiras de cobrir um tabuleiro de ordem 1 × (n + 1) usando quadrados

de a + 1 diferentes cores, inclusive a cor preta, e retângulos 1 × k, de b diferentes cores de forma

que exista exatamente um único quadrado preto no ladrilhamento que se encontra nas k primeiras

posições.

Faremos isso interpretando cada cobertura em termos do número de quadrados que irão preen-

cher as células finais do ladrilhamento: bF(a,b)(k, n− (k − 1)− 1) = bF(a,b)(k, n− k) é o número de

ladrilhamentos terminados em um retângulo, abF(a,b)(k, n− (k− 1)− 2) = abF(a,b)(k, n− k− 1) é o

número de ladrilhamentos terminados em um retângulo seguido por um quadrado, a2bF(a,b)(k, n−
(k − 1) − 3) = a2bF(a,b)(k, n − k − 2) é o número de ladrilhamentos terminados em um retângulo

seguido por dois quadrados, · · · , ak+1bF(a,b)(k, n − k − (k + 1)) = akbF(a,b)(k, n − (2k + 1)) é o

número de ladrilhamentos terminados em um retângulo seguido por k + 1 quadrados.

Observemos que se n = 2k + 1 então n + 1 = k + (k + 2), e portanto um retângulo pode não

ser usado para preencher as células do tabuleiro de tamanho 2k + 2 antes dos (k + 2)quadrados

finais. Assim, se n ≥ 2k+1 podemos contar o número total de maneiras de preencher as coberturas

como sendo ak+2F(a,b)(k, n− k− 2), onde cobrimos as (k+2) últimas posições com quadrados e as
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posições restantes podem ser cobertas de F(a,b)(k, n−k−2) maneiras posśıveis. Então adicionando

todas as contagens estabelecemos o lado direito da igualdade.

2

Corolário 5.14. Seja n ≥ 5, inteiro, então F(1,1)(2, n) = 2F(1,1)(2, n − 4) + F(1,1)(2, n − 2) +

F(1,1)(2, n− 3) + F(1,1)(2, n− 5), ou ainda Fn = 2Fn−4 + Fn−2 + Fn−3 + Fn−5.

Teorema 5.15. Sejam n e k > 2 inteiros positivos tais que n ≥ 2k − 1. Então

F(a,b)(k, n) = aF(a,b)(k, n− 1) + b

{
F(a,b)(k, n− 2)−

k∑

i=3

bak−iF(a,b)(k, (n− 2)− 2k + i)

}
.

Demonstração: Considere o conjunto de todas as posśıveis maneiras de preencher um tabuleiro

de ordem 1× (n+1) usando as seguintes peças: quadrados de a+1 diferentes cores inclusive a cor

preta, e retângulos 1× k de b diferentes cores de forma que exista exatamente um único quadrado

preto no ladrilhamento em uma das k primeiras posições. Tal conjunto tem cardinalidade dada por

F(a,b)(k, n).

Como n ≥ 2k− 1, a última peça de um ladrilhamento deste conjunto pode ser um quadrado ou

um retângulo. Sabemos que existem aF(a,b)(k, n−1) maneiras de preencher um tabuleiro 1×(n+1)

usando as seguintes peças: quadrados de a+1 diferentes cores inclusive a cor preta, e retângulos 1×k

de b diferentes cores de forma que exista exatamente um único quadrado preto no ladrilhamento

em uma das k primeiras posições e a última posição será coberta com um quadrado.

Para provar este teorema vamos mostrar que

b

{
F(a,b)(k, n− 2)−

k∑

i=3

ak−iF(a,b)(k, (n− 2)− 2k + i)

}

é o número de maneiras de preencher um tabuleiro 1×(n+1) usando as seguintes peças: quadrados

de a+1 diferentes cores inclusive a cor preta, e retângulos 1× k de b diferentes cores de forma que

existe exatamente um único quadrado preto no ladrilhamento em uma das k primeiras posições e

a última posição será coberta com um retângulo.

De fato, considere o conjunto de todas as posśıveis maneiras de preencher um tabuleiro de ordem

1 × (n − 1) usando as seguintes peças: quadrados de a + 1 diferentes cores inclusive a cor preta,

e retângulos 1× k de b diferentes cores de forma que exista exatamente um único quadrado preto

no ladrilhamento em uma das k primeiras posições, com cardinalidade F(a,b)(k, n − 2). Considere

as últimas k − 2 peças de um ladrilhamento deste conjunto.

Se as últimas (k − 2) peças são quadrados então as removemos e inserimos um retângulo de

ordem 1 × k no final do ladrilhamento. Observemos que, se n ≥ 2k − 1 então n − 1 ≥ 2k − 2; e
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portanto temos a garantia de que, se retirarmos k − 2 peças do final, restam, no pior dos casos,

as k primeiras peças e portanto, não retiramos de maneira nenhuma o único quadrado preto do

ladrilhamento. Aplicando esse procedimento em todos os ladrilhamentos terminados em (k − 2)

quadrados obtemos ladrilhamentos de ordem 1 × (n + 1) terminados em retângulo. O problema

é que alguns ladrilhamentos contados por F(a,b)(k, n − 2) não terminam em quadrados e portanto

temos que subtrair dessa contagem o número de tais ladrilhamentos.

É fácil ver que bak−3F(a,b)(k, (n− 2)− k− (k− 3)) = bak−3F(a,b)(k, n− (2k− 1)) é o número de

maneiras de preencher um tabuleiro de ordem 1× (n−1) que termina com um retângulo seguido de

(k−3) quadrados, · · · , e bF(a,b)(k, (n−2)−k−(k−k)) = bF(a,b)(k, n−2−k) é o número de maneiras

de preencher um tabuleiro de ordem 1× (n−1) que termina com um retângulo. Adicionando todas

as possibilidades encontramos

k∑

i=3

bak−iF(a,b)(k, (n− 2)− 2k + i)

é o número de possibilidades de preencher um tabuleiro de ordem 1× (n− 1) que não termina com

pelo menos k − 2 quadrados. Portanto,

b

{
F(a,b)(k, n− 2)−

k∑

i=3

ak−iF(a,b)(k, (n− 2)− 2k + i)

}

é o número de posśıveis coberturas para um tabuleiro de ordem 1× (n+1) que terminam com pelo

menos k − 2 quadrados.

2

Corolário 5.16. Seja n ≥ 5 inteiro. Então

F(1,1)(3, n) = F(1,1)(3, n− 1) + F(1,1)(3, n− 2)− F(1,1)(3, n− 5).

Corolário 5.17. Seja n ≥ 7 inteiros. Então

F(1,1)(4, n) = F(1,1)(4, n− 1) + F(1,1)(4, n− 2)− F(1,1)(3, n− 7)− F(1,1)(3, n− 6).

Exemplo 5.18. Observando os valores na Tabela 5.1 temos para n = 11 e n = 8 :

F(1,1)(3, 11) = F(1,1)(3, 10) + F(1,1)(3, 9)− F(1,1)(3, 6) = 60 + 41− 13 = 88;

F(1,1)(3, 8) = F(1,1)(3, 7) + F(1,1)(3, 6)− F(1,1)(3, 3) = 19 + 13− 4 = 28;

F(1,1)(4, 11) = F(1,1)(4, 10) + F(1,1)(4, 9)− F(1,1)(3, 4)− F(1,1)(3, 5) = 36 + 26− 5− 7 = 50;

F(1,1)(4, 8) = F(1,1)(4, 7) + F(1,1)(4, 6)− F(1,1)(3, 1)− F(1,1)(3, 2). = 14 + 10− 2− 3 = 19.

113



Teorema 5.19. Sejam n e k ≥ 2 inteiros positivos tais que n ≥ k. Então

F(a,b)(k, n+ k) = akF(a,b)(k, n) + b





k−1∑

j=0

ajF (k, n− j)



 . (5.8)

Demonstração:

Considere dois conjuntos. O primeiro formado por todas as posśıveis maneiras de preencher

um tabuleiro de ordem 1× (n+ 1) usando as seguintes peças: quadrados de a+ 1 diferentes cores

inclusive a cor preta, e retângulos 1 × k de b diferentes cores de forma que exista exatamente

um único quadrado preto no ladrilhamento em uma das k primeiras posições. Tal conjunto tem

cardinalidade dada por F(a,b)(k, n). O segundo por todas as posśıveis maneiras de preencher um

tabuleiro de ordem 1× (n+ k + 1) usando as seguintes peças: quadrados de a+ 1 diferentes cores

inclusive a cor preta, e retângulos 1 × k de b diferentes cores de forma que existe exatamente

um único quadrado preto no ladrilhamento em uma das k primeiras posições. Tal conjunto tem

cardinalidade dada por F(a,b)(k, n+ k).

O número de possibilidades de preencher um tabuleiro de ordem 1 × (n + k + 1) usando as

seguintes peças: quadrados de a + 1 diferentes cores inclusive a cor preta, e retângulos 1 × k de

b diferentes cores de forma que existe exatamente um único quadrado preto no ladrilhamento em

uma das k primeiras posições, as últimas peças são k quadrados é dado por akF (k, n).

Os ladrilhamentos restantes do segundo conjunto são aqueles que terminam com um retângulo

seguido de j, 0 ≤ j ≤ k − 1, quadrados. O número de ladrilhamentos deste tipo é contado por

k−1∑

j=0

bajF(a,b)(k, n+ k − k − j).

Assim,

F(a,b)(k, n+ k) = akF(a,b)(k, n) + b





k−1∑

j=0

ajF(a,b)(k, n− j)



 .

2

Tomando as variáveis k = 2, k = 3, a = b = 1, a = 1 e b = 2, obtemos alguns corolários, sendo

o primeiro deles um resultado conhecido dos números de Fibonacci.

Corolário 5.20. Seja n ≥ 2. Então

Fn+2 + Fn−2 = Fn + Fn + Fn−1 + Fn−2 = 3Fn.
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Corolário 5.21. Seja n ≥ 3. Então

F(1,1)(k, n+ 3) = 2(F(1,1)(3, n)) + F(1,1)(3, n− 1) + F(1,1)(3, n− 2).

Corolário 5.22. Seja n ≥ 3. Então

F(1,2)(3, n+ 3) = 3(F(1,1)(3, n)) + 2F(1,1)(3, n− 1) + 2F(1,1)(3, n− 2).

Exemplo 5.23. Tomando n = 8 e valores na Tabela 5.1 obtemos

F(1,2)(3, 11) = 3(F(1,1)(3, 8)) + 2F(1,1)(3, 7) + 2F(1,1)(3, 6) = 355.

Teorema 5.24. Sejam n e k ≥ 2 inteiros positivos tais que n ≥ 2k. Então

F(a,b)(k, n) =
k(2an + ban−k(2n− 3k + 3))

2
+ b2





n−2k∑

j=0

n−2k−j∑

l=0

al+jF(a,b)(k, n− 2k − l − j)



 .

Demonstração: Existem kan maneiras de cobrir um tabuleiro de ordem 1 × (n + 1) usando

as seguintes peças: quadrados de a + 1 diferentes cores inclusive a cor preta de forma que exista

exatamente um único quadrado preto no ladrilhamento em uma das k primeiras posições.

O número de maneiras de cobrir um tabuleiro de ordem 1× (n+ 1) usando as seguintes peças:

quadrados de a+1 diferentes cores inclusive a cor preta e retângulos 1× k de b diferentes cores de

forma que existe exatamente um único quadrado preto e um único retângulo no ladrilhamento, e o

quadrado preto ocupa uma das k primeiras posições é dado por

ba(n+1)−k
k∑

j=1

(
((n+ 1)− k + 1− j)

1

)
=

ban−k(k)(2n− 3k + 3)

2
.

Isto pode ser visto contando o número de ladrilhamentos de acordo com a posição do quadrado

preto. Se tivermos o quadrado preto na primeira posição teremos de escolher 1 dentre (n+1)−k+

1−1 posições para preencher com um retângulo e o restante (n+1)−k com um quadrado, e assim

por diante, até o quadrado preto estiver na k−ésima célula e portanto teremos (n+ 1)− k − k + 1

escolhas de posição para colocar o retângulo e as restantes (n+ 1)− k posiçôes um quadrado.

Agora, vamos constrúır os ladrilhamentos restante no conjunto enumerado por F(a,b)(k, n) con-

siderando o número de quadrados entre os dois últimos retângulos. Existem b2al+jF(a,b)(k, n −
2k − l − j) maneira de cobrir tabuleiros de ordem 1 × (n + 1) terminados com j quadrados e

l, l = 0, 1, 2, · · · , n − 2k − j, quadrados entre os dois últimos retângulos. Somando sobre todas as

possilidades de j e l, com 0 ≤ j ≤ n− 2k e 0 ≤ l ≤ n− 2k − j, obtemos a igualdade

2
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Exemplo 5.25. Considere a = 1, b = 2 e k = 4 então teremos a identidade, para n ≥ 8

F(1,2)(4, n) =
4(2 + 2(2n− 15))

2
+ 4





n−8∑

j=0

n−8−j∑

l=0

F(1,2)(k, n− 8− l − j)



 ,

que se tomarmos n = 10, obtemos

F(1,2)(4, 10) = 48 + 4(F(1,2)(4, 2) + 2F(1,2)(4, 1) + 3F(1,2)(4, 0)) = 48 + 40 = 88.

Teorema 5.26. Sejam n e k inteiros positivos tais que n ≥ k + 1. Então

F(a,b)(k, n) =

⌊n
k ⌋∑

i=0

bian−ik
k−1∑

j=0

(
n− j − (k − 1)i

i

)
.

Demonstração: O lado esquerdo da igualdade conta todas as posśıveis maneiras de preencher

um tabuleiro de ordem 1× (n+ 1) usando as seguintes peças: quadrados de a+ 1 diferentes cores

inclusive a cor preta, e retângulos 1 × k de b diferentes cores de forma que exista exatamente um

único quadrado preto no ladrilhamento em uma das k primeiras posições.

Agora, vamos contar os mesmos ladrilhamentos considerando o número de retângulos. Consi-

dere a seguinte questão: quantas são as posśıveis coberturas de um tabuleiro de ordem 1× (n+ 1)

usando as seguintes peças: quadrados de a + 1 diferentes cores inclusive a cor preta, e retângulos

1×k de b diferentes cores de forma que existam exatamente i retângulos e um único quadrado preto

no ladrilhamento; e que este quadrado preto esteja em uma das k primeiras posições do tabuleiro?

Primeiramente, temos que 0 ≤ i ≤
⌊
n
k

⌋
. Ao preencher este tabuleiro usaremos necessariamente

n + 1 − ik quadrados, isto é, n − ik quadrados com cores distintas da cor preta. Assim, temos

n− (k − 1)i+ 1 posições a serem preenchidas.

Como existe exatamente um único quadrado preto no ladrilhamento em uma das k primeiras

posições, o retângulo, se existir, estará numa posição após o quadrado preto. Assim, se o quadrado

preto cobre a primeira posição existirão n + 1 − (k − 1)i − 1 = n − (k − 1)i posições das quais

i serão selecionadas e cobertas com retângulos. Se o quadrado preto cobre a segunda posição

existirá n + 1 − (k − 1)i − 2 = n − (k − 1)i − 1 posições das quais i serão selecionadas e cobertas

com retângulos, e sucessivamente, e o quadrado preto cobre a posição j + 1, 0 ≤ j ≤ k − 1, temos

n−(k−1)i−j posições das quais i serão selecionadas e cobertas com retângulos. Portanto, existem
k−1∑

j=0

(
n− j − (k − 1)i

i

)
maneiras de escolher i posições para cobrir com retângulo. Como existem

a diferentes cores de quadrados e b diferentes cores de retângulo 1×k, somando sobre 0 ≤ i ≤
⌊
n
k

⌋
,

obtemos a identidade.

2
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Teorema 5.27. Sejam i, j, n e k inteiros positivos tais que k = 2p, par. Então

F(a,b)(k, 2n+ 1) = ka2n+1 +
∑

i≥1

∑

j>0

n−p(i+j)∑

t=0

bi+ja2n+1−k(i+j)

(
n− p(i+ j) + i− t

i

)

×
(
n− p(i+ j) + j

j

)
+
∑

j>0

(
(n− pj + 1)a2n+1−kjbj

(
n+ j(1− p)

j

)

+

k−(n−pj+1)∑

t=0,(n−pj+1)<k

a2n+1−kjbj
(
n+ j(1− p)− t

j

)
 .

Demonstração:

O lado esquerdo da igualdade conta todas as posśıveis maneiras de preencher um tabuleiro de

ordem 1× (2n+ 2) usando as seguintes peças: quadrados de a+ 1 diferentes cores inclusive a cor

preta, e retângulos 1× k de b diferentes cores de forma que exista exatamente um único quadrado

preto no ladrilhamento em uma das k primeiras posições.

Excluindo o único quadrado preto nesse conjunto de tabuleiros obtemos ladrilhamentos de

ordem 1 × (2n + 1). Como k é par, os tabuleiros serão preenchidos com um número ı́mpar de

quadrados de a diferentes cores. Assim haverá um quadrado chamado quadrado médio, do qual

o número de quadrados a sua direita e a sua esquerda é igual. Considere a seguinte pergunta:

de quantas maneiras podemos preencher um tabuleiro de ordem 1 × (2n + 2) usando as seguintes

peças: quadrados de a+ 1 diferentes cores inclusive a cor preta, e retângulos 1× k de b diferentes

cores de forma que existe exatamente um único quadrado preto no ladrilhamento em uma das k

primeiras posições, com exatamente i retângulos do lado esquerdo do quadrado médio e exatamente

j retângulos do lado direito do quadrado médio?

Se i e j são iguais a zero então teremos um tabuleiro que vai ser preenchido apenas por quadrados

e portanto existem ka2n+1 maneiras de o fazê-lo com essa restrição.

Se i ≥ 1 serão usados 2n + 1 − k(i + j) quadrados não pretos para preencher o tabuleiro,

isto é, n − p(i + j) quadrados com cor distinta da preta do lado esquerdo do quadrado médio e

n − p(i + j) quadrados com cor distinta da preta do lado direito do quadrado médio. Portanto,

temos n−p(i+j)+i posições a serem cobertas do lado esquerdo do quadrado médio e n−p(i+j)+j

posições a serem cobertas do lado direito do quadrado médio.

Como existe exatamente um único quadrado preto no ladrilhamento em uma das k primeiras

posições, não há retângulos antes do quadrado preto, e como temos n − p(i + j) quadrados com

cor distinta da preta do lado esquerdo do quadrado médio, se n − p(i + j) < k, então o quadrado

preto pode estar somente nas n − p(i + j) + 1 primeiras posições. Note que se n − p(i + j) ≥ k o

quadrado preto poderá percorrer todas as k primeira posições na contagem.

Assim, se o quadrado preto cobre a primeira posição temos
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bi+ja2n+1−k(i+j)

(
n− p(i+ j) + i

i

)(
n− p(i+ j) + j

j

)

possibilidades de cobrir o restante das células. Se o quadrado preto cobre a segunda posição temos

bi+ja2n+1−k(i+j)

(
n− p(i+ j) + i− 1

i

)(
n− p(i+ j) + j

j

)

possibilidades de cobrir o restante das células.

Portanto, para i ≥ 1 e j > 0, nós obtemos

∑

i≥1

∑

j≥0

n−p(i+j)∑

t=0

bi+ja2n+1−k(i+j)

(
n− p(i+ j) + i− t

i

)(
n− p(i+ j) + j

j

)
.

Se i = 0, serão usados 2n + 1 − kj quadrados não pretos para preencher o tabuleiro, isto é,

n−pj quadrados com cor distinta da preta do lado esquerdo do quadrado médio e n−pj quadrados

com cor distinta da preta do lado direito do quadrado médio.

Se n − pj + 1 < k, teremos n − pj + 1 posições antes do quadrado médio do qual o quadrado

preto irá percorrer na contagem e k− (n−pj+1) posições que ele irá percorrer depois do quadrado

médio com o quadrado medio na posição n− pj + 1, então obtemos

k−(n−pj+1)∑

t=0

a2n+1−kjbj
(
n+ j(1− p)− t

j

)
+ (n− pj + 1)a2n+1−kjbj

(
n+ j(1− p)

j

)
,

o número de maneiras de preencher o tabuleiro com essas restrições. Caso contrário, o quadrado

preto irá percorrer as primeiras (n− pj + 1) posições e obtemos

(n− pj + 1)a2n+1−kjbj
(
n+ j(1− p)

j

)
,

o número de maneiras de preencher o tabuleiro com essas restrições.

Portanto, para j > 0, temos

∑

j>0


(n− pj + 1)a2n+1−kjbj

(
n+ j(1− p)

j

)
+

k−(n−pj+1)∑

t=0,(n−pj+1)<k

a2n+1−kjbj
(
n+ j(1− p)− t

j

)
 ,

o que completa a prova. 2

Corolário 5.28. Sejam i, j, n e k = 2 inteiros positivos. Então
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F(1,1)(2, 2n+ 1) = 2 +
∑

i≥1

∑

j>0

n−(i+j)∑

t=0

(
n− j − t

i

)(
n− i

j

)

+
∑

j>0

(
(n− j + 1)

(
n

j

)
+

2−(n−j+1)∑

t=0,(n−j+1)<2

(
n− t

j

)
 .

Exemplo 5.29. Considere a = b = 1 e k = 4 = 2 ∗ 2 então

F(1,1)(4, 2n+ 1) = 4 +
∑

i≥1

∑

j>0

n−2(i+j)∑

t=0

(
n− 2j − i− t

i

)(
n− 2i− j

j

)

+
∑

j>0


(n− 2j + 1)

(
n− j

j

)
+

4−(n−2j+1)∑

t=0,(n−2j+1)<4

(
n− j − t

j

)
 .

Teorema 5.30. Sejam n, k inteiros positivos tais que k ≥ 2. Então

L(a,b)(k, n) =





an(n+ 1), se 0 ≤ n ≤ k − 1

kan + (n− k + 1)ban−k, se k ≤ n ≤ 2k − 1

aL(a,b)(k, n− 1) + bL(a,b)(k, n− k), se n > 2k − 1

Demonstração: Pelas definições L(a,b)(k, n) = F(a,b)(k, n), para 0 ≤ n ≤ 2k − 2 e F(a,b)(k, n) =

an(n+1), para 0 ≤ n ≤ k− 1.Então, como 0 ≤ n ≤ k− 1 ≤ 2k− 2, obtemos a primeira identidade:

L(a,b)(k, n) = an(n+ 1), para 0 ≤ n ≤ k − 1.

Se n é tal que k ≤ n ≤ 2k − 1 então 0 ≤ n − k ≤ k − 1 e k − 1 ≤ n − 1 ≤ 2k − 2. Como

L(a,b)(k, n) = F(a,b)(k, n), para 0 ≤ n ≤ 2k − 1 e F(a,b)(k, n) = aF(a,b)(k, n − 1) + bF(a,b)(k, n − k),

para n ≥ k temos que L(a,b)(k, n) = aL(a,b)(k, n− 1) + bL(a,b)(k, n− k) para k ≤ n ≤ 2k − 1.

Caso contrário, seja n > 2k − 1. Então temos mais do que k + 1 peças contando o quadrado

preto, e portanto, podemos remover peças. Chamamos de cauda do tipo D a última sequência

formada pelas últimas k peças, se um retângulo aparece, ou a última sequência de k − 1 peças se

o ladrilhamento termina com k − 1 quadrados.

Considere um ladrilhamento no conjunto contado por L(a,b)(k, n) com n > 2k− 1. Se existe um

quadrado antes da cauda de tipo D, removemos essa peça e obtemos um ladrilhamento no conjunto

contado por aak−1F(a,b)(k, n− 1− (k − 1)) ou aak−1b(k − 1)F(a,b)(k, n− 1− (2k − 1)). O total de

ladrilhamentos nesse conjunto é dado por aL(a,b)(k, n− 1).

Se existe um retângulo antes da cauda de tipo D, removemos essa peça e obtemos um ladrilha-

mento no conjunto contado por bak−1F(a,b)(k, n−k−(k−1)) ou b(k−1)ak−1bF(a,b)(k, n−k−(2k−1)).

O total de ladrilhamentos nesse conjunto é dado por bL(a,b)(k, n− k).

Portanto, obtemos a segunda identidade aL(a,b)(k, n− 1) + bL(a,b)(k, n− k), n ≥ 2k.

2
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Teorema 5.31. Sejam n, k inteiros positivos tais que k ≥ 2 e n ≥ 2k. Então

L(a,b)(k, n) = kak−1bF(a,b)(k, n− (2k − 1)) + akF(a,b)(k, n− k).

Demonstração: Do lado esquerdo temos os ladrilhamentos de Lucas de ordem 1× (n+ 1). Por

outro lado, (k−1)ak−1bF(a,b)(k, n−(2k−1)) é o total desses ladrilhamentos que possuem um cauda

de tipo D de tamanho k enquanto ak−1F(a,b)(k, n− (k − 1)) é o número desses ladrilhamentos que

possuem uma caudade de tipo D de tamanho k − 1. O último conjunto de ladrilhamentos pode

ainda ser subdividido em dois subconjuntos disjuntos de acordo com a última peça antes da cauda:

se esta última peça é um retângulo temos que esse conjunto é contado por bak−1F (k, n− (2k− 1)),

caso contrário, se a última peça é um quadrado esse conjunto é contado por akF (k, n− (k−1)−1).

Então ak−1F(a,b)(k, n− (k − 1)) = bak−1F (k, n− (2k − 1)) + akF (k, n− (k − 1)− 1).

Portanto, pela recorrência (5.3) temos que

L(a,b)(k, n) = kak−1bF(a,b)(k, n− (2k − 1)) + akF(a,b)(k, n− k).

2

Teorema 5.32. Sejam n, k inteiros positivos tais que k ≥ 2 e n ≥ 2k. Então

L(a,b)(k, nk + 1) = a
n∑

i=0

bn−iL(a,b)(k, ik).

Demonstração: Pelo Teorema 5.30 como n ≥ 2k então L(a,b)(k, nk + 1) = aL(a,b)(k, nk) +

bL(a,b)(k, (n−1)k+1). Assim, para provar esta identidade basta provar que bL(a,b)(k, (n−1)k+1) =

a
n−1∑

i=0

bn−iL(a,b)(k, ik).

Iremos contar o número de ladrilhamentos de Lucas contados por bL(a,b)(k, (n − 1)k + 1) de

acordo com o número de retângulos antes do retângulo seguido da cauda de tipoD do ladrilhamento

removendo a sequência de quadrados e retângulos. :

• abL(a,b)(k, (n− 1)k) = abL(a,b)(k, (n− 1)k+1− 1): um quadrado antes do retângulo seguido

da cauda de tipo D;

• ab2L(a,b)(k, (n− 2)k) = ab2L(a,b)(k, (n− 1)k+1− k− 1): exatamente um retângulo antes do

retângulo seguido da cauda de tipo D;

• ab3L(a,b)(k, (n− 3)k) = ab3L(a,b)(k, (n− 1)k+ 1− 2k− 1): exatamente dois retângulos antes

do retângulo seguido da cauda de tipo D;
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• ab4L(a,b)(k, (n− 4)k) = ab4L(a,b)(k, (n− 1)k + 1− 3k − 1): exatamente três retângulos antes

do retângulo seguido da cauda de tipo D;

...

• abn−1L(a,b)(k, k) = abn−1L(a,b)(k, (n− 1)k + 1− (n− 2)k − 1): exatamente (n− 2) antes do

retângulo seguido da cauda de tipo D;

• abnL(a,b)(k, 0) = abnL(a,b)(k, (n−1)k+1− (n−1)k−1): exatamente (n−1) retângulos antes

do retângulo seguido da cauda de tipo D;

Adicionando sobre todos os números nos obtemos que

bL(a,b)(k, (n− 1)k + 1) = a

n−1∑

i=0

bn−iL(a,b)(k, ik),

como queŕıamos.

2

Teorema 5.33. Sejam n, k inteiros positivos tais que k ≥ 2 e n ≥ 2k. Então

L(a,b)(k, n) = kak + k(k − 1)ban−k + ak−1b

{
(k − 1)(n+ 1− (k − 1)− k)− k(k − 1)

2

}

+ ak−1b2
{
(k − 1)(n+ 1− (2k − 1)− k)− k(k−1)

2

}

+
∑n−2k

j=0

∑n−2k−j
i=0 ai+jb2L(a,b)(k, n− 2k − i− j).

Demonstração: Existem kak ladrilhamentos de Lucas de ordem 1× (n+ 1) que não possui um

retângulo e k(k−1)ban−k ladrilhamentos de Lucas de ordem 1×(n+1) terminados com uma cauda

de tipo D tamanho k, ou seja, terminado em k peças onde k − 1 são quadrados e uma peça é um

retângulo.

O número de ladrilhamentos de Lucas de ordem 1 × (n + 1) tendo exatamente um retângulo

e uma cauda de tipo D de tamanho k − 1 é
∑k−1

i=0 ak−1b(n + 1 − (k − 1) − k + 1 − (i + 1)) =

ak−1b
{
(k − 1)(n+ 1− (k − 1)− k)− k(k−1)

2

}
, onde i+ 1 é a posição do quadrado preto.

Por outro lado, o número de ladrilhamentos com um retângulo e uma cauda de tipo D de

tamanho k é igual a
∑k−1

i=0 ak−1b2(n + 1 − (2k − 1) − k + 1 − (i + 1)) = ak−1b2(k − 1)(n + 1 −
(2k− 1)− k)− k(k−1)

2 . Então a soma desses dois números é o total de ladrilhamentos de Lucas com

exatamente um retângulo antes da cauda de tipo D.

Agora considere os ladrilhamentos de Lucas de ordem 1 × (n + 1) restantes. Vamos contá-los

considerando o número de quadrados entre os dois últimos retângulos.

121



O número de ladrilhamentos com j quadrados antes da cauda de tipo D e exatamente i, i =

0, 1, 2, . . . , n−2k− j, quadrados entre os dois últimos retângulos é dado por ai+jb2L(a,b)(k, n−2k−
i− j). Então somando sobre todos os valores de j e i, segue que

n−2k∑

j=0

n−2k−j∑

i=0

ai+jb2L(a,b)(k, n− 2k − i− j)

é o número de ladrilhamentos de Lucas com pelo menos dois retângulos.

Assim, adicionando todos esses números temos que o total de ladrilhamentos contado é L(a,b)(k, n).

2

122



CAPÍTULO 6

CONSIDERAÇÕES FINAIS E

TRABALHOS FUTUROS

Apresentaremos aqui algumas linhas de pesquisa a serem adotadas após a apresentação deste

trabalho. Em primeiro lugar o objetivo é continuar estudando as caracteŕısticas de relações de

recorrência gerais, demonstrar identidades existentes, e encontrar novas identidades envolvendo

essas sequências.

6.1 Sequências de Lucas

Sejam P,Q inteiros não negativos, chama-se D = P 2 − 4Q de discriminante e assume-se que

D 6= 0. Considere o polinômio X2−PX+Q, denominado polinômio caracteŕıstico, cujas ráızes são

α =
P +

√
D

2
e β =

P −
√
D

2
.

Segue que α 6= β, α+ β = P, α× β = Q, e (α− β)2 = D.

Para cada n ≥ 0, define-se Un = Un(P,Q) e Vn = Vn(P,Q) como segue

U0 = 0, U1 = 1, Un = PUn−1 −QUn−2, para n ≥ 2,

V0 = 2, V1 = P, Vn = PVn−1 −QVn−2, para n ≥ 2.
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A sequência U = (Un(P,Q))n≥n e V = (Vn(P,Q))n≥n são chamadas de (primeira e segunda)

Sequências de Lucas com parâmetros (P,Q). Tem-se para quaisquer parâmetros (P,Q) as funções

geradoras para as sequências dadas por

X

1− PX +QX2
=

∞∑

n=0

UnX
n

e

2− PX

1− PX +QX2
=

∞∑

n=0

VnX
n.

Binet em 1843 apresentou a seguinte expressão chamada fórmula de Binet em termos das ráızes

α e β do polinômio X2 − PX +Q :

Un =
αn − βn

α− β
, Vn = αn + βn.

Vale ressaltar os casos especiais das sequências de Lucas por suas importâncias tanto históricas

quanto aos resultados elegantes provindos das mesmas. São elas a sequência de Fibonacci, a

sequência de Lucas, de Pell e de Jacobsthal, entre outras. Os números Un = Un(1,−1) são chamados

de números de Fibonacci, enquanto os números Vn = Vn(1,−1) são chamados de números de

Lucas. Os números Un = Un(2,−1) são chamados de números de Pell, enquanto os números

Un = Un(1,−2) são chamados de números de Jacobsthal.

Algumas extensões da noção das sequências de Lucas podem ser indicadas. Tais genera-

lizações são posśıveis em quatro direções: mudando as condições iniciais, misturando duas ou

mais sequências de Lucas, considerar as relações de recorrência em termos de outros elementos não

de dois anteriores consecutivos, ou considerar mais do que dois parâmetros.

Um dos objetivos é investigar se os métodos estudados podem ser aplicados nessas generalizações

para se obter novas classes de identidades.

6.2 Relações Algébricas

Como dito por Paulo Ribenboin em [16] basta olhar para os arquivos na Fibonacci Quartely

para saber que não há limites na imaginação matemática para produzir novas provas e de formas

para diferentes identidades e propriedades envolvendo sequências. Neste mesmo livro [16] são

apresentados um número de identidades cujas provas são exerćıcios simples de aplicação da fórmula

de Binet e indução. Segue a lista de algumas identidades.

• Un e Vn podem ser expressos em termos de P,Q, como por exemplo
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Un = Pn−1−
(
n− 2

1

)
Pn−3Q+

(
n− 3

2

)
Pn−5Q2+· · ·+(−1)k

(
n− 1− k

k

)
Pn−1−2kQk+· · ·+E,

onde

E =





(−1)
n
2
−1
( n

2
n
2
−1

)
PQ

n
2
−1, se n é par,

(−1)
n−1
2 Q

n−1
2 , se n é ı́mpar.

• Relações Quadráticas para qualquer inteiro n :

V 2
n −DU2

n = 4Qn,

U2
n+1 − PUn+1Un +QU2

n = Qn.

• Identidades envolvendo Un e Vn para qualquer inteiro n :

DUn = Vn+1 −QVn−1,

Vn = Un+1 −QUn−1.

• Adição sobre ı́ndices para quaisquer inteiros m e n :

Um+n = UmVn −QnUm−n,

Vm+n = VmVn −QnVm−n = DUmUn +QnVm−n,

2Um+n = UmVn + UnVm,

2QnUm−n = UmUn − UnVm.

• Multiplicação sobre ı́ndices para qualquer inteiro n :

U2n = UnVn,

V2n = V 2
n − 2Qn,

U3n = Un(V
2
n −Qn) = Un(DU2

n + 3Qn),

V3n = Vn(V
2
n − 3Qn).

Um posśıvel trabalho é percorrer essas identidades procurando provas e novas identidades de

Lucas utilizando ladrilhamentos.
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6.3 Outras Interpretações

Em 2013, Jhala, Sisodiya and Rathore [12] provaram algumas identidades envolvendo os números

de k−Jacobsthal J(k, n) definidos por J(k, n + 1) = kJ(k, n) + 2J(k, n − 1); para n ≥ 1, com

condições iniciais J(k, 0) = 0, J(k, 1) = 1. Para n ≥ 1, temos que J(1, n) = Jn, o n−ésimo número

de Jacobsthal.

Neste artigo as seguintes identidades sao provadas usando a fórmula de Binet para o termo

geral da sequência dos números de k− Jacobsthal.

Teorema 6.1. ( Identidade de Catalan para Jacobsthal) Sejam inteiros n ≥ 0 então

J(k, n− r)J(k, n+ r)− J2(k, n) = (−1)n+1−rJ2(k, r)2n−r

Teorema 6.2. (Identidade de D’ocagne para Jacobsthal )

Sejam inteiros m,n ≥ 0 tais que m > n então J(k,m)J(k, n + 1) − J(k,m + 1)J(k, n) =

(−2)nJ(k,m− n)

Neste mesmo ano, em [8] provaram algumas identidades envolvendo os números de k− Pell

P (k, n) definidos por P (k, n + 1) = 2P (k, n) + kP (k, n − 1); para n ≥ 1, com condições iniciais

P (k, 0) = 0, P (k, 1) = 1. Para n ≥ 1, temos que P (1, n) = Pn, o n−ésimo número de Pell. Entre

elas tem-se as identidades

Teorema 6.3. ( Identidade de Catalan para Pell) Sejam inteiros n ≥ 0 então

P (k, n− r)P (k, n+ r)− P 2(k, n) = (−1)n+1−rP 2(k, r)kn−r

Teorema 6.4. (Identidade de D’ocagne para Pell )

Sejam inteiros m,n ≥ 0 tais que m > n então P (k,m)P (k, n + 1) − P (k,m + 1)P (k, n) =

(−k)nP (k,m− n)

Podemos olhar para essas identidades combinatorialmente e prová-las utilizando argumentos

bijetivos no contexto de ladrilhamentos como discutido em [4]. Para tanto seja a(s, k, n) o número

de possibilidades de cobrir um tabuleiro de ordem 1× n dispondo das seguintes peças: quadrados

de k diferentes cores e dominós de s cores distintas. Assim, temos que a(s, k, 0) = 1 referente ao

ladrilhamento vazio, a(s, k, 1) = k referente aos 1−ladrilhamentos formados por um quadrado de

k cores distintas. Seja agora o conjunto dos ladrilhamentos contados por a(s, k, n). Esse conjunto

pode ser dividido em dois conjuntos: o subconjunto dos ladrilhamentos terminados em quadrado e o

subconjunto dos ladrilhamentos terminados em dominós. O primeiro subconjunto tem cardinalidade

ka(s, k, n−1), e o segundo tem cardinalidade sa(s, k, n−2). Assim, para n ≥ 2 temos que a(s, k, n) =
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ka(k, n− 1) + sa(k, n− 2), com condições iniciais a(s, k, 0) = 1 e a(s, k, 1) = k, portanto obtemos

as igualdades a(2, k, n) = J(k, n+ 1) e a(k, 2, n) = P (k, n+ 1)

Assim, estabelecemos as seguintes identidades que podem ser facilmente provadas com as

técnicas apresentadas em [4].

Teorema 6.5. (Generalização da Identidade de Catalan ) Sejam inteiros n ≥ 0, então

a(s, k, n− r)a(s, k, n+ r)− a2(s, k, n) = (−1)n−ra2(s, k, r − 1)sn−r+1.

Teorema 6.6. (Generalização da Identidade de D’ocagne )

Sejam inteiros m,n ≥ 0 tais que m > n. Então a(k,m)a(k, n + 1) − a(k,m + 1)a(k, n) =

(−s)na(k,m− n).

Como corolário dessas identidades generalizadas seguem as Identidades (6.1) , (6.2), (6.3) e

(6.4).

Observemos que várias identidades podem ser generalizadas e provadas via ladrilhamento como

as supracitadas.

6.4 Generalização para Números q-análogos de

Jacobsthal

De forma análogo ao que foi feito na generalização do Lema 3.4, podemos definir pj1,··· ,jm,l1,··· ,lr ,

o polinômio gerado como coeficiente de xj11 · · ·xjmm yl11 · · · ylrr na expansão de

(
m∑

i=1

xi +
r∑

i=1

yi

)(∑m
i=1 ji+

∑r
i=1 li)

com inversões de peso xi+txi = q2txixi+t, yi+tyi = qtyiyi+t, yj′xj = qj−2j
′

xjyj′ .

Assim, obtemos o seguinte resultado.

Teorema 6.7. A função geradora para ladrilhamentos com exatamente ji dominós do tipo di, com

1 ≤ i ≤ m, li quadrados do tipo si, onde 1 ≤ i ≤ r é dada por
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qmj2m + 2jmjm−1 + j2m−1 + 2(jm + jm−1)jm−2 + j2m−2 + · · ·+

q
+2(jm + jm−1 + · · · j2)j1 + j21 + (r − 1)

(
lr2(jm + jm−1 + · · · j1) +

(lr − 1)

2

)

q
(r − 2)

(
lr−12(jm + jm−1 + · · · j1 + lr) +

(lr−1 − 1)

2

)
+ · · ·+

q
l22(jm + jm−1 + · · · j1 + lr · · · l3) +

(l2 − 1)

2

×pj1,··· ,jm,l1,··· ,lr

E com este teorema é posśıvel generalizar o Lema 3.4 e Teorema 3.24 em termos da notação

Pn+1(a, b; q).

Além disso, cada sequência δ ∈ Sxj ,yk,zl pode ser associada a uma matriz de três linhas onde

a entrada da primeira linha são os expoentes relacionados a x, da segunda linha os expoentes

relacionados a y e da terceira linha os expoentes relacionados a z. Considere, por exemplo, k =

2, j = 3, l = 1; e a sequência y2zxyx. Esta sequência está relacionada com o ladrilhamento T ∈ T2,3,1

de 2 ∗ 2 + 3 ∗ 2 + 1 = 11 casas dado da forma

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

Figura 6.1: Ladrilhamento com peso q1+3+2∗6+8+2∗10 = q44 em T2,3,1

e a matriz de três linhas




1 1 0

0 1 2

0 0 1


 ,

criada olhando a sequência da esquerda para a direita e dispondo os valores na matriz da direita

para a esquerda. De fato, temos os termos no ińıcio da sequência y2z relacionado com a coluna




0

2

1


 ,
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e assim por diante.

Observemos que a soma dos elementos da primeira linha é o expoente de x, da segunda é

o expoente de y e da terceira é o expoente de z, no ladrilhamento de peso mı́nimo associado a

sequência x2y3z1

A partir dessa matriz, [1], associa-se um reticulado tridimensional e a partir deste, é constrúıdo

um volume correspondente a uma partição plana.




1 1 0

0 1 2

0 0 1


→




2 2 1

1 2 3

1 1 2




Assim há o interesse em estudar essas relações existentes.

6.5 Outros interesses

A interpretação existente para as recorrências 5.1 e 5.2 em termos de grafos sugere que a

interpretação em termos de grafos para as recorrências 5.3 e 5.4 seja a contagem de subconjuntos

k−independentes do conjunto de vértices de um grafo com a possibilidade de uma coloração de

vértices e arestas deste grafo. Uma das questões a serem respondidas é se ao fixar os parâmetros

temos relações entre resultados já conhecidos na coloração de grafos.

Um dos assuntos que devem ser estudados são os Figurate Number, [10] que são os números que

podem ser representados como pontos espaçados regularmente arranjados como figuras geométricas

planas e espaciais. Temos, por exemplo, os números triangulares e os números pentagonais citados

no trabalho. Existem resultados combinatórios elegantes sobre esses números e é interessante obter

provas combinatórias para identidades envolvendo esses números.

Além disso, outra linha de pesquisa a ser seguida é o estudo sobre Formas Modulares e outros

novos métodos para determinar funções geradoras. Esses métodos anaĺıticos podem ser aplicados

em diversas áreas. Em especial tem-se o interesse de aplicar esses métodos no estudo de funções

geradoras para Códigos.
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