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Abstract

This dissertation was written with the intent of containing its main prerequisites. So, initially,
we will recall some basic definitions and some results from classical algebra. Then we will list some
classical results of the theory of Pl-algebras as well as the ones about codimensions and Hilbert
series. The latter will give us tools to describe, at least partially, the polynomial identities of the
Grassmann algebra in positive characteristic (mainly the unitary Grassmann algebra). Neverthe-
less, many of the results may work in characteristic zero too. We will take in consideration two
cases: in the first one the ground field will be considered infinite (according to a paper written by
Giambruno and Koshlukov) while in the second one we will consider the ground field to be finite
(according to a paper written by Regev).

Keywords: Algebra, Grassmann algebra, Polynomial identities.

Resumo

Esta dissertacao foi escrita com a intencao de conter os seus principais pré-requisitos. Assim,
inicialmente, recordaremos algumas defini¢oes basicas e alguns resultados da algebra classica. En-
tao, listaremos alguns resultados classicos da teoria de PI-algebras, bem como alguns resultados
sobre codimensoes e série de Hilbert. Este tltimo nos dara ferramentas para descrever, pelo me-
nos parcialmente, as identidades polinomiais da algebra de Grassmann em caracteristica positiva
(principalmente a dlgebra de Grassmann unitéria). No entanto, muitos dos resultados podem fun-
cionar em caracteristica zero. Levaremos em consideracao dois casos: no primeiro, o corpo base
sera considerado infinito (de acordo com um artigo escrito por Giambruno e Koshlukov) enquanto
que, no segundo, consideraremos que o corpo base seja finito (de acordo com um artigo escrito por
Regev).

Palavras-chave: Algebra, Algebra de Grassmann, Identidades polinomiais.
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Introducao

A area da matematica na qual se insere esta dissertacao é a algebra nao comutativa: teoria
de anéis, e mais especificamente, na teoria das algebras que satisfazem identidades polinomiais,
chamadas Pl-algebras (do inglés Polynomial Identity). A classe das Pl-dlgebras é muito grande
ela contém as édlgebras comutativas, as algebras de dimensao finita (como as dlgebras matriciais),
além de muitas outras dlgebras que tem grande relevancia para a propria matematica assim como
para varias aplicacoes em outras areas de pesquisa.

A Teoria de Algebras com identidades polinomiais tem sido muito investigada desde o inicio
da década de 1920. A origem deste topico é geométrico e pode ser achado em um artigo de Dehn
intitulado Find conditions on D with the property D is commutative, onde D é uma algebra de
divisdo sobre o corpo K. Podemos destacar também os trabalhos de Wagner (1936), em sua
maioria motivados pela geometria. Nesses trabalhos iniciais aparecem, de uma forma indireta,
algumas identidades polinomiais para a algebra das matrizes de ordem 2.

Sabemos que as identidades polinomiais em algebras de matrizes tém sido objeto de estudo na
teoria das Pl-algebras desde seu inicio e problemas relacionados tém estimulado seu desenvolvi-
mento ao longo dos anos. Mas foi a partir de 1948 que esta teoria desenvolveu-se mais intensamente
apos o artigo de Kaplansky, onde o autor mostrou que toda Pl-algebra primitiva ¢ uma algebra
simples e de dimensao finita. Em 1950, Amitsur e Levitski demonstraram, usando argumentos
combinatorios, que o polindémio standard se,(x1, ..., T2,) = Z SgN(0) T (1) - - To(2n) € Uma iden-

oc€San
tidade polinomial de grau minimo para a algebra das matrizes de ordem 2n sobre um corpo K. Este

resultado marcou o comeco de uma nova abordagem a Pl-teoria, que visa a descricao das identi-
dades polinomiais satisfeitas por uma algebra dada e foi um dos primeiros resultados significativos
da utilizacao da combinatéria algébrica no estudo de Pl-algebras.

Também, em 1950, W. Specht conjecturou que para corpos de caracteristica zero todo T-ideal
(o ideal das identidades polinomiais de uma algebra dada) é finitamente gerado, a partir desta
conjectura falamos que se todas as subvariedades de B, inclusive B, sao finitamente baseadas,
entao B satisfaz a propriedade de Specht. Mas foi somente em 1987, que Kemer respondeu de
forma afirmativa tal problema. A teoria criada por Kemer para resolver o prloblema de Specht
envolve o estudo de identidades Zs-graduadas além de certos produtos tensoriais graduados com a
algebra de Grassmann. Esta teoria ¢ hoje uma das ferramentas béasicas no estudo das identidades de
uma algebra dada. Entretanto, no caso de corpos de caracteristica positiva a conjectura de Specht
nao é verdadeira. Em 1999 os matematicos Belov e Grishin, e Shchigolev exibiram contra-exemplos
para um corpo de caracteristica p > 2.

A maioria da teoria estrutural da PI-algebra foi desenvolvida nas décadas de 60 e 70. E foi na



década de 70, que a teoria das PI-algebras foi relacionada a teoria mais geral de identidades trago
como desenvolvida por Procesi via teoria de invariantes, e independentemente por Razmyslov.

O estudo das Pl-algebras ha algum tempo se firmou como uma das areas mais importantes e
ricas da algebra nao-comutativa. Nas tltimas décadas, a area passou por varias transformagoes, e
ganhou destaque o uso de métodos combinatoriais, assintéticos e o uso da teoria de representacoes
de grupos. Em 1972, Regev foi um dos primeiros matematicos que utilizou tais métodos para de-
monstrar um teorema sobre algebras. Pois, ao escrever um artigo intitulado Fxistence of identities
i A ®p B, utilizou-se dessa ferramenta para provar um teorema que o auxiliaria a demonstrar o
tema de seu trabalho, cujo enunciado do teorema era o seguinte: Se A e B sao Pl-adlgebras entao
A ®p B também é uma Pl-dlgebra. O ponto central na demonstragao desse teorema, de natureza
qualitativa a respeito das PI-algebras, é um resultado quantitativo e combinatorial, que é por onde
entra o grupo simétrico .S,,.

As identidades polinomiais da algebra de Grassmann foram descritas na década de 60, por
Latyshev e em 1973, por Krakowski e Regev. Estes provaram que o polindémio [x7, 9, x3] forma
uma base das identidades polinomiais da algebra unitaria de Grassmann de dimensao infinita sobre
um corpo de caracteristica zero, onde [z1, 2, x3] = [[x1, 22, 23] € [a,b] = ab — ba é o comutador
de a e b. Krakowski e Regev, ao descreverem por completo a estrutura das identidades da algebra
de Grassmann, desenvolveram ferramentas importantes para a teoria das identidades polinomiais.
Em 1991, Di Vincenzo deu uma prova diferente deste resultado e também exibiu, para qualquer k,
bases finitas das identidades da algebra de Grassmann de um espago vetorial de dimensao finita.

Com relagao as dlgebras de Grassmann com caracteristica positiva, em 1980, Stojanova-Venkova
achou bases finitas das identidades satisfeitas pela algebra nao unitaria de Grassmann de dimensao
finita, sobre um corpo arbitrario K infinito. Em 1981, Siderov fez o mesmo no caso de dimensao
infinita. Além disso, ela provou que para um corpo arbitrario K, todo T-ideal da algebra associativa
livre sem o 1 K (X), contendo [x,z9,x3] tem uma base finita. Em 1991, Regev estudou as
propriedades das partes multilineares do T-ideal da algebra de Grassmann de dimensao infinita
(tanto unitaria quanto nao unitaria), sobre um corpo finito. Ou seja, ja se conhece as bases das
identidades polinomiais da algebra de Grassmann em qualquer corpo.

Neste trabalho, com o intuito de conter os principais pré-requisitos, daremos algumas defini¢oes
basicas sobre grupos, anéis, ideal, representagoes de grupos finitos, alguns topicos sobre particoes,
algebras, Pl-algebras, T-ideal, espagos vetoriais graduados, codimensoes do T-ideal entre outros
assuntos pertinentes ao tema. Uns poucos teoremas sé foram enunciados, mas indicamos onde o
leitor pode encontrar as suas demonstracgoes. Isto foi necessario pois estes teoremas sao importantes
para o bom entendimento de assuntos posteriores e nao colocamos suas provas por dependerem de
assuntos nao abordados nesta dissertacao.

Todos os assuntos acima mencionados sao necessarios porque esta dissertacao tem por objetivo
apresentar alguns conceitos e resultados de PI-algebra a fim de que possamos estudar as identidades
polinomiais na algebra de Grassmann com caracteristica positiva. Estudaremos, principalmente,
a algebra de Grassmann unitaria. Para uma descricao das identidades polinomiais na algebra
de Grassmann nao unitaria veja o artigo On bases for identities of some varieties of associatives
algebras, Pliska Studia Mathematica, 2, 103-115, 1981 (Russian), de autoria de Chiripov e Siderov.

Com o intuito de tornar a leitura mais agradavel e compreensivel, este trabalho foi dividido em
quatro capitulos, conforme a seguir:



No primeiro capitulo, apresentamos alguns assuntos da algebra linear, tais como, espago ve-
torial, base de um espago vetorial e soma direta de subespacos. Também, abordaremos alguns
assuntos da algebra, que sao: nogodes basicas de grupos e anéis, ideal, representagoes de grupos
finitos, alguns topicos sobre parti¢oes, diagramas de Young. Também falaremos sobre algumas
defini¢oes basicas como algebras e suas propriedades basicas, algebra de Lie, subalgebra, centro de
uma algebra, ideal, dlgebras livres, algebras com identidades polinomiais, comutador, variedades,
algebras relativamente livres, polindomio central, T-ideal, espacos vetoriais graduados, codimensao
e identidades polinomiais homogéneas e multilineares, além de alguns teoremas e proposicoes que
sao necessarios para o desenvolvimento deste trabalho. Comentaremos sucintamente o problema
de Specht e definiremos algebra de Grassmann, que ¢é a algebra base dessa dissertagdo, além de
fornecer alguns exemplos dos assuntos deste capitulo.

No capitulo 2, formulamos as codimensdes e séries de Hilbert para a algebra de Grassmann e o
cotamanho do T-ideal das identidades de E(V), considerando um corpo K com caracteristica zero.
Isto tem por objetivo, evidenciar, de certa forma, as dificuldades que surgem no estudo de PI-
algebras quando passamos de um corpo com caracteristica zero para um corpo com caracteristica
positiva.

No capitulo 3, listaremos alguns resultados contidos nos trabalhos entitulados On the identities
of the Grassmann Algebras in characteristic p>0 e Remarks on P.I. algebras over finite fields, de
autoria de Giambruno — Koshlukov e de Regev, respectivamente. Abordaremos, principalmente,
a algebra unitaria de Grassmann em um corpo de caracteristica maior que dois (mas também
falaremos algo dessa dlgebra em um corpo de caracteristica zero), veremos algumas identidades
polinomiais na algebra de Grassmann e alguns polindmios que nao o sao, também serao vistos
alguns polindmios que pertencem ao T-ideal da dlgebra associativa K; (X) gerada pelo polindmio
[1, 2, 23]. Informaremos, também, de qual polindémio todas as identidades polinomiais da algebra
de Grassmann sao consequéncia e, no final do capitulo, vamos exibir uma base para identidades
polinomiais da algebra de Grassmann de dimensao finita e infinita sobre um corpo infinito.

E no ultimo capitulo, estudaremos o trabalho de Regev Grassmann Algebras over finite fields,
onde abordaremos, principalmente, o anel de valoragao discreto, algumas identidades polinomiais
para a dlgebra de Grassmann com o objetivo de apresentar algumas de suas identidades polinomiais,
além de encontrar alguns limitantes inferiores e superiores para a sua codimensao, utilizando
ferramentas combinatoriais.

As principais ferramentas que utilizaremos nesta dissertacdo serdo o argumento de Vander-
monde, o processo de multilinearizacao de uma identidade polinomial, a teoria de 4lgebras multi-
graduadas, o estudo das varias codimensoes das algebras envolvidas e alguns topicos da teoria de
representacao.



Capitulo 1

Conceitos Introdutorios

Este capitulo tem por objetivo mostrar alguns assuntos que serdo necessarios para o enten-
dimento deste trabalho. Com este intuito, iremos apresentar alguns conceitos e defini¢oes béasi-
cas sobre grupo, anel, ideal, representacoes, particoes, diagrama de Young, dlgebra e seus tipos,
identidades polinomiais, as defini¢oes de Pl-algebra e de T-ideal. Veremos, também, exemplos e
resultados importantes acerca destes assuntos.

1.1 Pré-requisitos tedricos

Nesta secao abordaremos alguns topicos sobre grupo, anel, ideal, representagoes e partigoes
que serao necessarios para um bom entendimento dos capitulos posteriores. Para um maior apro-
fundamento dos tépicos de dlgebra abordados aqui, sugerimos ao leitor que pesquise nos livros [2],
(7], [8], [10], [15], [18], [21], [23], [24] e [34], listados na referéncia bibliografica.

Definicao 1.1.1. Um conjunto ndo vazio de elementos GG é chamado de grupo se em G esta
definida uma operagao bindaria * : G X G — G tal que:

1. a,b,c € G implica que a* (bxc) = (a*xb)*xce€ G (lei associativa),

2. deeGtalqueaxe=exa=aVaed (existéncia do elemento neutro),

3. Vae G3dd e Gtalqueaxd =ad xa=e (existéncia do inverso em G).
Notagao: (G, *).

Se nao houver perigo de confusao, escreveremos o grupo (G, %) apenas por G.
Se GG possui um ntmero finito de elementos, ele serda chamado de grupo finito. Neste caso, o
nimero de elementos de G serd chamado de ordem do grupo G, cuja notagao sera |G/.

Observacgao 1.1.2. Em um grupo G temos que:

1. O elemento neutro é tnico.
De fato, sejam ej,e5 € G os elementos neutros de G, logo: ejes = e, pois e; é elemento
neutro de GG e eje9 = eg, pois e; é elemento neutro de G. Portanto, e; = es.
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2. O elemento inverso é unico.
Com efeito, sejam a), a) € G os elementos inversos de a € G, logo:

r / Y / AN Y r
aja = e = (aja)ay = eay = ay(aal) = ay = aje = ay = a) = aj.

Dessa forma, denotaremos o elemento inverso de a € G por a™! (ou —a se a operagao for a
adigdo) e o elemento neutro de G serda denotado por 1g ou 1 (ou Og ou 0 se a operagao for a
adigdo), se nao houver risco de confusao.

Definicao 1.1.3. Um grupo G é chamado de abeliano se a *b = b * a, Va,b € G.

Definigao 1.1.4. Seja um grupo (G, *). Um elemento g € G é chamado de idempotente se

P =gxg=y.

Definicao 1.1.5. Seja G um grupo e g € GG com a operagao multiplicacdo. Se n € Z definimos g"
como segue:
1, se n=0
g = g g, se n>0
(™), se n<0

n—1,

Se m,n € Z pode-se provar, usando indugao, as seguintes propriedades:
o« gn-gt=g""" e
« (9" =g
Observagao 1.1.6. Adotando um grupo G com a operagao aditiva, definimos ng como segue:

0, se n=0
ng=< (n—1)g+g, se n>0
—((—=n)g), se n<0

E as propriedades ficam da seguinte forma:
e mg+ng=(m-+n)g;e

« m(ng) = (nm)g.

Seria muito bom focar nossa atencao em pedagos apropriados de G, que sao menores do que ele,
mas que temos algum controle e sao tais que as informacgoes obtidas deles possam ser usadas para
ter informacoes relevantes sobre G. E natural esperar que tais pedacos se comportem razoavelmente
bem em relacdo a operacao de G. Tais pedagos de G sao definidos a seguir.

Definicao 1.1.7. Um subconjunto nao vazio H de G é chamado de subgrupo de G se, sob a
mesma operagao definida em GG, H é um grupo.



Exemplo 1.1.8. O conjunto GL,,(K) das matrizes m x m invertiveis A com entradas no corpo
K sob a multiplicacao matricial usual é um grupo que nao ¢ abeliano.

Com efeito, por defini¢io de GL,,(K) existem A™!, Id € GL,,(K) tais que AA™' = A"'A=1Id e
IdA = Ald = A.

Sejam A, B € GL,,(K) entao existem A™', B~! € GL,,(K) inversas de A e B, respectivamente.
Logo: (AB)(B™'A™!Y) =1Id = AB € GL,,(K).

Sabemos que a multiplicacdo matricial é associativa e ndo comutativa.

Exemplo 1.1.9. O conjunto GL(V') dos operadores invertiveis do espago vetorial V' de dimensao
finita sob a composi¢ao de operadores é um grupo.

Com efeito, por definicio de GL(V) existem T7' € GL(V) e Id € GL(V) tal que T o T™! =
Tl'oT=IdeldoT=Told=T.

Sejam T, U € GL(V) entao existem T-!, U~ € GL(V) operadores inversos de T e U, respectiva-
mente. Logo: (ToU)o (U toT ) =Id=ToU e GL(V).

Sabemos que a composigao de operadores (que é uma funcao) é associativa.

Exemplo 1.1.10. O conjunto R com a adi¢ao usual forma um grupo abeliano. O conjunto Z sob
a adicdo usual é um subgrupo abeliano de R.

Exemplo 1.1.11. O conjunto Zy = {0,1}, com a relagdo bindria soma (+) definida de acordo
com a tabela abaixo, forma um grupo aditivo abeliano:

+ 01
0(0]1
1)1

Vamos definir a seguir, um conjunto que tem uma participagao importante na Teoria de Grupos.

Definicao 1.1.12. Sejam H um subgrupo de um grupo G e o conjunto Hx = {hz|h € H}.
Chamaremos ¥ = Hx de classe lateral (a direita) de H em G e o conjunto G/H = {Hz|z € G},
de todas as classes laterais (& direita) de H em G, de conjunto quociente. O nimero |G/H]| é
chamado de indice de H em G.

Exemplo 1.1.13. Sejam G = S5 = {(1),(12),(13),(23),(123),(132)}e H=5={(1),(12)}
um subgrupo de G, onde (1) é a unidade e (i j k) significa que ¢ é permutado por j, j é permutado
por k e k é permutado por i. Temos que G/H = {S5;{(1 3),(1 3 2)};{(2 3),(1 2 3)}}, logo
|G/ H|= |83/ S2|= 3.

A seguinte definicdo nos apresentara uma relagdo que é muito til e tem um importante papel
na Teoria de Grupos.

Definicao 1.1.14. Se a,b € GG, entao b é chamado de conjugado de a em G se existe um elemento
¢ € G tal que b = ¢ 'ac. Denotaremos isto por a ~ b e chamaremos esta relacio de conjugacgao.



A conjugacao é uma relacdo de equivaléncia em G e a classe de equivaléncia de a € G dada
por E(a) = {x € G|a ~ z} sob a conjugagao é chamada de classe conjugada de G.

Exemplo 1.1.15. Em S3 temos as seguintes classes de conjugacao:
« E((1) ={(1)}, pois (1) = ()71 (1)(1).
e E(12)={(12),(13),(23)}, pois (12)=(1)"1(12)(1), (13)=(123)"1(12)(123)e
(23)=(132)"1(12)(132).
e E(123)={(123),(132)},pois(123)=(1)"1(123)(1),e(132)=(123)"1(132)(123).
Veremos agora uma observacao que sera usada para provar o lema posterior.

Observagao 1.1.16. Seja S, o grupo de permutagoes do nimero n. Como o indice de S, em
relagdo a S,,_1 é n, temos a seguinte decomposigao:

Sn - (1)571—1 U glsn—l u.--u Qn—ISTL—la
onde a unido ¢é disjunta e, em cada parcela, §; ¢ S,,_1, onde 1 <i <n— 1.

Exemplo 1.1.17. Considere o conjunto S3 = {(1), (1 2),(1 3),(2 3),(1 2 3),(1 3 2)}, pela ultima
observagao temos que:

(1)S;U(13)52U(2 3).52 = (H){(1), (1 2)fU (1 3){(1), (1 2)}uU(2 3){(1), (1 2)} = {(1)(1), (1)(1 2)}U
{(13)(1), (13)(12);U{(23)(1),(23)(12)} = {(1),(12)}U{(13),(123)}U{(23),(132)} = 5.

Defini¢ao 1.1.18. Uma aplica¢do ¢ : G — G’ do grupo (G, *;) no grupo (G’ *9) é chamado de
homomorfismo se para todo a,b € G temos

p(a*1b) = p(a) *9 p(b).

Lembremos que o Niicleo de ¢ é o conjunto definido por Ker(¢) = {v € A|p(v) = 0} e a
Imagem de ¢, definido por Im(y) = {p(v) |v € A}.

Dependendo das propriedades que um homomorfismo ¢ : G — G’ tenha, podemos chamé-lo
com o0s seguintes nomes:

Definigao 1.1.19. 1. Uma aplicacao ¢ : G — G’ entre os grupos GG e G’ é chamado de mono-
morfismo se ¢ ¢ um homomorfismo injetor.

2. Uma aplicacao ¢ : G — G’ entre os grupos G e GG' é chamado de epimorfismo se ¢ é um
homomorfismo sobrejetor.

3. Uma aplicacao ¢ : G — G’ entre os grupos G e G’ é chamado de isomorfismo se ¢ é um
homomorfismo bijetor.

Se existe um isomorfismo entre os grupos G e G’, dizemos que eles sdo grupos isomorfos e
denotamos este fato por G = G'.

Do ponto de vista das operagoes, dois grupos isomorfos G e G’ sdo iguais. Pois se renomearmos
@(x) por a e p(y) por b, através do isomorfismo ¢ : G — G’ temos que ¢(xy) = ab, ou seja, esta
renomeacao de elementos é consistente com a operacao de G.
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Exemplo 1.1.20. Seja G = G’ = (Z,+). Considere a aplicagao ¢ : Z — Z definida por ¢(z) = 2z,
temos que ¢ é um homomorfismo.
De fato, temos que p(z +y) = 2(x + y) = 2z + 2y = ¢(z) + ¢(y).

Exemplo 1.1.21. Seja GL,,(R) o grupo de todas as matrizes A do tipo m x m com entradas
reais, tal que det(A) # 0 e com a multiplicagdo matricial usual. Seja R* o grupo de todos os
ndimeros reais nao nulos sob a multiplicacao. Entao a aplicacdo ¢ : GL,,(R) — R* definida por
©(A) = det(A) é um homomorfismo.

Com efeito, tomemos A, B € GL,,(R). Logo:

0(AB) = det(AB) = det(A) - det(B) = ¢(A)p(B).

Exemplo 1.1.22. GL(V) e GL,,(K) sao grupos isomorfos, onde dim(V') = m < oc.

De fato, seja 8 = {vy,...,v,,} uma base de V. Sabemos que o operador linear A : V' — V fica
inteiramente determinado pela matriz em relacao a base, 8 [A]s = [a;;] € GL,,(K), que é definida
por:

m
Avj:Zaijvi, j:]_,,m
i=1

Logo fixado uma base § de V, temos determinada a fungao (que também é uma transformacao
linear)

¢ : GL(V) = GLn(K)

que faz corresponder a cada A € GL(V') a sua matriz [A]z na base [3.

Temos que a bijetividade de ¢ é assegurada pelo teorema abaixo, cujo enunciado estd no
préximo paragrafo e sua demonstragao pode ser encontrada na pagina 40 de [26].

“Sejam V' e W espacos vetoriais e § uma base de V. A cada vetor u € 3, fagamos corresponder
(de maneira arbitraria) um vetor v’ € WW. Entao existe uma tnica transformagao linear 7 : V- — W
tal que Au = u/, para cada u € 3.

Agora, dados dois operadores lineares T' e S e suas matrizes em relagdo a uma base 3, res-
pectivamente, [T]3 e [S]s, sabemos, da algebra linear, que a matriz em relacdo a uma base § da
composicao T'o S ¢ igual a [T]5[S]z. Portanto:

p(T'05) = [T'oS]g = [Ts[S]s = p(T)p(S).
Ou seja, ¢ é um isomorfismo de grupo entre GL(V) e GL,,(K).

A préoxima defini¢ao introduzird um sistema algébrico que possui duas operagoes (adigao e
multiplicacdo). Estas operagoes estdo sujeitas a muitas das regras familiares que conhecemos da
aritmética. Esse sistema é uma generalizagao dos nossos sistemas numéricos usuais.

Definicao 1.1.23. Um conjunto nao vazio R é chamado de anel se em R existem duas operagoes
binérias, denotadas por + e -, tal que para todo a,b,c € R:

1. (R,+) é um grupo abeliano.
2.a-beR.



.a-(b+c)=a-b+a-ce(b+c)-a=b-at+c-a (leis distributivas).
Notagao: (R,+,:).

Se nao houver perigo de confusao escreveremos o anel (R, +, ) apenas por R.
Veremos na préxima definicao, certos anéis que possuem propriedades especiais.

Defini¢ao 1.1.24. Um anel (R, +,-) é chamado de:
1. comutativo se Va,b € R temos que a-b=1>0-a; e de

2. anel com unidade se existir um elemento u € R tal que Va € R vale a seguinte igualdade:
a-u=1u-a=a. Esse elemento v é chamado de unidade de R.

A partir de agora, a unidade de R serd denotada por 1z ou 1, se nao houver risco de confusao.

Exemplo 1.1.25. O conjunto dos nimero inteiros pares 2Z = {...,—2,0,2,...} com a adigao e
multiplicagdo usuais de Z forma um anel comutativo e sem unidade.

Exemplo 1.1.26. O conjunto Z com a adi¢ao e multiplicagdo usuais forma um anel comutativo
com unidade.

Exemplo 1.1.27. O conjunto M,(R), das matrizes 2 x 2 com entradas reais, com a adigao e
multiplicagdo matricial usuais forma um anel com unidade e ndo comutativo.

Proposigao 1.1.28. Se R ¢ um anel com unidade entao sua unidade é tnica.

Demonstragao. Sejam uq,us € R unidades de R. Pela definicdo de unidade de um anel temos que
U = Uy - Ug € U = Uy - Uy, 10LO:
Up = Uy * U = U3.

Proposicao 1.1.29. Seja R um anel. Entao para todo a € R temos que a -0 = 0.

Demonstragio. a-0=a-(0+4+0)=a-0+a-0. Somando —(a - 0) no inicio e no fim da cadeia de
igualdades temos que a -0 = 0. O

Definicao 1.1.30. Se R é uma anel comutativo, entdo a # 0 é chamado de divisor de zero se
existe um b € R, b # 0, tal que a - b = 0.

Exemplo 1.1.31. Oianelicorflutiativg Zg tem como divisores de zero os numeros 2, 3 e 4, pois em
Zg temos que 2-3=6=0e3-4=12=0.

Algumas propriedades fazem certos anéis mais “bonitos” que outros, e se fazem dignos de
destaque. A préxima definicao listard alguns destes anéis.

Defini¢ao 1.1.32. 1. Um anel comutativo R é chamado de dominio de integridade (ou
simplesmente dominio) se Va,b € R tivermos que a-b =0 = a = 0 ou b = 0. Ou seja, se
ele nao possui divisores de zero.



2. Um anel é chamado de anel de divisao se seus elementos nao nulos formam um grupo sob
a multiplicagao.

3. Um corpo ¢é um anel de divisdo comutativo.
Proposicao 1.1.33. Todo corpo K ¢ um dominio de integridade.

Demonstragdo. Sejam a,b € K com a-b = 0. Suponha que a # 0 logo, como K é um corpo, existe
a™' € Ktalquea-a™! = u. Portanto: a™'-(a-b) =a ' 0= (ata)b=0=ub=0=b=0. O

Exemplo 1.1.34. R é um corpo. No entanto, Z ¢ um dominio de integridade que nao é um corpo
pois, todo ntimero inteiro diferente de —1 e 1 nao tem inverso multiplicativo em Z.

Definicao 1.1.35. Um corpo K é chamado de algebricamente fechado se para todo polindmio
f(x) = X" a;x’ com coeficientes a; € K existe zo € K tal que f(zg) = 0.

Exemplo 1.1.36. Sabemos que C é um corpo algebricamente fechado e que R nao é, pois em R
o polindémio f(x) = x? 4+ 1 nao admite raiz.

Veremos a seguir, porque certos tipos de corpos tem um comportamento completamente distinto
do normal quando seus elementos sao multiplicados por um determinado nimero inteiro.

Definicao 1.1.37. Seja m um inteiro positivo, entdao um corpo K tem caracteristica m, se m é
o menor inteiro tal que m-a = 0, Va € K. Se nao existe tal m, K ¢ dito de caracteristica zero.
Notagao: car(K) = p.

Proposicao 1.1.38. Seja p # 0 a caracteristica de um dominio de integridade R (com ou sem
unidade). Entao p é primo.

Demonstragdo. Seja p # 0 a caracteristica de R e suponha que ele ndo é primo. Logo existem
primos py, . . . p, (podendo ter primos repetidos) tais que:

C&I‘(R) =p=0p1-Dn-
Seja r um elemento qualquer de R, entao:
pr=0=(pi-pa) r=0=(p1-py) r-r=0=(pi-pj-r)Pjs1-pp-7)=0=

(pr--pj-r)=0 ou (pjg1--pn-7)=0.
Mas (p1---p;), (Pj+1 - pn) < p, absurdo. 0

Lema 1.1.39. Dados um corpo K e z,y € K temos que:

1. Se car(K) = 0 entdo

(x+y)" Zn: (?) "y

=0



2. Se car(K) = p > 0 entdo
(z +y)" =2 + ¢

3. Se car(K) = p > 0 entao:
(z+y)" =2 +y"

Demonstrag¢io. (1.) Vamos provar por absurdo em n.

Paran=0: (z+y)°=1e X", (?)x”ﬂ i =12%0 = 1.

Suponha verdadeiro para n, ou seja, (z +y)" = Y1, (") "yt

Tomemos n + 1, logo:

o [ )t 2o
N 1 N T T P B ot
(s (e (s ()

Para a pentltima igualdade, utilizamos a conhecida Relacao de Stifel:

L) G0

|
(2.) Com efeito, pela Proposigao 1.1.38 p é primo logo, em cada um dos (f) = ‘(p), onde
il (p—1
1 <i<p-—1, o fator p do numerador nunca vai ser cancelado pelos fatores do denominador.
Portanto (’;) =0 paral <i<p—1ceoresultado esperado ¢ obtido.

(3.) Por indugao sobre n na férmula em 2. chega-se ao resultado. ]

Exemplo 1.1.40. O conjunto Z é de caracteristica zero. Mas o conjunto Z3 é de caracteristica 3
e temos que: (1+2)3=03P=0P3=0e(1)*+(2°=1+8=1+2=3=0.
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A seguir, veremos como construir um corpo a partir de um dominio de integridade qualquer.
Seja N o conjunto de pares ordenados (a,b), onde a,b € R, b # 0 e R é um anel de integridade.
Tome em N a seguinte relacao de equivaléncia:

(a,b) ~ (¢,d) < ad = bc.

Seja [a, b] a classe de equivaléncia em X de (a,b), onde a,b € R, b # 0 e seja Q(R) o conjunto
de tais classes de equivaléncia.
Além disso, defina em Q(R) as seguintes operagoes, respectivamente, soma e produto:

e [a,b] + [c,d] = [ad + bc, bd]
* [a,0][c,d] = [ac, bd]
Temos que estas operagoes estao bem definidas e com elas Q(R) é um corpo.

Definigao 1.1.41. O corpo Q(R) assim construido a partir de um dominio de integridade R é
chamado de corpo quociente de R (ou corpo de fracoes de R).

Exemplo 1.1.42. No caso especial em que R = Z temos que Q(Z) = Q.

Dado um conjunto B, as vezes é ttil saber se existe um conjunto de elementos que quando
multiplicados com todos os elementos de B, temos como resultado o elemento nulo. Isto nos leva
a seguinte defini¢ao:

Definigao 1.1.43. Se A e B sao dois conjuntos com uma operac¢ao multiplicagao formal A-B — S
onde S é um conjunto qualquer com o elemento 0. Entao definiremos o anulador a esquerda de
B em A, por

Ann(4B) ={a € A|aB = 0}.

Caso exista a multiplicacdo BA podemos definir o anulador a direita de B em A por
Ann(Bs) ={a € A| Ba = 0}.

Se existirem ambos os conjuntos Ann(4B) e Ann(Bj4), entdo chamaremos de o anulador de B
em A, denotado por Ann,(B), o conjunto

Ann(aB) N Ann(Bjy)

Exemplo 1.1.44. Sejam A o conjunto das matrizes 2 X 2 com entradas reais e B o subconjunto

0 a 10 Ty
de A com elementos da forma [0 0 ] Logo, Ann(aB) = [0 y ], Ann(B,) = [ 0 O] e

AnnA(B):lg 581

O subconjunto I de um anel R, definido a seguir, é importante na Teoria de Anel, pois ele tem
a propriedade especial de que o resultado da multiplicacao a esquerda de todo elemento de R por
qualquer elemento de I também pertence a I.
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Definicao 1.1.45. Se R ¢ um anel, um subconjunto I de R é chamado de ideal & esquerda de
R se:

1. I é um subgrupo de R sob a adicao.
2. Vr € ReVa e I temos que ra € I.
Podemos definir similarmente o ideal a direita de R.

Defini¢ao 1.1.46. Um ideal bilateral (ou simplesmente um ideal) do anel R é um ideal & direita
e a4 esquerda ao mesmo tempo, notacao I < R.

Dado um ideal I de um anel R, definiremos o conjunto R/I como o conjunto de todos os
elementos da forma a + 1 = {a = a+ila € Rei € I}. Vamos definir no conjunto R/I as
operacoes de adicdo e de multiplicagdo conforme a seguir:

@+ D+ G+ =(a+b+1) e (a+I)-(b+1)=(ab+1I).

Vejamos que estas operagoes estdao bem definidas.

Sejaa+I=d +1eb+1=10V+1. Da primeira igualdade temos que a = a’ + i; onde i; € I e,
analogamente, b =/ + i, onde iy € .

A soma estd bem definida, pois:

a+b=(a+i)+ O +is) = (@ + V) + (i1 +is)

e como I é subgrupo de R temos i1 + ip € I. Isto significa que (a +b) + 1 = (' + V') + 1.
Para a multiplicacao, temos que:

ab= (a' +1i1)(b +1i9) = 'V + d'iy + i1b + i11a.

Como I é um ideal de R temos que a'is, i1, 1119 € I. Fazendo a’iy + i1b + 7119 = i3 obtemos que
ab=adb +i3=ab+1=2adb +1.
Logo, as operagoes estao bem definidas.

Proposigao 1.1.47. O conjunto R/I com as operagoes definidas acima é um anel.
Demonstragio. Sejam a+ [,b+I,c+ 1 € R/I, logo:

a+ 1)+ O+I1)=(a+b+1€R/I

a+D)+b+D=(a+b)+I=0b+a)+I=0b+1)+ (a+1)

(
(
(a+D)+((b+1)+(c+D))=(a+ D)+ ((b+c)+I)=(a+(b+c)+I=((a+b)+c)+1=
((a+0)+D+(c+D)=(a+D)+B+1)+ (c+ 1)
(
(—

N+(a+1)=0+1)+(a+I)=(0+a)+ I =a+ I (Elemento neutro)

a+ 1)+ (a+I)=(—a+a)+1=0+1=1I (Elemento inverso)
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e (a+D(b+1)=ab+1€ R/I;

(a+D((b+D(c+1I) = (a+D)(bc+1I)=albc)+1 = (ab)ce+1 = (ab+ I)(c+ 1) =
((a+D)(b+1))(c+ 1)
(

a+D)((b+1)+(c+1)) = (a+1)(b+c+I) =alb+c)+1 = (ab+ac)+1 = (ab+ 1)+ (ac+]1).
Prova-se de maneira anédloga que ((a + 1)+ (b+I))(c+ 1) = (ac+ I) + (bc+ I).

O
Definicao 1.1.48. O anel R/I é chamado de anel quociente.

As duas préximas proposigoes nos dizem sobre algumas propriedades que o anel R/I “herda”

do anel R.

Proposicao 1.1.49. Se R é um anel comutativo entao R/I também o é.

Demonstragio. (a+I1)(b+1)=ab+1=ba+ 1= (b+1)(a+1) O
Proposicao 1.1.50. Se R é um anel com unidade entdo R/I também o é.

Demonstragdo. Seja 1 a unidade de R e tome o elemento 1+ I € R/I. Portanto:
(I+Da+I)=1la+I=a+Te(a+I)(1+1)=al+1=a+ I Temosentdoquel+1Iéa
unidade de R/I. O

Certos anéis tém a propriedade de que todos os seus ideais possuem a mesma forma (a mais
simples possivel). Desse modo, temos a seguinte defini¢ao:

Definicao 1.1.51. Um dominio de integridade R com unidade é um dominio de ideal principal
se todo ideal A de R é da forma A = {za| x € R} para um certo a € A.

A préxima definigdo, nos apresenta certos tipos de ideais que possuem propriedades especiais
e que serao uteis mais tarde.

Defini¢ao 1.1.52. 1. Um ideal I de um anel R é chamado primo se para todos ideais A, B
de R tais que AB C I temos que A C [ ou B C I.

2. Um ideal M # R em um anel R é chamado de ideal maximal de R se sempre que U é um
ideal de R tal que M C U C R, entaoou U = Rou U = M.

Teorema 1.1.53. Se R é um anel comutativo com unidade e M é um ideal de R, entao M é
maximal se somente se R/M é um corpo.

Demonstragio. (=) Seja T € R/M, onde T # 0. Vamos demonstrar que existe o inverso de T em
R/M.

Como 7 # 0 temos que x ¢ M. Vamos provar que o conjunto [ = {j + ar| j € M,r € R} é um
ideal. Com efeito, seja a € Re j+ar € I, logo: a(j+zr) = (aj) + a(zr) = (aj) + (ax)r. Como M
¢ um ideal temos que aj € M e como R é um anel ar € R. Portanto a(j + zr) € I. De maneira
andloga provamos que (j 4+ xr)a € I. Observe que M C I mas M # I. Como M é maximal temos
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que [ =A=1€l=1=j+axr paracertoj € M er € R.

Sejam:R— R/Mtalquen(l)=n(j+ar)=1=j+tar=j+ar=ar =2r =1 ' =T.

(<) Seja J € I C M, suponhamos que J # [ entdo existe i € [ — .J tal que 0 # i € R/M =
Jr|ri=1=ri—1€M=ri—1=jparaalgumj € M = 1=ri—j € Ipoisriclejec MCI.
Portanto I = R. O

1

Defini¢ao 1.1.54. Sejam R um dominio e Q(R) seu corpo quociente. Dizemos que R é um anel
de valorizagao de Q(R) se para cada z € Q*(R) = Q(R) — {0}, entdo z € Rou 27! € R (ou
ambos).

Exemplo 1.1.55. O conjunto Z nao é um anel de valorizagao de Q, pois 3/2 € Q* com 3/2 ¢ Z
e2/3¢Z.

Definicao 1.1.56. Sejam K um corpo e oo um simbolo, que neste contexto designa um elemento
nao inteiro tal que:
0+00=00, z4+00=00 € 2z<00,Vz€ELZL.

Uma valorizagao discreta de K é uma fungao sobrejetora v : K — Z U {oo} tal que:
L v(z) =0 x=0;

2. v(zy) =v(r) +v(y) e
3. v(x +y) > min{v(z),v(y)}, assumindo a + b # 0.

O conjunto

R, ={z € K|v(x) >0}
¢ chamado de anel de valorizagao de v.

Definicao 1.1.57. Um dominio R é chamado de anel de valorizacao discreta se existe uma
valorizacao discreta v no corpo quociente Q(R) tal que R é o anel de valorizagdo de v, ou seja,

R=R,.

Observacao 1.1.58. Todo anel de valorizagao discreta R é um dominio de ideal principal que
possui somente um ideal maximal.

Exemplo 1.1.59. Seja Zp) = {p/q|p,q € Z, gimpar}. Temos que seu corpo quociente é Q.
Agora, para qualquer elemento nao nulo » € Q podemos aplicar a fatoracao tinica no numerador
e denominador de r e escrevé-lo na forma 2¥s/t, onde s,t, k sdo inteiros com s e t impares. Neste
caso, defina a valorizagdo discreta v : Q — Z U {oo} dada por v(r) = k. Portanto, temos que
R, = Z) e entao Z) ¢ um anel de valorizacao discreta.

Defini¢ao 1.1.60. Sejam um grupo abeliano (M, +) e um anel R. O conjunto M é chamado de
R-maédulo a direita, notacao Mg, se existe uma aplicagao

A: MxR — M

(m,r) +— mr

tal que Va,b € M e Vr,s € R, temos:

15



1. (a+0b)r =ar+br,
2. a(r+s) =ar + as,
3. a(r-s) = (ar)s.

Se R possui unidade 1, diremos que Mg é um modulo unitario se:
4. al = a.

Definicao 1.1.61. Um submdédulo N de M é um subgrupo de M que é fechado sob as novas
operagoes, isto é, para todo b € N e r € R temos que br € N.

Veremos, a seguir, qual é a forma mais simples que um moédulo pode ter.

Definicao 1.1.62. Um moddulo My é chamado de irredutivel se ele tem exatamente dois sub-
moédulos. Estes submodulos tém que ser 0 e M, e da definicao implica que M # 0.

Analogamente, pode ser definido o R-modulo a esquerda r M.
Exemplo 1.1.63. Se R é um corpo, My é o que frequentemente conhecemos por espago vetorial.

Exemplo 1.1.64. Se R = Z, My ¢ essencialmente apenas M, pois a multiplicagdo por um nu-
mero inteiro se reduz a uma adigdo repetida. Entdo Z-mddulos e grupos abelianos podem ser
considerados como os mesmos objetos.

Exemplo 1.1.65. Se M = R e a aplicacao M x R — M ¢é a multiplicacao, isto é, ar = a-r, entao
temos um moédulo a direita Rpy.

Definicdo 1.1.66. 1. Uma sequéncia (finita ou infinita)

MO fl Ml f2 fn Mn

de médulos (ou grupos, ou espagos vetoriais) é chamada de exata se:
Im(fy) = Ker(fit1).

2. Uma sequéncia é chamada de exata curta se ela tem a forma

A‘f B J C

onde f é um monomorfismo e g é um epimorfismo.
Outra maneira de escrever uma sequéncia exata curta é
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0 A B C 0

A préxima definicao nos fornecerd uma ferramenta muito 1til para o nosso trabalho.

Definigao 1.1.67. Seja G um grupo. Se V é um K-espago vetorial, considere GL(V') o grupo
de todos os operadores lineares invertiveis de V. Se dim(V) = m < oo, fixando uma base de V/,
identificamos o grupo GL(V') com o grupo GL,,(K) das matrizes m x m invertiveis com entradas
no corpo K (veja Exemplo 1.1.22).

1. A representagao ¢ de G em V é um homomorfismo de grupo
¢:G— GL(V).

O grau da representagdo ¢ ¢é igual a dimensao do espaco vetorial V. A representacdo ¢ é
chamada de fiel se o ntcleo de ¢ ¢ trivial e é chamada de trivial se o seu ntcleo coincide
com G.

2. Duas representacoes ¢ : G — GL(V) e ¢' : G — GL(V') sdo chamadas de equivalentes, se
existe um isomorfismo 6 : V' — V’ dos espagos vetoriais V' e V' tal que

(60 ¢(9))(v) = (¢'(9) 0 0)(v), g€ G, v EV.

3. Se W é um subespaco de V tal que ¢(G) = W, entdo a representacao ¢ : G — GL(W)
definida por

(¥(9))(w) = (¢(9))(w), g € G, w e W CV,

é chamada de sub-representacio da representacao ¢ : G — GL(V). A representagio 1 é
prépria se W # {0} e W # V.

4. Se ¢’ : G — GL(V') e ¢" : G — GL(V") sao duas representacoes de GG, entao a representagao
dp=¢ DP":G— GL(V'® V") definida por

(@(9) (W', 0") = ((¢'(9)(v), (¢"(9))(v)), g € G, (v, 0") € VBV,

é chamada de soma direta de ¢’ e ¢”. Similarmente, definimos a soma direta de qualquer
nimero (finito ou infinito) de representagdes. O produto tensorial ¢ = ¢' ® ¢" : G —
GL(V'@ V") de ¢' e ¢" é definido por

(@)W @v") = ((¢'(9))(v) @ (¢"(9))(v")), g € G, @ " € V'@ V",

5. A representacao ¢ : G — GL(V) é irredutivel se ela ndao tem sub-representagoes préprias,
caso contrario ela é chamada de decomponivel. A representacdo ¢ é completamente
irredutivel se ela é uma soma direta de representagoes irredutiveis.

6. Se W é um subespago de V, W é dito invariante sob a agdo de G (ou G-invariante), se
Vr € W implica que ¢(s)(x) € W, Vs € G. Denotaremos ¢(s)(z) por ¢s(z).
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Comentaremos, sucintamente, a relacao entre as representagoes de GG e os K G-mddulos. Con-
sidere o conjunto End(V') da édlgebra dos K-endomorfismos de V. Se KG é o grupo dlgebra de K
sobre GG e ¢ é a representacao de G em V| temos que ¢ induz um homomorfismo de K-algebras
¢ KG — End(V) tal que ¢/(1g) = 1.

No caso em que dimg (V) = n < oo, isto é, com representagoes lineares finitas, uma represen-
tagdo de um grupo G determina unicamente um K G-médulo (ou G-mdédulo) de dimensdo finita
da seguinte maneira: Se ¢ : G — GL(V) é uma representagao de G, V se torna um G-médulo (a
esquerda) por definir gv = ¢(g)(v) para todo g € G e v € V. Temos, também, que se M é um
G-mo6dulo de dimensao finita como um espaco vetorial sobre K, entdo ¢ : G — GL(M), tal que
®(g)(m) = gm, para todo g € G, m € M, define uma representacao de G em M.

O préximo teorema e seu corolario nos dizem que as representacoes de G podem ser construidas
de outras representagdes mais simples (irredutiveis) por meio de operagoes algébricas lineares.

Teorema 1.1.68 (Teorema de Maschke). Sejam ¢ : G — GL(V) uma representacio linear
finita de G em V, o subespaco W C V G-invariante e um corpo K de caracteristica 0 ou de
caracteristica p # 0, tal que p ndo é um divisor de |G|. Entao 3W, C V subespaco tal que
V=W& W, e W, é G-invariante.

Demonstragdo. Seja W' um complementar de W, como dimV < oo temos que V =W & W',
Logo existe a projecao p : V. — W tal que Yo € V com v = w + w' temos que p(v) = w.
Seja po = (1/|G]) S @spdst : V — W (pois W é invariante). Vamos provar que Yw € W,
po(w) = w.

Com efeito, seja ¢, (w) € W. Logo p(¢;(w)) = ¢, (w), portanto:

po(w) = (1/IG]) D_(dsp o, ") (w) = (1/IG]) D_w = (1/|G]) |Glw = w.

seG seG

Logo py é uma projecao, entao existe Wy C V subespacgo associado ao py tal que V =W & W,,.
Vamos provar que Wy é G-invariante.
De fato, para todo t € G temos:

Gipody = (1/|G]) D dedspoy’ ¢ = (1/|G]) D dus po = (1/|G]) D 65 pos" = mo.

seG seG seG

Logo para todo t € G temos que ¢;py = pod;. Se wg € Wy e t € GG, entao:

(Poge)(wo) = (¢epo)(wo) = ¢e(po(wo)) = ¢:(0) = 0, poisV =W @ W,.

Logo:
p0(¢t(w0)) =0= (bt(wo) € Wg = Wo.

Portanto, W, é G-invariante. ]
O proximo corolario é uma consequéncia importante do Teorema de Maschke.

Corolario 1.1.69. Nas condigoes do Teorema de Maschke, toda representagao é soma direta de
representacoes irredutiveis.
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Demonstrag¢io. Vamos provar por inducdo em n. Sejan = 1le ¢ : G — GL(V) em que a
dimV =1 = ¢ é irredutivel.

Considere agora n > 2. Se ¢ é irredutivel temos o resultado, caso contrario, pelo Teorema 1.1.68,
existem V; e V5 subespacgos G-invariantes de V' onde ambos tém dimensao naonulae V =V, & Vs e
dimV; < dimV e dim V; < dim V. Logo aplicando a indugao em V; e V5 conseguiremos escrevé-los
como um soma direta de subespacos G-invariantes e o resultado é obtido. O

Definicao 1.1.70. Sejam Vi,...,V; moédulos nao isomorfos dois a dois de um grupo finito G.
Seja W um G-modulo de dimensao finita. Seja W = W7 & --- & W, uma decomposicao de W em
soma de G-submoddulos irredutiveis. Se para cada médulo W; temos que m;V; = W;, chamamos os
inteiros nao negativos m; de a multiplicidade de V; na decomposicao de W e escrevemos

W=mVi®-- &m,Vi.

A seguinte definicao nos fornece uma efetiva ferramenta para entender as representacoes de um
grupo finito G.

Definigao 1.1.71. Seja ¢ : G — GL(V) uma representagao de dimensao finita do grupo G. A
funcao x4 : G — K definida por

Xo(9) = trv(6(g)), g € G,

¢ chamada de carater de ¢. Se ¢ é uma representacao irredutivel, entao x, ¢ chamado de carater
irredutivel.

Temos que se g1 e go sao dois elementos conjugados do grupo G e ¢ é uma representacao de
dimensao finita de G entdo x4(g1) = x¢(g2). E também, se ¢ e ¢ sdo duas representacoes de
dimensao finita do grupo G entao

Xoay = Xo T Xv € Xooy = Xo * Xop-

O seguinte teorema mostra que o conhecimento do carater nos fornece muitas informacoes
sobre as representacoes e o numero das representacoes irredutiveis é determinado simplesmente
por propriedades de grupo. Uma demonstragao deste teorema pode ser encontrada em [34].

Teorema 1.1.72. Seja G um grupo finito e K um corpo algebricamente fechado. Entao:

1. Toda representacao de dimensao finita de G é determinada, a menos de um isomorfismo,
pelos seus carateres.

2. O numero das representagoes irredutiveis nao isomorfas de G é igual ao nimero de classes
conjugadas de G.

Para grupos de ordem pequena podemos fazer a tabela de carateres de irredutiveis de
(G. As linhas da tabela sdo completadas com os carateres irredutiveis e as colunas pelos represen-
tantes das classes de conjugacao. As entradas da tabela sao iguais aos valores dos cardteres nas
correspondentes classes de conjugacao.

Vejamos dois exemplos de tabelas de carateres de irredutiveis, onde no primeiro exemplo G = Zs
de ordem 3 e, no segundo, G = S5 de ordem 6.
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Exemplo 1.1.73. Considere o grupo ciclico aditivo Zsz. Temos que suas classes conjugadas sdo:
E(0) = {0}, E(1) = {1} e E(2) = {2}. Dessas informagoes e do Teorema 1.1.72 podemos montar

a seguinte tabela de carateres de Zs, onde w = e2™/3:
Zz |0 1 2
x1|1l 1 1
Yol w w?
Y3 |2 w? w

Exemplo 1.1.74. Considere o grupo S3. Do Exemplo 1.1.15 temos que suas classes conjugadas
sao: E(1), E(12) e E(1 2 3). Dessas informagoes e do Teorema 1.1.72 podemos montar a seguinte
tabela de carateres de Ss:

Sy (1) (12) (123)
xi| 1 1 1
Yo| 1 -1 1
xs| 2 0 1

A representacao de inteiros positivos por somas de outros inteiros positivos é um processo
de decomposi¢ao aditivo fundamental e de muita utilidade. Devido a isso, faremos a seguinte
definicao:

Definicao 1.1.75. Uma particdo de um numero inteiro positivo n é uma sequéncia de inteiros
A > ... 2\ > 1talque Y A, =n. Os \; sao chamados de partes da particao. O conjunto de
todas as partigdes de um nimero n serd denotada por Par(n).

Muitas vezes a parti¢do (Aq,...,\) serd denotada por A, e escreveremos A b+ n para denotar
que “X\ é uma particdo de n”. As vezes é conveniente indicar o nimero de vezes que cada inteiro
aparece na partigao, como por exemplo (3,22, 1%) = (3,2,2,1,1,1).

Exemplo 1.1.76. A fungao parti¢ao p(n) é o numero de parti¢oes de n.
e p(1) =1, pois 1 = (1);
e p(2)=2,pois2=(2)e2=1+1=(1,1);e
e p(3) =3, pois3=(3),3=2+1=(21)e3=1+1+1=(1,1,1).

E bem conhecido que as classes de conjugacio de S, sdo indexadas pelas particoes de n: Se
0 € S, decompomos € em produto de ciclos disjuntos, incluindo os 1-ciclos. Esta decomposicao é
Unica se requerermos que
0=m -,
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com mq,...,m, ciclos de tamanho A\ > --- > A\, > 1, respectivamente. Portanto, a particao
A= (A1,..., A\ determina unicamente a classe de conjugagao de 6.

Logo, como mencionado acima, todos os carateres irredutiveis de S,, sao indexados pelas par-
ticoes de m. A partir de agora, vamos denotar por y, o S,-carater irredutivel correspondente a
A n.

Observagao 1.1.77. A definicdo de particao é interessante pois, sobre um corpo de caracteristica
zero, o numero de parti¢oes de um inteiro positivo n coincide com o nimero de classes de conjugacao
de S, que é o mesmo numero de carateres (e portanto de representagoes, e portanto de modulos)
irredutiveis de .S,,.

Definigao 1.1.78. A funcgao geradora f(q) para a sequéncia ag, ai, ... é a série de poténcias
f(q) = Z anq".
n>0

Definigao 1.1.79. Seja A = (A, ..., \,;) uma partigao, onde para uma maior generalidade \; > 0.
Uma fungao simétrica elementar e, ¢ definida por:

1. eg=1;

.
2. e,= Y @y --ay,onded, €{l,...r}e

11<... <l

3. EX = Exy "B,

Exemplo 1.1.80. Considere A = (2,1,0,0) entéao:

4 4
e\ = €9e160€) = (Z) . (Z) 11 = (2129 + 2123 + X124 + o3 + Toxy + 2324) (X1 + o + T3+ T4).
i<j k=1

Observacgao 1.1.81. As fungoes simétricas elementares possuem uma funcao geradora bastante

conhecida, a saber:
T

F(t) = Z ent” =[]0 + a;t)

i=1
Exemplo 1.1.82. Considere r = 3, temos:

3
1 =1
= 14 21t + zot + x5t + 291> + T1231% + Tox3t? + T1T275E°
=1+ (21 + 2o + 23)t + (2129 + 2173 + Tox3)t + (212073)>
= eg + eyt + eat® + est?

3
= Z ent”.
n=0
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Definicao 1.1.83. Uma composicao é uma particdo na qual a ordem das parcelas é levada em
conta (neste caso a partigdo serd denotada por (Aq,...,\,)*). Denotaremos por comp(m,n) o
nimero de composi¢goes de n com exatamente m partes.

Exemplo 1.1.84. comp(2,3) =2, pois 3= (2,1)* =2+1=1+2.
Teorema 1.1.85.

n—1>:< (n—1)!

S () g

Demonstragdo. Vamos introduzir um representagao grafica para a composicao de n. Para a com-
posi¢ao (ay,...,a,) de n vamos associar m segmentos dos intervalo [0, n]; o primeiro segmento é
de tamanho aq, o segundo segmento é de tamanho as e assim sucessivamente.

Observemos agora que podemos construir cada uma das comp(m,n) composigoes de n com m
partes por escolher m — 1 dos primeiros n — 1 inteiros como pontos finais para os m segmentos

que dividem [0, n]. Como essas escolhas podem ser feitas de (:;_11) maneiras diferentes, temos que

comp(m,n) = ("_1). ]

m—1

Exemplo 1.1.86. Utilizando o resultado do tltimo teorema para resolver o Exemplo 1.1.84, temos
que comp(2,3) = (g:}) = (f) = 2.

Defini¢ao 1.1.87. Denotaremos por comp(N, M,n) o nimero de composigdes de n com exata-
mente M partes, onde cada parte é menor ou igual a N, ou seja, comp(N, M, n) é igual ao niimero
de elementos do conjunto {(ay,...,ap)} com > a; =n, 1 <ay,...,ap < N.

Observemos que comp(N, M, n) = comp(M,n) quando N > n.
Uma efetiva ferramenta para estudar parti¢oes é a sua representacao grafica. A cada partigao
A é associada uma representacao grafica. A seguir, vamos ver como é realizada essa associagao.

Defini¢ao 1.1.88. O diagrama de Young [\ de uma partigaio A = (Ay,...,A,) F n pode
ser formalmente definido como o conjunto de nés (ou caixas) (i,j) € Z? tal que 1 < j < \;,
1=1,...,7.

Graficamente desenhamos os diagramas substituindo os nés por caixas quadradas, adotando a
convengao, como nas matrizes, que a primeira coordenada i (indice das linhas) aumenta de cima
para baixo e a segunda coordenada j (indice das colunas) aumenta da esquerda para a direita. A
primeira caixa da esquerda de cada linha sdao caixas acima de outras e a i-ésima linha contém \;
caixas.

Denotaremos por \; o comprimento de sua j-ésima coluna de [A]. A particio X' = (A},..., \;)
e seu diagrama [\'] sdo chamados de conjugados respectivamente a \ e a [A].

Exemplo 1.1.89. Dada a partigio A = (4,2,1) temos que X = (4,2,1) = (3,2,1?), conforme
podemos ver abaixo dos diagramas de Young, respectivamente, [A] e [N]:
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Defini¢ao 1.1.90. O (i, j)-gancho do diagrama [\] = [A1,..., \,] consiste da j-ésima caixa da
i-ésima linha de [\] composta de \; — j caixas para a direita dele (chamado de brago do gancho)
e de A} — i caixas abaixo dele (chamado de perna do gancho). O tamanho do gancho é igual a
ANi+ N —i—j+1.

Exemplo 1.1.91. O (1,2)-gancho de [4,2, 1] é de tamanho A\ + X, —1—-2+1=442—-1-2+1 =4,
onde o brago mede \y —2 =4 —2 =2 e a perna mede X, — 1 =2 — 1 = 1, conforme o diagrama
de Young a seguir.

x| x[x]

Definigao 1.1.92. Para a particio A = (\q,..., ;) F n, definimos a A-tabela T, de indice
a = (ag,...,any) onde oy + ... + a,,, = n, como o diagrama de Young [\] cujas caixas sao
completadas com a; ntmeros 1, o nimeros 2, ..., a,, nimeros m. Representaremos por a;; o
elemento que se encontra na (i, j)-ésima caixa de Ty. A tabela é semi-standard se suas entradas
nao decrescem da esquerda para direita nas linhas e crescem de cima para baixo nas colunas. A
tabela é standard se ela é semi padrao de indice (1,...,1), isto é, todo inteiro 1,...,n ocorre nela
exatamente um unica vez.

Exemplo 1.1.93. Seja A\ = (4,2, 1) uma particdo. As duas primeiras tabelas T\ da esquerda sao,
respectivamente, semi-standard de indice (2,3,1,1) e standard. E a terceira nao é semi-standard.

1[1]2[4] 1[3]6]7] 1[2]3[4]
2|2 214 615
3] 5] 7]
Para uma particdo A = (A1, ..., \g) F n, o grupo simétrico S,, age sobre o conjunto da A-tabela
de indices (1,...,1) da seguinte maneira: Se (i, j)-ésima caixa da tabela Ty contém o inteiro k,

entdo a (i, j)-ésima caixa de 0T\ contém o(k), onde o € S,,. Dessa forma, temos:
Defini¢ao 1.1.94. Seja A = (A,...,\) Fne XN =()\,...,\)) a partigdo conjugada de A.

1. O estabilizador-linha de uma tabela de Young 7 ¢ dado por:
R(Ty\) = Sy, (a11,a19, ..., a15,) X -+ X Sy (A1, Qray . o5 aAry,)-
2. O estabilizador-coluna de uma tabela de Young 7 é dado por:
C(Tx) = Sx (a1, a1, .. ;axn1) X -+ X Sy (@1, Gany, -+ -5 Gy, )

Observagao 1.1.95. O estabilizador-linha R(7T)) de T) é o subgrupo de S,, que fixa os conjuntos
de entradas de cada linha de T). Analogamente, para o estabilizador-coluna C(T)y) de T).

Exemplo 1.1.96. Sejam A = (3,2), 0 = (12)(345) e a seguinte tabela de Young 7).
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2]

—_
WO~

Logo
R(T)\) = SS(L 274) X 52(375)7

O(Ty) = S2(1,5) x S(3,4) x S1(2),

e a tabela oT) ¢é dada por

215]1]
34

O proximo teorema nos fornece duas maneiras diferentes de se obter os graus das representacoes
irredutiveis de S,,, utilizando uma particao de n, o conhecimento de suas tabelas standard e a ideia
de gancho. Para uma demonstracao veja [36].

Teorema 1.1.97. Seja A\ uma particao de n, entao:

1. A dimensao dy = dim M () do S,-mdédulo irredutivel M (A) é igual ao niimero de A-tabelas
standard.

2. (Férmula do Gancho)
n!

[T+ XN —i—j+1)

onde o produto corre em todas as caixas (i, j) € [A], isto é, o denominador é igual ao produto
dos tamanhos de todos os ganchos do diagrama [\].

dy =

Exemplo 1.1.98. Vamos calcular dim M (3,2), onde A\ é uma partigdo de 5.
Primeira solugao: Temos que existem cinco (3,2)-tabelas padrao dadas abaixo e utilizando (i)
do Teorema 1.1.97 temos que dim M (3,2) = 5.

112]3] 1[2]4] 1

2 2 2 5]
415 315 314 2

5] 1/3]4] 113
) 214

Segunda solugao: Calculando os tamanhos dos ganchos do diagrama [3,2] e colocando nas
caixas do diagrama abaixo obtemos

11371
2|1
Portanto, utilizando (ii) do Teorema 1.1.97 temos que dim M (3,2) = 55+ = 5.
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1.2 Definicoes e resultados basicos sobre algebras

Nesta secao iremos apresentar as defini¢coes basicas e alguns resultados importantes da teoria
de algebras, veremos alguns de seus tipos além de mostrar alguns exemplos. Comentaremos sobre
algebra livre e homomorfismos de algebras. Principalmente, daremos a definicao de algebra de
Grassmann, que é a algebra base dessa dissertacgao.

Definigao 1.2.1. Seja K um corpo qualquer. Um K-espago vetorial A é chamado de algebra
(ou K-algebra) se A possui uma rela¢ao bindria * : (A, A) — A, chamada de multiplicagao, tal
que Va,b,c € A eVa € K, temos:

1. (a+b)*xc=axc+bxc,
2.ax(b+c)=axb+axc,
3. alaxb) = (aa) xb=ax(ab).

Percebemos da defini¢ao de algebra, que ela generaliza tanto a nocao de espaco vetorial quanto
a de anel.

Definicao 1.2.2. A algebra de grupo KG de um grupo G sobre um corpo K é a &lgebra
associativa cujos os elementos sdo a combinacao linear sobre K dos elementos de G. Como um
conjunto e espaco vetorial temos para r € KG,

xr = Z aqg , ondea, € K.
geG

A multiplicagao é definida nos elementos da base pela operagao do grupo G.

Daremos a seguir um exemplo de algebra importante, pois ele mergulha uma algebra A sem uni-
dade para uma com unidade (ou seja, ¢ um homomorfismo entre essas dlgebras). Esta construgao
é chamada de adjungao formal da unidade a algebra A.

Exemplo 1.2.3. Seja A uma algebra sem unidade. Consideremos o espago vetorial
Ko A={(k,a)|keK, ac A}
Em K & A vamos definir o seguinte produto
(k1,a1) - (K2, a2) = (kika, kras + koay + aras).
O conjunto K @& A com este produto, é uma algebra associativa com unidade (o elemento (1,0)).

A préxima proposigdo nos diz como definir uma multiplicacdo em um espago vetorial V' de
modo a torna-lo uma algebra.

Proposicao 1.2.4. Se V' é um espaco vetorial com base S e f: fx [ — V é uma funcao qualquer,
entdo existe uma unica fungao bilinear F': A x A — A estendendo f.
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Demonstragio. Dado v € V' temos que v = 3,5 kyu, onde k, € K e o conjunto {u € 3|k, # 0} é
finito. Assim, dados v = }",c5kyu e w = 37,5 kil pertencentes a V', defina a funcao  : Ax A — A
da seguinte maneira:
vew =Y kykif(u,v).
u,lEB
Temos que * estd bem definida, pois se Y-,cp5 kytt = 3,5 k,u com ky, k;, € K entdo k, = k;, para
todo u € B. Tomando agora k € K e vy = > ek v2 = X5k u e w = Y5 kil pertencentes a

V temos:
(v1 + Vo) xw = Z(k:u + k) u * Zk‘ll
u€ep lep

= > (ky + k)i f(u,l)

u,leSB
u,len u,leB
= (v1 *w) + (vg *xw)

k(v xw) = > kkukif (u,l)

u,leB

= (kkyuxY_ kil
u€p lep

= (kvy1) * vy

Analogamente mostra-se que k(vy xw) = vy x (kw) e que w * (v; +v2) = (w*vy) + (w*vy), para
quaisquer vy;v2 € V. Logo * é bilinear. Considerando agora e, e € 3, temos que e; = 3¢5 kyu,
onde k, = 1see; =uek, =0seu# e. Fazendo o mesmo para e; temos e; = 37,5 kil, onde
ki=1seey;=1ek =0sel+# ey Logo,

€1 ¥ e = Z kuk?lf(@h 62) = kelkEQf(el) 62) = f(ffl, 62)
u,leB

donde temos que * estende f.
Resta mostrar que * é a tnica aplicagdo com esta propriedade. Para isto, suponhamos que
existe *; : A X A — A estendendo f. Dai devemos ter

ax b= 3 khi(uxl)= 3 kauf(u,l)=axb

u,lep u,l€B
donde * ¢ igual a *x; e segue o resultado. [

Logo, da Proposigao 1.2.4, se a algebra A tem uma base {e; |7 € I}, entdo para definirmos a
multiplicacdo em A é suficiente mostrar a multiplicacdao entre os elementos da base:

k k
kel
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onde para i e j fixos, apenas um numero finito de afj sao nao nulos. E o inverso também vale, ou
seja, podemos definir uma multiplicagdo em um espaco vetorial V' da seguinte forma:

(Z O@@Z’) ’ <Z 5;'61') = > aifjleixes),eixe; = Zafjek'
iel jel ijel kel

Defini¢ao 1.2.5. Dados uma K-dlgebra A e um conjunto 3 = {vy, vs,...}, dizemos que A é uma
algebra gerada pelo conjunto [, se Va € A, a pode ser escrito como uma soma finita da forma

Z kil,...,ilvil © Uy,
onde k;, ,;, € K ev;, € p.

Denotaremos isto por: A = (). Se [ for um conjunto finito, diremos que A é uma algebra
finitamente gerada por f.

Dependendo de certas propriedades que a dlgebra possui podemos classifica-las de acordo com
a seguinte defini¢ao:

Definicao 1.2.6. Seja A uma algebra sobre K, entao:
1. A é associativa se (a*xb) xc=ax* (bx*c), Va,b,c € A
2. A é comutativase axb=">bx*a, Va,b € A; e
3. A é unitaria se A tem um elemento 1 tal que ax1=1%a = a, Va € A.

A classe de algebra que definiremos a seguir desempenha um papel importante, pois ela possui
muitas aplicagoes tanto na matematica quanto na fisica.

Definicdo 1.2.7. A é uma Algebra de Lie se Va, b, ¢ € A, temos:

l.axa=0 (Lei Anticomutativa)
2. (axb)sxc+ (bxc)xa+ (cxa)*xb=0 (Identidade de Jacobi)
e A lei anticomutativa implica que

axb=—bxa Va,be A.

Com efeito, temos que: 0 = (a+b)*(a+b) = axa+axb+bxa+bxb = axb+bxa = axb = —bxa.

o Se car(K) # 2 entao a lei anticomutativa é equivalente a
axb=—-bxa Va,be A.

De fato, pelo pardgrafo anterior so falta provar a volta da equivaléncia, logo de axb = —bxa
e fazendo b = a temos que: a*xa=—a*xa=2(a*xa)=0=axa=0.
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Assim como para grupos e anéis, existem certos subconjuntos de uma algebra de A que também
sao algebras. Isto nos leva a seguinte definigao:

Definicao 1.2.8. O subespaco S da élgebra A é chamado de subalgebra se ele é fechado em
relagao a multiplicacao.

Exemplo 1.2.9. M,(K) ¢é a algebra das matrizes n X n com entradas em K sob a multiplicacao
usual das matrizes e que tem como uma subdlgebra o conjunto UT,,(K) das matrizes triangulares
superiores n x n sobre K.

A definicdo a seguir é importante pois apresenta uma subalgebra de uma &algebra A que é
sempre comutativa.

Defini¢iao 1.2.10. E chamado de centro Z(A) de uma &lgebra A, o subconjunto de A definido
por

Z(A):={a€ Alab=baVb € A}.

Se a algebra A é unitaria, entao K C Z(A). E se Z(A) = K entao A é chamada de algebra
central.

Temos que Z(A) é uma subélgebra de A.

Exemplo 1.2.11. Toda matriz escalar A € M,,(K) ¢ central.
Com efeito, como A é uma matriz escalar, temos que:

A=kld, ke K.
E portanto, VB € M, (K):
AB = (kld)B = k(IdB) = k(Bld) = B(kld) = BA,
onde a pentltima igualdade é vélida devido ao ntimero 3 da defini¢ao de algebra (Defini¢ao 1.2.1).
A préxima proposicao é uma ferramenta que sera utilizada mais tarde:

Proposigdao 1.2.12 (Argumento de Vandermonde). Suponha que sdo dados os elementos

T1, .. a1 € Z(A) ey, ..., ug11 € Atal que para cada i, 1 <i < d+1, temos que Z?g $j_1vj =
0. Entao |zy,...,24+1|v; = 0 para todo j. Em particular, se Annal|xy,...,x41|= 0 entdo cada
v; = 0. Onde |z1,...,2441| denota o determinante da matriz de Vandermonde dos elementos
Liyeey Tdd1-
U1
Demonstragdo. Seja V =
Vd+1

Escrevendo as hipdteses na forma matricial, temos que XV = 0. Mas X € M,(Z(A)), entao
multiplicando a esquerda pela adjunta da matriz X temos que:

0=det(X)V = |xy,...,zq01|V-
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Definicao 1.2.13. O subespaco [ de A é chamado de um ideal & esquerda de A se AI C I, ou
seja, Va € AeVi € [ = ai € I. Similarmente definimos um ideal a direita.

Se I # A, observamos da definigdo acima que I é uma subdlgebra nao unitaria de A.

Definigao 1.2.14. Um ideal bilateral (ou simplesmente um ideal) da algebra A é um ideal &
direita e 4 esquerda ao mesmo tempo, notagao I < A.

A proxima definigao nos informa qual é a menor dlgebra que contém um conjunto qualquer X.

Definicao 1.2.15. A subalgebra gerada por um subconjunto X de uma algebra A, denotada
por [X], é a menor subdlgebra que contém esse conjunto, isto é, [X] é a intersegao de todas as
subalgebras de A que contém X.

Definicao 1.2.16. Seja N uma classe de dlgebras e seja F' € X uma algebra gerada pelo conjunto
X. A algebra F' é chamada de algebra livre na classe N, livremente gerada por X, se para
qualquer algebra R € RN, toda aplicagao f : X — R pode ser estendida a um homomorfismo de
algebras ¢ : F' — R. A cardinalidade | X| do conjunto X é chamada de posto de F.

Portanto, da tltima defini¢do, temos que o diagrama abaixo comuta, ou seja, f = @ o1, onde 7

é a inclusio.
X ! F
N
R

Chamaremos K (X) de a K-algebra dos polindmios nas variaveis z;, com a multiplicagio
sendo associativa, mas nao comutativa. Em outras palavras, K (X) é a K-dlgebra que possui por
base, como espaco vetorial, a uniao de 1 com o conjunto formado por todos os mondémios da forma
T, Ty, - X, 5 kK € N e cada i; um inteiro positivo menor ou igual a | X|, podendo ocorrer repeticao
de indices.

O resultado da multiplicacao entre dois monémios ;, z;, - - - x;

. € Tj,Tj, -+ xj € 0 mondomio

Tig iy * = Lig Ly Ly =+ Ty

e que se estende por linearidade para todos os elementos de K (X).

Exemplo 1.2.17. Para todo conjunto X a dlgebra K (X) é uma algebra livre na classe de todas
as algebras associativas unitarias.

De fato, seja A uma algebra associativa unitaria e seja f : X — A uma aplicacdo qualquer.
Para cada inteiro positivo ¢ (menor ou igual a | X| no caso em que X é finito) denotamos por
a; a imagem de z; pela f. Entdo, dado p(zy,...,zx) € K (X), para que ¢ estenda f, definimos
©(p) = p(ai,...,ax), obtido a partir de p substituindo-se cada x; por a; em p. Claramente, ¢ é
homomorfismo.
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Em relagao a algebra livre do tltimo exemplo, podemos fazer as seguintes nomenclaturas:

Definicao 1.2.18. Seja X um conjunto nao vazio, cujos elementos sao chamados de letras ou
simbolos entao definimos:

1.
2.

X sera chamado alfabeto.

Uma sequéncia finita de letras de X, serd chamada de palavra e o conjunto dessas palavras
serda denotado por X'.

O numero de letras de cada palavra p € X’ serd chamado de comprimento da palavra p.
A palavra de comprimento zero serd chamada de palavra vazia.

. Uma palavra p’ € X’ ser4 chamada de sub-palavra de uma palavra p € X’ se existirem

palavras p; e pp em X' tais que p = p1p'ps.

Dadas v = ay---a,, e w = by - - - b, palavras em X', a operacao binaria de X' x X’ em X’
definida por vw = aq - - - a,;,b1 . .. b, é chamada de concatenagao ou justaposicao.

Podemos definir uma relagdo de ordem em X' da seguinte forma: Sejam v = x;, ---x;,, €

m

w = x;, ---x;, palavras em X', entdo diremos que v < w se um dos trés seguintes casos
ocorre:

(a) v =w, ouseja, m=mnei, =j, parat=1,2 ... n.

(b) Se 31 > 0 tal que se r € {1,2,---,1} temos i, = j, € ij41 < Ji41-

(¢) Sem >nei; = j;, para todo 1 <t <n.

Diremos também que v < u se v < u e v # w. Esta relacdo de ordem é chamada de ordem
lexicografica.

A préxima defini¢ao nos fala, mais especificamente, como sao os elementos de K (X).

Definigao 1.2.19. Sejam X = {z, x9, ...} um alfabeto enumeravel e K um corpo. Considere um
espago vetorial K (X) sobre K com base {u,1} onde u sd@o todos os monémios (definidos abaixo)
sobre X, 1 é a unidade de K e a multiplicacdo é a concatenagao. Observe que o numero 5. da
ultima definicdo nos diz que esta multiplicacao é associativa.

1.

A soma p(X) = p(z1,...,2,) = cqwy + Wy + - - + apwy,, onde a; € K e w; :x’fl---xﬁ" €

X' com cada k; > 0, é chamada de polinémio. No caso em que m = 1, p(X) é chamado de
monoémio. Cada z; é conhecido por uma indeterminada ou variavel de p(X).

O grau de um mondmio aw com a € K, o # 0, e w € X', que denotaremos por gr(aw),
¢ o comprimento da palavra w. O grau de um polindmio p(X) serd o grau méaximo de
seus monomios.

Diremos que um monémio aw com a € K e w € X' tem tipo (nq,...,n) se a palavra w
contém x; exatamente n; vezes, n, # 0 e n; = 0 para todo i« > k. Diremos que o ntimero n;
é o grau do mondmio aw em ;.
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4. Diremos que um polindémio é homogéneo em x;, com grau n;, se todos os seus monoémios
tém grau n; em z;. Diremos também que um polinémio é homogéneo de grau (ou do
tipo) (n1,...,nx) se todos os seus mondmios sdo do mesmo grau, (nq, ..., ng).

5. Se agruparmos os mondémios do mesmo tipo em qualquer polinémio p, ele se escreve como
uma soma de polinomios homogéneos. Estes polindmios serao chamados de as componentes
homogéneas de p.

6. Um polindomio homogéneo em x; com grau 1 em z; é chamado de polinémio linear em z;.
Um polinémio homogéneo do tipo (ny,...,n), onde n; = 0 ou n; = 1 para cada i, é chamado
de polinédmio multilinear.

Chamaremos o conjunto K (X) de dlgebra associativa livre unitaria livremente gerada
por X e o conjunto K (z1,...,x,) de dlgebra associativa livre unitaria livremente gerada
por {xy,...,z,}.

Assim como para espacos vetoriais, grupos e anéis temos também para algebras, a seguinte
definicao de homomorfismo:

Definigao 1.2.20. A aplicagao ¢ : A} — As das algebras A; e Ay é chamada de Homomorfismo
de algebras se somente se ¢ ¢ um homomorfismo dos espacos vetoriais A; e Ay e se vale que
o(axb) = ¢(a) * ¢(b), Va € Ay e Vb € As. Se A; e Ay sdo unitarias, ¢ deve ainda satisfazer a

¢(1A1) - 1A2’

Continuaremos usando a nomenclatura de isomorfismo, automorfismo, endomorfismo, entre
outros, para o caso de algebras. Os teoremas de homomorfismos de espagos vetoriais, grupos e
anéis também sao validos para algebras. Como por exemplo:

Teorema 1.2.21. (Teorema do Homomorfismo) Seja ¢ : A — B um homomorfismo de &l-
gebras. Entao Ker(¢) é um ideal bilateral de A e a dlgebra quociente A/Ker(¢) é isomorfa a

().

Demonstragio. Seja v € Ker(¢), entao para todo a € A temos que:

¢(av) = ¢(a)p(v) = ¢(a)0 = 0.

Logo av € Ker(¢). Analogo para va. Portanto Ker(¢) = {v € A|¢(v) = 0} é um ideal bilateral
de A.
Agora tome a funcio ¢ : A/Ker(¢) — Im(¢) definida por:

¢(a) = ¢(a).

Observe que ela estd bem definida, pois se a; e as pertencem a A e a; = ag, entdo a; —as € Ker(¢),
logo ¢(a; — az) = 0, mas como ¢ é homomorfismo temos que ¢(a;) = ¢(az).

Agora, note que ¢ é injetora, pois Ker(¢) = {a € A/Ker(¢)|p(a) = 0} = {a € A/Ker(¢)|a €
Ker(p)} = {(_)}._E ¢ é sobrejetora pois se b € Im(¢) entdo existe um elemento a, € A, tal que

¢(ap) = b, logo ¢(ay) = d(ap) = b. [
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Definicao 1.2.22. Sejam V' e W espagos vetoriais com bases {v; |i € I} e {w;|j € J}, respec-
tivamente. O Produto Tensorial V @ W =V @ W de V e W é o espago vetorial com base
{vi®w;|iel,je J}, que vale:

(Z ai""i) ® (Z 59’%’) =) @b ®@w)),q;, 85 € K.

il jed il jeJ

Da Proposicao 1.2.4, se V e W sao algebras entao V' ® W também é uma algebra com multi-
plicacao dada por

(v; @ w;)(v; ® w;) = (vv}) @ (wjw;), v, v € Vew;, w} € J.
Definiremos a seguir a algebra base dessa dissertacao.

Defini¢ao 1.2.23. Seja V um K-espaco vetorial com base ordenada {e;|i € I}. A &lgebra de
Grassmann (ou exterior) de V' ¢ a élgebra associativa gerada por {e;|i € I} e com a seguinte
relacdo e;e; +eje; =0, onde 4,5 € I e €2 = 0 se car(K) = 2. Esta dlgebra serd denotada por F(V).

Isto significa que a algebra de Grassmann é isomorfa a &dlgebra quociente K (X) /J, onde
X = {z;]t € I} e o ideal J é gerado por z;z; + z;z;, onde i,j € I. Se a dimensdao de V é
enumeravel, podemos assumir que V' tem base {ej, es,...}.

Temos que, uma base para a dlgebra de Grassmann unitaria (denotada por E(V)) é dada
por 8 = {1}U{e; €s - -€; |k > 1501 <ip < --- <ip}. E uma base para a dlgebra de Grassmann
nio unitaria (denotada por E*(V)) ¢ dada por 8" = {e; e, - --e;, |k > 11iy <y < -+ <ig}.

Para um elemento de 3 definimos seu comprimento como sendo o nimero de fatores e; que
o formam, consideramos que o elemento 1 tem comprimento 0.

Observacao 1.2.24. Denotando por Ey(V) o subespago da dlgebra de Grassmann gerado pelos
elementos de  que possuem comprimento par e por E1(V') o subespaco gerado pelos elementos de
[ que possuem comprimento impar, temos que E(V) = Ey(V) & E1 (V).

1.3 Algebras com Identidades Polinomiais

Nesta secao falaremos sobre algebras com identidades polinomiais e a relacionaremos com a
nocao de variedades de algebras e dlgebras relativamente livres. Apresentaremos alguns exemplos
dessas algebras, principalmente a algebra de Grassmann, além de definir o que vem a ser T-ideal,
variedades e de exibir alguns teoremas importantes acerca destes assuntos.

Fixaremos X = {1, x2,...} como um conjunto infinito enumeravel.

As duas proximas definigdes sao muito importantes, pois elas vao caracterizar a principal algebra
desse trabalho.

Defini¢ao 1.3.1. Seja f = f(x1,...,2,) € K (X) e seja A uma &lgebra associativa, diremos que
f = 0 (ou somente f) é uma identidade polinomial para A se f(aq,...,a,) = 0 para todo
a,...,a, € A.
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Definicao 1.3.2. Se A satisfaz uma identidade polinomial nao nula entdo A é chamada de PI-
algebra.

Observagao 1.3.3. Sub-algebras de Pl-dlgebras sao PI-algebras.

Apresentaremos agora, algumas identidades polinomiais importantes na teoria de Pl-algebra e
exemplos de dlgebras que sao satisfeitas por elas.

Definicao 1.3.4. Definimos o comutador de Lie como o polinémio
[z, x;] = zx; — xj2y, Vo, x5 € A
Definicao 1.3.5. O comutador de Lie de comprimento n > 2 ¢ definido indutivamente por:
1. |21, 29] = 129 — 2211,
2. [zy,. @] = ([21, . Tma], ), 0> 3.

Exemplo 1.3.6. Toda algebra comutativa A satisfaz a identidade polinomial [z, 25| = 0.
Com efeito, Ya,b € A temos que [a,b] = ab—ba = ab—ab=0

O préximo exemplo é muito importante para este trabalho, pois nos fornece uma identidade
polinomial para a édlgebra de Grassmann E(V'), ou seja, E(V) é uma PI-algebra.

Exemplo 1.3.7. A élgebra de Grassmann FE(V) é uma Pl-algebra pois satisfaz a identidade
polinomial [x1, x5, 23] = 0.

Com efeito, como [z, 22, 3] ¢ um polindmio multilinear, basta provarmos para a base de E(V).
Tomemos trés vetores da base da dlgebra de Grassmann quaisquer, a saber, a; = ¢e;, ---¢€;., as =
€j, - €j, € asz = ey, ---eg,. Sabemos que e,e, = —eye,, logo:

a1, as] = (ei, -~ €5, ) (€5, - €j,) — (e - -ej) (e - w€5,) = (1= (=1)") es, - e, €5 - - €5,

onde a poténcia rs indica o nimero minimo de transposicoes necessarias para colocar os indices de
asa; de forma crescente. A expressdo anterior se anula para r ou s pares, pois teriamos que rs é
par, logo 1 — (—1)" = 1—1 = 0. Ou seja, [a1, as] = 0 se a; ou ay tem comprimento par. Suponha,
entdo, que a; e as tenham ambos comprimento impar. Desta forma, [a1, as] serd uma combinagao
nao nula de dois mondmios de comprimento par. Portanto, [[a1, as],as] = 0, qualquer que seja o
comprimento de az. Logo, o polindémio [[x1, 23], z3] é uma identidade polinomial para a dlgebra de
Grassmann.

Definicao 1.3.8. O polinémio de Hall é definido por:

[z, y)*, 21 = 0.

Exemplo 1.3.9. A élgebra M,(K) das matrizes 2 x 2 sobre K satisfaz o polinémio de Hall. De
fato, se A € My(K) entdo seu polindémio caracteristico é 2% + tr(A)z + det(A)Id = 0; onde Id
¢ a matriz identidade 2 x 2. Se A = [B;C], para B;C € My(K), entao tr(A) = 0, e entao
A% + det(A)Id = 0, ou seja, A? = —det(A)Id. Assim, o quadrado de um comutador é uma matriz
escalar e, portanto [A?%; D] = 0, para todo D € My(K), pois Id € Z(My(K)).
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A seguinte definicdo nos apresenta dois polindmios que desempenham papéis importantes em
PI-algebra, como veremos nos proximos capitulos.

Definicao 1.3.10. 1. O polinédmio unitario é definido por:

Un(T1, .. ) = Z To(1) " To(n)-
O’ESn

2. O polinémio standard de grau n é definido por:
Sn(@1, .., 1) = Y sgn(0)To(1) * * * To(n)
O’ESn
onde sgn(o) = 1 se ¢ é uma permutagao par e sgn(c) = —1 se o é uma permutagdo impar.

Exemplo 1.3.11. Seja A uma &lgebra associativa de dimensao finita e dim(A) < n. Entao A
satisfaz o polinémio standard de grau n.

De fato, uma vez que o polindmio standard é multilinear, basta verificar que s, se anula nos
elementos da base de A. Quando escolhemos n elementos da base, pelo menos um deles se repete.
Logo, como s,, ¢ um polindmio anti-simétrico, ele se anula para essa escolha.

O proximo lema nos dara uma decomposicao de S, que sera usada mais adiante.

Lema 1.3.12. Para todo n > 2 temos:

n
i—1 .
Sp(T1, Toy .o xy) = Z(—l) T Spo1(T1, o Biy e X)),
i=1
onde Z; significa que o elemento x; foi excluido do polindémio s,,_1.

Demonstragao. Com efeito:

Sn(xla X2y ... 7In) = Z Sgn(a)xa(l) ©To(n)

UESn
=W 37 misgn(n)are) oy + D —wasg(T) T ()T Tri)
TESn_l TeSn—l
+o D> (D) eesgn(T) Ty Trn)
TeSnfl
=> (=1)"w Yo sgu(n)aay T e
i=1 TESn—1

n
=> (=) sy (@1, Ty, T).

(1) Agrupamos as somas onde os primeiros elementos eram i, ..., z,, respectivamente. E como o
indice 7 nao participa da permutacao 7 temos que o sinal da nova permutacao dos indices restantes
fica alterado pelo seu sinal (—1)"!, pois a nova permutagdo tem menos i — 1 ciclos. O
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As duas defini¢oes a seguir sao de tipos especiais de algebras, que como veremos nos exemplos,
também sao Pl-algebras.

Definicao 1.3.13. Uma algebra associativa sem unidade A é chamada de nil algebra se para
todo v € A existe um niimero n natural tal que v™ = 0. Se existir um nimero fixo n tal que v =0
para todo v € A entao A é chamada de nil dlgebra de indice limitado n.

Exemplo 1.3.14. Toda nil dlgebra associativa com indice limitado n é uma PI-algebra pois satisfaz
a identidade polinomial p(z) = 2" = 0.

Definigao 1.3.15. Uma algebra associativa A é chamada de nilpotente de classe < n se existe
um namero natural fixo n tal que A” = 0, ou seja, x1 - - -z, = 0 para todo x; € A.

Exemplo 1.3.16. Toda algebra nilpotente, com indice de nilpoténcia n, ¢ uma PIl-algebra pois
satisfaz a identidade polinomial p(z1,...,2,) =21+ 2, = 0.

Definigao 1.3.17. Seja A uma algebra associativa unitaria. Um polinémio f € K (X)) é chamado
de polinémio préprio, se ele é uma combinacao linear de produto de comutadores nos geradores
de X, isto é:

f(l’l, . 7ZL'm> = Zai,..‘,jl:xi17 . ,J]Z‘p] cee [Ijl, . ,Z)’Jz‘q], Q.5 c K.
A partir de agora, utilizaremos as seguintes notagcoes:

e P, - 0o K-espago vetorial de todos os polinémios em K (X) que sdo multilineares
de grau n;

e B - o0 K-espago vetorial de todos os poliné6mios préprios em K (X);
e B,, - o K-espaco vetorial dos polin6mios préprios em m variaveis; e

e I', - o K-espago vetorial de todos os polindmios préprios multilineares de grau n,
isto é:

Bn,=BNK({(z1,....,xp),m=12,... e I'y=BNP,,n=0,1,....

Veremos agora, um exemplo de uma subdlgebra da algebra M, (K) que é uma PI-algebra.

Exemplo 1.3.18. Seja UT,(K) a élgebra das matrizes triangulares superiores n x n sobre K.
Entao UT,,(K) é uma Pl-algebra pois satisfaz a identidade

[!101, $2] te [$2n—17 $2n] =0.

Com efeito, suponha que [z, 23] - - - [T2,_1, Z2,] ndo é uma identidade para UT, (K), logo existem
Ay, Agy € UT,(K) tal que A = [Ag, Ag] -+ [Agn_1, A2s] # 0. Isto implica que existe (i,7)
tal que [A];; # 0. Seja By = [Agk_1, Ao para todo k = 1,...,n. Logo, temos que o elemento

[A]l] é igual a [B]ijl[B]jle[B}ijs'“[B]jn—lﬁ com 1 < jl < jg < -0 < jn,1 < j Mas isto é
um absurdo, pois temos n 4+ 1 ntimeros diferentes para ¢, j porém a matriz tem indice n. Logo
[1, 2] - - - [T2n_1, T2,] é uma identidade para UT, (K).
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Exemplo 1.3.19. Sendo A uma algebra finita, sobre um corpo finito K, mostraremos que A
satisfaz uma identidade polinomial nao trivial em uma variavel.

Com efeito, como a &lgebra A é finita, para cada elemento r € A existem k > [ tais que r* = 7.
Portanto definindo f,.(z) = ¥ — 2!, temos f,(r) = 0. Como R é um conjunto finito podemos definir

reA

que é uma identidade polinomial para A.

A seguir, definiremos um tipo de polindmio que nao se anula em uma algebra A, mas toma
valores centrais dentro desta algebra.

Definigao 1.3.20. Seja A uma algebra. O polinémio c(xy,...,x,) € K (X) é chamado de
polinémio central de A se ¢(xy,...,z,) ndo tem o termo constante, se para toda escolha de
Ty Ty € A c(r1,...,7,) pertence ao centro de A e se ¢(z1,...,x,) ndo é um identidade poli-
nomial de A.

Exemplo 1.3.21. O polinémio c(z1, z9) = |21, 22)* é central para a dlgebra My(K).
Com efeito, se z1 e x5 sdo matrizes em My(K), entdo a matriz [y, 23] tem trago zero. Observe
a b |, .

que se T = ¢ —a € uma matriz com traco zero, temos:

xQ_laQ—kbc ab—ba]_[aQ—i—bc 0
| ca—ac cb+a* | 0 cb + a?

ele é comutativo.

Ou seja, toda matriz de traco zero em My(K) quando elevada ao quadrado é igual a uma matriz

escalar, logo estara no centro de My(K). Portanto c(xy, ) = [x1,12]? estd no centro de My(K),

0 1 To
00]“™7 |10

] = (a® + be) [ (1) (1) ], pois K é um corpo logo,

possui o termo constante nulo e se fizermos z; = ] temos que c(z1,x2) =

(21, 29)% = l (1) (1) ] logo ¢(x1, z2) ndo é uma identidade de My(K).

O préximo exemplo nos mostrara que a algebra de Grassmann possui um polinémio central.

Exemplo 1.3.22. O polinémio [x1, 23] é um polindmio central para a algebra de Grassmann.

De fato, o polinémio acima nao tem termo constante pois ele é igual a 129 — xox1. No Exemplo
1.3.7 da pagina 33, vimos que se x; ou zy tiver comprimento par entao [z1,z5] = 0 e se 1 e x9
tiverem comprimento impar entdo [z1,xs] tem comprimento par, de qualquer forma temos que
(1, 25] € Z(E(V)) quaisquer que sejam x1,x2 € E (V). Agora tome dois elementos a; = e;, -+ - ¢;,
e ay = ej, - --e;, da base de E(V'), onde todos os elementos ej, de a; e ay sdo diferentes e r e s sdo
numeros impares. Sabemos que e, e, = —e,e,, logo:

lay, az] = (€4 - "%)(ejl : "ejs) - (% s 'ejs)(eil eg,)
=1 —=(=1)")ei - eiej-- e
= 2e e, €5 €,

£ 0.
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A préoxima definicdo desempenha um papel importante em Pl-algebra, pois nos fornece um
conjunto que ¢ invariante sobre todos os endomorfismos de K (X).

Definigao 1.3.23. Dizemos que um ideal I de K (X) é um T-ideal se ¢(I) C [ para todo
¢ € End(K (X)), ou seja, f(g1,--.,9n) € I para quaisquer f(z1,...,z,) € [ e gy,...,g, € K (X).

Veremos a seguir um tipo especial de T-ideal.

Definicao 1.3.24. Um T-ideal T é chamado de T-primo se para todos os T-ideais A, B tal que
AB C T temos que AC T ouBCT.

O préximo teorema é importante, pois ele nos diz que o conjunto T(A) de todas as identidades
polinomiais de A ndo é um subconjunto qualquer do conjunto K (X).

Teorema 1.3.25. O conjunto T(A) de todas as identidades polinomiais satisfeitas pela algebra A
é um ideal de K (X).

Demonstragio. Sejam f € T(A)eg € K (X),logo paratodoa = (ay,...,a,), b= (b1,...,bp) € X
temos:

flai,...,an) g(by,...,bm) =0g(by,...,by) =0
ou seja, T(A)K (X) C T(A). Andlogo para K (X)T(A) C T(A). O

Defini¢ao 1.3.26. O conjunto T(A) do tltimo teorema é chamado de T-ideal de A (ou Ideal
das Identidades da algebra A).

O préximo teorema nos revela porque o ideal T(A) é importante na Teoria das PI-algebras.

Teorema 1.3.27. O ideal T(A) é um T-ideal de K (X). E, reciprocamente, se I é um T-ideal de
K (X)), entao existe alguma algebra B tal que T(B) = I.

Demonstragio. Sejam a dlgebra A e f(xy,...,z,) € T(A) e ¢ um endomorfismo de K (X). Como
f(ai,...,a,) =0 para todo ay,...,a, € A temos que ¢(f(z1,...,2,)) = f(P(x1),...,é(x,)) =0.
Logo ¢(f(z1,...,2,)) € T(A), ou seja, ¢(T(A)) C T(A) e T(A) é um T-ideal de K (X).

Seja I um T-ideal de K (X). Tomemos a dlgebra quociente B = K (X)) /I e a projegao canonica
m: K(X) - B. Se f € T(B), entdao f € Ker(mw). Como Ker(m) = I, temos T(B) C I. Por
outro lado, se f(z1,...,2,) €Ll e g,...,g, € K(X), entdao f(g1,...,9,) € [ edai f(g1,...,0n) =
f(g1,---,9,) =0, onde o elemento que estd sob a barra pertence a I. Logo, f € T(B) e o teorema
esta demonstrado. O

Defini¢ao 1.3.28. Se A; e A sdo algebras tais que T(A;) = T(Ay), dizemos que A; e Ay sao
Pl-equivalentes.

Pode ocorrer que duas algebras nao-isomorfas satisfacam o mesmo conjunto de identidades
polinomiais. Portanto, as vezes, é mais util estudar a classe de todas as algebras que satisfazem
todas essas identidades. Devido a este fato, temos a préxima definicao.
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Definicao 1.3.29. Seja {f;(z1,...,z,) € K (X)|i € I} um conjunto de polindémios na algebra
associativa livre K (X). A classe B de todas as dlgebras associativas satisfazendo as identidades
polinomiais f; = 0,7 € I é chamada de variedade definida pelo sistema de identidades polinomiais
{filx1,...,x,) € K(X)|i € I}. A variedade C é chamada de subvariedade de B se C C B.

O préximo teorema nos mostra como decidir se uma dada classe de algebras é uma variedade.
Mas antes, precisamos da seguinte defini¢ao.

Definicao 1.3.30. Seja B uma classe de algebras. Denotaremos por CB, SB e B, as classes obti-
das por tomar todas as somas cartesianas (isto é, somas diretas com suporte infinito), subalgebras
e algebras quocientes de algebras em B.

Teorema 1.3.31 (Birkhoff). Uma classe de élgebras B é uma variedade se somente se, B é
fechada sob as operagoes de tomar somas cartesianas, subalgebras e dlgebras quocientes, isto é,

CB,SB,QB C B.

Demonstragio. (<) Vamos provar que CB C B.
Seja B uma variedade e seja R; € B, j € J. A soma cartesiana R = 3, ; R; consiste de todas
as sequéncias (r;| j € J), r; € R;, com as operagoes definidas coordenada a coordenada. Seja

f(z1,...,2z,) uma identidade polinomial para B. Se v, ... v ¢ R ) = (rj(-l)]j € J), entao
PO, ™) = (e G e ).
Temos, portanto que todas as coordenadas de f(r™, ... r(™) sdo iguais a zero e R € B. Analogo

para SB, QB C B.

(=) Considere que CB, SB,QB C B e seja T(B) C K (X) o conjunto das identidades polinomiais
satisfeitas pelas dlgebras em . Denotemos por V a variedade definida pelas identidades de T(B).
Temos, portanto que B C V. Mostraremos a igualdade B = V. Sejam m uma cardinalidade
qualquer e Y = {y;| i € I} um conjunto com cardinalidade m. Seja N o conjunto de todos
os elementos f(z1,...,2,) € K (X) que ndo sao identidades polinomiais para . Apresentamos
K ({Y) como uma uniao disjunta de dois subconjuntos 7,,(B) e N,, da seguinte maneira: Seja
f Wi,y -, yi,) qualquer elemento de K (Y), onde y;,,...,y;, sdo n elementos distintos de Y (e
n <m). Se f(x1,...,x,) € T(B), entdo assumimos que f(vi,,...,¥:,) € Tm(B) e se f(x1,...,2,)

nao é uma identidade polinomial para B, isto é, f(z1,...,x,) € N, entao y;,,...,v;, € N,,. Para
todo f = f(vi,,---,¥i,) € Ny, existe uma dlgebra Ry € B e elementos 7y, ¢,...,7i, 5 € Ry, tal que
f(risgs-. - 1ing) # 0 em Ry. Para qualquer ¢ € 1,7 # iy,...,14,, escolhemos elementos arbitrarios

rif € Ry e definimos os elementos

2 = (Tz’fli S I) S Z Rf.
fENm
Como CB, SB C B, obtemos que a algebra F' gerada por 2; em 3.y, Ry. pertence a B. Por outro
lado, se g(Yi,,---,Yi,) € N, entdo g(2;,,-..,2,) # 0, porque g(7,4,.-.,74,4) 7 0 para qualquer
g € N,,. Portanto o ntcleo do homomorfismo canénico K (X) — F estendendo y; — z;,1 € I,
coincide com T,,(B) e F é isomorfico a F,,(V), a édlgebra relativamente livre de posto m em V.
Finalmente, como @B C B, e toda élgebra m- gerada em V é uma imagem homomérfica de F,, (V)
que estd em B, nés obtemos que V C B, isto é, B = V. H
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Assim como a definicdo de um T-ideal de uma algebra, analogamente, podemos fazé-la para
variedades.

Definicao 1.3.32. O conjunto T(B) de todas as identidades polinomiais satisfeitas pela variedade
B ¢é chamado de T-ideal de B. Neste caso, diremos que o T-ideal T(B) ¢ gerado como um
T-ideal pelo conjunto definidor de identidades polinomiais { f;(z1,...,x,) € K (X)|i € I} da va-
riedade B. Usaremos a notacio T(B) = {fi(z1,...,2,) € K (X)|i € I}" e diremos que o conjunto
{filz1,...,x,) € K(X)|i € I} é uma base das identidades polinomiais para B.

Exemplo 1.3.33. A classe de todas as algebras comutativas é uma variedade definida pelo sistema
de identidade polinomial {[z1,x5]}.

Exemplo 1.3.34. A classe de todas as algebras que sdo nilpotentes de indice n é uma variedade
definida pelo sistema de identidade polinomial {x; - - x,}.

Definigao 1.3.35. Para um conjunto fixo Y, a dlgebra F(B) na variedade I é chamada de dlgebra
relativamente livre de B, se F(B) ¢é livre na classe B (e ¢ gerada livremente por Y).

Proposicao 1.3.36. Seja B uma variedade definida por {f;|i € I}, e sejam Y um conjunto
qualquer e J o ideal gerado por {fi(g1,...,9n)|9; € K (Y),i € I}. Entao a dlgebra F' = K (X)) /J
¢ uma 4lgebra relativamente livre em B com o conjunto de geradores livres Y = {y + J|y € Y'}.
Duas algebras relativamente livres de mesmo posto em B sao isomorfas.

Demonstragio. (i) Primeiro provaremos que F' € B. Seja fi(x1,...,2,) uma das identidades
definidoras de B e seja §i,. .., 0, elementos arbitrarios de F, g; = g; + J, g; € K (Y). Entao
filg1,--.,gn) € J, portanto f;(q1,...,G,) = 0 e isto significa que f;(z1,...,z,) = 0 é um identidade
polinomial para F'. Logo F' € B.

(ii) Agora provaremos que F' é um algebra relativamente livre em B. Seja V uma algebra qualquer
em (B) e seja ¢ : Y — R uma aplicagao arbitraria. Defina a aplicacdo 6 : Y — R por 0(y) = ¢(7)
e estenda # a um homomorfismo 6 : K (Y') — R. Isto sempre é possivel pois K (Y') é uma algebra
associativa livre. Para provar que 6 pode ser estendido a um homomorfismo F' — R é suficiente
provar que J C Ker(6) Seja f € J, isto é:

[ = Zuifi(gib co s Ging Vi Gijs Ui, vy € K (Y)

iel

Para rq,...,r,, € R arbitrarios, o elemento f;(ry,...,r,,) é igual a zero em R e isto implica que
0(f) =0,isto é, J C Ker(#) e F = Fy(B) é a algebra relativamente livre em 3, livremente gerada
por Y.

(iii) Seja |Y|=|Z], Y = {yi|i € I} e sejam Fy(B) e Fz(B) as élgebras relativamente livre cor-
respondentes. Como ambas as algebras Fy (B) e Fz(B) sao relativamente livres, podemos definir
homomorfismos

Qb : Fy(B) — Fz(B), 77/} : Fz(B) — Fy(B)

por ¢(y;) = z e ¥(z;) = y;. Como ¢ o1 e 1o ¢ agem identicamente em Y e Z respectivamente
obtemos que ¢ e 1 sao isomorfismos. O
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Observacao 1.3.37. 1. Segue da prova da proposi¢ao acima que o T-ideal de K (Y') gerado
por {fi|7 € I} consiste de todas as combinagoes lineares de

ui - fi(gits - Ging) - Vi
com g;;,u;,v; € K (Y).

. Temos que:
e LK)
Fy(B) = T(B)

e |Y| é chamado de posto da algebra relativamente livre.

De acordo com o teorema abaixo, a correspondéncia entre T-ideais e variedades fica bem en-
tendida:

Teorema 1.3.38. Existe uma correspondéncia injetora entre os T-ideais de K (X)) e as variedades
de algebras. Nesta correspondéncia uma variedade B corresponde ao T-ideal das identidades T(B)
e um T-ideal I corresponde a uma variedade de algebras satisfazendo todas as identidades de I.

Demonstragio. Se I e I sdo dois ideais diferentes, entao existe f € Iy — I5. Mas entdao B(I;) #
B(Iy) pois K (X) /I, nao satisfaz f e entdo K (X) /Iy € B(I) mas K (X) /Iy ¢ B(I,).

Agora se B(I1) e B(I3) sdo duas variedades diferentes, entao existe A € B([;) — B(I,). Portanto
existe f € T(B(lz)) tal que f ¢ T(A). Como T(A) C T(B(I)), segue que T'(B(I1)) # T(B(Iy)). O

Observacgao 1.3.39. A correspondéncia do teorema acima reverte inclusoes, ou seja: B C C =
T(B) D T(C).

Comentaremos de forma sucinta, a seguir, o problema de Specht, ou seja, se toda variedade de
algebras podem ser definidas por um sistema finito de identidades polinomiais.

Definicao 1.3.40. Uma variedade de algebras associativas B é chamado de finitamente baseado
(ou tem uma base finita de suas identidades polinomiais) se 3 pode ser definido por um sistema
finito de identidades polinomiais (da édlgebra associativa livre K (X)), X = {x,z9,...}. Se B nao
pode ser definido por um sistema finito de identidades polinomiais ele é chamado infinitamente
baseado. Se todas as subvariedades de B, inclusive B, sao finitamente baseadas, entao B satisfaz
a propriedade de Specht.

O problema de Specht consiste na seguinte pergunta: Toda variedade de algebras associativas
ou de Lie ¢ finitamente baseada?
O problema de Specht segue em duas direcoes, a saber:

o Mostrar que algumas variedades satisfazem a propriedade de Specht; e

o Construir contra-exemplos para o problema de Specht.

Para fins de conhecimento, a seguir, apresentamos um teorema que é importante neste tipo de
pesquisa. Ele é devido a Kemer e foi demonstrado em 1987.

Teorema 1.3.41. Toda variedade de algebras associativas sobre um corpo de caracteristica zero
tem uma base finita para suas identidades polinomiais.
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1.4 Espacos Vetoriais Graduados

Nesta secao falaremos de espagos vetoriais graduados e multigraduados. Estas defini¢oes sao
necessarias para que mais adiante possamos introduzir os conceitos de identidades polinomiais
homogéneas e multilineares, identidades estas que nos auxiliardo no estudo das identidades de
uma algebra dada. Veremos também as séries de Hilbert e de Poincaré das algebras relativamente
livres correspondentes aos espacos vetoriais graduados e multigraduados.

Utilizando a nocao de grupos, podemos fazer uma graduagao de uma &algebra conforme a pro-
xima definicao.

Definicao 1.4.1. Sejam A uma &lgebra sobre K e G um grupo qualquer. A é chamada de G-
graduada se A pode ser escrito como soma direta de subespacos

A:@Ag

geCG
tal que para todo g,h € G temos que AjA;, C Agp.

Da definigdo segue que se a € A entdo a pode ser escrito de maneira tinica como uma soma
finita a = @y ag com ay € Ay. Os subespagos A, sao chamados de componentes homogéneas
de A. Desta forma, um elemento a € A é g-homogéneo se a € A;. Um subespaco B C A ¢é
homogéneo (ou graduado) se B = @ (B N A,).

Exemplo 1.4.2. Considerando o grupo aditivo Zs = {0,1} e tomando os subespagos Ey(V) e
E1(V) da algebra de Grassmann (veja o Exemplo 1.2.24), temos que E(V) = Ey(V) @ E((V) é
uma Zs-graduacao de E(V') e que Z(E(V)) = Eo(V) se car(K) # 2 e ab = —ba, Ya,b € Ey (V).
Com efeito, temos da definicao de Ey(V) e Ey (V) que Eo(V)E(V) C Ey1(V). Vimos no Exemplo
1.3.7 da péagina 33 que (ej, ---e;,)(€, -+ €i.) = (=1) e;y - - - €;,€j, - - - €.

Observamos da igualdade acima que se r ou s for par entao vale a comutatividade, mas se r e s forem
impares entao vale a anticomutatividade. Como consequéncia disso, temos que apenas os elementos
de Ey(V) comutam com todos os elementos de E(V'), o que implica que Z(E(V)) = Ey(V) e
ab = —ba, Ya,b € Ey (V).

Observe que se V,, é um espaco vetorial de dimensao finita igual a n, um nimero impar, entao
temos somente que Ey(V,) C Z(E(V,)). Por exemplo, considere n = 3 e seja {ey, s, €3} uma
base do espago vetorial V3. Logo, {1, e1, es, €3, e1€3, €13, e2e3, e1e2e3} é uma base de E(V3). Temos
que Ey(V3) = span (1, ejeq, e1e3, e0e3) e, também, que F1(V3) = span(ey, ey, €3, e1e0e3). Mas,
Vp € E(V3) temos que p - ejeses = ereqes - p = 0, pois pelos menos um dos elementos e, e; ou eg
repete na multiplicacdo. Logo ejeqes € Z(FE(V3)) e pertence também a E; (V3).

Exemplo 1.4.3. Qualquer algebra pode ser graduada por um grupo G, basta tomar A = A, e
Ay = 0 para qualquer g # e, onde e é o elemento neutro do grupo G. Esta graduacao é chamada
de trivial.

Nesta dissertacao utilizaremos, também, a seguinte versao alternativa de espago vetorial gra-
duado.
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Definicao 1.4.4. O espago vetorial V' é graduado se ele ¢ uma soma direta de seus subespagos
V™ onde n € Z, isto é

V=@PVv®, e VW ={0} se n<O0.

nez

Os subespacos V™ sdao chamados de componentes homogéneos de grau n de V. Similar-
mente, podemos introduzir uma multigraduagao em V' (ou uma Z"-graduagao) se

V=>> Venm) - onde no= (g, ..., )

1=1n>0

e chamamos os V(™"m) de componentes multihomogéneos de multigrau (ny,...,n,,) de
V.

Devido a graduacao ou multigraduacao dada a um espago vetorial, um polindbmio f pode ser
classificado de acordo com a seguinte definigao :

Defini¢do 1.4.5. 1. Um polindémio f pertencente a V™ para algum n > 1, serd chamado de
homogéneo de grau n.

2. Se f pertence a algum V(mm) - f serd conhecido por multihomogéneo de multigrau
(nl, N ,nm).

3. Também dizemos que f é homogéneo na variavel z;, se x; aparece como mesmo grau em
todos os monomios de f.

4. Um polinémio f serd chamado de multilinear de grau n se f é multihomogéneo de multi-

grau (1,...,1).
Exemplo 1.4.6. A algebra polinomial K[x1,...,z,] é graduada assumindo que os polinémios de
grau n (no sentido usual) sdo os elementos homogéneos de grau n. Similarmente K[z, ..., z,]| tem

uma multigraduagao, contando as entradas de cada variavel nos monomios.

Exemplo 1.4.7. Seja f = {1} U{ej e, - e |k > 1;i1 < iy < --- < i} a base da algebra de
Grassmann F(V'). Considere os conjuntos 3(0) = {1} e B(n) = {ej i, -6, | 11 < i < -+ < ip},
logo 8 = U,>oB(n). Observe que essa uniao é disjunta. Denote por E(K,n) = spang (5(n)),
entdo E(V) = U,>o £(K,n) é uma graduagao em E(V'). Defina a fun¢do comprimento i(a) = n
sea € E(K,n).

Vemos dos Exemplos 1.4.2 e 1.4.7 que podemos escrever:

E(V)= |J E(K,n) ¢ (V)= |J E(K,n).

n par n impar

Denote d(a) =i se a € E;(V).

A seguir, definiremos uma série de poténcias que utilizaremos no capitulo 2.
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Definigao 1.4.8. Seja ©,,>¢ V™ um espaco vetorial graduado e seja dim (V(”)) < oo. Entao a
série de poténcia formal dada por

H(V,t) = Hilb(V,t) = 3 dim (V) ¢"

n>0

é chamada de série de Hilbert de V. Para a funcao f(t), fazemos a convengao usual que
H(V,t) = f(t) se a série H(V,t) converge em alguma vizinhanca de zero e as fungoes H(V,t) e
f(t) sao iguais em tal vizinhanga.

chamada de série de Poincaré de V e ¢ igual a:

H(V ity t) = Hilb(V,t, ... ty) = > dim (v<mv~-,nm>) fn

n>0
Exemplo 1.4.9. Escrevendo K[z] = Y,5, V™, onde V" = span (2") e dim(span (z")) = 1,
temos, com t proximo de zero, que:
Hilb(K[z],t) =Y 1" =14+t++ = ——.
n>0

Pois é uma progressao geométrica de razao ¢t < 1 e primeiro termo igual a 1.

Exemplo 1.4.10. Como podemos escrever K[z1,...,&m] = 2,50 Y (mmm) Conde os subespacos
V(renm) s30 iguais a span (2] ---2%m) com ny + -+ + n,, = n e dim(span (z]t - z"m)) = 1,
temos, com tq,...,t,, proximo de zero, que:

Hilb(K [z, ..., &), 1, t) = D 1ot

n>0
=14 (ti+ e Ftm)+ T+ o Htalot o+ bpity) + -
1 1
I

mo
:H1—ti'

=1

1.5 Identidades Polinomiais Homogéneas e Multilineares

Quando o corpo base é infinito, o estudo das identidades de uma algebra dada pode ser reduzido
ao estudo de polinémios homogéneos ou multilineares. Com este intuito, nesta secao, abordare-
mos as identidades polinomiais homogéneas e multilineares. Também abordaremos o conceito de
sequéncia de codimensao de um T-ideal.

A identidade polinomial g = 0 é chamada de consequéncia das (ou segue das) identidades
polinomiais f; = 0, ¢ € I, se g pertence ao T-ideal gerado por f;, ou seja, g € (f;|i € [)T.

Definicao 1.5.1. Dois conjuntos de identidades polinomiais sao equivalentes se eles geram o
mesmo T-ideal.
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Lembremos que um polindémio f(xy,...,2z,) em uma algebra associativa livre K (X) é mul-
tilinear de grau n se f ¢ multihomogéneo de multigrau (1,...,1) em K (xy,...,2,) C K (X)
e que P, é o espaco vetorial de todos os polinémios em K (X) que sao multilineares de grau n.
Claramente, P, é de dimensao n! e tem uma base dada por {z,q) - Tom)| 0 € Sp}.

Observacao 1.5.2. Para verificarmos uma afirmacao sobre um polinomio multilinear f em ele-
mentos arbitrarios vy, ..., v, de um espago vetorial V', basta verificarmos essa mesma afirmagao
sobre f nos elementos ey, ..., e, de uma base de V.

Lema 1.5.3. Se uma algebra A satisfaz uma identidade polinomial qualquer entao ela satisfaz
uma identidade polinomial em duas variaveis.

Demonstragio. Suponha que a algebra A satisfaz a identidade f(xy,...,2,) = 0. Substituindo z;
por u'v onde u, v € X sdo as novas variaveis de f, obtemos a identidade:

g(u,v) = fluv,vv,...,u"v) =0,
onde g é um polindmio que nao é identicamente zero. O

O préximo lema descrevera um método conhecido por processo de multilinearizacao, que
é uma ferramenta que serd muito utilizada nessa dissertacao.

Lema 1.5.4. Se uma algebra A satisfaz qualquer identidade polinomial entdo ela satisfaz uma
identidade polinomial que é linear em cada uma das suas variaveis.

Demonstragio. Suponha que A satisfaz a identidade f(z1,...,x,) =0 e que f nao é linear em ;.
Entao

fly+z,29,... 2n) — fly,z2, ..., 20) — f(2,29,...,2,) =0
é satisfeita por A. Este polindmio (em n+1 varidveis), nao é identicamente nulo e com grau em

y e z menor que o grau de f em x;. Por sucessivos passos deste tipo conseguimos um polindémio
linear em todas as varidveis. O

Exemplo 1.5.5. Vamos encontrar a linearizagdao do polindmio f(xz1,zs) = z3wom;.

Tomemos:
g(yh yz,xz) = f(y1 + yz,CEz) - f(yl,@) - f(y2,$2)

= (41 + 12) 22 (Y1 + y2) — YiTay1 — Y3T2y2
= (i + 19 + Yoy + ¥5)T2 (Y1 + Y2) — YiT2Y1 — Y322y
= YiTalo + Y122yt + YY1 Tay1 + Y1YaT2Ys + Yay1Toys.
Facamos agora:
h(a,b,ya, x2) = g(a + b, Y2, T2) — gla, ya, v2) — g(b, ya, T2)
= (a + b)*zays + (a + b)yoxa(a + b) + yo(a + b)zy(a + b)
+ (a + b)yaways + y2(a + b)zays — a°Tays — aysrsa — yrazsa
— QY2X2Y2 — Y2aT2Y2 — 52932?42 — by22b — Yobwab — byazays — Y2brays
= (a® + ab+ ba + b*)ways + (a + b)yaza(a + b) + yo(a + b)zy(a + b)
+ (a + b)yaways + ya(a + b)Tays — a’Tays — ayaTaa — Ypazsa

— AY2X2Y2 — Y202y — 52902,% — byaab — yabxob — byaways — Y2br2ys
= abxays + baxsys + Yyoax2b + yobrxoa + aysxab + bysaoa.
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Ainda nesta secao, veremos que as identidades multilineares e homogéneas sao uma ferramenta
poderosa para fornecer uma base para as identidades polinomiais.

Proposigao 1.5.6. Seja f(xq,...,z,) =31, fi € K (X), onde f; sdo as componentes homogéneas
de f de grau ¢ em x.

1. Se o corpo base K contém mais que n elementos (em particular, se K ¢é infinito), entao as
identidades polinomiais f; =0, =0,1,...,n, seguem de f = 0.

2. Secar(K) =0 (ouse car(K) > gr(f)), entao f = 0 é equivalente a um conjunto de identidades
polinomiais multilineares.

Demonstragio. (i) Seja V = (f)" o T-ideal de K (X) gerado por f. Escolhemos n + 1 elementos
distintos ag, ..., a, € K. como V é um T-ideal, temos

n
flajzy, ..., xm) :Za;fi(xl,...,xm) eV,j7=0,...,n.
i=0

Consideremos estas equagoes como um sistema linear com variaveis f;, 7 = 0,1,...,n. Como seu
determinante ,
n
1 o ag o
n
1 o of of
2 n
Loy a @ | =J](aj — )
: 1<j
2 n
1 o, «a Q)
é o determinante de Vandermonde e é diferente de zero, obtemos que cada f;(z1,...,x,,) também
pertence a V, isto é, as identidades polinomiais f; = 0 sdo consequéncias de f = 0.
(ii) Usaremos o processo de multilinearizagao. Por (i) podemos assumir que f(zq,...,%,,) é ho-
mogéneo em cada uma de suas varidveis. Seja gr, (f) = d. Escreva f(y; +y2,72,...,2,) € V na
forma:

d
f(yl +y27$27 s ,I’m) = Zfi(yluy%x?? s 7xm)7
=0

onde f; é a componente homogénea de grau ¢ em y,;. Portanto f; € V, ¢ = 0,1,...,d. Como
gryj(fi) <d,1=0,1,...,d—1ej=1,2, aplicamos a hipdtese de indugao e obtemos um conjunto
de consequéncias multilineares de f = 0. No sentido de ver que estas identidades multilineares sao
equivalentes a f = 0, é suficiente observar que:

d
fi(ybylax% e axm) = <i>f(ylax27 cee 7xm)7

e o coeficiente binomial ¢é diferente de zero pois car(K) = 0 ou car(K) = p > d. O
Corolario 1.5.7. Seja A uma algebra.

1. Se o corpo K é infinito entdo todas as identidades polinomiais de A seguem de suas identi-
dades multihomogéneas, ou seja, T(A) é gerado por seus polindmios multihomogéneos.
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2. Se o corpo K tem caracteristica zero entao todas as identidades polinomiais de A seguem de
suas identidades multilineares, ou seja, T(A) é gerado por seus polindmios multilineares.

Observagao 1.5.8. Portanto, qualquer PI-algebra (sobre qualquer corpo) satisfaz uma identidade
polinomial multilinear. De fato, comece com uma identidade polinomial qualquer f(z1,...,2,;,) =
0, e use o fato que o grau em y; e em yy da consequéncia de f =0

g(y17y2ax2'-'a19n):: f(y1‘+’y2ax27--'7xﬂﬂ _'f(y1,$2,---,md)'_ f(yQ,IQ,---,an
sdo menores que o grau de f(z1,...,2,) em 21 e se gr, (f) > 1, entdo gr, (9) >0, j = 1,2.

Veremos, na préxima definicado, um objeto que é muito util para caracterizar se uma determi-
nada algebra é uma PI-algebra ou nao.

Definigao 1.5.9. Seja A uma Pl-dlgebra com T-ideal T(A). A dimensdo dos polinémios multi-
lineares em K (X) mddulo as identidades polinomiais de A é chamada de n-ésima codimensao
do T-ideal T(A) ou das identidades polinomiais de A e é denotado por ¢,(A) (ou por ¢,(X)
se n6s considerarmos o T-ideal das identidades polinomiais de uma variedade R), isto é

by

— |, n=0,1,....
P,NT(A)

Podemos considerar também as séries de codimensao e as séries de codimensao exponencial
definidas, respectivamente, por:

cdm:dm<

(Mﬁ:Z%WWeEMﬁ:Z%WZ

n>0 n>0

Observagao 1.5.10. Da defini¢ao de ¢,(A), temos que dim(P, NT(A)) = n! —¢,(A). E portanto,
uma algebra A é uma Pl-dlgebra se somente se ¢, (A) < n!, para algum n > 1.

A titulo de informacao, Regev, utilizando a nocao de m-ésima codimensao do T-ideal e a
Observagao 1.5.10, provou o seguinte teorema, cuja demonstragao pode ser encontrada em [29].

Teorema 1.5.11 (Regev). Se A e B sdo Pl-algebras entdo A ® B também é uma PI-dlgebra.

Observagao 1.5.12. Se A é uma algebra, para qualquer subconjunto S de K (X), denotamos por
S(A) a imagem de S sob o homomorfismo canénico
K (X)
K(X)—= F(A) = —-".
(%)= P = S
Definig¢ao 1.5.13. Seja o T-ideal T(A) um ideal (multi)homogéneo de K (X). Entao denotaremos
por
Hilb(Up(A), 1, ... tm)

as séries de Hilbert da algebra relativamente livre de posto m em varA. Se estamos interessados
nessa série em uma variavel, escrevemos

Hilb(Uy,(A), ) = Y dim(UM(R))t".

n>0
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Exemplo 1.5.14. Seja A uma algebra nilpotente e A™ = 0, entao ¢,(A) = 0, para todo n > m.
Com efeito, como n > m, todo polindmio (1) - - - To(n) da base de P, também é uma identidade
de A, logo P, = P, N T(R) e o resultado ¢ obtido.

Exemplo 1.5.15. Seja A uma algebra comutativa entao ¢, (A) < 1, para todo n > 1.
De fato, para cada valor de n temos:

Seja x1---x, um elemento da base de P,. Como A é uma algebra comutativa temos que
To(1) " To(n) = T1°:* Ty, logo a base de P, ¢ composta apenas pelo elemento x;---x, e entao
dim(P,) = 1. Portanto, basta observarmos se o polindémio z; - - -z, € P, N T(A):

e sexy -z, € P,NT(A) entdo para todo o € S, temos que Ty(1) - - Ton) € P, N'T(A), logo
P, =P, NT(A) e portanto ¢,(A) = 0.

o sexy---x, ¢ P,NT(A) entao para todo o € S, temos que Zo(1) - Tom) ¢ P NT(A), logo
P,NT(A) = {0} e portanto ¢,(A) = 1.

Denotaremos por H,,(F,i) C K (z1,...,%,) o conjunto dos polinémios homogéneos nas
variaveis zy,...,x,, de grau i.

Por analogia a codimensao, séries de Hilbert e série de codimensao de uma &algebra, podemos
fazer as seguintes definigoes:

Definigao 1.5.16. Se A é uma K Pl-dlgebra entao chamaremos de codimensao homogénea a
seguinte expressao
H,,(F,1q) >

Ho(F,i) N T(A)

(A, Hp(F,i)) = dimg (
Definigao 1.5.17. Sejam A uma PI-algebra unitaria sobre um corpo de caracteristica zero e o
subespago vetorial dado por I',,(A) =T, /(I', N T(A)), definimos:
1. a sequéncia de codimensao proépria por

Yn(A) =dim(l,), n=01,...;

2. as séries das codimensoes proéprias por

’V(A7 t) = Z ’Yn(A)tn €

n>0

3. as séries de codimensoes préprias exponenciais por

HAH) = X (A

n>0

Conforme a Observacao 1.5.12; se A é uma Pl-algebra, denotaremos por B(R), B,,(R) e I',,(R)
as imagens em F'(R) dos correspondentes subespagos vetoriais de K (X).

Como precisaremos dos seguintes teoremas mais adiante, enunciaremos os dois primeiros (para
uma prova veja, respectivamente, as paginas 42 e 47 do livro [7]) e o terceiro é uma consequéncia
direta destes.
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Teorema 1.5.18. Se A é uma Pl-algebra unitaria sobre um corpo infinito K, entdo todas as
identidades polinomiais de A seguem dos polindémios préprios (isto é, daqueles em T(A) N B).
Se caracteristica de K é zero, entao as identidades polinomiais de A seguem das identidades
multilineares préprias (isto é, daqueles em T(A)NT,, n=1,2,...).

Teorema 1.5.19. Seja A uma PI-algebra unitaria sobre um corpo infinito K.

1. Se
{wj(xy,...,2n)|i=1,2,...}
¢ uma base do espaco vetorial B,,(A) dos polindmios préprios da dlgebra relativamente livre
Un(A) de posto m, isto é
K{(xy,...,2n) N B
T(A)NK (z1,...,2,) N B’

Bo(A) =

entao Uy, (A) tem uma base
{zf* - apmwi(zy, ..., 2m)| @ >0,7=0,1,...}.

2. Se
{ugi(z1, .. xm) i =1,2,...,(A)}

¢ uma base do espaco vetorial I'y(A) dos polinomios multilineares préprios de grau k em
F(A), entao P,(A) tem uma base consistindo de todos os polinémios multilineares da forma

Lpy * - 'xpn—kujk(an cee 7$Qk)ﬂ ] = 1727 .- ﬂ}/k(A)ﬂ k= 07 17 L
talque p1 < - <ppreq < < -
Teorema 1.5.20. Seja A uma PI-algebra unitaria sobre um corpo infinito K.

1. As séries de Hilbert da dlgebra relativamente livre F),(A) e seus elementos préprios By, (A)
estao relacionados por

Hilb(Upy(A), th, ... ) = Hilb(B,(A), t1, ..., tm) [[

Hilb(U,,(A),t) = Hilb(Bn(A), t)l—t
2. As codimensoes e as codimensoes proprias das identidades polinomiais de A e as correspon-
dentes séries de poténcias formais estao relacionadas como se segue:

cn(A)_znj<Z>%(A),n_o,1,..., c(A,t)_lity(A,lit) e (A L) = (AL,

k=0

Demonstragao. (1.) E consequéncia do Teorema 1.5.19 e dos Exemplos 1.4.9 e 1.4.10.
(2.) A primeira equagao também é consequéncia do Teorema 1.5.19. O]
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Capitulo 2

Fatos sobre a Algebra de Grassmann em
um corpo K de caracteristica zero

Este capitulo foi elaborado com o objetivo de descrever alguns invariantes numéricos da algebra
de Grassmann, que sao: suas codimensoes, suas séries de Hilbert e o seu co-comprimento. Nos
limitaremos ao caso em que car(K) = 0, onde existem instrumentos para calcular esses invari-
antes. Se car(K) # 0, embora estes calculos fiquem mais interessantes, necessitaremos de outras
ferramentas, que nao foram abordadas neste trabalho.

2.1 Codimensoes da algebra de Grassmann

Esta secao foi escrita com base no artigo [9]. Lembremos que uma base para a algebra de
Grassmann unitaria ¢ D = {1} U{e; €i, ... €, |11 < iy < ... <'ipm,m = 1,2,...}. Para qualquer
escolha de n elementos em D, {ay,...,a,}, seja I C{1,...,n} = I,, o conjunto dos indices para o
qual a; é de comprimento impar. Seja o € S, 0 grupo simétrico em n elementos. Sabemos que

(o1 -+ Qon) = (f}n)(g)) ai---ap,

onde f{™(0) € {—1,1}.

A funcao fj(n) (o) é computada como segue: como as permutagdes de um conjunto ordenado
estdo em correspondéncia biunivoca com as reordenagoes do conjunto, o € S, determina uma
reordenagao da n-upla (1,...,n) da sua ordem natural para (o(1),...,0(n)). Agora considere
um subconjunto arbitrario I C {1,...,n} =1, e 0 € S,,. A reordenacdo o em {1,...,n} induz
uma reordenagao do subconjunto I e portanto, pela correspondéncia biunivoca, equivale a uma
permutagao sobre I (observe que isto nao implica que (/) C I). Podemos mostrar que o sinal

desta permutacao induzida ¢ igual a fl(n)(a).

Exemplo 2.1.1. Sejam uma permutagao o = (12435), Iy = {1,2,3,4,5} e I = {1,3,5}, entdo
o(Is) = {2,4,5,3,1} logo, o subconjunto I foi reordenado por ¢ da tripla ordenada (1,3,5) para
(5,3,1). Isto corresponde a permutacao (15)(3) em I e portanto fI(5)(a) = —1. Observe que

o(I) = {1,2,5}  {1,3,5} = I.
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Do exposto acima, temos a fungao f : 2" x 5, — {—1,+1}. Trabalharemos com as matrizes
M®™ de tamanho 2" x n! que serdo determinadas por ordenar os 2" subconjuntos de {1,...,n} e
usa-los como indices para as linhas e por ordenar as n! permutacoes de S,, e usa-las como indices
para as colunas; e que terao como entradas os niimeros fl(")(a).

Exemplo 2.1.2. Considere n = 2, logo I, = {1,2}, seus subconjuntos sao 0, {1}, {2} e {1,2} e
as permutagoes de I sdo (1,2) e (2,1). Com o auxilio da tabela abaixo, que mostra as ordenagoes
do conjunto I, e das permutacoes de Sy,

(1,2) | (2,1)
0 1 1
{1} 1
{2} 1 1

1,20 1

obtemos a matriz M2 de tamanho 4 x 2:

M@ =

— = = =
—_ = =

O préximo lema nos fornece uma ligagao entre c¢,(FE(V)) (a sequéncia das codimensoes de
T(E(V)) e a matriz M™ definida acima.

Lema 2.1.3. Seja ¢,(F(V)) a sequéncia das codimensoes de T(E(V)). Entao
en(E(V)) = rank (M™).

Demonstragio. Seja g(z1,...,x,) € P,. Como g é multilinear, ele pertencera ao T-ideal de E(V)
se somente se g se anula para todos os elementos da base D de E(V). Escreva g(xq,...,2,) =
Yves, QoTo(l) ** To@m) € considere os a, como incégnitas. Entdo para cada {a,;}}_, na base de
E(V) temos que:

glay, ... a,) = Z Qolo(1) " Og(n) = Z 0y (fln)(a)) ay -y = (Z Oy (fl(n)(a))) ay--- Q.

oeSy oESy oceSh

Isso é uma identidade apenas se > ,c5 o4 f[(n)(a) = 0, para todo [ C [,. Isso gera um sistema
linear de n! incégnitas a, e 2" equacoes, sendo a matriz do sistema linear igual a matriz M ™. A
dimensao do espago-solugao sera n! —rank (M (”)) e essa também ¢é a dimensao de T(E(V)) N P,.
Como dimg P, = n!, temos que:

n(E(V)) =nl— (n! —rank (M(”))) = rank (M(”)) :
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O préximo lema serd 1til para provarmos a questao central dessa secao. A sua demonstracao
pode ser encontrada no Artigo [9].

Lema 2.1.4. O rank (M(”)) > on—l,
A préxima definicdo nos mostrara um novo tipo de algebra.

Definicao 2.1.5. Seja K um corpo. Uma algebra satisfazendo uma identidade da forma

1 Ta= Y, koTot) o), ko € K
oc€Sy
o(1)#1

serd chamada de uma algebra do tipo Jj.

O préximo teorema, onde uma demonstragao pode ser encontrada na pagina 436 do Artigo [9],
¢ muito importante, pois ele nos fornece um limitante superior para o ¢,(A) de uma algebra A do
tipo Jy. E mais, ele nos diz que para cada Pl-algebra A do tipo J; existe A inteiro nao-negativo
tal que

0<c,(A) <A

Teorema 2.1.6 (Teorema das codimensoes de Regev). Seja A uma algebra do tipo J;, com
cn(A) sua sequéncia de codimensdes. Entao, para qualquer n > 1, ¢,(A) < (d — 1)1

O proximo coroléario responde a questao central dessa secao.
Corolario 2.1.7. A codimensio da dlgebra de Grassmann E (V) é igual a 2771,

Demonstragio. Seja ¢, (E(V)) a sequéncia de codimensoes de E (V). Temos que [z1,z2, 23] =0 é
uma identidade polinomial de E(V') (veja o Exemplo 1.3.7), logo

0= [iEh T2, $3] = T1T9T3 — ToT1T3 — T3T1To + T3T2X1 = T1X2X3 = ToX1X3 + T3T1To — T3Tal1.

Portanto, E(V') é uma dlgebra do tipo J3. Logo, pelo Teorema 2.1.6, ¢, (E(V)) < 2", Utilizando
os Lemas 2.1.3 e 2.1.4 concluimos que ¢, (E(V)) > 2"1. Entao ¢, (E(V)) = 2" O

Portanto, podemos observar que a algebra de Grassmann tem crescimento exponencial de suas
sequéncias de codimensoes.

2.2 Séries de Hilbert e outra maneira para calcular a co-
dimensao da algebra de Grassmann

Esta sec¢ao foi escrita tendo por base o livro [7].
Veremos agora como as codimensoes e séries de Hilbert da algebra de Grassmann podem ser
calculadas.

Teorema 2.2.1. Seja car(K) =0 e seja £ = Ex(V) a algebra de Grassmann gerado pelo espago
vetorial V' de dimensao infinita sobre o corpo K. Temos que:
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1. As codimensoes das identidades de E satisfazem:
cn(B)=2""1 ' n=12 ...,

1—-1

C(E, t) = @,

(B, 1) = ;(1 + e,

2. As séries de Hilbert da algebra relativamente livre F,,(E) sao:

1 151+t
Hilb(Up(E), 1, ... ty) = =+ = ,
U)ot = 5+ 5 T
1 1 /1+8\™
Hilb(Up(E),t) ==+ - ——) .
{0b(Un(E), 1) 2+2(1—t>
Demonstragio. (1.) Sabemos que I',(E) é gerado por
[$1,$2] s [ka—laka]y n = 2k,

e I',(E) = 0 se n é impar. Portanto:

Yn(E) =dim(l',(E)) = ;(1 + (=", n=0,1,...,

1 1
VE ) =Y (14 (-1 =14++t"+ - = ;e
n202 1—1¢
1 Al t2 t4 1
MED =S 214+ (1)) =14 — 4+ — 4= (e 4 et
Y(E,t) nz;;z( + ( ))n' +2!+4!+ 2(6 +e)

poiset:1+t+§+§+---ee‘tzl—t+g—§+~-.
Logo, utilizando o niimero 2 do Teorema 1.5.20:

=S Q- ve )

n, se né par
n—1, se néimpar

Como >, (Z) =2"e Y, (Z)(—l)k = 0 temos que

(i)

onde p =

co(E) =271
(i)
1 1 1 (1-t2 1-t

&%) A
1-t
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(iii)
~ t 1 t —t 1 2t
dEj%:e(%e+e)>:2ﬂ+e).
(2.) Como em (1.), B,,(E) tem uma base
{[wiwxlé] U ['ri2k717$i2k]| L<ip <--- <igg < m} :
As séries de Hilbert de B,,(F) sdo iguais a soma dos polinomios simétricos elementares
1 m m
zy%mwme—Qﬁﬂr%a+Ha+uﬂ
k>0 i=1 i=1

e aplicando o niimero 1 do Teorema 1.5.20, temos:
(1) S

1 m | m

251.:1_[11—% Z:]_[l(l—ti)+§l:r[11_tl.i:1(1+ti)
121—-¢ 121+1

=5 1= 51—
1 17141

=3 tallig

" (fio o+ o)

1 m m
= a0+

1 1 /146\™
_2+2<1—t>

O

2.3 O co-comprimento do T-ideal das identidades da alge-
bra de Grassmann
Nesta secao, ainda consideraremos que o corpo K tenha caracteristica zero. Nosso objetivo

é mostrar que o n-ésimo co-comprimento do T-ideal das identidades da algebra de Grassmann,
denotado por [,(E(V)), é igual a n, para todo n € N.

Dado o anel K (X), podemos identificar P, com a dlgebra K, pois a correspondéncia

1 ...on
To) To | sy gy | T €O

23



se estende a um isomorfismo linear P, = K.S,,, onde K S,, é a algebra de grupo de 5, sobre K.
Este isomorfismo leva P, em um S,,-bimédulo e, portanto, P, tem uma estrutura de S,,-modulo.
Com efeito, S,, age em P, permutando as varidveis: se o € S, e f(z1,...,2,) € P,, entao

o f(@r,...,20) = [(Toq), - s Tom))-

Por outro lado, o T-ideal das identidades de uma PI-4lgebra ¢ invariante sob todas as permu-
tagoes das varidveis e assim P, NT(A) é um S,-mddulo a esquerda de P,. Em caracteristica zero,
o carater deste médulo é o n-ésimo co-cardter y,(A) de A.

Lembremos de alguns resultados e notacoes da teoria das representacoes. O conjunto de todas
as parti¢oes do nimero inteiro positivo n é denotado por Par(n), e para A € Par(n), [A] é o seu
correspondente diagrama de Young de n caixas (nés) vazias. Uma tabela de Young 7T de indice
(1,...,1) para A é obtida por arrumar os inteiros 1,2, ...,n em qualquer ordem nas caixas de [A].

Do exposto acima, e lembrando da Definicao 1.1.94 que fala de Ry, e Cp,, podemos definir o
seguinte elemento de K.5,,, que nos ajudard muito mais tarde.

Definicao 2.3.1. Fixando uma particdo A - n e uma tabela de Young T, definimos o seguinte

elemento de K .S,,:
e(Ty)= > > seu(r)or.

O'GRT)\ TECTA

Exemplo 2.3.2. Considere as duas partigoes de n Ay = (n) e A\ = (1,...,1) e sejam as suas
tabelas de Young padrao dadas, respectivamente, por
T)\l = 1 2 I (§] T)\2 =
2
n

Entao Rr, = Sn, Cr,, = Id, Ry,, = Id e Cp,, = S,. Logo,
e(Ty,) = Z o e e(T,)= Z sgn(7)T.
UESn TGSn

A demonstracgao do préximo lema pode ser encontrada em [15].

Lema 2.3.3. Para todo n > 1, K.5,, tem a seguinte decomposicao:
KS, = @IA = @Mdk(F),
AFn AFn

onde dy = xi(1), Iy = exKS,, = My, (F) é o ideal bilateral minimal de KS,, correspondente a

particao A de n, e
€\ = Z X,\(O’)O’
UES’n

¢ o idempotente central essencial (veja pagina 46 do livro [15]).
Em outras palavras, o carater da representacao regular 7 de S,, tem a decomposic¢ao

Xr = Z d/\XA-

AFn
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Definicao 2.3.4. Paran > 1, o S,-carater de P,(A) = P,,/(P, NT(A)) é chamado de o n-ésimo
co-carater de A (ou do T-ideal T(A)) e é denotado por x,(A).

Se decompormos o n-ésimo co-carater em irredutiveis, obtemos

Xn(A) = Z maXa

AFn

onde y), é o S,-cardter irredutivel da particao A = n e m) é a sua respectiva multiplicidade.
Definiremos, agora, objeto central dessa se¢ao:

Definigao 2.3.5. Sejam A um algebra, K um corpo de caracteristica zero e

Xn(A) = Z MAX

AFn

a decomposigao de x,(A) em S,-cardteres irredutiveis. Entao

AFn

¢ chamado de n-ésimo co-comprimento de A.

Em outras palavras, [,,(A) conta o nimero de S,-médulos irredutiveis aparecendo na decom-
posi¢ao de P, (A). Como no caso de codimensoes, se B é uma variedade de algebras, escreveremos
l(B) =1,(A) onde A é uma algebra geradora de B.

Definiremos agora um tipo especial de diagrama de Young que utilizaremos na demonstracao
do resultado principal desta secao.

Definigao 2.3.6. Um diagrama em forma de gancho para n é um diagrama [\], para a partigao
A= (k,1"%), com 1 < k < n. Portanto, [\] tem a forma

Seja A uma particao de n, usaremos a notagdo A C H(1,1) para dizer que [\] tem a forma de
gancho.

Existem, é claro, exatamente n diferentes diagramas em forma de gancho para n. Observe que
se A = (k,1"7%), entdo, do Teorema 1.1.97, temos que

d n—1
A= .
kE—1
Com base nos lemas anteriores, vamos provar o seguinte teorema que nos fornece o resultado
principal desta sec¢ao.
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Teorema 2.3.7. Para a dlgebra de Grassmann de dimensao infinita E(V') sobre um corpo de
caracteristica zero, as seguintes condig¢oes valem:

1.
Xa(E(V)) = > xai
)\C/}-IF(?,I)
2.
l(E(V)) =n.
Demonstragio. Seja A = (k,1"~*) uma particio e seja [\] a seu correspondente diagrama de Young
tem a forma gancho. Construiremos a tabela de Young T por inserir os inteiros 1,2,...,k nas
caixas da primeira linha de [\] da esquerda para direita e todos os outros niimeros inteiros restantes
k+1,... n nas caixas da primeira coluna comegando da segunda caixa de cima para baixo (veja
figura abaixo).
1 2 k
k+1
n

Entao
RT)\:Sk e CT)\I n_k+1{1,k—i—1,...,n}

onde S,,{i1,...,i,} denota a acdo do grupo simétrico no conjunto {ij,...,%,}. Aplicando o
idempotente essencial ey, no monémio w = x - - - x,,, obtemos

Wg = e, W
= Z 0 Z (SgNT)Tr(1)T2 - * * ThLr(kt1) * * * Tr(n)
0e Sy TESn,kJrl

e afirmamos que wy ndo é uma identidade de E(V') (para uma prova deste fato veja pagina 92 do
livro [15]). Isto implica que na decomposi¢ao

Xn(E(V)) = Z muXu

pEn

todas as multiplicidades m, para A = AF) = (k,1,_), k = 1,...n sdo maiores ou iguais a um e

(BV)) 2 3 arlo).
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Pela Férmula do gancho 1.1.97, temos que

gr(xam) = (Z ~ i)

e obtemos o limitante inferior de ¢, (E(V)), ou seja,

" (n—1 1
cn(E(V)) > k; (k— 1) =2,

Como ¢, (E(V)) < 2" (veja o Teorema 2.1.6 e a prova do Coroldrio 2.1.7) temos que ¢, (E(V)) =
2"~ Todas as identidades de E(V) seguem de [xy, 75, 23] = 0 (veja o Teorema 3.2.10). Entao
todos os carateres y,x), onde k = 1,...,n, tém multiplicidade ndao nula. O item 2. segue de 1. e
do fato que existem exatamente n diferentes diagramas em forma de gancho para n. O]
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Capitulo 3

Algebra de Grassmann sobre corpos
infinitos de caracteristica positiva

Neste capitulo apresentaremos alguns resultados acerca de dlgebras de Grassmann, de certas
identidades polinomiais e de T-ideais. Feito isso, exibiremos bases para as identidades polinomi-
ais da algebra unitaria de Grassmann sobre um corpo de caracteristica positiva. Para isso, nos
baseamos no artigo [16].

3.1 Notacao Preliminar

As algebras de Grassmann e suas identidades tém um papel importante na teoria das PI-
algebras. Sobre um corpo de caracteristica zero, estas algebras sdo os “pilares” para os T-ideais
T-primos.

Neste capitulo, vamos utilizar as notagoes K7 (X) e K (X) para as dlgebras associativas livres
com 1 e sem 1, respectivamente, sobre o corpo K, onde X = {x1,2s,...} é um conjunto infinito
enumeravel. Lembremos que no capitulo anterior a algebra unitaria infinita de Grassmann foi
denotada por E(V), onde V é um espago vetorial de dimensao infinita, e por E(V,) a algebra
unitaria de Grassmann de dimensao finita, pois neste caso V,, é um espacgo vetorial de dimensao
finita n.

Se L (X) é a élgebra livre de Lie gerada livremente por X entdo L (X) pode ser naturalmente
mergulhada em K (X). Denotaremos por B (X) a subdlgebra associativa de K; (X) gerada por
todos os elementos homogéneos de L (X) de grau > 2. Entao B (X) é gerado sobre K por todos
os produtos de comutadores nos geradores livres de X. Chamaremos os elementos de B (X) de
polinémios proéprios.

Se trabalharmos com corpos infinitos entao toda identidade polinomial é equivalente (como uma
identidade) a uma colecao finita de identidades homogéneas, devido ao argumento de Vandermonde
(veja Proposicao 1.2.12). Portanto, quando o corpo base é infinito, podemos considerar apenas as
identidades homogéneas.

Lembremos da defini¢ao de algebra de Grassmann: Seja V' um espago vetorial com base orde-
nada {e; |7 € I'}. A algebra de Grassmann unitéria (V) de V' é a élgebra associativa gerada por
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1 e por {e; |7 € I} e com as seguintes relagdes e;e; + e;e; = 0, onde se car(K) = 2entédo e = 0 para
todo i,j € I. Temos, portanto, que uma K-base de E(V') consiste de 1 e de todos os produtos
da forma {e; e, ...€;, |01 < ia < ... < im,m = 1,2,...}. A dlgebra E(V,) é a subdlgebra de
E(V) gerada por 1 e pelo espaco vetorial V,,. E algebra de Grassmann nao unitaria é denotada
por E*(V).

Lembremos, ainda, que Ey(V') é o subespago da algebra de Grassmann gerado por todos os
elementos de = {e; €, €5 | k> 1; 41 < iy < --- < i} U {1} que possuem comprimento par
e por (V) o subespago gerado pelos elementos de  que possuem comprimento impar, temos,
portanto, que E(V) = Ey(V) @ Ey(V) é uma Zs-graduacao de E(V) e que Z(E(V)) = Ey(V) se
car(K) # 2 e ab = —ba, Ya,b € E;(V). Do exposto acima, temos que 5* = {e; e, -¢e; |k >
14 <idg < -+ < i} éabasede E*(V) a dlgebra ndo unitéria de Grassmann de dimensao infinita
sobre K.

Quando car(K) = p = 2, entdo obviamente todas as dlgebras descritas acima sdo comutativas
e portanto nao sao muito interessantes do ponto de vista das identidades polinomiais. Logo,
consideraremos apenas o caso que car(K) =p > 2.

Seja J um T-ideal, de uma &algebra A, gerado por um polinémio p. Ao falarmos que dois
polinémios f e g sao iguais médulo J (ou médulo a identidade p), estamos querendo dizer que

f—gel.

3.2 Algebras de Grassmann Unitarias

Nesta secao K serd um corpo infinito. Lembremos do Exemplo 1.3.7 que a algebra de Grass-
mann (V) satisfaz a identidade [z1, g, 23] = 0.
Seja I o T-ideal, da algebra associativa livre K (X), gerado pelo polinémio [x1, z9, z3] e con-
sidere
K, (X)
1
a correspondente algebra livre de posto enumeravel na variedade determinada pelo polinémio

[‘rlu Zo, x3]'

Lema 3.2.1. Na algebra associativa livre K; (X) vale a seguinte igualdade:
(21, T2, 11, 3] = |11, X221, T3] + [0, To, T3] 71 — D11 X2X3 + T1T2T1 T3 — T3T1ToT ) + T3T1T1 7.
Demonstragdo. De fato:

(21, 2o) (w1, 23] + 71, B2, T3] 71 — T1T1T9T3 + X1 XToX 1Ty — T3T1T2T1 + T3T1T1To
= ($1$2 - !E2$1)(5U1$3 - 3U3$1) + [$1$2 — TaZq, $3]I1 — T1T1T2T3 + T1X2X1X3 — L3L1XT2X1 + T3T1T1T2
= X1T9X1x3 — T2X1L1X3 — T1X2X3Xq + LoX1T3L] + T1X2X3L1 — ToX1T3X1
— X3T1T2X1] + T3T2X1T1 — T1X1T2X3 + T1T2T1X3 — T3L1XLox1 + T3TL1X1T2
= X1X2X1T3 — LoXL1X1T3 — L1X1T2X3 + L1 XX 1 X3 — L3L1 LT + T3LoX 1L + L3X1T 1Ly — T3T1XLoX
= [X1X9x1 — ToX1X1 — T1X1X9 + T1XoTq, T3]
= [[z1, 22, 21], 23]
= [.’El, To,T1, ZL’3].
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O préximo lema nos fornece um polindémio que pertence ao T-ideal 1.
Lema 3.2.2. O polindémio [z, xs][z1, 3] pertence ao T-ideal I.
Demonstragio. O polindmio [z1, xq, x1, 23] pertence a I, pois:
(1, X2, T1, 3] = [[T1, T2, 1], T3] = [21, T2, T1 |5 — T3[T1, T2, T1].

Utilizando o lema anterior e a igualdade
T1X1ToX3 — T1ToX1 X3 + T3L1 XL — T3X1T1,Tg = [1‘1, 1T, 263] S I, temos que:

(1, To|[m1, 23] = |21, T2, 1, 23] + |21, T129, 23] — [T1, 2, 23|21 € I.
O]

O seguinte corolario nos informa sobre mais alguns polinémios que pertencem a I. E, como
veremos depois, como consequéncia dele teremos uma importante observagao.

Corolario 3.2.3. Os polinémios [x1, z2][xs, 4] + [21, x3][22, 4], [21, Xa][xs, 4] + [23, Ta][21, 24],
(1, xo|[x3, 4] + [21, T4][T3, 2] € [T1, 2[5, 4] + [T4, X2][73, 1] Pertencem & I.

Demonstragao. Utilizando o processo de multilinearizagao, vamos linearizar os seguintes polind-
mios: [xg, x1][x1, 3], [21, o)X, T3], T2, x1][x3, 1] € [T1, 22][23,21]. Como [a,b] = —[b,a] sabe-
mos, pelo lema anterior, que todos eles pertencem a I. Depois basta trocar apropriadamente
os seus indices. Como car(K) = p # 2 e o grau de x; é igual a 2, a linearizacao é suficiente
para chegarmos a conclusao desejada. Para isso, basta considerarmos uma tnica vez o polinomio
h(y1, Y2, T2, 3) = f(y1+ya, T2, 23) — f(y1, ¥2, 73) — f(y2, T2, 23), onde f(x1, 22, 23) é um dos quatro
polinémios mencionados no inicio da demonstracao. O]

Observacao 3.2.4. Seja ¢ uma permutacao qualquer de S;. Do corolario anterior temos que,
modulo I:

[Zo(1)s To@)[To(3), To(a)] = sgn(o)[z1, Ta][x3, T4].

Lema 3.2.5. A seguinte igualdade sempre é valida na algebra F:

2n82n(x17 e 7x2n> - Z SgH(U)[Ia(l), xa(2)] e [xU(Qn—l)u Ia(?n)]
0ESan

Demonstracao. Temos que:

2" 00 (1, -+, 2y) = 2" D 8g0(0)To(1)To(2) * * * To(2n—1)To(2n)
UESZn
= > sgn(0)(2"To(1)To(2) * * * To@2n—1)To(2n)). (1)
O'GSQn

Mas, o somatodrio Z sgn(0)[To(1), To(2)) - [To(2n-1), To(an)] (1) é igual a (I).
UESQTL
Com efeito, para surgir o elemento g, - - - Za,, de [To(1), To@)] - [To(2n-1), To2n)] temos que x4 ;) =
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Ta, € To(it1) = Tazyy OU To(i) = Ta,y, € To@ip1) = Ta;, onde @ € {1,3,...,2n — 1}. Logo de cada
[To(i), To@ir1)) existem 2 possibilidades. Como existem n comutadores na férmula (1), temos que
cada elemento z,, - - - x,,, val aparecer nela 2" vezes. Todos esses elementos vao ter o mesmo sinal,
positivo ou negativo, pois em cada mudanca na ordem dos z,(;) em um comutador na férmula
(1I) vai implicar na mudanga de sinal de sgn(o), pois neste caso houve uma transposicao em o.

Portanto (1) = (II). O
K (X)
I

Proposicao 3.2.6. Na élgebra , ¢ valida a seguinte igualdade:

21182”(1,17 .. 737277,) - (271/)' [[Eh .TQ] [ZE3, $4] e [x2n—17 IQn]‘

Demonstragio. Com efeito, pela Observacao 3.2.4 do Corolario 3.2.3 para todo o € Sy, temos que:

[To1)s To@)[Ta(3), To)] - [To@n—1); To@n)] = sg0(0) |11, T2)[73, T4] - - - [T2n—1, T2n),

onde 6 é o produto de transposi¢oes necessarias para mudar a ordem das varidveis no produto
[1’0(1)7 $0(2)] [%(3)7 %(4)] s [%(2n—1)7 xa(2n)] para [371, 552] [373, $4] s [x2n717 3132n]- Mas como a paridade
de uma permutagdo nao depende das transposicoes, temos que se o é par entao 6 é par e se o é
impar entao 6 é impar. Portanto:

Z SgD(U)[%—(l), IU(2)] T [xa(2n—1)7 xa(?n)] = Z Sgﬂ(U)Sgn(@)[l‘h xQ] [I37 I4] T [«rQn—la x2n]
o €Son o€San
= Z (@1, x2][T3, 4] - - - [T2n—1, Tan]
O'GSQn
= (2n)! [z1, 2] (w3, 24] - - - [T2n—1, Ton].

]

Observagao 3.2.7. A tultima proposicao nos diz que se p < 2n entdo s, ¢ uma identidade em

E(V).
Veremos agora um polindmio que nao é uma identidade na algebra de Grassmann.
Lema 3.2.8. Seja car(K) = p > 2. Entao os polindémios definidos por:
ton (1, ..., Tan) = [x1, Ta|[x3, T4] - - - [T2n—1, Ton]

nao se anulam na élgebra de Grassmann E(V), paran =1,2,....

Demonstragio. Pela Observacao 1.5.2 e considerando uma base {eq, ..., es,} de V, temos:
t2n(€1, e 76271) = [617 62] [63, 64] T [6271—17 €2n] = (26162)(26364) e (2€2n—1€2n) =2"e1e9- - e9n # 0,
pois: [e;, ej] = e;ej —eje; = e;e; — (—eiej) = 2e;e; e car(K) =p > 2. O

O lema seguinte nos informa qual é o grau minimo do polinémio standard para satisfazer a
algebra de Grassmann F(V') quando car(K) = p.
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Lema 3.2.9. Seja car(K) = p, onde p é um ntmero impar. O polindémio standard s, é uma
identidade polinomial da dlgebra de Grassmann E(V') se somente se k > p + 1.

Demonstragio. Pela Proposigao 3.2.6 e como car(K) = p, s,11 se anula em E(V), pois:

2(p+1/2)3p+1 = (p+1)![e1,ea] - [ep, €pt1] =0 = 5,41 =0.

Pelo Lema 1.3.12 temos que:

p

sp(€1e2,€3,. .., €pp1) = €1€as, 1(e3,. .., €pp1) + Z(—l)i_1€i+13p—1(€1€2, €3, Ciye s Cpyl)
i=2
:(1) 61628p_1(€3, Ce 76p+1) + 0
= (p — 1)' €1€2 - €pt1
# 0.
(1) Pois eyeq € Z(E(V)) e sp—1 ¢ antissimétrico. E o lema estd provado. O

O proximo teorema é importante pois nos diz de qual polindmio todas as identidades polinomiais
da algebra de Grassmann F(V') de dimensao infinita sdo consequéncias.

Para prové-lo vamos tomar a seguinte estratégia: Considere os espagos BP,/(P, N T(E(V))) e
P,/(P,N1I), onde I = {[x1, 2, 23)T} e I CT(E(V)), logo

dim(P,/(P, N T(E(V)))) < dim(B,/(P, N I)).

Se todo conjunto {f;} C P, que é linearmente independente médulo I também é linearmente inde-
pendente modulo T(E(V)) entdao dim(P,/(P, N T(E(V)))) = dim(P,/(P, N I)). Se conseguirmos
provar isso, teremos que I = T(E(V)).

Analogamente, essa estratégia vale para os polinémios comutadores.

Provaremos o préximo teorema apenas para o caso car(K) = p > 2. A prova para o caso
car(K) = 0 pode ser encontrada em [9].

Teorema 3.2.10. Sobre um corpo infinito K de caracteristica p # 2 todas as identidades po-
linomiais da &dlgebra de Grassmann F(V') de dimensao infinita sdo consequéncias unicamente da
identidade [z, 9, 3.

Demonstragio. Consideraremos que car(K) = p > 2. Como 1 € E(V) é suficiente provar que
todos as identidades comutadores de E(V') seguem de [z1, 22, 3] (veja Teorema 1.5.18).

Seja f(x1,...,x,) € B(X) uma identidade em E(V'). Escrevamos f = Y a,ujus - --u, onde os
u; sao os comutadores de tamanho > 2. Da identidade [z1, 72, 23] = 0 podemos assumir que
todos os comutadores u; sdo da forma [z,,xp], e eles sdo centrais. Usando o Lema 3.2.2 podemos
considerar f multilinear. Aplicando o Corolario 3.2.3, o polinémio f pode ser reduzido a forma
flz1, ... xn) = afzy, xo][3, 4] - - - [Tp—1, 2], onde o € K e n é par. Portanto, se « # 0 em K pelo
Lema 3.2.8 temos que f ndo é uma identidade em E(V). Logo o = 0 e entdo f € {[zy, 2, 23]} O

Ainda falta responder se o T-ideal da dlgebra de Grassmann possui ou nao a propriedade de
Specht. O préximo corolario repondera essa questao.
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Corolario 3.2.11. O T-ideal T = T(E(V)) satisfaz a propriedade de Specht.

Demonstragio. Seja Ty um T-ideal contendo T = T(E(V)). De acordo com a prova do teo-
rema acima, todo polindmio homogéneo f € T; pode ser reduzido, médulo T(E(V)), a forma

alxy, zo|[xs, 4] - - - [Xn_1, 2, Escolha o menor n tal que:
alxy, xol[xs, x4 -+ (X1, xn] € Th, a#0.
Entao T é gerado como um T-ideal pelo produto acima de comutadores e por [z1, g, T3]. O

Para encerrar este capitulo, exibiremos uma base para as identidades das algebras de Grassmann
E(V,). Veremos que temos diferencas nessas bases quando n < pen > p.

Corolario 3.2.12. Sejap < n < oo et = [n/2] + 1, onde [a] é a funcdo parte inteira do nimero
a. Entao as identidades

[$17 X2, $3] € [$17 $2][I3, $4] te [$2t—1, I2t]

formam uma base das identidades da algebra de Grassmann E(V},).
E se n < p, podemos substituir a ultima identidade acima pela identidade standard s,.1 quando
n é impar, e por S,.o quando n é par.

Demonstragio. Se s < t entao [e1, es][es, eq] -« - [ear_1, €25] = 2'e1€. -+ - €35 # 0 em E(V,). Mas te-
mos que [Ty, Ta][x3, T4] - - - [T2s—1, To¢] é uma identidade de F(V},). Com efeito, como este polindmio
¢ multilinear e alternado moédulo a identidade [z1, z2, 23] pela Observagao 1.5.2 basta verificarmos
isso para os elementos de uma base de E(V,,). Mas neste polinomio toda varidvel aparece em um
comutador, portanto substituindo pelo menos um elemento central nos x;, zeramos o polinémio.
Agora, substituindo os elementos restantes da base de F(V},) que nao sdo centrais nos z;, devido
ao fato de n = 2([n/2] + 1), temos que sempre ao terminar de efetuar as contas dos comutadores
e multiplicagoes, toda parcela resultante tem pelo menos dois elementos e; iguais. Logo, cada
parcela é zero e, como consequéncia, zera o polinémio. Logo, do exposto acima, a afirmacao para
n > p é verdadeira.

Para provar a afirmacao quando n < p, utilizaremos um argumento similar ao anterior, mas tam-
bém, o fato que, mdédulo o T-ideal gerado por [z, 9, 3], a identidade [, zo][x3, 4] - - - [T2s_1, T] =
0 é equivalente a identidade standard s9; = 0 e que quando n impar temos que:

Sne1(1,€e1,€9,...,6,) = sk(er,ea,...,e,) =nlejes e, #0.

Observando as demonstragoes do Teorema 3.2.10 e do Corolario 3.2.11, temos que nao existem
outras identidades na base além das duas identidades apresentadas no enunciado deste teorema. [J

O ultimo corolario implica que nao podemos distinguir a algebra de Grassmann FE(V5,) da
E(Va,41) pelo entendimento de identidades polinomiais pois, eles satisfazem as mesmas identidades,
ou seja, T(E(Van))= T(E(Vani1)).

Observacao 3.2.13. Para uma descri¢ao das identidades polinomiais na algebra de Grassmann
nao unitaria veja o artigo On bases for identities of some varieties of associatives algebras, Pliska
Studia Mathematica, 2, 103-115, 1981 (Russian), de autoria de Chiripov e Siderov.
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Capitulo 4

Algebra de Grassmann sobre Corpos
Finitos

Neste capitulo estudaremos algumas identidades polinomiais da algebra de Grassmann, suas
codimensoes homogéneas e alguns de seus limitantes inferiores e superiores. Mostraremos, tam-
bém, que as algebras de Grassmann unitarias e nao unitarias satisfazem algumas identidades de
classe mas, a algebra de Grassmann nao unitaria satisfaz algumas identidades de classe essenciais
enquanto a unitaria nao satisfaz nenhuma. Para isso, nos baseamos no artigo [31].

Com a finalidade de nao sobrecarregar a notagao, consideramos neste capitulo, salvo mengao
em contrario, que K serd um corpo finito, F sera a algebra unitaria de Grassmann de dimensao
infinita sobre K, Ej serd a algebra nao unitaria de Grassmann de dimensao infinita sobre K e
E(V) a algebra de Grassmann gerada pelo espago vetorial V.

4.1 Algumas identidades de £ e L7

No artigo [9], ¢ demonstrado que quando a car(K) = 0, a identidade [x1, z2, 3] = 0 gera todas
as outras identidades de Ef. Este resultado é devido a V. Latyshev. Quando car(K) = 2, temos
que todas as élgebras de Grassmann sdao comutativas, logo satisfazem a identidade [zq,x2] = 0.
Portanto assumiremos que p # 2. Quando p > 0, identidades adicionais aparecem no conjunto
gerador de T(Ek). Algumas delas sao dadas nesta secao.

Veremos no préximo lema como reescrever, médulo T(FEf), um polindmio multihomogéneo f
em um polindmio que tenha como um fator um polindémio que é multilinear. Isto sera ttil mais
adiante.

Lema 4.1.1. Seja Ex uma algebra de Grassmann qualquer e K um corpo qualquer. Seja

flz1,...,xm) € K (x1,...,2,) um polindmio multihomogéneo de grau maior ou igual a 1 em cada
uma das variaveis 1, ..., Ty,. Entdo f(z1,...,2,) = 2% -2 g(21, ..., Ty), médulo (T(Ek)),
onde g é multilinear e aq,...,a,, € N.

Demonstragdo. Isto é uma consequéncia da identidade [xy, 29, z3] = 0. Com efeito, considere que
M = MyxMsxzM; seja um mondémio de grau maior ou igual a 2 em z portanto, isto modulo a
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identidade [z, x2, x3] = 0, temos:
0= [M1,$M2, ZIZ'Mg] = Ml(.fL'MQ)(.I'Mg) — $M2M1<£CM3) — (l’Mg)Ml(LCMQ) + (l’Mg)(%MQ)Ml, lOgOZ

M = Ml(ZL‘MQ)(I‘Mg)
= ({L’Mg)Ml(l'Mg) + ([L’Mg)Ml(ZEMQ) — (Z’Mg)([EMQ)Ml
=X (M2M1<Z’M3> -+ Mng(.ZEMQ) - Mg(l’Mg)Ml) .

M@@)

Fazendo o mesmo procedimento para M obtemos:
MW =2M® = M =22M®,

Observe que o grau de z em todo M® vai diminuindo a cada procedimento realizado, logo por
inducdo no grau de x chegamos a M = 2*M () onde M@ é um polinémio linear na varidvel z.
Procedendo do mesmo modo com as outras variaveis, se necessario, chegamos ao resultado. [

Quando car(K) = p > 0, as algebras Fx e Ej. satisfazem certas identidades polinomiais. O
proximo lema nos dird quais sdo essas identidades.

Lema 4.1.2. Considere o polindmio w,(z1,...,z,) = Z To(1) - To(p)-
65,
1. Se car(K) = p > 0 entdo tanto Ex quanto Ej satisfazem w,(xq,...,z,) = 0.

2. EY; satisfaz aP = 0.

Demonstragio. (1.) Como Ej, C Ef, é suficiente provar que para qualquer wy, . .., w, € Ek, temos
que u,(wy, ..., w,) = 0. Como o polinémio u, ¢ multilinear, podemos assumir que wy, ..., w, sao
Zo-homogéneos, ou seja, wi, ..., w, € Eyk) U Eyg). Assuma primeiro que para algum 1 < i #
J < p, wj,w; € Eyx). Entao para qualquer b € Eg, temos:

Segue da igualdade 4.1.1 que, em qualquer caracteristica, temos:

up(wy, ..., wp,) = 0.
Portanto, podemos assumir que wy, ..., w, comutam dois a dois. Entao:
up(wy, ..., wp) =plwy - wp, =0-wy---w, =0.

(2.) Sejam w € Ej, w=>_ a;b;, onde a; € K ¢ b; € § (veja Exemplo 1.4.7 da pégina 42), entdo:

=1

'l,Up: Z Oéil"'aipbil"'bip'

1<iteeip<r
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Se r < p, pelo menos dois b;’s em cada termo by, - - - b;, sdo iguais, portanto b; ---b;, = 0, logo
wP = 0.
Assuma que r > p. Temos:

wp: Z Oéil"'&ipup<bi1,...,bip):0,

1<iy,oyip<r
pois pela parte (a) temos que uy(b;,, ..., b;,) = 0. O
Do tultimo lema, podemos tirar as seguintes conclusoes:

e Se k < p, entdo z* = 0 ndo é uma identidade de F}.

e Como 1 € Fy, 2P = 0 ndo é uma identidade de Fy.
O corolario abaixo nos fornecera um polindémio central de Fy, quando car(K) =p > 0.

Corolario 4.1.3. A funcao 2P : Fx — K é chamada de polin6mio escalar. Além disso, se
T=a+aondea€ K eac€ LY, entao:

2 =af € K.
Demonstra¢io. Como car(K) = p segue da Observagao 1.1.39, contida na péagina 10, que:
w=(a+a)lf =a+a"=a.
O

Veremos no lema abaixo uma identidade polinomial para Fk, quando K é um determinado
corpo finito.

Lema 4.1.4. Seja car(K) = p e a ordem do corpo finito K igual a |K|= ¢ = p™ < oo, entao:

1. Ek satisfaz a identidade (27 — z)? = 2% — 2P = (.

2. Seja f(z) € Klz|, onde gr(f(z)) > ¢p, uma identidade de uma varidvel de Ex. Entao
(27 — x)P divide f(x) € K|[x].

Demonstragio. (1.) Seja & € Ey, pelo Corolario 4.1.3, 2P € K, portanto zP? = ZP, pois ¢ é a
ordem do corpo finito K.

(2.) Assuma que f(z) = 0 para todo = € Ex. Entao f(a) = 0 para todo o € K, portanto, como
al —a =a—a=0, pois ¢ é a ordem do corpo finito F', temos que (z¢ — x)|f(z), ou seja:

f(@) = (2% = x) fi(x).

Seja T = a4+ w onde o € K e w € Ej, entao utilizando o Corolario 4.1.3 e o niimero 3 do Lema
1.1.39 temos que:

0 = f(@)=@"-2)/i(@) = ((a+w)" — (a+w))fila+w)
= (o +u”" —a—w)fila+w)=(a+0—a—w)fi(a+w)
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O que implica que:

wfi(z) =
Utilizando o nimero 2 do Lema 1.1.39 e como fi(z) = Y7, a;z", onde a; € K e w € E*(K),
temos:

fila+w) = f: (a+w)’ ia(( )oz +Z<> ”'wj)

i=0
m 7
= Zazoz —I—wZZazof Jqpi =1
=0 j=1

= fl(oz) + wh(a,w)

onde h(zy,x2) = >0, Z§:1 ai:p’fjxg_l.

Do exposto acima, temos que fi(a + w) = fi(«a) + wh(a,w). Agora, escolhendo um elemento
wy € %, onde B = {e; e, e | k> 14 <iy <--- <ig} éabase de Ej, do Exemplo 1.4.7 da
pagina 42 sabemos que E(K) = @,5¢ L(F,n), e como w; fi(a +w;) = 0 (veja igualdade (4.1.2)
na pagina 66), segue que:

wy f1(a) = —wih(o,w) =0,

pois como w; € B* C Ej, = w? = 0.

Portanto, em particular, como « € K e fi(z) € K|z| implica que f;(a) € K, de w; fi(a) =0
temos que fi(a) = 0. Entdao, novamente, (29 — z)|f1(x) e, portanto, f(x) = (27 — x)? fo(z).

Continuando dessa forma, podemos assumir que f(z) = (2?7 — z)" f,(z) e r < p. Entao existe
k>1ewe E(F, k) tal que w” # 0 (w" tem essa propriedade, pois vamos fazer um procedimento
analogo ao feito na construgao da igualdade (4.1.2) em f(z) = (29 — z)" f.(z), para chegarmos a
conclusao que —w" f,(a 4+ w) = 0), portanto o argumento anterior pode ser repetido para concluir
que f(x) = (27 —x)" " f,11(x). Devido ao gr(f) ser um nimero finito, este procedimento tem fim.
E como gr(f(x)) > gp temos que (z¢ — x)P divide f(x) € K|z]. O

4.2 Limites superiores para a codimensao de Fx e de

Nesta secao, veremos alguns resultados acerca das codimensoes de E e de E} com o objetivo
de achar limites superiores para elas. Vamos mostrar também que o T-ideal T(E7;) é homogéneo,
porém o T-ideal T(Ek) nao é.

Com essa finalidade, nesta secao, usaremos as seguintes notagoes, salvo menc¢do em contrario:

e F' - corpo finito de caracteristica p;

e R - anel de valorizacao discreta;

K = Q(R) - corpo de fragoes de R;

R= R/P, onde P é o ideal maximal do anel de valorizagao discreta R;

e B(R) - uma PI-algebra livre sobre R;
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e« H = H(R) = H,(R,d) - o conjunto dos polinémios homogéneos sobre R de grau d em
TiyeooyTmys

« B(R) - uma Pl-algebra livre sobre R; e

« H = H(R) = H,(R,d) - o conjunto dos polinémios homogéneos sobre R de grau d em

Tlyewoy -
Lembremos que H,,(K,i) C K (x1,...,2,) é o conjunto dos polindmios homogéneos nas va-
riaveis x1,...,x,, de grau 7 e que se A é uma K Pl-dlgebra, sua codimensao homogénea é dada

pela expressao:

, ) H,,(K,1i)
c(A, Hp (K, 7)) = dimg (Hm(K,i) = T(A)) :

Precisaremos, agora, fazer uso da nogao de anel de valorizacao discreta e de alguns fatos sobre
eles. Para maiores detalhes, veja [5] e [13].

Um passo crucial no estudo em PI-dlgebras sobre um corpo finito F' é a representacao dada por
F = R/P, onde R é um anel de valorizagao discreta e P é seu ideal maximal (Teorema 1.1.53),
tal que car(R) = 0. Tal representacdo sempre existe.

Um dos fatos sobre anel de valorizagao discreta que iremos utilizar é que se Ry é um anel de
valorizacao discreta com P; seu ideal maximal e F} = R;/P; seu corpo quociente e tal que |F}|< oo
e Fy C F, onde Fy é uma extensao finita do corpo Fj, ou seja, |Fy|< oo, entdo existe um anel de
valorizacao discreta Ry, com Ry C Ry com um ideal maximal P, satisfazendo:

FQZRQ/PQ [§ PlngﬂRl.
Seja I’ um corpo finito de caracteristica p. Seja
F=FCFkC---

uma cadeia ascendente de corpos finitos distintos. Fixemos uma cadeia de anéis de valorizacao
discreta distintos correspondentes
RyCRyC---,

com P, =F,;1NR,.
Denote o corpo de fragoes de R, por K,, = Q(R,), onde car(K,) = 0 e defina

. B(Ry)
B(F,) = 7B

Considere, também, os seguintes conjuntos:
e Id,(B(R,)) C R,(x1,...,xy) - as identidades polinomiais de B(R,) em R, (z1,...,Zm);

o Id,(B(F,)) C F,(x1,...,xy) - as identidades polinomiais de B(F},) em F, (x1, ..., Zy).
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Agora, seguiremos [12] com R e P no lugar de Z e pZ. Faremos uso das seguinte rela¢oes para a
definicao das P-identidades de classe, cuja importancia ficara clara nos dois teoremas subjacentes.

A aplicagio canénica ¢ : R(X) — R(X) satisfaz ©(I) C J, onde I = Id,(B(R,)) e J =
Id,,(B(F,)), portanto temos o seguinte diagrama comutativo 3 x 3, no qual todas as trés colunas
e a linha do centro sao exatas curtas:

0 0 0
0 INPR(X) I J 0
0 PR(X) R(X) i R(X) 0
R(X) R(X) ¢ R(X)
0 p[ I ] & £ R 0

)
)
)

Considere H(R) C R (X), restringindo o diagrama anterior & H e H e utilizando as restricdes

das fungoes ¢ e p em H e H, respectivamente, temos o seguinte diagrama comutativo 3 x 3:

0 0 0

0 — INPH INH JNH 0
YH v

0 PH H H 0
H H Yi H

P e _ —— 0

0 [mH] INH JNH

0 0 0

Novamente, todas as trés colunas e a linha do centro sao exatas curtas.
De posse das informagoes anteriores, podemos fazer a seguinte definicao:

Defini¢ao 4.2.1. O conjunto das P-identidades de classe de B(R) em H(R), cuja notagao é

69



CI(B(R),H(R)), é definido por:

er Y JNH
CI(B(R),H(R)) = zi( ( jH) ~ @E{(?m 21).

INH

E o polinémio g(x1,...,z,) € R(X) serd chamado de P-identidade de B(R) em H(R) se para
todo by, ..., b, € B(R), g(bi,...,b,) € P (mLH)
Enunciaremos dois teoremas, cujas demonstragoes podem ser encontradas em [32], e que serao

uteis mais adiante.

Teorema 4.2.2. Nas notagoes anteriores, temos:

¢(B(K), H(K)) = ¢(B(R), H(R)) + dimz[CI(B(R), H(R))]
Teorema 4.2.3. Com as mesmas notagoes do teorema acima, temos que:
1. ¢(B(K), H(K)) = o(B(K,), H(K,)) + dimg, [CI(B(R,), H(R,))], ¥n.

2. A sequéncia {c¢(B(K,), H(K,))},—, é crescente e limitada, logo tem um limite obtido para
algum ng (e todos n > ng),

e, portanto:

3. A sequéncia {dimg, CI(B(R,), H(R,))} —, ¢ decrescente e tem um limite, também obtido
para o mesmo ng acima (e todos n > ng).

Definigao 4.2.4. Para o ntimero ngy obtido no tltimo teorema, chamamos CI(B(R,,), H(R,,))
de identidades de classe essencial de B em V.

Teorema 4.2.5. Seja car(K) = p # 0, onde K é um corpo finito ou infinito.

1. Sed > m(p+ 1), entdo c¢(Ej, Hy,(K,d)) = 0.

2. Mais geralmente, se d > k*m(p + 1) entdo ¢(My(E3), Hn(K,d)) = 0.
Demonstragio. (1.) Dado f(x1,...,2m) € Hy(K,d), d > m(p+ 1), mostraremos que f € T(E}).
Pelo Lema 4.1.1 podemos assumir que f(x1,...,2Ty,) = 2% - 27" g(z1, ..., 2,,) onde g é multilinear
em zi,...,T,. Masentdo a; + -+ a, +m = gr(f) =dlogo a; + -+ a,, =d—m > mp, por
hip6tese, portanto algum a; > p e pelo nimero 2. do Lema 4.1.2 temos que z;* = 0 o que implica
em f(z1,...,%m) =0e c(Ey, Hy(K,d)) = 0.
2.) Seja f(x1,...,xm) € Hy(K,d) e seja (agg-)) € My(E}), onde r =1,...,m. Entao:

Qg Qi g

N
fay,... a7 = ( fulsg) ) onde f,(al})) € Hie(K, d), 1 < u,v,i,5 < m.

Se d > k*m(p + 1), entdo por i) cada fm(al(’rj)) = 0. Entdo f(al(’lj),... al™)) =0, isto é f €

» g

T(My(By)), logo c(Mi(Ej), H(K, d)) = 0. =
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Corolario 4.2.6. Seja R = R/P (onde R é um anel de valorizacio discreta e P seu ideal maximal),
K = Q(R) o corpo quociente de R e d > k?m(p+ 1), k > 1 entdo:

dim g [CI(My(ER), Hn(R, d))] = c(Mi(Egr) ), Hn(Q(R), d)),

onde
(My(Egr)), Hn(Q(R), d)) = c(My(Eq(r)), Hn(Q(R),d))

sao as codimensoes homogéneas das matrizes k x k sobre as algebras de Grassmann em caracteristica
Zero.

Demonstra¢io. Com efeito, denote por CI(My(E},), Hin(R, d)) as classes de identidades de M (E7,)
originado de H,,(R,d). Pelo Teorema 4.2.2 temos que:

C<Mk(Ea(R))7 Hm(Q<R)7 d)) = C(Mk(E;%)’ Hm<R7 d)) + dimK[Cl(Mk(E}k%>’ Hm(R7 d))]

Mas, pelo Teorema 4.2.5 ¢(My(E%), Hy (R, d)) = 0, e o resultado ¢ obtido. O

Como este resultado depende apenas de car(K) = p, e ndo de K, segue de 3. do Teorema 4.2.3
que para qualquer k > 1, todos os CI(My(E};), Hn(K,d)) sao identidades de classe essencial.
Vejamos agora para Fi. Observe que 1. do Teorema 4.1.4 implica que T(Ex) ndo é homogéneo.
Denote por Uy, (Ex) = K (x1,...,2n) /T(EK) a élgebra relativamente livre de Ex em m variaveis.
O préximo teorema nos fornecerd um limitante superior para dimg (U, (Ex)) < oo.

Teorema 4.2.7. Seja |K|< 0o, entao

mmp|K|+1 -1
dimg (U (Ek)) <
K (Un(Br) < ™
Demonstragdo. Seja W um K-espago vetorial de dimensao m, tal que K (1, ..., Tm) = @gso W7
Tal W existe pois K (x1,...,2,,) é um espago multigraduado. Seja V,(n) = @j_, W%, entdo
dimg Viu(n) = Sgeom? =1+m+m?+ - +m" = m;tl_l e a prova segue disto, uma vez que
provemos que K (xq,...,zn,) = V,,(ng) + T(Ek), onde ng = mp| K|, pois teremos:

mno+1 -1 mmp|K|+1 -1

A e

T(Exk)

Seja f € K (x1,...,2m,) e mostraremos que f € V,(ng) + T(Fk). Podemos assumir que f é
homogéneo em todas as suas variaveis. Logo, pelo Teorema 4.1.1, temos a seguinte igualdade
f=atm . aflg(xy,...,2m), onde g é multilinear em 1, ..., 2, e gr(f) = a1 + - + a,, + m.

Escreva |K|= ¢ e aplicando Lema 4.1.4 temos que, se a; > pg escrevemos que a; = pq + a,
pra; — ... = 2t (mod T(Ek)), onde b; < pg. Entdo existe

i prm— A prm—

entdo zf = 2P = 2lal = x
bi,..., by, < pq—1 tal que:
featy g, am) (mod T(Ex))

m

e a prova segue de h = abm ... 281 g € V,,(ny), pois gr(h) < m(pg — 1) + m. O
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Como T(Ek) nao é homogéneo, podemos estudar ¢(Eg, V,,(n)) diretamente.
Corolario 4.2.8. Seja |K|< oo, entdo para qualquer n,

mp|K|+1 __ 1
(B, Vip(n)) < 2

m—1

Demonstragio. Como dimg [U,,(Ek)] ¢ maior ou igual a qualquer codimensao de Ef na dlgebra
K (z1,...,2m), ou seja, ¢(Fr, Vi(n)) < dimg[U,,(FKk)], pelo Teorema 4.2.7, o resultado é obtido.
0

4.3 As codimensdes homogéneas de Ey, com car(K) =0
Seja K qualquer corpo. Veremos nessa se¢do um subconjunto de monémios S(m,d) C H,, (K, d)

tal que S(m,d) gera H,,(K,d) modulo T(Fk). E que, quando car(K) = 0, S(m,d), na verdade,
forma uma base de H,, (K, d) médulo T(Ek).

Definicao 4.3.1. Fixe x1,...,x, e os homogéneos de grau d. Dado k, 1 < k < m, sejam
1 <iyp <+ <ig <meescreva Vi(z(iy,...,i)) os polindmios multilineares em x (i1, ...,ix). Seja
{M;(z(iy, ..., i) |1 < j <28} um conjunto de mondmios que forma uma base de Vi (z(iy, . . . , ix))

médulo T(Ek), onde car(K') # 2. Definamos:
S(il, e ,Zk) = {.T?ll .. 'I?:Mj(l’(il, . ,Zk))|]. S j S 2k71,a1 + 4 ap — d— k},

onde S(iy,...,ix) =0sed<ke

Stmd)=U U S i)

Segue do Teorema 4.1.1 que S(m, d) forma um conjunto gerador para H,,(K, d) médulo T(Ek).

Observagao 4.3.2. Seja f(z1,...,%,) homogéneo em cada uma das sua varidveis (multihomo-
géneas) que é uma combinagao linear dos mondmios de S(m,d) e f é uma combinagao linear de
alguns mondémios de S(m,d). Entao existe k < m, 1 <i; < ... <ip <meay,...,a; €N tal
que ' -z (2, ..., 25,), onde ay; + -+ 4+ ar = d — k, e g ¢ uma combinagdo dos mondmios
M (x;,, ...,z ) que formam uma base de Vi(z;,,...,2; ) modulo T(Ek).

O seguinte lema nos mostra um limitante superior para ¢(Ex, H,, (K, d)).
Lema 4.3.3. Em qualquer caracteristica, a codimensao homogénea de F satisfaz:

1.
(Exc, Hy(K, ) < |S(m. d)
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Demonstragio. (1.) Como S(m,d) gera H,,(m,d) médulo Tg, , temos que o resultado esté de-

monstrado.

(2.) Do fato que S((iy,...ix), k) = (d_gf,’:_l)Qk_l = (3:]16)2’“_1, e fazendo k variar de 1 até m,

temos o resultado desejado. O]

Para demonstrar o proximo teorema necessitamos da seguinte defini¢ao:

Definicao 4.3.4. Sejam ki, ..., k,, inteiros e F, . (Ek) igual a dimensao do subespago de
K (z1,...,2m) /T(EK) dos polindmios multihomogéneos de multigrau (ky, ..., k). Diz-se série
de Poincaré de Ei a série:

PEK(t17"'7km>:Z Z Fhy,..., kmtllcl"'tﬁ@m'

n=0 ki+-+km=n

Lema 4.3.5. Seja

entao

Demonstracao.

zi,i(?) ()
SIEG )
L 2N
E :Elfh%ml}]
:%:(1+1t_)7’5”_1]

2 I\1—t¢

O teorema a seguir, nos fornece as codimensoes de Ef, quando car(K) = 0.
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Teorema 4.3.6. Se car(K) = 0 entao ¢(Ex, Hy, (K, d)) = |S(m,d)|.

Demonstragio. Pela defini¢ao da série de Poincaré Py, (t1,...,t,) de Fk,

S as0 C(Ex, Hy (K, d))t* = Pg,(t,...,t), o fato que T(Ex) ¢ homogéneo quando p = 0 ¢é aplicado
aqui. Pelo Exemplo 12 do livro [8], Pg, (t1,...,tm) = (1 + €2+ eq+ ) /(1171 (1 — t;)), onde
en = en(t1,. .., ty) é a n-ésima funcdo simétrica elementar. Como [I,(1 +¢;) = X%, e, temos
que:

1 e 141
P (t1, ... tm) = 3 l1+H 1_J :
i=1 i
Entdo Y450 ¢(Ex, Hpn (K, d))t4 = %{1%— (}—fi)m} Por definigao, ¢(Fg, H,(K,0)) = 1, logo o
resultado segue do lema 4.3.5. O

4.4 Limitantes para codimensoes homogéneas de Ey, com
car(K) diferente de 0

Nesta segdo acharemos limitantes para codimensoes homogéneas de Ex, car(K) = p # 0.
Vimos no Lema 4.3.3 um limitante superior ¢(Ey, H,,(K,d)) < Y%, (gii) (f) 2k=1,
Para achar um limitante inferior, defina S;(m,d) C S(m,d), | € N como segue:

Sim, d) = {xf} - xiFg(2iy, ... 23,) € S(m,d) |0 < ay, ..., a4 <1},

11
Os dois lemas seguintes serao tteis mais tarde:

Lema 4.4.1. Decomponha f € K (xy,...,x,) em suas componentes homogéneas em x;, onde
f=fo+- -+ fr,comgr, (f;) =7,0<j<r. Logo:

1. Se f € T(Ek) e r < |F|+1 entdo todos f; € T(Ek) (este limite é provavelmente nao
maximal).

2. Se f € T(E}) entao todos os f; € T(E}) para qualquer 7.

Demonstragdo. Provaremos (1.) e (2.). Substitua z; por 0 para concluir que fy € T(Ek) e
fo € T(EL).

Agora, substitua z; por T; € T(E}). Para mostrar em (2.) que f1(Z) = 0 podemos assumir
que T; € 8%, pois gr, (fi) = 1. Dados 7; € 8* e Ty, ..., Ty, € T(E}), podemos escolher 7; € 3* tal
que:

(i) A aplicagdo ¢ : 5, — T1 e J; — T; com 2 < i < m, pode ser estendida a um homomorfismo
¢ : B3 — E}, para fazer isso basta escolher 7, disjunto de Ty, ..., %, e (—1)¥1 = (—1)!%1,

(ii) O tamanho da soma em f;(g;,T2,...,Ty) € em f;(Y;,To,...,Ty) sdo distintos para todos os
1 <i# j <r, para fazer isso basta escolher j, = ejes + - - - + €9, _1€9,, pois:

<g1)2 = (6162 + o+ 627“71627")2 =2 Z€i1€i2€i3€i4a 1 < lg < i3 < ly.

Disso temos:

M) =2 e ey, i1 <iy<izg<ige (y;)? =0 paraq>2r+ 1.
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Este mesmo argumento mostra, por 1. do Teorema 4.4.1, que se w € E*(K,n) e Ta,..., T, €

Ey entao f;(w,Ts,...,Ty) = 0 para j = 1,...,7. Seja a € K e escolha w € [* disjunto
de Ts,..., T, e de tamanho par. Entdao 0 = fi(aw,Ts,...,Tp) = wfi(a,Ta, ..., Tp), entao
fila,Ta, ..., Ty) = 0. Depois, se Ty = a+w, a € K, w € Ej temos que f1(Ta,Tay ..., T) =

fila,@a, ..., ) + fi(w, T2, ..., Tp) = 0, portanto por i) do Teorema 4.4.1, f; € T(E}%).

Pelo Lema 4.1.1, todos os f; = x{_lfj’» médulo T(E%), e 217" € T(E%) se j > p+ 1 por ii) do
Lema 4.1.2. Entao, por 2. do Lema 4.4.1, f; € T(E)) se j > p+1logo fo+---+ f, € T(E)).
Como |K*|> p + 1, um argumento padrao de Vandermonde, ver Proposi¢ao 1.2.12 na pégina 28,
(1 = axy, a € K*) mostra que também f, ..., f, € T(E})). Isto completa a prova de (2.).

Para completar (1.), observe que temos fy, fi € T(Ek). Portanto o mesmo argumento acima
mostra que fo € T(Ek). Pelo Lema 4.1.1, podemos assumir que fo = x1f5(z1,...x,). Dado

w € Ef, T, ..., Ty € Ex, vimos acima que w f5(w, Ta, ..., Tp) = 0. Fazendo w = u+v deduzimos
que ufy(v,Tay ..., Tm) = —vfs(w, T, ..., Tp). Escolha t tal que u = ee; 16440 é disjunto de
v,Ta,...,Tm. Entao:
ereir1€iaafo(V, Ty T) = —vfh(€reir1€449,Tay ..o Ti) = —€Ufo(€101€012, T, ..., Tpy) =
vegfi(ep1€iio, Ty o oo, Tn) = 1€ fh(€100,To,y oo Ty) = —ver1€ fo(€iao, Ty oo, Tm) =
— eierp1€ii0fo(V, Tay oo Ty

Ordene as 2™ m-uplas z = (21,..., 2y,) pelos tamanhos [(z(1)) < --- < (2(2™)), entdo por

indugdo em j > 1 podemos provar que g(z(j)) = 0. Além disso, 1 - g(2(1)) é a tnica parcela de
ul - ulm g(ug, ..., up) tendo o menor tamanho I(z(1)), entdo 1-g(z(1)) = g(z(1)) = 0. Portanto

m

1-g(2(2)) é a tnica parcela com tamanho (2(2)), entao g(z(2)) = 0, e assim sucessivamente.
Como car(K) # 2, a disjun¢ao implica que f) € T(Fk), portanto fo € T(Ek) O
Lema 4.4.2. Seja g(z1,...,x,) uma funcdo multilinear. Para cada 1 < i < m, escolha w; €

B(371), logo l(w;) = 37t e wy, ..., w,, # 0. Denote u; = 1 + w;. Entdo g € T(Fg) se somente se
g(ug, ..., uy) =0.

Demonstragio. (=) Como g € T(Ek) temos que g(u1, ..., uy,) = 0.
(<) Antes de comegar a prova temos que as 2™ somas {37, l; | l; € {0,3"71}} sdo distintas, elas
correspondem a expansao dos inteiros na base 3, com coeficientes 0, 1. Lembrando de (—1)'%1 =
(—1)'%t de (1) da demonstracido do Lema 4.4.1 temos que [(w) = n se w € E(K,n) = span3(n).
Agora, assuma que g(ug,...,u,) = 0 e mostraremos que g € T(Ex). Como g é multilinear,
g € T(Ek) se somente se para todo dy,...,d, € {0,1} existem z1,...,2, € Eorry N Ey(x) com
dzj)=diel <i<m,talque z1--- 2, #0 e g(z1,...,2m) =0.

Agora, dados dy,...,d, € {0,1}, temos que existe uma escolha z; € {1,w;} com d(z;) = d;
(0 é par e 3! sdo fmpares), e por construgao g(uy,...,u,) # 0. Por multilinearidade, 0 =
gut, - Um) = Xsetiwy 9(21, - - -5 2m). Temos que as parcelas em cada g(21, . . ., zp,) tem o mesmo
tamanho com l(g(z1,...,2m)) = l(z1,...,2m) = D1, l(2;) e por construgao, todos os tamanhos
sao distintos. Portanto todos os g(z1,...,2m) = 0. O]

Para provar o teorema central dessa secao precisaremos dos dois importantes lemas, a seguir.

Lema 4.4.3. (Homogenizagao) Decomponha f € H,,(K,d) como uma soma f =Y, f; onde os
f1 sdo as componentes multihomogéneas distintas de f.
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1. Se f € T(Ek) e gry,(f) < |F|+1 com i = 1,...,m entao todos f; € T(Eg) (este limite é
provavelmente nao maximal).

2. Se f € T(E}) entao todos os f; € T(E3,). Portanto T(E} ) é homogéneo.

Demonstracao. Este lema é consequéncia direta do Lema 4.4.1. O
Lema 4.4.4. (Cancelamento) Seja g(x1, ..., z,) uma fun¢do multilinear, ay, ..., a,, € N, entao
it xtm gz, ... o) € T(EK) se somente se g(z1,...,%,) € T(Ek).

Demonstragio. Escolha w; € E(K,37Y), l(w;) = 37 wy - wy, # 0, u; = 1+w;, 1 < i < m.

Assuma que
a,

.Z'(lll "'xmm g(ajlu"'?xm> € T(EK)

Portanto 0 = uj'---ulr g(ul7 .oy Uy) = (1 + parcelas de tamanho [(y;) grande o suficiente).
Como f1(Yy, T2y, Tm) + -+ fr(Uy, Tay ..., Tpy) = 0, 0 nimero (ii) na demonstracdo do Teorema
4.4.1 implica que fj (yl,xg, ..y, Tm) = 0, e pelo nimero (i) na demonstragdo do Teorema 4.4.1
implica que f;(T1,T2,...,%Tm) = 0, para j = 1,...,r. Entao, por 2. do Teorema 4.4.1 temos que
fr e T(Eg). 0

De posse dos resultados anteriores, estamos preparados para provar o teorema que nos dard
um limitante inferior para ¢(Ey, H,, (K, d)).

Teorema 4.4.5. Seja |K|= ¢ = p", onde car(K) = p # 2, entdo os mondémios em S,(m, d) sao
linearmente independentes médulo T,,(Ek). Segue que :

c(Ex, Hyn(K,d)) > |S,(m,d)|.
Demonstragdo. Seja |K|=q e f = Y yes,ma @M € T(Ex) e mostraremos que todos os a sdo
iguais a zero. Denote ¢ = 4y,...,ix € a = ay,...,a; € escreva:

ok—1

f:Z Z Z Z k,l,&j "'x?:g<xi17'"7xik)Mj<xi17"'7xik)'

k=11<i1<--<ig<mai+--+ar=d—k j=1

Decomponha f = Y, f; onde os f; sdo as componentes multihomogéneas de f. Como gr,, (f;) <
| K|+1 para todo i, temos que por 1. do Lema 4.4.3 f; € T(Ek) para cada [. Fixe um tal [. Pela
Observacao 4.3.2 existem k,,a tal que

Qkfl

fi=al - xitga,, ... a,), ondeg = > alk,i,a, j)M;(z;,, ..., x5,).

J=1

Pelo Lema 4.4.4, g € T(Er). Como {M;(z(i))|1 < j < 2¥'} forma uma base para V(x(i))
modulo T(Ek), car(K) # 2, temos que todos os a(k,i,a,j) = 0. O

Vejamos agora algumas consequéncias deste teorema.
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Lema 4.4.6. Sejam N, M,n € N entao:

m

=> (7;) 281 comp(q + 1, k, d)

Demonstragio. Seja comp’ (N, M,n) = |[{(b1,...,bap), > bi=mn,0<by,...,bpy < M}|.
A bijecao induzida pela aplicagdo a; — b;+1 implica que comp’(N, M,n) = comp(N+1, M, n+M).
Com uma notacao similar ao da Definicao 4.3.1, seja

Sq(il,...,ik,k> = {33'(-11 .CE?:MJ(.CE(Zl,,Zk)) € S(Zl,,Zk,k)‘O < Ay ...,QF < q}

11

Logo do Lema 4.3.3 temos que |S(iy, ..., i, k)|= comp’(q, k,d — k)2*~! e pela unido disjunta das

i varidveis com os k expoentes vale Sg(m,d) = UL, Ug, i) Sqlin, ..., ig, k), assim, temos que:
|Sq(m,d)]:Z<m>2k1-c’(q,k,d—k Z( ) clqg+1,k,d).
o \F k=1
O

Corolario 4.4.7. Seja F' um corpo finito com |F|= ¢ e seja K um corpo de car(K) = 0. Se
q > d — 1 entao as duas codimensdes homogéneas sdo iguais, ou seja:

(Ep, Hy(F,d)) = c(Ex, Hy (K, d)).

Demonstragdo. Se ¢ > d — 1, as condigoes Y. a; = d > ¢ + 1 implica que todos os a; < q + 1,
portanto comp(q + 1,k,d) = comp(k d) = (Z 1) elo Teorema 1.1.85. Pelos Lemas 4.3.3 ¢ 4.4.6,
temos que |S,(m,d)|= >, ( )2'€ ! (d 1) |S(m,d)|. Agora a demonstracao segue dos Teoremas
4.3.6 e 4.4.5. ]

Sera que Fg, quando K é um corpo finito, satisfaz alguma identidade de classe essencial? O
9 ?
préximo teorema nos dard a resposta a essa questao.

Teorema 4.4.8. Seja K um corpo finito entdo Ex nao satisfaz nenhuma identidade de classe
essencial.

Demonstracio. Dados um nimero natural d e um corpo finito K, existe uma extensao de corpo
finita K7 onde K C Kj e |K;|= q > d — 1. Agora, utilizando o Teorema 4.2.3, o resultado é
obtido. O]

Lembremos que do Corolario 4.2.6 temos que Ej; satisfaz muitas identidades de classe essenciais.
A demonstracao do proximo lema pode ser encontrado na prova do Teorema 4.2 do livro The
Theory of Partitions (veja [2]).

Lema 4.4.9. Sejam ¢, k,d > 0 nimeros naturais, entao:

> comp(q, k, d)t? = (t + 1>+ -+ + 19",
d>0
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O préximo lema ird calcular as fungoes geradoras (polinomiais) de |S,(m, d)|.
Lema 4.4.10. Temos que:
L[ (1+4t—2rr2\"
st [
>0 2 1—-1

Demonstracao. Pelo Lema 4.4.9 temos que:

> comp(q+ 1k, d)t? = (t+ 12 4+ + 9T =5 (1 — 7T /1 — ),
d>0

Entao, pelo Lema 4.4.6:

>_18g(m, d)[ 1 =

d>0

g

i:@)?k ! - comp(g +1akad)td:§:<rg>2k1~Zcomp(q—|—1,k,d)td

= a3 () (tf"f)l;,é(z) :
(S =3 [E (e (5 -]

(E G 25)) o)

RRCICE NN

(1
(=) )

l\D

DN | —

N =

??‘

T

N = DN —= DN =
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