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Abstract

This work presents a study about the one- two- and three-parameters Mittag-Leffler func-
tions. We show that the Mittag-Leffler function is a generalization of the exponential function
and present its relations to other special functions beta, gamma, incomplete gamma and error
functions. We also approach fractional integration, which is necessary to introduce the concept of
fractional derivatives. Two formulations for the fractional derivative are studied, the formulations
proposed by Riemann-Liouville and by Caputo. We investigate which classical derivatives rules
can be extended to these formulations. Finally, as an application, using the Laplace transform
methodology, we discuss the fractional differential equation associated with the harmonic oscillator
problem.

Keywords: Mittag-Leffler functions, fractional derivative, Laplace transform, fractional har-
monic oscillator.

Resumo

Neste trabalho apresentamos um estudo sobre as funções de Mittag-Leffler de um, dois e três
parâmetros. Discutimos a função de Mittag-Leffler como uma generalização da função exponencial
bem como a relação que esta possui com outras funções especiais, tais como as funções beta, gama,
gama incompleta e erro. Abordamos, também, a integração fracionária que se faz necessária para
introduzir o conceito de derivação fracionária. Duas formulações para a derivada fracionária são
estudadas, as formulações proposta por Riemann-Liouville e por Caputo. Investigamos quais
regras clássicas de derivação são estendidas para estas formulações. Por Ąm, como uma aplicação,
utilizamos a metodologia da transformada de Laplace para resolver a equação diferencial fracionária
associada ao problema do oscilador harmônico.

Palavras-chave: Funções de Mittag-Leffler, derivada fracionária, transformada de Laplace,
oscilador harmônico fracionário.
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Introdução

O cálculo de ordem não inteira tem sua origem datada em 30 de setembro de 1695 quando
lŠHospital escreveu uma carta a Leibniz perguntando qual seria o signiĄcado de uma derivada de
ordem 1/2. Outros importantes matemáticos, como Euler, Lagrange, Fourier, Abel, Heaviside,
Liouville, entre outros, também contribuíram para o desenvolvimento de tal estudo [19].

Até a década de 70, os trabalhos eram esporádicos e não havia um canal comum que pudesse
ser dedicado exclusivamente ao tema. No ano de 1974, por uma iniciativa de Ross [40] ocorreu
o primeiro congresso internacional sobre o cálculo de ordem não inteira e só, quase vinte anos
depois, em 1986, ocorreu o segundo encontro. Daí para a frente o desenvolvimento da teoria,
agora com possíveis aplicações, se deu de forma ordenada e os veículos especializados só crescem.
O décimo quarto encontro ocorreu em junho de 2014 na Catania, Itália.1 Uma linha do tempo
bastante recente pode ser encontrada em [48]. Hoje, o cálculo fracionário conta com vários meios
especializados para a sua divulgação, em particular, revistas e congressos consolidados. A gama
de aplicações conta com campos do saber, passando pela engenharia [41, 52], física [5, 52], Ąnanças
[42], Epidemiologia [16], dielétricos [10], dentre outros [9, 19, 29, 33, 47, 49, 52].

O objetivo principal deste trabalho é a resolução de uma equação diferencial fracionária que ge-
neraliza a clássica equação diferencial associada ao problema do oscilador harmônico clássico,
através da metodologia das transformadas integrais, em particular, a transformada de Laplace.
A Ąm de abordarmos este problema alguns requisitos são necessários conforme descrevemos a se-
guir. Elucidamos as transformadas integrais, visando discutir a resolução de equações diferenciais.
Mencionamos as transformadas mais conhecidas como a transformada de Laplace, Fourier, Hankel
e Mellin. A transformada de Hankel é um caso particular da transformada de Fourier dupla. Já
a transformada de Mellin pode ser construída a partir de uma conveniente mudança de variável e
redeĄnindo o núcleo na transformada de Laplace. Porém, nos concentramos no estudo das trans-
formadas de Laplace e Fourier, bem como suas transformadas inversas. Apresentamos algumas
propriedades de ambas as transformadas assim como alguns casos particulares.

No Capítulo 2, introduzimos a deĄnição de algumas funções especiais, são elas, as funções beta,
gama, gama incompleta e erro. Também neste capítulo apresentamos as funções de Mittag-Leffler

1International Conference on Fractional Differentiation and its Applications, Catania, 23-25 junho de 2014.
Nesta conferência, a partir de uma Mesa Redonda, foi criado um site [http://www.fracalmo.org/QUO-VADIMUS]
com problemas em aberto em diferentes subáreas do cálculo de ordem não inteira.
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de um, dois e três parâmetros. Estas funções são as mais importantes e as mais comuns relacio-
nadas ao cálculo fracionário. Assim como a função exponencial é solução de equações diferenciais
ordinárias com coeĄcientes constantes, a função de Mittag-Leffler surge naturalmente como solução
de equações diferenciais fracionárias com coeĄcientes constantes. Por ser um dos métodos mais
simples de resolução de uma equação diferencial, com coeĄcientes constantes, a transformada de
Laplace, será utilizada para obter a solução da equação diferencial que vamos discutir. Por isso,
calculamos a transformada de Laplace da função de Mittag-Leffler de três parâmetros a Ąm de
utilizá-la na resolução de tal equação diferencial. Mostramos também alguns casos particulares da
função de Mittag-Leffler de dois parâmetros, bem como algumas propriedades de tal função.

No Capítulo 3, introduzimos o teorema de Leibniz para diferenciação de uma integral a Ąm
de fazer uso deste resultado na demonstração do teorema de Cauchy para integrais repetidas,
onde a partir de sua generalização introduzimos a integral de ordem fracionária segundo Riemann-
Liouville. O cálculo fracionário conforme proposto por Riemann-Liouville e Caputo emerge natu-
ralmente da continuação analítica do teorema de Cauchy para integrais repetidas. Após introduzir
o conceito de integração fracionária demonstramos a lei dos expoentes para estes operadores. Por
Ąm, discutimos alguns exemplos.

No Capítulo 4, deĄnimos as derivadas fracionárias no sentido de Caputo e no sentido de
Riemann-Liouville, discutimos a lei dos expoentes e demonstramos alguns resultados a Ąm de
motivar a apresentação de tais deĄnições. Por Ąm, calculamos as transformadas de Laplace de
ambas as derivadas, Riemann-Liouville e Caputo, com o objetivo de utilizar este último resultado
na solução da equação diferencial que propomos resolver.

No Capítulo 5, estudamos quais generalizações das regras clássicas de derivação são estendidas
para as derivadas fracionárias de Riemann-Liouville e Caputo. Entre estas regras podemos citar a
linearidade, a regra de Leibniz e a regra da cadeia ou fórmula de Faà di Bruno.

No Capítulo 6, abordamos a equação diferencial do oscilador harmônico clássico que é o protó-
tipo de sistemas que envolvem oscilações. Resolvemos esta equação diferencial através do método
de Frobenius e das transformadas de Fourier e Laplace. Logo em seguida introduzimos a versão
fracionária da equação diferencial do oscilador harmônico, considerando as derivadas fracionárias
no sentido de Caputo e, a Ąm de resolvê-la utilizamos a metodologia da transformada de Laplace.

Três apêndices concluem o trabalho. No primeiro demonstramos algumas propriedades refe-
rentes ao coeĄciente binomial, propriedades estas que foram utilizadas no Capítulo 5. No segundo
apêndice discutimos os conceitos de série de Laurent, teorema dos resíduos e o lema de Jordan. No
terceiro apêndice abordamos a redução de uma equação diferencial ordinária linear, de segunda
ordem e homogênea em sua forma mais geral, ao caso de equação diferencial associada ao problema
do oscilador harmônico não amortecido.
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Capítulo 1

Transformadas Integrais

Existem várias técnicas para discutir e resolver equações diferenciais, dentre elas, o método de
Frobenius para uma equação diferencial ordinária e o método de separação de variáveis para uma
equação diferencial parcial [8]. O método das transformadas integrais consiste basicamente em
transformar uma equação diferencial (ordinária ou parcial) em uma outra equação diferencial, em
princípio mais simples de ser resolvida que a equação inicial. Resolvida a equação transformada,
inverte-se o processo, calculando a chamada transformada inversa para se obter a solução da
equação de partida [12].

1.1 Introdução

Neste capítulo estudamos as transformadas integrais, as quais têm várias aplicações, em par-
ticular, na resolução de equações diferenciais. Seja 𝑡 ∈ R. Dada uma função 𝑓(𝑡) deĄnida num
intervalo da reta, 𝐼, uma transformada integral tem a seguinte forma geral

𝒯 [𝑓(𝑡)] = 𝐹 (𝑠) =
∫︁

I
𝐾(𝑡, 𝑠)𝑓(𝑡)𝑑𝑡,

onde 𝐹 (𝑠) é denominada a transformada da função 𝑓(𝑡), 𝐾(𝑡, 𝑠) o núcleo da transformada e 𝐼 o
conveniente intervalo de deĄnição. O estudo das transformadas integrais associado a uma equação
diferencial consiste em transformar o problema original em um outro problema no espaço das
transformadas, em geral, mais simples de ser resolvido. Então, encontramos a solução no espaço
das transformadas e recuperamos a solução do problema original (equação diferencial e condições)
aplicando sua respectiva transformada inversa. A ilustração para tal fato pode ser mais bem
compreendida através da seguinte Figura 1.1, [1, 14, 20].

3



Problema no espaço
da transformada

Solução relativamente fácil
// Solução no espaço

da transformada

Transformada
Inversa

��
Problema
original

Solução eventualmente difícil
//

Transformada
integral

OO

Solução do
problema original

Figura 1.1: Esquema para transformadas integrais.

As transformadas integrais mais difundidas são as transformadas de Laplace, Fourier, Hankel,
Mellin, dentre outras. Aqui, neste trabalho, discutimos apenas as transformadas de Laplace e
Fourier, mencionando as principais propriedades bem como a respectiva transformada inversa.
A seguir apresentamos uma tabela com as principais transformadas integrais, assim como seu
respectivo núcleo, intervalo onde a integral está deĄnida, o tipo de função que está sendo integrada
e uma possível aplicação para cada uma delas. As funções consideradas serão contínuas por partes.

Transformada Núcleo Intervalo Tipo de função Aplicação

Fourier
𝑒iωt

√
2Þ

⊗∞ < 𝑡 < ∞ 𝑓(𝑡) : função abso-
lutamente integrá-
vel.

É conveniente para problemas
que possuam dependência espa-
cial [11, 14, 15].

Laplace 𝑒⊗st 0 < 𝑡 < ∞ 𝑓(𝑡) : função ad-
missível.

É conveniente para problemas
de valor inicial que possuem de-
pendência temporal [11, 14, 15].

Hankel 𝑡𝐽ν(𝑢𝑡) 0 < 𝑡 < ∞ 𝑓(𝑡) : função de va-
riável real.

É útil para resolver problemas
em coordenadas cilíndricas com
simetria axial [11, 15].

Mellin 𝑡u⊗1 0 < 𝑡 < ∞ 𝑓(𝑡) : função de va-
riável real e 𝑢 um
número complexo.

É útil para problemas de valor
na fronteira bem como para so-
mar séries inĄnitas [11, 15].

Tabela 1.1: Transformadas integrais.
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1.2 Transformada de Fourier

Aqui, apresentamos a deĄnição e algumas propriedades da transformada de Fourier bem como
a respectiva transformada de Fourier inversa.

DeĄnição 1.2.1. Seja 𝑓 : R ⊃ K com K = R,C. DeĄnimos a integral de Fourier da seguinte
maneira:

𝑓(𝑥) =
∫︁ ∞

0
[𝐴(æ) cos(𝑥æ) + 𝐵(æ) sen(𝑥æ)]𝑑æ

onde

𝐴(æ) =
1
Þ

∫︁ ∞

⊗∞
𝑓(𝑧) cos(𝑧æ)𝑑æ

e

𝐵(æ) =
1
Þ

∫︁ ∞

⊗∞
𝑓(𝑧) sen(𝑧æ)𝑑æ.

Reescrevendo a integral de Fourier na forma complexa temos, substituindo 𝐴(æ) e 𝐵(æ) na
expressão para 𝑓(𝑥)

𝑓(𝑥) =
∫︁ ∞

0
[𝐴(æ) cos(𝑥æ) + 𝐵(æ) sen(𝑥æ)]𝑑æ

𝑓(𝑥) =
1
Þ

∫︁ ∞

0

∫︁ ∞

⊗∞
𝑓(𝑧)[cos(𝑧æ) cos(𝑥æ) + sen(𝑧æ) sen(𝑥æ)]𝑑𝑧𝑑æ.

Utilizando as seguintes relações:

cos(𝑧æ ⊗ 𝑥æ) = cos(𝑧æ) cos(𝑥æ) + sen(𝑧æ) sen(𝑥æ),

cos(𝜃) =
𝑒iθ + 𝑒⊗iθ

2
,

podemos escrever

𝑓(𝑥) =
1
Þ

∫︁ ∞

0

∫︁ ∞

⊗∞
𝑓(𝑡)[cos æ(𝑡 ⊗ 𝑥)]𝑑𝑡𝑑æ

=
1
Þ

∫︁ ∞

0

∫︁ ∞

⊗∞
𝑓(𝑡)

[︃

𝑒iω(t⊗x) + 𝑒⊗iω(t⊗x)

2

⟨

𝑑𝑡𝑑æ

=
1

2Þ

∫︁ ∞

0

∫︁ ∞

⊗∞
𝑓(𝑡)[𝑒iω(t⊗x) + 𝑒⊗iω(t⊗x)]𝑑𝑡𝑑æ

=
1

2Þ

∫︁ ∞

0

∫︁ ∞

⊗∞
𝑓(𝑡)𝑒iω(t⊗x)𝑑𝑡𝑑æ +

1
2Þ

∫︁ ∞

0

∫︁ ∞

⊗∞
𝑓(𝑡)𝑒⊗iω(t⊗x)𝑑𝑡𝑑æ

=
1

2Þ

∫︁ ∞

0

∫︁ ∞

⊗∞
𝑓(𝑡)𝑒iω(t⊗x)𝑑𝑡𝑑æ +

1
2Þ

∫︁ 0

⊗∞

∫︁ ∞

⊗∞
𝑓(𝑡)𝑒iω(t⊗x)𝑑𝑡𝑑æ

=
1

2Þ

∫︁ ∞

⊗∞

∫︁ ∞

⊗∞
𝑓(𝑡)𝑒iω(t⊗x)𝑑𝑡𝑑æ. (1.2.1)
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A Eq.(1.2.1) é a forma complexa da integral de Fourier. Escrevendo a função exponencial que
aparece nesta expressão como um produto de duas exponenciais, podemos escrever

𝑓(𝑥) =
1√
2Þ

∫︁ ∞

⊗∞

{︃

1√
2Þ

∫︁ ∞

⊗∞
𝑓(𝑧)𝑒izω𝑑𝑧

⨀︀

𝑒⊗iωx𝑑æ.

A função entre chaves é uma função de æ e é chamada a transformada de Fourier da função
𝑓(𝑧), sendo denotada por

ℱ [𝑓(𝑧)] ⊕ 𝐹 (æ) =
1√
2Þ

∫︁ ∞

⊗∞
𝑓(𝑧)𝑒iωz𝑑𝑧.

Com isto temos que

ℱ⊗1[𝐹 (æ)] = 𝑓(𝑧) =
1√
2Þ

∫︁ ∞

⊗∞
𝐹 (æ)𝑒⊗iωx𝑑æ (1.2.2)

que é a chamada transformada de Fourier inversa denotada por ℱ⊗1[𝑓(𝑥)], que é uma con-
sequência imediata das deĄnições acima, ou seja,

ℱ⊗1[𝐹 (æ)] =
1√
2Þ

∫︁ ∞

⊗∞
ℱ [𝑓(𝑧)]𝑒⊗iωx𝑑æ

=
1√
2Þ

∫︁ ∞

⊗∞

[︃

1√
2Þ

∫︁ ∞

⊗∞
𝑓(𝑧)𝑒iωz𝑑𝑧

⟨

𝑒⊗iωx𝑑æ (1.2.3)

=
1

2Þ

∫︁ ∞

⊗∞

∫︁ ∞

⊗∞
𝑓(𝑧)𝑒iω(z⊗x)𝑑𝑧𝑑æ = 𝑓(𝑥).

A transformada de Fourier existe desde que a função 𝑓(𝑥) seja contínua por partes, ou seja, tenha
um número Ąnito de descontinuidades em (⊗∞, +∞), e que seja absolutamente integrável nesse
intervalo, isto é, se [53]

∫︁ ∞

⊗∞
♣𝑓(𝑥)♣𝑑𝑥 < ∞.

1.2.1 Propriedades da Transformada de Fourier

A seguir apresentamos e demonstramos algumas propriedades envolvendo a transformada de
Fourier [12, 32].

Propriedade 1: (Linearidade). Sejam 𝑓, 𝑔 : R ⊗⊃ C funções absolutamente integráveis e 𝑎, 𝑏 ∈ R,
constantes, então

ℱ [𝑎𝑓(𝑧) + 𝑏𝑔(𝑧)] = 𝑎ℱ [𝑓(𝑧)] + 𝑏ℱ [𝑔(𝑧)].
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Demonstração. A partir da deĄnição da transformada de Fourier e da propriedade de linearidade
da integral, temos que

ℱ [𝑎𝑓(𝑧) + 𝑏𝑔(𝑧)] =
1√
2Þ

{︂∫︁ ∞

⊗∞
[𝑎𝑓(𝑧) + 𝑏𝑔(𝑧)]𝑒iωz𝑑𝑧

}︂

= 𝑎

{︃

1√
2Þ

∫︁ ∞

⊗∞
𝑓(𝑧)𝑒iωz𝑑𝑧

⨀︀

+ 𝑏

{︃

1√
2Þ

∫︁ ∞

⊗∞
𝑔(𝑧)𝑒iωz𝑑𝑧

⨀︀

= 𝑎ℱ [𝑓(𝑧)] + 𝑏ℱ [𝑔(𝑧)].

Propriedade 2: (Simetria). Seja 𝑓 : R ⊗⊃ C uma função absolutamente integrável. Se

ℱ [𝑓(𝑧)] = 𝐹 (æ),

então

ℱ [𝐹 (𝑧)] =
√

2Þ𝑓(⊗æ).

Demonstração. Note que, a partir da Eq.(1.2.2), temos

ℱ⊗1[𝐹 (æ)] = 𝑓(𝑧) =
1√
2Þ

∫︁ ∞

⊗∞
𝐹 (æ)𝑒⊗iωx𝑑æ. (1.2.4)

Efetuando, primeiro, a substituição 𝑥 ⊃ æ, æ ⊃ ⊗𝑥 e, logo após, æ ⊃ 𝑥, ⊗𝑥 ⊃ æ na Eq.(1.2.4),
obtemos

∫︁ ∞

⊗∞
𝐹 (𝑥)𝑒ixω𝑑𝑥 =

√
2Þ𝑓(⊗æ)

de onde segue-se a relação

ℱ [𝐹 (𝑥)] =
√

2Þ𝑓(⊗æ).

Propriedade 3: (Escala) Seja 𝑓 : R ⊗⊃ C uma função absolutamente integrável e 𝑎 ∈ R
*, segue

que

ℱ [𝑓(𝑎𝑧)] =
1

♣𝑎♣𝐹
(︂

æ

𝑎

)︂

,

onde

ℱ [𝑓(𝑧)] = 𝐹 (æ).
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Demonstração. Consideramos 𝑎 ∈ R
*, isto é, ♣𝑎♣, então

• para 𝑎 > 0, temos

𝑦 = 𝑎𝑧 ⇒ 𝑧 =
𝑦

♣𝑎♣ , logo 𝑑𝑧 =
𝑑𝑦

♣𝑎♣ .

Segue que,

ℱ [𝑓(𝑎𝑧)] =
∫︁ ∞

⊗∞
𝑓(𝑎𝑧)𝑒iωz𝑑𝑧

=
∫︁ ∞

⊗∞
𝑓(𝑦)𝑒iω y

a
𝑑𝑦

𝑎

=
1
𝑎

∫︁ ∞

⊗∞
𝑓(𝑦)𝑒i ω

a
y𝑑𝑦

=
1
𝑎

𝐹
(︂

æ

𝑎

)︂

.

• para 𝑎 < 0, temos em analogia ao anterior

ℱ [𝑓(𝑎𝑧)] =
1√
2Þ

∫︁ ∞

⊗∞
𝑓(𝑦)𝑒⊗iω(−y

a )
(︃

⊗𝑑𝑦

𝑎

)︃

= ⊗
(︂1

𝑎

)︂{︃

1√
2Þ

∫︁ ∞

⊗∞
𝑓(𝑦)𝑒i ω

a
y𝑑𝑦

⨀︀

= ⊗1
𝑎

𝐹
(︂

æ

𝑎

)︂

,

onde ⊗1
𝑎

> 0. Segue-se, em geral, a expressão

ℱ [𝑓(𝑎𝑧)] =
1

♣𝑎♣𝐹
(︂

æ

𝑎

)︂

.

Propriedade 4: (Deslocamento no Tempo) Seja 𝑓 : R ⊗⊃ C uma função absolutamente integrá-
vel, então

ℱ [𝑓(𝑧 ⊗ 𝑎)] = 𝑒iωa𝐹 (æ).

Demonstração. Introduzindo a mudança de variável, 𝑦 = 𝑧 ⊗ 𝑎, temos

ℱ [𝑓(𝑧 ⊗ 𝑎)] =
1√
2Þ

∫︁ ∞

⊗∞
𝑓(𝑧 ⊗ 𝑎)𝑒iωz𝑑𝑧

= 𝑒iωa

{︃

1√
2Þ

∫︁ ∞

⊗∞
𝑓(𝑦)𝑒iωy𝑑𝑦

⨀︀

= 𝑒iωa𝐹 (æ).
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Propriedade 5: (Deslocamento na Frequência) Seja 𝑓 : R ⊗⊃ C uma função absolutamente
integrável, então

ℱ [𝑒iaz𝑓(𝑧)] = 𝐹 (æ + 𝑎).

Demonstração. Utilizamos a deĄnição da transformada de Fourier, obtemos

ℱ [𝑒iaz𝑓(𝑧)] =
1√
2Þ

∫︁ ∞

⊗∞
𝑒iaz𝑓(𝑧)𝑒iωz𝑑𝑧

=
1√
2Þ

∫︁ ∞

⊗∞
𝑓(𝑧)𝑒i(ω+a)z𝑑𝑧

= 𝐹 (æ + 𝑎).

Teorema 1.2.2 (Derivação no Tempo). Seja 𝑓(𝑧) contínua sobre o eixo 𝑧 e 𝑓(𝑧) ⊃ 0 quando
♣𝑧♣ ⊃ ∞. Ainda mais, seja 𝑓 ′(𝑧) absolutamente integrável sobre o eixo 𝑧. Então, [12]

ℱ [𝑓 ′(𝑧)] = ⊗𝑖æℱ [𝑓(𝑧)].

Demonstração. A partir da deĄnição da transformada de Fourier, obtemos

ℱ [𝑓 ′(𝑧)] =
1√
2Þ

∫︁ ∞

⊗∞
𝑓 ′(𝑧)𝑒iωz𝑑𝑧.

Integrando por partes e utilizando o fato de que 𝑓(𝑧) ⊃ 0 quando ♣𝑧♣ ⊃ ∞, segue

ℱ [𝑓 ′(𝑧)] =
1√
2Þ

∏︁

⨄︁

⋃︁
𝑓(𝑧)𝑒iωz

⧹︃
⧹︃
⧹︃
⧹︃
⧹︃
⧹︃

∞

⊗∞

⊗𝑖æ
∫︁ ∞

⊗∞
𝑓(𝑧)𝑒iωz𝑑𝑧

⎫

⋀︁

⋂︁

= ⊗𝑖æℱ [𝑓(𝑧)].

Em analogia à derivada primeira, isto é, utilizamos a integração por partes e as devidas condições
impostas nas funções e derivadas, obtemos

ℱ [𝑓 ′′(𝑧)] ⊕ ⊗𝑖æℱ [𝑓 ′(𝑧)] = (⊗𝑖æ)2ℱ [𝑓(𝑧)],

ou ainda

ℱ [𝑓 ′′(𝑧)] = ⊗æ2ℱ [𝑓(𝑧)]. (1.2.5)

Em geral, para ordens mais altas da derivada, temos

ℱ [𝑓 (n)(𝑧)] = (⊗𝑖)nænℱ [𝑓(𝑧)] = (⊗𝑖)næn𝐹 (æ),

para 𝑛 = 0, 1, 2, . . ..
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A Ąm de fazer uso do teorema de convolução na resolução do oscilador harmônico clássico
via transformada de Fourier, vamos introduzir a deĄnição de tal produto e logo após efetuar a
transformada de Fourier deste produto, [7, 15].

DeĄnição 1.2.3. A convolução de duas funções absolutamente integráveis, 𝑓(𝑥) e 𝑔(𝑥), denotada
por 𝑓(𝑥) * 𝑔(𝑥) ⊕ (𝑓 * 𝑔)(𝑥) ⊕ 𝑓 * 𝑔 é deĄnida pela integral

𝑓 * 𝑔 =
1√
2Þ

∫︁ ∞

⊗∞
𝑓(𝑥 ⊗ Ý)𝑔(Ý)𝑑Ý =

1√
2Þ

∫︁ ∞

⊗∞
𝑓(Ý)𝑔(𝑥 ⊗ Ý)𝑑Ý

desde que a integral exista.

Teorema 1.2.4 (Convolução). Sejam 𝐹 (æ) = ℱ [𝑓(𝑥)] e 𝐺(æ) = ℱ [𝑔(𝑥)] as transformadas de
Fourier das funções 𝑓(𝑥) e 𝑔(𝑥), respectivamente, então

ℱ [𝑓(𝑥) * 𝑔(𝑥)] = 𝐹 (æ)𝐺(æ),

isto é, a transformada de Fourier do produto de convolução é o produto das respectivas transfor-
madas. A partir da equação anterior podemos escrever, utilizando a correspondente transformada
de Fourier inversa

𝑓(𝑥) * 𝑔(𝑥) = ℱ⊗1[𝐹 (æ)𝐺(æ)].

Demonstração. A partir da deĄnição da transformada de Fourier, podemos escrever

ℱ [𝑓(𝑥) * 𝑔(𝑥)] =
1√
2Þ

∫︁ ∞

⊗∞

{︃

1√
2Þ

∫︁ ∞

⊗∞
𝑓(𝑥 ⊗ Ý)𝑔(Ý)𝑑Ý

⨀︀

𝑒iωx𝑑𝑥

=
1

2Þ

∫︁ ∞

⊗∞
𝑒iωx𝑑𝑥

∫︁ ∞

⊗∞
𝑓(𝑥 ⊗ Ý)𝑔(Ý)𝑑Ý

=
1

2Þ

∫︁ ∞

⊗∞
𝑒iωξ𝑔(Ý)𝑑Ý

∫︁ ∞

⊗∞
𝑓(𝑥 ⊗ Ý)𝑒iω(x⊗ξ)𝑑𝑥

=
1

2Þ

∫︁ ∞

⊗∞
𝑒iωξ𝑔(Ý)𝑑Ý

∫︁ ∞

⊗∞
𝑓(Ö)𝑒iωη𝑑Ö

= 𝐺(æ)𝐹 (æ).

Teorema 1.2.5 (Parseval). Seja 𝑥 ∈ R. Se 𝑓(𝑥) tem transformada de Fourier denotada por 𝐹 (æ)
e [18, 46]

∫︁ ∞

⊗∞
♣𝑓(𝑥)♣2𝑑𝑥 < ∞,

então
∫︁ ∞

⊗∞
♣𝑓(𝑥)♣2𝑑𝑥 =

1√
2Þ

∫︁ ∞

⊗∞
♣𝐹 (æ)♣2𝑑æ.
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Demonstração. Utilizamos a deĄnição da transformada de Fourier inversa, logo
∫︁ ∞

⊗∞
♣𝑓(𝑥)♣2𝑑𝑥 =

∫︁ ∞

⊗∞
𝑓(𝑥)¶𝑓(𝑥)♢𝑑𝑥

=
∫︁ ∞

⊗∞
𝑓(𝑥)

[︃

1√
2Þ

∫︁ ∞

⊗∞
𝐹 (æ)𝑒⊗iωz𝑑æ

⟨

𝑑𝑥

=
1√
2Þ

∫︁ ∞

⊗∞
𝐹 (æ)

[︂∫︁ ∞

⊗∞
𝑓(𝑥)𝑒⊗iωz𝑑𝑥

]︂

𝑑æ

=
1√
2Þ

∫︁ ∞

⊗∞
𝐹 (æ)𝐹 (æ)𝑑æ

=
1√
2Þ

∫︁ ∞

⊗∞
♣𝐹 (æ)♣2𝑑æ.

1.3 Transformada de Laplace

Nesta seção, de modo análogo a seção anterior, apresentamos a deĄnição da transformada de
Laplace bem como algumas de suas propriedades. Posteriormente, no Capítulo 6, utilizaremos esta
metodologia para resolver a versão clássica e fracionária do oscilador harmônico.

DeĄnição 1.3.1. Seja 𝑓(𝑡) uma função de 𝑡 deĄnida para 𝑡 > 0. Então, a transformada de Laplace
de 𝑓(𝑡), denotada por ℒ[𝑓(𝑡)] ou por 𝐹 (𝑠), é deĄnida por [12, 20]

ℒ[𝑓(𝑡)] ⊕ 𝐹 (𝑠) =
∫︁ ∞

0
𝑒⊗st𝑓(𝑡)𝑑𝑡

onde 𝑠 é um parâmetro complexo.

A transformada de Laplace está deĄnida para valores de 0 até ∞, então não consideramos
neste cálculo os valores da função 𝑓(𝑡) para 𝑡 < 0. Vamos considerar no cálculo das transformadas
de Laplace as chamadas funções causais, ou seja, 𝑓(𝑡) = 0 para 𝑡 < 0, [49]. A convergência da
integral envolvida na deĄnição da transformada de Laplace, numa região do plano complexo, pode
ser garantida para uma classe bastante ampla de funções chamadas de funções admissíveis.

DeĄnição 1.3.2. Uma função 𝑓 : [0, ∞) ⊗⊃ R é dita admissível se as condições abaixo são
satisfeitas:

1. A função 𝑓 for contínua por partes em [0, ∞).

2. Existirem1 duas constantes positivas 𝑀 e 𝑐 tais que para todo 𝑡 ∈ [0, ∞) vale a desigualdade

♣𝑓(𝑡)♣ < 𝑀𝑒ct.

1Neste caso, também dizemos que f(t) é de ordem exponencial c.
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A prova de que a transformada de Laplace de uma função de ordem exponencial existe é dada
pelo seguinte teorema [20].

Teorema 1.3.3. Seja 𝑓(𝑡) uma função de ordem exponencial 𝑐 no intervalo [0, ∞). Então, sua
transformada de Laplace 𝐹 (𝑠), existe para todos os pontos da região do plano complexo tais que
Re(𝑠) > 𝑐.

Demonstração. Por hipótese, temos que, ♣𝑓(𝑡)♣ < 𝑀𝑒ct, logo pela deĄnição da transformada de
Laplace, podemos escrever

ℒ[𝑓(𝑡)] ⊘
∫︁ ∞

0
♣𝑓(𝑡)𝑒⊗st♣𝑑𝑡 <

∫︁ ∞

0
𝑀𝑒ct⊗st𝑑𝑡 = 𝑀

[︃

lim
t⊃∞

𝑒⊗(s⊗c)t

⊗(𝑠𝑐)
⊗ lim

t⊃0

𝑒⊗(s⊗c)t

⊗(𝑠𝑐)

⟨

,

como ♣𝑒⊗(s⊗c)t♣ = ♣𝑒⊗tRe(s⊗c)♣ para que o primeiro limite da equação acima exista devemos ter que
Re(𝑠 ⊗ 𝑐) > 0, ou seja, Re(𝑠) > 𝑐.

1.3.1 Propriedades da Transformada de Laplace

Aprsentamos nesta seção a propriedade de linearidade da transformada de Laplace e o teorema
da transformada de Laplace da derivada.

Propriedade 1: (Linearidade). Sejam 𝑓(𝑡) e 𝑔(𝑡) duas funções de ordens exponenciais Ð e Ñ
no intervalo [0, ∞), respectivamente. Sejam 𝑎 e 𝑏 constantes reais ou complexas. A combinação
linear

ℎ(𝑡) = 𝑎𝑓(𝑡) + 𝑏𝑔(𝑡)

é de ordem exponencial maior que ou igual a Ò = max¶𝑎, 𝑏♢, então vale a relação

ℒ[ℎ(𝑡)] = ℒ[𝑎𝑓(𝑡) + 𝑏𝑔(𝑡)] = 𝑎ℒ[𝑓(𝑡)] + 𝑏ℒ[𝑔(𝑡)],

ou seja, a transformada de Laplace é linear, [20].

Enunciamos e demonstramos, a seguir, o teorema da transformada da derivada, isto é,

Teorema 1.3.4 (Transformada da Derivada). Se a função 𝑓(𝑡) e sua derivada 𝑓 ′(𝑡) são funções
de ordem exponencial no intervalo [0, ∞), então vale a relação

ℒ[𝑓 ′(𝑡)] = 𝑠ℒ[𝑓(𝑡)] ⊗ 𝑓(0), (1.3.1)

onde 𝑠 é o parâmetro da transformada.

Demonstração. Partimos da deĄnição da transformada de Laplace, ou seja,

ℒ[𝑓 ′(𝑡)] =
∫︁ ∞

0
𝑒⊗st𝑓 ′(𝑡)𝑑𝑡,
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integrando, por partes, segue-se

ℒ[𝑓 ′(𝑡)] = 𝑒⊗st𝑓(𝑡)

⧹︃
⧹︃
⧹︃
⧹︃
⧹︃

∞

0

+𝑠
∫︁ ∞

0
𝑒⊗st𝑓(𝑡)𝑑𝑡

= [0 ⊗ 𝑓(0)] + 𝑠ℒ[𝑓(𝑡)].

Logo, podemos escrever

ℒ[𝑓 ′(𝑡)] = 𝑠ℒ[𝑓(𝑡)] ⊗ 𝑓(0). (1.3.2)

Exigimos as mesmas condições anteriormente mencionadas, agora, para 𝑓(𝑡), 𝑓 ′(𝑡), e 𝑓 ′′(𝑡), temos
para a segunda derivada a relação

ℒ[𝑓 ′′(𝑡)] = 𝑠2ℒ[𝑓(𝑡)] ⊗ 𝑠𝑓(0) ⊗ 𝑓 ′(0). (1.3.3)

DeĄnimos 𝑓 ′(𝑡) = 𝑔(𝑡), a partir do que foi calculado anteriormente, temos

ℒ[𝑔′(𝑡)] = 𝑠ℒ[𝑔(𝑡)] ⊗ 𝑔(0)

= 𝑠¶ℒ[𝑓 ′(𝑡)]♢ ⊗ 𝑓 ′(0),

porém ℒ[𝑓 ′(𝑡)] = 𝑠ℒ[𝑓(𝑡)] ⊗ 𝑓(0), então

ℒ[𝑓 ′′(𝑡)] = ℒ[𝑔′(𝑡)] = 𝑠¶𝑠ℒ[𝑓(𝑡)] ⊗ 𝑓(0)♢ ⊗ 𝑓 ′(0).

Portanto, podemos escrever

ℒ[𝑓 ′′(𝑡)] = 𝑠2ℒ[𝑓(𝑡)] ⊗ 𝑠𝑓(0) ⊗ 𝑓 ′(0). (1.3.4)

Para o caso geral, temos

ℒ[𝑓 (n)(𝑡)] = 𝑠nℒ[𝑓(𝑡)] ⊗ 𝑠n⊗1𝑓(0) ⊗ ≤ ≤ ≤ ⊗ 𝑠𝑓 (n⊗2)(0) ⊗ 𝑓 (n⊗1)(0),

ou ainda,

ℒ[𝑓 (n)(𝑡)] = 𝑠nℒ[𝑓(𝑡)] ⊗
n⊗1∑︁

k=0

𝑠n⊗1⊗k𝑓 (k)(0). (1.3.5)

Utilizamos a deĄnição para calcular a transformada de Laplace de algumas funções particulares,
dentre elas, aquelas que serão úteis nas aplicações [55].
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1.3.2 Casos Particulares

1. (Degrau Unitário). Consideremos a função Heaviside deĄnida por

𝐻(𝑡 ⊗ 𝑎) =

{︃

1, se 𝑡 > 𝑎
0, se 𝑡 < 𝑎.

Segue-se que a transformada de Laplace da função Heaviside, também conhecida como degrau
unitário, é dada por

ℒ[𝐻(𝑡 ⊗ 𝑎)] =
∫︁ ∞

0
𝑒⊗st𝐻(𝑡 ⊗ 𝑎)𝑑𝑡, 𝑡 > 𝑎

=
∫︁ ∞

a
𝑒⊗st𝑑𝑡.

Introduzindo a mudança de variável 𝑦 = 𝑡 ⊗ 𝑎, obtemos

ℒ[𝐻(𝑡 ⊗ 𝑎)] = 𝑒⊗as
∫︁ ∞

0
𝑒⊗sy𝑑𝑦

=
𝑒⊗as

𝑠
.

2. (Função Potência). A transformada de Laplace da função 𝑓(𝑡) = 𝑡n é,

ℒ[𝑡n] =
𝑛!

𝑠n+1
onde 𝑛 ∈ N, Re(𝑠) > 0.

Novamente, utilizando a deĄnição da transformada, obtemos

ℒ[𝑡n] =
∫︁ ∞

0
𝑒⊗st𝑡n𝑑𝑡,

e a partir de uma conveniente mudança de variável, 𝑢 = 𝑠𝑡, segue

ℒ[𝑡n] =
∫︁ ∞

0
𝑒⊗u

(︂
𝑢

𝑠

)︂n 𝑑𝑢

𝑠

=
1

𝑠n+1

∫︁ ∞

0
𝑒⊗u𝑢n+1⊗1𝑑𝑢.

Notamos que a integral acima é a deĄnição da função gama, que será vista no Capítulo 2,
então podemos escrever

ℒ[𝑡n] =
Γ(𝑛 + 1)

𝑠n+1
=

𝑛!
𝑠n+1

.

3. (Função Exponencial). A transformada de Laplace da função exponencial é dada por

ℒ[𝑒kt] =
1

𝑠 ⊗ 𝑘

com Re(𝑠) > 𝑘.
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4. (Função Seno). A transformada de Laplace da função seno é

ℒ[ sen(𝑘𝑡)] =
𝑘

𝑠2 + 𝑘2
,

para Re(𝑠) > 0.

5. (Função Cosseno). A transformada de Laplace da função cosseno é dada por

ℒ[cos(𝑘𝑡)] =
𝑠

𝑠2 + 𝑘2

para Re(𝑠) > 0.

6. (Função Cosseno Hiperbólico). A transformada de Laplace da função 𝑓(𝑡) = cosh(𝑘𝑡) é

ℒ[cosh(𝑘𝑡)] =
𝑠

𝑠2 ⊗ 𝑘2

com Re(𝑠) > 𝑘.

7. (Função Seno Hiperbólico). A transformada de Laplace da função 𝑓(𝑡) = senh(𝑘𝑡) é,

ℒ[ senh(𝑘𝑡)] =
𝑘

𝑠2 ⊗ 𝑘2

com Re(𝑠) > 𝑘.

1.4 Transformada de Laplace Inversa

Na resolução de uma equação diferencial, utilizando a metodologia das transformadas, nos
deparamos com o problema de inversão. Transformamos o problema original em um problema
no espaço das transformadas e obtemos a solução, porém para que possamos obter a solução do
problema original devemos aplicar a transformada inversa e para isso enunciamos o teorema da
integral complexa de inversão [12, 20].

Teorema 1.4.1. Se 𝐹 (𝑠) = ℒ[𝑓(𝑡)], então ℒ⊗1[𝐹 (𝑠)] = 𝑓(𝑡) é dada por

𝑓(𝑡) =

∏︁

⋁︁⋁︁⋁︁⨄︁

⋁︁⋁︁⋁︁⋃︁

1
2Þ𝑖

∫︁ γ+i∞

γ⊗i∞
𝑒st𝐹 (𝑠)𝑑𝑠

0

onde a integração deve ser efetuada ao longo de uma reta 𝑠 = Ò no plano complexo, com 𝑠 = 𝑥+𝑖𝑦.
O número complexo Ò deve ser escolhido de tal forma que todas as singularidades do integrando
estejam à sua esquerda, isto é, Re(𝑠) > Ò.
Na prática, essa integral é calculada considerando-se a integral de contorno

1
2Þ𝑖

⌊︁

C
𝑒st𝐹 (𝑠)𝑑𝑠

onde o contorno 𝐶 é chamado de contorno de Bromwich, [12].
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Demonstração. Ver [21].

Enunciamos, agora, o teorema da convolução para a transformada de Laplace, isto é,

Teorema 1.4.2 (Convolução). Se ℒ[𝑓(𝑡)] = 𝐹 (𝑠) e ℒ[𝑔(𝑡)] = 𝐺(𝑠), então

ℒ[𝑓(𝑡) * 𝑔(𝑡)] = ℒ[𝑓(𝑡)]ℒ[𝑔(𝑡)] = 𝐹 (𝑠)𝐺(𝑠).

Ou, equivalentemente, a partir da transformada de Laplace inversa

ℒ⊗1[𝐹 (𝑠)𝐺(𝑠)] = 𝑓(𝑡) * 𝑔(𝑡), (1.4.1)

onde 𝑓(𝑡) * 𝑔(𝑡) é chamada de convolução de 𝑓(𝑡) e 𝑔(𝑡) e é deĄnida pela seguinte integral

𝑓(𝑡) * 𝑔(𝑡) ⊕
∫︁ t

0
𝑓(𝑡 ⊗ á)𝑔(á)𝑑á ⊕

∫︁ t

0
𝑓(á)𝑔(𝑡 ⊗ á)𝑑á. (1.4.2)

As integrais na Eq.(1.4.2) são chamadas de integrais de convolução e podem ser denotadas, sim-
plesmente, por (𝑓 * 𝑔)(𝑡).

Demonstração. Veja [15].

1.4.1 Cálculo de Algumas Transformadas Inversas

A seguir apresentamos o cálculo da transformada de Laplace inversa de algumas funções a Ąm
de fazer uso nas aplicações.

1. Seja 𝐹 (𝑠) =
𝑒⊗as

𝑠
com 𝑠 ̸= 0, então, para 𝑡 > 𝑎, obtemos

ℒ⊗1

[︃

𝑒⊗as

𝑠

⟨

= 𝐻(𝑡 ⊗ 𝑎).

Calculamos a transformada inversa através da integral complexa de inversão, isto é,

𝑓(𝑡) =
1

2Þ𝑖

∫︁ γ+i∞

γ⊗i∞
𝑒st𝐹 (𝑠)𝑑𝑠

onde o contorno é o de Bromwich com Ò > 0 e 𝐹 (𝑠) =
𝑒⊗as

𝑠
, cujo polo está em 𝑠 = 0.

Utilizamos o teorema dos resíduos, apresentado no Apêndice B, para calcular a integral
complexa, ou seja, podemos escrever

𝑓(𝑡) =
1

2Þ𝑖
¶2Þ𝑖[Res(𝑠 = 0)]♢. (1.4.3)

Calculamos o resíduo em 𝑠 = 0, ou seja,

Res(𝑠 = 0) = lim
s⊃0

(︃

𝑠
𝑒⊗as

𝑠
𝑒st

)︃

= lim
s⊃0

𝑒(t⊗a)s = 1.
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Logo, substituímos o valor encontrado na Eq.(1.4.3), de onde segue

𝑓(𝑡) =
1

✟✟2Þ𝑖
[✟✟2Þ𝑖 Res(𝑠 = 0)

⏟  ⏞  

1

] = 1, 𝑡 > 𝑎.

Para 𝑡 < 𝑎, temos 𝑓(𝑡) = 0.

2. Seja 𝐹 (𝑠) =
1

𝑠 ⊗ 𝑘
com Re(𝑠) > 𝑘, logo

ℒ⊗1
[︂ 1
𝑠 ⊗ 𝑘

]︂

= 𝑒kt.

3. Considere 𝐹 (𝑠) =
𝑘

𝑠2 + 𝑘2
com Re(𝑠) > 0, então

ℒ⊗1

{︃

𝑘

𝑠2 + 𝑘2

⨀︀

= sen(𝑘𝑡).

Considere a integral complexa de inversão

𝑓(𝑡) =
1

2Þ𝑖

∫︁ γ+i∞

γ⊗i∞
𝑒st 𝑘

𝑠2 + 𝑘2
𝑑𝑠,

onde 𝐹 (𝑠) =
𝑘

𝑠2 + 𝑘2
cujos polos estão em 𝑠 = ∘𝑖𝑘. Efetuamos o cálculo da soma dos

resíduos, isto é,

Res(𝑠 = 𝑖𝑘) + Res(𝑠 = ⊗𝑖𝑘) = lim
s⊃ik

[︃

(𝑠 ⊗ 𝑖𝑘)
𝑘

𝑠2 + 𝑘2
𝑒st

⟨

+ lim
s⊃⊗ik

[︃

(𝑠 + 𝑖𝑘)
𝑘

𝑠2 + 𝑘2
𝑒st

⟨

.

Note que, 𝑠2 + 𝑘2 = (𝑠 ⊗ 𝑖𝑘)(𝑠 + 𝑖𝑘), logo segue-se

𝑓(𝑡) =
1

✟✟2Þ𝑖

[︃

✟✟2Þ𝑖

(︃

𝑒ikt ⊗ 𝑒⊗ikt

2𝑖

)︃⟨

= sen(𝑘𝑡).

4. Seja 𝐹 (𝑠) =
𝑠

𝑠2 + 𝑘2
com Re(s) > 𝑘, temos, em analogia ao anterior

ℒ⊗1
[︂

𝑠

𝑠2 + 𝑘2

]︂

= cos(𝑘𝑡).
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Capítulo 2

Funções de Mittag-Leffler

Apresentamos neste capítulo as funções de Mittag-Leffler de um, dois e três parâmetros. Dis-
cutimos a função de Mittag-Leffler como uma generalização da função exponencial. Para tal, pri-
meiramente, recuperamos alguns resultados envolvendo as funções gama, beta, gama incompleta
e erro. Mostramos a relação existente entre a transformada de Laplace e estas funções de Mittag-
Leffler. Abordamos ainda casos particulares bem como propriedades da função de Mittag-Leffler
de dois parâmetros, [19, 21, 24, 39].

2.1 Funções Gama e Beta

Apresentamos as deĄnições das funções gama e beta, a Ąm de introduzir a função de Mittag-
Leffler de um parâmetro e possíveis generalizações.
Em vários campos da matemática a função gama desempenha papel muito importante, especiĄca-
mente, no estudo das funções de Mittag-Leffler, em particular, como a generalização do fatorial.
Existem várias maneiras de se introduzir o conceito de função gama. Aqui, vamos optar pela
representação integral [19].

DeĄnição 2.1.1. DeĄnimos a função gama pela seguinte integral imprópria

Γ(𝑥) =
∫︁ ∞

0
𝑒⊗t𝑡x⊗1𝑑𝑡,

para os reais, exceto os inteiros negativos.

Proposição 2.1.2 (Relação Funcional). Uma propriedade muito interessante da função gama é
dada por:

Γ(𝑥 + 1) = 𝑥Γ(𝑥), (2.1.1)

com 𝑥 diferente de um inteiro negativo ou nulo. Em particular, se 𝑥 = 𝑛 um inteiro não negativo,
então vale

Γ(𝑛 + 1) = 𝑛Γ(𝑛) = 𝑛!,

já que Γ(1) = 0! = 1. Neste sentido, interpretamos a função gama como uma generalização do
conceito de fatorial.
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Demonstração. Esta propriedade pode ser veriĄcada facilmente através de integração por partes,
onde

Γ(𝑥 + 1) =
∫︁ ∞

0
𝑒⊗t𝑡x𝑑𝑡.

Temos, então

Γ(𝑥 + 1) =
∫︁ ∞

0
𝑒⊗t𝑡x𝑑𝑡 = [⊗𝑒⊗t𝑡x

⧹︃
⧹︃
⧹︃

∞

0
] + 𝑥

∫︁ ∞

0
𝑒⊗t𝑡x⊗1𝑑𝑡 = [⊗𝑒⊗t𝑡x

⧹︃
⧹︃
⧹︃

∞

0
] + 𝑥Γ(𝑥).

Sabendo que, lim
a⊃∞

𝑒⊗a𝑎x = lim
a⊃∞

𝑎x

𝑒a
= 0, então a relação Γ(𝑥 + 1) = 𝑥Γ(𝑥) se veriĄca.

Da relação Γ(𝑥 + 1) = 𝑥Γ(𝑥), podemos generalizar a função gama, isolando Γ(𝑥),

Γ(𝑥) =
Γ(𝑥 + 1)

𝑥
. (2.1.2)

Apesar de a deĄnição ser válida para 𝑧 ∈ C, vamos considerar apenas 𝑥 ∈ (R ⊗ Z
*
⊗). A Ągura

abaixo mostra o gráĄco para a função gama, [6].

-4 -2 2 4

-10

-5

5

10

Figura 2.1: GráĄco da função gama.

Introduzimos, agora, o conceito da função beta bem como a relação que esta função possui com a
função gama.

DeĄnição 2.1.3. Dentre as funções relacionadas com a função gama, deĄnimos a função beta
[33], através da integral

𝐵(𝑝, 𝑞) =
∫︁ 1

0
𝑡p⊗1(1 ⊗ 𝑡)q⊗1𝑑𝑡, onde 𝑝 > 0, 𝑞 > 0. (2.1.3)

Apresentamos a seguir uma propriedade da função beta.

Proposição 2.1.4 (Simetria). A função beta tem a propriedade de simetria, isto é,

𝐵(𝑝, 𝑞) = 𝐵(𝑞, 𝑝).
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Demonstração. Por deĄnição, temos que

𝐵(𝑝, 𝑞) =
∫︁ 1

0
𝑡p⊗1(1 ⊗ 𝑡)q⊗1𝑑𝑡.

Introduzindo a mudança de variável, 𝑥 = 1 ⊗ 𝑡, obtemos

𝐵(𝑝, 𝑞) =
∫︁ 0

1
(1 ⊗ 𝑥)p⊗1𝑥q⊗1(⊗𝑑𝑥) =

∫︁ 1

0
(1 ⊗ 𝑥)p⊗1𝑥q⊗1𝑑𝑥 = 𝐵(𝑞, 𝑝).

Podemos, ainda, representar a função beta da seguinte forma

𝐵(𝑝, 𝑞) = 2
∫︁ π/2

0
( sen𝜃)2p⊗1(cos 𝜃)2q⊗1𝑑𝜃. (2.1.4)

Introduzindo a mudança de variável, 𝑡 = cos2 𝜃, na deĄnição da função beta, Eq.(2.1.3), segue que

𝐵(𝑝, 𝑞) = 2
∫︁ 0

π/2
(1 ⊗ cos2 𝜃)p⊗1(cos2 𝜃)q⊗1(⊗ cos 𝜃 sen𝜃)𝑑𝜃

= 2
∫︁ π/2

0
( sen𝜃)2p⊗1(cos 𝜃)2q⊗1𝑑𝜃.

Proposição 2.1.5. Uma propriedade muito importante que relaciona a função beta com a função
gama é dada através da seguinte equação [19]

𝐵(𝑝, 𝑞) =
Γ(𝑝)Γ(𝑞)
Γ(𝑝 + 𝑞)

. (2.1.5)

Demonstração. Considere o produto

Γ(𝑝)Γ(𝑞) =
∫︁ ∞

0
𝑒⊗x𝑥p⊗1𝑑𝑥

∫︁ ∞

0
𝑒⊗y𝑦q⊗1𝑑𝑦. (2.1.6)

Introduzindo as mudanças de variáveis 𝑥 = 𝑢2 e 𝑦 = 𝑣2, na Eq.(2.1.6), podemos escrever

Γ(𝑝)Γ(𝑞) = 4
∫︁ ∞

0
𝑒⊗(u2+v2)

∫︁ ∞

0
𝑢2p⊗1𝑣2q⊗1𝑑𝑢𝑑𝑣.

Introduzindo as coordenadas polares no plano

𝑢 = 𝑟 cos 𝜃 e 𝑣 = 𝑟 sen𝜃

onde o jacobiano da transformação é 𝑟, então temos que 𝑑𝑢𝑑𝑣 = 𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃. Podemos, então escrever

Γ(𝑝)Γ(𝑞) = 2
∫︁ ∞

0
𝑒⊗r2

{︃

2
∫︁ π/2

0
(𝑟 cos 𝜃)2p⊗1(𝑟 sen𝜃)2q⊗1𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃

⨀︀

= 2
∫︁ ∞

0
𝑒⊗r2

𝑟2p+2q⊗1𝑑𝑟

{︃

2
∫︁ π/2

0
(cos 𝜃)2p⊗1( sen𝜃)2q⊗1𝑑𝜃

⨀︀

.
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Note que, a expressão entre chaves é exatamente a Eq.(2.1.4), portanto temos que

Γ(𝑝)Γ(𝑞) = 2𝐵(𝑝, 𝑞)
∫︁ ∞

0
𝑒⊗r2

𝑟2p+2q⊗1𝑑𝑟. (2.1.7)

Introduzindo, agora, a mudança de variável, 𝑟2 = Ý, na integral da Eq.(2.1.7), obtemos

Γ(𝑝)Γ(𝑞) = 𝐵(𝑝, 𝑞)
∫︁ ∞

0
𝑒⊗ξÝp+q⊗1𝑑Ý.

Finalmente, podemos escrever

𝐵(𝑝, 𝑞) =
Γ(𝑝)Γ(𝑞)
Γ(𝑝 + 𝑞)

.

2.2 Funções de Mittag-Leffler

Nesta seção estudamos as funções de Mittag-Leffler que desempenham um papel extremamente
importante no estudo das equações diferenciais fracionárias. A função de Mittag-Leffler por ser
uma generalização da função exponencial admite como casos particulares as funções seno e cos-
seno trigonométricos e hiperbólicos. Estudamos a função de Mittag-Leffler com um, dois e três
parâmetros bem como a relação da função de Mittag-Leffler de dois parâmetros com as funções
gama incompleta e erro [21].

2.2.1 Função de Mittag-Leffler de Um Parâmetro, 𝐸α(𝑡)

A função de Mittag-Leffler de um parâmetro, 𝐸α(𝑡), conforme introduzida por Mittag-Leffler
[31] é uma função complexa que depende de um parâmetro complexo Ð, onde Re(Ð) > 0, na forma
de uma série

𝐸α(𝑡) = 1 +
𝑡

Γ(Ð + 1)
+

𝑡2

Γ(2Ð + 1)
+ ≤ ≤ ≤ +

𝑡k

Γ(𝑘Ð + 1)
+ ≤ ≤ ≤

𝐸α(𝑡) =
∞∑︁

k=0

𝑡k

Γ(Ð𝑘 + 1)
. (2.2.1)

No caso em que Ð = 1, temos:

𝐸1(𝑡) =
∞∑︁

k=0

𝑡k

Γ(𝑘 + 1)
=

∞∑︁

k=0

𝑡k

𝑡!
= 𝑒t,

o que nos permite dizer que a função de Mittag-Leffler admite, como caso particular, a função
exponencial.
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2.2.2 Função de Mittag-Leffler de Dois Parâmetros, 𝐸α,β(𝑡)

A função de Mittag-Leffler de dois parâmetros, 𝐸α,β(𝑡), conforme introduzida por Wiman [54],
é uma função complexa que depende de dois parâmetros complexos, Ð e Ñ, onde Re(Ð) > 0 e
Re(Ñ) > 0, dada por

𝐸α,β(𝑡) =
∞∑︁

k=0

𝑡k

Γ(Ð𝑘 + Ñ)
. (2.2.2)

Quando Ñ = 1, a Eq.(2.2.2) se reduz à função de Mittag-Leffler de um parâmetro dada pela
Eq.(2.2.1), ou seja,

𝐸α,1(𝑡) = 𝐸α(𝑡).

2.2.3 Função de Mittag-Leffler de Três Parâmetros, 𝐸ρ
α,β(𝑡)

Antes de deĄnirmos a função de Mittag-Leffler de três parâmetros, vamos deĄnir o símbolo
de Pochhammer. Tal símbolo pode ser deĄnido de duas formas, na forma ascendente e na forma
descendente.

DeĄnição 2.2.1. O símbolo de Pochhammer, na forma ascendente, é deĄnido por:

(𝜌)n =

{︃

1, para 𝑛 = 0
𝜌(𝜌 + 1) ≤ ≤ ≤ (𝜌 + 𝑛 ⊗ 1), para 𝑛 ∈ N.

(2.2.3)

Para 𝑛 ∈ N, temos que

(𝜌)n = 𝜌(𝜌 + 1) ≤ ≤ ≤ (𝜌 + 𝑛 ⊗ 1)

=
(𝜌 + 𝑛 ⊗ 1)!

(𝜌 ⊗ 1)!

=
Γ(𝜌 + 𝑛)

Γ(𝜌)
.

DeĄnição 2.2.2. Por outro lado, o símbolo de Pochhammer, na forma descendente, é deĄnido
por:

(𝜌)n =

{︃

1, para 𝑛 = 0
𝜌(𝜌 ⊗ 1) ≤ ≤ ≤ (𝜌 ⊗ 𝑛 + 1), para 𝑛 ∈ N.

(2.2.4)

Para 𝑛 ∈ N, temos que

(𝜌)n = 𝜌(𝜌 ⊗ 1) ≤ ≤ ≤ (𝜌 ⊗ 𝑛 + 1)

=
(𝜌)!

(𝜌 ⊗ 𝑛)!

=
Γ(𝜌 + 1)

Γ(𝜌 ⊗ 𝑛 + 1)
.
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A função de Mittag-Leffler de três parâmetros, 𝐸ρ
α,β(𝑡), conforme introduzida por Prabhakar

[37], é uma função complexa que depende de três parâmetros, Ð, Ñ, 𝜌 ∈ C onde Re(Ð) > 0,
Re(Ñ) > 0 e Re(𝜌) > 0, assim

𝐸ρ
α,β(𝑡) =

∞∑︁

k=0

(𝜌)k

Γ(Ð𝑘 + Ñ)
𝑡k

𝑘!
, (2.2.5)

sendo (𝜌)k o símbolo de Pochhammer. Notamos que esta função de Mittag-Leffler de três parâme-
tros generaliza aquela de dois parâmetros no sentido de que, para 𝜌 = 1, obtemos

𝐸1
α,β(𝑡) = 𝐸α,β(𝑡).

Existem estudos sobre as funções de Mittag-Leffler com quatro, cinco e até seis parâmetros [22, 49].

2.3 Funções Gama Incompleta e Erro

Apresentamos aqui as deĄnições das funções gama incompleta e erro bem como a relação que
possuem com a função de Mittag-Leffler. A função gama incompleta [19, 21], Ò(Ð, 𝑡), que é uma
função inteira na variável 𝑡 é deĄnida pela seguinte integral

Ò(Ð, 𝑡) =
∫︁ t

0
𝑒⊗z𝑧α⊗1𝑑𝑧

com Re(Ð) > 0. Introduzindo, agora, uma outra função gama incompleta, denotada por Ò*(Ð, 𝑡),
conveniente para a demonstração da relação existente entre a função gama incompleta e a função
de Mittag-Leffler de dois parâmetros, apresentada na Seção 2.2. Tal função é deĄnida da seguinte
forma

Ò*(Ð, 𝑡) =
𝑡⊗α

Γ(Ð)
Ò(Ð, 𝑡).

Teorema 2.3.1. A relação existente entre a função de Mittag-Leffler de dois parâmetros, deĄnida
na Seção 2.2, e a função gama incompleta é dada por

𝐸1,a+1(𝑡) = 𝑒tÒ*(𝑎, 𝑡), (2.3.1)

admitindo o primeiro parâmetro como sendo 1 na função de Mittag-Leffler de dois parâmetros.

Demonstração. A demonstração será feita explicitando o segundo membro da Eq.(2.3.1) e utili-
zando a deĄnição da função gama incompleta, Ò*(𝑎, 𝑡), segue que

𝑒tÒ*(𝑎, 𝑡) = 𝑒t 𝑡⊗a

Γ(𝑎)

∫︁ t

0
𝑧a⊗1𝑒⊗z𝑑𝑧

=
𝑡⊗a

Γ(𝑎)

∫︁ t

0
𝑧a⊗1𝑒⊗(z⊗t)𝑑𝑧, 𝑧 < 𝑡

=
𝑡⊗a

Γ(𝑎)

∫︁ t

0
𝑧a⊗1

∞∑︁

k=0

(𝑡 ⊗ 𝑧)k

𝑘!
𝑑𝑧

=
𝑡⊗a

Γ(𝑎)

∞∑︁

k=0

1
𝑘!

∫︁ t

0
𝑧a⊗1(𝑡 ⊗ 𝑧)k𝑑𝑧.
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Introduzindo a seguinte mudança de variável, 𝑧 = 𝑡Ý, temos

𝑒tÒ*(𝑎, 𝑡) =
1

Γ(𝑎)

∞∑︁

k=0

𝑡k

𝑘!

∫︁ 1

0
Ýa⊗1(1 ⊗ Ý)k+1⊗1𝑑Ý

=
1

Γ(𝑎)

∞∑︁

k=0

𝑡k

𝑘!
𝐵(𝑎, 𝑘 + 1)

=
1

✟✟✟Γ(𝑎)

∞∑︁

k=0

𝑡k

��𝑘!
✟✟✟Γ(𝑎)✘✘✘✘✘Γ(𝑘 + 1)
Γ(𝑎 + 𝑘 + 1)

=
∞∑︁

k=0

𝑡k

Γ(𝑘 + 𝑎 + 1)
= 𝐸1,a+1(𝑡).

Mostraremos a seguir que a função erro constitui um caso particular da função de Mittag-Leffler
de dois parâmetros [19, 21]. A função erro é deĄnida pela seguinte integral

erf(𝑡) =
2√
Þ

∫︁ t

0
𝑒⊗z2

𝑑𝑧.

Por outro lado, a função erro complementar é deĄnida por

erfc(𝑡) =
2√
Þ

∫︁ ∞

t
𝑒z2

𝑑𝑧.

Demonstraremos, agora, o teorema que relaciona a função de Mittag-Leffler de dois parâmetros
com a função erro [19, 21].

Teorema 2.3.2. Para todo 𝑡 ∈ C, temos

𝐸 1

2
,1(𝑖𝑡) = 𝑒⊗t2

[1 + erf(𝑖𝑡)] = 𝑒⊗t2

[erfc(⊗𝑖𝑡)]. (2.3.2)

Demonstração. Consideremos a seguinte relação [19, 21]

𝑛!√
Þ

∫︁ t

0
𝑒⊗zn

𝑑𝑧 =
𝑛!√
Þ

∞∑︁

p=0

(⊗1)p𝑡np+1

(𝑛𝑝 + 1)𝑝!
(2.3.3)

que, para 𝑛 = 2, fornece uma representação para a função erro, em termos de um somatório1

erf(𝑡) =
2√
Þ

∫︁ t

0
𝑒⊗z2

𝑑𝑧 =
2√
Þ

∞∑︁

p=0

(⊗1)p𝑡2p+1

(2𝑝 + 1)𝑝!
. (2.3.4)

1Note, pela Eq.(2.3.4), que a função erro é ímpar o que torna a segunda igualdade da Eq.(2.3.2) trivial.
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Para demonstrar a Eq.(2.3.2) utilizamos a representação acima e a deĄnição da função de Mittag-
Leffler, ou seja

𝐸 1

2
,1(𝑖𝑡) =

∞∑︁

k=0

(𝑖𝑡)k

Γ(k
2

+ 1)

= 1 +
𝑖𝑡

Γ(1 + 1
2
)

⊗ 𝑡2 ⊗ 𝑖𝑡3

Γ(2 + 1
2
)

+
𝑡4

2!
+

𝑖𝑡5

Γ(3 + 1
2
)

⊗ 𝑡6

3!
⊗ ≤ ≤ ≤ .

Agrupando convenientemente os termos da expressão anterior podemos escrever2

𝐸 1

2
,1(𝑖𝑡) = 1 ⊗ 𝑡2 +

𝑡4

2!
⊗ 𝑡6

3!
+

𝑡8

4!
⊗ 𝑡10

5!
+ ≤ ≤ ≤ +

+ 𝑖

(︃

𝑡

Γ(1 + 1
2
)

⊗ 𝑡3

Γ(2 + 1
2
)

+
𝑡5

Γ(3 + 1
2
)

⊗ 𝑡7

Γ(4 + 1
2
)

+ ≤ ≤ ≤
)︃

. (2.3.5)

Utilizando a relação de recorrência envolvendo a função gama [6],

Γ
(︂

𝑛 +
1
2

)︂

=
(︂

𝑛 ⊗ 1
2

)︂

Γ
(︂

𝑛 ⊗ 1
2

)︂

=
(︂

𝑛 ⊗ 1
2

)︂(︂

𝑛 ⊗ 3
2

)︂

Γ
(︂

𝑛 ⊗ 3
2

)︂

=
(︂

𝑛 ⊗ 1
2

)︂(︂

𝑛 ⊗ 3
2

)︂(︂

𝑛 ⊗ 5
2

)︂

≤ ≤ ≤
(︂1

2

)︂

Γ
(︂1

2

)︂

,

e lembrando da relação
∞∑︁

k=0

(⊗𝑡2)k

𝑘!
= 𝑒⊗t2

podemos escrever, para a Eq.(2.3.5), que

⊗ 𝑒⊗t2

+ 𝐸 1

2
,1(𝑖𝑡) = 𝑖

[︃

𝑡

Γ(1 + 1
2
)

⊗ 𝑡3

Γ(2 + 1
2
)

+
𝑡5

Γ(3 + 1
2
)

⊗ ≤ ≤ ≤
⟨

= 𝑖

[︃

𝑡
1
2
Γ(1

2
)

⊗ 𝑡3

3
2

1
2
Γ(1

2
)

+
𝑡5

5
2

3
2

1
2
Γ(1

2
)

⊗ ≤ ≤ ≤
⟨

=
2𝑖

Γ(1
2
)

[︃

𝑡 ⊗ 2𝑡3

3
+

22𝑡5

5 ≤ 3
⊗ 23𝑡7

7 ≤ 5 ≤ 3
+ ≤ ≤ ≤

⟨

, (2.3.6)

ou ainda, utilizando o conceito de duplo fatorial e a relação
√

Þ = Γ(1/2), na seguinte forma, [6]

𝐸 1

2
,1(𝑖𝑡) = 𝑒⊗t2

+
2𝑖

Γ(1
2
)

∞∑︁

k=0

(⊗1)k2k𝑡2k+1

(2𝑘 + 1)!!
. (2.3.7)

2Vamos separar em parte real e parte imaginária.
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Para concluir que 𝐸 1

2
,1(𝑖𝑧) = 𝑒⊗z2

[1 + erf(𝑖𝑧)] basta veriĄcar que 𝑒⊗t2

erf(𝑖𝑡) é igual ao segundo
termo do lado direito da Eq.(2.3.7). Para tanto, consideremos a representação para a função erro
dada pela Eq.(2.3.4), ou seja,

√
Þ

2
erf(𝑖𝑡) =

∞∑︁

p=0

(⊗1)p(𝑖𝑡)2p+1

(2𝑝 + 1)𝑝!

=
∞∑︁

p=0

𝑖(𝑡)2p+1

(2𝑝 + 1)𝑝!
.

Sendo assim, temos
√

Þ

2𝑖
𝑒⊗t2

erf(𝑖𝑡) = 𝑒⊗t2

[︃

𝑡 +
𝑡3

3
+

𝑡5

5 ≤ 2!
+

𝑡7

7 ≤ 3!
+

𝑡9

9 ≤ 4!
+ ≤ ≤ ≤

⟨

.

Utilizando a representação em série para 𝑒⊗t2

, obtemos

𝑒⊗t2

√
Þ

2𝑖
erf(𝑖𝑡) = 𝑡

∞∑︁

k=0

(⊗1)k(𝑡2)k

𝑘!
+

𝑡3

3

∞∑︁

k=0

(⊗1)k(𝑡2)k

𝑘!
+

+
𝑡5

5 ≤ 2!

∞∑︁

k=0

(⊗1)k(𝑡2)k

𝑘!
+

𝑡7

7 ≤ 3!

∞∑︁

k=0

(⊗1)k(𝑡2)k

𝑘!
+ ≤ ≤ ≤ .

Expandindo os somatórios do lado direito da equação acima podemos escrever, já rearranjando

𝑒⊗t2

√
Þ

2𝑖
erf(𝑖𝑡) = 𝑡 ⊗ 𝑡3

1!
+

𝑡5

2!
⊗ 𝑡7

3!
+ ≤ ≤ ≤

+
𝑡3

3
⊗ 𝑡5

3
+

𝑡7

3 ≤ 2!
⊗ 𝑡9

3 ≤ 3!
+ ≤ ≤ ≤

+
𝑡5

5 ≤ 2!
⊗ 𝑡7

5 ≤ 2!
+

𝑡9

5 ≤ 2! ≤ 2!
⊗ 𝑡11

5 ≤ 2! ≤ 3!
+ ≤ ≤ ≤

+
𝑡7

7 ≤ 3!
⊗ 𝑡9

7 ≤ 3!
+

𝑡11

7 ≤ 3! ≤ 2!
⊗ 𝑡13

7 ≤ 3! ≤ 3!
+ ≤ ≤ ≤

= 𝑡 ⊗ 2𝑡3

3
+

22𝑡5

5 ≤ 3
⊗ 23𝑡7

7 ≤ 5 ≤ 3
+ ≤ ≤ ≤

de onde segue que

𝑒⊗t2

erf(𝑖𝑡) =
2𝑖√
Þ

∞∑︁

k=0

(⊗1)k2k𝑡2k+1

(2𝑘 + 1)!!
.

2.4 Casos Particulares da Função de Mittag-Leffler 𝐸Ð,Ñ(𝑡)

Por ser uma generalização da função exponencial, as funções seno e cosseno trigonométricos
e hiperbólicos são casos particulares da função de Mittag-Leffler de dois parâmetros [19, 24]. De
fato,
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1. Seja Ð = 2, Ñ = 1 e 𝑡 ∈ C. A partir da função de Mittag-Leffler de dois parâmetros,
Eq.(2.2.2), vale a seguinte relação

𝐸2,1(𝑡2) = cosh(𝑡).

Desenvolvendo a função do primeiro membro, temos que

𝐸2,1(𝑡2) =
∞∑︁

k=0

𝑡2k

Γ(2𝑘 + 1)
=

∞∑︁

k=0

𝑡2k

(2𝑘)!
= cosh(𝑡).

2. Seja Ð = 2, Ñ = 2 e 𝑡 ∈ C. A partir da Eq.(2.2.2), vale a relação

𝐸2,2(𝑡2) =
senh(𝑡)

𝑡
.

Novamente, desenvolvendo a função do primeiro membro, temos que

𝐸2,2(𝑡2) =
∞∑︁

k=0

𝑡2k

Γ(2𝑘 + 2)
=

∞∑︁

k=0

𝑡2k

(2𝑘 + 1)!

=
∞∑︁

k=0

𝑡2k𝑡𝑡⊗1

(2𝑘 + 1)!
=

1
𝑡

∞∑︁

k=0

𝑡2k+1

(2𝑘 + 1)!

=
senh(𝑡)

𝑡
.

3. Seja Ð = 2, Ñ = 1 e 𝑡 ∈ C. A partir da deĄnição da função de Mittag-Leffler de dois parâ-
metros, Eq.(2.2.2), vale a relação

𝐸2,1(⊗𝑡2) = cos(𝑡).

Para tal demonstração vamos explicitar o somatório do primeiro membro e logo em seguida
desenvolvendo-o, temos que

𝐸2,1(⊗𝑡2) =
∞∑︁

k=0

(⊗𝑡2)k

Γ(2𝑘 + 1)

=
1

Γ(1)
⊗ 𝑡2

Γ(3)
+

𝑡4

Γ(5)
⊗ 𝑡6

Γ(7)
+ . . .

= 1 ⊗ 𝑡2

2!
+

𝑡4

4!
⊗ 𝑡6

6!
+ . . .

= cos(𝑡).

4. Seja Ð = 2, Ñ = 2 e 𝑡 ∈ C. A partir da Eq.(2.2.2), vale a relação

𝐸2,2(⊗𝑡2) =
sen(𝑡)

𝑡
.

28



Explicitando o somatório do primeiro membro e logo em seguida desenvolvendo-o, temos que

𝐸2,2(⊗𝑡2) =
∞∑︁

k=0

(⊗𝑡2)k

Γ(2𝑘 + 2)

= 𝑧

[︃

1
Γ(2)

⊗ 𝑡2

Γ(4)
+

𝑡4

Γ(6)
⊗ 𝑡6

Γ(8)
+ . . .

⟨

1
𝑡

=
1
𝑡

[︃

𝑡 ⊗ 𝑡3

3!
+

𝑡5

5!
⊗ 𝑡7

7!
+ . . .

⟨

=
sen(𝑡)

𝑡
.

2.5 Propriedades da Função de Mittag-Leffler, 𝐸Ð,Ñ(𝑡)

A seguir apresentamos algumas propriedades envolvendo a função de Mittag-Leffler. As pro-
priedades apresentadas abaixo são válidas para Ð ∈ C onde Re(Ð) > 0. Imediatamente após a
propriedade apresentamos a demonstração [24].

Propriedade 1: Sejam Re(Ð) > 0, Re(Ñ) > 0 e 𝑡 ∈ C. Temos

𝐸α,β(𝑡) =
1

Γ(Ñ)
+ 𝑡𝐸α,α+β(𝑡). (2.5.1)

Demonstração. Com o auxílio da Eq.(2.2.2), temos que

𝐸α,β(𝑡) =
∞∑︁

k=0

𝑡k

Γ(Ð𝑘 + Ñ)
.

Mudando o índice 𝑘 ⊃ 𝑘 + 1, vem que

𝐸α,β(𝑡) =
∞∑︁

k=⊗1

𝑡k+1

Γ(Ð(𝑘 + 1) + Ñ)
=

1
Γ(Ñ)

+
∞∑︁

k=0

𝑡k+1

Γ(Ð(𝑘 + 1) + Ñ)

=
1

Γ(Ñ)
+ 𝑡

∞∑︁

k=0

𝑡k

Γ(Ð𝑘 + Ð + Ñ)

=
1

Γ(Ñ)
+ 𝑡𝐸α,α+β(𝑡).

Propriedade 2: Sejam Re(Ð) > 0, Re(Ñ) > 0 e 𝑡 ∈ C. Vale

𝑑

𝑑𝑡
[𝑡β⊗1𝐸α,β(𝑡α)] = 𝑡β⊗2𝐸α,β⊗1(𝑡α).
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Demonstração. Explicitando o somatório do primeiro membro e em seguida expandindo-o, temos
que

𝑑

𝑑𝑡
[𝑡β⊗1𝐸α,β(𝑡α)] =

𝑑

𝑑𝑡

[︃

𝑡β⊗1
∞∑︁

k=0

𝑡αk

Γ(Ð𝑘 + Ñ)

⟨

=
𝑑

𝑑𝑡

[︃
∞∑︁

k=0

𝑡αk+β⊗1

Γ(Ð𝑘 + Ñ)

⟨

=
𝑑

𝑑𝑡

[︃

𝑡β⊗1

Γ(Ñ)
+

𝑡α+β⊗1

Γ(Ð + Ñ)
+

𝑡2α+β⊗1

Γ(2Ð + Ñ)
+ . . .

⟨

.

Derivando termo a termo, obtemos

𝑑

𝑑𝑡
[𝑡β⊗1𝐸α,β(𝑡α)] =

[︃

(Ñ ⊗ 1)𝑡β⊗2

Γ(Ñ)
+

(Ð + Ñ ⊗ 1)𝑡α+β⊗2

Γ(Ð + Ñ)
+

(2Ð + Ñ ⊗ 1)𝑡2α+β⊗2

Γ(2Ð + Ñ)
+ . . .

⟨

=

[︃

(Ñ ⊗ 1)𝑡β⊗2

(Ñ ⊗ 1)!
+

(Ð + Ñ ⊗ 1)𝑡α+β⊗2

(Ð + Ñ ⊗ 1)!
+ . . .

⟨

=

[︃

✘✘✘✘(Ñ ⊗ 1)𝑡β⊗2

✘✘✘✘(Ñ ⊗ 1)(Ñ ⊗ 2)!
+ ✘✘✘✘✘✘✘

(Ð + Ñ ⊗ 1)𝑡α+β⊗2

✘✘✘✘✘✘✘
(Ð + Ñ ⊗ 1)(Ð + Ñ ⊗ 2)!

+ . . .

⟨

=
𝑡β⊗2

Γ(Ñ ⊗ 1)
+

𝑡α+β⊗2

Γ(Ð + Ñ ⊗ 1)
+ . . .

=
∞∑︁

k=0

𝑡αk+β⊗2

Γ(Ð𝑘 + Ñ ⊗ 1)

= 𝑡β⊗2𝐸α,β⊗1(𝑡α).

Propriedade 3: Seja Re(Ð) > 0 e 𝑡 ∈ C. A derivada da função de Mittag-Leffler de um parâmetro
é dada e termos de sua função de Mittag-Leffler com dois parâmetros iguais, isto é,

𝑑

𝑑𝑡
[𝐸α(𝑡)] =

1
Ð

𝐸α,α(𝑡).

Demonstração. Vamos explicitar o somatório do primeiro membro e logo em seguida expandindo-o,
vem que

𝑑

𝑑𝑡
[𝐸α(𝑡)] =

𝑑

𝑑𝑡

[︃
∞∑︁

k=0

𝑡k

Γ(Ð𝑘 + 1)

⟨

=
𝑑

𝑑𝑡

[︃

1
Γ(1)

+
𝑡

Γ(Ð + 1)
+

𝑡2

Γ(2Ð + 1)
+ . . .

⟨

.
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Derivando termo a termo, temos que

𝑑

𝑑𝑡
[𝐸α(𝑡)] =

1
Γ(Ð + 1)

+
2𝑡

Γ(2Ð + 1)
+

3𝑡2

Γ(3Ð + 1)
+ . . .

=
1

ÐΓ(Ð)
+

𝑡

ÐΓ(2Ð)
+

𝑡2

ÐΓ(3Ð)
+ . . .

=
1
Ð

[︃

1
Γ(Ð)

+
𝑡

Γ(2Ð)
+

𝑡2

Γ(3Ð)
+ . . .

⟨

=
1
Ð

∞∑︁

k=0

𝑡k

Γ(Ð𝑘 + Ð)
=

1
Ð

𝐸α,α(𝑡).

Propriedade 4: Sejam Re(Ð) > 0, Re(Ñ) > 0 e 𝑡 ∈ C. Uma relação de recorrência envolvendo a
derivada é dada por:

𝐸α,β(𝑡) = Ñ𝐸α,β+1(𝑡) + Ð𝑡
𝑑

𝑑𝑡
𝐸α,β+1(𝑡).

Demonstração. Escrevendo o segundo membro em termos de seus somatórios, temos que

Ñ𝐸α,β+1(𝑡) + Ð𝑡
𝑑

𝑑𝑡
𝐸α,β+1(𝑡) = Ñ

[︃
∞∑︁

k=0

𝑡k

Γ(Ð𝑘 + Ñ + 1)

⟨

+ Ð𝑡
𝑑

𝑑𝑡

[︃
∞∑︁

k=0

𝑡k

Γ(Ð𝑘 + Ñ + 1)

⟨

.

Explicitando o primeiro somatório e efetivando a derivada termo a termo, o segundo membro toma
a forma

Ñ𝐸α,β+1(𝑡) + Ð𝑡
𝑑

𝑑𝑡

[︃
∞∑︁

k=0

𝑡k

Γ(Ð𝑘 + Ñ + 1)

⟨

= Ñ

[︃

1
Γ(Ñ + 1)

+
𝑡

Γ(Ð + Ñ + 1)
+

𝑡2

Γ(2Ð + Ñ + 1)
+ . . .

⟨

+

+ Ð𝑡

[︃

1
Γ(Ð + Ñ + 1)

+
2𝑡

Γ(2Ð + Ñ + 1)
+

3𝑡2

Γ(3Ð + Ñ + 1)
+ . . .

⟨

=
Ñ

Γ(Ñ + 1)
+

Ñ𝑡

Γ(Ð + Ñ + 1)
+

Ñ𝑡2

Γ(2Ð + Ñ + 1)
+ . . . +

+
Ð𝑡

Γ(Ð + Ñ + 1)
+

2Ð𝑡2

Γ(2Ð + Ñ + 1)
+

3Ð𝑡3

Γ(3Ð + Ñ + 1)
+ . . . .

Finalmente, agrupando os termos semelhantes, segue que

Ñ𝐸α,β+1(𝑡) + Ð𝑡
𝑑

𝑑𝑡

[︃
∞∑︁

k=0

𝑡k

Γ(Ð𝑘 + Ñ + 1)

⟨

=
Ñ

Ñ!
+

(Ð + Ñ)𝑡
(Ð + Ñ)!

+
(2Ð + Ñ)𝑡2

(2Ð + Ñ)!
+

(3Ð + Ñ)𝑡3

(3Ð + Ñ)!
+ . . .

=
1

(Ñ ⊗ 1)!
+

𝑡

(Ð + Ñ ⊗ 1)!
+

𝑡2

(2Ð + Ñ ⊗ 1)!
+

𝑡3

(3Ð + Ñ + 1)!
+ . . .

=
1

Γ(Ñ)
+

𝑡

Γ(Ð + Ñ)
+

𝑡2

Γ(2Ð + Ñ)
+

𝑡3

Γ(3Ð + Ñ)
+ . . .

= 𝐸α,β(𝑡).
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Propriedade 5: Sejam Re(Ð) > 0, Re(Ñ) > 0 e 𝑡 ∈ C. Uma relação de recorrência pura, isto é,
sem a derivada, tem a forma:

𝐸α,β(𝑡) + 𝐸α,β(⊗𝑡) = 2𝐸2α,β(𝑡2).

Demonstração. Para a demonstração desta propriedade vamos explicitar os somatórios do segundo
membro, então

𝐸α,β(𝑡) + 𝐸α,β(⊗𝑡) =
∞∑︁

k=0

𝑡k

Γ(Ð𝑘 + Ñ)
+

∞∑︁

k=0

(⊗𝑡)k

Γ(Ð𝑘 + Ñ)

=
1

Γ(Ñ)
+

✟✟✟✟✟✟𝑡

Γ(Ð + Ñ)
+

𝑡2

Γ(2Ð + Ñ)
+ . . . +

+
1

Γ(Ñ)
⊗

✟✟✟✟✟✟𝑡

Γ(Ð + Ñ)
+

𝑡2

Γ(2Ð + Ñ)
⊗ . . .

=
2

Γ(Ñ)
+

2𝑡2

Γ(2Ð + Ñ)
+

2𝑡4

Γ(4Ð + Ñ)
+ . . .

= 2

[︃

1
Γ(Ñ)

+
𝑡2

Γ(2Ð + Ñ)
+

𝑡4

Γ(4Ð + Ñ)
+ . . .

⟨

= 2
∞∑︁

k=0

𝑡2k

Γ(2Ð𝑘 + Ñ)
= 2𝐸2α,β(𝑡2).

A seguir, apresentamos dois casos particulares da relação de recorrência pura.

• Sejam Ð = 1
2

e Ñ = 1 e 𝑡 ∈ C. Vale a relação

𝐸 1

2
,1(𝑡) + 𝐸 1

2
,1(⊗𝑡) = 2𝐸1,1(𝑡2) = 2𝑒t2

.

Explicitando os somatórios do primeiro membro, temos que

𝐸 1

2
,1(𝑡) + 𝐸 1

2
,1(⊗𝑡) =

∞∑︁

k=0

𝑡k

Γ(1
2
𝑘 + 1)

+
∞∑︁

k=0

⊗𝑡k

Γ(1
2
𝑘 + 1)

=
1

Γ(1)
+

✚
✚
✚
✚
✚𝑡

Γ(1
2

+ 1)
+

𝑡2

Γ(1 + 1)
+

✚
✚

✚
✚
✚𝑡3

Γ(3
2

+ 1)
+ ≤ ≤ ≤ +

+
1

Γ(1)
⊗

✚
✚
✚

✚
✚𝑡

Γ(1
2

+ 1)
+

𝑡2

Γ(1 + 1)
⊗

✚
✚
✚

✚
✚𝑡3

Γ(3
2

+ 1)
+ ≤ ≤ ≤ .
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Agrupando os termos semelhantes, segue que

𝐸 1

2
,1(𝑡) + 𝐸 1

2
,1(⊗𝑡) = 2 +

2𝑡2

Γ(2)
+

2𝑡4

Γ(2 + 1)
+

2𝑡6

Γ(3 + 1)
+ ≤ ≤ ≤

= 2

[︃

1 +
𝑡2

Γ(2)
+

𝑡4

Γ(3)
+

𝑡6

Γ(4)
+ ≤ ≤ ≤

⟨

= 2
∞∑︁

k=0

𝑡2k

Γ(𝑘 + 1)

= 2𝐸1,1(𝑡2) = 2𝑒t2

.

• Sejam Ð = 1 e Ñ = 1 e 𝑡 ∈ C. Vale a relação

𝐸1,1(𝑡) + 𝐸1,1(⊗𝑡) = 2𝐸2,1(𝑡2) = 2 cosh(𝑡).

Expandindo os dois somatórios do primeiro membro, temos que

𝐸1,1(𝑡) + 𝐸1,1(⊗𝑡) =
∞∑︁

k=0

𝑡k

Γ(𝑘 + 1)
+

∞∑︁

k=0

⊗𝑡k

Γ(𝑘 + 1)

=
1

Γ(1)
+
�
�
�𝑡

Γ(2)
+

𝑡2

Γ(3)
+
�
�
��𝑡3

Γ(4)
+ ≤ ≤ ≤ +

+
1

Γ(1)
⊗

�
�
�𝑡

Γ(2)
+

𝑡2

Γ(3)
⊗
�
�
��𝑡3

Γ(4)
+ ≤ ≤ ≤ .

Agrupando os termos semelhantes, segue que

𝐸1,1(𝑡) + 𝐸1,1(⊗𝑡) = 2

[︃

1 +
𝑡2

Γ(3)
+

𝑡4

Γ(5)
+

𝑡6

Γ(7)
+ ≤ ≤ ≤

⟨

=
∞∑︁

k=0

𝑡2k

Γ(2𝑘 + 1)
=

∞∑︁

k=0

𝑡2k

(2𝑘)!

= 2𝐸2,1(𝑡2) = 2 cosh(𝑡).

Propriedade 6: Sejam Re(Ð) > 0 e 𝑡 ∈ C. Vale a relação

𝐸α(⊗𝑡) = 𝐸2α(𝑡2) ⊗ 𝑡𝐸2α,α+1(𝑡2).
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Demonstração. Desenvolvendo as duas funções do segundo membro, temos que

𝐸2α(𝑡2) ⊗ 𝑡𝐸2α,α+1(𝑡2) =

=
∞∑︁

k=0

𝑧2k

Γ(2Ð𝑘 + 1)
⊗

∞∑︁

k=0

𝑧2k+1

Γ(2Ð𝑘 + Ð + 1)

=
1

Γ(1)
+

𝑡2

Γ(2Ð + 1)
+

𝑡4

Γ(4Ð + 1)
+ . . . ⊗

⊗
[︃

𝑡

Γ(Ð + 1)
+

𝑡3

Γ(2Ð + Ð + 1)
+

𝑡5

Γ(4Ð + Ð + 1)
+ . . .

⟨

= 1 +
𝑡2

Γ(2Ð + 1)
+

𝑡4

Γ(4Ð + 1)
+ . . . ⊗ 𝑡

Γ(Ð + 1)
⊗ 𝑡3

Γ(3Ð + 1)
⊗ 𝑡5

Γ(5Ð + 1)
⊗ . . .

= 1 ⊗ 𝑡

Γ(Ð + 1)
+

𝑡2

Γ(2Ð + 1)
⊗ 𝑡3

Γ(3Ð + 1)
+

𝑡4

Γ(4Ð + 1)
⊗ 𝑡5

Γ(5Ð + 1)
+ . . .

=
∞∑︁

k=0

(⊗𝑡)k

Γ(Ð𝑘 + 1)
= 𝐸α(⊗𝑡).

2.6 Transformada de Laplace da Função de Mittag-Leffler

Nesta seção obtemos a transformada de Laplace para a função de Mittag-Leffler de três pa-
râmetros, que será utilizada no Capítulo 6, a partir desta recuperamos os casos particulares da
transformada de Laplace das funções de Mittag-Leffler de um e dois parâmetros, [19, 29].

Teorema 2.6.1. A transformada de Laplace da função de Mittag-Leffler de três parâmetros é
dada por

ℒ[𝑡β⊗1𝐸ρ
α,β(⊗Ú𝑡α)] =

𝑠αρ⊗β

(𝑠α + Ú)ρ
, (2.6.1)

onde 𝑠 é o parâmetro da transformada de Laplace e Ú uma constante real ou complexa.

Demonstração. A partir da deĄnição da transformada de Laplace, apresentada no Capítulo 1, e
da representação em série para a função de Mittag-Leffler de três parâmetros, Eq.(2.2.5), segue-se

ℒ[𝑡β⊗1𝐸ρ
α,β(⊗Ú𝑡α)] =

∫︁ ∞

0
𝑒⊗st𝑡β⊗1

∞∑︁

k=0

(𝜌)k

Γ(Ð𝑘 + Ñ)
(⊗Ú𝑡α)k

𝑘!
𝑑𝑡

=
∞∑︁

k=0

(⊗Ú)k(𝜌)k

Γ(Ð𝑘 + Ñ)𝑘!

∫︁ ∞

0
𝑒⊗st𝑡αk+β⊗1𝑑𝑡.
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Introduzindo a mudança de variável 𝑢 = 𝑠𝑡 na última integral, obtemos

ℒ[𝑡β⊗1𝐸ρ
α,β(⊗Ú𝑡α)] =

∞∑︁

k=0

(⊗Ú)k(𝜌)k

Γ(Ð𝑘 + Ñ)𝑘!𝑠αk+β

∫︁ ∞

0
𝑒⊗u𝑢αk+β⊗1𝑑𝑢

⏟  ⏞  

Γ(αk+β)

=
1
𝑠β

∞∑︁

k=0

(⊗1)k Γ(𝜌 + 𝑘)
𝑘!Γ(𝜌)

(︃

Ú

𝑠α

)︃k

=
1
𝑠β

1
(︁

1 + λ
sα

)︁ρ .

EnĄm, podemos escrever

ℒ[𝑡β⊗1𝐸ρ
α,β(⊗Ú𝑡α)] =

𝑠αρ⊗β

(𝑠α + Ú)ρ
.

No caso em que 𝜌 = 1 na Eq.(2.6.1), obtemos a transformada de Laplace da função de Mittag-
Leffler de dois parâmetros, isto é,

ℒ[𝑡β⊗1𝐸α,β(⊗Ú𝑡α)] =
𝑠α⊗β

𝑠α + Ú
.

Por outro lado, se Ñ = 1 e 𝜌 = 1 na Eq.(2.6.1), obtemos a transformada de Laplace da função de
Mittag-Leffler de um parâmetro, dada por

ℒ[𝐸α(⊗Ú𝑡α)] =
𝑠α⊗1

𝑠α + Ú
.
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Capítulo 3

Integração Fracionária

Neste capítulo, primeiramente, introduzimos uma notação conveniente que será utilizada no
decorrer do texto. Após introduzimos a fórmula de Cauchy para integrais repetidas de onde segue
imediantamente a fórmula para a integral de ordem 𝑛 ∈ N. Generalizamos a fórmula para integrais
de ordem inteira e então obtemos a integral de ordem fracionária segundo Riemann-Liouville. Logo
após, demonstramos a lei dos expoentes para os operadores de integração fracionários. Finalmente,
apresentamos dois exemplos de integração fracionária, [19, 30, 33].

3.1 Notação

DeĄnição 3.1.1. Denotamos o operador diferencial por 𝐷, logo a primeira derivada de uma função
𝑓(𝑡) é dada por

𝐷[𝑓(𝑡)] := 𝑓 ′(𝑡).

DeĄnição 3.1.2. DeĄnimos o operador de integração, à esquerda, da seguinte maneira

a𝐽t[𝑓(𝑡)] =
∫︁ t

a
𝑓(𝑥)𝑑𝑥,

admitimos 𝑓 integrável no intervalo [𝑎, 𝑏] com 𝑎 ⊘ 𝑡 ⊘ 𝑏.

O operador de diferenciação é o inverso à esquerda do operador de integração, então

𝐷𝐽 [𝑓(𝑡)] = 𝑓(𝑡).

3.2 Origem da Integral Fracionária de Riemann-Liouville

O cálculo fracionário conforme proposto por Riemann-Liouville e por Caputo é construído a
partir da continuação analítica do teorema de Cauchy para integrais repetidas. Tendo obtido a
integral fracionária, 𝐽α, corretamente, obtemos, então, uma deĄnição para a derivada fracionária.
Começamos demonstrando o teorema de Leibniz para a diferenciação de uma integral, resultado
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este que será necessário na demonstração do teorema de Cauchy para integrais repetidas. Genera-
lizando o teorema de Cauchy para um número Ð qualquer, obtemos a chamada integral fracionária
de Riemann-Liouville, [30, 33].

3.2.1 Teorema de Leibniz para Diferenciação de uma Integral

Teorema 3.2.1. Seja 𝑓(𝑡, 𝑥) uma função de duas variáveis, diferenciável em 𝑡, e sejam 𝑔(𝑡) e ℎ(𝑡)
funções diferenciáveis. Então, temos

𝑑

𝑑𝑡

∫︁ h(t)

g(t)
𝑓(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥 =

∫︁ h(t)

g(t)

𝜕

𝜕𝑡
𝑓(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥 + 𝑓(𝑡, ℎ(𝑡))

𝑑ℎ(𝑡)
𝑑𝑡

⊗ 𝑓(𝑡, 𝑔(𝑡))
𝑑𝑔(𝑡)

𝑑𝑡
. (3.2.1)

Demonstração. Podemos identiĄcar a integral
∫︁ h(t)

g(t)
𝑓(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥 como sendo uma função de três va-

riáveis, ou seja,

𝐽(𝑡, ℎ, 𝑔) =
∫︁ h

g
𝑓(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥,

onde ℎ e 𝑔 dependem somente de 𝑡. Sabemos, do teorema fundamental do cálculo, que

𝑑

𝑑𝑡

∫︁ t

a
𝑔(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑔(𝑡) (3.2.2)

e que

𝑑

𝑑𝑡

∫︁ b

t
𝑔(𝑥)𝑑𝑥 = ⊗ 𝑑

𝑑𝑡

∫︁ t

b
𝑔(𝑥)𝑑𝑥 = ⊗𝑔(𝑡).

Calculando a derivada total da função 𝐽(𝑡, ℎ, 𝑔) em relação a 𝑡, através da regra da cadeia, obtemos

𝑑

𝑑𝑡
𝐽(𝑡, ℎ, 𝑔) =

𝜕𝐽

𝜕𝑡

𝑑𝑡

𝑑𝑡
+

𝜕𝐽

𝜕ℎ

𝑑ℎ

𝑑𝑡
+

𝜕𝐽

𝜕𝑔

𝑑𝑔

𝑑𝑡

=

(︃

𝜕

𝜕𝑡

∫︁ h

g
𝑓(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥

)︃

𝑑𝑡

𝑑𝑡
+

(︃

𝜕

𝜕ℎ

∫︁ h

g
𝑓(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥

)︃

𝑑

𝑑𝑡
ℎ(𝑡) +

(︃

𝜕

𝜕𝑔

∫︁ h

g
𝑓(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥

)︃

𝑑

𝑑𝑡
𝑔(𝑡)

=
∫︁ h(t)

g(t)

𝜕

𝜕𝑡
𝑓(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥 + 𝑓(𝑡, ℎ(𝑡))

𝑑

𝑑𝑡
ℎ(𝑡) ⊗ 𝑓(𝑡, 𝑔(𝑡))

𝑑

𝑑𝑡
𝑔(𝑡),

que é justamente o resultado que desejávamos.

Para a demonstração do teorema de Cauchy para integrais repetidas, vamos utilizar um caso
particular da Eq.(3.2.1), isto é, ℎ(𝑡) = 𝑡 e 𝑔(𝑡) = 𝑎. Neste caso, a Eq.(3.2.1) se reduz a

𝑑

𝑑𝑡

∫︁ t

a
𝑓(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥 =

∫︁ t

a

𝜕

𝜕𝑡
𝑓(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥 + 𝑓(𝑡, 𝑡). (3.2.3)

Vamos, agora, introduzir a deĄnição de integral repetida.
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DeĄnição 3.2.2. Seja 𝑓(𝑡) uma função integrável em [𝑎, 𝑏], onde 𝑎 ⊘ 𝑡 ⊘ 𝑏. Como mencionamos
anteriormente o operador de diferenciação é o inverso do operador de integração, logo

𝐷⊗1[𝑓(𝑡)] = 𝐽 [𝑓(𝑡)] =
∫︁ t

a
𝑓(𝑥)𝑑𝑥. (3.2.4)

Se aplicamos novamente o operador de integração à Eq.(3.2.4), obtemos

𝐷⊗2[𝑓(𝑡)] = 𝐽2[𝑓(𝑡)] =
∫︁ t

a
𝐽 [𝑓(𝑥)]𝑑𝑥 =

∫︁ t

a

[︂∫︁ x

a
𝑓(𝑠)𝑑𝑠

]︂

𝑑𝑥.

Podemos repetir o procedimento 𝑛 vezes, obtendo, assim, o chamado teorema de Cauchy para
integrais repetidas. Enunciamos este teorema logo a seguir, [33].

3.2.2 Teorema de Cauchy para Integrais Repetidas

Teorema 3.2.3. Seja 𝑓 uma função integrável 𝑛 vezes no intervalo [𝑎, 𝑡] ∈ R, com 𝑛 ∈ N. Então,
vale a relação

[𝐽n
a 𝑓(𝑥)](𝑡) =

∫︁ t

a
𝑓(𝑥)(𝑑𝑥)n ⊕

∫︁ t

a
𝑑𝑥n

∫︁ xn

a
. . .

∫︁ x2

a
𝑓(𝑥1)𝑑𝑥1 =

1
Γ(𝑛)

∫︁ t

a
(𝑡 ⊗ 𝑥)n⊗1𝑓(𝑥)𝑑𝑥. (3.2.5)

Demonstração. Seja 𝑝(𝑡) =
∫︁ t

a
(𝑡 ⊗ 𝑥)n⊗1𝑓(𝑥)𝑑𝑥. Derivando 𝑝(𝑡) em relação a 𝑡 e utilizando o

resultado da Eq.(3.2.3), temos

𝐷[𝑝(𝑡)] =
𝑑

𝑑𝑡

∫︁ t

a
(𝑡 ⊗ 𝑥)n⊗1𝑓(𝑥)𝑑𝑥

= (𝑡 ⊗ 𝑥)n⊗1𝑓(𝑥)

⧹︃
⧹︃
⧹︃
⧹︃
⧹︃
x=t

+
∫︁ t

a

𝜕

𝜕𝑡
(𝑡 ⊗ 𝑥)n⊗1𝑓(𝑥)𝑑𝑥

=
∫︁ t

a

𝜕

𝜕𝑡
(𝑡 ⊗ 𝑥)n⊗1𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = (𝑛 ⊗ 1)

∫︁ t

a
(𝑡 ⊗ 𝑥)n⊗2𝑓(𝑥)𝑑𝑥.

Derivando 𝐷[𝑝(𝑡)], temos

𝐷2[𝑝(𝑡)] = (𝑛 ⊗ 1)(𝑛 ⊗ 2)
∫︁ t

a
(𝑡 ⊗ 𝑥)n⊗3𝑓(𝑥)𝑑𝑥.

Derivando 𝑝(𝑡), 𝑛 ⊗ 1 vezes, onde 𝑛 ∈ N
* obtemos

𝐷n⊗1[𝑝(𝑡)] = (𝑛 ⊗ 1)!
∫︁ t

a
(𝑡 ⊗ 𝑥)n⊗n𝑓(𝑥)𝑑𝑥

= (𝑛 ⊗ 1)!
∫︁ t

a
𝑓(𝑥)𝑑𝑥.

Derivando, novamente, sabendo que vale a lei dos expoentes para derivadas de ordem inteira e
utilizando a Eq.(3.2.2), obtemos

𝐷¶𝐷n⊗1[𝑝(𝑡)]♢ = (𝑛 ⊗ 1)!
𝑑

𝑑𝑡

∫︁ t

a
𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝐷n[𝑝(𝑡)] = (𝑛 ⊗ 1)!𝑓(𝑡).
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Portanto, podemos notar que, 𝑝(𝑡)/(𝑛 ⊗ 1)! é a integral de ordem 𝑛 de 𝑓(𝑡),

𝑝(𝑡)
(𝑛 ⊗ 1)!

=
1

(𝑛 ⊗ 1)!

∫︁ t

a
(𝑡 ⊗ 𝑥)n⊗1𝑓(𝑥)𝑑𝑥, (3.2.6)

ou seja, 𝐽n𝑓(𝑡). Ainda mais, podemos notar que

𝐷n

[︃

1
(𝑛 ⊗ 1)!

∫︁ t

a
(𝑡 ⊗ 𝑥)n⊗1𝑓(𝑥)𝑑𝑥

⟨

= 𝑓(𝑡),

isto é, 𝐷n é o operador inverso, à esquerda, de 𝐽n. Com isto, concluímos que o teorema de Cauchy
para integrais repetidas é válido para 𝑛 = 1, 2, . . . .

Generalizando a Eq.(3.2.6) para um número Ð qualquer obtemos a continuação analítica da
fórmula de Cauchy para integrais repetidas, a qual é a deĄnição, dada abaixo, do operador de
integração fracionário segundo Riemann-Liouville.

DeĄnição 3.2.4. Sejam Ð ∈ C com Re(Ð) > 0, 𝑓 uma função integrável em qualquer subintervalo
de [𝑎, 𝑏]. Então, para 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏] denotamos por 𝐽α e deĄnimos as integrais fracionárias de Riemann-
Liouville de ordem Ð, à esquerda e à direita, respectivamente, como a𝐽α

t 𝑓(𝑡) e t𝐽
α
b 𝑓(𝑡), ou seja,

[19, 25]

a𝐽α
t 𝑓(𝑡) =

1
Γ(Ð)

∫︁ t

a
(𝑡 ⊗ 𝑥)α⊗1𝑓(𝑥)𝑑𝑥, 𝑡 > 𝑎, (3.2.7)

t𝐽
α
b 𝑓(𝑡) =

1
Γ(Ð)

∫︁ b

t
(𝑥 ⊗ 𝑡)α⊗1𝑓(𝑥)𝑑𝑥, 𝑏 > 𝑡. (3.2.8)

Se 𝑎 = 0, na Eq.(3.2.7) obtemos

0𝐽
α
t 𝑓(𝑡) =

1
Γ(Ð)

∫︁ t

0
(𝑡 ⊗ 𝑥)α⊗1𝑓(𝑥)𝑑𝑥, 𝑡 > 0 e Re(Ð) > 0. (3.2.9)

Se 𝑏 = 0, na Eq.(3.2.8) obtemos

t𝐽
α
0 𝑓(𝑡) =

1
Γ(Ð)

∫︁ 0

t
(𝑥 ⊗ 𝑡)α⊗1𝑓(𝑥)𝑑𝑥, 𝑡 < 0 e Re(Ð) > 0. (3.2.10)

As integrais fracionárias são válidas para Ð ∈ C, porém neste trabalho consideramos apenas
Ð ∈ R, salvo menção em contrário. Quando denotarmos 𝐽α𝑓(𝑡), estamos utilizando o operador de
integração de Riemann-Liouville à esquerda com limite inferior de integração 𝑎 = 0.

3.3 Lei dos Expoentes para Integrais Fracionárias

As integrais fracionárias de Riemann-Liouville preservam uma importante propriedade algébrica
das integrais usuais, isto é, [23]

𝐽γ𝐽β𝑓(𝑡) = 𝐽β𝐽γ𝑓(𝑡) = 𝐽γ+β𝑓(𝑡),
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onde Ò, Ñ ⊙ 0. Vamos demonstrar este resultado baseado em [19], porém antes vamos deĄnir uma
função auxiliar que será utilizada em tal desmonstração e vamos mostrar, também, que podemos
escrever a integral fracionária de Riemann-Liouville como um produto de convolução entre esta
função auxiliar, função de GelŠfand-Shilov, e a função a ser integrada.

DeĄnição 3.3.1. A função de GelŠfand-Shilov é deĄnida por

Φλ(𝑥) =

∏︁

⋁︁⨄︁

⋁︁⋃︁

𝑥λ⊗1

Γ(Ú)
, 𝑥 > 0,

0, 𝑥 ⊘ 0.
(3.3.1)

Vimos que um caso particular da integral fracionária de Riemann-Liouville, Eq.(3.2.9), é dada
por

𝐽α𝑓(𝑡) =
1

Γ(Ð)

∫︁ t

0
(𝑡 ⊗ 𝑥)α⊗1𝑓(𝑥)𝑑𝑥, 𝑡 > 0 e Ð > 0. (3.3.2)

Podemos escrever, ainda, que

𝐽α𝑓(𝑡) = Φα * 𝑓(𝑡), (3.3.3)

ou seja, a partir da deĄnição da função de GelŠfand-Shilov, dada acima, e da deĄnição do produto
de convolução, apresentada no Capítulo 1, podemos escrever

Φα * 𝑓(𝑡) =
∫︁ t

0

(𝑡 ⊗ 𝑥)α⊗1

Γ(Ð)
𝑓(𝑥)𝑑𝑥 =

1
Γ(Ð)

∫︁ t

0
(𝑡 ⊗ 𝑥)α⊗1𝑓(𝑥)𝑑𝑥,

que é justamente a deĄnição do caso particular do operador de integração à esquerda, Eq.(3.2.9).

Teorema 3.3.2. Seja 𝐽 o operador de integração fracionária, então

𝐽γ𝐽β = 𝐽β𝐽γ = 𝐽γ+β,

com Ò, Ñ ⊙ 0. Esta é a chamada propriedade de semigrupo.

Demonstração. Já mostramos anteriormente que

𝐽α𝑓(𝑡) = Φα(𝑡) * 𝑓(𝑡).

Vamos mostrar que

Φγ(𝑡) * Φβ(𝑡) = Φγ+β(𝑡). (3.3.4)

A partir da deĄnição do produto de convolução, podemos escrever

Φγ(𝑡) * Φβ(𝑡) =
∫︁ t

0

á γ⊗1

Γ(Ò)
(𝑡 ⊗ á)β⊗1

Γ(Ñ)
𝑑á

=
𝑡β⊗1

Γ(Ò)Γ(Ñ)

∫︁ t

0
á γ⊗1

(︂

1 ⊗ á

𝑡

)︂β⊗1

𝑑á.
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Introduzindo a mudança de variável, 𝑢 =
á

𝑡
, obtemos

Φγ(𝑡) * Φβ(𝑡) =
𝑡β⊗1

Γ(Ò)Γ(Ñ)

∫︁ 1

0
(𝑢𝑡)γ⊗1(1 ⊗ 𝑢)β⊗1𝑡𝑑𝑢

=
𝑡γ+β⊗1

Γ(Ò)Γ(Ñ)

∫︁ 1

0
𝑢γ⊗1(1 ⊗ 𝑢)β⊗1𝑑𝑢.

Podemos identiĄcar esta última integral com a integral que deĄne a função beta, Eq.(2.1.3), ou
seja,

Φγ(𝑡) * Φβ(𝑡) =
𝑡γ+β⊗1

Γ(Ò)Γ(Ñ)
𝐵(Ò, Ñ).

Utilizando, agora, a relação entre a função gama e a função beta, Eq.(2.1.5), obtemos

Φγ(𝑡) * Φβ(𝑡) =
𝑡γ+β⊗1

✘✘✘✘✘Γ(Ò)Γ(Ñ)
✘✘✘✘✘Γ(Ò)Γ(Ñ)
Γ(Ò + Ñ)

.

Segue que, utilizando a Eq.(3.3.1), para 𝑡 > 0

Φγ(𝑡) * Φβ(𝑡) =
𝑡γ+β⊗1

Γ(Ò + Ñ)
= Φγ+β(𝑡).

Considerando a Eq.(3.3.3) e a Eq.(3.3.4) que acabamos de mostrar, concluímos a demonstração da
lei dos expoentes da seguinte maneira:

𝐽γ𝐽β𝑓(𝑡) = Φγ(𝑡) * 𝐽β𝑓(𝑡) = Φγ(𝑡) * Φβ(𝑡) * 𝑓(𝑡)

= Φγ+β(𝑡) * 𝑓(𝑡) = 𝐽γ+β𝑓(𝑡),

onde 𝑓 é tal que 𝐽α𝑓(𝑡) faz sentido para todo Ð > 0.

3.4 Exemplos

1. Começamos calculando a integral fracionária de ordem Ð ∈ R, da função constante, 𝐽α𝑘,
onde 𝑛 ⊗ 1 < Ð ⊘ 𝑛, 𝑛 ∈ N e 𝑘 ∈ R

*, isto é,

0𝐽
α
t 𝑘 =

1
Γ(Ð)

∫︁ t

0
(𝑡 ⊗ 𝑥)α⊗1𝑘𝑑𝑥

=
𝑘

Γ(Ð)

∫︁ t

0

[︂

𝑡
(︂

1 ⊗ 𝑥

𝑡

)︂]︂α⊗1

𝑑𝑥.

Introduzindo a mudança de variável, 𝑥 = 𝑢𝑡, segue que

0𝐽
α
t 𝑘 =

𝑘

Γ(Ð)

∫︁ 1

0
𝑡α⊗1(1 ⊗ 𝑢)α⊗1𝑡𝑑𝑢

=
𝑡α𝑘

Γ(Ð)

∫︁ 1

0
(1 ⊗ 𝑢)α⊗1𝑑𝑢.
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Podemos identiĄcar esta última integral com a deĄnição da função beta, ou seja, 𝐵(1, Ð).
Podemos, ainda, escrever a função beta em termos da função gama, Eq.(2.1.5), logo

0𝐽
α
t 𝑘 =

𝑡α𝑘

✟✟✟Γ(Ð)
Γ(1)✟✟✟Γ(Ð)
Γ(Ð + 1)

,

onde Γ(1) = 1. Finalmente, obtemos

0𝐽
α
t 𝑘 =

𝑡α𝑘

Γ(Ð + 1)
.

2. Vamos, agora, calcular a integral fracionária de ordem Ð ∈ R, da função potência, ou seja,
𝐽α𝑡ν , onde 𝑛 ⊗ 1 < Ð ⊘ 𝑛, 𝑛 ∈ N, Ü > ⊗1 e 𝑡 > 0, de onde segue que

0𝐽
α
t 𝑡ν =

1
Γ(Ð)

∫︁ t

0
(𝑡 ⊗ 𝑥)α⊗1𝑥ν𝑑𝑥

=
1

Γ(Ð)

∫︁ t

0

[︂

𝑡
(︂

1 ⊗ 𝑥

𝑡

)︂]︂α⊗1

𝑥ν𝑑𝑥.

Introduzindo a mesma mudança de variável do exemplo anterior, 𝑥 = 𝑢𝑡, obtemos

0𝐽
α
t 𝑡ν =

1
Γ(Ð)

∫︁ 1

0
𝑡α⊗1(1 ⊗ 𝑢)α⊗1(𝑢𝑡)ν𝑡𝑑𝑢

=
𝑡α+ν

Γ(Ð)

∫︁ 1

0
𝑢ν(1 ⊗ 𝑢)α⊗1𝑑𝑢.

Podemos notar que esta última integral é a função beta, ou seja, 𝐵(Ü + 1, Ð). Escrevendo a
função beta em termos da função gama, Eq.(2.1.5), seque que

0𝐽
α
t 𝑡ν =

𝑡α+ν

✟✟✟Γ(Ð)
Γ(Ü + 1)✟✟✟Γ(Ð)
Γ(Ð + Ü + 1)

.

Portanto, podemos escrever

0𝐽
α
t 𝑡ν =

Γ(Ü + 1)
Γ(Ð + Ü + 1)

𝑡α+ν . (3.4.1)
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Capítulo 4

Derivadas Fracionárias de

Riemann-Liouville e Caputo

Neste capítulo deĄnimos as derivadas fracionárias segundo Riemann-Liouville, à esquerda e à
direita. Calculamos a transformada de Laplace da derivada fracionária segundo Riemann-Liouville.
Fornecemos alguns exemplos, discutimos que nem sempre vale a lei dos expoentes para as derivadas
fracionárias e calculamos a derivada de Riemann-Liouville para a função de Mittag-Leffler de dois
parâmetros. As muitas versões da derivada fracionária podem ser encontradas em [13].
Introduzimos a deĄnição da derivada fracionária segundo Caputo, bem como explicitamos dois
exemplos a Ąm de ilustrar tal deĄnição, calculamos a transformada de Laplace para a derivada
fracionária de Caputo, calculamos, também, a derivada de Caputo da função de Mittag-Leffler
de um parâmetro e por Ąm mostramos que a lei dos expoentes, para os operadores diferenciais
fracionários no sentido de Caputo, é válida se satisĄzer as condições impostas no lema enunciado.

4.1 A Derivada Fracionária Segundo Riemann-Liouville

Antes de introduzir a deĄnição para as derivadas fracionárias de Riemann-Liouville, relembra-
mos que para 𝑛, 𝑚 ∈ N, com 𝑚 > 𝑛 vale a identidade [33]

𝐷n𝑓(𝑡) = 𝐷m𝐽m⊗n𝑓(𝑡),

onde 𝐷n é uma derivada usual de ordem inteira 𝑛. DeĄnimos, agora, o operador diferencial
fracionário de Riemann-Liouville.

DeĄnição 4.1.1. Seja Ð ∈ C, Re(Ð) > 0 e 𝑛 = [Re(Ð)] + 1, onde [Re(Ð)] signiĄca a parte inteira
de Re(Ð). O operador a𝐷α

t deĄnido por [33]

a𝐷α
t 𝑓(𝑡) = 𝐷n

a𝐽n⊗α
t 𝑓(𝑡)

é chamado de operador diferencial fracionário de Riemann-Liouville à esquerda de ordem Ð. Para
Ð = 0, deĄnimos a𝐷0

t := 𝐼, onde 𝐼 é o operador identidade.
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DeĄnição 4.1.2 (Derivada Fracionária de Riemann-Liouville). As derivadas fracionárias de ordem
Ð ∈ C de Riemann-Liouville à esquerda e à direita são deĄnidas, respectivamente, por a𝐷α

t 𝑓(𝑡) =
a𝐷n

t a𝐽n⊗α
t 𝑓(𝑡) e t𝐷

α
b 𝑓(𝑡) = (⊗1)n

a𝐷n
t t𝐽

n⊗α
b 𝑓(𝑡) com 𝑛 = [Re(Ð)] + 1, onde Re(Ð) > 0, ou seja, [45]

a𝐷α
t 𝑓(𝑡) =

1
Γ(𝑛 ⊗ Ð)

𝐷n
∫︁ t

a

𝑓(𝑢)
(𝑡 ⊗ 𝑢)α⊗n+1

𝑑𝑢 (𝑡 > 𝑎), (4.1.1)

t𝐷
α
b 𝑓(𝑡) =

(⊗1)n

Γ(𝑛 ⊗ Ð)
𝐷n

∫︁ b

t

𝑓(𝑢)
(𝑢 ⊗ 𝑡)α⊗n+1

𝑑𝑢 (𝑏 > 𝑡). (4.1.2)

onde 𝐷n é uma derivada inteira de ordem 𝑛. As derivadas fracionárias de Riemann-Liouville são
válidas para Ð ∈ C, porém neste trabalho consideramos apenas Ð ∈ R, salvo menção em contrá-
rio. Daqui para frente quando denotarmos 𝐷α𝑓(𝑡), signiĄca que estamos utilizando o operador
diferencial de Riemann-Liouville à esquerda com limite inferior de integração 𝑎 = 0.

4.1.1 Transformada de Laplace para Derivada Fracionária Segundo

Riemann-Liouville

Nesta seção calculamos a transformada de Laplace da derivada fracionária segundo Riemann-
Liouville através do seguinte teorema, [19, 23, 45, 49].

Teorema 4.1.3. Seja Ð ∈ R com 𝑛 ⊗ 1 < Ð ⊘ 𝑛 e 𝑛 ∈ N. A transformada de Laplace da derivada
de Riemann-Liouville é dada por

ℒ[𝐷α𝑓(𝑡)] = 𝑠αℒ[𝑓(𝑡)] ⊗
n⊗1∑︁

k=0

𝑠n⊗1⊗k𝑔(k)(0), (4.1.3)

onde 𝑔(𝑡) = 𝐽n⊗α𝑓(𝑡).

Demonstração. Notemos que a integral fracionária de ordem Ð pode ser escrita como um produto
de convolução, Eq.(3.3.3), isto é,

𝐽α𝑓(𝑡) = Φα(𝑡) * 𝑓(𝑡).

Temos que

ℒ[𝐷α𝑓(𝑡)] = ℒ[𝐷n𝐽n⊗α𝑓(𝑡)] = ℒ[𝐷n𝑔(𝑡)].

Pela Eq.(1.3.5), Capítulo (1), temos que

ℒ[𝐷α𝑓(𝑡)] = 𝑠nℒ[𝑔(𝑡)] ⊗
n⊗1∑︁

k=0

𝑠n⊗1⊗k𝑔(k)(0)

= 𝑠nℒ[𝐽n⊗α𝑓(𝑡)] ⊗
n⊗1∑︁

k=0

𝑠n⊗1⊗k𝑔(k)(0). (4.1.4)
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Devemos calcular ℒ[𝐽n⊗α𝑓(𝑡)], isto é,

ℒ[𝐽n⊗α𝑓(𝑡)] = ℒ[Φα(𝑡) * 𝑓(𝑡)] = ℒ
[︃

𝑡α⊗1

Γ(Ð)
* 𝑓(𝑡)

⟨

=
ℒ[𝑓(𝑡)]
𝑠n⊗α

.

Voltando na Eq.(4.1.4), obtemos

ℒ[𝐷α𝑓(𝑡)] = 𝑠n𝑠α⊗nℒ[𝑓(𝑡)] ⊗
n⊗1∑︁

k=0

𝑠n⊗1⊗k𝑔(k)(0),

de onde podemos, Ąnalmente, escrever

ℒ[𝐷α𝑓(𝑡)] = 𝑠αℒ[𝑓(𝑡)] ⊗
n⊗1∑︁

k=0

𝑠n⊗1⊗k𝑔(k)(0).

Já mencionamos que o operador de diferenciação é o inverso à esquerda do operador de integração,
isto é, 𝐷n𝐽n = 𝐼, onde 𝑛 ∈ N. Vamos mostrar, através do seguinte teorema, porém que não o é à
direita [19, 23].

Teorema 4.1.4. Seja 𝑛 ∈ N e 𝐼 o operador identidade, então vale a seguinte relação

𝐽n𝐷n𝑓(𝑡) = 𝑓(𝑡) ⊗
n⊗1∑︁

k=0

𝑡k

𝑘!
𝑓 (k)(0), 𝑡 > 0. (4.1.5)

Demonstração. Utilizamos a Eq.(3.2.6), temos que

Ω ⊕ 𝐽n𝐷n𝑓(𝑡) =
1

Γ(𝑛)

∫︁ t

0
(𝑡 ⊗ á)n⊗1𝑓 (n)(á)𝑑á

onde, pelo teorema da convolução, podemos notar que

Ω =
𝑡n⊗1

Γ(𝑛)
* 𝑓 (n)(𝑡). (4.1.6)

Aplicamos a transformada de Laplace em ambos os lados da Eq.(4.1.6), e obtemos

ℒ[Ω] = ℒ
[︃

𝑡n⊗1

Γ(𝑛)
* 𝑓 (n)(𝑡)

⟨

= ℒ
[︃

𝑡n⊗1

Γ(𝑛)

⟨

ℒ[𝑓 (n)(𝑡)]

= 𝑠⊗nℒ[𝑓 (n)(𝑡)].

Utilizamos a Eq.(1.3.5), de onde segue-se

ℒ[Ω] = 𝑠⊗n

{︃

𝑠nℒ[𝑓(𝑡)] ⊗
n⊗1∑︁

k=0

𝑠n⊗k⊗1𝑓 (k)(0)

⨀︀

ℒ[Ω] = ℒ[𝑓(𝑡)] ⊗
n⊗1∑︁

k=0

𝑠⊗k⊗1𝑓 (k)(0). (4.1.7)
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Calculamos a transformada de Laplace inversa da Eq.(4.1.7), obtemos

Ω = 𝑓(𝑡) ⊗
n⊗1∑︁

k=0

𝑓 (k)(0)ℒ⊗1[𝑠⊗k⊗1],

onde podemos escrever

Ω = 𝐽n𝐷n𝑓(𝑡) = 𝑓(𝑡) ⊗
n⊗1∑︁

k=0

𝑡k

𝑘!
𝑓 (k)(0).

Note que, usamos o fato que 𝑡k = Γ(𝑘 + 1)ℒ⊗1[𝑠⊗(k+1)].

4.1.2 Exemplos

A Ąm de elucidar a deĄnição apresentada para a derivada fracionária de Riemann-Liouville,
calculamos a derivada de ordem Ð ∈ R de algumas funções. Começamos demonstrando quanto
vale a derivada da função potência, isto é, 𝐷α𝑡k, logo em seguida demonstramos que a derivada,
segundo Riemann-Liouville, de uma constante não é nula, isto é, 𝐷α𝑘 ̸= 0. Demonstramos, tam-
bém, que a derivada que admite ser nula é 𝐷α𝑡α⊗1, por Ąm calculamos a derivada fracionária da
função exponencial, 𝑒t [19, 33].

Exemplo 4.1.5. A derivada de Riemann-Liouville de ordem Ð, da função potência, 𝐷α𝑡k, com
𝑘 > ⊗1, 𝑡 > 0 e 𝑛 ⊗ 1 < Ð ⊘ 𝑛 onde 𝑛 ∈ N, é dada por

𝐷α𝑡k =

∏︁

⋁︁⨄︁

⋁︁⋃︁

Γ(𝑘 + 1)
Γ(𝑘 ⊗ Ð + 1)

𝑡k⊗α, Ð ⊗ 𝑘 /∈ N

0, Ð ⊗ 𝑘 ∈ N.

Para calcular o primeiro caso, onde 𝑛 ⊗ 1 < Ð ⊘ 𝑛 e Ð ⊗ 𝑘 /∈ N, partimos da deĄnição de
Riemann-Liouville, isto é,

0𝐷
α
t 𝑡k =

1
Γ(𝑛 ⊗ Ð)

𝐷n
∫︁ t

0

𝑢k

(𝑡 ⊗ 𝑢)α⊗n+1
𝑑𝑢

=
1

Γ(𝑛 ⊗ Ð)
𝐷n

∫︁ t

0
𝑢k

[︂

𝑡
(︂

1 ⊗ 𝑢

𝑡

)︂]︂n⊗α⊗1

𝑑𝑢.

Introduzimos a mudança de variável, 𝑢 = Ö𝑡, então

0𝐷
α
t 𝑡k =

1
Γ(𝑛 ⊗ Ð)

𝐷n
∫︁ 1

0
(𝑡Ö)k𝑡n⊗α⊗1(1 ⊗ Ö)n⊗α⊗1𝑡𝑑Ö

=
1

Γ(𝑛 ⊗ Ð)
𝐷n[𝑡k⊗α+n]

∫︁ 1

0
Ök+1⊗1(1 ⊗ Ö)n⊗α⊗1𝑑Ö (4.1.8)

=
1

✘✘✘✘✘Γ(𝑛 ⊗ Ð)

[︃

✭✭✭✭✭✭✭✭✭
Γ(𝑛 ⊗ Ð + 𝑘 + 1)

Γ(𝑛 ⊗ Ð + 𝑘 ⊗ 𝑛 + 1)
𝑡n⊗α+k⊗n

⟨

Γ(𝑘 + 1)✘✘✘✘✘Γ(𝑛 ⊗ Ð)

✭✭✭✭✭✭✭✭✭
Γ(𝑘 + 𝑛 ⊗ Ð + 1)

.
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Portanto,

0𝐷
α
t 𝑡k =

Γ(𝑘 + 1)
Γ(𝑘 ⊗ Ð + 1)

𝑡k⊗α. (4.1.9)

No segundo caso, basta notarmos que 𝐷n𝑡n⊗(α⊗k) = 0, na Eq.(4.1.9), quando 𝑛⊗(Ð⊗𝑘) ∈ N∪¶0♢.

Exemplo 4.1.6. Calculamos a derivada de Riemann-Liouville de ordem Ð da função constante,
𝐷α𝑐 com 𝑐 ∈ R

*, para tanto partimos, novamente, da deĄnição, isto é,

𝐷α𝑐 = 𝐷n𝐽n⊗α𝑐

= 𝐷n

{︃

1
Γ(𝑛 ⊗ Ð)

∫︁ t

0

𝑐

(𝑡 ⊗ 𝑢)α⊗n+1
𝑑𝑢

⨀︀

=
𝑐

Γ(𝑛 ⊗ Ð)
𝐷n

[︃

𝑡n⊗α

𝑛 ⊗ Ð

⟨

=
𝑐Γ(𝑛 ⊗ Ð + 1)𝑡⊗α

Γ(𝑛 ⊗ Ð)Γ(𝑛 ⊗ Ð ⊗ 𝑛 + 1)(𝑛 ⊗ Ð)
.

Podemos, assim, escrever

𝐷α𝑐 =
𝑐𝑡⊗α

Γ(1 ⊗ Ð)
. (4.1.10)

Admitindo 𝑘 = 0, na Eq.(4.1.9), obtemos

𝐷α1 =
𝑡⊗α

Γ(1 ⊗ Ð)

que é exatamente a Eq.(4.1.10) no caso em que nesta temos 𝑐 = 1.

Exemplo 4.1.7. Calculamos, agora, a derivada de Riemann-Liouville de ordem Ð da função
𝑓(𝑡) = 𝑡α⊗1, isto é, 𝐷α𝑡α⊗1 = 0 com Ð ∈ R

*
+, para tanto utilizamos a Eq.(4.1.9), portanto

𝐷α𝑡α⊗1 =
Γ(Ð ⊗ 1 + 1)

Γ(Ð ⊗ 1 ⊗ Ð + 1)
𝑡α⊗1⊗α =

Γ(Ð)
Γ(0)

𝑡⊗1.

Mostramos que a função Γ(𝑦) diverge quando 𝑦 ⊃ 0, isto é, Γ(0) ⊃ ∞, para tanto utilizamos a
deĄnição da função gama

Γ(0) =
∫︁ ∞

0

𝑒⊗x

𝑥
𝑑𝑥, 𝑥 > 0. (4.1.11)

Notemos que,

∫︁ ∞

1
𝑒⊗ηx𝑑Ö = ⊗𝑒⊗ηx

𝑥

⧹︃
⧹︃
⧹︃
⧹︃

∞

1
=

𝑒⊗x

𝑥
, 𝑥 > 0. (4.1.12)
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Então, substituímos a Eq.(4.1.12) na Eq.(4.1.11), obtemos

Γ(0) =
∫︁ ∞

0

∫︁ ∞

1
𝑒⊗ηx𝑑Ö𝑑𝑥 =

∫︁ ∞

1

∫︁ ∞

0
𝑒⊗ηx𝑑𝑥𝑑Ö

=
∫︁ ∞

1

[︃

⊗𝑒⊗ηx

Ö

⟨∞

0

𝑑Ö, onde Ö > 0,

=
∫︁ ∞

1

𝑑Ö

Ö
= ln(Ö)

⧹︃
⧹︃
⧹︃
⧹︃

∞

1

= ln(∞) ⊗ ln(1) ⊃ ∞.

Segue-se que, Γ(0) ⊃ ∞ e daí obtemos

𝐷α𝑡α⊗1 =
Γ(Ð)
Γ(0)

𝑡⊗1 = 0.

Exemplo 4.1.8. Finalmente calculamos a derivada no sentido de Riemann-Liouville de ordem
Ð ∈ R da função 𝑓(𝑡) = 𝑒t, onde 𝑛 ⊗1 < Ð ⊘ 𝑛, 𝑛 ∈ N. Utilizamos a representação da exponencial
em série de Taylor, isto é,

𝑒t =
∞∑︁

k=0

𝑡k

𝑘!
=

∞∑︁

k=0

𝑡k

Γ(𝑘 + 1)
.

Vimos que a função de Mittag-Leffler admite como caso particular a função exponencial, isto é,

𝐸1(𝑡) =
∞∑︁

k=0

𝑡k

Γ(𝑘 + 1)
= 𝑒t. (4.1.13)

Utilizamos a Eq.(4.1.13) para calcular a derivada de ordem Ð, então

0𝐷
α
t 𝑒t = 𝐷α

t

[︃
∞∑︁

k=0

𝑡k

Γ(𝑘 + 1)

⟨

=
∞∑︁

k=0

[︃

✘✘✘✘✘Γ(𝑘 + 1)
Γ(𝑘 ⊗ Ð + 1)

𝑡k⊗α

⟨

1

✘✘✘✘✘Γ(𝑘 + 1)

= 𝑒t𝑡⊗α𝑒⊗t
∞∑︁

k=0

𝑡k

Γ(𝑘 ⊗ Ð + 1)
.

Utilizamos a deĄnição da função gama incompleta, vista no Capítulo 2, obtemos

0𝐷
α
t 𝑒t = 𝑒t𝑡⊗αÒ*(⊗Ð, 𝑡).

4.1.3 Lei dos Expoentes

No cálculo fracionário, a lei dos expoentes é conhecida por ser geralmente verdade para os
operadores integrais fracionários, no entanto, para os operadores de diferenciação fracionária, em
geral, tal lei não se aplica. Esta lei será válida para os operadores diferenciais segundo Riemann-
Liouville se satisĄzer as condições do teorema que segue, [17].
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Teorema 4.1.9. Sejam Ð, Ñ ∈ C tais que Re(Ð) > 0, Re(Ñ) > 0 e consideremos 𝑔 ∈ 𝐿1[𝑎, 𝑏] e
𝑓 = 𝐽α+β𝑔, onde 𝐽 é o operador de integração de Riemann-Liouville. Portanto, segue que

𝐷α𝐷β𝑓 = 𝐷α+β𝑓.

Não precisamos conhecer a função 𝑔, basta saber que ela existe.

Demonstração. Pela hipótese de 𝑓 , pela deĄnição do operador de diferenciação de Riemann-
Liouville e denotando, por simplicidade, ⌈Ð⌉ = [Re(Ð)] + 1, ⌈Ñ⌉ = [Re(Ñ)] + 1, obtemos

𝐷α𝐷β𝑓 = 𝐷α𝐷β𝐽α+β𝑔 = 𝐷⌈α⌉𝐽⌈α⌉⊗α𝐷⌈β⌉𝐽⌈β⌉⊗β𝐽α+β𝑔.

A partir da propriedade de semigrupo dos operadores de integração fracionária, podemos reescrever
a equação acima da seguinte maneira

𝐷α𝐷β𝑓 = 𝐷⌈α⌉𝐽⌈α⌉⊗α𝐷⌈β⌉𝐽⌈β⌉+α𝑔

= 𝐷⌈α⌉𝐽⌈α⌉⊗α 𝐷⌈β⌉𝐽⌈β⌉
⏟  ⏞  

I

𝐽α𝑔,

onde 𝐼 é o operador identidade. Segue-se, novamente pela propriedade de semigrupo dos operadores
de integração fracionária, que

𝐷α𝐷β𝑓 = 𝐷⌈α⌉𝐽⌈α⌉⊗α𝐽α𝑔 = 𝐷⌈α⌉𝐽⌈α⌉𝑔.

Portanto, obtemos

𝐷α𝐷β𝑓 = 𝑔.

De forma análoga, vamos demonstrar que 𝐷α+β𝑓 = 𝑔, isto é,

𝐷α+β𝑓 = 𝐷α+β𝐽α+β𝑔 = 𝐷⌈α+β⌉𝐽⌈α+β⌉⊗(α+β)𝐽α+β𝑔.

Pela propriedade de semigrupo, obtemos

𝐷α+β𝑓 = 𝐷⌈α+β⌉𝐽⌈α+β⌉𝑔 = 𝑔.

EnĄm, segue-se que

𝐷α𝐷β𝑓 = 𝐷α+β𝑓.

Os exemplos a seguir ilustram casos em que as condições do teorema não são satisfeitas, então
a lei dos expoentes, para as derivadas fracionárias de Riemann-Liouville não é sempre válida, isto
é, [19, 23, 25]

𝐷α𝐷β𝑓(𝑡) = 𝐷β𝐷α𝑓(𝑡) ̸= 𝐷α+β𝑓(𝑡), (4.1.14)

𝐷α𝐷β𝑓(𝑡) ̸= 𝐷β𝐷α𝑓(𝑡) = 𝐷α+β𝑓(𝑡). (4.1.15)

Para veriĄcar como não necessariamente a derivada fracionária obedece a lei dos expoentes, expli-
citamos dois exemplos.
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Exemplo 4.1.10. Para ilustrar a primeira relação em Eq.(4.1.14), consideramos 𝑓(𝑡) = 𝑡⊗1/2, com
Ð = Ñ = 1/2. Para tal utilizamos a Eq.(4.1.9), de onde segue-se que

𝐷1/2𝑡⊗1/2 =
Γ(⊗1

2
) + 1

Γ(⊗1
2

+ 1 ⊗ 1
2
)
𝑡⊗ 1

2
⊗ 1

2 =
Γ(1

2
)

Γ(0)
𝑡⊗1 = 0,

𝐷1/2[𝐷1/2𝑡⊗1/2] = 𝐷1/20 = 0,

porém

𝐷
1

2
+ 1

2 𝑡⊗1/2 = 𝐷1𝑡⊗1/2 =
Γ(⊗1

2
+ 1)

Γ(⊗1
2

+ 1 ⊗ 1)
𝑡⊗ 1

2
⊗1 =

Γ(1
2
)

Γ(⊗1
2
)
𝑡⊗3/2

=
√

Þ

⊗2Γ(1
2
)
𝑡⊗3/2 =

𝑡⊗3/2

2
.

Portanto,

𝐷1/2𝐷1/2𝑡⊗1/2 = 𝐷1/2𝐷1/2𝑡⊗1/2 ̸= 𝐷1𝑡⊗1/2.

Exemplo 4.1.11. Para ilustrar a segunda relação em Eq.(4.1.15), consideramos 𝑓(𝑡) = 𝑡1/2 com
Ð = 1/2 e Ñ = 3/2. Utilizamos, novamente, a Eq.(4.1.9), então obtemos

𝐷1/2𝑡1/2 =
Γ(1

2
+ 1)

Γ(1
2

+ 1 ⊗ 1
2
)
𝑡

1

2
⊗ 1

2 =
Γ(1

2
+ 1)

Γ(1)
=

√
Þ

2
.

e

𝐷3/2𝑡1/2 =
Γ(1

2
+ 1)

Γ(1
2

+ 1 ⊗ 3
2
)
𝑡

1

2
⊗ 3

2 =
1
2
Γ(1

2
)

Γ(0)
𝑡⊗1 = 0.

Então, 𝐷1/2𝐷3/2𝑡1/2 = 0, porém

𝐷3/2𝐷1/2𝑡1/2 = 𝐷3/2[𝐷1/2𝑡1/2] = 𝐷3/2

[︃√
Þ

2

⟨

=
√

Þ

2
𝐷3/2[1] =

√
Þ

2
Γ(0 + 1)

Γ(0 + 1 ⊗ 3
2
)
𝑡⊗3/2

=
√

Þ

2

[︃

1
⊗2Γ(1

2
)

⟨

𝑡⊗3/2 = ⊗𝑡⊗3/2

4
e

𝐷3/2𝐷1/2𝑡1/2 = 𝐷2𝑡1/2 =
Γ(1

2
+ 1)

Γ(1
2

+ 1 ⊗ 2)
𝑡

1

2
⊗2

=
Γ(3

2
)

Γ(⊗1
2
)
𝑡⊗3/2 =

1
2

√
Þ

⊗2
√

Þ
𝑡⊗3/2

= ⊗𝑡⊗3/2

4
.

Segue-se que

𝐷1/2𝐷3/2𝑡1/2 ̸= 𝐷3/2𝐷1/2𝑡1/2 = 𝐷
1

2
+ 3

2 𝑡1/2.

52



4.1.4 Derivada Fracionária de Riemann-Liouville da Função de Mittag-

Leffler

Nesta seção calculamos a derivada fracionária de Riemann-Liouville da função de Mittag-Leffler
de três parâmetros e recuperamos, como casos particulares, a derivada de Riemann-Liouville das
funções de Mittag-Leffler de um e dois parâmetros.

Teorema 4.1.12. Sejam Ð, Ñ, Ò ∈ R, 𝑛 ⊗ 1 < Ð, Ñ, Ò ⊘ 𝑛 onde 𝑛 ∈ N, então

𝐷α[𝑡β⊗1𝐸γ
α,β(𝑡α)] = 𝑡β⊗α⊗1𝐸γ

α,β⊗α(𝑡α),

onde Ñ ⊗ Ð > 0.

Demonstração. A partir da deĄnição do operador de Riemann-Liouville, obtemos que

𝐷α[𝑡β⊗1𝐸γ
α,β(𝑡α)] = 𝐷n𝐽n⊗α[𝑡β⊗1𝐸γ

α,β(𝑡α)].

Escrevendo a função de Mittag-Leffler de três parâmetros em termos da sua série, Eq.(2.2.5),
obtemos

𝐷α[𝑡β⊗1𝐸γ
α,β(𝑡α)] = 𝐷n𝐽n⊗α

[︃
∞∑︁

k=0

(Ò)k

Γ(Ð𝑘 + Ñ)
𝑡αk+β⊗1

𝑘!

⟨

,

onde, a partir da Eq.(3.4.1) e a derivada inteira de ordem 𝑛 da função potência, podemos escrever

𝐷α[𝑡β⊗1𝐸γ
α,β(𝑡α)] = 𝐷n

[︃
∞∑︁

k=0

(Ò)k

𝑘!✘✘✘✘✘✘Γ(Ð𝑘 + Ñ)
✘✘✘✘✘✘Γ(Ð𝑘 + Ñ)

Γ(Ð𝑘 + Ñ + 𝑛 ⊗ Ð)
𝑡αk+β+n⊗α⊗1

⟨

=
∞∑︁

k=0

(Ò)k

𝑘!✭✭✭✭✭✭✭✭✭✭
Γ(Ð𝑘 + Ñ + 𝑛 ⊗ Ð)

✭✭✭✭✭✭✭✭✭✭
Γ(Ð𝑘 + Ñ + 𝑛 ⊗ Ð)

Γ(Ð𝑘 + Ñ ⊗ Ð)
𝑡αk+β⊗α⊗1

= 𝑡β⊗α⊗1

[︃
∞∑︁

k=0

(Ò)k

Γ(Ð𝑘 + Ñ ⊗ Ð)
𝑡αk

𝑘!

⟨

.

EnĄm, obtemos

𝐷α[𝑡β⊗1𝐸γ
α,β(𝑡α)] = 𝑡β⊗α⊗1𝐸γ

α,β⊗α(𝑡α),

onde Ñ ⊗ Ð > 0.

No particular caso que Ò = 1, obtemos

𝐷α[𝑡β⊗1𝐸α,β(𝑡α)] = 𝑡β⊗α⊗1𝐸α,β⊗α(𝑡α).

Por outro lado, no caso em que Ò = 1 e Ñ = 1, devemos ter Ð < 1, logo

𝐷α[𝐸α(𝑡α)] = 𝑡⊗α𝐸α,1⊗α(𝑡α) =
𝑡⊗α

Γ(1 ⊗ Ð)
+ 𝐸α(𝑡α).

No caso em que Ð = 𝑛 ∈ N, obtemos

𝐷n𝐸n(𝑡n) = 𝐸n(𝑡n).
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4.2 A Derivada Fracionária Segundo Caputo

Sejam Ð ∈ C e 𝑛 = [Re(Ð)] + 1, o operador *𝐷
α𝑓(𝑡) deĄnido por

*𝐷
α𝑓(𝑡) := 𝐽n⊗α𝐷n𝑓(𝑡)

é chamado de operador diferencial fracionário de Caputo de ordem Ð, [17, 23, 39, 45].

DeĄnição 4.2.1. As derivadas fracionárias de Caputo de ordem Ð ∈ C, à esquerda e à direita
são deĄnidas, respectivamente, por C

a 𝐷α
t 𝑓(𝑡) = a𝐽n⊗α

t 𝐷n𝑓(𝑡) e C
t 𝐷α

b 𝑓(𝑡) = (⊗1)n
t𝐽

n⊗α
b 𝐷n𝑓(𝑡) com

𝑛 = [Re(Ð)] + 1, onde Re(Ð) > 0, ou seja,

C
a 𝐷α

t 𝑓(𝑡) =
1

Γ(𝑛 ⊗ Ð)

∫︁ t

a

𝐷n[𝑓(𝑢)]
(𝑡 ⊗ 𝑢)α⊗n+1

𝑑𝑢, Ð ∈ R
*
+, 𝑎 ∈ R (4.2.1)

C
t 𝐷α

b 𝑓(𝑡) =
(⊗1)n

Γ(𝑛 ⊗ Ð)

∫︁ b

t

𝐷n[𝑓(𝑢)]
(𝑢 ⊗ 𝑡)α⊗n+1

𝑑𝑢, Ð ∈ R
*
+, 𝑏 ∈ R (4.2.2)

onde 𝐷n[𝑓(𝑢)] = dnf(u)
dun é a derivada 𝑛 de ordem inteira. As derivadas fracionárias de Caputo são

válidas para Ð ∈ C, porém aqui consideramos apenas Ð ∈ R, salvo menção em contrário. Neste
trabalho vamos considerar apenas a derivada fracionária de Caputo à esquerda com o limite inferior
de integração 𝑎 = 0. Assim, por simplicidade, denotaremos este operador por *𝐷

α𝑓(𝑡).

4.2.1 Exemplos

Discutimos a deĄnição da derivada fracionária de Caputo a partir de dois exemplos enunciados
a seguir.

Exemplo 4.2.2. A derivada fracionária segundo Caputo da função potência, com Ð ∈ R é dada
por [26]

*𝐷
α𝑡k =

∏︁

⋁︁⨄︁

⋁︁⋃︁

Γ(𝑘 + 1)
Γ(𝑘 ⊗ Ð + 1)

𝑡k⊗α, 𝑛 ⊗ 1 < Ð ⊘ 𝑛, 𝑘 > 𝑛 ⊗ 1, 𝑘 ∈ R

0, 𝑛 ⊗ 1 < Ð < 𝑛, 𝑘 ⊘ 𝑛 ⊗ 1, 𝑘 ∈ N.

Para calcular o primeiro caso, com 𝑛⊗1 < Ð ⊘ 𝑛, 𝑛 ∈ N, 𝑘 > 𝑛⊗1 e 𝑘 ∈ R, utilizamos a deĄnição
dada por Caputo, Eq.(4.2.1), ou seja,

*𝐷
α𝑓(𝑡) =

1
Γ(𝑛 ⊗ Ð)

∫︁ t

0

𝐷n[𝑓(𝑢)]
(𝑡 ⊗ 𝑢)α⊗n+1

𝑑𝑢.

Sabemos que a derivada de ordem inteira 𝑛 da função potência 𝑢k é

𝑑n𝑢k

𝑑𝑢n
=

𝑘!
(𝑘 ⊗ 𝑛)!

𝑢k⊗n =
Γ(𝑘 + 1)

Γ(𝑘 ⊗ 𝑛 + 1)
𝑢k⊗n,
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logo,

*𝐷
α𝑡k =

1
Γ(𝑛 ⊗ Ð)

∫︁ t

0

Γ(𝑘 + 1)
Γ(𝑘 ⊗ 𝑛 + 1)

𝑢k⊗n(𝑡 ⊗ 𝑢)n⊗α⊗1𝑑𝑢

=
Γ(𝑘 + 1)

Γ(𝑛 ⊗ Ð)Γ(𝑘 ⊗ 𝑛 + 1)

∫︁ t

0
𝑢k⊗n

[︂

𝑡
(︂

1 ⊗ 𝑢

𝑡

)︂]︂n⊗α⊗1

𝑑𝑢.

Introduzimos a mudança de variável, 𝑢 = 𝑡𝑦, de onde segue-se,

*𝐷
α𝑡k =

Γ(𝑘 + 1)
Γ(𝑛 ⊗ Ð)Γ(𝑘 ⊗ 𝑛 + 1)

𝑡k⊗α
∫︁ 1

0
𝑦k⊗n+1⊗1(1 ⊗ 𝑦)n⊗α⊗1𝑑𝑦.

Relacionamos esta integral com a integral que deĄne a função beta, logo

*𝐷
α𝑡k =

Γ(𝑘 + 1)
Γ(𝑛 ⊗ Ð)Γ(𝑘 ⊗ 𝑛 + 1)

𝑡k⊗α𝐵(𝑘 ⊗ 𝑛 + 1, 𝑛 ⊗ Ð)

=
Γ(𝑘 + 1)

✘✘✘✘✘Γ(𝑛 ⊗ Ð)✭✭✭✭✭✭✭Γ(𝑘 ⊗ 𝑛 + 1)
✭✭✭✭✭✭✭Γ(𝑘 ⊗ 𝑛 + 1)✘✘✘✘✘Γ(𝑛 ⊗ Ð)
Γ(𝑘 ⊗ 𝑛 + 1 + 𝑛 ⊗ Ð)

𝑡k⊗α.

Finalmente, podemos escrever

*𝐷
α𝑡k =

Γ(𝑘 + 1)
Γ(𝑘 ⊗ Ð + 1)

𝑡k⊗α. (4.2.3)

Para calcular o segundo caso, basta notarmos que 𝐷n𝑡k = 0, quando 𝑘 ⊘ 𝑛 ⊗ 1 com 𝑘, 𝑛 ∈ N.

Note que, a derivada da função potência segundo Riemann-Liouville é dada pela Eq.(4.1.9) e
coincide com a derivada da função potência segundo Caputo dada pela Eq.(4.2.3).

Exemplo 4.2.3. Mostramos que a derivada de Caputo de ordem Ð ∈ R com 𝑛 ⊗ 1 < Ð ⊘ 𝑛 onde
𝑛 ∈ N da função constante é nula, ou seja, *𝐷

α𝑘 = 0, onde 𝑘 ∈ R
*.

A partir da deĄnição da derivada fracionária segundo Caputo, obtemos

*𝐷
α𝑓(𝑡) =

1
Γ(𝑛 ⊗ Ð)

∫︁ t

0

𝐷n[𝑓(𝑢)]
(𝑡 ⊗ 𝑢)α⊗n+1

𝑑𝑢.

Note que,

𝑑n𝑘

𝑑𝑢n
= 0, onde 𝑛 ∈ N.

Portanto, obtemos

*𝐷
α𝑘 = 0.
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Exemplo 4.2.4. Calculamos a derivada fracionária de Caputo de ordem Ð ∈ R com 𝑛⊗1 < Ð ⊘ 𝑛
onde 𝑛 ∈ N, da função de Mittag-Leffler de um parâmetro, isto é, *𝐷

α[𝐸α(𝑡α)]. De fato, temos que

*𝐷
α[𝐸α(𝑡α)] = *𝐷

α

[︃
∞∑︁

k=0

𝑡αk

Γ(Ð𝑘 + 1)

⟨

=
∞∑︁

k=0

*𝐷[𝑡αk]
Γ(Ð𝑘 + 1)

.

A partir da derivada de Caputo da função potência, Eq.(4.2.3), podemos escrever

*𝐷
α[𝐸α(𝑡α)] =

∞∑︁

k=1

1

✘✘✘✘✘✘Γ(Ð𝑘 + 1)
✘✘✘✘✘✘Γ(Ð𝑘 + 1)

Γ(Ð𝑘 ⊗ Ð + 1)
𝑡αk⊗α

k⊃k+1
⏞ ⏟ 
=

∞∑︁

k=0

𝑡αk

Γ(Ð𝑘 + 1)
.

Finalmente, podemos escrever

*𝐷
α[𝐸α(𝑡α)] = 𝐸α(𝑡α). (4.2.4)

Podemos notar que a derivada segundo Caputo da função de Mittag-Leffler de um parâmetro,

*𝐷
α[𝐸α(𝑡α)] = 𝐸α(𝑡α) generaliza a propriedade

𝑑

𝑑𝑡
𝑒t = 𝑒t.

4.2.2 Transformada de Laplace para Derivada Fracionária Segundo

Caputo

Nesta seção calculamos a transformada de Laplace da derivada fracionária segundo Caputo
através do seguinte teorema, [23, 45].

Teorema 4.2.5. Seja Ð ∈ R com 𝑛 ⊗ 1 < Ð ⊘ 𝑛 e 𝑛 ∈ N. A transformada de Laplace da derivada
de Caputo é dada por

ℒ[*𝐷α𝑓(𝑡)] = 𝑠αℒ[𝑓(𝑡)] ⊗
n⊗1∑︁

k=0

𝑠n⊗1⊗k𝑓 (k)(0).

Demonstração. Sabemos que

*𝐷
α𝑓(𝑡) = 𝐽n⊗α𝐷n𝑓(𝑡)

segue que

ℒ[*𝐷α𝑓(𝑡)] = ℒ[𝐽n⊗α𝐷n𝑓(𝑡)]

= ℒ
[︃

1
Γ(𝑛 ⊗ Ð)

∫︁ t

0
(𝑡 ⊗ 𝑢)n⊗α⊗1𝐷n[𝑓(𝑢)]𝑑𝑢

⟨

.
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Note que a integral acima pode ser escrita como um produto de convolução, isto é,

ℒ[𝐽n⊗α𝐷n𝑓(𝑡)] = ℒ
[︃

𝑡n⊗α⊗1

Γ(𝑛 ⊗ Ð)
* 𝐷n[𝑓(𝑡)]

⟨

= ℒ
[︃

𝑡n⊗α⊗1

Γ(𝑛 ⊗ Ð)

⟨

ℒ[𝐷n𝑓(𝑡)].

Observamos que,

ℒ
[︃

𝑡n⊗α⊗1

Γ(𝑛 ⊗ Ð)

⟨

= 𝑠α⊗n

e

ℒ[𝐷n𝑓(𝑡)] = 𝑠nℒ[𝑓(𝑡)] ⊗
n⊗1∑︁

k=0

𝑠n⊗1⊗k𝑓 (k)(0),

então

ℒ[𝐽n⊗α𝐷n𝑓(𝑡)] = 𝑠α⊗n

{︃

𝑠nℒ[𝑓(𝑡)] ⊗
n⊗1∑︁

k=0

𝑠n⊗1⊗k𝑓 (k)(0)

⨀︀

.

EnĄm, segue-se que

ℒ[*𝐷α𝑓(𝑡)] = 𝑠αℒ[𝑓(𝑡)] ⊗
n⊗1∑︁

k=0

𝑠α⊗1⊗k𝑓 (k)(0).

A transformada de Laplace para a derivada segundo Riemann-Liouville necessita do conheci-
mento das condições inicias em termos da integral fracionária 𝐽n⊗α e de suas derivadas de ordem
𝑘 = 1, 2, ≤ ≤ ≤ , 𝑛 ⊗ 1, por outro lado a transformada de Laplace da derivada fracionária segundo
Caputo é mais apropriada visto que requer apenas o conhecimento das condições iniciais dadas e
suas derivadas de ordem 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛 ⊗ 1 que são Ąsicamente interpretáveis, [19].

4.2.3 Lei dos Expoentes

Já vimos que a lei dos expoentes nem sempre é válida para os operadores diferenciais fracionários
de Riemann-Liouville, porém a lei dos expoentes será válida para os operadores diferenciais segundo
Caputo se satisĄzer as condições do lema que segue.

Lema 4.2.6. Seja 𝑎 < 𝑏 e 𝑓 ∈ 𝐶k[𝑎, 𝑏] para algum 𝑘 ∈ N. Além disso, sejam Ð, Ñ ∈ C com
Re(Ð) > 0 e Re(Ñ) > 0, tal que exista algum 𝑙 ∈ N com 𝑙 ⊘ 𝑘 e Ñ, Ñ + Ð ∈ [𝑙 ⊗ 1, 𝑙]. Então, vale
[17]

*𝐷
α

*𝐷
β𝑓 = *𝐷

β+α𝑓.
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Demonstração. O lema é trivial no caso em que Ñ = 𝑙 ⊗ 1 e Ð + Ñ = 𝑙. Note que, para valer a
aĄrmação do lema devemos ter 0 < Ð < 1. Considerando 𝑓 (k)(0) = 0 para 𝑘 = 0, 1, 2, . . . , (𝑛 ⊗ 1)
no teorema (4.3.1), temos que

𝐷α𝑓(𝑡) = *𝐷
α𝑓(𝑡).

quando 𝑓(0) = 0. Por simplicidade, denotamos ⌈Ñ⌉ = [Re(Ñ)] + 1. Vamos considerar três casos:

1. Ð + Ñ ∈ N. Neste caso, temos que, Ð + Ñ = [Re(Ñ)] + 1 = ⌈Ñ⌉ , assim Ð = [Re(Ñ)] + 1 ⊗ Ñ =
⌈Ñ⌉ ⊗ Ñ. Note que, 𝑓(0) = 0 e já vimos que a derivada de Caputo de uma constante é zero,
logo *𝐷

β𝑓(0) = 0 = 𝐷β𝑓(0). Assim,

*𝐷
α

*𝐷
β𝑓 = 𝐷α

*𝐷
β𝑓 = 𝐷α𝐽⌈β⌉⊗β𝐷⌈β⌉𝑓 = 𝐷α𝐽α𝐷⌈β⌉𝑓

= 𝐷⌈β⌉𝑓 = 𝐷α+β𝑓 = *𝐷
α+β𝑓.

2. Ñ ∈ N. A partir da deĄnição (4.1.1), temos

*𝐷
α

*𝐷
β𝑓 = *𝐷

α𝐷β𝑓 = 𝐽1⊗α𝐷β+1𝑓 = *𝐷
α+β𝑓.

3. ⌈Ñ⌉ = [Re(Ñ)] + 1 = [Re(Ð + Ñ)] + 1 = ⌈Ð + Ñ⌉, então

*𝐷
α

*𝐷
β𝑓 = 𝐷α

*𝐷
β𝑓 = 𝐷α

*𝐷
⌈β⌉⊗β𝐷⌈β⌉𝑓 = 𝐷1𝐽1⊗α𝐽⌈β⌉⊗β𝐷⌈β⌉𝑓

= 𝐷1𝐽1𝐽⌈α+β⌉⊗(α+β)𝐷⌈α+β⌉𝑓 = *𝐷
α+β𝑓.

Note que, a condição que exige a existência de um número 𝑙 com as propriedades mencionadas
no lema (4.2.6) é essencial. Para veriĄcar como a lei dos expoentes não é válida se 𝑙 não satisĄzer
as condições impostas consideramos o seguinte exemplo [17].

Exemplo 4.2.7. Consideramos Ð = Ñ = 7/10, ou seja, 7/10 = Ñ < 1 < Ð + Ñ = 7/5. Utilizamos
a derivada de Caputo à esquerda com 𝑎 = 0 e 𝑓(𝑡) = 𝑡, então

*𝐷
7/5𝑓(𝑡) = 𝐽3/5𝐷2𝑡 = 𝐽3/50 = 0,

porém

*𝐷
7/10𝑓(𝑡) =

1
Γ(13/10)

𝑡3/10,

de onde segue-se

*𝐷
7/10[*𝐷7/10𝑓(𝑡)] =

1
Γ(3/5)

𝑡⊗2/5.

EnĄm, podemos escrever

0 = *𝐷
7/5𝑓(𝑡) ̸= *𝐷

7/10[*𝐷7/10𝑓(𝑡)] =
1

Γ(3/5)
𝑡⊗2/5.
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4.2.4 Derivada Fracionária de Caputo da Função de Mittag-Leffler

Nesta seção calculamos a derivada fracionária de Caputo da função de Mittag-Leffler de três
parâmetros e recuperamos, como casos particulares, a derivada de Caputo das funções de Mittag-
Leffler de um e dois parâmetros.

Teorema 4.2.8. Sejam Ð, Ñ, Ò ∈ R, 𝑛 ⊗ 1 < Ð, Ñ, Ò ⊘ 𝑛 onde 𝑛 ∈ N, então

*𝐷
α[𝑡β⊗1𝐸γ

α,β(𝑡α)] = 𝑡β⊗α⊗1𝐸α,β⊗α(𝑡α),

onde Ñ ⊗ Ð > 0.

Demonstração. Para demonstrar este resultado vamos utilizar a deĄnição do operador diferencial
de Caputo, bem como a derivada de ordem 𝑛 da função potência e a integral fracionária desta
mesma função, Eq.(3.4.1), ou seja,

*𝐷
α[𝑡β⊗1𝐸γ

α,β(𝑡α)] = 𝐽n⊗α𝐷n[𝑡β⊗1𝐸γ
α,β(𝑡α)]

= 𝐽n⊗α𝐷n

[︃
∞∑︁

k=0

(Ò)k

Γ(Ð𝑘 + Ñ)
𝑡αk+β⊗1

𝑘!

⟨

= 𝐽n⊗α

[︃
∞∑︁

k=0

(Ò)k

𝑘!✘✘✘✘✘✘Γ(Ð𝑘 + Ñ)
✘✘✘✘✘✘Γ(Ð𝑘 + Ñ)

Γ(Ð𝑘 + Ñ ⊗ 𝑛)
𝑡αk+β⊗n⊗1

⟨

=
∞∑︁

k=0

(Ò)k

𝑘!✭✭✭✭✭✭✭✭Γ(Ð𝑘 + Ñ ⊗ 𝑛)
✭✭✭✭✭✭✭✭Γ(Ð𝑘 + Ñ ⊗ 𝑛)
Γ(Ð𝑘 + Ñ ⊗ Ð)

𝑡αk+β⊗α⊗1.

Finalmente, podemos escrever

*𝐷
α[𝑡β⊗1𝐸γ

α,β(𝑡α)] = 𝑡β⊗α⊗1𝐸γ
α,β⊗α(𝑡α),

onde Ñ ⊗ Ð > 0.

No particular caso em que Ò = 1, obtemos

*𝐷
α[𝑡β⊗1𝐸α,β(𝑡α)] = 𝑡β⊗α⊗1𝐸α,β⊗α(𝑡α). (4.2.5)

Admtindo Ñ ⊗ Ð = 1 na Eq.(4.2.5), temos que

*𝐷
α[𝑡α𝐸α,α+1(𝑡α)] = 𝐸α(𝑡α). (4.2.6)

Utilizamos a Propriedade 1 da função de Mittag-Leffler, Eq.(2.5.1), no caso em que nesta admi-
timos Ñ = 1 e 𝑡 = 𝑡α, ou seja,

𝐸α(𝑡α) ⊗ 1 = 𝑡𝐸α,α+1(𝑡).

Substituindo esta última equação na Eq.(4.2.6), segue

*𝐷
α[𝐸α(𝑡α) ⊗ 1] = *𝐷

α[𝐸α(𝑡α)] ⊗ *𝐷
α[1] = *𝐷

α[𝐸α(𝑡α)] = 𝐸α(𝑡α),

que é justamente a Eq.(4.2.4).
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4.3 Riemann-Liouville × Caputo

Nesta seção apresentamos as principais diferenças entre a derivada fracionária de Riemann-
Liouville e a derivada fracionária segundo Caputo bem como a equação que relaciona estas duas
formulações. Consideramos 𝑓(𝑡) uma função para a qual podemos aplicar a derivada e a integral
de ordens fracionárias, então observamos que [19, 23]

𝐷α𝑓(𝑡) = 𝐷n𝐽n⊗α𝑓(𝑡) ̸= 𝐽n⊗α𝐷n𝑓(𝑡) = *𝐷
α𝑓(𝑡), (4.3.1)

ou seja, não é sempre possível comutar a integral fracionária com a derivada, se o Ązermos estaremos
alterando o resultado. Demonstramos, então, a equação que relacionada a derivada fracionária de
Riemann-Liouville com a derivada fracionária de Caputo [28].

Teorema 4.3.1. Seja Ð ∈ R e 𝑛 ⊗ 1 < Ð ⊘ 𝑛 onde 𝑛 ∈ N. Então, a equação que relaciona a
derivada fracionária de Riemann-Liouville com a derivada fracionária de Caputo é

𝐷α𝑓(𝑡) = *𝐷
α𝑓(𝑡) +

n⊗1∑︁

k=0

𝑡k⊗α

Γ(𝑘 ⊗ Ð + 1)
𝑓 (k)(𝑎), 𝑡 > 0. (4.3.2)

Demonstração. Partimos da deĄnição (4.1.1), isto é,

𝐷α𝑓(𝑡) = 𝐷n𝐽n⊗α𝑓(𝑡).

Consideremos na Eq.(4.1.5), 𝑓 (k)(𝑎) com 𝑡 > 𝑎, de onde segue que

𝐷α𝑓(𝑡) = 𝐷n

{︃

𝐽n⊗α

[︃

𝐽n𝐷n𝑓(𝑡) +
n⊗1∑︁

k=0

𝑡k

𝑘!
𝑓 (k)(𝑎)

⟨⨀︀

= 𝐷n𝐽n
⏟  ⏞  

I

𝐽n⊗α𝐷n𝑓(𝑡) + 𝐷n𝐽n⊗α

[︃
n⊗1∑︁

k=0

𝑡k

𝑘!
𝑓 (k)(𝑎)

⟨

= 𝐽n⊗α𝐷n𝑓(𝑡) + 𝐷n

{︃
n⊗1∑︁

k=0

𝑓 (k)(𝑎)
𝑘!

𝐽n⊗α[𝑡k]

⨀︀

= *𝐷
α𝑓(𝑡) +

n⊗1∑︁

k=0

𝑓 (k)(𝑎)

��𝑘!
✘✘✘✘✘Γ(𝑘 + 1)

Γ(𝑘 + 1 + 𝑛 ⊗ Ð)
𝐷n[𝑡n⊗α+k]

= *𝐷
α𝑓(𝑡) +

n⊗1∑︁

k=0

𝑓 (k)(𝑎)
1

✭✭✭✭✭✭✭✭✭
Γ(𝑘 + 1 + 𝑛 ⊗ Ð)

✭✭✭✭✭✭✭✭✭
Γ(𝑘 + 𝑛 ⊗ Ð + 1)

Γ(𝑘 + 𝑛 ⊗ Ð + 1 ⊗ 𝑛)
𝑡k+n⊗α⊗n.

Finalmente, segue-se que

𝐷α𝑓(𝑡) = *𝐷
α𝑓(𝑡) +

n⊗1∑︁

k=0

𝑡k⊗α

Γ(𝑘 ⊗ Ð + 1)
𝑓 (k)(𝑎), 𝑡 > 0.

Note que as formulações de Riemann-Liouville e Caputo serão iguais se, e somente se, 𝑓 (k)(𝑎) = 0
para todo 𝑘 = 0, 1, . . . , (𝑛 ⊗ 1).
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O primeiro ponto em que as formulações de Riemann-Liouville e Caputo diferem é no cálculo
da derivada da função constante. Uma vez que esta é nula segundo a formulação proposta por
Caputo, o mesmo não ocorre com a formulação de Riemann-Liouville, ou seja,

*𝐷
α𝑐 = 0 e 𝐷α𝑐 =

𝑐𝑡⊗α

Γ(1 ⊗ Ð)
.

Outra importante diferença está no fato de que a derivada de Caputo da função de Mittag-Leffler
de um parâmetro, que generaliza a função exponencial no caso em que este é igual a um, é a
própria função de Mittag-Leffler de um parâmetro e isto não ocorre quando estamos considerando
a derivada de Riemann-Liouville, isto é,

*𝐷
α[𝐸α(𝑡α)] = 𝐸α(𝑡α) e 𝐷α[𝐸α(𝑡α)] ̸= 𝐸α(𝑡α).

Por Ąm, uma das diferenças mais importantes entre as formulações de Riemann-Liouville e Caputo
e pela qual optamos pela formulação de Caputo para discutir a aplicação dada no Capítulo 6, é o
fato de que a transformada de Laplace da derivada de Riemann-Liouville leva em consideração as
condições iniciais em termos da integral fracionária e de suas derivadas de ordem inteira menores
que ou iguais a 𝑛 ⊗ 1. Já a transformada de Laplace da derivada de Caputo considera apenas as
condições iniciais em termos de suas derivadas de ordem inteira menores que ou iguais a 𝑛 ⊗ 1,
isto é,

ℒ[*𝐷α𝑓(𝑡)] = 𝑠αℒ[𝑓(𝑡)] ⊗
n⊗1∑︁

k=0

𝑠n⊗1⊗k𝑓 (k)(0),

e

ℒ[𝐷α𝑓(𝑡)] = 𝑠αℒ[𝑓(𝑡)] ⊗
n⊗1∑︁

k=0

𝑠n⊗1⊗k𝑔(k)(0), onde 𝑔(𝑡) = 𝐽n⊗α𝑓(𝑡),

respectivamente.
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Capítulo 5

Regras de Derivação

No capítulo anterior apresentamos as deĄnições para a derivada fracionária segundo Riemann-
Liouville e Caputo. Neste capítulo vamos investigar quais generalizações das regras clássicas de
derivação são estendidas para estas formulações. Iniciamos mostrando que a propriedade de line-
aridade, válida para os operadores de diferenciação usuais, é também válida para as formulações
de Riemann-Liouville e Caputo. Posteriormente mostramos a regra de Leibniz para derivadas de
ordem inteira e, em seguida, estendemos o resultado para as formulações de Riemann-Liouville e
Caputo mencionando, porém, que é necessário impor outras condições. Por Ąm, demonstramos
a regra da cadeia ou, também conhecida como, fórmula de Faà di Bruno para as derivadas de
ordem inteira bem como para as formulações de Riemann-Liouville e Caputo, mencionando, aqui
também, que são necessárias outras condições para ser possível a extensão deste resultado.

5.1 Linearidade

Uma das propriedades do cálculo usual envolvendo mais de uma função na mesma derivada é
a propriedade de linearidade. Assim como as derivadas de ordem inteira possuem a propriedade
de linearidade, pelo fato de seus operadores serem lineares, também os operadores diferenciais de
Riemann-Liouville e Caputo possuem tal propriedade. Estes fatos estão enunciados, pelos seguintes
teoremas, e demonstrados logo a seguir [5, 19, 36].

5.1.1 Linearidade da Derivada de Ordem Inteira

Teorema 5.1.1. Sejam 𝑛 ∈ N e 𝑓, 𝑔 funções deĄnidas em [𝑎, 𝑏] tais que 𝐷n𝑓(𝑡) e 𝐷n𝑔(𝑡) existam.
Sejam ainda Ú, Û ∈ R duas constantes quaisquer, então 𝐷n[Ú𝑓(𝑡) + Û𝑔(𝑡)] existe e

𝐷n[Ú𝑓(𝑡) + Û𝑔(𝑡)] = Ú𝐷n𝑓(𝑡) + Û𝐷n𝑔(𝑡).

Demonstração. A prova deste teorema é feita a partir da deĄnição da derivada usual, pois estes
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operadores são lineares, isto é,

𝐷n[Ú𝑓(𝑡) + Û𝑔(𝑡)] =
𝑑n

𝑑𝑥n
[Ú𝑓(𝑡) + Û𝑔(𝑡)]

= Ú
𝑑n𝑓(𝑡)

𝑑𝑡n
+ Û

𝑑n𝑔(𝑡)
𝑑𝑡n

= Ú𝐷n𝑓(𝑡) + Û𝐷n𝑔(𝑡).

5.1.2 Linearidade da Derivada Segundo Riemann-Liouville

Teorema 5.1.2. Sejam Ð ∈ R com 𝑛 ⊗ 1 < Ð ⊘ 𝑛 onde 𝑛 ∈ N e 𝑓, 𝑔 funções deĄnidas em
[𝑎, 𝑏] tais que a𝐷α

t 𝑓(𝑡) e a𝐷α
t 𝑔(𝑡) existam. Sejam ainda Ú, Û ∈ R duas constantes quaisquer, então

a𝐷α
t [Ú𝑓(𝑡) + Û𝑔(𝑡)] existe e

a𝐷α
t [Ú𝑓(𝑡) + Û𝑔(𝑡)] = Úa𝐷α

t 𝑓(𝑡) + Ûa𝐷α
t 𝑔(𝑡).

Demonstração. A demonstração deste teorema é feita a partir da deĄnição da derivada de Riemann-
Liouville à esquerda, ou seja, Eq.(4.1.1), onde estes operadores são lineares, então

a𝐷α
t [Ú𝑓(𝑡) + Û𝑔(𝑡)] =

1
Γ(𝑛 ⊗ Ð)

𝐷n
∫︁ t

a
(𝑡 ⊗ 𝑢)n⊗α⊗1[Ú𝑓(𝑢) + Û𝑔(𝑢)]𝑑𝑢

=
Ú

Γ(𝑛 ⊗ Ð)
𝐷n

∫︁ t

a
(𝑡 ⊗ 𝑢)n⊗α⊗1𝑓(𝑢)𝑑𝑢 +

Û

Γ(𝑛 ⊗ Ð)
𝐷n

∫︁ t

a
(𝑡 ⊗ 𝑢)n⊗α⊗1𝑔(𝑢)𝑑𝑢

= Úa𝐷α
t 𝑓(𝑡) + Ûa𝐷α

t 𝑔(𝑡).

Este teorema também é válido para os operadores de Riemann-Liouville à direita.

5.1.3 Linearidade da Derivada Segundo Caputo

Teorema 5.1.3. Sejam Ð ∈ R com 𝑛 ⊗ 1 < Ð ⊘ 𝑛 onde 𝑛 ∈ N e 𝑓, 𝑔 funções deĄnidas em [𝑎, 𝑏]
tais que C

a 𝐷α
t 𝑓(𝑡) e C

a 𝐷α
t 𝑔(𝑡) existam. Sejam ainda Ú, Û ∈ R duas constantes quaisquer, então

C
a 𝐷α

t [Ú𝑓(𝑡) + Û𝑔(𝑡)] existe, e
C
a 𝐷α

t [Ú𝑓(𝑡) ∘ Û𝑔(𝑡)] = Ú[Ca 𝐷α
t 𝑓(𝑡)] + Û[Ca 𝐷α

t 𝑔(𝑡)].

Demonstração. A demonstração deste teorema é feita a partir da deĄnição da derivada de Caputo
à esquerda, ou seja, Eq.(4.2.1), onde estes operadores são lineares, então

C
a 𝐷α

t [Ú𝑓(𝑡) + Û𝑔(𝑡)] =
1

Γ(𝑛 ⊗ Ð)

∫︁ t

a
(𝑡 ⊗ 𝑢)n⊗α⊗1𝐷n[Ú𝑓(𝑢) + Û𝑔(𝑢)]𝑑𝑢

=
Ú

Γ(𝑛 ⊗ Ð)

∫︁ t

a
(𝑡 ⊗ 𝑢)n⊗α⊗1𝐷n[𝑓(𝑢)]𝑑𝑢 +

Û

Γ(𝑛 ⊗ Ð)

∫︁ t

a
(𝑡 ⊗ 𝑢)n⊗α⊗1𝐷n[𝑔(𝑢)]𝑑𝑢

= Ú[Ca 𝐷α
t 𝑓(𝑡)] + Û[Ca 𝐷α

t 𝑔(𝑡)].

Este teorema também é válido para os operadores de Caputo à direita.
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5.2 Regra de Leibniz

Outra importante regra de derivação é a regra do produto, ou regra de Leibniz. Esta regra é
utilizada, geralmente, quando queremos calcular a derivada do produto de duas funções. Primei-
ramente demonstramos esta regra para a derivada de ordem inteira, logo em seguida estendemos
o resultado para derivadas de ordem Ð ∈ R e 𝑛 ⊗ 1 < Ð ⊘ 𝑛 onde 𝑛 ∈ N. Esta extensão abrange
as derivadas fracionárias de Riemann-Liouville e Caputo [19, 34, 35, 36]. Vamos, aqui, apresentar
uma deĄnição que será utilizada posteriormente.

DeĄnição 5.2.1. Se 𝑓 é 𝑛 diferenciável e 𝑓 (n) ∈ 𝐶(𝐼), onde 𝐼 é um intervalo, então dizemos que
𝑓 é de classe 𝐶n em 𝐼, e escrevemos 𝑓 ∈ 𝐶n(𝐼).

5.2.1 Regra de Leibniz para Derivada de Ordem Inteira

Sabemos, do cálculo usual, que a regra de Leibniz para a derivada primeira do produto de duas
funções 𝑓(𝑡) e 𝑔(𝑡) é dada por 𝐷[𝑓(𝑡)𝑔(𝑡)] = 𝑓(𝑡)𝑔′(𝑡) + 𝑓 ′(𝑡)𝑔(𝑡). Esta regra pode ser facilmente
estendida, por indução matemática, para a derivada de ordem inteira 𝑛 ∈ N. Enunciamos esta
extensão através do teorema a seguir.

Teorema 5.2.2. Sejam 𝑛 ∈ N e 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐶n[𝑎, 𝑏] duas funções diferenciáveis. Então,

𝐷n[𝑓(𝑡)𝑔(𝑡)] =
n∑︁

k=0

(︃

𝑛

𝑘

)︃

[𝐷k𝑓(𝑡)][𝐷n⊗k𝑔(𝑡)], (5.2.1)

onde 𝐷0𝑓(𝑡) = 𝑓(𝑡) e 𝐷0𝑔(𝑡) = 𝑔(𝑡).

Demonstração. Mostremos que a regra é válida para 𝑛 = 1

𝐷[𝑓(𝑡)𝑔(𝑡)] = 𝑓(𝑡)𝑔′(𝑡) + 𝑓 ′(𝑡)𝑔(𝑡)

=

(︃

1
0

)︃

[𝐷0𝑓(𝑡)][𝐷1𝑔(𝑡)] +

(︃

1
1

)︃

[𝐷1𝑓(𝑡)][𝐷1⊗1𝑔(𝑡)]

=
1∑︁

k=0

(︃

1
𝑘

)︃

[𝐷k𝑓(𝑡)][𝐷1⊗k𝑔(𝑡)].

Supondo que a fórmula é verdadeira para 𝑛 = 𝑚, temos

𝐷m[𝑓(𝑡)𝑔(𝑡)] =
m∑︁

k=0

(︃

𝑚

𝑘

)︃

[𝐷k𝑓(𝑡)][𝐷m⊗k𝑔(𝑡)].

Vamos mostrar que a fórmula é válida para 𝑛 = 𝑚 + 1, utilizando o fato de que a lei dos expoentes
para as derivadas de ordem inteira é válida, isto é,

𝐷m+1[𝑓(𝑡)𝑔(𝑡)] =
𝑑

𝑑𝑡

[︃
m∑︁

k=0

(︃

𝑚

𝑘

)︃

[𝐷k𝑓(𝑡)][𝐷m⊗k𝑔(𝑡)]

⟨

=
m∑︁

k=0

(︃

𝑚

𝑘

)︃

[𝐷k𝑓(𝑡)][𝐷m⊗k+1𝑔(𝑡)] + [𝐷k+1𝑓(𝑡)][𝐷m⊗k𝑔(𝑡)]

=
m∑︁

k=0

(︃

𝑚

𝑘

)︃

[𝐷k𝑓(𝑡)][𝐷m⊗k+1𝑔(𝑡)] +
m∑︁

k=0

(︃

𝑚

𝑘

)︃

[𝐷k+1𝑓(𝑡)][𝐷m⊗k𝑔(𝑡)].
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Trocando o índice do segundo somatório 𝑘 ⊃ 𝑘 ⊗ 1, obtemos

𝐷m+1[𝑓(𝑡)𝑔(𝑡)] =
m∑︁

k=0

(︃

𝑚

𝑘

)︃

[𝐷k𝑓(𝑡)][𝐷m⊗k+1𝑔(𝑡)] +
m+1∑︁

k=1

(︃

𝑚

𝑘 ⊗ 1

)︃

[𝐷k𝑓(𝑡)][𝐷m⊗k+1𝑔(𝑡)]

= [𝐷0𝑓(𝑡)][𝐷m+1𝑔(𝑡)] +
m∑︁

k=1

[︃(︃

𝑚

𝑘

)︃

+

(︃

𝑚

𝑘 ⊗ 1

)︃⟨

[𝐷k𝑓(𝑡)][𝐷m⊗k+1𝑔(𝑡)] +

+ [𝐷m+1𝑓(𝑡)][𝐷0𝑔(𝑡)]

= 𝑓(𝑥)[𝐷m+1𝑔(𝑡)] +
m∑︁

k=1

(︃

𝑚 + 1
𝑘

)︃

[𝐷k𝑓(𝑡)][𝐷m⊗k+1𝑔(𝑡)] + [𝐷m+1𝑓(𝑡)]𝑔(𝑡).

Para detalhes do resultado
(︁

m
k

)︁

+
(︁

m
k⊗1

)︁

=
(︁

m+1
k

)︁

veja Apêndice A. Note que,

(︃

𝑚

0

)︃

=

(︃

𝑚 + 1
0

)︃

= 1 e

(︃

𝑚

𝑚

)︃

=

(︃

𝑚 + 1
𝑚 + 1

)︃

= 1.

Segue que,

𝐷m+1[𝑓(𝑡)𝑔(𝑡)] =
m+1∑︁

k=0

(︃

𝑚 + 1
𝑘

)︃

[𝐷k𝑓(𝑡)][𝐷m⊗k+1𝑔(𝑡)],

portanto vale a Eq.(5.2.1).

É possível aplicar a regra de Leibniz para derivadas de ordem inteira para quaisquer funções
de classe 𝐶n[𝑎, 𝑏]. Note que a regra é simétrica em relação as funções 𝑓(𝑡) e 𝑔(𝑡), isto é, a ordem
das funções pode ser trocada na Eq.(5.2.1) o que não altera o resultado.

5.2.2 Regra de Leibniz para a Derivada de Riemann-Liouville

O objetivo, agora, é estender a regra de Leibniz de ordem 𝑛 ∈ N para Ð ∈ R utilizando
a derivada fracionária segundo Riemann-Liouville. Para tanto necessitamos do seguinte lema
[17, 19, 44].

Lema 5.2.3. Se 𝑓(𝑡) é uma função de classe C no intervalo (𝑎, 𝑏), então

𝐷α𝑓(𝑡) =
∞∑︁

n=0

(𝑡 ⊗ 𝑎)n⊗α

Γ(𝑛 ⊗ Ð + 1)
[𝐷n𝑓(𝑡)] (5.2.2)

onde Ð ∈ R e 𝑡 ∈ (𝑎, 𝑏). Denotemos

[Ð] = parte inteira de Ð;

¶Ð♢ = parte fracionária de Ð, 0 ⊘ Ð < 1,

isto é, Ð = [Ð] + ¶Ð♢.
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Demonstração. Vamos considerar dois casos. Primeiro o caso em que Ð < 0 e logo após o caso em
que Ð > 0.

• Caso Ð < 0. Visto que Ð < 0 a derivada fracionária de Riemann-Liouville se reduz à integral
fracionária, isto é,

𝐷α𝑓(𝑡) = 𝐽⊗α𝑓(𝑡) =
1

Γ(⊗Ð)

∫︁ t

a
(𝑡 ⊗ 𝑥)⊗α⊗1𝑓(𝑥)𝑑𝑥. (5.2.3)

Como 𝑓 é de classe C em (𝑎, 𝑏) então ela é analítica em (𝑎, 𝑏) e pode ser representada pela
série

𝑓(𝑥) =
∞∑︁

n=0

(⊗1)n[𝐷n𝑓(𝑡)]
𝑛!

(𝑡 ⊗ 𝑥)n. (5.2.4)

Substituindo a Eq.(5.2.4) na Eq.(5.2.3), segue-se que1

𝐷α𝑓(𝑡) =
1

Γ(⊗Ð)

∫︁ t

a
(𝑡 ⊗ 𝑥)⊗α⊗1

∞∑︁

n=0

(⊗1)n[𝐷n𝑓(𝑡)]
𝑛!

(𝑡 ⊗ 𝑥)n𝑑𝑥

=
∞∑︁

n=0

(⊗1)n[𝐷n𝑓(𝑡)]
𝑛!Γ(⊗Ð)

∫︁ t

a
(𝑡 ⊗ 𝑥)n⊗α⊗1𝑑𝑥.

Introduzindo a mudança de variável, 𝑢 = 𝑡 ⊗ 𝑥, obtemos

𝐷α𝑓(𝑡) =
∞∑︁

n=0

(⊗1)n[𝐷n𝑓(𝑡)]
𝑛!Γ(⊗Ð)

∫︁ 0

t⊗a
𝑢n⊗α⊗1(⊗𝑑𝑢)

=
∞∑︁

n=0

(⊗1)n[𝐷n𝑓(𝑡)]
𝑛!Γ(⊗Ð)

∫︁ t⊗a

0
𝑢n⊗α⊗1𝑑𝑢

=
∞∑︁

n=0

(⊗1)n[𝐷n𝑓(𝑡)]
𝑛!Γ(⊗Ð)

[︃

𝑢n⊗α

𝑛 ⊗ Ð

⟨t⊗a

0

=
∞∑︁

n=0

(⊗1)n[𝐷n𝑓(𝑡)]
𝑛!Γ(⊗Ð)

(𝑡 ⊗ 𝑎)n⊗α

𝑛 ⊗ Ð
.

Multiplicando e dividindo a última equação por Γ(𝑛 ⊗ Ð) e utilizando a relação funcional,
Eq.(2.1.1), obtemos

𝐷α𝑓(𝑡) =
∞∑︁

n=0

(⊗1)nΓ(𝑛 ⊗ Ð)
𝑛!Γ(⊗Ð)

(𝑡 ⊗ 𝑎)n⊗α+1

(𝑛 ⊗ Ð)Γ(𝑛 ⊗ Ð)
[𝐷n𝑓(𝑡)]

=
∞∑︁

n=0

(⊗1)nΓ(𝑛 ⊗ Ð)
𝑛!Γ(⊗Ð)

(𝑡 ⊗ 𝑎)n⊗α+1

Γ(𝑛 ⊗ Ð + 1)
[𝐷n𝑓(𝑡)]

=
∞∑︁

n=0

(︃

Ð

𝑛

)︃

(𝑡 ⊗ 𝑎)n⊗α+1

Γ(𝑛 ⊗ Ð + 1)
[𝐷n𝑓(𝑡)].

Para detalhes do resultado

(︃

Ð

𝑛

)︃

=
(⊗1)nΓ(𝑛 ⊗ Ð)

𝑛!Γ(⊗Ð)
veja Apêndice A.

1Visto que f é de classe C podemos comutar o somatório com a integral.
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• Caso Ð > 0. Como2 𝑓 é de classe C em (𝑎, 𝑏), então ela é analítica em (𝑎, 𝑏) e pode ser,
novamente, representada pela série dada pela Eq.(5.2.4), então

𝐷α𝑓(𝑡) = 𝐷[α]+1𝐽¶α♢⊗1𝑓(𝑡).

Utilizando o resultado anterior, temos

𝐷α𝑓(𝑡) = 𝐷[α]+1
∞∑︁

n=0

(︃

¶Ð♢ ⊗ 1
𝑛

)︃

(𝑡 ⊗ 𝑎)n⊗¶α♢+1

Γ(𝑛 ⊗ ¶Ð♢ + 2)
[𝐷n𝑓(𝑡)]

=
∞∑︁

n=0

(︃

¶Ð♢ ⊗ 1
𝑛

)︃

𝐷[α]+1 (𝑡 ⊗ 𝑎)n⊗¶α♢+1

Γ(𝑛 ⊗ ¶Ð♢ + 2)
[𝐷n𝑓(𝑡)].

Aplicando a regra de Leibniz para a derivada de ordem inteira, Eq.(5.2.1), no caso em que
𝑓(𝑡) = 𝐷n[𝑓(𝑡)] e 𝑔(𝑡) = (𝑡 ⊗ 𝑎)n⊗¶α♢+1, segue-se que

𝐷α𝑓(𝑡) =
∞∑︁

n=0

(︃

¶Ð♢ ⊗ 1
𝑛

)︃ [α]+1
∑︁

k=0

(︃

[Ð] + 1
𝑘

)︃

(𝑡 ⊗ 𝑎)n⊗α+k[𝐷n+k𝑓(𝑡)]
Γ(𝑛 ⊗ Ð + 𝑘 + 1)

.

Note que, podemos tomar o limite superior do segundo somatório sendo inĄnito, pois

(︃

𝑛

𝑘

)︃

= 0

se 𝑛 < 𝑘, então

𝐷α𝑓(𝑡) =
∞∑︁

n=0

∞∑︁

k=0

(︃

¶Ð♢ ⊗ 1
𝑛

)︃(︃

[Ð] + 1
𝑘

)︃

(𝑡 ⊗ 𝑎)n⊗α+k[𝐷n+k𝑓(𝑡)]
Γ(𝑛 ⊗ Ð + 𝑘 + 1)

.

Introduzindo a mudança de variável 𝑗 = 𝑛 + 𝑘, obtemos

𝐷α𝑓(𝑡) =
∞∑︁

j=0

⋃︀

⨄︀

j
∑︁

n=0

(︃

¶Ð♢ ⊗ 1
𝑛

)︃(︃

[Ð] + 1
𝑘

)︃⋂︀

⋀︀
(𝑡 ⊗ 𝑎)j⊗α[𝐷j𝑓(𝑡)]

Γ(𝑗 ⊗ Ð + 1)

=
∞∑︁

j=0

(︃

Ð

𝑗

)︃

(𝑡 ⊗ 𝑎)j⊗α

Γ(𝑗 + 1 ⊗ Ð)
[𝐷j𝑓(𝑡)].

Tendo demonstrado o lema anterior, podemos demonstrar, agora, a regra de Leibniz para a
derivada fracionária de Riemann-Liouville [19, 44].

Teorema 5.2.4. Sejam 𝑓(𝑡) e 𝑔(𝑡) funções analíticas em [𝑎, 𝑏]. Então,

𝐷α[𝑓(𝑡)𝑔(𝑡)] =
∞∑︁

k=0

(︃

Ð

𝑘

)︃

[𝐷k𝑔(𝑡)][𝐷α⊗k𝑓(𝑡)], (5.2.5)

onde Ð ∈ R e Ð ̸= ⊗1, ⊗2, ⊗3, . . . .

2Novamente, uma vez que, f é de classe C podemos comutar o somatório com a derivada.
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Demonstração. Utilizando a Eq.(5.2.2), obtemos

𝐷α[𝑓(𝑡)𝑔(𝑡)] =
∞∑︁

n=0

(𝑡 ⊗ 𝑎)n⊗α

Γ(𝑛 + 1 ⊗ Ð)
𝐷n[𝑓(𝑡)𝑔(𝑡)].

Aplicamos, agora, a regra de Leibniz para o caso inteiro, Eq.(5.2.1), de onde segue-se que

𝐷α[𝑓(𝑡)𝑔(𝑡)] =
∞∑︁

n=0

(𝑡 ⊗ 𝑎)n⊗α

Γ(𝑛 + 1 ⊗ Ð)

n∑︁

k=0

(︃

𝑛

𝑘

)︃

[𝐷n⊗k𝑓(𝑡)][𝐷k𝑔(𝑡)].

Comutando os somatórios3 e utilizando, novamente, o fato de que

(︃

𝑛

𝑘

)︃

= 0 se 𝑛 < 𝑘, obtemos

𝐷α[𝑓(𝑡)𝑔(𝑡)] =
n∑︁

k=0

∞∑︁

n=k

(︃

Ð

𝑛

)︃(︃

𝑛

𝑘

)︃

(𝑡 ⊗ 𝑎)n⊗α

Γ(𝑛 + 1 ⊗ Ð)
[𝐷n⊗k𝑓(𝑡)][𝐷k𝑔(𝑡)].

Introduzindo a mudança de variável 𝑛 + 𝑘 = 𝑛, temos que

𝐷α[𝑓(𝑡)𝑔(𝑡)] =
∞∑︁

k=0

[𝐷k𝑔(𝑡)]
∞∑︁

n=0

(︃

Ð

𝑛 + 𝑘

)︃(︃

𝑛 + 𝑘

𝑘

)︃

(𝑡 ⊗ 𝑎)n+k⊗α

Γ(𝑛 + 𝑘 ⊗ Ð + 1)
[𝐷n𝑓(𝑡)]

=
∞∑︁

k=0

(︃

Ð

𝑘

)︃

[𝐷k𝑔(𝑡)]
∞∑︁

n=0

(︃

Ð ⊗ 𝑘

𝑛

)︃

(𝑡 ⊗ 𝑎)n+k⊗α

Γ(𝑛 + 𝑘 ⊗ Ð + 1)
[𝐷n𝑓(𝑡)].

Finalmente, podemos escrever

𝐷α[𝑓(𝑡)𝑔(𝑡)] =
∞∑︁

k=0

(︃

Ð

𝑘

)︃

[𝐷k𝑔(𝑡)][𝐷α⊗k𝑓(𝑡)]. (5.2.6)

Diferentemente da regra de Leibniz para derivadas inteiras, Eq.(5.2.1), a regra de Leibniz para
a derivada fracionária de Riemann-Liouville, Eq.(5.2.5), é aplicável à funções analíticas em um
intervalo [𝑎, 𝑏], porém não está manifesta a simetria das funções 𝑓(𝑡) e 𝑔(𝑡).

5.2.3 Regra de Leibniz Generalizada

Embora o resultado da Eq.(5.2.5) esteja correto, não é trivial que a derivada fracionária de
𝑓𝑔 é igual a derivada fracionária de 𝑔𝑓 . Obtemos aqui a regra de Leibniz generalizada para as
derivadas de Riemann-Liouville dada pelo teorema a seguir [5, 35]. A demonstração deste teorema
será baseada em [19, 51].

3Note que

∞∑︁

n=0

n∑︁

k=0

=

n∑︁

k=0

∞∑︁

n=k

.
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Teorema 5.2.5. Sejam 𝑓(𝑡) e 𝑔(𝑡) funções analíticas e sejam ainda Ð ∈ R e Ò um parâmetro
arbitrário, então

𝐷α[𝑓(𝑡)𝑔(𝑡)] =
∞∑︁

k=⊗∞

(︃

Ð

𝑘 + Ò

)︃

[𝐷α⊗k⊗γ𝑓(𝑡)][𝐷k+γ𝑔(𝑡)]. (5.2.7)

Demonstração. Uma vez que 𝑓(𝑡) e 𝑔(𝑡) são funções analíticas podemos supor, sem perda de
generalidade, que

𝑓(𝑡) =
𝑡n

Γ(𝑛 + 1)
e 𝑔(𝑡) =

𝑡m

Γ(𝑚 + 1)
.

Utilizando o fato de que o operador diferencial de Riemann-Liouville é linear, podemos escrever

𝐷α[𝑓(𝑡)𝑔(𝑡)] = 𝐷α

[︃

𝑡n+m

Γ(𝑛 + 1)Γ(𝑚 + 1)

⟨

.

Multiplicando e dividindo a equação acima por Γ(𝑛 + 𝑚 + 1), obtemos

𝐷α[𝑓(𝑡)𝑔(𝑡)] = 𝐷α

[︃

Γ(𝑛 + 𝑚 + 1)
Γ(𝑛 + 1)Γ(𝑚 + 1)

𝑡n+m+1

Γ(𝑛 + 𝑚 + 1)

⟨

.

Aplicando o resultado da Eq.(4.1.9), isto é,

𝐷α𝑡k =
Γ(𝑘 + 1)

Γ(𝑘 ⊗ Ð + 1)
𝑡k⊗α,

segue que

𝐷α[𝑓(𝑡)𝑔(𝑡)] =
Γ(𝑚 + 𝑛 + 1)

Γ(𝑛 + 1)Γ(𝑚 + 1)✭✭✭✭✭✭✭✭
Γ(𝑚 + 𝑛 + 1)

✭✭✭✭✭✭✭✭
Γ(𝑚 + 𝑛 + 1)

Γ(𝑛 + 𝑚 ⊗ Ð + 1)
𝑡n+m⊗α.

Portanto, podemos escrever

𝐷α[𝑓(𝑡)𝑔(𝑡)] =
Γ(𝑚 + 𝑛 + 1)𝑡n+m⊗α

Γ(𝑛 + 1)Γ(𝑚 + 1)Γ(𝑛 + 𝑚 ⊗ Ð + 1)
. (5.2.8)

Note que, valem as relações

𝐷α⊗k⊗γ𝑓(𝑡) = 𝐷α⊗k⊗γ

[︃

𝑡n

Γ(𝑛 + 1)

⟨

=
1

✘✘✘✘✘Γ(𝑛 + 1)

[︃

✘✘✘✘✘Γ(𝑛 + 1)𝑡n⊗α+k+γ

Γ(𝑛 ⊗ Ð + 𝑘 + Ò + 1)

⟨

=
𝑡n⊗α+k+γ

Γ(𝑛 ⊗ Ð + 𝑘 + Ò + 1)
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e

𝐷k+γ𝑔(𝑡) = 𝐷k+γ

[︃

𝑡m

Γ(𝑚 + 1)

⟨

=
1

✘✘✘✘✘Γ(𝑚 + 1)

[︃

✘✘✘✘✘Γ(𝑚 + 1)𝑡m⊗k⊗γ

Γ(𝑚 ⊗ 𝑘 ⊗ Ò + 1)

⟨

=
𝑡m⊗k⊗γ

Γ(𝑚 ⊗ 𝑘 ⊗ Ò + 1)
.

Substituindo a Eq.(5.2.8) do lado direito da Eq.(5.2.7), obtemos

∞∑︁

k=⊗∞

Γ(Ð + 1)𝑡n⊗α+k+γ𝑡m⊗k⊗γ

Γ(Ð ⊗ 𝑘 ⊗ Ò + 1)Γ(𝑘 + Ò + 1)Γ(𝑛 ⊗ Ð + 𝑘 + Ò + 1)Γ(𝑚 ⊗ 𝑘 ⊗ Ò + 1)
=

=
Γ(𝑛 + 𝑚 + 1)𝑡n+m⊗α

Γ(𝑛 + 1)Γ(𝑚 + 1)Γ(𝑛 + 𝑚 ⊗ Ð + 1)
. (5.2.9)

Devemos, então, mostrar que

∞∑︁

k=⊗∞

Γ(Ð + 1)Γ(𝑛 + 𝑚 ⊗ Ð + 1)
Γ(Ð ⊗ 𝑘 ⊗ Ò + 1)Γ(𝑘 + Ò + 1)Γ(𝑛 ⊗ Ð + 𝑘 + Ò + 1)Γ(𝑚 ⊗ 𝑘 ⊗ Ò + 1)

=
Γ(𝑛 + 𝑚 + 1)

Γ(𝑛 + 1)Γ(𝑚 + 1)
.

Introduzimos os seguintes parâmetros

𝑎 = 𝑚 ⊗ Ò, 𝑏 = 𝑛 + Ò ⊗ Ð, 𝑐 = Ò, e 𝑑 = Ð ⊗ Ò,

e, então, obtemos

∞∑︁

k=⊗∞

Γ(𝑎 + 𝑏 + 1)
Γ(𝑎 ⊗ 𝑘 + 1)Γ(𝑏 + 𝑘 + 1)

Γ(𝑐 + 𝑑 + 1)
Γ(𝑐 + 𝑘 + 1)Γ(𝑑 ⊗ 𝑘 + 1)

=
Γ(𝑎 + 𝑏 + 𝑐 + 𝑑 + 1)

Γ(𝑎 + 𝑐 + 1)Γ(𝑏 + 𝑑 + 1)
.

Agora, comparamos os expoentes de 𝑡, isto é, do lado esquerdo da Eq.(5.2.9), temos

𝑡n+γ⊗α+k = 𝑡b+k, 𝑡m⊗γ⊗k = 𝑡a⊗k ⇒ 𝑡b+k𝑡a⊗k = 𝑡a+b

e do lado direito da Eq.(5.2.9), temos

𝑡m+n⊗α = 𝑡a+b.

Então, temos que 𝑡n+γ⊗α+k𝑥m⊗γ⊗k = 𝑡m+n⊗α. Portanto, vale a Eq.(5.2.7). Note que, quando Ò = 0
na Eq.(5.2.7) esta se reduz à Eq.(5.2.5).

Note que, quando admitimos 𝑘 = 𝑘 ⊗ Ò na Eq.(5.2.7), obtemos exatamente a Eq.(5.2.6).
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5.2.4 Regra de Leibniz para a Derivada Fracionária de Caputo

Vamos, agora, demonstrar a regra de Leibniz para a derivada fracionária segundo Caputo, que
está enunciada pelo seguinte teorema, [2, 26].

Teorema 5.2.6. Sejam Ð ∈ R com 𝑛 ⊗ 1 < Ð ⊘ 𝑛, onde 𝑛 ∈ N e sejam ainda 𝑓(𝑡) e 𝑔(𝑡) funções
analíticas em [𝑎, 𝑏], então

*𝐷
α[𝑓(𝑡)𝑔(𝑡)] =

∞∑︁

k=0

(︃

Ð

𝑘

)︃

[𝐷k𝑔(𝑡)][𝐷α⊗k𝑓(𝑡)] ⊗
n⊗1∑︁

k=0

𝐷k[𝑓(𝑡)𝑔(𝑡)](0)
Γ(𝑘 ⊗ Ð + 1)

𝑡k⊗α.

Demonstração. Consideremos a equação que relaciona a derivada fracionária de Riemann-Liouville
com a derivada fracionária de Caputo, Eq.(4.3.2), com 𝑎 = 0, então temos que

*𝐷
α𝑓(𝑡) = 𝐷α𝑓(𝑡) ⊗

n⊗1∑︁

k=0

𝑡k⊗α

Γ(𝑘 ⊗ Ð + 1)
𝑓 (k)(0).

Seja, agora, 𝑓(𝑡) = 𝑓(𝑡)𝑔(𝑡) de onde segue-se

*𝐷
α[𝑓(𝑡)𝑔(𝑡)] = 𝐷α[𝑓(𝑡)𝑔(𝑡)] ⊗

n⊗1∑︁

k=0

𝐷k[𝑓(𝑡)𝑔(𝑡)](0)
Γ(𝑘 ⊗ Ð + 1)

𝑡k⊗α.

Sabemos que a regra de Leibniz para a derivada fracionária de Riemann-Liouville é dada pela
Eq.(5.2.6), então

*𝐷
α[𝑓(𝑡)𝑔(𝑡)] =

∞∑︁

k=0

(︃

Ð

𝑘

)︃

[𝐷k𝑔(𝑡)][𝐷α⊗k𝑓(𝑡)] ⊗
n⊗1∑︁

k=0

𝐷k[𝑓(𝑡)𝑔(𝑡)](0)
Γ(𝑘 ⊗ Ð + 1)

𝑡k⊗α.

A regra de Leibniz para a derivada fracionária de Riemann-Liouville será igual a regra de Leibniz
para a derivada fracionária de Caputo se, e somente se, 𝐷k[𝑓(𝑡)𝑔(𝑡)](0) = 0.

5.3 Regra da Cadeia ou Fórmula de Faà di Bruno

Assim como generalizamos a regra de Leibniz, primeiro, para 𝑛 ∈ N e logo após para os opera-
dores diferenciais fracionários de Riemann-Liouville e Caputo, aqui faremos esta mesma generaliza-
ção, agora, para a regra da cadeia também conhecida como fórmula de Faà di Bruno. Aqui faremos
apenas a ilustração da fórmula, para o caso inteiro, com exemplos, visto que a demonstração foge
do escopo do presente trabalho e pode ser encontrada em [27, 38, 43].

5.3.1 Regra da Cadeia para a Derivada de Ordem Inteira

Para introduzir a fórmula de Faà di Bruno para a derivada de ordem inteira, 𝑘 ∈ N, vamos
começar calculando as primeiras derivadas da função 𝑓(𝑔(𝑡)).
Sabemos do cálculo usual que a derivada primeira da função composta 𝑓(𝑔(𝑡)) é dada pela regra
da cadeia, [43].
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Teorema 5.3.1 (Regra da Cadeia). Seja 𝑓(𝑔(𝑡)) com 𝑔 diferenciável em 𝑡 e 𝑓 diferenciável em
𝑔(𝑡), então a primeira derivada de 𝑓(𝑔(𝑡)) é dada por

𝐷[𝑓(𝑔(𝑡))] = 𝑓 ′(𝑔(𝑡))𝑔′(𝑡).

Calculando mais algumas derivadas, utilizando a regra da cadeia junto com a regra de Leibniz,
temos

𝐷2[𝑓(𝑔(𝑡))] = [𝑔′(𝑡)]2𝑓 ′′(𝑔(𝑡)) + 𝑓 ′(𝑔(𝑡))𝑔′′(𝑡)

𝐷3[𝑓(𝑔(𝑡))] = 3𝑔′(𝑡)𝑓 ′′(𝑔(𝑡))𝑔′′(𝑡) + [𝑔′(𝑡)]3𝑓 ′′′(𝑔(𝑡)) + 𝑓 ′(𝑔(𝑡))𝑔′′′(𝑡)

𝐷4[𝑓(𝑔(𝑡))] = 𝑓 ′(𝑔(𝑡))𝑔(4)(𝑡) + 4𝑓 ′′(𝑔(𝑡))𝑔′(𝑡)𝑔′′′(𝑡) + 3𝑓 ′′(𝑔(𝑡))[𝑔′′(𝑡)]2 +

+ 6𝑓 ′′′(𝑔(𝑡))[𝑔′(𝑡)]2𝑔′′(𝑡) + 𝑓 (4)(𝑔(𝑡))[𝑔′(𝑡)]4. (5.3.1)

Para justiĄcar as derivadas acima através da fórmula de Faà di Bruno4, precisamos considerar
partições de um conjunto, [17, 43]. Por exemplo, para a derivada quarta, devemos considerar
as partições do conjunto ¶1, 2, 3, 4♢. As possíveis partições, incluindo o próprio conjunto, estão
descritas abaixo.

¶1, 2, 3, 4♢;

¶1♢, ¶2, 3, 4♢; ¶2♢, ¶1, 3, 4♢; ¶3♢, ¶1, 2, 4♢; ¶4♢, ¶1, 2, 3♢;

¶1, 2♢, ¶3, 4♢; ¶1, 3♢, ¶2, 4♢; ¶1, 4♢, ¶2, 3♢;

¶1♢, ¶2♢, ¶3, 4♢; ¶1♢, ¶3♢, ¶2, 4♢; ¶1♢, ¶4♢, ¶2, 3♢; ¶2♢, ¶3♢, ¶1, 4♢;

¶2♢, ¶4♢, ¶1, 3♢; ¶3♢, ¶4♢, ¶1, 2♢;

¶1♢, ¶2♢, ¶3♢, ¶4♢.

Temos apenas uma partição contendo quatro elementos em um único bloco, isto é, 𝑏4 = 1 e
𝑏3 = 𝑏2 = 𝑏1 = 0. Seguindo esta ideia, podemos representar todas as partições do conjunto
¶1, 2, 3, 4♢ da seguinte maneira.

(𝑏1, 𝑏2, 𝑏3, 𝑏4) = (0, 0, 0, 1)

(𝑏1, 𝑏2, 𝑏3, 𝑏4) = (1, 0, 1, 0)

(𝑏1, 𝑏2, 𝑏3, 𝑏4) = (0, 2, 0, 0)

(𝑏1, 𝑏2, 𝑏3, 𝑏4) = (2, 1, 0, 0)

(𝑏1, 𝑏2, 𝑏3, 𝑏4) = (4, 0, 0, 0).

4Existem outras maneiras de demonstrar a fórmula de Faà di Bruno, [27].
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Podemos, ainda, visualizar da seguinte maneira, [56].

𝑔(4)(𝑡) ≺ (4) ≺ 𝑓 ′(𝑔(𝑡)) ≺ 1 (5.3.2)

𝑔′′′(𝑡)𝑔′(𝑡) ≺ (3, 1) ≺ 𝑓 ′′(𝑔(𝑡)) ≺ 4 (5.3.3)

[𝑔′′(𝑡)]2 ≺ (2, 2) ≺ 𝑓 ′′(𝑔(𝑡)) ≺ 3 (5.3.4)

𝑔′′(𝑡)[𝑔′(𝑡)]2 ≺ (2, 1, 1) ≺ 𝑓 ′′′(𝑔(𝑡)) ≺ 6 (5.3.5)

[𝑔′(𝑡)]4 ≺ (1, 1, 1, 1) ≺ 𝑓 (4)(𝑔(𝑡)) ≺ 1 (5.3.6)

Os números entre parênteses acima signiĄcam quantos blocos existem e quantos elementos cada
bloco possui, por exemplo, (1, 1, 1, 1) diz que existem quatro blocos, cada um com um elemento.
O fator [𝑔′′(𝑡)]2, na Eq.(5.3.4), corresponde à partição (2, 2), já o fator 𝑓 ′′(𝑔(𝑡)) diz que existem
apenas dois blocos para esta partição e o número três diz que temos exatamente três possíveis
partições do conjunto com quatro elementos onde podemos particioná-lo em dois blocos cada um
com dois elementos.
A fórmula geral para a regra da cadeia, fórmula de Faà di Bruno, é dada pelo seguinte teorema,
[17, 27, 43].

Teorema 5.3.2 (Fórmula de Faà di Bruno). Sejam 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐶k[𝑎, 𝑏] e 𝑘 ∈ N. Então,

𝐷k[𝑓(𝑔(𝑡))] =
∑︁ 𝑘!

𝑏1!𝑏2! ≤ ≤ ≤ 𝑏k!
𝑓 (m)(𝑔(𝑡))

(︃

𝑔′(𝑡)
1!

)︃b1
(︃

𝑔′′(𝑡)
2!

)︃b2

≤ ≤ ≤
(︃

𝑔(k)(𝑡)
𝑘!

)︃bk

, (5.3.7)

onde a soma
√︁

é sobre todas as diferentes combinações de inteiros não negativos 𝑏1, 𝑏2, . . . , 𝑏k com
𝑚 = 𝑏1 + 𝑏2 + ≤ ≤ ≤ + 𝑏k e 𝑏1 + 2𝑏2 + ≤ ≤ ≤ + 𝑘𝑏k = 𝑘.

Vamos veriĄcar o teorema acima, calculando a derivada quarta de 𝑓(𝑔(𝑡)), isto é, quando 𝑘 = 4
estamos considerando as partições de ¶1, 2, 3, 4♢, calculadas anteriormente. Então, temos que
𝑏1 + 2𝑏2 + 3𝑏3 + 4𝑏4 = 4, de onde segue-se

• (𝑏1, 𝑏2, 𝑏3, 𝑏4) = (0, 0, 0, 1) temos, também que, 𝑚 = 1, logo

4!
0!0!0!1!

𝑓 ′(𝑔(𝑡))

(︃

𝑔′(𝑡)
1!

)︃0 (︃

𝑔′′(𝑡)
2!

)︃0 (︃

𝑔′′′(𝑡)
3!

)︃0 (︃

𝑔(4)(𝑡)
4!

)︃1

= 𝑓 ′(𝑔(𝑡))𝑔(4)(𝑡).

• (𝑏1, 𝑏2, 𝑏3, 𝑏4) = (1, 0, 1, 0) com 𝑚 = 2, obtemos, então,

4!
1!0!1!0!

𝑓 ′′(𝑔(𝑡))

(︃

𝑔′(𝑡)
1!

)︃1 (︃

𝑔′′(𝑡)
2!

)︃0 (︃

𝑔′′′(𝑡)
3!

)︃1 (︃

𝑔(4)(𝑡)
4!

)︃0

= 4𝑓 ′′(𝑔(𝑡))𝑔′(𝑡)𝑔′′′(𝑡).
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• (𝑏1, 𝑏2, 𝑏3, 𝑏4) = (0, 2, 0, 0) com 𝑚 = 2, segue-se que

4!
0!2!0!0!

𝑓 ′′(𝑔(𝑡))

(︃

𝑔′(𝑡)
1!

)︃0 (︃

𝑔′′(𝑡)
2!

)︃2 (︃

𝑔′′′(𝑡)
3!

)︃0 (︃

𝑔(4)(𝑡)
4!

)︃0

= 3𝑓 ′′(𝑔(𝑡))[𝑔′′(𝑡)]2.

• (𝑏1, 𝑏2, 𝑏3, 𝑏4) = (2, 1, 0, 0) com 𝑚 = 3, segue-se que

4!
2!1!0!0!

𝑓 ′′′(𝑔(𝑡))

(︃

𝑔′(𝑡)
1!

)︃2 (︃

𝑔′′(𝑡)
2!

)︃1 (︃

𝑔′′′(𝑡)
3!

)︃0 (︃

𝑔(4)(𝑡)
4!

)︃0

= 6𝑓 ′′′(𝑔(𝑡))[𝑔′(𝑡)]2𝑔′′(𝑡).

• (𝑏1, 𝑏2, 𝑏3, 𝑏4) = (4, 0, 0, 0) com 𝑚 = 4, obtemos

4!
4!0!0!0!

𝑓 (4)(𝑔(𝑡))

(︃

𝑔′(𝑡)
1!

)︃4 (︃

𝑔′′(𝑡)
2!

)︃0 (︃

𝑔′′′(𝑡)
3!

)︃0 (︃

𝑔(4)(𝑡)
4!

)︃0

= 𝑓 (4)(𝑔(𝑡))[𝑔′(𝑡)]4.

EnĄm, a expressão para a derivada quarta de 𝑓(𝑔(𝑡)) é dada por

𝐷4[𝑓(𝑔(𝑡))] = 𝑓 ′(𝑔(𝑡))𝑔(4)(𝑡) + 4𝑓 ′′(𝑔(𝑡))𝑔′(𝑡)𝑔′′′(𝑡) + 3𝑓 ′′(𝑔(𝑡))[𝑔′′(𝑡)]2 +

+ 6𝑓 ′′′(𝑔(𝑡))[𝑔′(𝑡)]2𝑔′′(𝑡) + 𝑓 (4)(𝑔(𝑡))[𝑔′(𝑡)]4.

Comparando esta equação, acima, com a Eq.(5.3.1), podemos notar que, de fato, esta é a expressão
para a quarta derivada de 𝑓(𝑔(𝑡)).

5.3.2 Regra da Cadeia para a Derivada de Riemann-Liouville

Para a demonstração da fórmula de Faà di Bruno para a derivada fracionária segundo Riemann-
Liouville apresentamos alguns resultados que serão necessários. Faremos a demonstração baseada
em [36]. Começamos com a função de GelŠfand-Shilov, posteriormente deĄnimos o fato de que a
integral fracionária segundo Riemann-Liouville pode ser representada por um produto de convolu-
ção e logo após, da mesma maneira, deĄnimos um operador, qualquer, de diferenciação fracionário
que pode ser representado como um produto de convolução entre a função a ser diferenciada e a
função de GelŠfand-Shilov, deĄnida no Capítulo 3, Eq.(3.3.1).

DeĄnição 5.3.3. A integral de Riemann-Liouville de ordem Ð ∈ R com 𝑛 ⊗ 1 < Ð ⊘ 𝑛 onde
𝑛 ∈ N, pode ser escrita como um produto de convolução entre duas funções, isto é,

𝐽α[𝑓(𝑡)] = 𝑓(𝑡) * Φα(𝑡) =
1

Γ(Ð)

∫︁ t

0
(𝑡 ⊗ á)α⊗1𝑓(á)𝑑á, 𝑡 > 0. (5.3.8)

DeĄnimos, agora, o operador de diferenciação fracionário de ordem Ñ ∈ R. Aqui deve Ącar
claro que este operador não é o operador de Riemann-Liouville, embora a notação seja a mesma.
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DeĄnição 5.3.4. O operador de diferenciação fracionária de ordem Ñ ∈ R pode, também, ser
deĄnido como um produto de convolução, isto é,

𝐷β[𝑓(𝑡)] = 𝑓(𝑡) * Φ⊗β(𝑡),

onde 𝑓(𝑡) é uma função que admite integração e diferenciação fracionária no sentido de Riemann-
Liouville, pois se Ñ > 0 obtemos o operador de diferenciação e no caso em que Ñ < 0, temos o
operador de integração fracionário, dado pela Eq.(5.3.8), por Ąm no caso em que Ñ = 0, temos
𝐷0[𝑓(𝑡)] = 𝑓(𝑡).

Lema 5.3.5. Sejam 𝑝, 𝑞 > 0, então

Φp(𝑡 ⊗ 𝑎) * Φq(𝑡) = Φp+q(𝑡 ⊗ 𝑎).

Demonstração. A partir da deĄnição do produto de convolução, Eq.(1.4.2), temos que

Φp(𝑡 ⊗ 𝑎) * Φq(𝑡) =
∫︁ t

a

(á ⊗ 𝑎)p⊗1

Γ(𝑝)
(𝑡 ⊗ á)q⊗1

Γ(𝑞)
𝑑á.

Introduzindo a mudança de variável, á = 𝑎 + Ý(𝑡 ⊗ 𝑎), na equação acima, obtemos

Φp(𝑡 ⊗ 𝑎) * Φq(𝑡) =
1

Γ(𝑝)Γ(𝑞)

∫︁ 1

0
[𝑎 + Ý(𝑡 ⊗ 𝑎) ⊗ 𝑎]p⊗1[𝑡 ⊗ 𝑎 ⊗ Ý(𝑡 ⊗ 𝑎)]q⊗1(𝑡 ⊗ 𝑎)𝑑Ý

=
(𝑡 ⊗ 𝑎)p+q⊗1

Γ(𝑝)Γ(𝑞)

∫︁ 1

0
Ýp⊗1(1 ⊗ Ý)q⊗1𝑑Ý

⏟  ⏞  

B(p,q)

.

Expressando a função beta em termos da função gama, Eq.(2.1.5), segue-se que

Φp(𝑡 ⊗ 𝑎) * Φq(𝑡) =
(𝑡 ⊗ 𝑎)p+q⊗1

Γ(𝑝 + 𝑞)
= Φp+q(𝑡 ⊗ 𝑎).

Se substituirmos Ú = 𝑞 + 1 na deĄnição da função de GelŠfand-Shilov, Eq.(3.3.1), obtemos

Φq+1(𝑡) =

∏︁

⋁︁⨄︁

⋁︁⋃︁

𝑡q

Γ(𝑞 + 1)
, 𝑡 > 0,

0, 𝑡 ⊘ 0.

Note que, a derivada de ordem Ñ > 0 desta função é dada por

𝐷β

[︃

(𝑡 ⊗ 𝑎)q

Γ(𝑞 + 1)

⟨

=
(𝑡 ⊗ 𝑎)q⊗β

Γ(𝑞 ⊗ Ñ + 1)
, 𝑡 > 0.

Em particular, se 𝑞 = 0, obtemos a derivada fracionária da função de Heaviside, ou seja,

𝐷β[𝐻(𝑡 ⊗ 𝑎)] =
(𝑡 ⊗ 𝑎)⊗β

Γ(1 ⊗ Ñ)
, 𝑡 > 𝑎. (5.3.9)

Finalmente vamos mostrar a fórmula de Faà di Bruno para a derivada de Riemann-Liouville que
está enunciada pelo seguinte teorema.
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Teorema 5.3.6. Sejam Ð ∈ R, 𝑛 ⊗ 1 < Ð ⊘ 𝑛, onde 𝑛 ∈ N, 𝑓 uma função analítica e 𝑔(𝑡)
uma função suĄcientemente diferenciável, então a fórmula de Faà di Bruno para a derivada de
Riemann-Liouville é dada por

𝐷α[𝑓(𝑔(𝑡))] =
(𝑡 ⊗ 𝑎)⊗α

Γ(1 ⊗ Ð)
𝑓(𝑔(𝑡)) + (5.3.10)

+
∞∑︁

k=1

(︃

Ð

𝑘

)︃

(𝑡 ⊗ 𝑎)k⊗α

Γ(𝑘 ⊗ Ð + 1)

∑︁ 𝑘!
𝑏1!𝑏2! ≤ ≤ ≤ 𝑏k!

𝑓 (m)(𝑔(𝑡))

(︃

𝑔′(𝑡)
1!

)︃b1
(︃

𝑔′′(𝑡)
2!

)︃b2

≤ ≤ ≤
(︃

𝑔(k)(𝑡)
𝑘!

)︃bk

,

onde a soma
√︁

é sobre todas as diferentes combinações de inteiros não negativos 𝑏1, 𝑏2, . . . , 𝑏k com
𝑚 = 𝑏1 + 𝑏2 + ≤ ≤ ≤ + 𝑏k e 𝑏1 + 2𝑏2 + ≤ ≤ ≤ + 𝑘𝑏k = 𝑘.

Demonstração. Consideremos a regra de Leibniz para a derivada de Riemann-Liouville, Eq.(5.2.5)
e 𝑓(𝑡) = 𝐻(𝑡 ⊗ 𝑎), isto é,

𝐷α[𝑔(𝑡)] =
∞∑︁

k=0

(︃

Ð

𝑘

)︃

[𝐷k𝑔(𝑡)][𝐷α⊗k𝐻(𝑡 ⊗ 𝑎)].

Utilizando a Eq.(5.3.9), podemos reescrever a equação acima da seguinte maneira

𝐷α[𝑔(𝑡)] =
(𝑡 ⊗ 𝑎)⊗α

Γ(1 ⊗ Ð)
𝑔(𝑡) +

∞∑︁

k=1

(︃

Ð

𝑘

)︃

[𝐷k𝑔(𝑡)]
(𝑡 ⊗ 𝑎)k⊗α

Γ(𝑘 ⊗ Ð + 1)
. (5.3.11)

Agora, supomos que 𝑔(𝑡) = 𝑓(𝑔(𝑡)). Então, a 𝑘-ésima derivada de 𝑔(𝑡), 𝑘 ∈ N, dada pela Eq.(5.3.7),
é

𝐷k[𝑓(𝑔(𝑡))] =
∑︁ 𝑘!

𝑏1!𝑏2! ≤ ≤ ≤ 𝑏k!
𝑓 (m)(𝑔(𝑡))

(︃

𝑔′(𝑡)
1!

)︃b1
(︃

𝑔′′(𝑡)
2!

)︃b2

≤ ≤ ≤
(︃

𝑔(k)(𝑡)
𝑘!

)︃bk

, (5.3.12)

onde a soma
√︁

é sobre todas as diferentes combinações de inteiros não negativos 𝑏1, 𝑏2, . . . , 𝑏k com
𝑚 = 𝑏1 + 𝑏2 + ≤ ≤ ≤ + 𝑏k e 𝑏1 + 2𝑏2 + ≤ ≤ ≤ + 𝑘𝑏k = 𝑘. Substituindo 𝑔(𝑡) e a Eq.(5.3.12) na Eq.(5.3.11),
obtemos

𝐷α[𝑓(𝑔(𝑡))] =
(𝑡 ⊗ 𝑎)⊗α

Γ(1 ⊗ Ð)
𝑓(𝑔(𝑡)) +

+
∞∑︁

k=1

(︃

Ð

𝑘

)︃

(𝑡 ⊗ 𝑎)k⊗α

Γ(𝑘 ⊗ Ð + 1)

∑︁ 𝑘!
𝑏1!𝑏2! ≤ ≤ ≤ 𝑏k!

𝑓 (m)(𝑔(𝑡))

(︃

𝑔′(𝑡)
1!

)︃b1
(︃

𝑔′′(𝑡)
2!

)︃b2

≤ ≤ ≤
(︃

𝑔(k)(𝑡)
𝑘!

)︃bk

,

onde a soma
√︁

e os coeĄcientes 𝑏1, 𝑏2, ≤ ≤ ≤ 𝑏k já foram explicitados acima.
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5.3.3 Regra da Cadeia para Derivada Fracionária de Caputo

Para a demonstração da fórmula de Faà di Bruno para a derivada fracionária segundo Caputo
utilizamos a equação que relaciona a derivada de Riemann-Liouville com a derivada de Caputo,
bem como a fórmula de Faà di Bruno para a derivada de Riemann-Liouville, [17].

Teorema 5.3.7. Sejam Ð ∈ R, 𝑛 ⊗ 1 < Ð ⊘ 𝑛, onde 𝑛 ∈ N, 𝑓 uma função analítica e 𝑔(𝑡) uma
função suĄcientemente diferenciável, então a fórmula de Faà di Bruno para a derivada de Caputo
é dada por

*𝐷
α[𝑓(𝑔(𝑡))] =

(𝑡 ⊗ 𝑎)⊗α

Γ(1 ⊗ Ð)
𝑓(𝑔(𝑡)) +

+
∞∑︁

k=1

(︃

Ð

𝑘

)︃

(𝑡 ⊗ 𝑎)k⊗α

Γ(𝑘 ⊗ Ð + 1)

∑︁ 𝑘!
𝑏1!𝑏2! ≤ ≤ ≤ 𝑏k!

𝑓 (m)(𝑔(𝑡))

(︃

𝑔′(𝑡)
1!

)︃b1
(︃

𝑔′′(𝑡)
2!

)︃b2

≤ ≤ ≤
(︃

𝑔(k)(𝑡)
𝑘!

)︃bk

⊗

⊗
n⊗1∑︁

k=0

𝑡k⊗α

Γ(𝑘 ⊗ Ð + 1)
𝐷k[𝑓(𝑔(𝑡))](𝑎), (5.3.13)

onde a soma
√︁

é sobre todas as diferentes combinações de inteiros não negativos 𝑏1, 𝑏2, . . . , 𝑏k com
𝑚 = 𝑏1 + 𝑏2 + ≤ ≤ ≤ + 𝑏k e 𝑏1 + 2𝑏2 + ≤ ≤ ≤ + 𝑘𝑏k = 𝑘.

Demonstração. Consideremos a equação que relaciona a derivada fracionária de Riemann-Liouville
com a derivada fracionária de Caputo, Eq.(4.3.2), ou seja,

*𝐷
α𝑓(𝑡) = 𝐷α𝑓(𝑡) ⊗

n⊗1∑︁

k=0

𝑡k⊗α

Γ(𝑘 ⊗ Ð + 1)
𝑓 (k)(𝑎). (5.3.14)

Seja, agora, 𝑓(𝑡) = 𝑓(𝑔(𝑡)) na Eq.(5.3.14), de onde segue-se

*𝐷
α[𝑓(𝑔(𝑡))] = 𝐷α[𝑓(𝑔(𝑡))] ⊗

n⊗1∑︁

k=0

𝑡k⊗α

Γ(𝑘 ⊗ Ð + 1)
𝐷k[𝑓(𝑔(𝑡))](𝑎).

Sabemos que a fórmula de Faà di Bruno para a derivada fracionária de Riemann-Liouville é dada
pela Eq.(5.3.10), então

*𝐷
α[𝑓(𝑔(𝑡))] =

(𝑡 ⊗ 𝑎)⊗α

Γ(1 ⊗ Ð)
𝑓(𝑔(𝑡)) +

+
∞∑︁

k=1

(︃

Ð

𝑘

)︃

(𝑡 ⊗ 𝑎)k⊗α

Γ(𝑘 ⊗ Ð + 1)

∑︁ 𝑘!
𝑏1!𝑏2! ≤ ≤ ≤ 𝑏k!

𝑓 (m)(𝑔(𝑡))

(︃

𝑔′(𝑡)
1!

)︃b1
(︃

𝑔′′(𝑡)
2!

)︃b2

≤ ≤ ≤
(︃

𝑔(k)(𝑡)
𝑘!

)︃bk

⊗

⊗
n⊗1∑︁

k=0

𝑡k⊗α

Γ(𝑘 ⊗ Ð + 1)
𝐷k[𝑓(𝑔(𝑡))](𝑎),

onde a soma
√︁

e os coeĄcientes 𝑏1, 𝑏2, ≤ ≤ ≤ , 𝑏k já foram explicitados acima.

Vamos exempliĄcar a fórmula de Faà di Bruno para a derivada de Caputo através de um
exemplo simples que poderá ser veriĄcado, facilmente, utilizando a deĄnição.
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Exemplo 5.3.8. Sejam Ð =
7
3

, 2 < Ð ⊘ 3 e 𝑓(𝑔(𝑡)) = 𝑡3, 𝑔(𝑡) = 𝑡, 𝑓(𝑡) = 𝑡3. A partir disto, vamos

calcular *𝐷
7/3𝑡3. Visto que a derivada que vamos calcular é de ordem Ð = 7/3, devemos considerar

as pasrtições dos conjuntos ¶1♢, ¶1, 2♢ e ¶1, 2, 3♢, ou seja,

• Partições de ¶1♢ :

¶1♢; ⇒ (𝑏1) = 1, 𝑚 = 1.

• Partições de ¶1, 2♢:

¶1, 2♢; ⇒ (𝑏1, 𝑏2) = (0, 1), 𝑚 = 1;

¶1♢, ¶2♢; ⇒ (𝑏1, 𝑏2) = (2, 0), 𝑚 = 2.

• Partições de ¶1, 2, 3♢:

¶1, 2, 3♢; ⇒ (𝑏1, 𝑏2, 𝑏3) = (0, 0, 1), 𝑚 = 1;

¶1♢, ¶2, 3♢; ¶2♢, ¶1, 3♢; ¶3♢, ¶1, 2♢; ⇒ (𝑏1, 𝑏2, 𝑏3) = (1, 1, 0), 𝑚 = 2;

¶1♢, ¶2♢, ¶3♢; ⇒ (𝑏1, 𝑏2, 𝑏3) = (3, 0, 0), 𝑚 = 3.

A partir da Eq.(5.3.13), considerando 𝑎 = 0, obtemos

*𝐷
7/3𝑡3 =

𝑡⊗ 7

3

Γ
(︁

1 ⊗ 7
3

)︁𝑓(𝑔(𝑡)) +

(︃

7/3
1

)︃

𝑡1⊗ 7

3

Γ
(︁

1 ⊗ 7
3

+ 1
)︁𝑓 ′(𝑔(𝑡))𝑔′(𝑡) +

+

(︃

7/3
2

)︃

𝑡2⊗ 7

3
+1

Γ
(︁

2 ⊗ 7
3

+ 1
)︁

⋃︀

⋁︀
⋁︀
⋁︀
⋁︀
⨄︀

2!
0!1!

𝑓 ′(𝑔(𝑡))

(︃

𝑔′′(𝑡)
2!

)︃1

⏟  ⏞  

=0

+
2!

2!0!
𝑓 ′′(𝑔(𝑡))

(︃

𝑔′(𝑡)
1!

)︃2

⏟  ⏞  

6t

⋂︀

⎥
⎥
⎥
⎥
⋀︀

+

(︃

7/3
3

)︃

𝑡3⊗ 7

3

Γ
(︁

3 ⊗ 7
3

+ 1
)︁

×

⋃︀

⋁︀
⋁︀
⋁︀
⋁︀
⨄︀

3!
0!0!1!

𝑓 ′(𝑔(𝑡))

(︃

𝑔′′′(𝑡)
3!

)︃1

⏟  ⏞  

=0

+
3!

1!1!0!
𝑓 ′′(𝑔(𝑡))

(︃

𝑔′(𝑡)
1!

)︃1 (︃

𝑔′′(𝑡)
2!

)︃1

⏟  ⏞  

=0

+
3!

3!0!0!
𝑓 ′′′(𝑔(𝑡))

(︃

𝑔′(𝑡)
1!

)︃3

⏟  ⏞  

6

⋂︀

⎥
⎥
⎥
⎥
⋀︀

⊗

⊗ 𝑡⊗ 7

3

Γ
(︁

1 ⊗ 7
3

)︁ [𝑓(𝑔(𝑡))](0)
⏟  ⏞  

=0

⊗ 𝑡1⊗ 7

3

Γ
(︁

1 ⊗ 7
3

+ 1
)︁ [𝑓 ′(𝑔(𝑡))](0)

⏟  ⏞  

=0

⊗ 𝑡2⊗ 7

3

Γ
(︁

2 ⊗ 7
3

+ 1
)︁ [𝑓 ′′(𝑔(𝑡))](0)

⏟  ⏞  

=0

,

ou ainda,

*𝐷
7/3𝑡3 =

𝑡⊗ 7

3

Γ
(︁

⊗4
3

)︁𝑡3 +
Γ(7

3
+ 1)

Γ
(︁

7
3

)︁
𝑡⊗ 4

3

Γ
(︁

⊗1
3

)︁3𝑡2 +
Γ(7

3
+ 1)

2!Γ
(︁

7
3

⊗ 2 + 1
)︁

6𝑡
2

3

Γ
(︁

2
3

)︁ +
Γ(7

3
+ 1)

3!Γ
(︁

7
3

⊗ 3 + 1
)︁

6𝑡
2

3

Γ
(︁

5
3

)︁

=
𝑡

2

3

Γ
(︁

⊗4
3

)︁ +
7
3

3𝑡
2

3

Γ
(︁

⊗1
3

)︁ +
28
3

𝑡
2

3

Γ
(︁

2
3

)︁ +
14
9

𝑡
2

3

Γ
(︁

2
3

)︁ .
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Através da Eq.(2.1.2), obtemos Γ
(︁

⊗4
3

)︁

= 9
4
Γ

(︁
2
3

)︁

e Γ
(︁

⊗1
3

)︁

= ⊗3Γ
(︁

2
3

)︁

. Assim, podemos escrever

*𝐷
7/3𝑡3 =

(︂4
9

⊗ 7
3

+
28
3

+
14
9

)︂
𝑡

2

3

Γ
(︁

2
3

)︁ ,

enĄm, obtemos

*𝐷
7/3𝑡3 =

9𝑡
2

3

Γ
(︁

2
3

)︁ . (5.3.15)

É possível veriĄcar o resultado da Eq.(5.3.15) utilizando a Eq.(4.2.3), isto é,

*𝐷
7/3𝑡3 =

Γ(3 + 1)

Γ
(︁

3 ⊗ 7
3

+ 1
)︁𝑡3⊗ 7

3 =
9𝑡

2

3

Γ
(︁

2
3

)︁ .
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Capítulo 6

O Oscilador Harmônico Fracionário

Existem muitos fenômenos físicos que podem ser bem representados por equações diferenci-
ais de segunda ordem, lineares e com coeĄcientes constantes, um destes fenômenos é o oscilador
harmônico. Estudaremos o movimento de uma massa presa a uma mola, pois é de fácil entendi-
mento o comportamento deste sistema simples.
Existem várias formas de se abordar o problema do oscilador harmônico. A partir do caso geral,
Apêndice C, escolhendo as convenientes constantes e obtemos a equação diferencial do oscilador
harmônico clássico. Vamos resolver este problema através de série de potências, transformada de
Fourier e por Ąm através da metodologia da transformada de Laplace. O oscilador harmônico
fracionário é um dos poucos problemas que pode ser completamente resolvido, isto é, apresenta
uma solução analítica. Vamos introduzir a equação diferencial para o caso geral e resolver este
problema através da transformada de Laplace, considerando as derivadas envolvidas no sentido
de Caputo, que como mencionado anteriormente é de mais simples uso do que a transformada de
Laplace da derivada de Riemann-Liouville, bem como o fato de ser Ąsicamente interpretável. As
funções de Mittag-Leffler, estudadas no Capítulo 2, aparecem como solução da equação diferencial
ordinária do oscilador harmônico fracionário [4, 25, 39, 50].

6.1 Oscilador Harmônico Clássico

Obtemos aqui a equação diferencial do oscilador harmônico clássico, sem amortecimento, con-
siderando um sistema massa-mola. Seja uma massa 𝑚 presa a uma mola, cuja constante elástica é
𝑘. Quando a massa é deslocada para a direita de uma distância 𝑥 a partir da posição de equilíbrio,
a mesma Ącará sujeita a uma força 𝐹 em sentido contrário e cujo valor é dado pela lei de Hooke,
isto é, [3]

𝐹x = ⊗𝑘𝑥. (6.1.1)

Desprezando-se o atrito, essa força fará com que a mola descreva um movimento harmônico simples
em torno da posição de equilíbrio. A equação diferencial que descreverá o movimento dessa mola
será dada pela segunda lei de Newton, isto é,

𝐹x = 𝑚
𝑑2𝑥

𝑑𝑡2
, (6.1.2)
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onde 𝑥 = 𝑥(𝑡). Substituindo a Eq.(6.1.1) na Eq.(6.1.2), obtemos

𝑚
𝑑2

𝑑𝑡2
𝑥(𝑡) + 𝑘𝑥(𝑡) = 0,

ou ainda na forma

𝑑2

𝑑𝑡2
𝑥(𝑡) + æ2𝑥(𝑡) = 0 (6.1.3)

onde æ2 =
𝑘

𝑚
.

6.1.1 Solução do Oscilador Harmônico Clássico via Série de Potências

Para obter a solução da equação diferencial do oscilador harmônico clássico não amortecido,
Eq.(6.1.3), com as seguintes condições iniciais

𝑥(0) = 𝑥0 e 𝑥′(0) = 0, (6.1.4)

onde 𝑥(0) é o deslocamento inicial e 𝑥′(0) é a velocidade inicial, via série de potências, consideramos
o método de Frobenius que consiste em um procedimento analítico para encontrar soluções de
equações diferenciais ordinárias, lineares e homogêneas, na forma de série em torno de um ponto,
neste caso, 𝑡 = 0, com um parâmetro livre, isto é, estamos procurando uma solução na forma
[14, 6]

𝑥(𝑡) =
∞∑︁

n=0

𝑎n𝑡n+r, (6.1.5)

com 𝑎0 ̸= 0 e 𝑟 um parâmetro. Supomos que a série pode ser derivada termo a termo, então

𝑑

𝑑𝑡
𝑥(𝑡) =

∞∑︁

n=0

𝑎n(𝑛 + 𝑟)𝑡n+r⊗1

e

𝑑2

𝑑𝑡2
𝑥(𝑡) =

∞∑︁

n=0

𝑎n(𝑛 + 𝑟)(𝑛 + 𝑟 ⊗ 1)𝑡n+r⊗2. (6.1.6)

Substituindo a Eq.(6.1.5) e a Eq.(6.1.6) na equação diferencial do oscilador e rearranjando, obtemos

𝑟(𝑟 ⊗ 1)𝑎0𝑡
r⊗2 + 𝑟(𝑟 + 1)𝑎1𝑡

r⊗1 +
∞∑︁

n=0

[(𝑛 + 𝑟 + 2)(𝑛 + 𝑟 + 1)𝑎n+2 + æ2
0𝑎n]𝑡n+r = 0.

A partir da equação acima, com 𝑎0 ̸= 0, temos

(i) 𝑟(𝑟 ⊗ 1) = 0 (Equação indicial)

(ii) 𝑟(𝑟 + 1)𝑎1 = 0
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(iii) (𝑛 + 𝑟 + 2)(𝑛 + 𝑟 + 1)𝑎n+2 + æ2
0𝑎n = 0, 𝑛 ⊙ 0 (Fórmula de recorrência).

A partir da equação indicial, segue que

𝑟1 = 0 e 𝑟2 = 1.

A fórmula de recorrência é dada por

𝑎n+2 = ⊗ æ2
0𝑎n

(𝑛 + 𝑟 + 2)(𝑛 + 𝑟 + 1)
, 𝑛 ⊙ 0.

Começamos por encontrar uma solução com 𝑟1 = 0. A menor raiz, 𝑟1 = 0, nos fornece a solu-
ção geral da equação diferencial, sem que seja necessário utilizar a segunda raiz. A fórmula de
recorrência, neste caso, é dada por

𝑎n+2 = ⊗ æ2
0𝑎n

(𝑛 + 2)(𝑛 + 1)
, 𝑛 ⊙ 0.

Note que,

• 𝑎0 ⊃ arbitrário;

• 𝑎1 ⊃ arbitrário;

• 𝑎2 = ⊗æ2
0𝑎0

2 ≤ 1
;

• 𝑎3 = ⊗æ2
0𝑎1

3 ≤ 2
= ⊗æ2

0𝑎1

3!
;

• 𝑎4 = ⊗æ2
0𝑎2

4 ≤ 3
= ⊗ æ2

0

4 ≤ 3

(︃

⊗æ0
2𝑎0

2 ≤ 1

)︃

=
æ4

0𝑎0

4!
;

• 𝑎5 = ⊗æ2
0𝑎3

5 ≤ 4
= ⊗ æ2

0

5 ≤ 4

(︃

⊗æ2
0𝑎1

3!

)︃

=
æ4

0𝑎1

5!
;

• 𝑎6 = ⊗æ2
0𝑎4

6 ≤ 5
= ⊗ æ2

0

6 ≤ 5

(︃

æ4
0𝑎0

4!

)︃

= ⊗æ6
0𝑎0

6!
;

...

Então, podemos escrever

𝑎2n+1 = (⊗1)n æ2n
0

(2𝑛 + 1)!
𝑎1 e 𝑎2n = (⊗1)n æ2n

0

(2𝑛)!
𝑎0. (6.1.7)

Temos que, 𝑎2n+1 fornece uma solução 𝑥1(𝑡) e 𝑎2n fornece a outra solução linearmente independente,
𝑥2(𝑡). Substituindo a Eq.(6.1.7) na Eq.(6.1.5), obtemos

𝑥1(𝑡) = 𝑎0

∞∑︁

n=0

(⊗1)n æ2n
0

(2𝑛)!
𝑡2n
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e

𝑥2(𝑡) =
𝑎1

æ0

∞∑︁

n=0

(⊗1)n (æ0𝑡)2n+1

(2𝑛 + 1)!
.

Portanto, podemos escrever a solução para a equação diferencial do oscilador harmônico da seguinte
maneira

𝑥(𝑡) = 𝑥1(𝑡) + 𝑥2(𝑡)

𝑥(𝑡) = 𝑎0

∞∑︁

n=0

(⊗1)n (æ0𝑡)2n

(2𝑛)!
+

𝑎1

æ0

∞∑︁

n=0

(⊗1)n (æ0𝑡)2n+1

(2𝑛 + 1)!

𝑥(𝑡) = 𝑎0 cos (æ0𝑡) +
𝑎1

æ0

sen(æ0𝑡). (6.1.8)

Vamos, então, aplicar as condições iniciais na Eq.(6.1.8), isto é,

𝑥(0) = 𝑎0 ⇒ 𝑥(0) = 𝑎0 = 𝑥0.

Para aplicar a condição 𝑥′(0) = 0 devemos derivar a Eq.(6.1.8), ou seja,

𝑥′(𝑡) = ⊗𝑎0æ0 sen(æ0𝑡) + 𝑎1 cos (æ0𝑡),

𝑥′(0) = 𝑎1 ⇒ 𝑥′(0) = 𝑎1 = 0.

Portanto, a solução geral da equação diferencial ordinária do oscilador harmônico clássico satisfa-
zendo as condições iniciais dadas é

𝑥(𝑡) = 𝑥0 cos (æ0𝑡).

Segue-se, abaixo, o gráĄco da solução

5 10 15 20
tHtempoL

-1.0

-0.5

0.5

1.0

xHdeslocamentoL

cosHtL

Figura 6.1: Solução do oscilador harmônico clássico não amortecido.
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6.1.2 Oscilador Harmônico Clássico via Transformada de Fourier

Utilizamos a transformada de Fourier para obter a solução do oscilador harmônico clássico não
amortecido, dado pela equação abaixo [7]

𝑑2

𝑑𝑡2
𝑥(𝑡) + æ2𝑥(𝑡) = 𝑓(𝑡) (6.1.9)

com æ2 > 0 e supomos que 𝑓(𝑡) admite transformada de Fourier. Aplicamos a transformada de
Fourier em ambos os lados da igualdade, então obtemos

ℱ
[︃

𝑑2𝑥(𝑡)
𝑑𝑡2

⟨

+ æ2
0ℱ [𝑥(𝑡)] = ℱ [𝑓(𝑡)].

Utilizando a Eq.(1.2.5), que fornece a transformada de Fourier para a derivada segunda, obtemos

⊗æ2ℱ [𝑥(𝑡)] + æ2
0ℱ [𝑥(𝑡)] = ℱ [𝑓(𝑡)]

ℱ [𝑥(𝑡)][æ2
0 ⊗ æ2] = ℱ [𝑓(𝑡)].

Denotemos ℱ [𝑥(𝑡)] = 𝑋(æ) e ℱ [𝑓(𝑡)] = 𝐹 (æ), então obtemos

𝑋(æ) = ⊗ 𝐹 (æ)
æ2 ⊗ æ2

0

.

Seja

𝑋(æ) = ⊗𝐹 (æ)𝐺(æ) (6.1.10)

onde 𝐺(æ) =
1

æ2 ⊗ æ2
0

. Para obter a solução do problema basta tomar a transformada de Fourier

inversa na Eq.(6.1.10), ou seja,

ℱ⊗1[𝑋(æ)] = ⊗ℱ⊗1[𝐹 (æ)𝐺(æ)].

Utilizando o teorema da convolução (1.2.4), obtemos

𝑥(𝑡) = ⊗ℱ⊗1[𝐹 (æ)𝐺(æ)] = ⊗ℱ⊗1[𝐹 (æ)] * ℱ⊗1[𝐺(æ)]. (6.1.11)

Vamos calcular, explicitamente, ℱ⊗1[𝐺(æ)] através do teorema dos resíduos, isto é,

ℱ⊗1

[︃

1
æ2 ⊗ æ2

0

⟨

=
1√
2Þ

∫︁ ∞

⊗∞

e⊗iωt

æ2 ⊗ æ2
0

𝑑æ

=
1√
2Þ

2Þ𝑖[Res(æ = æ0) + Res(æ = ⊗æ0)]

=
2Þ𝑖√

2Þ

[︃

lim
ω⊃ω0

✘✘✘✘✘(æ ⊗ æ0)
e⊗iωt

✘✘✘✘✘(æ ⊗ æ0)(æ + æ0)
+ lim

ω⊃⊗ω0
✘✘✘✘✘(æ + æ0)

e⊗iωt

(æ ⊗ æ0)✘✘✘✘✘(æ + æ0)

⟨

= 𝑖
√

2Þ

[︃

e⊗iωt

2æ
⊗ eiωt

2æ

⟨

=

√
2Þ

æ

[︃

eiωt

2𝑖
⊗ e⊗iωt

2𝑖

⟨

.
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Logo, obtemos

ℱ⊗1

[︃

1
æ2 ⊗ æ2

0

⟨

=

√
2Þ

æ
sen(æ𝑡).

Voltando na Eq.(6.1.11), temos que

𝑥(𝑡) = ⊗ℱ⊗1[𝐹 (æ)] * ℱ⊗1[𝐺(æ)] = 𝑓(𝑡) *
[︃√

2Þ

æ
sen(æ𝑡)

⟨

𝑥(𝑡) = ⊗ 1

✟✟✟
√

2Þ

∫︁ ∞

⊗∞
𝑓(𝑥 ⊗ Ý)

[︃

✟✟✟
√

2Þ

æ
sen(æÝ)

⟨

𝑑Ý.

Finalmente, segue que, a solução para o oscilador harmônico clássico não amortecido via transfor-
mada de Fourier, é dada por

𝑥(𝑡) = ⊗ 1
æ

∫︁ ∞

⊗∞
𝑓(𝑡 ⊗ Ý) sen(æÝ)𝑑Ý.

6.1.3 Solução do Oscilador Harmônico Clássico via Transformada de

Laplace

Aqui, vamos introduzir a metodologia da transformada de Laplace a Ąm de resolver a equação
diferencial ordinária associada ao problema do oscilador harmônico não amortecido. O caso geral
desta equação diferencial ordinária é denotado no Apêndice C. Consideramos a equação diferencial
do oscilador harmônico clássico não amortecido, Eq.(6.1.9), com as condições iniciais dadas pela
Eq.(6.1.4). Aplicamos a transformada de Laplace nesta equação, obtendo assim [1]

ℒ
[︃

𝑑2𝑥(𝑡)
𝑑𝑡2

⟨

+ æ2ℒ[𝑥(𝑡)] = ℒ[𝑓(𝑡)],

𝑠2𝑋(𝑠) ⊗ 𝑠 𝑥(0)
⏟  ⏞  

x0

⊗ 𝑥′(0)
⏟  ⏞  

0

+æ2𝑋(𝑠) = 𝐹 (𝑠),

onde 𝑋(𝑠) = ℒ[𝑥(𝑡)] e 𝐹 (𝑠) = ℒ[𝑓(𝑡)]. Logo, explicitando 𝑋(𝑠), temos

𝑋(𝑠) =
𝐹 (𝑠) + 𝑠𝑥0

𝑠2 + æ2
. (6.1.12)

Introduzimos 𝐺(𝑠) =
1

𝑠2 + æ2
de onde segue-se

𝑋(𝑠) = 𝐹 (𝑠)𝐺(𝑠) + 𝑥0
𝑠

𝑠2 + æ2

Tomando a transformada de Laplace inversa da Eq.(6.1.12) e utilizando o teorema da convolução
(1.4.2), podemos escrever

𝑥(𝑡) = 𝑥0ℒ⊗1
[︂

𝑠

𝑠2 + æ2

]︂

+ ℒ⊗1[𝐹 (𝑠)] * ℒ⊗1[𝐺(𝑠)]

= 𝑥0ℒ⊗1
[︂

𝑠

𝑠2 + æ2

]︂

+
∫︁ t

0
𝑓(𝑡 ⊗ Ý)𝑔(Ý)𝑑Ý,
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onde 𝑔(Ý) = ℒ⊗1[𝐺(𝑠)] e 𝑓(Ý) = ℒ⊗1[𝑓(𝑡)], de onde segue-se a solução para o problema

𝑥(𝑡) = 𝑥0 cos(æ𝑡) +
1
æ

∫︁ t

0
𝑓(𝑡 ⊗ Ý) sen(æÝ)𝑑Ý.

No caso em que 𝑓(𝑡) = 0, o gráĄco da solução é dada pela Figura (6.1).

6.2 Oscilador Harmônico Fracionário

Nesta seção vamos discutir o caso do oscilador harmônico fracionário a Ąm de recuperar, como
caso limite, o oscilador harmônico clássico. A equação diferencial fracionária de ordem 1 < Ð ⊘ 2
é dada por [25]

𝑑α

𝑑𝑡α
𝑥(𝑡) + 𝐴

𝑑β

𝑑𝑡β
𝑥(𝑡) + 𝐵𝑥(𝑡) = 𝑔(𝑡), (6.2.1)

onde 0 < Ñ ⊘ 1, 𝐴 e 𝐵 constantes e satisfazendo as seguintes condições iniciais

𝑥(0) = 𝑥0, 𝑥′(0) = 0.

Consideramos 1 < Ð ⊘ 2, pois no caso em que Ð = 2, com as escolhas apropriadas das constantes,
recuperamos a solução do oscilador harmônico clássico. Tomando a transformada de Laplace da
equação diferencial fracionária, onde estas derivadas são no sentido de Caputo, obtemos

𝑠α𝐹 (𝑠) ⊗ 𝑠α⊗1 𝑥(0)
⏟  ⏞  

x0

⊗𝑠α⊗2 𝑥′(0)
⏟  ⏞  

0

+𝐴[𝑠β𝐹 (𝑠) ⊗ 𝑠β⊗1 𝑥(0)
⏟  ⏞  

x0

] + 𝐵𝐹 (𝑠) = 𝐺(𝑠),

onde 𝐹 (𝑠) = ℒ[𝑥(𝑡)] e 𝐺(𝑠) = ℒ[𝑔(𝑡)]. Segue-se que,

(𝑠α + 𝐴𝑠β + 𝐵)𝐹 (𝑠) = 𝑥0𝑠
α⊗1 + 𝐴𝑥0𝑠

β⊗1 + 𝐺(𝑠)

ou ainda

𝐹 (𝑠) = 𝑥0
𝑠α⊗1

𝑠α + 𝐴𝑠β + 𝐵
+ 𝐴𝑥0

𝑠β⊗1

𝑠α + 𝐴𝑠β + 𝐵
+

𝐺(𝑠)
𝑠α + 𝐴𝑠β + 𝐵

. (6.2.2)

Seja

1
𝑠α + 𝐴𝑠β + 𝐵

=
1

𝑠α + 𝐵

∏︀

̂︁
̂︁
̂︁
∐︁

1

1 +
𝐴𝑠β

𝑠α + 𝐵

∫︀

̂︂
̂︂
̂︂
̂︀

=
1

𝑠α + 𝐵

∞∑︁

k=0

(⊗1)k𝐴k 𝑠βk

(𝑠α + 𝐵)k

=
∞∑︁

k=0

(⊗1)k𝐴k 𝑠βk

(𝑠α + 𝐵)k+1
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para

⧹︃
⧹︃
⧹︃
⧹︃
⧹︃

𝐴𝑠β

𝑠α + 𝐵

⧹︃
⧹︃
⧹︃
⧹︃
⧹︃
< 1. Voltando na Eq.(6.2.2), obtemos

𝐹 (𝑠) = 𝑥0

∞∑︁

k=0

(⊗1)k𝐴k 𝑠βk+α⊗1

(𝑠α + 𝐵)k+1
+ 𝐴𝑥0

∞∑︁

k=0

(⊗1)k𝐴k 𝑠βk+β⊗1

(𝑠α + 𝐵)k+1
+

+
∞∑︁

k=0

(⊗1)k𝐴k 𝐺(𝑠)𝑠βk

(𝑠α + 𝐵)k+1
.

Calculando a transformada de Laplace inversa, segue que

𝑥(𝑡) = 𝑥0

∞∑︁

k=0

(⊗𝐴)kℒ⊗1

[︃

𝑠βk+α⊗1

(𝑠α + 𝐵)k+1

⟨

+ 𝐴𝑥0

∞∑︁

k=0

(⊗𝐴)kℒ⊗1

[︃

𝑠βk+β⊗1

(𝑠α + 𝐵)k+1

⟨

+

+ 𝑔(𝑡) *
{︃

∞∑︁

k=0

(⊗𝐴)kℒ⊗1

[︃

𝑠βk

(𝑠α + 𝐵)k+1

⟨⨀︀

. (6.2.3)

Calculamos, na Seção 2.6, a transformada de Laplace da função de Mittag-Leffler de três parâme-
tros, segue-se que

ℒ[𝑡ξ⊗1𝐸γ
ν,ξ(∘𝑎𝑡ν)] =

𝑠νγ⊗ξ

(𝑠ν ∓ 𝑎)γ
⇒ ℒ⊗1

[︃

𝑠νγ⊗ξ

(𝑠ν ∓ 𝑎)γ

⟨

= 𝑡ξ⊗1𝐸γ
ν,ξ(∘𝑎𝑡ν).

Voltando na Eq.(6.2.3), podemos escrever

𝑥(𝑡) = 𝑥0

∞∑︁

k=0

(⊗𝐴)k𝑡(α⊗β)k𝐸k+1
α,(α⊗β)k+1(⊗𝐵𝑡α) + 𝐴𝑥0

∞∑︁

k=0

(⊗𝐴)k𝑡(α⊗β)(k+1)𝐸k+1
α,(α⊗β)(k+1)+1(⊗𝐵𝑡α) +

+ 𝑔(𝑡) *
[︃

∞∑︁

k=0

(⊗𝐴)k𝑡(α⊗β)k+α⊗1𝐸k+1
α,(α⊗β)k+α(⊗𝐵𝑡α)

⟨

,

ou ainda explicitando o produto de convolução

𝑥(𝑡) = 𝑥0

∞∑︁

k=0

(⊗𝐴)k𝑡(α⊗β)k𝐸k+1
α,(α⊗β)k+1(⊗𝐵𝑡α) + 𝐴𝑥0

∞∑︁

k=0

(⊗𝐴)k𝑡(α⊗β)(k+1)𝐸k+1
α,(α⊗β)(k+1)+1(⊗𝐵𝑡α) +

+
∞∑︁

k=0

(⊗𝐴)k
∫︁ t

0
𝑔(𝑡 ⊗ Ý)Ý(α⊗β)k+α⊗1𝐸k+1

α,(α⊗β)k+α(⊗𝐵Ýα)𝑑Ý.

No particular caso do oscilador harmônico fracionário não amortecido, devemos ter 𝐴 = 0, 𝐵 = æ2

e 𝑔(𝑡) = 0. Visto que estamos interassados no caso onde o oscilador não possui atrito, não devemos
ter o termo envolvendo a primeira derivada, isto é, 𝐴 ⊃ 0. Segue-se, enĄm, a partir da solução
𝑥(𝑡), dada acima, a solução para o problema

𝑥(𝑡) = 𝑥0𝐸
1
α,1(⊗æ2𝑡α) = 𝑥0𝐸α(⊗æ2𝑡α).

A representação gráĄca da solução é, para diferentes valores do parâmetro Ð, dada pela Figura
(6.2).
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Figura 6.2: Solução do oscilador harmônico fracionário.

O oscilador harmônico fracionário recupera o movimento harmônico simples, através de um
conveniente processo de limites, com a vantagem de que a modelagem fracionária aparenta ser
mais precisa que a modelagem inteira, visto que com a modelagem fracionária é possível admitir
o efeito do atrito na ordem da derivada, [17].
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Conclusão

A metodologia das transformadas integrais como ferramenta para encontrar a solução de uma
equação diferencial (ordinária ou parcial), consiste em transformar o problema de partida em um
problema, em geral, mais simples de ser resolvido. Tendo resolvido este novo problema, aplicamos
a transformada inversa e recuperamos a solução do problema de partida. Discutimos as transfor-
madas de Fourier e Laplace, assim como algumas de suas propriedades.

As funções de Mittag-Leffler desempenham um papel fundamental no cálculo fracionário, pois
surgem como solução de equações diferenciais fracionárias com coeĄcientes constantes, desempe-
nhando um papel similar ao da função exponencial no cálculo usual. Introduzimos o conceito das
funções de Mittag-Leffler de um, dois e três parâmetros bem como calculamos a transformada de
Laplace destas funções, pois na resolução da equação diferencial proposta se fez necessário o uso
da transformada de Laplace da função de Mittag-Leffler de três parâmetros. Mostramos também
propriedades e casos particulares da função de Mittag-Leffler de dois parâmetros.

Apresentamos o teorema de Cauchy para integrais repetidas e a partir de sua continuação ana-
lítica obtivemos a integral de ordem inteira. Generalizando esta integral, obtivemos a integral de
ordem fracionária. DeĄnimos as derivadas fracionárias no sentido de Riemann-Louville e Caputo,
bem como apresentamos alguns exemplos para cada uma destas formulações. Calculamos a trans-
formada de Laplace de ambas as derivadas a Ąm de fazer uso, da transformada de Caputo, na
aplicação envolvendo o oscilador harmônico fracionário.

No capítulo referente as regras clássicas de derivação, concluímos que a única regra que pode
ser estendida, para os operadores de Riemann-Liouville e Caputo, é a de linearidade devido ao fato
destes operadores serem lineares. Por outro lado, a regra de Leibniz e a regra da cadeia, ou fórmula
de Faà di Bruno, não podem ser estendidas naturalmente para estes operadores, para tanto são
necessárias outras condições.

Por Ąm, introduzimos a equação diferencial fracionária associada ao problema do oscilador
harmônico e resolvemos utilizando a formulação de Caputo, pois ela traz consigo a vantagem da
derivada da constante ser nula, fato este que possui uma interpretação física. Outro fato que justi-
Ąca a utilização da derivada de Caputo é que a transformada de Laplace, metodologia apresentada
e discutida anteriormente a Ąm de utilizá-la na resolução desta equação diferencial, da derivada
fracionária ser dada apenas em termos de suas derivadas de ordem inteira.
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Como uma continuação deste trabalho efetua-se um estudo sistemático envolvendo uma equação
diferencial fracionária e condições iniciais/de contorno Ąsicamente coerentes. A partir das diversas
abordagens da derivada de ordem não inteira, justiĄcar a formulação de Caputo como a mais
conveniente nos sistemas fracionários pelos motivos já apresentados anteriormente. A derivada
da constante ser nula, a transformada de Laplace ser dada em termos apenas da derivadas de
ordem inteira e pelo fato de a derivada de Caputo da função de Mittag-Leffler de um parâmetro
ser exatamente a função de Mittag-Leffler de um parâmetro, o que generaliza o resultado que
conhecemos do cálculo usual, isto é, que a derivada da função exponencial é ela própria. Como
consequência, abordar as regras de Leibniz na formulação de Caputo, [13].
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Apêndice A

Propriedades do CoeĄciente Binomial

Este apêndice tem por objetivo demonstrar alguns resultados envolvendo o coeĄciente binomial,
que foram utilizados no decorrer do texto.

A.1 DeĄnições

O coeĄciente binomial é deĄnido por
(︃

𝑛

𝑘

)︃

=
𝑛!

𝑘!(𝑛 ⊗ 𝑘)!
,

onde 𝑛, 𝑘 ∈ N e 𝑛 ⊙ 𝑘. Generalizando para Ð, Ñ ∈ C com Ð ̸= ⊗1, ⊗2, . . . obtemos, então, o
chamado, coeĄciente binomial generalizado, que é dado em termos da função gama, ou seja,

(︃

Ð

Ñ

)︃

=
Γ(Ð + 1)

Γ(Ñ + 1)Γ(Ð ⊗ Ñ + 1)
. (A.1.1)

A identidade que relaciona a função gama com a função seno é dada por

Γ(𝑥)Γ(1 ⊗ 𝑥) =
Þ

sen(Þ𝑥)
. (A.1.2)

onde 𝑥 ∈ R e 0 < 𝑥 < 1, conhecida pelo nome de fórmula de reĆexão.

A.2 Proposições

Mostramos a seguir alguns resultados envolvendo o coeĄciente binomial, resultados estes que
foram utilizados na demonstração da regra de Leibniz.

Proposição A.2.1. Sejam 𝑚, 𝑘 ∈ N, então
(︃

𝑚

𝑘 ⊗ 1

)︃

+

(︃

𝑚

𝑘

)︃

=

(︃

𝑚 + 1
𝑘

)︃

.
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Demonstração. Utilizando a deĄnição do coeĄciente binomial generalizado, Eq.(A.1.1), obtemos
(︃

𝑚

𝑘 ⊗ 1

)︃

+

(︃

𝑚

𝑘

)︃

=
Γ(𝑚 + 1)

Γ(𝑘)Γ(𝑚 ⊗ 𝑘 + 2)
+

Γ(𝑚 + 1)
Γ(𝑘 + 1)Γ(𝑚 ⊗ 𝑘 + 1)

.

Rearranjando a equação acima, temos que
(︃

𝑚

𝑘 ⊗ 1

)︃

+

(︃

𝑚

𝑘

)︃

=
(𝑘)Γ(𝑚 + 1) + (𝑚 ⊗ 𝑘 + 1)Γ(𝑚 + 1)

Γ(𝑘 + 1)Γ(𝑚 ⊗ 𝑘 + 2)

=
(𝑚 + 1)Γ(𝑚 + 1)

Γ(𝑘 + 1)Γ(𝑚 ⊗ 𝑘 + 2)
.

Utilizamos, agora, a relação funcional, Eq.(2.1.1), de onde segue-se que
(︃

𝑚

𝑘 ⊗ 1

)︃

+

(︃

𝑚

𝑘

)︃

=
Γ(𝑚 + 2)

Γ(𝑘 + 1)Γ(𝑚 ⊗ 𝑘 + 2)
.

Finalmente, podemos escrever
(︃

𝑚

𝑘 ⊗ 1

)︃

+

(︃

𝑚

𝑘

)︃

=

(︃

𝑚 + 1
𝑘

)︃

.

Proposição A.2.2. Sejam Ð ∈ R
*
⊗ e 𝑛 ∈ N, temos
(︃

Ð

𝑛

)︃

=
(⊗1)nΓ(𝑛 ⊗ Ð)

𝑛!Γ(⊗Ð)
.

Para esta demonstração serão necessários dois resultados, a deĄnição do coeĄciente binomial ge-
neralizado, Eq.(A.1.1), isto é,

(︃

Ð

𝑛

)︃

=
Γ(Ð + 1)

𝑛!Γ(Ð ⊗ 𝑛 + 1)
(A.2.1)

e a Eq.(A.1.2)

Γ(Ð + 1) =
⊗Þ

sen(ÞÐ)Γ(⊗Ð)
. (A.2.2)

Demonstração. A partir da deĄnição do binomial, temos
(︃

Ð

𝑛

)︃

=
Γ(Ð + 1)

𝑛!Γ(Ð ⊗ 𝑛 + 1)

=
⊗Þ

sen(ÞÐ)𝑛!Γ(⊗Ð)Γ(Ð ⊗ 𝑛 + 1)

=
1

𝑛!Γ(⊗Ð)

{︃

⊗Þ

sen(ÞÐ)(Ð ⊗ 𝑛)Γ(Ð ⊗ 𝑛)

⨀︀
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Consideramos, agora,

𝑧 = 𝑛 ⊗ Ð ⇒ Γ(Ð ⊗ 𝑛)Γ(1 + 𝑛 ⊗ Ð) =
⊗Þ

sen[Þ(𝑛 ⊗ Ð)]

(︃

Ð

𝑛

)︃

=
1

𝑛!Γ(⊗Ð)

{︃

sen[Þ(𝑛 ⊗ Ð)]Γ(𝑛 ⊗ Ð + 1)
sen(ÞÐ)(Ð ⊗ 𝑛)

⨀︀

=
1

𝑛!Γ(⊗Ð)

{︃

sen[Þ(𝑛 ⊗ Ð)](𝑛 ⊗ Ð)Γ(𝑛 ⊗ Ð)
sen(ÞÐ)(Ð ⊗ 𝑛)

⨀︀

=
Γ(𝑛 ⊗ Ð)
𝑛!Γ(⊗Ð)

{︃

⊗ sen[Þ(𝑛 ⊗ Ð)]✘✘✘✘✘(Ð ⊗ 𝑛)
sen(ÞÐ)✘✘✘✘✘(Ð ⊗ 𝑛)

⨀︀

=
Γ(𝑛 ⊗ Ð)
𝑛!Γ(⊗Ð)

{︃

cos(𝑛Þ)✘✘✘✘✘sen(ÐÞ)

✘✘✘✘✘sen(ÞÐ)

⨀︀

.

Finalmente, podemos escrever
(︃

Ð

𝑛

)︃

=
(⊗1)nΓ(𝑛 ⊗ Ð)

𝑛!Γ(⊗Ð)
.

Proposição A.2.3. Sejam Ð ∈ R e 𝑛, 𝑘 ∈ N, então temos que
(︃

Ð

𝑛 + 𝑘

)︃(︃

𝑛 + 𝑘

𝑘

)︃

=

(︃

Ð

𝑘

)︃(︃

Ð ⊗ 𝑘

𝑛

)︃

.

Demonstração. Utilizamos a deĄnição do binomial generalizado, obtemos
(︃

Ð

𝑛 + 𝑘

)︃(︃

𝑛 + 𝑘

𝑘

)︃

=
Γ(Ð + 1)

✭✭✭✭✭✭✭Γ(𝑛 + 𝑘 + 1)Γ(Ð ⊗ 𝑛 ⊗ 𝑘 + 1)
✭✭✭✭✭✭✭Γ(𝑛 + 𝑘 + 1)

Γ(𝑘 + 1)Γ(𝑛 +✓✓𝑘 ⊗✓✓𝑘 + 1)
.

Multiplicando e dividindo a equação acima por Γ(Ð ⊗ 𝑘 + 1), obtemos
(︃

Ð

𝑛 + 𝑘

)︃(︃

𝑛 + 𝑘

𝑘

)︃

=
Γ(Ð + 1)Γ(Ð ⊗ 𝑘 + 1)

Γ(𝑘 + 1)Γ(Ð ⊗ 𝑛 ⊗ 𝑘 + 1)Γ(𝑛 + 1)Γ(Ð ⊗ 𝑘 + 1)

=
Γ(Ð + 1)

Γ(𝑘 + 1)Γ(Ð ⊗ 𝑘 + 1)
Γ(Ð ⊗ 𝑘 + 1)

Γ(𝑛 + 1)Γ(Ð ⊗ 𝑘 ⊗ 𝑛 + 1)
.

Portanto, segue que
(︃

Ð

𝑛 + 𝑘

)︃(︃

𝑛 + 𝑘

𝑘

)︃

=

(︃

Ð

𝑘

)︃(︃

Ð ⊗ 𝑘

𝑛

)︃

.
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Apêndice B

Série de Laurent, Singularidades e

Resíduos

Discutimos, anteriormente, a transformada de Laplace, porém para que possamos discutir a
sua transformada inversa devemos, no caso geral, introduzir as variáveis complexas, em particular,
os conceitos de: série de Laurent, teorema dos resíduos e lema de Jordan.

B.1 Série de Laurent

Sejam 𝐶1 e 𝐶2 duas circunferências com mesmo centro 𝑧 = 𝑎 e de raios 𝑅1 e 𝑅2 (𝑅1 < 𝑅2),
respectivamente. Suponhamos que 𝑓(𝑧) é uma função analítica sobre 𝐶1 e 𝐶2 e, também sobre a
coroa circular compreendida entre as circunferências. Então, podemos escrever 𝑓(Ý) em termos da
chamada Série de Laurent [6, 8, 12]

𝑓(Ý) =
∞∑︁

n=0

𝑎n(Ý ⊗ 𝑎)n +
∞∑︁

n=1

𝑏n(Ý ⊗ 𝑎)⊗n (B.1.1)

onde Ý é um ponto qualquer da coroa circular 𝑅1 < Ý < 𝑅2 e os coeĄcientes 𝑎n e 𝑏n são dados,
respectivamente, por

𝑎n =
1

2Þ𝑖

⌊︁

C1

𝑓(𝑧)
(𝑧 ⊗ 𝑎)n+1

𝑑𝑧 e 𝑏n =
1

2Þ𝑖

⌊︁

C2

(𝑧 ⊗ 𝑎)n⊗1𝑑𝑧. (B.1.2)

A soma
∞∑︁

n=0

𝑎n(Ý ⊗ 𝑎)n é chamada de parte analítica da série de Laurent e o restante da série, que

consiste na soma
∞∑︁

n=1

𝑏n(Ý ⊗ 𝑎)⊗n é sua parte principal. Se a parte principal é nula a série se reduz

a uma série de Taylor.
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B.2 Singularidades

Os pontos do plano complexo nos quais uma função deixa de ser analítica são chamados de
singularidades da função 𝑓(𝑧). No caso em que 𝑓(𝑧) é analítica em uma vizinhança do ponto
𝑎, dizemos que 𝑓(𝑧) possui uma singularidade isolada neste ponto [8, 12, 20]. As singularidades
isoladas podem ser classiĄcadas de acordo com o comportamento da função 𝑓(𝑧) quando 𝑧 ⊃ 𝑎
da seguinte maneira.

DeĄnição B.2.1 (Singularidade Removível). Se uma função 𝑓(𝑧) não for deĄnida em 𝑧 = 𝑎, mas
existir lim

z⊃a
𝑓(𝑧), então 𝑧 = 𝑎 é uma singularidade removível. Neste caso, deĄnimos 𝑓(𝑎) = lim

z⊃a
𝑓(𝑧),

de forma que a função passa a ser analítica em 𝑎 e na vizinhança original do ponto.

DeĄnição B.2.2 (Polos). Se 𝑓(𝑧) tem na parte principal de sua série de Laurent um número Ąnito
de termos dados por [8]

𝑎⊗1

𝑧 ⊗ 𝑎
+

𝑎⊗2

(𝑧 ⊗ 𝑎)2
+ ≤ ≤ ≤ +

𝑎⊗n

(𝑧 ⊗ 𝑎)n

onde 𝑎⊗n ̸= 0, então 𝑧 = 𝑎 é um polo de ordem 𝑛. Se 𝑓(𝑧) tem um polo em 𝑧 = 𝑎 então
lim
z⊃a

♣𝑓(𝑧)♣ = ∞.

DeĄnição B.2.3 (Singularidade Essencial). Qualquer singularidade isolada de uma função 𝑓(𝑧)
que não seja um polo ou uma singularidade removível será uma singularidade essencial. Em tais
casos 𝑓(𝑧) não é limitada nem tende (em módulo) ao inĄnito, mas oscila de maneira rápida quando
𝑧 ⊃ 𝑎. A série de Laurent para 𝑓(𝑧) terá a parte principal com inĄnitos termos.

O desenvolvimento da série de Laurent permite estudar o desenvolvimento da função em torno
de uma singularidade isolada 𝑎. Tal desenvolvimento permite representar a função em uma série
de potências negativas e positivas de 𝑧 ⊗ 𝑎, isto é, podemos escrever para o desenvolvimento em
série de Laurent a seguinte série

𝑓(𝑧) =
∞∑︁

n=⊗∞

𝑎n(𝑧 ⊗ 𝑎)n,

onde 𝑎n é dado pela Eq.(B.1.2).

B.3 Resíduos

O método que permite o cálculo de integrais de funções reais a partir de integrais de funções
complexas utilizando-se um conveniente caminho de integração no plano complexo é extremamente
útil no cálculo da transformada de Laplace inversa. Para discutirmos tais integrais é necessário o
teorema dos resíduos. Mencionaremos, também, o lema de Jordan que é fundamental no cálculo
de integrais reais quando efetuadas através de integração no plano complexo [12, 20].

102



Antes de enunciarmos o teorema dos resíduos, vamos explicar brevemente o que é um resíduo
e como ele é usado para resolver uma integral do tipo

⌊︁

C
𝑓(𝑧)𝑑𝑧

onde 𝐶 é um caminho fechado, orientado e simples. Considere uma função 𝑓(𝑧) que apresenta
uma singularidade em 𝑧 = 𝑎. A série de Laurent de 𝑓(𝑧) é

𝑓(𝑧) =
∞∑︁

n=⊗∞

𝑎n(𝑧 ⊗ 𝑎)n

sendo os coeĄcientes 𝑎n dados por

𝑎n =
1

2Þ𝑖

⌊︁

C

𝑓(𝑧)
(𝑧 ⊗ 𝑎)n+1

𝑑𝑧. (B.3.1)

Note que, no caso em que 𝑛 = ⊗1 na equação acima, temos

𝑎⊗1 =
1

2Þ𝑖

⌊︁

C
𝑓(𝑧)𝑑𝑧,

ou ainda, na seguinte forma
⌊︁

C
𝑓(𝑧)𝑑𝑧 = 2Þ𝑖𝑎⊗1. (B.3.2)

A expressão acima nos diz que, 𝑎⊗1 é o resíduo de 𝑓 em 𝑧 = 𝑎. Logo, para calcular o resíduo de
uma função em um ponto, basta expandir a função em série de Laurent em torno de tal ponto
e tomar o coeĄciente 𝑎⊗1 da potência 𝑧⊗1. Note que este é o único valor de 𝑛 de modo que o
denominador na Eq.(B.3.1) não contribui para a integral.
No caso em 𝑧 = 𝑎 é um polo de ordem 𝑘, temos1

𝑎⊗1 = lim
z⊃a

1
(𝑘 ⊗ 1)!

𝑑k⊗1

𝑑𝑧k⊗1
[(𝑧 ⊗ 𝑎)k𝑓(𝑧)].

Enunciaremos, agora, o teorema dos resíduos.

Teorema B.3.1. Seja 𝑓(𝑧) uma função analítica na região interna ao caminho fechado e simples
𝐶, bem como sobre 𝐶 exceto para um número Ąnito de pontos singulares 𝑧1, 𝑧2, ≤ ≤ ≤ , 𝑧k dentro de
𝐶. Então,

⌊︁

C
𝑓(𝑧)𝑑𝑧 = 2Þ𝑖

k∑︁

j=1

Res
z=zj

𝑓(𝑧).

com a integral sendo tomada no sentido anti-horário no caminho 𝐶.

1Os detalhes da demonstração desta expressão podem ser encontrados em [20].
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Demonstração. Ver [6, 12, 20].

O lema de Jordan junto com o teorema dos resíduos é utilizado para calcular integrais no plano
complexo, em particular no cálculo da transformada de Laplace inversa.

Lema B.3.2. Seja 𝐶R uma semicircunferência de raio 𝑅 no semiplano (complexo) superior e
centrada na origem. Seja 𝑓(𝑧) uma função que tende uniformemente a zero mais rápido que 1/♣𝑧♣
para arg(𝑧) ∈ [0, Þ] quando ♣𝑧♣ ⊃ ∞. Seja Ð um número real não negativo, então

lim
R⊃∞

𝐼R ⊕ lim
R⊃∞

∫︁

CR

𝑒iαz𝑓(𝑧)𝑑𝑧 = 0.

Demonstração. Ver [6, 12, 20].
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Apêndice C

Caso Geral de uma Equação Diferencial

Ordinária

Neste Apêndice vamos apresentar a redução de uma equação diferencial ordinária linear de
segunda ordem, em sua forma mais geral, para uma equação diferencial ordinária que não contém
o termo proporcional à derivada de ordem um. Como caso particular recuperamos a equação
diferencial ordinária associada ao problema do oscilador harmônico sem amortecimento. Dada a
equação diferencial ordinária

𝑑2

𝑑𝑡2
𝑦(𝑡) + 2𝐴

𝑑

𝑑𝑡
𝑦(𝑡) + 𝐵𝑦(𝑡) = 𝑔(𝑡),

com 𝐴, 𝐵 ∈ R, o fator de 2 é colocado por conveniência e 𝑔(𝑡) uma função real de variável real. Seja
𝑦(𝑡) = 𝑥(𝑡)𝑒αt, onde Ð será escolhido de modo que não tenhamos o termo da derivada primeira.
Derivando 𝑦(𝑡) e substituindo na equação diferencial, podemos escrever

𝑑2

𝑑𝑡2
𝑥(𝑡) + 2Ð

𝑑

𝑑𝑡
𝑥(𝑡) + Ð2𝑥(𝑡) + 2𝐴

𝑑

𝑑𝑡
𝑥(𝑡) + 2Ð𝐴𝑥(𝑡) + 𝐵𝑥(𝑡) = 𝑒⊗αt𝑔(𝑡).

Escolhemos Ð = ⊗𝐴, de modo que tenhamos

𝑑2

𝑑𝑡2
𝑥(𝑡) + Ñ2𝑥(𝑡) = 𝑓(𝑡) com 𝑓(𝑡) = 𝑒⊗At𝑔(𝑡),

onde

Ð2 + 2Ð𝐴 + 𝐵 = Ñ2 = 𝐴2 ⊗ 2𝐴2 + 𝐵 ⇒ Ñ2 = 𝐵 ⊗ 𝐴2.

Para obter a equação diferencial associada ao problema do oscilador harmônico clássico, Eq.(6.1.9),
devemos escolher Ñ2 = æ2 e para que esta equação diferencial represente o caso do oscilador
harmônico não forçado, Eq.(6.1.3), devemos ter 𝑓(𝑡) = 0.
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