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Nada será como antes

Eu já estou com o pé nessa estrada
Qualquer dia a gente se vê
Sei que nada será como antes amanhã
Que not́ıcias me dão dos amigos?
Que not́ıcias me dão de você?
Alvoroço em meu coração
Amanhã ou depois de amanhã
Existindo na boca da noite um gosto de sol

Num domigo qualquer, qualquer hora
Ventania em qualquer direção
Sei que nada será como antes amanhã
Que not́ıcias me dão dos amigos?
Que not́ıcias me dão de você?
Sei que nada será como está
Amanhã ou depois de amanhã
Existindo na boca da noite um gosto de sol

(Milton Nascimento - Ronaldo Bastos)
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Resumo

Robótica, computação gráfica, aeronáutica e biomecânica têm em comum o estudo de movi-
mentos ŕıgidos, aqueles compostos por rotações e translações. Ao contrário das translações,
cuja representação matemática não apresenta dificuldades, as rotações trazem consideráveis
desafios. Neste trabalho de mestrado estudamos algumas propriedades do grupo de rotações
SO(3) bem como três maneiras de se representar uma rotação: via mapa exponencial,
via ângulos de Euler e via quatérnions unitários. Como as duas últimas representações
são as mais comuns na literatura, fazemos uma comparação do uso de ângulos de Euler e
quatérnions unitários na formulação e resolução de dois problemas concretos: o problema do
empacotamento de moléculas e o problema da orientação absoluta.

Palavras-chave: descrição de rotações, ângulos de Euler, quatérnions, orientação abso-
luta, empacotamento de moléculas.
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Abstract

Robotics, graphics computation, aeronautics and biomechanics have in common the study of
rigid motions, composed by rotations and translations. The translations are mathematically
simple, but the treatment of rotations raises some difficulties. In this work we study some
properties of rotation group SO(3) and three commonly used methods to describe rotations,
namely, the exponencial map, Euler angles and unitary quaternions. We employ the latter
two in the formulation of two optimization problems: the absolute orientation problem
and the molecule packing problem. Several computational experiments are performed in
order to establish the relative efficiency of the two representations in these examples. In
the first optimization problem there is a tie, whereas in the molecule packing problem the
representation using quaternions is slightly superior.

Keywords: representation of rotations, Euler angles, quaternions, absolute orientation,
molecule packing.
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Notações utilizadas

uT ∈ R
1×n denota o transposto do vetor u ∈ R

n×1.

uTv = 〈u,v〉 é o produto interno euclidiano entre u e v.

u × v é o produto vetorial entre u e v.

‖ · ‖ representa a norma euclidiana de vetores e matrizes.

I ∈ R
3×3 é a matriz identidade de ordem 3.

∇f ∈ R
n×1 é o vetor gradiente da função f : R

n → R.

∇2f ∈ R
n×n é a matriz hessiana da função f : R

n → R.

Números em notação cient́ıfica: 1.2E-09 = 1, 2 × 10−9.

tg−1(a, b) = arctan

(
b

a

)
, a 6= 0.
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Caṕıtulo 1

Introdução

Robótica, computação gráfica, aeronáutica, biomecânica têm em comum o estudo de movi-
mentos ŕıgidos, aqueles compostos por translações e rotações. Ao contrário das translações,
cuja representação matemática não apresenta dificuldades, as rotações trazem consideráveis
desafios. Neste trabalho estudamos a teoria por trás de alguns tipos de representações de
rotações, resumindo as principais caracteŕısticas, vantagens e desvantagens de cada repre-
sentação. Em particular, estudamos como representar uma rotação através do mapa expo-
nencial, dos ângulos de Euler e dos quatérnions unitários. Fazemos também uma comparação
da utilização de quatérnions e ângulos de Euler na modelagem e resolução de dois problemas
concretos.

Este trabalho está organizado da seguinte forma:

• Caṕıtulo 2: Começamos este caṕıtulo caracterizando as rotações no plano. Mostramos
que existem duas maneiras de caracterizar uma rotação em R

2 e fazemos uma analogia
entre rotações no plano e números complexos. Em seguida, passamos ao estudo das
rotações no espaço apresentando o grupo de rotações SO(3). Definimos o que é um
movimento ŕıgido em R

3 e provamos algumas propriedades do conjunto SO(3).

• Caṕıtulo 3: Neste caṕıtulo introduzimos os conceitos de cartas e parametrizações
em uma variedade arbitrária. Utilizando essas definições provamos com detalhes o
conhecido fato de que não é posśıvel cobrir o conjunto SO(3) com apenas uma carta.
Com esse resultado, conclúımos que é preciso restringir o domı́nio de definição dos
ângulos para que a representação de rotações via ângulos de Euler seja considerada uma
parametrização para SO(3). Em seguida, mostramos como representar uma rotação no
espaço utilizando o mapa exponencial, os ângulos de Euler e os quatérnions unitários
e por fim, fazemos uma discussão sobre a eficiência computacional de cada uma dessas
representações.

• Caṕıtulo 4: Estudamos neste caṕıtulo dois problemas de otimização que envolvem
rotações no espaço tridimensional: o problema da orientação absoluta e o problema do
empacotamento de moléculas. Em ambos os problemas as rotações foram caracteriza-
das, inicialmente, via ângulos de Euler, cf. [22, 32]. Utilizamos também quatérnions



2 Caṕıtulo 1. Introdução

para descrever as rotações, obtendo dessa forma uma formulação alternativa para os
dois problemas.

Resolvemos o primeiro problema por um método numérico iterativo utilizando-se am-
bas as formulações, e contrastamos os resultados obtidos com a solução anaĺıtica obtida
por [13] para o problema formulado com quatérnions. No segundo problema, utiliza-
mos quatérnions para representar as rotações e comparamos a eficiência do método
empregado para resolvê-lo nas duas formulações.

O problema de empacotamento consiste em distribuir um conjunto de moléculas em
um recipiente de modo que a distância entre pares de átomos de moléculas distintas
não seja menor que uma tolerância ǫ > 0. Este problema de viabilidade pode ser
modelado como um problema de otimização, minimizando-se uma função objetivo que
penaliza a existência de átomos demasiadamente próximos ou fora do recipiente. Uma
solução ótima para o problema de otimização com função objetivo nula é então uma
solução viável para o problema de empacotamento.

Já o problema da orientação absoluta consiste em recuperar a relação entre dois siste-
mas 3D de coordenadas S1 e S2 a partir das coordenadas cartesianas de um conjunto
de n pontos medidas com relação a cada sistema. Ou seja, dados os vetores ri1 e ri2 com
as coordenadas do i-ésimo ponto medidas em S1 e S2, respectivamente, procuramos
por uma transformação afim T : S1 → S2 tal que

T (ri1) = sRri1 + d0 = ri2, ∀ i = 1, . . . , n,

onde s é um fator de escala, R é uma matriz de rotação e d0 é um vetor de deslocamento.
Definindo para cada i o vetor reśıduo ei = ri2 − T (ri1), constrúımos um problema de
quadrados mı́nimos não-linear: escolher s, R e d0 que minimizam a soma das normas
ao quadrado dos reśıduos.

• Caṕıtulo 5: Neste caṕıtulo final fazemos uma breve discussão dos resultados obtidos
ao logo do trabalho e indicamos assuntos que daremos continuidade em pesquisa futura.

• Apêndice: No apêndice estão detalhes da implementação do algoritmo utilizado para
obter a solução anaĺıtica do problema da orientação absoluta.



Caṕıtulo 2

Rotações

As rotações desempenham um papel fundamental em vários ramos das ciências exatas tais
como robótica, computação gráfica, qúımica e biomecânica. Essa importância se deve sobre-
tudo ao fato de que a maioria dos movimentos que realizamos ou presenciamos no dia-a-dia
podem ser descritos utilizando rotações. Veremos neste caṕıtulo como representar mate-
maticamente uma rotação e as propriedades que esta representação satisfaz. Começaremos
estudando rotações no plano e em seguida trataremos de rotações no espaço tridimensional.

2.1 Rotações no plano

Seja XY um sistema de coordenadas em R
2 formado pelos vetores canônicos e1 = (1, 0)T e

e2 = (0, 1)T . Considere v1 = (x1, y1)
T um vetor arbitrário representado no sistema XY , tal

que o ângulo entre v1 e o vetor e1 é α. Sendo r = ‖v1‖, temos que

x1 = r cosα,
y1 = r senα.

(2.1)

Rotações ocorrem em dois contextos, ou pontos de vista, ilustrados nas Figuras 2.1 (a) e
2.1 (b). No primeiro caso (Figura 2.1 (a)) mantemos v1 fixo e rodamos o sistema XY no
sentido anti-horário de um ângulo θ obtendo dessa forma o sistema de coordenadas X ′Y ′

formado pelos vetores e′
1, e

′
2. Assim, o vetor v1 tem coordenadas diferentes, o vetor v2, no

sistema X ′Y ′, dadas por

x2 = r cos(α− θ) = r cosα cos θ + r senα sen θ,
y2 = r sen(α− θ) = r senα cos θ − r cosα sen θ.

(2.2)

Substituindo (2.1) em (2.2), podemos escrever:

x2 = x1 cos θ + y1 sen θ,
y2 = y1 cos θ − x1 sen θ.

(2.3)
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No caso ilustrado na Figura 2.1 (b) mantemos o sistema XY fixo e rodamos v1 no sentido
anti-horário de tal forma que o ângulo entre o vetor rodado v2 e o vetor v1 seja θ. Neste
caso, as coordenadas de v2 com relação ao sistema XY são dadas por

x2 = r cos(α+ θ) = r cosα cos θ − r senα sen θ,
y2 = r sen(α+ θ) = r senα cos θ + r cosα sen θ.

(2.4)

e substituindo as equações (2.1) em (2.4) obtemos

x2 = x1 cos θ − y1 sen θ,
y2 = y1 cos θ + x1 sen θ.

(2.5)

De acordo com (2.3) e (2.5) podemos concluir que as duas maneiras de caracterizar a rotação
de um vetor no plano são distintas. Porém, o efeito de manter o vetor v1 fixo e rodar o sistema
XY no sentido anti-horário de um ângulo θ é exatamente o mesmo que manter o sistema XY
fixo e rodar v1 no sentido horário de um ângulo −θ. De fato, substituindo −θ nas equações
(2.5), chegamos ao mesmo resultado dado em (2.3):

x2 = x1 cos(−θ) − y1 sen(−θ) = x1 cos θ + y1 sen θ,
y2 = y1 cos(−θ) + x1 sen(−θ) = y1 cos θ − x1 sen θ,

(2.6)

(a)

e1

e′
1

v1

e2

e′
2

αθ

(b)
e1

e2

v1

v2

α

θ

Figura 2.1: Duas maneiras de caracterizar uma rotação no plano.

Em ambas as caracterizações apresentadas anteriormente a relação obtida entre os vetores
v1 e v2 pode ser reescrita em notação matricial. Deste modo, podemos escrever respectiva-
mente (2.3) e (2.5) como

v2 =

(
x2

y2

)
=

(
cos θ sen θ

− sen θ cos θ

)(
x1

y1

)
= R1v1, (2.7)

v2 =

(
x2

y2

)
=

(
cos θ − sen θ
sen θ cos θ

)(
x1

y1

)
= R2v1. (2.8)

As matrizes R1 e R2 que aparecem nas equações (2.7) e (2.8) são denominadas matrizes de
mudança de base, pois R1 leva o sistema XY no sistema X ′Y ′ e R2 faz o contrário, ou seja,
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transforma o sistema X ′Y ′ no sistema XY . Como XY e X ′Y ′ são formados por vetores
ortonormais, as matrizes R1 e R2 são ortogonais. Logo, satisfazem:

R−1
1 = RT

1 ,

R−1
2 = RT

2 .
(2.9)

Além disso, é fácil verificar que

det(R1) = det(R2) = 1. (2.10)

Por satisfazerem as propriedades (2.9) e (2.10), R1 e R2 recebem o nome de matrizes de
rotação. O conjunto de todas as matrizes de rotação de ordem 2 é denotado por SO(2).
A sigla SO significa special orthogonal e o adjetivo special vem do fato do determinante de
uma matriz em SO(2) ser igual a 1. Convém lembrar que as matrizes ortogonais de ordem 2
com determinante −1 correspondem a reflexões, movimento inadmisśıvel para as moléculas
de um corpo ŕıgido. A seguir, veremos a relação existente entre rotações no plano e números
complexos.

2.1.1 Rotações no plano e números complexos

Inicialmente vamos relembrar algumas definições da álgebra de números complexos.

Definição 2.1 Seja z = a + ib ∈ C, com a, b ∈ R, um número complexo arbitrário. A
norma e o argumento de z são respectivamente definidos por

|z| =
√
a2 + b2,

θ = tg−1(a, b), a 6= 0.
(2.11)

De acordo com a Figura 2.2, podemos pensar geometricamente que a norma de z é o com-
primento do vetor (a, b)T ∈ R

2 e o argumento de z é o ângulo que esse vetor faz com o eixo
X. Assim, podemos reescrever z na chamada forma polar ou trigonométrica

z = r(cos θ + i sen θ), onde r = |z|. (2.12)

Seja w = x1 + iy1 ∈ C também arbitrário. Lembrando que i2 = −1 e considerando z
na forma dada em (2.12), ao efetuar o produto zw da maneira usual obtemos outro número
complexo dado por

zw = r [(x1 cos θ − y1 sen θ) + i(x1 sen θ + y1 cos θ)] . (2.13)

Denotando os números complexos w e zw respectivamente por (x1, y1)
T e (x2, y2)

T , a equação
(2.13) reescrita em notação matricial assume a forma

(
x2

y2

)
= r

(
cos θ − sen θ
sen θ cos θ

)(
x1

y1

)
. (2.14)
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R

Im

z = a+ ib

a

b

θ

Figura 2.2: Representação de z no plano complexo.

Se em (2.14) fizermos r = 1 obteremos uma expressão idêntica à equação (2.8) vista an-
teriormente. Isto significa que se z for um número complexo de norma unitária (|z| = 1),
o produto zw é a rotação do número complexo w de um ângulo θ no sentido anti-horário.
Parece então razoável concluir que um número complexo unitário pode ser identificado com
uma matriz de rotação de ordem 2. De fato, é posśıvel provar que existe uma aplicação
bijetora que associa o conjunto de todos os números complexos unitários (denotado por S1)
ao conjunto SO(2) (veja, por exemplo, [6, 21]).

2.2 Rotações no espaço

Para descrever rotações em R
3 precisamos antes definir o que é um sistema de coordenadas

cartesianas orientado segundo a regra da mão direita.

Definição 2.2 Seja S um sistema de coordenadas cartesianas em R
3 formado pelos vetores

ortonormais {x,y, z}. Dizemos que S é orientado segundo a regra da mão direita se

z = x × y,

x = y × z,

y = z × x.

O exemplo mais comum de um sistema com essa propriedade é aquele formado pelos vetores
canônicos de R

3: e1 = (1, 0, 0)T , e2 = (0, 1, 0)T e e3 = (0, 0, 1)T . De agora em diante
assumiremos que todos os sistemas de coordenadas em R

3 são orientados segundo a regra da
mão direita.

Veremos agora como caracterizar uma rotação no espaço. Sejam S1 e S2 sistemas de
coordenadas cartesianas em R

3 (cujas origens coincidem) formados, respectivamente, pelos
conjuntos de vetores ortonormais {x1,y1, z1} e {x2,y2, z2} como mostra a Figura 2.3. Nosso
objetivo é construir uma matriz de mudança de base 3× 3 que relaciona os dois sistemas de
coordenadas, isto é, que descreva a orientação de um sistema com relação ao outro. Dado
v ∈ R

3 arbitrário, denotaremos suas coordenadas com relação ao sistema S1 por [v]S1
. Então,

[v]S1
= (a1, a2, a3)

T ⇒ [v]S1
= a1x1 + a2y1 + a3z1.
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y1
y2

z2z1

x1

x2

(S1)

(S2)

Figura 2.3: Sistemas inercial (S1) e rodado (S2).

Da mesma forma, representando no sistema S1 cada vetor que forma o sistema S2 obtemos
os seguintes vetores

r1 = [x2]S1
, r2 = [y2]S1

, r3 = [z2]S1
. (2.15)

Os vetores (2.15) são também ortonormais, isto é

rTi rj =

{
0, se i 6= j
1, se i = j

. (2.16)

Com eles podemos definir a seguinte matriz

R =
(

r1

∣∣ r2

∣∣ r3

)
. (2.17)

A matriz (2.17) é denominada matriz de rotação de ordem 3. Ela descreve a orientação do
sistema S2 com relação ao sistema S1 e quando aplicada a um vetor v ∈ R

3, tem o efeito
de rodar este vetor com relação a S1. Esta matriz satisfaz as mesmas propriedades que as
matrizes de rotação de ordem 2, ou seja,

R−1 = RT ,
det(R) = +1.

(2.18)

A primeira propriedade em (2.18) é conseqüência direta do fato de que as colunas da matriz
R são vetores ortonormais, pois, escrevendo (2.16) em termos de R obtemos

RTR = I = RRT . (2.19)

Para verificar a segunda equação em (2.18) basta considerarmos uma das igualdades em
(2.19) e aplicarmos algumas propriedades de determinantes. Deste modo:

det(RTR) = det(I) ⇒ det(RT )det(R) = 1

⇒ (det(R))2 = 1

⇒ det(R) = ±1.
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Escrevendo o determinante como um produto misto dos vetores coluna de R temos

det(R) = rT1 (r2 × r3).

Lembrando que os sistemas de coordenadas são orientados segundo a regra da mão direita e
que os vetores ri, i = 1, 2, 3, são ortonormais, segue que r2 × r3 = r1 e

det(R) = rT1 (r2 × r3) = rT1 r1 = +1.

Na Seção 2.1 vimos que rotações no plano podem ser pensadas de duas formas distintas.
O mesmo acontece com rotações no espaço, ou seja, dado um objeto representado em um
sistema de coordenadas tridimensional, podemos pensar que uma rotação aplicada a este
objeto é obtida por:

(a) fixar o objeto e rodar o sistema de coordenadas,

ou

(b) manter o sistema de coordenadas fixo e rodar o objeto.

É claro que tanto em (a) quanto em (b) as matrizes de rotação serão distintas. Não existe na
literatura um padrão a ser seguido quanto a escolha de uma interpretação para uma rotação
no espaço. Por exemplo, [18, 21] caracterizam uma rotação de acordo com a maneira (a),
enquanto [10, 24, 28] preferem a maneira (b). Por acharmos o caso (b) mais intuitivo,
passaremos a segúı-lo de agora em diante.

O conjunto de todas as matrizes em R
3×3 que satisfazem as propriedades (2.18) é denotado

por SO(3). Veremos na Seção 2.3 que este conjunto constitui um grupo com relação a
operação de multiplicação de matrizes e estudaremos também algumas de suas propriedades
topológicas.

2.2.1 Movimentos ŕıgidos

Um movimento ŕıgido de um objeto qualquer é um movimento das part́ıculas que constituem
o objeto de tal modo que a distância e a orientação relativa entre quaisquer duas dessas
part́ıculas são preservadas durante o movimento. Podemos definir um movimento ŕıgido tanto
no plano quanto no espaço. Porém, neste trabalho daremos enfoque ao caso tridimensional.
Um movimento ŕıgido em R

3 pode ser descrito matematicamente por uma aplicação g : R
3 →

R
3 (denominada transformação de corpo ŕıgido) que satisfaz as seguintes propriedades para

todo u,v ∈ R
3:

‖g(u)‖ = ‖u‖,
g(u × v) = g(u) × g(v).

(2.20)

A primeira propriedade em (2.20) diz que a aplicação g preserva o comprimento de vetores,
enquanto a segunda assegura que g preserva a orientação.
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Uma matriz de rotação R ∈ SO(3) define uma transformação de corpo ŕıgido em R
3, isto

é, a aplicação
g : R

3 → R
3

v 7→ Rv
(2.21)

satisfaz (2.20). Para demonstrarmos essa afirmação, precisamos recordar uma propriedade
algébrica do produto vetorial e demonstrar um lema auxiliar.

Dados u = (a1, a2, a3)
T e v = (b1, b2, b3)

T , o produto vetorial u × v pode ser escrito da
seguinte forma

u × v = û v. (2.22)

onde û ∈ R
3×3 é a matriz anti-simétrica formada com as componentes do vetor u, dada por

û =




0 −a3 a2

a3 0 −a1

−a2 a1 0



 . (2.23)

Utilizaremos a identidade (2.22) para demonstrar o seguinte lema:

Lema 2.1 Dado R ∈ SO(3) e u ∈ R
3 temos que RûRT = R̂u, onde û, R̂u ∈ R

3×3 são
matrizes anti-simétricas constrúıdas, respectivamente, com as componentes dos vetores u e
Ru.

Demonstração: Sejam pi ∈ R
3, i = 1, 2, 3, os vetores coluna de RT . Pré-multiplicando

RT pela matriz û, as colunas da matriz resultante serão dadas por ûpi = u× pi, i = 1, 2, 3.
Pré-multiplicando a matriz ûRT por R, obtemos A = RûRT cujos elementos são dados por

aij = pTi (u × pj), i, j = 1, 2, 3.

Portanto, para i = j temos que

aii = pTi (u × pi) = −pTi (pi × u) = −(pi × pi)
Tu = 0

e para i 6= j
aij = pTi (u × pj) = −pTi (pj × u)

= −(pi × pj)
Tu

= −(±pk)
Tu,

onde k ∈ {1, 2, 3} \ {i, j}. Como

R̂u =




0 −pT3 u pT2 u

pT3 u 0 −pT1 u

−pT2 u pT1 u 0


 ,

comparando os elementos de R̂u com os elementos de A, conclúımos que RûRT = R̂u.
Provaremos agora, utilizando o resultado do Lema 2.1, que uma matriz de rotação define

uma transformação de corpo ŕıgido em R
3.
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Proposição 2.1 Uma matriz de rotação R ∈ SO(3) define uma transformação de corpo
ŕıgido em R

3.

Demonstração: Devemos provar que R satisfaz as propriedades (2.20). Com efeito, para
todo u,v ∈ R

3 temos

‖Rv‖2 = (Rv)TRv = vTRTRv = vTv = ‖v‖2 ⇒ ‖Rv‖ = ‖v‖.

Isto prova que R preserva a norma de vetores. Para provar que R preserva o produto vetorial,
utilizamos o resultado do Lema 2.1:

R(u × v) = R(ûv) = (RûRT )Rv = R̂uRv = Ru ×Rv.

Logo, R define um transformação de corpo ŕıgido em R
3.

Em geral, os movimentos ŕıgidos são descritos por rotações e translações. Tomemos
como exemplo a situação ilustrada na Figura 2.4. Considerando o objeto inicialmente em

(a)

x1

y1

z1

−→g

(b)

x1

y1

z1

x2

y2

z2

Figura 2.4: Objeto antes e depois de um movimento ŕıgido.

repouso (Figura 2.4 (a)), podemos rodá-lo e deslocá-lo de sua posição original para obter a
configuração ilustrada na Figura 2.4 (b). Denotando por p1 um ponto qualquer no objeto
em repouso e por p2 o mesmo ponto no objeto após o movimento de rotação e translação, a
relação entre p1 e p2 é dada por

p2 = d +Rp1,

onde d ∈ R
3 é um vetor de deslocamento e R ∈ SO(3). Neste caso, a transformação de

corpo ŕıgido g será dada por
g : R

3 → R
3

v 7→ d +Rv.
(2.24)
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Dentre os vários contextos onde a aplicação (2.24) aparece, podemos citar [24, 28] onde
(2.24) é utilizada para descrever as coordenadas cartesianas da ponta de um braço-robô. No
Caṕıtulo 4 abordaremos um problema em que a transformação (2.24) também é utilizada
para descrever a posição de átomos de moléculas em um recipiente.

2.3 Algumas propriedades do conjunto SO(3)

Definimos nas Seções 2.1 e 2.2 o conjunto SO(n) para n = 2, 3. A partir de agora focaremos
nossa atenção no conjunto SO(3). Nesta seção recordaremos algumas de suas propriedades:
veremos que este conjunto é compacto e constitui um grupo sob a operação de multiplicação
de matrizes. Estas propriedades são também satisfeitas por SO(2), de forma que as demons-
trações que fizermos aqui podem ser facilmente adaptadas para este conjunto.

O conjunto SO(3) é na verdade um subconjunto de O(3). O conjunto O(3), denominado
grupo ortogonal de ordem 3, contém todas as matrizes ortogonais reais de ordem 3. Veremos
na proposição a seguir que SO(3) constitui um grupo com relação a operação de multiplicação
de matrizes.

Proposição 2.2 SO(3) é um grupo sob a operação de multiplicação de matrizes.

Demonstração: Basta mostrarmos que SO(3) satisfaz as propriedades de um grupo. Com
efeito, dados R1, R2, R3 ∈ SO(3) arbitrários, temos que:

• SO(3) é fechado com relação a operação de multiplicação. De fato, dado o elemento
R1R2, temos que

(R1R2)(R1R2)
T = R1(R2R

T
2 )RT

1 = R1R
T
1 = I,

det(R1R2) = det(R1)det(R2) = 1.

Logo, R1R2 ∈ SO(3).

• A matriz I ∈ SO(3) é o elemento identidade do grupo, pois

RI = IR = R.

• De (2.18), conclúımos que dado R ∈ SO(3), exite R−1 = RT também pertencente a
SO(3). Portanto, todo elemento de SO(3) possui um inverso em SO(3).

• A operação definida sobre SO(3) é associativa pois a multiplicação usual de matrizes
é associativa, isto é, (R1R2)R3 = R1(R2R3).

Portanto, SO(3) constitui um grupo sob a operação de multiplicação de matrizes.
Como esta operação é não comutativa, dizemos que SO(3) é um grupo não comutativo

ou não abeliano. Outra caracteŕıstica interessante de SO(3) é o fato deste conjunto ser com-
pacto. Para demonstrar essa propriedade utilizaremos o seguinte teorema que está provado
em [17]:
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Teorema 2.1 Em um espaço normado de dimensão finita X, qualquer sub-conjunto M ⊂ X
é compacto se, e somente se, M é fechado e limitado.

Lembrando que R
3×3 munido da norma euclidiana de matrizes é um espaço de dimensão

finita e SO(3) ⊂ R
3×3, para concluir que SO(3) é compacto basta provar que este conjunto

é fechado e limitado em R
3×3. Faremos isso na proposição a seguir.

Proposição 2.3 O conjunto SO(3) é fechado e limitado em R
3×3.

Demonstração: De fato, dado R ∈ SO(3) arbitrário, suas colunas formam uma base orto-
normal de R

3 e det(R) = +1. Estas condições podem ser expressas como um conjunto de
equações não lineares nos elementos de R. O conjunto solução de cada equação pode ser
visto como a pré-imagem (ou imagem inversa) de um conjunto discreto ({1} ou {0}) por
uma função cont́ınua. Disto, decorre que SO(3) é a intersecção de fechados, sendo portanto
um conjunto fechado. Além disso, como R preserva a norma de vetores segue que

‖R‖ = sup
‖x‖=1

{‖Rx‖} = sup
‖x‖=1

{‖x‖} = 1.

Logo, SO(3) é um conjunto limitado.
Portanto, pelo Teorema 2.1 podemos concluir que SO(3) é compacto. Uma conseqüência

muito importante dessa propriedade é o fato de que se uma função de valor real cont́ınua for
definida sobre o conjunto SO(3), ou seja, f : SO(3) → R, ela atingirá um valor máximo e
um valor mı́nimo neste conjunto. Assim, se estivermos trabalhando com problemas de oti-
mização onde queremos encontrar R ∈ SO(3) que minimize o valor de uma função cont́ınua,
saberemos pelo menos que existe uma solução para o problema.



Caṕıtulo 3

Descrição de rotações em R
3

O problema de descrever uma matriz de rotação por meio de parâmetros aparece com
freqüência em várias aplicações. Em robótica [24], [28], por exemplo, surgem situações
em que é preciso calcular a posição (d ∈ R

3) e a orientação (R ∈ SO(3)) de um braço arti-
culado com relação a um sistema de coordenadas fixo, bem como obter as taxas de variação
dos parâmetros relacionados à rotação do braço. Já em computação gráfica, um problema
muito interessante é o da interpolação de orientações [3], [25], isto é, conhecidas a posição e a
orientação de um objeto em N instantes de tempo, é preciso determinar uma função cont́ınua
que interpole suavemente os dados. Em todas essas aplicações uma das dificuldades encon-
tradas é a escolha de uma maneira adequada de representar as rotações envolvidas, ou seja,
como escolher convenientemente parâmetros para construir as matrizes de rotação. Neste
caṕıtulo, começaremos definindo matematicamente o que é uma parametrização para um
conjunto arbitrário e em seguida estudaremos as maneiras mais comuns de parametrizar
uma matriz de rotação em SO(3).

3.1 Parametrizações para SO(3)

Introduziremos inicialmente algumas definições relevantes, cf. [19] e [21].

Definição 3.1 Seja M um conjunto arbitrário.

• Uma carta sobre M é um subconjunto aberto Mi de M juntamente com uma bijeção
diferenciável ϕi : Mi −→ ϕi(Mi).

• O inverso ϕ−1
i da aplicação ϕi é chamado de parametrização ou sistema local de coor-

denadas de M .

• Duas cartas (Mi, ϕi), (Mj, ϕj), tais que Mi ∩Mj 6= ∅, são compat́ıveis se ϕi(Mi ∩Mj)
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e ϕj(Mi ∩Mj) são subconjuntos abertos de R
n e as aplicações

ϕi ◦ ϕ−1
j |ϕj(Mi ∩Mj) : ϕj(Mi ∩Mj) −→ ϕi(Mi ∩Mj)

e

ϕj ◦ ϕ−1
i |ϕi(Mi ∩Mj) : ϕi(Mi ∩Mj) −→ ϕj(Mi ∩Mj)

são C∞.

• O conjunto M é uma variedade diferenciável n dimensional se admite um atlas, isto
é, M = ∪i∈IMi, e as cartas {(Mi, ϕi)}i∈I são compat́ıveis.

A Figura 3.1 mostra dois subconjuntos abertosMi e Mj de uma variedade M cuja intersecção
é não vazia e as cartas que podemos construir com esses subconjuntos. Como ϕi e ϕj são
cont́ınuas e bijetivas, ϕi(Mi) e ϕj(Mj) são subconjuntos abertos em R

n.

M

Mi

Mj ϕj

ϕi

ϕi(Mi) ⊂ R
n

ϕj(Mj) ⊂ R
n

Figura 3.1: Cartas em uma variedade M arbitrária.

É posśıvel provar que o conjunto SO(3) é uma variedade de dimensão 3. Isto significa que
se (Mi, ϕi) é uma carta em SO(3), ϕi(Mi) ⊂ R

3. A proposição a seguir traz um resultado
muito importante sobre a construção de cartas em SO(3). Ela diz que não é posśıvel cobrir
todo o conjunto SO(3) com apenas uma carta.

Proposição 3.1 Não existe uma carta global (SO(3), ϕ) para SO(3).

Demonstração: A demonstração é por contradição. Suponhamos que (SO(3), ϕ) seja uma
carta global para SO(3). Então, ϕ(SO(3)) é um conjunto aberto em R

3 (pela definição de
carta) e também um conjunto fechado (pois SO(3) é fechado). Logo, ϕ(SO(3)) = R

3. Como
SO(3) é compacto e ϕ é cont́ınua, segue que ϕ(SO(3)) é compacto. Portanto, R

3 é compacto
e isto não é verdade. Conclusão: não existe uma carta global para SO(3).

Mostraremos através do exemplo a seguir que o conjunto SO(3) pode ser coberto por
pelo menos 4 cartas.
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Exemplo:

Sejam x ∈ R
3 não nulo e x̂ a matriz anti-simétrica formada com as componentes de x.

Definiremos uma aplicação (denominada mapa de Cayley) da seguinte forma:

CAY : R
3 −→ CAY (R3) ⊂ SO(3)
x 7→ (I + x̂)(I − x̂)−1 (3.1)

A aplicação (3.1) está bem definida pois a matriz (I − x̂) é sempre inverśıvel. Com efeito,
como seus autovalores são {1, 1 − i‖x‖, 1 + i‖x‖}, temos que det(I − x̂) 6= 0. Além disso,
pode-se mostrar que CAY é injetivo e (SO(3), CAY −1) é uma carta local de SO(3). Então,
para determinar CAY −1, procedemos da seguinte forma:

CAY (x) = R ⇐⇒ R(I − x̂) = (I + x̂)

⇐⇒ (R + I)x̂ = R− I

⇐⇒ x̂ = (R + I)−1(R− I) = CAY −1(R). (3.2)

Notemos que em (3.2) a matriz (R+I) só admitirá inversa se −1 não for um autovalor de R.
Portanto, o mapa de Cayley estabelece um difeomorfismo entre R

3 e CAY (R3) = SO(3)−Ξ,
onde Ξ é o conjunto de matrizes que têm −1 como autovalor, ou equivalentemente, o conjunto
de matrizes que descrevem uma rotação de π em torno de um eixo qualquer. Isto significa
que o mapa inverso CAY −1 só está bem definido para as rotações por ângulos entre [0, π),
em torno de qualquer direção. Resta apenas cobrir as rotações por ângulo π, pois sabemos
que uma rotação de θ em torno de um vetor x equivale a uma rotação de 2π−θ em torno do
vetor −x. Em particular, note que a rotação de π em torno de x equivale à rotação de π em
torno de −x. Então, ao considerar rotações de π, basta considerar as classes de semelhança
formadas pelos vetores ant́ıpodas.

Queremos agora construir uma parametrização para as matrizes de rotação correspon-
dentes a uma rotação de π em torno de um dado vetor w não nulo, que podemos supor
unitário, sem perda de generalidade. Então w ou −w pertencerá a um dos três semi-espaços
Hi = {x ∈ R

3 | xi > 0}, para i = 1, 2, 3. Denotaremos por e1, e2, e3 os vetores que formam
a base canônica de R

3. Considere o caso w ∈ H1. Neste caso 〈w, e1〉 = cos θ ∈ [0, 1], onde θ
é o ângulo entre w e e1. A matriz que descreve a rotação de π em torno de e1 é dada por

E1 =




1 0 0
0 −1 0
0 0 −1



 .

Suponha agora que cos θ ∈ (0, 1). Sejam Q a matriz de rotação de π em torno de w e
R = E1Q. A matriz R corresponde a uma rotação de α = ‖w + e1‖π =

√
2(1 + cos θ)π

em torno de w + e1. Como α ∈ (
√

2π, 2π), temos que 2π − α ∈ (0, (2 −
√

2)π) ⊂ (0, π), ou
seja, R ∈ CAY (R3). Portanto, como E−1

1 = ET
1 = E1, temos, em qualquer dos casos, que

Q = E1R, onde R é uma matriz em CAY (R3) (lembrando que I ∈ CAY (R3)).
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O que foi feito para H1 pode ser repetido de forma análoga para H2 e H3. Chamando a
matriz identidade de E0, e de E2 e E3 as rotações de π em torno de e2 e e3 respectivamente,
conclúımos que SO(3) é coberto pelas parametrizações

ϕ−1
i : R

3 → Mi ⊂ SO(3)

x 7→ EiCAY (x), para i = 0, 1, 2, 3.

É fácil verificar (Mi, ϕi) definem cartas em SO(3).
As maneiras mais comuns de representar uma matriz de rotação por meio de parâmetros

são baseadas no uso do mapa exponencial, dos ângulos de Euler e dos quatérnions unitários
(ver, por exemplo, [11, 16, 27, 29, 30, 31]). Todas elas podem ser definidas como parame-
trizações locais para o conjunto SO(3), ou seja, cobrem apenas um subconjunto de SO(3).
Nas próximas seções estudaremos cada uma das representações citadas. Daremos exemplos
onde elas são utilizadas e apontaremos suas vantagens e desvantagens tanto na teoria quanto
na prática.

3.2 O mapa exponencial

Veremos nessa seção uma maneira de representar o conjunto SO(3) por meio de 4 parâmetros,
utilizando para isso o conceito de exponencial de matrizes. Antes de introduzirmos as de-
finições necessárias, vamos demonstrar um teorema muito importante devido a Euler.

Teorema 3.1 Todo elemento R ∈ SO(3), R 6= I, descreve uma rotação de um ângulo em
torno de um eixo fixo.

Demonstração: Seja R 6= I uma matriz de rotação arbitrária. Primeiramente vejamos
que R tem um autovalor igual a 1. Com efeito, os autovalores de R são dados pelas ráızes
do polinômio caracteŕıstico p(λ) = R − λI. Como ráızes complexas sempre ocorrem em
pares conjugados e p(λ) tem grau 3, pelo menos um dos autovalores de R é real. Sejam λ o
autovalor real e ω ∈ R

3 o autovetor associado a λ, que admitiremos ter norma unitária sem
perda de generalidade. Assim, temos que

‖Rω‖ = ‖λω‖ =⇒ ‖ω‖ = |λ|‖ω‖ =⇒ λ = ±1.

Como o determinante de R é dado pelo produto dos autovalores e, além disso, det(R) = 1,
se todas as ráızes de p(λ) forem reais, elas serão dadas por {1, 1, 1} ou {1,−1,−1}. Por
outro lado, se existir uma raiz real e duas complexas, vamos ter {1, z, z̄}, com zz̄ = |z|2 = 1.
Portanto, em qualquer dos casos anteriores, pelo menos um autovalor de R é igual a 1.

Consideremos agora o plano P perpendicular ao autovetor ω, ou seja,

P = {y ∈ R
3 | 〈y,ω〉 = 0}.

Como R é ortogonal, dado y ∈ P , o vetor Ry também está em P , pois

〈Ry,ω〉 = 〈Ry, Rω〉 = 〈y,ω〉 = 0.
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Então, tomando uma base ortonormal {v1,v2} para P , podemos construir um sistema de
coordenadas S para R

3 formado pelos vetores {ω,v1,v2}. Com relação a esse sistema, a
matriz R assume a forma

R =
(

[ω]S
∣∣ [v1]S

∣∣ [v2]S
)

=




1 0 0
0 a1 a2

0 a3 a4



 . (3.3)

É fácil verificar que a submatriz de R
(
a1 a2

a3 a4

)

pertence a SO(2). Desse modo, podemos concluir que R descreve uma rotação de algum
ângulo em torno do eixo gerado pelo vetor ω. A Figura 3.2 mostra o vetor ω (eixo de rotação)
e um vetor u arbitrário cuja projeção no plano P é dada pelo vetor ProjPu. Quando pré-
multiplicamos as coordenadas de u pela matriz (3.3) o vetor ProjPu realiza uma rotação em
torno de ω e a coordenada de u ao longo do eixo definido por ω permanece inalterada.

ω

u

ProjPuplano P

Figura 3.2: Rotação de u em torno do eixo gerado por ω.

Com base no resultado do Teorema 3.1, dado um vetor unitário ω = (ω1, ω2, ω3)
T ∈ R

3

e um número real θ ∈ [0, 2π), podemos definir uma aplicação que associa o par (ω, θ) (que
representa o eixo e o ângulo de uma rotação) à uma matriz R ∈ SO(3). Antes de constrúı-la
vamos precisar da seguinte definição:

Definição 3.2 Seja A ∈ R
3×3 arbitrária. A exponencial de A é definida por

eA =
∞∑

k=0

Ak

k!
.

Construindo a matriz anti-simétrica ω̂ com as componentes do vetor ω como foi feito em
(2.23), definimos o mapa exponencial da seguinte forma:

EXP : S2 × [0, 2π) → SO(3)

(ω, θ) 7→ e
❝ωθ

(3.4)
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onde S2 = {ω ∈ R
3 | ‖ω‖ = 1}. Para ver que R = e

❝ωθ é de fato uma matriz de rotação,
basta lembrarmos que a exponencial de uma matriz satisfaz as propriedades usuais de funções
exponenciais. Assim, podemos escrever:

(e
❝ωθ)−1 = e−

❝ωθ = e
❝ωT

θ = (e
❝ωθ)T .

Então R−1 = RT e conseqüentemente RRT = I, implicando que det(R) = ±1. Usando
o fato de que o determinante de uma matriz e o mapa (3.4) são funções cont́ınuas e que
det(e0) = 1, conclúımos que det(R) = +1.

A matriz R = e
❝ωθ definida como uma série de potências da matriz anti-simétrica ω̂

não se presta a cálculos. Podemos entretanto encontrar uma expressão mais simples para R
fazendo uso recursivo das identidades

û
2 = uuT − ‖u‖2I, (3.5)

û
3 = −‖u‖2û. (3.6)

Assim, tomando u = ωθ em (3.5) e (3.6) e lembrando as expansões do seno e do cosseno em
séries de Taylor, podemos escrever:

e
❝ωθ = I +

(
θ − θ3

3!
+
θ5

5!
− · · ·

)
ω̂ +

(
θ2

2!
− θ4

4!
+
θ6

6!
− · · ·

)
ω̂

2

= I + ω̂ sen θ + ω̂
2(1 − cos θ). (3.7)

A expressão (3.7) é conhecida como Fórmula de Rodrigues e nos dá uma maneira eficiente

de calcular a matriz R = e
❝ωθ.

O mapa exponencial definido em (3.4) cobre todo o conjunto SO(3), ou seja, dada R ∈
SO(3), existe ω ∈ R

3 unitário e θ ∈ R tal que R = e
❝ωθ. Provaremos este fato na proposição

a seguir.

Proposição 3.2 O mapa exponencial (3.4) é sobrejetivo.

Demonstração: A prova desta proposição é construtiva. Tomando

R =




r11 r12 r13
r21 r22 r23
r31 r32 r33



 , (3.8)

e definindo vθ = 1 − cos θ, cθ = cos θ, sθ = sen θ, escrevemos a equação (3.7) como

e
❝ωθ =




1 − vθ(ω

2
2 + ω2

3) ω1ω2vθ − ω3sθ ω1ω3vθ + ω2sθ
ω1ω2vθ + ω3sθ 1 − vθ(ω

2
1 + ω2

3) ω2ω3vθ − ω1sθ
ω1ω3vθ − ω2sθ ω2ω3vθ + ω1sθ 1 − vθ(ω

2
1 + ω2

2)





=




ω2

1vθ + cθ ω1ω2vθ − ω3sθ ω1ω3vθ + ω2sθ
ω1ω2vθ + ω3sθ ω2

2vθ + cθ ω2ω3vθ − ω1sθ
ω1ω3vθ − ω2sθ ω2ω3vθ + ω1sθ ω2

3vθ + cθ



 . (3.9)
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Igualando as expressões (3.8) e (3.9), obtemos a seguinte relação para o traço da matriz R:

tr(R) = r11 + r22 + r33 = 1 + 2 cos θ.

Segue então que

−1 ≤ tr(R) ≤ 3 (3.10)

e

θ = cos−1

(
tr(R) − 1

2

)
, θ ∈ [0, π]. (3.11)

Agora, igualando os outros termos de R e e
❝ωθ, obtemos

r32 − r23 = 2ω1sθ,

r13 − r31 = 2ω2sθ,

r21 − r12 = 2ω3sθ.

Se sen θ 6= 0, ou seja, θ ∈ (0, π), podemos tomar

ω =
1

2sθ




r32 − r23
r13 − r31
r21 − r12



 . (3.12)

Os valores de θ e ω dados, respectivamente, pelas equações (3.11) e (3.12) (denominados
coordenadas exponenciais de R) não são únicos. Com efeito, observe que se considerarmos
um ângulo de 2π− θ, como sen(2π− θ) = − sen θ, de acordo com a equação (3.12) o eixo de
rotação será −ω e uma rotação de 2π− θ em torno de −ω produzirá o mesmo efeito de uma
rotação de θ em torno de ω. Agora, se R é tal que tr(R) = −1, então θ = π e ω pode ser
escolhido arbitrariamente. Por outro lado, se R = I, então tr(R) = 3 e θ = 0, implicando
que ω também pode assumir qualquer valor. Portanto, o mapa exponencial (3.4) é uma
aplicação sobrejetiva.

A representação de rotações através do mapa exponencial é também conhecida como
representação eixo-ângulo. Notemos que para descrever uma rotação por meio dessa re-
presentação devemos utilizar quatro parâmetros: um ângulo e três componentes do vetor
unitário. Assim, constrúımos a matriz de rotação correspondente através da fórmula (3.7).
Dentre as várias aplicações que utilizam o mapa exponecial para descrever o conjunto SO(3),
podemos citar [24] que usa (3.4) para obter as equações cinemáticas que regem o movimento
de vários modelos de braços-robô. Já em [30] este mapa é utilizado em um problema de oti-
mização cujo objetivo é encontrar uma matriz R ∈ SO(3) que minimiza uma função cont́ınua
f : SO(3) → R.

Veremos na seção a seguir uma outra maneira de representar uma rotação utilizando três
parâmetros conhecidos como ângulos de Euler.
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3.3 Ângulos de Euler

Leonhard Euler (1707–1783), em conexão com seu trabalho sobre mecânica celeste, afirmou
e provou que

Quaisquer dois sistemas ortogonais de coordenadas in-
dependentes podem ser relacionados por uma seqüência
de rotações (não mais que três) sobre os eixos coordena-
dos, de forma que duas rotações sucessivas não devem
ocorrer em torno do mesmo eixo.

Desse modo, o ângulo de uma rotação simples em torno de um eixo coordenado (X, Y
ou Z) é chamado de ângulo de Euler e uma seqüência de três rotações simples, sendo que
duas rotações consecutivas não ocorrem em torno do mesmo eixo é denominada seqüência
de Euler. Podemos então, obter um total de 12 seqüências diferentes como mostra a Tabela
3.1.

XYX XZX YXY

Y ZY ZXZ ZY Z

XY Z XZY Y ZX

YXZ ZXY ZY X

Tabela 3.1: Seqüências de Euler.

Para construir as matrizes de rotação correspondentes às seqüências de Euler, necessi-
tamos das matrizes que descrevem uma rotação de um ângulo θ no sentido anti-horário em
torno dos eixos coordenados X, Y e Z:

Rx,θ =




1 0 0
0 cos θ − sen θ
0 sen θ cos θ



 , (3.13)

Ry,θ =




cos θ 0 sen θ

0 1 0
− sen θ 0 cos θ



 , (3.14)

Rz,θ =




cos θ − sen θ 0
sen θ cos θ 0

0 0 1



 . (3.15)
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Ilustraremos o uso de uma seqüência de Euler particular no exemplo a seguir.

Exemplo: Considere um objeto em formato de pirâmide cuja base inicialmente repousa
sobre o plano XY . Aplicaremos a este objeto a seqüência ZXZ, isto é, primeiramente
faremos uma rotação do objeto em torno do eixo Z de um ângulo ψ (Fig. 3.3 (a)). Em
seguida, rodamos a pirâmide em torno do eixo X de um ângulo θ (Fig. 3.3 (b)) e por fim,
aplicamos a ela uma rotação em torno do eixo Z de um ângulo φ (Fig. 3.3 (c)).

−→
Rx

x

z

y

(a)

−→
Rz

x

z

y

(b)

x

z

y

(c)

Figura 3.3: Seqüência ZXZ aplicada a um objeto.

A matriz que representa a composição das rotações é dada por

A(ψ, θ, φ) = Rz,φRx,θRz,ψ =




cφcψ − sφcθsψ −cφsψ − sφcθcψ sφsθ
sφcψ + cφcθsψ −sφsψ + cφcθcψ −cφsθ

sθsψ sθcψ cθ



 (3.16)

onde cφ = cosφ, sφ = senφ e assim por diante. Considere a aplicação

A : [0, 2π) × [0, π] × [0, 2π) −→ SO(3).

Esta aplicação é sobrejetiva pois, dada R ∈ SO(3) arbitrária:

R =




r11 r12 r13
r21 r22 r23
r31 r32 r33



 , (3.17)

podemos determinar os valores dos ângulos (ψ, θ, φ) da seqüência ZXZ que produzirão R.
Assim, se r33 = ±1,

θ = cos−1(r33) =






0 ⇒ φ+ ψ = tg−1(r22, r21)

ou

π ⇒ φ− ψ = tg−1(r11, r12).
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Logo, φ e ψ não estão univocamente definidos, somente sua soma ou diferença. Agora, se
r33 6= ±1, vamos ter sθ 6= 0 e

θ = cos−1(r33) ∈ (0, π),

φ = tg−1

(
−r23
sθ
,
r13
sθ

)
,

ψ = tg−1

(
r32
sθ
,
r31
sθ

)
.

(3.18)

Apesar de sobrejetiva, a aplicação A não é injetiva pois A(φ, 0,−φ) = I, para qualquer φ.
Por essa razão, A não define uma parametrização para SO(3). No entanto, se restringirmos
os ângulos aos intervalos

0 < φ < 2π, 0 < θ < π, 0 < ψ < 2π,

a aplicação A torna-se bijetiva e portanto pode ser considerada uma parametrização local
para SO(3) ou seja, a imagem de A fica estritamente contida em SO(3).

3.3.1 Limitações no uso dos ângulos de Euler

O exemplo anterior ilustra o fato que a parametrização por ângulos de Euler é necessaria-
mente local, ou seja, não cobre todo o conjunto SO(3). Resumindo, se A : D ⊂ R

3 → SO(3)
é uma parametrização local de SO(3) por uma seqüência de Euler, qualquer tentativa de
estender o domı́nio de definição dos ângulos para obter uma aplicação sobrejetiva fará com
que A perca a propriedade da injetividade. Este fato se reflete na prática, principalmente em
problemas de mecânica cujo objetivo é controlar a orientação de corpos ŕıgidos via ângulos
de Euler. Para entendermos melhor este tópico, consideremos o exemplo a seguir.

Exemplo: A Figura 3.4 (a) mostra um objeto articulado em repouso. A moldura de cor
azul está presa a um suporte vermelho por meio de um eixo I e o triângulo está conectado
à moldura por um eixo II. Inicialmente os eixos I e II coincidem, respectivamente, com os
eixos cartesianos X e Y . O objeto executa rotações da seguinte forma: a moldura azul e
o triângulo podem girar livremente em torno dos eixos I e II, respectivamente, e o suporte
vermelho roda todo o conjunto em torno do eixo Z (Figura 3.4 (b)). Porém, se aplicarmos
à moldura azul uma rotação de 90◦ em torno do eixo I ela ficará na posição vertical e o
eixo II coincidirá com o eixo Z. Mantendo a moldura fixa nesta posição, o triângulo ficará
“preso”na posição vertical e rotações do triângulo em torno do eixo II ou rotações do suporte
vermelho em torno de Z não alterarão esta configuração (Figura 3.4 (c)).

A matriz que descreve a orientação do objeto articulado é dada por

R(ψ, θ, φ) =




cθcψ −cθsψ sθ

cφsψ + sφsθcψ cφcψ − sφsθsψ −sφcθ

sφsψ − cφsθcψ sφcψ + cφsθsψ cφcθ


 , (3.19)
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❅
❅
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x
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z
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x

y

z
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Figura 3.4: Gimbal Lock : dois eixos de rotação se coincidem.

onde φ é o ângulo da rotação da moldura azul em torno do eixo I, θ é o ângulo da rotação
do triângulo em torno do eixo II e ψ é o ângulo da rotação do suporte vermelho em torno
do eixo Z. Quando fazemos θ = π

2
em (3.19) e deixamos φ e ψ livres, obtemos

R
(
ψ,
π

2
, φ
)

=




0 0 1

sen(ψ + φ) cos(ψ + φ) 0

− cos(ψ + φ) sen(ψ + φ) 0


 . (3.20)

A matriz (3.20) descreve a orientação do objeto quando este se encontra na posição ilustrada
na Figura 3.4 (c). Notemos que (3.20) só depende da soma dos ângulos ψ e φ. Isto significa
que para quaisquer ψ, φ tais que ψ + φ = constante, a matriz R

(
ψ, π

2
, φ
)

será sempre a
mesma.

O problema ilustrado neste exemplo é conhecido em computação gráfica como Gimbal
Lock e ocorre quando dois eixos de rotação apontam na mesma direção. Gimbal é o nome
dado em inglês a uma montagem usada para instalar equipamentos que necessitam de uma
orientação espacial e, para esse fim, utiliza ângulos de Euler.

Na seção a seguir estudaremos uma outra maneira de representar o conjunto SO(3)
utilizando quatérnions unitários. Veremos que é posśıvel construir uma aplicação sobrejetiva
que leva o conjunto dos quatérnions unitários ao conjunto SO(3).

3.4 Quatérnions

3.4.1 Um pouco de história

William Rowan Hamilton (1805–1865) inventou os quatérnions em 1843 quando tentou in-
troduzir um número complexo generalizado. Considerando números da forma a = a1i+a2j+
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a3k, com a1, a2, a3 ∈ R, Hamilton queria encontrar uma regra de multiplicação entre esses
números semelhante à regra de multiplicação entre números complexos. Assim, dados a, b
arbitrários, o produto inventado por Hamilton deveria satisfazer |ab| = |a||b|. Porém, essa
regra falhava em alguns casos. Por exemplo, se considerarmos a = i+j +k e b = i+2j +4k
vamos ter

|a|2 = 12 + 12 + 12 = 3,
|b|2 = 12 + 22 + 42 = 21,

mas 3×21 = 63 6= n2
1+n

2
2+n

2
3, para quaisquer inteiros n1, n2, n3. Percebendo que seu sistema

de números complexos generalizados falhava com relação a esta propriedade, a grande idéia
de Hamilton foi considerar o problema em quatro dimensões tomando elementos da forma
q = q0 + q1i + q2j + q3k, com q0, q1, q2, q3 ∈ R, cujas unidades i, j, k satisfazem as seguintes
regras de multiplicação:

i2 = j2 = k2 = −1

ij = k = −ji

jk = i = −kj

ki = j = −ik

Tabela 3.2: Regras de multiplicação inventadas por Hamilton.

Os elementos de quatro componentes foram denominados quatérnions. Hamilton dedicou
cerca de 22 anos de sua vida ao estudo desses elementos e durante esse peŕıodo publicou vários
trabalhos importantes relacionados a esse assunto. Sua teoria inicialmente não foi bem aceita
pela comunidade cient́ıfica, mas aos poucos foi incorporando adeptos, como os matemáticos
Peter Guthrie Tait e Arthur Cayley que também desenvolveram pesquisas nessa área. Em
uma de suas principais obras, intitulada Lectures on Quaternions, Hamilton mostrou como
os quatérnions podem ser aplicados à geometria, trigonometria e também mostrou relações
existentes entre esses elementos e logaritmos, séries, equações lineares e quadráticas. Mais
detalhes sobre a vida de Hamilton e sua teoria de quatérnions podem ser encontrados em
[5, 26].

Estudaremos agora algumas propriedades algébricas dos quatérnions. Começaremos de-
finindo as operações de adição, subtração, multiplicação por um escalar e multiplicação
entre quatérnions. Em seguida introduziremos os conceitos de conjugado e norma de um
quatérnion. Por fim, mostraremos como podemos utilizar esses elementos para representar
rotações em R

3.

3.4.2 Álgebra de quatérnions

De acordo com as idéias de Hamilton, um quatérnion q = q0 + q1i + q2j + q3k é constitúıdo
de duas partes: uma escalar q0 ∈ R e uma vetorial q1i + q2j + q3k. Representando a parte
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vetorial de um quatérnion q por qv, podemos escrevê-lo como q = (q0, qv)
T = (q0, q1, q2, q3)

T .
Utilizaremos essa notação de agora em diante para simplificar os cálculos.

As operações de adição/subtração entre quatérnions e multiplicação de um quatérnion
por um escalar são análogas às operações entre vetores em R

4, ou seja, dados os quatérnions
p = (p0,pv)

T , q = (q0, qv)
T e α ∈ R, temos que

p + q = (p0 + q0, pv + qv)
T ,

p − q = (p0 − q0, pv − qv)
T ,

αp = (αp0, αpv)
T .

(3.21)

A operação de multiplicação entre quatérnions é definida segundo as regras da Tabela
3.2. Dessa forma, o produto entre dois quatérnions p e q é dado por

pq = (p0q0 − pv · qv, p0qv + q0pv + pv × qv)
T . (3.22)

onde pv · qv e pv × qv são, respectivamente, o produto escalar e o produto vetorial entre
as partes vetoriais de p e q. Observando a expressão (3.22) podemos notar que o produto
entre dois quatérnions resulta em outro quatérnion cujas partes escalar e vetorial são dadas,
respectivamente, por p0q0 − pv · qv e p0qv + q0pv + pv × qv. A operação de multiplicação
entre quatérnions é associativa, distributiva e não comutativa. Por essa razão, o conjunto de
todos os quatérnions (excluindo o quatérnion nulo), denotado por H−{0}, forma um grupo
não comutativo com relação a essa operação.

Assim como um número complexo, um quatérnion também possui um conjugado e uma
norma, como veremos a seguir.

Definição 3.3 Dado q ∈ H − {0} arbitrário, o conjugado e a norma de q são, respectiva-
mente, definidos por

q∗ = (q0,−qv)
T , (3.23)

‖q‖ =
√
q2
0 + q2

1 + q2
2 + q2

3. (3.24)

Utilizando o produto entre quatérnions (3.22) e a definição anterior, as propriedades a seguir
são facilmente verificadas ∀ q,p ∈ H

(q∗)∗ = q,

(pq)∗ = q∗p∗,

(p + q)∗ = p∗ + q∗,

‖q‖ = ‖q∗‖,

‖pq‖ = ‖p‖‖p‖.

(3.25)

Um estudo detalhado sobre outras propriedades satisfeitas pelo grupo H − {0} pode ser
encontrado em [6, 18, 20].
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3.4.3 Descrição de rotações via quatérnions

No Caṕıtulo 2 vimos que um número complexo de norma unitária pode ser identificado com
uma matriz de rotação em SO(2). Podemos também estabelecer uma identificação entre
um quatérnion e um elemento de SO(3). Para tal, precisamos considerar o conjunto de
quatérnions unitários, ou seja, S3 = {q ∈ H | ‖q‖ = 1}. Assim, dado q ∈ S3 é posśıvel
construir com q um operador de rotação de tal maneira que o seu efeito sobre um vetor não
nulo v ∈ R

3 seja rodar v de uma quantidade θ ∈ R em torno de um eixo especificado. Surge
então a seguinte questão:

Como um quatérnion pode operar sobre um vetor v de R
3?

Para que isto seja posśıvel, definimos um quatérnion va cuja parte vetorial seja dada pelo ve-
tor v e a parte escalar seja nula, isto é, va = (0,v)T . O conjunto de todos os quatérnions com
parte escalar nula é denotado por H0 e um elemento qualquer deste conjunto é denominado
quatérnion puro. A correspondência entre R

3 e H0 está ilustrada na Figura 3.5. Tomando por

v
R

3 1 : 1
H

va = (0,v)T

H0

Figura 3.5: Correspondência biuńıvoca entre R
3 e H0.

base essa correspondência e utilizando a multiplicação entre quatérnions, podemos definir
um operador de rotação da seguinte forma:

Definição 3.4 Dado q ∈ S3, o operador de rotação L constrúıdo a partir de q é definido
por

L : H0 → H0

va 7→ wa = qvaq
∗ (3.26)

onde q∗ é o conjugado de q.

Desenvolvendo o produto qvaq
∗ obtemos wa = (0,w)T , onde

w = (2q2
0 − 1)v + 2(qv · v)qv + 2q0(qv × v) (3.27)

é a parte vetorial de wa que fornece as coordenadas do vetor v após a rotação.

Mostraremos agora que, assim como uma matriz de rotação, L é um operador linear e
preserva a norma euclidiana de vetores em R

3.
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Proposição 3.3 L é um operador linear e preserva a norma de vetores.

Demonstração: Sejam u,v ∈ R
3 arbitários, α ∈ R e considere os quatérnions puros

ua = (0,u)T e va = (0,v)T . Pela distributividade do produto de quatérnions temos que:

L(αua + va) = q(αua + va)q
∗

= (αqua + qva)q
∗

= αquaq
∗ + qvaq

∗

= αL(ua) + L(va).

Além disso, como ‖q‖ = ‖q∗‖ = 1, segue que

‖L(va)‖ = ‖qvaq
∗‖ = ‖q‖‖va‖‖q∗‖ = ‖va‖ = ‖v‖.

Portanto, L é linear e preserva a norma de vetores.
O teorema a seguir fornece uma interpretação geométrica para a ação do operador L

sobre o quatérnion va = (0,v)T .

Teorema 3.2 Dado q = (q0, qv)
T unitário, com qv 6= 0, a parte vetorial de wa = L(va) =

(0,w)T é o resultado da rotação de v de um ângulo 2θ em torno do eixo gerado por qv, onde
θ = cos−1(q0) ∈ (0, π).

Demonstração: Sejam V o subespaço gerado pelo vetor qv, V
⊥ o complemento ortogonal

de V e v ∈ R
3. Denotando por a1,a2 as componentes da decomposição ortogonal de v em

V e V ⊥, respectivamente, segue que

v = a1 + a2 = αqv + a2, onde α ∈ R.

Dessa forma, o quatérnion puro va pode ser escrito como

va = (0,a1 + a2)
T = (0,a1)

T + (0,a2)
T = va1

+ va2
.

Como L é um operador linear, temos que

L(va) = L(va1
) + L(va2

). (3.28)

Por outro lado, é fácil verificar que L(0, αqv) = (0, αqv), ou seja, o subespaço gerado por
(0, qv) é invariante sob L. Portanto

L(va) = va1
+ (0, b2)

T = (0,a1 + b2)
T . (3.29)

Agora, para determinar a parte vetorial de L(va2
) utilizamos a fórmula (3.27) e o fato de

que q é unitário. Assim, temos

b2 = (q2
0 − ‖qv‖2)a2 + 2(qv · a2)qv + 2q0(qv × a2)

= (q2
0 − ‖qv‖2)a2 + 2q0(qv × a2), (3.30)
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pois qv ⊥ a2. Sendo u = qv/‖qv‖ ∈ R
3 um vetor unitário com a mesma direção de qv,

voltando em (3.30) podemos escrever

b2 = (q2
0 − ‖qv‖2)a2 + 2q0‖qv‖(u × a2). (3.31)

Como ‖q‖2 = q2
0 + ‖qv‖2 = 1, existe um único θ ∈ (0, π) tal que

q0 = cos θ,
‖qv‖ = sen θ.

(3.32)

Substituindo (3.32) em (3.31) obtemos

b2 = (cos2 θ − sen2 θ)a2 + (2 cos θ sen θ)a3

= (cos 2θ)a2 + (sen 2θ)a3, (3.33)

onde a3 = u × a2. Como

‖a3‖ = ‖u × a2‖ = ‖u‖‖a2‖ sen
(π

2

)
= ‖a2‖,

conclúımos que b2 é uma rotação de 2θ do vetor a2 em torno do eixo gerado por qv. Portanto,
o vetor obtido por rodar v de um ângulo 2θ em torno do eixo gerado por qv é dado pela
parte vetorial do quatérnion L(va) = (0,a1 + b2)

T . Denotando por vR = a1 + b2 o vetor
rodado, podemos perceber que após a rotação, a componente a1 da decomposição ortogonal
de v ao longo de qv não se altera, enquanto que a projeção de v no plano perpendicular a
qv sofre uma rotação de 2θ, conforme ilustrado na Figura 3.6.

a1 v vR

a2
2θ

b2

a3

qv

Figura 3.6: Interpretando geometricamente a ação do operador L.

Escrevendo o vetor rodado vR = a1 + b2 em notação matricial temos

vR = Qv, (3.34)
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onde Q(q) ∈ SO(3) é constrúıda com as componentes do quatérnion q, isto é,

Q(q) =




2q2
0 + 2q2

1 − 1 2q1q2 − 2q0q3 2q1q3 + 2q0q2

2q1q2 + 2q0q3 2q2
0 + 2q2

2 − 1 2q2q3 − 2q0q1

2q1q3 − 2q0q2 2q2q3 + 2q0q1 2q2
0 + 2q2

3 − 1


 . (3.35)

Podemos então estabelecer uma correspondência entre o conjunto dos quatérnions unitários
S3 e o conjunto SO(3) através da seguinte aplicação:

Φ : S3 → SO(3)
q 7→ Q(q)

(3.36)

Pelo Teorema (3.2), como θ ∈ (0, π), o ângulo da rotação ocorrida satisfaz 0 < 2θ < 2π.
Ora, se a rotação de φ em torno de qv equivale a uma rotação de 2π − φ em torno de
−qv, cada rotação não trivial (i.e., diferente da identidade) pode ser representada por dois
quatérnios unitários: q = (q0, q)T e −q = (−q0,−q)T . Por outro lado, a rotação identidade
corresponde também a dois quatérnions unitários, a saber (1, 0, 0, 0)T e (−1, 0, 0, 0)T . Assim,
cada elemento de SO(3) é imagem pela aplicação (3.36) de exatamente dois elementos de S3.
Isto significa que Φ é sobrejetiva e localmente injetiva. É interessante contrastar esta situação
com a que ocorria com a parametrização por ângulos de Euler. A aplicaçãoA(ψ, 0, φ) definida
em (3.16), por exemplo, é tal que A(φ, 0,−φ) = I para qualquer φ. Portanto é imposśıvel
escolher uma vizinhança em torno da origem de modo que A seja injetiva nessa vizinhança.
Por outro lado, se restringirmos o domı́nio para (0, 2π)× (0, π)× (0, 2π), a matriz identidade
deixa de fazer parte da imagem de A. Com quatérnions, entretanto, embora o mapa Φ
definido em (3.36) não seja injetivo, cada matriz em SO(3) é imagem por Φ de dois pontos
isolados, o que elimina problemas de singularidade.

3.5 Comparando as representações

Nas seções anteriores vimos como representar uma matriz de rotação por meio do mapa expo-
nencial (representação eixo-ângulo), dos ângulos de Euler e dos quatérnions unitários. Nessa
seção obteremos fórmulas de conversão entre as representações estudadas e discutiremos a
eficiência computacional de cada uma delas.

3.5.1 Fórmulas de conversão

No desenvolvimento das fórmulas de conversão entre as representações, vamos supor que o
ângulo de rotação θ pertence ao intervalo (0, π).

(1) Eixo-ângulo ⇄ Quatérnions unitários
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Se ω = (ω1, ω2, ω3)
T e θ são, respectivamente, o eixo e o ângulo da rotação, de acordo

com o Teorema 3.2 o quatérnion unitário correspondente a essa rotação é dado por

q =

(
cos

(
θ

2

)
, ω sen

(
θ

2

))T
. (3.37)

Reciprocamente, se q = (q0, q1, q2, q3)
T é um quatérnion unitário tal que |q0| < 1,

podemos extrair das componentes de q o ângulo e o eixo da rotação da seguinte forma:

θ = 2 cos−1(q0),

ω =
1√

1 − q2
0

(q1, q2, q3)
T .

(3.38)

(2) Eixo-ângulo ⇄ Ângulos de Euler

Dado o par (ω, θ), utilizamos a fórmula de Rodrigues (3.7) para construir a matriz (3.9)
que corresponde a à rotação de θ em torno de ω. Então, para obtermos os ângulos
de Euler referentes a uma seqüência particular, igualamos (3.9) à matriz obtida pela
composição das rotações da seqüência e extráımos os ângulos como fizemos no exemplo
da Seção 3.3. Reciprocamente, dada uma matriz de rotação R que representa uma
seqüência de Euler qualquer, para obtermos o ângulo e o eixo correspondentes a essa
rotação, utilizamos, respectivamente, as fórmulas (3.11) e (3.12).

(3) Ângulos de Euler ⇄ Quatérnions unitários

Neste caso, as fórmulas a serem obtidas dependem da escolha de uma seqüência de Euler
particular. Para ilustrar o procedimento utilizaremos a seqüência ZXZ discutida no
exemplo da Seção 3.3. Esta seqüência é formada pela composição de três rotações
simples: uma rotação de ψ em torno de Z, seguida por uma rotação de θ em torno
de X, terminando com uma rotação de φ novamente em torno de Z. Os quatérnions
unitários que representam cada rotação simples são dados por:

qz,ψ =

(
cos

(
ψ

2

)
, e3 sen

(
ψ

2

))T
,

qx,θ =

(
cos

(
θ

2

)
, e1 sen

(
θ

2

))T
, (3.39)

qz,φ =

(
cos

(
φ

2

)
, e3 sen

(
φ

2

))T
.

onde e1 = (1, 0, 0)T e e3 = (0, 0, 1)T . Utilizando as regras de multiplicação (3.2) e
os quatérnions (3.39), constrúımos um quatérnion qR que representa a seqüência de
rotações ZXZ:

qR = qz,φ qx,θ qz,ψ = (q0, q1, q2, q3)
T , (3.40)
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onde

q0 = cos

(
φ

2

)
cos

(
ψ

2

)
cos

(
θ

2

)
− cos

(
θ

2

)
sen

(
φ

2

)
sen

(
ψ

2

)
,

q1 = cos

(
φ

2

)
cos

(
ψ

2

)
sen

(
θ

2

)
+ sen

(
φ

2

)
sen

(
ψ

2

)
sen

(
θ

2

)
,

q2 = cos

(
φ

2

)
sen

(
ψ

2

)
sen

(
θ

2

)
− cos

(
ψ

2

)
sen

(
φ

2

)
sen

(
θ

2

)
,

q3 = cos

(
ψ

2

)
cos

(
θ

2

)
sen

(
φ

2

)
+ cos

(
φ

2

)
cos

(
θ

2

)
sen

(
ψ

2

)
.

(3.41)

Então, usamos qR para definir um operador de rotação cujo efeito sob um vetor de
R

3 seja análogo ao da seqüência de Euler ZXZ. Agora, dado um quatérnion unitário
q = (q0, q1, q2, q3)

T , para determinar os ângulos de Euler que definem a seqüência ZXZ,
procedemos da mesma forma que em (3.18).

3.5.2 Eficiência computacional

Depois de estudarmos três diferentes maneiras de representar uma rotação e como obter um
conjunto de parâmetros a partir de outro por meio de fórmulas de conversão, nos deparamos
com a seguinte questão:

Qual é a melhor maneira de descrever uma rotação?

Infelizmente essa é uma pergunta sem resposta. Tudo dependerá do problema em estudo.
Ou seja, o uso de ângulos de Euler, quatérnions unitários ou do mapa exponencial para
representar uma matriz de rotação pode ou não ser eficiente em um determinado problema.
Existem na literatura, por exemplo, problemas em que as rotações envolvidas são inicialmente
representadas de uma maneira, e, em determinados cálculos intermediários, uma fórmula de
conversão é utilizada para se obter outra representação para a rotação. Existem também
aqueles que usam determinada representação por acharem-na mais intuitiva. Por exemplo,
os profissionais de aeronáutica já estão acostumados a descrever a orientação do avião usando
três ângulos de Euler: pitch (inclinação do bico), yaw (esquerda/direita) e roll (rotação em
torno do eixo longitudinal do avião). Então, o uso continuado de um tipo de representação
faz com que ela se torne mais intuitiva, e, portanto, preferida às outras, por um grupo de
pessoas.

Faremos agora uma discussão levando em consideração o esforço computacional des-
pendido por cada representação estudada. Analisaremos o uso de memória e as operações
necessárias para converter de uma representação para outra e compor rotações. Considera-
mos para efeito de comparação as operações de adição e/ou subtração (±), multiplicação
(×), divisão (÷) e o número de vezes que uma função trigonométrica é avaliada em cada
representação (ntrig).
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A Tabela 3.3 mostra a dimensão dos vetores que devem ser reservados na memória de um
computador para armazenar uma matriz de rotação e os parâmetros de cada representação.
Na representação por ângulos de Euler os três ângulos devem ser guardados. No caso da
representação eixo-ângulo, um vetor de dimensão 4 é suficiente para armazenar todos os
parâmetros. Porém, será preciso definir um vetor de dimensão 6 se os valores sen θ e (1−cos θ)
também forem guardados. Na representação por quatérnions unitários também é preciso um
vetor de dimensão 4 para alocar os parâmetros, porém, não há necessidade de se fazer cálculos
com funções trigonométricas.

Representação Dimensão Comentários
matriz de rotação 9

ângulos de Euler 3 sem armazenar seno e cosseno dos ângulos

eixo-ângulo 4 sem armazenar sen θ e (1 − cos θ)

eixo-ângulo 6 armazenando sen θ e (1 − cos θ)

quatérnion 4

Tabela 3.3: Comparação de uso de memória entre as representações.

A Tabela 3.4 traz o número de operações que são necessárias para construir uma matriz
de rotação R a partir dos parâmetros e o número de operações realizadas na conversão de
uma representação para outra. Devemos notar que a construção de uma matriz de rotação
pela fórmula de Rodrigues é a que mais realiza operações, porém, se R for obtida via ângulos
de Euler, esta construção efetuará o maior número de avaliações de função trigonométrica
desde que os 3 ângulos da seqüência sejam distintos. A obtenção de R via quatérnions
unitários não requer nenhum cálculo de função trigonométrica pois todos os cálculos envol-
vidos são algébricos. Nesta tabela estamos considerando também o esforço computacional
nas conversões entre as representações. Notemos que o maior número de multiplicações e
avaliações de função trigonométrica acontece na transformação de ângulos de Euler para
quatérnion.

A operação de pré-multiplicar um vetor v ∈ R
3 por uma matriz de rotação R requer 6

adições e 9 multiplicações. Dependendo do modo como a matriz R for representada, esses
valores aumentam significativamente. Se a fórmula de Rodrigues (3.7) for utilizada para
computar R, dado o par (ω, θ), o produto Rv pode ser calculado da seguinte forma:

Rv = v + sen θ (ω × v) + (1 − cos θ) ω × (ω × v). (3.42)

Em (3.42), o produto vetorial (ω × v) é calculado uma única vez e é temporariamente
armazenado. Para computá-lo, são necessárias 3 adições e 6 multiplicações. Assim, o cálculo
do vetor Rv a partir da expressão (3.42) requer um total de 12 adições e 18 multiplicações.
Se ao invés da matriz R utilizarmos o operador de rotação constrúıdo com um quatérnion
unitário q, serão necessárias 17 adições e 24 multiplicações para efetuar o produto qvqq

∗.
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Tipo de cálculo ± × ÷ ntrig Total
R via fórmula de Rodrigues 13 15 2 30

R via ângulos de Euler 4 16 6 26

R via quatérnions unitários 12 12 24

eixo-ângulo → quatérnion 4 2 6

quatérnion → eixo-ângulo 1 5 1 1 8

eixo-ângulo → ângulos de Euler 2 3 5

ângulos de Euler → eixo-ângulo 6 2 3 2 13

ângulos de Euler → quatérnion 4 19 6 29

quatérnion → ângulos de Euler 2 3 5

Tabela 3.4: Comparação do número de operações realizadas.

Por outro lado, o produto qvqq
∗ pode ser escrito em notação matricial e a construção da

matriz de rotação Q a partir das componentes do quatérnion q requer 24 operações (12
adições e 12 multiplicações). Como o produto matriz-vetor requer 15 operações (6 adições e 9
multiplicações), teremos um total de 39 operações no cálculo de Qv. Estas informações estão
resumidas na Tabela 3.5. Notemos que o produto matriz-vetor na formulação via quatérnions
é o que requer o maior número de operações, porém, se a matriz Q for aplicada a um conjunto
de n vetores, o número total de operações realizadas será de 24+15n e nas formulações eixo-
ângulo e ângulos de Euler, esses valores serão 30n e 26 + 15n, respectivamente. Essa seção
resumiu material que pode ser encontrado em [8, 12].

Representação ± × Total Comentários
matriz de rotação 6 9 15 computando somente Rv

eixo-ângulo 12 18 30 efetuando Rv pela expressão (3.42)

quatérnion 17 24 41 usando a fórmula de multiplicação (3.22)

quatérnion 18 21 39 construindo a matriz Q e efetuando Qv

Tabela 3.5: Número de operações necessárias para rodar um vetor.

A representação de uma rotação via mapa exponecial é mais intuitiva que a representação
por ângulos de Euler. É muito mais fácil imaginarmos um elemento de SO(3) como uma
rotação de uma quantidade θ em torno de um eixo fixo do que pensarmos que este elemento é
obtido por uma seqüência de três rotações simples em torno dos eixos coordenados. Porém,
em ambas as representações é necessário avaliar funções trigonométricas, e este tipo de
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cálculo requere esforço computacional. No entanto, se utilizarmos um quatérnion unitário
para descrever uma rotação não precisaremos nos preocupar com as avaliações de funções
trigonométricas pois estes cálculos são substitúıdos por operações com polinômios.

No caṕıtulo a seguir, estudaremos dois problemas de otimização que envolvem rotações.
Formularemos cada problema utilizando duas maneiras diferentes de representar as rotações
e resolveremos os problemas formulados, comparando os resultados obtidos.



Caṕıtulo 4

Aplicações

Neste caṕıtulo estudamos dois problemas de otimização que envolvem rotações no espaço
tridimensional: o problema da orientação absoluta e o problema do empacotamento de
moléculas. Em ambos os problemas, as orientações foram caracterizadas inicialmente via
ângulos de Euler [22, 32]. Reformulamos o primeiro problema utilizando quatérnions para
representar as rotações e mostramos que com essa escolha uma solução anaĺıtica pode ser
obtida para o problema. Empregamos também um método numérico na resolução deste
problema e comparamos os resultados obtidos com a solução anaĺıtica. No segundo pro-
blema, também utilizamos quatérnions para descrever as rotações envolvidas e comparamos
a eficiência do método empregado para resolvê-lo em ambas as formulações.

Todos os problemas são resolvidos pelo pacote de otimização ALGENCAN [1, 2], que
emprega um algoritmo de Lagrangiano aumentado, incorporando uma técnica denominada
Newton Truncado e o conceito de gradiente projetado. A máquina utilizada para rodar os
testes numéricos deste caṕıtulo possui dois processadores Opteron 242 com 1.6 MHz, 1 Mb
de cache e 1.5 Gb de memória RAM.

4.1 O problema da orientação absoluta

O problema da orientação absoluta, amplamente utilizado em aplicações envolvendo robótica
e fotogrametria (ver por exemplo [14] e [32]), consiste em recuperar a relação entre dois sis-
temas de coordenadas tridimensionais a partir das coordenadas cartesianas de um conjunto
de n pontos medidas com relação a cada sistema. Assim, denotando os sistemas de coor-
denadas por Se e Sd e representando o vetor de coordenadas do i-ésimo ponto com relação
a cada sistema por rie = (xie, y

i
e, z

i
e)
T e rid = (xid, y

i
d, z

i
d)
T , respectivamente, procuramos uma

transformação afim T : Se → Sd tal que

T (rie) = sRrie + d0 = rid, i = 1, . . . , n, (4.1)

onde 0 < s ∈ R é um fator de escala, d0 ∈ R
3 é um vetor deslocamento e R é uma matriz

de rotação. Para determinarmos T completamente, precisamos encontrar s, d0 e R que
satisfaça (4.1) para todo i = 1, . . . , n. Como podemos observar, o sistema de equações (4.1)
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(Se)
(Sd)

ze

xe

ye

yd

xd

zd

rie
rid

P i

Figura 4.1: Representação de um ponto com relação aos sistemas Se e Sd.

é não linear e, em geral, uma solução exata para sistemas não lineares é dif́ıcil de ser obtida.
Por essa razão, a maioria dos métodos existentes para resolver o problema da orientação
absoluta são iterativos, isto é, encontram aproximações para s, R e d0. A desvantagem de
se empregar um método iterativo para resolver o sistema de equações (4.1) está no fato de
que a aproximação obtida para a matriz R pode não ser exatamente ortonormal devido a
instabilidades numéricas. Na tentativa de evitar métodos iterativos, Berthold Horn em seu
trabalho [13] constrói a partir das equações (4.1) um problema de quadrados mı́nimos não
linear e o resolve analiticamente, determinando expressões para o fator de escala s, o vetor
deslocamento d0 e a matriz de rotação R. Na formulação proposta por Horn, a matriz de
rotação R é constrúıda a partir das componentes de um quatérnion unitário.

A seguir, formularemos o problema de quadrados mı́nimos não linear e o resolveremos de
duas formas:

a) Analiticamente, seguindo o desenvolvimento de Horn.

b) Numericamente, utilizando o pacote ALGENCAN.

Para resolver o problema numericamente, empregaremos ângulos de Euler e quatérnions na
construção da matriz de rotação R. Por fim, compararemos as soluções numéricas obtidas
com a solução anaĺıtica do método proposto por Horn.

4.1.1 Formulação e resolução do problema

Dados os conjuntos de vetores Ve = {r1
e, . . . , r

n
e} e Vd = {r1

d, . . . , r
n
d} medidos com relação

aos sistemas de coordenadas Se e Sd respectivamente, nosso objetivo é encontrar expressões
para s, R e d0 por meio da resolução de um problema de quadrados mı́nimos não linear
de modo que a transformação T que relaciona Se e Sd fique completamente determinada.
Assim, definindo para cada i = 1, . . . , n um vetor erro εi dado por

εi = rid − T (rie) = rid − sRrie − d0, i = 1, . . . , n, (4.2)
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o problema que devemos resolver consiste em minimizar o somatório do quadrado das normas
dos vetores εi, ou seja,

min
s,R,d0

n∑

i=1

‖εi‖2. (4.3)

Obtendo a solução anaĺıtica

Para resolver o problema (4.3) analiticamente introduziremos uma mudança de variáveis que
nos auxiliará nos cálculos que seguem. Começamos definindo os centróides dos conjuntos Ve
e Vd como sendo os vetores

ce =
1

n

n∑

i=1

rie,

cd =
1

n

n∑

i=1

rid,

(4.4)

e calculamos novos vetores com relação aos respectivos centróides, isto é,

r̂ie = rie − ce,

r̂id = rid − cd,
(4.5)

para i = 1, . . . , n. Observemos que desta construção segue que

n∑

i=1

r̂ie = 0 e
n∑

i=1

r̂id = 0. (4.6)

Desta forma, utilizando os vetores (4.5) podemos reescrever cada vetor erro εi como

εi = r̂id − sRr̂ie − d̂0, (4.7)

onde d̂0 é dado por
d̂0 = d0 − cd + sRce. (4.8)

Com essa mudança de variáveis, o problema de minimização (4.3) torna-se

min
s,R,

ˆd0

n∑

i=1

‖r̂id − sRr̂ie − d̂0‖2. (4.9)

1) Cálculo do vetor deslocamento

Desenvolvendo a função objetivo de (4.9) obtemos

n∑

i=1

‖r̂id − sRr̂ie‖2 − 2〈d̂0,

n∑

i=1

r̂id〉 + 2s〈d̂0,

n∑

i=1

Rr̂ie〉 + n‖d̂0‖2. (4.10)
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Substituindo em (4.10) as equações (4.6), esta expressão se reduz a

n‖d̂0‖2 +
n∑

i=1

‖r̂id − sRr̂ie‖2, (4.11)

pois os dois termos envolvendo produto interno se anulam. Como apenas o primeiro
termo de (4.11) depende de d̂0, conclúımos que esta função é minimizada com relação
a este vetor quando d̂0 = 0. Assim, de (4.8) segue que

d0 = cd − sRce. (4.12)

Então, para determinarmos o fator de escala s e a matriz de rotação R devemos agora
resolver o problema

min
s,R

n∑

i=1

‖r̂id − sRr̂ie‖2. (4.13)

2) Cálculo do fator de escala

Expandindo a função objetivo em (4.13) e usando o fato de que uma matriz de rotação
preserva a norma euclidiana de vetores, isto é, ‖Rv‖ = ‖v‖, obtemos

αd − 2sD + s2αe, (4.14)

onde

αd =
n∑

i=1

‖r̂id‖2, D =
n∑

i=1

〈r̂id, Rr̂ie〉, e αe =
n∑

i=1

‖r̂ie‖2. (4.15)

Reescrita na forma (4.14) a função objetivo do problema (4.13) torna-se uma quadrática
na variável s. Como αe > 0, o valor de s que a minimiza (4.14) é dado por

s =
D

αe
. (4.16)

A fórmula (4.16) é apropriada no caso em que o conjunto de vetores Ve é conhecido com
maior precisão que o conjunto Vd. Se a precisão de Ve e Vd é a mesma, substitúımos a
fórmula do erro (4.7) por

ε̂i =
1√
s
(r̂id − sRr̂ie − d̂0), i = 1, . . . , n, (4.17)

e, neste caso, resolvemos o problema

min
s,R,

ˆd0

‖ε̂i‖2. (4.18)

Deste modo, procedendo como anteriormente, desenvolvemos a função objetivo de
(4.18) para obter d̂0 = 0 e

s =

[
αd
αe

]1/2

. (4.19)

A vantagem de se utilizar a fórmula (4.19) para o cálculo do fator de escala é que ela
não depende da matriz de rotação R.
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3) Cálculo da matriz de rotação

Como em (4.14) o único coeficiente que depende da matriz R é D, o valor de R que
minimizará a função em (4.13) será aquele que torna o valor de D tão grande quanto
posśıvel, ou seja, que maximiza D. Seguindo a idéia proposta em [13], a quantidade
D é reescrita de modo que a rotação envolvida seja representada via quatérnions.
Para isso, substitúımos a matriz R pelo operador de rotação L(.) = q(.)q∗ constrúıdo
a partir de um quatérnion unitário q e para cada par de vetores r̂ie = (x̂ie, ŷ

i
e, ẑ

i
e)
T ,

r̂id = (x̂id, ŷ
i
d, ẑ

i
d)
T , definimos os quatérnions puros

v̂ie = (0, r̂ie)
T = (0, x̂ie, ŷ

i
e, ẑ

i
e)
T ,

v̂id = (0, r̂id)
T = (0, x̂id, ŷ

i
d, ẑ

i
d)
T .

(4.20)

Como o produto interno entre quatérnions é análogo ao produto interno entre vetores
em R

4, podemos reescrever D da seguinte forma

D =
n∑

i=1

〈v̂id,
(
qv̂ieq

∗
)
〉. (4.21)

Portanto, ao invés de encontrar uma matriz de rotação R que maximiza D, nossa tarefa
passa a ser a de encontrar um quatérnion unitário q que torna (4.21) tão grande quanto
posśıvel.

Usando uma propriedade da álgebra de quatérnions, escrevemos (4.21) como

D =
n∑

i=1

〈(qv̂ie), (v̂
i
dq)〉. (4.22)

Os produtos entre quatérnions que aparecem em (4.22) podem ser escritos em notação
matricial. Ou seja, para i = 1, . . . , n temos:

qv̂ie = M i
eq,

v̂idq = M i
dq,

(4.23)

onde

M i
e =




0 −x̂ie −ŷie −ẑie
x̂ie 0 ẑie −ŷie
ŷie −ẑie 0 x̂ie

ẑie ŷie −x̂ie 0




e M i
d =




0 −x̂id −ŷid −ẑid
x̂id 0 −ẑid ŷid

ŷid ẑid 0 −x̂id
ẑid −ŷid x̂id 0



. (4.24)
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Substituindo (4.23) em (4.22) temos que

D =
n∑

i=1

〈M i
eq,M

i
dq〉 =

n∑

i=1

qT (M i
e)
TM i

dq

= qT

(
n∑

i=1

(M i
e)
TM i

d

)
q = qTNq.

(4.25)

Como (M i
e)
TM i

d é uma matriz simétrica para cada i, a matriz N também é simétrica.
Devemos notar que a substituição da matriz R pelo operador de rotação constrúıdo
com o quatérnion unitário q permitiu expressar a quantidade D como uma função
quadrática em q. A proposição a seguir garante que existe um quatérnion unitário q̄

que maximiza (4.25) e mostra como calculá-lo.

Proposição 4.1 O quatérnion q̄ que maximiza (4.25) é o autovetor correspondente
ao autovalor mais positivo da matriz N .

Demonstração: Com efeito, como N é uma matriz simétrica segue que N é or-
togonalmente diagonalizável, isto é, existe um conjunto ortonormal de autovetores
{v1,v2,v3,v4} com respectivos autovalores reais {λ1, λ2, λ3, λ4}. Dado um quatérnion
unitário q arbitrário, podemos escrever

q =
4∑

i=1

βivi e ‖q‖2 =
4∑

i=1

β2
i = 1.

Supondo que λ1 é o autovalor mais positivo de N temos que

qTNq =
4∑

i=1

λiβ
2
i ≤ λ1

4∑

i=1

β2
i = λ1.

Portanto, para q̄ = v1 obtemos

q̄TN q̄ = vT1Nv1 = λ1v
T
1 v1 = λ1,

que completa a demonstração.

O resultado da Proposição 4.1 nos diz que o problema de encontrar o quatérnion q̄ que
maximiza a quantidade D se reduz ao cálculo dos autovalores e autovetores da matriz
N . Com as componentes de q̄, a matriz R pode ser obtida da seguinte forma

R =




2(q̄2
0 + q̄2

1) − 1 2(q̄1q̄2 − q̄0q̄3) 2(q̄1q̄3 + q̄0q̄2)

2(q̄1q̄2 + q̄0q̄3) 2(q̄2
0 + q̄2

2) − 1 2(q̄2q̄3 − q̄0q̄1)

2(q̄1q̄3 − q̄0q̄2) 2(q̄2q̄3 + q̄0q̄1) 2(q̄2
0 + q̄2

3) − 1


 . (4.26)

Por fim, R é utilizada nos cálculos do fator de escala s e do vetor deslocamento d0.
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Seguindo os cálculos anteriores, apresentaremos agora um algoritmo que determina a
transformação T completamente encontrando valores para o fator de escala s, o vetor deslo-
camento d0 e a matriz de rotação R.

Algoritmo 4.1 Dado um conjunto de n pontos em R
3 e as coordenadas cartesianas de cada

ponto rie, r
i
d, i = 1, . . . , n, medidas, respectivamente, com relação a dois sistemas Se e Sd, os

passos para determinar R, d0 e s são:

(1) Calcular os centróides ce, cd pelas equações (4.4) e os novos vetores r̂ie e r̂id pelas
equações (4.5).

(2) Construir a matriz N =
n∑

i=1

(M i
e)
TM i

d a partir das matrizes (4.24).

(3) Determinar o autovetor q̄ associado ao autovalor mais positivo de N .

(4) Obter a matriz de rotação R a partir das componentes de q̄ de acordo com (4.26).

(5) Calcular d0 e s respectivamente pelas equações (4.12) e (4.16) ou (4.12) e (4.19),
dependendo da precisão dos conjuntos Ve e Vd.

No passo (2) do Algoritmo 4.1 o cálculo da matriz N torna-se mais fácil se antes determi-
narmos os elementos da matriz

B =
n∑

i=1

r̂ie(r̂
i
d)
T =




Sxx Sxy Sxz
Syx Syy Syz
Szx Szy Szz



 ,

onde

Sxx =
n∑

i=1

x̂iex̂
i
d, Sxy =

n∑

i=1

x̂ieŷ
i
d

e assim por diante. Deste modo, a matriz N pode ser escrita como função dos elementos de
B da seguinte forma

N =




(Sxx + Syy + Szz) Syz − Szy Szx − Sxz Sxy − Syx

Syz − Szy (Sxx − Syy − Szz) Sxy + Syx Szx + Sxz

Szx − Sxz Sxy + Syx (−Sxx + Syy − Szz) Syz + Szy

Sxy − Syx Szx + Sxz Syz + Szy (−Sxx − Syy + Szz)




e, como N é simétrica, precisamos calcular apenas 10 de seus elementos.
O cálculo dos autovalores e autovetores da matriz N pode ser feito manualmente apesar

de seu polinômio caracteŕıstico ter grau 4 (ver [13]). Porém, para determinar o quatérnion
q̄ no passo (3), utilizamos a rotina Eigenvectors do programa Mathematica.
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No passo (5) o cálculo do fator de escala será feito de acordo com a precisão dos conjuntos
de vetores Ve e Vd conforme descrevemos anteriormente. Se em uma determinada situação o
conjunto Vd é mais preciso que Ve, para calcularmos o fator de escala devemos considerar a
transformação inversa T̄ : Sd → Se, isto é,

T̄ (rid) = s̄R̄rid + d̄0 = rie, i = 1, . . . , n, (4.27)

e, por cálculos semelhantes aos realizados com a transformação T obtemos

s̄ =
D̄

ᾱd
onde D̄ =

n∑

i=1

〈r̂ie, R̄r̂id〉 e ᾱd = αd. (4.28)

O Algoritmo 4.1 foi implementado no programa Mathematica. Os dados de entrada de
nosso código são:

• O número total de pontos considerados (npontos).

• As matrizes rEsq e rDir de tamanho npontos× 3 que armazenam, respectivamente, as
coordenadas dos pontos com relação aos sistemas de coordenadas Se e Sd.

• Um inteiro flag cujo valor indicará a fórmula a ser usada para o cálculo do fator de
escala: flag = 0, se queremos utilizar a fórmula (4.19) e flag = 1 para a fórmula
(4.16).

Ao final da execução do código, os dados de sáıda são:

• o vetor deslocamento d0.

• o fator de escala s.

• o quatérnion q̄ e a matriz de rotação R calculada a partir das componentes de q̄.

Os detalhes da implementação do Algoritmo 4.1 estão no apêndice A.

Obtendo a solução numérica

Utilizamos o pacote ALGENCAN para resolver o problema (4.3) numericamente. Formu-
lamos este problema de duas maneiras: empregando ângulos de Euler e quatérnions para
descrever a matriz de rotação R. Na formulação via ângulos de Euler, usamos a seqüência
ZXZ na construção da matriz R. Isto faz com que o problema tenha 7 variáveis para serem
determinadas: os 3 ângulos da seqüência de Euler, as 3 coordenadas do vetor d0 e o fator de
escala s. Na formulação via quatérnions, a matriz de rotação R é constrúıda com as compo-
nentes de um quatérnion não normalizado q. Por essa razão, devemos incluir ao problema
de otimização a restrição não linear de igualdade ‖q‖2 = 1, para assegurar que o quatérnion
tenha norma unitária. Assim, na formulação via quatérnions o problema terá 8 variáveis: as
4 componentes do quatérnion q, o vetor d0 e o fator de escala s.
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Como a função objetivo do problema que queremos resolver é dada pelo somatório do
quadrado das normas dos vetores εi, ou seja,

f(x) =
n∑

i=1

‖εi‖2,

podemos reescrevê-la da seguinte forma

f(x) = ‖F ‖2, (4.29)

com F : R
nv → R

3n dada por

F =




ε1

ε2
...

εn


 ,

onde nv é o número de variáveis do problema (7 ou 8 dependendo da formulação) e n é o
número de pontos considerados. Dessa forma, o vetor gradiente e a matriz hessiana de (4.29)
são dados por

∇f(x) = 2JTF ,

∇2f(x) = 2JTJ + 2
n∑

i=1

3∑

k=1

εki ∇2εki ,
(4.30)

onde J ∈ R
3n×nv é a matriz jacobiana da função vetorial F , εki é a k-ésima componente do

vetor εi e ∇2εki ∈ R
nv×nv é a matriz hessiana correspondente a εki .

Em muitos problemas de quadrados mı́nimos não lineares, podemos desprezar os termos
de segunda ordem no cálculo da matriz hessiana e utilizarmos apenas a aproximação

∇2f(x) ≈ 2JTJ.

Isto é posśıvel porque na maioria das vezes os reśıduos εki são pequenos ou se comportam
como funções lineares. A estratégia de utilizar apenas as derivadas de primeira ordem para
calcular a matriz hessiana em um problema de quadrados mı́nimos não linear é conhecida
como estratégia Gauss-Newton. Mais detalhes sobre esse assunto podem ser encontrados
em [23]. Como o problema que queremos resolver é pequeno e o cálculo das derivadas de
primeira e segunda ordem são relativamente simples, além de fornecermos para o programa
ALGENCAN o gradiente anaĺıtico de (4.29), fornecemos também a expressão verdadeira da
matriz hessiana.
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4.1.2 Experimentos

Seguindo sugestões do autor do trabalho original [13], inventamos situações em que a trans-
formação T que relaciona os dois sistemas de coordenadas Se e Sd é conhecida exatamente.
Desse modo, criamos um conjunto de vetores Ve medidos com relação a Se e constrúımos
o conjunto Vd aplicando a transformação (4.1) a cada vetor de Ve. Consideramos também
em alguns testes a situação em que um conjunto de vetores é obtido com determinada im-
precisão. Isto pode ser feito, por exemplo, perturbando as coordenadas de cada vetor do
conjunto por um número real gerado aleatoriamente no intervalo [0, 1].

De posse dos conjuntos de vetores Ve e Vd, resolvemos o problema da orientação absoluta
aplicando primeiramente o Algoritmo 4.1 e em seguida o pacote de otimização ALGENCAN.
Nas quatro situações propostas a seguir, o sistema de coordenadas Se é o sistema canônico
de R

3, isto é, o sistema formado pelos vetores (1, 0, 0)T , (0, 1, 0)T e (0, 0, 1)T .

Teste 1

Consideremos uma pirâmide cujos vértices com relação ao sistema Se formam o conjunto

Ve = {(0, 0, 0)T , (1, 0, 0)T , (1, 1, 0)T , (0, 1, 0)T , (0.5, 0.5, 1)T}.

Seja T : Se → Sd uma transformação afim tal que

s = 2, d0 =




2
5
4



 e R =




0.000000 −0.500000 0.866025
0.707107 0.612372 0.353553

−0.707107 0.612372 0.353553



 . (4.31)

Para obter o conjunto Vd aplicamos T a cada elemento de Ve. Esta transformação tem o efeito
de rodar e deslocar a pirâmide duplicando o seu tamanho original como mostra a Figura 4.2.
Nesta figura também estão indicados os sistemas de coordenadas Se e Sd. Neste exemplo

ze

xe

ye

xd
yd

zd

(Se)

(Sd)

Figura 4.2: Pirâmide antes e após a aplicação da transformação T .

estamos admitindo que os conjuntos Ve e Vd têm a mesma precisão, portanto, podemos aplicar
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o Algoritmo 4.1 utilizando a fórmula (4.19) para determinar o fator de escala. A Tabela 4.1
mostra os resultados obtidos (com seis casas decimais de precisão) quando o Algoritmo 4.1 e
o pacote ALGENCAN são aplicados na resolução deste problema. Os vetores q e Θ denotam,
respectivamente, o quatérnion e os ângulos de Euler (em radianos) que descrevem a rotação.
Notemos que o quatérnion resultante da aplicação do Algoritmo 4.1 difere apenas em sinal
do quatérnion encontrado por ALGENCAN. Com efeito, existem apenas dois quatérnions
unitários que descrevem a mesma rotação: q e −q. Estes quatérnions são pontos ant́ıpodas
na esfera unitária S3.

Algoritmo 4.1

s = 2.000000

d0 =




2.000000

5.000000

4.000000


 q =




−0.701057

−0.092296

−0.560986

−0.430459



R =




0.000000 −0.500000 0.866025

0.707107 0.612372 0.353553

−0.707107 0.612372 0.353553




ALGENCAN: quatérnions

s = 1.999999

d0 =




1.999999

4.999999

3.999999


 q =




0.701057

0.092296

0.560986

0.430459




R =




−0.000001 −0.499999 0.866026

0.707106 0.612373 0.353554

−0.707107 0.612373 0.353552




ALGENCAN: ângulos de Euler

s = 2.000003

d0 =




1.999998

4.999993

3.999999


 Θ =




−1.570792

−0.785396

−1.047193


 R =




0.000000 −0.500001 0.866025

0.707108 0.612372 0.353552

−0.707106 0.612372 0.353557




Tabela 4.1: Problema dos vértices da pirâmide.
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Teste 2

Considerando os mesmos dados do teste anterior, simulamos uma situação em que o conjunto
Ve é mais preciso que o conjunto Vd, ou seja, adicionamos a cada vetor rid de Vd um vetor
erro δi cujas coordenadas são números reais gerados aleatoriamente no intervalo real [0, 0.1].
Dessa forma, para aplicar o Algoritmo 4.1, o fator de escala deve ser calculado pela fórmula
(4.16). Os resultados obtidos nesta situação estão indicados na Tabela 4.2. Notemos que,
por termos adicionado erros ao vetores do conjunto Vd, os valores encontrados já não são tão
precisos quanto os obtidos no Teste 1.

Algoritmo 4.1

s = 1.956900

d0 =




2.05639

5.08621

4.04392


 q =




−0.699871

−0.094465

−0.560617

−0.432395



R =




−0.002513 −0.499324 0.866412

0.711159 0.608222 0.352589

−0.703027 0.617042 0.35357




ALGENCAN: quatérnions

s = 1.957031

d0 =




2.056397

5.086233

4.043956


 q =




0.699871

0.094461

0.560589

0.432372




R =




−0.002514 −0.499302 0.866366

0.711119 0.608162 0.352545

−0.702996 0.616989 0.353532




ALGENCAN: ângulos de Euler

s = 1.956902

d0 =




2.056390

5.086213

4.043922


 Θ =




1.567260

3.921236

2.091131


 R =




−0.002514 −0.499325 0.866411

0.711159 0.608221 0.35259

−0.703026 0.617043 0.35357




Tabela 4.2: Problema dos vértices da pirâmide - conjunto Vd contém erros.
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Teste 3

Seja Ve um conjunto de 20 pontos em R
3 cujas coordenadas são geradas aleatoriamente no

intervalo real [0, 1]. Consideremos uma transformação T : Se → Sd tal que

s = 3, d0 =




1

−5
2



 e R =




0.612372 −0.659740 0.435596

−0.612372 −0.047367 0.789149
−0.500000 −0.750000 −0.433013



 . (4.32)

O conjunto Vd é obtido como nos testes anteriores, ou seja, aplicando T a cada vetor de Ve.
Neste caso estamos supondo que a precisão de ambos os conjuntos é a mesma. Os resultados
obtidos para este teste estão indicados na Tabela 4.3.

Algoritmo 4.1

s = 3.000000

d0 =




1.000000

−5.000000

2.000000


 q =




0.531976

−0.723317

0.439680

0.022260



R =




0.612372 −0.65974 0.435596

−0.612373 −0.047366 0.789149

−0.500000 −0.750000 −0.433012




ALGENCAN: quatérnions

s = 2.999999

d0 =




0.999999

−4.999999

1.999999


 q =




−0.531975

0.723317

−0.439680

−0.022259



R =




0.612372 −0.65974 0.435596

−0.612373 −0.047366 0.789149

−0.500000 −0.750000 −0.433012




ALGENCAN: ângulos de Euler

s = 3.000000

d0 =




1.000000

−4.999999

2.000000


 Θ =




0.785398

−0.523599

2.094400


 R =




0.612372 −0.659742 0.435592

−0.612372 −0.047371 0.789149

−0.500000 −0.749998 −0.433016




Tabela 4.3: Problema dos 20 pontos gerados aleatoriamente.
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Teste 4

Consideramos agora o mesmo conjunto de pontos gerados no Teste 3. Porém, adicionamos a
cada elemento do conjunto Vd um vetor erro cujas coordenadas são geradas aleatoriamente
no intervalo real [0, 0.1]. Isso faz com que a precisão dos conjuntos Ve e Vd não seja a mesma
e, para aplicar o Algoritmo 4.1 o fator de escala deve ser determinado pela fórmula (4.16).
Os resultados obtidos para este teste estão na Tabela 4.4. Observemos que os resultados
obtidos já não são tão bons quanto aqueles do Teste 3.

Algoritmo 4.1

s = 2.98594

d0 =




1.035420

−4.937080

2.028000


 q =




0.533106

−0.723434

0.438306

0.018134



R =




0.615118 −0.653507 0.441089

−0.614836 −0.047371 0.787231

−0.493566 −0.755437 −0.430939




ALGENCAN: quatérnions

s = 2.986141

d0 =




1.035435

−4.937107

2.028076


 q =




−0.533112

0.723401

−0.438280

−0.018135



R =




0.615038 −0.653443 0.441067

−0.614769 −0.047401 0.787206

−0.493545 −0.755412 −0.430923




ALGENCAN: ângulos de Euler

s = 2.985938

d0 =




1.035419

−4.937081

2.027998


 Θ =




0.785168

−0.516184

2.089209


 R =




0.615118 −0.653509 0.441085

−0.614836 −0.047376 0.787231

−0.493565 −0.755435 −0.430943




Tabela 4.4: Problema dos 20 pontos: conjunto Vd contém erros.

Algumas informações sobre o comportamento do pacote ALGENCAN na resolução dos
quatro testes anteriores estão indicadas na Tabela 4.5. Nesta tabela itex e itin são, respec-
tivamente, os números totais de iterações externas e internas realizadas em cada teste; naf
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é o número de avaliações da função objetivo; t(s) é o tempo de execução em segundos e
f(x∗) é o valor da função objetivo na solução final. Pela tabela podemos notar que o pacote
ALGENCAN resolve muito bem todos os testes em um tempo muito pequeno, sendo que
em dois teste o tempo de execução é menor que 10−6. Neste pequeno conjunto de testes
não conseguimos observar diferenças muito acentuadas entre as duas formulações propostas.
Porém constatamos que na formulação via ângulos de Euler, dependendo dos valores in-
iciais escolhidos para os ângulos, a seqüência de iterandos xk gerada por ALGENCAN não
converge para um minimizador global do problema. Por essa razão, o método desenvolvido
por Berthold Horn é mais conveniente porque o problema de quadrados mı́nimos pode ser
resolvido sem a aplicação de um método numérico. Como vimos, quando quatérnions são
utilizados na formulação do problema da orientação absoluta, o quatérnion que representa a
rotação ótima é determinado por um cálculo de autovetores.

Ângulos de Euler Quatérnions

itin naf t(s) f(x∗) itex itin naf t(s) f(x∗)

Teste 1 12 21 0.002999 1.82E−09 1 10 24 0.001999 6.91E−14

Teste 2 11 15 0.004000 2.91E−03 4 18 37 0.004000 2.90E−03

Teste 3 14 23 0.004000 7.82E−17 1 12 21 0.000000 1.60E−13

Teste 4 11 18 0.000000 2.74E−02 3 20 31 0.000000 2.74E−02

Tabela 4.5: Comportamento do pacote ALGENCAN na resolução dos testes.
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4.2 Problema do empacotamento de moléculas

Pesquisadores da dinâmica molecular procuram compreender o comportamento de uma
grande variedade de processos qúımicos e bioqúımicos por meio do estudo das interações
entre moléculas no ńıvel atômico. Teorias para o estudo da dinâmica molecular são desen-
volvidas e simulações numéricas para a validação dos resultados teóricos obtidos podem ser
realizadas graças aos modernos recursos computacionais existentes. No entanto, os softwares
de simulação necessitam de uma configuração inicial “razoável”, ou seja, uma configuração
na qual os átomos de diferentes moléculas não se encontrem demasiadamente próximos. O
problema de otimização que será descrito a seguir objetiva exatamente obter este tipo de
configuração.

4.2.1 Formulação do problema

Em [22] o problema de encontrar a configuração inicial das moléculas de um sistema é
formulado como um problema de empacotamento e resolvido por um algoritmo de otimização.
Devemos distribuir uma quantidade nmol de moléculas em uma região finita do espaço
de modo que a distância entre pares de átomos de moléculas diferentes não seja menor
que uma tolerância ǫ > 0. Para tal, é conveniente tratar cada molécula como um corpo
ŕıgido e estabelecer, para cada uma, um sistema de coordenadas com relação ao qual serão
expressas as posições dos átomos da molécula. O centro do sistema será posicionado no
baricentro da molécula, ou seja, o ponto cujas coordenadas, com relação a qualquer sistema de
referência, são as médias aritméticas das coordenadas de seus átomos. Denotando por A(i, j)
as coordenadas do j-ésimo átomo da i-ésima molécula, conhecendo a posição Ci do baricentro
com relação a um sistema referencial fixo S0 (comum a todas as moléculas) e conhecendo
a orientação do sistema Si (preso à i-ésima molécula) com relação a S0, representada pela
matriz de rotação Ri, podemos expressar a posição P (i, j) = (pij1 , p

ij
2 , p

ij
3 )T do j-ésimo átomo

da i-ésima molécula com relação ao sistema S0 da seguinte forma:

P (i, j) = Ci +RiA(i, j). (4.33)

Denotando por natom(i) o número de átomos da i-ésima molécula, nosso objetivo é posi-
cionar as moléculas de modo que os átomos de moléculas distintas estejam suficientemente
separados, isto é, para j = 1, . . . , natom(i) e j′ = 1, . . . , natom(i′),

||P (i, j) − P (i′, j′)||2 ≥ ǫ, sempre que i 6= i′, i, i′ ∈ {1, . . . , nmol}. (4.34)

Como as moléculas devem estar confinadas dentro de um recipienteB, devemos pedir também
que

P (i, j) ∈ B ∀ i, j. (4.35)

As variáveis a serem determinadas em nosso problema de otimização são as coordenadas
dos baricentros e os parâmetros que descrevem a rotação de cada molécula. Desse modo,
denotando por x o vetor de variáveis, precisamos encontrar uma configuração x que satisfaça
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(4.34) e (4.35). Seguindo este racioćınio, Mart́ınez et al. [22] constróem para o problema uma
função que penaliza as distâncias entre átomos quando estas forem menores que a tolerância
ǫ e penaliza os átomos que se encontram fora do recipiente B. Esta função é dada por

f(x) =
nmol−1∑

i=1

nmol∑

i′=i+1

natom(i)∑

j=1

natom(i′)∑

j′=1

(max{0, ǫ− ||P (i, j) − P (i′, j′)||2})2

+
nmol∑

i=1

natom(i)∑

j=1

bij.

(4.36)

O termo bij está relacionado com a distância do j-ésimo átomo da i-ésima molécula ao
recipiente B em uma norma que depende do formato de B. Por exemplo, se B é uma caixa,
isto é,

B = {x ∈ R
3 | ℓ ≤ x ≤ u}, ℓ,u ∈ R

3,

teremos

bij =
3∑

k=1

(max{0, pijk − uk, lk − pijk })2. (4.37)

Este caso de empacotamento está ilustrado na Figura 4.3. Outros formatos de regiões B

Figura 4.3: Empacotamento de moléculas em uma caixa.

também podem ser considerados. Suponhamos que B seja uma esfera de centro o e raio r:

B = {x ∈ R
3 | ‖x − o‖2 ≤ r2}, o = (o1, o2, o3)

T .

Neste caso, definimos bij como

bij = (max{0, (pij1 − o1)
2 + (pij2 − o2)

2 + (pij3 − o3)
2 − r2})2. (4.38)

Notemos que qualquer que seja o formato do recipiente B onde as moléculas serão alocadas,
bij vale 0 sempre que o vetor P (i, j) pertencer a B.
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A função f definida em (4.36) é uma vez continuamente diferenciável e não negativa.
Como o menor valor atingido por f é zero, podeŕıamos em prinćıpio construir o seguinte
problema de minimização:

min f(x)

sujeita a Ci ∈ B ∀ i = 1, . . . , nmol
(4.39)

Notemos que em (4.39) o baricentro de cada molécula é forçado a estar dentro do recipienteB.
Esta imposição não impede que, durante a resolução deste problema por um método numérico
de otimização, átomos de determinadas moléculas violem as dimensões de B. Porém, como
a função f foi definida para penalizar os átomos que excedem as dimensões da região onde
são colocados, podemos substituir (4.39) pelo problema irrestrito:

min f(x)
x irrestrito

(4.40)

Se existe um vetor x∗ tal que as moléculas encontram-se dentro do recipiente e os átomos de
moléculas distintas estão suficientemente separados, então f(x∗) = 0. Como f ≥ 0, segue
que tal vetor seria um minimizador global de (4.40). Se ao resolver (4.40) encontramos x∗ tal
que f(x∗) = 0, sabemos que x∗ é um minimizador global e corresponde a um empacotamento
satisfatório. No entanto, se a melhor solução encontrada é tal que f(x∗) > 0, não podemos
concluir nada. Nesta última hipótese pode ocorrer que o problema tenha um minimizador
global com valor de f nulo (que não conseguimos encontrar) ou então que efetivamente não
seja posśıvel empacotar satisfatoriamente o conjunto de moléculas considerado no recipiente
escolhido.

4.2.2 Representação das rotações envolvidas

A função objetivo do problema de otimização que acabamos de definir depende apenas
das coordenadas cartesianas P (i, j) dos átomos das moléculas. Isto quer dizer que temos
liberdade para escolher a maneira de representar a rotação de cada molécula do sistema.
Apresentamos a seguir duas maneiras diferentes de representar as rotações das moléculas:
via ângulos de Euler e quatérnions. Utilizando cada uma dessas representações, resolvemos o
problema de otimização (4.40) e fazemos uma comparação dos resultados numéricos obtidos
em cada formulação.

Formulação via ângulos de Euler

Os autores do trabalho original [22] utilizam ângulos de Euler para construir a matriz de
rotação Ri em (4.33). Nesta formulação o movimento de rotação de cada molécula é descrito
pela composição de rotações consecutivas em torno dos eixos coordenados. Primeiramente a
i-ésima molécula é rodada em torno do eixo Z por um ângulo ψi, em seguida aplica-se à ela
uma rotação de ângulo θi em torno do eixo X e por fim rotaciona-se a molécula novamente
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em torno do eixo Z por um ângulo φi. A composição dessas três rotações consecutivas
formará a matriz Ri:

Ri =




cφi
cψi

− sφi
cθi
sψi

−cφi
sψi

− sφi
cθi
cψi

sφi
sθi

sφi
cψi

+ cφi
cθi
sψi

−sφi
sψi

+ cφi
cθi
cψi

−cφi
sθi

sθi
sψi

sθi
cψi

cθi



 , (4.41)

Construindo Ri desta maneira, o problema (4.40) passa a ter 6×nmol variáveis (3 coordena-
das de baricentro e 3 ângulos por molécula). Notemos que neste caso não é preciso adicionar
nenhuma restrição a (4.40) pois Ri ∈ SO(3). O problema de empacotamento formulado
com ângulos de Euler requer muitas avaliações das funções trigonométricas seno e cosseno.
Pensando em um modo de evitar o cálculo dessas funções, introduziremos a seguir outra
maneira de formular (4.40), onde a matriz de rotação Ri é constrúıda com as componentes
de um quatérnion.

Formulação via quatérnions

Na tentativa de evitar cálculos excessivos de funções trigonométricas, substitúımos a tripla
de ângulos (ψi, θi, φi) por um quatérnion normalizado:

qni =
1

‖qi‖
(qi0, qi1, qi2, qi3)

T , onde ‖qi‖ =
√
q2
i0 + q2

i1 + q2
i2 + q2

i3.

O quatérnion qni é utilizado para construir um operador de rotação L que produza o mesmo
efeito da seqüência de ângulos de Euler aplicada na formulação anterior. Para tanto, consi-
deramos o vetor A(i, j) com as coordenadas iniciais do j-ésimo átomo da i-ésima molécula e
constrúımos a partir dele o quatérnion puro va = (0,A(i, j))T . Então, aplicando o operador
L em va obtemos outro quatérnion puro que é dado por

wa = L(va) =
1

‖qi‖2
(qni va q∗

ni) = (0,AR(i, j))T . (4.42)

Lembrando que a parte vetorial de (4.42) fornece as coordenadas do vetor A(i, j) rodado,
utilizando notação matricial, podemos reescrevê-la como AR(i, j) = RiA(i, j), onde

Ri = Mi − I,

Mi =
2

‖qi‖2




q2
i0 + q2

i1 qi1qi2 − qi0qi3 qi1qi3 + qi0qi2

qi1qi2 + qi0qi3 q2
i0 + q2

i2 qi2qi3 − qi0qi1

qi1qi3 − qi0qi2 qi2qi3 + qi0qi1 q2
i0 + q2

i3


 ,

(4.43)

e I é a matriz identidade de ordem 3. Notemos que a matriz Ri em (4.43) é semelhante à
matriz (3.35) definida na Seção 3.4 do Caṕıtulo 3. Esta maneira de construir Ri faz com
que o problema de otimização (4.40) também seja irrestrito como no caso da formulação
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via ângulos de Euler. Além disso, a função objetivo de (4.40) é mais fácil de ser avaliada
pois os cálculos com funções trigonométricas são agora substitúıdos por cálculos com funções
polinomiais, como podemos observar pela estrutura da nova matriz de rotação (4.43).

Se, por outro lado, construirmos R a partir de um quatérnion não normalizado, então
temos duas outras possibilidades para reformular o problema de empacotamento:

(a) incorporar em (4.40) as restrições

hi = ‖qi‖2 − 1 = 0, i = 1, . . . , nmol,

(b) penalizar a função objetivo de (4.40) adicionando a ela o termo

ρ

(
nmol∑

i=1

(‖qi‖2 − 1)2

)
,

onde ρ > 0 é um parâmetro de penalidade previamente estabelecido.

Se a alternativa (a) for escolhida, devemos resolver o seguinte problema:

min f(x)

sujeita a ‖qi‖2 − 1 = 0 ∀ i = 1, . . . , nmol.
(4.44)

Observemos que (4.44) tem tantas restrições não lineares quanto o número de moléculas
consideradas. Não podemos portanto aplicar um método de otimização irrestrita para re-
solvê-lo. Empregaremos um método de Lagrangiano aumentado, que necessitará do cálculo
do vetor gradiente da função objetivo e dos vetores gradientes das restrições hi. Estes últimos
são muito simples de serem obtidos, pois as derivadas de hi com relação às coordenadas do
i-ésimo baricentro e i-ésimo quatérnion são dadas, respectivamente, por

∂hi(x)

∂cik
= 0, i = 1, . . . , nmol, k = 1, 2, 3,

∂hi(x)

∂qik
= 2qik, i = 1, . . . , nmol, k = 1, . . . , 4.

(4.45)

Por outro lado, se a alternativa (b) for utilizada, deveremos resolver o seguinte problema
de otimização irrestrita:

min f(x) + ρ

(
nmol∑

i=1

(‖qi‖2 − 1)2

)

x irrestrito

(4.46)

Uma vez calculado o gradiente de f(x), o gradiente da função objetivo do problema (4.46)
é dado por

∇f(x) + 2ρ

(
nmol∑

i=1

∇hi(x)

)
,
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onde os vetores ∇hi(x) são obtidos pelos cálculos (4.45).
Em qualquer uma das alternativas apresentadas anteriormente, o problema de otimização

a ser resolvido passa a ter 7× nmol variáveis (3 coordenadas de baricentro e quatro compo-
nentes de quatérnion por molécula).

Como dissemos anteriormente, o método numérico de otimização que utilizamos para
resolver os problemas de empacotamento necessita do cálculo do vetor gradiente da função
f(x). Como esta função não tem uma forma tão simples, podeŕıamos calcular ∇f(x) pelo
esquema de diferenças finitas centradas. Porém, este procedimento torna-se inviável a medida
que a dimensão do problema aumenta, por necessitar de duas avaliações de f no cálculo de
cada componente do vetor ∇f(x). Optamos, portanto, por construir uma rotina para o
cálculo do gradiente anaĺıtico de f(x).

A Tabela 4.6 resume as principais caracteŕısticas do problema do empacotamento de nmol
moléculas formulado com ângulos de Euler (1), quatérnions normalizados (2) e quatérnions
não normalizados (3 (a) e 3 (b) de acordo com as alternativas (a) e (b), respectivamente).

Formulação

Prob. Empacotamento 1 2 3 (a) 3 (b)
número de variáveis 6 × nmol 7 × nmol 7 × nmol 7 × nmol

restrições de norma unitária nmol

funções trigonométricas sim
funções polinomiais sim sim sim

Tabela 4.6: Principais caracteŕısticas de cada formulação.

4.2.3 O programa packmol

O programa packmol é uma interface elaborada em Fortran 77 que resolve o problema do
empacotamento de moléculas utilizando ângulos de Euler na descrição das rotações. Para
realizar qualquer simulação em packmol o usuário deve fornecer ao programa um arquivo de
entrada contendo descrições sobre a região do espaço que será destinada ao experimento, os
tipos de moléculas que serão alocados nesta região, a quantidade de moléculas por tipo e a
distância mı́nima entre pares de átomos de moléculas diferentes (tolerância ǫ). Para cada
tipo de molécula especificado no arquivo de entrada, um arquivo contendo as coordenadas
dos átomos da molécula isolada também dever ser fornecido.

A Figura 4.4 mostra um exemplo de dois arquivos que são necessários para um realizar
um teste de empacotamento de moléculas de água. O arquivo interface.inp especifica que
1019 moléculas de água serão colocadas em uma caixa de coordenadas mı́nimas (0, 0, 0)T e
máximas (40, 40, 40)T (medidas em Angstrons1) de modo que a distância mı́nima entre pares
de átomos de moléculas distintas deve ser de pelo menos 2 Angstrons. As coordenadas dos
átomos que compõem uma molécula de água isolada estão no arquivo auxiliar water.xyz.

11 Angstron é igual a 10−10 m.
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Arquivo interface.inp

tolerance 2.0

filetype xyz

output interface.xyz

structure water.xyz

number 1019

inside box 0. 0. 0. 40. 40. 40.

end structure

Arquivo water.xyz

3
water

H 9.625597 6.787278 12.673000

H 9.625597 8.420323 12.673000

O 10.203012 7.603800 12.673000

Figura 4.4: Exemplos de arquivos de leitura.

A partir da leitura dos arquivos de entrada definidos pelo usuário, packmol cria aleato-
riamente uma configuração inicial para o sistema de moléculas de tal forma que todos os
átomos estejam dentro do recipiente especificado. Esta configuração é armazenada no vetor
x0 do seguinte modo:

x0 = (C1, . . . ,Cnmol, ψ1, θ1, φ1, . . . , ψnmol, θnmol, φnmol)
T , (4.47)

onde Ci é o baricentro e ψi, θi, φi são os ângulos de Euler que descrevem a rotação da i-ésima
molécula. O vetor (4.47) servirá de ponto inicial para uma rotina de otimização que, por sua
vez, tem o papel de tentar encontrar uma solução x∗ para o problema (4.40) por meio da
seguinte estratégia: partindo de x0 e utilizando uma tolerância ǫ0 > ǫ, a rotina realiza dez
iterações internas, obtendo um vetor intermediário x̂ ao final da décima iteração. Se x̂ for tal
que f(x̂) < 10−5, x̂ será considerado a solução final do problema de empacotamento. Caso
contrário, a tolerância ǫ0 é reduzida e o vetor x̂ é passado como ponto inicial para a próxima
chamada da rotina que tentará minimizar a função objetivo com uma tolerância ǫ1 tal que
ǫ < ǫ1 < ǫ0. Este processo termina quando uma configuração ótima x∗ for encontrada ou
quando o número máximo de chamadas da rotina de otimização for alcançado.

Observemos que em cada tentativa de encontrar uma solução para o problema de em-
pacotamento, a rotina de otimização tenta minimizar a função objetivo considerando uma
tolerância maior que a especificada no arquivo de entrada. Este procedimento serve para
afastar as moléculas que estão muito próximas evitando a formação de aglomerados. O
vetor final x∗ obtido é usado pelo programa packmol para criar um arquivo de sáıda em
formato de texto contendo as coordenadas ótimas dos átomos das moléculas do sistema.
Com este arquivo o usuário pode, com o aux́ılio de um pacote gráfico, visualizar o resultado
de sua simulação (veja por exemplo [15]). Os passos descritos acima podem ser mais bem
compreendidos no fluxograma da Figura 4.5.



4.2 Problema do empacotamento de moléculas 57

❅❅
��

��
❅❅Leitura de arquivos

❄
Geração de x0

❄
Fase de otimização: x∗

❄
Geração de arquivo de sáıda

Figura 4.5: Principais fases do programa packmol.

Atualmente existem duas versões do programa packmol. Ambas têm a estrutura geral
do fluxograma da Figura 4.5. Como veremos adiante, as principais diferenças entre estas
versões estão nos tipos de arquivos de entrada que podem ser definidos, na maneira como a
configuração inicial x0 é gerada e na fase de otimização para a obtenção da solução final.

Apesar das diferenças, ambas as versões utilizam a mesma estratégia para avaliar a função
objetivo (4.36) e o seu vetor gradiente. No cálculo de f ou de ∇f , fixado o j-ésimo átomo
da i-ésima molécula, é preciso saber quais átomos das outras moléculas do sistema têm
uma distância menor que ǫ do átomo fixado. Num primeiro momento, o programa poderia
calcular todas as distâncias

‖P (i, j) − P (i′, j′)‖ com i, j fixos,

e verificar quais delas são menores que ǫ. Mas esse procedimento requer um tempo consi-
derável, sobretudo quando a quantidade de moléculas é muito grande. A fim de evitar
cálculos e comparações excessivas nas avaliações de f e ∇f , packmol procede do seguinte
modo: dada uma configuração x, o programa determina uma caixa que contenha todos os
átomos do sistema e a divide em cubos de aresta igual a tolerância ǫ. Então, os cubos e os
átomos existentes dentro de cada cubo são identificados por ı́ndices. Dessa forma, fixado um
átomo de uma molécula dentro de um cubo qualquer, para saber quais átomos distam dele
um valor menor que ǫ, packmol verifica apenas os átomos que estão no cubo fixo e nos 9
cubos adjascentes ao fixo, ou seja, aqueles que compartilham com ele faces, arestas e vértices.
Notemos que com essa estratégia não é preciso comparar o átomo fixo com todos os átomos
do sistema para saber quais distâncias são menores que a tolerância especificada.

A seguir, apresentamos as duas versões existentes do programa packmol e discutimos suas
principais diferenças.
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Packmol BOX

A versão antiga do programa, que denotaremos por PB, admite apenas recipientes em for-
mato de caixa para alocar as moléculas e resolve o problema de otimização (4.40) por meio
da rotina BOX [9]. A partir da leitura dos arquivos de entrada, PB determina aleatoriamente
uma configuração inicial x0 dentro do recipiente (caixa). Este mesmo recipiente é dividido
em cubos que são utilizados nas avaliações de f e ∇f como descrevemos anteriormente.
Por fim, a rotina BOX é chamada para tentar encontrar uma configuração ótima x∗ para o
sistema de moléculas.

Packmol GENCAN

Nesta versão do programa, que denotaremos por PG, o problema de otimização (4.40) é
resolvido pela rotina GENCAN [4]. Em PG o usuário pode definir outros formatos de
recipientes para realizar os experimentos, tais como esferas, cilindros e elipsóides. Porém,
diferentemente da versão antiga, o programa PG determina uma configuração inicial x0 em
duas etapas:

(1) Na primeira etapa, após a leitura dos arquivos de entrada, PG cria uma caixa B1 de
dimensões suficientes para conter o recipiente onde serão alocadas as moléculas. Em
seguida, uma configuração inicial z0 é gerada aleatoriamente dentro de B1. Esta confi-
guração é passada como ponto inicial para a rotina GENCAN, cuja tarefa é minimizar
a função

nmol∑

i=1

natom(i)∑

j=1

bij, (4.48)

onde o termo bij, conforme descrevemos na Seção 4.2.1, mede a distância do j-ésimo
átomo da i-ésima molécula ao recipiente do experimento. Como bij ≥ 0 ∀ i, j, a função
(4.48) é não negativa. Logo, o menor valor que ela pode assumir é zero. Portanto, um
minimizador global desta função será uma configuração em que todos os átomos do
sistema estão confinados dentro do recipiente, porém, a distância entre pares de átomos
de moléculas distintas pode ser menor que a tolerância ǫ. Ao resolver este subproblema,
a rotina GENCAN encontra uma dessas configurações z∗ que será utilizada por PG
para calcular as máximas e mı́nimas coordenadas dos átomos do sistema. Com estas
coordenadas, PG cria uma nova caixa B2, menor que a caixa inicial B1, mas que ainda
contém todo o sistema de moléculas. Por fim, a caixa B2 é dividida em cubos que serão
utilizados nas avaliações de f e ∇f de acordo com a estratégia descrita anteriormente.

(2) Nesta etapa, o programa usa as informações contidas no vetor z∗, determinado na
etapa anterior, para empacotar um tipo de molécula por vez dentro do recipiente. Isto
é, sendo nt o número de tipos de moléculas presentes no sistema, para cada tipo m de
molécula, m = 1, . . . , nt, o programa extrai do vetor z∗ as coordenadas dos baricentros
e os ângulos de rotação das moléculas do tipo m e os armazena no vetor x̂m. Tomando
x̂m como ponto inicial, a rotina GENCAN é chamada para resolver o problema (4.40),
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agora com um número bem menor de variáveis. Ou seja, GENCAN empacota cada
tipo de molécula separadamente. As soluções x̂∗

m obtidas para cada tipo de molécula
serão armazenadas no vetor x0, que será o ponto inicial definitivo.

Ao sair da etapa (2), a rotina GENCAN resolverá o problema de empacotar todas as
moléculas do sistema adotando x0 como ponto inicial. Os autores do trabalho original [22]
observaram que o problema de empacotar todas as moléculas de uma vez torna-se mais fácil
de ser resolvido se antes cada tipo de molécula for empacotado separadamente. Isso acon-
tece porque o ponto x0, encontrado ao final da etapa (2) está próximo de uma configuração
ótima, facilitando a busca por uma solução x∗.

Novas versões do programa packmol

Utilizando quatérnions para descrever as rotações de cada molécula, constrúımos as seguintes
versões para o programa packmol :

(1) Packmol BOX-Quatérnions (PBQ):
As matrizes de rotação são constrúıdas com quatérnions normalizados de acordo com
a expressão (4.43).

(2) Packmol GENCAN-Quatérnions (PGQ):
As matrizes de rotação são constrúıdas da mesma forma que no programa PBQ.

(3) Packmol GENCAN-Quatérnions-Penalização (PGQP):
Quatérnions não normalizados são utilizados para construir as matrizes de rotação. A
condição de norma unitária de cada quatérnion é acrescentada à função objetivo como
um termo de penalização.

(4) Packmol ALGENCAN-Quatérnions (PALQ):
Nesta versão também utilizamos quatérnions não normalizados para construir as ma-
trizes de rotação. Porém, para cada quatérnion, a condição de norma unitária é colo-
cada como uma restrição não linear de igualdade do problema de otimização.

Embora tenhamos obtido quatro novas versões para o programa packmol, todas têm a
mesma estrutura geral: a partir da leitura dos arquivos de entrada os programas criam uma
configuração inicial x0 (baricentros + ângulos) para o sistema de moléculas. Este vetor é
passado para uma subrotina que converte cada tripla de ângulos (ψi, θi, φi) em um quatérnion
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unitário qi = (qi0, qi1, qi2, qi3)
T através das relações
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(4.49)

onde i = 1, . . . , nmol. Os resultados obtidos na conversão são armazenados no vetor x̄0 que
é dado por

x̄0 = (C1, . . . ,Cnmol, q11, q12, q13, q14, . . . , qnmol1, qnmol2, qnmol3, qnmol4)
T . (4.50)

Este vetor é posteriormente passado como ponto inicial para a rotina de otimização que tenta
encontrar um configuração ótima x∗ pela mesma estratégia utilizada no programa original.
Por fim, as informações contidas no vetor x∗ são usadas pelo programa principal para a
elaboração de um arquivo de sáıda com as coordenadas ótimas dos átomos das moléculas
do sistema. O fluxograma da Figura 4.6 resume as principais passagens comuns as quatro
versões constrúıdas.

❅❅
��

��
❅❅Leitura de arquivos

❄
Geração de x0

❄
Converter ângulos e obter x̄0

❄
Fase de otimização: x∗

❄
Geração de arquivo de sáıda

Figura 4.6: Principais passos das versões PBQ, PGQ, PGQP e PALQ.
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4.2.4 Experimentos

Nos testes numéricos que vamos apresentar a seguir, a distância mı́nima entre pares de
átomos de moléculas distintas foi tomada igual a 2 Angstrons. Os programas originais PB,
PG e as versões constrúıdas PBQ, PGQ, PGQP, e PALQ foram comparados com relação as
seguintes caracteŕısticas:

• Quantidade total de chamadas da rotina de otimização (nch);

• Número total de iterações internas (itin);

• Número total de avaliações da função objetivo (naf );

• Tempo de execução em segundos (t(s)).

Como na versão PGQP a função objetivo é penalizada com as restrições de norma unitária
de cada quatérnion, o parâmetro de penalidade adotado nos testes foi ρ = 103. Na versão
PALQ, uma vez que os problemas são resolvidos por um método de Lagrangiano aumentado,
o número total de iterações externas (itex ) também foi contabilizado. Devemos lembrar
também que as configurações finais x∗ obtidas por cada versão do programa packmol devem
ser tais que f(x∗) < 10−5, pois assim, os átomos de moléculas distintas ficam toleravelmente
separados e dentro do recipiente definido em cada experimento.

Empacotamento de moléculas de água em caixas

Consideramos inicialmente a tarefa de empacotar apenas moléculas de água (H2O) em reci-
pientes com formato de caixa. Realizamos 10 testes adotando as seguintes quantidades de
moléculas: 2500, 5000, 7500, 10000, 12500, 15000, 17500, 20000, 50000 e 100000. O volume
da caixa destinada a cada experimento foi calculado proporcionalmente a quantidade de
moléculas a serem empacotadas.

Os resultados obtidos pelos programas originais PB, PG estão indicados na Tabela 4.7.
A Tabela 4.8 traz os resultados referentes às versões PBQ e PGQ e a Tabela 4.9 mostra
os resultados obtidos pelas versões PGQP e PALQ. Nestas três tabelas, as colunas nmol e
nvar indicam, respectivamente, a quantidade de moléculas de água empacotadas e o número
de variáveis de cada problema. Lembremos que o número de variáveis na formulação via
ângulos de Euler é 6× nmol e na formulação via quatérnions é 7× nmol. O valor da função
objetivo na solução final de cada teste está indicado na Tabela 4.10.

Para podermos comparar melhor os tempos neste conjunto de testes constrúımos os
gráficos da Figura 4.7. Nestes gráficos cada segmento vertical mostra os valores mı́nimo
(ponto inferior), máximo (ponto superior) e a média (ponto intermediário) de tempo atingi-
dos por cada programa na resolução dos dez problemas. Notemos que a versão PGQ (Figura
4.7 (b)) é aquela que atinge o menor pico.
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PB PG

nmol nvar nch itin naf t(s) nch itin naf t(s)

2500 15000 2 20 29 10.665378 3 21 37 4.276349

5000 30000 3 30 42 42.664513 2 12 23 5.066229

7500 45000 3 30 42 80.699730 2 20 41 9.698524

10000 60000 3 30 42 122.840332 3 21 42 13.552939

12500 75000 3 30 42 130.420181 3 21 45 15.514640

15000 90000 3 30 43 246.700500 2 12 21 11.450259

17500 105000 3 30 42 320.150330 3 21 52 25.853067

20000 120000 4 40 57 252.689575 3 21 45 27.713785

50000 300000 3 30 42 751.538757 3 21 41 69.767387

100000 600000 3 30 43 2229.252200 3 22 47 183.723068

Tabela 4.7: Desempenho de PB e PG no empacotamento de moléculas de água.

PBQ PGQ

nmol nvar nch itin naf t(s) nch itin naf t(s)

2500 17500 3 30 43 11.386269 3 21 44 3.718434

5000 35000 4 39 89 26.377989 2 12 23 4.636294

7500 52500 3 30 45 54.689686 2 22 51 10.723368

10000 70000 3 30 51 56.769367 3 21 57 11.848197

12500 87500 3 30 45 81.032684 2 15 32 9.387572

15000 105000 3 30 42 96.162384 2 14 28 11.106311

17500 122500 3 30 44 117.350159 3 21 45 16.724457

20000 140000 3 30 47 191.933823 2 13 27 13.436956

50000 350000 3 30 44 702.324219 2 13 25 36.803406

100000 700000 5 50 72 3589.327150 3 22 42 148.708389

Tabela 4.8: Desempenho de PBQ e PGQ no empacotamento de moléculas de água.
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PGQP PALQ

nmol nvar nch itin naf t(s) nch itex itin naf t(s)

2500 17500 2 20 55 5.418175 1 7 64 96 83.580292

5000 35000 2 14 37 7.563849 1 7 67 112 76.124420

7500 52500 2 14 35 9.844502 1 6 60 98 70.564270

10000 70000 2 13 34 12.202144 1 8 77 153 39.056065

12500 87500 3 22 69 25.897062 1 9 86 196 43.189434

15000 105000 3 29 98 64.317223 1 7 67 102 51.446178

17500 122500 3 23 59 34.205799 1 7 67 133 147.255615

20000 140000 2 16 44 30.463368 1 8 74 158 115.666412

50000 350000 3 25 78 286.468445 1 7 69 209 671.303955

100000 700000 3 23 66 450.547516 1 7 64 178 336.712799

Tabela 4.9: Desempenho de PGQP e PALQ no empacotamento de moléculas de água.

nmol PB PG PBQ PGQ PGQP PALQ

2500 9.68E−06 1.49E−12 1.41E−07 3.79E−07 1.06E−06 0.00E+00

5000 7.23E−08 7.80E−11 0.00E+00 1.26E−06 2.93E−10 0.00E+00

7500 1.31E−07 2.05E−06 8.81E−06 6.44E−11 2.57E−11 0.00E+00

10000 4.22E−09 8.00E−13 4.51E−07 8.89E−07 6.71E−08 0.00E+00

12500 7.21E−10 3.91E−08 3.92E−07 0.00E+00 3.15E−06 0.00E+00

15000 1.20E−07 2.58E−10 2.81E−08 4.52E−09 3.69E−12 0.00E+00

17500 4.15E−09 9.07E−10 1.79E−09 4.98E−06 8.10E−09 0.00E+00

20000 2.47E−13 4.94E−08 4.43E−07 3.11E−09 5.23E−08 0.00E+00

50000 6.04E−08 7.64E−14 1.57E−06 7.40E−08 7.61E−11 0.00E+00

100000 6.62E−08 6.77E−13 6.77E−13 8.22E−07 2.08E−08 0.00E+00

Tabela 4.10: Valor da função objetivo na solução final.
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Figura 4.7: Comparando tempos no empacotamento de moléculas de água.
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Empacotamento de moléculas de uréia em caixas

Consideraremos agora a tarefa de empacotar moléculas de uréia em recipientes com for-
mato de caixa. A uréia é um composto orgânico cristalino e incolor com fórmula dada por
CO(NH2)2. Realizamos ao todo 6 testes, variando a quantidade de moléculas de uréia e cal-
culando o volume das caixas proporcionalmente à cada quantidade. Os resultados obtidos
pelos programas estão nas Tabelas 4.11, 4.12, 4.13. O valor da função objetivo na solução
final de cada teste está indicado na Tabela 4.14. Como a molécula de uréia é mais alongada
que a molécula de água, o empacotamento de grandes quantidades de uréia torna-se mais
dif́ıcil. Por essa razão, os programas realizam mais iterações e avaliações de função na re-
solução dos problemas com moléculas de uréia. Conseqüentemente, o tempo de execução de
cada problema também aumenta (observe os tempos de execução dos programas no empa-
cotamento de 100000 moléculas de uréia). Os gráficos das Figuras 4.8 (a), 4.8 (b) e 4.8 (c)
mostram os valores de tempo mı́nimo, máximo e a média alcançada por cada programa.
Notemos que os menores picos (repare nas escalas verticais) são atingidos pelas versões PG
e PGQ.

PB PG

nmol nvar nch itin naf t(s) nch itin naf t(s)

400 2400 5 50 120 7.224901 3 22 46 1.664746

1000 6000 5 45 120 18.062252 3 22 45 3.892407

5000 30000 4 40 61 120.661659 3 23 50 16.977417

10000 60000 5 50 72 417.290558 4 35 69 44.909172

50000 300000 5 50 73 5707.982420 4 33 78 538.587158

100000 600000 6 60 88 26209.459000 8 72 155 3110.556150

Tabela 4.11: Desempenho de PB e PG no empacotamento de moléculas de uréia.

PBQ PGQ

nmol nvar nch itin naf t(s) nch itin naf t(s)

400 2800 6 57 120 7.026930 5 48 97 2.178668

1000 8000 11 108 212 27.797773 3 26 46 3.617449

5000 35000 6 60 81 125.452927 5 45 82 22.056644

10000 70000 13 130 177 570.292297 5 45 94 46.331955

50000 350000 7 70 111 6683.387210 6 52 93 574.947632

100000 700000 7 70 99 24078.197300 9 84 166 3264.764650

Tabela 4.12: Desempenho de PBQ e PGQ no empacotamento de moléculas de uréia.
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PGQP PALQ

nmol nvar nch itin naf t(s) nch itex itin naf t(s)

400 2800 11 99 382 9.403569 2 18 174 397 12.303127

1000 7000 6 55 143 8.900645 2 16 154 349 50.199368

5000 35000 11 102 321 107.974579 2 16 156 370 117.993057

10000 70000 11 104 318 267.125397 2 20 200 571 458.745270

50000 350000 13 125 337 2469.871580 2 16 145 462 4496.271480

100000 700000 19 183 538 16109.807600 5 50 500 1672 31190.832000

Tabela 4.13: Desempenho de PGQP e PALQ no empacotamento de moléculas de uréia.

nmol PB PG PBQ PGQ PGQP PALQ

400 0.00E+00 2.26E−06 0.00E+00 1.11E−12 5.21E−06 0.00E+00

1000 2.16E−17 3.26E−07 0.00E+00 8.27E−07 8.47E−06 0.00E+00

5000 8.68E−09 2.83E−06 3.87E−06 2.26E−08 2.16E−07 0.00E+00

10000 1.30E−07 2.63E−06 1.16E−07 3.26E−07 4.94E−11 0.00E+00

50000 1.25E−08 4.12E−09 1.99E−08 9.35E−07 2.16E−07 0.00E+00

100000 8.51E−13 1.15E−06 4.45E−06 0.00E+00 3.80E−07 0.00E+00

Tabela 4.14: Valor da função objetivo na solução final.
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Figura 4.8: Comparando tempos no empacotamento de moléculas de uréia.
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Empacotamento de misturas em caixas

Nos testes a seguir, empacotamos misturas em recipientes com formato de caixa. Três tipos
de misturas foram consideradas. A primeira mistura é uma solução de água e uréia. A
segunda contém água, uréia e duas moléculas de pept́ıdeos que terão seus baricentros fixados
em determinadas posições do recipiente. Isto significa que os pept́ıdeos não participarão
do processo de empacotamento e funcionarão apenas como obstáculos às moléculas de água
e uréia que estarão livres. A terceira mistura é uma solução de água com tetracloreto de
carbono (CCl4). Nesta solução, adicionamos uma molécula de triiodotironina (T3) que terá
o mesmo papel das moléculas de pept́ıdeo da solução anterior, ou seja, funcionará como
obstáculo às moléculas livres. As quantidades de moléculas em cada experimento estão
indicadas na Tabela 4.15 e os valores da função objetivo nas soluções finais de cada teste
estão indicados na Tabela 4.16. Os comportamentos dos programas durante a execução
dos experimentos estão resumidos na Tabela 4.17. Nesta tabela, a coluna correspondente
às iterações internas do programa PALQ também fornece o número de iterações externas
realizadas. Assim, 70–682 significa que PALQ realizou um total de 70 iterações externas e
682 iterações internas. A Figura 4.9 (a) mostra a média e os valores mı́nimo e máximo de
tempo atingidos por cada programa. Na Figura 4.9 (b), a escala no eixo vertical foi reduzida
para que os resultados obtidos possam ser mais bem visualizados. Mais uma vez podemos
peceber que o programa PGQ é o que atinge o menor pico.

Mistura 1 Mistura 2 Mistura 3

água 1000 700 1019

uréia 400 130 0

t. carbono 0 0 199

pept́ıdeos 0 2 0

T3 0 0 1

Tabela 4.15: Quantidades de moléculas em cada mistura.

Mistura 1 Mistura 2 Mistura 3

PB 2.01E−06 0.00E+00 0.00E+00

PG 8.98E−06 4.81E−07 0.00E+00

PBQ 6.56E−27 0.00E+00 0.00E+00

PGQ 1.15E−06 4.92E−08 0.00E+00

PGQP 4.06E−07 1.66E−08 1.54E−07

PALQ 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00

Tabela 4.16: Função objetivo na solução final.
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Mistura 1 Mistura 2 Mistura 3

nch itin naf t(s) nch itin naf t(s) nch itin naf t(s)

PB 6 60 93 28.613649 8 77 169 19.215078 5 48 69 15.336668

PG 15 130 315 21.905668 15 125 314 8.486709 8 68 146 4.288347

PBQ 7 64 136 23.701395 7 70 110 13.152000 5 47 87 11.547244

PGQ 12 100 237 11.187298 16 150 293 11.596236 9 70 154 3.560458

PGQP 15 129 378 31.054277 14 122 371 17.848286 9 79 238 5.982089

PALQ 8 70–682 1866 187.463501 9 74–710 1810 93.934715 4 35–339 732 34.552746

Tabela 4.17: Desempenho dos programas no empacotamento de misturas.
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Figura 4.9: Comparando tempos no empacotamento de misturas.
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Empacotamento de moléculas inventadas

Com o objetivo de investigar mais detalhadamente o comportamento dos programas, fize-
mos alguns testes de empacotamento com moléculas fict́ıcias, isto é, inventamos algumas
moléculas para serem empacotadas. Neste conjunto de testes, consideramos a molécula
estrela (Figura 4.10 (a)), a molécula guarda-chuva (Figura 4.10 (b)) e a molécula palito (Fi-
gura 4.10 (c)). Admitindo os recipientes em formato de caixa, realizamos 5 testes com cada
molécula inventada. A Tabela 4.2.4 mostra os tempos de execução (em segundos) obtidos
por cada programa no empacotamento das moléculas. A coluna nmol desta tabela indica a
quantidade de moléculas adotadas em cada experimento.

(a) (b) (c)

Figura 4.10: Moléculas inventadas.

Os valores máximo, mı́nimo e as médias de tempo obtidas por cada programa estão na
Figura 4.11 (a). Podemos observar que os tempos máximos de execução atingidos pelas
versões PB e PBQ estão muito próximos. O mesmo podemos observar com relação às
versões PG e PGQ. É interessante observar que neste conjunto de testes PG e PGQ também
obtiveram os melhores desempenhos (observe os picos na Figura 4.11 (a)). Por essa razão, na
Figura 4.11 (b) comparamos apenas estes dois programas. Observemos que o tempo mı́nimo
e a média são bastante parecidos nas duas versões, mas os valores máximos de tempo são
ligeiramente diferentes.

Empacotamentos em recipientes de formatos diferentes

Dando continuidade aos experimentos de empacotamento, realizamos seis testes onde as
moléculas são empacotadas em recipientes de formatos diferentes de caixa. A Tabela 4.19
mostra o tipo e a quantidade de moléculas envolvidas e o formato do recipiente adotado em
cada experimento. As esferas dos três primeiros testes têm centro no ponto (0, 0, 0)T e raios
respectivamente iguais a 50, 30, 100 Angstrons. Já os cilindros adotados nos testes 4, 5 e 6
têm a base sobre o plano XY e o eixo Z como eixo de simetria. O par (raio da base, altura)
medidos em Angstrons dos cilindros são (20, 50), (10, 20) e (20, 60), respectivamente.

Neste conjunto de problemas comparamos apenas os desempenhos dos programas PG,
PGQ, PGQP e PALQ pois as demais versões só admitem empacotamentos em recipientes
com formato de caixa. Os tempos de execução (em segundos) dos programas estão na
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Molécula estrela

nmol PB PBQ PG PGQ PGQP PALQ

500 28.568655 28.646645 13.059012 18.010260 17.907276 60.235840

1000 61.577637 72.448990 28.394682 34.166805 62.433506 206.625580

5000 444.302429 351.038635 124.579056 244.540833 450.229553 1129.096440

10000 1230.845830 1254.420410 227.158463 831.476624 1482.883540 4156.967770

50000 23418.863300 21774.068400 4082.917240 3394.745850 30313.267600 49090.769500

Molécula guarda-chuva

nmol PB PBQ PG PGQ PGQP PALQ

500 11.300281 9.043624 2.621601 2.691590 5.497163 18.579174

1000 24.369295 19.297064 5.832112 5.409176 9.239594 22.753540

5000 199.310699 161.895386 33.170956 32.083122 75.191574 235.572189

10000 501.477753 389.408783 87.370712 75.766487 238.669708 1404.280520

50000 8700.850590 7675.796880 892.616333 608.954407 2139.717770 6519.849120

Molécula palito

nmol PB PBQ PG PGQ PGQP PALQ

500 5.517161 4.137370 1.398786 1.106831 1.270810 24.688246

1000 12.219142 10.106463 2.963549 2.123676 3.576450 62.083561

5000 80.090820 68.809540 18.801142 10.776361 18.299220 633.813660

10000 201.840317 130.669144 35.833550 23.440435 36.255490 1621.146480

50000 1317.118770 1268.357180 278.695648 101.781525 268.05127 9709.453120

Tabela 4.18: Tempos de execução nos problemas das moléculas inventadas.
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Figura 4.11: Comparando tempos no empacotamento de moléculas inventadas.

Tabela 4.20. Os gráficos das Figuras 4.12 (a) e 4.12 (b) mostram os valores máximos,
mı́nimos e as médias de tempo atingidos por cada programa. Notemos que nestes testes a
versão PG é a que resolve os problemas em menor tempo, por essa razão apresenta o menor
pico como mostra a Figura 4.12 (a).

Tipo Quantidade Recipiente

Teste 1 água 16500 esfera

Teste 2 estrela 1000 esfera

Teste 3 t. carbono 15000 esfera

Teste 4 uréia 1000 cilindro

Teste 5 g. chuva 200 cilindro

Teste 6 palmitoil 100 cilindro

Tabela 4.19: Descrição dos experimentos com recipientes de formatos diferentes.

Perfis de desempenho dos programas

Elizabeth Dolan e Jorge Moré introduzem em [7] uma nova ferramenta para a comparação
do desempenho de ns programas na resolução de um conjunto de np problemas: o gráfico
denominado perfil de desempenho. Para a construção deste tipo de gráfico, devemos esta-
belecer um critério de comparação entre os programas. Este critério leva a uma medida,
denotada por ms,p, que deve ser computada por cada programa p durante a resolução de
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PG PGQ PGQP PALQ

Teste 1 97.306083 472.909546 203.964752 978.405151

Teste 2 22.533407 41.058567 67.344207 136.464523

Teste 3 125.211823 206.05687 7729.311040 522.340637

Teste 4 13.008812 15.2609529 28.593784 397.820862

Teste 5 10.284642 3.98424888 7.632475 49.547096

Teste 6 8.76054573 152.78154 16.529031 36.238266

Tabela 4.20: Tempos de execução dos testes com recipientes diferentes.
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Figura 4.12: Comparando tempos nos testes com recipientes de formatos diferentes.
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cada problema s. Por exemplo, ms,p pode ser o tempo gasto pelo programa s para resolver
o problema p. Uma vez calculados os valores ms,p para todo s e p, determinamos as razões:

rs,p =






ms,p

min{ms,p,∀s}
, se s resolve p

rM , caso contrário
(4.51)

Em (4.51) temos sempre rs,p ≥ 1 e rM deve ser tal que rM ≥ rs,p ∀ s, p. Assim, a partir
dos cálculos das razões (4.51), constrúımos para cada programa s a função de distribuição
acumulada ρs : R 7→ [0, 1] dada por

ρs(τ) =
1

np
card{p | rs,p ≤ τ}. (4.52)

Esta função é constante por partes, não decrescente e mostra o desempenho do programa
s na resolução dos np problemas. Se a medida de comparação adotada for o tempo de
execução dos programas, o valor ρs(1) indica a porcentagem de problemas que o programa
s conseguiu resolver em menor tempo. Por exemplo, se ρs(1) = 0.6, isto significa que o
programa s conseguiu resolver 60 % dos problemas em menor tempo. Portanto, quanto
maior for ρs(1), mais eficiente será o programa s. Pela análise do perfil de desempenho de
um programa podemos também constatar quão robusto o programa é. Existe um valor τ ∗

tal que ∀ τ ≥ τ ∗ temos ρs(τ) = 1. Desse modo, quanto menor for o valor de τ ∗, mais robusto
será o programa testado. Então, um programa ideal seria aquele em que ρ(1) = 1 e τ ∗ = 1.

Para construir os perfis de desempenho das versões do programa packmol, adotamos
como medida de comparação o tempo de execução. A Figura 4.13 mostra os perfis de
desempenho dos programas nos 34 testes numéricos realizados com recipientes em forma de
caixa. Notemos que neste conjunto de testes o programa PGQ mostrou o melhor desempenho
pois resolveu cerca de 65 % dos problemas em menor tempo. Devemos observar também que
a curva correspondente à versão PG atinge o ńıvel 1 antes das demais, significando que esta
versão mostrou-se mais robusta que as outras. Como era previsto, as versões PGQP, PALQ,
PB e PBQ não apresentaram bons perfis de desempenho. Com efeito, os tempos gastos por
esses programas para resolver os problemas são consideravelmente maiores que os tempos
obtidos pelas versões PG e PGQ.

A Figura 4.14 mostra os perfis de desempenho dos programas quando desconsideramos os
5 experimentos realizados com a molécula fict́ıcia estrela. Nota-se que os perfis dos programas
PGQP, PALQ, PB e PBQ pouco mudam se os compararmos com os perfis da Figura 4.13.
Porém, a versão PGQ, além de continuar sendo a mais eficiente, mostra-se também robusta
pelo fato de sua curva atingir o ńıvel 1 antes das curvas das outras versões.

Por fim, considerando os 40 experimentos realizados (empacotamento em caixas, esferas
e cilindros), constrúımos os perfis de desempenho apenas das versões que utilizam a rotina
GENCAN. O resultado está ilustrado na Figura 4.15. Pela figura percebemos que PGQ
continua sendo a versão mais eficiente, pois resolve a maioria dos problemas em menor
tempo. A versão mais robusta neste caso é PG pois sua curva atinge o ńıvel 1 antes das
demais versões.
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Figura 4.13: Perfis dos programas nos empacotamentos em caixas.
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Figura 4.14: Perfis desconsiderando testes com molécula estrela.
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Figura 4.15: Perfis dos programas que usam a rotina GENCAN.

Alguns testes utilizando derivadas de segunda ordem anaĺıticas

Nas versões PG e PGQ do programa packmol apenas o gradiente anaĺıtico é fornecido para
a rotina de otimização GENCAN. Esta, por sua vez, necessita também de informações sobre
as derivadas de segunda ordem da função objetivo, que devem ser fornecidas através do
cálculo da matriz hessiana de f(x), ou seja, ∇2f(x). Os elementos de ∇2f(x) não são
fáceis de serem obtidos, sendo necessária, portanto, uma estratégia de programação muito
bem elaborada para o cálculo desses elementos. As versões PG (ângulos de Euler) e PGQ
(quatérnions normalizados) ao invés de calcularem a hessiana anaĺıtica, obtêm as derivadas
de segunda ordem a partir do vetor gradiente. E, durante o processo de otimização, o cálculo
de produtos hessiana-vetor é feito da seguinte forma

∇2f(x)d ≈
∇f(xk + hd) − ∇f(xk)

h
, (4.53)

onde h > 0 é um pequeno incremento.

Para finalizar os experimentos de empacotamento de moléculas, resolvemos alguns pro-
blemas com as versões PG e PGQ onde a matriz hessiana verdadeira é fornecida para a
rotina de otimização. As moléculas adotadas nestes testes são água e uréia e os recipientes
têm o fomato de caixa. A Tabela 4.21 mostra a quantidade de moléculas empacotadas em
cada experimento e os tempos de execução (em segundos) obtidos pelas versões PG e PGQ
em cada teste.
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PG PGQ

nmol água uréia água uréia

50 0.299953 0.593909 0.434933 1.216813

100 13.162998 1.105831 12.779055 2.041687

500 5.443171 17.539331 6.491012 19.624015

1000 53.727832 39.908931 18.822135 52.070083

Tabela 4.21: Tempos obtidos nos testes com hessiana verdadeira.

(a) 100 mol. água: 9 chamadas de Gencan (b) 100 mol. água: 10 chamadas de Gencan

Figura 4.16: Estrutura da matriz hessiana nos testes com moléculas de água.
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(a) 50 mol. uréia: 1 chamada de Gencan (b) 100 mol. uréia: 1 chamada de Gencan

Figura 4.17: Estrutura da matriz hessiana em testes com moléculas de uréia.

O comportamento da matriz hessiana também foi investigado nos experimentos de em-
pacotamento de 50 e 100 moléculas de água e uréia. As Figuras 4.16 (a) e 4.16 (b) mostram,
respectivamente, a estrutura da matriz ∇2f(x) no empacotameto de 100 moléculas de água
imediatamente após 9 e 10 chamadas da rotina GENCAN. Observemos que em 4.16 (a) a
matriz é ainda bem densa (cada ponto preto na figura é um elemento não nulo), mas à
medida que outras chamadas de GENCAN são efetuadas a matriz tende a se tornar esparsa
como podemos comprovar em 4.16 (b), onde os elementos se concentram ao redor da diagonal
principal e de duas sub-diagonais (uma inferior e outra superior). O mesmo comportamento
pode ser observado nos testes com 50 e 100 moléculas de uréia logo após a primeira chamada
de GENCAN, conforme indicam as Figuras 4.17 (a) e 4.17 (b).

As matrizes ilustradas nas figuras anteriores são do problema formulado com ângulos
de Euler. Mas esse comportamento também foi observado no problema formulado com
quatérnions. A explicação para o fato de ∇2f(x) se tornar esparsa durante o processo de
otimização é a seguinte: as derivadas segundas da função objetivo dependem das coordenadas
dos átomos das moléculas. Sendo assim, estas derivadas se tornarão nulas a medida que os
átomos se encontrarem dentro do recipiente e toleravelmente separados. Desse modo, em
testes de empacotamento com derivadas de segunda ordem anaĺıticas, a matriz hessiana
começa densa e vai se tornando esparsa ao longo do processo de otimização.



Caṕıtulo 5

Conclusões

Neste trabalho estudamos um pouco sobre a teoria de rotações. T́ınhamos como objetivo
reunir algumas das principais caracteŕısticas das rotações. Começamos caracterizando uma
rotação no plano e em seguida tratamos das rotações no espaço tridimensional. Definimos
o que é um movimento ŕıgido em R

3 e provamos algumas propriedades do conjunto das
matrizes de rotação SO(3). Dando continuidade ao estudo teórico, introduzimos também
alguns conceitos de geometria diferencial para mostrar que não existe uma carta global
para SO(3), ou seja, não é posśıvel cobrir todo o conjunto SO(3) com apenas uma carta.
Discutimos quais são as conseqüências práticas desse resultado em problemas cujo objetivo
é controlar a orientação de objetos ŕıgidos.

Elegemos na literatura as três maneiras mais comuns de se representar uma matriz de
rotação em SO(3) por meio de parâmetros e fizemos um breve estudo sobre cada uma dessas
representações. Primeiramente estudamos o mapa exponencial, onde mostramos que uma
rotação pode ser representada pelo par (ω, θ) (eixo + ângulo de rotação). Depois, vimos
que qualquer elemento de SO(3) pode ser descrito por três rotações (seqüência de Euler) em
torno dos eixos coordenados (X, Y , Z), sendo que duas rotações sucessivas não devem ocorrer
em torno do mesmo eixo. E em seguida, estudamos um pouco da álgebra dos quatérnions
e vimos como utilizá-los na representação de uma rotação. Terminamos a parte teórica
deste trabalho fazendo uma comparação da eficiência computacional de cada representação
estudada. Este estudo nos permitiu concluir que não existe uma melhor maneira de descrever
o conjunto SO(3) e a escolha de uma representação particular para este conjunto depende
muito do problema em estudo.

Na parte aplicada deste projeto estudamos dois problemas de otimização cujas variáveis
a serem determinadas envolvem rotações: o problema da orientação absoluta e o problema
do empacotamento de moléculas. Ambos os problemas foram originalmente formulados
utilizando-se ângulos de Euler na descrição das rotações. Reformulamos cada problema subs-
tituindo os ângulos por quatérnions e os resolvemos para comparar as soluções numéricas de
cada formulação.

Resolvemos o problema da orientação absoluta com o pacote de otimização ALGENCAN.
Ao comparar as soluções de cada formulação, não conseguimos detectar nenhuma diferença
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entre elas. ALGENCAN conseguiu resolver os testes propostos sem nenhuma dificuldade
e em um tempo muito pequeno. No problema do empacotamento de moléculas, criamos
algumas versões diferentes para o programa packmol e observamos que na maioria dos testes
de empacotamento o programa reformulado com quatérnions normalizados (versão PGQ)
era ligeiramente mais rápido que o programa original (PG). De todas as versões constrúıdas,
aquela em que as normas de cada quatérnion são colocadas como restrição do problema de
otimização (versão PALQ) foi a mais lenta, não sendo nem um pouco competitiva com a
versão original. Além de fazermos tabelas comparativas dos dados obtidos pelas versões de
packmol, constrúımos gráficos que medem o perfil de desempenho de cada versão no conjunto
de testes resolvidos. Para terminar os experimentos, fizemos alguns testes com as versões
PG e PGQ onde a matriz hessiana verdadeira era fornecida para a rotina de otimização.
Os resultados não foram animadores porque os tempos de execução dos testes com hessiana
verdadeira eram bem maiores do que nos testes em que a hessiana era obtida a partir do
gradiente. Uma hipótese para esse fato é que não tomamos o cuidado de elaborar uma rotina
de programação que explorasse a estrutura da hessiana, uma vez que esta matriz torna-se
esparsa ao longo do processo de otimização.

Como trabalho futuro pretendemos retomar o problema do empacotamento de moléculas,
considerando que as moléculas são corpos flex́ıveis, ou seja, admitem pequenas rotações inter-
nas. Investigaremos se esta caracteŕıstica permitirá empacotamentos que não são posśıveis
quando as moléculas são tratadas como corpos ŕıgidos.



Apêndice A

Implementação do Algoritmo 4.1

Segue abaixo os detalhes da implementação do Algoritmo 4.1 descrito na Seção 4.1 do
Caṕıtulo 4. O software utilizado para implementação foi o Mathematica.

(* Cálculo dos centróides *)

vaux = Table[1, {npontos}];
centrEsq = (1/npontos)*(vaux.rEsq);

centrDir = (1/npontos)*(vaux.rDir);

(* Novas coordenadas com relaç~ao aos centróides *)

rEsqnew = Table[{0, 0, 0}, {npontos}]; %

rDirnew = Table[{0, 0,0}, {npontos}];

Do[rEsqnew[[i]] = rEsq[[i]] - centrEsq;

rDirnew[[i]] = rDir[[i]] - centrDir, {i, 1, npontos}];

(*Cálculo da matriz M partir dos novos vetores de coordenadas*)

M = Sum[Outer[Times, rEsqnew[[i]], rDirnew[[i]]], {i, 1,npontos}];

(* Cálculo da matriz final a partir dos elementos de M *)

MatFinal = Outer[Times, {0, 0, 0, 0}, {0, 0, 0, 0}];

MatFinal[[1, 1]] = M[[1, 1]] + M[[2, 2]] + M[[3, 3]]; %

MatFinal[[1, 2]] = MatFinal[[2, 1]] = M[[2, 3]] - M[[3, 2]] ;

MatFinal[[1, 3]] = MatFinal[[3, 1]] = M[[3, 1]] - M[[1, 3]] ;

MatFinal[[1, 4]] = MatFinal[[4, 1]] = M[[1, 2]] - M[[2, 1]] ;

MatFinal[[2, 2]] = M[[1, 1]] - M[[2, 2]] - M[[3, 3]]; %

MatFinal[[2, 3]] = MatFinal[[3, 2]] = M[[1, 2]] + M[[2, 1]] ;

MatFinal[[2, 4]] = MatFinal[[4, 2]] = M[[3, 1]] + M[[1, 3]];

MatFinal[[3, 3]] = -M[[1, 1]] + M[[2, 2]] - M[[3, 3]]; %

MatFinal[[3, 4]] = MatFinal[[4, 3]] = M[[2, 3]] + M[[3, 2]];

MatFinal[[4, 4]] = -M[[1, 1]] - M[[2, 2]] + M[[3, 3]];
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(* Cálculo dos autovalores e autovetores de MatFinal *)

autovalores = Eigenvalues[MatFinal]; %

autovetores = Eigenvectors[MatFinal];

(* Determinando o autovalor mais positivo e o autovetor

correspondente *)

pos = Position[autovalores, Max[autovalores]]; %

quat = autovetores[[pos[[1, 1]]]];

(* Construindo a matriz de rotaç~ao a partir do quatérnion *)

R = {{2*(quat[[1]]^2 + quat[[2]]^2), 2*(quat[[2]]*quat[[3]] - quat[[1]]*quat[[4]]),

2*(quat[[2]]*quat[[4]] + quat[[1]]*quat[[3]])}, {2*(quat[[2]]*quat[[3]] +

quat[[1]]*quat[[4]]), 2*(quat[[1]]^2 + quat[[3]]^2), 2*(quat[[3]]*quat[[4]] -

quat[[1]]*quat[[2]])}, {2*(quat[[2]]*quat[[4]] - quat[[1]]*quat[[3]]),

2*(quat[[3]]*quat[[4]] + quat[[1]]*quat[[2]]), 2(quat[[1]]^2 + quat[[4]]^2)}}
-IdentityMatrix[3];

(* Cálculo do fator de escala *)

If[flag == 0,(* Se flag = 0 faça *)

snumer = Sum[Dot[rDirnew[[i]], rDirnew[[i]]], i, 1, npontos];

sdenom = Sum[Dot[rEsqnew[[i]], rEsqnew[[i]]], i, 1, npontos];

fatoresc = Sqrt[snumer/sdenom],

(* caso contrário faça *)

snumer = Sum[Dot[rDirnew[[i]], R.rEsqnew[[i]]], i, 1, npontos];

sdenom = Sum[Dot[rEsqnew[[i]], rEsqnew[[i]]], i, 1, npontos];

fatoresc = snumer/sdenom];

(* Cálculo do vetor deslocamento *)

vetdesloc = centrDir - fatoresc*R.centrEsq;

(* Mostrando resultados na tela *)

Print["Resultados Finais:"] %

Print["flag = ", flag] %

Print["vetordeslocamento = ", vetdesloc] %

Print["fator de escala = ", fatoresc] %

Print["quatérnion = ", quat] %

Print["matriz de rotaç~ao = ", R// MatrixForm]

(*----------------------------------------------------------*)
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