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Resumo

Um dos teoremas classicos da teoria de Galois para corpos é o teorema do elemen-
to primitivo. Na teoria de Galois para anéis comutativos com unidade, tal teorema
nao ¢ valido em geral. Nesse trabalho encontramos condigoes necessarias e suficientes
para a existéncia de elemento primitivo para uma extensao fortemente separavel de
um anel comutativo com unidade e cujos Unicos idempotentes sao os triviais. Além
disso, apresentamos uma forma fraca deste teorema e provamos que esta forma fraca
¢ véalida para anéis conexos cujo quociente pelo radical de Jacobson é von Neumann
regular e localmente uniforme. Analisamos também o fecho separavel de um anel
comutativo conexo. Obtemos alguns resultados que relacionam, em particular, o

fecho separavel do anel com o fecho separavel de cada um de seus corpos residuais.
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Abstract

One of the classic theorems of the Galois theory of fields is the “Primitive Element
Theorem”. In Galois theory of commutative rings, such a theorem does not hold, in
general. In this work we give necessary and sufficient conditions for the existence of
a primitive element in an strongly separable extension of a connected commutative
ring. Furthermore we present a weak form of the Primitive Element Theorem and
we prove that this theorem holds for strongly separable extensions of connected
commutative rings whose quotient by its Jacobson radical is a von Neumann regular
and locally uniform ring. We also obtain some new results about the separable closure
of a connected commutative ring. In particular, we describe a relation between the

separable closure of such a ring and the separable closure of each one of its residual
fields.
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Introducao

Um dos teoremas classicos da teoria de Galois para corpos é o teorema do ele-
mento primitivo. Ele nos diz que, dada uma extensao separavel e finita de corpos
K/F existe o € K tal que K = Fla] = {f(«a) : f(X) € F[X]}. Lembremos que
cada extensao galoisiana de corpos ¢é separavel. Portanto, toda extensao galoisiana
finita de corpos tem elemento primitivo.

Em 1960, M. Auslander e O. Goldman definiram em [2] o conceito de extensao
galoisiana de anéis comutativos com unidade. Em seguida, S. Chase, D. K. Harrison
e A. Rosenberg em [3], ndo somente encontram condigoes equivalentes a definigao
dada em [2], mas também desenvolvem a teoria de Galois para anéis comutativos
com unidade. Entre outras coisas, provaram um teorema analogo ao teorema funda-
mental, encontrando uma bijecao entre os subgrupos do grupo de Galois e “certas”
subalgebras intermedidrias.

A pergunta natural que se faz é a seguinte: o teorema do elemento primi-
tivo continua valido no contexto de anéis comutativos com unidade? Ou seja,
dada uma extensao galoisiana S/R de anéis comutativos existe a € S tal que
S = Rla] = {f(a) : f(X) € R[X]}? Em geral, a resposta para esta pergunta
¢ nao. Existem varios exemplos de extensoes galoisianas que nao possuem elemento
primitivo. Dentre tais, veremos no decorrer do trabalho que S = Z & Z & Z/Z nao
possui elemento primitivo.

Muitos trabalhos relacionados com a existéncia do elemento primitivo aparecem
na literatura. O Lema 3.1 de [14], diz que se (R, M) é um anel local tal que |£| = oo
entdo cada extensao separavel e finitamente gerada (como médulo) tem elemento
primitivo. Este resultado foi melhorado e estendido para anéis semilocais em [27].
J-D. Thérond prova que se R é um anel semilocal e Max(R) = {Mj,..., M} entao
cada extensao separavel de posto n tem elemento primitivo se e somente se Miz‘ >n
para todo 1 < ¢ < ¢t. Em seguida, o resultado de J-D. Thérond foi generalizado
por A. Paques. O Teorema 2.4 de [26], afirma que cada extensao separdvel de um

LG-anel R de posto n tem elemento primitivo se e somente se |%‘ > n, para todo

1



M € Max(R). Note que o conjunto de LG-anéis inclue anéis semilocais e anéis os
quais sao von Neumannn regular médulo o seu radical de Jacobson.

Destacamos também os trabalhos de I. Kikumasa, T. Nagahara e K. Kishimoto.
Em [17] e [15], faz-se um estudo amplo sobre a existéncia do elemento primitivo para

uma extensao galoisiana de um anel semilocal. Dentre outras coisas, prova-se que se

R é um anel comutativo com unidade e semilocal e Max(R) = {M;,..., M;} entao
uma extensao galoisiana S/ R tem elemento primitivo se e somente se /\% / /\% tem
elemento primitivo para cada i € {1,...,t}. No Teorema 5 de [16], I. Kikumasa e

T. Nagahara encontram condicoes para que uma extensao ciclica de grau 22 possua
elemento primitivo. Este resultado foi generalizado por A. Aramova em [1], para
extensoes ciclicas de grau p”, onde p é um nimero primo positivo.

Em todos os trabalhos citados acima, estuda-se o problema da existéncia de
elemento primitivo para uma extensao S/ R fazendo-se alguma restrigao sobre o anel
R. O propdsito do nosso trabalho é fazer um estudo geral deste problema, no seguinte
sentido: consideramos uma extensao galoisiana (ou, separdvel, projetiva e finitamente
gerada) S/R, onde R é um anel comutativo com unidade arbitrario. Podemos entao,
via o0 Teorema 2.1.2 da secao 2.1, reduzir nosso estudo ao caso em que R é conexo. De
fato, tal teorema afirma que S/R tem elemento primitivo se e somente se S, /R, tem
elemento primitivo para cada = € X(R), onde X (R) denota o espectro booleano do
anel R (ver Definicio 1.2.1). E sabido que R, é um anel conexo para todo = € X (R)
(veja Teorema 1.2.12).

No que segue, descreveremos os principais resultados obtidos neste trabalho. No
capitulo 2, consideramos uma extensao fortemente separavel S/R (isto é, S é uma
R-algebra separavel e um R-mddulo projetivo e finitamente gerado) com R conexo.
Assuma que S = S1 @ ... B S, é a decomposicao de S em componentes conexas.
Provamos que S/R tem elemento primitivo se e somente se existem fi, ..., f. € R[X]
tais que % ~ S; e (fi) + (f;) = R[X] para i # j. Observe que nao ¢ suficiente
exigir que cada componente conexa possua elemento primitivo para que S/R tenha
elemento primitivo, como mostra o exemplo S = Z&Z®Z/Z. De qualquer forma, as
componentes conexas possuirem elemento primitivo é uma condi¢ao necessaria para
que S/R possua.

No terceiro capitulo exploramos a construgao dos polinomios f/s necessarios para
a existéncia do elemento primitivo. Assumindo que uma das componentes conexas
possui elemento primitivo, construimos sob certas condigoes, polinomios que geram

a mesma extensao e que sao fatores irredutiveis de um polinomio separavel. Entao,



pelo Lema 1.2 de [11], tais polindmios sdo comaximais. Obtemos assim condigoes
suficientes para que uma extensao fortemente separavel possua elemento primitivo.
Os resultados obtidos neste capitulo generalizam os resultados de [6], pois C. Dragos
trabalha no contexto de corpos. Além disso, utilizamos uma visao categérica dada
em [11] para decidir quando dois polinomios geram a mesma extensao e quando um
polinémio é normal, seguindo as defini¢oes dadas em [6].

Observe que para a constru¢ao dos polindomios f/s exige-se que a componente
conexa possua elemento primitivo. No entanto, existem extensoes fortemente sepa-
raveis e conexas que nao possuem elemento primitivo (ver exemplo da secao 2.4).
Mais do que isso, existem extensoes fortemente separaveis e conexas de um anel
local que nao possuem elemento primitivo (ver [32, pg.170]). Em [23], T. McKenzie
apresenta uma forma fraca do teorema do elemento primitivo para anéis locais: dada
uma extensao S/R fortemente separdvel e conexa com R um anel local, é possivel
mergulhd-la numa extensao fortemente separdvel e conexa T/R com T = R|a]. No
capitulo 4, estendemos o resultado acima obtendo a forma fraca do teorema do

elemento primitivo para uma extensao de uma anel conexo R tal que JR

- é von
(R)

Neumann regular e localmente uniforme.

No primeiro capitulo, introduzimos algumas defini¢coes basicas e exploramos as
principais propriedades do espectro booleano de um anel. Além disso, seguimos a
construgao feita por A. Magid em [19], para provar a existéncia do fecho separdvel
Qg para um anel conexo R.

No 1ltimo capitulo, aplicamos os resultados obtidos nos capitulos anteriores para
generalizar alguns resultados de T. Mckenzie. O Lema 4.8 de [21], afirma que se

(Qr, M’) é local entao Q(%) = ?71*,, onde M'N R = M. Provamos que se R

4 _R_
¢ um anel conexo tal que TR

M N R = M. Também em [21] prova-se que se (g, M’) é local e I C R é um

ideal entao €2 B = %—Z. Estendemos este resultado da seguinte forma: se R é um anel

conexo tal que -2 é von Neumann regular e I C R é um ideal tal que 2 é conexo
J(R) 1Qr

entdo 2z = I%—’; Em [22], define-se quando um anel local (R, M) é fracamente

henseliano da seguinte maneira: se cada polindmio separavel e irredutivel em R[X]

permanece irredutivel em <% [X] dizemos que R é um anel fracamente henseliano. O

¢ von Neumann regular entao 2/ r ) = 2z onde
M

Teorema 1.5 de [22] afirma que R é fracamente henzeliano se e somente se {2 é local.
Os resultados da secao 5.1 estendem este teorema.
Fixemos agora algumas notagoes e convengoes. Em todo este trabalho, salvo

mencao em contrario, todos os anéis sao comutativos com unidade e homomorfismos



de anéis levam unidade em unidade. Denotamos por U(R) o grupo multiplicativo
formado pelos elementos invertiveis de R. Uma extensao S/ R é dita projetiva (finita-
mente gerada) se S é um R-médulo projetivo (finitamente gerado). Um anel R é dito
conexo se Spec(R), com a topologia de Zariski, é um espago topoldgico conexo. Note
que R é conexo se e somente se os seus unicos idempotentes sao 0 e 1. Em particular,
anéis locais e dominios sao exemplos de anéis conexos. Para um anel R, denotaremos
por J(R) (N(R)) o radical de Jacobson de R (o nilradical de R) , ou seja J(R) é
a interseccao de todos os ideais maximais de R (ou seja, N(R) é a interseccao de
todos os ideais primos de R). Dado um polinomio f(X) € R[X] indicaremos o seu
grau por Of ou J(f). Seguindo [25], denotaremos por d(f) o discriminante de um
polinémio monico f € R[X]. Se G é um grupo e H é um subgrupo de G denotaremos

por [G : H] o indice de H em G.



Capitulo 1
Pré-Requisitos

Na primeira se¢ao desse capitulo introduzimos as defini¢oes que serao utilizadas
com maior freqiiéncia nesse trabalho. Apesar de tais definicbes serem classicas, as
reproduzimos aqui para a comodidade do leitor. Na segunda secao abordamos con-
ceitos e resultados relacionados com algebras booleanas. Estes conceitos e resultados
aparecem na literatura, mas nao sao tao comuns. Estudamos o espectro booleano
X (R) de um anel comutativo R e a sua topologia. Finalizamos o capitulo, seguindo
a construcao feita em [19] para provar a existéncia do fecho separavel de um anel

comutativo conexo.

1.1 Definicoes Basicas

Apresentamos nessa secao, os trés principais conceitos utilizados nesse traba-
lho: algebra separavel, polinomio separavel e extensao galoisiana. Iniciamos com a
definicao de algebra separdvel.

Sejam R um anel e S uma R-dlgebra (ndo necessariamente comutativa). Con-
sidere a algebra envolvente S¢ = S ®g 5S¢, onde S° é a dlgebra oposta. Observe que

S é um S®mobdulo a esquerda com a operagao definida por: (a ® b).c = ach.
Lema 1.1.1. /5, Proposi¢ao I1.1.1] As sequintes afirmagoes sao equivalentes:

1. S € um S°-modulo a esquerda projetivo.

1. A sequéncia exata de S€-maodulos a esquerda 0 J Se t, g 0

cinde , onde p € a fungdo multiplica¢io e J = Ker(u).

iii. Existe e € S¢ tal que p(e) =1 e Je = 0.



Definicao 1.1.2. Uma R-dlgebra S satisfazendo uma das condi¢oes equivalentes do

lema acima € dita separdvel.

Outras caracterizagoes e resultados sobre dlgebras separaveis podem ser vistos
em [2], no capitulo 2 de [5] e em [14].

Consideramos agora a definicao de polinomio separavel.

Definicao 1.1.3. Sejam R um anel comutativo e f(X) € R[X] um polinémio

monico. Dizemos que f € um polinomio separdvel sobre R se a R-dlgebra % é

separdvel.

Note que, por defini¢ao, um polinémio separavel é monico. Apesar da redundan-

cia, muitas vezes escreveremos: seja f(X) um polinémio moénico e separdvel.

Usaremos a se¢@o 3.4 de [5] e [14], como referéncias para as propriedades e resul-
tados relacionados com polinomios separaveis.

O anel S serd chamado uma extensao de R (ou S/R extensao de anéis) se S é
uma R-algebra fiel. Neste caso, note que o homomorfismo ¢ : R — S dado por
i(r) = r.1 é injetivo. De fato, Ker(i) é igual ao anulador de S em R. Portanto,
Ker(i) = 0. Desta forma, podemos identificar R com R.1 C S.

Agora consideraremos a definicao de extensao galoisiana de anéis comutativos, a
qual sera usada freqiientemente neste trabalho. Essa definigao apareceu pela primeira
vez na literatura em [2]. No entanto, tal conceito foi explorado mais amplamente
em [3]. O Teorema 1.3 de [3], apresenta caracterizagdes equivalentes a defini¢ao de

extensao galoisiana dada aqui.

Definigao 1.1.4. Sejam S/R uma extensao de anéis comutativos (isto €, S € uma
R-dlgebra fiel), e G um subgrupo finito do grupo de R-automorfismos de S. Se
S¢={aeS : ola)=a, 0 € G} =R eexistem x1,...,00,Y1,...,Yn €S tais que
Z ;o (yi) = 0o = L seo=1 entao S/R é dita uma extensao galoisiana com
— 0, seo#1

grupo G. Os elementos x;,y; (1 <i <n) sao chamadas as coordenadas de Galois de
S sobre R.

E uma conseqiiéncia natural dessa definicao que toda extensao galoisiana S de
um anel comutativo R, com grupo G, é um R-mddulo projetivo, finitamente gerado
e de posto constante igual a ordem de G.

Essa definicao estende o conceito de extensao galoisiana para corpos. Como é

sabido se S e R sao corpos é suficiente a afirmacio S¢ = R para termos S como uma



extensao galoisiana de R. Neste caso, G é o grupo de todos os R-automorfismos de

S. Mais ainda, usando o lema de Dedekind, mostra-se que a existéncia dos elementos
n
z;,y; (1 <11 < n) tais que Zwia(yi) = 01, para todo o € G se verifica sempre (ver

31)).

1.2 Espectro Booleano

O conceito de espectro booleano é abordado com detalhes em [19]. Seguiremos
este como referéncia para essa secao.

Seja R um anel comutativo. Considere B(R) := {z € R : 2> = x}, ou seja, B(R)
é o conjunto dos idempotentes de R. Se +, - sao as operagoes de R, defina uma adicao
@ em B(R) por: @y = x+y—x.y, para todo z,y € B(R). Usando a multiplicagao
induzida de R, podemos verificar que (B(R), ®, .) é um anel comutativo com unidade.
Tal anel é denominado o anel booleano de R. Note que R é um anel conexo quando
B(R) = {0, 1}.

De maneira usual, Spec(R) denotard o conjunto dos ideais primos de R e V() =
{P € Spec(R) : I C P}, com [ subconjunto qualquer de R serao os fechados de
Spec(R) segundo a topologia de Zariski. Denotamos por X (R) o conjunto das com-
ponentes conexas do espago topoldgico Spec(R). Observe que temos uma sobrejegao
natural Spec(R) — X (R), que associa a cada ideal primo a componente conexa ao

qual ele pertence.

Definigao 1.2.1. O conjunto X(R) munido da topologia fraca tal que a fung¢do

Spec(R) — X(R) é continua é denominado o espectro booleano de R.

Proposicao 1.2.2. Dois ideais primos P e () de R estao na mesma componente

conexa se e somente se eles contém os mesmos idempotentes de R.

Demonstragao: E bem conhecido que a topologia de Zariski de Spec(R) tem uma
base de conjuntos “clopen” (aberto-fechado) V' (Re), com e € B(R). Seja e um idem-
potente de R tal que e € P e e ¢ Q. Entao, V(Re) é “clopen”, contém P e nao
contém (). Logo, P e () estao em componentes conexas distintas. Reciprocamente,
suponha que P e () possuem os mesmos idempotentes. Seja I o ideal de R gerado
por tais idempotentes. Assim, P, @ € V(I). Mais ainda, V (/) é a imagem da fungao

continua Spec (?) — Spec(R) induzida pela projecao R — ?. Procedendo como no



Teorema 1.2.12 que veremos a seguir, prova-se que % é conexo. Como V(I) é a im-
agem por uma fungao continua de um espaco conexo, segue que V' (I) é um conjunto

conexo. Conseqiientemente, P e () pertencem a mesma componente conexa. |

Pela Proposicao 1.2.2 e pela Proposicao 1.2.11 abaixo, podemos considerar uma
fungao do espago topoldgico X (R) no espago topoldgico Spec(B(R)), que para cada
componente conexa de Spec(R) associa o conjunto de idempotentes de qualquer
elemento de tal componente. A préxima proposigao justifica chamarmos X (R) de

espectro booleano de R.

Proposicao 1.2.3. [19, Proposicao I1.9] A func¢ao que associa a cada componente
conezxa de Spec(R) o conjunto dos idempotentes de qualquer elemento de tal compo-

nente € um homeomorfismo entre 0s espagos topologicos X (R) e Spec(B(R)).

Corolario 1.2.4. [19, Coroldrio I1.4] X(R) é um espaco topolégico de Hausdorff,

compacto e totalmente desconexo.

Agora vamos introduzir uma base de conjuntos “clopen”para a topologia de

X (R). Verifica-se que os conjuntos “clopen”na topologia de Zariski sao os conjuntos
V(e), com e € B(R).

Dado um idempotente e € R, consideremos
Ne)={x e X(R) : x CV(R(1 —e))}.

Proposicao 1.2.5. [19, Proposicao 11.11] Os conjuntos N(e), com e € B(R), for-
mam uma base de conjuntos “clopen”para a topologia de X (R). Mais ainda, cada

congunto “clopen”de X (R) € da forma N(e), para algum idempotente e € R.

A préxima proposigao lista as propriedades dos conjuntos N(e), com e € B(R).

Sua demonstracao é conseqiiéncia imediata da definicao.
Proposicao 1.2.6. Sejam e, f € B(R).
i. N(e)NN(f)= N(ef).
it. Nle)UN(f)=N(e+ f—ef)=N(ed f).
iti. N(e)*=N(1—e).

w. N(0) = 0.



v. N(1) = X(R).

Dado x € X(R) considere I(x) o ideal gerado pelos idempotentes de R que estao
em P, para algum P € x. Pela Proposicao 1.2.2, I(z) ndo depende da escolha de P.
Denotamos por R, o anel TZ)‘ O anel R, também pode ser visto como a localizacao
de R segundo o sistema multiplicativo S = {1 —e: e € x} (ver (2.6) de [30]). Dado
um R-médulo M, denotamos por M, o R,-moédulo M ® R, ~ ﬁ Note que temos
uma sobrejecao canonica natural M — M, que associa a cada m € M a sua classe,

que denotaremos por m,.

Lema 1.2.7. Seja M um R-mddulo e I C R um ideal gerado por idempotentes de
R. FEntao, a € M esta em IM se e somente se a = ea, para algum idempotente
eel.

Demonstragao: Seja a € M e suponha que a = ea para algum idempotente
e € I. Entao a € IM. Reciprocamente, seja a € M tal que a € IM. Dali,
a = eja; + esas + ... +ea., ¢, € I, a; € M, para todo 1 < i < r. Tome

e=eDeyd...DH e, e note que ee; = ¢;, para todo 1 < i < r. Logo, ea = a. [ |

Proposigao 1.2.8. Sejam M um R-mddulo, v € X(R) e a,b € M tal que a, = b,.
Entao existe uma vizinhanga N(e) de x tal que a, = b, em M, para cada y € N(e).

Mais ainda, e, = 1, e ae = be.

Demonstracao: Se a, = b, entdao a — b € I(x)M. Pelo Lema 1.2.7, existe um
idempotente f € I(z) tal que a —b = f(a —b). Tome e = 1 — f € B(R). Note
que f pertence a cada um dos ideais primos que estao em x. Assim, z € N(e) =
{y € X(R) : y CV(R(1—¢e) =V(Rf)}. Sey € N(e) entao f € I(y). Logo,
(a—b)=(a—0)f € I(y)M. Portanto, a, = b,. Observe que e, =1, e ae = be. W

Utilizando os resultados anteriores, provaremos que para cada x € X(R), R, é

uma R-4lgebra conexa. Para tanto, ainda precisamos de alguns resultados auxiliares.

Lema 1.2.9. Sejam S uma R-dlgebra, z € X (R) e ey um idempotente de S,. Entdo

existe um idempotente e € S tal que e, = .

Demonstragao: Tome f € S tal que f, = ey. Observe que f? = f,. Entao, pela
Proposigao 1.2.8, existe e; € R um idempotente tal que f2e; = fe; e (e1)r = 1a.

Tome e = fe; e note que € = e, e, = f, = €. [ |

Definigao 1.2.10. Sejam R um anel e E C B(R). Dizemos que E € um ideal

booleano maximal se:



1. para cada idempotente e € R temos que e € E ou 1 —e € E, mas nao ambos;
1. see e f sao idempotentes de R entao ef € E se e somente see € E ou f € F.

Proposicao 1.2.11. Um conjunto E de idempotentes de R é um conjunto de idem-

potentes de algum ideal primo de R se e somente se E € um ideal booleano maximal.

Demonstracao: Seja P um ideal primo de R e E o conjunto de todos os seus
idempotentes. Se e € R é um idempotente entdao e(1 —e) =0 € P. Assim, e € P
oul—ee€ P. Logp,ec Foul—e€eFE. Seec Fel—ec Eentaol € E C P.
Mas isso é uma contradigdo. Portanto, F satisfaz (i) da defini¢ao acima. Sejam e e
f idempotentes de R tais que ef € E C P. Desta forma, e € P ou f € P. Sendo
ef um idempotente, temos que ef € E se e somente se e € F ou f € FE. Logo, E é
um ideal booleano maximal. Reciprocamente, suponha que E é um ideal booleano
maximal. Assuma por absurdo que RE = R. Entao, 1 = re; + ... 4+ rpep com
ri € Ree, € E. Paracada 1 <i <k, seja f; = e;(1 —e)(1 —eq)... (1 —e;q).
Note que o ideal gerado pelos f/s também é R. Assim, existem sy, ..., s, € R tal que
1 =s1fi+...+5;fk. Além disso, cada f; estdem E e f;f; = 0se ¢ # j. Multiplicando
a equacao acima por f;, obtemos f; = s;f;. Conseqiientemente, 1 = f; + ... + fi.
Desta forma, 0 = (1— f1)(1—fa2) ... (1— fx). Mas, 0 € Eel—f; ¢ E. Isso contradiz
a parte (i7) da Defini¢ao 1.2.10. Logo, RE C R. Tome um ideal maximal m de R tal
que RE C m. Seja e um idempotente de m. Como 1 — e ¢ m, temos que 1 —e ¢ E.
Por outro lado, e(1 —e) =0 € E. Dai, e € E. Isso mostra que £ é o conjunto dos

idempotentes de m. [ |
Teorema 1.2.12. Seja v € X(R). Entio R, é um anel conexo.

Demonstragao: Seja ey € R, um idempotente. Pelo Lema 1.2.9, existe e € R um
idempotente tal que e, = eg. Observe também que se P € z entao e(1 —e) =0 € P.
Logo, e(1 —e) € I(x). Pela Proposi¢ao 1.2.11, e € I(x) ou (1 —e) € I(x). Portanto,

e, =0oue, =1, Assim, R, é conexo. |

1.3 Existéncia e Unicidade do Fecho Separavel

Da teoria de Galois para corpos, sabemos que a todo corpo K pode-se associar
um corpo K., denominado de fecho separdvel de K. Na verdade K., ¢ o corpo
constituido de todos os elementos de algum fecho algébrico de K que sao separaveis

sobre K. De forma analoga, para um anel conexo R podemos construir um fecho

10



separavel. A demonstragao da existéncia e unicidade do fecho separavel, a menos de
isomorfismo, foi feita por D. K. Harrison e pode ser vista em [14].

Seguindo [14, 19], provaremos a existéncia e unicidade do fecho separavel. To-
dos os resultados abordados nesta secao ja apareceram na literatura. No entanto,
as demonstragoes dadas aqui sao mais detalhadas. O leitor familiarizado com tais
conceitos e resultados pode omitir esta secao.

As préoximas definigdes sao necessarias para introduzir o conceito de fecho sepa-

ravel e serao utilizadas com freqiiéncia no restante deste trabalho.

Defini¢ao 1.3.1. Sejam R um anel comutativo e S uma extensio de R (isto é, S
¢ uma R-dlgebra fiel). Dizemos que S € uma extensao fortemente separdvel de R
se S € separdvel como R-dlgebra e finitamente gerado e projetivo como R-mddulo.
Se para cada subconjunto finito N C S existe uma R-subdlgebra L de S a qual €
uma extensao fortemente separdvel de R com N C L, dizemos que S € uma extensao

localmente fortemente separdvel.

Definicao 1.3.2. Quando R € conexo e a unica extensao fortemente separdvel e

conexa de R € o proprio R, diz-se que R € separavelmente fechado.

Encontraremos a seguir uma caracterizagao de anel separavelmente fechado. Para

tanto, precisaremos de dois resultados os quais serao apresentados sem demonstracao.

Lema 1.3.3. [29, Proposi¢cio 1.3] Se R é um anel conexo e S/R é uma extensio

fortemente separdvel entao S € uma soma direta finita de R-subdlgebras conexas.

Proposicao 1.3.4. [5, Proposicdio I1.1.11] Se S € uma R-dlgebra separdvel e J C S

¢ um ideal entao % ¢ uma R-dlgebra separdvel.

Lema 1.3.5. Um anel conexo R € separavelmente fechado se e somente se as unicas

extensoes fortemente separdveis de R sao da forma R& ... & R.

Demonstragao: Seja S/R uma extensao fortemente separavel. Pelo Lema 1.3.3, S
se decompoe em uma soma direta de R-subdlgebras conexas. Pela Proposicao 1.3.4,
tais subdlgebras sao separaveis. Portanto, S se decompoe em uma soma direta de
extensoes fortemente separaveis e conexas de R. Sendo R separavelmente fechado,
temos que cada somando direto é isomorfo a R. Assim, S ~ R®...® R. A reciproca

é imediata. [ |

Agora vamos introduzir a definicao de fecho separavel. A definicao dada aqui se

aplica apenas para anéis conexos. No entanto, existe uma definicao de fecho separavel
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para um anel nao necessariamente conexo, mas esta nao sera objeto do nosso estudo.

O leitor interessado pode consultar os capitulos IV e V de [19].

s

Definicao 1.3.6. Sejam R um anel conexo e S uma extensao conexa de R. Se S é
localmente fortemente separdvel e separavelmente fechado dizemos que S é um fecho

separavel para R.

Lema 1.3.7. Uma extensao € localmente fortemente separdvel se e somente se ela

¢ um limite direto de subextensoes fortemente separdveis.

Demonstragao: Seja S/R uma extensao localmente fortemente separavel. Con-
sidere o conjunto diretivo D constituido dos subconjuntos finitos de S com uma
ordem parcial dada pela inclusao de conjuntos. Dados I,J € D com I C J, con-
sidere subextensoes fortemente separaveis Sy e Sy com Sy C Sy e fry : S — Sy
a inclusao natural. Entao, {Sr, f;s} ¢ um sistema dirigido e S :li_/n S7. Por outro
lado, esta claro que se S é um limite direto de subextensoes fortemente separaveis

entao S é uma extensao localmente fortemente separavel. ]

Para a prova da existéncia do fecho separdavel de um anel conexo precisamos de

alguns resultados auxiliares, os quais serao apresentados a seguir.

Proposicao 1.3.8. [5, Coroldrio 111.2.6 | Sejam S uma R-dlgebra separdvel, T/ R
uma extensao fortemente separavel e f : S — T um homomorfismo de R-dlgebras.
Entao Ker(f) é gerado por um idempotente. Em particular, se S € conexo temos

que f € um monomorfismo.

Lema 1.3.9. Sejam R um anel conexo, T' e S extensoes localmente fortemente sepa-
raveis de R com S um anel conexo e h : T —— S um homomorfismo de R-dlgebras.
Entao Ker(h) = I(z), para algum x € X(T) (ver Defini¢io 1.2.1).

Demonstracao: Seja t € Ker(h). Como T ¢ uma extensao localmente fortemente
separdvel, existe uma R-subalgebra 7" de T' com T’ uma extensao fortemente se-
pardavel de R et € T'. Suponha que 7" = a1R + ... + a,R. Como S também
¢ localmente fortemente separdvel existe uma extensao fortemente separdvel S’ de
R tal que h(ay),...,h(a,) € S e S" C S. Assim, h(T") C S’. Considere entao,
h:=hlp : T' — §'. Note que, Ker(h) = Ker(h) N T'. Pela Proposicao 1.3.8,
existe um idempotente e € 7" tal que Ker(}z) = eT’. Em particular, h(e) = 0. Como
t € T" e h(t) = 0 temos que t = tye, para algum t; € T". Assim, t = te. Portanto,

Ker(h) é gerado por idempotentes. Tome I o ideal de T gerado pelo conjunto de
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idempotentes de T que estdao em Ker(h). Pela Proposi¢cao 1.2.11, para obtermos
o resultado desejado é suficiente provar que I é um ideal booleano maximal (ver
Definigao 1.2.10). Seja e € T um idempotente. Como S é conexo, h(e) = 0 ou
h(e) =1eh(l—e)=0o0uh(l—e)=1. Entao, 0 = h(e(l —e)) = h(e)h(1l —e). Dali,
h(e) = 0 ou h(1 —e) = 0, ou seja, e ou 1 — e estd em / mas ndo ambos. Sejam e e
f idempotentes de T' com ef € I. Entao, 0 = h(ef) = h(e)h(f). Novamente pela
conexidade de S, temos h(e) = 0 ou h(f) = 0. Portanto, e € I ou f € I. Assim, I é

um ideal booleano maximal. [ |

O resultado anterior pode ser expresso da seguinte maneira: existe x € X (7') tal

que a funcao induzida T, — S é injetora.

Lema 1.3.10. Sejam R um anel conexo, T uma extensao localmente fortemente se-
pardvel de R e I um ideal de T gerado por idempotentes. Entao % também € uma

extensao localmente fortemente separdvel de R.

Demonstracao: Primeiro consideremos o caso em que 1" é uma extensao fortemente
separavel de R. Pelo Lema 1.3.3, T = 1T1 & ... & T,, sendo T; uma R-algebra
conexa para cada 1 < ¢ < n. Portanto, 7" possui apenas um numero finito de
idempotentes. Suponha que [ = e;T+...+¢;T, onde os e}s sao idempotentes de T
Considere e = e; @B ... P e, € I, 0 qual é um idempotente. Para cada z € I temos
z =ea1+...+epag, a; € T paratodo1l < j < k. Mas, ee; = ¢;. Entao, z = ez € Te.
Assim, I C Te. A inclusao contraria é imediata. Dai, I = Te. Conseqiientemente,
% = % ~ T(1 — e). Desta forma, % ¢ uma extensao fortemente separavel. Em
geral, como T é uma extensao localmente fortemente separdavel de R, temos pelo
Lema 1.3.7 que T' —li_;n T;, onde cada T; é uma subextensao fortemente separavel de

T. Considere I; = INT; e J; oideal de T} gerado pelos 1dempotentes de I,. E suficiente

provar que I; = J;. De fato, note que = IET —lzm 1 :lzm T . Pela primeira
parte da demonstracao, ? é uma extensao fortemente separavel. Portanto, pelo

Lema 1.3.7, % ¢ uma extensao localmente fortemente separavel de R. Claramente,

Ji € I;. Seja a € I;. Assim, a € [ e dai, a = aje; + ...a,¢,, com e; € I,

e?:ejeaj € T, para todo 1 < j < r. Tome e = e; @ ... D e, e note que

ae = a. Como T =lim T;, podemos escolher k tal que e € Ty e T; C T}. Logo,

e € INTy = I, ou seja, e € J,. Pela primeira parte, % ¢ uma extensao fortemente

separavel de R. Consideremos agora o homomorfismo de R-algebras ¢ : T, — %

dado por: ¢(z) = x + Ji. Observe que z € Ker(¢) se e somente se z € T; N J;. Pela
Proposigao 1.3.8, Ker(¢) = 7T}, onde m € T; é um idempotente. Logo, m € T; N J.
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Entao, m = aym + ... +asms, a; € Ty, mj € I, = I NT} e os 7T§»S sao idempotentes.
Desta forma, # € I NT; = I;. Como e € Jy temos ¢(a) = ¢(ae) = ¢(a)p(e) = 0.
Portanto, a € Ker(¢), ou seja, a = b para algum b € T;. Segue que a € J;, e

conseqiientemente, I; = J;. |

O préximo resultado é uma caracterizacao de extensoes fortemente separaveis e

sua demonstragao pode ser vista em [5, Teorema I11.2.1].

Lema 1.3.11. Uma extensao S de R € fortemente separdvel se e somente se existem

uma fung¢ao R-linear f : S — R e elementos x1,...,Tn,Y1,--.,Yn € S tais que:
i=1
ii. Z:vlf(yzx) =z, para todo x € S.
i=1

Lema 1.3.12. Sejam R =lim R;, onde cada R; € uma subdlgebra de R, e S uma
extensao fortemente separdvel de R. Entao, para algum [, existe uma extensdo forte-

mente separdvel S; de R; tal que S ~ R ®pg, 5.

Demonstragao: Por hipétese existem elementos xq,...,ZTn, y1,...,yn € S e f €
Hompg(S, R) satisfazendo (i) e (ii) do Lema 1.3.11. Considere o conjunto finito
F={f(yrxiz;) } U{f(yiy;) } U{f(z;)} C R, onde 1 <i,j,k <n. Como R —lim R;,
existe uma R; subdlgebra de R contendo F. Seja S; o Rl—submédul?l de S gerado

por zy,...,Ty, ou seja, S; = xR + ... + x,[%. Note que y; = inf(yiyj) €
i=1

n

Sp e xiw; = Zxkf(ykxzxj) € 5;. Portanto, S; é uma R;-adlgebra que contém os
k=1

elementos xy,...,%n, Y1,-..,Y,. Mais ainda, f|s, : S — R; é R-linear. Entao,

pelo Lema 1.3.11, S; é uma extensao fortemente separavel de R;. Considere agora
p: R®pSp — S, p(r@x) = rz. Observe que p é um homomorfismo de R;-dlgebras.
Dado z € S, temos z = Z%f(yzz) Considere w = Z f(yiz) ®x; € R®p, S; e note

i=1 =1

que pu(w) = z. Logo, p é sobrejetor. Seja vy = Zri@)si € R®p, S com ZHS@' = 0.
i=1 =1
Entao,

Y=Y ri®@si=Y i@y wif(ys) =Y ri@xif(ys) =
i=1 i=1 j=1

ij=1
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Z rif(y;si) @ x; = Zf (%Zﬁ&') Q@ x; = ZO@% =0.
ij=1 j=1 i=1 j=1

Portanto, p é um isomorfismo de R;-algebras. |

Enunciaremos outros dois resultados cujas demonstragoes podem ser vistas em
[5].

Proposigao 1.3.13. /5, Proposicao I1.1.6] Sejam Sy e Sy duas R-dlgebras. Se A;
¢ uma S;-dlgebra separdvel para i = 1,2 entdo Ay ®r As € uma S; ®r Sy-dlgebra

separdvel.

Para uma extensao S/ R projetiva e finitamente gerada, dizemos que rankgS (ou
posto de S sobre R) estd definido se rankg,Sp é constante para todo P € Spec(R).
Observe que pela Proposigao 1.4.1 de [5], Sp é um Rp-mddulo livre. Portanto,
podemos calcular o seu posto. Se R é conexo, entao rankgS esta definido para cada

extensao S/R projetiva e finitamente gerada (ver [5, Teorema 1.4.12]).

Lema 1.3.14. [5, Lema II1.2.8] Seja S uma extensao fortemente separdvel de um
anel conexo R. Entdo existe uma extensao fortemente separdvel T de R tal que T é
conero e TS ~Tod...&T
—_——
rangS—vezes
Dizemos que um R-moédulo M é finitamente apresentado se existe uma sequéncia
exata curta de R-modulos 0 N L M 0 tal que L é um R-

modulo livre com base finita e N é finitamente gerado. Note que se S é um R-moddulo

finitamente gerado e projetivo entao S é um R-moédulo finitamente apresentado. De
fato, suponha que S = s;R + ...+ s;R, com s; € S. Entdo, ¢ : R¥ — S dada por
k

o((r1,...,18)) = Z r;s; € um homomorfismo de R-moddulos sobrejetor. Portanto, a
i=1
sequéncia de R-médulos 0 — Ker(¢) RF S 0 é exata. Como S é um

R-médulo projetivo, temos que Ker(¢) é um somando direto de R¥. Desta forma,
Ker(¢) é um R-mdédulo finitamente gerado. Dai, S é um R-moédulo finitamente

apresentado.

Proposicao 1.3.15. [19, Proposicao 11.24] Sejam x € X(R) e Sy uma R,-dlgebra
a qual € um R,-mddulo finitamente apresentado. Entao existem uma R-dlgebra S a
qual € um R-mddulo finitamente apresentado tal que S, = Sy. Se Sy € um R,-mddulo
projetivo entao S pode ser escolhido projetivo. Se Sy é uma R,-dlgebra separdvel

entdo S pode ser escolhida separdvel.
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Agora estamos em condigoes de provar a existéncia do fecho separavel para um

anel comutativo com unidade e conexo.

Teorema 1.3.16. Qualquer anel comutativo com unidade e conexo R possui um

fecho separdvel.

Demonstragao: Denotaremos por S(R) = {S; : ¢ € I} o conjunto das ex-
tensoes fortemente separaveis de R, com as extensoes isomorfas identificadas. Seja
S = ®;e15;. Lembremos que o produto tensorial infinito é definido como segue: seja
S ={F C I : Féfinito} e para cada F' € & tome Sp = ®;cpS;. Como & é
um conjunto diretivo por inclusao, definimos ®;¢;S; :lijn Sp. Tomemos z € X (S)
e mostremos que S, é um fecho separavel para R. Notemos inicialmente que pelo
Teorema 1.2.12, S, é conexo. Além disso, S, é uma extensao localmente fortemente
separavel de R. De fato, note que pela Proposicao 1.3.13 temos que Sz é uma R-
algebra separavel. Dai, Sp é uma extensao fortemente separavel de R. Entao, pelo
Lema 1.3.7, S é uma extensao localmente fortemente separavel de R. Conseqiien-
temente, pelo Lema 1.3.10, S, é uma extensao localmente fortemente separavel de
R. Falta verificar que S, é separavelmente fechado. Para tanto, considere uma ex-
tensao conexa e fortemente separavel Ty de S,. Pela Proposicao 1.3.15, existe uma
extensao fortemente separavel 1" de S tal que T, = Ty. Pelo Lema 1.3.12, existe
F € § e uma extensao fortemente separavel Tr de Sp tal que T' = S ®g, Tr. Se
S = ®_pS;entao S = S @r SpeT =5 Qr Sp Qs Tr ~ §" @r Trp. Ver-
ifiquemos que se A é uma extensao fortemente separavel de R de posto n entao

A@rS ~ 8" xS x...x 5 De fato, pelo Lema 1.3.14, existe uma extensao forte-

g

n—vezes

mente separdvel S, de R com S, @ A =S, X ... x S. Se §" = ® S; entao
—_— ——
n—vezes iel=F, ik

S/:S”®Rsk€A®RS/:A®RS/,®RSk25”@3(5}6X...XSk>ZSIX...XS/.

Em particular, S = S'@pSr~ 9 x ... xS eT =5 @pTr ~ S x...x S Entao,
—_— ——

rankrSr—vezes rankrTr—vezes
_ S ~_5 s’ 4 ~ S
S, = o = Tone X X Tne Como S, é conexo, temos S, ~ OREE De forma
’ ’ ~ S/ ..
analoga, como T, é conexo, temos T, =~ T@Tns Conseqiientemente, temos as

projecoes naturais m; : " — S, e my : S’ — T,. Identificando S, com S,.1 C T,
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temos o seguinte diagrama comutativo

S/

US!

Sa

sendo 7 é a funcao inclusao. Da sobrejetividade de 79 temos que ¢ é um isomorfismo.
Portanto, S, = T,. Logo, S, é separavelmente fechado. Desta forma, S, é um fecho

separavel para R. [ |

Veremos a seguir que o fecho separavel é inico, a menos de isomorfismo. Por isso,
denotaremos por {2r um fecho separavel de R. Antes porém, consideremos alguns

resultados auxiliares.

Lema 1.3.17. [14, Lema 1.3] Sejam A uma R-dlgebra conexa e S/R uma extensao
fortemente separdvel e conexa. Entdao existem no mdximo rankgrS homomorfimos de

R-dlgebras distintos de S para A.

Corolario 1.3.18. Sejam R um anel conexo, Qg um fecho separdvel para R e S
uma extensao fortemente separdvel de R. Entao existem exatamente rankrS homo-
morfismos de R-dlgebras de S para Q1gr. Quando S € conexo estes homomorfismos

sao0 monomorfismos.

Demonstracao: Se S é uma extensao fortemente separavel de R entao S ®g (g
é uma extensao fortemente separavel de Q. Pelo Lema 1.3.3, S ®gr Qg se de-
compoe numa soma direta finita de componentes conexas. Como (1 é separavel-
mente fechado, tais componentes conexas devem ser isomorfas a (1z. Portanto,
SRROr ~ Qr@® ... 0 Ar. Considere m; : S ®r Qr — Qg a projecao sobre a

rankrS—vezes
i-ésima componente. Tome 0; = 7; |sg,1 € observe que S ®p 1 >~ S. Entao, existem

rankgrS-homomorfismos de S para (2r. Pelo Lema 1.3.17, estes sao todos os homo-
morfismos possiveis de S para 2g. Por hipétese, S = s1R + ... + s,.R. Para cada
1 < i < rankgS, seja L;/R uma subextensao fortemente separavel de Qg tal que
oi(sj) € L; para todo 1 < j < r. Dal, 0;(5S) C L; para todo 1 < i < rankgS. Pelo

Proposicao 1.3.8, se S é conexo entao o; ¢ injetor. |

Agora vamos provar que o fecho separdvel é tinico a menos de isomorfismo. Para

tanto, usaremos o seguinte lema.
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Lema 1.3.19. Se Qg é um fecho separdvel de R e Y, é uma extensao localmente

ortemente separdvel de R entao existe um homomorfismo de R-dlgebras de Q) para
J P g RD

Qp.

Demonstracao: Dado S uma extensao fortemente separavel de R, considere G(5)
como sendo o conjunto de todos os homomorfismos de dlgebras de S para 2. Pelo
Corolério 1.3.18, G(.5) é finito. Podemos entao introduzir a topologia discreta em
G(S) obtendo um espago topolégico compacto e de Hausdorff. Note que se T é outra
extensao fortemente separavel de R, T' C Q0 e T' C S entao a restrigdo é uma fungao
continua de G(S) para G(T'). Denote por D o conjunto formado pelas extensoes
fortemente separaveis de R munido de uma ordem parcial dada pela inclusao de
conjuntos. Entao D é um conjunto diretivo. Mais ainda, pelo que vimos acima,
para cada S € D podemos associar um espago topolégico G(S) e se T' C S existe
uma fungao continua fsr de G(S) para G(T'). Note que {G(S), fsr} é um sistema
de limite inverso (Ver [5, pg.101]). Desta forma, podemos considerar lim G(9).
Pelo Lema I11.3.2 de [5] , lim G(S) # 0. Sejam 7 elim G(S) ¢ & € (. Tome S
uma extensao fortemente separavel de R tal que x € S. Suponha que a imagem de
projegao de @ em G(S) é 0. Defina h(z) = o(x). Assim, h é um homomorfismo de

R-algebras de ), para Qp. [ |
Teorema 1.3.20. O fecho separdvel é inico, a menos de isomorfismo.

Demonstracao: Sejam (i e QO fechos separaveis para R. Pelo Lema 1.3.19, existe
um homomorfismo de R-algebras f : Qp — QR e g : QO — Qp. Provaremos que
cada endomorfismo o de 2z é um automorfismo. Em particular, teremos que f e g
sao inversos um do outro. Tome = € Ker(o) e S uma extensao fortemente separdvel
de R (S C Qg) tal que x € S. Pelo Corolédrio 1.3.18, x = 0. Conseqlientemente, o
é injetor. Sejam y € g e T uma extensao fortemente separavel de R, T' C Qg e
y € T. Pelo Coroléario 1.3.18, podemos supor que fi,..., f, sao todas as imersoes
de T em Qpg, onde n = rankgT. Assuma que fi(t) = ¢ para todo t € T. Note
que, {oco fi...,00 f.,} = {fi,..., fa}. Portanto, existe j € {1,...,n} tal que
oo f;j = fi. Logo, y = fi(y) = o(fj(y)). Assim, o é sobrejetor. Desta forma,
o é um isomorfismo. Como o foi escolhido arbitrariamente, temos que g o f é um

isomorfismo. Conseqiientemente, 2 =~ (V5. |

Devido ao teorema acima, diremos o fecho separavel de R ao invés de um

fecho separavel de R.
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Uma extensao de anéis S/R é dita normal se S = R, onde G = AutpS e S¢ =
{s € S : o(s) = s para qualquer ¢ € G}. Finalizamos este capitulo reproduzindo

o Corolario I11.3.5 de [5] que afirma que Qz/R é uma extensao normal de anéis.

Teorema 1.3.21. Seja Qi o fecho separdvel de um anel conexo R. Se v € Q0 — R

entio existe o € Autg(Qdg) com o(z) # .
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Capitulo 2
Teorema do Elemento Primitivo

Nesse capitulo, estudamos o problema da existéncia de elemento primitivo para
extensoes fortemente separaveis de anéis. Inicialmente reduzimos este estudo para
uma extensdo do tipo S/R com R um anel conexo. Em seguida, encontramos
condigoes necessarias e suficientes para que a extensao S/R possua elemento primi-
tivo. Tal resultado pode ser reformulado quando consideramos extensoes galoisianas.

Finalizamos o capitulo, analisando extensoes fortemente separaveis de um LG-anel.

2.1 Reducao ao Caso Conexo

Como comentamos acima, podemos reduzir o problema da existéncia de elemento
primitivo para uma extensao fortemente separavel S/R, considerando R conexo.
Este é o objetivo desta secao. Para tanto, utilizamos alguns argumentos envolvendo
propriedades do espectro booleano.

Iniciamos definindo quando uma extensao de anéis comutativos possui elemento

primitivo.

Defini¢ao 2.1.1. Dada uma extensio de anéis S/R, dizemos que S/R possui ele-

mento primitivo se existe o € S tal que S = R|al.

No restante desta secao, usaremos as notacoes e os resultados do Capitulo 1.
Sejam R um anel comutativo, X (R) seu espectro booleano e x € X(R). Entao, pelo
Teorema 1.2.12, R, = T}i) é um anel conexo. Desta forma, o préximo teorema nos
remete a estudar o problema da existéncia de elemento primitivo para uma extensao

fortemente separdvel S/R, no caso em que R é um anel conexo.
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Teorema 2.1.2. Sejam R um anel comutativo com unidade e S uma extensdao fini-
tamente gerada de R. Entdao, S/R possui elemento primitivo se e somente se S,/ R,

possui elemento primitivo para qualquer x € X (R).

Demonstragao: Suponha que S = R[a|, para algum « € S. Como R, = % e
Sy = % , temos S, = R,[a,]. Reciprocamente, dado x € X (R) temos por hipdtese

que S, /R, tem elemento primitivo. Portanto, existe 5 = ((z) € S (8 depende de
x) tal que S, = R.[B.]. Sejam yq,...,y, € S tais que S =y R+ ...+ y,R. Entao,
(yi)z € Se = Ry[B.], para qualquer 1 <14 < n. Desta forma, (y;), = ¢;(8:) = 6i(0),
onde g; € R[X] para todo 1 <7 < n. Pela Proposi¢ao 1.2.8, existe ¢; € B(R) e uma
vizinhanga N (e;) de x tal que a igualdade acima continua vélida nesta vizinhanga e
yie; = gi(B)e; para todo 1 < i < n. Tome e = ejesy...e,. Note que, y,e = g;(B)e
para todo 1 < i < n. Assim, Se = R[f]e. Mais ainda, pela Proposigao 1.2.6,
N(e) = N(e;) N...N N(e,). Portanto, N(e) é uma vizinhanga de z. Para cada
r € X(R), obtivemos uma vizinhanga N(e) de xz. Logo, X(R) é coberto por tais
vizinhangas. Pelo Corolario 1.2.4, podemos extrair uma subcobertura finita disjunta
N(f1),...,N(f,) e elementos f,...,0, € S tais que Sf; = R[G;]f; para todo 1 <
¢ < r. Novamente pela Proposi¢ao 1.2.6, temos f;f; =0sei#je fi+...+ f, =1
Dai, tomando a = 1 f1 + ...+ 0, f-, temos S = R|a]. Portanto, a extensao S/R tem

elemento primitivo. [ |

2.2 Extensoes Fortemente Separaveis

A secao anterior remete o problema de encontrar elemento primitivo para uma
extensao finitamente gerada S/R de anéis, para o caso em que R é conexo. Por
isso, em toda essa secao, R denotara um anel conexo. Consideraremos extensoes
fortemente separaveis de R e encontraremos condigoes necessarias e suficientes para

que tal extensao possua elemento primitivo.

Defini¢ao 2.2.1. Dado um anel R e um polinémio ménico g € R[X|, dizemos que
g € irredutivel se para g = uv com u,v € R[X] polindmios monicos temos u = 1 ou

v=1. Quando g nao € irredutivel, dizemos que g € redutivel.

O proximo lema caracteriza quando um polindomio monico e separavel sobre um
anel conexo ¢ irredutivel. Este resultado é essencial para a demonstracao da proxima

proposicao.
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Lema 2.2.2. Sejam R um anel conexo e f(X) € R[X] um polinémio separdvel em

R[X]. Entao, % ¢ um anel conezo se e somente se f(X) € irredutivel em R[X].

Demonstragao: Assuma que % ¢ um anel conexo. Suponha também que f é

redutivel, isto é, f = gh, com g(X), h(X) € R[X] polinémios monicos e de grau maior
ou igual a 1. Pelo Lema 1.2 de [11], g e h s@o comaximais, isto é, (¢) + (h) = R[X].

Entéo pelo teorema do resto Chineés, R([;)(] ~ R([))(] P R([))(] contradizendo a conexidade

de ZX Logo f éirredutivel. Reciprocamente, assuma que f ¢ irredutivel e que Qg
¢o fecho separavel de R. Tome « € Qp tal que f(a) = 0. Defina ¥ : R[X]| — R|c]
por: U(¢(X)) = t(a). Note que K}Z[TX} ~ R[a] é uma R-algebra separavel. De fato,
K};[nx] ~ Rla] é imagem homomérfica de R[;)q segue do Proposigao 1.3.4, que

~ R[ | é uma R-dlgebra separdvel. Assim, R[a| é uma R-dlgebra separdvel.

como
R[X
Ker(¥

Como a € Qr e Qr é o fecho separavel de R, existe uma extensao fortemente
separavel L de R, com L C Qg e a € L. Desta forma, R[a| C L. Pela Proposi¢ao

1.5 de [14], Rla] é uma extensdo fortemente separavel de R. Pelo Teorema 2.9
de [14], Ker(¥) é um ideal principal de R[X] gerado por um polinomio separavel.
Mas como f € Ker(V) e é irredutivel, temos (f) = Ker(¥). Conseqiientemente,

% ~ R[a] C Qg. Logo, f)] é um anel conexo. u

A préxima proposicao caracteriza quando uma extensao fortemente separavel e

conexa tem elemento primitivo.

Proposigao 2.2.3. [21, Teorema 3.3] Sejam S/ R uma extensao fortemente separdvel

e conexa e o € S. As sequintes afirmagoes sao equivalentes:

i. Existe um polinémio monico f(X) € R[X] tal que % ~ S e f(a) =0.
ii. Rla] =S.

Demonstragao: (i — ii) Como S é conexo, pelo Lema 2.2.2, f é irredutivel. Entao,
R[X]

da mesma maneira que na demonstragao do Lema 2.2.2, temos = Rla]. Por
hipétese, % ~ S. Dai, R[a] ~ S. Portanto, rangR[a] = rankgS. Pelo Lema 1.1
de 9], R[a] = S.

(it — i) Suponha que rankrS = n. Pelo Teorema II1.3.6 de [5], S = (2z)", onde
H é um subgrupo de G = Autr(Qg) e [G : H| = n. Assuma que oy = 1,...,0,
sao os representantes distintos das classes laterais de H em G e que {ay,...,a,} =
{oj(): 7=1,...,n}. Considere f(X) = (X—a;)...(X —a,) enote que o(f) = f

para cada o € (G. Portanto, os coeficientes de f sao invariantes pela acao de G. Dali,
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usando o Teorema 1.3.21, temos que f € R[X]. Conforme a demonstracao do Lema
2.7 de [14], f é um polindomio separdvel em R[X]. Além disso, G é transitivo sobre
o conjunto das raizes de f, isto é, dadas duas raizes o, 3 de f existe um elemento
o € G tal que o(a) = f. Assim, pelo Lema 1.5 de [11], f é irredutivel. Novamente,

como na demonstracao do Lema 2.2.2, temos % ~ Rla] = S. n

Seja S/ R uma extensao fortemente separdvel. Pelo Lema 1.3.3, S = S1®S5:®...®
Sy, onde cada S; é uma R-dlgebra conexa. Suponha que para cada j, e; é a unidade
de S;. Note que e;e; = 0 para ¢ # j. Suponha também que 1 = a; +as+...+a, com
a; € S; paracada 1 < j <r. Entao, e; = le; = aje; +ase; + ... +aje; + ...+ are;.
Como a;e; = aje;e; = 0se i # 7, temos e; = aje; = a;. Desta forma, 1 =e;+...+e,.
Denotaremos por /; o conjunto dos polinémios monicos f € R[X] tais que % ~ 5;.
Observe que se f € I; entao f ¢é irredutivel, separavel e 0f = rankgrsS;. Pela
proposicdo acima, existem a; € S; e f; € I; tal que f;j(«;) = 0 se e somente se

S; = R|a;]. Usaremos estas notages no préximo teorema.

Teorema 2.2.4. A extensdo fortemente separdvel S = S1@...® S, /R tem elemento
primitivo se e somente se para cada 1 < j < r existe f; € I; tal que (f;) + (f;) =
R[X] (i # j). Além disso, se a;j € S; e fi(a;) = 0 para cada 1 < j < r entdo

a=qie; + ...+ ape. é elemento primitivo de S/R.

Demonstracao: Seja o € S tal que S = R[a|. Tome «a; € S; tal que a =
a; + ... + a,. Note que, ae; = aje; para todo 1 < j < r. Assim, R[a;] =
Rlajle; = Rlajejle; = Rlaejle; = Rlale; = Se; = Sje; = 5. Pela Proposigao 2.2.3,

existe um polinémio moénico f; € R[X] tal que f;(a;) =0 e 1(%][‘_5()} ~ S; para todo
1 < j < r. Logo, obtemos um isomorfismo ¥ de R[a] em % X ... X % dado

por: ¥(h(a)) = (M(X) 4+ (f1),h(X) + (f2),...,h(X) + (f-)). De fato, observe que
B < x B8 ~ 8 x. xS ~Se.. 88 =5 =R Se ¢ : RIX] — R[]
- R[X] R[X]

¢ 0 homomorfismo que leva h(X) em h(a) entdao Vo ¢ = RIX] — 75 X ... X 775

¢ dado por: Vo p(h(X)) = (h(X)+ (f1), h(X) + (f2),...,h(X) + (f.)). Mais ainda,
U o ¢ é sobrejetor. Pelo teorema do resto Chinés, (f;) + (f;) = R[X], sempre que
i # ]

Reciprocamente, suponha que existe f; € I; tal que se i # j entao (fi;)+ (f;) = R[X]

para cada 1 < 7,7 < r. Pelo teorema do resto Chinés temos, S = S ® ... B S, ~
RX] ., RIX] . RIX]

(fr) =07 () T (frefr)
finalizar, assuma que a; € S; e que fj(a;) = 0. Pela Proposicao 2.2.3, S; = R|a].

SiX...x S, ~ . Logo, S/R tem elemento primitivo. Para

Tome o = o + ... + «, e note que o isomorfismo acima leva X + (f;... f.) em «.
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Portanto, o é um elemento primitivo da extensao S/R. |

Observe que, pelo teorema acima, se uma das subdlgebras conexas de R nao
possui elemento primitivo entao S/R nao possui elemento primitivo. No entanto,
cada componente conexa possuir elemento primitivo nao é uma condigao suficiente
para que S/R possua elemento primitivo. Além disso, precisamos impor a condigao
de comaximalidade entre os polinomios f;. O préximo exemplo ilustra e enfatiza

este fato.

Exemplo: A extensdo de anéis S = Z @ Z @ Z/7Z é fortemente separavel e nao
possui elemento primitivo. De fato, se S/7Z tivesse elemento primitivo entao /\% / %

5</%& nao tem elemento
primitivo se M = 2Z. Claramente existem fi, fo, f3 € Z[X] polindémios distintos
tais que % ~ 7 para i = 1,2,3. Vamos verificar que nao existem trés polinomios

comaximais de grau 1 em Z[X]. Suponha que f;(X) = X —a; com a; € Z e que
(f:) + (f;) = Z]X]. Entao, existem 4,j € {1,2,3} tais que |a; — a;| > 2, pois os

polinémios f/s sao distintos. Pelo teorema do resto Chinés, se f = fifofs € Z[X]
ZIX] o ZIX] ~ ZIX] o ZIX] . C A ,
2 e 7@ 7 @ Z. Portanto, f é um polindomio separavel

em Z[X]. Pelo Teorema 2.3 de [25], §(f) = (a1 — az)*(a1 — a3)?*(ay — a3)? € U(Z).

Desta forma, a; — a; € U(Z), o que é um absurdo.

o teria, para cada M € Max(Z). Mas é facil ver que

entao

Agora, consideraremos um corolario do teorema acima. Antes porém, precisamos

da seguinte definicao.
Defini¢ao 2.2.5. Uma extensao de anéis S/R € dita trivial se S = R& ... R.

Note que se S/R é trivial entao S é um R-mddulo projetivo e S é uma R-dlgebra
separavel. Além disso, claramente S é um R-moddulo finitamente gerado. Portanto,

toda extensao trivial é uma extensao fortemente separavel.

Corolario 2.2.6. Sejam R um anel conexo e S/R uma extensdo trivial. Entdo
S/R possui elemento primitivo se e somente se existem n = rankgrS elementos

r1,...,Tn € R tais que r; —r; € U(R).

Demonstracao: Sejam rq,...,r, € R tais que r; —r; € U(R) se i # j. Considere
fi = (X —r;) € R[X]. Pelo Teorema 2.2.4, ¢ suficiente provar que (f;)+ (f;) = R[X]
se i # j. Observe que, r; —r; € (f;) + (f;). Conseqiientemente, (f;) + (f;) = R[X].
Reciprocamente, assuma que S/R tem elemento primitivo. Pelo Teorema 2.2.4,
existem r; € R e f; € R[X] um polinémio monico tais que f;(r;) = 0 e % ~ R.

24



Portanto, f;(X) = X —r;. Mais ainda, (f;) + (f;) = R[X]. Como no exemplo acima
temos, 1, —r; € U(R). |

2.3 Extensoes Galoisianas

Provaremos nessa se¢ao que, quando S/R é uma extensao galoisiana e R é conexo,
as componentes conexas de S sao duas a duas isomorfas. Isso permite uma refor-
mulacao do Teorema 2.2.4.

Dados uma extensao de anéis S/R, um grupo finito G de R—automorfimos de S
e um elemento a € S, denotaremos por G, = {0 € G : o(a) = a}. Dado E C S,
dizemos que G é transitivo sobre F se para quaisquer z,y € E existe 0 € G tal que
o(x) = y. Dizemos que um idempotente e € R é primitivo se e ndo pode ser escrito
como soma de dois idempotentes ortogonais nao nulos de R. Denotaremos por I,(.5)

o conjunto dos idempotentes primitivos de S.

O préximo resultado generaliza o Lema 1.1 de [17].

Lema 2.3.1. Sejam R um anel conexo e S/R uma extensao galoisiana com grupo
G. Entao:

i. 1,(S) # 0 e G € transitivo sobre 1,(S). Mais ainda, para todo e,e’ € I,(S)
temos Gelse ~ G ~ Go, |G| = |G| (#1,(S)), Se/Re é uma extensdo ga-

loisiana com grupo (Gelse), Se € um anel conexo e Se ~ Se'.

it. Se;, 1 <1 <r, sao as unicas (a menos de isomorfismo) R-subdlgebras maxi-

mais, separdveis e conexas de S.

Demonstracao: (i) Pelo Lema 2.14 de [13], I,(S) # 0. Seja e € I,(S) e considere
{o(e) : 0 € G} ={o1(e) =e€1,...,0,(e) =e,}, com oy = Id e e; #¢; (i # j). Note
que €2 = ¢; e ¢; € I,(S) para todo 1 < i < r. Mas se e, e’ € I,(S) entao ee’ = 0.
De fato, suponha que ee’ # 0 e note que e = ee¢’ 4+ (e — e€’). Pela nossa suposicao,
ee/ £0. See=cc entdoe =e+ (e —¢),e#0,¢ —e#0eele —e)=0. Isto
¢ uma contradicdo, pois €’ € I,(S). Logo, e — ee’ # 0. Portanto, e é uma soma de
dois idempotentes ortogonais nao nulos. Novamente temos uma contradi¢ao, pois
e € I,(S). Conseqilentemente, e;e; = 0 se ¢ # j. Tomando f =e; + ... + ¢, temos
fP=(e1+...+e)e1+...+e)=(e1+...+¢)=feo(f) = f paratodo o € G.
Assim, f é um idempotente de S¢ = R. Como R é conexo, temos f = 0 ou f = 1.

Se f=0entao 0 =¢;-0=-¢ej(e; +...+¢,) = ¢;, para cada 1 < j < r. Mas isto
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¢ um absurdo. Dai, f = 1. Assim, para cada e € [,(.5), temos e = ee; + ... + ee,.
Se e ¢ {ejy,...,e.} entdao ee; = 0. Conseqiientemente, e = 0 o que é um absurdo.
Desta forma, I,(S) C {e1,...,e,}. Como a inclusdo contraria é imediata, temos
L,(S) = {e1,...,e}. Dessa igualdade, segue a transitividade de G sobre I,(S).
Verifiquemos agora que Se/Re é uma extensao galoisiana com grupo (G.|s.). Pela
Definicao 1.1.4, é suficiente provar que (Se)(@lse) = Re e que existem z;, w; € Se (i =
1,...,n) tais que Z zio(w;) = 61,5 = ¢ seolse =1

P 0, seolse# 1, paratodo o € G,
mente, Re C (Se)(@lse). Tome a € (Se)(@<lse) e considere o = o3(a) (i =1,...,7) e
b=a;+...+a,. Sejaoc € G tal que o(e;) = e;. Entdo, o(o;(e)) = e; = 0;(e). Assim,

1

o;'ooi(e) = e. Dai, podemos considerar o} 'o0; € (Gelse). Logo, o} 'ooi(a) = a,

ou seja, o(w;) = o . Pela escolha de b, temos o(b) = b, para todo ¢ € G. Como

. Clara-

S¢ = R, temos que b € R. Observe que a = se para algum s € S. Logo, ae = a.
Mais ainda, be = o1 (a)e+oz(a)e+. . .40, (a)e = ae+os(s)oa(e)e+...+0.(s)o.(e)e =
ae + oy(s)ese + ... + 0,.(s)e,e = ae = a. Entdo, a € Re e (Se)(@lse) = Re. Por
hipétese, existem xy,..., %, Y1,...,yn € S tais que ina(yi) = 01,. Tomando

i=1
z; = xie e w; = y;e, para cada 0 € (G.|se), temos

> zo(w) =) wieo(ye) = { S 507 = g

Py pa , se 0 # ldi,)s,)

Logo, Se/Re é uma extensao galoisiana com grupo (G.|se).

Note também que temos os seguintes isomorfismos: R ~ Re; (r — re;), Re ~
Re; (re — oy(re) = re;) e Se ~ Se; (se — oy(se) = o;(s)e;), para todo 1 <
i < r. Considere ¢ : G, — Ge|s. dada por ¢(o) = 0|ge. E facil ver que ¢ é
um homomorfismo sobrejetor de grupos. Suponha que ¢(o) = Id,|s,)- Entao,
0 € G e o(se) =o(s)e = se para todo s € S. Mas S/R é uma extensao galoisiana.
Portanto, S é G-forte, isto é, para cada idempotente ¢’ nao nulo de S e para cada

!/

par v # 7 em G existe x € S tal que y(z)e’ # 7(x)e’. Desta forma, o = Idg.
Conseqiientemente, ¢ é injetor. Logo, (Ge|se) >~ Ge. Assim, como S = Se;@...®Se,,
temos |G| = rankrS = r - rankg.Se = (#I1,(5))|G.|. Para finalizar, observe que
se e,e' € [,(S) e o(e) = ¢ entao ¥ : G. — Gy, dada por ¥(7) = o70~ !, é um
isomorfismo de grupos.

Falta verificar que Se é um anel conexo. Vamos provar que se S é um anel comutativo

com unidade e e € S é um idempotente primitivo entao Se é um anel comutativo com
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unidade e conexo. De fato, tome e’ € Se um idempotente. Note que e = €' 4 (e — €’)
e que (e—¢')? = (e—¢), pois €'e = ¢/. Mais ainda, €/(e —¢’) = 0. Portanto, podemos
escrever o idempotente e como uma soma de dois idempotentes ortogonais. Sendo e
um idempotente primitivo, temos ¢/ = 0 ou ¢/ = e. Assim, Se é um anel comutativo

€ conexo.

(77) Seja L uma R subdlgebra de S que é maximal em relagdo a propriedade de ser
separavel sobre R e conexa. Considere ¢ : L — Le; dada por ¢(x) = ze;. Como vi-
mos na parte (i) deste lema, Se;/Re; é uma extensao galoisiana e, conseqilientemente,
uma extensao fortemente separavel. Note que R ~ Re; C Le; C Se;. Como L é uma
R-algebra separavel, verifica-se facilmente que Le; é uma Re;-algebra separavel. Pela
Proposicao 1.5 (1) de [14], Le; é uma extensao fortemente separdvel de Re;. Mas,
Re; ~ R. Dali, Le; é uma extensao fortemente separavel de R. Pela conexidade de
L e Proposicao 1.3.8, obtemos a injetividade de ¢. A sobrejetividade é clara. Mas,

Se; é um anel conexo. Usando a maximalidade de L e o isomorfismo acima, tem-se
Sei = Lei. [ |

Com as notagoes do Lema 2.3.1, denotaremos por F o conjunto de subanéis
conexos maximais de S contendo R, os quais sao extensoes separaveis de R. Pelo
Lema 2.3.1, se L € F entao L ~ Se;, onde e; € L,(.5).

Dado um anel conexo R, uma extensao galoisiana S/R e L € F, denotaremos
por Ir(L) o conjunto dos polinémios monicos f;(X) € R[X] tais que % ~ L
e (fi) + (f;) = R[X]. O teorema abaixo, generaliza a Proposicao 1.4 de [17] e é
uma reformulagdo do Teorema 2.2.4 no caso em que a extensao S/R é galoisiana.
Sua demonstracao, apesar de usar argumentos parecidos com os utilizados no Teo-

rema 2.2.4, seré feita.

Teorema 2.3.2. Sejam R um anel conexo, S/R uma extensao galoisiana com grupo
G ,r =#I,5) e L € F. Entio, S/R possui elemento primitivo se e somente
se #Igr(L) > r. Mais ainda, se gi,...,9, € Ir(L) sao polinémios distintos e

{c1,...,¢.} € L com gi(¢;) =0 entao ¢ = cre1 + ... + c.e,. €S € elemento primitivo
de S/R e [ 9:(X) = [[(X = o(c)).
=1 oeG

Demonstracao: Pelo Lema 2.3.1 e sua demonstracao, S = Le; @ ... @& Le,. Assim,
a=aje;+...+ae., a; € Lparacadal <i<r. Também pelo Lema 2.3.1, L/R
é galoisiana. Seja H o grupo de Galois da extensao L/R. Para cada i, tome f;(X) =

H (X —7(a;)). Note que, fi(c;) = 0. Observe que se f; e f; forem comaximais entao
TeEH
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eles serao naturalmente distintos. De qualquer forma, verifiquemos agora que f; #
fi (i #j) eque fi € Ir(L). Suponha que {fi,..., f;} ={ut,...,w}, t <rew #

u; (i # 7). Se w = uy-us...u entdo u(a) = Zu(a)ei = Zu(ai)ei = 0. Como
i=1

i=1
a ¢é elemento primitivo de S/R, segue do Lema 1.3 de [17], que {1,a,...,a™ 1}

é uma R-base de S, onde m = rankgL = |H|. Mas, u(X) € R[X] e u(a) =
0. Dai, Ou > mr. Assim, mr < Ju = mt < mr, ou seja, r = t. Também
temos, R[a;le; = Rlale; = Se; = Le;. Logo, dado y € L existe z € R[o;] tal que
ye; = xe;. Dai, (y — x)e; = 0. Usando o fato que I' : L — Le;, definida por

['(x) = xe; é injetora, concluimos que y = z. Portanto, R[a;] = L. Como na
demonstra¢ao do Teorema 2.2.4, % ~ R|a;] = L. Note que, % X ... X IZ[‘i()] ~
Rlay] x ... X Rloy] ~ Rloqler x ... x Rlayle, = S. Tal isomorfismo é dado por:

Y(h(X) + (f1),.. ., he(X) 4+ (fr) = ha(ar)er + ... + hy(ay)e,. Assim, obtemos o

seguinte diagrama comutativo,

Rla) =S
onde ¢ é o homomorfismo canonico. Portanto, ¢ é sobrejetor. Pelo teorema do resto

Chinés, (f;) + (f;) = R[X] (i # j). Logo, #Ig(L) > r.
Reciprocamente, tome gy, ..., g, € Ir(L) com g; # g; (i # j). Pelo teorema do resto

Chinés, tomando g = H gi, obtemos
i=1

Logo, S/ R possui um elemento primitivo. Considere {cy,...,¢.} C L tal que g;(¢;) =
0. Pela Proposicao 2.2.3, L = R|¢;] para todo 1 < i < n. Observe que, neste caso,

o isomorfismo construido acima leva x = X + (g) em ¢ = ¢je; + ... + ¢.e,. Pelo

Lema 1.3 de [17], {1,¢,...,c¢™ '} é uma R-base de S, onde m = rankrL. Tome
hX) = H(X —o(c)) € R[X]. Entao, Oh = |G| = mr. Como g é moénico, pelo
oceG

algoritmo da divisao, existem ¢(X),r(X) € R[X] tais que h(X) = g(X)q(X)+r(X),
com Or(X) < 0¢g(X). Mas, 0g(X) = mr. Desta forma, r(c) = 0 e Or(X) <
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mr. Da independéncia linear do conjunto {1,c,...,c™ '} segue que, 7(X) = 0.
Conseqiientemente, 0h(X) = dg(X) + dq(X). Dai, d¢(X) = 0. Portanto, ¢(X) =1
e h(X) = g(X). |

Os resultados desta secao nos dizem que uma extensao galoisiana S de um anel
conexo R possui elemento primitivo desde que sua componente conexa (as compo-
nentes conexas sao duas a duas isomorfas neste caso) possua e existam suficientes
(#1Ir(L) > #1I,(S)) polinoémios separaveis e dois a dois comaximais em R[X]. No
préximo capitulo, dado um polinémio f € Ig(L) construiremos a partir deste (sob

certas condigoes), polindmios pertencentes a Ig(L) .

2.4 Extensoes Galoisianas de um [LG-anel

Em [17], estuda-se a existéncia de elemento primitivo de extensoes galoisianas de
anéis semilocais. Dentre outras coisas prova-se que se S/R é uma extensao galoisiana
e Max(R) = {My,..., M;} entdo S/R tem elemento primitivo se e somente se
Miis / Mii tem elemento primitivo para todo 1 < i < t. Usando os mesmos argumentos
utilizados por A. Paques na demonstracao do Teorema 2.4 em [26], estendemos este
resultado para LG-anéis.

Iniciamos com a definicao de LG-anel.

Definicao 2.4.1. Um anel comutativo com unidade R é dito um LG-anel (local-
global) se quando um polinomio f(Xi,...,X,) (n € N) representa uma unidade

sobre Ry, para cada ideal mazimal M de R, entao f representa uma unidade sobre
R.

Lembre-se que dizemos que o polinomio f representa uma unidade sobre R se
existem aq, ...,a, € R tais que f(ay,...,a,) € U(R). Note também que cada anel
semilocal ¢ um LG-anel. De forma mais geral, anéis os quais sao von Neumann

regular médulo seu radical de Jacobson sao LG-anéis.

Proposicao 2.4.2. Sejam R um LG-anel e S/R uma extensao fortemente separdvel
de posto constante. Entdo, S/R tem elemento primitivo se e somente se S/ B tem

elemento primitivo para cada M € Mazx(R).

Demonstragao: E claro que se S/R possui elemento primitivo entao % / % tem
S5 /ﬁ
MS! M
tem elemento primitivo, para cada M € Maz(R). Por hipétese, S é um R-mddulo

elemento primitivo para cada M € Maz(R). Reciprocamente, assuma que
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de posto constante, digamos, rankrS = n. Conforme [28], existe uma extensao
galoisiana 7'/ R com grupo de Galois (a menos de isomorfismo) o grupo simétrico G,
(o grupo de todas as permutagoes de um conjunto finito com n elementos) tal que
S = T%-1 onde G,_; é considerado como o subgrupo de G,, que deixa um elemento
fixo. Sejam o1 = 1,09,...,0, € G, os representantes distintos das classes laterais
de G,,-1 em G,. Como R é um LG-anel, segue do Teorema 2.10 de [8], que S é

um R-moédulo livre. Sejam {a1,...,a,} uma R-base de S e u = u(Xy,...,X,) =

D aiX; € S[Xy,...,X,] € T[Xy,...,X,]. Pelo Lema 1.7 de [3], T[Xy,..., X,] ~

i=1
T®rR[X,...,X,] é uma extensao galoisiana de R[Xj, ..., X,| com grupo de Galois
G,,. Entao,
g(XlaaXn):H [ 0 (0‘2('&)—’&)]
i=2 [j=1
é um polindmio com coeficientes em R[X1,...,X,]. Sejam M € Max(R), R = /\%7
gz%,?z%,an:{ﬁza@)l:aeGn}eén,lz{Eza(@l:a

c
G,_1}. Claramente, T é uma extensdo galoisiana de R com grupo de Galois G,, S
é uma extensdo fortemente separdavel de R de posto n e T = 5. Mais ainda,

o1,...,0, sao representantes distintos para as classes laterais de G,,_; em G,,. Por

hipdtese, existe a € S tal que S = R[a]. Suponha que a = i)\iai, com \; € R.
Pela Proposi¢io 2.1 de [26], temos &;(@) — (@) € U (T), pz;?; cada 2 < j < n.
Conseqiientemente, g(A; ..., \,) = [ﬁa_] (7;(@) — (@))| é uma unidade em T.
Mas, U (T) NR=U (E) Assim, G(Ay, . F,lxn) eU (E) Portanto, g representa uma
unidade sobre o corpo residual %. Mas isto, ¢ equivalente a dizer que g representa

uma unidade sobre Ry. Sendo R um LG anel, temos que g representa uma unidade

sobre R, ou seja, existem ry,...,r, € R tais que g(ry,...,r,) € U(R). Desta forma,
para cada 2 < j < n, temos o;(u(r1,...,7m,)) —u(ry,...,r,) € U(T). Novamente
pela Proposigao 2.1 de [26] , u(ry,...,7,) é um elemento primitivo de S/R. |

Observacao: O resultado acima nao é verdadeiro em geral (mesmo quando o anel

R é conexo), conforme o exemplo abaixo extraido de [1].

Exemplo: Sejam K um corpo algebricamente fechado de caracteristica 2 e B =
K[X,Y]. Tome ¢ um epimorfismo K-linear de B tal que 0(X) = X+1,0(Y) = X?+
Y +1. Note que a ordem de o ¢ 4. Além disso, 0(X)—1= X e (o(X))?—0o(Y) =Y.

Portanto, X,Y € o(B). Entao, o0 é um automorfismo de B. Considere A = B<?~
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e verifiquemos que B/A é uma extensao galoisiana. Seja M € Max(B). Como

K ¢é algebricamente fechado, segue como conseqiiéncia do Lema de Normalizagao de

Noether que, M = (X —a,Y —b). Logo, % ~ K. Note que, (M) = {0 € AutsB
o(z) —x € M para todoz € B} C D(M) = {0 € AutaB : o(M) C M}. Sejam
o € DIM) e x € B. Entao, x + M € % ~ K. Como o é K-linear, segue que
o(r) —x € M. Ou seja, D(M) C T(M). Logo, D(M) =T(M). Pelo Teorema 1.3
de [3], se T(M) = D(M) = {1} entao B/A é galoisiana. Suponha que *(M) C M
para algum 1 <7 < 4. Daf, 0'(X —a) = X +i—a € M. Logo, i = 2. Por outro lado,
o?(Y —=b) =Y +1—0b€ M, o que é um absurdo. Portanto, B/A é uma extensio
galoisiana. Observe também que U(B) = U(K) C A. Assim, pelo Lema 8 de [1],
B/A nao tem elemento primitivo. Note que, o corpo K esta contido em qualquer
corpo residual de A. Sendo K algebricamente fechado e portanto infinito temos que
os corpos residuais de A sao todos infinitos. Desta forma, % ﬁ tem elemento
primitivo para cada M’ € Maxz(A). No entanto, B/A nao tem elemento primitivo.

O préximo coroldrio generaliza o corolario 2.2 de [17].

Corolario 2.4.3. [26, Teorema 2.4] Sejam R um LG anel e A/R uma extensdio
fortemente separdvel de posto constante igual a n. Se para cada M € Max(R)

temos |%‘ >n entao A/ R tem elemento primitivo.

Demonstracao: Seja M € Maxz(R). Da mesma forma que em [17, Coroldrio
2.2], podemos verificar que a extensdo galoisiana ﬁ / /\% tem elemento primitivo.

Conseqiientemente, pela Proposigao 2.4.2, A/R tem elemento primitivo. [

Observagao: Fazendo uso da Proposigao 2.4.2 podemos estender os seguintes resul-
tados de [17]: Corolério 2.2, Corolério 2.3, Proposi¢ao 2.4, Corolario 2.5, Teorema 3.3
e Teorema 3.4. Em [17], estes resultados sdo demonstrados para extensoes galoisianas
de um anel semilocal. Usando as mesmas demonstracoes de [17] e a Proposigao 2.4.2,
podemos demonstra-los para extensoes galoisianas de um LG anel. Da mesma forma,
o Teorema 2.3, o Corolario 2.9 e o Corolario 2.10 de [15] podem ser estendidos para

um LG anel.
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Capitulo 3

Polinomios Normais e Polinomios

que Geram a Mesma Extensao

No capitulo anterior observamos que a existéncia de elemento primitivo para
uma extensao galoisiana estd relacionada com a existéncia (em numero suficiente)
de polinomios comaximais que geram a mesma extensao. Neste capitulo, considera-
remos polindomios que geram a mesma extensao e que sao fatores irredutiveis de um
polinémio separdvel. Conseqlientemente (ver [11, Lema 1.2]), estes polindmios serao
dois a dois comaximais. Assim, os resultados obtidos aqui se aplicam ao problema
da existéncia de elemento primitivo. Os resultados deste capitulo generalizam as
Proposigoes 1, 2 e 4 e os Corolarios 1 e 3 de [6], ndo somente obtendo tais resultados
para anéis conexos, bem como encontrando outras caracterizagoes utilizando uma
visao categérica dada em [11].

Neste capitulo, R denotard um anel conexo e 2g o fecho separavel de R. Seguindo

[11], denotamos por C'(R) o conjunto dos polinomios monicos e separaveis em R[X].

3.1 Introducao

Nessa se¢ao introduzimos algumas notagoes que serao utilizadas em todo o capi-

tulo. Da mesma maneira que em [11], dados f, g € C(R), escreveremos:
hom(f,g) = {t(X) € RIX]: f(t(X)) € g(X)R[X] e 0t < g}

Suponha que f e g sejam polinomios irredutiveis em R[X]. Além disso, assuma que
f e g se escrevem como produto de fatores lineares em Qz[X] da seguinte maneira:

FX) = (X —a)(X —a) ... (X —an) e g(X) = (X —b)(X —by)...(X —b,), com
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a1, ...,0m,b1,...,b, € Qr. Assuma também que m < n. Da mesma forma que na

BIX] ~ R[a;] paratodo 1 <i<me (X] ~ R[b;]

demonstracao do Lema 2.2.2, temos NGl

para todo 1 < j < n.

Sendo 2z uma extensao localmente fortemente separavel de R, considere L C Qg
uma extensao fortemente separdvel de R tal que {ay,as,...am,b1,bo,...0,} C L.
Pelo Teorema 1.1 de [14], podemos mergulhar L numa extensao galoisiana conexa
de R. Por isso, assumimos que L/R é galoisiana. Mais ainda, 2g/L é uma extensao
inteira e a; —a; € U(Qr) (i # j), by — by € U(Qr) (k # 1), pois f e g sdo separaveis
(cf.[5, Lema I11.4.3 |). Assim, a; — a;,b — b, € U(Q2g) N L = U(L). Pelo Lema
1.7 de [3], L[ X3, ..., X,] é uma extensao galoisiana de R[X7, ..., X] com grupo de
Galois G igual ao grupo de Galois da extensao L/R, para qualquer s € N, s > 1.
Além disso, a acao de G se da sobre os coeficientes de um elemeno de L[ X, ..., X].

Considere o polinémio,

u(Xy,..., X,) = [(ai, — ajy) + (b, —bj,) X1+ ...+ (b, — bj,) X

com 1 <ig,jo<mel<iy... i J1,...,Js < n. Paracadao € G, temos o(u) = u.
Portanto, u € (L[X1,...,X,))% = R[X1,..., X].

Lema 3.1.1. Com as notagoes acima, se existem elementos tq,...,ts € R tais que

u(ty, ..., ts) € U(R) entao o polinémio,

Hy(X) = [] [X = (ai + tabs, + ...+ tsbs,)] € RIX]

€ separdvel, onde 1 <ig<m el <iy,...,is <n.

Demonstracao: Note que L é uma extensao galoisiana de R na qual H(X) se
decompde em fatores lineares. Mais ainda, as diferengas das raizes de Hy(X) em L

sao unidades de L. Pelo Teorema 2.2 de [14], Hy(X) é um polindmio separdvel. W

Observe que se u(ty,...,ts) € U(R) entdo tx,t; —t; € U(R) (i # j). De fato,
pelo Lema 2.1 de [14], a diferenca de duas raizes distintas de Hy ¢é invertivel em L.
Desta forma, (ay + t1by + ...+ tpby + ... +tsby) — (a1 + 610y + ... + tr_1b1 + tpbs +
tri1br + ...+ tsby) = tg(by — by) € U(L). Como L/R é uma extensao inteira, temos
U(L)NR = U(R). Logo, ty € U(L)NR = U(R). Analogamente, suponha i < j e note
que (a1 +tb1+. . . Atbi+. . At 1bi+tiba+t b+ b)) — (ar+tibi 4. At b+
tiba+tip1bi+. . Ftibi+. . A tsby) = ti(by—ba) +t(ba—b1) = (t;—1;)(b1—be) € U(L).
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Portanto, t; — t; € U(R).

No restante deste capitulo, usaremos as notagoes introduzidas nesta secao. Além
disso, fixamos s € N, s > 1 e assumiremos que existem tq,...,ts € R tais que
u(ty, ..., ts) € U(R). Assim, pelo lema anterior, o polinomio H, é separavel. Os

polinémios f, g € R[X]| serao sempre irredutiveis.

3.2 Polinémios que Geram a Mesma Extensao

Nosso intuito nesta secao, é caracterizar quando dois polinomios geram a mesma
extensao (o que serd definido rigorosamente) do anel R. Iniciamos com uma propo-

si¢ao que generaliza o Corolario 3 de [6].
Proposicao 3.2.1. As sequintes afirmacoes sao equivalentes:
i. Ezistem a,b € Qg tais que f(a) = g(b) =0 e R[a] C R[b].

ii. hom(f,q) # 0.

iti. O polinomio Hy(X) tem um fator irredutivel de grau n em R[X]| com uma raiz
em Qg do tipo a; + t1b1 + ... + tsby.

n

Mais ainda, se h € hom(f,g) entio H (X — (h(bg) + t1br + ... + tsby)) € fator ir-
k=1
redutivel de Hy(X).

Demonstragao: (i — i) Por hipdtese, existem a,b € Qg com f(a) = g(b) = 0
e Rla] C R[b]. Desta forma, a € R[b]. Como observamos no inicio deste capitulo,
R[b] ~ %. Logo, existe h(X) € R[X] tal que a = h(b) e Oh < 0g. Portanto,
f(h(b)) = f(a) = 0. Assim, f(h(X)) € (9) = gR[X]. Conseqilientemente, h €
hom(f, g).

(1i — ii) Considere h € hom(f, g) e tome oo = h(by) +t1b1 + ... +t:b1 € R[by]. Note
que h(by) é raiz de f, visto que f(h(X)) € (g) e g(b1) = 0. Portanto, o é uma raiz de
H,(X). Note também que by, « € L. Como L/R é uma extensao fortemente separdvel
e conexa e by e a sao raizes de polinomios separaveis sobre R, segue pelo Lema 2.7 de
[14], que R[b] e R[a] sdo R-algebras separdveis. Pela Proposigao 1.5 de [14], R[b]
e R|a] sdo extensoes fortemente separaveis de R. Pelo Corolario 1.3.18 | existem
exatamente rankgR|[a] (respec., rankgR[bi]) homomorfismos de R-dlgebras de R[q]

para Qg (respec., de R[b] para Q). Sejam o, 7 dois homomorfismos (de R-algebras)
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distintos de R[b] em Qg. Entao, o(by) e 7(by) sao raizes distintas de g(X), digamos
(b)) = bj e 7(by) = b, (j # k). Logo, o(a) = h(b;) + t1b; + ... + t;b; e T(a) =
h(by) + t1by . .. + tsby. Como H é separavel, segue que o(«) — 7(a) € U(L). Assim,
o(a) # 7(«). Portanto, as restrigoes de o e 7 para R[a] permanecem homomorfismos
distintos. Conseqlientemente, rankrR[b1] < rankgR[a] < rankgrR[b]. Pelo Lema
1.1 de [9], R[a] = R[b]. Note que R[a] C Qg e rankgR[a]| = rankgR[b;] = 0g = n.
Pelo Teorema 111.3.6 de [5], R[a] = Q¥ onde H é um subgrupo do grupo I' =
Autr(Qg). Mais ainda, [I' : H] = n. Considere 01H,...,0,H as classes laterais
distintas de H em I'. Entao, {o(a) : o € T'} = {o1(«a),...,0,(c)}. Por outro
lado, {oj(b1) : j=1,...,n} = {by,...,b,}. Portanto, {o;(a) : j=1,....,n} =
{h(by) + t1by + ... +tby : k=1,... ,n}. Assim,

=[] (X = (h(br) + tabi + ... + b))
k=1

¢ um fator de H,. Observe também, que o polindmio acima ¢é invariante pela acao
de cada o € I'. Pelo Teorema 1.3.21, Q% = R. Desta forma, o polinomio ¢(X) é um
fator de Hy e pertence a R[X]. Pelo Lema 1.2 de [11], o polinémio ¢(X) é separavel,
visto que Hy é separdvel. Mais ainda, I' age transitivamente nas raizes de £(X).

Portanto, pelo Lema 1.5 de [11], ¢(X) é um polinémio irredutivel em R[X].

(731 — 4) Tome v(X) um fator irredutivel de graun de Hy(X) e « = a;+t1b1+. . .+tsby
uma raiz de v. Suponha que a; ¢ R[b;]. Observe que a fun¢ao multiplicagdo u :
Rla;) ® R[b1]] — R[a;,b1] é um homomorfismo sobrejetor de R-algebras. Pela
Proposicao 1.3.13, como R[a;] e R[b;| sdo R-algebras separaveis, temos que R|a;| ® g
R[b] é uma R-algebra separavel. Segue entdo, da Proposi¢ao 1.3.4, que R[a;, b]
¢ uma R-élgebra separdvel. Pelo Lema 1.1 de [9], rankgR[a;,b1] > rankgpR[bi].
Observe que R C Rla] C Rla;,b1] € L. Sendo que L/R é uma extensao fortemente
separavel e R[a] e Rla;,b1] sdo R-algebras separaveis, temos pela Proposi¢io 1.5
de [14] que R[a] e R|a;, b1] sao extensoes fortemente separaveis de R. Sejam o, T
homomorfismos distintos de R|a;, b;] para Qg. Entao, o(a;) # 7(a;) ou o(by) # 7(by).
Portanto, o(«a)—7(a) € U(L). Usando a mesma argumentagao feita em (ii — i) via
o posto destas extensoes, concluimos que R[a] = Rla;, bi]. Dai, n = rankgR[a] =
rankrR[a;, b1] > rankrR[b;] = n, o que é um absurdo. Conseqiientemente, a; €
R[by]. Logo, R[a;] C R[b].

Observe que a tltima afirmagao da proposicao jé foi provada em (i) — (ii). |
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Definigao 3.2.2. Dados f,g € C(R) polinomios irredutiveis, Of = 0g, diremos que
f e g geram a mesma extensao de R se % o~ % como R-dlgebras, ou equivalen-

temente, se ezistem a,b € Qg tais que f(a) = g(b) =0 e R[a] = R[b].

Fazendo m = df = n = 0g na proposi¢cao acima, obtemos um coroldrio que

generaliza a Proposi¢ao 2 de [6].
Corolario 3.2.3. As sequintes afirmagoes sao equivalentes:

i. f,g geram a mesma extensao de R.
ii. Existem a,b € Qg tais que f(a) = g(b) =0 e R[a] = R[b].

iii. hom(f,q) # 0.

. O polinomio Gg¢(X) = H (X — (a;, +t1bi, + ...+ tshi))] € R[X] tem
1<io,..sis<n
um fator irredutivel de grau n com uma raiz do tipo a; + t1b1 + ... + tsb;.

Mais ainda, se h € hom(f,g) entdo H(X — (h(by) + t1bg, + .. . tsby)) € um fator
k=1
irredutivel de G(X) de grau n.

Agora reproduziremos, para a comodidade do leitor, o Teorema 2.3 de [11]. Este
teorema introduz uma operac¢ao no conjunto dos polindomios monicos. Denote por
M (R) o conjunto dos polindmios monicos em R[X]|. Portanto, M(R) é a categoria
cujos objetos sao os polinémios monicos. Mais ainda, dados dois objetos f, g € M(R)
um morfismo entre f e g é um elemento em hom(f,g) e a operacao introduzida a
seguir sera a operacao entre morfismos desta categoria. Observe que o conjunto dos

polinoémios separdveis em R[X], o qual denotamos por C'(R), é uma subcategoria de

M(R).

Teorema 3.2.4. Sejam f,g,h € M(R), k € hom(f,g) el € hom(g,h). Entao existe
um unico t € hom(f,h) e um unico w € h(X)R[X] com k(I(X)) = t(X) + w(X).

Denotaremos t porlok.

No restante deste capitulo, “o” nao denotard a composicao de funcoes, mas sim a
operacao introduzida no teorema acima. No corolario seguinte reobtemos o Teorema

2.6 de [11].

Corolario 3.2.5. Sejam f,g € C(R) polinomios irredutiveis.
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i. Se hom(f,g) # 0 entio Of divide Og.

ii. Sehom(f,g9) # 0 edf = g entao para cada k € hom(f,qg) existet € hom(g, f)
tal que kot =X € hom(g,g) etok =X € hom(f, f).

Demonstragao: (i) Pela Proposicao 3.2.1, existem a, b € Qp tais que f(a) = g(b) =
0 e R[a] C R[b]. Assim, 0f = rankgrR[a] divide rankgR[b] = 0g.

(ii) Sejam k € hom(f,g) e b € Qg tal que g(b) = 0. Entao, a = k(b) é raiz de f.
Como 0f = 0g, segue do Lema 1.1 de [9] que R[a] = R[b]. Tome t(X) € R[X],
Ot < 0f com t(a) = b. Logo, g(t(a)) = g(b) = 0. Dai, t € hom(g, f). Também,
b=t(a) =t(k(b)). Desta forma, b é raiz de t(k(X)) — X, ou seja, t(k(X))—X € (g).
Assim, t(k(X))) = q(X)g(X) + X para algum ¢(X) € R[X]. Pelo teorema acima,

temos kot = X. De forma analoga, obtém-se to k = X. |

O corolério acima nos assegura que se 0f = dg entao hom(f, g) # () se e somente

se hom(g, f) # 0. Portanto, podemos incluir no Corolério 3.2.3 uma (v) equivaléncia:

(v) hom(g, f) # 0.

3.3 Polinomios Normais

Em [6] defini-se polinémio normal sobre um corpo da seguinte maneira: sejam
K um corpo, f(X) € K[X] um polinoémio irredutivel e ¢ uma raiz de f no fecho
algébrico de K. Se K[a|/K ¢ uma extensao normal de corpos entdo f é dito nor-
mal. Por outro lado, em [11] diz-se que um polin6mio moénico, separavel e irredutivel
f € R[X] (onde R é um anel conexo) é normal se #hom(f, f) = n. A definigdo de
polinomio normal sobre um anel conexo dada aqui, estende naturalmente a definicao
de [6]. Mostraremos que tal definigdo ¢é equivalente a defini¢ao de [11]. No restante
desta se¢ao encontramos condi¢oes necessarias e suficientes para que dois polinomios
gerem a mesma extensao e (ou) sejam normais. Obtemos também outras caracter-

izagoes de polindbmio normal.

Definigao 3.3.1. Sejam f € C(R) um polinémio irredutivel e a € Qr uma raiz de

f. Dizemos que f é normal se a extensio Rla]/R é normal, isto é, R[a]® = R com

G = Autgr(R]a]).

Lema 3.3.2. Seja f € C(R) um polindmio irredutivel de grau n. As sequintes

afirmagoes sao equivalentes:
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1. f € normal.

ii. #hom(f, f)=0f =n.
iti. Se a € Qg € uma raiz de f entdo todas as raizes de f em Qg estao em Ra].

. Para cada a € Qg tal que f(a) =0 temos que R[a] é uma extensdo galoisiana
de R com grupo H = AutrR]a].

Demonstracao: (i — ii) Seja a € Qg com f(a) = 0. Por hipdtese, Rla]/R ¢
normal. Pelo Lema 2.7 de [14], R[a|/R é separavel. Portanto, R[a]/R é galoisiana.
Considere H = {01, ...,0,} o grupo de Galois de R[a] sobre R. Paracadal < j <n,
o;(a) é uma raiz de f em Rla]. Portanto, oj(a) = h;(a), com h;j(X) € R[X] e
Oh; < 0f = n. Note que se ¢ # j entao o0;(a) # oj(a). Logo, para (i # j) temos
que h;(X) # h;j(X). Desta forma, f(h;(a)) = f(o;(a)) = 0. Dai, f(h;(X)) € (f).
Conseqlientemente, hy,...,h, € hom(f, ). Se u € hom(f, f) entdo u(a) é uma raiz
de f e u(a) € Rla]. Pelo Lema 2.1 de [14], {raizes de f em Ra|} = {oj(a) : j =
1...n}. Assim, u(a) = 0j(a) para algum j € {1,...,n}. Ouseja, u(a) = hj(a). Pelo
Corolario 3.2.5, existe =t € hom(f, f) tal que uowu™' = X. Pelo Teorema 3.2.4,
a=u"(u(a)) =ut(hj(a)). Entao, u='(h;(X))— X € (f). Portanto, hjout = X.
Conseqiientemente, u = h; em hom(f, f). Logo, hom(f, f) = {h1, ..., hy}.

(i1 — 4ii) Seja a € Qg tal que f(a) = 0. Suponha que b € Qp é tal que f(b) =0eb ¢
R|a]. Por hipétese, hom(f, f) = {h1,..., h,}. Assim, h;(a) sdo raizes de f e estdo em
Rla]. Como b ¢ R|a], temos que b # h;(a) para qualquer j = 1,...,n. Portanto, f
possui no minimo (n + 1) raizes em R|a, b]. Observe que p : R[a] ® g R[b] — R|a, b]
¢ um homomorfismo sobrejetor de R-dlgebras. Mas, R[a] e R[b] sdo R-algebras
separaveis. Pela Proposicao 1.3.13, R|a] ®g R[b] é uma R-élgebra separavel. Sendo
sobrejetor, segue da Proposigao 1.3.4, que Ra,b] é uma R-édlgebra separdvel. Entao,
pelo Lema 2.1 de [14], f possui no méximo n raizes em R[a,b]. Assim, temos uma
contradi¢do. Dai, b € R]a.

(170 — i) Seja a € Qg tal que f(a) = 0. Por hipdtese, se f(X) = (X —a1)... (X —a,)
em Qpr[X] entdo a; € R|a| para todo 1 < i < n. Para cada j, defina o; : R[a] —
Rla] por oj(a) = a;. Note que pela hipdtese, o; estd bem definido. Mas ainda, o
é um automorfismo, pois % ~ Rla] e % ~ Rla;]. Assim, #Autg(R[a]) > n.
Pelo Corolario 2.2 de [9], #Autr(R[a]) < rankgr(R[a]) = n. Logo, #Autgr(R[a]) =
rankp(R|a]). Novamente pelo Coroldrio 2.4 de [9], R[a]” = R onde H = Autp(R]a)).

Portanto, R[a]/R é normal.
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(1 — 4v) Como vimos em (i — i), para cada a € Qp tal que f(a) = 0 temos que
Rla] é uma extensao galoisiana de R. Pelo Teorema 3.5 de [3], o grupo de Galois da
extensao R[a]/R é H = AutrR|a).

(tv — i) Imediato.

Exemplos:

(1) Vamos verificar que cada polinomio f € C(R) de grau 2 é normal. Dado f =
X? +aX + b € R[X], considere f; = X e fo = —X — a. Note que f(f;(X)) = f(X)
para i = 1,2. Portanto, hom(f, f) = {f1, fo}. Conseqiientemente, f é normal em
R[X].

(2) Seja f(X) = X+ X + X2+ X +1 € Q[X]. Entao, é facil verificar que
hom(f,f) ={fi =X, fo= X2 f3= X3 f1 = —X? - X? — X — 1}. Assim, f ¢

normal em Q[X].

Corolério 3.3.3. Se f € C(R) é um polinémio irredutivel e normal de grau n entdo

hom(f, f) é um grupo de ordem n.

Demonstragao: Sejam u,v € hom(f, f). Pelo Teorema 3.2.4, uowv € hom(f, f).
Pelo Corolério 3.2.5, cada elemento de hom(f, f) tem um inverso em hom(f, f). Note
que e = e(X) = X € hom(f, f) é a identidade, isto é, para qualquer h € hom(f, f)
temos hoe = eo h = h. Pelo lema acima, temos que #hom(f, f) = n. Assim,

hom(f, f) é um grupo de ordem n. [ |
Agora vamos verificar que se f € C(R) é um polinomio irredutivel e normal entao
hom(f, f) ~ Autg (%) Portanto, a menos de isomorfismo, o grupo de Galois da

extensao % /R é hom(f, f). Para tanto, usaremos o lema a seguir.

Lema 3.3.4. Sejam f € C(R) um polinémio irredutivel de grau n, h € hom(f, f) e
r =X+ (f). Entdo:

iU % _ % definida por V(z) = h(z), é um elemento de Autg (%)

it. Se U e Autg (%) e ¥(z) = h(x) entao h € hom(f, f).

Demonstracao: (i) Tome u(X),v(X) € R[X]| polinémios tais que u — v € (f), ou
seja, u — v = f.g para algum g € R[X]. Note que f(h(X)) = f(X).l(X) para
Agum | € RIX]. Assim, (u— 0)(h(X)) = (f9)(h(X)) = F(B(X)).g(h(X)) =
F(X).U(X).g(h(X)) € (f). Portanto, u(h(z)) = wv(h(x)). Desta forma, ¥ estd
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bem definida. Claramente, U (estendida por linearidade) é um homomorfismo de
R-4lgebras. Suponha que ¥(u(x)) = 0. Entao, u(h(z)) = 0, ou seja, u(h(X)) =
f(X).v(X) para algum v(X) € R[X]|. Seja t € hom(f,f) tal que toh = X €
hom(f, f). Dai, h(t(X)) — X € (f). Logo, h(t(a;)) = a; para qualquer 1 < i < n.
Conseqiientemente, u(a;) = u(h(t(a;))) = f(t(a;)).v(t(a;)) = 0, pois t € hom(f, f).

Portanto, u(x) = 0 e ¥ é injetora. Observe que, % ~ (%) C %. Pelo Lema
1.1 de [9], temos ¥ <R([T))q> = %. Entao, ¥ é também sobrejetora e o resultado
segue.

(it) Como {1,z,...,2""'} é uma R-base de % temos que d(h) < n = O(f).
Além disso, 0 = ¥(0) = U(f(z)) = f(h(z)). Desta forma, f(h(X)) € (f). Logo,
h(X) € hom(f, ). |

Corolario 3.3.5. Seja f € C(R) um polinomio irredutivel, normal e de grau n e

suponha que hom(f, f) ={f1,..., fu}. Entdo %/R € uma extensdao galoisiana com

grupo H = Autg <%) ={o;: j=1,...,n}, onde 0;(x) = f;(z) ex =X + (f).

Demonstracao: Como vimos no Lema 3.3.2, % /R é uma extensao galoisiana

com grupo H = Autp (%) Pelo Lema 3.3.4, para cada 1 < j < n, definindo

o;(x) = f;(x) temos que o; € H. E facil ver também que se i # j entdo o; # 0.
Sendo que #H = 0(f) =n, segue que H ={o; : j=1,...,n}. [

Coroléario 3.3.6. Se f € C(R) € um polinémio irredutivel e normal entdo os grupos

hom(f, f) e H= Autg (%) sao isomorfos.

Demonstracao: Suponha que hom(f, f) = {fi1,..., fn}. Pelo Corolério 3.3.5, g; :

% — % dada por o;(z) = f;(z), onde z = X +(f), ¢ um elemento de H. Defina

¢ : hom(f, f) — H por ¢(f;) = o;. Claramente ¢ é uma bijecao. Além disso, dados
fiofy € hom(f, f) temos 6(f; o f5)(x) = F5(fi(x)) = 6(f)(5(2)) = 6(f)(0()(@)).
Portanto, ¢(f;o f;) = ¢(fi) o ¢(f;), onde o do lado esquerdo denota a operacao entre
os morfismos da categoria M (R) e o do lado direito a composi¢ao usual de fungdes.

Conseqiientemente, ¢ é um isomorfismo de grupos. |

Usaremos o Lema 3.3.2 para provar o proximo resultado, o qual generaliza o
Corolério 1 de [6].

Proposicao 3.3.7. Sejam f,g € C(R) polinomios irredutiveis tais que f(X) =
(X —a1)...(X —a,) e g(X) = (X —by)...(X —b,) em Qgp[X]. As sequintes

afirmacoes sao equivalentes:
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i. f,g geram a mesma extensao de R e sao normais.
it. #hom(f,g) =n.

iti. #hom(g, f) = n.

w. G4(X) = H (X — (a;, +t1b;, + ... +tsb;,)] tem n® fatores irredutiveis
1<iyis<n
de grau n, sendo que n destes fatores possuem uma raiz do tipo a; +t1b1+ ...+
tsby.

Mais ainda, se hom(g, f) = {h1,...,h,} entdo

H (X — (CLk + tlhil (ak) + ...+ tshis(ak)))

k=1
é fator irredutivel de G(X) para cada escolha (i, ..., is) comi; € {1,...,n}.

Demonstracao: (i — ii) Pelo Corolédrio 3.2.3, sabemos que existe h € hom(f,g).
Pelo Lema 3.3.2, hom(g,g9) = {g1,...,9n}. Segue do Teorema 3.2.4, que g; o h €
hom(f,g) para todo 1 < j < n. Seja u € hom(f,g). Pelo Corolario 3.2.5 existe
t € hom(g, f) comtoh = X € hom(f, f). Note que pela defini¢cdo da operagao entre
os morfismos da categoria M (R) temos uot € hom(g, g). Dai, uot = g;, para algum
je{l,....,n}. Logo,u =uoX =uotoh = g;oh, ouseja, u= g; oh. Assim,
hom(f,g) ={gjoh :j=1,...,n}.

(i1 — 14i) Imediato do Coroldrio 3.2.5, parte (ii).

(i4i — iv) Suponha que hom(g, f) = {hi,...,h,} e tome a(iy,...,is) = a; +
tihi (a1) + ... + tshi (a1) € Rlai]. Observe que hy (a1) € {b1,...,b,}. Racioci-
nando como na Proposigao 3.2.1 (it — 4ii), obtemos R[a(iq,...,is)] = Rlay] para

cada escolha (iy,...,1s). Portanto,

TT X = (an + tahi () + - + toha (ax)]

k=1

¢ um fator irredutivel de G de grau n. Observe que para cada 1 < 7 < n, os fatores

obtidos de G a partir da escolha «(7, ..., ) possuem uma raiz do tipo desejada.

(iv — 1) Pelo Corolario 3.2.3 e pela hipdtese, f e g geram a mesma extensao de R.
Falta verificar que f e g sao normais. Suponha que f nao é normal. Pelo Lema 3.3.2,

a; ¢ Rlay] para algum i. Como f e g geram a mesma extensdo, Rla1] = R[bg]
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para algum k € {1,...,n}. Tome a = a; + t1bx + ... + tsbp € R[a;, bi]. Usando
novamente a argumentacao feita na Proposicao 3.2.1, obtemos Rla] = Rla;,by] e
rankgrR[a;, by] > rankrR[by] = n. Portanto, G5 possui um fator irredutivel de grau
maior que n, contrariando a hipotese. Logo, f é normal. De forma analoga verifica-se

que g é normal. |

Note que na demonstragao de (iv — 7) usamos a hipdtese de G possuir fatores
irredutiveis com raizes do tipo a; +t1b; + ...+ tsb; somente para garantir que f e g
geram a mesma extensao de R. Sendo assim, no caso em que g = f podemos excluir

essa hipdtese. Entdo temos um coroldrio, o qual generaliza a Proposigao 1 de [6].

Corolario 3.3.8. Seja f € C(R) um polinomio irredutivel, f(X) = (X —ay)... (X —

a,) em Qr[X|. As sequintes afirmacoes sio equivalentes:
i. f € normal.

ii. #hom(f, f) = n.

iii. Fy(X) = H (X — (a;, + tras, + ... +tsa;,)] € o produto de n® fatores
1<ignis<n
irredutiveis de grau n em R[X].

Mais ainda, se hom(f, f) = {f1,..., fu} entdo os fatores irredutiveis de Fs(X) sdo
da forma :

n

T X = (an+tafi (@) + .+ tafi(an)]

k=1
Observacgao: Observando a demonstracao da Proposicao 3.3.7 concluimos que f e
cada fator do polinomio F; geram a mesma extensao de R. Mais ainda, como Fj é
separavel, segue do Lema 1.2 de [11] que os ideais gerados pelos seus fatores sao dois
a dois comaximais. Portanto, a decomposicao de F, produz n® polinomios monicos,
separaveis e irredutiveis que geram a mesma extensao de f e cujos respectivos ideais
gerados sao dois a dois comaximais. Entao podemos utilizar os fatores irredutiveis
de Fs no problema da existéncia do elemento primitivo, como veremos no préximo
teorema.

Suponha que S = 51 @ ... S./R é uma extensao galoisiana de posto m e que
uma de suas componentes conexas, digamos S;, possui elemento primitivo. Tome
f € R[X] um polinomio separdvel e irredutivel tal que S; = % e d(f) = n. Dado
s € N, assuma que os polinomios u(Xj, ..., X;) e Fs sdo construidos a partir das

raizes de f em Q. Com essas notagoes temos o seguinte teorema.
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Teorema 3.3.9. Se para s € N tal que s > log,r existem ti,...,ts € U(R) tal que
u(ty,...,ts) € U(R) entao S/R tem elemento primitivo.

Demonstragao: Pela observacao anterior, #1z(S;) > n®. Mas por hipétese, s >
logn,r. Portanto, n® > r. Assim, #Igr(S;) > r. Pelo Teorema 2.3.2, S/R tem

elemento primitivo. [ |

3.4 Critérios Matriciais

Nessa se¢ao, daremos critérios envolvendo o determinante de matrizes construidas
a partir das raizes dos polinomios, para decidir quando estes sao normais e (ou) geram
a mesma extensao de R.

Iniciamos introduzindo algumas notagoes necessarias. Sejam f, g € C(R) polino-
mios irredutiveis com f(X) = (X —ay)...(X —a,) e g(X) = (X —by)... (X —by)

em Qr[X]. Denotamos por

1 1 1
aq a9 Qp,
D = _
1 _1 _
at™' aly an~!

Para cada o € S,, (grupo de permutacoes), Dy denotard o determinante obtido de
D trocando a k-ésima linha por (bsn), - - -, bo@m))-

A préxima proposicao generaliza a Proposicao 4 de [6].
Proposicao 3.4.1. Com a notacao acima, as sequintes afirmacoes sao equivalentes:
1. f e g geram a mesma extensao de R.
ii. hom(g, f) # 0.
wi. Bxiste o € S, tal que D = \;D, com A\, € R para todo 1 < k < n.

Nesse caso, h(X) =1 + ...+ 1r,X""" € hom(g, ) e h(a;) = by(;) se e somente se
7 =1iD para todo 1 < k <n.

Demonstracao: (i — ii) Segue do Corolario 3.2.3 e do Corolario 3.2.5.

(19 — d1i) Se h € hom(g, f) entdo g(h(a;)) = 0. Assuma que h(X) = r; + ...+

r, X"t € R[X]. Considere uma extensao fortemente separével L de R tal que
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{ai,...,a,,b1,...,b,} C L. Pelo Lema 2.1 de [14], by, ..., b, sao todas as raizes de
g em L. Note que h(a;) é uma raiz de g que estd em L, pois h(a;) € Rla;] C L.
Portanto, h(a;) = bj,. Note também que h(a;) # h(a;) se i # j. De fato, suponha
que para i # j temos h(a;) = h(a;). Pelo Corolario 3.2.5, existe t € hom(f,g) tal
que hot = X € hom(f,f). Pela definicao da operagao o, temos que t(h(X)) =
f(X)q(X)+ X para algum ¢(X) € R[X]. Entao, a; = t(h(a;)) = t(h(a;)) = a;. Mas
isto é um absurdo. Portanto, h(a;) # h(a;). Desta forma, se tomarmos o tal que

o(i) = j;, temos que o € S,,. Assim,

1 1 1 e 1 1
al az a3 « e . « e . a’n—l an
k—2 k-2 k-2 k—2 k—2
Do — ay Qg as oo Ap 1 anp
7 =
h(a1) h(az) h(az) -+ -+ h(a,—1) h(a,)
k k k k k
aq ) as Q1 ap,
n—1 n—1 n—1 n—1 n—1
) ) as Q1 a,

Conseqiientemente, D7 = r;D para todo 1 < k <n.

(it — i) Tome 0 € S, e A\i,..., A, € R tais que D = M\D. Observe que

D = H(ai — aj). Como f é um polinoémio separavel, segue do Lema 2.1 de
i>j

[14], que a; — a; € U(Qg). Logo, D € U(Qg). Assim, v; = (1,...,1), vy =

(ar, ... an), ., v, = (a7t ... a" 1) é uma Qg-base de Q% = Qr x ... x Qg (n-

vezes). Portanto, (by(1), ..., bem)) = 8101 + ... + Sp¥y , 8; € Qp. De forma analoga

ao que foi feito acima, temos DY = s, D. Assim, s, = D{D™' = )\, € R. Logo,
bo1) € Rlai] e entdo R[b,(1)] = Rla1]. Desta forma, f e g geram a mesma extensao.
Observe também que se h(X) = A+...+X, X" ! entao h(a;) = by;) e h € hom(y, f).

Note que a tltima afirmagao da proposigao foi verificada nas demonstragoes de (ii —
i) e (it — 7). |
Agora gostariamos de ter um critério matricial, ndo somente para decidir se f e g

geram a mesma extensao, mas também para dizer se f e g sao normais. Tal critério

¢ dado na proxima proposicao.
Proposigao 3.4.2. As sequintes afirmacgoes sao equivalentes:

i. [ eg geram a mesma extensdo de R e sao normais.
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it. #hom(g, f) =n.

iii. Existem exatamente n permutagoes oy,...,0, € S, tais que D}’ = M\;D
Aij € R, para todo 1 < k,j <n.

Nesse caso, hom(g, f) = {h1,...,hn}, hi(X) =r1j +ro; X + ...+ 1rp; X" € R[X]

e hj(a;) = by, se e somente se Dy’ = ry;D, para todo 1 < k,j < n.

Demonstragao: (i < ii) Segue da Proposi¢ao 3.3.7.

(¢4 — i) Suponha que hom(g, f) = {h1,...,h,}. Para cada j, temos g(h;(X)) €
(f). Mais ainda, h;(a;) é raiz de g, para todo 1 < i < n. Suponha que h;j(a;) =
bjw
temos que hj(an) # hj(a) se m # [. Portanto, o; € S,,. Note também que h;(a;) #

1 < j; < n, e defina 0(i) = j;. Da mesma forma que na proposigao anterior,

hi(a;) (j # 1). De fato, suponha que para j # [ temos h;(a;) = hi(a;). Pelo
Corolario 3.2.5, existe t € hom(f,g) tal que hjot = X € hom(f,f) etoh; =
X € hom(g,g). Entao, t(h;(X)) = f(X)g(X) + X para algum ¢(X) € R[X].
Conseqiientemente, a; = t(hj(a;)) = t(h(a;)). Assim, t(h(X)) — X € (f). Pela
defini¢do da operagao o, temos h; ot = X € hom(f, f). Portanto, hy = hjo X =
hjotoh; = X oh; = hj. Mas isto é um absurdo. Dali, temos que h;(a;) # hi(a;)
se j # l. Assim, 0; # o0, para j # [. Como na Proposi¢do 3.4.1, se h;(X) =
ri 41X 4+ .+ 1 X" € R[X] entdo D)’ = ry;D. Falta apenas verificar que
existem exatamente n permutagoes satisfazendo (iii). Suponha que existe 7 € S, tal
que D} =rgD et ¢ {o1,...,0,}. Entdo, é facil ver que h(X) =r;+...+r, X"t €
hom(g, f)eh ¢ {hi,...,h,}. Mas isso contradiz a nossa hipétese. Portanto, existem

exatamente n permutagoes satisfazendo (ii7).

(iii — i) Sejam oy,...,0, € S, tais que D)’ = \;D, A\ij € R para todo 1 <
k,7 < mn. Note que como D ¢ uma unidade em (), existem s;; € Qp, k,j =
L,...,n, tais que (bs,(1); - -, bo;(n)) = S1;U1 + ... + SnjUn, para todo 1 < j < n. Dai,
D’ D™t = s, = Agj. Tome hi(X) = Aij + Ao X + ... + \,; X" 1 € R[X] para todo
1 < j < n. Entdo, hj(a;) = bs,). Conseqiientemente, g(h;(a1)) = g(bs;1)) = 0.
Mas, % ~ Rla;]. Assim, h;(X) € hom(g, f) para todo 1 < j < n. Usando o fato
das permutagoes serem distintas, verifica-se imediatamente que os polinémios hs
sao distintos. Portanto, #hom(g, f) > n. Seja w(X) =r; + X + ...+, X" €
hom(g, f). Entao, u(a;) = bj,. Definindo o(i) = j; temos que o € S,, e Df = rD.
Pela hipétese, o0 = o0; para algum j € {1,...,n}. Entdo, r,D = A\;;D para todo
1 < k < n. Logo, 1, = A\ para todo 1 < k < n. Desta forma, u(X) = h;(X) e
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hom(g, f) = {h1,...,h,}. Pela Proposigao 3.3.7, f e g geram a mesma extensao e

Sa0 normais. [ |

Dado o € §,, denote por T} o determinante obtido de D trocando a k-ésima linha
POr (Go(1)s - - -5 Go(n))- O préximo resultado é conseqiiéncia imediata da proposigao

anterior.
Corolario 3.4.3. As sequintes afirmagcoes sao equivalentes:
. f € normal.

it. #hom(f, f)=0f =n.

iii. Ewzistem exatamente n permutagoes oy, ...,0, € S, tais que Ty’ = \g;D,
Aij € R, para todo 1 < k,j <n.

Nesse caso, hom(f, f) = {h1,..., hn}, hj(X) =1 + 19, X + ... + 1, X" € R[X]

e hj(a;) = as,;) se e somente se T, = r;D, para todo 1 < k,j < n.

Para finalizar, o préximo resultado nos diz que hom(f, f) é um subgrupo do
grupo S,, quando f é normal e 0f = n. Na verdade, podemos associar a cada

f; € hom(f, f) uma permutacao das raizes de f.

Corolario 3.4.4. Seja f(X) um polinomio normal. Entao existe H C S, um sub-

grupo de ordem n e um anti-isomorfismo de grupos de hom(f, f) para H.

Demonstracgao: Pelo Corolério 3.4.3, existem o7, ..., 0, € S,. Vamos verificar que
H = {o0y,...,0,} é um grupo. Conforme a demonstra¢do da Proposi¢ao 3.4.2, se
hom(f, f) ={f1,..., fa} € fi(a;) = a;, entdo o;(i) = j;. Tome 0 e o, em H e os
respectivos f; e fr em hom(f, f). Suponha que fj(a;) = a;, e fr(a;,) = ax, . Como
hom(f, f) é um grupo temos que f; o fi € hom(f, f). Além disso, pela operagao do
grupo hom(f, f) temos f; o fi(a;) = ay, . Assim, oy 0 0; é o elemento de H obtido
de fjo fi. Claramente 1 € H, pois X € hom(f, f). Logo, H é um subgrupo de S, e
U : hom(f, f) — H dada por ¥(f;) = o; é um anti-isomorfismo de grupos. |

Observe que no Corolério acima o007 significa a composicao de fungoes enquanto

fj o fr é a operagao introduzida entre os morfismos da categoria M (—).

46



Capitulo 4

Uma Forma Fraca do Teorema do

Elemento Primitivo

Como vimos no Capitulo 2, em geral, uma extensao fortemente separavel (em
particular, uma extensdo galoisiana) de um anel comutativo ndo possui elemento
primitivo. Também vimos que, nos casos possiveis, a existéncia de elemento primitivo
sO € assegurada mediante alguma restricao sobre o anel de base.

Em [23], T. McKenzie apresenta uma forma fraca do teorema do elemento primi-
tivo para anéis locais (Teorema 1.1 de [23]). O resultado de McKenzie afirma que se
(R, M) é um anel local e S/R ¢ uma extensao fortemente separdvel e conexa entao
existem a € Qg e f(X) € R[X] um polindmio monico, separdvel e irredutivel tais
que f(a) =0e S C R|a].

Sejam R um anel conexo e {0z o seu fecho separavel. Se para cada extensao
fortemente separdvel e conexa S de R existem a € Qg e f(X) € R[X] um polindémio
monico, separavel e irredutivel tais que f(a) =0 e S C R|a], diremos que R é um
anel que satisfaz a forma fraca do teorema do elemento primitivo e escreveremos: R
satisfaz a (f.f.e.p.).

Na primeira secao deste capitulo, introduzimos a nocao de anel localmente uni-
forme e provamos que os anéis conexos cujo quociente pelo radical (radical de Ja-
cobson) sdo von Neumann regulares e localmente uniformes satisfazem a (f.f.e.p.).
Em particular, para cada anel semilocal, o quociente pelo radical de Jacobson é von
Neumann regular e localmente uniforme. No entanto, no caso semilocal obtemos in-
formagoes adicionais e por isso apresentamos uma demonstracao independente para

este caso (secao 4.2).
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4.1 Anéis Localmente Uniformes

Em [4] defini-se anel uniforme da seguinte maneira. Sejam R um anel e X =
Spec(B(R)) o espectro booleano de R. Dizemos que R é uniforme se para cada
x € X existe uma cole¢ao de isomorfismos ®, : R, — R,, onde y varia em X,
tal que se ¥ C R é um subconjunto finito entao existe uma vizinhanca V' de x com
®,(a,) = a, para todo a € F e para todoy € V.

Como veremos no exemplo abaixo, em geral, para um anel semilocal o anel quo-
ciente %
elemento primitivo para uma classe de anéis que contenha os anéis semilocais. Para

nao ¢é uniforme. Nosso objetivo é provar a forma fraca do teorema do

tanto, introduzimos a seguinte definicao.

Definicao 4.1.1. Sejam R um anel e X = Spec(B(R)) o espectro booleano de R.
Dizemos que R € localmente uniforme se para cada x € X e para cada F' C R subcon-
Junto finito existem uma vizinhanga V=V(1,F) de x e uma cole¢do de isomorfismos
o, : R, — R,, onde y varia em V, tal que ®,(a,) = a, para todo a € F e para
todoy e V.

Lembremos que um anel comutativo R é dito von Neumann regular se para cada
r € R existe s € R tal que r = r?s. E sabido que R é von Neumann regular se e
somente se cada elemento de R é produto de um idempotente de R por uma unidade
de R. Conseqiientemente, se R é um anel comutativo conexo e von Neumann regular
entao R ¢ um corpo. Note que se R é um anel semilocal entao 5] é um produto
cartesiano finito de corpos. Logo, % é von Neumann regular.
Exemplo: Claramente todo anel uniforme é localmente uniforme. No entanto a
reciproca nao ¢ verdadeira. De fato, considere um anel semilocal R e assuma que
Maz(R) = {M;,..., M} e que os seus corpos residuais nao sao todos isomorfos.

Entao, % ¢ um anel semilocal com Max (%) = {%, e %} Note que

B (%) ¢ um anel finito. Assim, X = Spec (B (%

pode-se verificar que #X = t. Para cada x € X considere a vizinhanca V, = {x}

e o isomorfismo ®, : (i> — (%) como sendo a identidade de (i> .

J(R) J(R)
Entao ¢é localmente uniforme. Por outro lado, para cada x € X temos que

¢ finito. Na verdade

_R_
»J(R)
i A i 7 .
(J(R)>x ¢ von Neumann regular e conexo. Portanto, <J(R)>x é um corpo. Mais

R

ainda, <%>m = G ou seja, I(z) = % para algum M € Max(R). Logo,

R ~ R e ) R
( 70 R)>a: ~ ==, Como os corpos residuais nao sao todos isomorfos, temos que S0}

nao ¢é uniforme.
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A préxima observacao é importante e serd usada frequentemente no restante do

trabalho, inclusive no préximo teorema.

Observagao 4.1.2. Sejam S/R uma extensao fortemente separdvel e conexra e M €
Maz(R). O conjunto dos ideais maximais de S que estao sobre M (isto é, o conjunto
dos ideais mazimais de S que interceptados com R sdo iguais a M) € igual ao
congunto dos ideais maximais de S que ndao interceptam R — M. Mas este por sua
vez, estd em bijecao com o conjunto dos ideais maximais de Sy (o localizado sequndo
o sistema multiplicativo R— M ). Pela Proposi¢ao 2.3 de [14], Sy € uma Rq-dlgebra
fortemente separdvel. Pelo coroldrio do Lema 2 de [28], temos que Sy € um anel

semilocal. Portanto, o numero de ideais maximais de S que estao sobre M ¢ finito.

Apresentaremos agora a forma fraca do teorema do elemento primitivo para anéis
conexos cujo quociente pelo seu radical ¢ von Neumann regular e localmente uni-

forme.

Teorema 4.1.3. Se S/R é uma extensao fortemente separdvel e conexa e % € um

anel von Neumann regular e localmente uniforme entdo existem € Qp e u € R[X]

um polinémio monico, separdvel e irredutivel tais que u(5) =0 e S C R[f].

Demonstracao: Sejam R = %, S = J(—;)s = %S) e X = X(R) o espectro

booleano de R. Note que R, = o) ¢ von Neumann regular e conexo, para cada

S |?CJ\

x € X(R). Portanto, R, é um corpo. Pelo Teorema 1.1 de [14], cada extensdo
fortemente separavel e conexa imerge numa extensao galoisiana e conexa. Entao,
podemos assumir que S/R é galoisiana. Suponha que rankrgS =ne que Y = {z €

X : |R,| < oo}. A demonstracio sera feita em 02 casos.
12 caso: YV =0

Nesse caso, |R,| = oo para todo € X. E bem conhecido que cada extensao
separavel e finita de um corpo infinito tem elemento primitivo. Entdo, S, /R, tem
elemento primitivo para cada € X. Pelo Teorema 2.1.2, S/R tem elemento primi-
tivo, ou seja, S = R[], onde 8 = B+ J(S). Dai, S = R[3]+J(S) C R[3]+MS C S,
para cada M € Max(R). Pelo lema de Nakayama generalizado ([5, Corolério
1.1.8]), S = R[3]. Pela Proposigao 2.2.3, existe u(X) € R[X] um polinémio monico,
separavel e irredutivel tal que u(3) = 0.

2 caso: Y # ()

R
_ 1)
um corpo para cada z € X. Assim, /(z) é um ideal maximal de R. Mas, Max(R) =

Nesse caso, considere ¢ = min{|R,| : = € Y}. Como ja observamos, R, = é
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{% : Me Max(R)}. Desta forma, para cada z € X existe M € Maz(R) tal
q

que I(z) = %. Tome p € N um nimero primo tal que q% > n e p nao divide n.
Dado y € Y considere f,(X) = (ag), + (a1), X + ...+ (ay,_1),XP"1 + XP € R,[X] um
polindmio separdvel e irredutivel e f(X) = ag+ a1 X +... +a, 1 XP~1 + XP € R[X].
Note que o polinomio f,(X) existe, pois }_%y ¢ um corpo finito. Por hipodtese, existe
uma vizinhanga N(f;) de y e isomorfismos ®, : R, — R, tal que ®,((a;),) = (a;),
para todo 0 < j < p — 1 e para todo z € N(f;). Como f, é separdvel sobre R,
segue do Corolario 1.3 e do Teorema 2.3 de [25] que d(f,) = d(f), é invertivel em
R,. Assim, existe A € R tal que (§(f)\), = 1,. Pela Proposicio 1.2.8, existe uma
vizinhanga N (fy) de y tal que (6(f)A), = 1., para qualquer x € N(f5). Mais ainda,
(0(f)N) fa = fo. Tomando a intersec¢ao das vizinhancas N(f1) e N(f2), podemos
considerar um idempotente e(y) = fifo em B(R), uma vizinhanca N(e(y)) de y tal
que (6(f)A), = 1, para todo z € N(e(y)), (6(f)N)e(y) = e(y) e isomorfismos P, :
R, — R, com ®_((a;),) = (a;), para todo 0 < j < p— 1 e para todo z € N(e(y)).
Observe também que f,(X) = (ag), + (a1).X + ... + (a,_1).XP"' + X? € R.[X]
é irredutivel (pois ®, é um isomorfismo) para todo z € N(e(y)) e que f(X)e(y) é
irredutivel em R[X]e(y). De fato, se existem u(X),v(X) € R[X] polinémios monicos
de grau maior ou igual a 1 tais que f(X)e(y) = u(X)e(y)v(X)e(y) entao f,(X) =
uy (X)v,(X) contrariando a irredutibilidade de f,(X).

Dado x € X — Y, considere um polinoémio separavel g,(X) = (by), + (b1).X + ...+
(bp1) XP L+ XP € Ry[X] e g(X) =by+ b, X + ... +b, 1 XP~! + XP € R[X]. Note
que o polinémio g,(X) existe pois o corpo R, é infinito. Usando a separabilidade
de ¢,(X), o Corolério 1.3, o Teorema 2.3 de [25] e a Proposigao 1.2.8, obtemos uma
vizinhanca N(e(x)) de z tal que g,(X) é separdvel em R,[X] para todo z € N(e(x))
e g(X)e(w) é separdvel em R[X]e(x).

Usando o argumento de compacidade usual, existem idempotentes e1, . .., e, € B(R)
e polindmios moénicos fi,...,f, € R[X] de grau p tais que: e; + ... +e, = 1,
e;e; = 0 se (i # j), fie; é separavel para todo 1 < i < r e fie; é irredutivel se
N(e;) é vizinhanca de algum y € Y. Tome h = fie; + ...+ f.e, € R[X]. Note
que h é um polinomio monico de grau p. Vamos verificar que h é separavel em
R[X]. De fato, pelo coroldrio 1.3 de [25], §(he;) = d(h)e; e 6(fie;) = 6(f;)e; para
todo 1 < i < r. Logo, 6(h) = 6(h)e; + ...+ d(h)e, = d(her) + ... + d(he,) =
5(fi)er + ...+ 6(fr)e.. Como 8(f;)e; € U(Re;) e os idempotentes sao dois a dois

ortogonais temos que §(h) € U(R). Pelo Teorema 2.3 de [25], h € R[X] é um

polinémio separavel. Seja ¢(X) € R[X] um polindbmio moénico de grau p tal que

20



t = h (mod J(R)). Pelo Corolario 1.3 de [25], 6(f) = 0(t) = d(h) € U(R). Dai,
d(t) € U(R) e conseqiientemente ¢(X) é um polindémio separdvel em R[X].

Agora provaremos que t(X) é um polinomio irredutivel em S[X]. Suponha que
X)) =ro+nmX+ ...+ X1+ XP € RX] esejay €Y. Entao, {,(X) =
(Fo)y + (T1)y X + ...+ (Fp1), XP~ 1+ XP € R [X]. Por outro lado, #,(X) = (f;),(X)
para algum i € {1,...,7} ey € N(e;). Como y € Y temos que (f;),(X) é irredutivel
em R,[X]. Suponha que I(y) = % e que Pi,..., P, sdo todos os ideais maximais

de S que estdo sobre M (ver Observacao 4.1.2). Entdo temos R, ~ %, sendo o

isomorfismo dado por ¥(7,) = r + M. Note que o polinomio W(t,(X)) = (ro +
M)+ (r1 + M)X + ..+ (rpy + M)XPH 4+ XP € E[X] é irredutivel. Mas p nao

divide n e entao p nao divide [% : %] Desta forma, o polinomio (ro + Py) + (r1 +

P)X + ... 4 (rpo1 + P1)XP 4 XP € S[X] ¢ irredutivel, ou seja,  visto em 5-[X]

¢ um polindmio irredutivel. Portanto, ¢(X) € S[X] é irredutivel. J& vimos que
t(X) é separdvel em R[X]. Dai, como R ~ R.1 C S temos que ¢(X) é separdvel

em S[X]. Tome T = (S'([))(()]). Pela escolha de ¢(X) temos que T7'/S é uma extensao

fortemente separavel e conexa (cf.Lema 2.2.2). Pela transitividade da separabilidade
e pela Proposicao 1.5 de [14], temos que T'/R ¢é uma extensao fortemente separavel
e conexa.

Vamos verificar que T, /R, tem elemento primitivo para cada z € X, onde T =

% = J(% Claramente, se # € X — Y entdo T, /R, tem elemento primitivo. Seja

y € Y e suponha que I(y) = e que Py, ..., Ps sao todos os ideais maximais de S

J(R)
que estao sobre M (ver Observagao 4.1.2). De forma andloga ao que fizemos acima,

prova-se que t visto em 73%[X | é irredutivel para cada 1 < j < s. Pelo Teorema 3.5

T .S

[Plj, : A—Iﬂ =D [7% : %} =p [% : %], pois 7% ~ % ja que S/R é galoisiana. Denote

por N,(n) o nimero de polindomios monicos e irredutiveis de grau n sobre o corpo

XP—X
P

de [21], T possui apenas um ideal maximal P} sobre P; e [ } = p. Portanto,

finito com ¢ elementos. E ficil verificar que a funcao é crescente em [1,00).

Pelo Teorema 3.25 de [18], temos N,(p) = £=¢. Portanto, se |R,| = ¢, entdo
p
N, (p) = —qy;qy > =4 — N, (p), pois ¢ = min{|R,| : x € Y}. Se [% : ﬂ} =1

p M
entao N, (p [% : A—’ZD = N, (p) = ( ) > n. Se [Pi : A—’ﬂ > 2 entao pelo Lema
1.2 de [15] temos N, <p [P—l ; /\ﬂ/t} ([ } Ny(p) > n.
Portanto, N, (p [ : ]) n > s. Assim, existem hq, ..., h, polmomlos monicos

separdveis e irredutiveis de grau p [% : /\—}ﬂ em 45 [X]. Pelo Teorema 2.1 de [21],
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s

MT = mP]' Usando o teorema do resto Chinés temos, m = % ®...0 L.

j=1 ’
R
Mais ainda, % o~ J%h[—))q para cada 1 < 5 < s. Novamente pelo teorema Chinés,
J J
R
T . X

7 Portanto, % / % tem elemento primitivo. Agora observe que Ty =

MT — (hi..hs

— T

T _ I T T D e ,
T 3 S T Desta forma, 7',/R, tem elemento primitivo. Como y é um

elemento arbitrario de Y segue que T, /R, tem elemento primitivo para todo z € X.

Da mesma forma que no primeiro caso, 7'/ R tem elemento primitivo, ou seja, existem
B €T ewulX)e R[X] um polindmio irredutivel tais que u() =0e S C R[5]. N

Os préximos corolarios generalizam os corolarios 1.2 e 1.4 de [23] e suas demons-
tragoes sao idénticas as dadas em [23]. No entanto, as repetiremos aqui para a
comodidade do leitor.

Antes porém, reproduziremos a definicao de fecho polinomial que foi dada origi-
nalmente por F. DeMeyer em [4]. Em [4], prova-se também a existéncia e unicidade,

a menos de isomorfismo, do fecho polinomial para um anel conexo.

Definicao 4.1.4. Sejam R um anel conexo e I' uma extensdao localmente fortemente

separdvel e conexa de R. Dizemos que I' é um fecho polinomial se:

1. qualquer subconjunto finito de I' estd contido em uma extensao de R da for-
ma Rlay,...,a,) C T, sendo que «; € raiz de um polinémio separdvel sobre

R[Oél, st 7ai71];
ii. cada polinéomio separdvel sobre R se decompde em fatores lineares em T'[X].

Corolario 4.1.5. Se R é um anel conezo tal que % ¢ um anel von Neumann

R)
reqular e localmente uniforme entao o fecho separdvel de R e o fecho polinomial de

R coincidem.

Demonstragao: Pelo Teorema I11.4.4 de [5], cada polindémio separdvel e ménico em
R[X] é um produto de fatores lineares em Qg[X]|. Sejam «y,...,q, € Qg. Entao,
existe uma extensao S/ R fortemente separdvel e conexa tal que oy, ..., a, € S. Pelo
teorema anterior, existe o € ) raiz de um polinémio monico, separéavel e irredutivel
sobre R tal que S C R[a]. Portanto, 2z é um fecho polinomial de R. Pela unicidade,

o fecho separavel de R e o fecho polinomial de R sao iguais. [

Corolario 4.1.6. Sejam R um anel conexo tal que % é¢ um anel von Neumann

reqular e localmente uniforme e T C Qg um subanel tal que R C T. Entdao Qr = Q.
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Demonstragao: Precisamos provar que {2z é uma extensao localmente fortemente
separavel de T'. Sejam aq,...,q, € Qz. Pelo Teorema anterior, existem o € €y
e f(X) € R[X] um polinémio monico, separavel e irredutivel tal que f(a) = 0
e ay,...,0, € Rla]. Temos também, % ~ T Qg %. Como % é uma R-
algebra separavel, segue que % é um T-dlgebra separavel. Assim, T[a] é uma
T-élgebra fortemente separavel e T[a] C Qg. Mas, Rla] C T[a]. Dai, aq,...,a, €
T'[a]. Portanto, Q2p é uma extensao fortemente separdvel de 7. Sendo que Qg é
separavelmente fechado, temos Qr = Q7. |

Como vimos no exemplo no inicio desta secao, se R é um anel semilocal entao
% ¢ um anel localmente uniforme. O préximo exemplo mostra que existem anéis
conexos com infinitos ideais maximais e tais que o quociente pelo radical sao anéis von
Neumann regular e localmente uniformes. Portanto, o conjunto dos anéis semilocais
e conexos esta contido e é diferente do conjunto dos anéis conexos cujo quociente
pelo radical é von Neumann regular e localmente uniforme. Este exemplo foi sugerido

pelo professor Yves Lequain, ao qual somos gratos.

Exemplo: Sejam p € Z um numero primo positivo e R = Z, o localizado de Z
segundo o sistema multiplicativo S = Z — pZ. Segundo um resultado da teoria de
nimeros devido a H. Hasse ([12]) , o qual pode ser visto em [7, pg.185], existe uma
extensao quadratica K de Q tal que pO; = ¢1g2, onde Oy é o fecho inteiro de Z,) em
K e q e g2 sdo os unicos ideais maximais de O; que estao sobre pZ,. Novamente,
pelo mesmo teorema, existe uma extensao quadratica Ky de K7 tal que ¢1Qs = q11¢12
e ¢20y = ¢21¢20 onde Oy é o fecho inteiro de Q7 em Ks, ¢11 € g12 sao os unicos ideais
maximais de @y que estao sobre ¢ € 21 € ¢ao Sa0 0s Unicos ideais maximais de O,
que estao sobre ¢o. Da mesma forma, considere uma extensao quadratica K3 de K,

na qual cada ideal maximal ¢;; decompoe-se em dois ideais maximais. Continue este

o0

processo um numero infinito de vezes e considere L = U K; e O o fecho inteiro
j=1

de Z,) em L. Claramente temos O; € @, C ... € 0. Como em cada etapa cada

ideal maximal se decompde em outros dois ideais maximais e como Q/Z, é uma
extensdo inteira, segue que #Max(Q) = oco. Além disso, cada ideal maximal de O
estd sobre pZ,. Portanto, pO C J(Q) e dai, J(O) # 0. Lembre que a dimensao de
Krull de um anel R é dada por: dim(R) = sup{ht(P) : P € Spec(R)}, onde ht(P)
¢ o comprimento da maior cadeia de ideais primos do tipo Py TP, € ... C P, =P.
Observe que como Zg,) é um anel local entao dim(Zq)) = ht(pZ)). Mais ainda,

Zpy ¢ um dominio de ideais principais. Portanto, dim(Zg)) = 1. Sendo O/Zy,
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uma extensao inteira de anéis, temos que dim(Q) = 1. Assim, dim %) =

0] (0]
p@ p@ _ @ ~

Pelo Lema 1 de [10], e ¢ von Neumann regular. Mas, ey = Tg = —J(©)
p

Conseqiientemente, @ é um anel conexo com infinitos ideais maximais e J(@) é von

Neumann regular. Note que O = U 0;. Mais ainda, % ~ Z, para todo j € N e
j=1
para todo P € Spec(Q;). Seja P € Spec(0) e z € Q Entao, r = a+ P com a € O.

Logo, a € O, para algum j € N. Entao, z € Pn@
para todo P € Spec(Q). Considere R = J(@) e X = Spec(B(R)). Neste caso, note
que R, ~ Z, para cada z € X. Assim, R, = {0,,1,,...,(p — 1).}. Tome z € X
e F' C R finito, digamos F' = {ay,...,a,}. Para cada i € {0,...,p — 1}, considere

={1<j<n : (a), =1i}. Note que a unido dos conjuntos I's é igual ao

~ Z,. Desta forma, % ~ Zy

conjunto {1,...,n} e que I; pode ser vazio. Se I; # (), para cada j € I;, tome uma

vizinhanca V; de z tal que (a;), = i, para todo y € V;. Seja V = ﬂ V;. Note que V/
j=1
é uma vizinhanga de z e que (a;), = (a;), para todo 1 < j < n e para todo y € V.

Entao, para cada y € V, a fungdo ¢, : R, — R, dada por ®,(i,) = i, é um
isomorfismo e satisfaz a condicao exigida na definicao de anel localmente uniforme.

Portanto, R é um anel localmente uniforme.

4.2 Caso Semilocal

Nessa se¢ao apresentamos uma demonstragao independente da forma fraca do teo-
rema do elemento primitivo para o caso semilocal. Além disso, obtemos informagoes

relacionadas com o posto das extensoes.

Teorema 4.2.1. Se S/R é uma extensdao fortemente separdvel e conexa e R é um
anel semilocal entao existem o € Qg e u(X) € R[X] um polinémio separdvel e
irredutivel tais que u(o) = 0 e S C R[a] = T. Mais ainda, podemos escolher um

nimero primo impar p tal que rankgT = p' - rankgS, onde i =0 ou i = 1.

Demonstragao: Por simplicidade, vamos supor que Maz(R) = {M;, Ms}. Para
um numero finito qualquer de ideais maximais, segue-se raciocinio analogo ao feito

aqui. A demonstracao sera dividida em 03 casos.

12 caso:

=00, i=1,2

R
M;
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Neste caso, pelo Corolério 2.4.3, S/R tem elemento primitivo. Portanto, existe v € S
tal que S = R[a]. Conseqiientemente, pela Proposicao 2.2.3, existe u(X) € R[X]

um polinémio monico, separavel e irredutivel tal que u(a) = 0.
. |.r -
22 caso: ‘M’<oo, 1=1,2.

Suponha que os ideais maximais de S que estao sobre M; sejam Q;,..., 9, e o0s
ideais maximais de S que estao sobre my sejam Py, ..., P, (ver Observacao 4.1.2). Os
nimeros primos positivos constituem um subconjunto infinito dos niimeros naturais.

Entao, tome p € N um ntmero primo suficientemente grande (p > 2) tal que p

nao divide [Q% : /\%1] para todo 1 < j < n, p nao divide [g : /%] para todo
~ P— = R R : R
1<i<m, &4 >p &8 > p onde g = ‘M‘e(h: ‘E‘ SeJagiEM[X]

um polindmio monico, separdvel e irredutivel com dg; = p, ¢ = 1,2. Suponha que
B(X) =T+ @mX 4. 4T XP + XP e go(X) = bo+ b1 X + ... +by 1 X1 4 XP.

Note que (@, by) € Mil X Miz, k =20,...,p— 1. Pelo teorema do resto Chineés,
existem c,,ci,...,c, 1 € R tais que ¢, = @ (mod M,) e ¢ = by, (mod My), para

todo 0 < k < p—1. Considere f(z) = ¢, + 1. X + ... + ¢, 1 X! + X? € R[X].

Observe que f = g1 (mod M;) e f = g, (mod My). Entdo, pelo Teorema 2.2
de [14], f é um polinoémio separavel em R[X]|. Mas, % ~ S ®pg % é uma S-
algebra separavel. Conseqilentemente, f é separdvel em S[X]. Além disso, como

dg, e |:Qil : /\%1] sao coprimos, segue que g; € irredutivel em Q%[X |. Portanto, f é
S[X]

irredutivel em S[X]. Considere T" = < € note que T/S ¢ fortemente separavel
e conexa (cf. Lema 2.2.2). Denote por N,(n) o nimero de polinémios monicos e
irredutiveis de grau n sobre o corpo finito com ¢ elementos. Pelo Teorema 3.25 de [18],
temos Ny(p) = % > n. Logo, existem hq,...,h, € %[X] polinémios monicos,
separaveis e irredutiveis tais que Oh; = p [Q% : Mil] para todo 1 < j < n. De fato, se

[Q% : %] = 1 entao N, (p [Q% : /\%D = Ny(p) > n. Se [Q% : %] > 2 entao pelo

Lema 1.2 de [15] temos N, (p [Q% ; iD > Ny(p)N, ([i : /%]) > Ny(p) > n.

My - Q; -
Observe que Mil é um corpo perfeito, pois é um corpo finito. Assim, os polinémios
hj sao separaveis. Analogamente, existem ti,...,t,, € %[X | polinémios monicos,
separaveis e irredutiveis tais que 0t; = p [Pﬁ : /\%} para todo 1 < ¢ < m. Pelo

Teorema 3.5 de [21], T possui apenas um ideal maximal Q’; sobre Q; e [% : Q%] = p.
J
R

£ x
R] :p[gzi]. Desta forma, %:Ml—[]paratodolgjgn.
J J

T . R
Portanto, [33 Ve o )
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Pelo Teorema 2.1 de [21], MT = ﬂ Q’;. Usando o teorema do resto Chinés temos,
j=1
r X
MT — (hlhg...hn)

. Da mesma forma, pelo Teorema 3.5 de [21], T' possui apenas um

ideal maximal P! sobre P; e [% : %] =p [Pi : /\%} para cada 1 < i < m. Logo,
R
% ~ Mé) para todo 1 < i < m. Novamente, pelo Teorema 2.1 de [21] e pelo
7 R X
teorema do resto Chinés temos MZT ~ (tf;‘;’.{.ti). Portanto, % / Mii tem elemento

primitivo para ¢ = 1,2. Entao, pela Proposi¢ao 2.4.2, T'/R tem elemento primitivo

e o resultado segue como no caso anterior.

o .| R R | _
32 caso: ‘M1‘<ooe‘M2‘—oo.

De forma andloga ao caso anterior, considere p um ntmero primo tal que p nao
.. . p_ ~ . .
divide [Qi : Mil} para todo 1 < 53 < ne % > n, onde Qq,...,Q, sao os ideais

J

R R oA
M‘ Tome g1 € 7[X] um polindmio
monico, separavel e irredutivel de grau p. Como no caso anterior, existem polinomios

maximais de S que estao sobre M e ¢ =

R A~ . ’ . . ’ . . S . R
hi,....h, € M[X] monicos, separaveis e irredutiveis tais que d(h;) = p [Z : /\Tl]

para todo 1 < 57 < n. Por outro lado, considere g, € Miz[X | um polinémio ménico tal

que go nao possui raizes repetidas no fecho algébrico de % e o grau de g5 é p. Note

R
Mo

considerar go(X) = (X —21) ... (X —x,). De forma andloga ao caso anterior, usando

que tal polinomio existe. De fato, basta tomar ,...,z, € elementos distintos e

o teorema do resto Chinés, obtemos um polinémio f € R[X] monico, separavel e

irredutivel de grau p tal que f = g (mod M1) e f = gy (mod M;). Considerando
R

_ 81X T X
T = R obtemos que T ™ (hlh;.lhn

primitivo. Assim, 7'/R tem elemento primitivo e o resultado segue.

B — _Tr /R
7. Como ‘Mg‘ = 00, w7/ 7, tem elemento

Agora consideremos um corolario do Teorema 4.2.1.

Coroldrio 4.2.2. Se R é um dominio de fatoragdo tunica (D.F.U.) semilocal entdo

Qr € um dominio.

Demonstragao: Sejam a,b € (i tais que ab = 0. Considere uma R-subélgebra
S de Qi a qual é uma extensao fortemente separavel de R e contém a e b. Pelo
Teorema 4.2.1, existe um polinémio monico, separavel e irredutivel f € R[X] tal
que S C EX] " Como R é um D.F.U., temos que (f) é um ideal primo de R[X].
Conseqiientemente, % ¢ um dominio. Dai, S é um dominio. Portanto, a = 0 ou

b= 0. Assim, 2 é um dominio. |
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Observagao: Sejam L/F/K extensoes de corpos tais que L/K é separavel e [L :
K] < oo. Entao, pelo teorema do elemento primitivo para corpos, L/K tem elemento
primitivo e o niimero de corpos intermedidrios de L /K (corpos que contém K e estao
contidos em L) é finito. Conseqlientemente, o nimero de corpos intermedidrios
de F/K ¢ finito e entdo F/K tem elemento primitivo. O Teorema 4.2.1 mostra
que o mesmo nao ¢ valido no contexto de anéis comutativos. De fato, para um
anel semilocal R, considere uma extensao fortemente separavel e conexa S/R que
nao possui elemento primitivo (ver [32, pg.170]). Pelo Teorema 4.2.1, tal extensao
imerge numa extensao T'/R que possui elemento primitivo. Portanto, temos uma
extensao fortemente separavel que possui elemento primitivo com uma subalgebra

intermediaria que nao possui elemento primitivo.
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Capitulo 5
Fecho Separavel

Nesse capitulo abordaremos resultados relacionados com o fecho separavel de um
anel conexo. Na primeira se¢ao daremos critérios para que um polinomio separavel
e irredutivel sobre um anel conexo R permaneca irredutivel em %[X |, para cada
M € Max(R). Na segunda segao relacionaremos o fecho separavel de um anel
conexo R com o fecho separavel de certos anéis residuais obtidos via o quociente por

um ideal.

5.1 Irredutibilidade

O principal resultado desta secao é o Teorema 5.1.1. Como corolario de tal
resultado obtemos o Teorema 1.5 de [22].

Considere uma extensao de anéis S/R e M’ € Max(S). Observe que D(M') =
{o € Autg(S) : o(M') = M’} é um subgrupo do grupo Autg(S). Este grupo é

denominado o grupo de decomposicao de M’.

Teorema 5.1.1. Seja R um anel conero que satisfaz a (f.f.e.p.). As sequintes

afirmacoes sao equivalentes:

i. A fun¢ao ¥ : Mazx(Qr) — Max(R), dada por ¥(M') = M’ N R, é uma
bijecao.

ii. D(M') = Autr(Qr), para cada M' € Max(QR).

iii. Se f € R[X] é um polinémio separdvel e irredutivel entdo f € irredutivel em

2 [X] para todo M € Max(R).
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Demonstracao: (i — i) Sejam M’ € Max(Qr) e 0 € Autp(Qg) e assuma que
M N R =M. Entao, o(M') € Max(Qr) e c(M')N R =c(M'NR) =M. Usando
a hipétese, temos que o(M’) = M. Portanto, o € D(M').

(it — i) Tome M|, M, € Max(Qg) tais que M{NR = Me M,NR = M.
Pelo Lema 2.2 de [21], existe 0 € Autr(Qg) tal que o(M)) = M. Por hipdtese,
o(M}) = M. Desta forma, M} = M} e ¥ é uma bijecao.

(1 — i) Suponha que existem f € R[X] um polindémio separdvel e irredutivel e
M € Maz(R) tal que f é redutivel em +5[X]. Vamos verificar que neste caso ¥ nio
é bijecao. Considere entao T' = %. Pelo Teorema 3.5 de [21], T possui pelo menos
dois ideais maximais sobre M. Note que T/ R é uma extensao fortemente separavel.
Pelo Lema 2.2.2, T" é um anel conexo. Pelo Corolario 1.3.18, existe uma imersao
de T em €)i. Dai, Q0 possui pelo menos dois ideais maximais que estao sobre M.

Portanto, ¥ nao é injetora.

(73t — i) Assuma que a funcdo ¥ ndo é uma bijecdo. Entao, ¥ nao é injetora, ou
seja, existem M), M), € Max(Q2g) tais que W(M)) = U(M)) e M| # M. Assim,

M{NR = MyNR =M € Max(R). Pelo Teorema 2.1 de [21], MQp = ] Q, onde

QeXx
X ¢ o conjunto dos ideais maximais de Q2 que estao sobre M. Assim, MQz C M.

Se MQr = M| entao de MQp C M, N M, C M) temos M| N M, = M.
Portanto, M| C M. Da maximalidade, temos M’ = M,,. Isto contradiz a escolha
feita. Desta forma, MQgr C M. Tome x € M|\ MQg. Entdo, existe uma extensao
fortemente separével S de R, S C Qp tal que x € S. Logo, = € (SN M))\ MS.
Mas, S N M/ é um ideal maximal de S que esta sobre M. Como MS C SN M1,
segue do Teorema 2.1 de [21], que existe um ideal maximal de S diferente de M| NS
que esta sobre M. Conseqiientemente, S é uma extensao fortemente separavel de
R que possui pelo menos dois ideais maximais que estao sobre M. Por hipdtese,
existem a € Qg e um polindmio monico, separdvel e irredutivel f(z) € R[X] tal
que f(a) =0e S C Rla]. Chamando T' = %, temos pela Proposicao 2.2.3 que
T ~ Rla]. Por hipétese, f(X) € £[X] ¢ irredutivel. Entdo, pelo Teorema 3.5 de
[21], T possui apenas um ideal maximal que estd sobre M. Dai, R[a] possui apenas
um ideal maximal que estd sobre M. Mas isto é uma contradi¢ao, pois S C R[a] é

uma extensao inteira e S possui pelo menos dois ideais maximais sobre M. [ |

Observacao: Note que a hipétese que R satisfaz a (f.f.e.p.) é usada apenas para

demonstrar (i — 1).
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Como conseqiiéncia imediata do teorema acima e do Teorema 4.1.3 temos os

seguintes corolarios.

Corolario 5.1.2. Seja R um anel conexo tal que % ¢ von Neumann reqular e

R)
localmente uniforme. As sequintes afirmacoes sdo equivalentes:

i. A funcio ¥ : Max(Qr) — Maz(R), dada por W(M') = M’ N R, € uma
bijecao.

ii. D(M') = Autr(Qr), para cada M' € Max(QR).

iii. Se f € R[X] é um polinémio separdvel e irredutivel entdo f ¢ irredutivel em

2 [X] para todo M € Maz(R).

Corolario 5.1.3. Sejam R um anel conexo e Max(R) = {My, ..., M;}. As sequin-

tes afirmacoes sao equivalentes:

i. Todo polinomio separdvel e irredutivel em R[X] permanece irredutivel visto em

Mii[X] para qualquer i = 1,...,t.

ii. #Max(Qr) =t.

Em [22] diz-se que um anel local (R, M) é fracamente henseliano se cada poli-

némio separavel e irredutivel em R[X] permanece irredutivel em 4%[X]. O préximo

corolério é o Teorema 1.5 de [22] e segue imediatamente do coroldrio acima.

Corolério 5.1.4. Seja (R, M) um anel local. Entio R é um anel fracamente hen-

seliano se e somente se Q0 € local.

Diremos que um anel conexo R satisfaz a condigao do elemento primitivo (c.e.p.)
se para cada extensdo fortemente separavel e conexa S/R existe a € S tal que
S = Rlal.

Corolario 5.1.5. Seja R um LG-anel conexo. As sequintes afirmacgoes sao equiva-
lentes:

i. Todo polinomio separdvel e irredutivel em R[X| permanece irredutivel em -5 [X|

para qualquer M € Max(R) e R satisfaz a (c.e.p.).

ii. U : Max(Qgr) — Max(R), dada por U(M') = M' N R, € bijecao.

60



Demonstragao: Assuma (i). Entao, pelo teorema anterior, ¥ é bijecao. Reciproca-

mente, suponha que ¥ é bijecao. Pela observacao feita abaixo do Teorema 5.1.1, todo

polinomio separével e irredutivel em R[X] permanece irredutivel em %[ X] para qual-

quer M € Max(R). Sejam S/R uma extensao fortemente separavel e M € Max(R).

Se W ¢ bijecao entao ¢ um corpo. Pelo teorema do elemento primitivo, /\% / %

s
MS
tem elemento primitivo. Pela Proposi¢ao 2.4.2, S/R tem elemento primitivo. Assim,

R satisfaz a c.e.p.. [ |

5.2 Fecho Separavel

O objetivo desta segao é generalizar dois resultados de [21]. O primeiro afirma que

se (g, M’) é um anel local entao Q% = %, onde M" € Mazx(Qr) e M'NR =M.

Provaremos que se R é um anel conexo tal que % ¢ von Neumann regular e M €
Maz(R) entao Q% = %, onde M' € Maz(Qr) e M'N R = M. A demonstragao

de tal resultado utiliza-se de argumentos via espectro booleano.

Também em [21], demonstra-se que se (Q2z, M’) é um anel local e I C R é um
ideal entao €2 B = 1%—1; Apresentamos aqui uma generalizacao deste resultado com
R

a seguinte forma: se R é um anel conexo tal que 53] ¢ von Neumann regular e

I C J(R) é um ideal tal que ~& é conexo entio Qr = &
IQg T IQR
Em seguida, apresentamos varios lemas os quais serao necessarios na demonstra-

¢ao do proximo teorema.

Lema 5.2.1. Sejam R um anel conero, S/R uma extensao localmente fortemente
separdvel e I C R um ideal. Entdo ISN R = 1.

Demonstragao: Assuma que S/R é uma extensao fortemente separdvel. Prova-
remos que, neste caso, IS N R = I. Claramente, I C IS N R. Pelo Corolério
[11.2.3 de [5], R é um R somando direto de S, isto é, existe um R-médulo N tal
que S = R® N. Logo, IS =1 & IN. Conseqiientemente, ISNR = (I & IN)NR.
Se z € (I+IN)NRentdo 2z € Rez=z+ycomz € [ ey € IN. Logo,
y=z—x € RNIN C RNN =0. Portanto, z =x € I. Assim, ISN R = 1. Agora

vamos provar o caso geral. Novamente é claro que I C IS N R. Seja z € ISN R.
n
Entao, z = Zaziyi € R, com z; € [ ey; € S. Considere T/R uma extensao

i=1
fortemente separavel tal que y; € T para cada 1 < i < neT C §. Desta forma,
ze€ITNR=1. Portanto, ISN R = 1. [
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Lema 5.2.2. Se T/R é uma extensao localmente fortemente separdvel e R € um anel

von Neumann reqular entao T € um anel von Neumann regular.

Demonstragao: Seja o € T. Como T/R é uma extensao localmente fortemente
separdvel, existe extensao fortemente separavel S/R tal que S C T e a € S. Se S
¢ von Neumann regular entdao o = o?f3, para algum 3 € S. Portanto, para cada
elemento o € T existe 8 € T tal que a = a?3. Desta forma, T é von Neumann
regular. Assim, é suficiente provar que uma extensao fortemente separavel de um
anel von Neumann regular é um anel von Neumann regular. Pelo Lema 1 de [10],
S é von Neumann regular se e somente Sy, é von Neumann regular para qualquer
M € Max(R). Mas Sy/Ra é uma extensao fortemente separavel e Ry é um corpo.
Pelo teorema de Wedderburn para algebras separaveis sobre corpos, Sy ¢ uma soma

direta finita de corpos. Logo, Sy é um anel von Neumann regular. [

Lema 5.2.3. Se R ¢ um anel conexo e I C R € um ideal tal que ? ¢ von Neumann

reqular entao I%—l; ¢ um anel von Neumann reqular.

Demonstragao: Pelo Lema 5.2.2; é suficiente provar que 1%_}; / ? ¢ uma extensao

localmente fortemente separavel. Pelo Lema 5.2.1, IQx N R = I. Assim, %—’;/? é

uma extensao de anéis. Sejam oy + [Qg, as + [Qg, ..., a, + [z elementos de %—1
Entao, existe S/R extensao fortemente separavel tal que {aq,...,a,} € S C Qpg.
Pela Proposicao 1.3.13, I% é uma ?—élgebra separavel. Logo, % % é uma extensao

fortemente separdvel. Pela Proposi¢ao 2 de [24], Qx/S é uma extensao localmente

fortemente separdvel. Pelo Lema 5.2.1, (15)QrNS = IS. Mas (15)QrNS = IQgNS.

Portanto, temos uma imersao de % em ]%—1; Identificando de maneira natural os
elementos «; + IS com «; + IQr temos que I%—’; / }7% ¢ uma extensao localmente

fortemente separavel. |

Denote por X(R) o espectro booleano de R, isto é, X(R) = Spec(B(R)) =
Max(B(R)), onde B(R) é a algebra booleana de R.

Lema 5.2.4. Se R é um anel von Neumann regular entio Max(R) = {I(x) : z €
X(R)}.

Demonstracao: Seja x € X(R). Entdo, R, é von Neumann regular e conexo.

Portanto, R, é um corpo. Mas, R, = %. Assim, I(z) € Max(R). Reciprocamente,
dado M € Maz(R), considere x como sendo o conjunto dos idempotentes de R que
estdao em M. E facil verificar que z é um ideal primo de B(R). Mas Spec(B(R)) =

Maz(B(R)). Desta forma, € X(R). Mais ainda, I(z) é o ideal de R gerado pelos
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elementos que estdao em z. Logo, I(z) C M. Pela parte anterior, I(x) é um ideal

maximal de R. Ou seja, I(z) = M. |

Teorema 5.2.5. Sejam R um anel conero tal que JR é von Neumann reqular

J(R)
e M € Max(R). Entdo Q< ) = %, qualquer que seja M’ € Max(Q2g) com

%
M NR=M.

Demonstragao: Seja M’ € Maz(Qg) tal que M’ N R = M. Fixemos as seguintes
notacoes: R = % eQp = J(gﬁ. Note que J(R)Q2r € J(2r). Na verdade, pode-se
verificar a igualdade, mas para nds é suficiente esta inclusao. Assim, J(R)Qr C M’
e escrevemos M’/ = ﬁ. Vamos verificar que Qﬁ’; / % ¢ uma extensao local-
mente fortemente separavel. Tome {a; + M',... a,, + M’} C % um subcon-
junto finito. Entao, existe uma extensao fortemente separavel S/R tal que S C Qg
e {aq,...,a,} € S. Pela Proposi¢ao 1.3.13, %/% é uma extensao fortemente
separavel. Como 2r/R é uma extensao inteira, segue que M’ NS é um ideal maxi-
mal de S. Pelo Teorema 2.1 de [21], M.S é a intersecgao de todos os ideais maximais
de S que estdo sobre M (ideais de S que interceptados com R sao iguais a M).
Portanto, M’ NS é um dos elementos desta interseccao. Pela Observagao 4.1.2,

o numero de ideais maximais de S que estao sobre M ¢ finito. Pelo teorema do

S , . S .
wing € um somando direto de ;7. Consequentemente,

S R = 7 QJ R ~
MOS / + € uma extensao fortemente separavel. Portanto, yvi / + € uma extensao

resto Chinés, temos que

localmente fortemente separavel. Falta verificar que % é separavelmente fechado.
Seja T'/ % uma extensao fortemente separdavel e conexa. Pelo teorema de Wedder-
burn para algebras separaveis sobre corpos temos que 7" é um corpo. Portanto,
existe um polindmio moénico, separavel e irredutivel f € %[X | tal que T' ~ i?}f }
Pelo Lema 5.2.3, Qg é um anel von Neumann regular. Pelo Lema 5.2.4, existe
x € X(Qg) tal que I(x) = M’. Portanto, (ﬁR>x = % ~ % Aplicando esse iso-
morfismo aos coeficientes de f obtemos um polinomio monico, separavel e irredutivel
uy € (Qr)e[X]. Se ux(X) = (ag)s + (a1)eX + ... + (ap_1)e X"t 4+ X™ entdo con-
sidere u(X) =ap+ a1 X + ...+ a,_1 X" ' + X™. Como u, é separavel sobre (QR)x,
segue do Corolario 1.3 e do Teorema 2.3 de [25] que §(u,) = d(u), é invertivel em
(Qr),. Assim, existe A € Qg tal que (6(u)\), = 1,. Pela Proposicio 1.2.8, existe
uma vizinhanga N(ey) de x tal que (6(u)A), = 1,, para qualquer z € N(ey). Mais
ainda, (d(u)A\)e; = e;. Portanto, u(X)e; é um polinémio separavel e irredutivel em
Qg[X]er de grau n = 9(f). Como N(e;) é “clopen”, temos que Y = X (Qz) — N(e;)

é um conjunto aberto. Portanto, dado y € Y existe uma vizinhanga V,, = N(e)
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de y tal que V, C Y. Tome um polinémio ménico e separével g, € (Qg),[X] de
grau n. Considere uma vizinhanca W, = N(f) de y tal que 6(g)f € U(Qrf). Entdo,
§(g)ef € U(Qgef). Desta forma, existe uma vizinhanga V,NW, = N(ef) de y tal que
N(ef) CY e g(X)ef é um polinémio monico e separdvel em Qp[X]ef. Observe que

para cada y € Y podemos construir o idempotente e f acima. Assim, chamaremos tal

idempotente de e(y). Portanto, X(Qg) = N(ey) U U N(e(y)) | Note que, pela
yey

escolha das vizinhangas N(e(y)) temos que N(e;) (U N(e ) = (. Usando o

yey
argumento de compacidade usual, obtemos ey, ..., e, € B(Qg) e ga,..., g € Qr[X]

tais que e; + ...+ e, = 1, e;e; = 0se i # j e g;(X)e; ¢ um polindmio separavel
em Qr[X]e; para todo i = 2,...,r. Tome g = ue; + gsea + ... + gre, € Qp[X].
Pelo coroldrio 1.3 de [25], d(uey) = d(u)ey e 0(gie;) = d(g;)e; para todo 2 < i < 7.
Logo, §(g) = d(g)er +(g)ea + ...+ 0(g)e, = d(ger)er + 6(gea)es + ... + d(ge,)e, =
d(u)er + d(ga)ea + ...+ 6(gr)er € U(Q2g). Assim, g(X) é um polindomio monico, se-
pardvel e de grau n. Mais ainda, como u(X)e; ¢ irredutivel em Qg[X]e;, temos
que g é irredutivel em Qg[X]. Seja h € Qg[X] um polindmio monico tal que
h = g (mod J(R)Qg). Pelo Coroldrio 1.3 de [25], 6(h) = 8(h) = d(g) € U(Qx).

Conseqiientemente, h € R[X] é um polinomio separavel. Ou seja, h é um polinémio

monico, separavel e irredutivel em Qg[X]. Portanto, QR[X} /g é uma extensao forte-

mente separavel e conexa. Logo, d(h) = 1. Desta forma n=1eT ~ W [ |

Observe que para um anel conexo R qualquer o resultado acima nao é verdadeiro.
De fato, tome R = Z e note que 2z = R, pois Z é separavelmente fechado. Tomando
um ideal maximal M = pZ, onde p é um nimero primo temos como corpo residual
o corpo finito com p elementos. Note que o fecho separavel deste corpo é infinito e
portanto nao pode ser ele mesmo.

Em particular, se R é um anel local ou semilocal temos que i) ¢ von Neumann

J(R
regular. O Lema 4.8 de [21], diz que se (Qg, M’) é um anel local entdo Q r ~ %,

<

onde M'N R = M. Assim, o teorema acima generaliza este resultado.

Corolario 5.2.6. Sejam R um conexo tal que % ¢ von Neumann reqular, M &€

Ma:c( )eM’GMaq:(QR) tal que M'NR = M. Entao, D(M') = {o € Autg(QR) :

)
Demonstragao: Pelo Teorema 2.7 de [21], D(M') ~ Aut 5 Q—R, Pelo Teorema 5.2.5,

f\ZAR, ~ () v Juntando as duas informacgoes obtemos o resultado. |
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O préximo teorema generaliza o Teorema 4.9 de [21].

Teorema 5.2.7. Sejam R um anel conexo tal que % ¢ von Neumann reqular e

I C J(R) um ideal tal que IQTR € conezo. Entdo Q= %—1;.

Demonstracao: Conforme vimos na demonstracio do Lema 5.2.3, < s / é uma

extensao localmente fortemente separavel. Agora vamos verificar que I%—’; é sepa-

ravelmente fechado. Denote por Qg o anel I%—’;. Observe que IQr C J(R)Qr C
J(QR). Logo, Maxz(Qg) = {M’ = —/ M e Max(QR)}. Dado qualquer M’ €

Maz(Qg), temos % ~ 5\27’% Suponha que M'N R = M. Pelo Teorema 5.2.5,
_ Qp Qg
Q r = Conseqlientemente, &

mente separavel e conexa. Pelo Corolario 2.4.3

Qr|

ik = 00. Seja T/ uma extensio forte-

. T / L tem elemento primitivo
para qualquer M’ € Max(Qg). Como R é um LG-anel e QR/R ¢ uma extensao in-
teira, pelo Corolario 2.3 de [8] temos que Q2 é um LG-anel. Visto que IQg C J(2g)

obtemos que Qz é um LG-anel. Pela Proposicio 2.4.2, T/Qr tem elemento prim-

itivo. Assim, T ~ fo[x]’ onde f € Qg[X] é um polinémio ménico, separdvel e
irredutivel. Seja h € Qg[X]| um polinémio monico tal que h = f (mod IQg). Da
mesma forma que na demonstragdo do Teorema 5.2.5, temos que h € Qg[X] é um
polindmio separavel e irredutivel. Note que, Q’(*T[iq /Qr é uma extensdo fortemente

separdvel e conexa de 5. Portanto, d(h) =1e T ~ Qp. [

O proéximo resultado é conseqiiéncia direta do teorema acima.

Coroléario 5.2.8. Se (R, M) € um anel local e I C R € um ideal tal que I%—F; ¢ conezxo

- Q
entdo Qr = &
T IR
Observe que se {0z é um anel local entao R e —I%’; sao anéis locais. Portanto, o

corolario acima generaliza o Teorema 4.9 de [21].

Coroléario 5.2.9. [21, Teorema 4.9] Se Qg é um anel local e I C R € um ideal entdo

Qr = 2.
2= Tag

Denote por N(R) o nilradical de R, ou seja, N(R) é o conjunto dos elementos

nilpotentes de R. Pelo Lema IV.2 de [20], se R é um anel conexo e I C N(R) é

um ideal entao ? ¢ um anel conexo. Assim, temos o seguinte coroldrio do teorema

acima.

R

Corolario 5.2.10. Se R ¢ um anel conexo tal que 540]

’ . ~ Q
I C N(R) é um ideal entdo Qr = 5%

¢ von Neumann reqular e
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Demonstracao: Note que IQp C N(R)Qr C N(§2g). Pelos comentérios acima,

Lr ¢ ym anel conexo. Entdo, pelo Teorema 5.2.7, Qr = 2. [ |
QR ’ P20 E = ToR
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