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Resumo

Este trabalho consiste no estudo de modelos matematicos utilizando métricas nao euclidia-
nas que possam ser aplicados na obtencao, armazenamento e processamento de imagens
de objetos esféricos. Trabalhamos com duas vertentes: (i) a utilizacido de espagos suporte
circulares de pixels que permite um maior refinamento nas regioes préximas ao bordo da
imagem circular que representa o objeto fotografado; (ii) a abordagem no contexto de
Geometria da Informagdo onde a estrutura nao euclidiana natural associada a métrica de
Fisher em distribui¢coes normais de probabilidade é considerada na geragao de imagens
capturadas por varios frames. A proposta de espago suporte circular bifurca-se em dois
modelos. Em ambos a modelagem ¢ feita considerando a estrutura de pixels em coordenadas
polares no plano cartesiano. Um deles ¢ baseado na métrica do disco de Poincaré de raio
R e curvatura K negativa. O outro foi concebido a partir do computo da area euclidiana
de regioes sobre o objeto esférico representadas na regiao plana. Tais modelos reduzem
em 37,2% a quantidade de pixels quando comparados com distribuicoes quadradas que
representam o mesmo objeto. Em (ii) trabalhamos com modelos matematicos de imagem
que tratam tons de cinza como distribuicoes gaussianas representadas por pontos no
semiplano de Poincaré. A morfologia matematica exige que sejam definidos ordenamentos
entre tais pontos. Para isso, utilizamos a métrica de Fisher e consideramos ordenamentos

conhecidos e dois novos mais especificos, propostos neste trabalho.

Palavras-chave: matriz de informacgao de Fisher, geometria hiperbdlica, geometria da

informacao, processamento de imagens, morfologia matematica.



Abstract

This work is devoted to the study of mathematical models using non-FEuclidean metrics
that can be applied in the capture, storage and processing of images from spherical objects.
We consider two approaches: (i) the use of circular support spaces of pixels which allows
greater refinement in regions close to the edge of the circular image that represent the
object photographed; (ii) the approach via Information Geometry where the natural non-
Euclidean structure associated with the Fisher metric in the space of normal probability
distribution is considered in the generation of images captured by several frames. The
proposal of circular support space divides itself in two models. Both models consider
the structure of pixels in polar coordinates in the Cartesian plane. One of them was
based on the metric of Poincare disk of radius R and negative curvature K. The other
was designed from the computation of the Euclidean area of the regions on the spherical
object represented in the flat region. Such models reduce by 37.2% the amount of pixels
when compared to squared distributions that represent the same object. In (ii) we work
with mathematical models of images that deal with shades in a grayscale as Gaussian
distributions represented by points in the Poincaré half-plane. Mathematical morphology
requires an ordering between these points. For that, we have used the Fisher metric and

considered known orderings and two new specific ones, proposed in this work.

Keywords: Fisher information matrix, hyperbolic geometry, information geometry, image

processing, mathematical morphology.
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Introducao

Neste trabalho objetivamos o estudo de modelos matematicos utilizando métri-
cas nao euclidianas que possam ser aplicados na obtenc¢ao, armazenamento e processamento

de imagens de objetos esféricos. Ha duas vertentes em nossos estudos:

(i) a utilizagdo de um espago suporte circular de pixels que permite um maior refina-
mento nas regioes proximas ao bordo da imagem circular que representa o objeto esférico

fotografado e;

(1) o aproveitamento natural da estrutura nao euclidiana presente na geragao de imagens
capturadas por varios frames no semiplano de Poincaré, que conduz a area de Geometria

da Informacao e, em particular, a métrica de Fisher.

A motivagao para os estudos da vertente (i7) vem dos artigos [7], [6], [5], e
[8], nos quais encontramos também ideias basicas para processamento de imagens em
variedades riemannianas quaisquer. Ja, no que se refere a vertente (i) , embora sua ideia

bésica esteja presente em [2], [36], [35] e [56], a modelagem que propomos é nova.

Nossa proposta de espaco suporte circular se bifurca em dois modelos, que
chamaremos simplificadamente de Qg e Qg. O espago suporte {2y possui estrutura de
pixels baseada na métrica hiperbdlica do Disco de Poincaré de raio R > 0 e curvatura
K < 0 arbitrarios. Para tanto, fizemos a modelagem considerando a estrutura de pixels
em coodenadas polares do plano cartesiano (ilimitado em todas as diregdes) deduzindo
a estrutura métrica hiperbdlica a partir das hipoteses consideradas na Secao 3.1. Ja o
espago suporte (g foi concebido a partir do problema do computo da area euclidiana de
regides sobre o objeto esférico tendo por base sua representagao plana. Com isso, fizemos
uma série de experimentagoes com projecgoes cilindricas, coOnicas e estereograficas para
relacionar areas de pizels esféricos com areas de pizels polares no disco 2g. Chegamos ao
teorema da Subsecao 3.1.3 que fornece expressoes analiticas para essa relacao, tornando o

disco Qg um espago de curvatura positiva (eliptico).

Naturalmente, a distribuicao de pizels polares em Q2 ou Qg de tal modo que
haja vantagens na captura, armazenamento e processamento de imagens muda considera-
velmente quando comparado com o procedimento tradicional cartesiano. Tendo em vista a
vertente (i) acima, propomos distribui¢oes de pixels (Secao 3.1) que reduzem em 37,2%
a quantidade de pixels quando comparadas com distribuigoes cartesianas quadradas que
representam o mesmo objeto esférico. Neste ponto temos um bom ganho em termos de

armazenamento de bits da imagem. Entretanto, como nao é comum a existéncia de cameras
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que possuem chips de captura de imagens em formato circular, para o desenvolvimento
da vertente (i) em imagens circulares em Qg ou g, precisamos fazer uma amostragem
adaptativa das imagens cartesianas para as polares, conforme propomos e detalhamos na
Subsecao 3.1.5.

Ainda em relagdo a vertente (iz), o processamento de imagens, no que diz
respeito a morfologia matemaética, submete ao estudo de vizinhancas de pixels em espagos
suporte. E natural que quando trabalhamos com métricas diversas, a estrutura das
vizinhangas mudem juntamente com suas aplicagoes. Na nossa proposta de modelo de espaco
suporte tivemos que introduzir algumas adaptacoes para que os operadores morfologicos
fossem viaveis em termos computacionais, conforme pode ser constatado na Subsecao
3.1.4. Além disso, trabalhamos com modelos matematicos de imagens que tratam tons de
cinza como distribui¢oes gaussianas representadas por pontos do semiplano de Poincaré. A
morfologia matematica no modelo que propomos exige que sejam definidos ordenamentos
no semiplano de Poincaré. Apresentamos, no Capitulo 4, o modelo matemédtico para
imagens desenvolvido em [7] e propomos novos ordenamentos utilizando a estrutura

métrica hiperbdlica do semiplano de Poincaré.

A estrutura métrica hiperbélica presente na vertente (i7) é um ponto de destaque
nesse tipo de trabalho. Conforme podemos ver em aplicagbes do Capitulo 5, imagens
processadas, chamadas de imagens residuais, parecem ser, por si s0, de especial interesse.
Neste sentido, é importante ter em mente que tanto qualidade quanto aplicagoes de imagens
processadas sao aspectos um tanto subjetivos na area de imagens, conforme citado em [42].
Determinados tipos de imagens processadas com métricas nao euclidianas podem revelar

aplicagoes interessantes no futuro.

Para a implementacao computacional e evolugdo das propostas acima apre-
sentadas foi necessario o desenvolvimento de algoritmos proprios originais em linguagem
Python que ¢ a linguagem de programacao mais utilizada em processamento de imagens.

No Apéndice B apresentamos esses trés algoritmos:

- Algoritmo para conversao de imagens do espago suporte cartesiano para o

espaco Qp;

- Algoritmo para conversao de imagens do espago suporte cartesiano para o

espaco g;

- Algoritmo para gerar imagens de acordo com a vertente (i) e calculo de
erosao e abertura (operadores morfolégicos) dessas imagens utilizando qualquer um dos

sete ordenamentos estudados.

Em particular, no iltimo algoritmo desenvolvemos uma técnica prépria para
determinagao do Menor Circulo Envolvente (M EC') que é necessario para os trés tltimos

ordenamentos propostos.
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Parte deste trabalho foi apresentado, sob a forma do artigo [50], no XXXIII
Simposio Brasileiro de Telecomunicagoes, onde o modelo de espaco suporte {2y foi particu-

larmente introduzido.
A estrutura desta tese é detalhada a seguir:

Capitulo 1: apresentamos uma breve introducao de alguns conceitos de Estatis-

tica, Geometria Hiperbodlica e Métrica de Fisher.

Capitulo 2: apresentamos uma breve introdugao de alguns conceitos de Proces-

samento de Imagens, em particular, morfologia matematica de imagens.

Capitulo 3: apresentamos os modelos €2y e g, vizinhangas e quantizacao, além

de exemplos envolvendo calculo de areas em objetos esféricos.

Capitulo 4: apresentamos o modelo matematico de imagem do artigo [7] junta-

mente com os ordenamentos que propomos.

Capitulo 5: apresentamos algumas aplicacoes concernentes a morfologia mate-

matica, incluindo um caso particular de imagem capturada por varios frames.

Capitulo 6: apresentamos algumas conclusoes e perspectivas futuras, como o

estudo de Transformadas de Distancias e Morfologia Mateméatica em Cores.
Apéndice A: apresentamos algumas etapas do desenvolvimento de Qg e Q.

Apéndice B: apresentamos os trés algoritmos citados acima em linguagem
Python.
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1 Fundamentos de Geometria da Informacao

e de Geometria Hiperbolica

A Geometria da Informacao é um ramo da teoria de probabilidade e estatistica e
surgiu do estudo da estrutura geométrica da variedade das distribui¢oes de probabilidades.
Iniciaremos o capitulo com algumas defini¢coes basicas de estatistica para introduzirmos o
conceito de distancia entre distribui¢des de probabilidades. Posteriormente, faremos uma
breve introducao sobre dois modelos de Poincaré para a geometria hiperbodlica para, em
seguida, relacionarmos a chamada métrica de Fisher, que induz uma nocao de distancia

entre distribui¢oes de probabilidades, com um dos modelos hiperbélicos.

Apresentamos, na subsecao 1.2.1, um algoritmo original para o menor circulo
envolvente e, na subsecao 1.2.3, uma demonstragao original da equacao da métrica do
disco de Poincaré de raio R > 0 e curvatura gaussiana K < 0 e uma férmula para o célculo

da distancia entre os pontos (0,0) e (z,0) deste modelo.

1.1 Conceitos de Estatistica

Apresentamos inicialmente um breve resumo de alguns conceitos basicos de
estatistica a fim de introduzir o conceito de distancia entre distribui¢oes de probabilidade
que utilizaremos no Capitulo 3. Citamos como referéncias para os conceitos de estatistica
[52], [62], [40] e [53] e para assuntos relacionados a Geometria da Informacao [41], [17] e
[44].

Um experimento ¢é aleatorio se seus resultados puderem variar a cada ensaio,
mesmo que as condigoes de execugdo permanecam iguais. A estatistica se utiliza de experi-
mentos aleatorios, pois sua regularidade torna possivel construir um modelo matematico

preciso com o qual se analisard o experimento.

Para cada experimento aleatorio, definimos o espaco amostral S como o conjunto

de todos os resultados possiveis desse experimento.

Dado um experimento aleatério e um espaco amostral S, uma funcao X que
associa a cada elemento s € S um nimero real X (s) é denominada uma varidvel aleatéria
(v.a.). O conjunto X = {z:x = X (s),s€ S} < R é dito espago de X.

(i) Se X é enumeréavel, entdo X é dita uma varidvel aleatéria discreta;

(17) Se X' é nao enumeravel, entdo X é dita uma variavel aleatdria continua.
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Distribuicao de probabilidades:

(1) Dada uma variavel aleatéria discreta X tal que X = {x1, z9, x3, ..}, definimos
uma distribuicdo de probabilidades sobre X como sendo uma funcao' p: R — R tal que
p(a) = P{X = a} que satisfaz:

i) =0, Voed =
fre e
p(z) =0, Vo¢X Pt

(17) Dada uma variavel aleatéria continua X, uma distribuigao de probabilidades

sobre X é uma funcaop: R - R
P{XGB}zJp(m)dm VB <R
B

que satisfaz:

+0
p(x) =0, VzeR e 1=P{Xe(—oo,—i—oo)}=f p(x)dx
—©
e, caso B = [a, 1]
b
P{aéXéb}zj p(x)de.

Dada uma v.a. X com distribui¢ao de probabilidades p(z), definimos a esperanga

matematica, ou valor esperado, ou ainda média de X por:

E(X)=) ap(x),

zeX

quando X é uma v.a. discreta e por

quando X ¢é uma v.a. continua.

De maneira geral, quando f é uma funcao que assume valores sobre X,

BUCH=5 0 o EGO) = f@p@dn

TeX

quando X é uma v.a. discreta e continua, respectivamente.

Dada uma v.a. discreta X, a variancia sera dada por

V(X)=) (@ = E()p(a).

TeX

L A funcdo p pode ser generalizada para p : R® — R.
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Dada uma v.a. continua X, a variancia serda dada por

v = | - B0 p () de.

—0
Dada uma v.a. X, o desvio padrao sera dado por

DP (X) = +/V (X).

Ezemplo: (Distribuicdo Normal Univariada) Dizemos que uma v.a. X tem
distribuicao normal com média 1, desvio padrao o e varidncia o2, denotada por N (u, 02) ,
quando sua func¢ao de distribuicao de probabilidades satisfaz

p (& 1,0) = —m— exp [—1 (fv—uﬂ :

2mo 2 o

onde pe R e o e (0, +0).
Generalizaremos os conceitos acima para vetores aleatorios.

Um vetor aleatério X de dimensao n é uma aplicagao que relaciona cada
elemento do espaco amostral S com um ponto de R". Dadas n variaveis aleatérias X, ..., X,

entao
X1

X

O conjunto X = {z = (z1,....,2,) : 11 = X1 (8), ..., xn = X, (8),5€ S} < R" é 0 espago de
X.

Dado um vetor aleatorio X, uma distribuicao de probabilidades sobre X é uma

aplicagao p : R — R tal que

p(x) =0, VxelX
p(x)=0, Vx¢X

onde dx é o elemento volume dado por dx = dxdzs - - - dx,.

Dado um vetor aleatério X € R", com distribuicdo de probabilidades p, a

esperanca e a variancia de X sao dados por

E (X)) V (X1)
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De maneira geral, quando f é uma funcao que assume valores sobre X, a esperanca de
f (X) é definida por

B X)) = | £ ax

Dado um vetor aleatério X € R", a matriz de covaridncia de X é dada pela

seguinte matriz de ordem n

E((X: - E(X))) - E((X) — E(X) (X, — E(X,)))
o | B = B(X) (X = BE(X)) - B((Xa = E (X)) (Xo = B (X))
E((X, — E(X,) (X1 — E(X}))) - E (X, — E(X,))%)

Dada uma familia Y de distribui¢oes de probabilidades sobre uma v.a. X, supo-
nhamos que cada distribuigdo de Y seja parametrizada por n varidveis reais (01, 6s, ..., 6,) ,
ou seja,

Y ={py=p(x;0):0=(0,..,0,) € O},

onde © < R" é chamado espaco dos parametros e a aplicagao 0 — py ¢é injetiva. Dizemos

que Y é um modelo ou variedade estatistica de dimensao n.

Assumiremos algumas condigoes de regularidade de um modelo estatistico Y a

fim de dar continuidade a teoria. Consideraremos que © < R" é aberto e que 6 — py é
op(@:0) *p (x;0)
00; 00,00

que as ordens de integracao e diferenciacao podem ser trocadas, assim

op(x;0) , 0 Nde = 01—
faoﬁdx_a@fp(x’e)dx_aeil_o’

existam. Iremos supor ainda

diferenciavel para que derivadas como

pois Jp(:c; 0) = 1.

Dados Y = {py : 0 € O} uma variedade estatistica de dimensao n e um ponto

0 € ©, a matriz de informagao de Fisher de Y em 6 de ordem n, denotada por G (0) =
[9:; (8)] é tal que

05 0) = | 35 (np (@:0)) 25 (np (5:0)) p (2:0)

Quando n =1 o escalar G (6) é chamado de informacao de Fisher.

O trago da matriz de informacao de Fisher esta relacionado com a area de
um conjunto associado com uma dada distribui¢ao de probabilidades, enquanto o volume

deste conjunto esta relacionado com a entropia [17]. A informagao de Fisher é usada,



Capitulo 1. Fundamentos de Geometria da Informacio e de Geometria Hiperbolica 24

por exemplo, na delineagao e planejamento de experimentos, em radares e na analise de
imagens [41]. De maneira geral, se um problema envolve medida de dissimilaridade entre

distribui¢oes entao é possivel utilizar informacao de Fisher em sua abordagem.

Existem modelos estatisticos onde a integral dada por g;; (f) diverge. Entretanto,
assumiremos neste trabalho que g;; (f) é finito para todo 0 e que g;; : © — R é de classe

C® para todo 1, J.

Dessa forma, a métrica dada pela matriz de informacao de Fisher satisfaz

dS2 = Z Gij (9) d@ldﬁj

ij=1

Como podemos ver em [44], a matriz G (6) é simétrica semidefinida positiva.

Exemplo: Temos que a matriz de Fisher para uma distribuicao normal univariada
N (p,0%) é dada por [44]

1
— 0
GO)=19 o
=
Portanto, a métrica é dada por
dp? + 2do?
d$2 = T (]_].)

A seguir, veremos o conceito de distancia entre distribui¢oes de probabilidades

proposto por Rao em 1945 [48] utilizando a métrica de Fisher.

Dada uma curva «a (t) = (ay (t), ...,y (t)) ligando dois pontos 6, e 02 de ©,
suponha que « (t1) = 01 e a(t2) = 05. Assim, o comprimento de arco da curva « entre 6,
e 6, [15] é dado por

o) = | VG o = | (Z g5 (0 dj;”j;) ar

1 1,j=1

Sabemos [15] que a curva que minimiza esse comprimento de arco é chamada

de geodésica e é dada pela solucao do seguinte sistema de equagoes diferenciais:

Aoy, 5 dag dag
dt? Z P'lj dt ﬁ == 0 com k: == 17 ...,n,

ij=1

onde

1 0 0 0
FI‘C':’E g —— s — —— s
ij 9 l {&sz gil + 80@ g]l an gz]} 9kl
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sao os simbolos de Christofell da variedade.

A distancia dada pela geodésica entre #; e 65, chamada de distancia de Fisher-
Rao, é a distancia entre distribuicoes de probabilidades parametrizadas por 6, e 05, proposta
por Rao [48].

Por envolver solugoes de equagoes diferenciais de segunda ordem, obter uma
expressao geral para o calculo da distancia nao é trivial. Entretanto, em alguns casos é
possivel relacionar a métrica do espaco de probabilidades com a métrica de um espago

conhecido. Esse serd o assunto da Secao 1.3.

1.2 Conceitos de Geometria Hiperbdlica

Resumimos nesta secao alguns conceitos fundamentais sobre a Geometria

Hiperbdlica Plana.

A geometria hiperbdlica é uma geometria nao euclidiana onde sao validos todos
os axiomas de Hilbert exceto o axioma das paralelas: “Por um ponto fora de uma reta
pode-se tracar uma Unica reta paralela a reta dada” que é substituido pelo axioma “Por
um ponto fora de uma reta pode-se tracar mais de uma reta paralela a reta dada”. Modelos
para a geometria hiperbdlica sao representados em superficies de curvatura gaussiana
constante negativa. Descreveremos alguns aspectos da geometria hiperbélica em termos

da geometria euclidiana para evitar a necessidade de discutir os axiomas.

Consideraremos, neste trabalho, dois modelos da geometria hiperbdlica: o
modelo do semiplano de Poincaré e o modelo do disco de Poincaré. Para isso, seja C o
plano complexo com as notagoes usuais para as partes reais e imaginaria de um ponto
z = Re(z) +iIm(z) € C. Para simplificar a notacao chamaremos x = Re (z) e y = Im (2) .
Além disso, utilizaremos a notagdo Z = x — iy para denotar o conjugado de z. Como existe

uma bijecio entre C e R? poderemos também escrever z = (x,y). Assim, se z; = (21, 1)

¢ 23 = (2,¥2) entdo d (21, 22) = |22 — 21| = \/(552 —21)" + (g2 — )"

As demonstragoes dos resultados apresentados nas Subsecoes 1.2.1 e 1.2.2

podem ser encontrados em [49)].

1.2.1 O modelo do semiplano de Poincaré

No Capitulo 3 trabalharemos alguns ordenamentos de pontos do modelo do
semiplano de Poincaré utilizados nas operacoes de erosao e dilatagao de uma imagem.

Vejamos alguns conceitos sobre este modelo.

O modelo euclidiano do semiplano de Poincaré, que denotaremos por H2, é a
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parte superior do plano complexo H? = {z € C | Im (z) > 0} = R x R, com a métrica

dz? + dy?

2 _
ds® = )

(1.2)

Sua fronteira é dada por dH? = {(w,y) eR*|y=0,2 =40,y = oo}. Usare-

mos a notacdo H2 = H? U 0H>.

O semiplano de Poincaré, munido desta métrica, é uma variedade Riemanniana

completa de curvatura gaussiana constante igual a —1.

Dado um caminho diferencigvel por partes v : I — H? onde I = [0, 1] de tal

forma que vy (t) = z (t) + iy (t) € H* com ¢ € I, entdo o comprimento hiperbélico h (7y) é
d 2
= [V,

A distancia hiperbélica p (2, w) entre dois pontos z, w € H? é dada por p (2, w) =

dado por

min {h (7)}, onde o minimo é tomado sobre todos os caminhos v ligando z e w em H?.

Temos que p é uma métrica em H>.

Agora introduziremos alguns conceitos que permitem obter uma féormula expli-

cita para p.
O grupo linear especial, denotado por SL (2,R), é composto pelas matrizes

a
reais M = com det (M) = ad — bc = 1, no qual a operacao considerada é a
c

multiplicagao usual de matrizes.

O conjunto das transformagdes de Mobius (ou transformagoes fracionais linea-

res)
f: H — C
az+b talquea,b,c,de Read—bc=1p,
cz+d

munido da operagao usual de composi¢ao forma um grupo, denotado por PSL (2,R),

A >

de tal modo que a composicao de duas tranformagoes corresponde ao produto de duas

matrizes de SL (2,R) e a transformacao inversa corresponde a matriz inversa.
Temos que PSL (2,R) é isomorfo ao grupo quociente SL (2,R) /{£ 1>} onde I,
¢ a matriz identidade de ordem 2. Além disso, PSL (2,R) contém todas as transformagoes

b
de Mobius da forma f (z) = 4 ::__ y

com a,b,c,d e Read—bc> 0.

az+b
cz+d

a

b
Dada M = [ d] € SL(2,R) associada a f(z) = € PSL(2,R),

Cc
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definimos sua norma por

I = 1M] = Ve + 8+ + .

A distdncia induzida d(f,g) = |[M — N|, com N € SL(2,R) associada a
g€ PSL(2,R), faz com que PSL (2,R) seja um grupo topolédgico com topologia induzida
pela norma acima. Um subgrupo de PSL (2,R) é discreto quando a topologia induzida de
PSL(2,R) sobre tal subgrupo é discreta. Desta forma, um subgrupo discreto de isometrias
de H? corresponde a um conjunto discreto de pontos de R*. Um subgrupo discreto de
PSL(2,R) é chamado de fuchsiano [31].

Temos entao os seguintes resultados:
- PSL(2,R) age em H? por homeomorfismos;

- Toda transformagao de PSL (2,R) é uma isometria.

Com esses resultados é possivel provar que as geodésicas no modelo do semiplano
sdao as semicircunferéncias e as semirretas ortogonais ao eixo real R, bordo de H? [49].
Como pode ser notado na Figura 1.1, dado um ponto z e uma geodésica ~y existem mais
de uma geodésica paralela (que nao se intersecta) a v passando por z, ou seja, a geometria
em H? nao é euclidiana pois o axioma das paralelas nio se aplica.

A

HZ

»
»

Figura 1.1: O Axioma das paralelas nao vale na Geometria Hiperbdlica.

A geometria euclidiana garante que dado dois pontos em H?, existe uma tnica
semicircunferéncia ou semirreta em 2, ortogonal ao bordo R de 2, passando pelos pontos
dados, o que condiz com o axioma da Geometria Hiperboélica que afirma que por dois
pontos quaisquer de H? passa uma tnica geodésica. Além disso, como era de se esperar,
a distancia entre dois pontos em H? é o comprimento hiperbélico do tinico segmento

geodésico que os une.

Colocamos, a seguir, algumas féormulas explicitas para a distancia hiperbdlica

em H2.

Para z,w € H*:
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I

(wp@ﬂo:m(k—wvwz—M)

|z —w| — |z — w|

i) o p e = 1+ g
(o) sent (;p (Z’w)) 2 Irf (;)?!n (w)
(0] cosh (;p(z’w)) "2 Irf (;)lﬂn (w)’
(v) tanh Gp(z,w)) _ j:g‘

onde w ¢ o conjugado de w.

Circunferéncia Hiperbdlica

O conceito de circunferéncia hiperbodlica serd importante para tratarmos sobre

o problema do menor circulo envolvente (Minimum Enclosing Circle - MEC) apresentado

a seguir.

Uma circunferéncia hiperbélica em H? de centro ¢;, = (an, by) e raio 1, é definida

por Cy, (cy) = {z € H?: p(z,cx) =1} . Vejamos que, geometricamente, C,, (c,) é igual &

circunferéncia euclidiana de centro ¢, = (ae, b.) =

ou seja,

De fato:

cosh (p(z,¢cp)) =1+

Cr(ce) ={z=(v,y) e HE : (x — a.)* + (y — b.)* = 72}

- C, (cn) € Cp (ce) : seja z € C,, (cp) = p(z,cn) = 1. Dal,

(z — ac)? = 2yby, cosh (1) — y* — b.

Logo,

(. —ae)” + (y — b.)* = 2yby, cosh (1,) — y° — b2 + y* — 2yb, + b?

= 2yby, cosh(ry) — b7 — 2yby, cosh(ry,) + b2 cosh?(ry,)

= b? senh®(ry,) = r2.

Donde z € C,(c.).

- O, (ce) € Cy, () = seja z € Cr (c.) = (x — ac)” + (y — be)* = r2. Dai,

2yby, 2yby, 2yby,

(ap, by, cosh(ry)) e raio r, = by, senh(ry,),

|z—ch|2 B 2ybh+(x—ah)2+(y—bh)2 B (x—ae)Q—i-yz—i-b?L .
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_ Vg
p(z,cn) =cosh ™' [ 1+ z2ybC:| ) _ cosh! ((a: ae)zy;rhy + h)

= cosh ! _ —i—y +b2
B beh

b? senh®(ry,) + 2yby, cosh(ry,) — b7 cosh?(ry,) + b?
2ybh

= cosh™!

= cosh ™! (cosh(ry)) = 7y

Donde z € C,, (cp).

T
As equagoes inversas ¢, = (ae,«/bg —rg) e r, = tanh ™! (be) permitem
e

encontrar o centro e raio hiperboélico de uma circunferéncia dadas as medidas euclidianas.
Como ilustrado na Figura 1.2, o centro hiperbdlico ¢, (em vermelho) da circunferéncia

fica abaixo do centro euclidiano ¢, (em azul).

A H?

»
»

Figura 1.2: Circunferéncia com centros euclidiano ¢, (azul) e hiperbélico ¢, (vermelho).

Menor Circulo Envolvente - MEC

Um dos ordenamentos de pontos do semiplano que veremos adiante utiliza
o chamado problema do menor circulo envolvente. Este problema é particularmente
relevante, por exemplo, para a geometria da informagao e consiste em, dados n pontos,
encontrar o circulo de menor raio que contém todos os pontos. Este é um problema
antigo e uma solu¢do simples consiste em testar todos circulos que passam em cada 3
dos n pontos e verificar qual deles é o menor e contém todos os pontos. Entretanto, essa
solugao é bastante demorada computacionalmente. Outras solu¢oes mais eficientes foram
propostas ao longo dos anos. Em particular, o algoritmo de Badoiu e Clarkson apresenta
uma rapida e simples aproximacao [7]. Esse problema tem aplica¢oes praticas quando
deseja-se por exemplo, construir um hospital que atenda um determinado nimero de

comunidades. O centro do menor circulo envolvente seria um bom lugar para construir tal
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hospital. Além disso, esse problema tem sido considerado em modelos hiperbélicos, como
por exemplo, no modelo de Klein (um modelo hiperbédlico que nao consideramos neste
trabalho), utilizando uma extensao riemanianna do algoritmo de Badoiu e Clarkson que
necessita da férmula fechada da geodésica [7]. Neste trabalho consideraremos o conjunto de
n pontos Ay = {(x1,v1), (2, y2) , .-, (X, Yn)} no modelo do semiplano e visamos encontrar
a geodésica (neste modelo) de menor raio euclidiano que englobe todos os pontos. Para isso,
consideraremos a reflexdo dos pontos de A; em torno do eixo z. Ou seja, consideraremos o
conjunto de pontos Ay = {(z1,—v1), (2, —Y2) , ..., (Tn, —yn)} € encontraremos o MEC que
englobe A; U A,. Pela caracteristica dos pontos sabemos que o centro do MEC estara no
eixo x. Com o auxilio de parte do algoritmo de Welzl [68] propomos um novo algoritmo, que

conjecturamos fornecer o MEC para os conjuntos especificos de pontos que utilizaremos.

Seja a a média das primeiras coordenadas dos pontos de A, ou seja, a = (x1 +
.+ xp)/n. Seja D = {d((a,0), (x;,y;)) | i =1,..,n}, onde d denota a distdncia euclidiana
e seja m = max D. Seja P = (x,y) € A; o ponto que determina m. Logo, a circunferéncia
Cy, (a,0) engloba todos os pontos do conjunto A; U Ay. Seja t a reta que passa por P e é
perpendicular ao eixo x. Consideremos todos os pontos P, ..., P, de A; que estao a esquerda
dete@q,...,Q, 0s pontos de A; a direita de ¢. Além disso, consideremos as circunferéncias
C,. (a;,0) que passam por P, P = (x, —y) e P;; e as circunferéncias Cj, (b;, 0) que passam
por P, P e ;. Tomemos @ = min{a; |i=1,....p} e b = max{b; |i=1,..,q}. Assim,
construiremos as circunferéncias Cg, (@,0), Cg, (b,0) e C, (z,0) onde R, = d((a,0), P)
e Ry =d ((5, 0) ,P) . Em seguida, dentre as circunferéncias que englobarem todos os
pontos, escolheremos a de menor raio. O exemplo a seguir ajuda a entender o procedimento

delineado neste paragrafo.

Exemplo: A Figura 1.3 ilustra com um exemplo o algoritmo que estamos

propondo.

O conjunto?

A= {(=5,0.5),(2,7),(2.1,4.5), (—1,7.5), (7.3,9.4),
(5.8,3),(11,2.2), (4.7,2), (—3.6,3.2), (0,2.5)}

contém os pontos representados em verde na figura. Os pontos em vermelho sdo os pontos
do conjunto A; (refletidos). Os pontos em magenta sao os centros das quatro circunferéncias
computadas. A circunferéncia em preto é a circunferéncia inicial C,, (a,0), a circunferéncia
em verde ¢ a circunferéncia Cp, (b,0). A circunferéncia em azul ¢ a circunferéncia Cr, (@, 0)
e a circunferéncia em vermelho é a C,, (x,0) . Observamos que, neste caso, a circunferéncia
vermelha nao engloba todos os pontos e, por isso, nao sera considerada para decisao do
MEC. Além disso, observamos que a circunferéncia em verde possui raio maior do que a

circunferéncia em azul. Dessa forma, a circunferéncia em azul sera tomada como o MEC.

2 Utilizaremos a notacio angloamericana para decimais
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Figura 1.3: Exemplo do algoritmo MEC proposto.

Este algoritmo sera utilizado para implementar ordenamentos propostos no
Capitulo 3.

1.2.2 O modelo do disco de Poincaré

O assunto desta subsecao sera de grande importancia para a definicao de espaco

suporte hiperbdlico que apresentaremos no Capitulo 3.

O modelo euclidiano do disco de Poincaré, que chamaremos de D?, é o disco

de raio 1 contido em C, ou seja, D* = {z € C| |z| < 1} com a métrica

dz? + dy?
ds* =4— 7
(1—22— y2)2

Sua fronteira ¢ dada por 0D* = {z e C | |z| = 1} .

A aplicacao
¢: H* — D?
zi+1
z+1

¢ uma isometria entre os modelos do semiplano e o modelo do disco.

z >

Com a isometria ¢ acima podemos provar, a partir das geodésicas de H?2, que
as geodésicas de D? sdo arcos de circulos ortogonais a fronteira 0D? ou seus didmetros
(Figura 1.4).
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Figura 1.4: Geodésicas no modelo do Disco.

A seguir colocamos algumas férmulas explicitas de distancias hiperbélicas em
D2

Para z,w € D? :

(@) * (o) =

|1 — 2w| + |z — w|
|1 —zw| — |z — w|

g 9 l*zw _ |1—zw|2
(ZZ) cosh (2P ( ) )> (1 _ |Z|2) (1 _ |w|2)

i7) senh? 1”‘zw = |z—w|2
(MZ) h (2p ( ) )) (1_ |Z|2) (1_ |w|2)

z—w‘

(iv) tanh (;p (z,w)> _

onde w ¢ o conjugado de w.

1—zw

As defini¢oes e resultados sobre grupos fuchsianos no modelo do disco sao

analogas ao modelo do semiplano.

O grupo linear especial sobre C, denotado por SL (2,C), é composto pelas
a

matrizes complexas M = ] com det (M) = ad — bc = 1, no qual a operagao
c

az+b

considerada é a multiplicagao usual de matrizes. Para que pertenca a D? é necessario

que b = ¢ e d = a. Assim, temos a transformacao de Mobius
f: D> — D?
az +¢ (1.3)
cz+a

com aa — cc = 1.

Dessa forma, o conjunto

N

a C

] e SL(Q,C)} < SL(2,C)

C

Q
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é um subgrupo de SL (2, C) se considerarmos a operacao composigao herdada de SL (2,C).
Além disso, o grupo das transformagoes (1.3), chamado de PSL (2, C) é isomorfo ao grupo

quociente A/ {£I>} onde 5 é a matriz identidade de ordem 2.

ol

a az + ¢

€ A associada a f (z) = € PSL (2,C) definimos

cz +a

C

2 -2 2 —12 2 2
IIfHZHMIIZ\/Ial + e[+ [el” + [el” = 4/ 21al” + 2]c[".

Temos que PSL (2, C) é um grupo topoldgico com a distancia induzida d (f, g) =

S

Dado M = [

|M — N||, com N € A associada a g € PSL(2,C). A topologia, induzida pela norma
definida acima, é também a topologia do R*. Um subgrupo de PSL (2,C) é discreto
quando a topologia induzida de PSL (2,C) sobre tal subgrupo é discreta. Um subgrupo
discreto de PSL (2,C) é chamado de fuchsiano.

Temos os seguintes resultados:
- PSL(2,C) age em D? por homeomorfismos;

- Toda transformagao de PSL (2,C) ¢é isometria.

A isometria entre os modelos também faz correlacdo entre os elementos de

PSL(2,R) e PSL(2,C).

1.2.3 Representacao do Plano Polar em um Disco

Esta subsecao ¢ importante para a proposta e desenvolvimento de um espaco
suporte de pixels em formato de disco que sera trabalhado ao longo desta tese. Apesar
dos resultados desta se¢ao serem relativamente bem conhecidos, as referéncias classicas
nao trazem detalhamentos e demonstragoes. O texto apresentado nesta subsecao é um

desenvolvimento préprio visando as aplicagoes no Capitulo 3.

Mostramos a seguir que se quisermos que um disco de raio R, radialmente
homogéneo, com coordenadas polares, tenha uma métrica cujo comprimento dos raios seja
infinito, entao a curvatura gaussiana deve ser constante e negativa. Deduzimos também

uma férmula para o célculo da distdncia entre os pontos (0,0) e (x,0) deste modelo.

Comecgamos com uma parametrizagao do plano polar dada por
X (r,0) = (rcos(6),rsen(0)) com r,0 € R.

Como estamos interessados em trabalhar com as ferramentas da Geometria Diferencial,
fagamos as restricoes r > 0 e 0y — ™ < 6 < 6y + 7, sendo #y, um real qualquer fixado.

Com isso, a imagem de X é o plano R* menos uma semirreta com origem em (0, 0). Essa
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restricdo nao causa problemas pois, sendo 6y arbitrario, as propriedades geométricas que
deduzirmos para as curvas coordenadas ay : Ry — R? dada por ag (r) = X (r, ) valerdo
para a semirreta excluida da parametrizacao. A superficie parametrizada por X é regular

e a chamaremos de plano polar parametrizado e indicaremos por P.

Nosso proximo passo é mapear, por meio de uma aplicacao diferenciavel o :
P — o (P) c Dg (Figura 1.5), todo o plano polar parametrizado em um disco aberto de
raio R > 0 com centro em (0, 0), que estamos indicando por Dg, de tal modo que qualquer
semirreta com origem em (0, 0) seja mapeada em um segmento de comprimento R com
origem em (0,0) sobre a propria semirreta. E como estivéssemos “encolhendo” a semirreta
em um raio do disco. Além disso, precisamos que o realize tal transformacao agindo do
mesmo modo para qualquer semirreta com origem em (0, 0), em outras palavras, queremos

que o disco seja radialmente homogéneo, assim como o plano polar, em termos métricos.

Figura 1.5: Aplicacao o.

Para nossos propositos, em termos de imagens digitais, é importante que a
medida que nos aproximemos do bordo do disco, tenhamos um ntimero muito alto de pixels.
Como cada pixel é identificado por um par ordenado de nimeros inteiros (as coordenadas
polares do centro do pixel), ndo podemos limitar superiormente o comprimento de cada
raio de Dg. Eles devem ter comprimento infinito, o que significa, naturalmente, que nao

podemos utilizar a métrica euclidiana em cada raio do disco.

Até o momento temos varias imposi¢des matematicas para viabilizar o modelo
de espaco de pixels que desejamos e a principal pergunta aqui é a seguinte: A aplicacao
o existe? A resposta é sim, pelo Teorema de Hadamard [15], desde que a curvatura
gaussiana de P seja nao positiva. Neste caso, a aplicagao o seria uma restrigdo da aplicagao
exponencial de TPJR2 em Dpg, sendo p = (0,0) (a aplicacdo exponencial, nessas condigoes,

¢ um difeomorfismo).
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De modo geral, sendo S superficie regular, a aplicagao exponencial exp : T,,S —
S ¢ definida como segue: dado o vetor ' com origem em p no plano 7,5 tangente a S
em p, a imagem exp () é o extremo do segmento geodésico de S, de comprimento |9/,
que parte de p € S, na direcao e sentido de v. Notemos que se exp for difeomorfismo, o
comprimento de um raio geodésico de S (na métrica de S) tem que ser infinito. Além
disso, é conveniente lembrar que dado p em S e ¥ em 7,5, existe uma tnica geodésica de
S passando por p na dire¢ao de ¥, o que faz com que a aplicagao exponencial esteja bem
definida.

Desta forma, temos que trabalhar com a curvatura gaussiana do plano polar.
A homogeneidade que estamos exigindo para a métrica em cada raio de Dy nos conduz
naturalmente a curvatura gaussiana constante (espagos homogéneos em Geometria Dife-
rencial sdo aqueles que possuem curvatura gaussiana constante). Entretanto, ndo podemos
ter curvatura gaussiana nula em Dpg pois, como ja dissemos, nao queremos limitar o
comprimento dos raios do disco, o que nos leva a considerar a curvatura gaussiana do

disco como sendo constante e negativa.

Por outro lado, queremos aproveitar a parametrizacao X definida acima para
introduzirmos a métrica de curvatura constante negativa no disco, o que nos leva a
considerar o plano polar com métrica nao euclidiana (a euclidiana tem curvatura zero),
ou seja, com métrica de curvatura constante negativa. Se conseguirmos uma métrica de
curvatura negativa para o plano polar, a aplicagao ¢ induzirda uma métrica de curvatura

constante negativa no disco.

A proposicao a seguir ([15]) garante que existe métrica de curvatura gaussiana

constante e negativa para o plano polar parametrizado P.

Proposigao: Sejam S superficie regular, P plano polar e Y : P — S parametrizacao polar
geodésica de S, ou seja, Y (r,6) = exp (rcos (A) ,rsen (#)), sendo (r, #) coordenadas polares
no plano P. Entao, os coeficientes da primeira forma quadratica de S nesta parametrizacao

sao tais que:

E(r,0)=1, F(r,0)=0, lirr(l)\/G(r,G) =0e limé\/G(r,Q) =1

r—0 Or
oy oY oy oY oYy oY
de E(r,0) =( —,— 0); F(r,0)=( —,—= 0 0) =( —,—=— 0).
onde £(r0) = (5 50 (00) = (5. 5 ) 000G 0 = (5.5 ) 0
Este resultado é valido para S com qualquer curvatura, nao necessariamente
negativa, e vamos aplica-lo fazendo S = P, plano polar parametrizado.
Vamos em busca do coeficiente G (r, 0) que nos interessa.

Dos textos de Geometria Diferencial [15] sabemos que a curvatura gaussiana

K de uma superficie regular parametrizada é dada pela Equagao de Gauss:

~EK = (%), = (1), + TLTh — ThTh + (M) — ThI%,
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sendo I';; simbolos de Christoffel da superficie parametrizada:

GE,—2FF, +FE, , GE,—FG, _ 2GF—GG, - FG,

1 _ o . 1
F11 - ) F12 - I-‘22 -

2(EG — F?) 2(EG — F?)’ 2(EG — F?)
2 _2EF.—FBE)—FB. ., EG.—FE ., FEGy—2FF+FG,
1 2(EG—F?2) 2 2(EG-F?) % 2(EG — F?)

(a equagao de Gauss e os simbolos de Christoffel dados acima é a base da prova do Teorema
Egrégio de Gauss, que afirma que a curvatura gaussiana depende apenas da primeira forma

quadrética da superficie).

No nosso caso, a parametrizacao Y é ortogonal, ou seja, F' (r,0) = 0, o que

simplifica a Equacao de Gauss:

CE—%E@GQ__Eg—%ELGT

—2EGK = G, + Epy —

2G 2K
Ainda temos E (r,0) = 1, portanto,
2
a2 2GG,, — G 2GG,, — G W — &
K =Gy — s K= T T (T T e VG VG
26~ Gz ez VG
2GG,, _ 2G2 Grr2V/G—Er28r ( Gy )
K = VG 2V/G — TN@ K = 2G T:>K:_(\/é)rr.

TN e R e

A equacao diferencial pode ser resolvida se K for constante negativa com as condigoes

0
“iniciais” lim VG (r,0) = 0 e lim —+/G (r,0) = 1:

00r
N
wo V0. é) = (\/G)

= |G (r,0) =

+K\/§=0:>\@(T,H)ZM:>

4

T

senh” (v—Kr)
_K

Observemos que, em coordenadas cartesianas, nossa conclusao é:

E(x,y)=1, F(x,y) =0e G(z,y) = senh (@ $2+y2)'

Concluimos que o plano polar P pode ser munido de uma métrica riemanniana
de curvatura gaussiana constante negativa K tal que

senh? (\/j 7‘)
-K

dsh = E (r,0)dr® + F (r,0) drdd + G (r,0) d9* = ds» = dr® +
em coordenadas polares geodésicas.
Consideremos o plano polar P com a métrica de curvatura gaussiana cons-

tante negativa K com coeficientes da primeira forma quadratica em coordenadas polares

geodésicas dados conforme acima. Retornemos a aplicagao o : P — Dg.
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Precisamos de uma fungao bijetiva diferenciavel de uma variavel f : (0, R) —
(0, +00) que transforme o ponto (p,d) de Dy no ponto (r,0) = (f (p),8) de P (ambos
os pontos em coordenadas polares) de tal modo que o ' (p,0) = (f(p),0) (também
em coordenadas polares). Logo, a métrica induzida por ¢ em Dpg serd de curvatura
gaussiana constante K. Mais precisamente: sendo Dpr parametrizado por coordenadas

polares geodésicas X (p,0) = (pcos (), psen ()), temos a métrica riemanniana

s}, = E (p,0) dp” + F (p,0) dpdf + G (p,0) df = ds7, = dp® + p*df>.

Como r = f (p) temos flr = f"(p) e, portanto,
0

Por fim, a tltima imposicao: queremos que a métrica induzida em Dpg seja
conforme (preserve angulos euclidianos, o que significa £ = G e F' = 0). Notemos que dsp
nao é conforme, mas F' = 0 significa que os raios geodésicos 6 = constante e os circulos

geodésicos r = constante intersectam-se ortogonalmente.

Deste modo, a acao de 0 em Dp ¢ tal que

f/ (p) dSDR = dSp.

Pois
(f' (p)* ds},, = ds <= (f' (p))” (dp* + p*d0?) = dr* + senh E\]/(jr) 10°
= (f'(p)p)° = senh (\:{Tq (v))

e temos a EDO

- =K

que pode ser resolvida por separacao de variaveis.

Fagamos y = f(p) ex = p. Comor = f(p) >0e0 < p < Rtemosy > 0e
0 <z < R. Logo a EDO acima fica

@_senh(\/jy) N 1 B 1 .
dr V—Kz fsenh(Fy dy—Jde

f?senh( )100311( Ay -t

dr =

stenh(f)cosw(«% y_JFx

cosh ( \/? )
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fseCh2 (Fy In (tgh (Fy)) _In (vV-Kz) N

Ztgh( J\/j$ - V—K V—K
In (tgh (*/?y)) — In (V=Kz) + V=Kc = tgh (V;??J) _ (V_EKz) e/ e

A desigualdade —1 < (\/ x) ¢ < 1 deve ser satisfeita para que possamos
inverter a tangente hiperbélica. Como 0 < z < R, temos
1
L ()
v—Kev—Ke vV—K
In ( - )
Fazendo ¢ = — Y2 tomos

Nae
h(ﬂy) oz my:tghl(x>:>y:2tghl(;ﬂ)

- =
2 R 2 R

Desta forma,

f(p)—\/E—thh (;p) = f(p) = VK

Logo, a métrica procurada é

RQ

2 2
2 _ (gt 2.2 _ R 2 2 192
dsyy = (f"(p))" dsp,, = (\/j(l — 1 ,02)) (dp +p7df )
que, em coordenadas cartesianas, é

2 (du?® + dv?)

ds? = .
T (1= 25 (u2 +02)

Conclusao: O disco Di com a métrica riemanniana acima é um Disco de Poincaré e,
portanto, € um modelo para a Geometria Hiperbdlica Plana. Em particular, para K =1 e

R =1 temos D; = D? ja apresentado na Subsecao 1.2.2.

Seja « : |a,b] = Dg, a(t) = (u(t),v (t)) curva em Dg. Sendo [ () o compri-

mento de o na métrica riemanniana acima, temos

a) = J NN

f¢ ) + 20 () v (£) F (o (1) + v/ (£)° G (e (1)) dt
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[ ' (t)? 2 S+ (1) 2 Sdt
Ja\ ©) K| (1— & (u®)® +v(#)?)) ) K| (1- 2% (u(®)®+v(®)?))

_ rb 4 w (t)? + o (t)2 gt
Jo \ B K| (1= 3 (u @) +0 ()

N 2 Ju (1) + o (1)? B
o RV=-K (1 -2 (u(@®)?+v (1))

[

Suponhamos que « seja a curva que liga os pontos A = (0,0) = a(a) e
B = (2,0) = a(b),0 <z < R, de Dg. Na métrica ds3, temos

2

m):f’ 2y ) ( ) e f 2oL,

Rv— (—** V=K (1= gzu (1))
2u/( t) b ,(t t)
( )2 \/7 u < u(t 1 o u(t ) dt

A\

R

:V;K <1n<1+1?)_1n(1_‘?>>
1 1+ 40 ' 1 R+z
)

Portanto, o menor comprimento possivel para uma curva « (geodésica) ligando
A=(0,0) e B=(x,0), x> 0, na métrica do disco é

z@o:véKm(gfi).

R
b

a

o
&

Figura 1.6: Curva que determina a distancia entre A e B.

Ora, mas se « for o segmento de extremos A e B sobre o didmetro horizontal
de Dy (Figura 1.6), parametrizado por «(t) = (zt,0) com t € [0, 1], entdo o é uma
curva minimizante, ou seja, segmento geodésico no disco com a métrica ds?;, pois as duas

desigualdades no desenvolvimento acima tornam-se igualdades.
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Conclusao: se A = (0,0) e B = (x,0) no disco de Poincaré de raio R com
7 (du® + dv?)
K| (1= 7 (u? + 0v?))

métrica de curvatura constante negativa K, dada por ds?, =

(A B) = \/%(m (gfi)

5, entao

Observacao: Para nossos propésitos, a formula da distancia deduzida acima é suficiente.
Entretanto, fazendo uso das transformacoes de Mobius é possivel continuar o trabalho
acima e obter a férmula para a distancia entre dois pontos quaisquer do Disco de Poncaré

de raio R e curvatura K, além do estudo sobre o formato euclidiano de suas geodésicas.

1.3 A métrica de Fisher

Agora que fizemos uma revisao dos conceitos de geometria hiperbélica podemos
relacionar a distancia entre distribui¢des normais e a distancia do modelo do disco. Esta

relacao serd muito utilizada no Capitulo 3.

Ja vimos que uma distribui¢cao normal univariada N (,u, 02) ¢ dada pela distri-

buicao

) = e |3 () ]

Além disso, um espago paramétrico para essa familia de distribuicoes é
Hr = {(u,a) eR*| o> 0}

que coincide com H2. Veremos como a métrica dos dois espacos se relacionam.

Na Figura 1.7 (retirada de [17]) podemos ver uma comparagao entre algumas
distribui¢oes. Observamos que nao faremos distingdo entre o ponto do plano (i, o) e a
distribuicao N (,u, 02) .

A B
wl O D
A B
O1 | oo g
c D oo
/><\ M1 12
H1 H2

Figura 1.7: Comparacao entre distribui¢bes normais.

Conforme observado em [17], a distancia entre dois pontos do espago paramétrico

deve condizer com a medida de dissimilaridade entre as duas distribui¢oes correspondentes.
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Dessa forma, claramente a distancia entre os pontos de Hr nao pode ser euclidiana e a

métrica de Fisher para distribui¢des normais corrobora essa afirmacao.

Consideremos a aplicacdo T : Hp — H?* tal que T (u,0) = 2,0 e as

métricas (1.1) e (1.2). Dada uma curva a no modelo Hp tal que «a (t) = (u(t),0 (t)),
t

t € [a,b] e uma curva 3 no modelo H? tal que 3 (t) = T (a (t)) = \(f)’ (t )) t € la,b],

temos:

ol = f la/ (&), dt = J \/M/ () 0275)2 + 240 (t) o' (£) .0 + o (1)* p ?t)th

) fb \/MI (1) + 20" (t)2dt.
o a’ (1)

Além disso,

8l = f i ¢ Hdt_J \/(u\’/(%f)) Ulztf+2M£)y/(t).o+a/(t)2 J/(lt)th

f\/T :f \/N’(t?2+20’(t)2dt: 1 Jb \/u’(t)2+20’(1ﬁ>2

Donde, ||, = V28|, - Portanto,

dr (11, 01), (12, 2)) = V2 ((%a) | (%a))

onde dr é a distancia de Fisher de Hp e p, como vimos, é a distancia hiperbélica do

modelo do semiplano de Poincaré 2.

Podemos ver em [17] e [44], que as geodésicas do modelo Hp com a métrica de
1
V2

Sobre a métrica a-deformada de Burbea-Rao

Fisher sao as semielipses de excentricidade e as semirretas ortogonais ao bordo R.

O artigo [7] apresenta algumas consideragoes sobre a estrutura geométrica de
Burbea e Rao para variedades estatisticas. Considerando o caso particular das distribuigoes
normais gaussianas univariadas temos, para um a > 0 e um ponto z = x + iy € H?, a

métrica

Y

r=[A()] *p y=o;
dsq = B (a)y~@+D (dz® + dy?)
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onde
Ala) = (a% — oz_%)2 +2a7h B(a) = a3 (2m) 2 A(a).

Essa métrica é conhecida como métrica de Kahler.

Quando « = 1 temos a métrica hiperbdlica de Poincaré. A curvatura gaussiana

desse modelo é sempre negativa, ou seja, trata-se sempre de uma geometria hiperbdlica.

Ao considerar uma parametrizacio polar para os pontos de H?* o artigo [7]
apresenta as equagoes que devem ser resolvidas para encontrar as geodésicas do modelo e a
distancia entre dois pontos utilizando tal geodésica. Entretanto, para o calculo da distancia
é preciso resolver um sistema nao linear com trés equagoes. Um exemplo (retirado de [7])
de geodésica para um caso particular é exibido na Figura 1.8. Observamos que, diferentes

valores de o geram distintas geodésicas.

2.5 T
a=0.01
a=05
a=1
a=5

2+ —=20 H

15

1}

0.5
0 1 1 1 1 1
-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5

Figura 1.8: Exemplos de geodésicas com a métrica a-deformada de Burbea-Rao.
Sobre a distancia a-ordem de Hellinger

O artigo [7] apresenta ainda uma solugdo alternativa para o calculo da distancia
entre duas distribui¢oes N (ul, 02) e N (ug, 02). A distancia a—ordem de Hellinger é dada

por:

de ((11,07) , (p12,03) ) =

(1—a) 1
2(2m) @ le  1-0\2 1=a 20109 \2
=a5/4[(“12 mot )+ (1‘(+

D
o]
N
E
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2 Introducao ao Processamento de Imagens

Neste capitulo apresentamos de forma resumida a teoria concernente ao proces-
samento de imagens digitais, especialmente no que diz respeito aos aspectos matematicos.

As principais referéncias utilizadas nesta abordagem sao [59], [29], [58] e [38].

O chamado processamento de imagens digitais consiste de qualquer manipulagao
de dados no qual a entrada e a saida sao imagens (secao 2.2). O objetivo do processamento
é a melhoria da imagem para visualizagdo humana e/ou para andlises subsequentes via

computador.

As primeiras técnicas de processamento de imagens surgiram no comego do
século X X para melhorar imagens digitalizadas de jornais que eram enviadas através
de cabos submarinos entre Londres e Nova York. Com o advento do computador, o
processamento de imagens, que era analdgico, através de dispositivos oOticos, passou,

gradualmente, a ser digital tornando o processamento mais rapido, preciso e confidvel, além

da possibilidade de utilizacao de cddigos corretores de erros na transmissao das imagens.

NI PK41965

Figura 2.1: Reconhecimento de placas.

Atualmente, as técnicas de processamento de imagens sao empregadas em
diversas areas do conhecimento. A medicina, por exemplo, se beneficia dessas técnicas
ja que o uso de diagnoésticos por imagem se tornou rotineiro. Imagens de raios X, tomo-
grafias e outras imagens biométricas podem ser melhoradas para que a interpretagao dos
resultados seja mais satisfatéria. Os gedgrafos puderam aprimorar o estudo de padroes de
poluicdo em imagens aéreas ou de satélite. A biologia pode contar com o processamento
digital de imagens para processar automaticamente imagens obtidas em microscopios
para, por exemplo, contar quantas unidades de uma determinada célula contém uma
amostra. Podemos ainda citar diversas outras areas que se beneficiaram com o avanc¢o do
processamento de imagens: astronomia, seguranga (leitura biométrica), fisica, fotografia,

sensoriamento remoto, geoprocessamento, metereologia, publicidade, reconhecimento mi-
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litar, dentre outras. Vemos na Figura 2.1, retirada de [29], um exemplo da aplicagao de

processamento de imagens para reconhecimento de placa de carro.

Um sistema geral de processamento de imagens pode ser esquematizado con-
forme Figura 2.2 ([38], [29]):

Processamento

Aquisicdo ‘ ‘Armazenamento ‘ Comunicagdo ‘ ‘ Exibigdo

Figura 2.2: Sistema de processamento de imagens.

A aquisicao, que sera discutida com mais detalhes adiante, transforma a imagem
real em uma representacao numeérica compativel com as etapas subsequentes. Para isso,
faz-se necessario um dispositivo fisico para imageamento sensivel a espectro de energia
eletromagnética (como raios X, espectro visivel da luz, ultravioleta, infravermelho, etc) e

um digitalizador para a conversao da energia elétrica em sinal digital.

O armazenamento de imagens ¢ uma parte importante do sistema de processa-
mento de imagens devido a grande quantidade de bytes das imagens. No nosso contexto o
armazenamento de imagens pode ser dividido em 3 categorias: (1) armazenamento durante
0 processamento e, por isso, por curto tempo, (2) armazenamento online de recuperagiao

relativamente rédpida e (3) armazenamento em arquivo.

O processamento da imagem ¢ feito normalmente sob forma algoritmica. Técni-
cas de processamento que funcionam bem em uma area podem nédo funcionar em outras,
ou seja, as solugoes de melhoria buscadas sao especificas ([29]). Dentre as técnicas de pro-
cessamento de imagens podemos citar: reducao de ruido, aumento de contraste, suavizagao

de imagem, segmentacao, reconhecimento de padroes, morfologia matematica, etc.

A comunicagao ou transmissao de imagens ou videos enfrenta um grande desafio
no que diz respeito a grandes volumes de dados para serem transmitidos no menor tempo

possivel.

A exibicdo de imagens é feita principalmente por monitores de video. As
resolugoes espaciais dos monitores foram melhoradas consideravelmente nos tltimos anos
com o avanco da tecnologia. A resolucao espacial mdzrima de um monitor normalmente
¢é dada pela quantidade de pontos coloridos, ou pizels presentes nele. Normalmente a
resolucao é escrita na forma A x B significando A pontos na horizontal e B pontos na
vertical do monitor. Entretanto, um monitor pode se configurado para apresentar uma
resolucao mais baixa agrupando pontos para representar o mesmo elemento da imagem.
As resolug¢oes mais comuns de monitores de computador sao 1024 x 768 e 1920 x 1080,
embora ja seja possivel encontrar monitores com resolu¢des maiores com, por exemplo,

3840 x 2160 pixels. O tamanho fisico de cada um desses pontos coloridos depende do
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tamanho da tela e da resolucao. Por exemplo, em um monitor de 21,5 polegadas com
resolucdo de 1920 x 1080 um pixel tem 0,02479 x 0,02479 cm? de érea.

Existem diversas tecnologias de hardware utilizadas para exibicao de imagens
em monitores de videos. Dentre elas temos: CRT, LCD, Plasma e OLED [32].

Os monitores CRT (Cathode Ray Tube), desenvolvidos por Karl Braun, foram
usados em todas as televisdes até o final do século X X. Entretanto, com o avanco da
tecnologia surgiram opgoes que sao digitais, menos volumosas e consomem menos energia.

Atualmente, os monitores CRT raramente sao utilizados.

Presente na maioria dos monitores de video na atualidade, as telas de LCD
(Liquid Cristal Display) sdo compostas por arranjos de pixels (com construgao similar aos
chips) constituidos de cristais liquidos que irdo determinar qual cor é exibida. As células
da tela nao emitem luz prépria sendo necessaria uma fonte externa. Porém, cada pixel
tem seu proprio transistor e pode ser ligado individualmente o que nao acontecia nos
monitores CRT. As telas LCD apresentam baixo consumo de energia, melhor eficiéncia do
que os monitores CRT e menor desgaste. Entretanto, o angulo de visao é reduzido e nao

se consegue reproduzir o preto absoluto.

As telas de plasma sao formadas por cdmaras seladas com gases nobres (xeon
e neon) em seu interior, entre duas placas de vidro. Elas apresentam boa luminosidade
e bom nivel de contraste, além de melhor dngulo de visdo. Entretanto, além desse tipo
de tela ser mais sucetivel a defeitos, as células de gas que a compode sao muito grandes,

dificultando a producao de monitores pequenos com boa resolucao.

As telas OLED (Organic Light Emitting Diode) sdo baseadas no uso de subs-
tancias organicas que brilham ao receber um impulso elétrico. Cada célula da tela emite,
portanto, sua propria luz, fazendo com que as telas sejam finas. As telas OLED tendem
a ser mais compactas e economicas. Entretanto, ainda é uma tecnologia nova e por isso,
os custos sao elevados. Além disso, a vida 1til é reduzida devido ao material organico.
Inicialmente essa tecnologia tem sido usada em telas pequenas, como as de celulares. Uma
caracteristica muito interessante das telas OLED ¢é que, como utiliza compostos liquidos,
podem ser construidos em diversos tipos de superficies, podendo, por exemplo, ser utilizado

para a construcao de telas flexiveis.

Em todos os tipos de telas que vimos, cada pixel é composto por subpixels com
divisdo das cores. As telas de CRT, LCD e Plasma apresentam o padrao RGB (Red, Green,
Blue - Vermelho, Verde, Azul) para cada pixel com os trés subpixels de mesmo tamanho.
Podemos ver na Figura 2.23' como é feita a distribuicio dos pixels em um monitor CRT e
LCD. A Figura 2.3 a esquerda representa o padrao de distribuicao de pixels de uma TV

CRT enquanto o a Figura 2.3 ao meio representa um monitor de computador CRT. A

! TImagem retirada de: http://www.dsource.in/course/digital-typography-2/screentypes.html
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Figura 2.3 a direita é o padrao de distribuicao de pixels de um monitor LCD.

Figura 2.3: Diferentes padroes de subpixels em monitores CRT e LCD.

Os monitores OLED ja estao presentes a algum tempo em celulares da Samsung
com o padrao de pixels Pentile’. Na Figura 2.4 vemos alguns padroes de Pentile: o padréo a
esquerda® estd presente, por exemplo, no celular Samsung Galaxy S 111, o tablet Samsung
Galaxy Tab Pro 10.1 apresenta o segundo padrao® e o padrao diamond, apresentado
na terceira imagem’ estd presente, por exemplo, no Samsung Galaxy S4. Nesse caso, 0s

subpixels sao agrupados aos pares. Além disso, os tamanhos dos subpixels sao diferentes.

Figura 2.4: Padroes Pentile de distribuicao de subpixels.

A outra forma bastante comum de exibicdo de imagens é a reproducao de
imagens em papel. As primeiras cameras Kodak geravam imagens em formato circular como
podemos ver em algumas fotografias antigas. Por exemplo, a Figura 2.5 é uma fotografia de
1890 de George Eastman, fundador da Kodak e inventor do filme fotografico que permitiu a
popularizacao da fotografia. Atualmente existem diversas formas de reproducao de imagens
em papel. A melhor e mais cara é a reproducgao fotografica. Temos também o uso da

técnica de halftoning que ¢ o método usado por jornais e pelas impressoras convencionais.

2 Para mais informacoes: http://www.nouvoyance.com/

Imagem disponivel em: http://www.oled-info.com/pentile

Imagem disponivel em: http://www.gsmarena.com/samsung_galaxy_ tab_pro_10_ l-review-
1044p2.php

Imagem disponivel em: http://abertoatedemadrugada.com/2013/05/galaxy-s4-tem-subpixeis-em-
losango.html
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Figura 2.5: Imagem circular gerada por uma camera Kodak em 1890.

Neste trabalho abordamos apenas aspectos da aquisicao e do processamento de

imagens.

2.1 Dispositivos CCD

Normalmente sensores 6pticos primeiro convertem uma imagem a ser adquirida
em sinal elétrico analégico. Em seguida, circuitos eletronicos chamados frame grabbers
(dispositivo de captura de quadro) convertem esse sinal analégico em sinal digital a
fim de tornar possivel a interpretacao por computador. Véarias opgoes para a conversao
de imagens em sinais elétricos estao disponiveis. Neste trabalho concentraremos nos
dispositivos chamados CCD (dispositivo de carga acoplada - charged-couple device) que sao

dispositivos muito comuns utilizados atualmente. Na Figura 2.6 vemos uma representacao

de como uma imagem ¢ adquirida.
-— Foqte dg
/ lluminagao
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\ Imagem
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. Computador
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Objeto gnSeDra

Armazenamento
Figura 2.6: Esquema de aquisicao de imagem.

Conforme [58] e [27], os dispositivos CCD consistem de uma lente e uma imagem
plana (chip), com células semicondutoras fotossensiveis atuando como capacitores, que
armazenam carga elétrica resultante da energia luminosa incidente. Quando um féton
incide sobre uma célula o efeito fotoelétrico faz com que o chip libere um elétron. Dessa

forma, as células funcionam como um balde armazenando agua da chuva. Quanto mais
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fétons/chuva mais elétrons/dgua. Apé6s o fim do tempo de exposicao basta contar quantos
fotons temos em cada balde. O tempo de exposigao esté diretamente ligado a nitidez e ao
nivel de detalhamento da imagem, pois quanto maior a exposi¢ao mais luz é coletada. E
claro que podemos controlar o tempo de exposi¢do da maneira que nos for mais conveniente.
Curiosamente, com o olho humano nao temos esse controle. Independente do tempo que
ficarmos olhando uma imagem sem piscar, a imagem que se forma na retina nao se altera ja
que a retina acumula luz apenas por uma fracao de segundos e passa a descartar o restante

apés esse intervalo. A Figura 2.7 esquematiza a captura de imagem por um dispositivo
CCD.

6
34577
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cena 3D lente 6 | T
g T pixel
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Figura 2.7: Esquema de camera CCD.

Quanto maior o tamanho da imagem plana, maior é a area que pode ser
imageada. Além disso, a resolucao da imagem final esta diretamente ligada ao tamanho de

cada célula do chip.

: A

(a) (b) (c)
Figura 2.8: Exemplos de geometria do chip CCD.

Usualmente a imagem plana é uma malha retangular, mas existem outras
geometrias uteis para a imagem plana [58]. Quando é preciso, por exemplo, medir apenas
a largura da imagem podemos utilizar a geometria linear (Figura 2.8 (a)). Para a inspecao
de mostradores analogicos, por exemplo o relégio e o velocimetro, a geometria circular
(Figura 2.8 (b)) pode ser conveniente. A geometria “ROSA” (Figura 2.8 (c)) foi uma

solugao para encontrar o espectro de poténcia de uma imagem.
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Sensores CCD de formato circulares foram desenvolvidos inspirados na retina
humana. A resolu¢do é maior no centro da imagem (ou FOV- Field of View - Campo
de visdo) em detrimento das bordas (ou periferia). Nesses tipo de sensores, os pixels sao
distribuidos em circulos concéntricos e o raio de cada circulo aumenta exponencialmente
com o numero da circunferéncia. Essa distribuicao de pixels tem a interessante caracteristica
de reduzir seletivamente a quantidade de dados da imagem permitindo um processamento
mais rapido ou o envio dessas imagens por redes com baixas taxas de transferéncia. Esses
sensores foram inicialmente desenvolvidos para uso em robdtica. Entretanto, sua estrutura
também ¢ interessante para o processamento de imagens em tempo real, active vision

(visdo ativa), transmissao de imagens comprimidas, etc [42].

- -

Figura 2.9: CCD de geometria circular fabricado em 1989.

Na Figura 2.9 um exemplo® de geometria circular de CCD criado por Debuss-
chere and Kreider e Van der Spiegel e fabricado por IMEC e a Universidade da Pensilvania
em 1989 [19] com aplica¢do em robdética. Temos ainda o artigo [42] de 1998 que relata a
construgao de um chip CMOS log-polar (falaremos sobre esse tipo de chip apds a Figura
2.10) exibindo, inclusive, uma imagem (Figura 2.10) capturada com o chip construido.
Outras referéncias citando CCDs de geometrias circulares sao [69], [67], [64] e [55]. O
avango na tecnologia de fabricacao de chips possibilita a implementagao de formatos

personalizados. Essa possibilidade inspirou o estudo do tema apresentado do Capitulo 3.

Como vimos, o tempo de exposicao a luz estd intrinsecamente ligado a qualidade
da imagem. Dessa forma, para melhorar a relagao sinal-ruido (fidelidade entre a cena real
e a imagem) aumenta-se o tempo de exposigao de luz [7]. Essa abordagem ¢é equivalente a
fazer multiplas aquisi¢gdes, cada uma com o mesmo tempo de exposicao a luz, e considerar

a soma das aquisi¢oes. Também é comum considerar a média das aquisi¢oes. Entretanto,

5 TImagem retirada de: http://image-sensors-world.blogspot.com.br/2013/01 /exhibition-features-art-of-
ccd-layout.html
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nao é comum levar em considera¢ao a variancia dos dados que é um estimador basico
de ruido utilizado em processamento probabilistico de imagem [7]. O artigo [12] utiliza
um modelo em que a média e o desvio padrao de uma vizinhanca é considerada para

determinar o tom de cinza de cada ponto da imagem.

Figura 2.10: Imagem capturada com um chip CMOS log-polar.

Outro sensor de aquisi¢do de imagens bastante comum é o CMOS (Comple-
mentary Metal-Oxide Semiconductor) [54]. A conversao de luz em elétrons é feita da
mesma maneira que nos chip CCD. Entretanto, as diferencas come¢am na maneira como
os elétrons sao lidos. Nos sensores CCD as cargas das células sdo transportadas ao longo do
chip, lidas em um canto da malha e em seguida convertidas para um valor digital em um
conversor separado. Ja nos sensores CMOS cada célula é lida e convertida individualmente.
Por utilizar um conversor externo o processo de geracao de imagens dos sensores CCD ¢é
mais lento do que dos CMOS. Os sensores CCD tem uma manufatura especial para que
seja possivel transportar a carga sem distor¢ao, o que leva a uma qualidade elevada em
termos de fidelidade a sensibilidade a luz, e, por isso, sao sensores mais caros. Os sensores
CMOS sao produzidos com a mesma tecnologia da maioria dos microprocessadores, o que
os torna mais baratos. Entretanto, esses sensores sao mais suscetiveis a ruidos. Além disso,
os sensores CMOS gastam menos energia do que os sensores CCD. Por serem mais antigos

os sensores CCD foram mais desenvolvidos, propiciando qualidades melhores.

As cameras CCD e CMOS comuns utilizam chips feitos de silicio. Entretanto,
o silicio nao consegue capturar alguns comprimentos de ondas como, por exemplo, o
infravermelho. O imageamento de tais comprimentos de onda ¢é consideravelmente mais
complicado, volumoso e caro. Esse problema motivou um grupo de pesquisadores da
Universidade de Rice a desenvolver um prototipo de cAmera mais simples, menor e mais
barata do que as cameras digitais e que pode operar de maneira eficiente através de uma

faixa espectral muito mais ampla do que as cameras convencionais com chips de silicio.
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A “single-pixel” (assim chamada por possuir um tnico detector de fétons) é baseada em
uma nova e crescente area chamada “Compressive Sensing” (ou Compressed Sampling).
O objetivo é o de utilizar um pequeno nimero de amostras posicionadas aleatoriamente
para reconstruir todos os valores de um sinal esparso. Ao invés de capturar amostras de
pixels através da média de uma matriz de detectores de fotons, a “single-pixel” mede
produtos internos entre a cena em questao e um conjunto de fungoes teste. Apesar de ser
uma tecnologia muito promissora, o desing dessa camera ainda precisa passar por muitos
ajustes até que se torne comercial. As referéncias [61], [23], [28], [33], [63], [14], [24] e [46]

abordam com detalhes os assuntos deste paragrafo.

2.2 Definicao de Imagem

Seja = R? ndo vazio. Definimos como imagem um modelo f : Q@ — R que
associa a cada coordenada (x,y) €  um valor real t = f (x,y) que é proporcional &
intensidade luminosa em (x,y). Cada ponto (z,y) € Q é chamado de pizel (ou elemento
da imagem) e €2 é chamado de espago suporte de pizels. Usualmente {2 é um subconjunto
de Z*. Observamos que aqui a nocao de pixel é diferente da apresentada anteriormente

para tela de monitor.

A luz é uma fonte de energia e por isso t deve ser nao negativo. Neste trabalho
chamaremos ¢t de tom de cinza (ou nivel de cinza). A intensidade da luz de uma imagem
de uma cena qualquer percebida pelo olho humano pode ser modelada segundo duas

componentes:

(1) A iluminancia i(z,y) que é a quantidade (em limens) de luz incidindo nos

objetos observados;
(2) A reflectancia r(z,y) que é a taxa de luz refletida pelos objetos observados.

Dessa forma, um modelo matematico usual é dado port = f (x,y) = i(z,y)r(z,y)
onde 0 < i(z,y) <o e < r(z,y) <1, ou seja, t é fracao de luz refletida pelo objeto.
Observamos que a iluminancia é determinada pela fonte de luz e a reflectancia pelas carac-
teristicas dos objetos. Por exemplo [38], i (z,y) = 900 em um dia ensolarado e i (x,y) = 10
em um escritério iluminado. Por outro lado, r (z,y) = 0,8 para uma parede branco-fosca
e r(xz,y) = 0,01 para um veludo preto. Quando Q é compacto e, sendo f continua, ¢

pertence a um intervalo limitado.

Quando trabalhamos com imagens é importante diferenciar os conceitos de

imagem analdgica, imagem digital e modelo matematico de imagem.

Uma imagem analdgica ¢ um modelo f (z,y) que tem, teoricamente, precisao

tao boa quanto se queira em intensidade em cada coordenada (x,y).
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Uma imagem digital ou imagem discreta é um modelo f (x,y) com
Q={(z,y)€Z*:0<z<mel<y<n} (2.1)

que pode ser representada por uma matriz M,,y, finita de amostras de intensidades
luminosas, ou seja, com entradas t;; = f (i,7). As intensidades maxima e minima sao
finitas. Observemos que as coordenadas de cada elemento da matriz é um pixel. Um pixel
é, portanto, a representacao abstrata da imagem que pode ser trabalhada em um ambiente
digital. Iremos considerar o espaco suporte €2 associado a imagens digitais muitas vezes
neste trabalho e, por isso, iremos chama-lo de espaco suporte tradicional, que indicaremos

por Q.

Na Figura 2.6 temos representado em qual parte do processo de aquisicao

surgem as imagens analogica e digital.

Um modelo matemdtico de imagem monocromdtica (ou em tons de cinza) é
simplesmente um modelo f no qual é permitido que f assuma valores negativos. Modelar
matematicamente a imagem como uma func¢do é muito 1til para descrever a imagem e

também para definir operacoes sobre a imagem.

Existe diferenca entre a informagao visual e a informacao descritiva. A infor-
macao vista na tela de um computador, por exemplo, é visual. A informacao descritiva

refere-se ao modelo matematico de imagem que representa os objetos visualizados.

Para criarmos uma imagem digital a partir de uma imagem analdgica devemos
discretiza-la por meio de um processo chamado de amostragem (na Figura 2.6 esta etapa
é realizada pelo dispositivo “frame grabber”). Esta discretiza¢ao também pode ocorrer nos
tons de cinza, que pode ser aproximado para um nimero inteiro. Neste caso, o procedimento
¢é chamado de quantizacio em niveis de cinza. Tal procedimento é necessario para que a

imagem possa ser processada pelo computador.

Figura 2.11: Imagens com 256 e 8 tons de cinza.

O processo mais comum de quantizacao faz com que t = f (z,y) assuma valores
inteiros entre 0 e 2* — 1. Chamaremos o intervalo [0,2* — 1] de escala de cinza. Esse

formato da escala de cinza estd intrinsicamente ligado ao sistema binario do computador.
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O valor de k estd associado a quantidade de tons de cinza que t pode assumir que, neste
exemplo, é de 2F tons. Para o olho humano é suficiente trabalharmos com 64 tons de cinza
[38]. Entretanto, o valor mais comum para k ¢é 8 resultando em 256 valores de tons de
cinza possiveis para t. Um caso particular importante ¢ quando k& = 1. Nesse caso, os
pixels assumem apenas os valores 0 e 1, a imagem ¢ dita bindaria e é visualizada em preto
e branco. Na Figura 2.11 (retirada de [38]) vemos a mesma imagem representada com 256

tons de cinza (a esquerda) e com 8 tons de cinza (a direita).

(a) (b) (c)
Figura 2.12: Diferentes redes de pontos.

Dada uma imagem analégica, que é “continua” em R?, para obter uma imagem
digitalizada, ou seja, discretizada em Z?, é feita uma amostragem de R?. Este processo
consiste em considerar uma rede de pontos (pixels). Usualmente, essa rede de pontos é
uniformemente distribuida, entretanto isso nao é uma condi¢ao necessaria. Na Figura
2.12 algumas redes de pontos sdo consideradas. A Figura 2.12 (a) é um exemplo de rede
de pontos que nao é uniformemente distribuida, a Figura 2.12 (b) é uma rede uniforme

triangular e a Figura 2.12 (c¢) é uma rede uniforme quadrada.

(a) (b) (c)
Figura 2.13: Exemplo de digitalizacao de imagem.

O processo mais comum de amostragem consiste em dividir o plano xy em
uma grade retangular de pixels e considerar o centro de cada elemento da grade como
sendo um par ordenado de Z*. A Figura 2.13 é um exemplo do processo de digitalizacao
de uma imagem. Dada a imagem analdgica, que é “continua” (Figura 2.13 (a)), o plano é
dividido em uma grade (Figura 2.13 (b)). A amostragem pode ser vista na Figura 2.13 (c)
juntamente com os pontos da rede de pixels. Neste exemplo, um elemento da grade recebe
um tom de cinza se o ponto central da grade intersecta a imagem continua. Observamos
que as propriedades geométricas como, por exemplo, a convexidade, das imagens analdgica

e digital podem ser diferentes. Observamos ainda que o formato da imagem digital depende
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do posicionamento e do tamanho da grade utilizada na amostragem. Quanto mais divisoes

tiver a grade melhor a imagem digitalizada se aproximara da imagem “continua’.

Vejamos, na Figura 2.14, uma representacao de uma imagem digital plana.
Observamos que o sentido de orientagdo dos eixos é diferente do sistema cartesiano e
optamos por utilizar a orientagao da Figura 2.14 em todo nosso trabalho, pois essa ¢ a

orientacao utilizada nos programas computacionais.

coluna n

) ¥ v

0
pixel
linha m —» e
M-1
v

Figura 2.14: Representagao de imagem digital.

Ressaltamos que resolugao de imagens ¢ um conceito que pode ser utilizado em

diversos contextos.

No processo de aquisicao de uma imagem digital sua resolucao ¢ dada em pixels
que, como vimos, independe de unidade de medida estabelecida. Nessa etapa, a resolucao
esta ligada a quantidade de células do sensor CCD. Se compararmos dois sensores de
mesmo tamanho, aquele com maior nimero de células tera maior resolucao, pois assim as
células serdo menores e, dessa forma, conseguirao captar fragmentos menores da cena e a

copia digital da imagem sera mais fiel a original.

Figura 2.15: Diferentes resolucoes de imagem.

Ao armazenar a imagem, diferencas de formatos, espaco em disco entre outros

fatores faz com que alguns pixels adquiridos sejam descartados, podendo diminuir a
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resolucao da imagem. Na Figura 2.15 podemos ver a mesma imagem representadas com o
mesmo tamanho fisico e com resolugoes de 512 x 512 pixels (a esquerda), 128 x 128 (no
meio) e 64 x 64 (a direita).

J& a resolucao de uma imagem exibida em um monitor depende do tamanho
e da quantidade de pixels da tela. Se o monitor estiver na resolu¢do maxima temos
uma correspondéncia de um para um entre os pixels da imagem digital e os pontos
do monitor. Assim, dada uma imagem digital, ou seja, uma quantidade fixa de pixels,
considerando monitores de mesmo tamanho, quanto maior for a resolucao do monitor,
menor sera a imagem apresentada na tela. Na Figura 2.16 vemos um exemplo do logotipo
da Unicamp (460 x 442 pixels) exibida em monitores de mesmo tamanho (21,5 polegadas)
com resolugoes diferentes: na esquerda a resolucao é de 1980 x 1080 pixels enquanto na
direita é de 1280 x 720.

Figura 2.16: Mesma imagem em dois monitores de mesmo tamanho com resolugoes

diferentes.

A quantidade de pixels que a imagem possui, juntamente com a resolucao do
monitor é o que determina a resolugdo da imagem na tela. Por exemplo, uma imagem
com 1920 x 1080 pixels preencherd completamente a tela de um monitor de resolucao
1920 x 1080, ocupara somente parte de um monitor de 2560 x 1440 e nao caberda em um

monitor de 1024 x 768 de forma que apenas um trecho da imagem sera mostrado.

A ferramenta que conhecemos como “zoom” é 1util quando a resolucao da
imagem digital ndo coincide com a resolugao do monitor (o que é extremamente comum).
Matematicamente o zoom é uma reamostragem da imagem para exibi¢ao e, via de regra, nao
altera a resolucao original da imagem digital. Se o objetivo for a alteracao das dimensoes

da imagem existem processos denominados “scaling” e “resizing” [38].

Técnicas adaptativas podem ser utilizadas para aprimorar os processos de
amostragem e quantizacao [38]. Na amostragem a ideia é utilizar mais pontos em regides
de grande detalhe em detrimento de regidoes homogéneas de grandes dimensoes, pois essas

regioes poderiam ser amostradas com um menor nimero de pixels. Como o olho humano
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nao é capaz de perceber pequenas diferencas nos tons de cinza perto das variagoes bruscas
de intensidade a quantizagdo procura utilizar poucos tons de cinza nessas regides. A
principal dificuldade para implementar essas técnicas é a necessidade de identificagao
antecipada das regides da imagem e das fronteiras entre elas. Na Figura 2.17, retirada de
[26], temos um exemplo de amostragem adaptativa utilizada para obter efeito mosaico em

uma imagem.

Figura 2.17: Amostragem adaptativa para efeito mosaico em imagem.

O processo de digitalizacao envolve decisdes com relacao aos valores de m, n e
k. E comum, em computacao, considerar que esses valores sao poténcias de 2. Em principio,
quanto maiores esses valores, melhores os resultados, entretanto, enfrentamos um problema
quanto ao armazenamento da imagem ja que, para ser armazenada, a imagem necessita
de kmn bits. A Figura 2.18, por exemplo, necessita de 2.097.152 bits ou 262.144 bytes (1
byte = 8 bits) para ser armazenada sem qualquer técnica de compressao ou compactacao.
Além disso, é pertinente citar que “qualidade de imagem” é um conceito relativo, pois

depende dos requisitos da aplicacao dada.

SR

Figura 2.18: Imagem de 512 x 512 pixels e 8 bits.
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2.3 Topologia da Imagem

Nesta secao apresentaremos técnicas que sao uteis em processamento de imagens
digitais.

Se uma imagem for amostrada de maneira tradicional, em forma de grade
retangular (ou matriz M,,,), podemos definir quem séo os vizinhos de um pixel apenas
observando as arestas e vértices do retangulo que o delimita. Entretanto, como vimos,
outras amostragens sao possiveis. Para esses casos (especialmente quando a amostragem
nao for uniformemente distribuida) pode ser complexo definir quem sao os vizinhos de um
pixel e muitas operagoes sobre as imagens necessitam desse conceito. Assim, introduziremos

a noc¢ao de grafo para nos auxiliar nas defini¢oes de vizinhanca e distancia entre pixels.

Um grafo G nao orientado associado a uma rede de pixels é um par (V, E) de
vértices V e arestas £ onde V' = {vy, ..., v} é 0 conjunto de pontos da rede e E = {ey, ..., €}

¢ uma familia de pares (v;,v;) nao ordenados representados pelas arestas.

Um grafo é dito simples se nao contém “loops” (ou seja, arestas do tipo (v;, v;))
e se nao existe mais de uma aresta conectando dois vértices distintos. Grafos usados em
processamento de imagens sao simples. Os tipos mais comuns de grafos usados em analise

de imagens sao os grafos 4-conexos e 8-conexos que podem ser visualizados na Figura 2.19.

Figura 2.19: Grafos (a) 4—conexo e (b) 8—conexo.

Os vizinhos de um pixel v em um grafo G = (V, E') sdo dados por [59]:

Ng (v) ={v' eV | (v,0') € E}.

Observemos que em um grafo 4-conexo dois pixels sao vizinhos quando possuem
uma aresta comum dos quadrados que os delimitam (pontilhado na Figura 2.19). No
caso 8-conexo temos que dois pixels sao vizinhos quando possuem uma aresta comum dos
quadrados pontilhados que os delimitam ou um vértice comum desses mesmos quadrados

pontilhados.
Uma sequéncia (vg, v1, ..., v) de vértices distintos de um grafo é um caminho

P de comprimento [ (P) = k quando v; e v;41 sdo vizinhos para todo i € {0,1, ...,k — 1}.

Vejamos agora o conceito de distancia que é amplamente usado em andlise de

imagens, pois fornece uma medida de separacao entre os pontos da imagem digital.
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Como ja citado no Capitulo 1, uma métrica d em um conjunto £ é uma funcao
d: & x & — R que associa um elemento de £ x £ a um ntmero real nao negativo e que

satisfaz as seguintes condigbes para quaisquer p,q,r € &:
(1)) d(p.q) 20ed(p.q) =0 <=p=gq.
(i) d(p,q) = d (g, p) (simetria).

(1ii) d (p,q) < d(p,r) +d(r,q) (desigualdade triangular)

Existem muitas distancias discretas que satisfazem esses axiomas. A escolha
da distancia para um determinado processamento de imagens depende, por exemplo, da

precisao pretendida, da disponibilidade de memoria e da velocidade da aplicagao.

Para o processamento de imagens digitais, consideramos que 2 = V' x V sendo
G(V, E) grafo, ou seja, cada um dos pixels de €2 pode ser considerado como vértice de um

grafo.

Em um grafo G, a distancia discreta dg entre os pixels p e ¢ é dada pelo

comprimento do menor caminho ligando p e ¢:

dg (p,q) = min {l (P) | P é um caminho ligando p e ¢} .

Esta definicao implica que a distdncia depende fortemente do tipo de grafo
escolhido. Suponhamos que p = (z1,y1) e ¢ = (z2,¥2). Se o grafo for 4-conexo, sua métrica

d, é conhecida como métrica da soma e a definicdo acima se torna:
dy ((z1,91) (22, 92)) = |22 — 1] + 12 — w1 .

Por outro lado, se o grafo for 8-conexo sua métrica dg é conhecida por métrica

do méaximo e a defini¢do acima fica:
ds ((w1,91) , (22,92)) = max {|zy — z1], [y2 — v1l}

Podemos ainda, considerar os pixels como pontos de R? e utilizar a distancia

euclidiana d.:

d. (w1,1) s (02,0)) =\ @2 — 20)? + (32 — )?

Porém, essa abordagem métrica pode nao levar em conta as relagoes de vizi-

nhancas entre os pontos da imagem.

Normalmente, em aplicagoes praticas, a distancia euclidiana é arredondada
para o inteiro mais préoximo. Entretanto, esse arredondamento faz com que a fungao nao

seja métrica, pois nao satisfaz a desigualdade triangular.

Observamos na Figura 2.20 que a distancia entre os pontos p e ¢ depende da
métrica utilizada. Na Figura 2.20 (a) d4 (p,q) = 5. Na Figura 2.20 (b) ds (p,q) = 3. E,
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na Figura 2.20 (¢) d. (p,q) = v13. Os caminhos pontilhados nas Figuras 2.20 (a) e (b)

também representam a distancia entre os pontos p e q.

(b) (c)

Figura 2.20: Diferentes distancias entre os mesmos pontos.

Diremos que uma vizinhanca Nj (p) em um grafo G = (V, E) é uma bola de

raio r centrado em p se
Ng(p) ={qeV |dg(p.q) <r},
onde dg ¢é a distancia definida sobre o grafo G.

Vejamos, na Figura 2.21, uma bola Ng (p) para um grafo 4-conexo e um grafo

8-conexo (os elementos de N (p) sdo os pontos centrais dos quadrados hachurados).

(a) (b)

Figura 2.21: Bolas de raio 4 em grafo 4-conexo e 8-conexo.

2.4 Morfologia Matematica

Morfologia matemaéatica, como vimos anteriormente, ¢ um dos processamentos
que podem ser feitos em uma imagem. A palavra morfologia é utilizada na biologia para
designar o estudo da forma ou da estrutura das plantas e dos animais. A morfologia
matematica é um ramo do processamento nao linear de imagens que tem por objetivo
extrair e identificar propriedades importantes de uma imagem baseadas na estrutura
geométrica de elementos da imagem. Na década de 60, Jean Serra e George Matheron
[38] deram inicio ao estudo da Morfologia Matemética ao analisar imagens bindrias com o
auxilio da teoria de conjuntos. Posteriormente, o estudo foi estendido para imagens em tons
de cinza utilizando a teoria de reticulados. Atualmente, a morfologia matematica ainda é
amplamente estudada e utilizada, possuindo, assim, uma rica literatura, além de linguagem
e notagao propria. Existem intimeros métodos morfolégicos tais como melhoramento,

segmentacao, restauracao, esqueletonizacdo, dentre outros. E diversos desses métodos sao
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utilizados, com sucesso, pela biologia, visao robdtica, microscopia, metalurgia, imageamento

médico e muitas outras areas.

Conforme [21], os operadores morfoldgicos servem com uma linguagem universal
para o processamento de imagens, e, por isso, suas aplicagoes sao limitadas apenas pela

elaboracao de algoritmos efetivos e implementagdao computacional eficientes.

A ideia basica da morfologia matematica consiste em examinar a imagem,
utilizando um conjunto conhecido e bem-definido chamado de elemento estrutural. As
operagoes basicas da morfologia sao a erosdo e a dilatacao. Essas operagoes sao relativa-
mente simples e muitas operagoes morfolégicas sofisticadas sao reduzidas a sequéncias
de dilatagao e erosao [60]. As defini¢des destas operagoes dependem do tipo de imagem
a ser processada: binarias, em tons de cinza ou coloridas. Seguindo a evolugao historica
abordaremos primeiro as operagoes em imagens binarias e, em seguida, as em tons de

cinza. Ressaltamos que as imagens coloridas nao serao abordadas neste trabalho.

2.4.1 Elemento estrutural

O elemento estrutural (SE - structuring element) é um determinado conjunto
de pixels utilizado para examinar a imagem a ser estudada. Geralmente, a quantidade de
pixels do SE é menor do que a quantidade da imagem. O formato do SE é decidido com
base em conhecimento prévio da geometria dos objetos relevantes e irrelevantes da imagem.
Dessa forma, o éxito de uma operacao morfolégica esta na escolha do SE de acordo com

uma dada aplicacao ou objetivo.

Figura 2.22: Exemplos de elementos estruturais.

As operacoes fundamentais da morfologia matematica necessitam da definicao
de uma origem para cada SE. Na Figura 2.22 temos alguns SEs, os dois primeiros sao os

mais comumente utilizados. Chamaremos o primeiro SE de SE —4 e o segundo de SE — 8.

Observamos, entretanto, que ao sobrepor SEs a imagem, o formato destes pode
se alterar dependendo da posicao da origem p. A Figura 2.23 ilustra como é o formato dos
SEs SE —4 e SE — 8 com origem centrada em (0, 0).
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O processamento de imagens no qual SEs sao consideradas como na Figura 2.23
é o que enfocaremos neste trabalho. Entretanto, ha processamentos nos quais o tratamento

de pixels préoximos da borda é diferente do que propomos. Vejamos alguns exemplos.

(a) (b)
Figura 2.23: Elementos estruturais com origem nas bordas da imagem para (a) 4—conexo

e (b) 8—conexo.

Em termos computacionais, a imagem de entrada deve ter o mesmo dominio,
ou seja 0 mesmo tamanho, da imagem de saida. Por esse motivo, [21] opta por uma
abordagem andloga a que propomos, ou seja, na Figura 2.24, onde podemos ver um SE
centrado em p, apenas 6 de seus pixels fazem parte da imagem e sao considerados no

processamento. Por outro lado, [38], cita algumas estratégias alternativas. Sao elas:

(1) os pixels do SE que nao pertencem & imagem podem ter tons de cinza
definidos como sendo zero (preto), o que é equivalente a considerar uma camada externa

extra de pixels de tons zero em torno da figura;

(2) os tons de cinza dos 3 pixels do SE externos a imagem sio os mesmos
tons dos trés pixels da borda direita (hachurados na figura), consequentemente, também
estamos acrescentando uma camada externa extra de pixels a imagem. Essa abordagem
considera a imagem como se fosse um toro, pois as arestas exteriores paralelas da imagem

sdo identificadas no processamento;

(3) os SEs que contém pixels que ndo pertecem a imagem sao desconsideradas no

processamento, ou seja, nao ha processamento, sendo que o pixel p permanece inalterado.

Figura 2.24: Processamento do pixel p utilizando a bola 8— conexa de raio 1.
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2.4.2 Morfologia binaria

Em uma imagem bindria f : Q < Z* — {0, 1} os pixels brancos (de valor 1)
definem completamente a imagem e os pixels pretos (de valor 0) sdo o fundo da imagem.
Na Figura 2.257 temos um exemplo de imagem bindria. Ressaltamos, porém, que algumas
literaturas definem os pixels pretos como sendo os objetos da imagem. Diremos que os
pixels brancos formam o primeiro plano da imagem ou foreground enquanto os pixels

pretos formam o plano de fundo da imagem ou background (veja Figura 2.25).

Figura 2.25: Exemplo de imagem binaria.

Operagoes morfologicas em imagens binarias produzem imagens binarias. Assim,
um processo morfoldgico se reduz a decidir quais pixels serao desligados e farao parte do
fundo (valor 0) e quais serdo ligados e fardo parte dos objetos da imagem (valor 1). Nesta
linha de raciocinio, dado um pixel, o SE é que determina quais dos pixels ao redor do dado
pixel devem ser considerados na decisdo de alterar ou nao seu valor [60]. Nesse sentido, a

escolha do SE ¢ central no processamento morfolégico.

A linguagem da morfologia mateméatica em imagens binarias é a teoria de
conjuntos. Os conjuntos representam os objetos em uma imagem. Recordemos algumas

defini¢oes que nos auxiliarao nessa secao.

A translagao de um conjunto B por um ponto (vetor) z, denotada por B, e

definida por:
B, ={b+x|be B}.

A translagao sera utilizada para posicionar o SE em local conveniente.

Uma reflexdo de um conjunto B sera denotada por B e definida por
B={-b|beB}.
Esta reflexdo também pode ser vista como uma rotacao de 180° em torno da origem.

O complemento de um conjunto B sera denotado por B¢ e definido por

B¢={x|x¢ B}.

" Imagem retirada de: http://br.stockfresh.com /image/1041280/silhouettes-of-butterflies
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Agora podemos definir as operagoes de erosao e dilatacao.

Chamaremos de A < ) o conjunto das coordenadas dos pixels de valor 1 da

imagem.

2.4.2.1 Erosao e Dilatacdo

A erosdo de um conjunto A por um SE B, de origem (0, 0), denotada por A© B,
é definida por
AoB={xeA|B,c A}.

Isso significa que, para realizar a erosao em uma imagem bindaria, devemos
examinar todos os pixels da imagem transladando o SE B para cada pixel de A e em
seguida verificar quais sao os pixels tais que B esta contido em A. Se o SE estiver contido
em A (valores 1) entao essas posigoes continuarao valendo 1 na imagem final, caso contrario

o pixel deve ter seu valor alterado para 0.

A dilatac¢ao de um conjunto A por um SE B, de origem (0,0), denotada por

A @ B, pode ser definida em termos de erosao da seguinte forma:
A®B = (AC@E’)C.
Observamos, entretanto, que
AG®B = (Accaé)c — ({:ceAC | (B) c Ac})c — {er | (B) AA# @},

que é uma forma equivalente da definicdo de dilatacao bastante ttil para a implementacao

computacional.

Assim, para realizar a dilatagdo devemos inicialmente posicionar a origem do
SE B rotacionado em cada pixel de 2. As posi¢des em que B intersectam A passarao a
ter valor 1. Observamos que se posicionarmos a origem de B em qualquer ponto de A
a intersecao nao serd vazia. Dessa forma, todos os pontos de A farao parte da imagem

dilatada bastando examinar apenas os pixels do background.

Se a origem do SE é um dos pixels do SE, entao a erosao tem o efeito de
“encolher” a imagem enquanto a dilatacao tem o efeito de “expandir” a imagem. Com isso,
a erosao apaga pixels que nao atendem a um determinado padrao, enquanto a dilatacao

altera uma pequena vizinhancga dos pixels para um dado padrao.

Observamos que, caso o SE B tenha um ponto central e seja simétrico em

relagdo a ele (o que é comum), entao B = B.

Vejamos um exemplo basico de erosao binaria e um de dilatacao binaria afim

de compreendermos as operacoes.

Exemplo 1: Erosao binaria
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Figura 2.26: Exemplo de erosao binaria.

A Figura 2.26 é um exemplo simples de erosao binaria. Nessa figura, para uma
melhor vizualizacao, os pixels de valor 1 estao pintados de cinza, os pixels de valor 0 estao
pintados de branco e, o SE esta hachurado para que possamos enxergar a sobreposicao
do SE B nos pixels de A. Como vimos, precisamos verificar apenas se os elementos que
estdao em A permanecerao em A. O pixel x permanecera em A caso B, € A. Observemos
que com o elemento estrutural acima definido, a tltima linha de pixels da imagem sempre

permanece inalterada.

Exemplo 2: Dilatacao binaria.

Figura 2.27: Exemplo de dilatagdo binéria.
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A Figura 2.27 nos mostra um exemplo de dilatacao binaria. Aqui, mais uma
vez, os pixels de valor 1 estao pintados de cinza e os de valor 0 estao em branco. Como
vimos, todos os pixels de A continuarao na imagem dilatada. Precisamos examinar apenas
os pixels do background para verificar quais deles fardo parte da imagem dilatada. E essa

verificagao é feita com base na interse¢cao do SE B rotacionado com A.

2.4.2.2 Dualidade

Dado um operador ¥ o seu operador dual é denotado por ¥* e é definido por
U (A) = (¥ (A9))°.

Dado o SE B, a erosao é dual da dilatagdo, ou seja, V*(A) = AS B e
v(A)=Ad® B. De fato: tomemos a dilatacio do conjunto A° pelo SE B entdo temos,

por definicao, que A°@® B = (A© B)°. Tomando o complementar dos dois lados temos
que A© B = (AC@E) )

A dualidade nos mostra que a erosao e a dilata¢do nao sao operagoes inversas. A
erosao “encolhe” os objetos da imagem mas “expande” o background enquanto a dilatagao

faz o contrario. Conforme [59], nao existe transformagoes inversas para a erosao e dilatacao.

2.4.2.3 Abertura e Fechamento

Existem duas operagoes secundarias, porém nao menos importantes, na morfo-

logia matematica. Essas operagoes sao definidas pela composicao das operacoes basicas.

A erosdao remove objetos da imagem que nao contém o SE. Entretanto, al-
gumas vezes € preciso recuperar algumas estruturas perdidas e, como vimos, nao existe

transformacao inversa da erosdo. Essa necessidade motivou a definicao de abertura.

A abertura de um conjunto A por um SE B, denotada por A o B, é dada por

AoB=(ASB)®B.

Quando uma imagem ¢ dilatada muitas vezes perde seu formato original. Para
suprir essa necessidade temos a definicao de fechamento. O fechamento de um conjunto A

por um SE B, denotado por A e B, é dado por

AeB=(A®B)OB.

Na Figura 2.28 podemos ver um exemplo basico das operagoes de abertura e

fechamento em uma imagem binaria.

Geralmente a abertura suaviza o contorno das imagens, elimina saliéncias
finas e quebra ligacoes estreitas. Por outro lado, o fechamento além de também suavizar

contornos, funde descontinuidades estreitas, alonga golfos finos, elimina pequenos buracos
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e preenche lacunas em um contorno [29]. As operagoes de abertura e fechamento sdo duais,

assim como ocorre com a erosao e a dilatagao.

AeB A°B = (A6 B)®B

™~

| &

Figura 2.28: Exemplo de abertura e fechamento em uma imagem binaria.

A Figura 2.29 ilustra um exemplo pratico do uso da sequéncia abertura -

fechamento para a redugao de ruido na imagem de uma impressao digital.

Figura 2.29: Reducao de ruido de uma impressao digital .

8 TImagem retirada de [29)].
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Alguns algoritmos morfolégicos basicos de uso pratico sao: extracio de fronteiras,
preenchimento de buracos, extracao de componentes conexos, fecho convexos, afinamento,
espessamento, esqueletos, poda e reconstrucao morfologica. Tais algoritmos podem ser
encontrados em [29], [45], [21] ou [38].

2.4.3 Morfologia em tons de cinza

Vejamos agora como sao definidos os operadores morfolégicos para uma imagem
f em tons de cinza. Os mesmos principios basicos da morfologia binaria podem ser utilizados.
Neste trabalho, abordaremos apenas as operacoes de erosao e dilatacao por elemento

estrutural. Utilizaremos a mesma definicao de SE vista acima.

Consideraremos, primeiramente, os casos em que a amostragem foi feita utili-

zando uma rede de pontos uniformemente distribuida.

Neste caso, o dominio da imagem é um subconjunto de Z?. Assim, definimos a
translacdo da imagem f por um vetor b, denotada por f,, como sendo f, () = f (z —b),
desde que f esteja definida para x — b, ou seja, o valor da imagem transladada em um

pixel x é igual ao valor da imagem original na posicao transladada pelo vetor oposto —b.

Observamos que, por defini¢do, uma imagem sé pode ser transladada caso a
rede de pontos da imagem transladada coincida com rede de pontos da imagem original
[59]. Dessa forma, as definigdes que utilizam a translagdo s6 podem ser aplicadas em

imagens com rede de pontos uniformemente distribuidas.

A erosao de uma imagem f por um SE B é denotada por g (f) e definida por
(e (/)] (2) = min [ (& + 1) (2:2)

Outra forma equivalente de interpretar a definicao acima é que a erosao pode
ser dada pelo valor minimo na regiao coincidente com B quando a origem de B esta em .
Como toma-se o minimo de cada regiao entao espera-se que a imagem erodida fique mais
escura do que a imagem original. Além disso, espera-se que o tamanho dos objetos claros

sejam reduzidos e o tamanho dos objetos escuros sejam aumentados.

A dilatagao de uma imagem f por um SE B, denotada por o5 (f), é definida
por

[0 (D] (&) = max f (2 = b). (23)

As observagoes com relagao a dilatagao sao parecidas com as da erosao. Como toma-se
0 maximo espera-se que a imagem fique mais clara. Espera-se ainda que o tamanho dos

objetos claros aumentem enquanto o tamanho dos objetos escuros diminuem.

Anélogo a fungoes binarias temos que a erosao e a dilatagao sao operadores

duais.
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As defini¢oes de abertura e fechamento para imagens em tons de cinza sao

inteiramente andlogas as para imagem binarias.

A abertura de uma imagem f por um SE B, denotada por g (f), é definida

por

v (f) = dzles (f)]-

O fechamento de uma imagem f por um SE B, denotado pro ¢p (f), é definido

por

¢p (f) =¢epliB (f)].

Vejamos um exemplo basico de erosao e dilatacao em tons de cinza. A Figura
2.30 nos mostra uma imagem f de 5 x 5 pixels (aumentada) e ao seu lado um gréfico
com o tom de cinza de cada pixel na escala [0,255]. Temos ainda representado o formato
do SE B. Na segunda linha da Figura 2.30 temos o grafico resultado da erosao e (f) e
a imagem erodida de 5 x 5 pixels (aumentada). Na terceira linha temos, novamente, o
grafico e a imagem dilatada dp (f). Observamos que a imagem erodida tende a ficar mais

escura enquanto a dilatada tende a ficar mais clara.

f

22112451139 | 140 | 216 B

198 [ 124 | 229 | 188 | 160

2531189 0 | 171] 97 °

251 86 | 37 | 25 | 58

26 | 125|218 | 246 | 46

198 | 124 | 139 | 139 | 140

124 (124 | 0 (140 ] 97

ep() |189| 0o [ o | o |58

26 | 37 0 25| 25

26 [ 26 | 37 | 25 | 46

245|245 | 245 | 216 | 216

2531245 229 | 229 | 216

o5() 2531253 (229|188 | 171

253 | 251 (218 | 246 | 97 .

2511218 | 246 | 246 | 246

Figura 2.30: Exemplo simples de erosao e dilatagao em tons de cinza.
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A Figura 2.31 nos mostra um exemplo de abertura (b) e fechamento (c¢) de
uma imagem radiografica (a) de 448 x 425 pixels utilizando um SE 4—conexo de tamanho
3 x 3.

Figura 2.31: Exemplo de abertura e fechamento em uma imagem radiogréafica’.

As equagoes (2.2) e (2.3) que definem, respectivamente, a erosao e a dilatagao
em tons de cinza nao valem quando a rede de pontos nao ¢é uniformemente distribuida.
Entretanto, as defini¢oes de erosao e dilatacao para esse caso podem ser obtidas conside-
rando o grafo associado a rede de pixels [59]. Recordemos que N (v) é a notagao para

bolas centradas em v e raio r sobre o grafo G.

Para cada vértice v de uma imagem f definida sobre um grafo G a definicao de

erosao de raio r é dada por

[eg ()] (v) = min {f (') | v € Ng (v)},
ou seja, toma-se o minimo entre os valores dos tons de cinza dos elementos da bola.

Analogamente a dilatagdo de raio r é obtida considerando-se o maximo
[0g ()] (v) = max {f (v) | v € Ng (v)}.

Ja vimos que podemos escolher o SE mais conveniente para cada aplicac¢ao.
Entretanto, para imagens deste tipo, ndo temos mais a nogao de formato e orientagao, de
forma que a vizinhanga considerada nessas operagoes é simplesmente a vizinhanca dada

pelo grafo, ou seja, nao existe a escolha do formato do SE.

2.4.4 Reticulados Completos

Como estamos interessados em trabalhar com espacgos suporte de pixels com

formatos diferentes dos apresentados nas segoes acima e, também, queremos estudar

9 TImagem retirada de [29].
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métricas distintas nesses espacos, generalizaremos as defini¢oes de erosao e dilatagdo para

os chamados reticulados completos.

Detalhes sobre essa subse¢ao podem ser encontrados nas referéncias [57], [47] e
[30].

Dado um conjunto nao vazio £, uma relagao binaria < em £ é chamada de

ordenamento parcial quando para todo x,y, z € L valem as seguintes propriedades:
i)r <z
i) r<yey<r=ax=y
i) r<yey<z=x<z

Um conjunto £ munido da ordem parcial < é chamado de conjunto parcialmente
ordenado ou simplesmente poset e denotado por (£, <). Caso x < y ou y < x para quaisquer

x,y € L dizemos que L é totalmente ordenado.

Todo ordenamento parcial (£, <) tem um ordenamento dual correspondente
(£,<'), chamado poset dual, definido por = <’ 3 quando z > y. Observamos que (<')’

coincide com < .
Dado um poset (£, <) e um subconjunto K de L :

- a € K é chamado de menor elemento de K quando a < z para todo

- b e K é chamado de maior elemento de KL quando b > z para todo x € K;

- a € L é chamado de limitante inferior de K quando a < x para todo

(note que a nao precisa pertencer a )

O maior limitante inferior ag de K é chamado de infimo de K, denotado por

inf IC ou AKC, satisfaz:
(i) ap < x para todo z € K;

(17) a < ap para qualquer outro limitante inferior a de K.

As nogodes de limitante superior e supremo, denotado por sup K ou vK, sao

definidas de forma analoga. Na verdade, infimo e supremo sao nog¢oes duais pelo principio
de dualidade [30].

Caso o supremo ou o infimo sejam calculados para uma familia de indices

podemos utilizar as notacoes:

\/xi ou \/{xﬂze[} e /\xl ou /\{x,|ze]}

iel i€l



Capitulo 2. Introdugdo ao Processamento de Imagens 71

Um poset (£, <) é chamado de reticulado se todo subconjunto finito de £
tem um infimo e um supremo. Um reticulado é dito completo se todo subconjunto de £

tem um infimo e um supremo.

Todo poset totalmente ordenado é um reticulado, porém esse reticulado pode

nao ser completo.

Por definic¢ao, qualquer reticulado completo nao vazio é limitado pois contém

seu infimo, denotado por O = AL, e seu supremo, denotado por [ = v.L.

Dados dois reticulados completos £, M, os operadores e : L - Med: L - M
sao chamados, respectivamente, de erosao e dilatagao quando

e(rx;) = ne(xy), Vo, e L

) (VZL’Z) = Vv (ZL’Z) , v{l'fl eL.

Os operadores de erosao e dilatagao sao crescentes, isto é, © < y = e (x) <
e(y)ed(z) <d(y).

Proposigao: [57] Dados dois reticulados completos £ e M a erosao e : L — M

e a dilatagao 0 : £L — M estao relacionadas pela chamada adjungao de Gallois dada por
)<y zx<e(y), =z,yel.
Cada dilatagao 0 define uma tnica erosao dada por
e(x)=vi{be L:§(b) <z}
e cada erosao ¢ define uma unica dilatagdo dada por

d(x)=nr{beL:c(b) =a}.

Dados os operadores € e § os operadores de abertura e fechamento sao definidos,
respectivamente, como 7y (z) = 0 (e (z)) e ¢ (x) = £(0 (x)).

Um poset (£, <) no qual todo subconjunto admite um infimo, mas nao neces-
sariamente um supremo, é chamado de inf semirreticulado completo. Para esse caso temos

os seguintes resultados [7]:

(i) dada uma erosdo € é sempre possivel definir uma abertura  por v (z) =
ryeL:e(r) ey

(74) mesmo que a dilatagio ¢ nao esteja bem definida para todo x € L, ¢ sempre

estd bem definida em ¢ (L) ;
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(i) v =6 ()

O fechamento ¢ = ¢ (§) estd apenas parcialmente definido.

Exemplos:

(a) A reta R com a ordenagdo < usual é um ordenamento completo. Se
considerarmos o infimo e o supremo usuais na reta temos que R é um reticulado, porém
nio é completo. Enquanto, R = R U {—00, 400} com as mesmas operagoes ¢ um reticulado

completo.

(b) Dado um conjunto F qualquer, o conjunto das partes P (E) com a relagao
usual de inclusdao de conjuntos é parcialmente ordenado. Considerando como infimo a
interse¢do de conjuntos e como supremo a unido de conjuntos temos que P (F) é um

reticulado completo.
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3 Espacos Suporte Circulares

Neste capitulo desenvolveremos duas propostas originais de espacos suporte
que podem ser utilizadas com qualquer escala de tons de cinza ou espacos de cor. Parte do
desenvolvimento deste capitulo foi previamente publicada no artigo [50]. Os algoritmos
por nés desenvolvidos e apresentados neste trabalho foram implementados em linguagem
Python (referéncias [22], [39] e [37]). Dentre os intimeros comandos e notagoes do Python

antecipamos algumas que serao utilizadas no decorrer desse capitulo:
- round (x) é o inteiro mais préximo do nimero real x.
- len(A) é o nimero de colunas do vetor linha A;

- Ali] é a i-ésima entrada do vetor linha A (a numeracio dos vetores e matrizes

se inicia no 0).

3.1 Propostas de espacos suporte

Sabemos da Geometria Diferencial que superficies esféricas nao podem ser
planificadas isometricamente com a métrica euclidiana induzida. Intuitivamente, quando
tentamos imaginar tal planificacao, ¢ como se “faltasse area” na esfera ou “sobrasse area no
plano”. Entretanto, podemos pensar em planificacoes de superficies esféricas em planos por
meio de projecoes, naturalmente nao isométricas, como por exemplo, projecoes cilindricas
ou coOnicas. Visualmente, em tais projegoes, algumas partes da imagem plana tem maior
nitidez enquanto outras concentram muita informacao em pouca area. Observamos, por

exemplo, uma imagem da Lua na Figura 3.1

Figura 3.1: A Lua é um exemplo da classe de imagens que estamos trabalhando.

Nesta imagem vemos que o meio da Lua estd nitido, podemos inclusive contar

a quantidade de crateras. Entretanto, as bordas da imagem da Lua nao estao nitidas,

! Imagem retirada de http://www.vox.com/2015/8/5/9100625/far-side-moon-nasa.
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pois uma area grande da superficie da Lua foi planificada em pouco espaco, compactando

informagao.

A nossa proposta de trabalho consiste em apresentar modelos matematicos
para imagens de objetos esféricos que permitam melhorar a qualidade das imagens nos
pontos proximos aos bordos circulares, bem como diminuir seu tamanho em termos de
bytes para armazenagem. Contemplando esse objetivo, todas as imagens consideradas
serao quadradas com o circulo que representa a esfera tangenciando as bordas da imagem
(como na Figura 3.1). Como nosso interesse é a superficie esférica, vamos desprezar as
partes da imagem que nao correspondem a superficie e nos concentraremos no circulo

inscrito a imagem.

Como ja existe a perda de informagao na planificacao da imagem nao desejamos
permitir mais perdas utilizando baixa resolu¢do para representar a imagem. Porém, ao
utilizar muitos pixels para representar a imagem estamos sendo redundantes no meio
da mesma, pois ali ndo precisamos de muito refinamento. Dessa forma, estamos em um
impasse. Para abordar essa situacao, estamos propondo novos espagos suporte circulares
de pixels mantendo o aspecto visual da borda da imagem e utilizando menos pixels para

representar a parte central da imagem.

Temos duas possibilidades justificadas pelas informacgoes citadas no Capitulo 2.
A primeira seria a construc¢ao de um chip CCD com a geometria que estamos propondo,
pois, como vimos, a tecnologia atual contempla novos modelos ja existindo, inclusive,
alguns chips com caracteristicas parecidas, porém com maior refinamento no centro, e
nao nos bordos como estamos propondo. Além disso, vimos que a evolugao das telas de
monitor permite a exibicao de distribuigoes diferenciadas de pixels. Entretanto, esse tipo de
engenharia foge ao escopo deste trabalho. A segunda opgao, que serd por nés desenvolvida,
¢é propor uma nova amostragem adaptativa, pois de um modo geral, os chips de captura e

monitores de exibicao de imagens nao sao circulares.

Conforme [35], quando se trabalha com objetos redondos os resultados podem
nao ser satisfatorios se utilizarmos métricas e amostragens discretas, parecidas com a
euclidiana. Nessa linha de raciocinio, ja foi sugerido inclusive, que tais imagens fossem
transformadas para outros espagos suporte que se adaptem melhor a natureza do objeto.
Dessa forma, neste trabalho utilizaremos uma amostragem adaptativa a partir de uma
imagem plana que suporemos ter, inicialmente, uma quantidade P x P (P > 7) suficiente

(grande) de pixels para preservar as bordas da imagem.

A nossa proposta é construir modelos que utilizem coordenadas polares, que

sao naturais em um disco. Com esse objetivo, consideraremos que o centro dos nossos

o P—-1 P-1 . _
modelos encontram-se na posicao O = —5 5 ) ou seja, exatamente no meio

da imagem (recordemos, na Figura 2.14, como estamos considerando as coordenadas dos
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pixels no modelo Q7, definido no Capitulo 2). Além disso, consideraremos, a partir de
O, circulos concéntricos e segmentos de raios que dividirao esses circulos para formar os
pizels polares dos nossos modelos, que serao chamados apenas de pizels quando nao houver
confusdo. Esses segmentos de raios comecarao em alguma das circunferéncias concéntricas
e terminarao no bordo do disco. Chamaremos a circunferéncia de raio 1237 que delimita
a imagem, de C. Além disso, chamaremos de primeira coroa o espago entre a primeira
circunferéncia (sem divisdes) e a segunda circunferéncia, a segunda coroa seré o espago

entre a segunda e a terceira circunferéncia, e assim por diante.

Para fazer a quantizacdo dos espagos suporte que proporemos, iremos sobrepor
o espaco {)r e os que estamos propondo e definiremos os tons de cinza de cada regiao
delimitada pelos pixels dos novos espacos suporte com a média aritmética dos tons de
cinza dos pixels de Qr presentes em seu interior (Figura 3.2). Nesse sentido é interessante
que os pixels dos novos espacos suporte nao sejam demasiadamente estreitos (distancia
radial pequena) nem finos (distdncia angular pequena), pois nesses casos utilizariamos o
mesmo tom de cinza em varios pixels dos novos espagos suporte ja que eles sobreporiam o

mesmo pixel de Q.

7&
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Figura 3.2: Proposta de quantizacao.

Em principio, como nosso interesse é apenas na esfera, desprezaremos os bordos
da imagem que correspondem a aproximadamente 21.5% da qu2antidade total de pixels
da imagem, pois a area da circunferéncia corresponde a 7T5§2) =17 0.785 da area
do quadrado. Além disso, gostariamos de reduzir a quantidade de pixels no meio, onde
a imagem é mais nitida. Dessa forma, trabalharemos com uma parcela da quantidade
0.785P? de pixels iniciais. Chamaremos de p, (onde p, € [0, 1]) o pardmetro que fornece
a porcentagem dos pixels iniciais com os quais trabalharemos. Propomos, nos nossos
algoritmos, utilizar p, = 0.8, entretanto, ressaltamos que tal parametro pode ser alterado nos

algoritmos. Para o parametro escolhido, geraremos espagos suporte com, aproximadamente
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(0.785) (0.8) P* = (0.628) P? pixels polares. Assim, a imagem nos modelos propostos terdo,

aproximadamente, apenas 62.8% dos pixels iniciais.

Outra observagao importante é que, como nao queremos perder informacao
do bordo, é importante que a diferenca entre os raios da circunferéncia C' e a pentultima
circunferéncia (c; na Figura 3.3) seja 1, pois na representacao que estamos utilizando em
Qr o pixel tem “comprimento” euclidiano 1. Além disso, gostariamos que a divisao radial na
ultima coroa fosse de tal forma que os pixels polares dessa coroa se assemelhem aos pixels
em 7. Para isso, consideremos o angulo central o conforme Figura 3.3. Gostariamos que
o arco de circunferéncia determinado por « na circunferéncia C' seja, aproximadamente 1.

Dessa forma, se tivermos x pixels polares em um quarto da coroa (ou em um dos quadrantes

127 (£
da imagem), entdo cada pixel serd determinado por um arco em C' de tamanho —M =

x 4
P ) : _
yre Como gostariamos que esse tamanho fosse aproximadamente 1, entdo devem haver
x

aproximadamente r ~ % pixels em um quarto de coroa, ou seja, aproximadamente 7P
pixels na tltima coroa. Observamos que, com as imposicoes feitas, independente de como
ficara a divisao no meio da imagem, a ultima coroa ja esta definida, pois sua largura
e suas divisoes ja estao determinadas. Além disso, optamos por nao fazer divisdes na

circunferéncia de menor raio para evitar os pixels finos.

| — pixel em Q;

ST

Figura 3.3: Determinacao da ultima coroa.

Apés diversas tentativas de formato de distribuigao de pixels no disco (ver
Apéndice A) encontramos duas distribuigoes que se mostraram satisfatérias. Durante essas
tentativas percebemos que a quantidade de pixels deve aumentar gradativamente a medida
que nos aproximamos do bordo. Por isso, criamos um espaco suporte constituido de k
camadas, onde cada camada tem varias coroas. A divisdo radial ¢ a mesma em todas as
coroas da camada e, ao passar de uma camada interna para uma camada imediatamente
externa, a quantidade de pixels por coroa dobra. A primeira camada tera coroas de n pixels
cada, onde n > n,,;,. O pardmetro n,,;, pode ser escolhido conforme a aplicacao. Além
disso, a quantidade de coroas em cada camada aumenta a medida que nos aproximamos do

bordo conforme o vetor A = [ay, as, ..., ax] (com a; < a; se i < j). Dessa forma, a primeira
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camada serd constituida de a; coroas de 2°n pixels. A segunda camada terd ay coroas de
2'n pixels. A terceira camada terd ag coroas de 2°n pixels, a quarta camada terd a, coroas

de 2°n pixels, e assim por diante.

Nos algoritmos deste trabalho optamos por tomar o vetor A como sendo
A = [1,meq,2mey, ..., (E — 1)meq], onde m é o pardmetro que permitird controlar o
aumento de coroas por camadas e podera ser alterado conforme a necessidade da aplicacao,

enquanto ¢; sera calculado de forma a aproximar quantidade inicial de pixels.

O algoritmo que determina os parametros das distribui¢oes de pixels para

nossos modelos ¢ dado por:
Algoritmo de Subdivisoes:
Entrada: Imagem em Q7 de P x P pixels (P = 7), p,, M € Nypin-

1°) Calcularemos, conforme explicamos anteriormente, a quantidade de pixels

de cada coroa da tltima camada: z = round (7 P) .

2°) De acordo com o padrao citado anteriormente, a cada mudanga de coroa
subsequente, devemos duplicar a quantidade de pixels radiais. Assim, precisamos reverter o
processo. Para isso, dividimos x por 2. Tomamos o resultado e dividimos por 2. Repetimos
0 processo enquanto o resultado da divisao for maior do que n,,;,. Chamaremos de k;

a quantidade de divisoes até satisfazer a condigao, ou seja, ki ¢ o maior inteiro tal que

x
72]“ > Nomin -
o /. X 7 ~ / . ’ . .
3%) O nimero ok é, entao, o nimero de pixels que deverd ter a primeira coroa.
, - o x
Como esse nimero pode nao ser inteiro tomamos n = round (271) :

4°) Tomemos o vetor B = [n, 2n,2%n, ..., 2k1n]. A quantidade k = k; + 1 de
entradas significa quantas camadas terd o espago suporte (exclui-se a circunferéncia central

sem divisoes).
5%) A quantidade de pixels da imagem serd
1+ AB' =1+ n+ (2n)me; + (2°n) (2mer) + -+ + (2°7'n) (k — 1) mey.

Gostarfamos, conforme proposta inicial, que esse valor se aproximasse de 0.785p, P%. Assim,
0.785p, P2 —1—n
Sl 2imni

As regioes dadas pela distribuicdo acima serao os pizels polares dos espacos

¢, = round

suporte. Assim, temos um algoritmo que determina as varidveis para a distribuicao de

pixels em uma imagem, com excecao do comprimento dos raios.

Para facilitar a escrita dos demais algoritmos consideremos o vetor

J

kaua} = {nv 2TZ, 72n74n7"' ,4TL7"' 72k_1a"' 72k_1}’ (31)
. v . N——  —

v v
mcy vezes 2me vezes (k—1)me1 vezes
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onde a entrada 2n se repete mc; vezes, a entrada 4n se repete 2mec; vezes, e assim por
diante até que a entrada 2°'n se repita (k — 1)me; vezes. Dessa forma, len (ko) ¢ a

quantidade de coroas que a imagem possui. Denotaremos por ¢ = len(kgu:) + 1.

Nos nossos algoritmos optamos por utilizar p, = 0.8, 1, = 10 e m = 1. Na
subsecao 3.1.4 mostraremos alguns exemplos abordando a influéncia desses parametros

oS espagos suportes propostos.

Tomemos como exemplo uma imagem que em {27 tenha 50 x 50 pixels, ou seja,
P =50:

1°) & = round (750) = 157

157 78.5 39.5
20)?=78.5>10:T=39.25>10=>T=19.625>10=>

19.625

= 9.8125 * 10. Logo, k1 =3 e k = 4.

1
3°) n = round (i?> =20
93

4°) [20,2(20), 27 (20), 2% (20)] = [20,40, 80, 160]

0.628 (50)* — 1 — 20

5%) ¢ = round - =
> 26 (204)

i=1

Figura 3.4: Resultado do Algoritmo de Subdivisoes para P = 50 utilizando a métrica

cuclidiana.

Assim, temos uma circunferéncia inicial sem divisdes e 4 camadas sendo a

primeira com uma coroa de 20 pixels, a segunda camada com 2 coroas de 40 pixels cada,
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a terceira camada com 4 coroas de 80 pixels cada e a quarta camada com 6 coroas de
160 pixels cada. Na Figura 3.4 podemos verificar a divisao que propomos. Entretanto,
utilizamos os raios igualmente espagados euclidianamente (o que nao satisfaz as hipéteses

que propomos para os nossos modelos) a fim de ilustrar o exemplo.

3.1.1 Notacao

Denotaremos os pixels por @); j, onde ¢ é a coroa no qual se encontra o pixel e
j+1éa posicdo na coroa, girando no sentido anti-horario (ver Figura 3.5 (a)). Observamos
ainda que a rede de pontos determinada pelos centros das regides que delimitam @); ; nao

é uma rede uniformemente distribuida.

pt
(a) (b)

Figura 3.5: (a) Localizagao dos pixels @; ; nos nossos modelos, (b) representagao do

espago suporte de (a) no plano pw.

As referéncias [2], [36], [35], [56] e [42] apresentam uma representacao de
imagem adequada para imagens que contém algum tipo de simetria radial. As coordenadas
cartesianas sao transformadas em coordenadas polares e representadas no plano pw de tal
forma que a coordenada radial p é representada no eixo horizontal e a coordenada angular
w, no eixo vertical. Conforme [35], essa representacao apresenta algumas caracteristicas
interessantes. A periodicidade da coordenada angular faz com que rotagdes no plano
cartesiano se tornem translacoes verticais no plano pw. Além disso, mudancas de escala da
imagem se tornam translacoes horizontais em pw. Porém, essa representacao ¢ bastante

dependente da escolha do centro da imagem. A Figura 3.6 exemplifica esta representacao.
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Como os espacos suportes que estamos propondo se assemelham as coordenadas
polares, utlizaremos esta idéia para representarmos os pixels. Assim, o espago suporte

respresentado na Figura 3.5 (a) se transformaria, no plano pw , na Figura 3.5 (b).

Trabalharemos agora no sentido de definir uma maneira de calcular os raios
das circunferéncias dadas pelo Algoritmo de Subdivisdes de forma a satisfazer as hipoteses

propostas.

v

(a) (b)

Figura 3.6: Representacao dos pixels no plano euclidiano zy e no plano pw.

3.1.2 Espaco Suporte Hiperbdlico Q25

Nesta abordagem utilizaremos a métrica hiperbélica no modelo do Disco de
Poincaré Dg de raio R e curvatura gaussiana K apresentada no Capitulo 1. Recordemos

que, nessa métrica, a distdncia entre os pontos (0,0) e (x,0) é dada por

7 (0.0 00) = A ().

R+zx A

Fazendo z = p* ((0,0), (x,0)) entdao zv—K = In L) — &= RW

forma, supondo que a medida hiperbdlica do raio da circunferéncia C' é ¢ (obtido no

. Dessa

Algoritmo de Subdivisdes) entdo para fixar a distdncia 1 na tltima coroa podemos
trabalhar com as variaveis R e K a fim de satisfazer essa condigao, ou seja, gostariamos

de encontrar R e K tal que

eV=K 41
6(cfl)\/fK -1 P

R v w132 "

eV-K 1 P
2 (3.2)
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P eV K 41

Isolando R na primeira equacao temos que R = 3 K1 Fazendo
eV —

X = V=K e substituindo na segunda equacio temos que eXZ1 — (P —1)eX +
(P—1)el“ DX —1=0. Fazendo y = ¢ temos y** ' = (P —1)y*+ (P —1)y* ' —1=0.
Assim, encontrar R e K se torna um problema de encontrar solugoes de um polinémio.
Encontrada a solugdo do polinémio teremos que as medidas r; = ry, (¢) dos raios das

circunferéncias serao dadas por

4 eVTK 1
m =R

Chamaremos o espaco suporte com a distribuicao de pixels dada pelo Algoritmo
de Subdivisoes e com as medidas dos raios dadas por 7, de Espago Suporte Hiperbdlico e

denotaremos por Q.

H4 vantagens na utilizacao da métrica hiperbédlica na determinacao dos raios
em nosso modelo, pois como vimos no Capitulo 1, a imersao do plano polar em um disco
de raio R conduz naturalmente a métrica hiperbdlica, ou seja, estamos enxergando um
plano ilimitado em todas as possiveis dire¢oes radiais em um disco de raio euclidiano finito,
de tal modo que eixos polares rotacionados sao mapeados em segmentos euclidianos que
tornam-se semirretas com a métrica hiperbolica. Uma das vantagens de tal abordagem ¢ a
possibilidade de considerar distribuigoes radiais com quantidades infinitas de pixels, cada
um deles com coordenadas inteiras, o que facilita muito a implementagdo computacional do
modelo. Além disso, como a imersao do plano polar no disco é conforme, nao ha distorgoes
angulares da imagem. Ressalta-se também que devido ao fato da métrica hiperbolica tratar o
bordo do disco como infinito, é possivel fazer distribuicoes radiais de quantidades tao grande
quanto se queira de pixels de modo bastante homogéneo a medida que nos aprorimamos do
bordo, bastando para isso considerar curvaturas negativas adequadas. Na se¢ao 5.2, por
exemplo, utilizamos K = —5.760867571133922 x 10 ".

No caso de P = 50 temos que R = 32.16023452492 ¢ K = —0.022016533691046.
E, com esses valores, temos que os raios 7, (i) das 14 circunferéncias que compoe o espago

sao:

l 1 2 3 4 5 6 7
rp (i) | 2.38 | 4.73 | 7.04 | 9.27 | 11.41 | 13.43 | 15.34

v 8 9 10 11 12 113 | 14
rp (i) | 17.12 | 18.76 | 20.27 | 21.64 | 22.88 | 24 | 25

onde nas primeiras linhas sao dados os valores de 7 e nas segundas linhas os valores de

’/’h(i).
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Observamos que, nesse caso, a largura da tultima coroa é 1 conforme as hipoteses

que impomos. O espaco suporte para este exemplo ¢ apresentado na Figura 3.7.

Figura 3.7: Espaco suporte Qg para P = 50.

3.1.3 Espaco Suporte Eliptico Qg

Como estamos tratando de imagens que sao oriundas de objetos esféricos é
interessante levar em consideracao a relacao entre a area dos pixels na imagem e a area
desses pixels projetados no objeto esférico ao se determinar os raios. Fizemos alguns testes

de projecoes que podem ser encontrados no Apéndice A.

AZ AZ
e NG A ] ¢ /.
4 ¥
R R
--------------------------------- D
ey e N D .
e o
T AN 2 N el v
g 0 7

Z

Figura 3.8: Esquematizagao da calota esférica visualizada pelo observador.

Observamos que, quando vemos (ou fotografamos) uma esfera nés nunca con-

seguimos visualizar um hemisfério inteiro da esfera. Dessa forma, para que as medidas
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de area sejam fiéis ao original devemos saber qual o tamanho da calota que estamos
visualizando e essa informagao esta instrinsicamente ligada a distancia entre o objeto e o

observador e ao raio do objeto.

Consideremos uma esfera de raio R e um observador situado em um ponto O
distante ¢ do centro A dessa esfera. Queremos determinar a altura [ da calota visivel ao

observador. Observamos, na Figura 3.8, que os tridngulos ADB e ABO sao semelhantes,
R AD R? R
donde 5= 1 Dai, AD = 5 Portanto, | = R — AD = 5 (0 —R).

(@) (b)
Figura 3.9: (a) Distribuicdo dada pelo Algoritmo de Subdivisoes (b) Distribuigdo na

calota esférica de altura [ em regides de areas iguais.

Gostariamos de encontrar uma projecao 1 que distribua os pixels de acordo
com o Algoritmo de Subdivisdes na calota (em cima da esfera) que é visualizada de tal
forma que a drea de todos os pixels sobre a esfera sejam iguais (Figura 3.9). Cada coroa
sera projetada em uma zona esférica. Da expressao para a area de uma superficie de
revolugao, podemos deduzir que a drea de uma zona esférica (Figura 3.10) é 2w Rh onde R

é o raio da esfera e h é a altura da zona esférica.

v

Figura 3.10: Zona esférica de altura h.

A quantidade de pixels em cada coroa é dada pelo vetor k,,,. Diremos que hg
¢ a altura referente a zona esférica determinada por T'(Qop) na esfera, h;, i =1,...,c — 1

serd a altura da zona esférica dada pela projecao da coroa i na esfera. Assim (Figura 3.11),

ho+hi+---+heq =1L (3.3)
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AZ
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Figura 3.11: Alturas hls distribuidas sobre o comprimento .

Queremos que os pixels representem areas iguais na esfera. A area Ay de

T (Qop) é dada por 2w Rhy. A area da i — ésima coroa é dada por 2w Rh,;. Como a entrada
27TRhl

Kauz [0 — 1]’
onde A; é a area de T(Q;;) de qualquer um dos pixels da coroa i. Como A; = A

2r Rh;
km:[lj—zl] donde h; = hokayus [t — 1]. De (3.3) vem que
l

h'(] + hOkau:p [0] + hOkau:r [1] + ...+ hOkaum [C - 2] = l, donde, hO = o—1 . E
<1 + > kauz|t — 1]>

kauz [0 — 1] (3.1) fornece a quantidade de pixels da i — ésima coroa entdo A; =

para todo ¢ entao 2w Rhy =

i=1
assim temos determinadas todas as alturas h;, ou seja:

) 2r R? )
c—1 = 5 c—1

(1 DL 1]) L+ ) kaue[i — 1]
i i=1

=1

- R

A, =21Rhy = 27R

Resumidamente, demonstramos o seguinte teorema (de contribui¢ao proépria):
Teorema:

(1) Consideremos uma esfera S de raio R, um ponto O que dista 6 do centro da esfera e

uma imagem I € Qr de P x P pizels capturada por um observador em O retratando parte

R
da esfera S. Entdo, a parte visivel de S em I é a calota de altura |l = — (0 — R).

J

(i1) Consideremos ainda a calota na esfera S de altura | dividida em uma calota de altura
[
ho - c—1
(1 + > kaua|t — 1])
i=1

em ko[t — 1] partes, onde i = 1,...,c e de tal forma que o vetor ke, e o valor de ¢ sdo

e ¢ — 1 zonas esféricas de altura h; = hokay, [0 — 1] divididas

dados pelo Algoritmo de Subdivisoes. Entao, a drea A, de cada uma dessas regioes da



Capitulo 3. FEspagos Suporte Circulares 85

calota de altura | é:
— R

_ 2m R? )

- c—1

1+ ) kaue[i — 1]
=1

J

Ap

Observagdao: No teorema acima o vetor k..., que fornece a quantidade de pixels por coroa,
pode ser qualquer, ndo necessariamente o que adotamos por simplicidade em (3.1) do

Algoritmo de Subdivisoes.

Agora, supondo que r, (i) seja o raio das circunferéncias dadas pelo Algoritmo
de Subdivisdes, gostariamos ainda que T fosse de tal forma que 7. (¢) —r.(c—1) =1 de
forma a satisfazer as hipoteses impostas acima. Assim, considerando os mesmos sistemas
de coordenadas da Figura 3.8, gostariamos de encontrar um ponto IV, centro da projecao

conica T (Figura 3.12 (a)), de tal forma que a projegao satisfaga r. (¢) — 7. (c — 1) = 1.

Faremos agora algumas observagoes referentes a Figura 3.12 (a):

ﬁj\

EFz%
FI=1

OE = A
ON=m
DG = hq
A0 =6

AB =R

y:

N
(@) (b)

Figura 3.12: (a) Esquematizacdo para o célculo de N (b) Esquematizagio para o calculo

dos raios 7. (h).
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NJ
Os triangulos NJH e NF1 sao semelhantes donde NF = 77 Os triangulos

NJ)(EF P
NGJ e NEF sao semelhantes donde NF' = (JC);Q(]) Igualando temos GJ = §HJ,
P 2GH
donde GH + HJ = EHJ. Dai, HJ = PG_2 Agora, de acordo com o tridangulo AGH

temos que GH = A/R? — (AD + h._,)2.

Denotemos m = ON e A = OFE. Dai, como os tridangulos NGJ e NDB sao

NG ND
semelhantes temos que a7 - DB donde,

m+06—AD — h. 4 m+d6—AD

= >

VR = (AD+he ) (14 52) V- AD

(P —2)(6 — AD — hoy) VR? = AD? — P (5 — AD) A/ R? = (AD + hey)*

m =
Py/R? — (AD + heey)? — (P — 2) VR? — AD?
Além disso, como os triangulos NDB e NEF sao semelhantes temos que
ND DB m+0—AD R?— AD? , Pm+06—AD
—— = —— donde = 7 .Dal,/\z—ﬁ—m
NE EF A+m 5 2 VR?—AD

""*$§\\\\\\|11

Figura 3.13: (a) Esquematizagao bidimensional da obtengao de r.(h) (b) Esquematizacao

tridimensional da obtencao de r.(h).
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Com m e A\ determinados podemos encontrar uma expressao para 1" que leve

uma altura h, conforme Figura 3.12 (b), em um raio 7, (h) . Temos entdo que 7' (h) = r. (h)

()_(/\er)\/ZRh—h?
e = T YR+ h

A Figura 3.13 ilustra, em um exemplo tridimensional, como os raios do espago

onde

suporte eliptico sao obtidos. Ressaltamos que os espagos Q0 e (g tém a mesma quantidade
de pizels polares, dada pelo Algoritmo de Subdivisdes. A diferenca entre os espacos esta
na forma como sao determinados os raios das circunferéncias. Na Figura 3.13 (b) podemos
observar, na esfera embaixo, que as regides delimitadas sobre a esfera tém a mesma area e

é a partir desta distribuicdo que determinamos os raios das circunferéncias deste modelo.

Chamaremos de Espaco Suporte Eliptico, e denotaremos por Qg, o espago que
tem a distribuigdo do Algoritmo de Subdivisdes com as medidas dos raios das circunferéncias
dadas por r; = 1. (hg + hy + ... + h;) .

Suponhamos que a imagem seja exibida em um monitor em que cada pixel

meca b cm de largura. Assim, para identificarmos um pixel do modelo €2z no monitor

P riim+d0—(R-1)

basta utilizarmos a féormula R; = b—
A+ m)y/R?— (R—1)

2
(
equivalentes ao espaco 2, ja que o modelo é conforme.

para encontrarmos os raios

Um caso particular interessante de célculo de drea de regiao S na esfera ocorre
quando sua imagem no monitor estd delimitada pelos raios s e sy ($2 > s1) e pelos angulos
p1 e Pa (B > 1) (4rea em cinza na Figura 3.14). Nesta situagdo nao precisamos fazer a
tradicional contagem de pixels, mas sim utilizarmos a seguinte relacao:

h(s) SA? 4+ M/ (R —02) Y2 + R2)?
S =
Y2+ A7
2sMV2RI — [?
bP(m+d—R+1)

onde \f =A+meY =

Figura 3.14: Area de uma regiao de uma imagem exibida em um monitor.

Logo, a area ¢ dada por 2w R (h (s3) — h (s1)) 622_ Bl. Entretanto, ressaltamos

que, no nosso modelo, s6 afirmamos que a area referente a quaisquer dois pixels na esfera
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sao iguais, sendo assim, se tomarmos outra regiao S’ da esfera de tal modo que sy — 51 e

5 — (31 sejam iguais as de S, podemos ter S e S’ com 4reas diferentes.
] g , P

Novamente no caso de P = 50 e supondo que 6 =15 e R =1, temos que o0s

raios r. (i) das 14 circunferéncias que compoe o espago sao:

1 1 2 3 4 5 6 7
re (i) | 0.74 | 3.39 | 5.78 | 7.43 | 9.92 | 11.88 | 13.54

? 8 9 10 11 12 13| 14
re (i) | 14.99 | 17.46 | 19.52 | 21.27 | 22.76 | 24 | 25

onde nas primeiras linhas sdo dados os valores de 7 e nas segundas linhas os valores de
Te (7).
Observamos novamente, que a largura da ultima coroa é 1 conforme as hipoteses

que impomos.

O espaco suporte para este exemplo é dado pela Figura 3.15. E interessante
observar que, enquanto a largura das coroas do modelo 2y sempre diminuem a medida
que se aproximam do bordo (pois estao associadas as unidades da métrica hiperbélica), as
coroas do modelo 2z nao seguem tal padrao. Neste caso, o decrescimento das larguras das
coroas muda de acordo com cada camada pois sua taxa de variacao esta relacionada com

o vetor Kgyz.-

Figura 3.15: Espaco suporte (2g para P = 50.
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3.1.3.1 Areaem Qp

O espaco suporte eliptico possui a vantagem de, dada uma imagem em Qg, os
pixels (); ; possuem todos a mesma area sobre a esfera Sr que gerou a imagem. Dessa forma,
se quiséssemos saber a area aproximada de determinada regiao na esfera bastaria contar

quantos pixels pertencem a regiao em Qg e multiplicar pela drea (dada pelo Teorema)

Ap

21 R? 0—R
= 6 c—1
1+ > kauai — 1]
i=1

de cada pixel na esfera e, entao, teremos um valor aproximado para a area desejada.

Vejamos um exemplo pratico desse algoritmo. Consideraremos duas imagens
em Qp e, com o auxilio do software “GIMP*” tornamos a imagem binéria de tal forma
que, no circulo que representa a imagem, a regiao que desejamos calcular a area tenha
valor 1. Em seguida, convertemos essa imagem binaria para (2g, contamos quantos pixels

tém valor 1 e multiplicamos pela area A,.

(a) (b)
Figura 3.16: (a) Imagem de 864 x 864 pixels representando a esfera em estudo e (b)

Imagem binéaria em (g evidenciando regiao para o célculo da area.

Consideremos a imagem dada pela Figura 3.16 (a) (de 864 x 864 pixels) em
Qr e seu correspondente binario em Qg Figura 3.16 (b). Desejamos saber a area da regiao
branca na Figura 3.16 (a). Para isso, precisamos saber o raio R da esfera e a distancia

0 entre o centro da esfera e o observador. O comprimento de um circulo maximo dessa

2 https://www.gimp.org/
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. 8 . . . . .
esfera é 8 cm, donde seu raio R é —. A distancia da superficie onde a esfera foi apoiada

T
até a camera fotografica é de 17 cm, donde a 6 = 17 — R. A area de cada pixel na esfera

2rR? (6 — R
7; ( 17330 4) = 1.9776036855420163 x 10~°. A regido desejada tem

87864 pixels em Qp de forma que a area é 1.737601 cm?.

¢ dada por A, =

Para constatar que o valor obtido se aproxima do valor real da area desejada
consideramos que a regiao se aproxima de uma calota da esfera e medimos a altura da
calota. Assim, a medida fisica que obtivemos foi 27 R (2R — 2.33) = 1.731832 cm?.

De forma andloga consideremos a esfera dada pela Figura 3.17 (a) a seguir
de 688 x 688 pixels. Gostariamos de considerar o nimero 2 sobre a esfera como se
estivesse em branco e calcular a area da parte branca. Novamente com o software “GIMP”,

retiramos o nimero 2 e tornamos a imagem binaria em Qg (Figura 3.17 (b)). As medidas

10
necessarias sao: R = 7 e 6 = 25 — R. A area de cada pixel na esfera é dada por

T
A, = 5.1572169971168264 x 107°. A regido desejada tem 54939 pixels em Qp donde a drea
desejada é 2.833323 cm?.

(a) (b)
Figura 3.17: (a) Imagem de 688 x 688 pixels representando a esfera em estudo e (b)

Imagem binéaria em (g evidenciando regiao para o célculo da area.

A medida do valor fisico da drea que obtivemos nesse caso foi 27 R (2R — 2.9) =

2.830998 cm?.

Observamos que, devido a precariedade dos equipamentos de medicao dis-
poniveis tradicionalmente e a selecao da regidao de interesse na imagem ter sido feita
manualmente, as medidas reais e as obtidas pelo algoritmo sao iguais apenas até a segunda

casa decimal.
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O algoritmo que propomos calcula areas aproximadas de quaisquer regioes
sobre a esfera. Tomamos calotas nos nossos exemplos pela facilidade de comparagao com
o valor real. Em trabalhos futuros proporemos um algoritmo automatico para o calculo
de areas que torne a imagem binaria demarcando a regiao de interesse e forneca a area

desejada.

3.1.4 Influéncia dos parametros nos espacos suporte propostos

Conforme comentado anteriormente, alguns parametros do Algoritmo de Subdi-
visdes podem ser alterados. Vejamos alguns exemplos de alteracoes e como tais alteracoes

influenciam em um espaco suporte para o caso P = 256.

A entrada p, do algoritmo imp&e que haja, aproximadamente, 0.785p, P? pixels
nos modelos propostos. Entretanto, devido aos diversos arredondamentos impostos por tal

algoritmo, essa quantidade pode ser bastante diferente da obtida.

Chamaremos de caso 1 as escolhas de n,,;, = 10 e m = 1. Caso 2, as escolhas
de nyin =5 em =1 e, de caso 3, ny, = 15 e m = 2. As tabelas a seguir relatam as
diferencas de comportamento dos espagos suportes ao tomarmos, respectivamente, p, = 0.8

e p, = 0.9 em cada um dos trés casos.

pr = 0.8 (espera-se 62.8% dos pixels iniciais)
c nlc |k % obtida

Caso 1 | 107 | 13 7 63.69
Caso2 | 114 | 6 | 4 | 8 56.33
Caso 3| 92 | 25 6 59.09

pr = 0.9 (espera-se 70.65% dos pixels iniciais)

c | n e |k % obtida
Caso 1 | 128 | 13 7 76.43
Caso2 | 142 | 6 | 5 |8 70.41
Caso 3 | 122 | 25 6 78.77

Observamos que a diferenca entre a quantidade de pixels que se espera e a que

se obtém para p, = 0.8 é menor no caso 1 e, para p, = 0.9, no caso 2.

3.1.5 Vizinhanca de um pixel

Ja vimos que diversas aplicagdes necessitam da defini¢do de vizinhanga de pixel
para um dado modelo. Vejamos como definiremos os vizinhos de um pixel nos nossos

modelos. Recordemos que, como o que diferencia os dois modelos sao as medidas dos raios,
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a nocao de vizinhancga é a mesma pra os modelos 2y e 2p. Para facilitar a visualizacao

utilizaremos ambos os espacos suporte e suas representagoes no plano pw.

Consideraremos, nos nossos modelos, dois tipos de vizinhangas. Chamaremos
de V; a vizinhanga andloga a vizinhanga do tipo 4—conexo, ou seja, os pixels vizinhos
sao definidos pelas arestas em comum. E, chamaremos de V5, a vizinhanca andloga a
vizinhanga do tipo 8—conexo, onde as arestas e os vértices comuns definem os pixels
vizinhos. Ao contrario do que ocorre no caso euclidiano, nos nossos modelos um pixel
nao tem uma quantidade fixa de vizinhos. A quantidade depende da posicao do pixel na
imagem. Além disso, devido a periodicidade da variavel angular e a conveniéncia de haver
uma “continuidade” na imagem, diremos que a aresta que define w = 0 é a mesma aresta

que define w = 27.

Na Figura 3.18 temos alguns exemplos. As vizinhancas dos pixels Py, P5, Py e Py
sao do tipo V5 enquanto as vizinhancgas dos pixels Ps, Ps e P; sdo do tipo V;. Observamos,
na representacao pw, que uma parte da vizinhanga de P3 esta na parte de cima do grafico.
Além disso, observamos, na vizinhanca do pixel Py como estamos tomando as vizinhancas
dos pixels que estdo na borda da imagem. Definimos ainda como vizinhos do pixel central

(sem divisdes) como todos os pixels da primeira coroa.

He==ss
===

hU
[
v

3
Figura 3.18: Vizinhancas do tipo V; em verde e do tipo V5 em azul representadas no plano

2y e no plano pw.
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Neste trabalho utilizaremos apenas as vizinhancas do tipo V5.

3.1.6 Quantizacdo

Nesta subsecao admitimos que o espago suporte €2 pode ser Q5 ou Q. Chama-
remos de 7, (i) a funcdo que define os raios das circunferéncias que delimitam as coroas
nos modelos. A quantizacdo, conforme comentamos anteriormente, é feita sobrepondo
os modelos Q e Qr. Os pixels de Qp cujo ponto central (do pixel) pertencam a regiao
delimitada por um pixel em €2 contribuirdao para o tom de cinza deste pixel e o tom de
cinza em {2 sera tomado como a média aritmética dos tons de cinza dos pixels de Q2 que

pertencerem a regiao.

Para explicar, computacionalmente, como ¢ feita a quantizacao utilizaremos

algumas notacoes da linguagem Python.
- M [i][j] é a entrada (i, j) da matriz M (a numeracgdo comega no 0);
- x//y é a divisao inteira de z por y;

- M[i][j]+ = « significa que estamos adicionando x ao valor da entrada M |i][J].

Seja M a matriz que é a representacao digital da imagem f € Qp, ou seja,
M]|i][j] é o tom de cinza do pixel P, ; de coordenadas (i, j). Chamaremos de () o conjunto
de sequéncias de tons de cinza Q[i][j] dos pixels @Q; ; € £ dado por @) = {vi = (Q|1] [j])]}
onde i e j variam de acordo com a posicao do pixel @Q;; em €, ou seja, Q = {vg = Q[0][0]}u

;= QU] [i=1,.cej=0,... keli — 1]}.

Utilizaremos uma matriz de pares ordenados de dimensao P x P, que chama-
remos de I, que relaciona os indices dos pixels P; ; de {2y com os pixels @); ; de €2 de tal
forma que se, por exemplo, I[i][j] = (i1, j1) entdo P, ; fez parte da quantizagao de @, ;-

O processo de determinacao de i; e j; serd descrito abaixo.

Para o calculo computacional, primeiramente consideraremos todas as coor-

denadas cartesianas (i,j) em coordenadas polares (r (i,7),0(i,j)) tendo como centro

P—-1 P-1
O = —5 g da imagem. Para o cédlculo do raio definimos a funcao r (i,j) =

|(i,7) — O], onde ||.|, é a distancia euclidiana. Para o calculo do dngulo consideremos a
funcao

P-1 —j
) (Z,j) = arctan (2]:,1) .

1 — —
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.
- P—1 P-1
D (i, ) ser > 5o ey <t
- P—1 P-1
Q(i,j) +21 sex > ey > 5
o P—1 P—1
Q@,j)+7m sex<Gey< 5
o D(1,9)+m se:zc<£ey>E
Dai, 0 (i, ) = < (’ﬂ) oy oy 5 0<0<2m
bl Sex:Tey<T
3 sex=EHey>1
P—1 _ Pl
0 ser > ey=-"—
P—1 _ Pl
| s ser < Hoey= 5

Utilizaremos um vetor para armazenar os raios do modelo: v = [14¢(1), ..., 7he(c)]

e uma matriz M. .; de dimensao P x P que sera utilizada como contador.
Parai=0,..,P—1ej=0,..,P—1 calculamos r (i, 7) e 6 (i, j):
P
- Caso r(i,7) > 5 entao I[i][j] = (0, 1) para posteriormente descartar tais pixels.

- Caso 1 (1,7) < e (1) entdo I[i][j] = (0,0), ou seja, esse pixels esta contribuindo para o
tom de cinza de Q.
- Caso e (1) < 7 (i, ) < ]23;

- Verificamos em qual coroa do espaco esta (7, 7) (ou seja, verificamos para qual
i1 a desigualdade 7. (i1) < 7 (4,J) < e (i1 + 1) é verdadeira), determinando assim, ;.

2

kquz|in — 1]

Dessa forma, sabemos que F; ; contribuiu para o tom de cinza do pixel @);, j,.
Assim, fazemos I[i][j] = (i1, /1) e Q[i1][j1]+ = M[][j].

Com o auxilio de uma matriz de contadores fazemos a média aritmética de

- Com o auxilio de 0 (7, j) calculamos j; = 6 (i,7)//

todos os M][i][j] que contribuiram para Q[i1][j1]-

Alguns pixels @Q; ; (drea delimitada pelo pixel) nao contém nenhuma coordenada
(i,7) de P ;. Para estes pixels optamos por uma abordagem que toma como tom de cinza

de @);; o tom de cinza do F;; mais préximo de @); ;.

Determinamos, portanto, os tons de cinza de todos os pixels @); ; do modelo.
Além disso, determinamos que @Q[0][1], que ndo é um pixel do modelo, tenha tom de
cinza como sendo o branco absoluto. Este artificio foi criado para identificar os pixels que
serao irrelevantes para a visualizacao da imagem resultante desse processo em monitores
retangulares tradicionais (sao os pixels dos “quatro cantos da imagem quadrada exteriores

ao disco”).

Para visualizar a imagem F’ dada por () transformamos os pixels em coordenadas
cartesianas por nao dispormos de um monitor que exiba a imagem nos modelos circulares

que estamos propondo. A matriz I foi utilizada para nos auxiliar nesta tarefa. Para isso,
basta fazermos F'[i]|[j] = Qli1][j1] onde I[i][j] = (i1, j1) -
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A implementacao deste algoritmo em linguagem Python esta disponivel no
Apéndice B.
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4 Um Modelo Matematico de Imagem

Nos tultimos anos, diversos modelos probabilisticos para imagens tém sido
propostos por pesquisadores de processamento de imagens, computagao visual, matema-
tica aplicada e estatistica [11]. Neste trabalho optamos por utilizar o modelo gaussiano.
Apresentamos neste capitulo um interessante modelo matemaético proposto em [7] que
utiliza o espago das distribui¢oes gaussianas como espaco dos tons de cinza da imagem.
Analisamos este modelo que pode ser utilizado juntamente com qualquer espago suporte
de imagem e desenvolvemos dois novos ordenamentos descritos nas subsegoes 4.1.3 e 4.1.7.
As demais subsegoes introduzem os ordenamentos propostos em [7] que serdo também

utilizados na analise de imagens no Capitulo 5.

Recordemos que, ao se fazer a captura de uma imagem, varios frames sao
tomados. Normalmente, para gerar a imagem final, a média da luminosidade recebida por
cada pixel é utilizada, entretanto, pode-se utilizar também o desvio padrao. Seguindo esta
ideia, os autores propuseram um modelo onde considera-se uma vizinhancga de cada pixel
e toma-se a média e o desvio padrao dessa vizinhanca, substituindo, assim, o tom de cinza
t € R inicial por uma distribuicdo gaussiana. Este modelo pode ser utilizado com qualquer

espaco suporte.

Consideraremos, inicialmente, um espago suporte {2 qualquer. Assim, o modelo
transforma uma imagem ¢ : 2 — R em uma imagem f : Q@ — N com f (p) = N (u,0) €

N, onde N é o espaco das distribuicoes gaussianas.
As operagoes do modelo que transformam g em f sdo dadas por:

Item (1) a imagem é normalizada para ter média y = 0 e desvio padrao o = 1 :

.y g(p)—ug)
g9 (p) g(p)——a(g)

onde u (g) é a média de todos os tons de cinza da imagem ¢ e o (g) é o desvio padrao.

Item (2) as partes real e imaginéria de f (p) sdo obtidas calculando, respecti-

vamente, a média e o desvio padrdao de uma vizinhanca de comprimento W de p:
g(p) = [ (p) = pw () (p) +iow (9) (p) = fo(p) + ify(p).

Em seguida, para utilizarmos a métrica de Fisher em H?, que mede a distancia

entre distribui¢cbes normais de probabilidade, fizemos a seguinte mudanca de variaveis
(u,0) = (\%7 0), conforme vimos na se¢ao 1.3. Além disso, para a representacao destas

distribuigdes em H?* temos que garantir que f, (p) > 0. Para isso, adicionamos ¢ > 0

pequeno a ow () (p) -
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Consideremos, neste momento, que €2 = Q.

O conjunto de imagens F (Q, 7—[2) sera um reticulado completo quando (7—[2, <)
for um reticulado completo e, nesse caso, podemos considerar as operagoes de erosao e (f)
e dilatagao 0p (f) definidas abaixo:

es(Nw) = N\ flo+9)
)

qeB(p

05 (f) ()= \/ fla—p)
)

qeB(p
onde B (p) é um elemento estrutural centrado em p. Nesse caso, essas operagoes satisfazem
a lei da adjuncao, ou seja,

5 (f)(p) <g(p) = f(p)<epl(9)(p); VfgeF(ULH).

As operagoes de abertura e fechamento sao tais que

conforme vimos no Capitulo 2.

Ressaltamos que, no caso da captura de varios frames da mesma imagem, ao
invés de tomarmos a média e o desvio padrdao de uma vizinhanga de p tomamos a média e

o desvio padrao da mesma posigao (i, j) nos diversos frames.

4.1 Ordenamentos

O célculo da erosdo e dilacdo necessita de definicoes de ordenamentos em H2.
O artigo [7] apresenta seis ordenamentos que veremos a seguir. Além disso, propomos um
ordenamento (o sétimo) que chamaremos de ordenamento circular. Utilizaremos conceitos

apresentados no Capitulo 1.
Para ilustrar os ordenamentos consideremos um exemplo.

FExemplo: Consideremos o conjunto de pontos

Z ={(-3,1.5),(~18,5),(=1.3,1),(0,3.7), (1.6,2.2),

(4.1)
(2,0.8),(2.8,5.1),(3.5,3.7), (4,2.5), (7.2)}

contido em H? exibido na Figura 4.1.
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Figura 4.1: Pontos do conjunto Z representados em 2.

Veremos a seguir as defini¢oes dos ordenamentos e o supremo e o infimo de um

conjunto genérico finito Z € H? para cada ordenamento.

4.1.1 Ordenamento 1: Ordenamento produto
Definamos H? = {z€ H* |z >0ey > 1}. Assim,
21 Sy2 29 — 2 H 2z EHi

onde zo H 2z = (va—21) + 4 (yzyfl), sendo z; e zo pontos de H?. De acordo com esse

ordenamento parcial podemos definir, respectivamente, o infimo e o supremo entre z; e 2s:
21 Ayz Zo = min {xy, o} + imin {y1, yo}
21 V2 2o = max {ry, xa} + imax {yi, Yo} .
Generalizando: Seja Z < H? um conjunto finito de pontos. Sejam
zZi =min{Re(z) | z€ Z} +imin{Im (2) | z € Z}

Z =max{Re(z) | z€ Z} +imax{Im(2) | z € Z}.

Logo, Z1 <42 z para todo z € Z e z <42 Z3 para todo z € Z. Dizemos que Z7 ¢

o infimo de Z e Z3 é o supremo de Z.

A Figura 4.2 ilustra o ordenamento produto.

...... supremo

‘infimo

Figura 4.2: Ordenamento produto.



Capitulo 4. Um Modelo Matemdtico de Imagem 99

De forma anéloga ao que acontece na morfologia tradicional (com tons de cinza
em R) o ordenamento produto definido em H2 ¢ um reticulado completo. Assim, Aye
e V2 podem ser utilizados para construir as operagbdes de erosao e dilatagao definidas
no Capitulo 2 de forma que a lei da adjuncao seja valida. Nesse caso, a abertura e o

fechamento também estdo bem definidos.

Consideremos a seguinte involugao

Cz=—x +iy "

Com respeito a essa involugao ¢é facil ver que
21 Ve 29 = 0(C21 Ay2 Cz9) e 21 Aqz 29 = C(C21 vy C29)

ou seja, temos uma dualidade entre o infimo e o supremo.

Ezemplo: O infimo do conjunto Z dado em (4.1) é o ponto (—3,0.8) (em

vermelho na Figura 4.3) e o supremo é o ponto (7,5.1) (em azul).

A

oo P 0 R L A L4

: 4-

' ¢ °

: 3

. °

. °

: 2 ?

)

. o 1 4

LR R I DI R R R I
T T T T T ;
-2 0 2 4 6

Figura 4.3: Ordenamento produto: infimo em vermelho e supremo em azul.

4.1.2 Ordenamento 2: Ordenamento simétrico

Consideremos uma divisao em quadrantes {7—[2, 4 H: Hi,, ’Hi +} do espaco

H? a partir do eixo y e da reta de equacio cartesiana y = 1 conforme Figura 4.4.

H2, HE

Figura 4.4: Divisdo de H? em quadrantes.
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O ordenamento simétrico é um ordenamento dado por:

0<zy <2y e 0<In(y;) <In(ys) ou

Ty <21 <0 e 0<In(y) <ln(y) ou
21 Xy2 2y =

2y <1 <0 e In(y) <In(y) <0 ou

O0<zi<a e In(y) <ln(yr) <0

Observamos que ordenamos apenas pontos que estao no mesmo quadrante de
forma que o ponto que estiver mais proximo (na métrica euclidana) do ponto (0,1) é o

menor.

O semiplano H? com este ordenamento é um poset com menor elemento dado

por (0, 1), entretanto, ndo existe um maior elemento.

Definimos o infimo A2 e o supremo v2 por:

21 A2 Zg = <

21 Y2 Z9g > 1

min {x, x2} + imin {y, Yo}

max {x1, Lo} + i min {y;, yo}

max {x1, T2} + i max {y1, Y2}

min {x1, o} + i max {y;, y2}
(0,1)

max {z1, T2} + i max {y1, Yo}
min {x1, 2} + i max {y;, y2}
min {z1, 22} + imin {y;, Yo}
max {x1, T2} + imin {y;, yo}

nao existe

se 21,20 € H2,
se 21,29 € H2_+
Se 21,29 € H%,
se 21,29 € ’Hi,

caso contrario

Se 21,29 € H?‘FJF
se 21,29 € ’HZ,Jr
se 21,290 € H:_
Se 21,29 € Hi,

caso contrario

De modo analogo ao ordenamento anterior, podemos definir o infimo e o

supremo para um conjunto finito Z € H2.

Temos que H? com as definicoes Ag2 € Va2 é um inf-semireticulado completo,
pois o supremo nao estd definido para pontos em diferentes quadrantes de 2. Podemos
definir as operacoes de erosao e dilatacao utilizando A2 e vy2. Esses operadores nao irao
satisfazer a lei da adjunc¢ao, pois o supremo entre dois pontos nem sempre esta definido.
Entretanto, conforme [7], mesmo com a dilatagdo ndo estando bem definida para todos os
conjuntos de pontos de H?, ela estard bem definida no conjunto de pontos resultante da
erosao desses pontos. Dessa forma, ainda poderemos calcular a abertura utilizando A4 e

v 2. B claro que, nesse caso, o fechamento estd apenas parcialmente definido.

Ezemplo: Neste caso o infimo do conjunto Z dado em (4.1) é o ponto (0, 1)

(em vermelho na Figura 4.5), enquanto o supremo nao esta definido.



Capitulo 4. Um Modelo Matemdtico de Imagem 101
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Figura 4.5: Ordenamento simétrico: infimo em vermelho.

4.1.3 Ordenamento 3: Ordenamento polar

Um ordenamento parcial, proposto em [7], utilizando a métrica hiperbdlica de
H? é dado por:

1 m <mn2 ou
21 <’H2 29 s
m=1mn e tang; <tano,
22+t -1

onde 1 = disty2 ((z,y),(0,1)) e ¢ = arctan (Figura 4.6) com z = (z,y) .

(tan¢,0)

Figura 4.6: Ordenamento polar.

Observamos que (tan ¢, 0) é o centro da circunferéncia que determina a geodésica
que passa por (0,1) e (z,y) . Dessa forma, em caso de 1, = 1, calculamos tan ¢; e tan ¢,
para decidir o ordenamento entre os pontos. Entretanto, como tan (¢) = tan (¢ + 7) temos
infinitos pares de pontos tais que 7; = 75 e tan ¢; = tan ¢,. Além disso, a tangente nao

p . ™ m . ~ .
esta definida para os valores de ¢ = 5 ou ¢ = > Assim | por exemplo, nao conseguimos
ordenar dois pontos no eixo y que estiverem a mesma distancia hiperbélica do ponto (0,1).

Logo, o ordenamento ¢é parcial.

Inspirados neste ordenamento, desenvolvido em [7], propomos neste trabalho
o que chamaremos de ordenamento polar. Analogo ao que foi feito acima, caso 17, < 72

~ ! , . .
entao z; <§f2 z9. Porém, trataremos o caso em que 7; = 15 de maneira diferente. Nesse
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caso, calculamos os angulos ¢; e ¢ considerando que ¢1, o € [0, 27[. Em seguida, como
H? é conforme, definiremos b(¢) = (cos(¢), sen(¢)). Dessa forma, b(¢) é um ponto sobre
uma circunferéncia euclidiana de centro no ponto (0,1) e raio 1 de tal forma que ¢
é o angulo que a semirreta de origem (0, 1) passando por b(¢) faz com a reta y = 1
(Figura 4.7). Utilizaremos entao a projegao estereografica 7 a partir do ponto (0,2) que

levard os pontos da circunferéncia até o eixo z segundo a seguinte expressao: 7 (b(¢)) =

2cos ¢ 3m
1—sen¢’ Se(b#??
™

0 = —

se ¢ 5

T

Figura 4.7: Circunferéncia auxiliar para o cdlculo de 7(b).

Assim, se z; = (x1,y1) e 22 = (22, y2) 0 ordenamento polar serd dado por

m <mn2 ou
!
21<}77_f222<:> To=0eqyy >1 ou
m =1

7(b(¢1)) < 7(b(¢2))

, . , [
Como este ordenamento ¢ total, podemos definir o infimo A%, e o supremo
pol . . ,
V4,2 entre dois pontos de acordo com esse ordenamento, assim como o infimo e o supremo
) . Tl . ! I
para um conjunto finito Z € H?. Temos que H2 com infimo AR, € supremo Vi, é um
reticulado completo de forma que podemos definir as operagoes de erosao e dilatacao
.. 1 1 . . . . . -
utilizando /\’;fg e \/Z’Q. O ordenamento no qual nos inspiramos satisfaz a lei da adjunc¢ao
segundo [7]. Conjecturamos que este ordenamento também satisfard. Estao bem definidas,

portanto, as operacgoes de abertura e fechamento.

Ezemplo: Neste caso, em nosso exemplo dado em (4.1), o infimo é dado pelo
ponto (—1.3,1) (em vermelho na Figura 4.8), enquanto o supremo ¢ dado pelo ponto
(2.8,5.1) (em azul). Observamos que, como o ordenamento é total, tanto o infimo quanto

o supremo sao pontos do conjunto Z.
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Figura 4.8: Ordenamento Polar: infimo em vermelho e supremo em azul.

4.1.4 Ordenamento 4: Ordenamento utilizando a distancia de Hellinger

Este ordenamento é andlogo ao ordenamento polar, diferenciando apenas a
maneira de calcular a distancia do ponto z = (z,y) ao ponto (1,0). O cdlculo dessa
distancia sera feita utilizando a distancia de Hellinger apresentada no Capitulo 1. Assim,
temos:

m <712 ou
zl<5222<:) { To=0ey >1 ou
m =12

7(b(¢1)) < 7(b(¢2))

onde n = disty. ((z,y),(0,1)) e 7 é dado conforme ordenamento polar.

Este ordenamento também é total, de forma que H2 com infimo /\Zz e supremo
vgg é um reticulado completo. Aqui também conjecturamos que seja valida a lei da

adjuncao e, também, que as operagoes de abertura e fechamento estdao bem definidas.

. 5 @

\4

T T T T T T T T T
-2 0 2 4 6

Figura 4.9: Ordenamento de Hellinger: para o = 0.01 infimo em vermelho e supremo em

azul. Para a = 20 infimo em violeta e supremo em verde.

Ezemplo: Utilizando a distdncia de Hellinger no conjunto Z dado em (4.1),

temos que para a = 0.01 o infimo é dado pelo ponto (—1.3,1) (em vermelho na Figura
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4.9,) enquanto o supremo ¢ dado pelo ponto (2.8,5.1) (em azul). Observamos que esses
sao os mesmos infimos e supremo dado pelo ordenamento polar. Para o = 20 o infimo é
dado pelo ponto (1.6,2.2) (em violeta), enquanto o supremo é dado por (2,0.8) (em verde).

Observamos que a localizagao desses pontos destoa muito do caso em que o = 0.01.

4.1.5 Ordenamento 5: Ordenamento geodésico

Para definirmos o ordenamento geodésico entre dois pontos z; e z5 consideremos
a geodésica que passa pelos dois pontos. Digamos que tal geodésica é a circunferéncia de

centro (a3 ~2,0) e raio euclidiano r; 5. Assim, o ordenamento é dado por:

A1~ ST < 2Ty OU
Z1 ﬁgff 2o &
Ty < X1 K A1~2

Ccaso Ty # Ig €
geo
21 <32 22 S Y2 S U1
caso r1 = Ta.

Neste ordernamento temos que a transitividade é valida apenas para pontos

pertencentes a mesma geodésica.

Baseados nesse ordenamento podemos definir o infimo:

max {x1, o} +imax {y;, yo} se x1,T2 < aj-2
€eo . . .

Se Ty # Ty 21 A 2o —=> min {x1, Zo} +imin {y;,y2} se x1, 22 = aj-o

212 caso contrario

geo .
se X1 =Ty 2 AYgs 2o = T1 + imax {yi, ya}

Observamos, conforme Figura 4.10, que o infimo é dado pelo ponto da geodésica

com parte imaginaria maximal.

Z1-2

B)

Figura 4.10: Ordenamento geodésico entre dois pontos.

Por outro lado, o supremo sera definido por

min {x1, 2o} +imin {y;,y2} se r1,22 < a1-2
€eo .
Se Ty # To 21 Vs 22 <= {4 max{ry,To} +imax {y;,ya} Se Ti,T9 = aj-o
C2c1~c2 caso contrario

B geo .
se X1 =Ty 21 Vs 22 = o1+ imin{yr, Yo}
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onde Czp1~co € 0 ponto dual associado a geodésica que conecta os pontos duais Cz; e Czy (C

¢ a involugdo definida no ordenamento 1).

Entretanto, para os propésitos deste trabalho o infimo deve ser definido para
qualquer quantidade finita de pontos. O célculo de varias geodésicas é inviavel computaci-
onalmente. Para contornar esse problema, os autores sugeriram (em [7]) outra abordagem.
Dado o conjunto de pontos Z = {(zx,yx)}, tomamos Z* = {(xy, —yx)} e calculamos o
menor circulo que englobe todos os pontos Z e Z* (com o algoritmo Menor Circulo
Envolvente - MEC que propomos no Capitulo 1). Chamemos o centro desse circulo de

(@ing, 0) € o raio de ryy¢ (Figura 4.11).

Ainf

Figura 4.11: Ordenamento geodésico utilizando MEC.

Pela forma como foram escolhidos os pontos sabemos que a;,¢ estd no eixo x, ou seja, essa

semicirfunferéncia que engloba os pontos é uma geodésica. Definiremos o infimo como

geo _ _ .
AqpZ = Zinf = Qint + Tinf-

Observemos que o 2, divide o semicirculo geodésico determinado pelo MEC

em dois arcos euclidianos congruentes, ou seja, podemos enxergar o z;, como um ponto

de simetria do semicirculo geodésico.

Novamente, nesse caso, o supremo nao esta definido para qualquer par de

pontos. Para resolver isso consideraremos a involugao C. Assim,

1

Tdual ’

VIR Z = C(ASECZ) = zgyp = —22 4

C

ou seja, aplicamos a involucao em todos os pontos z;, calculamos o infimo conforme

explicado anteriormente, e calculamos a involuc¢ao no infimo encontrado.

Definiremos operagdes de erosao e dilatagao utilizando AJ5 e V5, entretanto,
essas operagoes nao satisfazem a lei da adjuncao [7]. Por isso, essas defini¢oes de supremo
e infimo ndo geram erosao e dilatagao conforme a definicao formal utilizada na morfologia

matematica. Porém, tais definicoes podem ser utilizadas para filtrar imagens.

Ezemplo: Neste caso, o infimo do conjunto Z, dado em (4.1), é atingido no
ponto (1.406818,5.940006) (em vermelho na Figura 4.12).
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A
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Figura 4.12: Ordenamento geodésico: infimo em vermelho.

Para o calculo do supremo precisamos tomar a involugao dos pontos de Z.
Na Figura 4.13, temos rotulados de A a J os 10 pontos do conjunto Z. Temos que
CA = A',CB = B’ e assim por diante. Temos, em roxo, o ponto A35CZ e em azul o
supremo (1.990278,0.198625) .

4
| I oH
;. .
o
2 °E Je
B F -
C c :
R ¢ 1 o L og
oy I’ H’ ’ y . '
:J G E Ds A" .
¥ T T T T T T T T y T T T >
-6 -4 -2 0 2 4 6

Figura 4.13: Pontos verde claro sao imagens das involugoes dos pontos verde escuros.

Supremo em azul.

4.1.6 Ordenamento 6: Ordenamento geodésico assimétrico

As partes reais do zi,s € do 2y, do Ordenamento 5 podem nao satisfazer a
ordenacao natural dos niimeros reais. Entretanto, do ponto de vista da morfologia, pode
ser potencialmente interessante impor um ordenamento entre as partes reais do infimo, do
supremo e de todos os pontos de um conjunto finito Z € H?. Para isso, vamos considerar

o retangulo limitando o MEC (dado pelo ordenamento anterior) de dimensoes 27,¢ X Ting
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(Figura 4.14). E dessa forma o infimo e o supremo sao dados por

— 4 — .
Zinf = = Nqy2 Z = (ainf - Tinf) + U7int
1
——4 ——+ _ dual dual .
ZSUP = V2 Z = - (.’L‘c -r ) + Zrclual

Figura 4.14: Ordenamento geodésico assimétrico.

Observemos que o infimo de Z € H? neste ordenamento deixou de ser um ponto
que divide simetricamente o semicirculo determinado pelo MEC.

+

Definiremos operagoes de erosao e dilatacao utilizando /\;{Q_’Jr e vy | entre-

tanto, essas operagoes nao satisfazem a lei da adjungéo [7]. Porém, andlogo ao ordenamento
——

5, a erosao e a dilatacdo definidas com A, te v;_[?+ podem ser utilizadas para filtrar

imagens.

Ezemplo: Em Z, dado em (4.1), o infimo (em vermelho na Figura 4.15) é

(—4.533188, 5.940007) e o supremo (em azul) é (7.024889,0.198625) .

-
»

T T T T T T T T T T
-4 -2 0 2 4 6

Figura 4.15: Ordenamento geodésico assimétrico: infimo representado em vermelho e

supremo em azul.

4.1.7 Ordenamento 7: Ordenamento circular

Propomos esse ordenamento, de contribuicao propria, inspirados no ordena-
mento produto, porém, utilizando a métrica hiperbdlica que, como ja vimos, ¢ mais natural

no espaco das distribuicoes gaussianas.
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Dados dois pontos 21 = (x1,¥1) , 22 = (72, y2) € H?, consideraremos a geodésica
que passa pelos dois pontos e diremos que z; <j;2 22 quando z; estiver a esquerda de 2,

na geodésica, ou seja, quando ry < xa.

Observemos que, assim como no ordenamento geodésico, esse ordenamento sé

satisfara a transitividade se os trés pontos estiverem sobre a mesma geodésica.

Como ja vimos devemos propor maneiras de ordenar, pelo menos, uma quan-
tidade finita de pontos. A ideia que sugerimos é limitar os pontos por duas geodésicas
de mesmo centro e por duas semirretas euclidianas passando pelo centro das geodésicas,

conforme Figura 4.17.

Assim, seja (m,0) o centro e r o raio dado pelo MEC dos pontos dados e seja
d = {dy,...,d,} onde d; é a distdncia euclidiana entre (m,0) e z; e seja 0 = {6y, ...,0,} onde

0; é de tal forma que

1 caso (Figura 4.16 (a)): cost; = SABLEN 0; = arccos (xl ; m)

m—x; T; —m
= cosl; = —cosa = )

29 caso (Figura 4.16 (b)): cosa =

d;

m) Y (.Z'z,yl) (S Hz.

. 1
ou seja, #; = arccos (

: (z, yz) (z,, yz) :

v

v

Figura 4.16: Célculo de ;.

Denotemos dp, = min{d;}, dpax = max{d;}, Opn = min{6;} e Opax =

max {0;} .

Dessa forma, o infimo serd tomado pela interse¢ao da geodésica de centro (m,0)
e raio dy,;, com a semirreta euclidiana passando por (m, 0) e cujo &ngulo com o eixo z é de
Omax- Analogamente, o supremo serd dado pela interse¢ao da geodésica de centro (m,0) e
raio dy., com a semirreta euclidiana passando por (m,0) e cujo dngulo com o eixo x seja

de Opin. A Figura 4.17 ilustra como sao tomados o infimo e o supremo neste ordenamento.

Resumidamente,

Ngpzi = (M + dipin €08 (Oimax) s Amin S€1 (Omax))

Ve = (M + dpax €08 (Omin) ; dmax sen (Omin)) -
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supremo

{infimd?--..

(m, 0)
Figura 4.17: Ordenamento hiperbélico.

As defini¢oes de A% e Vv§» serao utilizadas para definir operacoes de erosao e

dilatacao.

Devido ao fato de o reticulado (H?, <,2) nao ser completo, as operagoes
definidas utilizando A% e vj,. nao satisfazem a lei da adjuncao, conforme podemos
facilmente constatar pelo seguinte exemplo (Figura 4.18): suponhamos que a vizinhanga de
q = (x,y) é dada por {q, ¢} onde ¢; = (z —¢,y) com € = 2 (por exemplo). Analogamente
tomemos o ponto p = (x,y + 1) cuja vizinhanga ¢ dada por {p,p;} onde p; = (x — e,y + 1).
Logo, ¢ = Vi {q, @i} <pepr = A {p, 1} <q

A

»
»

Figura 4.18: Lei da adjuncdo nao é vélida para (H?, <p2)-

Ezemplo: Para o conjunto Z dado em (4.1), o infimo (em vermelho na Figura
4.19) ¢ (0.469044, 0.335327) e o supremo (em azul) ¢ (7.030000, 1.914028)

° 5 4
4_
¢ °
3 4
: °
. 21 ¢ Y
. |
° .1- e
-4 -2 0 2 4 6

Figura 4.19: Ordenamento circular: infimo em vermelho e supremo em azul.
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5 Aplicacoes dos Modelos Propostos

Vimos, no Capitulo 3, duas propostas de espacos suporte e, no Capitulo 4, um
modelo matemdtico para tons de cinza em imagens em ) (espago suporte cartesiano
tradicional). Neste capitulo iremos aplicar esse modelo matematico nos espagos suportes
Qp e Qp, propostos nas subsecoes 3.1.2 e 3.1.3. Além disso, iremos apresentar algumas
imagens geradas utilizando tais ferramentas. Observamos que, para a utilizagdo dos nossos
algoritmos, apesar das imagens serem coloridas, elas s@o primeiramente convertidas para

tons de cinza (em escala R) para que, em seguida sejam aplicados os processos propostos.

5.1 Conversao de imagens de () para os espacos {2y e (g

Vejamos o resultado da conversao de uma imagem do espaco suporte {2 para
os espagos suporte 2y e Qp. Consideremos a Figura 5.1 representada no espago suporte

Qpr de 800 x 800 pixels.

Figura 5.1: Imagem de 800 x 800 pixels em 7.

Na Figura 5.2 (a) temos a Figura 5.1 representada no espago suporte Qy e, na

Figura 5.2 (b) a representa¢ao da mesma imagem no espago suporte Qp.

Percebemos que, visualmente, as imagens sao muito semelhantes a imagem
original (considerando todas as imagens na escala de cinza de 0 a 255). Utilizaremos as
medidas de PSNR (Peak signal-to-noise ratio - relagao sinal-ruido de pico, medido em
decibéis - dB) e MSE (Mean Squared Error - erro médio quadratico) [11] para comparar

as imagens a imagem original dada pela Figura 5.1. Nessa comparac¢ao impomos que oS
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pixels que nao pertencem ao disco dado pelo objeto de interesse tenham tons de cinza 255
(branco). Dessa forma, esses pixels nao influenciarao no calculo do PSNR. As equagoes
que fornecem o PSNR e MSE entre duas imagens I; e I, ambas de P x P pixels em

sao dadas por:

P-1P-1
1

MSE = =5 37 33 1 (i.4) = L. (0,5)]
i=0 j=0
2

O MSE varia de 0 a 255% sendo que quanto mais préximo de 0 menos erros de
tons de cinza estamos cometendo na conversao. O PSN R varia em R, sendo que quanto

maior menos erros.

(@)
Figura 5.2: Conversao da Figura 5.1 para os espago (a) Qg e (b) Qp.

Temos entao os seguintes dados de comparacao:

QH QE
MSE 85.5883546875 85.55414375
PSNR | 28.806656830950715 | 28.80839311757859

Em termos de PSNR as duas imagens tem a mesma qualidade em relagao a
imagem original quando considerada em escala de cinza. Em trabalhos futuros abordaremos
medidas alternativas de comparacao das imagens que sejam mais adaptadas aos modelos

que estamos trabalhando.
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A Figura 5.2 nos leva a acreditar que nao ha muitas diferencgas entre os espacos
Qg e Qp quando ha uma quantidade maior de pixels envolvida. Adaptamos os conceitos
de MSE e PSNR para os nossos modelos para verificarmos tal conjectura, o que foi
possivel ja que os dois modelos apresentam a mesma quantidade de pixels apesar de pixels
correspondentes poderem estar em posicoes ligeiramente diferentes, ja que os raios das

circunferéncias dos modelos sao diferentes. Assim,

1

c—1
L+ > kaue|]
i=0

MSFEq [[Q(I){O_Q?,O]Q"’_' [ {{]_ Ej]2

2552
Q

H E ~ . . . .
onde Q;; e ();; sdo, respectivamente, os tons de cinza dos pixels da imagem em Qy e Q.

Para as Figuras 5.2 (a) e 5.2 (b) temos MSEq = 71.4 ¢ PSNRq = 29.59.

Assim, as imagens, apesar de visualmente idénticas, apresentam diferengas (M SFEq # 0).

Destacamos também que, apesar da quantidade de pizels polares dos dois
modelos propostos ser exatamente a mesma, o espaco {2y concentra os pixels na borda da
imagem, enquanto o espago (g distribui os pixels de maneira mais uniforme no modelo.
O espaco Qg apresenta um custo de implementacao maior devido a necessidade das
informacoes preliminares sobre o objeto e a distancia entre o objeto e o observador, embora
retrate com mais fidelidade os elementos da esfera em termos de area. Por outro lado, o
espaco 2y pode ser utilizado com qualquer objeto esférico, sem necessidade informacoes

adicionais, porém nao apresenta a relagdo entre as areas.

5.2 Modelo matematico de imagem em {1y e Qg

O modelo matematico de imagens em {2y que estamos propondo é analogo ao
apresentado no Capitulo 4 para imagens em 7 (ou seja, a conversao de g : Qg — R para

= (fe fy) Qg — HQ), exceto por duas diferencas:

(1) as vizinhangas do ponto p necesséarias no Item (2) do Capitulo 4 e nas

defini¢oes de erosao e dilatagdo devem ser do tipo V; ou V5 definidas no Capitulo 2;

(77) como a rede de pontos de gy nao é uniformemente distribuida, devemos

considerar as seguintes defini¢des de erosao e dilatagao:

e ()] (v) = min {f (') | v € Ng (v) U {v}};
[0 ()] (v) = max {f (v') | v" € NG (v) U {v}}.
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Observamos que, como os conjuntos tomados aqui sdo vizinhangas (conjuntos
finitos) podemos simplificar a notagao e utilizar a nomenclatura minimo e maximo ao

invés de infimo e supremo.

Assim, para cada ponto ();; € Q0 consideraremos o conjunto
Z={f() et v eN;(Qy) v i{Qy}}

e tomaremos o minimo de Z segundo uma das defini¢goes de minimo dadas no Capitulo 4
para o calculo da erosao no ponto @);;. Para o calculo da erosao da imagem o processo ¢
repetido para todos os pixels @;; € 2. O célculo da dilatagao é feito de modo andlogo

trocando-se 0 minimo por maximo.
As defini¢oes de abertura e fechamento se mantém as mesmas.

O mesmo raciocinio é valido para o espago ().

Imagem original em Q,
tons de cinza em R

Converséo para

modelo circular
v

Imagem circular em Q,, ou Q,
tons de cinza em R

Modelo matematico
de imagem Parte

Real

Imagem circular em Q,, ou Q,
tons de cinza em'H?

Parte
Imaginaria

Erosao Parte

Real
Imagem resultado /

daerosdio ™ | Parte
Imaginaria

Dilatacao
Parte

Real
Imagem resultado /

da abertura \ 5o
arte
Imaginaria

Figura 5.3: Esquema de processamento.

Para os exemplos a seguir o processamento sera feito de acordo com o esquema
dado pela Figura 5.3. Consideraremos uma imagem em €7 (com tons de cinza em R), a

converteremos para Qg ou g (com tons de cinza em R) e, em seguida, aplicaremos o
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modelo acima com as vizinhangas do tipo V5 para obtermos uma imagem circular (g ou
Qg) com tons de cinza em H2. No Item (2) do Capitulo 4 consideraremos vizinhancas de
raio 2 e no calculo de erosdes ¢ e dilatagdes d serdo consideradas vizinhangas de raio 1. Os

algoritmos que geraram tais imagens estao disponiveis no Apéndice B.

Conforme [7], é usual, em reticulados completos, trabalhar com as componentes
real (eixo horizontal) e imagindria (eixo vertical) separadamente. Dessa forma, todas as
imagens com tons de cinza em H? apresentadas a seguir estdo divididas em parte real (&

esquerda) e parte imagindria (a direita).

Como vimos as imagens trabalhadas precisam ter escala de tons de cinza em
R porém, nao encontramos, na linguagem Python, nenhuma ferramenta que considere
imagens em tal escala e, por isso, inserimos esse processo como parte do algoritmo através
das fungbes abaixo, que convertem os tons de cinza do subintervalo [—2,2] € R (onde

ocorre a maioria dos casos) de forma “aproximadamente linear” no intervalo (0, 1).

X: (0,1) — R e X' R — (0,1)
t=05 t—1+12+1
t _—
0.5 set =0

Dessa forma, o Python reconhece as imagens com escala de cinza no intervalo (0, 1), em
seguida, o tom de cinza de cada pixel da imagem ¢é convertido para escala R através da
funcdo X. A imagem é processada e a escala da imagem resultante é convertida para
o intervalo (0,1) através da funcdo X ' para que o Python possa exibir a imagem no

monitor.

(@) (b)
Figura 5.4: (a) Imagem em Qr e (b) em Q.
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Consideremos a Figura 5.4 (a) em Qp de 960 x 960 pixels e a Figura 5.4 (b)
no espago suporte 2y (chamaremos essa imagem de imagem teste). Para a construcao
desta imagem utilizamos K = —5.760867571133922 x 10 7 para a curvatura (subsecdo
3.1.2) e R = 2719.575673736375 para o raio que sao obtidos resolvendo-se o sistema (3.2)
com P =960 e ¢ dado pelo Algoritmo de Subdivisoes descrito no Capitulo 3. Vejamos o

resultado do modelo morfolégico que estamos propondo aplicado a essa imagem.

Na geragao de todas as imagens a seguir, como a parte imaginaria é o desvio
padrdo, mudamos a escala dos tons de cinza de R para [0, +o0) para que 0 seja preto e

+00 seja branco utilizando a seguinte funcdo: 2X () — 1.

(@) (b)

Figura 5.5: Partes real e imaginaria da imagem teste.

Na Figura 5.5 podemos visualizar a imagem teste apds o processo de troca de
modelo de imagem de g : Qi — R para f = (fu, f,) : Qu — H?. Observamos que a parte
real aparece meio borrada devido ao fato dessa imagem ser a média dos tons de cinza da
vizinhanga (que possui tamanho euclidiano variavel de acordo com a posigao na imagem).
Além disso, a parte imaginaria representa o quanto a parte real se distancia da imagem
teste. Assim, percebemos que a parte imaginaria sofre variagoes principalmente nos tons

de cinza onde acontece as mudancas de cores da Figura 5.4 (a).

As figuras a seguir retratam as operacoes de erosao e abertura aplicados a

imagem teste utilizando os 7 ordenamentos apresentados no Capitulo 4.

O ordenamento 1, que toma como infimo o pixel que tem a menor das coorde-
nadas x e a menor das coordenadas y, tornou, na erosao, a parte real da imagem levemente

mais escura e, na parte imaginaria as regides pretas se ampliaram (Figura 5.6).
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Na abertura (Figura 5.7) percebemos que na parte real hd um leve aumento de
contraste em relagdo a imagem da Figura 5.5 (a), fazendo com que a imagem se assemelhe
a imagem da Figura 5.4 (b). J4 a abertura na parte imaginaria nao percebemos diferencas

visuais significativas em relacao & imagem da Figura 5.5 (b).

(a) (b)

(b)

Figura 5.7: Partes real e imaginaria da abertura utilizando o ordenamento 1.

O ordenamento 2 ordena os pontos por quadrantes e gera apenas pseudo-erosoes
e pseudo-aberturas. Na parte real surgiram faixas finas nas regides onde ocorre as mudancgas

de tonalidade. Além disso, surgiram algumas pequenas regides cinza claro em sua maioria
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no centro da imagem. Na parte imaginaria surgiram linhas cinza evidenciando as mudancas
de tonalidades da imagem (Figura 5.8).
Na parte real da abertura do ordenamento 2 as faixas entre as regioes desapa-

receram e as regides em cinza claro diminuiram, porém algumas ainda estao visiveis. Na

parte imaginaria restaram alguns pontos cinza claro parecidos com um ruido (Figura 5.9).

(a) (b)

(b)

Figura 5.9: Partes real e imaginaria da abertura utilizando o ordenamento 2.

O ordenamento 3 é o ordenamento total que utiliza a métrica hiperbdlica para
ordenar os pontos determinando como infimo o ponto que estiver mais perto do ponto

(0,1). Na parte real da erosao surgiram faixas cinza entre as mudangas de tonalidade
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entretanto, essa faixa é diferente da faixa que surgiu no ordenamento anterior. Neste
ordenamento a faixa se assemelha a uma faixa gerada por um spray. Na parte imaginaria

percebemos que as partes mais claras da imagem estao mais “borradas” (Figura 5.10).

(b)

Figura 5.10: Partes real e imaginaria da erosao utilizando o ordenamento 3.

A parte real da abertura dada pelo ordenamento 3 deixou alguns resquicios
da faixa apresentada na erosao, restando alguns pontos (como que geradas por um leve
spray) que ficam evidentes no meio da imagem. Na parte imaginéria esse padrao de “leve

spray” também fica evidenciado no meio da imagem (Figura 5.11).

(b)

Figura 5.11: Partes real e imaginaria da abertura utilizando o ordenamento 3.
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O ordenamento 4 é o ordenamento total analogo ao ordenamento 3 utilizando
a distancia de Hellinger. Para gerar essa imagem utilizamos a = 20. Observamos que,
na parte real, ocorre o mesmo tipo de padrao das faixas que ocorreu no ordenamento 3,
porém, nesse ordenamento as faixas sdo mais largas. Na parte imaginéaria percebemos que

as faixas mais claras que delimitam as regioes da imagem sao mais largas (Figura 5.12).

(a) (b)

(b)

Figura 5.13: Partes real e imaginaria da abertura utilizando o ordenamento 4.

Novamente a abertura reduziu o efeito das faixas, mas nao completamente,

restando pontos. Na parte imagindria, além dos pontos parecidos com ruido, podemos
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perceber que as linhas que delimitam a imagem ainda sao mais largas que a da parte
imaginaria original (Figura 5.13).

O ordenamento 5 é aquele dado pelo algoritmo MEC. Percebemos, novamente,
a faixa cinza delimitando as regioes, entretanto essas faixas s@o mais finas e lisas do que as

anteriores. Na parte imaginaria percebemos um maior “borramento” no meio da imagem.

Além disso, as linhas claras que delimitam a imagem estdo mais evidentes (Figura 5.14).

(b)

Figura 5.14: Partes real e imaginaria da erosao utilizando o ordenamento 5.

A abertura desse ordenamento deixou a parte real da imagem mais escura. A

parte imaginaria também apresentou “borramento” no meio (Figura 5.15).

(b)

Figura 5.15: Partes real e imaginaria da abertura utilizando o ordenamento 5.
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O ordenamento 6 é uma modificacao do ordenamento 5. Na parte real da erosao
o contraste aumentou, as pequenas regioes mais escuras ficaram mais evidente e a imagem
apresenta um efeito andlogo a imagens submersas em agua. Na parte real o meio da
imagem esta mais claro e as linhas que delimitam as regides da imagem, mais evidentes
(Figura 5.16).

(a) (b)

Figura 5.16: Partes real e imaginaria da erosao utilizando o ordenamento 6.

(b)

Figura 5.17: Partes real e imaginaria da abertura utilizando o ordenamento 6.

A parte real da imagem gerada pela abertura do ordenamento 6 apresenta um

aspecto parecido com o de imagens que foram desenhadas a lapis. Além disso, surgiram
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finas faixas escuras delimitando as regides da imagem. Como um todo a imagem se tornou

mais escura (Figura 5.17).

(b)

Figura 5.18: Partes real e imaginaria da erosao utilizando o ordenamento 7.

O ordemamento 7, que nés propomos, € o que apresenta maior distor¢ao nas
partes reais tanto da erosao quanto da abertura. Observamos, na parte real, que surgiram
faixas nas regioes delimitando as imagens e, além disso, houve um maior contraste e
um efeito parecido com o que ocorreu na erosao anterior, porém um pouco mais leve,
semelhante a uma pintura a éleo. A parte imaginaria ficou um pouco mais escura do que a

original (Figura 5.18).

(b)

Figura 5.19: Partes real e imaginaria da abertura utilizando o ordenamento 7.
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)

Na parte real da abertura as faixas se tornaram mais claras e o efeito “spray’
se tornou mais evidente, tornando a imagem mais desfocada. Na parte imaginaria as linhas
se tornaram mais estreitas e a imagem ficou mais escura, especialmente no centro (Figura
5.19).

Repetimos a sequéncia de imagens dadas pelas Figuras 5.5 a 5.19 para o modelo
Qg e observamos comportamentos semelhantes para cada ordenamento. Por exemplo, a
Figura 5.20 ilustra as partes imaginarias da erosao obtida pelo ordenamento 2 utilizando os
modelos Qg e Qp, respectivamente. Ambas as imagens apresentam linhas cinza contornando
algumas estruturas da imagem. Observamos que, se compararmos tais imagens com as
partes imaginarias originas em 2y e (g, temos, respectivamente, PSNR de 32.716 e 32.789.
Além disso, o PSNR entre as duas partes imaginarias citadas é 33.694. Ou seja, apesar de
apresentarem diferencgas entre elas, a alteragao entre elas e as imagens originais parecem
ser muito préximas. Esse comportamento pode ser percebido em todas as imagens geradas
em ()gp. Ressaltamos que nao dispomos de muitas ferramentas de comparagao entre os
modelos, pois os métodos de comparacao sao baseados no modelo tradicional Qr. As
figuras de mérito utilizadas para avaliar qualidade de imagens em () nao sdo adequadas

aos modelos propostos.

(@) (b)
Figura 5.20: Partes imaginarias da erosao utilizando o ordenamento 2 nos modelos (a) Qg

5.2.1 Sequéncia de varios frames

Como vimos no inicio do Capitulo 4, o modelo matematico de imagem pode
ser aplicado considerando varios frames da mesma cena. Vejamos como ¢ o resultado do

pProcesso neste caso.
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(b)
Figura 5.21: (a) Imagem I em Q. (b) f, (c) fy-

Consideramos 10 frames [, w = 1,...,10, da cena dada pela imagem I em
Qr de 960 x 960 pixels (Figura 5.21). Convertemos os 10 frames (denotados por Q“)
para o espac¢o Qy e, em seguida, para cada uma das posigoes (7, j) de um pixel de Q"
tomamos a média e o desvio padrao do conjunto {Q“[i][j],w = 1, ...,10}. Denotamos por
f = (fs, fy) € Qu, com tons de cinza em H?, a imagem resultada desse processo. As

imagens I, f, e f, podem ser visualizadas na Figura 5.21 acima.

Em seguida, calculamos a abertura, que denotaremos por g¢', utilizando o
ordenamento 3 (Figuras 5.22 (a) e (b)).

(@) (b) (c)
Figura 5.22: Imagens (a) g,, (b) g, e (c) disty2 (f (p), 9" (p)) -

Na Figura 5.22 (c) podemos visualizar uma imagem d;, chamada imagem
residuo, que representa a distancia hiperbdlica ponto a ponto entre a imagem f e a
abertura ¢', ou seja, d} (i,7) = distyy (f (4,7),9" (i,j)), onde (7, j) representa as posigoes
dos pixels. Notamos que, quanto mais nitida a imagem residuo, mais proximas as imagens

processadas estarao das imagens originais.
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(a) (b)
Figura 5.23: Imagens (a) g2, (b) ¢; e (c) distye (f (p), 9% (p)) -

De forma analoga, consideramos a abertura dada pelo ordenamento 7, denotada

por ¢°, e a distancia hiperbdlica ponto a ponto entre f e ¢* (Figura 5.23).
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6 Conclusoes e Perspectivas Futuras

6.1 Conclusoes

Uma das vantagens do modelo Qg é a correspondéncia entre as areas dos pixels
esféricos de um objeto dessa natureza e os pixels polares. O desenvolvimento de modelos
que atendessem esse quesito foi bastante trabalhoso, conforme relatado no Apéndice A.
Sendo assim, acreditamos que o desenvolvimento que realizamos, no qual a correspondéncia
entre areas é exata, ¢ uma contribuigdo para aplicagoes praticas, além da reducao de cerca

de 37.2% na quantidade de pixels quando comparado com o modelo cartesiano tradicional.

No modelo 2y temos a vantagem de, mesmo com uma estrutura métrica
nao euclidiana, podermos trabalhar com coordenadas inteiras para os pixels de forma
correlacionada com a prépria métrica do modelo, mesmo sem informacao precisa do objeto
retratado. Ressaltamos que desenvolvemos a expressao da métrica do modelo para qualquer
curvatura negativa e raio, o que ajuda bastante nos processamentos. Em um estudo de
transformadas de distancias, conforme citado na proxima se¢ao, a existéncia de uma

expressao analitica para métrica do modelo é de extrema importancia.

As imagens obtidas por meio de varios frames podem ser processadas utilizando-
se o0 semiplano de Poincaré com métrica de curvatura gaussiana constante e negativa, que é
um modelo para a Geometria Hiperbdlica. Tais processamentos fazem uso de ordenamentos
de pontos no semiplano. Sendo assim, a proposi¢ao de ordenamentos é importante nessa
area e varia de acordo com as aplicacoes desejadas. Uma consequéncia do uso da Métrica
de Fisher em tais processamentos nos conduz as chamadas imagens residuais, que nos
modelos por nds propostos parecem ser de relevancia para eventuais aplicacoes uma vez
que esta é uma medida natural de distancias entre distribui¢cdes gaussianas. Observamos
que nao ¢ tarefa simples encontrar ordenamentos no semiplano adequados a aplicagoes

praticas especificas.

Uma dificuldade inerente ao tipo de trabalho que desenvolvemos €, sem duvida,
os problemas envolvendo algoritmos e programacao. A escolha pela linguagem Python é
padrao na area de imagens devido aos iniimeros pacotes disponiveis e eficiéncia em tempo
de execugao de processamentos. Entretanto, nos espagos (g e {0y os pacotes disponiveis
nao foram suficientes para nossos propésitos, o que nos obrigou ao desenvolvimento de
uma rotina completa, sendo esta uma das contribui¢oes originais de nosso trabalho. Como
exemplo, citamos uma tentativa de utilizacao de pacotes ptiblicos na construgao de setores
circulares para obtencao de pixels polares, cujo tempo de execucao era demasiadamente

grande, tornando invidvel sua utilizacao. Esse problema foi amenizado em nossa proposta
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de rotina, o que nos leva a propor um software completo para geracao e processamento de
imagens nos modelos propostos. Acreditamos que a aceitagao dos métodos propostos nesse
trabalho serda maior apés disponibilizagdo deste software. Dentre os possiveis pardametros a
serem alterados pelo usuario do software destacamos o percentual de reducao da quantidade

de pixels dos modelos propostos, que é um dos parametros de qualidade de imagem.

Outro topico que costuma gerar dificuldades em processamento de imagens é a
mensuragao de qualidade. Utilizamos o PSNR como parametro, mas sabemos que trata-se
de uma medida nao universalmente aceita. Apesar disso, encontramos valores razodaveis
de PSNR para nossas imagens processadas. O estudo de novas medidas de qualidade de
imagens que se adequem aos nossos modelos é um desafio, conforme citado nas secao
seguinte. Ressaltamos que tanto o PSNR quanto a mudanca dos parametros impostos nos
algoritmos propostos, que influenciam na qualidade de uma imagem, podem ser mudados

pelo usuario em um software como o proposto no paragrafo acima.

6.2 Perspectivas Futuras

Nesta secao indicaremos alguns assuntos que possuem conexao com o tema

desta tese e que pretendemos abordar em trabalhos futuros.
Transformada de Distancia

A transformada de distancias (DT - Distance Transform) é um operador que

fornece a menor distancia de cada pixel a uma determinada regidao de interesse.

Consideremos uma imagem binaria F' em 7. Denotemos por S o conjunto de
pixels com valor 1, ou seja, o objeto da imagem. Denotemos por S o conjunto de pixels de
valor 0, ou seja, o fundo da imagem. A transformada de distancias ([18], [51] e [54]) é uma
imagem M onde em cada pixel p de coordenadas (i, j) estd armazenado o valor da menor

distancia entre o ponto (¢,7) e S :
M (p) = min{d (p,q) | g€ S} .

Observamos que M pode ser vista como uma imagem em tons de cinza.

Podemos ainda considerar os pixels do fundo como objetos da imagem e
considerar o fundo da imagem como objeto de tal forma a gerar a tranformada de

distancias do fundo da imagem.

A definicao de M utiliza uma distancia d que pode ser uma distancia definida em
termos de uma métrica arbitraria. A métrica euclidiana é frequentemente a mais desejavel

em termos de aplicacoes praticas. Entretanto, as métricas discretas sao, normalmente,
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mais faceis de manipular e computar. Por esse motivo, algoritmos utilizando métricas
discretas sao propostos desde 1966 enquanto aqueles que utilizam a métrica euclidiana
(EDT - Euclidian Distance Transform) comegaram a ser propostos apenas na década de 90.
Os algoritmos utilizando métrica euclidiana costumam ser complicados. Assim, ainda [25]
¢é incerto qual é o melhor algoritmo de EDT e até mesmo se os que foram propostos mais
recentemente estao corretos ou nao. Além disso, a performance de um algoritmo depende
do contetido da imagem original e nao apenas do seu tamanho. Outro fator a se levar em

consideracao é que existem muitos critérios utilizados para comparar os algoritmos.

Exemplo: A Figura 6.1 mostra uma transformada de distancias cujo tnico pixel
de valor 0 é o pixel central (cinza). Em (a) utilizamos a distancia dy e em (b) a distancia ds.

Em [51] é apresentada uma imagem andloga e diversos mapas computados com diferentes

distancias.
6(5(4|13(4|5]|6 313|3|3|3(3](3
5(4(3|12(3|4]|5 312(2|12(2]2]|3
4131211234 3121 11213
3121 1123 3121 11213
4131211234 3121 11213
5(4(3|12(3|4]|5 312(2|12(2]2]|3
6(5(4|13(4|5]|6 313(3|3(3]|3]3
(a) (b)

Figura 6.1: DT de um um pixel central utilizando (a) dy e (b) ds.

A DT é um operador geométrico com grande aplicabilidade para as areas de
computacao grafica e visual, andlise de imagens, reconhecimento de padroes, geometria

computacional e robética [65]. Dentre tais aplicagoes citemos:

- Erosao e Dilatacao: A erosao e dilatacdo de imagens bindrias, que vimos no
Capitulo 2, pode ser feita utilizando o conceito de transformada de distancias. Para o
calculo da erosao, obtemos o mapa de distancias de uma imagem e em seguida aplicamos
uma limiarizagao [38] que consiste em, a partir de um valor pré-determinado ¢, tornar
0 os valores abaixo de ¢ e tornar 1 os valores acima de ¢t. Para o cdlculo da dilatacao
considera-se a troca de valores binarios entre o objeto da imagem e o fundo e repetimos o

processo feito na erosao.

Vejamos um exemplo. A Figura 6.2 é uma imagem onde os quadrados brancos

representam o objeto da imagem e os cinza (de valor 0) representam o fundo da imagem.
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Figura 6.2: Exemplo de imagem binaria para o célculo de erosao utilizando DT.

Na Figura 6.3 (a) podemos ver a transformada de distdncias da Figura 6.2
utilizando-se a distancia dg. Fazendo a limiarizacao a partir do valor 1, ou seja, faremos
todos os valores menores do que ou iguais a 1 se tornarem 0 e os acima serdo 1. Na Figura

6.3 (b) temos a erosao resultada desse processo.

Fl1]2]2]>2

S INININDNINDIN|—~

1
1
1
1
2
2
=
(a) (b)
Figura 6.3: (a) DT da Figura 6.2 e (b) resultado da erosao por DT para ds.

Analogamente ao caso anterior temos, na Figura 6.4, a transformada de distan-
cias utilizando a distancia euclidiana d. e a erosao resultada deste processo. Observamos
as diferengas entre as erosoes causada pelas diferentes distancias. Conforme [54], o uso da
distancia euclidiana fornece uma melhor distancia entre os pixels ja que trata de maneira

diferenciada os pixels que estao em diagonal.
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1+\/2\/2 1 \/2 2122 h+2] 2

(a) (b)
Figura 6.4: (a) DT da Figura 6.2 e (b) resultado da erosdo por DT para d..

- Navegacao Robdtica [43]: A DT pode ser utilizada por um rob6 para mapear
a cena onde ele se encontra cujos pontos cinza (valor 0) representam os obstaculos e utilizar
a DT para gerar uma rota qualquer ou encontrar o menor caminho (sem colisdes) entre

dois pontos.

De forma simplificada, o algoritmo consiste em gerar uma imagem binaria da
area a ser explorada de tal forma que os pixels de valor 1 representem a regiao livre e os
pixels de valor 0 representem os obstéculos. A partir de tal imagem o método expande
a distancia em torno do pixel de destino associando valores aos pixels que representam
a regiao livre. Observamos que o tipo de vizinhanca considerada nessa aplicacao é de

extrema importancia.

(a) (b)

Figura 6.5: Exemplo de menor caminho entre A e B utilizando (b) dy e (c) ds.

Ezemplo: Na Figura 6.5 temos (a) uma imagem onde os pixels cinza representam

os obstaculos e os brancos o caminho livre. Suponhamos que gostariamos de encontrar
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o menor caminho, a partir de B, até o ponto A. Assim, comecando em A calculamos
a distancia entre A e os pontos de sua vizinhanga (consideraremos que os pontos que
pertencam a vizinhang¢a de um dado ponto tem distancia 1 de tal ponto). Em seguida,
repetimos o processo para os pontos rotulados com 1, e assim por diante até que atinjamos
o ponto B. Em (b), temos o algoritmo calculado para a vizinhanca 4—conexo e, em (c),
para o tipo 8 —conexo. Observamos que o tipo de vizinhanga influenciou no menor caminho.
Em (b), o menor caminho é “por baixo” enquanto que, em (c), o menor caminho é “por

cima”.

- Outras aplicagoes da DT citadas sao: esquelizacao, separagao de objetos
sobrepostos, diagramas de Voronoi, dimensao fractal e medidas de forma relacionadas
a distancia. A referéncia cita ainda que aplicacdes podem ser encontradas em botéanica,

medicina e geologia.

Em trabalhos futuros pretendemos desenvolver uma ferramenta para a trans-

formada de distancias para os espacos suporte 2y e g que propomos.

Morfologia Matematica em Imagens Coloridas

O processamento de imagens em cores é importante pelos seguintes motivos

[38]:

(1) Quando se faz anélise automatica de imagens (reconhecimento de padroes),
a cor descreve caracteristicas importantes do objeto e isso pode simplificar a identificacao
e a segmentacao. A cor ajuda, por exemplo, uma colheitadeira automatica a colher os

frutos maduros em uma plantacio;

(77) Quando a analise da imagem é feita com intervengdo humana devemos
levar em consideracao que o olho humano ¢é capaz de distinguir diversas nuances de cores

e apenas poucas dezenas de tons de cinza.

As cores sao diferenciadas entre si segundo trés caracteristicas:

- Brilho (B - Brightness): representa como a intensidade da luminosidade do

objeto é percebida;

- Matiz (H - Hue ): propriedade associada ao comprimento de onda predominante

na combinacao das varias ondas visiveis

- Saturagao (S - Saturation): representa o grau de pureza da cor, ou seja, o

grau de mistura do matiz original com a luz branca.

O matiz e a saturacao sao, normalmente, denominados de cromaticidade.
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Existem diversos modelos de representacao de cores e a escolha de um modelo
conveniente ainda ¢ um desafio. Os modelos permitem uma representagao padronizada e
geralmente sdo tridimensionais onde cada ponto do espago representa uma cor. A maioria
dos modelos sdo destinados para uso de hardware (monitores, impressoras, etc.) ou para
aplicagoes que utilizam manipulagdo de cores. Dentre os modelos mais utilizados podemos

citar o RGB (red, green, blue) e o HSI (hue, saturation, intensity).

O modelo RGB é um dos mais conhecidos. E conveniente considerar que os
valores maximos de R, G e B estdo normalizados na faixa [0, 1]. Sua representacao é feita
em coordenadas cartesianas. Mais especificamente, pode ser visualizado em um cubo onde
as trés cores primdarias sao os vértices principais (sobre os eixos cartesianos) do cubo.
As demais cores sdo secundérias. O ponto (0, 0,0) representa o preto e o ponto (1,1, 1)
representa o branco. A diagonal do cubo, que passa por esses dois pontos, representa a

escala de cinza. A Figura 6.6, retirada de [38], representa o modelo RGB.

B
A
0,01 .
Azul _( ) Ciano
Escala de Cinzas
Magent A\
agenta : Branco
Verde
Preto G
(0,1,0)
Vermelho

/‘(1,0,0) Amarelo

Figura 6.6: Espacgo de cores RGB.

R

O modelo HSI permite separar os componentes de matiz, saturacao e intensidade
de cor em uma imagem, da maneira que o ser humano as percebe. Ele é baseado na aparéncia
intuitiva de um artista com relagao a cor, sombra e tom [13]. Esse sistema é muito utilizado

em sistemas de visdo artificial.

Em [38] podemos encontrar equagbes para mudar as cores entre os modelos.

O modelo RGB apresenta algumas desvantagens [3]: os componentes sao for-

temente correlacionados, interpretacdo humana precaria, nao uniformidade, etc. Além
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disso, outros modelos que foram desenvolvidos para aplicagoes em computagao grafica,
como o HSI, sdo inadequados para o processamento de imagens. Um modelo conveniente
deve fornecer distancia, ou norma, e proporcionar independéncia entre os componentes
cromaticos e acromaticos de uma imagem. Diversos artigos trazem modelos que satisfazem
esses pré-requisitos. Dentre eles: [10], [3], [34], [4], [1], [13]. O artigo [1] apresenta, inclusive,

um modelo polar de representagao de cores.

Conforme [10], os operadores morfol6gicos, em particular a dilatagdo ¢ (ja que

a erosao ¢ definida em termos da adjuncao), devem satisfazer algumas propriedades:
(1) Deve haver uma ideia de posicionamento induzido por um ordenamento;
(2) Para qualquer conjunto finito o posicionamento deve fornecer um supremo;

(3) Os operadores devem poder ser aplicados quantas vezes forem necessérias.
Além disso, a definicado de operadores morfologicos requer uma estrutura de reticulado

completo.
Além dessas propriedades, é conveniente que:

(1) A dilatagao em cores deve preservar as cores da imagem, ou seja, nenhuma

cor que nao estava na imagem original deve aparecer na imagem dilatada;

(2) A dilatagdo em cores deve ser um operador crescente, isto é, dg(I) = I,
onde [ é uma imagem qualquer e B um SE. Isso implica que deve haver uma relagao de

ordem entre os pixels coloridos;

(3) A dilatagdo em cores deve ser compativel com a dilata¢ao binéria, ou seja,
dp(I ® B') = 0pgp(l);

(4) A restrigao para escala de cinza deve se tornar a defini¢ado padrao para a

escala de cinza.

Assim como o modelo matematico de tons de cinza que apresentamos no
Capitulo 4, a morfologia em cores esbarra na dificuldade de ordenamento de vetores do
espacgo, ja que nao existe um ordenamento natural para esse ambiente como ocorre em R.

Conforme [10], o ordenamento de vetores pode ser feito de diferente maneiras:
(1) considerando as cores como rétulos associados a cada pixel;

(2) utilizando o valor da cor para estabelecer um ordenamento total no espago

de cores.

A maijoria das abordagens segue o tipo (2).

Existem quatro tipos de ordenamentos [10]:

(1) Ordenagao marginal (M-ordenagao): apenas um componente do vetor é

utilizado para realizar o ordenamento. Este é o tipo mais simples de ordenacao. Essa
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abordagem pode apresentar alteragoes visuais nas cores o que pode ser inaceitavel para

processos que utilizem cor para reconhecimento de padroes.

(2) Ordenagao condicional (C-ordenagao): grupos de amostras sao considerados
e uma dada ordem é estabelecida entre os grupos. A ordenacao lexicogrifica constitui um
exemplo muito conhecido de C-ordenacao empregando potencialmente todos os componen-

tes dos vetores disponiveis dados.

(3) Ordenagao parcial (P-ordenagao): a ordem ¢é estabelecida utilizando um

outro conjunto ordenado.

(4) Ordenagao reduzida (R-ordenacao): uma fungdo de R™ em R ¢ definida e

os pontos sao ordenados pelo valor dessa fun¢ao utilizando o ordenamento usual de R.

A R-ordenagao é o tipo mais utilizado. Entretanto, tem a desvantagem de

muitas vezes nao ser intuitiva.

Em trabalhos futuros procuraremos estender, se possivel, o modelo matematico

apresentado no Capitulo 4 para imagens coloridas.

Outro modelo de espaco suporte

Em continuagao a este trabalho gostariamos de propor um espaco suporte em
H? para trabalhar com imagens de horizontes, tais que as informacoes perto do observador
estdo mais nitidas e, por isso, necessitam de menos pixels, enquanto as informacoes no
horizonte precisam de mais atencao. Um exemplo desse tipo de imagem pode ser observado
na Figura 6.7. Observamos que essa abordagem ¢é parecida com a que fizemos no Capitulo
3. Além disso, a ideia inicial desse espago suporte (Figura 6.8) é andlogo ao plano polar

pw que vimos no Capitulo 3.

Figura 6.7: Exemplo de imagem de horizonte.
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v

HZ

Figura 6.8: Ideia inicial de espaco suporte.

Outras aplicagoes

As aplicacoes envolvendo modelagem de imagens sao bastante amplas na litera-
tura cientifica e as possibilidades de abordagens especificas sao extremamente diversificadas,
o que faz com que o uso de novas ferramentas matematicas como as geometrias nao euclidi-
anas e a métrica de Fisher sejam passiveis de consideragao. Como exemplos de aplica¢oes
interessantes que pretendemos abordar, em continuagao a este trabalho, temos a associacao
possivel entre a geometria hiperbodlica e o processamento de imagens de radares, presente
no artigo [16], ou entdo a modelagem de retina com finalidade de aperfeigoamento de visao

robética, como proposto em [66].

Além disso, devido a falta de consenso sobre o PSNR, gostariamos de encontrar
maneiras, adaptadas ao nosso modelo, de comparar os espagos que propomos e os modelos
tradicionais. A nocao de distancia entre imagens é bem estabelecida na area, conforme
podemos verificar em [20], entretanto, o estudo e introdugdo de novas métricas adequadas
aos nossos modelos podem representar um caminho de pesquisas dentro da &area de

Geometria da Informagao.
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APENDICE A - Histérico do
desenvolvimento de 277 e ()

Neste apéndice faremos um breve resumo de algumas das tentativas que fizemos

para propormos os espaco gy e Qp.

A primeira ideia que surgiu para distribuir os pixels no disco foi a de trabalhar
com circulos concéntricos e divisoes radiais. Além disso, gostariamos que o espago suporte
proposto contivesse 0.628 P2 pixels. Mantivemos estas ideias iniciais durante todo o trabalho.
Como gostariamos de ter mais pixels no bordo do disco, a primeira ideia que tivemos foi
comecarmos com uma determinada quantidade de divisoes no disco central e a partir deste
dobrar a quantidade de pixel a cada coroa subsequente. Entretanto, como podemos ver na
Figura A.1, os pixels préximos ao bordo ficaram muito finos o que é um problema pois,

como vimos no Capitulo 3 iremos sobrepor o espago proposto com .

Figura A.1: Quantidade de pixels dobrando a cada coroa.

Para evitar os pixels finos tivemos a idéia (que ainda utilizamos) de forgar
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os pixels da ultima coroa a se assemelhar, em “altura” aos pixels de Q7 e dividimos
todas as coroas igualmente. A quantidade de coroas foram contabilizadas levando-se em
consideracao a quantidade de pixels que gostariamos que o espaco tivesse. Mas, como

podemos ver na Figura A.2, agora foram os pixels do centro que ficaram finos demais.

Figura A.2: Pixels da ultima coroa com altura similares aos de €r.

Optamos entao, por unir as duas abordagens. Construimos uma camada interna
onde as divisoes das coroas seriam como na primeira abordagem e uma camada externa
onde as divisoes das coroas seriam como na segunda abordagem. Dai, surgiu a necessidade
de decidir qual a quantidade de pixels que ficaria na coroa externa e qual a quantidade
ficaria na coroa interna. Lembrando que gostariamos que uma maior quantidade de pixels
ficasse na borda da imagem fizemos alguns testes e, aparentemente, a propor¢ao de 75%
dos pixels na coroa externa parece ser razoavel. Nas figuras abaixo podemos visualizar as

diferentes proporgoes de divisao para uma imagem de 50 x 50 pixels em 7.
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Figura A.4: Trés quintos dos pixels na camada externa.

Na Figura A.3 temos 2/3 dos pixels na coroa externa, na Figura A.4 temos 3/5
e na Figura A.5 temos 3/4. Observamos que o espago da Figura A.5 aparenta ser melhor

distribuido do que as outras proporgoes propostas.
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Figura A.5: Trés quartos dos pixels na camada externa.

Porém, ao trabalhar com imagens com uma quantidade maior de pixels obser-
vamos que a ultima coroa da camada interna estava ficando com pixels muito finos, como

pode ser observado na Figura A.6 o exemplo de uma imagem que tem 200 x 200 pixels em
Qr.

Figura A.6: Pixels da tltima coroa da camada interna muito finos.
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Assim, incluimos um teste que excluia a ultima coroa da camada interna caso
seus pixels fossem muito finos e aumentava uma coroa na camada externa. Podemos ver

na Figura A.7 como fica o espago suporte proposto para uma imagem que em ) tem
50 x 50 pixels.

Figura A.7: Abordagem em camadas com teste para evitar pixels estreitos.

Até este momento haviamos trabalhando apenas com a métrica euclidiana no
disco. Dal, surgiu a idéia de, com a mesma distribuigao de pixels da Figura A.7, utilizar a
métrica hiperbdlica. Na Figura A.8 podemos perceber que a distribui¢ao dos raios das

circunferéncias é mais harmonica do que a dada pela Figura A.7.
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Figura A.8: Primeira abordagem utilizando métrica hiperbdlica.

Veja na Figura A.9 a diferenca de resolugdo entre uma imagem com uma
proposta de divisao euclidiana dos raios (a esquerda) e uma imagem que utilizamos a

métrica hiperbélica (& direita).

Figura A.9: Figuras geradas utilizando métrica euclidiana (esquerda) e métrica

hiperbdlica (direita).
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Apés utilizar este modelo de espago suporte por bastante tempo percebemos
que, na verdade, quando incluimos o teste para evitar pixels finos na primeira camada
estavamos diminuindo muito a quantidade de pixels nesta camada, pois varias coroas
estavam ficando muito finas, nos afastando da proposta inicial de manter 25% dos pixels
iniciais na camada interna. Além disso, como as divisoes angulares sao calculadas de
maneiras distintas para as duas camadas, acontecia frequentemente de as duas camadas
nao se “alinharem”, formando assim “degraus”. E isso implicava em uma complexidade
computacional para determinar os vizinhos de um pixel nas coroas que dividiam as duas
camadas. Além de nao se mostrar agradavel visualmente. A partir dai surgiu a idéia da

distribuicao de pixels que utilizamos nos espacos Qg e Q0 apresentados no Capitulo 3.

Agora, devido a natureza esférica dos objetos em questao é natural pensarmos
em uma abordagem que utilize a métrica sobre a esfera e proje¢oes de um hemisfério da
esfera no plano a fim de conseguirmos uma distribuicao de pixels que satisfaca as condigoes

propostas.

Vejamos, primeiramente, duas proje¢oes de um disco D, = {(a:, y) | 22 +1° < 7“2}

em um hemisfério de uma esfera.
PROJ EQAO T,

A primeira projecao, que chamaremos de 77, foi inspirada na forma como é
construida a isometria entre o modelo do Disco de Poincaré e o modelo do Disco de Klein.
[9]. A projegao Ty : D, — S, leva os pontos do disco D, em um dos hemisférios da esfera
de mesmo raio S, = {(a:, y,2) | 2*+ P+ 22 =072 > O} da seguinte forma: a reta que
passa pelo ponto (0,0, —r) e pelo ponto (z,y) € D, intersecta S, no ponto T (x,y) . Seja
P = (x,y) o ponto de D, que ¢ levado em T} (z,y) = (2/, ¢, 7).

Plano y=0 Plano z=0

L (,0,7) L (0.,7)
2 2

L_{z,0) )
T T

Figura A.10: Projecoes nos planos x =0 e y = 0.

Consideremos as projegoes de Tj (x,y) nos planos x = 0 e y = 0 (Figura

/ . . / . ~
A]_O) Sabemos que r e T tem o mesmo smal, assln Como Yy € Yy 1essas projecoes.

+ !
Assim, por semelhanca de tridngulos temos: m SR N x = a:r - M =
|| r+ 2z r d
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T VS r+ 2
r+ 2 y 4

+2"\? + 2" ,
2? (r : ) +y° (r : ) + (") = 7% e dai, ()’ (2®+y* + 1) + 2 (22°r + 2¢%r) +
r r

w22 o gt

. Como T (z,y) € S, entdo (')° + (v/)* + (2')* = r* donde

= 0. Resolvendo a equacao do segundo grau em 2z’ temos A = 4% ¢

, =2r (22 + ) £ 213 —r (2 +9y?) + 13 , . ,

dai 2/ = ( ) e ( y) . O sinal deve ser positivo pois, caso
2 (22 +y? +12) 2 4 y? +1?

contrario 2’ = —r mas, por definicdo, 2’ > 0. Substituindo o valor de 2’ nas equacoes de z’

e y' temos as coordenadas de T;. Assim:

T1 : DT I ST

2712 2yr? r(r?—a? —y?)\ -
(:'U7 y) — ) )
w2+ y?+r? et oyt 4t 2?4yt 2

Observamos, na Figura A.11, a projegao 77.

@

Figura A.11: Projecao T;.

PROJECAO T,

A segunda projecao, que chamaremos de T5, leva os pontos do disco D, em
pontos de S, de maneira similar a projecao cilindrica, ou seja, uma reta que intersecta
perpendicularmente o disco D, no ponto (z,y) intersecta S, no ponto Ty (x,y). Dessa
forma, se P = (z,y) € D, e Ty (z,y) = (2/,9/,2') temos que 2’ = x e ¢ = y. Dai, como

Ty (z,y) € S, entdo (/) + (v/)° + () = r? donde 2% + 4% + (2)* = r2. Assim, temos:
TQ . Dr — ST

($7y) — (Jl,y, \/TQ—:I:Z_Z/Q)

Observamos, na Figura A.12, que a projecao T mantém o aspecto visual das

formas geométricas em D, se tomarmos como ponto de referéncia o eixo z.
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Figura A.12: Projecao T5.

Considerando a divisdo de pixels dada pela Figura A.2 gostariamos de de-
terminar, de forma eficiente, os raios dessas circunferéncias. Ja vimos que essa divisao
apresenta o problema no centro da imagem. Entretanto, para testar o comportamento

dessa abordagem essa distribuigao ¢ a mais simples.

Seria interessante se, de alguma forma, a area dos pixels do espaco suporte
tivesse relacdo com area da projecao dos pixels na esfera. Comecemos supondo que a
area das projecoes dos pixels na esfera sejam todas iguais. Nesse caso, como em cada
coroa hé a mesma quantidade de divisoes, a esfera deve ser dividida em zonas esféricas
de mesma altura h ja que a drea de uma zona esférica (Figura A.13) é dada por 27rh

onde r é o raio da esfera. Logo, supondo que temos ¢ coroas entao a altura h; de cada

r P
uma das coroas deve ser h; = — = % Como hy + hy + ...+ h, = £) entdo o raio R, das
c c
P
circunferéncias que sao intersecoes da esfera com os planos z = Con hy —hy — ... — h;
P\* (P P\’ P
¢ (R = (5) — (5 — 2—) = R = 2—\/201’ —i2. Em seguida, esses Ris devem
c c

ser projetados no disco (plano z = 0). Utilizaremos, para isso, as duas projegoes que

trabalhamos. Podemos pensar que R; ¢ a coordenada 2’ de um ponto (2,0, 2’) da esfera.

P
Assim, R} projetado no disco por T;* é Ry (i) = — ( :

2 \V2ci — 2
P
Ry (i) = —+/2ci — 2.

2c

e projetado por T, ' é

Figura A.13: Zona esférica.
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Para P = 50, por exemplo, teremos round (50m) = 157 pixels (divisdes) na

ultima camada. Como queremos que o espaco suporte tenha 0.628 (50)2 = 1570 pixels

1570

157
C com 157 divisoes em cada coroa. Observamos na tabela abaixo como ficariam os raios

entao devemos construir round = 10 coroas, ou seja, 9 circunferéncias dentro de

aproximados das 9 circunferéncias segundo as duas projegoes que trabalhamos. Veja que,
para a primeira projegao a diferenga entre a 9% circunferéncia e C' (raio 25) ¢é 2.39 e, com
a segunda projecao (Figura A.14) a diferenca é de 0.13. Ambos os valores estao distantes

da unidade proposta para a tultima coroa

? 1 2 3 4 ) 6 7 8 9 10
| Ry (7) | 5.73 | 833 | 10.5 | 12.5 | 14.43 | 16.36 | 18.34 | 20.41 | 22.61 | 25
Ry (i) [ 10.89 | 15 | 17.85 | 20 | 21.65 | 22.91 | 23.84 | 24.49 | 24.87 | 25

Figura A.14: Espaco suporte para P = 50 utilizando 7.

Essas abordagens ficaram distantes da proposta inicial. Observamos, na Figura
14, que a ultima coroa fica praticamente imperceptivel. Por isso, surgiu a ideia de tentar
o caminho inverso: determinar, primeiramente, a altura da projecao da tultima coroa

com base na hipdtese da diferenga entre os raios da ultima coroa ser 1. Devemos entao

P
projetar, por exemplo, o ponto (5 -1, 0) na esfera segundo as duas projegoes para

P
descobrir a medida de h que sera a coordenada z da projecao. Entao T3 3~ 1,0) =
(P —2)P? 2P (P —1) ) (P ) (P )
,0, elh| =—1,0)={=—-1,0,vP—1).
((P—2)2+P2 (P-22+p2) *\2 2
No caso de P = 50 temos que h = 1,02 para a projecao Ty e h = 7 para T5.

Para h = 1,02 poderiamos construir 23 coroas de areas iguais e deixar a coroa central com
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area maior. Para h = 7 poderiamos construir 3 coroas de areas iguais e uma com area um
pouco maior. Em ambos os casos o nimero de coroas destoa muito das 9 camadas que
propomos para haver 62,8% dos pixels iniciais no espaco novo. Além disso, observamos
que, por essa abordagem nao é possivel escolher a quantidade de camada e com isso, a

quantidade de pixels.
PROJECAO Ty

Como vimos, as duas projecoes anteriores nao fornecem bons raios para o nosso
modelo. Consideraremos agora uma projecao, analoga a T, porém, o ponto que define a
projecao nao serd mais o polo sul da esfera (0,0, —R) e sim um ponto (0,0, N) escolhido

de forma a satisfazer as hipdteses impostas pelo nosso problema.

Consideremos a circunferéncia dada pela intersecao da esfera de raio R com
o plano y = 0. Dado [ queremos encontrar o ponto N onde a reta que passa pelo ponto
(\/ R? — 12 l) e (R — 1,0) intersecte o eixo z (Figura 15). A reta que passa por esses pontos
—I(R-1)

(x — (R —1)). Dessa forma, N = VE-P-(R-1)

é dada por z =

VRE-E—(R-1)

Figura A.15: Projegao T5.

Consideremos agora a projecao 13 : Dr —,Sg analoga a 11, que leva os pontos

de Dg a Sg através da reta que passa por (0,0, N) e (z,y,0). Assim, a projegao é dada
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por
(@A) - N @ ) N
Ty(ry)= -y (22 +9) = /(B2 = N?) (2 + ) + N° I
3 ) 3’)2 + y2 + N2 s
N (@ +y?) = N+/(BF = N?) (@ 4 ) + N2
22 +y? + N2

Assim, utilizando Ty *, dado um ponto 0 < 2z’ < R, a coordenada x tal que

It ' dad Ny @)
(0,0 = (x,0) é = .
3 (7 7Z) (.I‘, )e ada por T N — o
Vejamos na Figura A.16 que para o caso de P = 50 a distribuicao dos raios

fica mais harmonica do que nas projecoes T e Ts. Além disso, observamos que os pixels

do bordo se assemelham aos pixels de {27 embora os pixels centrais sejam finos demais.

Figura A.16: Espaco Suporte utilizando Tj.

A partir desses testes chegamos as abordagens apresentadas no Capitulo 3.
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Para fazer a quantizacao, a proposta inicial também foi sobrepor os espacos
suporte. Entretanto, para determinar se um pixel de 27 contribuia para o tom de cinza de
um pixel de Qy (ou Qg) testdvamos quatro desigualdades para o pixel de Q0 com base

nas retas que delimitava o pixel em Qg (ver Figura A.17).

Figura A.17: Proposta inicial de quantizacao.

Para gerar a imagem apds o processo proposto estdvamos utilizando uma
ferramenta do Python chamada Wedge. Esta ferramenta constréi setores circulares em um
disco com o tom de cinza que desejarmos. Entretanto, as imagens geradas nao eram do
mesmo tamanho das imagens originais. E isso, juntamente com os vérios testes necessarios
para a quantizacao, implicava em um tempo muito grande para gerar as imagens. Para as
operagoes morfologicas houveram imagens que, com esta abordagem, demoravam cerca de
56 minutos para serem geradas enquanto que, no algoritmo atual (apresentado no Capitulo

3), é gerada em cerca de 4 minutos.
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APENDICE B - Algoritmos em Python

Conversao de imagens de () para Qpy
import matplotlib.pyplot as plt
import skimage.color
import math as m
import scipy.optimize
import numpy as np
import itertools as it
import skimage
from PIL import Image
from datetime import datetime
startTime = datetime.now()
img = plt.imread(’Bola.png’)
M = skimage.color.rgh2gray(img)
P = len(M)
7"Parametros
n é a quantidade de divisdes da primeira coroa
k é a quantidade de camadas (locais onde ocorre a divisdo por 2)(exceto Q0,0)

cl é a quantidade de vezes que a segunda coroa é repetida (as seguintes dobra a quantidade

de repeticao)”’

"Calculo dos parametros'

A2 = P*m.pi

A3 =

while A2 > 10:
A3.append(A2)
A2 = A2/2

Ad =]

k = len(A3)
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n = int(round(A3[-1}))
claux=0

for i in range(1,k):

claux += 2**i*n*i
if claux ==

cl=1
else:

cl = int(round((0.628*P*P-1-n)/claux))

pixelstotais = (1+n+cl*claux)/P**2

kaux = []
caux = [1]
naux = [n]

for i in range(1,k):
caux.append(i*cl)
naux.append (2**i*n)

for i in range(k):
for j in range(caux][i]):

kaux.append(nauxl[i])

¢ = len(kaux)+1

vetor = []

for i in kaux:
vetor.append(int(i/4))

Q = np.zeros((c,kaux[-1]))

Mcont = np.zeros((c,kaux[-1]))

"raios hiperbolicos"

def f1(y):

return y**(2*c-1)4-(P-1)*y**(c-1)-(P-1)*y**c-1

y = scipy.optimize.brentq(f1,1.00001,1.3)

x = m.log(y)

*

curvatura = -x*x
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raio = (P/2-1)*((m.exp((c-1)*x)+1)/(m.exp((c-1)*x)-1))
def rh(x):
return raio*((m.exp(m.sqrt(-curvatura)*x)-1) /(m.exp(m.sqrt(-curvatura)*x)+1))

"Transformando coordenadas cartesianas em polares, guardando as informagoes apenas do

disco e por quadrante'
Q0 =]
[ = np.zeros((P,P,2),int)
O=(P-1)/2
def r(x,y):
return m.sqrt((x-0)**2+(y-0)**2)
def theta(x,y):
if x>0:
a = m.atan((O-y)/(x-0))
if y<O:
a+=0
if y>O:
a+=2%m.pi
it x < O
a = m.atan((O-y)/(x-0))

if y<O:
a-+=m.pi

if y>O:
a-+=m.pi

if x==0:

if y>O:
a=m.pi/2

if y<O:
a=3*m.pi/2

if y==0:

if x>0:
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a=0
if x<O:
a=m.pi
return a
def graus(x):

return x*180,/m.pi
rl = rh(1)
rhaux=|]
for i in range(c):
rhaux.append(rh(i+1))
for j in range(0,P):
for i in range(0,P):

tij = theta(i,j)

rij = r(i,j)

if rij<=rl:
QO0.append (M[j][i])
Ij][[0] = 0
Ijl[i[] =0

if rij>=P/2:
Ij][i}[0] = 0
Il =1

for 1, 11 in it.zip_ longest(rhaux [:c-1],rhaux [1:]):

if 1<rij<I1:

il = rhaux.index(1)+1

j1 = tij//(2*m.pi/kaux[il-1])
Qi [j1]+=M]j][i]
Mcont[il][j1]4+=1

Q[0][0]=sum(Q0)/len(QO)
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QO] =1
77 Se nao receber nenhum pixel arredonda pro mais préximo”’
def raioaprox(i):
return (rh(i+1)+rh(i+2))/2
def angaprox(i,j):
return -(2*m.pi/kaux[i])*(j+1/2)
pixelvazio = 0
for i in range(c-1):
for j in range(kaux[i]):
if Mcont[i+1][j] == 0:
xaprox = round((P-1)/2+raioaprox(i)*m.cos(angaprox(i,j)))
yaprox = round((P-1)/24raioaprox(i)*m.sin(angaprox(i,j)))
Qli+1][j] = Mlyaprox][xaprox]
pixelvazio +=1
else:
Q[i+1][j] /= Mcont[i+1][j]
7?’Construindo Figura”’
F=np.zeros((P,P))
for i in range(P):

for j in range(P):

result = Image.fromarray((F * 255).astype(np.uint8))
result.save(’BolaPSNR-H.png’)

print(datetime.now() - startTime)

Conversao de imagens de () para Qg
import matplotlib.pyplot as plt
import skimage.color
import math as m
import scipy.optimize

import numpy as np
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import itertools as it

import skimage

from PIL import Image

from datetime import datetime

startTime = datetime.now()

img = plt.imread(’Bola.png’)

M = skimage.color.rgh2gray (img)

P = len(M)

7’Parametros

n é a quantidade de divisdes da primeira coroa
k é a quantidade de camadas (locais onde ocorre a divisdo por 2) (exceto Q0,0)

cl é a quantidade de vezes que a segunda coroa é repetida (as seguintes dobra a quantidade

99

de repeticao)
"Céalculo dos parametros'
A2 = P*m.pi
A3 =
while A2 > 10:
A3.append(A2)
A2 = A2/2
Ad =]
k = len(A3)
n = int(round(A3[-1}))
claux=0

for i in range(1,k):

claux += 2**i*n*i
if claux ==
cl =1

else:
cl = int(round((0.628*P*P-1-n)/claux))

pixelstotais = (14+n+cl*claux)/P**2
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kaux = []
caux = [1]
naux = [n]

for i in range(1,k):
caux.append(i*cl)
naux.append (2**i*n)

for i in range(k):
for j in range(caux][i]):

kaux.append(nauxl[i])

¢ = len(kaux)+1

vetor = []

for i in kaux:
vetor.append(int(i/4))

Q = np.zeros((c,kaux[-1]))

Mcont = np.zeros((c,kaux[-1]))

"raios elipticos'

R = 10/(2*m.pi)

d=25-R

a = R*R/d

h0 = (R-a)/(1+sum(kaux))

1 = (h0)*kaux[c-2]

ma = ((P-2)*m.sqrt(R**2-a**2)*(d-1-a)-P*(d-a)*m.sqrt(R**2-(a
+1)**2)) /(P*m.sqrt (R*R-(a+1)**2)-(P-2)*m.sqrt (R**2-a**2))
lamb = (P/2)*(d4+ma-a)/m.sqrt(R**2-a**2)-ma

haux = [h0]

for i in range(1,c):
haux.append(hO*kaux][i-1])

zaux = ||

hOaux = 0

for i in range(c):
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hOaux 4= haux(i]

zaux.append(hOaux)
def z(x):

return (lamb+4ma)*m.sqrt(2*R*x-x**2) /(ma+d-R+x)
def rh(x):

return z(zaux|x-1))

"Transformando coordenadas cartesianas em polares, guardando as informagoes apenas do

disco e por quadrante'
Q0 =]
I = np.zeros((P,P,2),int)
O=(P-1)/2
def r(x,y):
return m.sqrt((x-0)**24(y-0)**2)
def theta(x,y):
it x>O:
a = m.atan((O-y)/(x-0))
if y<O:
a+=0
if y>O:
a+=2%m.pi
it x < O
a = m.atan((O-y)/(x-0))

if y<O:
a-+=m.pi
if y>O:
a-+=m.pi
if x==0:
if y>O:
a=m.pi/2

if y<O:
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a=3*m.pi/2
if y==0:
if x>0:

return a
def graus(x):
return x*180/m.pi
rl = rh(1)
rhaux=|]
for i in range(c):
rhaux.append(rh(i+1))
for j in range(0,P):
for i in range(0,P):

tij = theta(i,j)

rij = 1(i,j)

if rij<=rl:
QO0.append (M[j][i])
Lj][i}[0] = 0
Ij][[A] =0

if rij>=P/2:
Lj][i}[0] = 0
Ijl[[A] =1

for 1, 11 in it.zip_ longest(rhaux [:c-1],rhaux [1:]):

if 1<rij<I1:

il = rhaux.index(1)+1

j1 = tij//(2*m.pi/kaux[il-1])
Q1] [j1]+=M{j][i]
Mecont[il][j1]+=1



APENDICE B. Algoritmos em Python 164

Q[0][0]=sum(Q0)/len(QO)
QO] =1
77 Se nao receber nenhum pixel arredonda pro mais préximo”’
def raioaprox(i):
return (rh(i+1)+rh(i42))/2
def angaprox(i,j):
return -(2*m.pi/kaux|i])*(j+1/2)
pixelvazio = 0
for i in range(c-1):
for j in range(kaux[i]):
if Mcont[i+1][j] == 0:
xaprox = round((P-1)/2+raioaprox(i)*m.cos(angaprox(i,j)))
yaprox = round((P-1)/24raioaprox(i)*m.sin(angaprox(i,j)))
Q[i+1][j] = M[yaprox][xaprox]
pixelvazio +=1
else:
Q[i+1][j] /= Mcont[i+1][j]
”’Construindo Figura”’
F=np.zeros((P,P))
for 1 in range(P):

for j in range(P):

result = Image.fromarray((F * 255).astype(np.uint8))
result.save(’BolaPSNR-H.png’)

print(datetime.now() - startTime)

Filtros Morfolégicos
import matplotlib.pyplot as plt

import skimage.color
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import math as m

import scipy.optimize

import numpy as np

import itertools as it

import skimage

from PIL import Image

from datetime import datetime

startTime = datetime.now()

img = plt.imread(’Bola.png’)

M = skimage.color.rgh2gray (img)

P = len(M)

ordenamento = int(input(’Insira o ordenamento: "))
”"Trocando escala de cinza para escala real”’
for i in range(P):

for j in range(P):

"7 Desfazendo Escala ”’
def rees(x):
if abs(x) < 10**(-10):
return 1/2
else:
return (x-1+m.sqrt(1+x**2))/(2*x)
"Calculo dos parametros"
A2 = P*m.pi
A3 =]
while A2 > 10:
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A3.append(A2)
A2 = A2/2
Ad =]
k = len(A3)
n = int(round(A3[-1]))
claux=0
for i in range(1,k):
claux += 2**{*n*i
if claux ==
cl=1
else:
cl = int(round((0.628*P*P-1-n)/claux))

pixelstotais = (14+n+cl*claux)/P**2

kaux = []
caux = [1]
naux = [n]

for i in range(1,k):
caux.append(i*cl)
naux.append(2**i*n)

for i in range(k):
for j in range(caux|i]):

kaux.append(naux|i])

¢ = len(kaux)+1

vetor = [|

for i in kaux:
vetor.append(int(i/4))

Q = np.zeros((c,kaux[-1]))

Mcont = np.zeros((c,kaux[-1]))

"raios hiperbolicos'

def f1(y):
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return y**(2%c-1)+(P-1)*y**(c-1)-(P-1)*y**c-1
y = scipy.optimize.brentq(f1,1.00001,1.3)

x = m.log(y)

curvatura = -x*

raio = (P/2-1)*((m.exp((c-1)*x)+1)/(m.exp((c-1)*x)-1))
def rh(x):

X

return raio™((m.exp(m.sqrt(-curvatura)*x)-1)/(m.exp(m.sqrt(-curvatura)*x)+1))

"Transformando coordenadas cartesianas em polares, guardando as informacoes apenas do

disco e por quadrante"
QO =
I = np.zeros((P,P,2),int)
O=(P-1)/2
def r(x,y):
return m.sqrt((x-O0)**2+(y-0)**2)
def theta(x,y):
if x>0O:
a = m.atan((O-y)/(x-0))
if y<O:
a+=0
if y>O:
a+=2%m.pi
if x < O:
a = m.atan((O-y)/(x-0))
if y<O:
a-+=m.pl
if y>O:
a+=m.pi
if x==0:
if y>O:

a=m.pi/2
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if y<O:
a=3%*m.pi/2
if y==0:
it x>0:

return a
def graus(x):
return x*180/m.pi
rl = rh(1)
rhaux=]]
for i in range(c):
rhaux.append(rh(i+1))
for j in range(0,P):
for i in range(0,P):

tij = theta(i,j)

rij = r(i,j)

if rij<=r1:
QO0.append (M(j][i])
I[][i][0] = 0
I][i][1] = 0

if Tij>=P /2:
I[][i][0] = 0
I][][L] =1

for 1, 11 in it.zip  longest(rhaux [:c-1],rhaux [1:]):

if 1<rij<11:

il = rhaux.index(1)+1
j1 = tij//(2*m.pi/kaux]il-1])

Q][ ]+=Mj][i]
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Mcont[il][j1]4+=1

Q[0][0]=sum(Q0)/len(QO)
Q) = 1
77 Se nao receber nenhum pixel arredonda pro mais préximo”’
def raioaprox(i):
return (rh(i+1)+rh(i+2))/2
def angaprox(i,j):
return -(2*m.pi/kaux[i])*(j+1/2)
pixelvazio = 0
for i in range(c-1):
for j in range(kaux[i]):
if Mcont[i+1][j] == 0:
xaprox = round((P-1)/2+raioaprox(i)*m.cos(angaprox(i,j)))
yaprox = round((P-1)/24raioaprox(i)*m.sin(angaprox(i,j)))
Qli+1]i] = Mlyaprox][xaprox]
pixelvazio +=1
else:
Qli+1]fi] /= Meontfi-+1][
QL =]
Q1L.append([Q[O][0]])
for i in range(c-1):
Qllinha = ||
for j in range(kaux[i]):
Qllinha.append(Q[i+1][j])
Q1l.append(Q1linha)
" SEe W ™
def SE(i,j):
A=
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A2 =

al=2+cl

for 1 in range(2,k):
A2.append(al)
Al.append(al-1)

al+=I*cl
if i==0:
Q00aux = [[0,0]]
for 1 in range(kaux[0]):
QO0aux.append([1,1])
return Q00aux
elif i==1:
return [[0,0],[1,(j-1)%kaux[i-1]],[1,j],[1,(j+1) Y%kaux[i-1]],
[i-+1,(2%j-1) Yokaux i]], [i+1,2%j], [i-+1,2%4+1], [i+1,(2%j+2) Yokaux[i] ]
elif i==2:
if c1 ==1:
return [[i-1,((j+1)//2-1) %ekaux[i-2]], [i-1,((j+1) //2) Yekaux][i-2]],
[i, (j-1) Yokaux[i-1]], [1,j],[i, j4+1) Ykaux[i-1]], [i+1,(2*j-1) Y%kaux]i]],
[i+1,2%], [i4+1,2%)+1], [i+1,(2%]42) %kaux[i]]
else:
return [[i-1,((j4+1)//2-1) %kaux[i-2]],[i-1,((+1) / /2) %kaux]i-2]],
[i, (5-1) Yokaux[i-1]], [1,], i, G4+1) Yokaux[i-1]], [i+1, (-1) Yokaux(i]],
[i+1,i],[i+1,(j+1) %kaux[i]]]
elif i==c-1:
return [[i-1,(j-1) %kaux[i-2]],[i-1,j],[i-1,(j+1)%kaux]i-2]],
[i,(j-1) %ekaux[i-1]],[1.j],[i, (7-+1) %o kaux]i-1]]]
elif i in A2:

return [[i-1,((j+1)//2-1)%kaux[i-2]],[i-1,((j+1)//2) %kaux]i-2]],
[1,(j-1) %okaux[i-1]],[i,i],[1,(j+1) Y%okaux[i-1]], [i+1,(j-1) Yokaux]i]],

[i41,j],[i4+1,(j+1) Yokaux]i]]]
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elif i in Al:
return [[i-1,(j-1) %kaux[i-2]], [i-1,j], [i-1, (j+1) %kaux[i-2]],
[, (1) Yekawxi-1]], [i,j].[i, i+ 1) Y kaux[i-1]], [i+1,(2%j-1) %kaux]i]],
(1,25, [i4+1,2%5+1], [i+1, (2% +2) %kaux[i]]]
else:
return [[i-1,(j-1)%kawxi-2]],[i-1,j],[i-1, G+ 1) %kaux[i-2]],
i, (5-1) Yokanx[i-1]], [i.j], [i, i-+1) Ykaux[i-1]],[i+1,(j-1) %kauxi]],
[i4+1,3], [i4+1, (j+1) Yekauxi]]]
def W(Q.i):
15 =
for u in SE(i,j):
15.extend (SE (u]0],u[1]))
16=15[]
for u in 16:
while 15.count(u)>1:
15.remove(u)
1=
for u in 15:

11.append(Q[u[0]j[u[1]])

return 11
7"MEC™
def Circ2pontos(pl,p2):
a = (p2[0]**2+p2[1J**2-p1[0]**2-p1[1]**2) /(2*(p2[0]-p1(0]))
r = m.sqrt(((p1[A]**2-p2[1]**2-(p1[0]-p2[0]) **2) /(2*(p2[0]-p1[0]))) **2+p1[1]**2)
return [a,r]
def media(lista):
return sum(lista)/len(lista)
def centromedio(lista):
listalcoord = ||

for 1 in lista:
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listalcoord.append(i[0])
centro = media(listalcoord)

return centro

def d2p(pl,p2):

return m.sqrt((p1[0]-p2[0])**24+(p1[1]-p2[1])**2)

def MEC(listateste):
cm = centromedio(listateste)
def MaxAoCentro(lista):
listal =[]

for i in lista:

listal.append(d2p([cm,0],i))
x = listal.index(max(listal))

y = listal.count(max(listal))

return [max(listal),x,y]

il = MaxAoCentro(listateste)|[1]

x1 = listateste[il]
lix = listatestel[:]
lix.remove(x1)
=]

rajos=|]
centros=|]

for i in listateste:

11.append(d2p((x1[0],0),i))

if max(11)<=x1[1]:
raios.append(x1[1])
centros.append(x1[0])
else:
lesquerda=[]
ldireita=]]

lcentros=|]
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lix2=lix[:]
for i in lix2:
if i[0]==x1[0]:
lix.remove(i)
else:
lcentros.append(Circ2pontos(i,x1)[0])
for i in range(len(lix)):
if lix[i][0]<x1[0]:
lesquerda.append (lcentros|i])
if 1ix[i][0] >x1]0]:
ldireita.append(lcentrosli] )
if len(lesquerda)>0:
iE=lcentros.index(min(lesquerda))
p2=lix[iE]
[c2,r2]=Circ2pontos(p2,x1)
raios.append(r2)
centros.append(c2)
if len(ldireita)>0:
iD=lcentros.index(max(ldireita))
p3=lix[iD]
[c3,r3]=Circ2pontos(p3,x1)
raios.append(r3)
centros.append(c3)
r = min(raios)
¢ = centros[raios.index(min(raios))]
return [c,r]
def Comp(ponto):
return [-ponto[0],1/ponto[1]]
7" Ordenamentos””’

if ordenamento ==
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def ordmin(lista):
=
12 =
for i in lista:
11.append(i[0])
12.append(i[1])
return [min(11),min(12)]
def ordmax(lista):
1=]]
2]
for i in lista:
11.append(i]0])
12.append(i[1])
return [max(11),max(12)]
if ordenamento ==
def ordmin(lista):
=
12 =
for i in lista:
11.append(i[0])
12.append(i[1])

if all([i>0 for i in 11]) and all([j>1 for j in 12]):
ptmin = [min(11),min(12)]

elif all([i<0 for i in 11]) and all([j>1 for j in 12]):
ptmin = [max(11),min(12)]

elif all([i<0 for i in 11]) and all([j<1 for j in 12]):
ptmin = [max(l1),max(12)]

elif all([i>0 for i in 11]) and all([j<1 for j in 12]):

ptmin = [min(l1),max(12)]

else:
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ptmin = [0,1]
return ptmin
def ordmax(lista):
1=
2=
for i in lista:
11.append(i[0])
12.append(i[1])
if all([i>=0 for i in 11]) and all([j>=1 for j in 12]):
ptm = [max(11),max(12)]
elif all([i<=0 for i in 11}) and all([j>=1 for j in 12]):
ptm = [min(11),max(12)]
elif all([i<=0 for i in 11]) and all([j<=1 for j in 12]):
ptm = [min(11),min(12)]
elif all([i>=0 for i in 11]) and all([j<=1 for j in 12]):
ptm = [max(11),min(12)]
else:
ptm =0
return ptm
if ordenamento ==
def raioord3(lista):
ro = m.acosh((lista[0]**2+lista[1]**2+1)/(2*lista[1]))
return ro
def angord3(lista):
return m.atan((lista[0]**2+lista[1]**2-1) /(2*lista[0]))
def tal(lista):
a = angord3(lista)
if a == 3*m.pi/2:
return 0

else:
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return 2*m.cos(a)/(1-m.sin(a))
def ordmin(lista):
eta = ||
for j in lista:
eta.append(raioord3(j))
etamin = min(eta)
ind = eta.index(etamin)
ptminord3 = lista[ind]
if eta.count(etamin)>1:
lieta = ||
for i in range(len(eta)):
if etali] == etamin:
lieta.append (i)
etaarg=]]
for j in lieta:
lietaaux = tal(listalj])
etaarg.append(lietaaux)
ind = etaarg.index(min(etaarg))
ptminord3 = lista[ind]
return ptminord3
def ordmax(lista):
eta = ||
for j in lista:
eta.append(raioord3(j))
etamax = max(eta)
ind = eta.index(etamax)
ptmaxord3 = lista[ind]
if eta.count(etamax)>1:
lieta = ||

for i in range(len(eta)):
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if etali] == etamax:
lieta.append (i)
etaarg=]|]
for j in lieta:
lietaaux = tal(listalj])
etaarg.append(lietaaux)
ind = etaarg.index(max(etaarg))
ptmaxord3 = lista[ind]

return ptmaxord3

if ordenamento == 4:
alphaH = 20
def raioord3(lista):

aH = (1-alphaH)/2
ro=(2*(2*m.pi)**(aH/2))*m.sqrt ((1-lista[1]**aH)**2++2*(lista[1]**aH)*
(1-m.sqrt(2*lista[1] /(1+lista[1]**2))*m.exp(-alphaH*lista[0] **2/
(4*(1-+lista[1]*42)))))/ (alphal**(5/4))
return ro
def angord3(lista):
return m.atan((lista[0]**2+lista[1]**2-1) /(2*lista[0]))
def tal(lista):
a = angord3(lista)
if a == 3*m.pi/2:
return 0
else:
return 2*m.cos(a)/(1-m.sin(a))
def ordmin(lista):
eta = []
for j in lista:
eta.append(raioord3(j))

etamin = min(eta)



APENDICE B. Algoritmos em Python

178

ind = eta.index(etamin)
ptminord3 = lista[ind]
if eta.count(etamin)>1:
lieta = ||
for i in range(len(eta)):
if etali] == etamin:
lieta.append (i)
etaarg=]|]
for j in lieta:
lietaaux = tal(listalj])
etaarg.append(lietaaux)
ind = etaarg.index(min(etaarg))
ptminord3 = listalind]

return ptminord3

def ordmax(lista):

eta = ||
for j in lista:
eta.append(raioord3(j))
etamax = max(eta)
ind = eta.index(etamax)
ptmaxord3 = lista[ind]
if eta.count(etamax)>1:
lieta = ||
for i in range(len(eta)):
if etali] == etamax:
lieta.append (i)
etaarg=]|]
for j in lieta:
lietaaux = tal(listalj])

etaarg.append(lietaaux)
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ind = etaarg.index(max(etaarg))
ptmaxord3 = lista[ind]
return ptmaxord3
if ordenamento ==
def ordmin(lista):
return MEC(lista)
def ordmax(pontos):
laux = ||
for i in pontos:
laux.append(Comp(i))
ptaux = ordmin(laux)
return Comp(ptaux)
if ordenamento == 6:
def ordmin(pontos):
ptaux = MEC(pontos)
return [ptaux|[0]-ptaux|1],ptaux[1]]
def ordmax(pontos):
laux = []
for i in pontos:
laux.append(Comp(i))
ptaux = MEC(laux)
[x,y] = [ptaux[0]-ptaux[1],ptaux|[1]]
return Comp([x,y])
if ordenamento == T7:
def ord6(lista):
centro = MEC(lista)[0]
listal = []
lista2 = []
for i in lista:

listal.append(d2p((centro,0),i))



APENDICE B. Algoritmos em Python 180

for i in range(len(lista)):

lista2.append(m.acos(-((lista[i][0]-centro) /listalli])))
return [[centro+min(listal)*m.cos(max(lista2)),min(listal)*m.sin(max(lista2))],
[centro+max(listal)*m.cos(min(lista2)),max(listal)*m.sin(min(lista2))|]

def ordmin(lista

):
return ord6(lista)[0]
def ordmax(lista):
return ord6(lista)[1]
”’Fungoes Auxiliares”’
def dp(lista):
total = 0.0
for i in lista:
total += (i-media(lista))**2
total = m.sqrt(total/(len(lista)-1))
return total
def matrizemlista(Q):
Qlista = []
Qlista.append(Q1[0][0])
for u in range(c-1):
for v in range(kaux[u]):
Qlista.append(Q1[u+1][v])
return Qlista
def normal(Q):
Quorm = Q1[;
Qlista = matrizemlista(Qnorm)
med = np.mean(Qlista)
dpl = np.std(Qlista)
Qnorm[0][0]= (Quorm[0][0]-med)/dp1
for u in range(c-1):

for v in range(kaux[u]):
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Qnorm[u+1][v]=(Qnorm[u+1][v]-med)/dp1
return Qnorm
Qnorm = normal(Q)
def fp(Q,1,j):
lw = W(Qnorm,ij)
If = ([np.mean(lw)/m.sqrt(2),np.std(1w)+0.0001])
return If
" QReal e QIm ™
Qf = np.ones((c,kaux[-1],2))
QE[0][0] = fp(QL,0,0)
for i in range(c-1):
for j in range(kaux[i]):
Qffi+1][j] = fp(QL,i+1,j)
QfReal = np.ones((c.kaux]-1]))
QfIm = np.ones((c,kaux]-1]))
QfReal[0][0] = QI[0][0][0]/m.sqrt(2)
QfTm[0][0] = Qf[0][0][1]
for i in range(c-1):
for j in range(kaux]i]):
QfRealli+1][j] = QIf[i+1][j][0]/m.sqrt(2)
QfIm[i-+1][j] = QIfi+1][j][1]
""Erosdo, Dilatacdo e Abertura”’
def erosao(Q1,j):
lista = []
for q in SE(i,j):
lista.append(Q[q[0]][q[1]].tolist())
lq = ordmin(lista)
return lq
def dilatacao(Q,i,j):

lista = |]
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for q in SE(i,j):
lista.append(Q[q[0]][q[1]]-tolist())
lql = ordmax(lista)
return 1ql
7" Erosao 7’

QErosao = np.ones((c,kaux|-1],2))
QErosao|0][0] = erosao(Qf,0,0)
for i in range(c-1):

for j in range(kaux[i]):

QErosaoi+1][j] = erosao(Qf,i+1,j)
QErosaoReal = np.ones((c,kaux|[-1]))
QErosaolm = np.ones((c,kaux]-1]))
QErosaoReal[0][0] = QErosao[0][0][0]
QErosaolm|[0][0] = QErosao[0][0][1]
for i in range(c-1):

for j in range(kauxli]):
QErosaoReal[i+1][j] = QErosao[i+1][j][0]
QErosaolmli+1][j] = QErosaoli-+1][j][1]
”” Abertura ”’
QAbertura = np.ones((c,kaux|-1],2))
QAbertura[0][0] = dilatacao(QErosao,0,0)
for i in range(c-1):
for j in range(kauxl[i]):

QAbertura[i+1][j] = dilatacao(QErosao,i+1,j)
QAberturaReal = np.ones((c,kaux[-1]))
QAberturalm = np.ones((c,kaux[-1]))
QAberturaReal[0][0] = QAbertura[0][0][0]
QAberturalm[0][0] = QAbertural0][0][1]
for i in range(c-1):

for j in range(kaux][i]):
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QAberturaReal[i+1][j] = QAberturali+1][j][0]
QAberturalm[i+1][j] = QAberturali+1][j][1]
”’Construindo Figura”
”? Parte Real e Imaginaria”’
QfReal[0][0] = rees(QfReal[0][0])
QfIm[0][0] = 2*(rees(QfTm[0][0]))-1
for i in range(c-1):
for j in range(kauxli]):
QfReal[i+1][j] = rees(QfReal[i-+1][j])
Qffm(i-+1][j] = 2*rees(Qfmli+1][j])-1
QReal = np.ones((P,P))
QIm = np.ones((P,P))
for i in range(P):
for j in range(P):
QReal[j][i] = QfReal[I[j][i][0]][I[j][i][1]]
QIm j][i] = QTmfI[j][i} O] [L[j] [i][1]]

[
result = Image.fromarray((QReal * 255).astype(np.uint8))

result.save(’Bolal HParteReal.png’)

result = Image.fromarray((QIm * 255).astype(np.uint8))

result.save('BolalHPartelm.png’)

7" Erosao e Abertura”’
QErosaoReal[0][0] = rees(QErosaoReal[0][0])
QErosaolm|0][0] = 2*(rees(QErosaolm[0][0]))-1
for i in range(c-1):

for j in range(kaux[i]):

QErosaoReal[i+1][j] = rees(QErosaoReal[i+1][j])
QErosaolml[i+1][j] = 2*rees(QErosaolm[i+1][j])-1

QEReal = np.ones((P,P))
QEIm = np.ones((P,P))

for i in range(P):
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for j in range(P):
QEReal[j][i] = QErosaoReal[I[j][i] [0]] [I[i] [i][1]]
QEIm[j][i] = QErosaolm|I[j][i] [0]}[I[i] [i][1]]

result = Image.fromarray((QEReal * 255).astype(np.uint8))

result.save('ErosaoReal.png)

result = Image.fromarray((QEIm * 255).astype(np.uint8))

result.save(’Erosaolm.png’)

QAberturaReal[0][0] = rees(QAberturaReal|0][0])

QAberturalm[0][0] = 2*(rees(QAberturalm|0][0]))-1

for i in range(c-1):

for j in range(kaux[i)):

QAberturaReal[i+1][j] = rees(QAberturaReal[i+1][j])
QAberturalm[i+1][j] = 2*rees(QAberturalm[i+1][j])-1

QAReal = np.ones((P,P))

QAIm = np.ones((P,P))

for i in range(P):

for j in range(P):

QAReallj][i] = QAberturaReal[I[j] [i] [0]][1[j][i][1]]
QAImlj|[i] = QAberturalml[I[j][i][0]][L[j][i}[1]]

result = Image.fromarray((QAReal * 255).astype(np.uint8))

result.save(’ AberturaReal.png’)

result = Image.fromarray((QAIm * 255).astype(np.uints))

result.save(’ Aberturalm.png)

print(datetime.now() - startTime)
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