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ABSTRACT

The Hodge degeneration theorem and the Kodaira, Akizuki and Nakano’s vanishing
theorem are of paramount importance in the theory of complex manifolds. Using Serre’s
comparison theorem, both can be translated to the context of smooth projective schemes
over a field of characteristic zero. For fields of positive characteristic, however, both fail to
hold without additional hypotheses, and the first counterexamples were found by Mumford
and Raynaud. Our goal in this dissertation is to present a theorem due to Deligne and Illusie
that ensures the degeneration of the Hodge-de Rham spectral sequence and a version of the
theorem of Kodaira, Akizuki and Nakano for certain smooth projective schemes over a perfect
field of positive characteristic. We tried to keep the treatment as self-contained as possible.

Keywords: Hodge Theory, Deformation Theory, De Rham Cohomology, Witt Vectors,
Derived Categories.

RESUMO

Os teoremas de degenerescéncia de Hodge e de anulamento de Kodaira, Akizuki e
Nakano sdao de suma importancia na teoria de variedades complexas. Usando o teorema de
comparacio de Serre, ambos podem ser traduzidos para o contexto de esquemas projetivos
e suaves sobre um corpo de caracteristica zero. Para corpos de caracteristica positiva,
no entanto, os dois deixam de valer sem hipoteses adicionais, sendo que os primeiros
contra-exemplos foram encontrados por Mumford e Raynaud. O objetivo desta dissertacao
é apresentar um teorema devido a Deligne e Illusie que assegura a degenerescéncia da
seqiiéncia espectral de Hodge-de Rham e uma versao do teorema de Kodaira, Akizuki e
Nakano para certos esquemas projetivos e suaves sobre um corpo perfeito de caracteristica
positiva. Nos propusemos a dar um tratamento, na medida do possivel, auto-suficiente.

Palavras-chave: Teoria de Hodge, Teoria de Deformac¢ao, Cohomologia de de Rham,
Vetores de Witt, Categorias Derivadas.
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INTRODUCAO

Sejam k um corpo e X um k-esquema proprio e suave. A cohomologia de de Rham de
X sobre k, denotada H3, (X/k), é definida como sendo a hipercohomologia do complexo
de formas diferenciais relativas % Ik de X sobre k e é o limite da seqiiéncia espectral de
Hodge-de Rham

(0.0.1) E{ =H/(X. Q4 ;) = Ht (X/k).
Para cada n, temos uma filtracio
0= F"+! (Hl (X/K)) S F" (Hl (X/K)) € -+ CFO (Hl (X/K)) = Hip (X/K).

chamada a filtra¢ao de Hodge de X sobre k. Existem, para todo 7, isomorfismos canénicos
EZ ' SF (HgR(X/k))/FH'l(H’;R(X/k)) e, caso a seqiiéncia espectral (0.0.1) degenere em
E1, isomorfismos can6nicos

H"™ (X, Q%) = F (Hig (X/K)) /F T (Hi (X/K)).

Em virtude do teorema de finitude de Serre-Grothendieck, (0.0.1) consiste de k-espagos
vetoriais de dimensio finita e temos, em geral, que

> dimy (HY (X, Q% ) = dimy (HR (X/K)),
i+j=n
sendo que a igualdade é valida para todo n se, e somente se, (0.0.1) em E;.

Pergunta (0.1). — Sejam k um corpo ¢ X um k-esquema proprio e suave. E verdade que a
seqiiéncia espectral de Hodge-de Rham de X sobre k sempre degenera em Eq?

Em 1968, Deligne [Del68] mostrou que se k € um corpo de caracteristica zero, entao a
resposta para (0.1) é afirmativa. A demonstragao utiliza o lema de Chow e o teorema de
resolucdo de singularidades de Hironaka para reduzir a questdo ao caso projetivo, o principio
de Lefschetz para reduzir ao caso em que k é o corpo dos niimeros complexos C e por fim
os critérios de comparacdo estabelecidos por Serre em [GAGA] para obter o resultado a
partir do teorema de degenerescéncia de Hodge para variedades kdhlerianas compactas.

Por muito tempo se buscou uma demonstracdo puramente algébrica deste fato. Faltings
[Fal88], em 1985, foi o primeiro a obter uma que nao utiliza a teoria de Hodge. Para isso,
ele emprega o seu teorema de existéncia de uma decomposi¢cdo de Hodge-Tate para a coho-
mologia étale p-adica de variedades proprias e suaves sobre corpos locais de caracteristica
desigual. No entanto, seu argumento nao é completamente algébrico, pois faz uso do teorema
de comparacao de Artin-Grothendieck entre a cohomologia étale e a cohomologia singular
para variedades sobre C.

Se, no entanto, k é um corpo de caracteristica positiva, mesmo um algebricamente
fechado, entdo a resposta para a pergunta (0.1) é negativa. O primeiro contra-exemplo foi
obtido por Mumford [Mum61] ao construir superficies projetivas e suaves possuindo 1-formas
globais nao fechadas. Essa deficiéncia nos leva a fazer a seguinte

Pergunta (0.2). — Sejam k um corpo de caracteristica p >0 ¢ X um k-esquema proprio e
suave. Quando podemos garantir que a seqiiéncia espectral de Hodge-de Rham de X sobre k degenera
emE;?

Em 1985, Kato [Kato87], no caso projetivo, e Fontaine e Messing [FM87] no caso proprio,
obtiveram condicdes que garantem a veracidade de (0.2). Basta exigir que k seja um corpo
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perfeito, que dim(X) < p e que X se levante sobre o anel W(k) de vetores de Witt de k.
Uma variante do principio de Lefschetz permite, entio, provar (0.1) no caso de um corpo de
caracteristica zero. Essa foi a primeira demonstracido puramente algébrica desse fato.

O objetivo desta dissertacdo é expor um aprimoramento dos resultados de Kato, Fontaine
e Messing devido a Deligne e Illusie [DI87] e dai obter algumas conseqiiéncias. Uma delas e
o seguinte

Teorema (0.3) (Deligne-llusie). — Sejam k um corpo perfeito de caracteristica p >0 ¢ X
um k-esquema suave. Se X admite um levantamento sobre o anel Wy (k) de vetores de Witt de
comprimento dois de k, entao

> dimg (H (X, Q% ) = dimy (Hig (X/K))
i+j=n
para todo n < p. Em particular, se X for um k-esquema proprio e diim(X) < p, entao a segiiéncia
espectral de Hodge-de Rham degenera em Eq.

O teorema (0.3) € obtido a partir de um resultado mais preciso sobre o complexo de de
Rham de X sobre k. Denotemos por X’ o esquema deduzido de X através da extensdo de
escalares k = k que leva x em x? e por F:X— X' 0 morfismo de Frobenius de X relativo a
k. Vale, entdo, o seguinte:

Teorema (0.4) (Deligne-Illusie). — Sejam k um corpo perfeito de caracteristica p >0 ¢ X um
k-esquema suave. Todo levantamento X de X sobre 0 anel Wo (k) de vetores de Witt de comprimento
dois de k determina um isomorfismo

i<p
na categoria derivada D(X') de Oxs-médulos.
Raynaud observou que podemos obter a partir de (0.4) um teorema de anulamento do
tipo Kodaira em caracteristica positiva:

Teorema (0.5) (Raynaud). — Sejam k um corpo perfeito de caracteristica p >0 ¢ X um
k-esquema projetivo, suave, puramente de dimensdo d < p e levantdvel sobre o anel W, (k) de
vetores de Witt de comprimento dois de k. Se L ¢ um feixe invertivel amplo em X, entdo
H/ (X,.,ﬁf—l ® oy Q;(/k) =0 parai—+ j <d. Gragas a dualidade de Serre, isso equivale a dizer
que H (X, £ ®@ ¢y Q;(/k) =0 parai+j>d.

Da mesma forma que o teorema (0.3) implica o resultado analogo em caracteristica zero,
o teorema (0.5) permite obter a primeira demonstracio algébrica do teorema de anulamento
classico:

Teorema (0.6). — Sejam k um corpo de caracteristica zero e X um k-esquema projetivo, suave e
puramente de dimensdo d. Se L ¢ um feixe invertivel amplo em X, entdo H/ (X, L7 '® g Q;(/k) =0
parai+ j <d eHj(X,$®gXQ§(/k)=0parai+j >d.

Demonstraremos os teoremas (0.3), (0.4) e (0.5) na secdao 4.2. No entanto, ndo figurardao
no texto os métodos de reducdo da caracteristica zero a caracteristica positiva e sugerimos
a consulta do artigo original [DI87] ou da exposicao mais expandida de Illusie [I1196, n° 6].
No paragrafo 1, construimos os modulos de diferenciais relativas Q% /Y associados a um
Y-esquema X e mostramos como podemos definir uma diferencial exterior de modo a
obter um complexo €23 R No paragrafo 2, estudamos morfismos suaves com uma énfase
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voltada para problemas de prolongamentos e levantamentos, que serdo cruciais para obter os
teoremas supracitados. O paragrafo 3 é dedicado aos morfismos de Frobenius relativos e ao
isomorfismo de Cartier. Por fim, no paragrafo 4, demonstramos os teoremas principais ap6s
um sumario dos resultados de algebra homologica que precisaremos. A ordem da exposicao
é baseada em [I1196].

Embora tenhamos tentado manter o tratamento das nog¢des diferenciais em geometria
algébrica, na medida do possivel, auto-suficiente, 0 mesmo nao se aplica a outros pontos.
Em particular, supomos que o leitor tenha alguma familiaridade com o seguinte:

(i) Algebra comutativa, sendo as principais referéncias [AM69], [Mat86] e [Eis04].

(ii) Algebra homolégica, para a qual sugerimos [Wei94] e algumas partes de [Tohoku].

(iii) Zeoria de categorias, no nivel dos livros [MLI8], [Bor94a] e [Bor94b].

(iv) Geometria algébrica, como exposta em [Har77], [Vakl3] e [GW10].

Referéncias precisas serdao dadas ao longo do texto.

*
* %

Nesta dissertacdo, todos os anéis serdo comutativos e possuirdo um elemento identidade.
Por outro lado, por vezes precisaremos considerar algebras nao necessariamente comutativas,
sempre ligadas ao complexo de de Rham, mas, exceto sob mencao expressa do contrario,
elas serdo também comutativas. Suporemos sempre que os homomorfismos de anéis levam o
elemento identidade no elemento identidade e que as algebras graduadas sao Z-graduadas.
Todos os modulos serdo supostos unitarios e a acao do anel, por vezes considerada a
esquerda, por vezes a direita, sera sempre a mesma.

Optamos por usar o termo talo para o que em inglés é chamado de stalk e por dizer
esquema ou variedade regular em vez de nio-singular. Vale ressaltar que, em geral, isso nao
tem o mesmo significado de suave (2.2.3).

Em uma tentativa de unificar as diversas nomenclaturas existentes, sempre usaremos
os termos categoricos limite e colimite como definidos em [Bor94a, 2.6]. Se tivermos uma
categoria de indices filtrada, mesmo que seja um conjunto direcionado, diremos colimites
filtrados em vez de limites indutivos ou diretos. Em alguns pontos, citaremos referéncias
que ndo demonstram os teoremas na generalidade de categorias filtradas, mas o mesmo
argumento funciona para este caso mais geral. Uma alternativa seria nos valer do fato de,
para toda categoria pequena filtrada J, existir um conjunto direcionado I e um funtor cofinal
I—] [AR94, 1.5].

Os complexos considerados ao longo do texto serdo sempre de cocadeias, ou seja, cujas
diferenciais sdo de grau +1. No caso de bicomplexos, ambas as diferenciais serao de grau
+1 e suporemos que elas anticomutam. Queira ver (4.1.1) para uma lista mais longa de
convencoes de algebra homologica.

*
* %

No que diz respeito a escolha tipografica, optamos por seguir, com ligeiras mudancas,
aquela das publica¢gdes matematicas do IHES das décadas de 60 e 70, usada por exemplo em
[EGA], principalmente pelo estilo de numeragao, embora a sua elegancia tenha sido também
um fator preponderante.






§ 1. CALCULO DIFERENCIAL

Neste paragrafo, apresentamos as no¢oes basicas do calculo diferencial em geometria
algébrica. Na secdo L1 construimos o modulo de 1-diferenciais relativas SZ)I( /Y de um Y-
esquema X, que aqui desempenhard o mesmo papel do fibrado cotangente relativo em
geometrial diferencial. Em geral, Q)I( /Y
X for um Y-esquema suave, entdo ele sera um Ox-modulo localmente livre de tipo finito

é apenas um Ox-modulo quase-coerente, mas se

(2.1.28). Em uma tentativa de justificar essa alusdo a geometria diferencial, provaremos na
proposicao (1.1.50) que as fibras do modulo de 1-diferenciais relativas de um esquema sobre
um corpo em pontos racionais sio naturalmente isomorfas ao espac¢o cotangente de Zariski
nesses pontos. Para uma motivagao geométrica mais extensa queira ver [EisO4, Secao 16.2]
ou [Vakl3, 2L1]. Parte dos livros-texto omitem os detalhes da globaliza¢ao do modulo de
1-diferenciais relativas e isso nos levou a dar um tratamento minucioso ao principal objeto
de estudo desta disserta¢do. Os principais resultados da sec¢do 1.1, embora elementares, sdo
as seqiiéncias cotangente relativa (1.1.38.1) e conormal (1.1.45.1), bem como suas versdes locais,
que aparecerdo de forma recorrente ao longo do texto. Boas referéncias para a parte local
aqui descrita sdo [Stacks, Tag 00RM], [EGA Ory, § 20], [Eis04, Capitulo 16] e [Mat86, § 25]. Ja
para a parte global, sugerimos a consulta de [Stacks, Tags 08RL e 01UM], [EGA IV4, §16],
[11104, Capitulo 3, §1], [I1196, n°1] e [I1I71, Capitulo II, L1].

Na secdo 1.2, seguindo [EGA Ory, §§18 e 20], compilamos os principais resultados sobre
extensdes de algebras, similares as extensdes consideradas em categorias abelianas, levando-
se em conta, no entanto, a estrutura multiplicativa da algebra. Veremos como estas estdo
intimamente relacionadas com derivagdes, sendo o climax alcangado no teorema (1.2.17), de
onde obteremos, nos teoremas (1.2.19) e (1.2.20), conseqiiéncias fundamentais para o estudo
de morfismos formalmente suaves no paragrafo 2. Globalizacoes para as constru¢des que
faremos aqui podem ser encontradas em [Gro68, n° 7] e [IlI71, Capitulo III, L1].

Na secdo 1.3, que independe da 1.2, veremos como obter o complexo de de Rham em
geometria algébrica. A maior dificuldade, que nao surge em geometria diferencial, sera
mostrar que a expressao usual para a diferencial exterior esta bem-definida. Faremos isso
no teorema (1.3.5) seguindo [Stacks, Tag 07HX]. Outras referéncias incluem [EGA IV4, 16.6],
(1179, 0 3.11] e [11196, 1.7].

1.1. Derivacoes e modulos de diferenciais.

Defini¢ao (1.1.1). — Sejam A um anel, B uma A-dlgebra ¢ L um B-modulo. Uma A-
derivagdo de B em L ¢ uma aplica¢do D : B — L que ¢ A-linear e satisfaz a regra de Leibniz:
quaisquer que sejam f, g €B, temos D(fg) =D(f)g+ fD(g). Observe que se D:B—L ¢ um
homomorfismo de grupos abelianos satisfazendo a regra de Leibniz ¢ p: A— B é 0 homomorfismo
estrutural da A-algebra B, entdo D ¢ A-linear se, ¢ somente se, D ¢ nula em p(A).

Segue imediatamente da defini¢do que se D,D’ sdo duas A-derivagdes de B em L e b €B,
entdo tanto D—D’ quanto D também o serdo. Portanto, o conjunto das A-deriva¢des de B
em L, denotado Dera (B, L), ¢ munido de uma estrutura de B-modulo.

(1.1.2) Designaremos por € a categoria cujos objetos sdo as triplas (A, B, L), onde A é

um anel, B uma A-algebra e L um B-mo6dulo; os morfismos dessa categoria serdo as triplas
(u,v,w):(A,B,L)— (A’,B,L'), onde u: A’ — A, v:B'— B sio homomorfismos de anéis
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tais que pou =voyp’, sendo p:A—B e p': A’ - B’ os homomorfismos estruturais das
algebras B e B/, respectivamente, e w : L — L’ &€ um homomorfismo de B’-modulos, onde
L é considerado como B’-modulo através de v. A composi¢do de dois morfismos em € é
definida por (u/, v, w')o (u,v,w) = (uou’,vov’,w' ow), de modo que temos (u, v, w) =
(1a7, 1y, w)o(1ar, v, 1) o (u, 18, 11). A melhor maneira de visualizar um morfismo em € é
através do diagrama

A-".B L
(1.1.2.1) 4 Iv lw
A — B 1%
o ’

(1.1.3) Seja (A,B,L) um objeto de €. Se L’ é um B-modulo e w:L— L' é um homomor-
fismo de B-modulos, entdo temos um homomorfismo de B-modulos

wo :DerA(B, L) — DerA(B, L,)

definido por D+ woD. Por outro lado, se B’ € uma A-algebra e v:B’— B é um ho-
momorfismo de A-algebras, fazendo de L e Dery (B, L) dois B’-modulos, entdo temos um
homomorfismo de B’-modulos

v?:Der (B, L) — Dera (B, L)

definido por D+ Dowv. Por fim, seja u : A’ — A um homomorfismo de anéis fazendo de B
uma A’-algebra. Entdo toda A-derivagdo é também uma A’-deriva¢do e portanto temos um
homomorfismo de B-modulos

u% :Dera (B, L) — Dera/ (B, L).

Nao é dificil verificar que obtemos um funtor da categoria € na categoria Ab de grupos
abelianos se associarmos ao objeto (A,B,L) de € o grupo abeliano Dera(B,L) e a um
morfismo (u,v, w):(A,B,L)— (A’,B’,L’) de ¢ o homomorfismo woov®ou®. Em particular,
considerando uma A-algebra B fixa, temos um endofuntor aditivo Dera (B, -) da categoria

Mod(B) de B-modulos.

Proposi¢ao (1.1.4). — Sejam u: A — B, v:B — C dois homomorfismos de anéis ¢ L um
C-mddulo. Temos uma seqiiéncia exata de B-modulos

0 0
(1.1.4.1) 0 — Derg(C, L) — Dera(C, L) — Dera(B, L)
funtorial em L.

Demonstragdo. — O fato de u® ser injetivo é trivial. Por outro lado, o nicleo de v°
consiste das A-deriva¢des de C em L que se anulam em v(B), ou seja, aquelas que sao na
verdade B-derivagoes (1.1.1) e portanto estio na imagem de u°. Finalmente, a funtorialidade
em L é conseqiiéncia imediata das defini¢oes. A

Veremos no teorema (1.2.17) que podemos estender a seqiiéncia exata (1.1.4.1) em mais trés
termos e a partir desta seqiiéncia estendida deduziremos teoremas cruciais para o estudo de
morfismos formalmente suaves.

(1.1.5) Seja u: A — B um homomorfismo de anéis. Podemos considerar os trés seguintes
funtores: a extensdo de escalares (-) ® A B: Mod(A) — Mod(B), levando um A-modulo M no
B-modulo M®4 B, a restricao de escalares (-)[,] : Mod(B) —Mod(A), que considera um B-
modulo N como um A-moédulo N[,j através de u e o funtor Homa (B, -) : Mod(A) — Mod(B)
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que nos da, a partir de um A-mé6dulo M, o grupo abeliano Homy (B, M) com estrutura de
B-modulo via a regra bf : x — f(bx). E conhecido e elementar que (-) 2B é o funtor
adjunto 4 esquerda do funtor (-)[,] e este @ltimo é o adjunto a esquerda de Homa (B, -); essas
relagdes serao simbolicamente denotadas por () ®aB 1 (-)[,] 1Homa (B, -). Quando tivermos
um morfismo de feixes de anéis v : .97 — %, obteremos, mutatis mutandis, pares adjuntos
() ®a BA()) € () I Homey (B, ).

Defini¢ao (1.1.6). — Seja B uma A-dlgebra. O modulo de 1-diferenciais de B sobre A,
denotado por QIIS/A’ ¢ 0 B-madulo gerado pelo conjunto {df } rcp sujeito ds seguintes relagoes:

(i) d(af +d'g)=adf +d'dg

(i) d(fg)=(df)g+ fdg
para todosa,a’ €A e f, g €B. A aplicagaod :B— QE/A definida por f v df ¢ uma A-derivagao,
chamada diferencial exterior de B relativa a A. Quando quisermos enfatizar sua dependéncia da
A-dlgebra B, usaremos a notag¢do dy.

Por vezes dgjs é chamada de A-derivagao universal, o que é justificado pelo seguinte:
dado um B-mo6dulo L e uma A-derivacao D de B em L, existe um tnico homomorfismo
de B-modulos u : Qlla/A — L tal que uodgjy =D. Dito de uma outra maneira, temos que a
aplicagao u > uodp/s define um isomorfismo natural no B-moédulo L

(1.1.6.1) Homg(Qy 4, L) = Dera (B, L).
Isso equivale a dizer que o funtor Dera (B, -) é representavel, sendo 82113 s © B-modulo que

o representa. Na verdade, se considerarmos um morfismo (¥, v, w) na categoria € (1.1.2.1),
obteremos um homomorfismo de B’-modulos

(1.1.6.2) Qb — QU n
correspondendo & A’-deriva¢ao dgjyov de B’ em Q]},’ A de forma que temos um diagrama
comutativo
HomB(Qfl}/A,L) > Dera(B,L)
(1.1.6.3) l l
Homp/ (2}, ,,, L) — Derp/(B,L/).

B//A/ ’

1

Observe que, como 9113 s € B-modulo, um homomorfismo de B’-modulos Qp PN

mesmo (1.1.5) que um homomorfismo de B-modulos

(1.1.6.4) Qy y O B— Qg

1 ,
—>QB/Aeo

(1.1.7) Sejam u:A— B, v:B— C dois homomorfismos de anéis. Denotaremos, entéo,
POT Uc/B/A - Q]IS/A RpC— Q(lj/A e Uc/B/A Q(lj/A — Q(lj/B os homomorfismos de C-mo6dulos
obtidos, respectivamente, dos diagramas comutativos

A—C B—C
IAT Tv MT TIC
A——B A— C.
Proposi¢ao (1.1.8) (Seqiiéncia cotangente relativa local). — Com as notagoes de (1.1.7), temos
uma seqiiéncia exata de C-médulos
(7 u
(1.1.8.1) Ql,®C— QL —"5 QL L0,
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Demonstra¢do. — Para todo C-modulo L, obtemos a partir da seqiiéncia (1.1.4.1), levando-
se em conta (1.1.6.3), a seqiiéncia exata

0 —>H0mc(Qé/B, L) —>Homc(Q(13/A, L) —>H0mc(Q]13/A ®sC,L).

Como a familia de funtores (Homc(:, L))1.emod(c) coletivamente reflete seqiiéncias exatas
[Wei94, 1.6.11], isso garante a exatidao de (1.1.8.1). A

(1.1.9) Sejam A um anel, B uma A-algebra e I um ideal de B. Denote por C a A-algebra
quociente B/I e por v o homomorfismo canoénico B— C. Entdo temos um homomorfismo de
C-modulos

(1.1.9.1) 8c/mm 1/ — Qg @BC

definido por x modI? (dp/a(x)) ® 1. Observe que I/12 pode ser visto como C-modulo,
pois I aniquila I/12.

Proposi¢ao (1.1.10) (Seqiiéncia conormal local). — Seguindo as notagoes de (1.1.7) e (1.1.9),
temos que a seqiiéncia de C-modulos

8c/m/a Vc/B/A
(1.1.10.1) I/I? —— Qg ), @ C——— Q) >0

¢ exata. Além disso, se tivermos um homomorfismo de A-dlgebras s : C— B inverso d direita de v,
entdo ela serd uma seqiiéncia exata curta cindida.

Demonstragao. — Como v:B— C é sobrejetivo e d¢/p é uma B-derivacao, temos que
dc/g =0 e portanto Qé /p = 0. Assim, a seqiiéncia cotangente relativa local (1.1.8.1) garante
que vc/p/a € um epimorfismo. Para verificar a exatidao no segundo termo, tomamos um

C-modulo L e aplicamos o funtor Homc(:, L) a seqiiéncia (1.1.10.1), que se torna, tendo em
vista (1.1.6.3),

Y a
(1.1.10.2) 0 — Dera (C, L) — Dera (B, L) — Homc(I/12, L).

O nucleo de 9 consiste das A-derivacdes de B em L que anulam I e portanto coincide com a
imagem de v°. Isso garante a exatiddo de (1.1.10.2) para todo C-médulo L e por conseguinte
a exatidao de (1.1.10.1) no segundo termo.

Para a outra parte da proposi¢io, observe que a aplicagio b+ b—s(v(b)) modI? é
uma A-derivacio de B em I/1% e de (1.1.6.1) deduzimos um homomorfismo de B-modulos
Qlla/A —1/I2. De (1.1.5) obtemos um homomorfismo de C-modulos Q]lg/A ®pC — I/I? inverso
a direita de 8¢/p/s, garantindo, portanto, a veracidade da segunda assertiva. A

Veremos nos teoremas (1.2.19) e (1.2.20) condi¢Oes necessarias e suficientes para que as
seqiiéncias (1.1.8.1) e (1.1.10.1) sejam exatas curtas cindidas, condicGes estas que serdo validas

sob hipoteses de suavidade formal (2.1.7).
Proposi¢ao (1.1.11). — Se A ¢ B’ sao duas A’-dlgebras ¢ B=1B' ®a’ A, 0 homomorfismo
canonico (1.1.6.4)
(1.1.1L.1) Qp O B— Qg
¢ um isomorfismo.
Demonstraggo. — Observe que temos um isomorfismo canodnico de 52113/ Y ®a A em

Qé//A, ®p' B levando db' ® a em db’ ® (1 ®a). Usando essa identificagdo, (1.1.11.1) se torna

o homomorfismo db’® a+> d(b’ ® a). Para definir sua inversa, consideremos a aplicagao
(b',a) > (db')®a de B’ xA em Qé,/A, ®a’A. Esta induz uma A-derivagio D de B em
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Qlls//A’ ®a’A, que por sua vez induz um homomorfismo QII;/A — QII;,/A, ®a’A levando d (b’ ®a)
em (db') ®a e é claro que este é a inversa buscada. A

Proposi¢ao (1.1.12). — Sejam u : A — B um homomorfismo de anéis, S,'T subconjuntos
multiplicativos de A, B, respectivamente, com u(S)CT e v STTA>T 1B homomorfismo de

I . ~ Py .T101 1 i
anéis induzido por u. Entdo o homomorfismo canonico ¢ :T QB/A — QT*IB/S*IA obtido do
diagrama comutativo

S'A % T7!B
A B
¢ um isomorfismo.
Demonstra¢io. — Obtemos uma S™!A-derivacio bem-definida T_lB—>T_19}1}/A associ-

ando a b/t o elemento ((db)t —bdt)/t?. Esta induz um homomorfismo de T~!B-modulos

Q% —>T‘1§2]13/A inverso de ¢. A

~1B/s~1A
(1.1.13) Seja B um anel gerado como A-algebra por uma familia de elementos ( f;);er.
Entao 9}13 A é gerado como B-modulo pela familia (df;);c1. Com efeito, como todo elemento
de B é um polinomio nos f; com coeficientes em A, a A-linearidade de dg/, permite que
reduzamos a questdo ao caso de mondmios, de onde o resultado segue apds uma sucessiva

aplicacdao da regra de Leibniz. Em particular, se B é finitamente gerado como A-algebra,

entdo Qll3 N finitamente gerado como B-modulo.
Exemplos (1.1.14). — (i) Sejam A um anel e B=A[X;];e1 uma algebra de polinémios

sobre A. Entao 52113/A

(1.L13) obtemos que eles geram 9}13 /a como B-modulo. Por outro lado, as derivadas parciais
formais 0/0X; :B— B sdo A-derivagdes, induzindo, portanto, homomorfismos de B-modulos
0; :Qlls/A — B tais que 0;(dX;) =3;;. Isso garante que os dX; (i €I) sdo linearmente
independentes e conseqiientemente que (dX;);er € base de Qllg/A- Observe que, para f €B,
temos

(1.1.14.1) df =3 %dx,-.

¢ um B-modulo livre, cujos dX; (i €I) formam uma base. De fato, de

i€l

Quando I for um conjunto finito, (9;);er sera a base dual de (QIIS/A)V e assim (0/0X;);er serd
uma base de Dera (B, B), em virtude do isomorfismo (1.1.6.1).

(ii) Sejam A e B como em (i) e consideremos K um ideal de B gerado por uma familia

(P;) jg de polinomios. Como Qé/A é um B-modulo livre com base (dX;);e1, os dX; formam

também uma base do C-moédulo livre Qlla/A ®pC. Resulta da definicao de 8¢ p/a (1.1.9.1)
que sua imagem é o C-submodulo gerado por dPj =), dP;/dX;dX; para todo j €]. A
seqiiéncia conormal local (1.1.10.1) garante que Q(lj NG isomorfo ao quociente do C-mo6dulo
livre tendo os dX; (i €I) como base pelo C-submodulo gerado pelos dP; =), 0P; /0X;dX;
para todo j €]. Em particular, se C é uma A-algebra de apresentacao finita, podemos obté-la
da maneira precedente com I e J finitos e portanto 2 é s serd um C-modulo de apresentagao
finita.

(iii) Sejam kK um corpo e K= k(X;);er uma extensdo puramente transcendental de k.
Entdo os dX; formam uma base do K-espaco vetorial QII{ Ik Isso segue imediatamente de (i)
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e (L112).

(iv) Sejam A um anel, M um A-modulo e Sy (M) a algebra simétrica de M. Provaremos em
breve (1.2.16), usando uma interpretacio alternativa de derivacdes, que temos um isomorfismo
natural SA\(M) @A M = QéA(M)/A levando b ® x em bds, \ry/ax. Observe que isso da uma
outra demonstracio de (i).

(v) Sejam A,B dominios integrais tais que A C B, A é integralmente fechado (no seu
corpo de fracoes K(A)), B é inteiro sobre A e a extensdo K(B)/K(A) é separavel. Entdo o
B-modulo QE/A é de tor¢do. De fato, para todo x €B, o polinémio minimo f(T) de x sobre
K(A) tem seus coeficientes em A e, como f(T) é separavel, temos f'(x) # 0. Da relagdao
f(x) =0, obtemos que f”(x)dp/s(x) =0, de onde segue nossa assertiva. No caso particular
de uma extensdo de corpos K/k algébrica separavel, concluimos que QII{ = 0.

(vi) Diremos que um anel A é de caracteristica n, sendo n um inteiro nao-negativo, se
o nucleo do tnico homomorfismo de anéis Z — A for o ideal gerado por n. Sejam p um
namero primo e A um anel de caracteristica p. O homomorfismo de Frobenius absoluto de A é
o endomorfismo de anéis Fp : A— A que leva x em x”. Se B € uma A-algebra, denotamos
por BZ/A o coproduto Ar,) ®aB das A-algebras Afy,] e B, onde A[p,] significa que estamos
considerando A com a estrutura de A-algebra induzida por Fs. Temos, entdo, um tnico
homomorfismo de anéis Fg : B(P/A) _ B levando a ® b em ab?, chamado o homomorfismo
de Frobenius de B relativo a A.

Consideremos os homomorfismos de anéis A— B?/A) B, sendo o primeiro a injecao
canénica de A em B?) ¢ o segundo o homomorfismo de Frobenius relativo Fg/y. A
seqiiéncia cotangente relativa local (1.1.8.1) obtida a partir deles

1 1 1
QB(p/A)/A Qpp/n B— QB/A - QB/B(p/A) —0

tem o primeiro morfismo nulo, pois este leva d(a ®b)®b’ em b’d(ab?) e este tltimo coincide
com p-(ab’b?~1db) =0. Assim, temos um isomorfismo candnico Qfls/A = Q]%;/BW/A)'

Estudaremos na se¢io 3.1 os morfismos de Frobenius absoluto e relativo de maneira global
para esquemas de caracteristica p. Destes tiraremos conseqiiéncias que serdo fundamentais
para a demonstracdo do teorema de Deligne-Illusie (4.2.1). Neste exemplo, explicitamos o

seu comportamento local.

(1.1.15) Seja B uma A-algebra. Denotaremos por pg/s : B®aB — B o homomorfismo
sobrejetivo de A-algebras induzido pela multiplicagdo em B e por Ig/s o seu nicleo. Entao
IB/A/Iﬁ/A tem estrutura canonica de B-modulo e se definirmos Dg/s : B — IB/A/I]23/A
sendo a aplicacdao que leva x em x ® 1 —1 ®x mod 1123 /a» Obteremos uma A-derivagao canonica.

2
B/A

como

Proposi¢ao (1.1.16). — O unico homomorfismo de B-médulos u : Qllg/A — Ig/a /15, corres-

pondendo a Dy 5 via (1.1.6.1) € um isomorfismo.

Demonstragao. — Para deixar a notacdo mais leve, denotaremos Iy /A simplesmente por
I. Seja jo»:B—B®aB a injecido na segunda coordenada x 1 ®x e consideremos B®4 B
como B-algebra através de j>. Entao pp/s:B®aB— B é um homomorfismo sobrejetivo
de B-algebras e, portanto, obtemos, da mesma maneira que em (1.1.9.1), um homomorfismo

de B-modulos §:1/1%2 — 82113®AB/B ®pe,8 B levando z modI? em (dz) ® 1. Por outro lado,

temos de (1.1.11) um isomorfismo canonico Qlla/A ®Rp(BRAB) > 9113®AB/B que leva (dx)®z
em z-d(x ®1) e que garante a existéncia de um homomorfismo

5 . ~
I/I2 — Q]13®AB/B ®Be,8B— (Q}lg/A ®p(B®aB)) ®Be,8B — Q]13/A
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mapeando x ® 1 — 1 ® x modI? em dx, sendo entdo o inverso de u. A

*
* %

Nosso objetivo a partir de agora sera globalizar a constru¢ao do modulo de diferenciais
relativas para morfismos de esquemas. Ao invés de tratarmos esse caso diretamente,
consideraremos mais geralmente a definicio do modulo de diferenciais para feixes de
algebras, o que permitird uma descricao mais simples do caso visado.

Defini¢ao (1.1.17). — Sejam X um espago topoligico, </ um feixe de anéis, 7 um feixe de
of -dlgebras ¢ F um feixe de BB-modulos. Uma <f -derivag¢do de B em ¥ ¢é um morfismo de
o/ -médulos D : B — .F satisfazendo a regra de Leibniz

D(fg)=D(f)g+ fD(g)
para todo aberto U de X e todo par de secoes (f, g) de 5B sobre U.

Se D: # — .# é um morfismo de feixes conjuntos, entdo dizer que D é uma .o7-derivacao
¢ o mesmo que dizer que para todo x €X, a aplicagdo Dy : Bx — F é uma o/ -derivagao.
(1.1.18) As <7-derivagdes de & em .# formam um ['(X, %)-modulo Dery (4, 7).
Assim, para cada aberto U de X, Der /| (%|y, #|u) € um I'(U, #)-modulo e a aplicacao
U Der |, (#|u, - |y), juntamente com os mapas de restricio obvios, define um feixe de %-

modulos, chamado feixe de <7 -derivagies de 78 em .F e que sera denotado por Zery (A, .F).

(1.1.19) Como no caso local, essa globalizacao de derivagdes é funtorial. Aqui, porém,
precisaremos apenas da funtorialidade em .#. Precisamente, dado um morfismo de feixes
de #A-modulos ¢ :.# — ¢, obtemos, para cada aberto U de X, um homomorfismo de
I'(U, £)-modulos

Der | (#lu. F|uv) — Der | (#lu. ¥ |v)
levando uma .7 |y-derivagio D na o7 |y-derivacio Do ¢|y. E facil ver que esses homo-
morfismos sdo compativeis com restricbes e obtemos, portanto, um morfismo de feixes
de #-modulos Dery (B, F) —> Deryy($,4). Assim, temos funtores aditivos Der (4, -) e
Derey (A, -) da categoria Mod(#) de feixes de Z-modulos nas categorias Mod(I'(X, %)) e
Mod(%), respectivamente.

(1.1.20) Seja % um feixe de 7 -algebras. Dados abertos V C U de X, temos um diagrama
comutativo de homomorfismos de anéis

o (V) —> BN)
T T
o (U) — BU),

que induz um homomorfismo de % (U)-modulos Q,;?(U)/,QK(U) — Qéé(v)/,oi(v) (1.1.6.2), sendo
Q}%,(V) (V) considerado como #(U)-modulo através de Z(U) — A(V), tal que o diagrama

#A(U) #V)
(1.1.20.1) d@(U)/d(U)l ld(@wvd(w
1 1
$2 #(U) [« (U) Q2 BWNV) [ (V)

é comutativo. Estes definem os mapas de restri¢ao de um pré-feixe de Z-modulos

1
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Definigao (1.1.21). — O modulo de 1-diferenciais de S sobre <7, denotado Q;g/p{, €o
AB-médulo associado ao pré-feixe U — Q}%,(U)/M(U). Gragas d compatibilidade das diferenciais
exteriores d )/ (U), descrita em (1.1.20.1), obtemos uma </ -derivagdo dgz/y : # — Qi? [

chamada diferencial exterior de # relativa a <7 .

Proposi¢ao (1.1.22). — Para todo -médulo 7, a aplicagdo u—>uod g/, ¢ um isomorfismo
de I' (X, BB)-médulos
(1.1.22.1) Homy(Q, 1o+ F) S Deryy (B, F)
natural em .. Como consegiiéncia, Q_I%,/M representa o funtor Der (4, -).

Demonstragao. — Denotemos por (Q__%,/%)pre o pré-feixe de Z-modulos (1.1.20.2). Como
o funtor de feixeficacdo é o adjunto a esquerda do funtor do esquecimento que considera um
Z#-modulo simplesmente como um pré-feixe de Z-modulos, temos um isomorfismo natural
Homgg(Qlls/A, F)> Homgg((Qéz,/_Q{)Pre, F). Por outro lado, considerando (1.1.6.1) para cada
aberto U de X, conseguimos um isomorfismo natural Hom@((Qzl%,/%)Pre, F) S Dery (B, .F)
e é claro que a composicao destes dois coincide com (1.1.22.1). A

(1.1.23) Sejam f : W — X uma aplicacdo continua entre espacos topologicos e o7
um feixe de anéis em X. Podemos, entdo, considerar os funtores imagem inversa f -1
Sh(X, CRings) — Sh(W, CRings) e imagem direta fs : Sh(W, CRings) — Sh(X, CRings)
de feixes de anéis. Estes formam um par adjunto f~1 - fi. Seja 1y : .o — fiu(f 1))
o morfismo de feixes de anéis obtido a partir da unidade da adjuncao. O morfismo de
espacos anelados (£ 1) : (W, f1(«/)) — (X, &) da origem a funtores f~!:Mod(%/) —
Mod(f 1 (#)) e fx :Mod(f~!(/))— Mod(«), sendo denotados propositadamente como
os primeiros, de modo que também temos um par adjunto f~! - f;.

Se % é um feixe de <7 -algebras, entdo, para todo f~1(%)-modulo .#, obtemos, a partir
do isomorfismo adjunto Homf—l(’oj)(f_l(z@), Z) S Homy/ (4, fx(F)), um isomorfismo
natural

(1.1.23.1) Der r-1(,) ([ "(B). F) S Dery (B, f+(F)).

Proposi¢ao (1.1.24). — Sejam [ :W — X uma aplicagao continua entre espagos topoligicos,
</ um feixe de anéis ¢ B um feixe de </ -algebras. Entdo temos um isomorfismo natural de
f~Y(B)-mébdulos
(1.1.24.1) Q}‘—l(__%‘))/f—l({d) = f_l(Q,lz/g{)
compativel com as diferenciais exteriores.

Demonstragdo. — Seja .# um f~1(%)-modulo. Temos de (1.1.22) e (1.1.23) a seqiiéncia
de isomorfismos naturais

Hom -1 ({@)(f_l(Q;?/d), F)> Hom%(Q}%yy{, S (F))
= Dery/ (8, fx(F))
S Der -1, ([T (B), F).

representam o mesmo funtor e o lema de Yoneda

. -1 1 1
Isso diz que f (Qﬂ/ﬂ) e Qf—l(t@)/f—l(baf)
[Bor94a, 1.3.3] garante que eles sao naturalmente isomorfos. A
Corolario (1.1.25). — Sejam X um espago topoligico, o/ um feixe de anéis e 8 um feixe de
<f -dlgebras. Entdo:
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(i) SeU é um aberto de X, temos um isomorfismo natural Q%'%Iu)/(ﬁilu) = (Q}%/ﬂ)m.
(ii) Sex ¢ um ponto de X, temos um isomorfismo natural Q}%,X/Mx = (Qéa/m)x'

Demonstra¢go. — Para (i) aplique (1.1.24) considerando W = U e para (ii) considere
W ={x}, sendo f, em ambos os casos, a inclusio de W em X. A

Coroldrio (1.1.26). — Sejam </ um feixe de anéis, 7B um feixe de <of -algebras ¢ F um
P -médulo. Entdo temos um isomorfismo natural
(1.1.26.1) %m@(Q%M, TS Dery (B, F).

Demonstra¢igo. — Para cada aberto U de X, temos a partir de (1.1.25, (i)) e (1.1.22.1) um
isomorfismo HomE@‘U((Q(%/ﬂNU, Z ly) = Der |, (Bu, F |u) compativel com restri¢oes, de
onde obtemos (1.1.26.1). A

(1.1.27) O modulo Qi?/d’ como no caso local, depende funtorialmente do morfismo
o/ — 2. De fato, correspondendo a um diagrama comutativo de morfismos de feixes de

anéis
g —— B
(1.1.27.1) T TU
A —— B

temos um morfismo de %’-modulos Qég,/%, — Q;?/;J obtido a partir da </’-derivagao

d g/ 0, sendo QI%/Q/ visto como %’-médulo através de v.

Definigao (1.1.28). — Sejam (f, f*):X—Y um morfismo de espagos anelados' ¢ F um
Ox -médulo. Uma Y -derivagao de Ox em F é uma f~'(Oy)-derivagao no sentido de (1.1.17).
Nesse caso, utilizaremos as notagoes mais economicas Dery(Ox, F) e Dery(Ox, F) em vez de
Der f-1(5,)(Ox, F) e Der p-1(6,)(Ox, F) (LL18), respectivamente. O modulo de 1-diferenciais
Q)l(/Y de X sobre Y ¢ o modulo de diferenciais Qé’x/f*‘(ﬁy) de Ox sobre f~1(Oy) (11.21).
A diferencial exterior dx/y de X relativa a Y ¢ a Y-derivagao d;_jr-1(¢,) (L1.21). Quando

Y =Spec(A) for um esquema afim, denotaremos Q)I(/Y simplesmente por Q;(/A.

(1.1.29) Vale a pena dar uma descri¢do mais concreta do que significa uma Y-derivacao,
ou melhor, do que significa um morfismo ser f~!(&y)-linear. Suponha que D: Ox — .F seja
um morfismo de feixes de grupos abelianos. Entdo, D é f~!(0y)-linear se, e somente se,
para todo aberto V de X, toda se¢do ¢ de Ox sobre V e toda se¢do s de Oy sobre um aberto
Ude Y tal que VC f~1(U), temos

(1.1.29.1) D((s[v)?) = (s|v)D(?),
sendo que s|y é a restricdo a V da imagem de s através do morfismo natural de feixes

Oy — f+«(f~1(Oy)). Isso decorre diretamente da definicio de f~!(0y) se olharmos para os
talos dos feixes.

1Aqui cometeremos o abuso de notacio usual denotando o morfismo de feixes de anéis como se este fosse
determinado por f, no entanto f* serda um morfismo de 1 (0y) em Ox. A notacio fb sera usada para
denotar o morfismo correspondente Oy — fx(Ox) através do isomorfismo adjunto. Isso difere da convengio
utilizada em [Har77, p. 72], mas esta mais de acordo com a nota¢do empregada para o isomorfismo adjunto em
[EGA 05, 3.5.3] e segue referéncias mais modernas [GW10, Defini¢ao 2.29].
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(1.1.30) Consideremos um diagrama comutativo de morfismos de espacos anelados

(1.1.30.1) gl lh
X — Y.
f/
Entao g*(dX/Y)ogb FOxr — g*(Q)I(/Y) é uma Y’ derivacio e deduzimos de (1.1.22.1) um
morfismo de &x-modulos
(1.1.30.2) Sg : Qyy = Ex(Qy)-

Por outro lado, obtemos, a partir de (1.1.30.1), o diagrama comutativo de morfismos de feixes

de anéis
#

(oY) Ox

| [

=1¢( £1V-1( /70, -1¢ /.,
g HUINTOV) = 7 8 (Ox)

e conseguimos de (1.1.27.1), levando-se em conta o isomorfismo (1.1.24.1), um morfismo de
g~ (Ox’)-modulos g_l(Q}l(,/Y,) — Q;(/Y‘ Por fim, usando (1.1.5), obtemos um morfismo de
Ox-mo6dulos

(1.1.30.3) cg &% (Qxy) = Qv

Nao é dificil ver que os morfismos (1.1.30.2) e (1.1.30.3) sdao correspondentes através do

isomorfismo determinado pelo par adjunto g* - g..
Se tivermos um outro diagrama comutativo de morfismos de espacos anelados

x Ly

S

X// Y//
f// >

entdo teremos Sg/og = g4 (S¢) 0S¢’ como morfismos de Q)l(,,/Y,, em (g’og)*(Q)l(/Y), de onde
deduzimos, identificando g*(g’* (Q;,,/Y,,)) com (g/og)*(Qgi,,/Y,,), que

(1.1.30-4) Cg/og =Cg Og*(Cg/)

como morfismos de (g/og)*(Q)I(,,/Y,/) em Q;(/Y.

Proposicao (1.1.31). — Sejam f:X—Y um morfismo de espacos anelados, U,V subconjuntos
abertos de X, Y, respectivamente, com f(U)CV e fy:U—V o morfismo de espagos anelados
induzido por f. Entao temos um isomorfismo natural
(1.1.31.1) Qv = (Qxp)lo
compativel com as diferenciais exteriores.

Demonstragao. — F suficiente observar que fg S L(Oy|v) = Ox|u coincide, a menos

do isomorfismo natural fU_l(ﬁy|V) S (f~YOy))|u, com f*|y. O resultado é, entdo, uma
conseqiiéncia imediata de (1.1.25, (i)). A
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(1.1.32) Doravante nos concentraremos no caso de esquemas, apesar de parte dos
resultados continuarem valendo no contexto mais geral de espagos anelados. Observemos
inicialmente o seguinte: dado um esquema afim X = Spec(B), seja 6 :Mod(B) > Mod(X)
o funtor que leva um B-modulo L no Ox-modulo quase-coerente L visto apenas como
como Ox-modulo e seja I'(X, -) : Mod(X) — Mod(B) o funtor que toma segdes globais de
um Ox-modulo. Nessa generalidade, podemos ainda garantir que (-) é o funtor adjunto a
esquerda de I'(X, ).

Lema (1.1.33). — Sejam A um anel, B uma A-dlgebra e F um Oy (3)-modulo. Entdo a
aplicagao que associa a uma Og,ec(n)-derivagdo D de Osyec () em F sua agdo nas segoes globais é
um isomorfismo natural de B-modulos

(1.1.33.1) Dergpec(a) (Tspec(s): F ) = Dera (B, .7 (Spec(B))).

Demonstra¢go. — Para que a notacdo fique mais leve, denotemos X = Spec(B),Y =
Spec(A) e L =T(Spec(B),.#). Levando-se em conta (1.1.29), é claro que I'(X,D):B—L
é uma A-derivacio. Por outro lado, se D' : B — L é uma A-derivagdo, definimos uma
Y-derivagao D: Ox — .# da seguinte maneira: considere U=D( /) um aberto afim basico
de X; entdo pomos

D(b/f™)=(1/f"D®B)u—(b/f>")D(f™)u.
Embora um pouco longo, o argumento para mostrar que temos um morfismo de feixes
D:0x — Z e que este é uma Y-derivagdo é direto. Novamente, (1.1.29) vem a calhar. A

Proposi¢ao (1.1.34). — Sejam A um anel ¢ B uma A-dlgebra. Entao temos um isomorfismo
natural de Uspe.(s)-mddulos

—_—
~

1 1
Spec(B)/ Spec(A) g QB/A
compativel com as diferenciais exteriores.

(1.1.34.1) Q

Demonstragdo. — Usemos a notacdo X = Spec(B), Y =Spec(A) e seja .# um Ox-modulo.
Temos de (1.1.32), (1.1.6.1) e (1.1.33.1) a seqiiéncia de isomorfismos naturais

Homﬁx(Qé/A, F)> HomB(QIlg/A, I'X, 7))

S Dera(B, T'(X, %))
= Dery(Ox, 7).

—_—

Isso mostra que QII5 € 9)1( /y Tepresentam o mesmo funtor e o lema de Yoneda garante que

eles sao naturalmente isomorfos. A

Corolario (1.1.35). — Seja f : X — Y um morfismo de esquemas. Entao o médulo de
1-diferenciais Qi/Y de X sobreY ¢ um Ox-modulo quase-coerente e quando f for localmente de
tipo finito (resp. localmente de apresentagdo finita), Q)l(/Y serd um Ox-médulo de tipo finito (resp.
de apresentacao finita).

Demonstra¢go. — A quase-coeréncia de Q)l(/Y segue imediatamente de (1.1.31) e (1.1.34).
Se f for localmente de tipo finito (resp. localmente de apresentacao finita), entao basta

utilizar (1.1.13) (resp. (1.1.14, (ii))) para obter a conclusdo. A

(1.1.36) Sejam f :X — Y um morfismo localmente de apresentagio finita e .# um
Ox-modulo quase-coerente. O fato de Q)l( /y Ser de apresentacdo finita, assegura que

o Ox-modulo %mﬁX(Q;(/Y,f) é quase-coerente e do isomorfismo (1.1.26.1) deduzimos
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a quase-coeréncia de Dery(Ox, . F). Se X = Spec(B),Y = Spec(A) sdo esquemas afins e
# =L para um B-modulo L, obtemos a partir de (1.1.33.1) um isomorfismo de Ox-modulos
Dera(B,L) = Zery(Ox, %), de modo que o diagrama

Homg(Q} . L) Der, (B,L)

| |

%mﬁX(Q)l(/Y, F) —— Dery(Ox, F)

é comutativo, sendo os morfismos horizontais obtidos de (1.1.6.1) e (1.1.26.1).

(1.1.37) Sejam f:X—Y,g:Y — Z dois morfismos de esquemas. Denotaremos por
Ix/y)z: f*(Qﬁl{/Z) — Q)l(/z e gx/y/z" Q)l(/z — Q)I(/Y os morfismos de Ox-modulos obtidos,
respectivamente, dos diagramas comutativos

f

X —7Z X —Y
fl llz lxl lg
YTZ X —Z.

Quando tivermos X = Spec(C), Y = Spec(B) e Z = Spec(A) esquemas afins e u:A—B,v:
B — C forem os homomorfismos de anéis correspondendo a g, f, respectivamente, teremos
que os morfismos fx/y/z e gx/y/z serao oriundos, a menos de isomorfismos naturais, de
UC/B/A - QE/A RpC— Q(lj/A e UC/B/A Q(lj/A — Qé/B (1.1.7), respectivamente.

Proposi¢ao (1.1.38) (Seqiiéncia cotangente relativa). — Com as notagaes de (1.1.37), temos uma
seqiiéncia exata de Ox-modulos quase-coerentes

Sxrv/z 8x/Y/z
1 1 1
(1.1.38.1) f*(QY/Z) Qy/7 Qyy—0
Demonstragao. — Tomando abertos afins apropriados, o resultado segue diretamente do

caso local (L.1.8). A

(1.1.39) Sejam i : X —Z uma imersao fechada de esquemas e .# o ideal quase-coerente
de 0y associado a i. O funtor ix : Qcoh(X) — Qcoh(Z) é pleno, fiel, exato e tem como
imagem essencial os 0z-mo6dulos quase-coerentes ¢ tais que .#% =0. Com efeito, observe
inicialmente que, como i é um morfismo quase-compacto e quase-separado, o funtor ix leva
modulos quase-coerentes em quase-coerentes [GW10, Corolario 10.27]. A exatidao decorre
do fato de i ser um morfismo afim. Haja vista que i« tem como funtor adjunto a esquerda
i*:Qcoh(Z) — Qcoh(X), dizer que ele € pleno e fiel equivale a dizer que a counidade da
adjuncdo i *ix — lgcon(x) € um isomorfismo natural. Isso vem do seguinte fato algébrico:
dado um anel A, um ideal I de A e um (A/I)-mo6dulo M, o homomorfismo de (A/I)-
modulos M®a (A/I) - M, induzido pela multiplicacdo por escalares, é um isomorfismo.
Determinemos, por fim, a imagem essencial. Dados um ¢z-mo6dulo ¢ e um Ox-modulo .#
tais que & =iy (%), é claro que Y = 7 (i+(#)) =0. Por outro lado, se .4 =0, entdo o
morfismo de &z-modulos &4 — i« (i *(¥)), obtido da unidade da adjun¢do, é um isomorfismo,
sendo que isso decorre do fato algébrico: para um anel A, um ideal I e um A-modulo N
tal que IN =0, o homomorfismo de A-m6dulos N— N®x (A/I) que leva x em x® 1 é
um isomorfismo. Concluimos, entio, que ix nos da uma equivaléncia entre a categoria de
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Ox-modulos quase-coerentes e a subcategoria plena estrita de Qcoh(Z) obtida a partir dos
OUz-modulos quase-coerentes aniquilados por .7.

Defini¢ao (1.1.40). — Sejam i : X — Z uma imersao fechada de esquemas ¢ .7 o ideal
quase-coerente de Oy, associado ai. O Ox-modulo quase-coerentei* (.7 |.72) é chamado o feixe
conormal de i (ou, quando nao houver risco de confusao, de X em Z) e serd denotado 6x /7. Mais
geralmente, se considerarmos uma imersao i : X — Z, de modo que tenhamos i = j oiy, sendo
io : X — U uma imersao fechada e j : U—Z uma imersao aberta, definiremos o feixe conormal de
i como sendo o feixe conormal de iy.

Observagoes (1.1.41). — (i) A fatoragdo de uma imersdo i/ em uma imersao fechada
seguida por uma imersao aberta nao é nica; no entanto, nao é dificil justificar que o feixe
conormal independe da fatoracio escolhida. Uma alternativa seria considerar o maior aberto
de Z para o qual temos uma fatorac¢do desse tipo e definir o feixe conormal de i como sendo
o da imersdo fechada assim obtida.

(ii) Parte da literatura define o feixe conormal de uma imersao fechada como sendo o
Oz-modulo quase-coerente .# /.#2. Esse abuso de notacio é justificado por (1.1.39).

Proposi¢ao (1.1.42). — Consideremos um diagrama cartesiano na categoria de esquemas

l'/

X — 7

v [

1

¢ suponhamos que i seja uma imersao. Necessariamente devemos ter que i’ ¢ uma imersao e existe
um epimorfismo canonico de Ox: -méodulos (h')* (€x/z) — Cx: 7. Este serd um isomorfismo se h

for plano.

Demonstra¢go. — Podemos supor, sem perda de generalidade, que i é uma imersio
fechada. Seja .# o ideal quase-coerente de 0z que define X como subesquema fechado
de Z. Como temos um diagrama cartesiano, i’ é uma imersao fechada e X' é definido
como subesquema fechado de Z' pelo ideal .#" = h*(.#) 0y =Im (h*(9) — Oy). Assim,
temos um epimorfismo de 0z -modulos h*(.#) — .#’, que induz um também epimorfismo
de Oz-modulos h* (.7 /.#?) — #'/.#"2. Aplicando o funtor (i’)*, que é exato a direita,
obtemos o epimorfismo de Ox/-modulos u : (h')*(€x/z) — €x/zv desejado. Para ver que u
serd um isomorfismo quando / for plano, basta notar que, nesse caso, o funtor 1* sera exato
e isso garantira que h*(¥) — #’, e portanto também que u, serd um isomorfismo. A

(1.1.43) Sejam i : X — Z uma imersdo fechada de esquemas e .# o ideal quase-coerente
de Oz associado a i. Para qualquer &z-modulo quase-coerente ¢, obtemos, aplicando i* a
seqiiéncia exata curta 0 > /Y -9 — ¥ /.4 — 0, uma seqiiéncia exata a direita

(1.1.43.1) i"(IG)—~i*(9)—~i*" (4] I99)—0
de Ox-modulos quase-coerentes. Olhando em abertos afins, é facil ver que o primeiro

morfismo de (1.1.43.1) € nulo, de onde obtemos um isomorfismo natural de Ox-modulos
quase-coerentes

(1.1.43.2) i*(9)=i* (9 I9).

(1.1.44) Sejam i : X — Z uma imersdo e g:Z— Y um morfismo de esquemas. Entdo
a diferencial exterior dz/y induz um morfismo de Ox-modulos 8x,7/y : 6x/z — i*(Q%/Y).
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Com efeito, consideremos i = j oig, sendo ip : X — U uma imersdo fechada com ideal
quase-coerente associado .# e j :U—Z uma imersao aberta. A diferencial exterior leva,
gracas a regra de Leibniz, .#2 em j(Q%/YNU, de modo que obtemos um morfismo de 0z|y-

modulos .¥ /.72 — (Q%/Y)|U/<](Qé/y)|U- Aplicando o funtor i, tendo em vista (1.1.43.2),
conseguimos o morfismo desejado.

Proposi¢dao (1.1.45) (Seqiiéncia Conormal). — Usando as notagoes de (1.1.37) e (1.1.44), temos
uma seqiiéncia exata de Ox-modulos quase-coerentes.

(1.1.45.1) Gupr L () W2l -0

Demonstracao. — Considere abertos afins Spec(A) €Y e Spec(B) CU com g(Spec(B)) €
Spec(A). Entio i ! (Spec(B)) = Spec(B/I), sendo I=T"(Spec(B), .#), e se C =B/, obtemos,
ao aplicarmos I'(Spec(C), ) a seqiiéncia (1.1.45.1), a seqiiéncia conormal local (1.1.10.1), que é
exata. O resultado segue dai, pois podemos cobrir X com abertos afins satisfazendo essas
condicbes. A

Proposi¢ao (1.1.46). — Consideremos um diagrama cartesiano (1.1.30.1) na categoria de
esquemas. Entdo os morfismos canonicos cg :g*(Q)li//Y,) — Q)l(/Y (L1.30.3) e (gx/xyy fx/v/v) "
g*(Qi,/Y,) @ f*(Qﬁlf/Y,) — Q)I(/Y, (1.1.37) sao isomorfismos.

Demonstra¢go. — Tomando abertos afins apropriados, o fato de c¢g ser isomorfismo
decorre imediatamente de (1.1.11). Para a segunda afirmacgao, consideremos a seqiiéncia

cotangente relativa (1.1.38.1)

/7
Ex/xX//Y 1 X/X'/Y 1

(1.1.46.1) g (Qyy) —— Qxjy —— Ly =0
determinada por g:X—X"e f/:X'—Y'. Entao a composicdo de hx/y/y : Q;(/Y, — Q;(/Y

com (cg)”! & uma retracio de gx/x/y’ € portanto (1.1.46.1) &€ uma seqiiéncia exata curta
cindida, de onde obtemos um isomorfismo

(Cg)_lth/Y/Y’ 1 ~ *x;61 1
= / Qv = & () B R
¢ ( Bty x/;y ~ & ( X//Y )@ X/X
Por outro lado, também temos um isomorfismo c s : f*(Qy/y) = Q)l(/x/ e usando (1.1.30.4) &

facil ver que Qo (gx/x/y fx/y/v) = ((1) C(; ) concluindo, portanto, a demonstraciao. A

(1.1.47) Seja f :X—Y um morfismo de esquemas. Denotaremos por Tx/y o dual do
Ox-modulo 9)1( y € diremos que ele € o feixe tangente de X sobre Y. Observe que temos um
isomorfismo natural Tx/y = Zery(Ox, Ox) (1.1.26.1) e que se f for um morfismo localmente
de apresentacao finita, entao Tx/y serd um Ox-modulo quase-coerente (1.1.36).

(1.1.48) Sejam (X, Ox) um espaco localmente anelado, xo um ponto de X, .# um Ox-
modulo e s uma se¢do de .# definida em uma vizinhanca aberta U de x¢. Denotaremos por
F(x0) a fibra de ¥ em xo, ou seja, 0 k(xo)-espago vetorial .Fy, ® . x, k(x), sendo k(xq)
o corpo de residuos de X em xo, e por s(xp) o valor de s em xg. Sejam s1,...,S, secoes
de .# definidas em U; se .# for de tipo finito, entdo o lema de Nakayama garante que o
conjunto dos x € U tais que s1(x),...,S,(x) geram .# (x) é um aberto de X. Como todo
modulo finitamente gerado (sobre um anel comutativo) é hopfiano, qualquer conjunto de m
elementos que gera um modulo livre de posto m forma uma base [Eis04, Corolario 4.4]. Isto
garante que, se .# é um Ox-modulo localmente livre de tipo finito, o conjunto dos x € U tais
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que S1(x), ..., Sz (x) formam uma base de .# (x) é um aberto de X. Como conseqiiéncia, sob
esta Gltima hipotese para .#, o conjunto dos x € U tais que s1(X), ..., S;(X) sdo linearmente
independentes em .%# (x) é um aberto de X.

Exemplo (1.1.49). — Suponhamos que Q)I( y seja um Ox-modulo localmente livre de
tipo finito (esse sera o caso se f for um morfismo suave (2.1.28)), sejam U, V abertos afins
de X, Y, respectivamente, com f(U) CV e consideremos seg¢des 51, ..., S, de Ox definidas
em U tais que (ds1)(x),...,(dsy)(x) formam uma base de QL (x). Tendo em vista

X/Y
(1.1.48) e restringindo U se necessario, podemos supor que os ds; formam uma base do

I'(U, Ox)-modulo T'(U, Q)l(/Y)‘ Entao I'(U, Tx/y) € o dual do precedente. Tendo (1.1.14, (i)
como motivagao, denotamos por (d;)1<i<n a base de I'(U, Tx/y) dual de (ds;)1<i<n e por
(0/0si)1<i<n a base de I'(U, Zery(Ox, Ox)) correspondente. Toda I'(V, Oy)-derivagao de
['(U, Ox) se escreve, portanto, de uma Gnica maneira como D=)"7_, D(s;)d/ds;. Para
toda secdao g € I'(U, 0%), obtemos

n n
dg
dg ; 3; (dg)ds; ; s ds;.

Proposi¢ao (1.1.50). — Sejam k um corpo ¢ X um k-esquema. Para todo ponto racional
x € X(k), temos que a fibra de Q}lqk em x ¢ naturalmente isomorfa ao espago cotangente de Zariski
my/ mfc em X.

Demonstragao. — Consideremos o homomorfismo sobrejetivo de k-algebras v: Ox x —
k(x). Por hipotese, o homomorfismo estrutural kK — k(x) é um isomorfismo, nos permitindo
obter um homomorfismo de k-algebras inverso a direita de v. Da seqiiéncia conormal local
(L.1.10.1), obtemos um isomorfismo de k(x)-espagos vetoriais my /m2 = ng ke ®0x k(x),
concluindo, entdo, a demonstracdo. A V

Observagao (1.1.51). — Se f:X—Y é um morfismo de esquemas, entdo o modulo de
1-diferenciais de X sobre Y pode também ser visto como o feixe conormal do morfismo
diagonal Ax/y:X— XxyX, queira ver, por exemplo, [Stacks, Tag 0852]. Note que isso é a
versao global da proposicao (1.1.16).

1.2. Extensoes de algebras e sua relacio com derivacoes.

(1.2.1) Sejam A um anel e B uma A-algebra. Chamaremos de A-dlgebra aumentada
sobre B uma A-algebra E munida de um homomorfismo sobrejetivo de A-algebras f :E— B,
chamado a aumentag¢ao de E. O ntcleo I de f é dito o ideal de aumentagdo. Diremos que a
A-algebra aumentada E é trivial se existe um homomorfismo de A-algebras s:B—E que é
inverso a direita da aumentacio f :E—>B. Por fim, observe que, para que tenhamos I? =0,
é necessario e suficiente que I tenha estrutura de B-modulo tal que, para todos x €E e
zel, f(x)z=xz.

(1.2.2) Uma A-extensao de uma A-dlgebra B por um B-médulo L é uma seqiiéncia exata
curta de A-modulos

(1.2.2.1) 0>L5EL B0,

sendo E uma A-algebra, f um homomorfismo de A-algebras e, para todos x €E e z €L,
temos j(f(x)z) =xj(z). Segue de (1.2.1) que j(L) é um ideal de E de quadrado zero. Na
maioria das vezes, diremos simplesmente que E é uma extensdo de B por L. Duas A-extensdes
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E,E’ de B por L sao ditas A-equivalentes se existe um isomorfismo de A-algebras u :E =S E/
tal que o diagrama

0 L E B 0
(1.2.2.2) H ulz H
0 L E B 0

é comutativo. Uma observac¢ao simples, mas importante, é que uma vez que tenhamos um
homomorfismo de A-algebras u fazendo o diagrama acima comutar, ele sera automaticamente
um isomorfismo pelo lema dos cinco.

A nogao de A-equivaléncia define uma relacdao de equivaléncia para a qual podemos
falar de um conjunto de classes de A-extensoes A-equivalentes de B por L. Para isso, basta
observar o seguinte: dada uma A-extensdao de B por L como em (1.2.2.1), o axioma da
escolha permite que obtenhamos, para cada x € B, um elemento ¢y €E tal que f(cx)=x. A
aplicacdo E— B XL que leva um elemento z de E em (f(x), s), sendo s o tnico elemento
de L tal que j(s) =z —cs(;), € uma bije¢ao, cuja inversa é a aplicagao obtida associando a
(x,5) o elemento cyx + j(s). Esta permite transpor toda a informacao da A-extensao E para
B xL, de modo que terminamos com A-extensdes A-equivalentes e isso garante que toda
A-extensdao de B por L é A-equivalente a uma A-extensdo cujo conjunto subjacente é B x L.

(1.2.3) Dadas duas A-extensées (L, E, B, j, 1), (L,E B, j’, f/), definimos um morfismo
da primeira na segunda como sendo uma tripla (w, u, v) tal que o diagrama

0 L rg-'.3 0
(1.2.3.1) wl ul lv
0 L/ E B 0
7 7

¢ comutativo, sendo # e v homomorfismos de A-algebras e w um homomorfismo de B-
modulos, onde L é visto como B-mo6dulo através de v. Isso permite que falemos da categoria
de A-extensoes, cuja regra de composicao é definida coordenada a coordenada.

(1.2.4) Dizemos que uma A-extensdo E de B por L é A-trivial se E é uma A-algebra
aumentada trivial (1.2.1). Para dar uma descricdo equivalente de extensdes A-triviais, observe
que o A-modulo Bx L pode ser visto como uma A-algebra se definirmos uma multiplicacao
por (x,5)-(y,t) =(xy,xt+sy). Se considerarmos j : L—BxL, f :BxL— B como sendo as
aplicaces canénicas, é claro que 0 L —BxL—B— 0 é uma A-extenséo trivial, chamada
a A-extensao trivial tipica de B por L. Abusando da notacdo, denotaremos tanto B xL com a
estrutura de A-algebra aqui definida quanto a A-extensao trivial tipica de B por L por Dg(L).
Sob essa otica, uma A-extensdo de B por L é A-trivial se, e somente se, é A-equivalente a
Dg(L).

As extensoes triviais tipicas se comportam de maneira funtorial. Para ver isso, considere-
mos B, B’ duas A-algebras, L um B-modulo, L' um B’-modulo, v :B— B’ um homomorfismo
de A-algebras e w:L— L’ um homomorfismo de B-modulos, sendo L visto como B-modulo
através de v. Entdo existe um tinico homomorfismo de A-algebras u : Dg(L) — Dp/ (L) tal
que (w,u,v) é um morfismo da extensdo Dg(L) na extensdo Dp/ (L').

Nosso objetivo no que segue é obter um grupo de classes de A-extensdes que depende
funtorialmente da informacao inicial. Para isso, precisaremos construir novas extensoes a
partir daquelas dadas, de modo que A-equivaléncias sejam preservadas.
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(1.2.5) Consideremos primeiro uma A-extensao (E/ j’, /') de B’ por L' e um homo-
morfismo de A-algebras v:B—B'. Seja E/ X' B o produto fibrado de f’ e v na categoria
de A-algebras, ou dito de modo mais explicito, E' xgr B={(x",b) € E' xB: f/(x") = v(b)}.
Denotemos por pi, p2 as projecdes de E' xp B em E’, B, respectivamente. Se definirmos
J :L' —>E xp B como sendo a aplicagio z’+> (j'(x’),0) e considerarmos L como B-mo6dulo
através de v, é claro que obteremos uma A-extensao

0L 5E xgBBB—0
de B por L/, de modo que o diagrama seguinte

0—» 1L —Ls FxgB -8B —>0

N

0 LV ——E — ¥ 0

é comutativo. Diremos que esta é a imagem inversa por v da extensao E' de B’ por L.
O carater funtorial do produto fibrado garante que, dado um morfismo entre duas

extensoes de B’

0 L E| B’ 0
I
0 L, E), B’ 0,

podemos deduzir um morfismo entre as respectivas imagens inversas por v

0 — L}, —> E/ xyB—— B — 0

hl gXB/lBl H

0 — L, —> E),xgyB —— B — 0.

Em particular, ao considerarmos a imagem inversa de A-extensdes A-equivalentes de B por
L/, obteremos A-extensdes A-equivalentes de B por L.

(1.2.6) Agora consideremos uma A-extensdo (E, j, ) de B por um B-modulo L e um
homomorfismo de B-modulos w:L—L'. Seja E@1,L' 0 A-modulo soma amalgamada de E e
L’ ao longo de L, isto é, o coproduto fibrado de j e w na categoria de A-mo6dulos, que é
obtido quocientando o A-modulo E®L’ por {(j(z), —w(z)):z € L}, e denotemos por i1, i3 as
injecdes de E, L’ em E@ L/, respectivamente. Vejamos como podemos munir E®1, L’ de uma
estrutura de A-algebra e obter uma A-extensdo 0 —L'—E @ L' — B — 0. Considerando
L' como E-médulo através do homomorfismo de aumentagdo E — B, podemos formar a
A-extensdo trivial tipica Dg(L’) (1.2.4). Se 6:L— Dg(L’) é a aplicagdo z > (j(z), —w(2)),
entdo é claro que 6 é um homomorfismo de Dg(L’)-mo6dulos, sendo L considerado como
Dg(L’)-modulo através do homomorfismo de aumentagdo Dg(L') — E. Visto que E®p L' =
Dg(L')/6(L) como A-modulos, a estrutura de A-algebra de Dg (L) é herdada por E®y L.
Sendo assim, ao considerarmos o homomorfismo de A-dlgebras f':E@® L' — B que leva a
classe de (x,z’) em f(x), é claro que teremos uma A-extensao

0L 2Ee L LB0
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de B por L' e que o diagrama

e s

- 5> L — I B —
0 L' ——Eell’ —~ B 0

é comutativo. Diremos que esta nova extensdo é a imagem direta por w da extensao E de B

0—>L— sE—L B0

o é‘caréter funtorial da soma amalgamada mostra que, dado um morfismo de extensoes
0 L Eq By 0
|
0 L Ep B, 0,

podemos deduzir um morfismo entre as respectivas imagens diretas por w

0—L —E®Ll —B —0

[

0— L —E& Ll — B, — 0.

Em particular, ao considerarmos a imagem direta de A-extensoes A-equivalentes de B por L,
obteremos A-extensdes A-equivaletes de B por L.

(1.2.7) Fixemos uma A-algebra B e denotemos provisoriamente por T(L) o conjunto de
classes de A-extensdes de B por L (1.2.2). Denotaremos por [E] a classe de uma A-extensao
E de B por L. Dado um homomorfismo de B-modulos w:L— L/, definimos uma aplica¢do
T(w): T(L) — T(L') levando [E] em [E® L], sendo E@ L’ vista como A-extensdo de B por
L’ como em (1.2.6). Nao é dificil verificar que, se w’':L"—L"” é um outro homomorfismo
de B-modulos, entao T(w’ ow)=T(w')oT(w) e T(1) = ly(). Desse modo, obtemos um
funtor T:Mod(B) — Sets, sendo Sets a categoria de conjuntos.

Proposicao (1.2.8). — O funtor T :Mod(B) — Sets preserva produtos arbitrarios. Dito de
maneira explicita, se considerarmos uma familia (L;);e1 de B-médulos, sendo L=T1],; ¢ Li o seu
produto, as projecoes p; :L— L; definem uma bije¢ao natural

(1.2.8.1) T(L) - [ [ T@).
i€l
Demonstraggo. — Dada, para cada i, uma A-extensdo E; de B por L;, obtemos uma A-

extensao de B por L considerando o produto fibrado dos E; sobre B. Gragas a funtorialidade
deste altimo, isso define uma aplicagao [ [;¢; T(L;) — T(L) e uma verificagdo direta mostra
que ela é a inversa de (1.2.8.1). A

(1.2.9) Seja L um B-modulo e identifiquemos T(L) x T(L) e T(L x L) usando (1.2.8).
A adigdo s :LxL —L e a simetria # : L — L da regra aditiva de L sao homomorfismos
de B-mo6dulos. Deduzimos, portanto, duas aplicagdes T(s) : T(L) x T(L) = T(L) que leva
([E1], [E2]) em [(Eq xBE) @rx. L] € T(¢): T(L) = T(L) que leva [E] em [E®ry, (L, 7)], onde
(L, ?) indica que a soma amalgamada é obtida usando ¢. Interpretando um grupo abeliano
como um objeto-grupo abeliano na categoria de conjuntos, ou seja, expressando as identidade
algébricas por diagramas, pode-se mostrar, ap6s um longo exercicio de paciéncia, que T(s)
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da a T(L) uma estrutura de grupo abeliano, sendo T(¢) a simetria e a classe das A-extensdes
triviais (1.2.4) o elemento neutro. A naturalidade das bijegdes (1.2.8.1) garante que se w:L — 1L’
¢ um homomorfismo de B-modulos, entdo o diagrama

TIL)xTL) — (L)

T(w)xT(w)l lT(w)
/ / /
TL)xT(L) 557 TA)

é comutativo, sendo s” a adi¢do em L. Isso diz que T(w) é um homomorfismo de grupos
e portanto temos um funtor T:Mod(B) — Ab. Uma verificacio direta mostra que T é um
funtor aditivo e por conseguinte T(L) tem uma estrutura de B-modulo, cuja multiplicac¢do pelo
escalar b € B € justamente T(/p), sendo hp aquela de L. Desse modo, podemos considerar T
como um endofuntor B-linear da categoria Mod(B).! Designaremos por Exalcoma (B, L) o
B-modulo assim obtido e diremos que ele é o grupo de classes de A-extensoes de B por L.

(1.2.10) Mostraremos agora que, como no caso de derivacdes, o grupo de classes define
um funtor da categoria € (1.1.2) na categoria de grupos abelianos. Aqui, porém, daremos
mais detalhes do que precisa ser verificado. Consideremos um objeto (A,B,L) de €, um
B-médulo L e um homomorfismo de B-médulos w :L — L. Entdo

w1 : Exalcoma (B, L) — Exalcoma (B, L)
serd o homomorfismo de B-médulos T(w) : [E] — [E®LL/].

Por outro lado, se B’ € uma A-algebra e v:B'— B é um homomorfismo de A-algebras
fazendo de L um B’-mé6dulo, definimos

v!:Exalcoma (B, L) — Exalcoma (B, L)

como sendo a aplica¢io que leva [E] em [E xgB'], onde ExgB’ é vista como A-extensdo de
B’ por L do mesmo modo que em (1.2.5). Uma verificagao direta mostra que se w:L—L' é
um homomorfismo de B-modulos, entdo o diagrama

Exalcoma (B, L) ', Exalcom A(B',L)

(1.2.10.1) wll -
Exalcoma (B, L") —— Exalcoma(B', L)
v

é comutativo, sendo L,L’ considerados como B’-modulos através de v na segunda co-
luna e w:L— L' como homomorfismo de B’-modulos. Em particular, considerando a
adicio em L no lugar de w e verificando a compatibilidade de v! com o isomorfismo
canonico Exalcoma (B, Lx L) = Exalcoma (B, L) X Exalcoma (B, L), obtemos que este é um
homomorfismo de grupos. De maneira analoga, se olharmos para Exalcoma (B, L) como
B’-modulo através de v e substituirmos w pela multiplicacao pelo escalar v(b’), para b’ €B/,
concluiremos que v! é um homomorfismo de B’-modulos.

Por fim, seja u : A" — A um homomorfismo de anéis fazendo de B uma A’-ilgebra.

Definimos uma aplicacio
u! :Exalcoma (B, L) — Exalcoma/ (B, L)

IDito de maneira mais explicita, o que fizemos foi descrever um isomorfismo da categoria de funtores aditivos
de Mod(B) em Ab na categoria de endofuntores B-lineares de Mod(B).



24 EXTENSOES DE ALGEBRAS E SUA RELACAO COM DERIVACOES 1.2

associando a classe de uma A-extensdo E de B por L a classe da A’-extensdo obtida
considerando E como A’-algebra através de u. Como acima, uma verificagdo direta mostra
que para todo homomorfismo de B-modulos w:L— L/, o diagrama

Exalcoma (B, L) v, Exalcoma/ (B, L)

(1.2.10.2) v v
Exalcomp (B, L) —— Exalcomy/ (B, L")
u

é comutativo, sendo B considerada como A’-algebra através de u na segunda coluna, e

1 ¢ um homomorfismo de B-modulos.

portanto que u

Se associarmos ao objeto (A,B,L) de € o grupo abeliano Exalcoma(B,L) e a um
morfismo (u,v,w): (A, B,L)— (A’,B,L’) de € 0 homomorfismo wjov!ou!, obteremos
um funtor da categoria € em Ab. Com efeito, é claro o fato dessa associacdao preservar
identidades. Se (u,v,w): (A’,B’,L’) - (A”,B”,C”) & um outro morfismo de €, entdo
(Wow)jo(ov)o(moir)! = (wyovoil)o(wyov! oul) gracas a comutatividade dos
diagramas (1.2.10.1), (1.2.10.2) e do diagrama seguinte

Exalcomy/ (B, L) v, Exalcomy/(B’, L)

ul ul

Exalcomp~ (B, L) —— Exalcomp~ (B',L).
v

(1.2.11) Sejam A, A’ anéis, u: A’ — A um homomorfismo de anéis, B uma A-élgebra e L
um B-modulo. O nucleo do homomorfismo de B-médulos

u! :Exalcoma (B, L) — Exalcoma/ (B, L)

consiste das classes de A-extensdes de B por L que sdo A’-triviais quando consideradas
como A’-extensdes através de u. Denotaremos esse niicleo por Exalcomy /s (B, L).

Proposigao (1.2.12). — Sejam B um anel, 1 um ideal de B, C =B/1 o anel quociente ¢
considere 1/ 12 com sua estrutura canénica de C-médulo. Entao, para todo C-médulo L, a aplicagao

(1.2.12.1) 1 : Homc(I/12, L) — Exalcomg(C, L)

que leva um homomorfismo de C-médulos w :1/1> — L na classe da B-extensao (B/1?) S/ L
obtida como imagem direta por w da extensao B/1> de C por1/1? ¢ um isomorfismo de C-modulos
natural em L.

Demonstragdo. — Seja E uma B-extensdo de C por L. A restricdo a I do homomorfismo
estrutural B— E composta com a aumentacao E— C é o homomorfismo nulo. Deduzimos,
entdo, um homomorfismo de B-modulos I—L e, gracas ao fato da imagem de L em E ser
um ideal de quadrado zero (1.2.2), existe um tnico homomorfismo de C-modulos w :1/12 — L
através do qual I — L se fatora. Se E’ for uma B-extensdo de C por L B-equivalente a E
¢ imediato da constru¢do que obteremos o mesmo homomorfismo w. Assim, temos uma
aplicacdo 0y, : Exalcomp(C, L) — Homc(I/12, L) que leva [E] em w:1/I> — L e argumentando
diretamente é facil verificar que 0, é a aplicac@o inversa de 1, o que garante que 1y, € uma
bijecao.
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Por outro lado, como temos um funtor Exalcomg(C, -) : Mod(C) — Mod(C) (1.2.7) e
nL(w) = wq([B/1%]), obtemos, para cada homomorfismo de C-modulos 4 : L — L/, um
diagrama comutativo

Homc(I/12,L) —%> Exalcomg(C, L)
Hom(l,h)l lhl
Homc(I/12, L) —~> Exalcoms (C,L)).

Segue dai a naturalidade de 1, em L e considerando /4 como sendo a adi¢ao em L ou a
multiplicio por um escalar de C, concluimos que ng, é um isomorfismo de C-modulos. A

Proposi¢ao (1.2.13). — Sejam A um anel, B,E, C A-dlgebras ¢ p :E— C,u:B— C dois
homomorfismos de A-dlgebras, sendo o niicleo 1 de p um ideal de quadrado zero. Suponhamos que
exista um homomorfismo de A-dlgebras vy :B— E tal que o diagrama

B
Vo
Y
0 I - E C

seja comutativo ¢ considere 1 como B-mdodulo através de vo. Se X € o conjunto dos homomorfismos
de A-dlgebras v : B — E tais que u = pov, entdo temos uma agdo simplesmente transitiva
X x Dera (B, 1) — X que leva (v,D) em v +D,' fazendo de X um espago homogéneo principal sob o
grupo Dery (B, I).

Demonstraggo. — O fato de I ser um ideal de quadrado zero garante que, para todos
veX,beBezel, v(b)z=v9(b)z. Sendo assim, é claro que v +D é um homomorfismo
de A-algebras tal que po(v+D)=u. Para ver que a acdo é simplesmente transitiva, basta
observar que a aplica¢do Dera(B,I) - X que leva D em vg +D é uma bijecao, sendo que
sua inversa leva um elemento v de X na A-derivacio v—vo:B—1. A

Corolario (1.2.14). — Sejam A um anel, B, C duas A-dalgebras, L um C-modulo eu:B— C
um A-homomorfismo. Obtemos uma bije¢ao natural em L de Ders(B,L) no conjunto X(L)
dos homomorfismos de A-dlgebras v :B — Dc(L) tais que pov =u, sendo p :Dc(L) - C o
homomorfismo de aumentagao, associando uma derivag¢ao D d aplicagdo vp : x — (u(x), D(x)).
Em particular, se considerarmos C =B e u = 1g, teremos uma bijecao natural em L entre
Dera(B, L) ¢ o conjunto dos homomorfismos de A-dlgebras inversos a direita de p :Dp(L) — B.

Demonstraggo. — Uma vez que as extensdes triviais tipicas se comportam de maneira
funtorial (1.2.4), podemos olhar para L+ X(L) como um funtor de Mod(C) em Sets e a
naturalidade de D vp é imediata das definicGes. Para ver que sdao bije¢des, basta aplicar
(1.2.13) tomando como vg :B—D¢(L) o homomorfismo de A-algebras b+ (u(b),0). A

Corolario (1.2.15). — Sejam A um anel ¢ (E, j, p) uma A-extensao de uma A-dlgebra C por
um C-modulo L. Obtemos uma bijegao do conjunto de A-derivagoes D de E em L tais que Do j =1y,
no conjunto dos homomorfismos de A-dlgebras inversos a direita de p da seguinte maneira: para
uma tal derivagao consideramos o homomorfismo de A-dlgebras v =1g— j oD. Como vo j =0,
existe um unico homomorfismo de A-dlgebras s : C—E tal que so p =v e este é um inverso @
direita de p.

IRigorosamente deveriamos escrever v + j oD.
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Demonstra¢go. — Aplicando (1.2.13) para B=E e vg = 1§, obtemos uma bijecao D+
1g—j oD de Dera(E,L) no conjunto X dos homomorfismos de A-algebras v:E — E tais
que pov = p. Se impusermos a condi¢ao adicional Do j =11, entdo teremos uma bije¢ao
desse subconjunto no subconjunto de X consistindo dos homomorfismos v:E— E tais que
voj =0 e estes correspondem aos inversos a direita de p. A

Exemplo (1.2.16). — Sejam A um anel, M um A-modulo e B = Sp(M) a algebra
simétrica de M. Conforme prometido em (1.1.14, (iv)), provaremos, para ilustrar a efetividade
da interpretacdo de derivacoes usando extensdes triviais tipicas (1.2.14), que a aplicacdo
b®x +> bdys(x) é um isomorfismo natural de BAM em Q}ls/A‘ Para isso, consideremos um
B-modulo L e sejam p:Dg(L) — B o homomorfismo de aumentacgio e i : M — B a inclusao
candnica. Entao temos de (1.1.6.1), (1.2.14), das propriedades universais da algebra simétrica e
do produto de modulos e de (1.1.5) a seqiiéncia de bijecoes naturais

HomB(Qllg/A, L) S Dera(B,L)

— {v € Homcalg(a) (B, D(L)) : pov =13}

S {f eHoma(M,BxL): po f =i}

= Homa (M, L)

= Homg(B®AM, L).
O lema de Yoneda garante, entdo, que temos um isomorfismo natural B M — Qllg M €é
facil verificar que ele é dado justamente por b ® x > bdp s (x).

Provaremos agora o principal resultado desta sec¢do, a partir do qual obteremos condi¢des
necessarias e suficientes para que as seqiiéncias cotangente relativa local (1.1.8.1) e conormal
local (1.1.10.1) sejam exatas curtas cindidas.

Teorema (1.2.17). — Sejam u : A — B, v : B — C dois homomorfismos de anéis e L um
C-modulo. Temos uma seqiiéncia exata de B-modulos

0 0 9
(1.2.17.1)  0— Derg(C, L) —> Dera(C, L) — Dera (B, L) >
9 1 1
— Exalcomp(C, L) 2, Exalcom A(C,L) ., Exalcomp (B, L)

funtorial em L, onde u®,v° foram definidos em (1.1.3), u',v! em (1.2.10) ¢ 3 ¢ 0 homomorfismo
de B-modulos que leva uma A-derivagao D de B em L na classe de 0 — L — D¢(L) - C—0

vista como B-extensdo através dos homomorfismos de A-dlgebras ap : x — (v(x),D(x)) (1.2.14) e
v:B—C.

Demonstra¢go. — Parte do teorema foi demonstrada em (1.1.4). Como extensdes de
algebras dao um funtor da categoria € (1.1.2) na categoria de grupos abelianos, para mostrar
a funtorialidade em L é suficiente verificar que, para todo homomorfismo de C-modulos
w:L— L/, temos um diagrama comutativo

Dera(B,L) —2— Exalcomy(C, L)

o |

Dera (B, L) - Exalcomg(C,L’).

Isso pode ser feito diretamente sem maiores dificuldades e também garante que 9 é um
homomorfismo de B-modulos. Resta verificar a exatidao em trés lugares:
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1) O nacleo de 0 consiste das A-derivacoes D de B em L para as quais 0 > L —
D¢(L) - C— 0 é uma B-extensdo trivial, sendo a estrutura de B-extensdo induzida por
ap: x> (v(x),D(x)) e v:B—C. Isso significa que existe um homomorfismo de B-algebras
s :C— Dc(L) inverso a direita do homomorfismo de aumentacio Dc(L) — C. Como, em
particular, s € um homomorfismo de A-algebras, obtemos de (1.2.14) que s é da forma
¢+ (c,D/(c)) para uma A-derivagio D’ de C em L. Por fim, visto que s € um homomorfismo
de B-algebras, temos ap =sov e portanto D=D'ov, ou seja, D & um elemento da imagem
de v°.

2) E claro que Im(d) C Ker(u'). Para a reciproca, consideremos uma B-extensio E de C
por L no nucleo de ul, ou seja, que quando considerada como A-extensdo por meio de u é
A-trivial. Fixando uma A-equivaléncia, podemos transpor a estrutura de B-extensdo de E
para D¢ (L), de modo que obtemos B-extensoes B-equivalentes. Entao o homomorfismo de
A-algebras B— D¢(L) assim obtido é, gracas a (1.2.14), da forma x — (v(x),D(x)), sendo
D:B— L uma A-derivagdo. Isso garante que [E] = d(D), de onde concluimos a exatiddo em
Exalcomg(C, L).

3) Seja E uma B-extensao de C por L. Olhando-a como A-extensdo via u e considerando
o produto fibrado E X¢B na categoria de A-algebras, temos que o homomorfismo estrutural
B — E induz um homomorfismo de A-algebras B— E x¢B inverso a direita da aumentacgao
ExcB— B. Isso garante que Im(u') CKer(v!). Por outro lado, se E é uma A-extensio de B
por L cuja imagem inversa por v é A-trivial, entdo uma inversa a direita de ExcB—B da
origem a um homomorfismo de A-algebras B— E que permite ver E como B-extensdo de C
por L, de modo que sua estrutura de A-algebra induzida por u coincide com a que tinhamos
originalmente. Isso prova, portanto, que Ker(v!) CIm(u!) e por conseguinte a exatidio em
Exalcoma (C,L). A

Um leitor atento se questionara, em virtude da notagio utilizada no teorema acima e da
regularidade com que os termos aparecem, se estamos considerando um caso particular de
uma teoria de cohomologia para anéis comutativos. A resposta, felizmente, é afirmativa, em-
bora nao seja claro, a partir daquilo que fizemos aqui, como obter os grupos de cohomologia
subseqiientes. O funtor Exalcom, bem como suas variantes para os casos nao-comutativo e
topologico, foram introduzidos por Grothendieck e o teorema (1.2.17) é o corolario (20.2.3) de
[EGA Ory], cuja demonstragao é a que demos aqui. Em [LS67], Lichtenbaum e Schlessinger de-
finem grupos de cohomologia T?(B/A, L) para ¢ <2 que estendem a seqiiéncia exata (1.2.17.1)
para nove termos. No fim dos anos 60, André [And67] e Quillen [Qui68] introduziram,
de forma independente e usando métodos simpliciais, grupos de cohomologia D?(B/A, L)
para ¢ >0 coincidindo com Dera (B, L) e Exalcoma (B, L) para ¢ =0 e 1, respectivamente, e
estendendo a seqiiéncia exata (1.2.17.1). A cohomologia de André-Quillen, como ficou conhe-
cida essa teoria de cohomologia, estd intimamente relacionada com o complexo cotangente,
que é um invariante mais fino, e é essencial para o estudo de teoria de deformacio. Para
um sumario dos principais resultados queira ver [Qui70] e para exposicoes detalhadas veja
[Qui68] e [And74]. Um material introdutério pode ser encontrado em [Iye07] e [Wei94, 8.8].
Em [I1171], Illusie globaliza o complexo cotangente para um morfismo de anéis em um topos
e a fortiori para um morfismo de feixes de anéis em um espaco topologico. A seqiiéncia
exata (1.2.17.1), no entanto, sera suficiente para todos os nossos propositos, com exce¢ao do
teorema (2.3.8) e circunviremos essa dificuldade adicionando hipoteses de separabilidade.
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(1.2.18) Sejam A uma categoria abeliana e f :X'—X, g:X — X" dois morfismos em .A.
Dizer que 0 > X' —X— X" —0 é um seqiiéncia exata curta cindida é equivalente a dizer
que, para todo objeto Y de A,

0—Homy4(X”,Y) — Hom4(X,Y) - Hom4(X',Y) =0

é uma seqiiéncia exata curta de grupos abelianos. Para ver isso, observe que qualquer funtor
aditivo preserva seqiiéncias exatas curtas cindidas e para a reciproca aplique [Wei94, 1.6.11]
para concluir que 0 > X' — X — X” — 0 é uma seqiiéncia exata e tome Y =X’ para obter
uma inversa a esquerda para f.

Teorema (1.2.19). — Sejam u:A— B, v:B— C dois homomorfismos de anéis. Para que a
seqiiéncia cotangente relativa local (1.1.8.1) seja exata curta cindida, ¢ necessario e suficiente que
tenhamos Exalcomg s (C, L) =0 (1.2.11) para todo C-médulo L.

Demonstragao. — Dizer que a seqiiéncia cotangente relativa local é exata curta cindida

significa, gracas a (1.2.18) e tendo em vista (1.1.6.3), que, para todo C-mé6dulo L, temos uma
seqiiéncia exata curta de B-mo6dulos

0 (0]
0 — Derp(C, L) —> Der(C, L) — Dera(B, L) — 0.

Do teorema (1.2.17), obtemos que isso equivale a dizer que Ker(u') = Exalcomg a(C,L)=0
para todo C-mo6dulo L. A
Teorema (1.2.20). — Sejam A um anel, B uma A-dlgebra ¢ 1 um ideal de B. Denotemos por

C a A-dlgebra quociente B/1, por v o homomorfismo canonico B— C e consideremos a seqiiéncia
conormal local (1.1.10.1) deles obtida

(1.2.20.1) 1/ Ql, ®sC-L 0l o,
(i) SeE=B/I?, entdo o homomorfismo QB/A ®pC— QE/A ®k C, obtido tensorizando por C

0 homomorfismo candnico QB/A ®pE— QE/A (1.1.6.4), ¢ um isomorfismo.
(ii) As seguintes condigoes sao equivalentes:
a) A seqiiéncia (1.2.20.1) € um seqiiéncia exata curta cindida.
b) O homomorfismo v' : Exalcoma (C, L) — Exalcoma (B, L) (1.2.10) ¢ injetivo para todo
C-médulo L.
c) A A-dlgebra E ¢ uma extensao A-trivial de C por 1/12.
(iil) Zemos uma correspondéncia biunivoca entre as inversas d esquerda de 8¢ p/a e as inversas

a direita do homomorfismo canonico E— C.
Demonstragao. — (i) Seja 12/1* — QI/A ®pE — Q EA 0 a seqiiéncia conormal local

obtida da A- élgebra B e do ideal I2. Tensorizando por C, considerado como E-algebra, e
identificando (QB/A QsE)®cC e QE/A ®pC, obtemos a seqiiéncia exata

8/
P/1*®:C— Q) ®3C— Q) ®C— 0.

O homomorfismo &' & nulo, pois se x, y €l e Xy é a classe de xy modI*, entdo 8/ (xy ®1)
é por defini¢ao, dg/a(xy) ® 1 = ((d/a(x))y +xdpa(y)) ® 1 =0. Assim, temos que o
homomorfismo Qllg/A QRgC— QE/A ®g C é um isomorfismo, o que prova a nossa assertiva.
(ii) Seja u o homomorfismo estrutural da A-algebra B. Como v é sobrejetivo, temos
Derp(C,L) =0 para todo C-médulo L (L.11). A seqiiéncia exata (1.2.17.1) se torna, entao,
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0 9 1
(1.2.20.2) 0—Dera(C,L) 2z Dera (B, L) — Exalcomgp(C, L) 2,
1 1
i Exalcomy (C, L) 25 Exalcom A(B,L).

Usando o isomorfismo natural de C-modulos ny,: Homc(I/1?, L) = Exalcomp(C, L) (1.2.12) e
os isomorfismos (1.1.6.1), obtemos de (1.2.20.2) a seqiiéncia exata

(1.2.20.3) 0— Homc(Q(,,, L) > Home(Qy ), ®5C, L) 2 Homc(1/12, L) iKer(vl) —0,

sendo ¢ obtido de nil 0d e | obtido de u! ony. Usando as definicdes de 9 e n, uma
verificagao direta mostra que ¢ é exatamente Hom(8¢/p/a. 1)

A equivaléncia entre a) e b) segue imediatamente de (1.2.20.3), afinal (1.2.18) garante que
(1.2.20.1) & uma seqiiéncia exata curta cindida precisamente quando Ker(v!) =0 para todo
C-modulo L. O fato de b) implicar c) é simples e basta observar que a imagem inversa de E
por v é uma A-extensdo trivial. Para provar que c) implica b), considere uma A-extensdo E’
de C por L tal que v!([E']) = 0. Da exatiddo de (1.2.20.2), obtemos uma B-extensdo F de C
por L tal que u! ([F]) = [E/]. Por (1.2.12), existe um homomorfismo de C-modulos w :1/12 — L
tal que [F] =nr(w)=w1([E]). Da funtorialidade de Exalcom (1.2.10) obtemos que

[E]=u' ([F) =u' (w1 ([E]) = w1 (u' ([E]) = w1(0) =0

e portanto Ker(v!) =0.

(iii) Em (1.2.15), provamos que as inversas a direita de E— C correspondem biunivoca-
mente ao conjunto das A-deriva¢des D:E—1/1% que fixam os elementos de I1/12. Tendo em
vista o isomorfismo (1.1.6.1), elas corresponderdo também ao conjunto dos homomorfismos
de E-modulos 4 : QPIZ/A — I/1? tais que ho (de/a)lyr2 = lyp2. Por outro lado, como /12
¢ um C-modulo, podemos obter, usando o par adjunto extensdo — restricdo de escalares
(1.1.5), uma bije¢do em um subconjunto de Homc(Ql}:/A ®gC,1/12). Por fim, o isomorfismo
9113/A ®pC— QE/A ®g C obtido em (i) permite que identifiquemos Homc(Qé/A ®rC,1/1?)
com Homc(Q]l3 A ®8C, 1/ 12) e o subconjunto anterior correspondera ao conjunto das inversas
a esquerda de O¢/p/s, concluindo assim, a demonstragdo. A

1.3. O complexo de de Rham.

Excepcionalmente nesta secao, as dlgebras nao serao, em geral, comutativas. No entanto, isso
nao se estende aos anéis, que continuarao o sendo.

(1.3.1) Seja A um anel. Uma A-algebra graduada S é dita anticomutativa se, para
quaisquer elementos homogéneos nio-nulos x, y €S, tivermos xy = (—1)deg(x) deg(») y, xS
além disso x2 =0 para todo elemento homogéneo de grau impar x € S, entdo diremos que S
é estritamente anticomutativa'. Vale ressaltar que se A for um corpo de caracteristica diferente
de 2, entdo essa segunda condic¢do € supérflua. Os exemplos mais conhecidos de algebras es-
tritamente anticomutativas sdo as algebras exteriores [BouAl, Capitulo III, § 7.3, Corolario 2].

Definigao (1.3.2). — Uma A-dlgebra diferencial graduada ¢ uma A-algebra graduada
S juntamente com um endomorfismo d : S — S de A-modulos graduados de grau +1 tal que

1Bourbaki chama uma tal algebra graduada de alternada [BouAl, Capitulo III, §4.9, Defini¢éo 7]



30 O COMPLEXO DE DE RHAM 1.3

dod=0c¢
d(xy) = (dx)y + (~1)%s® xqy,

sendo x,y €S dois elementos homogéneos nao-nulos. Assim, d ¢ ao mesmo tempo a diferencial de
um complexo de A-modulos

dn—l dan
(1.3.2.1) PN Nl N N (NG N o R

¢ uma A-antiderivagao. Um homomorfismo de A-dlgebras diferenciais graduadas ¢ um homomor-
Sfismo de A-dlgebras graduadas compativel com as diferenciais.

(1.3.3) Seja S uma A-algebra diferencial graduada e denote por Z"(S) e H"(S) os
n-ésimos modulos de cociclos e cohomologia, respectivamente, do complexo (1.3.2.1). Entao
a multiplica¢do em S induz multiplica¢des em Z*(S) =P, <z 2" (S) e H*(S) =P,z H*(S)
fazendo deles A-algebras graduadas. Se S for (estritamente) anticomutativa, entdao Z*(S) e
H*(S) também o serio.

(1.3.4) Sejam B uma A-algebra comutativa e n um inteiro ndo-negativo. Chamamos
de mddulo de n-diferencias de B sobre A a n-ésima poténcia exterior do B-modulo QE/A
1
B/A

e o

n

denotamos por QB/A'

Estes sdo as componentes homogéneas da algebra exterior de €2

QI.3/A = /\B(Q]13/A) = EB Qg/A’

n>0
que é uma B-algebra graduada estritamente anticomutativa.

Teorema (1.8.5). — Existe um tinico endomorfismo d do grupo abeliano Q2y , satisfazendo
as seguintes condigoes:

() dod=0.

(ii) Para todo f €B, temos que df =dga(f).

(iii) Para todo par de elementos homogéneos w € Qg/A, ne QQ/A, temos

dwAn)=(do)An+(=1)"oAdn.
Além disso, d ¢ um endomorfismo de A-médulos graduados de grau +1.

A antiderivagdo d garantida pelo teorema é também chamada diferencial exterior de B
relativa a A e denotada dps e o complexo (€23, A dy/n) € chamado o complexo de de Rham de
B sobre A. Mais que isso, (€25 A dg/s) € uma A-algebra diferencial graduada estritamente
anticomutativa.

Demonstragao. — Provemos, primeiramente, a unicidade. €2;, , é gerado como grupo
abeliano pelos elementos da forma gdga(f1)A...Adga(fn), sendo g, f1,..., fn €B.
Quando n = 1, (iii) garante que d(gdp/s(f1)) =dg Adg/s(f1)+ gd(dg/a(f1)). Por outro
lado, (i) e (ii) asseguram que d(gdg/a(f1)) = dg/a(g) Adg/a(f1). Usando indugio em n,

obtemos a expressao

(1.3.5.1) d(gdp/a (SN .. Nda(fn)) = dp/a(8) Ndpa(f1) A .. Adga(fn),

que determina d unicamente.

Uma vez demonstrada a existéncia de um endomorfismo de grupos abelianos d sa-
tisfazendo (i), (ii) e (iii), (1.3.5.1) garantird que as ultimas assertivas do teorema serdao ver-
dadeiras. Facamos, entdo, isso agora. Em grau 0, (ii) diz que devemos necessariamente
ter dg/p:B— Q}S/A. Para defini-la em grau 1, consideremos o A-mddulo livre F com base
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{[f]: f €B}. Da descri¢do de Qlls/A por geradores e relagdes (1.1.6), temos que o epimorfismo

de B-mo6dulos Ba F— Qlls/A definido por g ® [ f]+ gdp/a(f) tem como nicleo o subgrupo
R de B®AF gerado por

b[f +gl-b®[f]1-b®]gl.
(1.3.5.2) ba[fel-(bg)Lf]1-(bf)®Igl.
b®[p(a)],

sendo b, f,g€B,acA e p:A— B o homomorfismo estrutural da A-algebra B. Definimos
BxF — lea/A como sendo a aplicagdao que leva (g,[f]) em dgja(g) Adpa(f). Essa é
uma aplicacdo A-bilinear e conseqiientemente induz um homomorfismo de A-modulos

BRsF— Qﬁ/A. Uma verificacdo simples mostra que esse mapa anula os elementos em

(1.3.5.2) e portanto obtemos um homomorfismo de A-modulos d! : Qlls/A — Q]%/A levando
gdya(f) em dja(g) Adga(f).

Definiremos agora as diferenciais d" : Qg ), — Qnt

B/A
que temos uma aplicacao A-multilinear alternada §: 52113 AKX 52113 A Q

! de grau n > 1. Inicialmente observe

ni

B/A definida por

n .
(001,---,001)'—>Z. 1(—1)’“(»1/\.../\dloo,-/\.../\con,
i=

de onde obtemos um homomorfismo de A-médulos § : QIIS/A RA... QA Q]}’,/A — Qg;l. Por
outro lado, temos epimorfismos de A-modulos

(Qy,0) 8" = (2" — Qf .

sendo que o primeiro leva @1 ®a...®p w0, em ) @p... Jpw, € 0 segundo leva w; ®p
...®pw, em w1 A...A®y,. Por constru¢do, o niacleo desse epimorfismo é o subgrupo de
(QII3/A)®An gerado por

010..0fwi®..wW—01®...Q fw;®...Qw,, para todos i, J,

(1.3.5.3) -
(fo1)®w2®...Q wy,, onde w; = w;para algum i # j,

1
B/A

(1.3.5.3) e portanto obtemos um homomorfismo de A-moédulos d”: €2y, — Qg/—gl levando

sendo f €Be wy...w, €L Uma verificacdo direta mostra que § anula os elementos em

W1 A... Ny em

n .
Zi_l(—l)’“wl Ao Ad o AL Aoy,

Se considerarmos w1 = gdp/a(f1) e w; =dg/a(fi) (2<i <n),sendo g, f1,..., fn €B, entdo

p/a> Provindo

obteremos a equacdo (1.3.5.1) e nao é dificil, agora, verificar que d : Q]'g/A —Q
dos d™(n >0), satisfaz as condicdes (i), (ii) e (iii) do teorema. A

Proposicao (1.3.6). — Sejam A um anel, B uma A-dlgebra comutativa e (S,d) uma A-
dlgebra diferencial graduada estritamente anticomutativa. Entdo um homomorfismo de A-dlgebras
comutativas u :B— S se prolonga de maneira inica para um homomorfismo ii : Q;;/A —S de

A-dlgebras diferenciais graduadas.

Demonstragao. — A unicidade ¢é clara, pois £2} , € gerado como grupo abeliano pelos
elementos da forma gdg/s(f1) A...Adga(fn), sendo g, f1,..., fn €B, e nestes devemos
necessariamente ter

u(gdpa (SN . Adga(fn)) =u(@)d(f1)) ... du(fn)).
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Para a existéncia, olhemos S como uma B-algebra graduada através de u : B— S°. Deste
modo, obtemos uma A-derivagio d ou : B— S! que induz, gragas a (1.1.6.1), um homomorfismo
de B-modulos u : Qfls Nue S!. Como S é uma A-algebra graduada estritamente anticomutativa,
a propriedade universal da algebra exterior permite que estendamos o homomorfismo de
B-modulos Qé s —> S, obtido compondo # com a inclusao S! <> S, para um homomorfismo
de B-algebras graduadas u: Q} /A—>S. Segue da construgao que u prolonga u e nao é dificil
verificar que ele € um homomorfismo de A-algebras diferenciais graduadas. A

(1.3.7) A proposi¢ao (1.3.6) garante que a constru¢io do complexo de de Rham é
funtorial. De fato, consideremos um diagrama comutativo de homomorfismos de anéis

A—— B
(1.3.7.1) T I
A — B
O homomorfismo A’ — A permite que olhemos 2}, como A’-algebra diferencial graduada

estritamente anticomutativa e entdo o homomorfismo de A’-algebras comutativas B’ — B da
origem a um homomorfismo

(1.3.7.2) Q= U

de A’-algebras diferenciais graduadas. Se denotarmos por dgAlg(A) a categoria de A-
algebras diferenciais graduadas estritamente anticomutativas e por CAlg(A) a categoria
de A-algebras comutativas, podemos reenunciar (1.3.6) do seguinte modo: o funtor QE.) A
CAlg(A) — dgAlg(A) é o adjunto a esquerda do funtor (1) : dgAlg(A) — CAlg(A) que
leva uma A-algebra diferencial graduada na sua componente homogénea de grau 0.

(1.3.8) No que segue precisaremos de alguns resultados sobre feixes de algebras exterio-
res. Infelizmente, as referéncias tradicionais nao abordam o topico de maneira compreensiva.
Um tal tratamento, porém, pode ser encontrado nas notas [Mur(06]. Uma alternativa seria
adaptar os fatos analogos para feixes de algebras simétricas de [EGA 1II, 1.7.4-1.7.7]. Para a
comodidade do leitor, compilaremos aqui o que vira a ser utilizado.

Sejam X um espago topologico, &/ um feixe de anéis e .# um .&7-modulo. Associando
a um aberto U de X a algebra exterior /\M(U)(ﬁ(U)) de .#(U) obtemos, gracas a sua
funtorialidade, um pré-feixe de .o7-algebras graduadas estritamente anticomutativas (1.3.1). O
feixe associado, denotado /\ (%), € chamado a dlgebra exterior de 7. E imediato do caso
local que A _,(:#) tem a seguinte propriedade universal: se . € um feixe de <7-algebras
graduadas estritamente anticomutativas e u :.% — . é um morfismo de .&7-moédulos que
se fatora através de .71 < .7, entdo existe um tnico morfismo de feixes de .o7-algebras
graduadas : /\ (%) — .7 tal que |z =u.

E claro da definicio que, para um aberto U de X, temos um isomorfismo natural
/\M|U(9|U) = (A (F))|u de feixes de o |y-algebras graduadas. Usando que a algebra
exterior comuta com colimites filtrados [BouAl, Capitulo III, § 7.8, Proposi¢ao 9], obtemos
também, para todo ponto x € X, um isomorfismo natural A, (Fx) = (), (F))x de
<y -algebras graduadas. /

Quando considerarmos um .27 -modulo localmente livre (resp. localmente livre de tipo
finito), entdo tanto /\ (%) quanto /\',(.%), para todo i >0, serdo </-modulos localmente
livres (resp. localmente livres de tipo finito). Se .# tiver posto n, entdo A (%) e /\;{(9 )

terdo postos 2" e (rl’), respectivamente.
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Se f:X —Y é um morfismo de espacos anelados e ¢ é um Oy-modulo, entdo a
propriedade universal da algebra exterior garante a existéncia de um morfismo de feixes de
Ox-algebras graduadas A, (f*(9)) — f*(/\4,(¥)). Olhando nos talos e usando que a
algebra exterior comuta com extensdes de escalares [BouAl, Capitulo III, § 7.5, Proposi¢ao 8],
concluimos que ele € um isomorfismo.

Por fim, se X = Spec(A) é um esquema afim e M é um A-modulo, entdo o fato da
algebra exterior comutar com extensdes de escalares permite concluir também que existe um
isomorfismo natural /\ 5 M) S A AM) de feixes de Ox-algebras graduadas.

Queremos agora globalizar o complexo de de Rham para morfismos de esquemas.
Como no caso do modulo de diferenciais, sera mais simples considerar inicialmente a sua
globalizag¢ao para um feixe de algebras comutativas qualquer.

Defini¢ao (1.3.9). — Seja </ um feixe de anéis em um espago topologico X. Um feixe de
<f -dlgebras diferenciais graduadas é um feixe de <7 -dlgebras graduadas . juntamente com um
endomorfismo d : ¥ — .7 de feixes de o7 -modulos graduados de grau +1 tal qued od =0 ¢

d(xy)=(dx)y+(=1)"xdy,

para todo aberto U de X e segies x € /" (U), y € ™ (U). Assim, d ¢ ao mesmo tempo a diferencial
de um complexo de feixes de <7 -modulos

(1.3.9.1) RN 7 WG -7 NG 77 (o N

¢ uma </ -antideriva¢ao. Um morfismo de feixes de <f -dlgebras diferenciais graduadas ¢ um
morfismo de feixes de <7 -dlgebras graduadas compativel com as diferenciais.

Observe que um par (-, d), sendo . um feixe de .<7-algebras graduadas e d : ./ — .
um endomorfismo de feixes de conjuntos, é um feixe de .o/-algebras diferenciais graduadas
se, e somente se, (., dy) é uma o7y -algebra diferencial graduada para todo x € X.

(1.3.10) Seja .7 um feixe de .o -algebras diferenciais graduadas e denote por 27" (%) e
J"(S) os n-ésimos feixes de cociclos e de cohomologia, respectivamente, do complexo
(1.3.9.1). Entdo a estrutura multiplicativa de .¥ induz estruturas multiplicativas em 27* (%) =
Dz Z7(S) e H* () =D, ez " (F) fazendo deles feixes de o7 -algebras graduadas.
A maneira mais simples de justificar isso € a seguinte: observe que, apesar da igualdade
L (U) =D, cz " (U) ndo ser, em geral, verdadeira para um aberto U de X, a estrutura
de feixe de .o7-algebras diferenciais graduadas de . induz uma estrutura de .o/ (U)-algebra
diferencial graduada em Sy =&p,,c " (U), de modo que o complexo dai obtido coincide
com o complexo que conseguimos de (1.3.9.1) aplicando o funtor I'(U,-). Agora note
que Z*(¥) e A () sao obtidos feixeficando os pré-feixes de o7 -algebras graduadas
U Z*(Sy) e U~ H*(Sy) (1.3.3), respectivamente.

Se além disso, . for um feixe de ./-algebras (estritamente) anticomutativas, entdo
Z*(S) e A*(S) também o serio.

(1.3.11) Sejam # um feixe de .o/-algebras comutativas e n um inteiro nio-negativo.
Chamamos de mddulo de n-diferenciais de 9 sobre </ a n-ésima poténcia exterior do %-
modulo Qég/ﬂ e o denotamos por Q’fﬂ/ﬂ. Estes sdo as componentes homogéneas do feixe de

algebras exteriores de QI% v

QT%/,Q{ = /\33(9«%/,91) = @ Q’glg/.gw

n>0
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que é um feixe de Z-algebras graduadas estritamente anticomutativas. As propriedades de
feixes de algebras exteriores (1.3.8) combinadas com (1.1.25, (ii)) garantem que temos, para
todo ponto x € X, um isomorfismo natural

(1.3.1L.1) Q% 1y S (Qy0)x
de %y -algebras graduadas. De maneira semelhante, combinando-as com (1.1.25, (i)), temos
assegurada a existéncia de um isomorfismo natural

(1.3.11.2) Qe = ()l
de feixes de A|y-algebras graduadas para todo aberto U de X.

Dados abertos VC U de X, temos um diagrama comutativo de homomorfismos de anéis

o (V) —> BN)

]

o (U) — B(U),

que induz um homomorfismo de &7 (U)-algebras diferenciais graduadas Q;Z(U) W)
Q%) jer vy S€ndo Q7 ) considerada como o/ (U)-algebra diferencial graduada através
de &/ (U) — o/ (V). Estes definem os mapas de restri¢io de um pré-feixe de .o7-algebras
diferenciais graduadas

(1.3.11.3) U Q%0 0)-

Visto que Q7 /ey & como feixe de A-algebras graduadas, a feixeficacao de (1.3.11.3), obtemos
a partir das diferenciais exteriores d )/ (u) um endomorfismo de 27-modulos dg/,, :
Q°%, e Q'Q [ também chamado a diferencial exterior de 4 relativa a .27, e um argumento
direto usando os talos dos feixes mostra que (Qég/d,df@/ﬂ) é um feixe de &7-algebras
diferenciais graduadas e que temos unicidade para dg/, sob hipoteses semelhantes as
do teorema (1.3.5). Estas unicidades garantem que os isomorfismos (1.3.11.1) e (1.3.11.2) sao

compativeis com as diferenciais.

Proposicao (1.3.12). — Sejam </ um feixe de anéis, 7B um feixe de <7 -algebras comutativas
e (S, d) um feixe de o -dalgebras diferenciais graduadas estritamente anticomutativas. Entdo um
morfismo de feixes de o7 -dlgebras comutativas u : B — .70 se prolonga de mancira inica para um
morfismo i : 2%, ,— .7 de feixes de of -dlgebras diferenciais graduadas.

Bl
Demonstra¢do. — A unicidade segue imediatamente de (1.3.6) usando os isomorfismos
Qéx It = (23, / )x de /x-dlgebras diferenciais graduadas (1.3.1L1). Para a existéncia,

procedemos como em (1.3.6) e novamente os usamos para justificar que # é um morfismo de
feixes de o7 -algebras diferenciais graduadas. A

(1.3.13) Como no caso local (1.3.7), a proposicao (1.3.12) garante que a globaliza¢iao do
complexo de de Rham é funtorial e se denotarmos por dgAlg(.2/) a categoria de feixes de
«f -algebras diferenciais graduadas estritamente anticomutativas, entdo podemos reenuncia-
la dizendo que o funtor 27, CAlg(«/) — dgAlg(</) é o adjunto a esquerda do funtor

()0 : dgAlg(</) — CAlg(</) que leva um feixe de .<7-algebras diferenciais graduadas na

sua componente homogénea de grau 0.

Defini¢ao (1.3.14). — Seja f : X — Y um morfismo de espagos anelados. Definimos o
complexo de de Rham de X sobre Y como sendo o feixe de f ' (Oy)-dlgebras diferenciais graduadas

(Q:ﬁx/f*‘ @)’ d g/ £-1(0y)) 0btido a partir do morfismo de feixes de anéis Y (oy)— Ok
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X/Y ox/f oy ¢
d gy f-1(6y) Tespectivamente. Diremos também que dx y € a diferencial exterior de X relativa a Y

¢ quandoY = Spec(A) for um esquema afim, denotaremos Q% /v simplesmente por Q%

(L3.11). Aqui utilizaremos as notagoes mais economicas Q5 v e dx;y em vez de 2

(1.3.15) Consideremos um diagrama comutativo de morfismos de espagos anelados

x -1,
(1.3.15.1) gl lh
X —Y.
f/
Entdo existe um tnico morfismo de feixes de (/)™ (Oy’)-algebras
(1.3.15.2) Sg :Q;(,/Y, — gx (Q;(/Y)

estendendo g°: Ox — g+(0x) e compativel com as diferenciais exteriores, ou seja, para
todo n >0, sg leva Q;’(,/Y, em g*(Q;’(/Y), de modo que obtemos um morfismo de com-

plexos. De fato, primeiro observe que 2%y induz em D0 g+ (2% /Y) uma estrutura

de feixe de (f’)!(Oy:)-algebras diferenciais graduadas estritamente anticomutativas, de
forma que o monomorfismo' canénico @: @nzo gx (Q;’(/Y) — Zx (Q;(/Y) é um morfismo de

feixes de (f)~!(Oy)-algebras compativel com as estruturas de complexos. Agora aplica-
mos (1.3.12) usando o morfismo g% Ox — g4(0%) para obter um morfismo de feixes de
(f")"1(Oy)-algebras diferenciais graduadas Q;(,/Y, — D0 &x (Q;’(/Y) e tomamos como Sg
a sua composicdo com ¢. Para a unicidade, basta aplicar (1.3.12), uma vez que um morfismo
satisfazendo as condicOes acima se fatora através de ¢.

Se tivermos um outro diagrama comutativo de morfismos de espacos anelados

’

X —Y

o

X// Y//
f// >

entdo teremos, como em (1.1.30), Sg70g = g% (5g) 08g.

(1.3.16) Sejam f :X — Y um morfismo de espacos anelados, U, V subconjuntos abertos
de XY, respectivamente, com f(U) CV. Entao usando (1.3.11.2) e argumentando como em
(1.1.31), obtemos um isomorfismo natural €2y, ; = (2% /Y)|V de feixes de algebras diferenciais
graduadas.

Quando X = Spec(B), Y =Spec(A) sdo esquemas afins e f é um morfismo de esquemas,
obtemos, combinando (1.1.34) e (1.3.8), um isomorfismo natural 2% Y = @A de Ox-algebras

graduadas, que nos permite transpor a diferencial de Q% Y

para @A. Tomando segoes

1Se (%i)ier € uma familia qualquer de Ox-modulos, entdo o morfismo candnico ;¢ g+ (Fi) —
g+(D; e Fi) € sempre um monomorfismo. Uma justificativa elegante € a seguinte: a categoria de feixes
de modulos é cocompleta e seus colimites filtrados sdo exatos (ou, seguindo a terminologia de Grothendieck em
[Tohoku, 1.5], satisfaz o axioma (ABJ)). Se considerarmos um subconjunto finito J C1I, teremos, do fato de g« ser
um funtor exato a esquerda, que @jej gx(Fj) = g+ (@P; 1 #i) € um monomorfismo. O resultado segue dai,
pois P 1 &+ (Fi) = cﬂm @jej gx(Z ), onde J percorre os subconjuntos finitos de 1.
J
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globais, temos uma nova diferencial em 23, e resulta da unicidade estabelecida em (1.3.5)
que ela coincide com dp /.



§ 2. MORFISMOS SUAVES, NAO-RAMIFICADOS E ETALES

Neste paragrafo, discutimos as principais propriedades de morfismos suaves, nao-
ramificados e étales. Se f :X — Y for um morfismo entre variedades regulares sobre
um corpo algebricamente fechado, entao ele sera suave (resp. nao-ramificado, resp. étale)
se, e somente se, para todo ponto fechado x € X, tivermos que a aplicagdo induzida entre
os espacos tangentes de Zariski TxX —Ty(y)Y for sobrejetiva (resp. injetiva, resp. bijetiva).
Assim, pelo menos nessa situa¢io particular, temos a mesma defini¢ao de submersdes, imer-
sOes e, em vista do teorema da aplicacdo inversa, difeomorfismos locais dada em geometria
diferencial. No entanto, a topologia de Zariski nio é suficientemente fina para obtermos
conseqiiéncias semelhantes aquelas do contexto diferencial. Por exemplo, se K é um corpo
e n nao divide a sua caracteristica, entdo o morfismo A}( —>A]1C dado por x — x" é étale
exceto na origem, mas se 7 > 1 ele ndo é um isomorfismo local em ponto algum. Uma
maneira de solucionar essa deficiéncia é considerar a categoria de esquemas com a topologia
étale, que nio é uma topologia usual determinada por subconjuntos, mas uma topologia de
Grothendieck determinada por coberturas. Grosso modo, um morfismo étale cuja imagem
contém, digamos, um ponto x, faz o papel de uma vizinhanc¢a aberta de x. Assim, em
vizinhancas étales apropriadas, podemos ver morfismos nao-ramificados como imersoes
fechadas e morfismos étales como imersoes abertas. Para o enunciado preciso queira ver
[EGA IV4, 18.4.8]. Além disso, nesse quadro de idéias, morfismos suaves podem ser vistos
localmente como projecoes do espaco afim (2.1.33).

Existem intiimeras maneiras de se introduzir morfismos suaves. Aqui seguiremos a
abordagem de [EGA IVy, §17], onde a suavidade é definida por uma condi¢ao de finitude
apropriada e pela existéncia local de prolongamentos infinitesimais, encapsulada na definicao
de morfismos formalmente suaves. Estes 0ltimos serdo o principal topico de estudo da
secao 2.1. Apos as primeiras defini¢des e exemplos, mostraremos que eles estdo intimamente
relacionados com extensdes de algebras (2.1.7). Em seguida, veremos que essa é uma
condigao local no dominio e no contradominio (2.1.8). Por incrivel que isso possa parecer,
essa serd uma tarefa extremamente nao-trivial. Os ingredientes serdo dois: primeiramente,
na proposicao (2.1.21), interpretaremos o problema de prolongamentos infinitesimais usando
torsores, cujas definicoes e propriedades basicas compilamos aqui. O segundo é o teorema
de Raynaud-Gruson (2.1.23), que nos limitamos a dar o seu enunciado. Munidos destes dois,
seguindo [Stacks, Tag 061K], obteremos em (2.1.29) a conclusdo almejada. A partir dai, para
provar resultados sobre morfismos formalmente suaves, poderemos sempre nos restringir ao
caso local e os teoremas (1.2.19) e (1.2.20) se mostrarao de grande valia. Veja, por exemplo,
a proposicao (2.1.30), que é o ponto de ligacao entre a definicio de morfismos suaves que
demos aqui e aquela que utiliza o critério jacobiano (2.1.35). Referéncias para a parte local
descrita nesta se¢do sdao [EGA Oy, §19], [Stacks, Tags 00TH, 00UM e 00UP] e [Mat86, § 25].
Para o ponto de vista global veja [EGA IV4, §17], [11104, Capitulo 3, §§2 e 4], [11196, n° 2],
[Stacks, Tags 02GZ, 02H7 e 02HF] e [SGA 1, Exposé III].

Na secao 2.2, seguindo [I1104, Capitulo III, § 3], veremos que as fibras de um morfismo
suave sao esquemas regulares. No entanto, ndo é verdade que uma variedade regular tenha
morfismo estrutural suave, fendmeno este que, de acordo com o teorema (2.2.3), s6 pode
ocorrer se o corpo nao for perfeito e, em particular, ndo se manifesta em caracteristica 0.
Em seguida, no teorema (2.2.5), provaremos que todo morfismo suave é plano. Além disso,

37
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veremos que, para um morfismo plano localmente de apresentacao finita, o fato de ser
suave € uma propriedade de suas fibras. Esse é um resultado de extrema importancia e
garante, entre outros, que um morfismo suave é aberto, uma propriedade compartilhada
por submersoes em geometria diferencial. A maior dificuldade sera obter um critério de
platitude conveniente. Depois estudaremos a rela¢ido entre morfismos suaves e dimensao
relativa. Esta altima é definida como a dimensao da fibra X ¢(,) no ponto x (2.2.16) e a
priori nao esta relacionada com o modulo de 1-diferenciais. Sob hipoteses de suavidade,
mostraremos que ela coincide com a dimensdo do k(x)-espago vetorial Q)l( /Y(x) (2.2.17) e
que esta propriedade caracteriza morfismos suaves dentre os que sao planos e localmente de
apresentacao finita (2.2.18). Por fim, relembramos a defini¢ao e as propriedades basicas de
morfismos radiciais, que no contexto de esquemas coincidem com morfismos universalmente
injetivos, para obter caracteriza¢oes de monomorfismos localmente de apresentacao finita e
imersdes abertas que serdo importantes no estudo de morfismos de Frobenius na secao 3.1.
Outras referéncias incluem [EGA IV, §17], [BLRI0, 2.2 e 2.4], [Bosl3, Capitulo 8], que pode
ser visto como uma versio expandida da anterior, e [SGA 1, Exposés I eIl].

Na secao 2.3, estudamos levantamentos de esquemas, por vezes chamados de deformacdes.
Veremos no teorema (2.3.8) que, embora eles sempre existam localmente, ha uma obstrugao
cohomologica para a existéncia de um levantamento global. Por falta de ferramentas
adequadas, s6 o provaremos sob hipoteses de separabilidade, pois, nesse caso, temos ao
nosso dispor o teorema de Leray (4.1.38, (ii)) para comparar a cohomologia do funtor derivado
com a cohomologia de Cech de uma cobertura. Seguiremos de perto [I1104, Capitulo III, § 4]
e [SGA 1, Exposé III, n° 6]. Outras referéncias sao [I1I71, Capitulo III, n° 2], [HarlO, §10] e
[Ser06, 1.2.5].

2.1. Propriedades diferenciais gerais.

(2.1.1) Diremos que um morfismo de esquemas i : Top — T é um espessamento de ordem
finita se i for uma imersdo fechada definida por um ideal nilpotente .#. Quando tivermos
#"+1 =0 para um inteiro nio-negativo n, chamaremos i de espessamento de ordem n. Se
n>1 e denotarmos por Ty, o subesquema fechado de T determinado por .#™*1 entdo i se
fatorara em uma seqiiéncia de espessamentos de ordem 1

(2.1.1.1) T0—>T1—>—>Tm—>Tm+1—>—>Tn=T

Vale salientar que um espessamento de ordem n é sempre um homeomorfismo e portanto
podemos considerar To e T como tendo o mesmo espago topologico subjacente.

Proposicao (2.1.2). — Sejai:To—T um espessamento de ordem finita. Entao, para que
To seja um esquema afim, ¢ necessario e suficiente que T o seja.

Mais geralmente, para que esta proposicao seja valida, basta supor que i seja inteiro e
sobrejetivo, mas a demonstragdo é mais dificil [Stacks, Tag 05YU].

Demonstraggo. — A condic¢do é claramente suficiente. Para a necessidade, observe que,
em virtude da fatora¢ao (2.1.1.1), podemos supor que i é um espessamento de ordem 1.
Usaremos o critério de Serre [Stacks, Tag 01XT] para mostrar que T é um esquema afim.
Primeiramente, note que, como i é um homeomorfismo, T é quase-compacto. Se .% é um
Or-modulo quase-coerente e .# é o ideal de i, entdo obtemos da seqiiéncia exata curta
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0—SF —F —.F /5 F —0 uma seqiiéncia exata de cohomologias
HY(T, .7 #)—H\(T, #)—>H\(T, % | I F).

Como (I F)=I(F S F)=0, concluimos de (1.1.39) que existem Or,-modulos quase-
coerentes ¥, .7 tais que ix(¥) = S F e ix(H)=.7 /S F. Assim, da hipotese de Ty
ser afim, temos que H'(T, #.%) = H!(T¢,¥) =0 e H{(T,.% /.. 7) ~xH (Ty, #) =0 e
portanto H!(T,.#) =0, de onde segue o resultado. A

Definicao (2.1.3). — Um morfismo de esquemas [ : X —Y ¢ dito formalmente suave (resp.
formalmente nao-ramificado, resp. formalmente étale) se, para todo diagrama comutativo

Toﬂ,x

/| |1

T — Y,

onde i ¢ um espessamento de ordem finita entre esquemas afins, existe um (resp. no mdximo um,
resp. um tnico) Y -morfismo g : T — X tal que goi = go.

Diremos que uma A-algebra B é formalmente suave (vesp. formalmente nao-ramificada,
resp. formalmente étale) se o morfismo correspondente Spec(B) — Spec(A) for formalmente
suave (resp. formalmente nao-ramificado, resp. formalmente étale). Observe que, nesse caso,
podemos fazer toda a verificacdo na categoria de anéis. Explicitamente, B é uma A-algebra
formalmente suave (resp. formalmente nao-ramificada, resp. formalmente étale) se, e somente
se, para toda A-algebra C, todo ideal nilpotente I de C e todo homomorfismo de A-algebras
ug:B— C/I existe um (resp. no maximo um, resp. um tnico) homomorfismo de A-algebras
u:B— C tal que ug é a composicaio B—C—C/L

Observagoes (2.1.4). — (i) Podemos expressar o fato de um morfismo de esquemas
f :X—Y ser formalmente suave (resp. formalmente nao-ramificado, resp. formalmente
étale) usando apenas o funtor representavel contravariante 1x = Homy (-, X) : Sch/y — Sets,
sendo Sch/y a categoria de esquemas sobre Y, por ele determinado. Nessa linguagem, o
que requeremos é que hx leve espessamentos de ordem finita entre esquemas afins sobre Y
em aplicacdes sobrejetivas (resp. injetivas, resp. bijetivas) e portanto podemos estender essa
defini¢do para um funtor contravariante arbitrario de Sch/y em Sets.

(ii) A fatoracdo de um espessamento de ordem #n > 1 descrita em (2.1.1.1) permite concluir
que, para verificar que um morfismo de esquemas é formalmente suave (resp. formalmente
nao-ramificado, resp. formalmente étale), basta considerar em (2.1.3) espessamentos de
ordem 1.

(iii) Morfismos formalmente ndo-ramificados e formalmente étales satisfazem, gracas as
unicidades requeridas, a condi¢do da defini¢ao (2.1.3) para um espessamento de ordem finita
entre esquemas nao necessariamente afins. No entanto, no caso de um morfismo formalmente
suave, existe uma obstru¢do cohomologica para a existéncia de um prolongamento global g
de go (2.1.21, (ii)).

(iv) E simples verificar que a classe de morfismos formalmente suaves (resp. formalmente
nao-ramificados, resp. formalmente étales) é estavel por composi¢cdo e mudanca de base.

(v) Sejam f:X—Y,g:Y — Z dois morfismos de esquemas. Um argumento direto
mostra que se go f é formalmente nao-ramificado, entdao f é formalmente nao-ramificado.
Supondo de antemio que g seja formalmente nao-ramificado, vale a afirmacdo analoga para
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morfismos formalmente suaves. Assim, quando g for formalmente étale, teremos que f €
formalmente suave (resp. formalmente nao-ramificado, resp. formalmente étale) se, e somente
se, go f o for.

Defini¢ao (2.1.5). — Um morfismo de esquemas [ : X — Y ¢ dito suave (resp. ndo-
ramificado', resp. étale) se é localmente de apresentagdo finita e formalmente suave (vesp. formal-
mente nao-ramificada, resp. formalmente étale).

Seja A um anel. Diremos que B é uma A-algebra suave (resp. nao-ramificada, resp. étale)
se o morfismo correspondente Spec(B) — Spec(A) for suave (resp. nao-ramificado, resp.
étale). Isso equivale a dizer que B é uma A-algebra de apresentagio finita e formalmente
suave (resp. formalmente nao-ramificado, resp. formalmente étale).

Exemplos (2.1.6). — (i) Sejam X um esquema sobre um corpo k e k[e] = k[T]/(T?)
o anel de niumeros duais sobre k, onde ¢ denota a classe de residuos de T. Dado um
ponto racional x de X, temos que o espaco tangente de Zariski T, X de X no ponto x
se identifica naturalmente com o conjunto X(k[e])x de morfismos de Spec(k[e]) em X tais
que sua composi¢ao com o espessamento de ordem 1 candnico Spec(k) — Spec(k[e]) é
exatamente x. Consideremos um morfismo de k-esquemas f :X—Y e seja y = f(x), que é
um ponto racional de Y. Temos, entao, um homomorfismo de k-espacos vetoriais entre os
espacos tangentes TxX—T)Y e, usando a identificacdo natural anterior, este corresponde a
aplicacao u : X(k[e])x — Y(k[e]), induzida por f. Segue diretamente da defini¢ao que se f
for formalmente suave (resp. formalmente nao-ramificado, resp. formalmente étale), entao u,
e portanto também T, X — T, Y, sera sobrejetivo (resp. injetivo, resp. bijetivo).

(i) E imediato da definicio que um monomorfismo na categoria de esquemas, em
particular uma imersao, é formalmente nao-ramificado. Ja imersoes abertas sao étales e
provaremos no futuro (2.2.24) que estas sdo as tnicas imersoes étales. No entanto, imersdes
fechadas nao sdo, em geral, formalmente suaves. Para isso, observe que se A é um anel e I é
um ideal de A, entdo A/I é uma A-algebra formalmente étale se, e somente se, [ = I?. Assim,
um contra-exemplo concreto é a imersao fechada Spec(F,) — Spec(Z), sendo p um ntimero
primo.

(iti) Sejam A um anel e S um subconjunto multiplicativo de A. Entio S™!A é uma A-
algebra formalmente étale. De fato, primeiro observe que S™'A é uma A-algebra formalmente
nao-ramificada, pois o seu homomorfismo estrutural A — S™!A é um epimorfismo na
categoria de anéis. Para verificar que ela é uma A-algebra formalmente suave, basta
estabelecer, gracas a propriedade universal da localizac¢ao, o seguinte: se C é um anel e I
¢ um ideal nilpotente de C, entdo todo elemento x € C que é invertivel em C/I é também
invertivel em C. Para isso observe que, por hipotése, existem y € C e um inteiro positivo n
tal que (xy —1)" =0 e portanto xz =1 para algum z € C.

Como conseqiiéncia, tendo em vista (2.1.4, (v)), temos o seguinte: se A— B é um homo-
morfismo de anéis e T é um subconjunto multiplicativo de B tal que u(S) C T, entdo uma
condicio suficiente para que T~!B seja uma S™!A-algebra formalmente suave (resp. formal-
mente nao-ramificada, resp. formalmente étale) é que B seja uma A-algebra formalmente
suave (resp. formalmente nao-ramificada, resp. formalmente étale).

A maioria dos resultados importantes para morfismos nao-ramificados continua valendo supondo que
ele seja apenas localmente de tipo finito e formalmente nao-ramificado e isso leva alguns autores a adotarem
essa condi¢ao mais fraca na sua definicao. Uma vantagem é que, nesse caso, imersoes fechadas sao sempre
nao-ramificadas.
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(iv) Provaremos adiante (2.2.5) que todo morfismo suave de esquemas é plano. Entretanto,
o mesmo nao pode ser dito para morfismos formalmente suaves, mesmo que eles sejam
formalmente étales. Para isso, observe que se considerarmos um dominio integral A onde
podemos garantir a existéncia de um ideal idempotente proprio e nao-zero I, entao por
(ii) teremos que A/I é uma A-algebra formalmente étale. Tomando a # 0 em I, vemos
que a multiplicacdo por a em A/I é o homomorfismo nulo, embora seja injetiva quando
considerada em A, o que garante que A/I ndo é uma A-algebra plana. Para um exemplo
concreto, considere o anel & de todos os inteiros algébricos, ou seja, o fecho integral de Z
em C, e I o ideal gerado por 2, 21/2, 21/4, 21/8, ...

Contudo, um morfismo formalmente suave f :X—Y entre esquemas localmente noe-
therianos é sempre plano. Essa afirmacao é conseqiiéncia de um teorema sofisticado de
Grothendieck que assegura que um homomorfismo local formalmente suave entre anéis locais
noetherianos é plano [EGA Oy, 19.7.1]. Para reduzir a esse caso, note que, como imersdes
abertas sao étales, (2.1.4, (iv)) e (2.1.4, (v)) garantem que podemos considerar um morfismo
entre esquemas afins. Este corresponde a um homomorfismo formalmente suave de anéis
@:A—B. Se q é um ideal primo de B e p = ¢! (q) é a sua contragio em A, entio (iii) implica
que o homomorfismo induzido A, — B, é também formalmente suave. Uma observagiao que
devemos fazer quanto a esta referéncia é que Grothendieck define algebras formalmente
suaves de modo mais geral levando em conta topologias nos anéis [EGA Ory, 19.3.1]. No
teorema supracitado sdo consideradas as topologias adicas induzidas pelos ideais maximais
dos anéis locais. A nogao que definimos aqui corresponde aquela onde as topologias sao
discretas e nao é dificil provar que ela implica a versdao que faz uso das topologias adicas.

(v) Sejam A um anel e M um A-moédulo. Para que a algebra simétrica B==SA(M) de M
seja uma A-algebra formalmente suave, é necessario e suficiente que M seja um A-mo6dulo
projetivo. Com efeito, a suficiéncia da condigao segue diretamente das defini¢oes. Por outro
lado, se B € uma A-algebra formalmente suave, entdo, como veremos na proposicao (2.1.28),
QIIS/A ¢ um B-modulo projetivo. Vimos em (1.2.16) que Qé/A é isomorfo a B®s M. Assim,
considerando A como B-algebra através do homomorfismo B— A que leva os elementos de
M em 0, temos que M= A ®g Qé/A ¢ um A-modulo projetivo.

Temos, em particular, o caso de uma algebra de polinomios A[X;];er sobre A e esta sera
formalmente étale se, e somente se, I for vazio. Tendo em conta (2.1.4, (iv)), obtemos que a
projecao canénica A} —Y é suave para todo esquema Y e a proposicao (2.1.8) garantira
que a proje¢ao candnica Py —Y é também suave. Em (2.1.33), provaremos que, dados um
morfismo suave f:X—Y e um ponto x € X, é possivel obter uma vizinhanca aberta U de x
tal que f'|y se fatora em um morfismo étale U— A seguido pela projecao canonica Ay — Y.
Em muitas situacoes, usamos este fato para simplificar problemas envolvendo morfismos
suaves.

(vi) Sejam A um anel, ] uma categoria de indices, F:J — CAlg(A) um funtor e denote
F(j) por Bj. Se cada B; for uma A-algebra formalmente étale (resp. formalmente nao-
ramificada), entdo B = colim ¢ B, também o sera. Para isso, basta observar que, como em
(2.1.4, (i), dizer que B é uma A-algebra formalmente étale (resp. formalmente nao-ramificada)
equivale a dizer que projecoes candnicas C — C/I, sendo C uma A-algebra e I um ideal
nilpotente, sao levadas em aplica¢Ges bijetivas (resp. injetivas) pelo funtor representavel
covariante h® = Homcag(a) (B, ) : CAlg(A) — Sets. Como B = colim¢ B, temos que
h® =limje hB/, de onde segue o resultado, afinal limites preservam isomorfismos (resp.
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produtos fibrados e em particular monomorfismos).

No entanto, o mesmo nao pode ser dito para colimites de algebras formalmente suaves,
mesmo que a categoria de indices seja filtrada. Como exemplo, considere um A-modulo
plano que nio é projetivo M, sendo o exemplo mais simples o Z-modulo Q, Um teorema
de Lazard [Stacks, Tag 058G] garante que M é um colimite filtrado de A-médulos livres
finitamente gerados. Temos, em virtude de (v) e do fato da algebra simétrica comutar com
colimites filtrados [BouAl, Capitulo III, § 6.5, Proposi¢do 8], que Sao(M) é um colimite filtrado
de A-algebras formalmente suaves, mas niao é formalmente suave.

(vii) Se K/k é uma extensdo de corpos algébrica separavel, entdo K é uma k-algebra
formalmente étale. Em (2.1.36) provaremos isso para uma extensao finita separavel. Para
justificar a versdo mais geral aqui enunciada, basta usar um argumento de colimite. Explici-
tamente, primeiro observe que, como K/k é uma extensao algébrica, K é o colimite filtrado
das subextensdes finitas de K/k. O resultado segue, entao, de (vi).

Um teorema de Cohen [EGA Ory, 19.6.1; Mat86, 26.9] garante que se K/k é uma extensdo
de corpos, nao necessariamente algébrica, entao K é uma k-algebra formalmente suave se, e
somente se, K/k é uma extensao separavel.

Proposi¢ao (2.1.7). — Seja A um anel. Uma A-dlgebra B ¢ formalmente suave se, ¢ somente
se, Exalcomy (B, L) =0 para todo B-médulo L.

Demonstra¢go. — Suponha que B seja uma A-algebra formalmente suave e consideremos
uma A-extensao (E, j, /) de B por L. O homomorfismo de A-algebras f :E— B tem como
nucleo o ideal nilpotente j(L) (1.2.2). Sendo assim, a hipotese de suavidade formal garante
que existe um homomorfismo de A-algebras s:B—E tal que f os =13 e portanto E é uma
A-extensao trivial. Para a reciproca, consideremos uma A-algebra C, um ideal nilpotente I
de C e um homomorfismo de A-algebras ug:B— C/I. Gracas a (2.1.4, (ii)) podemos supor
I =0. Nesse caso, I tem uma estrutura canénica de C/I-modulo e 01— C—C/I—0 é
uma A-extensdao de C/I por L. Por hipotese, sua imagem inversa Cx¢/;B— B por ug (1.2.5) é
uma A-extensdo trivial. Logo, obtemos um homomorfismo de A-algebras 7 :B— Cx¢/B
inverso a direita do homomorfismo de aumentacao CX¢/1B— B e podemos tomar como
u:B— C a composicio de s com a projegdao Cxc/1B — C, o que mostra que B é uma
A-algebra formalmente suave. A

Proposi¢ao (2.1.8). — Seja f:X—Y um morfismo de esquemas.

(i) Se (Uy)oer € uma cobertura aberta de X e 1o : Uy — X s@o as respectivas inclusoes, entdo,
para que | seja formalmente suave (resp. formalmente nao-ramificado, resp. formalmente étale), ¢
necessario e suficiente que cada um dos morfismos f oiy o seja. Vale também a afirmag¢do andloga
para morfismos suaves (resp. nao-ramificados, resp. étales).

(ii) Se (Vp)pey € uma cobertura aberta de’Y, entao [ ¢ formalmente suave (resp. formalmente
ndo-ramificado, resp. formalmente étale) se, e somente se, cada uma das restrigoes f~! (V) — Vg
de [ o é. Como no item anterior, vale também a afirmagdo andloga para morfismos suaves (resp.
ndo-ramificados, resp. étales).

Demonstra¢do. — Primeiro observe que, gragas a (2.1.4, (v)) e ao fato de imersoes abertas
serem étales (2.1.6, (ii)), (ii) € uma conseqiiéncia de (i). As altimas afirmacoes em (i) e (ii)
decorrem das primeiras e das propriedades de morfismos localmente de apresentacdo finita.
Nos concentremos, entdo, em (i). Como L, é um morfismo étale para cada o, a necessidade
decorre de (2.1.4, (iv)). Resta, entao, provar que se cada f oly for formalmente suave (resp.
formalmente nao-ramificado, resp. formalmente étale), entdao o mesmo valera para f.
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Vejamos primeiro o caso formalmente nao-ramificado. Sejam i : To — T um espessamento
de ordem finita entre esquemas afins sobre Y e go:To — X um Y-morfismo. Podemos supor
que To e T tém o mesmo espago topologico subjacente (2.1.1). Denotemos por Wy, (resp. W9)
o esquema induzido por T (resp. To) sobre o aberto gal (Ug). Entao i induz, para cada a,
um espessamento de ordem finita iy : W) — W. Sejam g, g’ dois Y-morfismos de T em
X tais que goi =g’ oi = g¢. Suas restricdes a Wy, se fatoram através de L, de modo que
obtemos Y-morfismos gy, g5, : Wo — Uy tais que o diagrama

wo —— U,

ial % lfotu

Wy — Y

é comutativo. Tendo em conta (2.1.4, (iii)), a hipotese de f oty ser formalmente nao-ramificado
garante que gq = g, € portanto glw, = g’|w, para cada o, de onde concluimos que g =g’.
Assim, f é formalmente nao-ramificado.

Para o caso formalmente étale podemos, também com o auxilio de (2.1.4, (iii)), proceder
de maneira similar, desta vez obtendo morfismos gy : Wy — Uy, fazendo o diagrama acima
comutar e usamos a unicidade para justificar que (14 ogm)|\,vum,\;B =(1p OgB)lwuﬂWs para
todo par de indices o, f € I. Assim, podemos colar os morfismos (4 0 gy para obter um
prolongamento global g de go.

Claramente essa abordagem nao funciona para morfismos formalmente suaves e, para
provar esse caso, precisaremos de algumas preliminares. Concluiremos a demonstra¢io da
proposi¢do em (2.1.29).

(2.1.9) Sejam X um espago topologico, 4 um feixe de grupos, niao necessariamente
abelianos, e & um feixe de conjuntos. Dizemos que ¥ age d esquerda em &7 ou que & é um
G- feixe d esquerda se existe um morfismo de feixes de conjuntos ¢4 x & — & tal que, para
todo aberto U de X, a aplicacdo 4 (U) x Z(U) - Z(U) é uma agao a esquerda do grupo
% (U) no conjunto Z(U). Um morfismo de 4-feixes a esquerda, também dito um & -morfismo,
¢ um morfismo de feixes ¢: & — 2 tal que ¢y: Z(U) - Z2(U) é ¥ (U)-equivariante para
todos os abertos U de X. No restante do texto consideraremos apenas ag¢des a esquerda e
diremos simplesmente ¢ -feixes.

Definigao (2.1.10). — Um 9 -torsor em X, também dito um torsor sob 9 em X, é um & -feixe
P satisfazendo as seguintes condigoes:

(i) Sempre que 2 (U) for ndo-vazio, sendo U um aberto de X, a agdo de 4 (U) em Z(U) é
simplesmente transitiva.

(ii) Para todo ponto x de X, Px ¢ nao-vazio. Isso equivale a dizer que existe uma cobertura
aberta (U;);er de X tal que & (U;) # @ para todo i €1.

Se & satisfizer apenas (i), diremos que ele ¢ um pseudotorsor.

(2.1.11) Um exemplo de ¢-torsor é o proprio feixe de grupos ¢ agindo sobre si mesmo
por translacoes a esquerda. Se &2 é um ¥-torsor e U é um aberto de X tal que Z(U) é
nao-vazio, entdo, fixando um elemento ¢ € #(U), obtemos um isomorfismo de ¥-feixes
Yy — 2|y levando g em g(t|v), onde V é um subconjunto aberto de U e g €¥(V). Assim,
para que um ¥¢-feixe & seja um ¥-torsor, é necessario e suficiente que ele seja localmente
¢-isomorfo a ¢ agindo sobre si mesmo por translacdes a esquerda. Se tivermos um ¥-
isomorfismo global diremos que ¢ é um % -torsor trivial. Isso equivale a dizer que Z(X) é
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nao-vazio. Observe, por fim, que um ¥-morfismo entre ¢-torsores é necessariamente um
isomorfismo.

Antes de procedermos, relembremos alguns fatos sobre a cohomologia de Cech. Uma
das melhores referéncias, apesar de ter sido escrita ha quase 60 anos, € o artigo de Serre
[FAC, Capitulo I, §§ 3 e 4]. No que tange a sua relacao com a cohomologia do funtor derivado
queira ver [Tohoku, 3.8] ou [God58, Capitulo II, 5.4 € 5.9]. Parte disso pode também ser
encontrada em [Har77, Capitulo III, §4].

(2.1.12) Sejam X um espaco topologico, U = (U;)ier uma cobertura aberta de X e
Z# um feixe de grupos abelianos em X. Se s = (ig,...,iy) € "1 entdo a notacdo Us
ou Uj,. j, significara U;, N...NU;,. Definimos o complexo de cocadeias de Cech de 81 com
valores em %, denotado C'(U,.#), do modo seguinte: se n é um inteiro ndao-negativo,
C*"(U, F) = [lyem+1 T'(Us, F) e a diferencial d : C"(U,.#) — C"T1 (8, F) leva uma n-
cocadeia f na (n+ 1)-cocadeia

n+1 .
@ igwcinsr =D oV fig i Wi -

0-eeljeln41

O n-ésimo grupo de cohomologia de Cech de 3\ com valores em F & definido como sendo o
n-ésimo grupo de cohomologia de C'(4l,.%) e sera denotado H”(8,.%). Um morfismo
de feixes ¢:.% — ¥ induz um morfismo de complexos ¢:C' (L, .F#) — C (U, ¥) que leva
feC"(4U,.#) na n-cocadeia de 4 com valores em ¢ dada por (®/)s = ¢u,(fs) para todo
s €I"*1 e obtemos, entio, um homomorfismo de grupos ¢* -H" &, 7) —H" (U, &) para
cada n >0, de modo que H" (&, -) : Sh(X, Ab) — Ab é um funtor aditivo. Como estamos
considerando apenas feixes, os funtores I'(X,-) e ﬁo(ﬂ, -) sdo naturalmente isomorfos.

(2.1.13) Sejam U= (Uj);er, U= (V)¢ duas coberturas abertas de X. Dizemos que {
é um refinamento de U, o que denotamos por 4 <Y, se existe uma aplicagido t:1— ] tal que
U; €V, para todo i €l. Dado um feixe de grupos abelianos .%, podemos, entdo, definir um
morfismo de complexos T:C'(0,.7#) — C*(U, .#) levando f € C" (U, .#) na n-cocadeia de
il com valores em .# dada por (T f)i...i, = szo T, |U,0 i, Este induz um homomorfismo
de grupos H*(,.7) — H" (4, F), que independe de 1 [FAC, n° 21, Proposicdo 3|, e sera
denotado o (4, ). Se denotarmos por S a classe de coberturas abertas de X munida da
pré-ordem definida por refinamentos e a olharmos como categoria, entao teremos funtores
H"(-,.7):8° — Ab. Diremos que duas coberturas {{ e 9 sio equivalentes se elas forem
isomorfas em &, em cujo caso o(i,*Y) sera um isomorfismo, e isso define uma relagao
de equivaléncia para a qual podemos obter um conjunto de representantes para as classes
de equivaléncia. Definimos o n-ésimo grupo de cohomologia de Cech de X com valores em 7,
denotado H" (X, .Z ), como sendo o colimite filtrado

H" (X, .F) = colim H" (4L, ),
U

onde Y percorre um conjunto de representantes para as classes de equivaléncia de coberturas
abertas de X. Nao é dificil ver que escolhas diferentes de representantes originam grupos
isomorfos. No que segue abusaremos da teoria de conjuntos e agiremos como se o colimite
tivesse sido tomado sobre todas as coberturas abertas de X. Observe que se ¢:.% —¥ &
um morfismo de feixes de grupos abelianos e 4l é um refinamento de 0, entao temos um
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diagrama comutativo de morfismos de complexos

C(, 7) -2 C(0,9)

d J?

CMUF) — CEY)

e este garante que ¢* oo (L, YU) = o (U, V) o ¢*. Assim, passando ao colimite, obtemos
homomorfismos de grupos ¢* : H* (X, .Z) — H" (X, ¥) para cada n >0, de forma que temos
funtores aditivos H" (X, -) : Sh(X, Ab) — Ab. Os isomorfismos naturais I'(X, .%) = HO (4, .%)
obtidos para cada cobertura aberta 4l de X dao entdo origem a um isomorfismo natural
entre ['(X, %) e HO(X, .%).

(2.1.14) A familia de funtores (H*(X,-))n>0 ndo &, em geral, um d-funtor cohomologico.

No entanto, (ﬁO(X, ~),ﬁ1(X, -)) &, usando a terminologia em [Tohoku, 2.1}, um 0-funtor
exato em graus 0, 1 para qualquer espago topologico X [FAC, n° 24, Corolario 1. Por outro
lado, se n >0 e .Z & um feixe flacido, entao H” (L, .F) =0 para toda cobertura aberta ${ de
X [Har77, Capitulo III, 4.3] e isso garante que cada um dos funtores H" (4, -) e H*(X,-) é
apagavel. Por conseguinte, (ﬁO(X, ), H! (X,+)) é um 0-funtor exato universal [Tohoku, 2.2.1]
e assim os funtores H” (X,:) e H*(X, ) sao naturalmente isomorfos para n =0, 1, sendo
que H*(X,:) =R"I'(X, ). Mais geralmente, 0 mesmo argumento garante que sempre que
pudermos ver os H" (X,:)(0<n <b) como componentes de um d-funtor exato, entdo eles
serdo naturalmente isomorfos aos H"(X,-) (0 <n <b). Se X for, por exemplo, um espaco
paracompacto!, entio isso valera para todo n [FAC, n® 25, Corolario].

(2.1.15) Sejam X um espaco topologico, 4 = (U;);jer uma cobertura aberta de X e
# um feixe de grupos abelianos em X. Se V é um aberto de X, cuja aplicagdo de
inclusdo é j, entdo denotaremos por y.# o feixe de grupos abelianos j«(-# |v). Podemos
facilmente globalizar a constru¢io do complexo de Cech para obtermos um complexo de
feixes. Dado um inteiro ndo-negativo n, pomos ¢”* (U, #) = [ [ ep+1 v;-#, de maneira que
v, s\, #))=C"UNV, Z|y), onde 4NV denota a cobertura aberta (U; NV);er de V,
e a diferencial d : " (U, F) — €" (U, .F) sobre o aberto V é justamente a diferencial em
grau n do complexo C'(UNV,.Z|y). Observe que esta constru¢io define um funtor aditivo
da categoria Sh(X, Ab) na categoria de complexos de feixes de grupos abelianos em X.

Para cada i €I, temos um morfismo canénico .# — y,; . # que induz, tomando produtos,
um morfismo &:.% — €°(U, .F). Entio, a seqiiéncia de feixes de grupos abelianos

0> F 560U 7) S 6 (1, 7).
é exata ou, dito de uma outra maneira, ¢ induz um quase-isomorfismo de .#, visto como
complexo concentrado em grau 0, em ¢ (4, .#). Com efeito, o fato de € ser um mono-
morfismo e de Im(e) = Ker(d) segue diretamente dos axiomas de feixes. Para mostrar
que o complexo €° (U, .F) é exato em grau n > 1, é suficiente obter uma base B para a
topologia de X tal que os complexos I'(B, ¢ (U, .%#)) = C (LUNB, .#|p) sdo exatos em grau
n > 1 para todo B € B. Isso equivale a dizer que H” ({NB,.Z|p) =0 para todo BE B e n > 1.

Tomamos, entdo, B como sendo a base para a topologia de X consistindo dos subconjuntos
abertos contidos em algum U;. Assim, ${NB é equivalente a {B} e de (2.1.13) obtemos que

1Aqui um espaco paracompacto seré, por definicio, Hausdorff.
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H" (UNB, F|p) =~ H" ({B}.,.#|g). Usando que a cohomologia de Cech de uma cobertura
pode ser calculada a partir de cocadeias alternadas [FAC, n® 20, Proposic¢ao 2], concluimos
que ﬁ"({B}, Z|g) =0 para todo n > 1.

Seja .%#* um complexo limitado inferiormente de feixes de grupos abelianos em X.
Podemos, entdo, considerar o bicomplexo (P, 7 %))a,bez cuja diferencial horizontal
d'eb . P4, F) — €YU, F1) ¢ induzida pela diferencial do complexo .Z* e cuja
diferencial vertical d”%? : €° (U, F#%) — €P+1 (U, F?) & oriunda da diferencial do complexo
¢ (U, F%), mas a munimos de um sinal (—1)? para termos de fato um bicomplexo. O
complexo total a ele associado sera denotado por €' (4, .#°). Como, para cada a € Z, temos
um quase-isomorfismo g, : F¢ — € (U, F), obtemos também um quase-isomorfismo

(2.1.15.1) F* S EC W, F).

Isso é imediato se usarmos as seqiiéncias espectrais associadas a um bicomplexo, mas existem
argumentos diretos, como, por exemplo, [11104, Capitulo 1, 2.9].

(2.1.16) Sejam ¢ um feixe de grupos abelianos e & um %-torsor em um espago
topologico X. Nesse caso, usaremos a notagao aditiva para a agao de ¢ em . Por hipotese,
existe uma cobertura aberta (= (U;); 1 de X tal que &?(U;) # @. Considerando ¢; € Z(U;)
para cada i €1, obtemos uma tnica se¢ao g;; de ¢ sobre Uj; tal que ¢;|u,;, = gij +1ilu;,
e ndo é dificil verificar que g = (gi;) € um l-cociclo de Cech de 4 com valores em
¢. Denotaremos por ¢(Z) o elemento de ﬁl(X, %) dai obtido e uma verificagiao direta,
passando a refinamentos apropriados, mostra que ele independe das escolhas feitas. Observe
ainda que se &’ é um ¥-torsor isomorfo a &, entdo ¢(Z) =c(Z’). Assim, temos uma
aplicacdo bem-definida c : Tors(X, ¥) — H! (X,9), onde Tors(X, %) denota o conjunto de
classes e isomorfismos de ¢-torsores em X.!

Proposiao (2.1.17). — Com a notagio de (2.1.16), a aplicagio c : Tors(X,¥) - H (X, 9) ¢
uma bijecao que faz corresponder d classe de torsores triviais o elemento zero em H' (X, 9).

Demonstra¢dgo. — Para definir uma inversa o para ¢ procedemos da seguinte maneira:
seja & um elemento em I:II(X, @) representado por um 1-cociclo de Cech (gij) de uma
cobertura aberta {{ = (U;);er de X. Podemos a ele associar um ¢-torsor & pondo, para

cada aberto V de X,

PNV)={l)ier: i €4(UiNV) e tjlu;nv—tilu;nv = gijlu;nv},
sendo os mapas de restri¢do induzidos pelos de ¥, e considerando a a¢do de ¢4 em & dada,
em V, por (g, (ti)ier) = (glu;nv +t)ier. Definimos, entdo, a(§) como sendo a classe de

isomorfismo do ¥-torsor & e nao é dificil verificar que ela independe da escolha do cociclo
de Cech que representa £ e que é de fato uma inversa para c. A

Corolario (2.1.18). — Sejam G um feixe de grupos abelianos em um espago topologico X
e U= (Uj)ier uma cobertura aberta de X. O homomorfismo canonico I:II(il, ) — I:II(X, 9) ¢
injetivo ¢ identifica H' (U, 9), através da bijecao estabelecida em (2.1.17), com o conjunto de classes
de 9 -torsores cuja restrigdo a cada U; é um 9 |y,-torsor trivial.

Demonstragio. — Sejam g um 1-cociclo de Cech de £ com valores em & e & 0 4-torsor
construido a partir dele na demonstracio de (2.1.17). Se a imagem de g em H!(X,¥) for o
elemento zero, entdo & serd um ¢-torsor trivial e assim #(X) # @ (2.1.11). Da defini¢ao

1A demonstracio da proposicio seguinte deixara claro que podemos, de fato, obter um conjunto de
representantes para as classes de isomorfismo de ¢ -torsores.
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de Z(X), obtemos uma 0-cocadeia de Cech ¢ de il com valores em ¥ tal que d(t) =g
e isso garante que g representa o elemento zero em H! (41, %), nos permitindo concluir
que ﬁl(ﬂ, 9b) —>IiII(X, %) € um monomorfismo. A outra afirmacdo segue diretamente das
construcoes. A

Corolario (2.1.19). — Seja (F;)ie1 uma familia de feixes de grupos abelianos em um espago
topolégico X. Entao o homomorfismo canionico
(2.1.19.1) H'(X, ]_[ Fi)— HHI(X, Z;)
il i€l

¢ injetivo. Como conseqiiéncia, se X for um esquema afim ¢ (%;)ie1 for uma familia de Ox-médulos
quase-coerentes, entao H' (X, ], Zi) =0.

Demonstragago. — A ultima afirmac¢do decorre imediatamente da primeira utilizando
o teorema de anulamento afim de Serre. Haja vista que os funtores H! (X,)) e HY(X,")
sdo naturalmente isomorfos para qualquer espago topologico X (2.1.14), para provar a
injetividade de (2.1.19.1), é suficiente considerar a questdo analoga para a cohomologia de
Cech. Denotemos por .% o produto [lic1 % e seja € um elemento de H(X,.7) representado
por um 1-cociclo de Cech g de uma cobertura aberta $ de X. Segue da definicio dos
morfismos induzidos entre as cohomologias de Cech de X (2.1.13) que o diagrama

H(X..7) — [[;a H'(X. %)

T j
H' (WU F) — [TiaH' W )

¢ comutativo e o corolario (2.1.18) garante que v é um monomorfismo. Por outro lado,
C'(U,.#) & o produto dos complexos C'(U,.%;) (i €I) e como a categoria de grupos
abelianos satisfaz o axioma (AB4*), isto &, produtos arbitrarios formam um funtor exato,
temos que ¥ é um isomorfismo. Logo, se a imagem de & em [ [, H' (X, .Z;) for zero, entdo
g sera zero e por conseguinte teremos § =0, concluindo a demonstragao. A

Lema (2.1.20). — Sejam </ um feixe de anéis, B,E,€C feixes de o -algebras e p: & —
C,u: B — € dois morfismos de feixes de <of -dlgebras, sendo o nicleo .7 de p um ideal de
quadrado zero. Suponhamos que exista um morfismo de feixes de <7 -dlgebras vo: B — & tal que
povo=u e considere .9 como feixe de 78-modulos através de vo. Se X ¢ o conjunto dos morfismos
de feixes de of -algebras v : B — & tais que u = pov, entdo temos uma a¢do simplesmente
transitiva X x Der o/ (B, ) — X que leva (v,D) em v+ D, fazendo de X um espaco homogéneo
principal sob o grupo Der o/ (4, 7).

Demonstra¢ago. — Basta observar que, quando olhamos nos talos dos feixes, obtemos
exatamente a situacdo da proposi¢ao (1L.2.13) A
Proposigao (2.1.21). — Consideremos um diagrama comutativo de morfismos de esquemas
To &, x
il lf
T — Y,
h

sendo i um espessamento de ordem 1. Seja &7 o feixe de conjuntos em Tq cujas segoes sobre um
aberto Uy sao os morfismos de feixes de anéis g’ Ox — g+(Or|y) obtidos a partir de Y -morfismos
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g :U—X tais que g oiy, = golu,, sendo U o subesquema aberto de T correspondendo a Uy e
ivo : Uo — U o espessamento de ordem 1 induzido pori. Entdo:

(i) & tem uma estrutura de pseudotorsor sob o Or,-médulo G = %mﬁTO (g5 (Q;(/Y), CTo/T)>
sendo G, /1 0 feixe conormal de i (1.1.40).

(ii) Quando f for um morfismo formalmente suave, & sera um 9 -torsor e portanto existird
uma obstrugdo o(i, go) em H'(To,Y), cujo anulamento ¢ necessario e suficiente para a existéncia
de um prolongamento global g de go. Se o(i, go) =0, entdo o conjunto de todos os prolongamentos
globais de go ¢ um espago homogéneo principal sob o grupo Home, (g4 (Q)l( /Y), C1o/T)-

Demonstra¢go. — Primeiro observe que, como i é um homeomorfismo, um prolon-
gamento local g:U— X de g é completamente determinado pelo morfismo g”: Ox —
gx(Ot|v). Nao é dificil justificar que & é um feixe de conjuntos: se Vo C Up sdo subconjun-
tos abertos de Tp e VC U sdo os subesquemas abertos de T a eles associados, entdo o mapa
de restricio 2 (Up) — P (Vo) leva g°: Ox — g«(Orly) em (g]v)°: Ox — (g|v)«(Orlv).

Vejamos, entdo, como justificar o item (i). Observe que dados

u €% (Uo) =Homg, |, (g0 (Q>1</Y) o+ (€0/1)100)

e g" € #(Up), temos que u corresponde, gragas ao par adjunto (go|u,)* 4 (goluy )+, a um
morfismo de Ox-modulos v: Q;(/Y_) (golug)*((61o/1)|Up)- Como goiy, = golu,, obtemos
que (goluy)«((Cry/1)u) = &+ ((iug)« ((¢14/1)|Up))- Por outro lado, sabemos de (1.1.39) que
(ivg)+ ((€1o/1)|U) € isomorfo a .# |y, de modo que podemos escrever v : Q)li/Y—>g* (A v)-
Por fim, (1.1.22) garante que essa informacao é equivalente a de uma Y-deriva¢ao D, : Ox —
g+(F|v). Assim, definimos 4 (Ug) x Z(Ug) — Z(Up) como sendo (u, g%) > g"+D,. E
claro que isso define uma acdo de ¢ (Up) em Z?(Up) e nao é dificil justificar que ela é
compativel com as restri¢des, dando, portanto, uma ac¢io de ¢4 em Z.

Resta provar que, fixado g’ e 2(Uy), a aplicacdo ¢ (Ug) - Z(Up) que leva u em g’ +Dy,
¢ uma bijecdo. Para isso, note que temos uma bije¢ao natural entre Dery(Ox, g«(-#|v)) e
Der(h—1ﬁY)‘U(g_1(ﬁX), Fy) (1L1.23.]) e se denotarmos por ¢: g1 (Ox) — (ivy)+(Or,lu,) ©
morfismo associado a (g()|U0)b através do isomorfismo adjunto determinado por g~ - g,
entdo & (Up) correspondera através desse isomorfismo ao conjunto S de morfismos de feixes
de anéis g~ (0x) — Orly que quando compostos com i’|y resultam em ¢. Por construcio,
a aplicagao ¢ (Ug) — & (Up) corresponde a aplicagdo Der -1 ﬁY)lU(g_l(ﬁX)’ Hu) — S que
leva uma derivagio D em g* +D. Como .#|y é um ideal de quadrado zero, o lema (2.1.20)
garante que esta ultima, e portanto também a primeira, é uma bijecdo. Assim, & é um
pseudotorsor sob ¥.

Para o item (ii), note que a definicio de um morfismo formalmente suave garante
que #(Up) # @ sempre que Up for um aberto afim de Ty, o que permite concluir que,
nesse caso, & € um ¥-torsor. A obstrucdo o(i, go) é justamente a classe de cohomologia
associada a & construida em (2.1.16) e a proposicao (2.1.17) garante que o seu anulamento é
necessario e suficiente para que & seja um ¥-torsor trivial e isso equivale a existéncia de
um prolongamento global g de go. A ultima assertiva de (ii) segue imediatamente do fato de
& ser um ¥Y-torsor. A

(2.1.22) Com o que fizemos até aqui poderiamos concluir a demonstra¢ao da proposicao
(2.1.8) se supuséssemos de antemdo que f : X — Y fosse um morfismo localmente de
apresentacao finita, pois, nesse caso, QDI(/Y seria um Ox-modulo de apresentacdo finita
(1.1.35), o que asseguraria a quase-coeréncia do Ot,-modulo ¢ definido na proposi¢ao (2.1.21)
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e por conseguinte teriamos ao nosso dispor o teorema de anulamento afim de Serre para
garantir que uma eventual obstrucao fosse zero. Esse é o argumento dado em [EGA 1Vy,
17.1.6], apesar do enunciado nido conter as hipoteses adequadas. A lacuna na demonstragao foi
percebida logo em seguida e Grothendieck conjectura, ja em [Gro68, 9.5.8], se a proposicao
(2.1.8) é realmente valida para morfismos formalmente suaves. A resposta afirmativa foi
obtida alguns anos mais tarde por Raynaud e Gruson [RG71] ao estabelecerem a descida da
projetividade ao longo de homomorfismos fielmente planos de anéis, que enunciaremos aqui
como o

Teorema (2.1.23) (Raynaud-Gruson). — Sejam A um anel ¢ B uma A-algebra fielmente
plana. Se M ¢ um A-modulo tal que a extensdo de escalares M @A B ¢ um B-mddulo projetivo,
entao M é um A-médulo projetivo.

Apesar da simplicidade do enunciado deste teorema, precisariamos de uma secdo inteira
para demonstra-lo, embora as técnicas utilizadas sejam elementares. No artigo original, ele é
obtido a partir de um tipo mais geral de homomorfismo [RG71, Segunda Parte, 3.1.4], mas
a assertiva nessa generalidade é falsa. Em [Gru73, 11|, Gruson comenta qual foi o erro e
obtém um resultado mais fraco que permite justificar todas as aplicacdes dadas em [RG71],
com exceg¢ao justamente do fato que precisamos. Dito isso, sugerimos que o leitor consulte
[Stacks, Tag 058B] para uma demonstracdo completa do teorema (2.1.23).

(2.1.24) Sejam X um esquema e .# um Ox-modulo quase-coerente. Diremos que .# é
localmente projetivo se todo ponto x de X tiver uma vizinhanca aberta afim U tal que .7 (U)
¢ um Ox(U)-modulo projetivo. O teorema (2.1.23) garante que .# (U) é um Ox(U)-modulo
projetivo para qualquer aberto afim U de X. Para justificar isso, basta, em virtude do lema de
comunicacao afim [Vakl3, 5.3.2], provar que, para um anel A, um A-modulo P e elementos
fof1...., fu de A, (i) se P é um A-modulo projetivo, entdo Py é um A -modulo projetivo e
que (ii) se f1,..., 4 geram o ideal A e cada Py, € um A f,-modulo projetivo, entao P é um
A-modulo projetivo. A demonstracao de (i) ¢ trivial. Para (ii) observe que [[{_; A7, é uma
A-algebra fielmente plana e P® ([[7=; Ap) =@D)_, Ps é um [[/_; A s, -modulo projetivo
e portanto o teorema (2.1.23) assegura que P é um A-mo6dulo projetivo.

(2.1.25) Uma versdo global do teorema de Raynaud-Gruson € a seguinte: consideremos
um morfismo f : X' — X fielmente plano e quase-compacto e .# um Ox-modulo quase-
coerente. Para que .% seja localmente projetivo, é necessario e suficiente que %' = f*(.%)
seja localmente projetivo. Com efeito, a necessidade é clara e vale para um morfismo
qualquer de esquemas. Para ver que ela é suficiente, observe que, como a questio ¢ local
em X, podemos supd-lo um esquema afim. Nesse caso, X' é quase-compacto e portanto
uma unido finita de abertos afins X. Considere o esquema afim X” obtido tomando a unido
disjunta dos subesquemas X e seja g: X" — X' o morfismo candnico. E claro que g é um
isomorfismo local sobrejetivo e assim f og é fielmente plano. Como g* (%) = (f 0 g)*(.%)
é localmente projetivo, podemos supor também que X' é um esquema afim. Mas nesse caso,
f & fielmente plano se, e somente se, I'(X', Ox/) é uma I'(X, Ox)-algebra fielmente plana
[GW10, Proposicao 14.10] e portanto, tendo em vista (2.1.24), o resultado segue do teorema de
Raynaud-Gruson.

Proposicao (2.1.26). — Sejam X um esquema ¢ .F um Ox-modulo quase-coerente. As
seguintes condigdes sao equivalentes:
a) F ¢ de apresentacao finita e, para cada ponto x de X, Fx ¢ um Ox x-modulo livre.



50 PROPRIEDADES DIFERENCIAIS GERAIS 21

b) .# ¢ localmente livre de tipo finito.
c) .Z ¢ localmente projetivo de tipo finito.
d) % ¢ plano de apresentacao finita.

Demonstracdo. — A equivaléncia entre a) e b) é bastante conhecida e decorre da analise
dos talos do Ox-modulo #omes, (¢, 7) quando ¢ é um Ox-modulo de apresentacdo finita.
Queira ver, por exemplo, [GW10, Proposigdo 7.27]. E imediato que b) implica c) e que c)
implica d). Resta, entdo, provar que d) implica a). Traduzindo a questao em termos algébricos,
devemos justificar o porqué de um A-modulo plano de apresentagao finita M, sendo (A, m, k)
um anel local, ser livre de posto finito. Para isso considere uma base do k-espaco vetorial
M®ak e a utilize, em conjunto com o lema de Nakayama, para obter um epimorfismo
u:F—M, sendo F um A-modulo livre cujo posto coincide com a dimensdo de M ®aq k.
Como M é de apresentagao finita, o ntacleo N de u é finitamente gerado. Agora observe
que Tory'(M, k) =0, pois M é um A-modulo plano, e portanto obtemos uma seqiiéncia exata
curta 0 > N®ak >F®®ak >M®pk — 0. Por construcio, ¥ ® 1 € um isomorfismo e
isso garante que N®x k =0, de onde concluimos que N =0, novamente usando o lema de
Nakayama. Assim, ¥ é um isomorfismo e por conseguinte M é um A-modulo livre.! A

Porismo (2.1.27). — Observando atentamente a demonstra¢cao da proposicdo acima,
vemos que se A é um anel local cujo ideal maximal é nilpotente, entdo todo A-modulo
plano, nesse caso sem qualquer hipotese de finitude, ¢ livre. Mais que isso, dado qualquer
subconjunto linearmente independente de M®x k, sendo M um A-modulo plano e k o corpo
de residuos de A, podemos levanta-lo para uma parte de uma base de M. O caso de maior
interesse aqui sera o de anéis locais artinianos.

Proposi¢ao (2.1.28). — Se f:X—Y ¢ um morfismo formalmente suave, entdao Q)l(/Y €um
Ox -modulo localmente projetivo. Em particular, se f for suave, entdo Q;(/Y serd um Ox-modulo
localmente livre de tipo finito.

Demonstraggo. — O que ja provamos em (2.1.8) permite que reduzamos a questdo para o
caso local. Assim, consideremos uma A-algebra formalmente suave C e seja B uma algebra
de polinémios sobre A tal que temos um homomorfismo sobrejetivo de anéis B— C, cujo
nucleo denotaremos por I. Como vimos em (2.1.7), Exalcoma (C, L) =0 para todo C-mé6dulo
L. O item (ii) do teorema (1.2.20) garante, entdo, que a seqiiéncia conormal local

0—>I/Iz—>Q]13/A®BC—>Q(1:/A—>O

€ uma seqiiéncia exata curta cindida e portanto Qé a € um C-modulo projetivo, afinal
52113 s € um B-modulo livre (1114, (i)). A segunda assertiva segue imediatamente da primeira,
combinando (1.1.35) e (2.1.26). A

(2.1.29) Fim da demonstracao de (2.1.8). — Suponhamos que cada f oy seja formal-
mente suave e sejam I : To — T um espessamento de ordem 1 entre esquemas afins e
80:To— X um Y-morfismo. As hipoteses asseguram que o pseudotorsor & da proposi¢ao

"Uma observacio interessante quanto ao que podemos falar em geral sobre as relages entre os tipos de
modulos aqui envolvidos € a seguinte: para todo anel R, mesmo um nao-comutativo, é verdade que um R-modulo
plano finitamente apresentado é projetivo. Uma demonstra¢do elegante usando o dual Pontryagin, por vezes
chamado modulo de caracteres, pode ser encontrada em [Wei94, 3.2.7]. Também é verdade que se R é um anel
local, entdao todo R-modulo projetivo, sem qualquer hipotese de finitude, é livre, veja [Kap58, Teorema 2] ou
[Mat86, 2.5] no caso comutativo.
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(2.1.21) é na verdade um torsor sob o Or,-modulo ¥ = Homey, (go (Q)I(/Y), 6T,/T) € pOr-
tanto, para provar que existe um prolongamento global g de go, é suficiente mostrar que
H!(Ty, %) =0. A proposicio (2.1.28) garante que g(’)"(Q)l(/Y) é um Ot,-modulo localmente
projetivo e, como Tp é um esquema afim, ele é da forma ’1\5, sendo P um I'(Ty, Or,)-modulo
projetivo (2.1.24). Para mostrar que H!(To, %) =0, podemos supor, sem perda de genera-
lidade, que P é um modulo livre. Nesse caso, teremos que ¢ é isomorfo a um produto de
copias de 6, /1 e o anulamento de H' (T, %) ¢ garantido por (2.1.19). A

Proposi¢ao (2.1.30). — (i) Para que um morfismo f :X—Y seja formalmente nao-ramifi-
cado, € necessario e suficiente que Q)I(/Y =0.
(ii) Sejam f:X—Y, g:Y—Z dois morfismos de esquemas.
a) Se [ for formalmente suave, entao a seqiiéncia cotangente relativa (1.1.38.1) prolongada
por um zero @ esquerda

(2.1.30.1) 0= f*(Ry/) = /= gy =0

serd exata e localmente cindida. Em particular, se | for formalmente étale, entdo o morfismo
candnico fx;y;z.: f*(Qslf/z) — Q)I(/Z serd um isomorfismo.

B) Se go f for formalmente suave ¢ a segiiéncia (2.1.30.1) for exata e localmente cindida,
entdo f serd formalmente suave. Em particular, se go [ for formalmente suave e o morfismo
candnico fx;y;z: f*(Qé/Z) — Q)I(/Z for um isomorfismo, entdo [ sera formalmente étale.

(iii) Sejam i :X —Z uma imersao, g:Z—Y um morfismo e f =goi.

o) Se f for formalmente suave, entdo a seqiiéncia conormal (1.1.45.1) prolongada por um

zero @ esquerda

(2.1.30.2) 0= Cx/z—> i (Qz/y) = Qx)y =0

serd exata e localmente cindida. Em particular, se [ for formalmente étale, entao o morfismo
candnico 8x /7y : Cx/z—> i*(Qé/Y) serd um isomorfismo.

B) (Critério jacobiano de suavidade formal). Se g for formalmente suave ¢ a seqiiéncia
(2.1.30.2) for exata e localmente cindida, entdo [ serd formalmente suave. Em particular, se g for
formalmente suave e o morfismo candnico 8x,7/y: 6x/7 — i*(Q%/Y) for um isomorfismo, entao f
serd formalmente étale.

Demonstra¢go. — Em virtude de (2.1.8) é suficiente considerar o caso afim, trocando,
onde for preciso, localmente cinde por cinde, para provar a veracidade de todas as assertivas
da proposicao.

(i) Sejam B uma A-algebra formalmente nio-ramificada, ji, j» :B—B®aB as injecoes
na primeira e segunda coordenadas, respectivamente, pg/s :B®aB— B o homomorfismo

de A-algebras induzido pela multiplicagdo em B e I o seu nacleo. Denotemos por P]I3 a2
A-algebra aumentada (B®a B) /12, sendo o homomorfismo de aumentagio induzido por
PB/A> € POT j1, j2 0s homomorfismos de B em Pllg/A obtidos a partir de ji, j2. Observe que

temos um diagrama comutativo de homomorfismos de anéis

1y

B——8B

FA

1
PB /A

—A

e a hipotese de B ser uma A-algebra formalmente nio-ramificada garante que j; = j». Por
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1
B/A
apos identificarmos esses dois, dg/y = Jj1— j2=0 e portanto Q]lg/A =0. Ja a reciproca segue
imediatamente de (1.1.6.1) e (1.2.13).

(ii) Sejam u : A — B, v :B — C dois homomorfismos de anéis. O teorema (1.2.19) ga-
rante que a seqiiéncia cotangente relativa local é exata curta cindida se, e somente se,
Exalcomg /s (C,L) =0 para todo C-moédulo L. Por definigao (1.2.11), temos uma seqiiéncia
exata de C-modulos

outro lado, vimos em (L.1.16) que existe um isomorfismo natural Q1 , = 1/12, de modo que,

1
0 — Exalcomg/s (C, L) — Exalcomg(C, L) i Exalcoma (C, L).

Tendo em vista (2.1.7), a hipotese em o) significa que Exalcomg(C, L) =0 e portanto assegura
que Exalcomp/s (C,L) = 0 para todo C-modulo L. Por outro lado, as hipoteses em f)
garantem que Exalcomgs (C, L) = Exalcoma (C, L) =0 e por conseguinte Exalcomg(C, L) =
0 para todo C-modulo L, de onde concluimos que C é uma B-algebra formalmente suave.
(iii) Sejam A um anel, B uma A-algebra e I um ideal de B. Denotemos por C a A-algebra
quociente B/I e por v o homomorfismo canénico B— C. Gracas ao teorema (1.2.20, (ii)),
para que a seqiiéncia conormal local seja exata curta cindida, é necessario e suficiente que
o homomorfismo v : Exalcoma (C, L) — Exalcoma (B, L) seja injetivo para todo C-modulo
L. A hipotese em ) significa que Exalcoma (C,L) =0 e portanto temos essa injetividade

assegurada. Por outro lado, as hipoteses em B) dizem que v'

é injetivo e Exalcoma(B,L) =0
e entdo necessariamente temos Exalcoma (C, L) =0 para todo C-modulo L, garantindo que

C é uma A-algebra formalmente suave. A

Proposi¢ao (2.1.31). — Consideremos um diagrama cartesiano na categoria de esquemas

X’ L,Y/

o

X —Y,
S

sendo h um morfismo fielmente plano e quase-compacto. Para que f seja formalmente suave (resp.
formalmente nao-ramificado, resp. formalmente étale), ¢ necessdrio ¢ suficiente que [’ o seja. Além
disso, a afirmagao andloga para morfismos suaves (resp. nao-ramificados, resp. étales) ¢ também
verdadeira.

Demonstra¢do. — A ultima assertiva decorre da primeira, pois sob essas condi¢des f €
localmente de apresentacdo finita se, e somente se, f’ também o é [EGA IV,, 2.7.1].

O caso formalmente nio-ramificado é simples e ndo precisamos que / seja quase-
compacto. Para justifica-lo, note que, como o diagrama é cartesiano, a proposi¢ao (1.1.46)
garante que temos um isomorfismo canénico (A’ )*(Q)I( /Y) = Q)I(,/Y,. Por outro lado, visto
que /' é fielmente plano, o funtor (h')* é fiel e exato. Sendo assim, Q)I(,/Y,
se, Q)l(/Y =0, de onde, levando-se em conta (2.1.30, (i)), segue o resultado.

Tratemos agora o caso formalmente suave. Ja observamos em (2.1.4, (iv)) que se f for
formalmente suave, entdo f’ também o serd. Suponhamos, entdo, para a reciproca, que
f’ seja formalmente suave. Note que, em virtude de (2.1.8), podemos supor que X e Y
sao esquemas afins, digamos X = Spec(B) e Y =Spec(A). Considerando geradores para a
A-algebra B, é possivel obter um homomorfismo sobrejetivo de A-algebras A[Xq|qer— B e
portanto uma imersao fechada de Y-esquemas i : X — Spec(A[Xy]qer). Denotando por Z

=0 se, e somente
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o esquema afim Spec(A[Xq]qer) € por Z' o Y'-esquema ZxyY’, obtemos que f’ se fatora
através de Z’ —Y’, de modo que temos um diagrama comutativo

X/ i’ ;& /
— 7' =Y

ool

X —27—Y,

g

sendo os dois quadrados cartesianos e i,i’ imersdes fechadas. Tendo em conta (1.1.42) e
(1.1.46), obtemos um diagrama comutativo

(W)*(Gxjz) — (W)*(i*(Q)y) — ()" ( Q%) — 0
lz lz lz
@)Y ) Q!

XY
sendo que os morfismos verticais sao isomorfismos e as linhas sdao exatas, onde a segunda é
exata curta, pois f' =g’ oi’ &, por hipotese, formalmente suave (2.1.30, (iii-a)). Isso garante

0 —— bxyz 0,

que a primeira linha é uma seqiiéncia exata curta e como A’ é fielmente plano, temos que a
seqiiéncia
kol 1
0—Cx/z—i (QY/Z)—>QX/Y—>O

é exata. Por outro lado, (2.1.25) assegura que Q)I( /y € um Ox-modulo localmente projetivo e
portanto ela, além de exata, é localmente cindida. Visto que g foi obtido a partir de uma
algebra de polinémios, ele € um morfismo formalmente suave (2.1.6, (v)). Assim, o critério
jacobiano de suavidade formal (2.1.30, (iii-P)) garante que f é formalmente suave, concluindo
a demonstracdo. A

Defini¢ao (2.1.32). — Um morfismo de esquemas [ : X — Y ¢ dito suave (resp. nao-
ramificado, resp. étale) em um ponto x € X se existe uma vizinhan¢a aberta U de x tal que a
restrigao f|u seja um morfismo suave (resp. nao-ramificado, resp. étale).

Proposigdo (2.1.33) (Forma local dos morfismos suaves). — Para que um morfismo de esquemas
f X —Y se¢ja suave em um ponto x € X, € necessdrio ¢ suficiente que exista uma vizinhanga
aberta U de x tal que f |y se fatore em um morfismo étale U— AL seguido pela projecao candnica
Al —Y.

Demonstragao. — A condicao é suficiente, pois a proje¢ao canodnica p: A} —Y é suave
(2.1.6, (v)). Para verificar a necessidade, observe que a hipotese assegura a existéncia de
uma vizinhanca aberta U de x tal que (Q;( /Y)lU é um Ox|y-mo6dulo localmente livre de
tipo finito (2.1.28). Tendo em vista (1.1.48), podemos, restringindo U se necessario, obter
secdes S1, ..., S, de Ox definidas em U tais que ds, ..., ds, formam uma base de (Q;(/Y)lU.
Estas definem um Y-morfismo s = (s1,...,s,) :U— A} tal que pos= f|y. Por construgio,
o morfismo canénico S*(Q}\WY) — (Q)l(/Y)|U é um isomorfismo e, como f|y é suave, a
proposic¢ao (2.1.30, (ii-B)) garante que s é formalmente étale. Por outro lado, f|y e p sdo
localmente de apresentacao finita e isso assegura que s é localmente de apresentacio finita,
sendo, portanto, étale. A

Dizemos que os s; definidos como na demonstracao da proposi¢ao anterior formam um
sistema de coordenadas étales de X sobre Y em x.
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Lema (2.1.34). — Sejam A um anel local, k o seu corpo de residuos, M um A-médulo
Sfinitamente gerado, N um A-médulo projetivo e u : M — N um homomorfismo de A-médulos. Para
que u tenha uma inversa d esquerda, ¢ necessario e suficiente que u @ 1l :M®rk > NQak seja
injetivo.

Demonstragdo. — . claro que a condigdo é necessaria. Para provar que ela é suficiente,
note que o fato de ¥ ® 1 ser um homomorfismo injetivo entre k-espagos vetoriais garante que
ele é invertivel a esquerda. Usando que N é projetivo, podemos obter um homomorfismo de
A-modulos v:N—M tal que (vou)® Iy = lyg,k € como M é finitamente gerado, o lema
de Nakayama permite que concluamos que vou :M — M é um epimorfismo. Haja vista que
M é um A-moédulo hopfiano, vou :M—M é um isomorfismo e portanto (vou) ! ov & uma
inversa a esquerda para u. A

Proposicao (2.1.35) (Critério Jacobiano). — Sejam i : X — Z uma imersao fechada de apre-
sentagao finita, .9 o ideal quase-coerente de Oy associado a i, x um ponto deX ¢ g:Z—Y um
morfismo suave em z =i(x). Sob essas hipéteses, para que f = goi seja suave em X, ¢ necessario e

suficiente que .9, seja zero ou que existam segoes S1, . .., Sy de S definidas em torno de z tais que
(S1)zs--,(Sr)z gerem 7, e os ds;(z) sejam linearmente independentes em Q%/Y(Z).
Demonstra¢go. — Justifiquemos primeiro o porqué da condi¢ido ser necessaria. Ob-

serve que, apos restringirmos f e g a abertos convenientes, podemos supo-las suaves.
Assim, (2.1.30, (iii-a)) garante que a seqiiéncia 0 — 6%/ —>i*(Q%/Y) — Q)I(/Y — 0 é exata e
localmente cindida e isso permite concluir que a seqiiéncia de k(x)-espagos vetoriais

(2.1.35.1) 0— (F/I%)(2) > () (2) > Qg jy (x) >0

é exata. Suponhamos que .#; # 0. Por hipotese, .# é um &z-modulo de tipo finito e portanto
podemos obter se¢des sq,...,5, de .# definidas em torno de z tais que suas imagens
em (#/.#2)(z) formam uma base. O lema de Nakayama assegura que (s1)z,...,(S;)z
geram .7, e a exatidao de (2.1.35.1) permite concluir que ds;(z),...,ds,(z) sdo linearmente
independentes em (Q% /Y) (z). Para a reciproca, observe que podemos supor novamente, sem

perda de generalidade, que g é globalmente suave. E imediato, entdo, que f é localmente de
apresentacao finita e, para justificar que ele é formalmente suave em uma vizinhanga aberta
de x, note que as hipoOteses garantem que a seqiiéncia (2.1.35.1) é exata e o lema (2.1.34)
implica que

0— (j/jz)z - (Q%/Y)z - (Qé/y)x —0

€ uma seqiiéncia exata curta cindida. Como Q% /y € um OUz-modulo de apresentacao finita, é
possivel obter uma vizinhanca aberta U de x tal que

0 (G/2)lo— (2} )l — (% )y —0

é uma seqiiéncia exata curta cindida. O critério jacobiano de suavidade formal (2.1.30, (iii-B))
garante, entdo, que f |y é formalmente suave e isso conclui a demonstracdo. A

Proposicao (2.1.36). — Seja X um esquema de tipo finito sobre um corpo k. As seguintes
condigdes s@o equivalentes:
a) X ¢ étale sobre k.
b) X ¢ nao-ramificado sobre k.
¢) X ¢ isomorfo a Spec(A), sendo A = ]_[;’:1 K;, onde, para cada i, K; é um corpo eK; /k é
uma extensdo finita separdvel.
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Demonstragao. — E claro que a) implica b). Para mostrar que c) implica a) observe que
basta considerar o caso n =1, ou seja, o de uma extensao de corpos K/k finita separavel.
O teorema do elemento primitivo [Mor96, 5.7] garante que existe a € K tal que K= k(a).
Assim, K= k[X]/(f(X)), onde f(X) é um polinémio irredutivel separavel. Uma aplicacio

direta do critério jacobiano (2.1.35) assegura que K é uma k-algebra suave. Por outro lado,
1

K/
(2.1.30, (i)), sendo, entdao, uma k-algebra étale.

Provemos, por fim, que b) implica c). Primeiro observe que podemos reduzir a questao
para o caso em que X = Spec(A) é um esquema afim. De fato, podemos cobrir X com finitos
abertos afins, que satisfazem o resultado por hipotese de reducio, e entdo cada um deles, e
portanto também X, é unido de finitos pontos cujos corpos de residuos sdo extensoes finitas
separaveis de k. Isso garante que X é um esquema afim com anel de coordenadas como em
¢). Note agora que podemos supor que kK é um corpo algebricamente fechado. Com efeito, se
k & um fecho algébrico de k, entdo X =X ® k € um k-esquema nio-ramificado (2.1.4, (iv)) e
a conclusdo assegura que A®y k é isomorfa, como k-algebra, a um produto finito de copias
de k. Isso garante que A é um k-algebra finita e geometricamente reduzida e portanto é
isomorfa a um produto finito de extensoes finitas separaveis de k [EGA IV, 4.6.1].

Para finalizar a demonstracio precisamos provar que uma k-algebra niao-ramificada A,
sendo k um corpo algebricamente fechado, é isomorfa a um produto finito de copias de
k. Sob essas hipoteses, os pontos fechados de X = Spec(A) sdo racionais e a proposi¢ao
(L1.50) garante que o espago cotangente de Zariski my/m2 é isomorfo a Q)l(/k (x) =0 para
todo ponto x de X. O lema de Nakayama assegura que my =0 e assim Ox x =k, de onde
concluimos que todo ideal maximal de A é um ideal primo minimal e portanto que A é um

vimos em (1114, (v)) que 2} , =0 e portanto K € uma k-algebra formalmente nao-ramificada

anel artiniano. Logo, X = Spec(A) é um conjunto finito de pontos com a topologia discreta e
A = l_[x eX ﬁx’x . A

2.2. Suavidade, regularidade e platitude.

(2.2.1) Sejam A um anel local noetheriano, m seu ideal maximal e k = A/m seu corpo
de residuos. A versdo generalizada do teorema do ideal principal de Krull [AM69, 11.16]
garante que dim(A) < dimy(m/m?) e se a igualdade for verificada, diremos que A é um
anel local regular. Isso equivale a dizer que m pode ser gerado por n =dim(A) elementos
X1,...,Xp € estes serdo ditos um sistema regular de parametros de A. Nesse caso, as imagens
dos x; em m/m? formardo uma base.

Consideremos um anel local regular (A, m, k) de dimensao n e I um ideal proprio de
A. Para que A/I seja regular, é necessario e suficiente que existam geradores xj,..., X,
de I fazendo parte de um sistema regular de parametros de A [EGA Oy, 17.1.9]. Se essas
condi¢des forem satisfeitas, entio dimy ((I/1%) ®ak) =71 e dim(A/I)=n—r.

Um teorema de Auslander e Buchsbaum garante que todo anel local regular é um dominio
fatorial [Mat86, 20.3]. Aqui, no entanto, precisaremos saber apenas que ele ¢ um dominio
integral, cuja demonstra¢ao é muito mais simples [Mat86, 14.3]. Além disso, gracas a um
teorema devido a Serre [Mat86, 19.3], temos que se A é um anel local regular, entdo, para
todo ideal primo p de A, a localizagdo A, é também um anel local regular.

(2.2.2) Diremos que um esquema localmente noetheriano X é regular em um ponto x de
X se Ox x for um anel local regular. Quando X for regular em todos os seus pontos, diremos
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que ele é um esquema regular. Um anel noetheriano A é dito regular se o esquema afim
Spec(A) for regular e nessa situagdo A} serd um esquema regular para todo n >0 [Mat86,
19.5].

Em virtude do teorema de Serre descrito em (2.2.1), no caso de um anel local, essa
defini¢ao coincide com a que demos anteriormente. Esse teorema combinado com o fato de
todo ponto de um esquema localmente noetheriano X especializar para um ponto fechado
[Stacks, Tag 02IL] garante que X sera regular se ele for regular em todos os seus pontos
fechados. Além disso, o fato de todo anel local regular ser um dominio integral assegura
que as componentes irredutiveis de um esquema regular sao idénticas s suas componentes
conexas e estas sdo abertas [EGA I, 6.1.10].

Teorema (2.2.3). — Seja X um esquema localmente de tipo finito sobre um corpo k.
(i) SeX for um k-esquema suave, entdo X sera um esquema regular.
(i) Sek for um corpo perfeito ¢ X for um esquema regular, entao X serd um k-esquema suave.

Antes de demonstrarmos o teorema, vejamos o que pode ocorrer quando k nio é um
corpo perfeito. Nesse caso, ele é necessariamente de caracteristica p > 0 e existe um elemento
a € k que nao esta na imagem do endomorfismo de Frobenius de k. Assim, o polinémio
f(X) =XP? —a é irredutivel em k[X] e se K for um corpo de decomposicao para f, entdo
f(X) = (X—a)? para algum a € K e portanto K = k(a) = k[X]/(f(X)). O k-esquema
X = Spec(K) nao é suave, apesar de ser regular, pois o primeiro morfismo da seqiiéncia
conormal local obtida a partir do homomorfismo sobrejetivo de k-algebras k[X] — K

I/I2 — Qllc[X]/k Qk[x] K— QII{/k —0,
onde I=(f(X)), € nulo e portanto ela ndo é uma seqiiéncia exata curta cindida.

Demonstrag¢do. — (i) Como o problema é local em X, podemos supor que existe uma
imersao fechada de k-esquemas i : X — A}. Seja .7 o ideal quase-coerente de Oa1 que define
X como subesquema fechado de A}. Se x € X e z=1i(x), entdo o critério jacobiano (2.1.35)

garante que existem sec¢des Sq, ..., S de . definidas em torno de z tais que (51)z, ..., (Sr)z
geram .%; e os ds;(z) sdo linearmente independentes em Q},‘n Ik (). Assim, as imagens dos
k

(si); em (.#/.#?)(z) formam uma base e definindo u : (.%/.#2)(z) — mAﬁ:Z/mIZ\Z,z por

(5i)z ® 1+ (5;); obtemos um diagrama comutativo

(J/52)(2) Q}\Z/k(Z)

~ 7

2
mAﬁ’Z/mAz,z'

Isso garante que (S1)z, ..., (5)z sdo linearmente independentes em m Alz / min , € portanto
, "

(51)z. ..., (sr); fazem parte de um sistema regular de parametros de a1 ,, garantindo que
Ox,x = Opn /7 € um anel local regular (2.2.1). Como isso vale para todo ponto x de X,
obtemos que X é um esquema regular.

(ii) Observe inicialmente que, em virtude de (2.1.8), podemos supor que X é um esquema
afim. Note também que, como todo ponto especializa para um ponto fechado em um esquema
quase-compacto e como, por defini¢do, o conjunto dos pontos onde X é um k-esquema suave
é aberto, é suficiente provar a suavidade em pontos fechados. Seja, entao, x € X um ponto
fechado e considere uma imersao fechada de k-esquemas i : X — A7 de ideal .#. O resultado
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seguira do critério jacobiano (2.1.35) uma vez que provarmos que (.%/.%2)(z) — Qll\n Ik (z) &

k
injetivo, onde z =i(x). Como k é perfeito e x é um ponto fechado, o Nullstellensatz assegura
que k(x)/k € uma extensdo finita separavel e portanto Qllc(x)/k =0 (1114, (v)). A seqiiéncia
exata

(2.2.3.1) (f/ﬂz)(z)eﬂkz /k(z)—>§2>1(/k(x)—>0

nos permite concluir que dimg;) ((ﬂ/ﬂz)(z)) > n —dimgy) (Q)l(/k (x)) Por outro lado,
como Qllc(x)/k =0, o homomorfismo canénico my/m2 — Q)l(/k (x) é sobrejetivo e portanto
dimy () (Q)li/k (x)) < dimyg(y)(myx/m2). Por hipétese, X ¢ regular em x, de onde obtemos
que dimg(y)(Mmx/m2) = dim(&x,x). Por fim, visto que Ox x = Oan 2/ -7z, (2.2.1) implica que

dimg o) ((/.52)(2) = dim(Opy ) —dim( O ) < —dimg ) (2L ().
Assim, dimg ;) ((ﬂ/ﬂz)) =n—dimyy) (Q)l(/k (x)) e combinando isso com o fato de (2.2.3.1)

ser exata, temos que (.¥/.72)(z) — Q}\n Jk (z) é injetivo, concluindo a demonstracdo. A
k

Coroldrio (2.2.4). — Sejam k um corpo ¢ X um k-esquema localmente de tipo finito. As
seguintes condigdes sao equivalentes:

a) X ¢ um k-esquema suave.

b) Para toda extensio k' de k, XQy k' ¢ um esquema regular.

c) Existe uma extensao perfeita k' de k tal que X Qy k' é um esquema regular.

Demonstraggo. — Como a nogdo de suavidade é estavel por mudanca de base, se X for
um k-esquema suave e k'/k for uma extensdo de corpos qualquer, entio X ®j k' serd um
k’-esquema suave e portanto regular, gracas a (2.2.3, (i)). Isso mostra que a) implica b). E
obvio que b) implica c). Para justificar que a) decorre de c), observe que o fato de k’ ser
perfeito assegura que X®y k’ € um k’-esquema suave (2.2.3, (ii)). Por outro lado, k' é uma
k-algebra fielmente plana e a proposicao (2.1.31) garante que X é um k-esquema suave. A

Teorema (2.2.5). — Sejam f:X—Y um morfismo localmente de apresentagao finita, x um
pontodeX, y = f(x) eX), =Xxyk(y) a fibrade f em y.

(i) Para que [ seja ndo-ramificado no ponto x, ¢ necessario e suficiente que Xy, seja ndo-
ramificado sobre k(y) no ponto x.

(i) Para que f seja suave no ponto x, € necessario e suficiente que f seja plano no ponto x ¢
que X, seja suave sobre k(y) no ponto x.

(iii) Para que f seja étale no ponto x, ¢ necessario e suficiente que | seja plano no ponto x e
que Xy, seja étale sobre k(y) no ponto x.

Demonstraremos este teorema em (2.2.14), pois, embora ja seja possivel justificar o caso
nao-ramificado, precisaremos de algumas preliminares para o caso suave. Antes de inicia-
las, note que o teorema (2.2.5) garante que todo morfismo suave é plano e localmente de
apresentacao finita e por conseguinte é universalmente aberto [GW10, Teorema 14.33]. Uma
outra conseqiiéncia é o

Corolario (2.2.6). — Um morfismo de esquemas f : X —Y ¢ étale em um ponto x deX se, ¢
somente se, ele ¢ plano no ponto x e ndo-ramificado no ponto x.

Demonstra¢go. — Isso resulta imediatamente de (2.2.5) e (2.1.36). A

(2.2.7) Seja I um ideal de um anel A. Diremos que um A-modulo M é idealmente
separado para 1 se, para todo ideal finitamente gerado a de A, o A-modulo a @M é um
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espaco topologico Hausdorff quando considerado com a topologia I-adica.

Seja B uma A-algebra noetheriana tal que IB esta contido no radical de Jacobson de
B, que denotaremos J(B). Entdao todo B-modulo finitamente gerado M é um A-modulo
idealmente separado para I. Com efeito, se a é um ideal finitamente gerado de A, entao
a®aM é um B-modulo finitamente gerado e, como IB CJ(B), a topologia I-adica em a®s M
é mais fina que a topologia J(B)-adica, que é Hausdorff, gragas a um corolario do teorema de
interseccao de Krull [AM69, 10.19]. Este resultado se aplica, sobretudo, no caso em que A, B
sao anéis locais noetherianos, A— B é um homomorfismo local e I é o0 ideal maximal de A.

Proposi¢ao (2.2.8). — Sejam A um anel noetheriano, 1 um ideal de A ¢ M um A-modulo
idealmente separado para 1. Para que M seja um A-modulo plano, é necessario e suficiente que
M/T"M seja um (A/I")-modulo plano para todon > 1.

Esta proposi¢ao contém apenas um dos itens de um critério local de platitude utilizado
em inGimeras situacoes e sugerimos que o leitor consulte, para o enunciado completo, [Mat86,
22.3] ou [BouAC, Capitulo III, § 5.2, Teorema 1.

Demonstra¢do. — A condicdo é claramente necessaria e vale sem qualquer hipotese sobre
A ou M. Para justificar que ela é suficiente, basta provar que, para todo ideal a de A, a
aplicacdo canodnica j :a®aM— M ¢ injetiva [Wei94, 3.2.4]. Como, por hipotese, a @M é
um espaco topologico Hausdorff quando considerado com a topologia I-adica, temos que
(y>1 "(@a®aAM) =0 e o resultado seguira uma vez que mostrarmos que o nacleo de j
esta contido em I" (a®a M) para todo 1 > 1. Fixado 1, o lema de Artin-Rees [AM69, 10.10]
assegura que 0 = *NnacI*a para um inteiro k suficientemente grande. Designemos
por pia—a/ag, g:a/ar —a/T"a e h:a/ag — A/IF as aplicacdes canonicas. Temos um
diagrama comutativo

a@aM 22 (a/ap) @AM E22 (a/T"a) @aA M

| ron

M (A/TF) @M,

de maneira que, como (a/I"a) @AM == (a ®AM)/I" (a ®a M), o nacleo de (gop)® 1y €
justamente I" (a @A M). Para concluir a demonstracao, é suficiente argumentar que 7 ® 1y é
injetivo. Para isso, note que, como a/ay tem estrutura de (A/ ¥)-modulo, i ® 1y coincide, a

menos de isomorfismos, com o homomorfismo candnico
(a/ax) @4 /i M/TFM) —M/TFM,

que é injetivo, pois, por hipotese, M/T*M & um (A/T¥)-modulo plano. A

Lema (2.2.9). — Sejam A — B um homomorfismo local entre anéis locais noetherianos, m
0 ideal maximal de A ¢ k = A/m. Se M, N sdo dois B-médulos finitamente gerados, sendo N
um A-modulo plano, e u : M — N ¢ um homomorfismo de B-modulos, entdo, para que u ® 1y :
M®ak — NQ®ak seja injetivo, € necessdrio e suficiente que u seja injetivo e que Coker(u) seja
um A-médulo plano.

Demonstragao. — K claro que a condigdo é suficiente. Justifiquemos o porqué dela
ser necessaria. Para simplificar a notagdo, sejam A, = A/m"T!, que é um anel local
artiniano, M,, = M/m”+1M, N, = N/m”+1N e U, :M,, > N,, o homomorfismo de A,-
modulos induzido por u. Mostraremos primeiro que U, tem uma inversa a esquerda para cada
n > 0. Como, por hipotese, u @ 1; € injetivo, temos que cada u, @ 1x :M,, ®a, k >N, ®a, k
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é também injetivo. Por outro lado, o porismo (2.1.27) garante que o A,-mo6dulo plano N,
é na verdade um A,-modulo livre e que se considerarmos uma base do k-espaco vetorial
M;, ®a,, k, podemos levantar sua imagem em N, ®a, k para uma parte de uma base de Ny,
que gera um A -submodulo livre L de Nj,. Podemos, entao, definir um homomorfismo de
A, -modulos ¢:L— M, fazendo o diagrama

L
7
Mn—>Nn

Un

comutar e tal que ¢® 13 :L®a, k - M, ®4a, k é um isomorfismo. A versdo do lema de
Nakayama para ideais nilpotentes assegura que ¢ é sobrejetivo e portanto um isomorfismo,
de onde concluimos que u#, tem uma inversa a esquerda. Sendo assim,

0—>M, N N,, — Coker(u,) —0

€ uma seqiiéncia exata curta cindida e o fato de N; ser um A,-modulo plano implica que
Coker(uy) é também um A,-mo6dulo plano para todo n > 0. Gragas a (2.2.7), Coker(u) € um
A-modulo idealmente separado para m e a proposicdo (2.2.8) garante, entao, que Coker(u)
¢ um A-moédulo plano. Por fim, note que, como cada u, é injetivo e o funtor 1(21 é exato a

esquerda, temos que U :M— N é também injetivo e o fato de M, N serem espacos topologicos
Hausdorff quando considerados com a topologia m-adica (2.2.7) unido a comutatividade do
diagrama
M —— N
1\//\[ > ﬁ
u
é suficiente para garantir que u é injetivo, concluindo a demonstracdo. A

(2.2.10) Sejam A um anel e M um A-mo6dulo. Dizemos que um elemento f de A é
M-regular se a homotetia fy:x+ fx de M é injetiva. Mais geralmente, uma seqiiéncia de
elementos f1,..., f; de A é dita M-regular se, para cada i, f; é M/( le_:ll J-M)—regular.1
Em geral, ap6s permutarmos os elementos de uma seqiiéncia M-regular, nao é verdade que
eles formardao uma nova seqiiéncia M-regular.

Sejam A um anel local regular e x1,...,x, um sistema regular de parametros de A.
Gragas aos fatos reunidos em (2.2.1), (0) C (x1) € (x1,x2) C...C (x1,...,X;) é uma cadeia
estritamente crescente de ideais primos e portanto xq, ..., X, € uma seqiiéncia A—regular.

Lema (2.2.11). — Sejam A um anel, B uma A-dlgebra noetheriana ¢ M um B-modulo
Sfinitamente gerado.

(i) SeJ ¢ um ideal de B contido no seu radical de Jacobson J(B) ¢ My, = M/J" 1M ¢ um
A-mddulo plano para todo n >0, entdo M ¢ um A-médulo plano.

(i) Se considerarmos um elemento M-regular [ deJ(B) ¢ M/fM for um A-médulo plano,
entdo M também o serd.

Demonstragao. — (i) Basta provar que, para todo homomorfismo injetivo u : N’ — N de
A-modulos finitamente gerados, v =1y @u :M®AN —M®aN é injetivo. Como M®@a N’ e

INdo exigiremos aqui que M/ ( Z_r/=1 f7M) seja diferente de zero.
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M®aN sao B-modulos finitamente gerados, eles sao espagos topologicos Hausdorff quando
considerados com a topologia J(B)-adica [AM69, 10.19]. Como na demonstragio de (2.2.9),
para que v seja injetivo é suficiente que o homomorfismo v : (M®AN')"— (M®aN)” entre os
completamentos J(B)-adicos seja injetivo. Temos que ¥ =lim v,, onde v, é o homomorfismo
Iv, ®u: M, AN — M, ®N. Por hipotese, M, é um A-modulo plano e portanto v, €
injetivo para todo n > 0. Entdo 0 é também injetivo, pois o funtor lim é exato a esquerda.
<«
(ii) Temos, do fato da homotetia fyr: M — M ser injetiva, que a seqiiéncia

0—M/f"M—M/f" " 'M—M/fM—0,

sendo o primeiro homomorfismo induzido por fy, é exata para todo n > 1. Por inducao em
n, concluimos que M/ f"M é um A-modulo plano e portanto obtemos de (i) que M também

0é A
Proposigdo (2.2.12). — Sejam A — B um homomorfismo local entre anéis locais noetherianos,
k o corpo de residuos de A, f1,..., fr uma seqiiéncia de elementos do ideal maximal de B e M um

B-mddulo finitamente gerado. As seguintes condioes sao equivalentes:

a) A seqiiéncia f, ..., fr éM-regular e os quocientes M; =M/ ( le:l fiM) sao A-médulos
planos para 1 <i <r.

b) A seqiiéncia f1, ..., fr é M-regular e M, ¢ um A-méodulo plano.

c) A seqiiéncia {1 ®1,..., fr ®1 de elementos de BRak ¢ M Qs k)-regular e M ¢ um
A-modulo plano.

Demonstragdo. — E claro que a) implica b). Para provar que b) implica c), podemos,
por indu¢do em r, nos restringir ao caso em que 7 = 1, mas este decorre imediatamente de
(2.2.9) e (2.2.11, (ii)). Por fim, note que para justificar que c) implica a) é também suficiente
considerar o caso em que r =1, que € uma conseqiiéncia direta de (2.2.9). A

Proposicao (2.2.13). — Sejam g :Z—Y um morfismo localmente de apresentagao finita,
F um Oz-médulo quase-coerente de apresentagao finita, z um ponto deZ,y =g(z) e sy, ..., s,
segoes globais de Oz, tais que (S1)z, ..., (Sr)z pertencem ao ideal maximal m; de Oz ;. Denotemos
porZy a fibra de g em y e por ¥, a imagem inversa do Oz-modulo F para 7, que ¢ um
Oz, -mddulo. As seguintes condioes sao equivalentes:

a) A seqiiéncia (s1)z,...,(Sr)z € .%;-regular e os quocientes F; = 9/(2;=1 sjF) sao
g -planos no ponto z para 1 <i <r.
b) A segiiéncia (s1)z,...,(Sr)z € % -regular ¢ o quociente ¥, ¢ g-planos no ponto z.

c) A seqiiéncia (s1); ®1,...,(sr); ®1 de elementos de Oz, ; = 07, Qo , k(y) € (Fy):z-
regular ¢ F ¢ g-plano no ponto z.

Demonstragdo. — Se supusermos que Y é um esquema localmente noetheriano, em cujo
caso Z também o sera, entdo o resultado decorre imediatamente de (2.2.12). Para o caso
geral, devemos empregar as técnicas de eliminagao de hipoteses noetherianas e sugerimos
que o leitor consulte [EGA IV3, 11.3.8] para os detalhes. A

(2.2.14) Demonstragdo do teorema (2.2.5). — (i) Como f é localmente de apresentacao
finita, temos, em virtude de (2.1.30, (i)) e do fato de modulos de tipo finito terem suporte
fechado, que f & nio-ramificado no ponto x se, e somente se, (Q;(/Y)x =0. Usando o
mesmo argumento, concluimos que X, é um k(y)-esquema nao-ramificado no ponto x se, e
so se, (Q)I(y/k(y))x =0. Gragas a (1.1.46), temos que (Q;(y/k(y))x o~ (Q;(/Y)x/my,y (Q>1(/Y)x e
o resultado segue, entdo, do lema de Nakayama.
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(ii) Mostremos primeiro que a condi¢do é necessaria. Como morfismos suaves sdo estaveis
por mudanca de base, é claro que a fibra X, é um k(y)-esquema suave no ponto x. Para
justificar que f € plano no ponto x, podemos supor que X,Y sdo esquemas afins. Nesse
caso, temos uma imersao fechada de apresentagao finita de Y-esquemas i : X — AY, cujo
ideal quase-coerente associado denotaremos por .#. Se Z=A¥, z=i(x) e g:Z—>Y é a
projecao candnica, entdo o critério jacobiano (2.1.35) garante que existem secdes 51, ..., Sy
de .# definidas em um vizinhanca aberta de z tais que (s1)z,...,(s;); geram .#; e os
(ds;i)(z) sao linearmente independentes em Q%/Y(Z) ~ (Q%y/k(y))(z). Assim, as imagens
dos (s;); em (.#/.#2)(z) formam uma base e definindo u: (.# / #?)(z) emzy,z/m%y’z por

(s_,-)Z ® 1+ (5i); ® 1 obtemos um diagrama comutativo

(J/I72)(2) Q7 ,y(2)

~ 7

2
mzy,z/mzy,z.

Isso assegura que (s1); ®1,...,(s7); ®1 sdo linearmente independentes em mz,, , /m%y’z e
portanto (s1), ®1,...,(s;); ® 1 fazem parte de um sistema regular de parametros de 07, ;.
Assim, temos de (2.2.10) que eles formam uma seqiiéncia 07, ,-regular e, como g:Z—Y &
um morfismo plano, a proposigo (2.2.13) garante que Ox x = 07,7 /((s1)z. ..., (s)z) é uma
0%y,y-algebra plana, o que mostra que f € plano no ponto x.

Justifiquemos agora o porqué da condi¢do ser suficiente. Podemos novamente nos
restringir ao caso em que X,Y sdo esquemas afins, de maneira que temos uma imersao
fechada de apresentacio finita de Y-esquemas i : X — A} de ideal .. Sejam Z = A¥ e
z =1i(x). Visto que, por hipotese, f & plano no ponto x, temos que a seqiiéncia

0— .7, Roy., k(y)— ﬁzy,z — ﬁxy,x -0,

obtida aplicando o funtor (-) ®¢y , k(y) a seqiiéncia exata 0 — .%; — 07z, — Ox x — 0,
é também exata. Como estamos supondo que X, é um k(y)-esquema suave no ponto
X, podemos obter, usando o critério jacobiano (2.1.35), secdes 11, ...,1, de 07z, definidas
em torno de z tais que (f1)z,...,(fr); geram .7z ®gy , k(y) e dt1(2),...,dt;(2) sao line-
armente independentes em Q%y /k(y)(Z) = Q% /Y(Z). Fazendo uso do lema de Nakayama,
concluimos que se levantarmos os #; para se¢oes s; de 07 definidas em uma vizinhanga de z,
entao (s1)z,...,(sr)z geragdo ., e dsi(z),...,dsr(z) serdo linearmente independentes em
Q% /Y(Z). Apo6s um nova aplicagio do critério jacobiano (2.1.35), deduzimos que f é suave
no ponto Xx.
(iii) Decorre imediatamente de (i) e (ii), concluindo a demonstragao do teorema. A

(2.2.15) A dimensdo de um espago topologico X em um ponto x, denotada dimy (X) € o
numero infy(dim(U)), onde U percorre o conjunto de vizinhancas abertas U de x. Segue
diremente da defini¢ao que a fungdo x > dimy(X) é semicontinua superiormente. Quando
X for um k-esquema localmente de tipo finito, podemos calcula-la através da formula

(2.2.15.1) dimy (X) =dim(Ox x) +tr.deg; k(x),

cuja demonstrac¢do pode ser encontrada em [GW10, Lema 14.94]. Além disso, temos, nesse
caso, que dimy (X) = dim(U) para qualquer aberto irredutivel U contendo x. Em particular,
se X for um k-esquema suave, entdo dimy (X) sera exatamente a dimensdo da componente
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irredutivel de X que contém X, pois, em virtude de (2.2.3, (i), X sera um esquema regular e
portanto suas componentes irredutiveis serdo abertas, como relembramos em (2.2.2).

Definigao (2.2.16). — Seja f:X—Y um morfismo localmente de tipo finito. A dimensao
relativa de [ no ponto x de X, denotada dimy f, ¢ o inteiro ndo-negativo dimy (X r(y)), sendo
Xr(x) a fibra de [ em x. Diremos que [ ¢ puramente de dimensdo relativa n se tivermos, para
todo ponto x € X, dimy [ =n.

E interessante saber, embora ndo precisemos no futuro, que um teorema de Chevalley
assegura que a fun¢do x — dimy f* é semicontinua superiormente [EGA IV3, 13.1.3].

Proposigao (2.2.17). — Seja f:X—Y um morfismo suave. O posto do Ox -médulo local-
mente livre Q)l(/Y (2.1.28) em um ponto x de X coincide com dimy f e, em particular, a fungio
x —dimy f ¢ localmente constante.

Demonstraggo. — Sejam y = f(x) e X, a fibra de f em y, que é um k(y)-esquema

suave (2.2.5). Como vimos em (1.1.46), a imagem inversa do Ox-modulo Q)l(/Y

.~ , . , 1 . R
projecao Xy — X é isomorfa ao Ox,-modulo QXy/k(y)' Assim, eles tém o mesmo posto

através da

no ponto x e portanto podemos nos restringir ao caso em que Y = Spec(k), sendo k
um corpo. Agora observe que se k é um fecho algébrico de k e X = X ®y k, entdo é
possivel encontrar um ponto ¥ € X cuja projecio em X é x e usando novamente (1.1.46)
e a igualdade dimy (X) = dimz(X) [Stacks, Tag 02FY], podemos nos ater ao caso de um
corpo algebricamente fechado. Sob essas hipoteses, o Nullstellensatz garante que os pontos
fechados de X sdao densos e coincidem com os pontos racionais. Uma vez que a funcio
x> dim,/(X) é semicontinua superiormente, é sufiente verificar a assertiva nesses pontos.
Mas, nesse caso, a proposico (L.1.50) assegura que m,/m2 e (Q)l(/k)(x) sdo isormorfos
como k-espacos vetoriais e entao rky (Q)l( ) = dim(0x,x), pois Ox,x é um anel local regular
(2.2.3, (i)). Por fim, deduzimos da formula (2.2.15.1) que dim(0x,x) = dimy f, concluindo a
demonstracio. A

Proposicao (2.2.18). — Seja [ : X —Y um morfismo localmente de apresentagdo finita.
Para que f seja suave em um ponto x de X, ¢ necessario e suficiente que f seja plano no ponto x e
que (Q)I( /Y) x Seja gerado como Ox x -modulo por dimy [ elementos.

Demonstragago. — A necessidade decorre de (2.2.5, (ii)) e (2.2.17). Para mostrar que
essa condicdo é suficiente, podemos, em virtude de (1.1.46) e (2.2.5, (ii)) supor que Y é o
espectro de um corpo k. Como a questdo é local em X podemos supdé-lo um esquema
afim. Consideremos, entdo, uma imersao fechada i : X — A} de ideal .# e seja z =i(x).
Concluimos, da seqiiéncia exata

(F/7)(2) > (R 40 () = Qe (6) 0,

que a imagem de 8 tem dimensdo maior ou igual a r =n —dimy (X) e portanto podemos
obter pelo menos r se¢des 51, ...,s, de .# definidas em torno de z tais que os ds;(z) sao
linearmente independentes em (Q}\Z /k)(z). Sem perda de generalidade, podemos supor que

as secoes §; estdo definidas globalmente. Assim, o critério jacobiano (2.1.35) assegura que
elas definem um subsesquema fechado X’ de A7 suave sobre k no ponto z, cuja dimensao
nesse ponto coincide, gracas a proposi¢io (2.2.17), com a dimensdo de X em x. Como
$1,...,Sr sdo secdes de ., temos uma imersdo fechada j : X — X’. Por outro lado, podemos
tomar um ponto fechado y de X especializando x e tal que X' é suave sobre k de dimensio
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relativa dim,(X) no ponto y’ = j(y). O teorema (2.2.3, (i) garante, entdo, que Ox’ y €
um anel local regular e, em particular, um dominio integral (2.2.1). Como y especializa x,
temos que dimy (X) > dimy (X). Ja da formula (2.2.15.1), obtemos que dimy (X) =dim(Cx,y)
e que dim/(X') =dim(&x/,,/). Isso implica que 0 homomorfismo sobrejetivo O,y — Ox
correspondendo a imersao fechada j é um isomorfismo, pois, caso contrario, teriamos do
fato de Ox/,y/ ser um dominio integral que dim(Ox,y/) > dim(0x,y). Assim, #,» =0, sendo
¥ oideal de j, que € de tipo finito, pois X’ é um esquema noetheriano, e portanto existe
uma uma vizinhanga aberta U’ de y’ tal que _# |y =0. Assim, U’ CIm(j) = Supp(Ox’/ _#)
e, como conseqiiéncia, j induz um isomorfismo de esquemas U= U’, onde U= j~1(U)
€ uma vizinhanga aberta de y, e por conseguinte de x, e entdo X é suave no ponto Xx,
concluindo a demonstracdo. A

(2.2.19) Uma extensdo de corpos K/k é dita puramente inseparavel se é algébrica e o
polinémio minimo de cada elemento de K sobre k tem uma tnica raiz distinta em um corpo
de decomposi¢ao. Uma extensdo puramente inseparavel entre corpos de caracteristica 0
é trivial. Se, por outro lado, estes forem de caracteristica p > 0, entao K/k é puramente
inseparavel se, e somente se, para todo a €K, existe um inteiro n >0 tal que o ek.

Existem varias outras caracterizacdes de extensdes puramente inseparaveis. Para nos
a mais importante sera a seguinte: para que uma extensio de corpos K/k seja puramente
inseparavel, é necessario e suficiente que, para toda extensao L de k, exista no maximo um
k-homomorfismo K — L. Esta condi¢ao é claramente necessaria. Para justificar que ela é
também suficiente, provaremos a contrapositiva da afirmacdo. Assim, suponhamos que K/k
nao seja puramente inseparavel. Existem duas possibilidades. Ou ela é (i) transcendental
ou ela é (ii) algébrica e existe a €K tal que seu polinémio minimo f(X) sobre k tem duas
raizes distintas em um corpo de decomposi¢ido. Para o caso (i), seja (#;);e1 uma base de
transcendéncia de K sobre k e L um fecho algébrico de K, que é também um fecho algébrico
de k((#;)ie1). Sempre temos pelo menos dois k-automorfismos distintos de k((#;);e1), sendo
o pior dos casos aquele em que kK =F; e |I| =1, onde temos Autg, (F2(7)) = PGL,(F) = S3,
que se estendem, gracas ao teorema de extensdo de isomorfismos [Mor96, 3.20], a dois
k-homomorfismos distintos K— L. Ja para (ii), usamos o mesmo teorema para obter dois
k-homomorfismos K— L, um deles levando o em a e o outro levando o em uma outra raiz
de f(X) em L.

(2.2.20) Um morfismo de esquemas [ :X—Y é dito radicial se € injetivo e, para todo
x € X, o homomorfismo de corpos k(f(x)) — k(x) faz de k(x) uma extensdo puramente
inseparavel de k( f(x)). O nome radicial provém do fato de, em francés, extensdes puramente
inseparaveis serem chamadas extensions radicielles.

Proposicao (2.2.21). — Seja f:X—Y um morfismo de esquemas. As seguintes condigioes

sao equivalentes:
a) f ¢ radicial.
b) Para todo corpo K, a aplicacao X(K) — Y (K) induzida por f ¢ injetiva.
) f ¢ universalmente injetivo.

d) O morfismo diagonal Ax/y é uma bijegao.

Demonstra¢go. — Para justificar que a) implica b), consideremos dois morfismos uj, u2
de Spec(K) em X tais que fou; = fous. Como estamos supondo f radicial, temos da
injetividade que as imagens de u1, u2 consistem de um mesmo ponto x de X. Assim, u1, up
correspondem a dois k( f(x))-homomorfismos de k(x) em K e, como estamos supondo que a
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extensao k(x)/k(f(x)) é puramente inseparavel, temos de (2.2.19) que estes dois coincidem,
garantindo, entdo, que 11 =1us.

Agora vejamos como justificar que b) implica c). Observe primeiro que a condi¢ao b)
é estavel por mudanca de base e portanto é suficiente mostrar que ela garante que f é
injetivo. Para isso, tomemos dois pontos x1, X3 € X tais que f(x1) = f(x2) =). Note que a
k(y)-algebra k(x1) ®x(y)k(x2) é diferente de zero e quocientando-a por um ideal maximal,
obtemos um corpo K e dois k(y)-homomorfismos k(x;) - K e k(x2) =K. A partir destes,
conseguimos dois morfismos u1, u2 de Spec(K) em X tais que fou; = f ouz, que devem
coincidir, pois, por hipotese, X(K) — Y(K) é injetivo, e portanto x; = Xx3.

E obvio que c) implica d). Justifiquemos o porqué de d) implicar a). Primeiro devemos
mostrar que f € injetivo. Sejam, entdo, x1, X2 € X tais que f(x1)= f(x2)=y. Se p1, p2
denotam as projecoes de X xyX em X, entdo existe um ponto z € X xyX tal que p1(z) =x;
e p2(z) = x2. Como Ax/y é uma bije¢ao, podemos obter x3 € X tal que Ax/y(x3) ==z e
isso garante que x; = x2 = x3. Por fim, mostremos que, para todo x € X, o homomorfismo
canonico k(f(x)) — k(x) faz de k(x) uma extensao puramente inseparavel de k( f(x)).
Para isso usaremos novamente o critério estabelecido em (2.2.19). Seja, entdo, K um
corpo e consideremos dois k(y)-homomorfismos de k(x) em K. Estes determinam dois
morfismos 11, uz de Spec(K) em X tais que f ou; = f oup, que dio origem a um morfismo
u :Spec(K) — X xyX tal que pjou=uj e ppou=us e assim u = Ax;you; = Axsyous.
Por hipotese, Ax/y € uma bijecdo e portanto uma imersao fechada, que ¢ um monomorfismo
na categoria de esquemas, e entdo u = u. Isso garante que os dois k(y)-homomorfismos
considerados inicialmente coincidem e por conseguinte k(x)/k(f(x)) é uma extensao
puramente inseparavel, concluindo a demonstracio. A

(2.2.22) Como conseqiiéncias simples da caracterizagao de morfismos radiciais esta-
belecida em (2.2.21), temos os seguintes resultados: todo monomorfismo na categoria de
esquemas é radicial, a classe de morfismos radiciais é estavel por composi¢do e mudanca de
base, se f:X—Y, g:Y—Z sdao dois morfismos tais que go f é radicial, entao f é radicial,
todo morfismo radicial é separado e para verificar que um morfismo é radicial é suficiente
verificar a condigdo b) acima para corpos algebricamente fechados.

Uma observacao que devemos fazer aqui é que, apesar de no contexto de esquemas as
nogdes de morfismos radiciais e universalmente injetivos coincidirem, em situa¢oes mais
gerais, por exemplo a de espacos algébricos, existem no¢oes correspondentes e nio podemos
garantir que elas sdo sempre equivalentes.

Proposigio (2.2.23). — Seja f:X—Y um morfismo localmente de apresentacao finita. As
seguintes condigdes sao equivalentes:

a) f ¢ um monomorfismo.

b) f ¢ radicial ¢ nao-ramificado.

c) Para todo y €Y, a fibra f~1(y) ¢ vazia ou o morfismo estrutural f~'(y)— Spec(k(y))
¢ um isomorfismo.

Demonstraggo. — Provaremos primeiro que a) implica ¢). Como observamos em (2.2.22),
um monomorfismo é universalmente injetivo e temos, portanto, que f~(y)— Spec(k(y))
é injetivo. Assim, f~!(y) é vazia ou consiste de um so ponto e por conseguinte ¢ um
esquema afim com anel de coordenadas, digamos, A. Visto que f~!(y)— Spec(k(y)) é
um monomorfismo, o morfismo diagonal por ele determinado é um isomorfismo e portanto
o homomorfismo A ®g(y) A — A induzido pela multiplicagdo em A ¢é bijetivo. Quando
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tivermos f~1(y) # @, A sera diferente de zero e se 0o homomorfismo u : k(y) — A nio
fosse bijetivo, teriamos um elemento @ € A que nao estaria na imagem de u e portanto 1,a
seriam elementos linearmente independentes de A sobre k(y), o que contrariaria o fato de
A®k(y)A— A ser um isomorfismo, pois a ® 1 # 1 ®a, mas suas imagens em A sao iguais a a.

E imediato que a condigdo em c) garante que f é universalmente injetivo e portanto
radicial (2.2.21) e o fato de podermos verificar nas fibras que um morfismo é nao-ramificado
(2.2.5, (i)) garante que ele é também nao-ramificado e assim c) implica b).

Por fim, para mostrar que b) implica a), é suficiente provar que o morfismo diagonal
Ax/y € um isomorfismo. A hipotese de f ser radicial garante que ele é bijetivo e portanto
uma imersao fechada sobrejetiva e a fortiori um homeomorfismo. Sejam .# o ideal de Ax/y
e Spec(B), Spec(A) abertos afins de X, Y, respectivamente, tais que f(Spec(B)) C Spec(A).
Como estamos supondo que f* é nao-ramificado, temos que 9113 s =0 e, em virtude de (1.116),
I/12 é também zero, sendo I = I'(Spec(B®4B),.#). Como podemos cobrir X xy X com
abertos afins desse tipo, obtemos que .# /.2 =0. Visto que f &, por hipotese, localmente
de apresentacao finita, Ax/y também o &, o que garante que .# é um ideal de Oxxyx de tipo
finito. O lema de Nakayama, por sua vez, assegura que .#; =0 para todo z € X xyX e assim
& =0, o que mostra que Oxxyx — (Ax/y)«(0x) é um isomorfismo de feixes de anéis e por
conseguinte que Ax/y € um isomorfismo, concluindo a demonstragao. A

Proposicao (2.2.24). — Seja f:X—Y um morfismo de esquemas. As seguintes condigoes
sao equivalentes:

a) f ¢ uma imersao aberta.

b) f ¢ uma imersao étale.

c) f € um monomorfismo plano localmente de apresentacao finita.

d) f ¢ étale ¢ radicial.

Demonstragdo. — Dizer que f é um monomorfismo localmente de apresentacio finita
equivale a dizer, em virtude de (2.2.23), que f é radicial e nao-ramificado. Por outro lado,
vimos em (2.2.6) que um morfismo é étale se, e somente se, é plano e ndo-ramificado. Assim,
c) e d) sdo equivalentes. E claro que a) implica b) e que b) implica c). Resta, entdo, mostrar que
c) implica a). Para isso, note que, como um morfismo plano localmente de apresentacao finita
é universalmente aberto [GW10, Teorema 14.33], podemos, apos substituir Y por f(X), supor
que f € sobrejetivo, sendo, entdo, fielmente plano. Como monomorfismos sao universalmente
injetivos (2.2.22), f & um homeomorfismo universal e a fortiori quase-compacto. Denote por
f/:XxyX— X o morfismo obtido a partir de f ap6s fazermos a mudanca de base por
meio de f. Por hipotese, f é um monomorfismo e por conseguinte Ax/y é um isomorfismo.
Assim, f’ é também um isomorfismo e, visto que f é fielmente plano e quase-compacto,
isso garante que f é também um isomorfismo [GW10, Proposi¢ao 14.51], concluindo a
demonstracio. A

Por fim, precisaremos de um resultado sobre a estrutura local de um morfismo nao-

ramificado, cuja demonstragao, por falta de espaco, ndo daremos aqui. Sugerimos que o
leitor consulte [EGA IV4, 18.4.7] ou [SGA 1, Exposé I, 7.8|.

Proposi¢do (2.2.25) (Forma local dos morfismos ndo-ramificados). — Para que um morfismo
de esquemas [ :X—Y seja ndo-ramificado em um ponto x € X, ¢ necessario e suficiente que exista
uma vizinhang¢a aberta U de x tal que f |y se fatore em uma imersao fechada de apresentacao
Sfinita U— Z seguida por um morfismo étale Z—Y.
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2.3. Levantamentos de esquemas.

Defini¢ao (2.3.1). — Sejam Xo um Yo-esquema plano e i : Yo — Y um espessamento de
ordem 1. Um levantamento, também dito uma deformagao, de Xo sobreY ¢ um Y -esquema plano
X juntamente com um morfismo j : Xo — X tal que o diagrama

Xo —1> X
(2.3.L.1) fol lf
l

¢ cartesiano, onde fo, [ sao os morfismos estruturais de Xo, X, respectivamente. Se’Y for um
esquema afim com anel de coordenadas A, entao diremos simplesmente um levantamento de Xo
sobre A. Dois levantamentos (X1, j1), (X2, j2) de Xo sobre Y sao ditos isomorfos se existe um
Y-isomorfismo g : X1 — Xy tal que jo=go ji.

Observagao (2.3.2). — Com a notac¢do acima, temos que se g:X; — Xz é um Y-mor-
ﬁsmo tal que jo» = go ji, entdo ele sera automaticamente um isomorfismo. Com efeito, como
J1. j2 sdo espessamentos de ordem 1 e a fortiori homeomorfismos, temos que g é também
um homeomorfismo. Por outro lado, se 1, #> sao os ideais de j1, j2, respectivamente,
entio temos um diagrama comutativo

ib

J .
0 2 Ox, —2— jau(Ox)) — 0

| el |

0— g*(/l) - g*(ﬁxl) jz*(ﬁXo) - 0’

&G
sendo ambas as linhas exatas. Visto que, para k =1,2, fx é plano, o item (ii) da proposic¢ao
seguinte garante que temos isomorfismos f*(.%) = _Zk, sendo .# o ideal de i. De (1.1.39)
obtemos um isomorfismo natural .¥ — i, (%y, /y) e o fato de i ser afim assegura que os morfis-
mos candnicos f,* (i*((gyo/y)) = Jkex (fo* (%YO/Y)) sdo isomorfismos [GW10, Proposi¢ao 12.6].
Por conseguinte, temos isomorfismos _Zj — ji, (fo* (CKYO/Y)) compativeis com o morfismo
2 — gx(_#1), garantindo que ele, e portanto também que gb, € um isomorfismo. Logo, g
é um isomorfismo de esquemas.

Proposi¢ao (2.3.3). — Consideremos um diagrama comutativo de morfismos de esquemas
com a mesma notagdo de (2.3.1.1).

(i) Sei,j sao imersoes fechadas de ideais .7, 7, respectivamente, entdo o diagrama ¢
cartesiano se, e somente se, o morfismo canonico f*(.9)— ¢ € um epimorfismo de Ox-modulos.

(i) Se fo ¢ um morfismo plano ¢i, j sao espessamentos de ordem finita, entdo f ¢ plano ¢ o
diagrama ¢é cartesiano se, e somente se, 0 morfismo canonico f*(F)— _# ¢ um isomorfismo.

Demonstragdo. — (i) A demonstracdo deste item é elementar e o incluimos apenas por
uma questio de exaustividade. E fundamental lembrar que uma imersio fechada é um
monomorfismo na categoria de esquemas e que um morfismo ¢:Z— X se fatora através de
J se, e somente se, (pb(/) =0.

(ii) Se f for plano e o diagrama for cartesiano, entdo ¢ =Im(f*(S)— Ox) e o
resultado € claro, pois o funtor f* é exato. Para a reciproca, observe que (i) garante que o
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diagrama é cartesiano. O fato de f ser plano é conseqiiéncia do lema seguinte, aplicado
tomando A= 0y,,, [=.7, e M= 0% x, sendo x um ponto de X e y = f(x). A

Lema (2.3.4). — Sejam A um anel, 1 um ideal nilpotente de A ¢ M um A-modulo. As

seguintes condigoes sao equivalentes:
a) M ¢ um A-médulo plano.
b) M/IM ¢ um (A/I)-médulo plano ¢ 0 homomorfismo canonico 1A M —IM ¢ bijetivo.
c) Tor} (N, M) =0 para todo A-médulo N anulado por 1.

Demonstragio. — E imediato que a) implica b). Vejamos o porqué de b) implicar c).
Primeiro observe que, como I® A M —IM é um isomorfismo, Tor‘i“(A/I, M) =0 e portanto
Tory (F, M) = 0 para todo A/I-médulo livre F. Se N é um A-médulo anulado por I, entio
podemos vé-lo como A/I-médulo e por conseguinte obter uma seqiiéncia exata curta de

A/I-modulos 0 — K5F—>N- 0, sendo F um A/I-médulo livre. Assim, obtemos que
Tor’?(N, M) é o nacleo do homomorfismo u ®a 1y : K®aM —> FRaM. Como K, F sdo
A/I-moédulos, este ultimo homomorfismo €, a menos de isomorfismos, o homomorfismo
u®a1 vy : K®p/1M/IM — F®,4 1 M/IM, que é injetivo, pois, por hipotese, M/IM é um
(A/T)-modulo plano e isso garante que Tory' (N, M) = 0. Por fim, resta mostrar que c) implica
a). Para isso mostraremos que Tor‘i“(N, M) =0 para todo A-modulo N. Se n é um inteiro
nio-negativo, entio obtemos da seqiiéncia exata curta 0 — "IN —I"N —I"N/T" "IN — 0
um epimorfismo de A-modulos Tor?(I"'HN, M) — Tor?(I”N, M). Como existe k tal que
¥ = 0, concluimos, usando inducdo descendente, que Tor‘f‘(N, M) =0, obtendo o resultado
desejado. A

Proposi¢ao (2.3.5). — Sejam i:Yo—Y um espessamento de ordem finita, Xo um Y -es-
quema plano e X um levantamento de Xo sobre Y. Para que X seja um Y -esquema suave (resp.
ndao-ramificado, resp. étale), ¢ necessario e suficiente que Xo seja um Yo-esquema suave (resp.
ndo-ramificado, resp. étale).

Uma lista mais compreensiva de propriedades que satisfazem as conclusoes desta propo-
sicdo pode ser encontrada em [Stacks, Tag 06AG].

Demonstra¢ago. — Denotemos por fo, f os morfismos estruturais de Xg, X, respecti-
vamente. A condi¢do é claramente necessaria, pois essas propriedades sdo estaveis por
mudanca de base. Por outro lado, se yo € um ponto de Yo e y =i (o), entdo a fibra de fo em
Yo € obtida da fibra de f em y fazendo a mudanca de base por meio do morfismo canénico
Spec(k(y0)) — Spec(k(y)), que é um isomorfismo, pois i é uma imersao fechada, e portanto
(Xo0)y, € um k(y9)-esquema suave (resp. nao-ramificado, resp. étale) se, e somente se, X,, é
um k(y)-esquema suave (resp. ndo-ramificado, resp. étale). Como f & plano, o resultado se-
guira do teorema (2.2.5) uma vez que mostrarmos que f € localmente de apresentacao finita.
Visto que essa é uma condi¢ao local no dominio e no contradominio, podemos supor que to-
dos os esquemas em questao sdo afins, digamos Xo = Spec(By), Yo = Spec(Ayp), X = Spec(B)
e Y =Spec(A), sendo Bo =A¢®@aB. Seja I o nucleo de A— Ay, que, por hipotese, é um ideal
nilpotente. Sejam po:Ao[X1,...,X,] — Bo um homomorfismo sobrejetivo de Ag-algebras e
p:A[X1,...,X,;] =B um homomorfismo de A-algebras obtido levantando arbitrariamente
as imagens dos X; em By para B. Entao, 1,,1®a p difere de po por isomorfismos e portanto
é também sobrejetivo. Da versao do lema de Nakayama para ideais nilpotentes, concluimos
que p é sobrejetivo. Se denotarmos o seu nucleo nucleo por K, entdo o fato de B ser uma
A-algebra plana garante que (A/I) ®2 K é o nucleo de pg, que, por hipotese, deve ser
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um ideal finitamente gerado. Uma nova aplicacao do lema de Nakayama assegura que K
também o é. Por conseguinte, B € uma A-algebra finitamente apresentada, concluindo a
demonstracao. A

(2.3.6) Antes de demonstrarmos o principal resultado desta secdo, relembremos alguns
isomorfismos notaveis quando consideramos modulos localmente livres de tipo finito:

(i) Sejam X um espaco anelado e .#, ¥, ¢ trés Ox-modulos. Entdo existe um morfismo
natural de Ox-modulos

Homox (F.9) Qox H — Homg (F .G Qox H),

que é um isomorfismo se .# for localmente livre de tipo finito [GW10, Proposi¢ao 7.7].

(ii) Visto que todo Ox-modulo localmente livre de tipo finito é reflexivo e que existe
um isomorfismo natural Homg, (F Qo Y, ) = Homp (F , Home (G, H)), obtemos de
(i) que se .# for localmente livre de tipo finito, entdo teremos um isomorfismo natural de
Ox-modulos

Homp, (9 ® oy F, ) 3%111@((%, F Qpy ).

(iii) Por fim, se f :W — X é um morfismo de espagos anelados, entdo temos um morfismo
natural de Ow-modulos

[ (Home (F,9)) — Homg (f*(F). (D))

que é um isomorfismo se .# for localmente livre de tipo finito [GW10, Exercicio 7.20].

Como conseqiiéncia de (ii), temos que se .# é localmente livre de tipo finito, entdo o
funtor .7 ® ¢ (-) : Mod(X) — Mod(X), além de exato, preserva Ox-modulos injetivos. Ja de
(i) obtemos que os funtores Homg, (.7, ) e I'(X,.# ®gy (-)) sdo isomorfos e portanto, para
todo i >0, os funtores Extiﬁx (F,") e H(X,.# ®gy () sio também isomorfos.

(2.3.7) Consideremos o problema de prolongamento de morfismos descrito na pro-
posicdo (2.1.21), supondo agora que f é um morfismo suave. Haja vista que, nesse caso,
Q)l( /y € um Ox-modulo localmente livre de tipo finito (2.1.28), concluimos de (2.3.6, (i) e
(2.3.6, (iii)) que o O',-modulo quase-coerente & = Homey (g, (Q)l(/Y), %t1,/T) € isomorfo
a g5 (Tx/y) Qor, 1o/, onde Tx/y é o feixe tangente de X sobre Y (1.1.47). Além disso,
podemos ver a obstrucao o(i, go) para a existéncia de um prolongamento global de gg como

um elemento de ExthO (g5 (Q)li /Y)’ CTo/T)-

Teorema (2.3.8). — Sejam Xo um Yo-esquema suave ¢ i : Yo — Y um espessamento de
ordem 1.
(i) Existe uma obstrugao w(Xo,1) € Ext%XO (Q)I(O Yo' Jo (%, /Y)) cujo anulamento € neces-

sario e suficiente para a existéncia de um levantamento de Xo sobre Y.
(i) O conjunto de classes de isomorfismo de levantamentos de Xo sobre Y ¢ vazio ou um espago
N o 1
homaogéneo principal sob o grupo Ext Oxg (9}1(0 o’ fo (Gvov))-
(iii) Se (X, j) ¢ um levantamento de Xo sobre Y, entdo o seu grupo de automorfismos se
identifica naturalmente com Homg, (QPICO/YO’ 1 (%YO/Y))‘

Note que, em virtude de (2.3.6) e do fato de Q)I(O Yo

(2.1.28), temos, para cada i, um isomorfismo canénico
Extfﬁxo (Q%y/v0° f0 (Eropy)) S H (X0, 9),
onde ¥ = jfomﬁx() (QDIKO/YO’ 1 (CgYo/Y)) = Tx,/vo Ry, 1 (€yo/v)-

ser localmente livre de tipo finito
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Demonstragao. — (iii) De acordo com a observagao (2.3.2), um automorfismo do levan-
tamento X é o mesmo que um Y-morfismo g:X — X tal que j =goj. De (2.1.21, (i),
sabemos que o conjunto S de tais morfismos é um espago homogéneo principal sob o grupo
Homg, (j*(Q)l(/Y), ©Xo/x)> que € isomorfo a Homgy (Q;(o/Yo’ Jo (6y,/v)) gragas a (1.1.42)
e (1.1.46). Como existe um automorfismo privilegiado, a identidade de X, temos uma bije¢ao
entre Homgy (9)1(0 Yo' Jo' (6y,/v)) e S e ndo é dificil verificar que ela é um isomorfismo de
grupos.

(i) Provemos primeiro que todo ponto xo de X¢ tem uma vizinhanca aberta admitindo
um levantamento sobre Y. Como a questdo ¢ local, podemos supor que Yo e Y sdo esquemas
afins, cujos anéis de coordenadas serdo denotados, respectivamente, por Ag e A e que
existe uma imersao fechada de Yg-esquemas ig : Xg —>A”0, cujo ideal de Ag[T1,...,Ty]
correspondente serd denotado por Ip. Em virtude do critério jacobiano (2.1.35), existem
geradores p1,..., pr de Iy tais que dpi(xo),...,dpr(xo) sdo linearmente independentes.
Assim, podemos obter uma vizinhanca aberta Up de xo tal que dpi(x),...,dp,(x) sdo
linearmente independentes para todo x € Up. Sejam py, ..., p, levantamentos arbitrarios
de p1,...,pr em A[Tq,..., Ty], V o subesquema fechado por eles determinado e U o
subesquema aberto de V correspondendo a Ug. Entdo, dpi(x),...,dpr(x) sdo linearmente
independentes para todo x € U e uma nova aplicacdo do critério jacobiano garante que U é
suave sobre Y e por conseguinte um levantamento de Ug sobre Y.

Em vista disso, podemos obter uma cobertura $ = ((U;)o)ie1 de Xo consistindo de
abertos afins, de modo que, para cada i, existe um levantamento U; de (U;)o. Para
simplificar, suporemos que Xp é um esquema separado. No entanto, a teoria do complexo
cotangente [I1l71, Capitulo III, 2.1.7] ou a teoria de gerbes de Giraud [Gir71, Capitulo VII, 1.2]
asseguram que tal hipotese é supérflua. Nesse caso, as intersec¢des (U;j)o = (U;)o N (Uj)o
sao ainda abertos afins de Xo e concluimos de (2.1.21], (ii)) que existem isomorfismos de
levantamentos u; : Ui |(u;,), >U; |(ui;)o para todo par (i, j). Ele € unicamente determinado,
a menos de uma se¢ao de & sobre (Uj;)o. Se tivéssemos, sobre (U;jx)o, que uy; ouj; = uy;,
entao poderiamos colar os U; através dos u;; para obter um levantamento de Xo sobre
Y. Mais geralmente, um tal levantamento existe se, e somente se, é possivel modificar os
uj; usando se¢des gj; de & sobre U;j para obter isomorfismos u}i Uil o = Uil o
satisfazendo a condi¢ao de colamento acima.

Denotemos por ¢;j; o automorfismo u;ll ouy;ouj; de Uj |(Uijk)0' De acordo com (i), ele
se identifica a uma se¢do de ¢ definida em (Uijk)o e nao é dificil verificar que, sob essa
identificagao, ¢ = (c;jx) € um 2-cociclo de Cech de i com valores em ¢. Observe também
que a condi¢do de colamento para os “J/'i equivale a formula ¢ =dg. Assim, para que exista
um levantamento de Xg sobre Y, é necessario e suficiente que a classe de cohomologia em
H2(Xo. %) definida pelo cociclo ¢ seja nula. Como estamos supondo que X¢ é um esquema
separado e {l é uma cobertura aberta de Xo consistindo de abertos afins, o teorema de
Leray (4.1.38, (ii)) garante que H?(4(, %) é naturalmente isomorfo a H2(Xo,%). A classe de
cohomologia obtida em H?(Xg, %) nio depende da cobertura aberta afim considerada e é
ela que tomamos como sendo w(Xo, 7).

(ii) Denotemos por £ o conjunto de classes de isomorfismos de levantamentos de X¢ sobre
Y. Em virtude de (2.1.14), os grupos ﬁl(Xo, ) e H! (X, %) sdo naturalmente isomorfos e
o raciocinio descrito na demonstragdo de (iii) mostra que podemos definir uma ac¢ao de
ﬁl(Xg,%) em £. Resta provar que se existe um levantamento (Xj, j1) de Xo sobre Y,
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entdo a aplicagao de ﬁl(XO,%) em & dai obtida é uma bije¢do. Para isso descreveremos
a sua aplicacao inversa. A partir de um levantamento (X3, j2) de Xg sobre Y, podemos
considerar o feixe de conjuntos & em X cujas se¢des sobre um aberto Uy sdo os Y-
morfismos g:U; — X tais que j» =go j; em Up, sendo U;j o aberto de X; correspondendo
a Up. Como vimos em (2.1.2], (ii)), ele ¢ um ¥-torsor e sua classe o(j1, j2) em H! Xo,9) &
a obstru¢do cujo anulamento é necessario e suficiente para a existéncia de um isomorfismo
de levantamentos entre X; e X,. Nao é dificil ver que [(X2, j2)]— 0(j1, j2), onde [(X2, j2)]
denota a classe de isomorfismo do levantamento X, de Xo sobre Y, é uma aplicacdo
bem-definida de £ em H'(Xo.%) e que ela ¢ a inversa que buscavamos. A



§ 3. PECULIARIDADES DA CARACTERISTICA POSITIVA

Neste paragrafo, estudaremos alguns aspectos fundamentais do calculo diferencial em
caracteristica positiva. Usando os métodos aqui compilados, seremos capazes, na se¢do 4.2,
de demonstrar os principais teoremas desta dissertagdo. Na secdo 3.1, sumarizamos as
propriedades basicas dos morfismos de Frobenius relativos, sendo o teorema (3.1.5) o resultado
mais importante. Seguimos de perto [SGA 5, Exposé XV, n®®1e 2], embora algumas idéias
venham de [I11196, n° 3].

Na secao 3.2, demonstramos o isomorfismo de Cartier (3.2.2), seguindo principalmente
[Katz70, Secao 7). As referéncias [I1196, n° 3], [I1179, 0 2] e [Kinl0] sao também de grande
valia. Em seguida, exploramos a sua relagado com prolongamentos do morfismo de Frobenius
relativo (3.2.4), sendo esta uma observa¢ao devida a Mazur [Maz73, Introducao], nos baseando
em [DI87, n° 2], [I1196, n° 3] e [Oes87, § 5]. Por fim, compendiamos as principais propriedades
do anel de vetores de Witt, para as quais sugerimos a consulta de [Ser79, Capitulo II, § 6],
(179, 0 1] e [Haz09].

Ao longo deste paragrafo p designard um namero primo fixo.

3.1. Morfismos de Frobenius.

(3.1.1) Dizemos que um esquema X é de caracteristica p se p-1g, =0. Isso equivale
a dizer que o tnico morfismo X — Spec(Z) se fatora, necessariamente de maneira unica,
através da imersao fechada Spec(F,) — Spec(Z). Se denotarmos por Sch, a subcategoria
plena da categoria de esquemas consistindo dos esquemas de caracteristica p, entdo isso
descreve um isomorfismo de categorias Sch, = Schyg,,.

(3.1.2) Seja X um esquema de caracteristica p. O morfismo de Frobenius absoluto de X
é o endomorfismo de esquemas Fx : X — X que é a identidade sobre o espaco topologico
subjacente a X e cujo morfismo de feixes de anéis Ox — Ox leva uma se¢ao local b de Ox
em b?. Quando X = Spec(B) for um esquema afim, Fx correpondera ao homomorfismo de
Frobenius absoluto Fp de B definido em (1.1.14, (vi)).

O morfismo de Frobenius absoluto define uma transformagao natural 1sch, = lsch,,-
De maneira explicita, isso significa que, para todo morfismo f :X —Y de esquemas de
caracteristica p, o diagrama

X X, x
(3.1.2.1) f 2
é comutativo. Denotemos por X?/Y) o produto fibrado (Y, Fy) xy X, ou mesmo por X’
se ndo houver ambigiiidade, onde (Y, Fy) significa que estamos considerando Y como um
Y-esquema por meio de Fy, e por Wx/y XY 5 X a projecao em X. A comutatividade

do diagrama (3.1.2.1) garante que existe um tnico Y-morfismo Fx/y : X — X/ chamado o
morfismo de Frobenius de X relativo a Y, tal que sua composi¢cao com Wy, y coincide com Fx.

71
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Temos, portanto, um diagrama comutativo

Fx

X By x(/Y) Wiy, X

(3.1.2.2) /Y
\ lf( /Y) Jf

Y —— Y,

onde o quadrado é cartesiano. Quando Y = Spec(A) for um esquema afim, usaremos a
notacdo mais econémica Fx s e diremos que ele é o morfismo de Frobenius de X relativo a A.
Se X =Spec(B) for também afim, entao Fx/y corresponderd ao homomorfismo de Frobenius
de B relativo a A definido em (1.1.14, (vi)).

Observe que, para qualquer x € F,,, temos x” = x. Assim, o morfismo de Frobenius
absoluto de um esquema X de caracteristica p nada mais é que o morfismo de Frobenius de
X relativo a Spec(F), o que justifica o nome.

Fixemos um esquema Y de caracteristica p, em cujo caso, todos os Y-esquemas serao
também de caracteristica p. Seja p, :Sch/y — Sch/y o funtor mudanca de base definido
pelo morfismo Fy : Y — Y, que, usando a nota¢do acima, leva X em X(/Y), Entao o morfismo
de Frobenius relativo define uma transformagéao natural Isch,y, = py-

Exemplo (3.1.3). — Para fixar as idéias, vejamos como se comporta o morfismo de
Frobenius relativo do espago afim de dimensao relativa 7 sobre um anel A de caracteristica
p. Afirmamos que Fp7 /4 € um morfismo finito e fielmente plano. Com efeito, temos que

Af\(p A~ A’ e o morfismo de Frobenius relativo corresponde ao homomorfismo de A-
algebras u :A[Xq, ..., X,;] > A[X1,...,X,] que leva X; em Xf. Denotemos por B a algebra
de polindmios A[X1, ..., Xj] e usemos a notagao B, para indicar que estamos considerando
B como B-algebra através de u. E claro que os monomios Xill ...X! onde 0< ij < p, geram
B[y como B-modulo e olhando os indices modulo p nao € dificil ver que eles sao linearmente
independentes, formando, portanto, uma base com p” elementos e garantindo que B,] é
um B-moédulo livre de posto finito. Por conseguinte, Fpz /s € um morfismo finito e fielmente
plano.

Proposicao (3.1.4). — (i) Sejam S um esquema de caracteristica p ¢ f :X—Y um morfismo
de S-esquemas. Entdo temos um diagrama comutativo

Fx/s

T

X ¥ 5 L, xer WS ¢

\ l lfm/s) lf
f Fy/s WY/S

Yy — 2, Y@/ 3

\l_)z

b

sendo seus trés quadrados cartesianos. Em particular, concluimos que Fx /s = (Fy;s) x(»/9) o Fx/y,
onde (Fy/s) x(v/s)y denota o morfismo obtido de ¥y;s apds fazermos a mudanga de base por meio
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do morfismo fP/9).

(i) Sejam h:Y — Y um morfismo de esquemas de caracteristica p ¢ X um Y -esquema.
Temos um isomorfismo natural XP/Y xyY' S (X xyY)P/Y) | que pode ser escrito de maneira
mais simples como (XP/VY S X'PIY) | sendo que a adiao do apéstrofo significa que estamos
considerando a mudanga de base por meio de h, e sob essa identificagdo temos que Fx/ /vy = (Fx/y)'.

Demonstra¢ao. — O resultado segue diretamente das propriedades formais do produto
fibrado. A
Teorema (3.1.5). — Seja f:X—Y um morfismo entre esquemas de caracteristica p.

(i) O morfismo de Frobenius relativo Fx vy : X — X(2/Y) ¢ inteiro, sobrejetivo e radicial, o que
equivale a dizer que ele ¢ um homeomorfismo universal.

(i) Se f ¢ uma imersao fechada de ideal .7, entao fP/Y) ¢ também uma imersao fechada
e o seu ideal .7 P/Y) ¢ tal que, para todo aberto afim V de Y, I @IV ¢ 0 ideal de Oy (V)
gerado pelas poténcias p-ésimas de elementos de .7 (V). Além disso, FI)’( RE Oxrrv — (Fx/y)«(Ox)

coincide com a restrigio a XP/Y) da aumentacao canonica Oy) 5 PY) — 0y /.7
(iii) Se f* ¢ um morfismo localmente de apresentagdo finita, entdo as seguintes condigoes sao
equivalentes:
a) f € nao-ramificado.
b) Fx/y € nao-ramificado.
c¢) Fx/y € um monomorfismo.
(iv) Se f ¢ um morfismo localmente de apresentagao finita, entao as seguintes condigdes sao
equivalentes:
a) f ¢ étale.
b) FX/Y é étale.
) Fx/y € um isomorfismo.
(v) Se f ¢ um morfismo suave, entdo Fx/y ¢ um morfismo finito, fielmente plano e a Ox(p/v -
algebra (Fx/y)«(Ox) € localmente livre de tipo finito, cujo posto serd p" se [ for puramente de
dimensdo relativa n.

Demonstra¢go. — (i) Notemos primeiro que, como um morfismo inteiro é universalmente
fechado [GW10, Proposicao 12.12] e como um morfismo radicial é o mesmo que um morfismo
universalmente injetivo (2.2.21), todo morfismo inteiro, sobrejetivo e radicial € um homeo-
morfismo universal. A reciproca, que nio nos sera util posteriormente, nao é tao simples e
sugerimos a consulta de [Stacks, Tag 04DF] ou [EGA IVy4, 18.12.11] para a demonstracao.

Para provar a assertiva sobre morfismos de Frobenius relativos, é suficiente justifica-la
para morfismos de Frobenius absolutos. Com efeito, temos que Fx = Wx/y oFx/y, sendo
Wx/y obtido de Fy fazendo uma mudanca de base. Se o resultado vale para o caso absoluto,
entdo Wx/y é também inteiro, sobrejetivo e radicial e, em particular, um morfismo separado.
Segue disso que Fx/y é um morfismo inteiro. Como Wy/y é um homeomorfismo, Fx/y é
sobrejetivo e o fato dele ser radicial decorre de (2.2.22).

Por fim, mostremos que o resultado é valido no caso absoluto. E imediato da defini¢io
que estes sdo bijetivos e afins. Localmente, eles correspondem ao homomorfismo de anéis
A — A que leva a em a”, que é inteiro, pois, para todo a € A, temos que X” —a” é um
polindmio monico que tem a como raiz e isso garante que Fx é um morfismo inteiro. Para
ver que ele é também radicial, procedemos de modo analogo: dado x € X, o homomorfismo
canodnico k(Fx(x)) — k(x) é exatamente o> a”. Assim, o polindmio minimo de a € k(x)
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sobre k(Fx(x)) divide X” —a” e portanto tem uma tnica raiz em um corpo de decomposicao,
garantindo que k(x)/k(Fx(x)) é uma extensdo puramente inseparavel e por conseguinte
que Fx é radicial.

(ii) Haja vista que imersdes fechadas sdo estaveis por mudanca de base, fP/Y) & também
uma imersao fechada e sabemos que o seu ideal é F§(.¥) 0y =Im(F5 (.¥) — Oy). Uma vez
que Fy é, como morfismo entre os espagos topologicos subjacentes, a aplicacdo identidade,
temos que F3(5) = & ®gy (Oy)[y], onde @: Oy — Oy é o morfismo de feixes de anéis
que determina Fy e a notagao (0y)[y] indica que estamos considerando Oy como feixe de
Oy-algebras por meio de ¢. Assim, .#?/Y) =Im(.7 ®g, (Oy)[g] — OY) e é claro que ele
satisfaz a condi¢do descrita no enunciado. Para a segunda assertiva, observe que o triangulo
comutativo de (3.1.2.2) garante que o diagrama

Oy /.7 @) Oy).I
(3.1.5.1) 13 ,

(p/Y)

* (ﬁx(p/Y)) f*(p/Y—)(F)b(/;) f*(ﬁX)

é comutativo, sendo o morfismo na primeira linha a aumentac¢ao canoénica, e o resultado
segue aplicando o funtor (f (p/¥))-1,

(iii) Primeiro observe que, como estamos supondo f localmente de apresentagao finita,
f@/Y) também o é. Da igualdade [ = F@/ oFx/y, concluimos que o mesmo vale para
Fx/y. Assim, a equivaléncia entre b) e c) segue de (i) e (2.2.23). Por outro lado, a seqiiéncia
cotangente relativa (1.1.38.1) obtida a partir de Fx/y X XP/ e £/ xXEN Ly

(Fx/v)* (o p) = Lxyy = L om0
tem o primeiro morfismo nulo, fato este que pode ser verificado localmente e ja o fizemos
em (1.1.14, (vi)), e portanto Q)I( Y = Q)l( X0 Logo, a equivaléncia entre a) e b) decorre da
caracteriza¢ao de morfismos formalmente nao-ramificados dada em (2.1.30, (i)).

(iv) O mesmo argumento dado em (iii) assegura que Fx/y € localmente de apresentacao
finita. Assim, o fato de a) implicar b) decorre da observa¢ao (2.1.4, (v)). Por outro lado, a
equivaléncia entre b) e c) segue de (i) e (2.2.24). Resta mostrar que b) implica a). Como
Fx/y é étale e a fortiori nao-ramificado, temos de (iii) que f é também nao-ramificado e a
proposicao (2.2.25) garante que podemos fatora-lo localmente como uma imersao fechada
seguida por um morfismo étale. Sendo assim, (3.1.4, (i) permite que reduzamos a questdao ao
caso de uma imersdo fechada de apresentacdo finita f de ideal .#. Da equivaléncia entre
b) e ¢) e do diagrama (3.1.5.1) deduzimos que a aumentagdo candnica Oy/.7 P/Y) — Gy /.7
¢ um isomorfismo e por conseguinte .# = .# ?/Y)| de onde concluimos que a igualdade
4 =P também se verifica. Do lema de Nakayama, obtemos que .#y, =0 ou .%), = 0y,
para todo ponto y de Y e isso assegura que f é uma imersdo aberta e, em particular, étale.

(v) Ja sabemos de (i) que Fx/y é sobrejetivo. Como as outras condi¢des podem ser
verificadas localmente, podemos, usando a forma local dos morfismos suaves (2.1.33), supor
que f é a composicdo de um morfismo étale & : X — A} seguido pela projegdo canodnica
Ay —Y. Suponhamos que a conclusao seja valida para esta tltima. Temos de (iv) que Fx/az



§3 PECULIARIDADES DA CARACTERISTICA POSITIVA 75

€ um isomorfismo e portanto (3.1.4, (i)) garante que o diagrama

X X x(p/Y)

hl lh(p/Y)

An An(@/Y)

Y FAQ/Y Y
é cartesiano. Segue dai que Fx/y € também finito e plano. Por outro lado, como Faz/y €
afim, temos que o morfismo candnico

(RP) " ((Fag /v)#(Oag)) = Fxx)« (0)
é um isomorfismo [GW10, Proposi¢do 12.6]. Como estamos supondo que (FA{}/Y)*(ﬁAg)
é um ﬁAg(p/Y)—m()dulo localmente livre de posto p”, concluimos que (Fx/y)«(Ox) é um
Ox(p/v)-modulo localmente livre de posto p”. Reduzimos, assim, a questdo ao caso de
projegdes canonicas A} — Y, que pode, gracas a (3.1.4, (ii)), ser ainda mais simplicada para o
caso em que Y = Spec(F;), que ja vimos ser verdadeiro em (3.1.3). A

3.2. O isomorfismo de Cartier.

Como faremos uso da estrutura multiplicativa do complexo de de Rham, as dalgebras nesta se¢ao
nao serdo necessariamente comutativas. Também usaremos livremente a notacio da secio anterior e
a do exemplo (1.1.14, (vi)).

(3.2.1) Consideremos um morfismo f :X—Y entre esquemas de caracteristica p e seja
Fx/y: X — X@®/Y) o morfismo de Frobenius relativo. O complexo de de Rham de X sobre
Y tem diferencial f~!(&y)-linear e portanto a diferencial do complexo (Fx/y)« (€25 /Y) é a

priori, (£ /Y=L (Gy)-linear. Se Spec(B), Spec(A) sdo abertos afins de X, Y, respectivamente,
tais que f(Spec(B)) C Spec(A), entdo

((FX/Y)*(Q;(/Y)) |Spec(B(”/A)) = (Q];/A)[FB/A]
ed:B—>Qp, ¢ B®/Y) _linear, pois d((a ®b)-1) = d(ab?) = p-ab?~'db =0, garantindo
que a diferencial do complexo (FX/Y)*(Q)I( /Y) é, na verdade, Ox(p/v)-linear e, em particu-
lar, que os seus feixes de cociclos, cobordos e cohomologia sao Ox(»/v)-modulos. Como

EB;'>0(FX/Y)*(Q§( /Y) tem estrutura de feixe de algebras diferenciais graduadas estritamente
anticomutativas, temos de (1.3.10) que

P 2 (Fxm)«(Qy) e P A (Fxyv)«(Qy)
i>0 i>0
tém estrutura de feixes de Ox(p/v)-algebras graduadas estritamente anticomutativas.

Teorema (3.2.2). — Seja f:X—Y um morfismo entre esquemas de caracteristica p.
(i) Existe um tinico morfismo de feixes de Oxp/v) -dlgebras graduadas

Vxy - S-2;((17/Y)/Y — @ %i ((FX/Y)*(Q;(/Y))
i>0
tal que vy, ((dg)®1)=[g? 'dg], onde g ¢ uma se¢ao local de Ox, (dg)®1 € Q)I((p/Y)/Y éa
imagem inversa da se¢do dg de Q>1</Y via WX/Y:X(I’/Y) —X e[g? 'dg] é a classe de gP~'dg
em %1 ((FX/Y)*(Q;(/Y))
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(ii) Se f for suave, entdo 'y, . serd um isomorfismo.

No caso (ii), diremos que v, ,, & o isomorfismo de Cartier de X sobre Y e usaremos a
notacao C)E/IY. Quando Y for um esquema perfeito, isto é, quando Fy for um automorfismo,

entao Wy y serd um isomorfismo e por conseguinte teremos um isomorfismo de feixes de O-
L]

algebras graduadas €25 Y = (WX/Y)*(Q;(( /1) /Y) que, quando composto com (Wx/y)«(Vy y)s
da origem a seguinte variacao do isomorfismo de Cartier

Q;(/Y = @ A ((FX)* (Q;(/Y))'

i>0
Um dos casos mais significantes nas aplica¢oes é aquele onde Y é o espectro de um corpo
perfeito.
~ . . _ 1 . .
Demonstragao. — (i) Como 25, v, = A 0o (Ryrm) /Y), temos da propriedade uni-

versal da algebra exterior (1.3.8) que, para especificar vy, € necessério e suficiente descreve-
lo em grau 1. Por outro lado, em virtude de (1.1.46), dar um morfismo de Ox(»/v)-modulos
Q;((D/Y)/Y — ! ((FX/Y)*(Q;(/Y)) ¢ o mesmo que dar um morfismo de Ox-modulos

Q)lg/y g (WX/Y)* (%1 ((FX/Y)*(Q;(/Y)))-

Uma vez que morfismos de Frobenius relativos sio homeomorfismos universais (3.1.5, (i),
WX/Y é um homeomorfismo. Portanto, (WX/Y)* é um funtor exato e assim comuta com
cohomologia. Disso obtemos que v, ,, ¢ completamente determinado por uma Y-derivagao
D:0x— e%”l((FX)*(Q;(/Y)). Por fim, ao exigir que tenhamos vy, ,((dg) ®1) = [gP~1dg],
necessariamente devemos ter D(g) = [g?~!dg]. Isso responde a questio da unicidade. Para
a existéncia, é suficiente verificar que essa aplicacdo é de fato uma Y-derivagdo. A tinica
parte ndo-trivial é a aditividade de D, que segue da identidade

p-1
l((X—i—Y)p _XP? _Yp) — Z l (I.))ijp—j
p =P\
em Q[X,Y].

(ii) Consideremos primeiramente a questao mais simples onde Y = Spec(A) é um esquema
afim, X = At e f é a projecao canonica. Denotemos por B a algebra de polinémios
A[X1,...,Xy]. Nesse caso, temos que (FX/Y)*(Q;(/Y) = (K'(n) ®r, B®/M)Y~ onde K'(n)
é o complexo de F,-espacos vetoriais tal que, quando 0 <i <n, K'(n) tem como base
as formas diferenciais X)l“1 ...X,){"de A...ANdX,,,onde 0<Aj<ppara j=1,...,ne
I <pi<...<p;=<n, ficando subentendido que o produto vazio vale 1, quando i <0 ou
i>n, K’ (n) =0 e cuja diferencial opera como a diferencial exterior. Assim, o fato do funtor
(-) ser exato e de tensorizarmos sobre F,, assegura que temos um isomorfismo de Ox»/v) -
modulos entre 7 ((FX/Y)*(Q;(/Y)) e (Hi (K'(n)) ®F, B(p/A))N. Sob essa identificacao, vy ,y
é oriundo do homomorfismo de B(?/A)_algebras que leva

dXp, Ao AdXy, em [XETN L XPTNAX AL A ® 1

Para mostrar que ele é um isomorfismo, basta provar que [Xﬁ;l . .Xﬁi_lde Ao Ad Xy,
onde 0<i<nel=<p<...<pn <n, é uma base do Fy-espago vetorial H’(K'(n))
Justificaremos isso por indu¢do em n. O resultado é claro quando n é igual a 1. Suponha,
entdo, que n > 1 e que o resultado seja valido para n—1. Nao é dificil ver que K*(n) é o
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produto tensorial dos complexos K*(n—1) e K*(1). Da formula de Kiinneth [Wei94, 3.6.3],
concluimos que
H' (K'(n)= @ H (K (r-1)) @, H (K'(1)),
r+s=i
de onde segue o resultado desejado.

Para o caso geral, observe que, como a questdo ¢ local no dominio e no contradominio,
podemos, usando a forma local dos morfismos suaves (2.1.33), supor que Y = Spec(A) é
um esquema afim e que f é a composi¢do de um morfismo étale /: X — A seguido pela
projecao canonica A§ — Y. Denotemos por Z o espaco afim AY. De (3.1.5, (iv)) sabemos que
Fx/z € um isomorfismo e portanto (3.1.4, (i)) garante que o diagrama

X X x(p/Y)

hl lh(p/Y)

7 — 5 7(p/Y)
Fz,y

é cartesiano. Como F7/y € um morfismo afim, o morfismo canénico de Ox(p/v)-modulos

(RPP) ()2 (23)) = Fxp)a (A (2))
é um isomorfismo para todo i >0 [GW10, Proposi¢ao 12.6]. Por outro lado, o fato de A
ser étale assegura que h*(Q%/Y) e Q)l(/Y sdo naturalmente isomorfos (2.1.30, (ii-o)) e por

conseguinte temos um isomorfismo de feixes de Ox-algebras graduadas 7™ (€2, ) = Q% /Y
(1.3.8). Assim, para cada i >0, obtemos um isomorfismo de Ox(»/v)-modulos

(RPIO) (Fzp0) (R ) S Fxeyy) o (R )
e nao é dificil verificar que eles sao compativeis com as diferenciais exteriores, dando,
portanto, um isomorfismo de complexos de Ox(»/v)-modulos

(h(p/Y))* ((FZ/Y)* (Q'Z/Y)) = (Fx/v)« (Q;(/Y)‘

Note agora que, como 1(P/Y) & étale e a fortiori plano (2.2.5, (iii)), o funtor (h(p/ Y))* é exato,
comutanto, entdo, com o funtor de cohomologia. Assim, para cada i > 0, obtemos um
isomorfismo de Ox(p/v)-modulos

(RPIOY (A (Ep) Q) = A (Fxpw) o Q).

Visto que h2(P/Y) ¢ étale, temos também um isomorfismo de feixes de Oy(p/v)-algebras

graduadas (h (P/¥) )*(Q'Z( /1) /Y) = QY om /y € uma verificacao direta mostra que o diagrama

G

(BP0 (R, g (KPPO) (@ A (F2y0)+(2y))
| z
Q;((p/Y)/Y Vx /v @ c%ﬂi((FX/Y)=1<(Q;(/Y))

i>0

é comutativo, de onde obtemos que y,,, é um isomorfismo, pois, como vimos inicialmente,
Y, € um isomorfismo e isso conclui a demonstragdo do teorema. A
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Coroldrio (3.2.3). — Se f:X—>Y ¢ um morﬁsmo suave entre esquemas de caracteris-
tica p, entdo os Oxp/v) -modulos (Fx/y)« (QX/Y) Z ((FX/Y) (92 /Y)) B ((FX/Y) (SZX/Y))
I ((FX/Y) (QX/Y)) sao localmente livres de tipo finito para todoi > 0.

Demonstra¢go. — Como a questdo € local em X, podemos supor que f é um morfismo
puramente de dimensao relativa n. Nesse caso, 52)1( Jy € um OUx-modulo localmente livre de

posto n (2.2.17). Assim, Q;/Y é um Ox-modulo localmente livre de posto (7) (1.3.8) para
cada i. Em particular, o complexo de de Rham é nulo em graus maiores que n. Temos
de (3.1.5, (v)) que (Fx/y)« (Q;'(/Y) é um Ox(p/v)-modulo localmente livre de posto p” (") eo
isomorfismo de Cartier (3.2.2, (ii)) assegura que as cohomologias do complexo (Fx,y)«(£25% /Y)
sdo também Ox(p/v)-modulos localmente livres de posto p ( ) O resultado segue, entao,
do seguinte: seja Z um esquema e 0 > &’ — & — &” — 0 uma seqiiéncia exata curta de
Oz-modulos quase-coerentes, onde &, 8" sdo Uz-modulos localmente livres de tipo finito.
Usando, por exemplo, a proposicao (2.1.26), é facil justificar que o mesmo pode ser dito
de &’. Como conseqiiéncia, um argumento indutivo descendente mostra que se &° é um
complexo limitado de &z-modulos localmente livres de tipo finito cujas cohomologias sdo
OUz-modulos localmente livres de tipo finito, entao os seus feixes de cociclos e cobordos
também o serdo. A

(3.2.4) Existe uma ligacao estreita entre o isomorfismo de Cartier e prolongamentos do
morfismo de Frobenius relativo. A idéia remonta ao artigo de Mazur [Maz73, Introducio] e é
dela que se origina o teorema de Deligne-Illusie (4.2.1).

Sejam 7 : Spec(F,) — Spec(Z/p>Z) o espessamento de ordem 1 canénico, Y um esquema
de caracteristica p e suponhamos que exista um levantamento Y de Y sobre Z/p?*Z. Para
simplificar, identificaremos os espagos topologicos subjacentes a Y e Y. Como o ideal de Y
em Y é pOy, temos uma seqiiéncia exata curta de 0g-modulos

(3.2.4.1) 0— pOy— 05— Oy — 0.

Se y for uma secdo de Oy sobre um aberto U, entdo a sua redu¢do médulo p sera a segao
y € 0y(U) obtida através do morfismo Oy — Oy. Visto que Y é um Z/p?*Z-esquema plano,
temos também uma seqiiéncia exata curta de 0g-modulos

(3.2.4.2) O—)pﬁ§—>ﬁ§l>pﬁ§—>0,

sendo o morfismo u a multiplicagdo por p. As seqiiéncias exatas (3.2.4.1) e (3.2.4.2) garantem
que temos um isomorfismo p: Oy = pOy de Oy-modulos. Se y for uma secio local de Oy,
entao podemos obter uma se¢ao local y de 05 cuja redugao modulo p é y e temos que
P(Y)=pJ.

Seja f : X — Y um morfismo suave de esquemas de caracteristica p. Visando uma
melhor legibilidade do que segue, denotaremos o morfismo de Frobenius de X relativo a Y
simplesmente por F: X — X/, sendo X' = xX@/M, Suponhamos que existam levantamentos
X, X' de X, X’ , respectivamente, sobre Ye que exista um Y-morfismo F:X->X prolongando

|

F, ou seja, tal que o diagrama

—X

el
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é comutativo. Com a intencao de s1mp11ﬁcar a exposicao, identificaremos os espacos
topologicos subajacentes a X e X (resp. X' e X/) Como X é um Z/p?Z-esquema plano e
Q)lz % é um O%-modulo localmente livre de tipo finito e, em particular, um &;-modulo plano,

obtemos uma seqiiéncia exata curta de 0s-modulos

0—>pQX/Y—>Q %/% —>pQX/?—>O

onde o morfismo v é a multiplica¢do por p. Note que QX/Y/p Qf(/? é isomorfo a Qi/?®ﬁ Ox

que, por sua vez, é isomorfo a Q) (1.1.46) e portanto existe um isomorfismo de ¢x-modulos

X/Y
pP: SZX/Y - pQX/Y

Por abuso de notacio, o denotamos também por p. O morfismo sp : 2

v, S F.(QL /Y) obtido

a partir de F (1.1.30.2) € nulo e isso garante que a imagem do morfismo s Q;(,/? —Fy (QX/Y

induzido por F esta contida no nicleo do morfismo F (Ql ~) —F. (1 1) obtido a partir da

X/Y
reducdo modulo p, que é justamente pF*< (Q~ ~) Denotaremos também por s; o morfismo

de Q)lz /g em pF*(Q~ ~) dai obtido. E claro que si anula pQL

um Gnico morfismo de Ox-modulos f: Q1

e por conseguinte existe
X//Y p g

— Fy (Q Y) tal que o diagrama

X’/Y
1
QX//Y pF* (QX/Y
| I
Ql

XY f F*(Q /Y)

é comutativo. Diremos que f é deduzido de s; por divisio por p e usaremos a notagao
1

p~'sz. Se X é uma se¢do local de 0%, de redu¢ao x modulo p, e X’ levanta em Oy, a
imagem x’ de x em Oy, entdo temos que
(3.2.4.3) PP (%) = %7 + p(u (%)),
onde u(X) € uma se¢do de 0%, pois a reducao modulo p de P (%) e FP(x) =xP, e portanto
sp(dX') =p(x?Vdx +du(X))). Assim, obtemos que
(3.2.4.4) fdx"y=xP""dx +du(x)).
Em particular, d o f =0 e portanto f define um morfismo de complexos
05 Ry y =11 = Fu (R 1y)
tal que %ﬁl(wl) é o isomorfismo de Cartier C_1 em grau 1. Nao é dificil ver que se
i > 1, entdo a composi¢io de /\ﬁx/ (f): Qi Y /\Wx/ (F*(QX/Y)) com o morfismo de
/\ \G (Fu (221 /Y)) em Fy(Q1L /Y) induzido pelo produto define um morfismo de complexos
Q’ /Y[ 1]—>Fx« (QX/Y) Assim, temos um morfismo de complexos de Ox/-modulos
o5 P Q% y [ 11 - Fu(Q y).
i>0
onde (pg é obtido a partir de F’. Este induz, tomando cohomologias, um morfismo de
Ox-algebras graduadas

Qs jy— @ S (Fa (R )

i>0
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que coindide com o isomorfismo de Cartier em grau 1 e, em virtude de (3.2.2, (i)), deve
também coincidir em todos os outros graus. Em particular, ¢z € um quase-isomorfismo.

Exemplo (3.2.5) (O anel de vetores de Witt). — Sejam p um namero primo e (Xo, Xj,...)
variaveis. Os polinomios de Witt relativos a p sio dados por

n
W =3 X2 = X2 4 pXIT 4 X,
i=0
onde n >0 & um inteiro. consideremos um polinémio ® nas variaveis X, Y com coeficientes
inteiros. Entao é possivel garantir que existe uma tnica seqiiéncia de polinémios (o, ¢1, ...)
em Z[X;,Y;];>0 tal que

Wn((p(), @1, .. ) = qJ(Wn(Xo,Xl, .. .),Wn(Y(),Yl, .. ))

para todo n > 0. Observe que é facil justificar a existéncia e a unicidade dos ¢; no anel de
polindmios com coeficientes em Z[p~!] e portanto a tnica dificuldade é mostrar que seus
coeficientes sdo inteiros. Para isso, queira ver [Ser79, Capitulo II, § 6, Teorema 5]. Denota-

remos por Sg,Sq,... (resp. Po,Py,...) os polinémios ¢g. ¢1, ... associados ao polinémio
O(X,Y) =X+Y (resp. ®(X,Y)=XY). Temos, por exemplo, que

So=Xo+Yo,  S1=Xi+Yi+ (X +Y§ - (Xo+Yo)?),
Po =XoYo. Pr =X{Y1 +X1Y) + pXi Y.

Se A & um anel, entdo o anel de vetores de Witt de A relativo a p, denotado W(A), tem
como conjunto subjacente AN, de modo que um vetor de Witt a € W(A) se escreve como
uma seqiiéncia a = (ap, d1, ...) de elementos de A, e, para a,b € W(A), a somaa+b e o
produto ab em W(A) sao definidos por

a+b=(So(a,b),S1(a,b),...),
ab=(Py(a,b),P1(a,b),...),

onde as notacdes S,(a,b),Py(a,b) indicam que estamos avaliando esses polinémios tro-
cando as variaveis X;,Y; por a;, b;, respectivamente. O elemento identidade de W(A) ¢é
(1,0,0,...). Além disso, temos um homomorfismo de grupos abelianos V4 : W(A) — W(A),
dito Verschiebung, dado por (ag,ai,...)—(0,a9,a1,...).

Seja n > 1 um inteiro. O conjunto A" munido da adi¢do e multiplicacdo definidas,
respectivamente, pelos polindémios S; e P; para 0 <i <n—1, é um anel quociente de W(A),
chamado o anel de vetores de Witt de comprimento n de A e sera denotado por W, (A). Note
que Wi(A) =A e que W(A) é o limite dos W, (A) seguindo os homomorfismos sobrejetivos
de anéis W, +1(A) > W, (A) que levam (ao,...,a,) em (ap,...,dn—1)-

Se u:A— B é um homomorfismo de anéis, entdo a aplicacdo W(u): W(A) — W(B) dada
por (agp,ai,...)— (u(ap),u(ai),...) é também um homomorfismo de anéis. Considerando
a definicdo analoga para vetores de Witt de comprimento finito, obtemos endofuntores
W, W,, da categoria de anéis para todo n > 1.

Suponhamos que A seja um anel de caracteristica p. O homomorfismo de Frobenius
absoluto Fo de A induz um homomorfismo de anéis op : W(A) - W(A), chamado o
endomorfismo de Frobenius de W(A), que leva (ap,aq,...) em (ag, af, ...). Temos, entdo, a
identidade VAoop =0p0VA = py(,,, onde p,, : W(A) — W(A) denota a multiplicagao por
p em W(A). Se A for um anel perfeito, ou seja, se Fo for um automorfismo, entdo o ideal
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de W(A) gerado por p”-1 consiste dos vetores de Witt a = (ag,ay,...) tais que a; =0 para
0<i<n—1. Assim, W, (A) é exatamente o quociente de W(A) por p"W(A).

Por fim, consideremos o caso de um corpo perfeito k de caracteristica p. E possivel
mostrar que existe, a menos de isomorfismo, um Gnico anel de valorizagao discreta completo
cujo uniformizador é p-1 e cujo corpo de residuos é k [Ser79, Capitulo II, § 5, Teorema 3|.
Além disso, ele pode ser visto concretamente como o anel de vetores de Witt W(k) de k
[Ser79, Capitulo II, § 6, Teorema 7]. Como conseqiiéncia, W(F,) é o anel Z, dos inteiros
p-adicos e W, (F,) =Z/p"Z. Note ainda que W(k) é necessariamente de caracteristica 0 e
portanto é um Z-modulo livre de tor¢iao ou, o que é o mesmo, um Z-mo6dulo plano. Assim,
Wy (k) é plano sobre Z/p"Z e temos um isomorfismo de anéis W, (k)/pW, (k) = k. Essas
propriedades caracterizam Wy, (k) a menos de isomorfismo [Spel4] e podem ser ditas da
seguinte maneira: denotemos por i : Spec(F,) — Spec(Z/p"Z) o espessamento de ordem
n—1 canodnico. Se olharmos para Spec(k) como um F,-esquema, entdo existe, a menos de
isomorfismo, um tnico levantamento X de Spec(k) sobre Z/p"Z. Com efeito, em virtude
da proposi¢ao (2.1.2), um tal levantamento deve ser um esquema afim e apos traduzirmos o
problema algebricamente, concluimos que X = Spec(W, (k)).
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§ 4. DEGENERESCENCIA DA SEQfJENCIA ESPECTRAL DE
HODGE-DE RHAM

Neste paragrafo, demonstramos os teoremas que dao titulo a esta dissertacao. Antes,
porém, na secdo 4.1, sumarizamos os pontos mais importantes de algebra homologica que
utilizaremos. A discussao é razoavelmente longa, mas nao tentamos manté-la auto-suficiente.
De qualquer modo, esperamos que ela sirva como um guia para a literatura apropriada. Apos
fixarmos as notacgoes e as convencoes de sinais, definimos o que se entende por uma categoria
triangulada (4.1.4) e como exemplo consideramos a categoria de homotopia de complexos
K(A) obtida a partir de uma categoria abeliana A. Em seguida, compilamos as defini¢coes e
resultados mais importantes sobre localizacdes de categorias (4.1.9)-(4.1.17). Munidos dessas
informacdes, definimos a categoria derivada D(A) de A como sendo deduzida de K(.A)
invertendo formalmente a classe de quase-isomorfismos (4.1.18). Ela herda naturalmente a
estrutura triangulada de K(A), embora em raras ocasies seja abeliana (4.1.22). A partir
dela, podemos redefinir o que se entende por funtores derivados (4.1.26). Esse ponto de vista
permite simplificar inimeras questoes envolvendo funtores de hipercohomologia. Por uma
questdo de espaco, sO consideramos como exemplos os funtores derivados do funtor que
toma sec¢Oes globais de um Ox-modulo e do produto tensorial de complexos de Ox-modulos
(4.1.31). Existem varias referéncias sobre a teoria de categorias derivadas. As mais importantes
para o que fizemos aqui sao [Wei94, Capitulo 10], [I1104, Capitulo 1], [Stacks, Tag 050]],
[Har66, Capitulos I eIl] e [GMO03, Capitulos I e IlI]. As notas [Biih07] sdo bastante precisas e
ajudam a esclarecer algumas questdes delicadas. Do ponto de vista historico, sugerimos a
consulta de [I190] e [Ver96], sendo que esta ultima ainda contém alguns topicos que ndo
aparecem na literatura subseqiiente.

Na segunda parte da se¢do, revisamos alguns pontos de seqiiéncias espectrais. Apos
introduzir a terminologia que usaremos, lembramos que, a partir de um funtor aditivo e
de um complexo limitado inferiormente, sempre podemos obter duas seqiiéncias espectrais
birregulares, ditas de hipercohomologia (4.1.36). Como exemplos, consideramos a seqiiéncia
espectral de Hodge-de Rham (4.1.38.1), que desempenhara um papel importante na sec¢do
seguinte, e a seqiiéncia espectral de Cartan-Leray (4.1.38.3), que relaciona a cohomologia de
Cech de uma cobertura com a cohomologia do funtor derivado. A partir dela, provaremos
o teorema de Leray, que foi empregado na demonstracao de (2.3.8). Como referéncias
sugerimos [EGA O, §11] e [I1104, Capitulo 3, § 6].

Na sec¢do 4.2, estabelecemos os teoremas supracitados: o de Deligne-Illusie (4.2.1), que
garante, sob hipoteses adequadas, que um truncamento do complexo F (€25 /Y), onde Y é
um esquema de caracteristica positiva, X é um Y-esquema e F: X — X’ é o morfismo de
Frobenius relativo, é decomponivel na categoria derivada de Ox/-modulos, a degenerescéncia
da seqiiéncia espectral de Hodge-de Rham para certos esquemas sobre um corpo perfeito de
caracteristica positiva (4.2.4) e por fim uma versao do teorema de Kodaira-Akizuki-Nakano
em caracteristica positiva devida a Raynaud (4.2.5). Para concluir, listamos algumas versoes
aprimoradas e conseqiiéncias destes teoremas (4.2.6) e enumeramos alguns exemplos e contra-
exemplos (4.2.7). A referéncia original é o artigo de Deligne e Illusie [DI87]. Recomendamos
também a consulta dos textos expositorios [I1196, n® 5-8] e [Oes87].
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4.1. Categorias derivadas e seqiiéncias espectrais.

(4.1.1) Seja A uma categoria abeliana. Denotaremos por Ch(A) a categoria de com-
plexos de A. Um objeto de Ch(.A) sera quase sempre denotado por uma letra maiascula,
digamos K, em vez de K*. A subcategoria plena de Ch(A) consistindo dos complexos
limitados inferiormente (resp. limitados superiormente, resp. limitados) sera denotada por
Ch* (A) (resp. Ch™(A), resp. Ch® (A)). Designaremos por Z"(K), B*(K) e H" (K) os objetos
de cociclos, cobordos e cohomologia, respectivamente, em grau n. Se X for um espaco
anelado e A for a categoria de Ox-modulos, entdo utilizaremos a nota¢dao mais econémica
Ch(X), bem como suas variantes para as subcategorias plenas acima, em vez de Ch(A).
Nesse caso, usaremos também a notagao mais estilizada 2" (K), 2" (K) e 5" (K) para os
feixes de cociclos, cobordos e cohomologia, respectivamente.

Para um inteiro n, o truncamento ingénuo o<, K (resp. 0>,K) de um complexo K de A
é o complexo quociente (resp. subcomplexo) de K que coincide com K em graus menores
ou iguais (resp. maiores ou iguais) a 7 e tem componentes nulas nos outros lugares. Ja o
truncamento canonico 1<, K (resp. 1>,K) é o subcomplexo (resp. complexo quociente) de K de
componentes K! para i <n,Z'(K) parai=n e 0 para i >n (resp. K para i >n,K’ /B! (K)
parai =n e 0 para i <n). A notagdo 1<;K significara t<,—1K. Note que os truncamentos
ingénuos e canonicos definem endofuntores aditivos da categoria de complexos de \A.

A translagao K[n] de um complexo K é o complexo de componentes K[n]' =K' e
diferencial dg[,) = (—1)"dk. Observe que esta é uma constru¢ao funtorial. Um complexo é
dito concentrado em grau n (vesp. em um intervalo [a,b]) se K =0 para i #n (vesp. i &][a, b]).
Um objeto A de A muitas vezes é visto como um complexo concentrado em grau 0 e nesse
caso A[—n] é um complexo concentrado em grau n com componente A nesse grau.

Um morfismo de complexos v : K — L é chamado um gquase-isomorfismo se, para todo
inteiro n, H" (u) : H*(K) — H"(L) é um isomorfismo. Dizemos que um complexo K é
aciclico se H"(K) =0 para todo n € Z. Note que os funtores de truncamento candnico e
translacao preservam quase-isomorfismos, embora o mesmo nao possa ser dito dos funtores
de truncamento ingénuos.

(4.1.2) Seja u:K— L um morfismo de complexos. O cone de u, denotado por Cone(u),
é o complexo cuja componente de grau n é K1 @L" e cuja diferencial é dada pela matriz

—drtt o ~ A
. Temos, entao, uma seqiiéncia exata curta de complexos
un+] dﬁq ’ ’

(4.1.2.1) 0— L-> Cone(u) 5> K[1]— 0,

onde i e p sdo, respectivamente, os morfismos de inclusdo e proje¢ao canonicos. Identificando
H"(K[1]) com H"*!(K), temos que o morfismo conectante 9 : H**1(K) — H"*!(L) da

seqiiéncia exata longa de cohomologias associada a (4.1.2.1) é exatamente H" ™1 (u) para
todo inteiro n. Isso pode ser justificado tanto diretamente quanto usando o teorema do
mergulho pleno de Mitchell! [Fre64, 7.34]. Como conseqiiéncia, ¥ é um quase-isomorfismo

se, e somente se, o seu cone é um complexo aciclico.

(4.1.3) Um funtor de translagio em uma categoria aditiva D é um automorfismo T
de D. Se D é uma categoria aditiva munida de um funtor de translacdo T, entdo um

triangulo em D é uma seqiiéncia de morfismos X1>Y1>Zi>T(X). Um morfismo de um

INa verdade é suficiente aplicar uma versdo mais fraca deste teorema.
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triangulo (X,Y,Z, u, v, w) em um triangulo (X', Y',Z',u’,v’, w’) é uma tripla (f; g, h) tal
que o diagrama

X 4>y ts.7 Y T(X)

L e

X’ Y A T(X)

’ / ’
w

é comutativo. Essas defini¢des permitem que falemos da categoria de triangulos em D, onde
a regra de composicao é definida coordenada a coordenada.

Defini¢ao (4.1.4). — Uma categoria triangulada ¢ uma categoria aditiva D munida de um
funtor de transla¢ao T e de uma classe de triangulos, chamados os triangulos distinguidos de D,
satisfazendo os quatro seguintes axiomas:

(TR1) Todo triangulo em D isomorfo a um triangulo distinguido é também um triangulo

1
distinguido. Os tridngulos X —> X — 0— T(X) sao distinguidos para todo objeto X de D. Todo
morfismou : X —Y em D estd contido em um triangulo distinguido X 5Y—>7— T(X).
(TR2) (Rotagao) Um tridngulo Xx5ybz5 T(X) em D ¢ distinguido se, ¢ somente se, o
-T
triangulo Y572 T(X) & T(Y) também o é.

(TR3) Dados dois triangulos distinguidos X 5YSZ25TX) X 5Y 57 5 TX)
¢ morfismos f :X—X',g:Y—Y tais que u'o f = gou, existe um morfismo h:Z — 7/, nao
necessariamente unico, tal que a tripla (f, g, h) é um morfismo de triangulos. Temos o seguinte
diagrama mnemonico:

X 2>y 2572 TX)
I
f l gl h i lT( )
X — Y — 7 — TX).
u v w
TR4) (Octaedro) Dados trés triangulos distinguidos
g g
' k
XLy L7 51X,
; .
Y575 X - T(Y),
X275y LTX),

f g h
existe um quarto tridngulo distinguido 7/ —Y' — X' —> T(Z') tal que o diagrama seguinte é
comutativo:

XSy o7 F,o1x

| H

X Xz 2,y s T(X)

I Jreo

Yy Sz Lox o1y
e

T(Z)
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Observagoes (4.1.5). — (i) No que segue, sempre que dissermos que D é uma categoria
triangulada deixaremos subentendidos o funtor de translacdo e a classe de triangulos
distinguidos.

(ii) Os axiomas (TR1)-(TR4) nao sao independentes. E possivel demonstrar que o axioma
(TR3) decorre dos outros trés [May0l, 2.2]. No entanto, existem razdes, além das historicas,
para manté-lo na lista. Uma delas é que muitas vezes consideramos categorias, comumente
chamadas de pré-trianguladas, satisfazendo apenas os axiomas (TR1)-(TR3) para tentar
obter formula¢des equivalentes do axioma (TR4).

(iif) O axioma (TR2) garante que se XiYﬁ)ZgT(X) é um triangulo distinguido em
D, entdo, para todo inteiro 7, o tridngulo

(=1)"T"(w) (-1)"T"(v) =D"T(w)
_—

T"(X) T"(Y) T"(Z) " (X)

também o é.

(iv) A categoria D°P também tem estrutura de categoria triangulada. Seu funtor de
translacio é T°P = opoT loop™!, onde op : D — D°P denota o funtor contravariante
canodnico, e um tridngulo

u°p vOP wOP
Xop L yor L, z0p L, ToP(XOP)
vou Tw)
em D°P é distinguido se, e somente se, o tridngulo Z—Y — X — T(Z) em D é distinguido.

(4.1.6) Sejam D, D’ duas categorias trianguladas. Um funtor triangulado de D em D’
é um par (F, ), onde F: D — D’ é um funtor aditivo e a:FoT = T'oF é um isomorfismo
natural, tal que se XiY&Z&T(X) ¢ um tridngulo distinguido em D, entdo o tridangulo

F F oF
Fe0) " Fv) S Fz) 2 ()
é distinguido em D’. Em geral, abusamos da notag¢do e escrevemos o como se fosse uma
igualdade de funtores.

Suponhamos que D seja uma categoria triangulada e que D’ seja uma subcategoria aditiva
de D. Dizemos que D’ & uma subcategoria triangulada se D' é fechada sob T e T™!, de
modo que T induz um funtor de translagdo T’ em D’ para o qual D’ se torna uma categoria
triangulada e o funtor de inclusio D’ < D é triangulado. Para que uma subcategoria aditiva
plena D’ de D seja uma subcategoria triangulada, é necessario e suficiente que D’ seja fechada
sob T e T™! e que, para todo morfismo u:X —Y em D', exista um triangulo distinguido

X1>Y—>Z—>T(X) em D com Z € D'. Nesse caso, a classe de triangulos distinguidos em D’
consiste dos tridngulos distinguidos de D cujos objetos estdo em D’.

Uma subcategoria triangulada plena D’ de D ¢ dita saturada se, para quaisquer X,Y €D,
a sua soma X@Y é isomorfa a um objeto de D’ se, e somente se, tanto X quanto Y também
o sdo.

(4.1.7) Sejam D uma categoria triangulada e A uma categoria abeliana. Um funtor

aditivo H: D — A é dito cohomoldgico se, para todo tridngulo distinguido X5YSz5 T(X)
em D, a seqiiéncia

( (

H(u) H(v)
H(X) —2 H(Y) —2 H(Z)
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é exata em A. E comum denotarmos H(T" (X)) por H*(X) para todo inteiro 7. Em virtude
de (4.1.5, (iii)), obtemos uma seqiiéncia exata longa

H" (u) H" (v) H(w)

H"(Z) —— H"T}/(X) > - -+

--—H"(X) H"(Y)

Um funtor aditivo contravariante H: D — A é dito cohomolégico se o funtor correspondente
D°P — A é cohomologico.

Sejam D, D’ duas categorias trianguladas e F: D — D’ um funtor triangulado. O nicleo
de F, denotado Ker(F), é a subcategoria plena de D determinada pelos objetos X tais que
F(X) =0. De maneira semelhante, se .4 € uma categoria abeliana e H: D — A é um funtor
cohomologico, entdo o nicleo de H, denotado Ker(H), é a subcategoria plena de D obtida
considerando os objetos X tais que H"(X) =0 para todo inteiro n. Nao é dificil justificar
que o nucleo de um funtor triangulado ou um funtor cohomolégico é uma subcategoria
triangulada saturada.

Exemplos (4.1.8). — (i) Seja A uma categoria abeliana e denotemos por K(A) a cate-
goria de complexos de A a menos de homotopias, ou seja, a categoria cujos objetos sdo os
mesmos de Ch(.A), mas os morfismos sdo as classes de homotopia de morfismos de complexos.
A categoria K(A) é aditiva, mas em geral ndo é uma categoria abeliana. Para que isso ocorra,
é necessario e suficiente que A seja uma categoria abeliana semi-simples (4.1.22). No entanto,
K(A) tem estrutura de categoria triangulada. Seu funtor de translacao leva um complexo K
no complexo K[1] e é o eponimo dos funtores de translacdo. Note que ele é bem-definido,
pois, por ser um funtor aditivo, preserva homotopias. Um tridngulo em K(.A) é distinguido
se, e somente se, € isomorfo a um tridngulo da forma

(4.1.8.1) K% L -5 Cone(u) -5 K][1],

onde i e p sdo, respectivamente, os morfismos de inclusio e projecao canonicos. A verifica¢ao
dos axiomas (TR1)-(TR4) é razoavelmente longa e a omitiremos. Sugerimos que o leitor
consulte [Wei94, 10.2.4], [GMO03, Capitulo IV, §1.9] ou [Stacks, Tag 014S]. Deve-se, porém,
atentar ao fato de que as convengdes de sinais em algumas dessas referéncias diferem das
nossas.

Designaremos por K*(A) (resp. K™(A), resp. K?(A)) as subcategorias plenas de K(A)
consistindo dos complexos limitados inferiormente (resp. limitados superiormente, resp.
limitados). Todas elas sdo subcategorias trianguladas. Se X for um espaco anelado e A for
a categoria de Ox-modulos, entdo usaremos a notagao mais breve K(X), bem como suas
variantes para essas subcategorias trianguladas, em vez de K(A).

(ii) Sejam A, B duas categorias abelianas e F: . A— B um funtor aditivo. Entdo F induz
um funtor aditivo Ch(A) — Ch(B), também denotado F, que leva morfismos homotopicos
em morfismos homotopicos e que, por sua vez, induz um funtor aditivo F:K(A) — K(B).
Nao é dificil ver que este ultimo é um funtor triangulado. De maneira analoga, obtemos
funtores triangulados F:K*(A) —K*(B), onde * € {+, —, b}.

(iii) Seja A uma categoria abeliana. O exemplo epénimo de funtor cohomologico é
o funtor de cohomologia. Inicialmente observe que, para um inteiro n, o n-ésimo funtor
de cohomologia H" : Ch(.A) — A leva morfismos homotopicos em um mesmo morfismo e
portanto pode ser visto como um funtor de K(A) em A. O que temos é que H* : K(A) — A
é um funtor cohomologico. Para justificar essa assertiva é suficiente considerar os triangulos
distinguidos da forma (4.1.8.1) e o resultado decorre, entdo, da observacao feita em (4.1.2).
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Como H°(K[n]) =H"(K) para todo n € Z, aquilo que se convencionou em (4.1.7) condiz com

a realidade. Em particular, para todo tridangulo distinguido K51 Ml)K[l] em K(A),
obtemos uma seqiiéncia exata longa

H" (u) H" (v)

— H"(K) H"(L) H" (M) 2% LN (K) —
em A. O niicleo de H? é a subcategoria triangulada saturada Ac(A) de K(A) consistindo dos
complexos aciclicos. De modo semelhante, obtemos funtores cohomologicos HO:K*(A) — A,
onde * € {+, —, b}, cujos ntcleos serdo denotados por Ac*(A).
(iv) Seja D uma categoria triangulada e X um objeto de D. Segue diretamente dos

axiomas (TR1)-(TR3) que os funtores Homp(X, ) e Homp(+, X) sdo cohomologicos. Se n é
um inteiro, entdo o grupo de morfismos de graun de X para’Y em D, denotado Hom’,(X.,Y),
é definido como sendo o grupo Homp (X, T"(Y)) = Homp(T ™" (X),Y). Observe que esta
notacido estd de acordo com (4.1.7).

Defini¢ao (4.1.9). — Seja C uma categoria ¢ S uma classe de morfismos em C. Uma
localizagdo de C com respeito a S ¢ uma categoria D, juntamente com um funtor q :C — D
satisfazendo as seguintes propriedades:

(i) Para todo elemento s de'S, o morfismo q(s) ¢ um isomorfismo.

(i) Se & € uma categoria e ¥:C— & € um funtor tal que F(s) € um isomorfismo para todo
s €S, entao existe um tinico funtorF D — & tal que Fog=F.

Caso exista, o par (D, q) ¢ iinico a menos de um tinico isomorfismo. Nesse caso, denotaremos uma
tal categoria D por C[S™!].

Exemplo (4.1.10). — Seja A uma categoria abeliana e S a classe de equivaléncias
homotopicas de Ch(A). Entao, a categoria K(A) de complexos de A a menos de homotopias
pode ser vista como a localizagdo de Ch(.A) com respeito a S [Wei94, 10.1.2].

E possivel mostrar, ignorando-se questdes de teoria de conjuntos' que, no entanto, surgem
apenas quando S é uma classe propria, que a localizacao de C com respeito a S sempre existe.
Veja, por exemplo, [GM03, Capitulo III, §2.2]. Nessa situacio, C[S™!] tem os mesmo objetos
de C e um morfismo X — Y de C[S™!] é uma classe de equivaléncia de um diagrama da
forma

X—)Xl <—X2—>-- -—>Xn_1 (—Xn —)Y,

onde as flechas apontando para a esquerda sdo elementos de S e o inteiro n pode variar.
Entretanto, nessa generalidade, a categoria C[S™!] ndo é muito tratavel e varias patologias
podem ocorrer. Esse fendmeno se manifesta ja no caso de um anel ndo-comutativo, que nada
mais é que uma Ab-categoria com um objeto, como pode ser constatado em [Lam99, §9].
Motivados por consideracoes de localizacao de anéis nao-comutativos, temos a seguinte

Defini¢ao (4.1.11). — Uma classe de morfismos S em uma categoria C admite um calculo de
fragaes a direita se

(i) Para todo objeto C de C, o morfismo identidade 1¢c pertence a S e a composi¢ao de dois
elementos de S ¢ ainda um elemento de S.

(ii) Zodo diagrama da forma X5Y LY, ondes €8, pode ser completado para um diagrama

Explicitamente, que temos um conjunto de morfismos entre dois objetos prefixados.
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comutativo

X — Y,
u

sendot um elemento de S.

(iii) Para todo par de morfismos u,v:X—Y e todo elemento s:Y —Y' tais que sou=sov,
existe um elementot : X' — X de S tal queuot =vot.
Diremos que a classe S admite um calculo de fracoes d esquerda se ela satisfizer as condicoes duais
de (i)-(iii) e que ela ¢é um sistema multiplicativo se admitir um cdlculo de fragoes tanto a direita
quanto d esquerda.

(4.1.12) Seja C uma categoria e S uma classe de morfismos admitindo um calculo de
fracoes a direita. Nesse caso, a categoria C[S™!] tem uma descri¢io bastante simples. Um
morfismo X —Y de C[S™!] pode ser visto como uma fracio a direita us™!, onde s:X; — X
é um elemento de S e u:X; — Y é um morfismo de C. Precisamente, a categoria C[S7!] &
construida da seguinte maneira:! Os objetos de C[S™!] serdo os mesmos de C. Um morfismo

N u
X —Y de C[S7!] é a classe de equivaléncia de um diagrama da forma X <-X; —Y, onde s
¢ um elemento de S, sendo que se (7, v) for um outro diagrama dessa forma, entao (s, u)
serd equivalente a (7, v) exatamente quando existir um terceiro deles (r, w) e um diagrama

comutativo
X1

71N

X X3 Y5y

WA

X2

A composi¢io em C[S7!] é efetuada do modo seguinte: consideremos dois morfismos

s u t v
representados, respectivamente, por diagramas X <~ X; —Y e Y<«<Y; — Z. Usando a
condi¢do (4.111, (ii)), podemos obter morfismos 71 : X — X1 e u1 : X3 — Y1, sendo o primeiro

deles em S, tais que uot; =tou;. O morfismo composto é entdo representado pelo diagrama
Sofq Vol |

X<«— X, —— 7. Mnemonicamente temos
X2
7 N
1 N U1
7 A
g N

NN

1Como ja observamos anteriormente, existem alguns pontos delicados de teoria de conjuntos que surgem
quando S é uma classe propria. Estes, no entanto, serao ignorados aqui. Isso se deve ao fato de, nas nossas
aplicacdes concretas, eles poderem ser justificados. Veja, por exemplo, a observagao (4.1.20, (ii).
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O funtor ¢ :C — C[S™!] é a identidade nos objetos e envia um morfismo u: X — Y na classe

IX u
do diagrama X «<— X — Y. Varias verifica¢Ges precisam ser feitas para mostrar que dessa

forma obtemos uma categoria satisfazendo as condi¢des da definicao (4.1.9) e referimos o
leitor a [Stacks, Tag 04VB| ou [GMO03, Capitulo III, § 2.8] para uma discussao detalhada.

(4.1.13) De maneira dual, se C é uma categoria e S é uma classe de morfismos admitindo
um calculo de fraces a esquerda, entdo podemos descrever os morfismos de C[S™!] usando
fracoes a esquerda. Se S for um sistema multiplicativo, entdo a propriedade universal
da localizacio garante que as descri¢des de C[S™!] via fragoes a direita e a esquerda sio
canonicamente isomorfas. Dependendo das circunstancias, no entanto, pode ser mais
conveniente usar uma ou outra.

Dizemos que um sistema multiplicativo S é saturado se os tnicos morfismos de C
transformados em isomorfismos por g sdo os seus elementos.

(4.1.14) Sejam A uma categoria aditiva e S uma classe de morfismos em A admitindo
um calculo de fragoes a direita ou a esquerda. Entdo, a categoria A[S™!] é também aditiva e
o funtor de localizacio ¢ : A — A[S™!] é aditivo. Além disso, se B for uma categoria aditiva
e F: A— B for um funtor aditivo tal que F(s) € um isomorfismo para todo s € S, entdo existe
um tnico funtor aditivo F: A[S7!]1— B tal que F =Fo q. Se A for uma categoria abeliana e
S for um sistema multiplicativo, entdo a categoria A[S™!] é abeliana e o funtor de localizagao
é exato. Uma aplicagdo interessante disso € a construcdo do quociente de uma categoria

abeliana por uma subcategoria de Serre. Para as demonstracoes desses fatos, queira ver
[Stacks, Tags 05QC e 02MN].

Definicao (4.1.15). — Seja D uma categoria triangulada. Um sistema multiplicativo S em
D ¢ dito compativel com as estrutura triangulada se as seguintes condicoes sao satisfeitas:

(i) Para todo s €S, tanto T(s) quanto T~ (s) sdo elementos de S.

(i) Na situagao do axioma (TR3) para categorias trianguladas, se | ¢ g sao elementos de S,
entdo h pode ser escolhido em S.

(4.1.16) Sejam D uma categoria triangulada e S um sistema multiplicativo compativel
com a estrutura triangulada. De (4.1.14) ja sabemos que D[S™!] é uma categoria aditiva
e que o funtor de localiza¢io ¢ : D — D[S!] é aditivo. Temos de (4.1.15, (i)) que o funtor
de translacio de D se prolonga para um funtor de translagio em D[S™!]. Um triangulo
em D[S™!] sera dito distinguido se for isomorfo a imagem através de ¢ de um triangulo
distinguido de D. E possivel demonstrar que com essa estrutura D[S™!] & uma categoria
triangulada e que ¢ é um funtor triangulado. Além disso, se D’ é uma categoria triangulada
e F:D— D’ é um funtor triangulado tal que F(s) é um isomorfismo para todo elemento
s de S, entdo existe um unico funtor triangulado F: D[S — D’ tal que F =To g. Uma
propriedade semelhante é valida para funtores cohomologicos. Os detalhes aqui omitidos
podem ser encontrados em [Stacks, Tag 05R1].

(4.1.17) Um jeito bastante simples de se obter sistemas multiplicativos compativeis com
a estrutura triangulada é o seguinte: consideremos uma categoria triangulada D e uma sub-
categoria triangulada plena D’ de D. Definamos S como sendo a classe consistindo dos mor-

fismos u : X —Y para os quais é possivel obter um tridngulo distinguido X5Y—>Z— T(X),
onde Z é um objeto de D’. Entdo S é um sistema multiplicativo compativel com a estrutura
triangulada de D e ele sera saturado se, e somente se, D’ for uma subcategoria triangulada
saturada. Sugerimos a consulta de [Stacks, Tag 05RG]| para uma demonstragao desses fatos.
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(4.1.18) Seja A uma categoria abeliana. A subcategoria plena Ac(A) de K(.A) consis-
tindo dos complexos aciclicos é o nicleo do funtor cohomologico H? : K(A) — A sendo,
portanto, uma subcategoria triangulada saturada. O sistema multiplicativo saturado com-
pativel com a estrutura triangulada que ela da origem (4.1.17) é exatamente a classe dos
quase-isomorfismos em K(.A) e sera denotado Qis(A). A categoria derivada D(A) de A € a
categoria triangulada obtida localizando K(A) com respeito a Qis(.A). Temos, entdo, que
o funtor de localizagao g4 : K(A) — D(A) é triangulado e um morfismo K— L em D(A)
obtido a partir de um morfismo de complexos u é um isomorfismo se, e somente se, ¥ é um
quase-isomorfismo.

Para cada inteiro 1, os funtores de cohomologia H"” : K(.A) — A levam quase-isomorfismos
em isomorfismos e, em virtude da propriedade universal da categoria derivada (4.1.14), po-
dem ser vistos como funtores aditivos de D(A) em A. Além disso, H? : D(A) — A é um
funtor cohomoloégico (4.1.16). De maneira semelhante, os funtores de truncamento canonico
podem ser vistos como endofuntores aditivos de D(.4), mas o mesmo nao pode ser dito
dos funtores de truncamento ingénuo. Se K e L sdao dois complexos de A, entdo o grupo
de morfismos de grau n de K para L em D(A) (4.1.8, (iv)) sera denotado por Ext’ (K, L)
em vez de Homﬁ(A) (K,L). E possivel mostrar que se A e B sdo objetos de A vistos como
complexos concentrados em grau 0, entdo o grupo Ext” (A, B) é isomorfo ao grupo de classes
de n-extensdes de A por B [Ver96, Capitulo III, 3.2.12] e portanto a notagao se justifica.

(4.1.19) A restri¢io do funtor cohomologico H? : K(A) — A a K*(A), onde * € {+, -, b}
é ainda um funtor cohomologico, de modo que o seu nicleo, denotado Ac*(A), é uma
subcategoria triangulada saturada de K*(A) que da origem a um sistema multiplicativo
saturado Qis™(A) em K*(A) (4.1.17). Existem funtores triangulados D*(A) —D(A) (4.1.16)
e pode-se mostrar que cada um deles é pleno e fiel [Stacks, Tag 05RW]. Eles permitem que
vejamos D*(A) como subcategoria triangulada plena de D(A), o que faremos sem maiores
comentarios no que segue.

Se X for um espaco anelado e A for a categoria de Ox-modulos, entdo usaremos a
notacdo mais curta D(X), bem como suas variantes para as subcategorias trianguladas
acima, em vez de D(A). Caso seja preciso, deixaremos claro o feixe de anéis que estamos
considerando através da nota¢io D(0%).

Observagoes (4.1.20). — (i) Poderiamos ter definido a categoria derivada de uma cate-
goria abeliana A como sendo a localiza¢ao da categoria de complexos de .4 com respeito a
classe de quase-isomorfismos. Existem, no entando, dois motivos para ndo o fazermos. O
primeiro deles é que em Ch(A) a classe de quase-isomorfismos nao é, em geral, um sistema
multiplicativo e portanto ndo podemos expressar um morfismo de D(A) como uma fragio
de morfismos de Ch(A). O segundo é que a categoria derivada nio é, em geral, abeliana
(4.1.22), mas, como vimos, herda naturalmente a estrutura de categoria triangulada de K(A).

(ii) Estritamente falando, a categoria derivada de uma categoria abeliana .4 nem sempre
existe. Se A for uma categoria pequena, isto €, uma categoria cujos objetos formam um
conjunto, entao isso ndo é um problema, pois Qis(.A) sera também um conjunto. Um caso
bastante importante em que podemos garantir a existéncia de D(A) € o de uma categoria de
Grothendieck [KS06, 14.3.1 (iv)]. Isso significa que A admite um gerador, ou seja, um objeto
G tal que Hom4(G, ) é um funtor fiel, é cocompleta e colimites filtrados sdo exatos. Os
exemplos mais importantes de categorias de Grothendieck sao as categorias de R-modulos a
direita Mod(R), sendo R um anel possivelmente ndo-comutativo, de x-modulos Mod(X),
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onde X é um espago anelado e de 0s-modulos quase-coerentes Qcoh(S), sendo S um
esquema. Para esta ultima veja [Stacks, Tag 077P], pois este ndo € um resultado elementar.

As categorias D*(A), onde * € {+, —, b}, existirdo sob hipoteses mais fracas. Se A tiver
suficiente injetivos (resp. projetivos), entao D*(A) (resp. D™(A)) existe e &€ equivalente a
categoria K (Z) (resp. K™(P)), sendo Z (resp. P) a subcategoria plena de A consistindo
dos objetos injetivos (resp. projetivos) [Wei94, 10.4.8].

(4.1.21) Sejam A uma categoria abeliana e 0 — K-L->M—0 uma seqliéncia exata
curta de complexos de A. Entao, ¢ =(0 v):Cone(u) —M é um morfismo de complexos tal
que o diagrama

H" (Cone(u)) T2 gn+1(K)
oo |
H” (M) Hn+1 (K)

é comutativo, onde p:Cone(u) — K[1] é o morfismo de projecdo canénico e d é o morfismo
conectante da seqiiéncia exata longa de cohomologias associada a seqiiéncia exata curta

0—>K-5>L5>M—>0. Em virtude de (4.1.2), concluimos que ¢ é um quase-isomorfismo e

portanto temos um triangulo distinguido KiLLMgK[l] em D(A), sendo w=-po¢!,
tal que H" (w) = 0. Essa € a razdo da convecdo de sinal na definicao do triangulo (4.1.8.1).
Além disso, todo tridngulo distinguido em D(.A) é isomorfo a um tridngulo obtido dessa
maneira e essa construcdo é funtorial, ou seja, um morfismo de seqiiéncias exatas curtas de
complexos induz um morfismo entre os triangulos distinguidos assim construidos.

Exemplo (4.1.22). — O proposito deste exemplo é mostrar que categorias derivadas
raramente sdo abelianas. A exposicdo se baseia em [Biihl2]. Primeiro, notemos que todo
monomorfismo v:Y — Z em uma categoria triangulada D cinde. Com efeito, usando

(TR1) e (TR2), podemos obter um tridngulo distinguido XiYAZiT(X) e, visto que a
composi¢io de dois morfismos consecutivos em um tridangulo distinguido é sempre zero,'
concluimos que ¥ =0 e portanto que o homomorfismo Homp(Z,Y) — Homp(Y,Y) induzido
por v é sobrejetivo. Em particular, v tem uma inversa & esquerda. Um argumento dual
garante que todo epimorfismo em uma categoria triangulada cinde. Como conseqiiéncia,
se uma categoria triangulada D é abeliana, entdo, para todo morfismo f:A—B em D,
podemos obter um morfismo g:B— A tal que fogo f = f. De fato, escrevendo f como a
composi¢ao de um epimorfismo e seguido por um monomorfismo m, basta tomar g =e’om’,
onde ¢’ é uma inversa a direita para e e m’ é uma inversa a esquerda para m.

Seja A uma categoria abeliana. Para que a categoria derivada D(.A) de A seja abeliana,
€ necessario e suficiente que A seja semi-simples, isto &, que todas as suas seqiiéncias exatas
curtas cindam. A necessidade decorre do que fizemos no primeiro paragrafo e do fato funtor
que leva um objeto de A em um complexo concentrado em grau 0 em D(A) ser pleno e
fiel, pois, dado um monomorfismo f :A—B em A, podemos obter um morfismo g:B— A
em A tal que fogo f = f e por conseguinte go f = 14. Por outro lado, se A for uma
categoria abeliana semi-simples, entio D(A) é equivalente a A% [GM03, Capitulo III, § 2.4] e
portanto é abeliana. Um argumento analogo permite mostrar que a categoria de homotopia
de complexos K(A) de A é abeliana se, e somente se, a categoria A é semi-simples.

Essa é uma das coisas que devemos mostrar para justificar que o funtor Homp (X, -) é cohomologico.
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Apenas como observagio lateral, se R for um anel ndo necessariamente comutativo e A4
for a categoria de R-modulos a direita, entdo A sera semi-simples se, e somente se, R for um
anel semi-simples [Wei94, 4.2.2].

(4.1.23) Seja A uma categoria abeliana. Um objeto K de D?(A) ¢ dito decomponivel se
for isomorfo em D(A) a um complexo com diferencial nula. Uma condigdo necessaria e
suficiente para que isso ocorra é que existam morfismos f; : H*(K)[—n] - K em D(A) tais
que H"( fn) = lyn (k) para todo inteiro n. Nesse caso, uma decomposi¢io de K é um morfismo
[,z H"(K)[-n] =K tal que H"(f) = lpn(x) para todo inteiro 7. Note que, como K é
limitado inferiormente, a soma @, ., H” (K)[—n] € na verdade finita e portanto faz sentido
em D(A).

Seja K um complexo de A concentrado em graus 0 e 1. Note que uma decomposi¢ao
de K é completamente determinada por um morfismo f : H! (K)[~1] — K em D(A) tal que
HY(f) = g1 (x)- De (4.1.21) e do fato de termos um quase-isomorfismo de K/H°(K) em
H!(K)[—1], obtemos que a seqiiéncia exata curta 0 — H?(K) — K — K/H°(K) — 0 determina
um tridngulo distinguido

H’(K) > K —H' (K)[-1] > B (K)[1]
em D(A) que, por sua vez, da origem a seqiiéncia exata
(4.1.23.1)  0—Exty(H'(K), H*(K)) — Homp(4 (H' (K)[-1],K) >
— Homp4) (H' (K), H' (K)) = Ext} (H' (K), H'(K)),

pois HomD(A)(H1 (K)[~1].-) é um funtor cohomologico (4.1.8, (iv)) e Homp4)(L, M) =0
para todos os complexos L, M tais que L=0<;L, M=0>;Mei <.

Concluimos de (4.1.23.1) que uma condicdo necessaria e suficiente para que K seja
decomponivel é que a imagem c; EExti‘(H1 (K), H*(K)) de ly1 (k) por o seja zero e que se
este for o caso, entdo o conjunto de decomposicoes de K € um espaco homogéneo principal
sob o grupo Ext}4(H1(K), HO(K)).

(4.1.24) Sejam A, B duas categorias abelianas e F:. A — B um funtor aditivo. Clas-
sicamente, sabemos que se A tem suficientes injetivos, entao é possivel definir funtores
derivados R"F: A — B de F, onde n >0, de forma que (R"F),>¢ seja um 0-funtor coho-
mologico universal. Unsado resolu¢oes de Cartan-Eilenberg, podemos também construir
funtores hiperderivados R"F: Ch*(A) — B de F, onde n € Z, de forma que (R"F),ez é
um J-funtor cohomologico, sendo também universal, desde que nos restrinjamos a sub-
categoria plena de Ch'(A) consistindo dos complexos K tais que K! =0 se i <0. No
entanto, essa teoria classica de funtores derivados é insuficiente para descrever inameros
fenomenos que surgem em aplica¢des concretas. A idéia, entdo, é tentar obter um funtor
RF de D*(A) em D(B) cuja composi¢ao com o funtor de cohomologia H” e com o funtor
candnico Ch*(A4) — D" (A) redunde em R"F. Ingenuamente, poderiamos tentar prolongar
o funtor triangulado K*(A) — K(B) induzido por F (4.1.8, (ii)) para um funtor de D" (A)
em D(B). Isso, porém, so é possivel quando K*(A) — K(B) preserva quase-isomorfismos, o
que equivale a dizer que F é um funtor exato. Assim, precisaremos de uma definicio mais
engenhosa do que significa um funtor derivado RF de F. Aqui trataremos apenas o caso de
funtores derivados a direita, deixando a cargo do leitor as defini¢des e teoremas duais.

(4.1.25) Sejam A uma categoria abeliana e K uma subcategoria triangulada plena
de K(A). A restricio de H? : K(4) — A a K é um funtor cohomolégico cujo sistema
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multiplicativo saturado associado ao seu nucleo (4.1.17) é exatamente aquele formado pelos
quase-isomorfismos entre complexos em K, que denotaremos por Qis(.A) NK. Dizemos que
K é uma subcategoria localizante de K(A) se o funtor canénico K[(Qis(A)NK)™!]—D(A) é
pleno e fiel. Nesse caso, denotaremos por D a categoria K[(Qis(A) NK)™!] e por ¢:K—D
o funtor de localiza¢ao. Note que ela pode ser vista como uma subcategoria triangulada
plena de D(A). Como observamos em (4.1.19) as subcategorias K*(A4), K (A) e K2 (A)
de K(A) sao localizantes e as subcategorias trianguladas de D(A) correspondentes sdo
D*(/), D™ (A) e D?(A), respectivamente.

(4.1.26) Sejam A, B duas categorias abelianas, K uma subcategoria localizante de
K(A) e F:K— K(B) um funtor triangulado. Um funtor derivado a direita de F é um par
(RF, &) consistindo de um funtor triangulado RF: D — D(B) e de uma tranformacdo natural
&€ :gpoF = RFoq satisfazendo a seguinte propriedade universal: para todo funtor triangulado
G:D — D(B) e toda transformacao natural {: ggoF = Gog, existe uma Gnica transformacio
natural 1 : RF = G tal que {=mng4 0§, onde ng :RFog = Gog ¢é a transformacdo natural
deduzida de 1.

E imediato da defini¢io que se o funtor derivado a direita (RF,£) de F existir, entio ele
serd tnico a menos de um tnico isomorfismo. Nesse caso, o n-ésimo funtor de hipercohomologia
R"F:D — B de F é definido como sendo a composi¢ao de RF:D— D(B) com H".

Observe que se F preserva quase-isomorfismos, entao ele se prolonga para um funtor de
D em D(B), que também denotaremos por F, e, tomando & como sendo a identidade, € claro
que (F, &) é o funtor derivado a direita de F. Um caso particular é aquele onde F: K — K(B)
é oriundo de um funtor exato F: A— B.

(4.1.27) Suponhamos que exista uma subcategoria triangulada plena L de K satisfazendo
as duas condi¢des seguintes:

(i) Para todo objeto K€K existe um objeto L € L e um quase-isomorfismo de K em L.

(ii) Se LeL é um complexo aciclico, entdo o complexo F(L) é também aciclico.

Entdo, podemos garantir a existéncia de um funtor derivado a direita (RF, &) de F. Além
disso, para todo L € L, o morfismo £, : gg(F(L)) — RF(¢(L)) é um isomorfismo. Em
particular, se tivermos um quase-isomorfismo # :K— L, onde K€K e L €L, entdo Eil oRF(u)
é um isomorfismo em D(B) de RF(K) em F(L). Uma demonstragao desse resultado pode ser
encontrada em [Har66, Capitulo I, 5.1].

Suponhamos que exista uma subcategoria aditiva plena A’ de A tal que todo objeto A
de A admite um monomorfismo A — A’ em um objeto A’ de A’. Se K é um complexo de
A tal que K’ =0 para i <n, entdo existem um complexo K’ de A’ tal que K =0se i <n
e um quase-isomorfismo K — K’. Em particular, a condi¢do (i) acima é satisfeita tomando
K=K*(A) e L=K"(A’). Um argumento bastante elegante devido a Bernhard Keller para
justificar isso pode ser encontrado em [Biith07, 9.7]. Embora nessa referéncia o autor se
restrinja as categorias abelianas com suficientes injetivos, o argumento se estende, mutatis
mutandis, para o caso aqui enunciado. Como conseqiiéncia, se A for uma categoria abeliana
com suficientes injetivos e K = K" (A), entdo podemos garantir a existéncia do funtor
derivado a direita (RF, £) de F. Com efeito, tomamos L =K"(Z), onde Z é a subcategoria
plena de A consistindo dos objetos injetivos. Ja justificamos o porqué de (i) ser verdade. Para
(ii), basta observar que um complexo limitado inferiormente de injetivos ¢ homotopicamente
equivalente ao complexo zero.
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(4.1.28) Sejam A, B duas categorias abelianas, F:.4 — B um funtor aditivo e considere-
mos o funtor triangulado F:K*(A) — K(B) induzido por F (4.1.8, (ii)). Nesse caso, podemos
obter um critério para a existéncia de RF:D*(A4) — D(5) em termos da categoria A e do
funtor aditivo F: A — B. Uma subcategoria aditiva plena A" de A ¢ dita adaptada a direita
para F se ela satisfaz as seguintes condigdes:

(i) Para todo objeto A de A, podemos obter um monomorfismo A— A’, onde A’ é um
objeto de A'.

(ii) Se 0> A’ > A — A” — 0 & uma seqiiéncia exata curta em A tal que A", Ae A,
entdo A” é também um objeto de A’.

(iii) F leva seqiiéncias exatas curtas de objetos de A" em seqiiéncias exatas curtas.
Nessa situa¢do, considerando L = K7 (A’), temos que (i) garante que L satisfaz (4.1.27, (i)
e (ii) e (iii) asseguram que L satisfaz (4.1.27, (ii)). Em particular, se .4 é uma categoria com
suficientes injetivos, entdo a subcategoria plena de A consistindo dos objetos injetivos é
adaptada a direita para qualquer funtor aditivo F. Mais geralmente, a subcategoria plena de
A formada pelos objetos F-aciclicos é adaptada a direita para F.

Supondo que A tem suficientes injetivos, é simples justificar que o n-ésimo funtor de
hipercohomologia R"F visto como um funtor de Ch*(A) em B coincide com aquele definido
classicamente usando resolucdes de Cartan-Eilenberg.

(4.1.29) Sejam A, B, C trés categorias abelianas, K 4, Kz subcategorias localizantes de
K(A),K(B), respectivamente, e F: K4 —K(B), G:Kp — K(C) dois funtores triangulados.
Suponhamos que F(K 4) CKp e que existam subcategorias trianguladas plenas L 4, L de
K 4,Kp satisfazendo as condicoes (i) e (ii) de (4.1.27) para F, G, respectivamente, e tais
que F(L4) € Lg. Entdo, podemos garantir a existéncia dos funtores derivados a direita
(RF,&5), (RG, &G), (R(GoF), Egor) de F,G, GoF, respectivamente, e usando a constru¢do
explicita de RF é possivel justificar que RF(D4) € Dg. Da propriedade universal de
(R(GoF), &Gor), obtemos uma tnica transformacdo natural n: R(GoF) = RGoREF tal que
Ng ©&cor =RG(Er) 0 (§g)r, onde ng, RG(§r), (Eg)r sdo as transformagdes naturais obtidas a
partir de n, &r, £g por meio dos funtores ¢, RG, F, respectivamente, e ndo é dificil ver que n
é, na verdade, um isomorfismo natural.

(4.1.30) Sejam A, B,C trés categorias abelianas e F: A— B,G: B — C dois funtores
aditivos. Suponhamos que A e B tenham suficientes injetivos e que F leve objetos injetivos
em G-aciclicos. Se F:K"(A) - K(B) e G:K"(B) — K(C) sdao os funtores triangulados
induzidos por F e G, entdo tomando L4 =K% (Z), onde Z é a subcategoria plena de A
consistindo dos objetos injetivos e Ly = K*(B’), onde B’ é a subcategoria plena de B
formada pelos objetos G-aciclicos, as condi¢des em (4.1.29) sdo satisfeitas e portanto temos
um isomorfismo natural entre os funtores R(GoF) e RGoRF.

Exemplos (4.1.31). — (i) Sejam X um espaco anelado e I'(X,-) : Mod(X) — Ab o
funtor que toma segdes globais. Como Mod(X) tem suficientes injetivos, podemos garantir
a existéncia do funtor derivado a direita RI'(X,-) : D*(X) — D(Ab) de I'(X,-) (4.1.28).
Usaremos a nota¢do mais sugestiva H*(X,-) : D¥(X) — Ab para o n-ésimo funtor de
hipercohomologia de I'(X,:) e se .#° for um complexo limitado inferiormente de Ox-
modulos, diremos que H* (X, .#*) é o n-ésimo grupo de hipercohomologia de .#°.

Na verdade, I'(X, ) € um funtor de Mod(X) em Mod(I' (X, 0%)) e difere do primeiro pelo
funtor do esquecimento U:Mod(I'(X, %)) — Ab. Como este tltimo é exato, concluimos de
(4.1.30) que RI'(X, -) pode ser visto como indo de D*(X) em D(I'(X, O%)).
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Sejam f :X —Y um morfismo de esquemas e 23, o complexo de de Rham de X sobre Y.
Definimos o n-ésimo grupo de cohomologia de de Rham de X sobre' Y, denotado HJj, (X/Y), como
sendo o n-ésimo grupo de hipercohomologia H" (X, €23 /Y) do complexo Q% Xy Observe que

a diferencial de €25 /y 00 €, em geral, Ox-linear, mas apenas f ! (Oy)-linear. Assim, nesse

caso, devemos considerar H” (X, -) como um funtor de D*(f~!(&y)) em D(Y).

(ii) Sejam X um espaco anelado e .#°, %" dois complexos de Ox-modulos. Denotaremos
o seu produto tensorial por .#°®g, ¥°. Lembre que este é definido como sendo o complexo
total associado ao bicomplexo (F? ® g, 9?) p 4ez cuja diferencial horizontal (resp. vertical)

d'P1: FPRp, 91— TP @4 91 (resp. d"P1:.FP R0, 91— FP R0, 91T

ed?®1 (resp. (—1)? ®d?). Temos, entdo, um bifuntor Ch(X) x Ch(X) — Ch(X), aditivo em
cada variavel separadamente, que leva (#°,%°) em .7° Q¢ ¢° e nao é dificil justificar que
ele se estende para um bifuntor K(X) x K(X) — K(X) que é triangulado em cada variavel
separadamente. Fixemos .#° € K™(X). A subcategoria plena de K™ (X) consistindo dos
complexos limitados inferiormente cujas componentes sao Ox-modulos planos satisfaz as
hipoteses duais dos itens (i) e (ii) de (4.1.27) para o funtor triangulado Fz+ =.%° ®¢y () :
K™ (X) — K(X). Portanto, o seu funtor derivado a esquerda LFz+ : D™ (X) — D(X) existe. A
propriedade universal dos funtores derivados garante que, fixado ¥* € D™ (X), temos um
funtor .#° +> LF#+(¥) de K™ (X) em D(X). E possivel mostrar que ele é triangulado e que
leva quase-isomorfismos em isomorfismos, induzindo, portanto, um funtor triangulado de
D™ (X) em D(X). Assim, temos um bifuntor D™ (X) x D™ (X) — D(X), triangulado em cada
variavel separadamente, chamado o produto tensorial derivado. Seu valor em (F°,%*) sera
denotado .#* ®Iéx ¢°. Se tivéssemos derivado ® ¢y primeiro na primeira variavel e depois
na segunda, obteriamos um bifuntor isomorfo ao construido acima. Além disso, podemos
mostrar que se .#°,9*, 7* €D (X), entdo existe um isomorfismo natural

(7" ®5, 9 )@y A" > F Q% (9" H")
que permite considerar o produto tensorial derivado em 7 variaveis. Para mais detalhes,
queira ver [Har66, Capitulo II, §4].

*
* %

Relembremos agora alguns fatos sobre seqiiéncias espectrais que virdo a ser utilizados.
Seguiremos quase sempre a terminologia de [EGA Oy, §11].

(4.1.32) Sejam A uma categoria abeliana e @ >0 um inteiro. Uma segiiéncia espectral E
em A comegando na pagina a consiste dos seguintes elementos:

(i) Uma familia (E??) de objetos de A para todos p,g€Z e r >a.

(i) Uma familia de morfismos dP?.gP4 —>E‘rp—i_r’q_r—i_1 tais que drp+r’q_r+1 odP?=0.

Definindo Z, 41 (E??) =Ker(d}?), By 41 (EF?) =Im(df 1" 1), obtemos que
By 1(EPY) CZp 41 (EPY) CEPY,

(iti) Uma familia de isomorfismos a??:Z, 1 (EF?)/B,+1(EF) S Er+1

Antes de prosseguirmos é conveniente introduzir algumas notac¢des. Para k >r 41,
definimos, por inducio em k —r, subobjetos By (EZ?) e Z; (EZ?) de E?? como imagens
inversas pelo morfismo canénico EZ? — EFY /B, 1 (EF?) dos subobjetos deste quociente

identificados por af? aos subobjetos By (Er—H) e”Zy (Er+1) respectivamente. E claro que
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By (EF?) esta contido em Zy (EF?) e que temos isomorfismos candnicos

(4.1.32.1) Zi(EF?) /By (EP?) S EZ?

para k >r + 1. Se definirmos B, (EY?) =0 e Z, (Ef?) =EFY, entio temos as inclusdes
0=B,(EP?) CB, +1(EPY) CB,12(EPY) C...CZ, 12 (EP9) CZ, 1 (EPY) CZ,(EPY) =EPI.

Voltemos agora a definicio dos outros elementos de E:

(iv) Dois subobjetos Beo (E5?) € Zoo (EE?) de ELY tais que Boo (E5?) CZoo (EE?) e, para
todo k > a, Bx (EE?) CBoo (EEY) e Zoo (EEY) C 7 (EEY). Definimos, entdo, EZZ como sendo
Zoo(E29) /Boo (EL).

(v) Uma familia (E"),cz de objetos de A, cada um deles munido de uma filtracao
decrescente (FP(E")) pez. Definimos gr,(E") como sendo o quociente F” (E™)/FPTL(EM),

(vi) Para todo par (p,q) € Z x Z, um isomorfismo p?9 :E5! = gr, (EPT9).

A familia (E"), ez, sem as filtracoes associadas, é chamada o lzmlte da seqiiéncia espectral
E. Muitas vezes, denotamos uma seqiiéncia espectral simplesmente por (E/?, E") ou entdo

EJ? = EPT4 deixando subentendidas todas as outras informagdes que a acompanham.

(4.1.33) Se E= (EP?,E"),E = (E9 E™) sdo duas seqiiéncias espectrais comec¢ando
em uma mesma pagina a, entdo um morfismo de seqgiiéncias espectrais u : E — E' consiste
de morfismos u??:E?9 > EP? e y" :E" — E™, sendo estes altimos compativeis com as
filtragdes de E” e E” e sendo os diagramas

Ere 4, df Ep+rq r+1

u;wl luf-i-r,q—r-kl
'pq Ip+r.g—r—+1
B gt
e

. - . .« . /
comutativos. Além disso, exigimos que a0l = uf_’f_l oa?? onde

P 7, 11 (EP) /By (BPY) > Zr 1 (EPD) /Br 1 (EPY)

é obtido de uf? passando aos quocientes, e que u5? (Boo (E5?)) (resp. uL?(Zoo(EE?))) esteja
contido em By (EX?) (resp. ZOO(E/M)) de modo que se u%! : EXI —E2? & 0 morfismo
obtido de uZ? passando aos quocientes, entio o diagrama

rq
u /
qu ) E pq

3pql lg/pq

r (EPT9) —— gr (E/PT4
g (B70) s, (8)
deve ser comutativo.
Com as definicdes precedentes temos uma categoria de seqiiéncias espectrais em A
comecando em uma pagina prefixada e nao é dificil justificar que ela é uma categoria aditiva.

(4.1.34) Sejam A uma categoria abeliana e E uma seqiiéncia espectral em .A comec¢ando
na pagina a. Dizemos que E é birregular se ela satisfaz as seguintes condigdes:

(i) Para cada par de inteiros (p, q), as seqiiéncias (Bg (qu))kza e (Zk(qu))kza sao
estacionarias e temos que Boo (EZ?) =By (E5?) e Zoo (EE?) =71 (EL?) para k suficientemente
grande.
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(ii) Para todo inteiro n, a filtracao (F7(E")) pez € finita, isto é, existem inteiros s <7,
dependendo de n, tais que F*(E") =E" e F' (E") =0.

Diremos que uma seqiiéncia espectral birregular E degenera na pagina r > a, ou, dito de
uma outra forma, degenera em E,, se tivermos df? =0 para todos p,q €Z e s >r. Diremos
que ela colapsa na pagina r > a se, para todo inteiro 7, tivermos no maximo um inteiro
p(n) para o qual Ef(n)’n_p(n) # 0. Nesse caso, E eventualmente degenera e E” é isomorfo a

n),n—p(n . L .
Ef( )-n=P™) ge isso ocorrer na pagina s.

Proposicao (4.1.35). — Sejam A um anel e E uma seqiiencia espectral birregular comecando
na pagina a em Mod(A). Se EEY ¢ um A-modulo de comprimento finito para todos p,q € Z,
entdao o mesmo vale para cada um dos médulos EPY ¢E". Além disso, temos, para cadar en, a

desigualdade

(4.1.35.1) > LEPY) = L(E"),

ptq=n
onde L(M) denota o comprimento de um A-modulo de comprimento finito M. Fixado r, vale a
igualdade em (4.1.35.1) para todo n se, ¢ somente se, E degenera na pdgina r.

Demonstragdo. — Observe que, em virtude de (4.1.32.1) e (4.1.32, (iii)), cada EF? ¢é iso-
morfo a um subquociente de EZ? e portanto é também de comprimento finito e Z(Efil)
é menor ou igual a £(EF?) [AMG69, 6.3 e 6.9]. Como E&Y = EF? para s suficientemente
grande, concluimos de (4.1.32, (vi)) que gr,(E") é um A-médulo de comprimento finito e que
C(EPT) > £(gr,(E")) para todos p, g €Z tais que p+¢ =n. A desigualdade (4.1.35.1) decorre,
entdo, do fato da filtracao (F"(E"))pez ser finita, pois nesse caso um argumento indutivo
descendente aplicado a seqiiéncia exata curta 0 — FPT1(E") — FP(E") — gr,(E") =0
assegura que cada E” é de comprimento finito e que temos a seguinte expressao

D> Ugr, (M) =L(ED).

p+qg=n

Vale a igualdade em (4.1.35.1) para todo 7 se, e somente se, £(EF?) = E(Efil) para todos
p.q€Z e s>r eisto equivale a dizer que Zs4+1(EY?) =EZY?, ou seja, que df? =0 para
todos p,q €Z e s >r, de onde obtemos a conclusdo almejada. A

(4.1.36) Aqui estamos primariamente interessados na seqiiéncia espectral de Hodge-de
Rham (4.1.38.1), que é um caso particular de uma seqiiéncia espectral de hipercohomologia.
Precisamente, temos o seguinte:

Sejam A, B duas categorias abelianas e F: A— B um funtor aditivo. Suponhamos que A
tenha suficientes injetivos, de modo que podemos garantir a existéncia do funtor derivado
a direita RF: D" (A) — D(B) de F (4.1.28). Dado um complexo limitado inferiormente K
de A, existem duas seqiiéncias espectrais birregulares cujo limite é a hipercohomologia
R*F(K) = (R"F(K)),ez de F com respeito a K.

(i) A primeira delas, chamada de primeira seqiiéncia espectral de hipercohomologia de F com
respeito a K, tem termos E; dados por RIF(K”) e dlpq =RYF(d?), onde dP :K? —KrP+!
é a diferencial de K. Além disso, ela é funtorial em K€ Ch*(A) e mesmo em K€ K" (A),
desde que a consideremos da segunda pagina em diante, e a filtracio ('F? (R"F(K))) pez de
R"F(K) ¢ dada por 'F”(R"F(K)) = Im(R"F (0> ,K) — R"F(K)).

(ii) A segunda delas, chamada de segunda seqiiéncia espectral de hipercohomologia de ¥ com
respeito a K, tem termos E, dados por RPF(HY(K)), é funtorial em KeD*(A) e a filtragao
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("FP(R"F(K))) pez de R"F(K) ¢é dada por "F? (R"F(K)) =Im(R"F(t<,—,K) - R"F(K)).
Referimos o leitor a [I1104, Capitulo 3, 6.15] e [CEZ+14, 3.3.2.7] para uma demonstracao
detalhada desses fatos.

Proposicao (4.1.37) (Seqiiéncias espectrais de Grothendieck). — Sejam A, B, C trés categorias
abelianas ¢ ¥ : A— B,G:B—C dois funtores aditivos. Suponhamos que A ¢ B tenham suficientes
injetivos ¢ que ¥ leve objetos injetivos em objetos G-aciclicos. Entao, dado um complexo limitado
inferiormente K de A, existe uma seqiiéncia espectral birregular

EJ? =RPG(R?F(K)) = R’ T4 (GoF)(K).
Além disso, ela depende funtorialmente de K e DT (A).

Demonstra¢do. — Basta tomar a segunda seqiiéncia espectral de hipercohomologia de
G com respeito ao complexo RF(K) e usar o fato dos funtores R(GoF) e RGoRF serem
isomorfos (4.1.30). A

Exemplos (4.1.38). — (i) Consideremos um morfismo de esquemas f : X —Y. A
primeira seqiiéncia espectral de hipercohomologia associada ao funtor I'(X, -) definido da
categoria de f~!(0y)-modulos na categoria de I'(X, f~!(€y))-modulos e ao complexo de

de Rham Q;(/Y de X sobre Y

+
(4.1.38.1) EP? =HI(X, Qﬁ/y) = H1(X/Y)

é chamada de seqiiéncia espectral de Hodge-de Rham de X sobre Y. Os grupos H? (X, Q)Iz /Y) sdo
chamados os grupos de cohomologia de Hodge de X sobre Y.

Se X for um esquema afim, entdo o teorema de anulamento de Serre garante que a
seqiiéncia espectral de Hodge-de Rham colapsa na primeira pagina e degenera da segunda
em diante. Logo, temos um isomorfismo candnico

Hip (X/Y) S H' (T(X, 2% )

para todo n. A partir disso e de um argumento padrao para o calculo das cohomologias
do complexo de de Rham €2} ,, sendo k um corpo e A=k[Xy,...,Xy], concluimos que
HgR(Az /k) tem dimensdo um se n =0 e zero caso contrario. Ja para o caso de um espaco
ﬁg Ik
zero caso contrario e portanto sua seqiiéncia espectral de Hodge-de Rham tanto colapsa
quanto degenera na primeira pagina. Assim, HgR(Pl‘g /k) tem dimensao um se n é par e
0<n <2d e zero caso contrario.

Suponhamos que Y seja o espectro de um anel artiniano A, sendo o caso mais importante
aquele onde A é um corpo, e que f seja um morfismo proprio. O teorema de finitude de
Serre-Grothendieck [EGA III;, 3.2.3] assegura que os grupos de cohomologia de Hodge
de X sobre A sio A-modulos de comprimento finito e a proposi¢ao (4.1.35) garante que os
grupos de cohomologia de de Rham de X sobre A também o sdo e que temos a seguinte

desigualdade

(4.1.38.2) Y LHIX, Q%)) = LHR(X/A).
p+q=n

projetivo Pg, pode-se mostrar que H? (P]‘ci, Q ) tem dimensdo um para 0<p=g<ne

Além disso, a igualdade é valida para todo n se, e somente se, a seqiiéncia espectral de
Hodge-de Rham degenera na primeira pagina.
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(ii) Sejam X um espaco topologico e i = (U;);er uma cobertura aberta de X. Existe
uma seqiiéncia espectral birregular funtorial, chamada a segiiéncia espectral de Cartan-Leray,
relacionando a cohomologia de Cech de 4 com a cohomologia do funtor derivado. Para um
feixe de grupos abelianos .7, ela € dada por

(4.1.38.3) EZ? =HP (4, HY(F)) = HP T4 (X, ),

onde H?(.%) denota o pré-feixe Vi~ H?(V,.7) em X, e & um caso particular de uma
seqiiéncia espectral de Grothendieck. Com efeito, consideremos o funtor de inclusdo
t: Sh(X, Ab) < PSh(X, Ab), sendo PSh(X, Ab) a categoria de pré-feixes de grupos abelianos
em X, e o funtor H° (4L, -) :PSh(X, Ab) — Ab que toma a 0-ésima cohomologia de Cech de
I com valores em um pré-feixe, que é definida da mesma maneira que em (2.1.12). £ bem
conhecido que Sh(X, Ab) tem suficientes injetivos e um argumento semelhante garante que
o mesmo vale para PSh(X, Ab) [Wei94, 2.3.13]. Para um inteiro p > 0, & possivel mostrar
que RPHO (81, -) = HP (41, -) [Stacks, Tag OIEN]' e isso assegura que L leva feixes injetivos em
feixes HO (4, -)-aciclicos. Argumentando diretamente, nao é dificil concluir que R71 =HY.
Note também que HO(4L, -) ot é isomorfo a I'(X, ") e portanto podemos aplicar a proposi¢ao
(4.1.37) para obter a seqiiéncia espectral (4.1.38.3).

A seqiiéncia espectral de Cartan-Leray é necessariamente trivial fora do primeiro qua-
drante, ou seja qu =0 se p<0ouq <0, e portanto temos um homomorfismo natural

(4.1.38.4) HP (4, 7) —HP (X, ),

sendo este um isomorfismo sempre que .# for aciclico em toda intersecgdo finita de elementos
de Y. De fato, nesse caso temos que C? (U, HY (%)) = [[;erp+1 H?(Uy, %) =0 para todo
p >0 e todo g >0 e portanto a seqiiéncia espectral de Cartan-Leray colapsa e degenera na
segunda pagina. Este resultado é conhecido como o teorema de Leray. Um caso particular de
fundamental importancia é aquele onde X é um esquema separado, 4l € uma cobertura de X
consistindo de subesquemas abertos afins e .% é um Ox-modulo quase-coerente. Sob essas
hipoteses, temos, entdo, que os funtores H? (44 9), H? (X, -) : Qcoh(X) — Ab sdo isomorfos
para todo p >0.

4.2. Decomposicao do complexo de de Rham e aplicacoes.

Ao longo desta segdo, p designard um nimero primo fixo.

Teorema (4.2.1) (Deligne-Tllusie). — Sejam Spec(F,) — Spec(Z/p>Z) o espessamento de
ordem 1 candnico, Y um esquema de caracteristica p e suponhamos que exista um levantamento Y
deY sobre Z/p?Z. Seja X um Y-esquema suave ¢ denotemos porF:X— X' o morfismo de Frobenius
de X relativo a Y. A todo levantamento X' de X' sobre Y estd canonicamente associada uma
decomposicao de 1< pFy (QX/Y) em D(X').

De acordo com (4.1.23), uma decomposi¢ao de t<,Fx (QX/Y) ¢ um morfismo

P A (Fe(Q ) S T<pFu(Qsy)

i<p

1%, facil demonstrar que a familia de funtores (Hp (M, ) :PSh(X, Ab) — Ab) >0 é um d-funtor cohomologlco
e para justificar que eles coincidem com os funtores derivados de HO(4l, ) é suficiente mostrar que HP (41, -)
é apagavel para cada p > 0. Isso da um pouco mais de trabalho e nio segue do fato de todo feixe flacido ter
cohomologia de Cech trivial para p >0, pois nio é sempre possivel mergulhar um pré-feixe em um feixe flacido.
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em D(X’) induzindo a identidade em 7" para todo i < p. Gragas ao isomorfismo de Cartier
(3.2.2, (ii)), isso equivale a dar um morfismo

Pz - EDQX//Y —i] = T<pFx (25 y)

i<p
em D(X') tal que I (¢%/) coincide com CX/Y em grau i para todo i < p.
Demonstragao. — Passo 1: Redugdo d definicao de (p)lz/. Notemos primeiro que, para obter

um morfismo @5, em D(X') satisfazendo as condi¢des acima, é suficiente construir morfismos
i N i . .

QX’/Y[ i]— Fx« (QX/Y) em D(X') tais que 7 ((pX,) coincide com o isomorfismo de

Cartler em grau i. O morfismo (pQ € necessariamente a composi¢cdo do isomorfismo de

Cartier Oy — ,%”O(F*(QX/Y)) em grau 0 e da inclusdo canonica de 70 (Fx (203 /Y)) em
Fi (2% /Y). Suponhamos, entdo, que sabemos construir (pX, tendo as propriedades desejadas.

A partir dele, obtemos, para todo i > 1, um morfismo em D(X’)

(02)® (@ y [ 1) — (Fa ()

Como X’ é um Y-esquema suave, 21, . & um Ox-modulo localmente livre de tipo finito

X'/Y

L
(2.1.28) e, em particular, um Ox/-mo6dulo plano. Assim, (Q;(//Y[—l])@” >~ (Q)I(//Y)@ [—i]

(4.1.31, (ii)). De modo analogo, cada um dos F4(£2 é localmente livre de tipo finito (3.2.3)

X/Y)

e por conseguinte (Fy (Q;(/Y))‘X’i =~ (Fx (Q;( Y))Qg”. Para 1 <i < p, definimos

i .ol
95 1Ry /Y[ ]*F*(QX/Y)
como a composi¢ao, em vista dos isomorfismos precedentes, do morfismo de anti-simetriza¢ao

candnico Q, [—i] — (Q)I(,/Y)@’i [—i], que é dado por

X' /Y
1
OLA AW Z sgn(0)Wg(1) A -+ - A Wg (i),
0EG;

e € bem-definido, pois i < p, do morfismo ((p )®’ e do morfismo induzido pelo produto

(F« (23 /Y))®l —F (QX /Y) Como o morfismo de anti-simetrizacdo € uma se¢ao da projecao
de (Q /Y)® sobre Q!

que (p~ induz CX Y
@)1(/. X/ Y[ 11— F. (Q;(/Y) induzindo em 7! o isomorfismo de Cartier em grau 1. Isso
sera feito nos passos seguintes.

Passo 2: Comparago entre os morfismos obtidos de prolongamentos distintos de ¥ : X — X'
Suponhamos que exista um levantamento X de X sobre_ Ye que o morfismo de Frobenius
relativo F: X — X’ se prolongue para um Y-morfismo F:X — X'. Vimos em (3.2.4) como

obter um morfismo de Ox/-modulos
(4.2.1.1) [ =175 Q% = Fa(Q%y)

que induz um morfismo de complexos (p% : QX,/Y[—I] — Fy (Q;(/Y) tal que %1(@%) coin-

Xy @ propriedade multiplicativa do isomorfismo de Cartier garante

ao aplicarmos o funtor J#". Portanto, é suficiente que construamos

cide com o isomorfismo de Cartier em grau 1.
No passo seguinte, justificaremos o porqué de prolongamentos do morfismo de Frobenius
sempre existirem localmente e como podemos usar a categoria derivada D(X') para colar a
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informacao local que eles determinam para obter (pl Antes disso, no entanto, precisamos
comparar os morfismos (4.2.1.1) obtidos a partir de prolongamentos distintos de F: X — X'.
Para i =1, 2, sejam X; um levantamento de X sobre Y e F; : X; X' um prolongamento
do morfismo de Frobenius. Suponhamos que exista um isomorfismo de levantamentos
u:X; —Xs. Entdo o prolongamento F>ou de F ndo depende de u. Com efeito, considerando
que os espacos topologicos subjacentes a X; e X estdo identificados, temos que ub — P

determina uma derivacdo de g, em p0x, e o resultado decorre da formula explicita de

Fb (3.2.4.3). De acordo com (2.3.8, (ii)), os levantamentos de X, e X3 de X sdo localmente
1som0rfos e portanto podemos obter um prolongamento local de F a partir de T, e da
escolha de um isomorfismo u, definido apenas localmente, de X1 em Xz Em virtude do
argumento precedente, ele se globaliza para um prolongamento Xy —>X’ de F. Por abuso de
nota¢ao, o denotaremos por Fp ou. Temos, entdo, de (2.1.21, (ii)) que F} e Fyou determinam
um morfismo de Ox/-modulos /12 : Q1
de Ox/-modulos tal que o diagrama

XY — F«(0x). Explicitamente, ele é o inico morfismo

(Frou)P—F°
Oz > Fu(pOy,)
Oxr P

al

1
QX’/Y h12 F*(ﬁX)

é comutativo. A partir das formulas (3.2.4.3) e (3.2.4.4), ndo é dificil ver que
fa—fi=dohia,

onde fi, f2 sdo os morfismos (4.2.1.1) determinados, respectivamente, por F1.Foou.

Quando temos um terceiro prolongamento F3 X3 — X' do morfismo de Frobenius
relativo, sendo X3 um levantamento de X sobre Y, podemos obter também morfismos de
Oxr-modulos hy3, hyz: Q1L, o —Fi(Ox) e é imediato que

hi2—h13+ha3=0.

Passo 3: Caso geral. De acordo com (2.3.8, (i)) e (2.1.21, (ii)), podemos obter uma cobertura
aberta U= (U;)jer de X, de modo que, para cada i, existe um levantamento Ul de U; sobre
Y e um prolongamento F:U — U de Fy, : U; — U}, onde U}, U/ sdo os subesquemas
abertos de X', X’ correspondendo a U,' e Fy, é induzido pelo morﬁsmo de Frobenius relativo
F:X— X'. Da mesma forma que no passo 2, temos morfismos de ﬁx/|U§ -mo6dulos

fi: SF (QI//Y)|U’_)(FUZ) (Q /Y)

e morfismos de ﬁ’x/|U;j-m(')dulos hij (QX//Y)|U§,- — (Fu;; )+ (Ox|u;;). Eles satisfazem as

X'/Y

seguintes relacdes:
do fi=0 para todo 7,
(4.2.1.2) fj—fi=dohij  sobre Uj e para todos i, /,
hij —hix +hx =0 sobre U'..ke para todos i, J, k.

Seja €' (L, QX/Y) o complexo total associado ao bicomplexo de Cech de QX/Y (2.1.15).

Como o morfismo de Frobenius relativo F: X — X’ é um homeomorfismo (3.1.5, (i), obtemos
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a partir do quase-isomorfismo % —E (YU, Q4 x/y) (2.115.1) um quase-isomorfismo

(4.2.1.3) Fa (Q;(/Y) —F« (€U, QX/Y)).
Definimos (pzil,(ﬁ')) = ((Pz) Q)I(,/Y —>F(C U, QS /Y))l =F. (T, Ox)) BF(€° (Y, Q1 /Y))

da seguinte maneira: primeiro observe que o morfismo /;; corresponde a um morfismo

de QX’/Y em Fy(y;; Ox). Tomando produtos, obtemos @1 'Q)l(’/Y — F. (€1 (Y, Ox)). De

maneira analoga, a informag¢do do morfismo f; é equivalente a de um morfismo de QX, /Y
Fy(u; 22 /Y) e, novamente tomando produtos, conseguimos @5 : QX, /Y—>F* (€°u, QL Y))

As relagoes (4.2.1.2) asseguram que @y (i) define um morfismo de complexos

(4.2.1.4) P @) | xyy 1= Fa (G Q5 ).

Definimos, entdo, (p)l(/ : Q)l(,/Y[—l] —Fx (Q;(/Y) como sendo o morfismo em D(X’) obtido
a partir de (4.2.14) e (4.2.1.3). Devemos verificar que ele nao depende da escolha de
(L, (E’)iel)- Inicialmente note que se considerarmos uma cobertura aberta de X mais
fina que Y e os prolongamentos induzidos pelos F;, entdo obteremos fragoes a esquerda
equivalentes e por conseguinte o mesmo morfismo em D(X'). Se (U= (Uj)jer, (F )iel) €
(B=(Vj)jg, (F )je)) sdo duas escolhas arbitrarias, entdo as coberturas abertas [ e U sao
mais finas que Y11, indexada por IL1], e (4, (F,),GI) e (%0, (F])J ¢j) definem o mesmo
morfismo que (U1, (F )ielll))-

Para concluir a demonstrac¢io, precisamos mostrar que (pl induz o isomorfismo de

Cartier em 7. !, Como esta é uma questdo local, podemos supor que existe um levantamento
X de X sobre Y e um prolongamento F:X—X do morflsmo de Frobenius relativo. Nesse
caso, <p~ coincide com o morfismo de complexos (pF induzido por (4.2.1.]) e ja vimos que

%”l(q) ) coincide com CX/Y

Corolario (4.2.2). — Sejam k um corpo perfeito de caracteristica p e X um k-esquema suave.
Denotemos por ¥ : X — X' o morfismo de Frobenius de X relativo a k. Se X se levanta sobre W (k),
entdo t<pFy (Q;(/k) ¢ decomponivel em D(X'). Em particular, se X tiver dimensao menor do

em grau 1. A

que p, entdo Fy (25 k) serd decomponivel em D(X').

Demonstragao. — Seja Y = Spec(k). Ja sabemos de (3.2.5) que Y= Spec(W>(k)) é um
levantamento de Y sobre Z/p>Z. Seja X' o Y- esquema obtido a partir de X fazendo a
mudanca de base através do morfismo Y —Y induzido pelo automorfismo de Frobenius o
de W3 (k). Uma verificacao formal mostra que X' & um levantamento de X’ sobre Y e o
resultado decorre, entdo, do teorema (4.2.1). A

(4.2.3) Sejam k um corpo perfeito de caracteristica p, X um k-esquema suave de
dimensdo d e denotemos por F:X— X’ 0 morfismo de Frobenius de X relativo a k. Diremos
que X é dR-decomponivel se o complexo Fy (Q;(/k) for decomponivel em D(X’). Gragas a
(4.2.2), uma condicdo suficiente para que X seja dR-decomponivel é que ele se levante sobre
o anel de vetores de Witt de comprimento dois de k e d seja menor do que p.

Teorema (4.2.4). — Sejam k um corpo perfeito de caracteristica p ¢ X um k-esquema proprio
¢ dR-decomponivel. Entdo a seqﬁéncz'a espectral de Hodge-de Rham de X sobre k (4.1.38.1)

EY =H/(X, Q) = H' Y (X/k)

degenera na primeira pagina.
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Demonstra¢go. — De (4.1.38.2), sabemos que a conclusdo equivale a dizer que
> dimg (H (X, Q% ) = dimy (Hig (X/k))
i+j=n

para todo n. Levando-se em conta o isomorfismo de Cartier, temos, por hipotese, um
isomorfismo ;<5 Q;(//k [—i] = Fx« (Q;(/k) em D(X’), de onde obtemos, ao aplicar o funtor
H" (X, ), um isomorfismo de k-espagos vetoriais
P WX, Q) S H (X, Fu(Q )
i+j=n

O funtor F4 leva feixes injetivos em flacidos e, como F é um homeomorfismo, é exato.
Concluimos de (4.1.30) que H* (X', F (Q;(/k)) ~H"(X, Q;(/k) = H/z (X/k) para todo n. Por
outro lado, visto que X’ & deduzido de X por um extensdo do corpo de escalares, temos que
dimy (H/ (X, Q;(,/k)) =dimy (H’ (X, Q;(/k)) e isso conclui a demonstracio. A

Teorema (4.2.5) (Raynaud). — Sejam k um corpo perfeito de caracteristica p, X um k-
esquema projetivo, puramente de dimensdo d e dR-decomponivel. Se £ ¢ um feixe invertivel amplo
em X, entdo temos que

(4.2.5.1) H/ (X, £ Q0 Q% ) =0 para i+ j>d,
(4.2.5.2) H (X, 2 ' Q4 Qg/k):o para i+ j <d.
Demonstrag¢do. — Observe inicialmente que, devido ao teorema de dualidade de Serre

[AK70, Capitulo I, 1.3 e 4.6], se .# é um feixe invertivel em X e i +i’=d = j + j’, entdo os
k-espacos vetoriais de dimensao finita

HY (X, M @0y ) € W (X7 @0, 1)

sdo canonicamente duais. Portanto, (4.2.5.1) e (4.2.5.2) sdo equivalentes e podemos nos restrin-
gir @ demonstracao da segunda. O teorema de anulamento de Serre [Har77, Capitulo III, 5.3],
por sua vez, garante que existe um inteiro 71 > 0 tal que H/ (X, Z7" ® g, Qé(/k) =0 para todo
j >0etodo i. Novamente pela dualidade de Serre, obtemos que H/ (X, .Z 7" ®ﬁXQ§(/k) =0
para todo j <d e todo i e, em particular, para todo par (i, j) tal que i + j <d.

Usando uma argumento indutivo descendente sobre 7, é suficiente, para estabelecer o
teorema, provar que se .7 é um feixe invertivel em X tal que H/ (X, .Z? ® g Q;C /k) =0 para
todo par (i, j) tal que i + j <d, entdo H/ (X, /4 ® ¢y Qé{/k) =0 para todo par (7, j) tal que
i+j<d.

Sejam Fx : X — X o morfismo de Frobenius absoluto de X e F: X — X’ o morfismo de
Frobenius de X relativo a k. Como F(.#) & isomorfo a .#?, temos que F*(.#") é isomorfo
a /P, onde .4 éaimagem inversa de .# em X'. Da formula de proje¢do, obtemos, para
todo i, um isomorfismo de Ox/-modulos

(4.2.5.3) M Ry Fr(Qyg ) = Fu (M @0 Uy p)-

Consideremos a primeira seqiiéncia espectral de hipercohomologia do funtor I'(X’, -) com
respeito ao complexo .Z’ ®¢,, F*(Q;(/k) (4.1.36, (i)):

Ef =H/ (X', ' @0, Fu(Q ) = H T (Xl @0y, Fu (25 1).

Como F é um homeomorfismo, o funtor Fx é exato e concluimos de (4.2.5.3) que Eilj é
isomorfo a H/ (X, Z? ® ¢y Q;(/k) para todo par (i, j). Nossa hipotese indutiva garante,
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entdo, que EV =0sei +j <d e portanto que H"(X', .7’ ®¢,, F*(Q;(/k)) =0 para todo
n <d. Por hipotese, o complexo F*(Q;(/k) é decomponivel em D(X') e, em vista do
isomorfismo de Cartier, temos um isomorfismo ;.5 Q;(’/k [—i]gF*(Q;(/k) em D(X').
Logo,
H' (X, A Q0 Fx(Q5 )= P H XM R0y Q1)
i+j=n
e isso assegura que H/ X, A Qp,, Q;,/k) =0 para todo par (i, j) tal que i + j <d, de

onde segue o resultado, pois X’ foi obtido a partir de X fazendo uma extensdo do corpo de
escalares e ./’ é a imagem inversa de .# em X'. A

Generalizagoes ¢ complementos (4.2.6). — (i) O termo canonicamente do teorema de
Deligne-Illusie (4.2.1) se traduz no seguinte resultado: para que X' admita um levanta-
mento sobre Y é necessario e suficiente que tle*(Q;(/Y) seja decomponivel em D(X'),

0 que equivale, em virtude do passo 1 de (4.2.1), & decomponibilidade de t<pF*(Q;(/Y)

1
X'/Y’ ©
o conjunto de classes de isomorfismo de levantamentos de X' sobre Y e o conjunto de
decomposi¢oes de 1<1F« (225 ,,) em D(X’), sendo que aqui identificamos os grupos

em D(X') e, caso isso ocorra, existe uma bijecdo Ext}ﬁx, (R OUx’)-equivariante entre

X/Y
Extlﬁx/ (R 1y Ox) e Extgx, (A (Fi (D ) A (Fu(Q )

considerados em (2.3.8) e (4.1.23) via o isomorfismo de Cartier. A justificativa desse fato
emprega a teoria de gerbes de Giraud e pode ser encontrada em [DI87, 3.5 e 3.6].

(ii) Sejam k um corpo perfeito de caracteristica p e X um k-esquema suave de dimensao
d. Em virtude de (i), uma condi¢ido necessaria para que X seja dR-decomponivel é que
ele se levante sobre o anel de vetores de Witt de comprimento dois de k. Se, além disso,
d < p, entdo ela sera também suficiente de acordo com o corolario (4.2.2). Fazendo uso
da dualidade de Grothendieck, é possivel obter a mesma conclusio no caso em que d = p
[DI87, 2.3]. No entanto, quando d > p, ndo se sabe ainda se este resultado continua valendo.
Porém, como vimos em (3.2.4), se conseguirmos prolongar o morfismo de Frobenius de X
relativo a k para levantamentos de X e X’ sobre W5 (k), entdo ele ser4 dR-decomponivel
qualquer que seja d. Uma outra situacdo onde podemos garantir que se levantar sobre
W (k) implica dR-decomponivel é aquela onde X é um k-esquema suave paralelizavel, ou
seja, tal que o Ox-modulo Q)l(/k é livre [11196, 8.3].

(iii) Se k for um corpo de caracteristica 0, entdo é possivel demonstrar, a partir dos
métodos aqui apresentados, a degenerescéncia da seqiiéncia espectral de Hodge-de Rham
associada a um k-esquema proprio e suave e uma versdo de (4.2.5), dito o teorema de
Kodaira, Akizuki e Nakano, para um k-esquema projetivo, suave e puramente de dimensao
d. Para os detalhes, queira ver [DI87, 2.7 e 2.11] ou [I1196, n° 6].

Exemplos ¢ contra-exemplos (4.2.7). — (i) O teorema de anulamento de Grothendieck
[Har77, Capitulo III, 2.7] combinado com o teorema (2.3.8) garante que todo k-esquema suave,
onde k € um corpo perfeito de caracteristica p, quase-compacto e de dimensado 1 se levanta
sobre o anel de vetores de Witt de comprimento dois de k e portanto é dR-decomponivel.

(ii) Existem superficies projetivas e suaves X sobre um corpo algebricamente fechado de
caracteristica p para as quais a seqiiéncia espectral de Hodge-de Rham nao degenera na
primeira pagina. O primeiro contra-exemplo foi dado por Mumford [Mum61] e posteriormente
surgiram outros. Queira ver, por exemplo, [Lan79] e [Fos81]. Existem outras onde podemos
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obter um feixe invertivel amplo . tal que H! (X, 1) #0 [Ray78; Fle81]. De acordo com
(4.2.6, (ii)), essas superficies ndo se levantam sobre W5 (k).

(iii) Se k for um corpo perfeito de caracteristica p, entdo um teorema de Grothendieck
garante que toda variedade abeliana, ou seja, um k-esquema grupo projetivo e geometri-
camente integral, se levanta sobre W (k) e, como estas sdao paralelizaveis, concluimos de
(4.2.6, (ii)) que elas sao dR-decomponiveis.

(iv) Seja k um corpo algebricamente fechado de caracteristica p. Deligne mostrou
que toda superficie K3, isto é, uma k-superficie projetiva, suave e tal que Q)z( k= Ox
e H!(X, Ox) = 0, se levanta sobre W, (k) [Del8]] e &, portanto, em vista de (4.2.6, (ii)),
dR-decomponivel.

(v) Variedades de Calabi-Yau de dimensao 3, ou seja, k-esquemas projetivos, suaves,
puramente de dimensdao 3 e tais que Q?{/k ~ 0x e H(X, 0x) = H* (X, Ox) = 0, nio se
levantam, em geral sobre W (k). Veja, por exemplo, [Hir99] e [Sch04].

Queira ver [I1105, 8.5] para uma discussdo mais longa sobre problemas de levantamentos.
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