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Resumo

O nosso trabalho tem como objetivo principal, o estudo das pro-
priedades das solucoes das equacoes diferenciais fuzzy autonomas, ou seja, quando
o campo nao depende explicitamente da varidavel tempo. Com este intuito, con-
sideramos o Problema do Valor Inicial Fuzzy (PVIF) com a condigao inicial e/ou
coeficientes da equacao diferencial dados por subconjuntos fuzzy, sem a utilizacao
do conceito da derivada de multifuncoes. Dado o PVIF, mostramos que o conjunto
atingivel através da familia de inclusoes diferenciais coincide com as solugoes es-
tendidas, via extensao de Zadeh do sistema deterministico associado e que quando
os coeficientes e a condicao inicial sao fuzzy, podemos estudar o PVIF reduzido ao
Problema do Valor Inicial Fuzzy onde somente a condicao inicial é fuzzy. Estes
resultados nos incentivaram a desenvolver o estudo qualitativo dos sistemas fuzzy
autonomos usando também o principio de extensao de Zadeh, onde verificamos que
se temos a estabilidade ou instabilidade de um equilibrio deterministico, entao o
mesmo ocorrera para o equilibrio fuzzy que é a funcao caracteristica do equilibrio
deterministico e vice-versa. Além disso, estabelecemos um Teorema de linearizacao
fuzzy analogo ao Teorema de Grobman-Hartman como um método alternativo para
o estudo do equilibrio fuzzy que é funcao caracteristica de algum equilibrio deter-
ministico.

111



Abstract

Our work aim, the study of the properties of the solutions of the fuzzy
differential equations autonomous, that is, when the field does not depend explic-
itly on the time variable. We consider the Fuzzy Initial Value Problem (PVIF)
with the initial condition and/or coefficients of the differential equation given by
fuzzy subsets, without the use of the concept of the derivative of set-valued func-
tions. Given a PVIF, we show that the attainable set obtained via the family of
differential inclusions coincides with the solutions, obtained with Zadeh’s extension
principle of the associated deterministic system and that when the coefficients and
the initial condition are fuzzy, we can to study the PVIF reduced to Fuzzy Initial
Value Problem, where only the initial condition is fuzzy. This result motivated us
to develop the qualitative study of autonomous fuzzy systems using the extension
principle of Zadeh, where verified that if we have the stability or instability of a
deterministic equilibrium, then the same will happen for the fuzzy equilibrium that
is the characteristic function of the deterministic equilibrium and vice-versa. Be-
sides, we established a Theorem of Fuzzy Linearization analogous to Teorema of
Grobman-Hartman as an alternative method for the study of the fuzzy equilibrium
that is characteristic function of some deterministic equilibrium.
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Notacoes

2"\ () 0 conjunto de todos os subconjuntos nao-vazios de Y.
o[U]* nivel o do subconjunto fuzzy U.

o7 (R™) a familia de subconjuntos fuzzy de R"™, cujos a— niveis sao
compactos e nao vazios.

o7 (R™) a familia de subconjuntos de F(R™) com a—niveis convexos
para todo « € [0, 1].

oR, ¢ o conjunto dos niimeros reais positivos.

e | convergéncia de sequéncias mondtonas crescentes.

of extensao de Zadeh de f.

® X} funcao caracteristica de z.

eD(U,V) distancia de Hausdorff dos conjuntos fuzzy U e V.
o/ (z,¢) vizinhanga do ponto x e raio e.

oD f(x) matriz jacobiana do ponto x.
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Introducao

A modelagem de fenémenos reais por meio de sistema de equacoes
diferenciais deterministicas quase sempre esta incompleta, pois os valores dos co-
eficientes das equagoes diferenciais ou das condicoes iniciais geralmente nao sao
precisamente conhecidos.

As incertezas foram formalmente admitidas nas ciéncias ha 3 séculos
e desde entao, a modelagem de incertezas tem sido dominada pelos métodos es-
tocasti-cos. No entanto, no século atual, temos testemunhado uma onda crescente
de teorias e métodos alternativos para se estudar as incertezas e o concomitante
decrescimento nos dominios do pensamento probabilistico, embora existam casos
onde a teoria estocdstica seja ainda a mais indicada [24, 29, 39]. Surgem entdo,
outras aproximacoes para o estudo das equagoes variacionais com incertezas, den-
tre as quais destacamos: a teoria de inclusoes diferenciais [2, 10], que surgiu por
volta de 1930 e teve um grande desenvolvimento com o surgimento do Principio do
Maéximo de Pontryagin; a Teoria de subconjuntos fuzzy, introduzida por Lotfi A.
Zadeh[42] em 1965 e a Teoria de Inclusoes Diferenciais Fuzzy, que foi inicialmente
estudada por Aubin[1] e Baidosov[3]. As aproximagoes para as equagoes diferenciais
com incertezas sao introduzidas no Capitulo 1, juntamente com os pontos de vista
de alguns pesquisadores sobre a utilizacao de cada uma delas na modelagem.

Como acreditamos que a teoria fuzzy é a mais indicada para o estudo
das equacoes diferenciais com incertezas, o nosso trabalho tem como objetivo prin-
cipal o estudo das propriedades das solugoes das equagoes diferenciais fuzzy, mais
especificamente, das equagcoes diferenciais fuzzy autonomas, ou seja, quando o campo
nao depende explicitamente da varidvel tempo. A equagao diferencial fuzzy(EDF)

foi inicialmente estudada em 1978 por Kandel e Byatt[18]. Os conceitos de dife-



renciabilidade e integrabilidade de multifungoes fuzzy F' : [a,b] C R — R, foram
estabelecidos por Puri e Ralescu[32]. Com esses conceitos deu-se inicio ao estudo das
equagoes diferenciais fuzzy por Kaleva[17], Kloeden[19], Seikkala[36], dentre outros,
utilizando uma extensao da derivada de Hukuhara para multifungoes fuzzy. O nosso
interesse é estudar o Problema do Valor Inicial Fuzzy com a condigao inicial e/ou
coeficientes da equacgao diferencial dados por subconjuntos fuzzy em F(R™) sem a
utilizagao do conceito de derivada de multifungoes, pois quando a equagao é estu-
dada neste contexto, tém diametros crescentes e nogoes como ponto de equilibrio,
teoria de estabilidade e estabilidade assintética inconsistentes[6, 14, 37]. Em [16],
Buckley considera a equacao diferencial em R com alguns coeficientes independentes
do tempo e a solucao da mesma é utilizada para definir a solucao fuzzy como uma
extensao da solucao classica via o principio de extensao de Zadeh . J4 Oberguggen-
berger e Pittshmann [28] estudam sistema de equagoes diferenciais com parametros
fuzzy, aplicando o principio de extensao de Zadeh nas equagoes do sistema e nos
operadores restrigao e solugao, conforme se¢ao 2.4. Hiillermeier[14] e outros[3, 6, 35],
estudam as equacoes diferenciais fuzzy utilizando a teoria de inclusoes diferenciais.
A partir de uma familia de inclusoes diferenciais classicas, obtém-se a solugao da
equacao diferencial fuzzy proposta por Hiillermeier. A solucao construida dessa
maneira tém boas propriedades, por exemplo, o diametro das solucoes obtidas sao
necessariamente nao crescentes com o tempo. Vale salientar que para o método de
Hiillermeier, nés temos a nocao de derivadas para multifuncoes fuzzy.

Nas secoes 2.5 e 2.6, consideramos o Problema do Valor Inicial com
a condigdo inicial e/ou coeficientes da equagao diferencial dados por subconjuntos
fuzzy. As equagoes diferenciais fuzzy sao estudadas de duas maneiras diferentes:
uma, através de uma familia de inclusoes diferenciais e na outra, utilizamos a ex-
tensao de Zadeh da solugao deterministica. Concluimos que, sob certas condigoes,
estas solugoes coincidem.

No Capitulo 3 verificamos que a extensao de Zadeh do fluxo deter-
ministico satisfaz as propriedades de semigrupo e assim, podemos dizer que ele é um
fluxo em F(U), onde U C R™ é um aberto. Além disso, estabelecemos o conceito
de equilibrio fuzzy e uma teoria de estabilidade para o Problema do Valor Inicial

Fuzzy com a condigao inicial fuzzy, ja que o PVIF com coeficientes e/ou condicao



inicial sempre pode ser reduzido ao PVIF com condi¢ao inicial fuzzy. Na secao
3.4.1 estabelecemos o Teorema de Linearizacao fuzzy como um método alternativo
para o estudo dos equilibrios fuzzy que sao as funcoes ca-racteristicas de equilibrios
hiperbdlicos deterministicos, equivalente ao Teorema de Grobman-Hartman para
fluxos . Finalizamos o Capitulo 3, introduzindo as nog¢oes de plano de fase fuzzy
para o sistema autonomo bidimensional e também de solugao periédica fuzzy.

No Capitulo 4 fazemos um estudo do modelo presa-predador Lotka-
Volterra onde, diante da complexidade da andlise via compartimentalizacao das
variaveis de estado, sugerimos que a teoria fuzzy é a indicada para o estudo do
modelo quando consideramos também que as interacoes entre presas e predadores
sao diferenciadas de acordo com as potencialidades de ser presa ou ser predador.

Em todos os exemplos estudados pudemos verificar que a teoria esta-
belecida para estudar as propriedades das solucoes fuzzy via as solucoes estendidas
através do principio de extensao de Zadeh sao compativeis com a teoria classica
existente, isto é, as solugoes que eram estaveis para os modelos determiniticos per-

manecem estaveis para os modelos fuzzy.



Capitulo 1

Sobre a Modelagem de Incertezas

1.1 Introducao

A modelagem matematica, sempre que considera a aproximacao de-
terministica, esta sujeita a perda de algumas informacgoes inerentes aos fenomenos,
que pode ser causada pela natureza das variaveis de estado envolvidas ou através
dos parametros (coeficientes ou condigao inicial). Nestes modelos, a identifica¢ao
dos parametros é usualmente baseada em métodos estatisticos, partindo de dados
experimentalmente obtidos da escolha de algum método adequado para sua identi-
ficacao.

Segundo Giering III e Kandel[15], os modelos estocasticos tém sido
uma solugao comum para evitar a inclusao de detalhes no modelo, embora muitos dos
sistemas que sao modelados estocasticamente nao sao verdadeiramente aleatorios,
mas apenas oriundos da dificuldade de se obter os dados dos fenomenos. Por exem-
plo, no langamento de uma moeda honesta, o resultado obtido com probabilidade
(1/2 de ser cara e 1/2 de ser coroa) é considerado aleatério. No entanto, este
resultado deveria levar em consideragao a distancia e a natureza da superficie de
lancamento, bem como a dire¢ao da corrente de ar e outras minucias. Como esses
dados sao geralmente dificeis ou impossiveis de se medir é utilizada uma simplificacao
da modelagem estocéastica do lancamento da moeda.

Nas ultimas décadas outras teorias tém surgido para modelar matema-

ticamente os fenomenos reais e elas levam em conta os detalhes relevantes e respeitam



as especificidades de cada situacao problema.

Neste capitulo apresentamos uma andlise sintética dos principais con-
textos existentes para o tratamento dos modelos com incertezas: Modelo Estocastico;
Inclusoes Dife-renciais a Teoria de Subconjuntos Fuzzy e a Teoria de Inclusoes Difer-
enciais Fuzzy.

Gostariamos de salientar que este primeiro capitulo tem o intuito de
apresentar apenas as nocoes basicas de teorias utilizadas em modelos que contem-

plam dados imprecisos ou onde existem perdas de informagdes ao longo do processo.

1.2 Modelos Estocasticos

Se a natureza das incertezas do fenomeno estudado ¢é aleatoéria devido
a heterogeneidade das varidveis de estado (estocasticidade demogréfica), ou ainda,
devido a variabilidade do meio (estocaticidade ambiental), entdo um modelo de-
terministico (EDO) pode ser transformado em uma equagcao diferencial estocastica,
introduzindo ruidos nas variaveis ou no parametro.
Consideremos o modelo deterministico descrito pelo seguinte sistema
de equagoes diferenciais
zi(t) = fi(z(t))
: (1.2.1)

z,(t) = fa(zn(t))

Dado (1.2.1), podemos inserir a incerteza ou ruido introduzindo para-

metros ki, ..., k, na dinamica, isto é,

v (t) = fi(w(t), k1)
: (1.2.2)

x;z(t) = fn(xn(t)v kn)

Neste caso, devido a complexidade das equagoes resultantes para os

modelos estocasticos, geralmente, é feita a insercao de ruidos de forma linear em k;,



isto é, supondo que o ruido entra na dinamica linearmente, na forma

zi(t) = filz(t) + gr(@1(t))ka(t)
: (1.2.3)

() = fa(@n(t) + gn(2n(t))Rn (1)

No modelo (1.2.3), os kis sao denominados ruidos brancos, derivados
da equacao diferencial do movimento Browniano (veja Oksendal [29] para maiores
detalhes). Quando as flutuagoes aleatdrias do meio sdo do tipo ruido branco, a
distribuicao aleatoria a partir da qual as flutuacoes sao esbocadas é a mesma em

2 nao existindo correlacao

qualquer tempo. Além disso, a variancia é dada por o
entre flutuagoes em instantes de tempos distintos.

No caso em que a variabilidade é do tipo ruido branco, a equacao de
difusdo (ou de Fokker-Plank) podera descrever a evolugao da flutuagao com densi-
dade de probabilidade p(t,z) da populacao, de tamanho = = (z1,...,z,) no tempo

t,

opte) 5 a%mp(t,x)) N %axj((nij)p(t, o). (12.4)

i=1 i,j=1

onde m; = fi(x;) e ny; = 0[gi(x;)]? (veja Roughgarden[34]). Igualando o lado direito
de (1.2.4) a zero obtemos a distribui¢ao probabilidade equilibrio para (1.2.3), o qual
é equivalente ao ponto de equilibrio para (1.2.1).

No exemplo a seguir estudamos um modelo unidimensional, o mo-
delo de Verhulst, com estocasticidade ambiental, ou seja, com estocasticidade no

parametro do tipo ruido branco.

Exemplo 1.2.1. [2/] Consideremos a equagao logistica:

= 2(t)(k — 2(t)) (1.2.5)

Suponhamos que o parametro do meio (capacidade suporte) varie aleato-



riamente,ou seja,
k(t) = ko + ().

Aqui ko € uma constante, sendo o valor médio de k, e y(t) € uma varidvel aleatdria
com média zero.
Assim sendo, de acordo com (1.2.3) temos a sequinte distribui¢ao para
(1.2.5)
2'(t) = x(ko — x) + (). (1.2.6)

Considerando (1.2.6) temos que a fun¢ao densidade de probabilidade

p(t,x) para a populagdo x no instante t é dada por

L) 0l — (e )+ (1/2) 2y (ot ),

A distribuicao probabilidade equilibrio é dada por

-2
p(z) = cx®R/7)2eqp (U—f)

Exemplo 1.2.2. Consideremos o sequinte modelo de competi¢ao

{fu)z w(ky — x — ay) (1.2.7)

y(t) = ylhy—y—ax),

onde ki e ky sao os parametros que representam os recursos existentes no ambiente
para as espécies T e y; e a € o coeficiente que mede a competicao existente entre as
duas espécies.

Considerando perturbagoes do tipo ruido branco nos coeficientes ki e
ky em (1.2.7), temos

{ () = —a(x+ ay) + (ko + 71 (1)
y(t) = —yly+ax)+ (ko +72(1))y,

As flutuagoes aleatorias ambientais sao introduzidas, como no Exem-

plo 1.2.1, supondo que os parametros ki e ko sejam varidveis aleatorias. Seja entao



ki(t) = ko + 71 ()
ka(t) = ko + 12(1),
onde ko € o valor médio comum de ky e ko, respectivamente e v1(t) e y2(t) sdo as
perturbacoes e caracterizadas por uma varidncia comum o2,
cuja fungdo de densidade de probabilidade p(t, x,y) para as populagoes

x ey, no instante t, é dada por

oplt,xz,y) 0 o 0 o
0 = ax[x(ko x—oy)p(t, z,y)] @y[y(/fo y — ax)p(t, z,y)]
82p(t,x,y) 0-2 2 2

Neste caso, nao é possivel explicitar a expressao da distribuigao de
probabilidade equilibrio, pois nao podemos resolver a equacao analiticamente, veja
May[24] para maiores detalhes.

Embora a modelagem estocéstica do tipo (1.2.2) seja razodvel na Fisica
e Eletronica, ela pode nao ser apropriada para considerar as perturbagoes existentes
nos modelos biolégicos. O ruido branco é uma construcao matematica simplificada
para considerar as distorgoes existentes nos fenomenos no sentido de tornar os mod-
elos com incertezas matematicamente trataveis.

Segundo Krivan [20] modelos baseados em (1.2.4) permitem obter
varias caracteristicas que sao importantes biologicamente. Por exemplo a proba-
bilidade de atingir extingao limiar, médias e medianas para o primeiro tempo de ex-
tingao, etc, que sao informagoes importantes para a biologia de conservacgao. Porém,
as diferencas entre o ruido real e a sua aproximacao através do ruido branco nos
modelos de dinamica populacional podem levar a diferencas substanciais entre os
tempos de exting¢ao previstos e os tempos de extingao observados [20].

A seguir apresentaremos outras técnicas que permitem a modelagem
de incertezas existentes na dinamica populacional ou nos problemas onde nao é
possivel obter informagoes precisas.

Primeiramente estudaremos as inclusoes diferenciais, pois segundo
Krivan [20] a teoria de inclusoes diferenciais permite a inser¢ao de ruidos em (1.2.1)

sem o conhecimento exato dos dados reais.



1.3 Inclusoes Diferenciais

Nesta secao apresentamos os conceitos basicos referentes as multi-

funcoes e damos alguns exemplos de inclusoes diferenciais.

Definicao 1.3.1. Sejam X e Y subconjuntos ndao vazios. A aplicacio F : X —

2Y'\ 0, é chamada de multifuncao.

Assim, uma multifuncdo é uma aplicacao que associa a cada ponto de
um conjunto X # () um tnico subconjunto do conjunto Y # (). Denotamos por

2\ ), a familia de todos os subconjuntos niao vazios de Y.

Exemplo 1.3.2. Temos que F : R — 2%\ 0 definida por

0,1 0
F(x) _ [ ) ]a se X 7é
{0}, se z=0,
€ uma multifuncao.

Definigao 1.3.3. Seja F' : X — 2V \ 0 uma multifuncio. A imagem de F,
denotada por Im(F'), € definida por:

Im(F)=F(X)=|J F(x).

zeX

Definigao 1.3.4. Dada a multifuncio F : X — 2Y \ (), definimos o grdfico de F

por
graf(F) ={(z,y) € X XY /y € F(x)}.
Definigao 1.3.5. Seja M C Y um subconjunto qualquer, e F : X — 2¥' \ ) uma

multifuncdo. A pré imagem de M ¢ definida por:
F Y (M) ={z e X/F(z) N M#(}.

Definicao 1.3.6. Seja F : X — 2Y \ 0 uma multifuncio. Diremos que F possui

valores unitdrios se F(x) é um conjunto unitdrio, isto €,

F(z) = {/f(z)}



onde f: X —Y € uma fungao.
A seguir estudaremos as inclusoes diferenciais.

Definigao 1.3.7. Seja x(t) uma trajetoria em R™, isto é, x : [0,T] — R", e

F:R* — 28"\ 0 uma multifuncio. Entao defini-se a inclusio diferencial

(1.3.8)

onde xg € R".

Notemos que (1.3.8) é uma generaliza¢ao do Problema do (PVI) Valor
Inicial autonomo de equagoes diferenciais ordinarias. Se F' depende explicitamente
do tempo temos um PVI nao autonomo.

A fungao x : [0,7] — R™ é uma solugao de (1.3.8) se = é absoluta-
mente continua e satisfaz (1.3.8) para quase todo t € [0, 7.

Observemos também que enquanto a equagao diferencial ordindria es-
pecifica em cada ponto do dominio uma direcao a qual deve ser tangente a solucao
(mais precisamente ao grafico da solugao), a inclusdo diferencial (1.3.8) especifica
em cada ponto um cone de diregoes e a solugao pode ser tangente a qualquer uma
das diregoes do cone.

O conjunto atingivel no tempo t € [0, T] associado ao problema (1.3.8)

¢ um subconjunto de R™ dado por
Ai(zg) = {z(t)/z(.) é solugao de (1.3.8)}.
Quando F(z) = {f(z)+cg(z)u/u € [a,b]} em (1.3.8) e satisfaz alguma

condicao de existéncia de solugoes para a inclusao diferencial, temos que para cada

t > 0, o conjunto atingivel para (1.3.8) é dado por

Ai(wo) = [2(), y(1)];
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onde x(t) e y(t) sao solugdes do seguinte sistema

{x’(t) = min{f(x(t)) + cg(x(t))u/u & [a, b]} (1.3.9)

y(t) = max{f(x(t)) + cg(z(t))u/u € [a, b]}.

Agora, para a questao da existéncia de solugoes para (1.3.8) existem
essencialmente dois tipos de condigoes sobre a multifungao F, (veja Aubin e Celina
2] para maiores detalhes): condigoes de regularidade sobre F\isto ¢, vérios tipos
e continuidade ou semicontinuidade e condigoes topolégicas ou geométricas,
tais como, compacidade, convexidade, entre outras sobre a imagem da multifuncao.

A forma mais simples para estudar o problema de existéncia de solugao
para a inclusdo diferencial (1.3.8) é quando o problema é reduzido as equagoes
diferenciais ordinarias.

Neste caso, podemos obter as solugoes de (1.3.8) através da chamada
técnica de selecoes. Suponha que exista uma funcao f : X — Y com a pro-
priedade

f(z) € F(z), VxeX,

aqui, dizemos que f é uma selecao da multifuncao F. Pelo axioma de escolha,
se F(z) # 0, Vo € X, entdo F sempre tem uma selegdo(veja, [2] para maiores
detalhes).

Logo, se F' tem uma selecao f, entao qualquer solugao do problema de

Cauchy

(1.3.10)

serd solugao de (1.3.8). Por exemplo, se os espagos sao de dimensao finita e se f for
continua e limitada, entao o classico teorema de Peano garante a existéncia de uma
solugao de (1.3.10) e consequentemente de (1.3.8).

Uma questao mais dificil de ser respondida é saber se dada F, a mesma
admite uma selecao com algumas propriedades extras, tais como: continuidade,
mensurabilidade, etc. Em geral, se as multifuncoes sao semicontinuas inferiormente

temos sele¢oes continuas e no caso em que F' é semicontinua superiormente, existem
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apenas e—selecoes continuas que, as vezes, sao suficientes para garantir a existéncia

de solugoes para (1.3.8) .
A seguir veremos um exemplo onde utilizamos a técnica de selecoes

para obtermos a solugao para uma dada inclusao diferencial.

Exemplo 1.3.8. Dada a multifuncio G(x) = —A\x — Agrox [O; V1— :c], temos que
as selecoes da inclusao diferencial:

estao entre as curvas solugoes das EDQO’s, onde os campos sao as seleg¢oes

fi(z) = min{—\z — ()\grox\/E) m/ m e [0;1]} = —\z — NorozV1 — x
falx) = max{—Mz — (\rozV1—x)m/ m € [0;1]} = =\

Toda f(x) € G(x), tal que fi(x) < f(x) < fo(x) sao sele¢oes da multifuncio G(z).
Por exemplo,

fs(z) = =Mz — Agroz(1l — )
falz) = =Nz — Arpzv1l—x ‘3in(1/x2)|

sao selecoes de G(x).
Observemos que para cada selecio f(x) € G(x), temos uma solugao
do problema de Cauchy
#'(t) = [flz(t))

o) — o (1.3.11)

que serd uma solucao da inclusao diferencial.

Assim, no exemplo 1.3.8, temos que o conjunto atingivel para cada
t >0 € dado por

Ay(wo) = [x(t, x0), y(t, o),

onde,

(A1+A2ro)zo

ZL’(t, ZL’o) = [Ou+rzro)—Aeromole 2Tt Xorgz
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y(t, x0) = woe M,

onde x ey sao solugoes de (1.3.11) para f(x) dada por fi(x) e fo(x), respectiva-

mente.

Na teoria de inclusoes diferenciais as velocidades admissiveis nao sao
distinguiveis uma das outras, isto é, todas elas sao igualmente provaveis e assim
uma andlise de (1.3.8) requer o estudo de infinitas solu¢oes. Além disso, se alguma
informacao adicional sobre o ruido é conhecida, isto é, alguns valores dos parametros
sao mais provaveis do que outros, estamos diante do problema de transferir estas
informagoes para o conjunto de solugdes de (1.3.8). Isto pode ser feito com a teoria
de subconjuntos fuzzy.

A seguir apresentaremos os principais conceitos da teoria de subcon-

juntos fuzzy.

1.4 Subconjunto Fuzzy

A teoria de subconjuntos fuzzy foi introduzida por L. A. Zadeh [42]
em 1965 para generalizar o conceito de conjunto. A teoria classsica de conjuntos
¢ baseada na légica booleana ou légica a dois valores, onde temos que um dado
elemento pertence ou nao ao conjunto, recebendo valores légicos 0 ou 1. Na teoria
de subconjuntos fuzzy temos que um elemento admite pertinéncia parcial, isto é,
a pertinéncia de cada elemento podera ser graduada com valores que variam no

intervalo [0, 1].

Definigcao 1.4.1. Um subconjunto fuzzy U de X é caracterizado pelo conjunto de
pares ordenados (u, py(u)),u € X onde py : X — [0,1] € a fungdo de pertinéncia
de U, denotada por py(u). Os graus 0 e 1 representam respectivamente a ndao per-

tinéncia e a pertinéncia de u ao conjunto U.

Um conjunto classico A sera simplesmente denominado conjunto e

para um subconjunto fuzzy U, utilizaremos a palavra fuzzy para diferencia-lo do
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conjunto classico. Além disso, para simplificar a notacao indicaremos a funcao de

pertinéncia gy por U.

Exemplo 1.4.2. A func¢ao grau de pertinéncia do conjunto fuzzy de niumeros reais

“proximos a 17, pode ser definida por
po(t) = U(t) = exp(—k(t — 1)*),

onde k € um numero real positivo.

0.2t
0.6+

0.4

R ] 1 2 O

Figura 1.1: Funcao grau de pertinéncia para o conjunto fuzzy “proximo a 1.”

Definigao 1.4.3. Dado o € (0,1] e U um subconjunto fuzzy de X, o conjunto
[U]* ={z € X/U(z) = o}

¢ denominado a—nivel do subconjunto fuzzy U.

Definicao 1.4.4. Seja U um subconjunto fuzzy de X, o suporte de U, denotado por
supp(U), é um subconjunto de X cujos elementos tém grau de pertinéncia nao nulos

em U

supp(U) = {z € X/U(z) > 0}
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Figura 1.2: O suporte de U é (uf, u3).

Definigao 1.4.5. Um subconjunto fuzzy U de X é denominado normal se existir

um x € X tal que U(z) = 1, caso contrdrio, dizemos que o conjunto € subnormal.

Definigao 1.4.6. Um subconjunto fuzzy U de X é denominado convexo se [U]|* for

um subconjunto convezo de X,V € [0, 1].

Definicao 1.4.7. Um numero fuzzy U é um subconjunto fuzzy de R normal e con-

vexo com funcao de pertinéncia continua e de suporte limitado.

Se U nao é um numero fuzzy convexo, entao existe um a € [0, 1] tal
que [U]* ndo é um subconjunto convexo de R.
Sejam U e V subconjuntos fuzzy de um conjunto nao vazio X, entao

temos a seguinte defini¢ao:

Definigao 1.4.8. A intersecc¢ao (unido) de U e V € definida, respectivamente, por:

(UNV)(z) =min{U(x),V(x)} =U(x) ANV (z),Vr € X.

(UUV)(z) =max{U(x),V(z)} =U(z) VV(x),Vr € X.

Exemplo 1.4.9. Sejam U e V' subconjuntos fuzzy de X = {—2,—1,0,1,2,3,4}
tats que os conjuntos de pertinéncia dos elementos de X da esquerda para a di-
reita sao dados respectivamente por U(x) = {0.6,0.3,0.6,1,0.6,0.3,0.4} e V(x) =
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{0.1,0.3,0.9,1,1,0.3,0.3}. Entao temos que a intersec¢io e a unido sao dadas, re-

spectivamente, pelas funcoes graus de pertinéncia:
(UNV)(z) ={0.1,0.3,0.6,1,0.6,0.3,0.3}

(UUV)(z) = {0.6,0.3,0.9,1,0.6,0.3,0.4}

A seguir veremos o conceito e as propriedades relativas a extensao de
Zadeh, os quais serao utilizados para o estudo das equagoes diferenciais fuzzy nos
Capitulos 2 e 3.

1.4.1 A extensao de Zadeh para Conjuntos Fuzzy

Segundo Nguyen [27], o principio de extensao proposto por L.A.Zadeh
provem uma maneira natural para extender o dominio de uma aplicacao ou uma
relagao definida sobre um conjunto U para subconjuntos fuzzy de U. Em particular,
este principio é 1til na conexao com o calculo de varidaveis linguisticas , o calculo de
probabilidades linguisticas, a aritmética dos ntimeros fuzzy e, mais geralmente, em
aplicagoes as quais necessitam de uma extensao do dominio de uma relagao. Além
disso, como mostrado em [25], a anélise de nimeros fuzzy através dos a—niveis é
mais simples do que através da utilizacao direta da defini¢ao de fun¢ao de pertinéncia
de subconjuntos fuzzy.

Denotaremos por

o F(R") a familia de subconjuntos fuzzy de R", cujos a— niveis, dados
por:

Ul* = {x € R* : U(xz) > a}, para o € (0,1] sdo compactos e nao
vazios.

o F(R™) é a familia de subconjuntos de F(R") com a—niveis convexos
para todo « € [0, 1].

Para indicarmos um subconjunto de um conjunto fuzzy, utilizaremos
a notacao € .

Além disso, temos que [U]" = {z € R : U(x) > 0},
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As operagoes de adi¢ao e multiplica¢ao por escalar real em F(R") s@o
definidas por [32] da seguinte maneira:

(U+V)(z) = sup min[U(y),V(2)]

Lo fuayy o a2
(AU) (@) {X{O} 2

onde oy ¢ a fungao caracteristica de zero.

Definigao 1.4.10. O produto cartesiano de dois conjuntos fuzzy distintos U € F(X)
eV e F(Y) é definido por

(U x V)(u,v) = min{U(u),V(v)}, (u,v) € X x Y.
Observemos que para U,V € F(R"), A € R e Va € [0, 1], tem-se
i [U+V]*=[U]*+[V]*%
ii. [AU]* = A\[U]~.

A proposicao a seguir é fundamental ja que caracteriza um subcon-

junto fuzzy através dos seus a- niveis.

Proposicao 1.4.11. (Negoita e Ralescu, 1975) Se [A]*;a € [0,1] é um conjunto

compacto, convexo e nao vazio da familia de subconjuntos de R™ tal que :
i. |[JAe C AY;
it. A C AM se ay < ao;

iii. AY = ﬂAa’“, se ap T a> 0.

k>1

entdo existe U € oFc(R™) tal que [U]* = [A]%, para todo € (0,1]. Além disso,

P = wreclap

0<a<l
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Observemos que se U,V € ¢F<(R) com os a—niveis dados por [U]* =
[ug,ug] e [V]* = [vf,v8], entdo a multiplicacdo dos subconjuntos fuzzy U e V é

definida através de seus a—niveis por:

[UV]* = [min(uiv]), maz(uivf)], parai,j=1,2.

Definicao 1.4.12. A extensao de Zadeh da funcao f : R® — R" € a funcao f
dada por

sup U(r) se f~Y(z) #0,
DY) = | b T e 07 (1412)

0 se f~Hz) =10,
para qualquer subconjunto fuzzy U : R™ — [0, 1].
A extensao de Zadeh f estende a funcao f : R® — R”, identificando

R™ com
{X{x} IS f(Rn), T € Rn},

pois f(x{x}) = Xf(z), Vx € R", onde x4 ¢ a funcao caracteristica do conjunto A.
Observacao 1.4.13. Se f € bijetora, entdo <(f)(U)> (x) = U(f'(x)) e temos o
grdfico do conjunto fuzzy f(U), representado no eizo vertical, figura 1.5.

Exemplo 1.4.14. Seja f(z) = Az, A € R ez € R. Logo, se U é um subconjunto
fuzzy, entao pela Definicao 1.4.12, seque que

~ UN1'z), se)
Fup@ = LT e AE0
X {0} se A =0,
PO1S R .
(F) (2) = jsup UM =0 (5)-

Portanto, seque da definicio de um escalar pelo subconjunto fuzzy U
que f(U ) = AU.
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Figura 1.3: Extensao de Zadeh.

Exemplo 1.4.15. Seja f(x) = Az + b, A € My, (R), b € R", e U um subconjunto

fuzzy, entao

(f0)) (@) = swp U(r) = sup U(7)

f(T):x AT+b=x

Logo, se A for uma matriz inversivel, temos

(fW) @ =V (A7 @ -b)

O teorema a seguir nos diz que aplicar a extensao de Zadeh a um

subconjunto fuzzy através de uma funcao continua é equivalente a aplicar a funcao
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nos a—niveis do subconjunto fuzzy.
Teorema 1.4.16. [11] Se f : R" — R" ¢ continua, entdo a extensao de Zadeh
f:FR") — F(R") esta bem definida e,
U = F([U1") = {f @)/ € U},
para todo o € [0,1] e U € F(R™).
Uma consequéncia imediata do Teorema 1.4.16 é a seguinte:

Corolario 1.4.17. [//Se f € continua, entao f € monotona no sequinte sentido:

~ ~

se U <V, entao f(U) < f(V),

onde U <V significa que U(x) <V (z),Vr € R"™

O resultado a seguir nos diz que a extensao de Zadeh de uma fungao
continua também ¢é continua em relagdo a métrica de Hausdorff D sobre F(R™).
Mas antes consideremos a seguinte defini¢ao para a distancia de Haus-

dorff para subconjuntos fuzzy:

Definicao 1.4.18. Sejam U,V elementos de F(R"), a distancia de Hausdorff fuzzy
entre U e V' é definida por:

D(U,V) = sup h([U]% [V]?)

0<a<1

onde h € a métrica de Hausdorff usual,

WU, V1Y) = maz[p(lU]%, [V]%), p([V]*, [U]7)];

p([U]%, [V]*) = sup inf ||z —yl

ze[U]e yEV]>

Observemos que F(R™) munido com a métrica D é um espago métrico
completo[23, 32].
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Exemplo 1.4.19. Se U eV sdo nimeros fuzzy em Fe(R) tal que [U]* = [u$, ug],

[V]* = [vf, 03], temos que

D(U,V) = sup h([U]% [V]*) = sup maz{| ui — o || ug — 05 [},

0<a<1 0<a<1
isto é, h([U]*,[V]*) € a distancia mazimal entre os niveis de U e V.

Teorema 1.4.20. [4/Seja f : R — R™ uma fun¢do. Entdo as sequintes condigoes

sao equivalentes:
i. f € continua (na métrica usual);
ii. [ (F(R"), D) — (F(R™), D) € continua.

A seguir enunciaremos um teorema que sera importante para o estudo

de modelos com coeficientes e condicao inicial dados por nimeros fuzzy.

Teorema 1.4.21. [11/Seja f : X x X — X uma fun¢ao continua e A e B nimeros
fuzzy. Entdo

-~

[f (A, B)]* = f([A]*, [B]?),
onde f([A]*, [B]%) = {f(x1,22)/21 € [A]*, 22 € [B]"}.

Os conceitos basicos preliminares da teoria de inclusoes diferenciais e
de subconjuntos fuzzy nos permitirao definir as inclusoes diferenciais fuzzy, que

utilizaremos no Capitulo 2.

1.5 Inclusoes Diferenciais Fuzzy

Apresentaremos aqui os conceitos relativos a multifuncao fuzzy para
posteriormente introduzir a teoria de inclusoes diferenciais fuzzy. Aqui E(Y) é o

espago de todos os subconjuntos fuzzy de Y.

Defini¢ao 1.5.1. Uma aplicagio T : X — E(Y), que associa a cada x € X um

subconjunto fuzzy sobre Y, € chamada de multifuncao fuzzy.
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Exemplo 1.5.2. As multifungoes F,, : (—1,1) — Fo(R), a € [0,1], dadas por
[F®)]° = [0,1],[F(1)]" = {1},Vt € R,
e para a € (0,1)

{1}, se te(—1,0]

[F(t)]a:{ [1_(1_04)%71 , se te(0,1)

definem uma multifuncao fuzzy.

A partir da nocao de multifuncao fuzzy, estenderemos a definicao para
inclusoes diferenciais no contexto fuzzy, isto é, consideraremos as inclusoes diferen-
ciais fuzzy.

Dada uma multifungao fuzzy, F' : X — £(Y'), consideremos a seguinte

relagao, também denominada inclusao diferencial fuzzy [14]

(1.5.13)
z(0) = o,

onde x : [ — X, I =10,t],t € Ry é uma funcao usual.

Neste contexto, uma questao surge naturalmente: como o problema
(1.5.13) pode ser interpretado?

Uma interpretacao foi dada por Zhu e Rao [43] para (1.5.13). Os
autores sugeriram que (1.5.13) poderia ser interpretada através de uma familia de
inclusoes diferenciais indexada por a € [0,1] e @ é uma funcdo o : X — [0, 1] tal

que o problema (1.5.13) é entendido como
(1.5.14)

Além disso, no mesmo artigo os autores obtém alguns resultados que
garantem a existéncia de solugoes para a formulagao (1.5.14).
Assim sendo, vimos que (1.5.13) admite formulagoes diferentes. Qual

¢ a melhor interpretacao? Ainda nao se tem uma resposta definitiva a esta questao.
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Achamos que ela dependera fortemente dos objetivos que desejamos atingir.

No préximo capitulo estudaremos as equagoes diferenciais fuzzy, onde
o enfoque principal serd dado ao caso onde os coeficientes da equacao e/ou da
condicao inicial sao subconjuntos fuzzy.

Aos leitores interessados em maiores detalhes da teoria estocastica
sugerimos o livro de Oksendal [29], para a teoria de inclusoes diferenciais o livro de
Aubin [2] e para a teoria de inclusoes diferenciais fuzzy sugerimos os artigos citados

na ultima secao deste capitulo, além deste trabalho.
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Capitulo 2

Equacao Diferencial Fuzzy

2.1 Introducao

Em 1978, a equacao diferencial fuzzy foi introduzida e analisada por
Kandel e Byatt [18]. A partir de 1987, Problemas de Valor Inicial para a equagao
diferencial fuzzy de primeira ordem foram investigados por Kaleva [17] e Seikalla
[36] e posteriormente, em 2000, por Ouyang e Wu [30], dentre outros. Em 1990
Baidosov[3] e Aubin[l] apresentam a teoria de inclus@o diferencial fuzzy, visando
uma generalizacao da equacao diferencial fuzzy.

Como podemos interpretar o problema

{x’(t) = f(z(t)) (2.1.1)
z(0) = wo,

dentro de um contexto fuzzy?
Neste Capitulo consideraremos as distintas interpretagoes para (2.1.1)
i)Diferencial de Hukuhara:[17] Neste contexto temos que a variavel
de estado z é fuzzy e portanto necessitamos do conceito de diferencial de uma func¢ao
a valores fuzzy (aqui, consideraremos a derivada de Hukuhara). Na se¢ao 2.1 veremos
que este enfoque tem uma grande desvantagem, pois as soluc¢oes sao processos fuzzy
com diametros nao decrescentes.

ii)Familia de Inclusdes Diferenciais: Hiillermeier [14] sugere que
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(2.1.1), onde f : R* — F¢(R™) é uma multifungao fuzzy e Xy € Fo(R™), pode ser

reescrita como a familia de inclusoes diferenciais

Z(t) e [flz@®))”
S

onde [f(x)]* e [X(]* s@o os a—niveis dos subconjuntos fuzzy f(z) e Xo, respectiva-
mente e x : [ — R™.

iii)Principio de extensao: Oberguggenberger e Pittschmann [28]
estudam (2.1.1) para o caso em que os parametros (para os autores sao os coeficientes
e a condigao inicial) sdo fuzzy. Os autores definem os operadores equacao, restrigao

e solucao para o problema

{ () = f(x)

z(0) = zo, zo € R,

e e aplicam o principio de extensao de Zadeh nos operadores para obter uma solugao
para (2.1.1). Além disso, eles estabelecem formalmente os conceitos de solugao fuzzy
e solucao fuzzy componente por partes. Na secao 2.4 daremos maiores detalhes sobre
a metodologia desenvolvida pelos autores.

Utilizaremos uma idéia similar a de Oberguggenberger e Pittshmann
para obter a solugao para (2.1.1) para os casos em que somente a condigao inicial é
fuzzy e quando tanto os coeficientes da equacao diferencial como a condigao inicial
s@o subconjuntos fuzzy em F(R"™) As solugoes para os dois casos consi-derados serao
obtidas aplicando-se a extensao de Zadeh na solucao deterministica. Notemos que
enquanto Oberguggenberger e Pittshmann aplicam o principio de extensao de Zadeh
em varios operadores para obter uma solugao para (2.1.1) no contexto fuzzy, aqui nds
obtemos a solucao para o PVIF quando os coeficientes e/ou condigao inicial sdo fuzzy
aplicando o principio de extensao de Zadeh na solucao do problema deterministico
associado. Além disso, nas secoes 2.5 e 2.6 estabelecemos que, para cada t > 0, os
conjuntos atingiveis via familia de inclusoes diferenciais e via extensao de Zadeh da
solucao deterministica sao os mesmos nos dois casos.

A seguir apresentaremos as idéias, bem como exemplos de cada um
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dos contextos citados anteriormente.

2.2 Equacao Diferencial Fuzzy via derivada
de Hukuhara

Nesta secao consideramos o seguinte problema do valor inicial fuzzy:

(2.2.2)

X'(t) = f(X(@)
X(O) = X07

onde f : Fo(R") — Fo(R"), X é uma varidvel fuzzy e X, € Fo(R"). Mais es-
pecificamente, nesta se¢ao consideraremos (2.2.2) com o campo obtido, via extensao
de Zadeh, do campo deterministico. Seikkala[36] considera o seguinte problema da

valor inicial fuzzy no espago F¢(R)

{X’(t) = f(X(®) (2.2.3)

X(0) = Xo,

onde ]/C\é a extensao de Zadeh da funcao continua f : R — R e os a—niveis da
condicao inicial sao dados por [Xo]* = [2§;, 28], o € [0, 1].

Para estudarmos (2.2.2) utilizamos o conceito de H-diferenciabilidade
de multifungoes[17] no contexto da derivada de Hukuhara.

Dados X,Y € Fo(R"), se existir Z € Fo(R™) tal que X =Y + Z,
entao Z é a H-diferenca ou a diferenca de Hukuhara, denotada por X — Y.

O conceito a seguir foi estabelecido por Puri e Ralescu[32].

Definicao 2.2.1. A aplicagcao f : T  — E™ € diferencidvel em to € T C R, se

existe f' € E™ tal que os limites

i f(to+h) — f(to) lim f(to) — f(to —h)

h—s0+ h h—s0+t h

existem e sao iguais a f'(ty). Neste caso dizemos que [ é H-diferencidvel em t.
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Da definigao 2.2.1 de diferenciabilidade segue que se f ¢é diferenciavel

entdo a multifungao f*(¢) = [f(¢)]* é Hukuhara diferencidvel para todo a € [0,1] e

Df(t) = [f'(£)),

onde D f® denota a derivada de Hukuhara de f<.

A seguir apresentamos o conceito de processo fuzzy estabelecido por
Seikkala [36] para o espago Fo(R) e que foi utilizado pelo autor para reescrever
o problema (2.2.3) como sendo um sistema bidimensional de equagoes diferenciais

ordindrias.

Definigao 2.2.2. Dado I = [0,t],t € Ry wum intervalo real. Uma aplicagio X :

I — FE ¢é denominado um processo fuzzy, denotado por:
(X ()] = [2$(t), z5(t)],t € I, € [0, 1].
Como caso particular da definicao 2.2.1, temos:
[X'(@)]" = [(27(1)), (25(1))'],0 <a < 1.

O resultado a seguir caracteriza as solucoes de uma equagao diferencial
fuzzy segundo Kaleva [17].
Termos que Diam(C) o diametro de um subconjunto compacto nao

vazio (ndo necessariamente convexo) de R", isto é
diam(C) = max{||c1 — c2||/c1,c2 € C}

Teorema 2.2.3. Se f: I — Fo(R") € diferencidvel no intervalo I = [0,T], entao

para cada o € [0,1] a funcao t — diam|[f(t)]* € nao decrescente em t € I..

Se f:R— Re X(t) € E, do Teorema 1.4.16, segue que:

~

SN = F(XT%). (2.2.4)
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Logo, se [X (t)]* = [z(t), 25(t)], entao (2.2.3) pode ser reescrito como:

{(a:ﬁ“)'(t) = filaf, 2%),27(0) =z (2.2.5)

(#3)'(t) = falaf, 25),25(0) = 2y,

parat € [0,T) e a € [0,1], onde

{fl(x‘f‘,:vg) = min{f(z)/z € [X]*}
fo(zt,23) = maz{f(z)/z € [X]*}.

Observemos que o problema fuzzy foi reduzido a um problema do valor inicial em
R2.

A seguir serao dados exemplos que utilizam as nocoes estabelecidas
por Seikkala para (2.2.3).

2.2.1 Aplicagoes: Fuzicidade Ambiental e Demografica

Em uma mesma espécie a variagao comportamental pode ser bastante
acentuada quando consideramos seus elementos isoladamente. Entretanto, quando
analisamos os grupos destes individuos, a diversidade comportamental acontece em
grau mais reduzido. Por exemplo, o conceito de predador pode estar carregado de
subjetividade se olharmos o potencial de cada individuo. Assim, uma presa com um
determinado grau pode se tornar um predador em potencial sobre determinadas cir-
cunstancias intrinsicas da espécie ou do ambiente em que a mesma vive. Sendo assim,
o grau de predacao é um fator determinante nesta situagao, mas esta caracteristica
nem sempre pode ser mensuravel. Neste caso temos a fuzicidade demografica que
é o andlogo da estocasticidade demografica (onde a varidvel de estado é a variavel
aleatdria).

Como ja foi visto na introducao e na Secao 1.1 do Capitulo 1, os mo-
delos estocasticos sao mais indicados para investigar as consequéncias das variagoes
sujeitas as distribuicoes de dados estatisticos como esperanca de vida, fertilidade,
captura, etc. Porém, para se analisar a dinamica populacional de uma espécie

baseada nos diferentes graus de predacao, competicao, sobrevivéncia, etc, acredita-
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mos que a teoria fuzzy seja a mais adequada.

Neste caso, tanto nas equacoes diferenciais fuzzy como nas equacoes
de diferencas fuzzy, as estruturas fuzzy podem ser introduzidas através da condicao
inicial fuzzy.

A seguir ilustraremos o conceito de fuziness demografica, onde a condicao

inicial é um conjunto fuzzy em F¢(R).

Exemplo 2.2.4. (Malthus continuo)[4, 21]: Suponhamos que a popula¢iao obedeca

a lei do crescimento Malthusiano, entao

{ U't) = altt) (2.2.6)
u©) = U,
onde Uy € Fo(R) ea € R.

Como Uy € um conjunto fuzzy, o campo F(U) = aU associa conjunto
fuzzy a conjunto fuzzy. Entdo, temos uma equagdao diferencial fuzzy, onde F(U) =
aU € a extensao de Zadeh de f: R — R, dada por f(x) = az, a € R.

Logo, se 0os a—niveis de U sao dados por [U]* = [uf,uy], entdo por
(2.2.3) e (2.2.5), para obtermos a solucao de (2.2.6) devemos resolver os sequintes

sistemas deterministicos em R?

(uf) (1) = aug (6, com us(0) = uf 02

(uz)'(t) = aug(t), comuz(0) = ug,, -
para a > 0, e,

(W) () = au(t), comug(0) = uf; 02

(uz)'() = auf(t), comu3z(0) = ug,, -

para a < 0, e para cada o € [0, 1].
Temos que as solugoes de (2.2.7) e (2.2.8), serao dadas, respectiva-

mente, por

% —
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wi(t) = UG — Ugo cat 4 Uy, — Ugy o-at
¢ = Y4

us _?_ua ul Eua (2210)
ug‘(t) — 01 5 02 et 02 5 0L ) ,—at

Assim sendo, a solugdo U(t) de (2.2.6) tem a—niveis dados por (2.2.9)
para a > 0 e por (2.2.10) para a < 0.

Além disso, motemos que para a > 0, o nivel [U(t)]!, se afasta da
solugao deterministica nula e para a < 0, as solucoes tornam - se cada vez mais

difusas, porém o nivel [U(t)]' aprozima-se da solucio nula se supormos que [Up]*
um ponto, Figura 2.1.

-

<
s 5//
i) fﬂ/ﬂft)

-

g il %

Figura 2.1: As solugoes para o modelo malthusiano fuzzy.

As variagoes abidticas ou ambientais podem também influenciar forte-
mente no processo de interacao entre as espécies e na sua dinamica populacional,

mas quando as variagoes no tempo sao as causas de tais mudancas, as consequéncias
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podem ser analisadas, incorporando-se estocasticidade e neste caso, as solugoes sao
processos estocasticos. Mas quando a influéncia é dada subjetivamente, temos nova-
mente o contexto fuzzy como opcao. Neste caso, consideramos as equagoes diferenci-
ais (diferencas) fuzzy, com alguns coeficientes modelados por conjuntos fuzzy, cujas
solucoes sao processos fuzzy continuos ou discretos. Neste caso temos a fuzicidade
ambiental que é o andlogo da estocasticidade ambiental (o coeficiente é uma variavel
aleatoria).

No entanto, em geral, tanto a fuziness ambiental (coeficiente) como
a demogréafica (condigao inicial) estdo presentes nos fenomenos biolégicos, ou seja,
com a condigao inicial e com algum coeficiente dado por subconjuntos fuzzy.

No exemplo a seguir estudado por Barros [4] consideraremos um mo-
delo malthusiano com subjetividade no coeficiente de interagao (fuzziness ambien-
tal) e na condigao inicial (fuzziness demogréfica), onde a pobreza é um fator que

supostamente influencia a esperanga de vida de um grupo.

Exemplo 2.2.5. [4, 5] Seja A um conjunto com xz(t) individuos no instante t.
Suponhamos que nao ocorra nascimento de individuos neste grupo e que a dinamica

do numero de individuos seja modelada por

{z’((g)) - —Mi?' (2.2.11)

Para incorporarmos a fuzicidade no parametro X\, suponhamos que
A= )\1 + Uk(’/’))\g,

onde A\ € a tara de mortalidade natural e ug(r)\e € o coeficiente que representa a
nfluéncia da pobreza na taxa de mortalidade do grupo.

Para (2.2.11) o “conjunto dos pobres” é o conjunto fuzzy dado por:

N
g (r) = <1_<%> ) . se0<r<r

0 ,  Ser >y,
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onde ro € um valor limiar a partir do qual o fator renda nao tem mais influéncia na
taxa de mortalidade do grupo estudado.

Suponhamos ainda que a renda r seja proporcional ao saldrio S do
grupo estudado, isto é, r = c¢S™, onde ¢ e m constantes. Entao, temos o sequinte

conjunto fuzzy

k
i)zm) 5e0< S <8
) = >~ ~0

0 , seS > Sy,

onde Sy = (%‘))l/m.

Consideremos o sequinte problema de Cauchy fuzzy

{U’(t) = —(M+u(S)A)U() (2.2.12)

onde Uy € Fe(R).
Como, o0s a - niveis de Vi, e U(t) sao:
VA(S)]* = {S € R/ux(S) = a} = [0, So(1 — al/ky1/2m)
¢
[U]* = [uf, us]
para cada o € [0,1], seque das operacoes de adicao e multiplcacao por escalar de

numeros fuzzy que:
[— (A1 + A VR(S)UT* = [—(A1 + XaSo(1 — a/F)2myug —Agus]

pois, [= (A + AVi(S))]* = = ([xpy]® + A2[Vi(9)]%) -
Logo, conforme (2.2.3) e (2.2.5) a solu¢ao do problema fuzzy (2.2.12)

€ obtida, resolvendo - se o sequinte sistema

(WY (1) = —[M + AaSo(1 — VB2 Mg = —bug (2.2.13)
(uz)'(t) = —Auf, (2.2.14)

32



onde [Up]® = [u§y, ulp), @ € [0,1] e b = A+ Ao So(1—a/F)/2m A + X955 (1 —al/F)/2m,
Substituindo (2.2.14) em (2.2.13), temos a equacao de sequnda ordem

(ug(t))” = —b(ug(t)) = bAuf e obtemos as sequintes solugoes para (2.2.14) e
(2.2.13):

ud(t) = cre VAt 4 o)V

() = \ree Ve At

onde u§; = uf(0) e ufy = ug(0).

Portanto, a solu¢ao de (2.2.12) serd dada por

up(t) = & (ug o+ ugs) e 4 (g — ) P
ug(t) = <2+\/ U01> —vbat 2<u82—y/);)1u8‘1>emt,

Além disso, o diametro da solugao fuzzy € dado por

il A Y

1 b )
-+ 5 USQ <1+ )\—1>—U31 (1+ b1> \/A_lbt

Observagao 2.2.6. a)Se S = 0, isto é, se ndo hd interferéncia do fator renda na

(2.2.15)

dinamica populacional, temos que b aprorima-se de \1 e a solugcao fuzzy do exemplo

anterior se reduz a:

« o (7 (7
Uy + Ugy _x,¢ , Uo1 — Uz ot

« _
u; = —2 e + 5
Upr + Ufy _ ug, — ud
w = 02 ,— it 02 0L it

2 2

Neste caso, a solugdo para (2.2.12) é igual a solugio do exemplo
(2.2.4) para a < 0.
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b) Se a condigao inicial Uy for deterministica, isto €,

entdo (2.2.15) serd dada por:

0 = (1) (1) e
) = (1B (1 B

Aqui se S = 0, entdo tlim U(t) =0¢€ Fe(R) e se S > O,tlim Ult) ¢
Fe(R), pois

. _UO b )\1 VAt
tlggd(a,t)-;(,/)\—l—\/?)e = +o00, Va.

Logo, se a condigao inicial for deterministica para o € [0, 1], a tinica

solucao vidvel € dada por
uf = u§ = upe M Vo € [0, 1],

ou seja, a solucdo fuzzy deverd ser a deterministica e dada por u(t) = uge ™!, a
qual € idéntica a do modelo deterministico (2.2.11).
c) Agora, se desejarmos modelar o mesmo fenomeno, utilizando desde

0 inicto, uma equacao deterministica, obtemos:
w*(t) = uje ™,

como solucao do problema
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Aqui, X € um parametro fizo satisfazendo A < X\ < Ay + )Xo, tal que
uf(t) < u*(t) < ug(t), (2.2.16)

pois uf; < uy < ufy, onde uf; e udy sao os a—niveis da solugao de (2.2.12).
A desigualdade (2.2.16) nos diz que a solugdo do problema deter-
ministico tem o maior grau de pertinéncia ao conjunto de solug¢oes do modelo fuzzy.
Notemos ainda que o modelo (2.2.12) terd algum significado se a

solucao (2.2.15) satisfizer a condi¢ao u$(t) > 0, ou ainda,

< 1 In ug; + vV bAug,
T 2y/A\b Vo Aug, —ugy )

t

onde b= A1 + AaSp(1 — a/*).

Logo, os extremos para t, sao:

to < lim t,=
0 = airf)g‘ 2)\1(>\1 + )\Q)S()

1 udy 4+ up
o< lm = ——in (H
a—1— 2)\]_ u02 - u01

1 . (u81+ 1+(A2/A1)Sou82>

V14 (A2/A1)Sougy — ug,

Através destes exemplos podemos ver que quando consideramos a fuzi-
cidade através do conceito da diferencibilidade de Hukuhara temos que as solugoes
fuzzy tém a-niveis crescente com o tempo t, e conceitos tais como ponto de equilibrio,
estabilidade ou equilibrio assintético nao sao compativeis com as equagoes di-ferenciais
classicas. Veja mais detalhes nos artigos de Diamond [6], Hiillermeier [14] e Seikkala
137].
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2.3 Equacoes Diferenciais Fuzzy via Inclusoes

Diferenciais Fuzzy

No Capitulo 1 (se¢ao 1.3) vimos que uma primeira generalizagao do
problema do valor inicial
{ ?(t) = ()
z(0) = o,

onde F : R" — 2%" — {()} é uma multifuncio e zo € R™, ou ainda, uma inclusio

diferencial onde a condicao inicial é um subconjunto compacto de R"

(2.3.17)
Zo S Xo.

{x’(t) € F(z(t))

Agora, para (2.3.17), temos que a fungao x : I — R™, com a condi¢ao
inicial 2y € X é uma solugao de (2.3.17) no intervalo [0, 77, se ela é absolutamente
continua e satisfaz (2.3.17), para quase todo ¢t € [0,7]. O conjunto atingivel para

cada t € [0, T], associado ao problema (2.3.17), é o subconjunto de R™ dado por
Ay (Xo) = {x(t, ) /x(., x9) é solugao de (2.3.17) com xy € Xy}

Uma generalizagao do problema (2.3.17) sugerida por Hillermeier [14]
para modelar sistemas dinamicos fuzzy ¢é obtida substituindo o conjunto F'(x) em
(2.3.17) por um subconjunto fuzzy, isto ¢, considerando o problema do valor inicial

fuzzy dado por:

{x’(t) € F(x(t)) (2.3.18)

Zo < Xo,

onde F : R" — Fo(R™) é uma multifuncio fuzzy e Xy € Fo(R™).
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A solucao (2.3.18) é caracterizada pelas solugoes da familia de in-

clusoes diferenciais

(2.3.19)

2'(t) € [F(a(t)
€ [Xo],

onde [F(z(t))]* e [Xo]* para a € [0,1] sio os a—niveis dos subconjuntos fuzzy
F(z(t)) e X, respectivamente.

Para simplificarmos a notacao , denotaremos simplesmente por Xg o
conjunto fuzzy da condicao inicial.

Para cada a € [0, 1], definimos z : [0, 7] — R", como uma a—solugao
de (2.3.18) se ela é uma solugao de (2.3.19). Denotaremos por:
A = Ay([X0]Y),0 <t <T,a €10,1], o conjunto atingivel das a—solugoes, isto é,

¢ = A ([Xo]Y) = {x(t, z0)/x(., x0) é solugao de (2.3.19) com xg € [Xo]“}.

O conjunto de todas as a—solugoes para (2.3.19) sera denotado por ) (¢, Xo).

A idéia apresentada por Hiillermeier foi formalizada por Diamond [6],
onde ele d4 a seguinte interpretacao: o conjunto ) (7, Xy) de todas as a—solucoes
de (2.3.19) serd o a—nivel do conjunto fuzzy > (T, X) assim como, os conjuntos at-
ingiveis A;([X0]¥),0 <t < T, s@o os niveis de um conjunto fuzzy A(t, X) sobre R™.
Diamond ainda comenta que Y (7, Xy) é a solugao de (2.3.18). Desta forma as in-
clusoes diferenciais fuzzy capturarao tanto as incertezas como todas as propriedades
das inclusoes diferenciais.

Todas as consideragoes feitas por Diamond podem ser resumidas no
Teorema 2.3.1 dado a seguir.

Aqui, KF ¢ o conjunto de compactos e convexos de R™.

Teorema 2.3.1. [6/Seja Xy € Ki& e seja Q um conjunto aberto em R x R™ con-
tendo {0} x supp(Xy). Suponhamos que F : Q — K¢ é semicontinua superiormente
e F(t,z : o) = [F(t,x)]* sao conjuntos compactos e convexos de R™ para todo

(t,z,a) € R x [0,1]. Suponhamos que a condi¢io de limitagio com constantes
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b, M, T, seja verdadeira para todo xo € suppXy. Consideremos a inclusao diferencial

{x’<t> e [F(t,2))°
2(0) € supp(Xo).

Entao os conjuntos atingiveis A, a € [0, 1], da familia de inclusées,

{m’(t) i [F((t)))* (2.3.20)

LL’Q(O) [XO]a7 o€ [07 1]7

sao os a—niveis de um conjunto fuzzy Ay(Xo) no conjunto fuzzy normal semi-
continuo superiormente com suporte compacto. Os conjuntos solu¢ao ZQ(T, Xo)
de (2.3.20) sao os niveis de um conjunto fuzzy > (T, Xo) definido sobre Zp(R™) =
{z(.) € C([0,T] : R™) : 2'(.) € L*>([0,T] : R™)}.

Prova: Veja Diamond [7]
A seguir consideramos um exemplo onde se considera a equacao dife-
rencial fuzzy utilizando o conceito da derivada de Hukuhara e via interpretagao de

Hullermeier.

Exemplo 2.3.2. Considere o problema do valor inicial fuzzy,
(2.3.21)

onde a < 0 e Xy € um nimero fuzzy cujos niveis para o € [0,1] sao dados por
[Xo]™ = 21, 25)-

Pelo Exemplo 2.2./ temos que a solu¢ao fuzzy no contexto da diferen-

cial de Hukuhara é dado por:

T — Ty ¢ o1 — oo\ _a

@ t —_= _— a a
x{(t) ( 5 e’ + 5 e

3 (t) = (Ll ;— %2) e 4 (7%2 ; %1) e,



Asim sendo, se Xy € um numero triangular fuzzy simétrico com su-
porte [—1,1], ou seja, [Xo]* = [a — 1,1 — @, entao para a = —1 e a = 0, temos que
a solugdo de (2.5.21) é:

[X(1)] = [—¢. €],

cujo diametro é diam(X (t)) = 2e' que vai para o infinito quando t — oo.

No contexto de Hiillermeier podemos reescrever (2.53.21) como a familia

{x’(t) = ax(t) (2.3.22)

pois [a(z(t))]* = alx(t)]* = a(x(t)), ja que x(t) € R.

Assim os a—niveis das solugoes de (2.3.22) sao dados por

de inclusoes

(X)) = [( = e, (1 = a)e™],

cujo diametro é 2e~" que tenderd a zero para t — oo.

Portanto, enquanto no contexto da derivada de Hukuhara temos que
as solugoes para (2.1.1) sao processos fuzzy de diametros crescentes, nesta nova

interpretacao a mesma converge como no modelo malthusiano cléssico.

2.4 Equacao Diferencial Fuzzy via Principio de
Extensao de Zadeh

Nesta secao apresentamos a técnica proposta por Oberguggenberger e
Pittschmann [28] para o estudo de (2.1.1) com parametros fuzzy, ja que utilizaremos
técnica similar para o estudo de (2.1.1) quando a condigao inicial e ou coeficiente

sao dados por subcojuntos fuzzy.
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Considere o sistema de equacoes diferenciais ordinarias

{x’(t) = f(z(t), k) (2.4.23)

z(0) = o,

com xg € R™ k € RP. Suponhamos que para cada k € RP, f seja suave e globalmente
Lipschitz com respeito a varidvel z. Entao, existe uma unica solugao para (2.4.23)

e assim o seguinte operador solugao estd bem definido
¢ :R™ xR — CHR)™,

onde para cada par (zg, k) € R™ x RP, associamos a solucao z(t) = ¢(xg, k).
A idéia aqui é fazer com que os parametros de (2.4.23) aparegam
somente na condicao inicial. Para tal consideremos um sistema aumentado de di-

mensao m + p = n, adicionnado as equacoes complementares

/ _
Ty = 0

/
Tpyy = 0

com a condigao inicial estendida Ty = (zg, 3, ..., 25", k1, ..., k,) = (20, k). Temos o

sistema aumentado associado:

(2.4.24)

{m = (&)
7(0) = (zo,k).

Por simplicidade continuamos denotando Z € R™*? por z.
Para o problema (2.4.24), temos que os operadores equagao, restri¢ao

e solucao sao definidos respectivamente por:
i. £:CYR)" — C(R)", tal que para cada x(t) € CY(R)", E(x(t)) = 2'(t) —
f());
ii. R:CHR)" — R", tal que para x(t) € C'(R)", R(z(t)) = z(0) = xp;
iii. p:R" — CY(R)", para 7o € R", z(t) = ¢(z0),
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Agora se a condigao inicial é fuzzy, temos o seguinte problema associ-

ado a (2.4.24)
{x/ = /@) (2.4.25)
iL'(O) € Xo,

onde X ¢ um subconjunto fuzzy em F(R").
Para (2.4.25), os operadores equagao, restrigao e solugao sao obtidos
aplicando-se o principio de extensao de Zadeh nos operadores definidos para (2.4.24),

ou seja,

&)

F(CHR))™ — F(CR)™);

1.

=)

il.

 FCHR)™) — F(R™);

L F(R") — F(CLR)).

)

iii.
Considerando estes operadores fuzzy, Oberguggenberger e Pittschmann

dao as seguintes definigoes de solugao fuzzy para (2.4.25).

Definigao 2.4.1. Um elemento X € F(C'(R)") € denominado uma solu¢io fuzzy

com valor inicial Xo € F(R™), se
EX =0 em F(C(R"), RX = X, em F(R").

Definigao 2.4.2. Um elemento X € F(C'(R)") € denominado uma solucao fuzzy

por partes com valor inicial Xy € (F(R))™, se
EX =0 em F(CR)"), RX = X, em (F(R))".

A diferenga entre as Defini¢oes 2.4.1 e 2.4.2 é a seguinte. Na Defini¢ao 2.4.1
temos que RX = Xy = (Xoy, ..., Xon) em F(R™), isto é,

sup{px () /21(0) = 11, ., 2n(0) = Tn} = min{piag, (1), -, fag, (7n) }
e na Definigao 2.4.2, temos R; X = X;(0) como subconjuntos fuzzy em R, ou seja,

sup{px (y)/;(0) = 15} = tay, (1),
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para cada j = 1,...,n, ou ainda, podemos estudar o problema (2.4.25) supondo que
a condicdo inicial X esteja em (F(R))™ ou em F((R)"™).

Segundo Oberguggenberger-Pittschmann um candidato natural para
a solucao fuzzy X é dado pelo conjunto fuzzy das fungdes ¢(Xj), obtido quando se
aplica a extensao de Zadeh ao operador solucao ¢ em relagao ao subconjunto fuzzy
da condicao inicial Xj. Neste caso, o grau de pertinéncia de qualquer funcao ¢ de
classe C! ao longo de $(Xj) é igual ao grau de pertinéncia do subconjunto fuzzy
Xo.

No exemplo a seguir nao utilizaremos toda a sofisticacao da técnica
proposta por Oberguggenberger e Pittshmann. Utilizaremos simplesmente o fato de
que a solugao para o problema do valor inicial fuzzy com condicao inicial fuzzy é a
extensao de Zadeh, em relacao a condicao inicial da solucao deterministica, e esta

idéia sera formalizada nas segoes 2.5 e 2.6.

Exemplo 2.4.3. Dado o PVI deterministico

v 2.4.26
{x(()) = o, ( )

temos que a solugao do mesmo é dada por

x(t) = zoe .

Supondo agora que a condi¢ao inicial seja um numero triangular fuzzy,
com suporte [—1,1], temos pelo principio de extensao de Zadeh que a solugdo do
PVIF é

X(t)=[(a—1e ™" (1 —a)e™.

Assim a interpretacao do PVIF proposta por Oberguggenberger e

Pittschmann também nos levam a solugoes cujos diametros tendem a zero.

A seguir estudaremos o PVIF (2.1.1) com a condigao inicial fuzzy
e/ou coeficientes dados por subconjuntos fuzzy de acordo com a interpretacao de
Hiillermeier (via inclusoes diferenciais fuzzy) e a outra através da utilizacdo do

principio de extensao de Zadeh na solucao deterministica proposta por nos, sem ter
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de aplicar o principio de extensao de Zadeh nos varios operadores envolvidos em uma

equacao diferencial ordinaria como sugerido por Oberguggenberger e Pittschmann.

2.5 Equacoes diferenciais com condicao inicial fuzzy.

Consideremos o problema do valor inicial deterministico

{x’(t) = f(z(t)) (2.5.27)
z(0) = o,

onde f:R®” — R” é uma funcao continua e r, € R"™.

Supondo que a condicao inicial zy é incerta e modelada por um sub-
conjunto fuzzy, para a equacao diferencial dada em (2.5.27) podemos associar o
Problema do Valor Inicial Fuzzy(PVIF):

{x’(t) = f(z(t)) (2.5.28)

[L’(O) S Xo,

onde Xy € F(R").

Note que (2.5.28) é uma representacao simbdlica, cuja interpretacao
pode ser dada de maneiras distintas. Aqui estudaremos (2.5.28) sem a utiliza¢ao do
conceito de derivada fuzzy no sentido de Hukuhara. Faremos a abordagem de Hiiller-
meier e da extensao de Zadeh propostas nas segoes 2.3 e 2.4 para (2.5.28). Além
disso, mostraremos que, sob certas condigoes, as duas abordagens sao equivalentes
no sentido de terem as mesmas solugoes.

Para cada t € [0,7], fixado, podemos definir o operador:
Pt R" — Rna

wi(xg) = @(t,xp), onde p(t,zo) é a solu¢do unica de (2.5.27) e, pelo teorema da
continuidade com respeito a condigao inicial [33, p.145] ¢ é continua em relagao t e

a condicao inicial xg.
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Aplicando o principio de extensao de Zadeh em ¢, obtemos
or: F(R") — F(R"),
o que pelos Teoremas 1.4.16 e 1.4.20, é continua, estda bem definida e

[@(XO)]Q = o1 ([Xo]*),

para todo « € [0, 1].
Agora, de acordo com a interpretacao de Hiillermeier, podemos re-

escrever (2.5.28) como a seguinte familia de inclusdes diferenciais

{x’(t) = f(z(t)) (2.5.29)

z(0) € [Xo]%
pois [Fz(t)]* = F([2(£)]") = F(x(t)), desde que x(t) € R".
A seguir enunciaremos o resultado que relaciona a solucao de Hiiller-

meier e a obtida através do principio de extensao proposta por nos.

Teorema 2.5.1. Suponhamos que [ seja continua e que para cada xo € R™ exista
uma unica solugao para (2.5.27) e que Xo € F(R™). Entdo, temos a sequinte

tqualdade
Pr(Xo) = Ai(Xo),

onde p; € a extensao de Zadeh de @y, para todo 0 <t < T e A (Xo) sdo os conjuntos
atingiveis de (2.5.28). Em outras palavras, os conjuntos atingiveis do problema
(2.5.28) podem ser obtidoss através da imagem da condicdo inicial fuzzy por meio

da extensao de Zadeh da solucao deterministica.

Prova:

Para provarmos o Teorema 2.5.1 devemos mostrar que
[£(X0)]" = Ai([X0]?), V@ € [0,1].
Por hipotese temos que f é continua e que para cada xy € R™ existe
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uma unica solugao para (2.5.27)) no intervalo [0,T]. Entao para cada t € [0,7],
temos que ¢; : R" — R™ dado por ¢;(x¢) = ¢(t, x¢), é continuo e estd bem definido
(conforme Teorema de Existéncia e Unicidade de equagoes diferenciais ordinérias[31,
33]). Assim sendo, dos Teoremas 1.4.16 e 1.4.20 @; : F(R") — F(R") estd bem
definida e

[2:(X0)]* = ¢e([Xo]"), Vo € [0,1].

Portanto, dado o € [0, 1], temos

[@:(Xo)]" = i ([Xo]™) = {e(t, 0) /20 € [Xo]"}- (2.5.30)

Por outro lado, o conjunto atingivel do problema (2.5.29) é dado por

A ([Xo]®) = U Ai(zo) = {o(t, x0)/z0 € [Xo]*}. (2.5.31)

Z()G[Xo]“

De (2.5.30) e (2.5.31) segue o resultado.ll

Notemos que via interpretacao de Hiillermeier para o PVIF, ou seja,
quando o PVIF ¢ reescrito como uma familia de inclusoes diferenciais, as trajetorias
sao obtidas via técnica de selegoes para cada xy € [X(]* e para cada t, o ponto onde
chega a trajetoria tem grau de pertinéncia a. O conjunto de pontos obtidos desta
forma nos dao o conjunto A;([Xo]%).

Agora, pelo principio de extensao de Zadeh, temos que os conjuntos
atingiveis sao obtidos através de @;([Xo]*) e as pertinéncias de cada trajetdria é a
mesma de cada ponto de [X|®, isto é, se pi(z0) € P([Xo]*), entdo ¢u(zp) terd a

mesma pertinéncia do elemento xg ao conjunto [Xo]*.

Exemplo 2.5.2. Consideremos o modelo Malthusiano fuzzy
"(t) = —ax(t
{ v(t) = —az(t) (2.5.32)

onde a € Ry. Suponhamos que a condi¢ao inicial em (2.5.32) é dada pelo subcon-
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gunto fuzzy Xo € F(R), cuja funcao de pertinéncia é

Xo(%):{l—xo , zo € [0, 1]

0 , caso contrdrio.

onde xg € Ry. Entao, de acordo com a interpretacao de Hullermeier, o problema

(2.5.32) pode ser reescrito como a sequinte familia de inclusoes diferenciais

{x/(t) = —eall) (2.5.33)

rg € [0,1—aqal,

com o € [0, 1].
Para cada o € [0, 1] temos que o conjunto atingivel de (2.5.33) é dado

por

A([X0]") = [0, (1 — a)e™],

para cada t > 0.

Por outro lado, a solu¢ao deterministica de (2.5.32), isto €, quando
at

wi(x0) = zo€~

Desde que @i(xg) € continuo seque do Teorema 1.4.16 que 0s a—niveis

de p1(Xo) sdo dados por
[Z1(X0)]* = e([Xo]*) = [0, (1 — a)e™],

para cada t >0 e a € [0,1], o que coincide com A;([Xo]*) obtido acima.

2.6 Equacao diferencial com parametros fuzzy

Nesta secao discutiremos as equagoes diferenciais fuzzy geradas por
uma equagao diferencial deterministica com incerteza nos coeficientes da equacao e

na condi¢ao inicial.
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Consideremos o problema do valor inicial

{x’(t) = fla(t), k) (2.6.34)
r(0) =

onde f: R™ x R? — R" é continua, ro € R™, k € R* é um vetor de coeficientes.
Agora, se a condigao inicial e os coeficientes sao fuzzy, o problema
(2.6.34) pode ser tratado de duas maneiras diferentes. A primeira abordagem con-

sidera a fuzzificacao direta do campo f e obtemos o seguinte problema

{x’(t) e flz(t),K) (2.6.35)

Zo € X(),

onde f: R™ x F(RP) — F(R™) é a extensdo de Zadeh da funcdo f em k.
Neste caso, de acordo com a interpretacdo de Hiillermeier, (2.6.35)

pode ser reescrito como a familia de inclusoes diferenciais

{x’(t) € [fla(t), K)* = f(x(t), [K]*) (2.6.36)
S [XO]av

~

pois como f é continua, segue do Teorema 1.4.16 que, [f(z(t), K)]* = f([z(¢)]*, [K]*) =
f(z(t), [K]*), j& que, x(t) é um numero real (conjunto crisp).
A segunda abordagem consiste em fazer a mudanga y(t) = (x(¢), k) (veja

secao 2.4) no problema (2.6.34) e considerar o problema deterministico
"t) = F(y(t
{ y(t) = Fly(t) (26.37)

onde y'(t) = (2/(¢),0),y(0) = ((0),k(0)) € R™ x R? ¢ F': R™ x RP — R™ x R?
tal que F(y) = (f(x,k),0).

Neste caso, considerar a condigao inicial e o parametro fuzzy significa
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supor que ¥, seja dado por um subconjunto fuzzy, ou seja, temos o seguinte problema

onde Yy = (X, K) é fuzzy e (2.6.38) é do mesmo tipo dado em (2.5.28).
Agora, de acordo com a interpretacao de Hiillermeier, (2.6.38) é dada

pela familia de inclusées diferenciais

F(y(t))

(2.6.39)
[Yo]* = ([Xo]* x [Ko]®).

——
s =
—~
S =
m

A seguir provaremos que quando consideramos a fuzicidade dos coe-
ficientes e/ou condicao inicial, os conjuntos atingiveis obtidos via fuzificacao direta
do campo conforme o problema (2.6.35) e quando transformamos em um problema

onde somente a condigao inicial é fuzzy conforme (2.6.38) sdo os mesmos.

Proposigao 2.6.1. Para cada o« € [0,1], os conjuntos atingiveis de (2.6.36) e

(2.6.39) sio os mesmos.

De fato,
Notemos que (2.6.39) é uma familia de inclusdes cldssicas do tipo es-

tudado por Filippov e Wazewski [10, 41]. Em outras palavras, para cada a € [0, 1],
f@@), [K]%) = {f(z,k) - k € [K]"}.
Entao os conjuntos atingiveis associados a (2.6.36) sao dados por
Ai([Xo]®) = {x(t, zo, ko) : xo € [Xo]™ € ko € [K]*}, (2.6.40)

para t € [0, 7.

Por outro lado, o conjunto atingivel associado & (2.6.39) é dado por

A([Yol*) = {y(t,90) : yo € [Yo]* = ([Xo]™ x [¥o]?)}

(2.6.41)
= {(I(t,l‘o, k’o), ko) 1o € [Xo}a e k() € [K]a}
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Portanto, os conjuntos atingiveis (2.6.40) e (2.6.41) coincidem, pois

para ky constante a projecao de A:([Yp]*) coincide com o de A;([Xo]*)M.

Quando a condicao inicial e os parametros sao fuzzy, devido a Propo-
sigdo 2.6.1, podemos estudar a solu¢do do problema (2.6.34) fuzificado através do
problema reduzido (2.6.37) também fuzificado. Em outras palavras, para estudar
o problema (2.6.34) considerando fuzicidade do coeficiente e da condic¢ao inicial,
i-nicialmente faz-se uma mudanga de varidveis em (2.6.34) e posteriormente fuzi-
ficamos o problema modificado para colocar na forma (2.6.38) com a intencao de
reduzi-lo a andlise do problema do valor inicial estabelecido na se¢ao 2.5.

Agora, supondo que para cada xg e kg tenhamos uma solugao y(t, yo)
para (2.6.37), aplicando o principio de extensao de Zadeh em ¢ (yo) = y(t, o),
obtemos p;(Yp), o qual é continuo em Yy e que para a € [0, 1] temos ([11, 27])

[2:(Y0)]* = [@¢(Xo, Ko)]" = e([Xo]®, [Ko]”)
Entao temos o seguinte resultado.

Teorema 2.6.2. Suponhamos que f seja conlinua e que para ko fizado satisfaca
alguma condi¢ao que garanta a unicidade da solugao em (2.6.34) e seja Yy =
(Xo, Ko) € F(R™)x F(RP). Entdo, existem os conjuntos A,(Yy), ¢1(Yo) do problema
do valor inicial fuzzy (2.6.38) e,

@t(yb) = At<YO)
para cada 0 <t < T, isto ¢,
[£:(¥0)]* = Au([¥0]"), @ € 0,1].

Prova:

Como f é continua e, para kg fixado, satisfaz alguma condicao para a
unicidade de solugdo em (2.6.34), entao para cada yo = (g, ko), existe uma unica
solugao y(t,yo) para (2.6.37) no intervalo [0,7]. Entao ¢; : R™ x R? — R™ dado
por ¢:(yo) = y(t, o) estd bem definido.
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Portanto, existe ¢;(Yp), para Yy € F(R™) x F(RP).

Além disso, como F' é continua em (2.6.38), pois f é continua em
(2.6.34), temos que existe A;([Yp]®).

Agora, como @;(yo) é continua, temos pelo Teorema 1.4.20 que @, é

continua, esta bem definida e tais que para cada a € [0, 1] [11, 27]

[Be(Yo)* = @i ([Yo]™) = {y(t, 90) /0 € [Yo]*}
= {(x(t, 20, ko), ko) /z0 € [Xo]* and ko € [K]*}.

Por outro lado, o conjunto atingivel do problema (2.6.39) é dado por

A = U Alw) = {ylt.vo)/wo € [¥o]"}

yo€[Yo]®

= {(x(t,xo,ko),kg)/$0 € [Xo]a (S ]{Z() € [K]a}

Portanto, o resultado esta verificado.ll

Exemplo 2.6.3. [5/Consideremos o modelo de esperanc¢a de vida dado no exemplo
2.2.5

{ 2'(t) = — (M + Aak)a(t) (2.6.42)

(L‘(O):[Eo,l’o > 0,z € R,

onde Aok € o coeficiente que representa a influéncia da pobreza no crescimento da
razao de mortalidade do grupo

Suponhamos que o conjunto fuzzy da pobreza seja definido por

k(r) = [1—<%)2r, se 0<r<my

0, se 1 >rg.

Considere a mudanga y = (x, k) in (2.6.42), entao temos o sequinte

problema
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{ y(t) = F(y) (2.6.43)

y(O) =Y0,Y% > anO € R27
onde F(y) = (f(x,k),0), cuja solucio ¢ dada por y(t) = (woe~M1FA2k0)t KoY.

Supondo que a condi¢do inicial em (2.6.43) € fuzzy devido a fuzicidade

do parametro ko, entao a solu¢ao de Hillermeier para (2.6.43) é dada pela solugdo

de,
yt) = F(y(t))
{ y(0) € [0,70v1 —ad], (2.6.44)
para o € [0, 1].

O conjunto atingivel de (2.6.44) é

Ai([Y0]%) = {(woe™ M2 k) ko € 0,70V 1 — o]}

para cada t > 0.

s

Por outro lado, a solugao deterministica de (2.6.42) é

@i(yo) = (wge™ A2kt k)
que € continua em rela¢ao a (xo, ko) conforme Teorema da continuidade da solugdo

em relagdo a condi¢ao inicial(veja [31, 88], entao pelo Teorema 1.4.16, temos

[@e(Y0)]* = @u([¥0]) = (o, [Ko]®)
= {(xoe’(’\l“‘?k())t, ko), ko € [0,70V/1 — o]}

para cada t > 0.
Portanto os conjuntos atingiveis via Hullermeier e via Principio de

FExtensao coincidem.

Notemos que a escolha de um método ou de outro em um problema
pratico depende do tipo do problema analisado. Se considerarmos o campo estudado
como sendo fuzzy ou se nos atermos apenas na subjetividade dos parametros, entao

o processo de solugao pode ser escolhido apropriadamente.
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e O método de Hullermeier, que obtém uma familia de inclusoes difer-
enciais é relativamente complicado e deve ser utilizado somente para o estudo de
equagoes diferenciais com os campos fuzzy.

e O processo que consiste em estender a solucao classica do modelo
deterministico através do principio de extensao de Zadeh deve ser adotado prefe-
rencialmente quando somente os coeficientes e/ou condigao inicial sao fuzzy. Este
método, comparado com a de Hiillermeier é muito mais simples e ainda permite

avaliar o grau de pertinéncia de cada solucao (veja [28]).
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Capitulo 3

Estabilidade das Equacoes

Diferenciais Fuzzy

3.1 Introducao

A modelagem matemaética de fenomenos reais teve um avanco signi-
ficativo no inicio do século XX, quando os sistemas dinamicos comecaram a ser ana-
lisados do ponto de vista qualitativo. Sabe-se que quando se propoe a modelar um
fenomeno da realidade, quanto mais informagoes sao desejadas mais complexo sera
o modelo e cada vez menos se tem a esperanca de obter solugoes analiticas. Assim,
quanto mais realistico o modelo menos chance se tem de “resolvé-lo”. Na procura de
um equilibrio entre modelagem e resolucao, o estudo de sistemas dinamicos teve um
desenvolvimento marcante na primeira metade do século passado. Resultados como
os Teoremas de estabilidade de Lyapunov e de linerizacao de Lyapunov-Poincaré,
obtidos como generalizacoes do conceito fisico de energia e demonstrado com rigor
por meio de métodos topoldgicos, foram os pilares que transformaram os sistemas
dindmicos autonomos (bidimensionais) em uma das principais ferramentas de mod-
elagem matematica.

A modelagem matematica, que até entao estava a servico da Fisica,
quase que exclusivamente, passou a ser o instrumento essencial para o estudo de pro-
cessos ecoldgicos (modelo de Lotka-Volterra) e epidemiolégicos (Kermack-Mckendric).

Os modelos introduzidos no inicio do século XX, sao considerados
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paradigmas dos modelos atuais que evoluiram juntamente com a evolucao do estudo
de tais sistemas dinamicos.

Com o advento de computadores, a modelagem matematica ganhou
mais forca e os sistemas passaram a ter dimensoes maiores. Nao se busca mais
solugoes analiticas mas solugoes aproximadas simuladas através de manipulacao dos
parametros. E importante salientar que o estudo qualitativo das solugoes do modelo
continua sendo imprescindivel para se entender ou buscar solugoes aproximadas
coerentes com a realidade do fenomeno.

Mais tarde, com o surgimento e evolucao de novas teorias matematicas,
como a inclusao diferencial e teoria de conjuntos fuzzy, os modelos passaram a
contemplar também a subjetividade inerente aos fenomenos estudados. Os modelos
matematicos ficaram mais complexos e a busca de uma andlise qualitativa mais
adequada para tais mo-delos passou a ser imprescindivel.

Seguindo os mesmos passos do estudo da estabilidade dos sistemas

deterministicos autonomos
't) = f(x)
(O> = Xo,

com f € C(R"), procuramos dar uma primeira aproximagao da estabilidade dos

x
x
sistemas fuzzy autonomos

Zo c X(),

onde X, é um subconjunto fuzzy em F(R").

Como destacamos no Capitulo 2, existem diferentes enfoques para
tratar o sistema fuzzy. Mostramos que o conjunto atingivel quando o sistema é
conside-rado como um problema de inclusao diferencial coincide com as solugoes
estendidas, via extensao de Zadeh, do sistema deterministico. Este resultado nos
incentivou a desenvolver o estudo qualitativo dos sistemas fuzzy autéonomos usando

também o principio de extensao.
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3.2 Preliminares

Nesta secao apresentaremos algumas definicoes e resultados relativos
a teoria de estabilidade de sistemas dinamicos deterministicos através da teoria de
fluxos (veja [12, 13, 31, 33]).

Considere o sistema linear
r' = Az, (3.2.1)

onde r € R"™ e A é uma matriz de coeficientes constantes. Neste caso, a estabilidade
de um ponto de equilibrio de (3.2.1) é determinado pelos autovalores da matriz A.
Além disso, (3.2.1) tem uma tnica solucao através de cada ponto xy no espago de
fase R dada por o(t, 2¢) = e, Vt € R, [31].

No entanto, sabemos que a maioria dos fenomenos sao modelados por

um sistema nao linear do tipo

¥ = f(z), (3.2.2)

onde f: R" — R" é continua.

Veremos que sob certas condigoes, a estabilidade de um ponto de
equilibrio de uma equagao diferencial nao linear é determinada por meio da aprox-
imacao linear do seu campo vetorial em uma vizinhanca suficientemente pequena do
ponto de equilibrio(veja, [31, 33]). Mais precisamente, dado o sistema de equagoes
diferenciais nao lineares (3.2.2), veremos que o comportamento local de (3.2.2) na
vizinhanca de um equilibrio hiperbdlico x é qualitativamente determinado pelo com-
portamento de um sistema linear do tipo (3.2.1), onde A = Df(z), a matriz jaco-
biana de f em T relativo ao campo de (3.2.2). Este resultado é o Teorema de
linearizacao de Grobman-Hartman e em nosso trabalho utilizamos uma versao deste
Teorema para fluxos.

Além destes conceitos e resultados classicos da teoria de sistemas
dinamicos via fluxos, daremos alguns conceitos envolvendo conjuntos invariantes
que permitirao a caracterizacao dos equilibrios fuzzy do tipo xx, onde X é algum

subconjunto compacto de R".
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Definigao 3.2.1. Sejam X espagco métrico completo e Ry = [0,00). Uma familia

de aplicagoes Ty : X — X, t > 0, € um semigrupo, se:

i. )Ty =1, ondel € a identidade de X;

1. ) ﬂ—i—s = E OTS,\V/t,S € R+.
Exemplo 3.2.2. Dado o sistema linear autonomo (3.2.1), temos que a trajetoria
por xo € R™ € dada por x(t) = zoe. Entdo, fizado t € R, a familia de aplicacoes
®, : R* — R" definidas por ®,(zy) = e*xo,t € R, satisfaz as propriedades da
Definicao 3.2.1, pois

1. @t o) @S = CIDHS,Vt, S € R,
ou seja, Py(xo) € o fluro da equagdo diferencial dada em (3.2.1).

Além disso, ®4(zg) € CHR x R"), isto €, ®i(xy) € continua com

derivadas de primeira ordem continuas.

Exemplo 3.2.3. ([13, p.7], [33, p.142]) Seja @i(xo) a solu¢ao (inica) de (3.2.2)
para cada xo no instante t, definida sobre seu intervalo maximal de existéncia I(xg).

Para cada t € I(x), o conjunto das aplicagoes g, : U — U definidas por

pi(r0) = p(t, o)

satisfaz as propriedades de semigrupo 3.2.1, e é denominado fluro da equagao dife-

rencial (3.2.2).

Notemos que se o sistema nao é auténomo a propriedade ii) da Definigao

3.2.1 nem sempre é satisfeita. De fato, se considerarmos a equacao
2 (t) = tz,

com a condicao inicial z(0) = z, temos que @;(xy) = zoet’/? é o fluxo definido pelo

campo tx, de modo que:

Prrs(20) = 202 £ oy (m0)) = woe! 1265/
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A propriedade ii) da Definigao 3.2.1 em termos de fluxo quer dizer que
se y = s(x) é o estado que z assumird depois do tempo s, entdo z = ¢u(y) é o
estado de = no tempo s + t, isto é, z = @, (ps(x)).

Observemos que para cada xy € V fixado, temos uma trajetéria ¢, (o).
O fluxo é simplesmente a familia das trajetorias obtidas para todo xo € V C U, isto
é, o fluxo ¢, : V.— U pode ser visto como o movimento de todas as particulas no

conjunto V.

a.A solucao ¢(t, zy). b.O fluxo ¢(.).

A seguir sao dadas as defini¢oes de ponto de equilibrio e de estabilidade
para (3.2.2).

Definicao 3.2.4. Dizemos que T é um ponto de equilibrio ou solugao estado esta-
ciondrio de (3.2.2) se f(Z) =0, ou ainda, se ¢,() = z,Vt € Ry.

Defini¢ao 3.2.5. Um ponto de equilibrio T de (3.2.2) é dito estavel se, dado ¢ >
0,3 6(e) > 0 tal que, se | g — T |< I, entdo a solug¢io p(t,xzo) de (3.2.2), com

(0, x9) = xo, satisfaz a desigualdade
| o(t,m0) — Z |[< e, Vt > 0.

O ponto de equilibrio T € dito instdvel se ele nao € estavel. Se T for estdvel e existir
r > 0 tal que | p(t,x) — T |— 0,t — 400, para | xg — T |< r, dizemos que T €

assintoticamente estavel.

Da definicao 3.2.5 acima vemos que a estabilidade de um ponto de

equilibrio z de (3.2.2) é uma propriedade local do fluxo. Assim, podemos esperar
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que, sob certas condicoes as propriedades de estabilidade do equilibrio podem ser
determinadas através de aproximacgoes lineares, isto é, a derivada do campo f de
(3.2.2) préxima a .

Seja Df(z) a matriz jacobiana de f. Temos:

Definicao 3.2.6. Se & é um ponto de equilibrio de (3.2.2), entdo a equagao dife-
rencial linear

2'(t) = Df(z)x
¢ denominada linearizacao do campo vetorial f no ponto de equilibrio .

Definicao 3.2.7. Seja D f(z) a matriz jacobiana do campo f de (3.2.2), se D f(z)
nao admite autovalores com a parte real nula, dizemos que o ponto de equilibrio T €

nao degenerado ou hiperbdlico.

Exemplo 3.2.8. Consideremos o sistema bidimensional autonomo
(3.2.3)

onde f1, fo sdo funcgoes suficientemente suaves.

A linearizagdo do sistema (3.2.3) no ponto de equilibrio (Z,y), nos dd

< &) ) _ < 9z Yz 7) ) (
&(t) P(zy) G229
ou seja, &'(t) = Df(Z,9)E(L), cuja solugdo € &(t) = ePF@DE(0).

Se A = Df(z), os autovalores \; sdo as raizes do polinémio carac-

teristico p(A) = det(A — A\I) = 0,

N

A= (1/2)(r £ /D),

onde T =trA,§ =detA e \ = 1% — 46.
Para maiores detalhes, veja [12, 13].
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Quando o equilibrio é hiperbdlico temos que o termo linear de um
campo vetorial determina o fluxo localmente, isto é, existe uma aplicagao injetora
e continua h : V(z,e) — U, onde V(Z,¢e) é a vizinhanga de Z e U é um aberto
de R™ contendo a origem. O exemplo a seguir mostra que a aplicacao h “leva”
o comportamento das solugoes de (3.2.2) para os de (3.2.1), na vizinhanca de um

equilibrio, conforme a figura 3.1.

Exemplo 3.2.9. Considere o homeomorfismo h : R?* — R? definido por h(zy,xs) =
(z1, 29 + (23)/3) e seu inverso dado por h=(y1,y2) = (y1,y2 — (v3)/3). Temos que,

h transforma o sistema nao linear

{ () = —m(t)

w(t) = wa(t) + 23(t)

no linear

{xa<t> = —a(t)
W(t) = (1),

pois, fazendo yi(t) = z1(t) e yo(t) = zo(t) + (23(¢))/3, entdo

{yw) = 74(t)
(1) = ah(t) + (2/3)z (1)) (1),

ou

{yw) — —x(t)
w(t) = a(t) +a3(t) + (2/3)z1 () (—a (1)),

isto & y'(t) = (=1 (1), 4a(1)).
Como y(t) = h(z(t)), temos que z(t) = h= (y(t)) € dado por:

(21(t), 22(t)) = (1 (1), y2(t) — i ()/3).

Veja na figura 3.1 os planos de fase dos sistemas nao linear e linear,
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respectivamente.

X7 k7]

NG x,

Figura 3.1: Planos de fase do sistema nao linear e do sistema linearizado associado.

Definigao 3.2.10. [31, p.118] Dois sistemas auténomos de equacgoes diferenciais
tais como (3.2.2) e (3.2.1) sao denominados topologicamente equivalentes em uma
vizinhanc¢a da origem ou, tém a mesma estrutura qualitativa proxima a origem, se
existe um homeomorfismo h que leva um conjunto aberto U, contendo a origem, so-
bre um conjunto aberto V, contendo a origem e, que leva trajetorias de (3.2.2) em
U sobre trajetorias de (3.2.1) em V e preserva sua orienta¢do. Se o homeomor-
fismo h preserva a parametriza¢ao do tempo, entao os sistemas (3.2.1) e (3.2.2) sao

denominados topologicamente conjugados em uma vizinhanca da origem.

A priori, quando sao topologicamente equivalentes a igualdade poderd
estar ocorrendo em tempos diferentes, ou seja, dada a solucao nao linear e a linear
o homeomorfismo podera estar levando as trajetérias de uma para outra mas em
tempos distintos (veja mais detalhes em|[33]).

Se o equilibrio z de (3.2.2) for ndo nulo, para utilizarmos a definigdo
3.2.10 basta transladarmos z para a origem, isto ¢, fazer a mudanga de varidvel

Yy=x—I.

Exemplo 3.2.11. Considere os sistemas lineares x'(t) = Axz(t) e y'(t) = By(t),

A:<_1 _3> e B:<2 0 ) (3.2.4)
-3 -1 0 —4
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Seja h(z(t)) = Rx(t), onde

1 (1 -1 L1 (11
(1) e (L)) e

Se y(t) = h(z(t)) = Rx(t), entdo y'(t) = By(t), pois B= RAR™.

At ¢ a solucdo de ' = Ax por g, entio y(t) =

Logo, se xz(t) = xpe
h(z(t)) = Rx(t) = Retzy = ePRxg € a solugdo de x'(t) = Bx(t) através de Ry,
isto €, h leva trajetorias do primeiro sistema em trajetorias do sequndo e preserva
a parametrizacao, pois

h(e) = P! vt € R.
Neste caso os sistemas sao topologicamente conjungados.

Geometricamente, temos os planos de fase dos sistemas lineares, com

matriz dos coeficientes dados respectivamente por A e B.

7 T
TN

Figura 3.2: O homeomorfismo h representa uma rotaciao de 45° do plano de fase de
' = Ax para y = Buy.

X2

Xq

O Teorema a seguir nos diz que se os pontos de equilibrios sao hiper-
bolicos, entao o sistema nao linear e o linearizado sao topologicamente equivalentes
e neste caso ¢é suficiente estudar o problema linearizado, pois este resultado garante

a equi-valéncia de estabilidade do sistema linearizado para o inicialmente nao linear.
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Teorema 3.2.12. [33] Seja & um ponto de equilibrio hiperbdlico de um sistema nao
linear ' = f(z). Entao, o fluro pi(x) do sistema ndo linear é conjugado em uma
vizinhanga de T ao fluzo ®4(x) de ' = Df(Z)x, onde Df(x) € a matriz jacobiana
de f no ponto T. Mais precisamente, existe uma vizinhanca V de T, ou seja, V =

B(z,r),r > 0 e um homeomorfismo h : V — V tal que

hepi(x)) = @4(h(x)), (3.2.6)
para x € V,p(x) € V.

O Teorema 3.2.12 nos diz que dado o fluxo ¢.(zo) da equagao diferen-
cial de (3.2.2) e ®4(xg) o fluxo de &'(t) = Df(z)£(t), entdo dada uma vizinhanga V'

de z, o homeomorfismo h : V' — V pode ser escolhido de tal maneira que:

h(pi(0)) = @i(h(0)), Vi

com zg € V, e pi(xg) € V. Isto indica que o comportamento das trajetdrias de
(3.2.2) em V' é o mesmo das trajetérias da linearizacao em V.

As defini¢bes abaixo se encontram em Hale [13] e serao importantes
para a caracterizacao da estabilidade dos equilibrios fuzzy do PVIF que sao do
tipo funcao caracteristica de algum conjunto compacto do R™. Para as defini¢oes
abaixo estamos supondo que X seja um espago métrico completo e que a familia de

aplicagoes T; : X — X,t > 0, satisfaz as propriedades de semigrupo.

Definigao 3.2.13. Um conjunto A C X ¢é denominado invariante pela familia de

aplicacoes Ty : X — X, se

Exemplo 3.2.14. Dado o sistema nao linear

= —n
/ 2
T To + 7,
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cujo fluzo ¢, através de x(0) = c = (¢, ¢2), € dado, para t firo, por
€)= (e et + (/306! — )

Neste exemplo temos que o conjunto A = {(x1,12) € R?/xy = —(22)/3} € invariante

pelo fluzo ¢y, pois se c € A, temos que co = —(c2)/3 e assim
pi(c) = (cre!, —(cf)/3e7) € A,

ou seja, pi(A) C AVt € Ry

Definicao 3.2.15. Um subconjunto A de X atrai um conjunto B C X por meio da
familia de aplicacoes Ty : X — X, t >0, se

p(Ty(B), A) == 0,
onde p(Ty(B),A) = sup inf dist(y,x).
yeTy(B) T€A

Definicao 3.2.16. Seja a familia de aplicagoes Ty : X — X, t >0, e AC X. O
subconjunto A € denominado atrator local se A € compacto invariante e existe uma

vizinhancga limitada B de A tal que A atrai B.

Definicao 3.2.17. Seja a familia de aplicacoes Ty : X — X e A um conjunto
invariante. O conjunto A € estdvel se, para qualquer vizinhanca B de A, existe uma

vizinhanga C de A tal que T,(C) C B,¥t > 0.

Definigao 3.2.18. Seja a familia de aplicacoes Ty - X — X e A C X. O conjunto

invariante A € assintoticamente estavel se A € estavel e atrai pontos localmente.
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3.3 Sistemas Dinamicos Fuzzy

Counsidere o Problema do Valor Inicial

{ 2t = f(x(t),k)

3.3.7
z(0) = o, ( )

onde f: R™ x R¥ — R™ é uma funcio continua, zo € R™ e k € RP. A este sistema
podemos associar um sistema fuzzy, considerando a condicao inicial e os coeficientes

k.s dados por subconjuntos fuzzy. Entao, temos

{x’(t) € f(z(t), K) (3.3.8)

ZE(O) € Xo,

onde K e Xy sdo subconjuntos fuzzy em F(R?) e F(R™), respectivamente.

Como no capitulo 2, verificamos que para cada t > 0 o conjunto
atingivel para (3.3.8) obtido através de uma familia de inclusoes diferenciais coincide
com a solugao obtida via extensdo da solu¢do deterministica de (3.3.7), daqui em
diante os nossos resultados se referem a solugao fuzzy para (3.3.8) via principio de
extensao de Zadeh, mais especificamente através do fluxo deterministico estendido.

A seguir verificaremos que @y, a extensao de Zadeh de ¢y, satisfaz as

propriedades de semigrupo em F(U), onde U C R™ é um aberto.

Proposicao 3.3.1. Seja pi(x) o fluro associado ao problema deterministico (3.3.7),
entdo a extensao de Zadeh @y : F(U) — F(U) € um fluro em F(U), ou seja, oy

satisfaz as sequintes propriedades:
i. 9o(Xo) = Xo;
it. Prrs(Xo) = (Pr 0 ¥s)(Xo), para t,s € Ry, Xo € F(U),
ou equivalentemente, para « € [0, 1]
)[Po(Xo)]* = [Xo]*;
i) [Pr+5(Xo)]™ = [(Pr 0 s)(X0)]*,

para t,s € R, Xy € F(U).
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Prova:
Como ¢; é um fluxo, temos que ele satisfaz as seguintes propriedades

de semigrupo
1) po(zo) = zo;

2)¢rrs(o) = (¢r 0 @s) (o),
parat,s e R, e xg € U.

Agora, verifiquemos que
®[@0(Xo)]* = [Xo]™.
De fato,
Como ¢, é fluxo entdo, para todo z¢ € [X|*, temos que @o(xg) = o,
entao
wo([Xo]™) = [Xo]™.

Por outro lado, como ¢; é continua, segue do Teorema 1.4.16 que

[P0(X0)]" = wo([Xo]?).
Logo
[Po(Xo)]* = [Xo]*.

Ainda, da continuidade de ¢, segue do Teorema 1.4.16 que:

*[D14s(X0)|* = @rys([Xo]),

o[(¢r 0 @) (Xo)l™ = (0 © 0s) ([Xo]*) = [(Br 0 Ps ) (Xo)]*.
Logo, para verificarmos ii), basta verificarmos que:

Prrs([Xo]®) = (pr 0 0s)([Xo]?)-

De fato,
Por 2), Vzq € [Xo]*, 20 € U,

Pirs(20) = (01 © ¢s) (o) € (91 0 9s)([Xo]*),
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(01 0 p)(20) = Prrs(20) € Prps([Xo]”) B

A seguir definiremos ponto de equilibrio para o PVIF através do fluxo

estendido.

Definicao 3.3.2. Dizemos que X € F(U) é um ponto de equilibrio fuzzy do sistema
fuzzy se

ou equivalentemnte,

[@t(X)]a - [X]Q,Va S [07 1]

A seguir estudaremos a teoria de estabilidade para sistemas autonomos,

onde a condi¢ao inicial é fuzzy.

3.3.1 Estabilidade de Sistemas Dindmicos Fuzzy

O nosso objetivo é introduzir conceito de estabilidade fuzzy para os
sistemas PVIF que, de alguma forma, generalizem aqueles usuais dos sistemas de-
terministicos PVI. A métrica que vamos adotar para o espago F(R™) é a métrica de
Hausdorft.

Equilibrio para a Equacao Diferencial Fuzzy

Conforme salientamos na secao 2.4 do Capitulo 2, um sistema autéonomo
fuzzy, com coeficientes e condicao inicial fuzzy, pode ser tratado como um sistema

em que toda a subjetividade esteja apenas na condigao inicial

{x’(t) = f(z(t) (3.3.9)

o S Xo,

onde Xy é um subconjunto fuzzy em F(R™). Para isto, vimos que basta ampliar a
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dimensao do sistema inicial e obtemos um sistema autonomo equivalente

{x’(t) = f(z(t)) (3.3.10)
z(0) = Zo-

A Proposigao a seguir mostra que se ¥ é um equilibrio do sistema

deterministico, entao x(zy € um equilibrio do sistema fuzzy associado e vice-versa.

Proposicao 3.3.3. Dados o PVI (3.3.10) e o PVIF (3.3.9), entao T € ponto de
equilibrio de (3.3.10),se e somente se, Xz} € ponto de equilibrio de (3.3.9).

Prova:
Sejam @ : F(R") — F(R") a extensdo de Zadeh de
¢r : R" — R” do fluxo associado a (3.3.10), e  ponto de equilibrio de (3.3.10).

Temos que,

O xgay) () = sup X2} (T) = X{eu(@)} = X{z}»

T€P, (y)

ou seja, Xz} ¢ ponto de equilibrio de (3.3.9).

Reciprocamente, se Xz ¢ ponto de equilibrio de (3.3.9), entao temos:
@t(X{i‘}) = X{z}»
ou equivalentemente,
[Lex@)]® = a® = ell@al®) =2, Vo € [0,1].

Logo,
0(T) = 7.
Portanto, z é ponto de equilibrio de (3.3.10).1

Definigao 3.3.4. Um ponto de equilibrio X do PVIF (3.3.9) é estdvel se dado
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e>0, 30 =9d(e) >0, tal que, VX, € F(R") se
D(Xy, X) <6, entio D(p,(Xy),X) <¢e,Vt > 0.
X € assintoticamente estdvel se for estdvel e Ir > 0 tal que

lim D(y(Xo), X) =0,se D(Xo,X) <7

t——+o0

Exemplo 3.3.5. Dado o problema do valor inicial cldssico

{ z,(; :Z) (3.3.11)

@ e que a origem é um

podemos verificar que a solugdo é dada por pi(xg) = o€~
ponto de equilibrio assintoticamente estdavel para a > 0.

Considerando o sistema fuzzy associado de (3.3.11),

{il(o) : _;j (3.3.12)

Xo € F(R). Entao pelo Teorema 1.4.16, temos que 0s a—niveis do fluzo de (3.3.12)

sao dados por
[£(X0)]" = 0 ([Xo]*) = [agre™™, age™ ],

pois @i(xo) € uma fungdo continua em relagio a xy e [Xo|* = [x§, 5]
Pela Proposicio 3.3.3, temos que xoy € equilibrio de (3.3.12), pois
T = 0 € equilibrio de (3.3.11). Neste caso podemos ver diretamente que T =0 € o

unico equilibrio de (3.53.12), pois
[wg1e”, whpe™ "] = [afy, 2Go], VE > 0, se af; = afy = 0.
Além disso, xoy € assintoticamente estdvel, pois

i. X{oy € estdvel.
De fato,
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Dado € > 0,30 = d(e) =¢/M > 0, tal que || Xo ||< 6, entdo

DX xw) = sup b ({20l o)
= sup h(p([Xo]%),0)
0<a<l
= sup mazx{e ™ (’ 291 |, | oo |)}
0<a<1

= e ““max{| x81 |, | x82 |} < (e/M).M = e.

i lim D(@(Xo), xqoy) = T || e *maa{] oy || 28y [} = 0.

t——+o00

A seguir enunciaremos um lema importante para estabelecermos a
equivaléncia da estabilidade dos pontos de equilibrio do sistema deterministico e do
sistema dinamico fuzzy correspondente, pois 0 mesmo caracteriza a vizinhanca de

um conjunto fuzzy que é fungao caracteristica de algum conjunto compacto de R".

Lema 3.3.6. [{/Seja xx € F(R™) a fung¢ao caracteristica do conjunto compacto
X C R", entao

B(xx,r) = {Xo€ FR")/D(xx,Xo) <r}
= {X,€ F(R")/[Xo]° € B(X,r) e X C B([Xo]',7)}.
Dem: Veja [4].

Corolario 3.3.7. [{] Se o conjunto X for unitdirio, X = {Z}, entdo

B(xx,r) = {Xo € F(R")/D(x(zy, Xo) <1} = {Xo € FR")/[Xo]" C B(z,7)}

D(x(zy,X0) = sup |[zo—7] .
$0€[X0]0
Dem: Segue do Lema 3.3.6.
Teorema 3.3.8. Seja T equilibrio de (3.3.9). Entao,

i. X{z} € estdvel para o sistema (3.3.9) se, e somente se, T € estdvel para (3.3.10);
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i. X{z} € assintoticamente estdvel (a.e.) para o sistema (53.3.9) se, e somente se,
T € a.e. para (3.3.10).

iii. X{z) € 1nstdvel se, e somente se, T € instdvel.

Dem:
i) Suponhamos que xyz seja estavel para (3.3.9), entdo dado ¢ >
0,36 = d0(e) > 0, tal que VX, € F(R"), se

D(Xo, xz3) <6, entdao D(p¢(Xo), xqz3) <¢&,Vt > 0.

Em particular vale para xq € R™, pois R" C F(R").
Portanto, = é estavel para (3.3.10).
Reciprocamente, se T é estavel para (3.3.10) entao dado € > 0,35 =

d(e) > 0, tal que, se
| 2o — Z ||< 9, entao || pi(zo) —Z|<e
Agora, se D(Xo, x{z}) < 0, entao

sup || Zo—Z||< 9
foE[Xo]O

que implica
| pi(z0) — 7 ||< €,Vao € [Xo]° C B(Z,6),

pois a fungao norma é continua e [Xy]" é compacto.

Do Corolario 3.3.7, temos

D(¢+(Xo), x(z3) < €,

ou

sup | (o) — 7 [|<e,
wt(20)€pt([X0]°)
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ou ainda,

swp [ elao) 7 <e,
ot (20)€[Pt(X0)]°

pois ; é continua em x.
Portanto, x(z) ¢ estdvel para (3.3.9).
Prova de ii)
Se T ¢é a.e., entao T é estavel e, pelo item i), temos que x(z} ¢ estavel.

Vamos mostrar que dado € > 0,3ty > 0 tal que se t > tj, entao
u([X0]") € B(T,¢).

Por hipdtese temos que Z é assintoticamente estavel, donde segue que

dr > 0, tal que

t—o00

I i(wo) =2 [|'="0 para [ zo -7 |[<

ou seja, o ponto Z atrai cada ponto de B(z,r), donde segue que para cada xo; €
[Xo]o, EltOz tal que

Assim sendo, utilizando a continuidade da ¢, em (3.3.13) segue que

para cada x¢; € [X|°, IV, vizinhanga de z¢; tal que
wtm(vﬂ?m) - B(i’, T)‘ (3314)

Por outro lado, como [Xy]° é compacto e V,,., 7o € [Xo]’, ¢ uma

cobertura aberta de [X;]", pois

[XO]O C U Vwom

IOiE[Xo}O

entdo existe subcobertura finita {Vj,, ..., Vi, } tal que

[XO]O - U ‘/9001"

i=1,...k
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Além disso,
th0¢+t<vxm> - B(E75)7Vt > O,
pois
(Pt0¢+t(vx0¢) = Qot(gotOi(me‘)) - B((pt(f),e’:“) = B(f’{;‘).

Tomando tg = max{toy, ..., tor }, temos

Oro+t(Vay) C B(Z,¢€),

para cada xo; € [Xo]° e t > 0, desde que zo; € V,,,, para algum i = 1,...,k. Segue
entao que,
‘;Oto-i-t([XO]O) C B(j7 5)7

isto é, x(z} € a.e. para (3.3.9).
A reciproca segue de forma andloga ao item 1i).

A prova de iii) é consequéncia imediata de i).H

O corolario a seguir caracteriza a estabilidade dos equilibrios fuzzy
do tipo x(z} para (3.3.9) através do sinal dos autovalores associados aos equilibrios
deterministicos de (3.3.10).

Corolario 3.3.9. Seja f : R" — R™ com f'(z) =0 e \; 0s autovalores associados

a x. Entao
o Se Re()\;) <0 para todo i, entio x(z € assintoticamente estdvel para (3.8.9);
e Se Re(\;) > 0, para algum i, entdo Xz € instdvel para (3.5.9).

Prova:
Segue do Teorema 3.3.8.
A seguir apresentaremos alguns resultados que relacionam conjuntos

atratores e estabilidade assintética.
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Teorema 3.3.10. Seja ¢, : F(R") — F(R") a extensao de Zadeh do fluzo

continuo associado o, : R" — R"™. Se X € ponto de equilibrio de ¢ e,

lim D(¢:(Xo), X) =0, para D(Xg, X) <,

t—o0

entdo os niveis [X|* atraem os niveis [Xo|* através da ;.

Dem:
Se D(Xy, X) < 1, X, € F(R"), segue do Lema 3.3.6 que Xy € B(X, 7).

Logo, dado € > 0,3ty = to(e), tal que para t > to, D(@4(Xo), X) < &, 0 que implica

que

h([:(Xo))%, [X]%) <,
ou seja,

h(g([Xo]®), [X]%) <,
Va € [0,1].

Como

h(eu([Xo]®), [X]%) = inf{s : pu([Xo]") € B(IX]?, 8)/[X]" € Bleu([Xo]), 8)},

podemos concluir que ¢:([Xo]*) C B([X]%¢),a € [0,1], isto ¢, os niveis de [X]*

atraem os niveis [X(]* através da ¢;.e

Como o Teorema 3.3.8 caracteriza apenas a estabilidade dos equilibrios
fuzzy que sao fungoes caracteristicas dos equilibrios deterministicos, a seguir esta-
beleceremos as relagoes de estabilidade existentes entre um subconjunto X de R" e

o conjunto fuzzy yx.

Corolario 3.3.11. Seja ¢, : F(R™") — F(R™) a extensao do fluxo i(xg) associado
a (3.3.10). Entao o equilibrio xx de o, € estdvel se e somente se, Ye > 0, 30 > 0
tal que se Xy € F(R™) com [Xo]® C B(X,d) e X C B([Xo]%,9), entio ¢:([Xo]°) C
B(X,e) e X C B(g:Xo]', €),Vt > 0.

Dem: Se o equilibrio x5 ¢ estavel, entao pela definicao de estabili-
dade, dado ¢ > 0,3 § = d(g) > 0 tal que VXy € F(R") com D(Xy, xx) < 9, entdo
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D(@i(Xo), xx) <e.
Logo, segue do Lema 3.3.6 o resultado desejado.

Analogamente verificamos a reciproca.e

No exemplo a seguir mostramos que o PVIF com o campo dado pela
extensao de Zadeh do campo deterministico, pode ter outros equilibrios além daque-
les que sao previstos pela Proposicao 3.3.3. O Corolario 3.3.11 sera fundamental para

a andlise destes novos equilibrios fuzzy.

Exemplo 3.3.12. Consideremos o modelo de Verhulst deterministico

(3.3.15)

cuja solucao € dada por

Zo

pi(xo) = 2o — (zg — 1)e—at’

Os pontos de equilibrios de (3.5.15) sao 0 e 1, os quais sao instdvel e
assintoticamente estdvel, respectivamente, pois utilizando o resultado da linearizagdo
em [13] temos f'(0) =a >0 ¢ f'(1) = —a < 0.

Agora associado ao PVI (3.3.15) podemos ter 3 tipos de PVIF:

1) Considerando a condi¢ao inicial fuzzy, isto é, o € Xo, Xo € F(R);
2) Considerando o coeficiente a fuzzy;

3) Considerando a fuzziness do coeficiente a e da condi¢ao inicial xq fuzzy.

1) Suponhamos que apenas a condicdo inicial seja fuzzy, entdo temos

o PVIF

{ v =ar(l-z) (3.3.16)

ZL‘(O) € X(),

onde Xo € um nidmero fuzzy com seus a—niveis dados por [Xo]* = [x§),28], a €

[0,1]. Como ¢y, o fluxo associado a (3.8.15), € uma fun¢do continua e crescente
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entdo os a-niveis do fluro de (3.3.16) para € [0, 1] sao dados por

[e(Xo)]* = @u([Xo]®) = pe([z01, 202]) = [0e(251), 02 (2G5)]
T4 Ty
xh — (wf) — 1)6_”’ Ty — (wfy — 1)e~

Os equilibrios de (3.3.16) sao obtidos de

[@t(Xo)]a = [Xo]a7

para o € [0, 1], ou resolvendo o sequinte sistema de equagoes

o
To1 S
wh — (g — 1)e o
3.3.17
) (3317)
Lpo S —:
Ty — (2fy — 1)e~ 2

vt > 0.

De (3.3.17) seque que x§;, = x§, = 0 ou z§, = z§, = 1. Logo, sao
equilibrios de (3.3.16) X {0}, X{1}-

Do Teorema 3.3.8, seque que xqoy € instdvel e xq1y € estdvel.

A A A
1
= <
X0
1
t t t

Figura 3.3: Dinamica em torno de 1.

Temos também que xjo,1) € wm “ponto” de equilibrio de (3.53.16), pois

-~

@t(X0.11) = X[0,1-
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Como, ¢, € continua, seque do Teorema 1.4.16 que

21 (x01)]" = @i(Ixp0.1]%) = ¢:([0,1]) = [:(0), e (V)] = [0, 1] = [xpo.y)*-

Do Coroldrio 3.3.11 seque que X[o1] € instdvel, pois se tomarmos [Xo]* =
[0,1],0 < < 1, temos

D(Xo, xp) = sup h([6,1],{0,1]) =[[ ¢ || .

0<a<1

e como @i([0,1]) = [e(6), 0e(1)] = [p1(9),1],0 < 6 < 1, pois @i(xg) € continua,

entao:

DG (X)) = sup W().110.1]) = 57

com tliin wi(0) = 1.
Logo, [0,1] ¢ B(p:([Xo]),€) para infinitos valores de t € R.
2) Coeficiente fuzzy: neste caso primeiro faremos a mudanga de varidveis

Y= (y1,92) = (z,a) em (3.3.15) e obtemos o sistema deterministico ampliado

v = iyl —w1)
Y, 0 (3.3.18)

Y = (9607%)7

tal que o fluzo associado a (3.3.18) € dado por

o) = (ol a0) = ().

1'0—(1}0—1

Supondo apenas que o coeficiente a seja um suconjunto fuzzy Ag com

suppAo C (0,400) temos que (3.3.18) pode ser reescrito da sequinte maneira

vi = nya(l =)
y = 0 (3.3.19)

Yo € (o, Ao),
onde Ay € um numero fuzzy.
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Neste caso, para a € [0,1], temos

[@Et(yo)]a = Y([Yo]?) = Yi(wo, [A0]™) = Ye(0, [T, a5])

[ Zo Zo ] 1
|20 — (xg — 1)e™ %t g — (19 — 1)t ]’ s€ To <

_ ” ” .

_xo — (x() — 1)€,a%t7 To — (xo _ 1)67(1(1%_ , S€ Xo > 1,

pois Yy em relagao a variavel a € crescente para xog < 1 e decrescente para xg > 1.

Aqui, os equilibrios sdo obtidos de

U ([Yo]) = [Yo]*, a € [0, 1]

ou seja,
(9015(‘%‘0)7 [a(ll7 ag]) = (xOv [a’(lla ag])?
e assim obtemos xo =0 ou xg = 1.

Portanto, os inicos equilibrios sao X oy € X{1}, 08 quais sao instdvel e

estavel, respectivamente pelo Teorema 3.5.8.

A A A
1
P N |
X0 X0
1
Xp<1 t > Xo>1 t> t >

Figura 3.4: Dinamica em torno de 1 e a fuzzy.

3) Suponhamos que a condi¢do inicial e o parametro sejam fuzzy,
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entdo (3.53.18) pode ser reescrito como

v = iyl —w1)
Yy = 0 (3.3.20)

v € (Xo,A4o),

onde Xy e Ay sdo niumeros fuzzy. Assim, para o € [0, 1], temos
[ (Yo)]" = ul[Xo]* x [Ao]*).

Como [xo1, xe2] X [a1,as] € conexo e Py € uma fungdo continua com

. Lo
lim =1
t—oo 1y — (xg — 1)e~a

e xg1 > 0, temos que Y, assume mdzrimo e minimo em [To1, o] X [a1, as], pois o
dominio € compacto.
Notemos que se fizarmos um dos a;,i = 1,2 temos que Vy(xo,a1) e

U (g, az) sao mondtonas tais que
i Yi(zor, ar) < Pe(woz, a1);

. Ye(zo1, a2) < Yie(To2, az).

Agora, se fixarmos xg;, temos:
a) Yi(xo1, Ag) € mondtona se xo1 > 1, 0 que nos dd x¢y > 1 e assim,

U (xo2, Ag) também serd mondtona. Logo
i (o1, az) < y(zor, ar);
i, y(To2, az) < Yy(To2, a1).
Logo, para o1 > 1 e o2 > 1,temos
i. Ye(Tor, a1) < Pi(To2, a1,) € Yr(To2, az) < Yr(Toz, a1);

. Ye(xo1, a2) < Ye(To1, a1) € Yie(To1, a2) < Yy(Toz, az);
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Assim sendo, se xg; > 1 e xge > 1, entdo

Ye(To1, a2) < V(o1 a1) < Ye(To, a1) e Ye(xo1, a2) < Ye(To2, az) < Yi(xo2,a1),

onde o minimo serd ¥ (zo1,az) € 0 mdzimo 1y (xog, ay).

Logo como,
wt(Xo)7Ao]a = [Ye(zo1, 1), Ye(To2, ar)],
0s pontos de equilibrios de (3.3.20) sao dados por
[he(2o1, az), e(woz, a1)] = [wo1, Toa,

ou equivalentemente,
L01

To1 — (LC(H — 1)€—a2t
Lo2

= To1

=z
Too — (1’02 — 1)€7a2t 02

Resolvendo esse sistema de equagoes, obtemos que 0s possiveis equilibrios fuzzy sao

X{o}> X{1}» X[0,1]
Se 0 <xg <1, expy>1, entao

Ue(zo1,a1) < Yi(@o1, a2) < Ye(To2, az) < Yi(xo2, 1),
Aqui,
[Qﬁt(Xo,Aoﬂ"‘ = Wt(xohal),l/it(xomm)]

e sequindo ractocinio andlogo ao caso anterior obteremos X o1, X{1}, X[0,1] como equilibrios
fuzzy.
Finalmente, se xg; < 1,102 < 1, temos que:
V(o1 a1) < Ye(To2,a1) < V(T02, az)

Ui(xor,a1) < (o, az) < Yi(xoe, as)
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Neste caso, y(xp1,a1) € 0o minimo e Y (x2,az) € o maximo. Logo,

[Q/A)t(Xo)aAo]a = [¥s(zo1, a1), @i (w02, a2)],

e, o equilibrio de (3.3.20) € obtido resolvendo-se o sistema

Lo1 —
—; — Lot
zo1 — (zgp — 1)e~ !
L02
= To2,

o2 — (ZL‘OQ — 1)€_a2t

concluimos que ou xgy = xgo = 0, ou xgy = 9o = 1. Logo, o0s equilibrios obtidos

neste caso $ao X{oy, X{1}> X[0,1]-
Seque do Teorema 3.3.8 que os equilibrios Xy € instdvel e xqy €
assintoticamente estdvel.

Verifica-se de forma andloga ao item 1) que X[ € instdvel.

Corolario 3.3.13. Sejam p; e ¢y como no Teorema 3.3.10, entao:

i. Se X CR"™ é um conjunto compacto e invariante pela oz, com
[X]° € B(X,r) e X C B(X]\,7),

entio X = X = xx (isto €, os pontos fivos sio isolados).

ii. Se [X]* C B([X]',r) e [X]° C B([X]¥, ), para algum o € [0,1], entio [X]° =
[XT

iii. Se [X]° C B([X]', ), entdo [X]° = [X].

Prova:
i) Primeiramente notemos que como X C R™ é compacto e invariante

através da ¢y, entdao por definigao ¢;(X) = X. Logo, para o € [0, 1]

[2: (0] = we([xx]?) = @u(X) = X = [xx], (3.3.21)
ou seja, xqxy} € equilibrio de @;.
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Agora, pelo Lema 3.3.6, temos que [X]° C B(X,r) e X C B([X]*,7)
é equivalente a D(X, yx) < r, donde segue da hipStese que

lim D(Z(xx), X) = 0,

t—o0

ou ainda por (3.3.21),
lim D(xx,X) =0,

t—o00

e assim yxy = X.

ii)Consequéncia do item i) para X = [X].

iii) Imediato pelo item i).

Dos corolarios 3.3.13 e 3.3.11 segue que os tunicos equilibrios de @,
assintoticamente estdveis, com h([X]% [X]') < r, sdo as fungoes caracteristicas de
algum subconjunto compacto X C R".

A seguir apresentaremos uma outra maneira de estudar a estabilidade
dos equilibrios fuzzy do PVIF.

3.4 O Teorema de linearizacao para o fluxo fuzzy

Consideremos o Problema do Valor Inicial nao linear autonomo

{ 2t = fla()

3.4.22
z(0) = o, ( )

onde f € C(R™).
Logo, podemos associar a (3.4.22) o seguinte PVI, linearizado em torno

do ponto de equilibrio x = 0

(3.4.23)

{x’(t) = g(z(t))
z(0) = o,

onde g(x) = Df(0)x é a matriz jacobiana de f em torno de x = 0.
A linearizacao é uma ferramenta primordial para o estudo qualitativo

de sistemas nao lineares, pois permite o estudo do comportamento das solugoes de
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(3.4.22) sem explicita-las.

Na secao 3.1, vimos que o Teorema 3.2.12 garante que o tipo de esta-
bilidade na vizinhanga de um equilibrio hiperbélico do sistema nao linear (3.4.22)
pode ser feita através do sistema linearizado (3.4.23), ou seja, o comportamento
das trajetérias de (3.4.22) em torno do equilibrio nulo é o mesmo das trajetérias de
(3.4.23).

Nesta segao apresentamos um resultado equivalente ao Teorema 3.2.12
para os equilibrios fuzzy que sao fungoes caracteristicas de algum equilibrio hiperbdlico
deterministico.

Além disso, com um exemplo mostramos que se o resultado de li-
nearizacao nao ¢ valido para um determinado equilibrio deterministico entao o
mesmo ocorrerd para os modelos fuzzy sugeridos neste trabalho. Apresentamos
também o conceito de plano de fase fuzzy como um método alternativo, como no
caso classico, para a andlise do comportamento das solugoes para modelos bidimen-

sionais.

3.4.1 A linearizacao fuzzy

Consideremos o sistema geral fuzzy autéonomo associado a (3.4.22),

{x/ = /@) (3.4.24)

Ty € Xo,

dado por

Xo € F(R™).

Observemos que se os coeficientes também sao considerados fuzzy,
sempre podemos ter um sistema ampliado da forma (3.4.24).

Seja x (7 um ponto de equilibrio de (3.4.24). Considerando y = = — 7,
podemos obter o sistema fuzzy linearizado em torno de x = 0, associado a (3.4.24),

onde x{o; ¢ o tnico ponto de equilibrio. Tal sistema, ¢ dado por:

{:U’(t) = g(z(t)) (3.4.25)

To c Xo,
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onde Xy = &y — Z ¢ a extensao de Zadeh de 29 — 7 e g(z) = D f(0)x.
Considerando (3.4.24) e (3.4.25) temos o seguinte teorema de lineariza-

cao para os equilfbrios fuzzy do tipo xz;.

Teorema 3.4.1. Seja T um equilibrio hiperbdlico de (3.4.22) satisfazendo as condi¢oes
do Teorema 3.2.12. Se X = X{z}, entdo existe o homeomorfismo h:V — V, a

extensao de Zadeh do homeomorfismo h, satisfazendo
h(@u(X0)) = ®u(h(X0)),

onde V = B(xz,7),r > 0, @y € o fluvo fuzzy de (3.4.24) e ®, 60 fluzo fuzzy de
(3.4.25).

Prova

Equivalentemente, vamos mostrar que
ho Bi(X) = (o gr)(Xo) = (&, 0 H)(Xp) = (B, 0 h)(Xo).
ou ainda que para « € [0, 1],
(o)) = [@ e RXo)] .

onde para Vxg € [Xo]*, 2o € V = B(z,r), p; é o fluxo deterministico de (3.4.22) e
®, é o fluxo de (3.4.23).

Primeiramente observemos que como h é um homeomorfismo, h e a
sua inversa sao aplicagoes continuas, entao segue do Teorema 1.4.20 que e h-1 sio
continuas.

Temos que hé injetora.

De fato,
sejam Xp, Xy € V| tais que Vo € [X{]* e y € [X5]*, temos =,y € B(Z,r), isto é,
[X1]* U [X3]* € B(Z,r), para todo « € [0, 1]. Logo, se para todo « € [0, 1], temos

~ ~

[h(Xl)]a = [ (XQ)]O(7
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segue do Teorema 1.4.16 que
h([X1]%) = h([X2]),

ou seja, para todo x € [X;]* existe um unico y € [X,]* tal que h(x) = h(y), entao
r =y, comx € B(z,r).

Portanto, para todo a € [0,1], X; = X,. &

Além disso, hé sobrejetora.

De fato,
dado Y € V| tal que [Y]|* C B(yi(Z),r), da sobrejetividade de h segue que existe
[A]* C B(Z,r), tais que

Como h é injetora com inversa continua, temos que [A]* « € [0, 1],
satisfaz o Teorema de Representagao 1.4.11 e assim existe X € V tal que [X]* = [A]*.

Portanto, 3X € V ou seja, dado Y € V = B(xqp,a)},7), existe X €
V = B(xqz},7), tal que E(Y) =X. 1

Consideremos o seguinte diagrama:

or(0) e (o)

EZ EZ
. ho
Pu(Xo) —— Du(Xo)
onde {; e <T>t sdo obtidas aplicando-se o principio de extensao de Zadeh (EZ) em ¢,
e ®;, respectivamente.
Primeiramente observemos que como h, p; e ®; sao aplicagoes continuas,

entao hop; e P, 0h também o sdao. Logo, as aplicagoes h o ¢; e ¢, o h sao continuas
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8], entao temos:

(o 20)(X0)] " = (o p0)([Xa]"), (3.4.26)
(@0 h)(X0)] " = (@0 h)([X0]"): (3.4.27)
Agora, para Vxy € [Xo]%, se g € B(z,r), entao por (3.2.6) temos que
h (pi(wo)) = (D¢ 0 h)(xo) € (P 0 h) ([Xo]?),
®i(h(x0)) = (h o @i(wa)) € (howi)([Xo]”).
Portanto,
[(@)(Xo)r = [(m)(){o)r ,onde para zy € [Xo]*, zo € B(2,7).
Falta mostrar que
ho Oy = h/oE.
De fato:
Temos para « € [0, 1],
[Fro (X)) = (o) [Xo]"

(70 80)(X0)]* = [A(Gu(Xo))]* = A X0)]*) = hler([Xo]*)) = (2 0 00) ([Xo]*).

O resultado a seguir estabelece que o tipo de estabilidade dos equilibrios
Xz} de (3.4.24) podem ser estabelecidos através do problema (3.4.25), pois o Teo-
rema 3.4.1 garante que a analise de estabilidade dos equilibrios que sao a funcao

caracteristica de um equilibrio deterministico de (3.4.24) podem ser feitas através
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do problema linearizado fuzzy (3.4.25).
Corolario 3.4.2. Seja & um ponto de equilibrio hiperbdlico de (5.4.22). Entdo:
o Se Xz} € instdvel para (3.4.25), entao xqz € um equilibrio instdvel para
(8.4.24);
o Se x(z} € assintoticamente estdvel para (3.4.25), entdo Xz} € um equilibrio
assintoticamente estdavel para (3.4.24);

Prova:
E uma consequéncia do Teorema 3.4.1.

No exemplo a seguir vamos explicitar os homeomorfismos h e h e

verificar o Teorema anterior.
Exemplo 3.4.3. Dado o sistema autéonomo nao linear
"t) = t)(1—x(t
z(0) = o,
0o homeomorfismo h : V. — V. definido por:

-1
h(x):xx +1

onde V.= B(1,7r),0 < r < 1, é a vizinhan¢a suficentemente pequena em torno do
equilibrio T =1 de (3.4.28) e h transforma (3.4.28) em

{y/(t> = 1=y() (3.4.29)

y(0) = yo.
De fato, se y = h(x), entdo

, dr—(x—12 2 z2z(l-2) 1-—z

Além disso, temos que o fluro da equagdo de (3.4.28) por xg €

Zo

#ulwo) = o — (xg — 1)e
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e de (3.4.29) por yy €

®y(yo) = (yo — e " +1,

0s quais satisfazem o teorema de Grobman-Hartman, pois

h(wxxo)):h( i ):($°‘1>6_t+1=¢t<h<xo>>

xo — (xg— 1)e Zo

Se a condigao inicial xg e yo em (3.4.28) e (3.4.29) sao fuzzy, temos

0s sequintes modelos associados

{x/(t) = z(1-2) (3.4.30)

onde Xy € F(R) e,

{ y(t) = yt)—1 (3.4.31)

com Yy € F(R).

Logo, para [Xo]* = [28,,x5] e [Yol* = [yd, ys), « € [0,1], aplicando

o principio de extensdo de Zadeh em pi(xg) e Py(xg), temos que os a—niveis dos
fluzos fuzzy de (3.4.30) e (3.4.31) sdo dados respectivamente por

[22(X0)]" = { i 0 t} (3.4.32)

xh — (2§ — Let’ w8y — (26, — 1)e™

[8.00)]" = [(w — Vet +1, (i — Ve +1]. (3.4.33)

Como h(x) é uma fungdo continua, entdo temos que:

+ 1} (3.4.34)

Das continuidades de h,p; e ®; decorrem que h o ¢, e ®; 0 h também

sao continuas. Logo para o € [0, 1], temos:

87



(Fow)(Xo)] = (how) (IX]*) = hlwilXo]") = hllpu(ay), wl(asy)]

— h ( |: x(oﬁ xSQ :| >
xh — (2§ — e " xfy — (26 — 1)e™!
_ |:(x81 —al)e_t 41, (262 —al)e_t n 1] .
o1 Lo2

(@R (X0)]" = (@0 m) (X)) = @l [Ba5y), hw,)

)
) L0y

_ {@81 —al)e_t ey (Igz —al)e_t 4 1] .
Lo1 Lo2

Portanto, para o € [0, 1],
((rop)(X0)]" = [@om)(xo)]|

Assim sendo, podemos concluir que se o equilibrio z = 1 é estavel
via o Teorema de linearizagao de Grobman- Hartman, entao xy;; permanece estavel
para o problema fuzzy.

A seguir daremos um exemplo no qual os teoremas de Grobman-
Hartman e de linearizacao fuzzy nao sao vélidas para o caso do ponto critico nao

ser hiperbdlico.

Exemplo 3.4.4. Considere o sequinte sistema

{ 7=yt 4y (3.4.35)

y = z+e(@®+y?)

No sistema (3.4.35) a origem é um ponto de equilibrio ndo hiperbdlico,
pois 0s autovalores do jacobiano em (0,0) sao imagindrios puros. A sequir verificare-

mos que o teorema de linearizacao de Grobman Hartman ndo garante a equivaléncia
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do comportamento das trajetorias de (3.4.35) e do linearizado dado por

Para obtermos as trajetorias de (3.4.35), facamos x = rcost e y =

rsenf, em (3.4.35), temos o sequinte sistema equivalente

0 = 1
{ , ) (3.4.36)

ro = e&er-.

Assim temos a sequinte solu¢ao para o sistema (3.4.36)

r
@t(eo,ro) = (t—i-eo, —0) .

erot + 1
Logo, as trajetdrias de (3.4.36) poderdo ser:
7. um centro se € = 0;

ii. uma espiral instdvel se € > 0, pois neste caso tanto r(t) quanto 0(t) estdo
crescendo com o tempo e temos que a solugao estd espiralando para fora em

sentido anti-hordrio;

iii. uma espiral estavel se € < 0,, pois r(t) decresce com o tempo e 0(t) cresce com
o tempo fazendo com que as solucoes tendam para a origem em um Sentido

anti horario.

[ %
bl
'\_j,/

Figura 3.5: Espiral instavel, estavel e Centro.
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Considerando a linearizagao em torno da origem temos o sistema

¥ = —y
y = =

ou equivalentemente em coordenadas polares,

{6/ =1 (3.4.37)

rt = 0,

Neste caso, temos que a origem € um centro e este € apenas o caso
em que € = 0.
Antes de considerarmos a fuziness do coeficiente e em (3.4.36) facamos

a mudanca de varidveis (z1, 29, 23) = (0,1,€). Assim temos

2] =1
G = (3.4.38)
24 =0 o

Z(O) = (00, To, 50),

cuja solucao € dada por
Z(60,70,€0) = | t + 60, ———,¢c0 | -
T050t —1
Supondo que €y seja um numero incerto e dado por E um numero
triangular fuzzy simétrico em relagao a origem, temos que 0s a—niveis sao dados

Z,(00, 70, [E]*) = {(t+00, 0 50) Jeo € [E]a}

T'0€0t — 17
Neste caso temos a sequinte situac¢ao:

por

i. Seeg € [E]* e estd a direita da origem, temos uma familia de espirais estdveis;

ii. Se g9 € [E|* e estd a esquerda da origem, temos uma familia de espirais

estdveis,

iii. Se g9 € [E]* com g9 = 0, entdo temos um centro.
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Figura 3.6: As trajetérias para (3.4.38), supondo que Ej seja um nimero triangular
fuzzy simétrico em relagao a origem.

Um processo muito utilizado para a visualizagao geométrica das solugoes
de sistemas nao lineares de primeira ordem autonomos bidimensionais é o do plano

de fase. Isto é, dado

v(t) = @) (3.4.39)
y'() = gx)

sua equacao no plano de fase é dada por
dy _ g(z)
= == 4.4
&~ f@) (3:4:40)

No contexto fuzzy poderiamos pensar em solugoes no plano de fase,
considerando condicao inicial fuzzy e/ou coeficientes fuzzy. Uma primeira tentativa

seriam as seguintes definigoes:

Definigao 3.4.5. A solugao de (3.4.40) é uma funcao H(z,y,c), onde ¢ é um ve-
tor dos coeficientes, ou seja, ¢ = (c1,...,¢,). Se ¢; € fuzzy para algum i = 1,...,n
temos que I/-j(x,y,C') obtida aplicando-se o principio de extensao de Zadeh em H,

em relagao a ¢, € a equagao no plano de fase fuzzy de (3.4.40) quando algum dos
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coeficientes da mesma for fuzzy.

Definicao 3.4.6. A solugdo de (3.4.40) € uma funcao H(x,y, k), onde k € a con-
stante de integracdo. Se a condi¢ao inicial for fuzzy temos que f](x,y, K), obtida
aplicando-se o principio de extensao de Zadeh em H em relacao a constante de in-
tegracao k, é a equagdo do plano de fase fuzzy de (3.4.40) quando a condi¢do inicial

€ fuzzy.
As solucoes periddicas fuzzy poderiam ser definidas por:

Definigao 3.4.7. Um ciclo ou drbita periddica de (3.4.24) € qualquer solugdo fechada
de (3.4.24) a qual ndo é um ponto de equilibrio da mesma, ou seja, uma solu¢do
Oi(xo) de (8.4.24) € denominada uma solugdo periddica de periodo T, com T > 0,
se

Prrr(Xo) = 2e(Xo), Vit € Ry

De qualquer forma isto abre um novo caminho para o estudo de sis-

temas fuzzy no qual esperamos trabalhar no futuro.
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Capitulo 4

O modelo Presa-Predador com

Incerteza nos Parametros

4.1 Introducao

O primeiro modelo presa-predador foi estabelecido e analisado inde-
pendentemente por Lotka [22] e Volterra [40] por volta de 1925. A dinamica do

modelo é descrita pelo seguinte sistema:

/ — p—
’ @y (4.1.1)
y = —by+way,

onde x = z(t) é a densidade de presas, y = y(t) a do predador e os coeficientes
a,b,vy,w sao constantes positivas, tais que a ¢ a taxa de crescimento das presas, b
a taxa de mortalidade dos predadores e v,w sao as medidas de interacao entre as
duas espécies, respectivamente.

O modelo (4.1.1) reflete a afirmagao de que a razao de crescimento da
populacgao de presas na auséncia de predadores é a, mas decresce linearmente com
a presenca de predadores. Também, na auséncia de presas, os predadores morrem
a uma razao constante b, mas cresce linearmente com a densidade das presas. O
sistema (4.1.1) admite dois pontos de equilibrio: a origem que é instavel e (b/7, a/w)

que é estavel, sendo que as trajetdrias sao curvas fechadas no plano de fase [9].
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Figura 4.1: Trajetorias do modelo Lotka-Volterra deterministico.

Outro exemplo interessante de interacao presa-predador é o modelo

proposto por Ivlev e Watt

g = rz(l—2%)—ry[l—e]
y = —sy+by[l—e™],

onde considera-se o ruido demografico. Neste caso, supoe-se que somente a variavel
de estado x da interagao presa-predador é afetado e dado por 1 — e~ (veja mais de-
talhes em [20]), implicando que a razao de nascimento das presas tem uma densidade
dependente (estabilizante), isto ¢, a limitagao relativamente fraca da populacao de

presas conduz ao aparecimento de um ciclo limite[24].

Figura 4.2: O grafico do modelo de Ivlev e Watt para b =3,s = 2,ck =4,r = s.

Em 1936, Kolmogorov [9] sugere o seguinte modelo geral para a in-
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teragao presa-predador

7= xf (I’ ’ y)

y = yg(z,y)
e mostra que sob certas hipoteses existe um ciclo limite e as populagoes irao sustentar
oscilagoes periddicas. May [24] verificou que muitos dos modelos Lotka-Volterra
especificos na literatura podem originar solugoes ciclo limites estdaveis, em particular
naqueles que tém uma fraca densidade dependente de presas.

No entanto, a modelagem de qualquer sistema envolve a perda de
algumas informacoes inerentes ao sistema. Isto esta implicito na modelagem, ja que
a proposta da mesma ¢é a de permitir a analise ou descricao das partes que interessam
para o estudo, excluindo outras que nao sao de interesse ou ainda aquelas que tornam
o modelo intratavel.

Usualmente quando ocorrem tais problemas no modelo é sugerido a
utilizacao da teoria estocdastica. A priori, podemos considerar as incertezas exis-
tentes nos modelos deterministico através da teoria estocastica, supondo que um ou
mais parametros tenham flutuagoes aleatérias. Neste caso, no lugar das trajetorias
teremos uma distribuicao de probabilidade para as populagoes, com flutuagoes es-
tocdsticas impostas sobre as oscilagoes deterministicas.

Mas em alguns casos onde a aleatoriedade dos fendmenos nao pode
ser estabelecida, ou quando nao existe dados suficientes para avaliacao, modelos que
utilizam a teoria de subconjuntos fuzzy podem ser vistos como a aproximacao mais
indicada.

Na secao 4.2 a seguir verificaremos a dificuldade em se fazer a andlise
qualitativa de (4.1.1) de forma analitica, ao supormos que as interagoes entre as duas
espécies sao diferenciadas, devido a heterogeneidade da populagao. Primeiramente
estudaremos a dinamica populacional do modelo presa-predador considerando ape-
nas a compartimentalizacao da populacao de presas conforme a idade e em seguida
tanto das presas como dos predadores.

Na secao 4.3 a fuzicidade existente nas varidveis de (4.1.1) s@o trans-
portadas para os parametros. Sabemos que a solu¢ao de (4.1.1) com parametros
fuzzy é a extensao de Zadeh da solucao deterministica, conforme Teorema 2.6.2 do

Capitulo 2. No entanto, para (4.1.1) sabemos que nao podemos obter a solugao
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analitica resolvendo o sistema de equacoes diferenciais e além disso nada pode-
mos concluir através do sistema linearizado em torno do equilibrio nao nulo, pois
o equilibrio nao é hiperbdlico e assim o Teorema de Grobman-Hartman nao podera
ser utilizado neste caso (veja o Exemplo 3.4.4). No entanto, no caso bidimensional
podemos fazer a andlise dos modelos utilizando a equacao do plano de fase e aqui a
extensao de Zadeh da solucao da equagao do plano de fase sera a solugao da equagao

do plano de fase fuzzy, conforme Defini¢oes 3.4.5 e 3.4.6 no final do Capitulo 3.

4.2 Lotka-Volterra Compartimentado

Com o intuito de considerar as diferengas de interagao presa-predador
conforme a heterogeneidade das presas no modelo (4.1.1), consideraremos o seguinte

modelo compartimentalizado, onde a distincao das presas é considerada na idade

delas:
Modelo I:
ZEII = —kll’l + 1{321‘2 — Ty (422)
IIQ = k’ll'l — k’gIQ — 'y (423)
y = —rytr(z+ )y, (4.2.4)
onde
x1 : jovens,velhos e doentes da classe de presas;
2o : adultos da classe de presas;
y : classe dos predadores;
k1 : taxa de conversao de filhotes presas para adultos;
ko : taxa de natalidade de presas mais a taxa de velhos e doentes para
T1;

ks : taxa de passagem de velhos e doentes para x;

r1,T9 : taxa de presas da classe x; e xs, respectivamente que sao cap-
turados pelo predador;

r3 : taxa de mortalidade dos predadores;

r : taxa de conversao da biomassa de presas capturadas em predadores.
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Analise da Estabilidade

Pontos Criticos de (1):

—k'll’l + ]{?QZEQ —rry = 0 (425)
]{311'1 - k’gZEQ — T2y = 0 (426)
—r3y +rey +resy = 0 (4.2.7)

A equagao (4.2.7) nos dd y = 0 ou —r3 + rzy + rzy = 0, ou ainda,

Ty =— —1) (4.2.8)

Adicionanddo (4.2.5) com (4.2.6) e utilizando (4.2.8), com a hipdtese de que ko =

k + ks, obtemos:
. rirsy’

2 (k4 (ry — m2)y*) ( )
Agora, substituindo (4.2.8) e (4.2.9) em (4.2.6), obtemos:
_ 2
y* _ D+ \/D + 47‘17”2]5]51 ’ (4210)

2?”17”2
onde D = 7"1(]1’1 + k’g — kl(’l"l — TQ)).
A linearizagao através do jacobiano no equilibrio (273, x3, y*), nos da a

sequinte equacao caracteristica:
N+ AN + B+ C =0, (4.2.11)

onde
A= k‘l + le* + k’3 + rgy*,

B = k1k3 + leQy* —+ 7"1]{?33/* —+ Tlrg(y*)Q -+ TTl,I‘Ty* -+ 7’7’2%33/* — klkg,

Y riry
C:
k‘ + (7’1 — 7“2)

y* {QkTgy* + 7“2(7”1 — TQ)(y*)Q + k?(kl + k?g)}
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Aqui os coeficientes A e C do polinémio caracteristico sao positivos.
Por outro lado, temos as seguintes relacoes algébricas entre as raizes
e os coeficientes de (4.2.11): se A1, Ay e A3 sdo raizes distintas nao nulas de (4.2.11),

entao:
3

3
D hi==4A ) AN =DB, Ml =-C.
=1 4,7 & F# j.

Donde seque que:

A3 < 0, (4212)

pois C' > 0.
Por outro lado por Routh-Hurwitz (veja, [26, p.703]), temos as seguintes

condigoes para os coeficientes de (4.2.11):
A>0,C>0e AB—-C >0,

para que todas as raizes da equagao (4.2.11) tenham parte real negativa.

Assim sendo:

i. Se AB > C, entao AB — C' > 0, donde segue por Routh-Hurwitz que as trés
raizes tem parte real negativa. Logo, o equilibrio (3, x3, y*) é assintoticamente

estavel;

ii. Se AB = C, a equacao caracteristica (4.2.11) se reduz a
A+ AN +B)=0

Como por hipétese A > 0 e C' > 0, entao B > 0, entdo temos uma raiz real

negativa e duas imaginarias puras.

Entao, o equilibrio (x7, x5, y*) serd estavel.

iii. Finalmente, para AB < C, fazendo A = — A, na equagao caracteristica (4.2.11),

temos

—A*+ A —BA+C=-BA+C >0.
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Por outro lado, notemos que para A — —o0, (4.2.11) tenderd a —oo e assim,

existird uma raiz negativa A\; € R tal que A\; € (—o0, A).

Como \; é uma das raizes de (4.2.11), temos que

A+ AN+ BA+C = (A= A\)A2+ (A + M) + resto).

Logo, se Ay e A3 sao as outras duas raizes de (4.2.11), devemos ter Ay + A3 =
—(A+ A1) >0, pois \y <0e A € (—00,A) e além disso, AoA3 > 0, por
(4.2.12). Portanto, Ay e A3 sdo raizes reais positivas ou um par de complexas

conjugadas com a parte real positiva.

Portanto, o equilibrio (z7, 3, y*) é instavel

Para o equilibrio nulo, temos que a equagao caracteristica (4.2.11) é

reduzida a:
N (By 4 kg)A? + krksA = 0,

cujas raizes sao 0, —k; e —ks.
No exemplo a seguir supomos r, = 0.2 < r = 0.25 < r; = 0.3, pois
consideramos que seja mais natural que os filhotes e velhos sejam predados mais

facilmente do que as presas adultas.

Exemplo 4.2.1. Consideremos a sequinte compartimentaliza¢ao do modelo Lotka-

Volterra
¥y = —0.3z1 4+ 0.6x9 — 0.311y (4.2.13)
ry = 0.3z —0.1z5 — 0.229y (4.2.14)
y = —0.75y + 0.25zy, (4.2.15)
Pontos Criticos:
Os pontos criticos serao obtidos, resolvendo-se o sequinte sistema de
EqUACOES:
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—0.3z; + 0.6z — 0321y = 0 (4.2.16)
0.3z7 — 0.1z — 0.229y = 0 (4.2.17)
075y + 0250y = = 0 (4.2.18)

A equacao (4.2.19) nos day =0 ou x1 = 3 — 3, pois * = 1 + Tg.
1)se y =0, temos:
—0.321 + 0.6, = 0
0.3.’171 — Ol.ﬁEQ =0

Entao, temos que o ponto critico serd dado por P(0,0,0).
2)sey#0,x1=3—1x9, €
—094+092, — 09y 4+ 0322y = 0
0.9—-04x, — 0225y = 0

Temos entao o ponto P;(1.5,1.5,1).
Andlise de Estabilidade: Temos que a matriz jacobiana associada

ao modelo compartimentalizado serd dado por:

—0.3 — 0.3y* 0.6 —0.32%
J(zt, b y) = 0.3 —01 — 0.2y —0.223
0.25y* 0.25y*  —0.75+ 0.25(x% + a3)

Logo, para o ponto P(0,0,0), temos a sequinte equagao caracteristica

associada
A2 —0.750% — 0.05\ — 0.1575 = 0,

cujas raizes sao dadas por A\; = 0.9692, Ao 3 = —0.1096 £ 0.38797, e donde seque que
a origem € um ponto de equilibrio instdvel.

Agora, para o ponto P(1.5,1.5,1), temos

A2+ 0.9\ + 0.1875)\ + 0.1575 = 0
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cujas raizes sao dadas por \y = —0.8887, Ay 3 = —0.0056£0.4213:, ou seja, P(1.5,1.5,1)

é estavel.

Figura 4.3: Trajetéria do modelo Lotka-Volterra compartimentado.

Vimos a dificuldade em fazermos a andlise qualitativa de (4.1.1) ao
subdividirmos somente a populacao de presas em duas classes. A seguir faremos um
refinamento na divisao das classes de presas e predadores, isto é, as populagoes de
presas e predadores serao divididas em classes de filhotes, adultos e velhos. Além
disso, para considerarmos as diferengas existentes entre os individuos das populagoes,
consideraremos as seguintes hipéteses: suponhamos que a “forca de ser presa e de
predador,” sejam dados respectivamente por:

P(x) = ky *xq + ko *x x9 + kg x 3

P(y) = hi*y1 + ha x ya + ha x ys,

onde os kis, representam o quanto os individuos de uma determinada classe sdo mais
presas em relagdo aos de uma outra classe, enquanto os h.s, simbolizam o quanto
os individuos de uma determinada classe predam mais do que de uma outra classe.
Sabemos que estas diferencas influenciam na dinamica da interacao dos individuos,
entao temos ainda que:

% = 1% P(z) * P(y)

w=sx*P(z)* P(y).
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Notemos que no encontro de uma presa e um predador, as diferencas

etarias influenciam fortemente na interagao da presa com o predador, ou seja, nos

valores de v; e de w;, por exemplo, se uma presa filhote se encontra com um predador

adulto a chance de ocorrer predacgao é praticamente certa, mas a biomassa adquirida

pelo predador é pequena. No entanto, se o predador encontra uma presa velha a

chance de predacao em relagao ao filhote é um pouco menor, porém em termos de

ganho de biomassa para o predador é muito maior.

Levando em conta as consideracoes anteriores e supondo que as pop-

ulacoes de presas e predadores estao subdivididas em filhotes, adultos e velhos, temos

o seguinte modelo compartimentado:

Modelo2:
( Ty = a1xy — biry — Ty — Y2T1Y3
xh = bixy — bty — Y3ToYs — YaT2Y3
) xy = baTo — V5T3Y2 — V6T3Y3 (4.2.19)
yr = —as(y1 +y2) — iy +wry
Yy = CiY1 — CalYo
vy = coyo — dys,

onde

T

To :
T3 :
Y1t
Yo -
Ys -
by :
by :
c

Co .

a

a9 .

: filhotes da classe de presas;

adultos da classe de presas;

velhos da classe de presas;

filhotes da classe dos predadores;

adultos da classe dos predadores;

velhos da classe dos predadores;

taxa de conversao de filhotes presas para adultos;
taxa de conversao de adultos presas para velhos;

taxa de conversao de filhotes predadores para adultos;

taxa de conversao de adultos predadores para velhos;

: taxa de natalidade de presas;

taxa de mortalidade dos predadores filhotes devido a auséncia de
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presas;

d : taxa de mortalidade dos predadores velhos;

vi,t=1,..,6 : taxas de predacao da classe x1, x5 e x3, respectivamente
que sao capturados pelo predador adulto ou velho;

w : conversao da biomassa de presas capturadas em predadores.

Aqui i+ 2 +as=w ey +ya+ys =y.

A seguir apresentamos a simulagado do modelo (4.2.19).

120 T T T T T

100

80 7

60 7

40

20

0 ! ! ! ! !
0 5 10 15 20 25 30

Figura 4.4: Equilibrio assintoticamente estédvel do modelo Lotka-Volterra compartimen-
tado em filhotes, adultos e velhos para as presas e predadores .

No modelo (4.2.19) fica claro a dificuldade em fazermos a andlise qua-
litativa analiticamente quando desejamos considerar diferentes aspectos existentes

na dinamica populacional de um modelo presa-predador. A seguir estudaremos o
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mo-delo Lotka-Volterra considerando as diferengas de interagao das diferentes classes

de presas e predadores por meio da teoria fuzzy.

4.3 Lotka-Volterra com Parametros Fuzzy

Para considerar a fuziness dos parametros no modelo (4.1.1) oriundo
da fuziness das variaveis de estado, devido a idade das presas e dos predadores
ser um fator determinante para o grau de predacao na interacao da presa com o
predador.

A seguir estudaremos o modelo Lotka-Volterra utilizando a teoria de-
senvolvida no Capitulo 2 para equacoes diferenciais com parametros fuzzy e a de
plano de fase fuzzy ao final do Capitulo 3.

Para supor que os parametros v e w sejam fuzzy no modelo (4.1.1),

primeiramente fazemos a mudanga de varidveis z = (z,y,v,w), em (4.1.1)

(

21 = a2y — 212223
2 = —bz+ 2122
24 =0 (4.3.20)
2y, =0
[ 2(0) = (2(0), y(0), 70, wo).

Supondo que os parametros vy e wy sejam numeros fuzzy, isto é, I'y €

F(R) e Q € F(R), temos simplificadamente o seguinte modelo

{j(o) ;Zo /) (4.3.21)

Segundo o Teorema 2.6.2 do Capitulo 2, se pudessemos obter a solugao
analftica W, (zy) diretamente de (4.3.20), entdo a extensdo de Zadeh W,(Z,) seria a
solugdo de (4.3.21) . No entanto, sabemos que nao é possivel obter as solugoes
explicitas de z1(t) e z5(t) para (4.3.20).

Assim sendo, a analise do modelo Lotka-Volterra sera feita através da

104



equagao do plano de fase de (4.1.1), isto é,

dy  —by+wry

dr ar — vy’
cuja solucao ¢ dada por:

1 ) 1/b ewmo—l—fyyo
k :

H(zo,y0,7,w) = alny — vy + bin(cx) —wzr = 0,c = (E Dy

Suponhamos agora que os coeficientes v e w no modelo (4.3.20) sao
nimeros fuzzy em F(R), com a—niveis dados por [Q]* = [w§, wi] € [T]* = [V, 18],
para a € [0, 1].

Logo, segue da Definicao 3.4.5 que a equacao no plano de fase fuzzy,
é dada pela extensao de Zadeh de H(zo,yo,7,w) em relagdo a v e w.

Observemos que, para cada a € [0, 1], temos que:

[]/—-\[(xmy()a F, Q)]a - H(‘r07y07 [F X Q]a> - {H(x07y0777w)/w € [Q]a ey € [P]a}
Logo, quando fixamos a,7 e w, temos que H(xq,yo, [’ x 2]%) é uma equagao de
plano de fase do tipo deterministico. Assim, o grafico das trajetorias no plano de

fase fuzzy é constituido de uma familia de trajetorias do tipo deterministico.

Figura 4.5: Trajetorias do modelo Lotka-Volterra para os coeficientes v e w fuzzy.

Se a condigao inicial for fuzzy em (4.3.20), temos que os a—niveis de

Zo serao dados por [Zo]* = [Xo x Yo]* = {(20, 40) /20 € [251, 252] € Yo € [y61, Yoo}
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Neste caso da Definigao 3.4.6, segue que os aw—niveis para a € [0, 1]

da equagao no plano de fase fuzzy do modelo fuzzy (4.3.21) sao dadas por

~

[H(ZO,’)/,W)]Q - H([ZO]QJ’WW) - {H(Io,y()?’}/,u))/xo € [$31,$g2] €Yo € [98[1’98(2]}7

que é equivalente a fazer a extensao de Zadeh de H em relacao a constante de
ewotryo

integracao k = ——
LYo

Neste 1ltimo capitulo procuramos estudar as primeiras nog¢oes de plano

de fase fuzzy que nos conduzira a outros trabalhos futuros.
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Consideracoes Finais

No Capitulo 2, verificamos que para cada t > 0 os conjuntos atingiveis
para o PVIF auténomo com coeficientes e/ou condigao inicial fuzzy podem ser obti-
dos via interpretacao de Hiillermeier, onde o PVIF é reescrito como uma familia
de inclusoes diferenciais ou via extensao de Zadeh da solucao deterministica. Ob-
servemos que no contexto de Hiillermeier uma das formas classicas de obtermos as
trajetérias € via técnica de selecoes, ou seja, fixada uma condigao inicial e um e-
lemento da multifuncao, temos um problema de Cauchy a se resolver. No entanto,
via extensao de Zadeh obtemos todas as trajetorias fuzzy, estendendo a solugao do
Problema do Valor Inicial (PVI) auténomo deterministico.

No Capitulo 3, estabelecemos a teoria de estabilidade via fluxo de-
terministico estendido, mais especificamente no Teorema 3.3.8 estabelecemos que
se o equilibrio deterministico é um atrator, entao o equilibrio fuzzy que é a funcao
caracteristica do equilibrio permanece um atrator no espago dos subconjuntos fuzzy
compactos e nao vazios de R". As relagoes de estabilidade existentes entre um sub-
conjunto A de R™ e o subconjunto fuzzy ya sao estabelecidas via Teorema 3.3.10
e Corolédrio 3.3.11. Estes resultados se fizeram necessarios pois, através do mod-
elo de Verhulst fuzzy observamos que poderao surgir outros equilibrios fuzzy além
daqueles que sao a fungao caracteristica dos equilibrios deterministicos, quando os
coeficientes e/ou a condigao inicial sao fuzificados. Porém, no modelo de Verhulst
fuzzy, o novo equilibrio fuzzy obtido nao é estavel.

Notemos que a teoria de estabilidade fuzzy foi estabelecido somente
para o PVIF autonomo, mas convém ressaltar que estabilidade fuzzy para o caso
nao autéonomo foi desenvolvida por Diamond [6] via teoria de inclusoes diferenciais.

Para o estudo qualitativo do PVIF autonomo nao linear, estabelece-
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mos o Teorema de Linearizacao analogo ao Teorema de Grobman-Hartman, mas
falta estabelecer um resultado equivalente para o estudo dos equilibrios fuzzy que
nao sao as funcgoes caracteristicas de equilibrios hiperbdlicos deterministicos.

Por 1ltimo, introduzimos o conceito de plano de fase fuzzy que pode

ser aprimorado para ser utilizado no estudo das trajetorias fuzzy.
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