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Resumo

Esta tese aborda o estudo das equacoes diferencias parcias fracionarias lineares e nao linea-
res. Vamos encontrar solucoes e aproximacoes das solucoes destas equacoes por diferentes
métodos tais como a transformada de Laplace, simetrias de Lie, método de decomposi¢ao
de Adomian e o método de iteracao variacional. Nos resultados que vamos apresentar
na tese encontra-se, como conduzir a equacao fracionaria de Korteweg-de Vries numa
equacao diferencial fracionaria nao linear; a aplicacdo do método de iteragao variacional
para aproximar a solucao da equacao de Burgers quando a derivada fracionaria é dada
segundo Caputo, isto é, vamos resolver a equacao de Burgers, com o uso do método de
iteragao variacional. Propomos um lema envolvendo os multiplicadores de Lagrange ge-
rais associados ao método para tal equacao. Finalmente estabelece-se trés teoremas de
convergéncia relacionados com a solucao exata e a estimativa do maximo erro para o
calculo da solugao aproximada através do método de iteragao variacional. Faremos uma
simples comparacao de nosso método e do método de descomposicao de Adomian no caso

da equacao de Burgers e da equacao de difussao-onda.

Palavras-chave: Calculo fracionario, equacoes diferencias parcias, método de iteragao

variacional, equagao de Burgers.



Abstract

In this thesis is studied fractional partial differential equations linear and non-linear. In
particular are presented some methods for solve fractional differential equations linear and
non-linear. We present different methods for approximate those solutions with the Lapla-
ce transform, Lie Symmetries, Adomian descomposition and variational iteration method.
As contribution of this tesis, we proved as the fractional Korteweg-de Vries equation, can
be converted to a fractional ordinary differential equation, as principal contributions, we
present the variational iteration method for bring applications in the fractional Burgers
equation finding a lemma to evaluate the Lagrange multipliers for this equations and
finally we found three theorems relationship with the exact solution and the maximum
error estimation for the calculated the solution approximate. We make simple compara-
tive of the variational iteration method and the Adomian decomposition method in the

Burgers equation and diffusion-wave equation.

Keywords: Fractional Calculus, Partial Differential Equations, Variational Iteration Met-

hod, Burgers Equation.



Indice de figuras

2.1. Oscilador armoénico fraccional, solucion con m =2,k =1,co=1. . . . . .. 30
2.2. Contorno de Bromwich modificado. . . . . . . . ... ... ... ... ... 31
2.3. Recuperaciéon de la meméria del fendmeno de relajamiento para la solucion
fundamental ug (t) = e, (t) en 0<a <1. ... ... ... .. ..., 34
2.4. Recuperacion de la memoria del fendémeno de oscilacion para la solucion
fundamental ug () = e, (t)en 1l <a <2, . ... ... 35
2.5. Funcién de Mainardi, con M(z;1/2) = ﬁe‘é. ............... 48
3.1. Aproximaciones del VIM para Eq.(3.4.63). . . . . .. ... ... ... ... 85
3.2. VIM para la Eq.(3.3.37) cona=1,5. . . .. .. ... ... ... ... ... 91
3.3. ADM para la Eq.(3.3.37), conao=1,5. . . . . .. ... ... .. 91
3.4. ADM y VIM para la Eq.(3.3.37), cona=2. . . .. ... ... ... .... 91
3.5. Solucién exacta para la Eq.(3.3.37),cona=2.. . . . ... ... ... ... 92
4.1. u(z,0) = sen(mz), con @« =02, . . . . .. 101
42, u(z,0) = sen(mz),cona=1. . . .. .. o 101
43. u(z, )zlj eon @ =02 . 101
4.4. u(x,0) = ] _T_xex’ cona=1. ... ... 102
4.5. u(x,0) = sen(mz),us(x,0) =0, cona=1,2. . ... ... ..., 103
4.6. u(z,0) = sen(mz),u(x,0) =0, cona=2. . ... ... ... 103
4.7. ADM parala BF, cona=1,0.. . . . . . . . ... ... ... ... .. 105
4.8. VIM parala BF, cona=1,0. . ... ... ... .. .. ... ........ 105
4.9. Solucion exacta BF, cona=1,0. . . . .. ... .. ... ... ... ... 105
4.10. VIM para la BF, con 0 <z <5,0<t <5, a=1,0. .. ... ... ... .. 106

4.11. Solucion exacta para la BF, con 0 < x <50<t <5, a=10. ... .. .. 106



4.12. ADM para la BF, con 0 < x <50<t <5 a=1,0



Indice de cuadros

3.1.
3.2.
3.3.

4.1.

Solucién aproximada de las Eqgs.(3.3.21), (3.3.22) . . ... ... ... ... 64
Aproximacién de la Eq.(3.4.10) y la iteraciéon de Newton. . . . . . . . . .. 74
Comparacién del VIM y ADM en el fenémeno de difusiéon. . . . . . . . .. 88
Comparacion del VIM y ADMenlaBF. . . ... ... ... ... ... ... 105



Abreviaturas

CF
ADM

KdV
EDP
EDO
EDOF
EDP
EDPF
BF
KdVF

VIM
PVI
PVF
RL
TL

Calculo Fraccional.

Método de Descomposicién de Adomian(Adomian Descomposition
Method).

Ecuacion de Korteweg-de Vries(Korteweg-de Vries equation).
Ecuaciéon Diferencial Fraccional.

Ecuacion Diferencial Ordinaria.

Ecuacion Diferencial Ordinaria Fraccional.

Ecuaciéon Diferencial Parcial.

Ecuacién Diferencial Parcial Fraccional.

Ecuacion Fraccional de Burgers.

Ecuacion Fraccional de Korteweg-de Vries( Korteweg-de Vries Frac-
tional equation).

Método de Iteracién Variacional(Variational Iteration Method).
Problema de Valor Inicial.

Problema de Valor en la Frontera.

Derivada de Riemann-Liouville.

Transformada de Laplace.



Indice general

Introduccién

1.

3.

Calculo Fraccional
1.1. Derivada fraccional de Caputo . . . . . . . . . ... ... ... ...

1.1.1. Funciones de Mittag-Leffler y Mainardi . . . . . . . .. .. ... ..

. Ecuaciones diferenciales fraccionales lineales

2.1. Ecuacion diferencial de relajamiento-oscilamiento . . . . . . .. ... ...
2.2. Ecuacion de onda, difusiéon y de difusion-onda . . . . . .. .00
2.2.1. Ecuacibndeonda . . . . ... ..o
2.2.2. Ecuacién de difusion . . . ... o oo

2.2.3. Ecuacion de difusién-onda . . . . . ... L

Ecuaciones diferenciales fraccionales no lineales

3.1. Simetrias de Lie. Ecuaciones fraccionales de Burgers y Korteweg-de Vries .
3.1.1. Simétrias de una EDPF . . . . . . . ...

3.2. Ecuacion fraccional de Korteweg-de Vries e de Burgers . . . . . . . .. ..
3.2.1. Ecuacién fraccional de Korteweg-de Vries . . . . . . . .. .. .. ..
3.2.2. Ecuacién fraccional de Burgers . . . . . .. ... oL

3.3. Método de descomposicion de Adomian . . . . . . . ... ..
3.3.1. Solucién de una EDOF con ADM . . . .. ... .. ... ......
3.3.2. Solucién de una EDPF con ADM . . . .. ... ... ... ... ..

3.4. Método de iteraciéon variacional . . . . . .. ..o
3.4.1. Multiplicadores de Lagrange generalizados . . . . . . .. .. .. ..
3.4.2. La ecuacion de Euler-Lagrange . . . . . . ... . ... ... ....

3.4.3. Restriccién variacional . . . . . . ..

15

20
20
23

26
26
34
36
40
41



3.4.4. VIM en EDO . . . . . . 75

3.4.5. VIMen EDOF . . . . . ... .. .. .. .. 83

3.4.6. VIMen EDPF . . . . ... . .. 86

4. Aproximaciones para la BF y convergencia del VIM en EDPF 93
4.1. VIM para EDPF no lineales . . . . . . . . ... ... ... ... .. ..., 93
4.2. Multiplicadores de Lagrange dela BF . . . . . . .. .. ... ... ... .. 94
4.3. Solucion aproximada para BF . . . . . ... ... 0000 99
44. VIM por ADMenlaBF . . ... ... .. ... . ... ... 103
4.5. VIM y convergencia en EDPF . . . . . . . ... ... 000 106
Conclusiones y perspectivas 114

Bibliografia 117



15

Introduccion

Los profesores Rubens Figuereido Camargo y Edmundo Capelas de Oliveira realizan una
interesante introduccion histérica al cdlculo fraccional [1] donde se relata la histéria de
las ecuaciones diferenciales fraccionales. En esta introduccién se realiza un resumen de
las principales fechas que se relacionan con las ecuaciones diferenciales fraccionales segtin
estos profesores; al final se mencionara los diversos métodos para el estudio de las ecua-
ciones diferenciales fraccionales lineales y no lineales de los tltimos tiempos, asi como los
estudios hechos desde el Imecc (Unicamp) sobre esta temética, orientados por el profesor
Edmundo Capelas de Oliveira, también se presentara los aspectos relevantes del contenido

tematico de esta tesis.

El nacimiento del célculo fraccional (CF) tiene origen desde una pregunta formulada
en un intercambio de correspondencias entre Leibniz y L’Hopital en 1695. En una de
esas correspondencias, Leibniz formul6 una pregunta envolviendo la generalizacién de la
derivada de orden entera para una orden arbitraria. L'Hopital devolvié la pregunta para
Leibniz, interrogando en el caso en que la orden de la derivada fuese un medio, osea,

d1/2
TiaY (@)

D'y (z) =

una raiz cuadrada o una potencia fraccional. Leibniz, en su respuesta profética, aseguraba

que para y (r) = x, la igualdad

dV?x = xv/d : x

algin dia generaria muchas consecuencias fructiferas. Este es considerado el primer regis-
tro del CF. El término fraccional tiene un significado confuso y generalmente se asocia al
orden de una ecuacién diferencial, confusion que todavia esta abierta.

La primera operacion fraccional fue desarrollada por Abel, en 1823 donde obtuvo la so-
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lucién de una ecuaciéon integral derivada de la formulacién del llamado problema de la
tautécrona. Este problema determina la forma de una curva plana f (), lisa, pasando por
el origen en un plano vertical tal que una particula de masa m que cae sobre ella por la
accion de la gravedad, de tal forma que el tiempo de bajada sea el mismo, independiente
de la posicién inicial. En este caso si T' es constante entonces la ecuacion integral de Abel

que modela este problema es:

Vagr = [ =07 @

donde g es la aceleracion devido a la gravedad, (£, 7) es la posicion inicial. Se puede mostrar
que la solucién de esta ecuacion es una cicloide con el vértice en el origen y la tangente
en el eje-z. La solucién de Abel [2] es basada en el hecho que la derivada fraccional de
una funcién constante no es siempre igual a cero, en este caso D}]/ 2(1) = (7)) V2.

El calculo operacional, cuyo objetivo era recuperar funciones lineales, fue desarrollado por
Heaviside a partir de 1892, donde introdujo la idea de derivada fraccional en su estudio
de potencial y en lineas de transmision eléctrica. El usa el operador con el simbolo de
Gregory en la solucién de la ecuacién de calor. Heaviside introducié la letra p para el
operador diferencial d/dt y di6 la solucién de la ecuacién de difusion [3]

0%u

— =a*pu

0x?

para la distribucion de la temperatura u (z,t) asi

u(x,t) = Aexp (ax\/@ + Bexp (—ax\/z_9>

donde p = d/dt, a, A e B son constantes. Realmente, Heaviside dio una interpretacién de
/P = D'? de forma que oD% (1) = Nt
A partir de 1940, en una serie de articulos, Erdélyi y Kober investigaron las propiedades
de la integral fraccional para pardametros complejos. Los operadores integrales definidos
por Kober, desempenian un importante papel en el estudio de las ecuaciones integrales.
Erdélyi propuso una modificacion en los operadores Riemann-Liouville que los lleva a una
generalizacién de la integral fraccional de Riemann-Liouville. Conocida por el nombre

de Erdélyi-Kober [4] . Em 1949, en una cldsica memoria, Riesz encontro integrales de la
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forma de Riemann y de Liouville, emergiendo de la teoria de las ecuaciones diferenciales
ordinarias lineales, las cuales son conocidas como transformada de Euler de primera es-
pecie [5] .

En 1979 fue publicada la primera tesis de doctorado, escrita por Bagley [6] y orientada
por Torvik, cuyo tema esta relacionado con las ecuaciones diferenciales de orden arbitrario

en el modelage del comportamiento de materias viscoeldsticos. !

En 1996, fueron discutidas ecuaciones diferenciales de orden arbitrario asociado a feno-
menos fisicos, entre ellos movimientos oscilatorios, propagacién de onda y difusion, sus-
tituyendo la derivada temporal de orden entero por una derivada de orden arbitraria. Se
tienen los articulos de Mainardi [9] en las aplicaciones a la mecanica y el de Gorenflo [10],

donde se estudia métodos numericos.

En 1999, fue publicado el importante libro Podlubny [11], reuniendo lo esencial del CF
para un estudio introductorio, envolviendo ecuaciones diferenciales ordinarias y parciales
fraccionales. Sus aplicaciones son basadas en la derivada fraccional de Caputo.

En 2006, Kilbas-Srivastava-Trujillo edita el libro [12], orientan el libro en aplicaciones,
inclusive presenta una generalizacion del método de Frobenius clasico, esto es, permitiendo
que las derivadas sean de orden no entero. Tambien en 2006, es reditado el libro de
Oldham-Spanier [13] que es una edicion revisada del original editado en 1974. Ese libro
trata principalmente del desarrollo histérico de las propiedades generales de las operadoras
integro-diferenciales y las aplicaciones de sus propiedades matematicas a problemas de
difusion.

En 2007 es publicado, el libro [14] por Jocelyn Sabatier (Université Bordeaux I, Franca),
Prakash Agrawal (Southern Illinois University, EUA) e J.A. Tenreiro Machado (Instituto
de Engenharia do Porto, Portugal), cuya importancia es presentar el estado de arte en el
estudio de sistemas fraccionales y en la aplicacion de la diferenciacion fraccional.

Otro libro importante escrito por Mainardi [8] es dedicado exclusivamente al estudio del
modelage mateméatico asociado a problemas de ondas, en particular, en viscoelasticidad. A

partir de este estudio varios problemas fueron presentados y discutidos teniendo como base

La tesis de doctorado escrita por Bayley y orientada por Torvik se constituyo en el marco de haber
sido la primera tesis relativa al CF, conforme a varias citaciones. Resaltemos, entretanto, que en 1971,
Mainardi, sobre la orientaciéon de Caputo, defiende su tesis de doctorado, cuyo resultado fue publicado
en 1971 [7]. En Rusia, Rossikhin presento su tesis en 1970 [8].
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la mecénica cudntica, en particular en el estudio de la ecuacién de Schrédinger fraccional
en el tiempo.

Los trabajos mas recientes son los de Wang y colaboradores para determinar una funciéon
de Green para ecuaciones Schrodinger, todavia con la fraccionalizacién de la derivada
temporal, y discuten algunas aplicaciones [15]. Al final del siglo XX e inicios del siglo
XXI, diferentes investigadores presentan articulos para resolver ecuaciones diferenciales
parciales fraccionales lineales. Los mas destacados tenemos Odibat, Mohami, Baleanu,
Tenreiro, He, Gazizov entre otros. En su mayoria, desenvuelven métodos andliticos y
numéricos como transformada de Laplace, Fourier, simetria de Lie, de homotopia, de

interaccion variacional, descomposicién de Adomian [16]-[32].

En el Imecc de la Unicamp se trabajaron cuatro tesis recientemente sobre ecuaciones
diferenciales fraccionales. Para marzo de 2009, R. Figueiredo Camargo, publica su tesis
de doctorado “Calculo fraccional y aplicaciones”, orientado por el profesor E. Capelas
de Oliveira y coorientado por el profesor Ary O. Chiacchio, el primer texto escrito en
portugues donde se realiza un estudio completo sobre las integrales y derivadas de orden
arbitrario, donde el autor presenta resultados originales, dando enfasis a las aplicaciones
reales, usando en la mayoria de sus aplicaciones la definicién de derivada de orden arbi-
traria para las versiones fraccionales de la ecuacion del telégrafo y Langevin [33]. En 2011
Felix Silva Costa publica su tesis de doctorado "Funciéon H de Fox y aplicaciones al calculo
fraccional", dirigido por E. Capelas de Oliveira. El autor presenta un estudio sistematico
de la funcién de Fox y la usa para resolver las ecuaciones del telégrafo, Schrodinger y de
difusién de onda [34]. En 2014 Eliana Contharteze Grigoletto, orientada por E. Capelas
de Oliveira, publica su tesis de doctorado titulada como Ecuaciones Diferenciales Fraccio-
nales y las funciones de Mittag-Leffler [35] y estudia la ecuacion diferencial en el proceso
difusivo en la desaceleracién de neutrones. En 2015 Fabio Grangeiro Rodrigues defiende

su tesis de doctorado titulada Estudio de la ecuacién de Bessel via cdlculo fraccional [36].

Vemos hasta aqui que la historia del calculo fraccional lleva parte de la historia de las
ecuaciones diferenciales fraccionales. En esta tesis vamos a ver que la historia de estas
ecuaciones en su desarrollo historico no es muy diferente al encontrado en las ecuaciones
diferenciales clasicas, en el sentido que primero fueron estudiadas las ecuaciones diferen-
ciales ordinarias y después las ecuaciones diferenciales parciales. Es decir vamos a llegar

a las ecuaciones diferenciales parciales fraccionales no lineales, estudiando primero ciertas
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ecuaciones diferenciales ordinarias fraccionales(EDOF) y parciales fraccionales lineales,
luego abordaremos métodos para aproximar soluciones de EDPF no lineales.

En el primer capitulo vamos a presentar la derivada fraccional de Riemann-Liouville para
definir seguidamente la derivada fraccional de Caputo y sus propiedades mas importantes,
al final del capitulo se define la funciéon H de Fox con interes de obtener las funciones de
Mittag-Leffler, Wright y Mainardi como casos particulares.

En el segundo capitulo vamos a mostrar como el método de la transformada de Laplace tie-
ne mucho poder para resolver de forma exacta ecuaciones diferenciales fraccionales (EDF)
lineales. En particular vamos a presentar como resolver las ecuaciones de relajamiento-
oscilamiento y de difusién-onda al pasar primero por un repaso de las ecuaciones clasicas
de difusién y onda.

En el tercer capitulo vamos a presentar diferentes métodos para resolver EDPF no linea-
les, abordando los métodos de las simetrias de Lie, descomposicién de Adomian (ADM)
y método de iteracién variacional (VIM). En particular mostraremos como la simetrias
de Lie puede llevar ciertas EDPF no lineal a una EDOF no lineal, en particular mostra-
remos nuestro primer resutado en el que demostramos como llevar la ecuacion fraccional
de Korteweg-de Vries (KdVF) en una EDOF no lineal usando la derivada de RL y su
respectiva extension infinitesimal; seguidamente pasamos a definir el VIM en ecuaciones
diferenciales fraccionales y aplicar el VIM en la ecuacion de difusion-onda en comparacion
con el ADM.

En el cuarto capitulo vamos a presentar todos nuestros resultados relacionados con la
ecuacion de Burgers fracional (BF), donde mostraremos un lema para calcular los mul-
tiplicadores de Lagrange en la ecuacion BF cuando es usado el VIM y presentaremos
diferentes casos particulares de esta ecuacién que se construyeron como resultados de la
tesis para llegar a compararlos con el ADM. Finalmente estableceremos como otros resul-
tados, tres teoremas de convergéncia para el VIM para aplicarlos en el caso de la ecuacién

de difusién-onda y de la BF.
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Capitulo 1

Calculo Fraccional

En esta tesis vamos usar la definicién de derivada de Riemann-Liouville (RL) y de Caputo.
En particular vamos a usar la derivada de Caputo en casi toda la tesis, exeptuando cuando
se estudie las simétrias de Lie para EDPF, que usarad la derivada RL. El interés por la
derivada de Caputo es que aproxima soluciones de EDPF que tienen soluciones exactas y
unicas cuando se pretende recuperar la respectiva solucion entera, es decir cuando orden
de la derivada es de pardmetro a = 1,2. Al respecto Diethelm [37] da un concepto al
porque se prefiere bajo condiciones fisicas la derivada de Caputo: “Una caracteristica ti-
pica de estas ecuaciones diferenciales clasicas o fraccionales es la necesidad de especificar
las condiciones iniciales para encontrar una solucién tnica. En este aspecto la derivada
fraccional de Caputo, usa condiciones iniciales fijas similares a las que se usa en las ecua-
ciones diferenciales ordinarias. En contraste la derivada de RL usa condiciones iniciales
que estan constituidas por ciertas derivadas o integrales fraccionales de un punto inicial
que son funciones de x. Estas condiciones iniciales no tienen interpretacion fisica inmedia-
ta y ademas de eso no es claro como estas condiciones pueden medirse experimentalmente

para usarse en analisis.”

1.1. Derivada fraccional de Caputo

Vamos a definir la integral fracional de RL, para concluir dando la definiciéon de derivada

fraccional de Caputo.
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Seat > 0,v € Ce Re(v) > 0, definimos la integral fraccional de RL de orden v, por

JF () = rgm /Ot (t— )L f (7) dr (1.11)

Sea 8 € C, con Re(f) > 0, n el menor entero mayor que Re (5) y v = n — (3, definamos

la derivada fracional de RL de orden (3 por

d" 1 t o f(r)dr
tr [F(n 5 h - TW—"] =L < Re(f) <n.
DJf(t)=D"[J/f(t)] =

dn
%f(t)a ﬁ = n.

(1.1.2)

Sea 3 € C, Re(3) > 0, n el menor entero mayor que Re(f), v = n—(y D™ que corresponde

al operador derivada de orden n. Definamos la derivada fraccional de Caputo como

1 t fO(r)dr . . i
DI () = JD f(1)] = Tln—5) /o (t —7)pei=n’ b Relp) < (1.1.3)

mn

%f(t)vﬁ = n.

Una relacion entre las derivadas de Caputo y RL es dada por:

Di1(0) = D7 | f0) - 3 ) (114)

Seguidamente vamos a presentar algunas propiedades de la derivada de Caputo, las cuales

son bastantes usadas en problemas que usan el calculo fraccional.
» Propiedade 1: Sea f(t) =t", u > —1y p # 0, tenemos que

C(p+1) o
T(p—p+1)

donde 3 > 0. Para el caso de f(t) = k, donde k es una constante, obtenemos

DPt = (1.1.5)

Dk =0. (1.1.6)
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» Propiedad 2: Sea Re(a) > 0y f(t) continua. Entonces,
DFJEf() = (D).

» Propiedad 3: Sea Re(a) > 0, si existe la derivada de f(¢) de orden m € N tenemos
que

D (DY f(t) = DI f(1). (1.1.7)
» Propiedad 4: Sea f(t) € C'[0,T] para algun T > 0. Entonces
D (D] f(t) = D (D f(t)) = Di*Pf(t),t € [0,T] (1.1.8)

cona,feRTea+ <1,

Recordemos la transformada de Laplace (TL) de uma funcién real f(¢) definida en

el intervalo 0 <t < ooy z € C con Re(z) > 0 como

)= [7rea,

siempre que esta integral exista. La representacién de la TL é £[f(t)] = F(z). Las

siguientes propiedades estan relacionadas con la TL.

» Propiedad 5: Sea Re(s) > 0, Re(a) > —1, entonces

o Pla+1)
» Propiedade 6: Sea o > 0,n — 1 < a < n, n € N tal que f(t) € C"(R"), f(t) €
L1(0,b), para algun b > 0, supongamos que la TL de f(t), f"(t) existen y tLH+n (D*f)(t) =

0 para k=0,1,2,...,n — 1, tenemos
(LD f(E)(s) = s“(LLf(B)])(s) — ni s U DR F)(0). (1.1.10)

k=0

En particular, si 0 < a < 1,

LDy f(1)])(s) = s*(L[f()])(s) — 57 £(0). (1.1.11)
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1.1.1. Funciones de Mittag-Lefller y Mainardi

Vamos a calcular las funciones de Mittag-Leffler y Mainardi desde la representacién inte-
gral de la funciéon H de Fox, que aparece em diversas aplicaciones del calculo fraccional
[34]. Por ejemplo vamos a ver que la solucién de la ecuacién de relajamiento-oscilamiento
y de la ecuacion de difusion-onda se pueden escribir en terminos de las funciones de Mittag
Leffler y Mainardi respectivamente. Es importante resaltar que el estudio de las ecuacio-
nes desde las simétrias de Lie puede representar algunas de sus soluciones en términos de

la funcion H de Fox, como se vera en el Capitulo 3.

La funcién H de Fox, en términos de una integral do tipo Mellin-Barnes [38], es

mn (ar,01),. .., (ap, o) 1

) (01,81), -+ (bp, B) :ﬁ/Lg(s)z—Sds, (1.1.12)

p.q

en que
[T, T(ox + Brs) [Tj=, T'(1 — aj — ays)
hemr D(L = b — Bes) [T—pia T(a; + ays)’

g(s) =

donde z # 0,z7% :=exp [—s(In|z| + iarg(2))],m,n,p,g ENcon 0 <n<p,1<m<qy
a,Bi €Ri,a;, b€ Cli=1,....p;j=1,...,q) tal que o (b; + k) # B;(a;—1—1),k,l € N;
i=1,...,n;j=1,...,m. Ademas de eso, L es un contorno adecuado que separa todos
los polos de I'(b; + f;s), j = 1,...,m, de los polos de I'(1 — o; — ;s), i = 1,...,n. Un

producto vacio es siempre interpretado como 1.

La forma integral de la funcién de Mittag-Leffler con tres parametros E, ;(z) puede ser
verificada cuando sustituimos m =1,n=1,p=1,9q=2,a, =1—v, a1 = 1,b; = 0,by =
1—p8,61=1e Py =aez— —z en la integral de Mellin-Barnes para la funcién H de
Fox,
L =yl 1 [ LOTO=9) (y-sg,, (1.1.13)
(0,1); (1 — 5, ) 270 Je—ico  T'( — us)

Calculando la integral en el contorno que contiene los polos de I'(s) através del teorema

de los residuos y usando la siguiente relacién,

I'(s+n+1)

(s +n)I(s) = (s+n—1)...s
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el residuo R, calculado en cada polo es dado por

o= Jim, RGO
I (RS Iy CE R
son (s+n—1)...sI'(f — as)
__rarhen
(=1)"n!T(B + an)
Tz
L'(8+ an)n!’

asi obtenemos

> By = T0) 3 s = ) Bl
de donde,
LN L S i (1—=7,1)
FadD =1 172 0 i )

Esta funcién generaliza la clasica funcién de Mittag-Leffler E,(z) de un pardmetro y la

funcién de Mittag-Leffler de dos pardmetros E, 3(2), osea, para p = # = 1, tenemos:

[e’e) = k
B (2) = Eu(z) = szall) (1.114)

y para p = 1, N )
By p(2) = Bap(2) = ,;m (1.1.15)

Cuando a = p = 3 = 1, tenemos E} ;(z) = €, es decir encontramos la funcién exponen-

cial.

Para definir la funcién de Wright W, 3(z) seam = 1,n = 1,p = 1,¢ = 2,4, = 0,y =

0,0 =0,bo=1—0,61=1e s =ay z— —z en la funcion H de Fox para obtener

(0,0) 1 /CHOO ['(—s)

gL _
12|77 (0,1); (1 — B, a) 270 Je—ico I'(B — aus)

(—2)°ds.

y haciendo un calculado andlogo al de la obtencion de la funcién de Mittag-Leffler obte-
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nemos

7’L

(0,0)

T =
P 0,101 — Ba) = &l an + )

= W, 5(2) (1.1.16)
Um caso particular de la funciéon de Wright conocida como funcién de Mainardi M, (z),
que aparece naturalmente como solucion de la ecuacién de difusion fraccional en relacion
al tiempo, es definida por

M,(2)=W_,1_,(—2) = ;::o AT ont (L= 1)) 0<v<l. (1.1.17)

Su representacion en términos de la funcion H de Fox es obtenida haciendo —z — z,a —

—vef —1—venlaEq.(1.1.16), luego

Ll (0,0) o (=2)"
e (0,1); (v, —v) - nz:%) nll(=vn + (1 —v))

= M,(z).
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Capitulo 2

Ecuaciones diferenciales fraccionales

lineales

Una interesante virtud de ciertas ecuaciones diferenciales fraccionales es poder estudiar
dos problemas diferentes en un mismo modélo con la idea de recuperar la memoria de
dos fenémenos. En este capitulo presentaremos dos ecuaciones con estas caracteristicas
que fueron estudiadas al usar la derivada de Caputo por el profesor Francesco Mainardi
[9], [39], en su valiosa tarea de construir soluciones de EDF lineales. La primera es la
ecuaciéon ordinaria fraccional de relajamiento-oscilamiento [40] y la segunda la ecuacién
parcial fraccional de difusién-onda, en particular el tratamiento de esta ultima ecuacion

fue hecho mostrando todo las herramientas matematicas que lleva a su solucién.

2.1. Ecuacién diferencial de relajamiento-oscilamiento

La ecuacién diferencial de relajamiento-oscilacimiento estudia dos fenémenos en un mismo
modelo, uno de ellos es el fenémeno de relajacion cuando la derivada fraccional tiene
pardametro « en el intervalo (0, 1] y el otro de ellos es el fenémeno de oscilacién en el caso
que la derivada fraccional tiene pardmetro « en el intervalo (1,2]. Vamos a estudiar aqui
este modelo.

Recordando la derivada de Caputo que es dada por la Eq.(1.1.4), se puede introducir la
EDF lineal de orden a > 0 con ¢t > 0, como

m—1 tk’

3 Hu(k) (0+)) = —u(t)+q(1), (2.1.1)

k=0

D (t) = D (u (t) —
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aqui m es un numero entero positivo definido por m — 1 < a < m, que da el nimero
de los valores iniciales prescritos u(®) (0*) =cyconk=0,1,...,m—1. De la Eq.(2.1.1)
obtenemos soluciones u (t) para u*) (¢) funciones continuas.

Para t > 0,k = 0,1,...,m — 1, en la Eq.(2.1.1), podemos obtener las ecuaciones de
relajamiento y oscilamiento fraccional, veamos eso. Con m = 1 e 0 < a < 1 en la

Eq.(2.1.1), obtenemos

D%u(t) = D (u (1) — z:j Z!u(k) (o+))
- B o)
— D* (u(t)) — D° (u<0> (o+))
=—u(t)+q(1),

la ecuacién de relajamiento fraccional. Sia =1,y D (u(o) (0+>> = D (cp) = 0, usando la

definicién de derivada de orden entera tenemos que:
D (u(t)) = —u(t) +q(t)

que es la ecuaciéon diferencial de relajamiento de orden entero.

Conm=2e¢l<a<2enlaEq(2.1.1), obtenemos
D* (u (t) — ul® (O*) — tuW (O*)) = —u(t)+q(t) (2.1.2)
que es la ecuacion de oscilaciéon fraccional. Si o = 2, entonces

D@ (1)~ D [u® (0%) — u® (0%)] = ~u ) + 4 1)

de donde,
D@y (t) — D@ (¢g) — DP (et) = —u (t) + q (t)

usando la definicién de derivada de orden entera en D® (cy) y D@ (¢;t), encontramos

u' (1) = —u(t) +q (1)
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con u (O*) = cp, U/ (0+) = ¢1; que es la ecuacién de oscilacion de orden entera.
En la Eq.(2.1.2) cuando las condiciones iniciales con u(®) (O*) =0,uV (0+) =0,q(t)=0
vemos que

D (u(t) +u(t) = 0.

Ahora multiplicando el segundo termino por una constante de la forma ¢ tenemos
D (u (t)) + ¢“u(t) = 0. (2.1.3)

Cuando ¢* es la frecuencia angular, ¢* = k/m, 1 < a < 2, k una constante y m la masa,
se encuentra la ecuacién del oscilador arménico fraccional. Para o = 2 en la Eq.(2.1.3),
obtenemos

0 (1) + p*u(t) = 0,

la conocida ecuacién de oscilador arménico de orden entero. Para resolver la Eq.(2.1.1) se
lleva primero a una ecuaciéon integral y después se usa la TL para encontrar la solucion.
Primero se aplica el operador J* en ambos lados de la Eq.(2.1.1) y después se usa la TL,
teniendo en cuenta la TL de la convolucion, para obtener

N m—1 Sa—k—l 1 _
w(s) = kz:%ckso‘—i-l + s"‘—i—lq(S)’

introduciendo las funciones auxiliares de la forma Mittag-Leffler

sa—l
=F (—t%) =~ 2.14
) = B (1) + 2 2.1.4)
y
. k . Saikil 215

donde f(t) + g(s) se entiende que la transformada de Laplace f(t) es g(s). Con k =

0,1,...,m — 1,y de la férmula de inversién de la TL en @(s) y definiendo que
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podemos escribir la soluciéon como

m—1 t
u(t) = crux (t) —/ q(t —7)ug(7)dr. (2.1.6)
k=0 0
Casos particulares de esta solucién son:

a) Conm=1,a=1enla Eq.(2.1.6), uy (t) = J% (t) = E; (—t) = e " e

¢
u(t) = cpe™" — / q(t—7)e Tdr
0

esta es la solucion de la ecuacion diferencial de relajamiento de orden entero.

b) Sim=1,2y a=2en la Eq.(2.1.6) obtenemos

ug (1) = Jey (tQ) = Fy (—t2> = cost

t
up (t) = J'ey (—tQ) = J'E, (—tz) = / cosTdr = sen t
0
de donde
t
u(t) = cocost+clsent+/ q(t—T) sen Tdr
0

que es la solucion de la ecuacion de oscilacion de orden entero.

c¢) Si tenemos
D* (u(t)) + ¢"u(t) =0,
la solucién se puede escribir en la forma general como en la Eq.(2.1.6), asi

«

+ + 4 t a—1
u@):u(O)%ﬂm(O)t—Iwa)A(t—T) w(7) dr, (2.1.7)

con 1 < a < 2. Usemos la TL en esta ecuacién asi

u(0%)

a = L) 0 )

s 52 5

w(0T)s™t W (0F)s72
) )

- 1_}_%0048—04 1+<'0a8—a
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de donde con la férmula de inversién de la transformada de Laplace se encuentra
u(t) =u(0") o (—g"t*) + 1/ (07) tEan (—9™7),

conocida como la solucion fraccional de la ecuacion de oscilacién armoénica. En el caso que

u (0*) =coyu (0+) = 0, tenemos:
u(t) = coEa (—¢"t%),

donde E, (—¢®t*) es la funcién de Mittag-Leffler de un pardmetro para —p®t®, hecho
que demuestra que la solucién del oscilador arménico fraccional depende de la frecuencia
angular. Por ejemplo para un cuerpo de masa m = 2 kilogramos con constantes k = 1y

co = 1 tenemos la solucion u(t) que es dada por

Eq(-279 1)

1.0
05 \ — a=3/2
a=5/3

: 5 15 w0 25

a=Sqrt[2]

e
— =2

-05+

-1.0

Figura 2.1: Oscilador armoénico fraccional, soluciéon con m = 2,k = 1,¢y = 1.

Necesitamos resolver la Eq.(2.1.1) cuando m — 1 < a < m, donde m es el nimero de
condiciones iniciales necesarias y suficientes para tener la unicidad de la solucién w ().
Aqui llamaremos us (t) = —e,, (t) a la solucién de impulso-respuesta, también conocida
como la solucién particular de la Eq.(2.1.1), entonces las m funciones uy, (t) = J¥e, (t) con
k=0,1,...,m—1 son las soluciones particulares de la ecuacion homogénea que satisface

las condiciones iniciales

UZ (0+> = 5kh

con k,h=0,1,....,m— 1.

La funcién impulso respuesta e, (t), se puede estudiar desde su representacién en la trans-
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formada inversa de Laplace dada por:

1 Safl
at:—/ st ds, 0<a<?2. 2.1.8
o) =5 )0 a1 4= (2.1.8)

En la Eq.(2.1.8) B, es el camino de Bromwich, osea la linea Re{s} =y con~y > 1e Im{s}
desde [—00, 0], es decir la recta AB en al Figura 2.2. Vamos a estudiar la Eq.(2.1.8) para
0 <a<lyl< a< 2, entonces usaremos el contorno de Bromwich modificado y el

hecho que las contribuciones para e, (t) se puede encontrar como la suma de

ea(t) = fa(t)+ga(t), t>0

con
1 . Safl
= [ et
/ 271 /Ha(a)e s 41 s
y
ga (t) =D exp (s' t) Res s _ 1 > exp (s' t)
“ n h s +1 a 4
AIm =
D
=ﬁhﬁmxé%_+if
4
R /
.f
P
&
/ A
A S
: ATAY
L 0 R
K j 8
A
v — il
| ==l
N
Figura 2.2: Contorno de Bromwich modificado.
donde el camino de Hankel H, (¢) denota un pequeno circulo | s |= ¢ con e — 0y

a—1

por los dos bordes FH, KL y s) los polos de i e De hecho los polos son s, =
SO(
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exp [i (2h + 1) m/a] y tienen modulo unitério, es decir

| sp | = |exp =| exp [i (2h 4+ 1) 7] |=| exp [i2h7] exp [i7] |=| —1 |= 1.

[i(2h+ 1)%] ’

Todos los polos relevantes estan en la primera hoja de Riemann, es decir los polos s, con

argumento —m < arg(s},) < 7. En el caso 0 < a < 1, para todo h € Z tenemos

|2h+1 |7
|arg(spy) |= ——— >
o
entonces no existe polos en destaque y encontramos que g, (t) = 0y e, (t) = fo (1),

0 < a <1 Paral < o < 2 entonces existe dos polos en destaque: s, = exp (im/a),

s' | = exp (—im/a) = S, los cuales estan en el semiplano izquierdo y

(m) 1 [ (m)]
texp| — || + —exp [texp | —
« « «

T s T s
= lexp (t cos — + it sen ) + exp (t cos — — it sen )]

_ 1 -1
ga (t) = - Zexp [sht} == exp

Q=

« (0% (0% (0%

1 T . Pl ) s
= —exp (t Cos ) exp(it sen —) 4 exp(—it sen —)
a a « a

1 m s
= —exp (t cos ) <2 costsen )
o} o o}

es decir para 1 < a < 2 se tiene

«

2 T 7r
Jo (t) = —exp (t Cos > oS (t sen )
a a

T
donde g, (t) son oscilaciones con frecuencia circular w (a)) = sen () y amplitud con tasa
a
de decaimiento exponencial A (t) =| cos (g) |. El siguiente ejercicio de andlisis complejo,
es la contribucion del camino de Hankel H, (¢) en la funcién f,(f) cuando ¢ — 0. Sea

s=rexp (im) y

st _ (rexp(zﬁr))o‘*1 1 eire eTima 4 pa

Flr)= s+ 1 (rexp(im)*+1 Cpeima jp-a g—ita | p-a

1 Pl + 1 _ lr®(cosam+i senam)+1

rr-eTima | gimar—a L p—20 L] r  r—%cosam +r2 41

Y
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de donde calculamos que la parte imaginaria de f(r) es

1 r-*senam 1 sen am

Im{f ()} = -

rl+2r—cosam + r—2o rroe 4+ 2cosam + o’

de lo anterior podemos definir que

ka(r):—ll

rroe 4+ 2cos am + r« mr2e 4+ 2cos am + =%’

1 sen am 1 sen o
T

de tal forma que cuando ¢ — 0 se tenga que

fa(t) = / h e ke (r)dr. (2.1.9)

0

Tenemos la solucién fundamental ug () = e, (), y necesitamos calcular la soluciéon impulso-
respuesta ugs (t) = —el, (t) = —D'e, (t) para 0 < a < 1y 1 < a < 2 teniendo en cuenta
que en el caso, 1 < a < 2, la solucién fundamental es u; (t) = J'e, (t). Entonces por

induccién en el operador integral de RL podemos ver que

T Lo () = /0 e s (1) dr

con
(-1  ro ' Fsen ar

ka,k (T’) = (_1) r_kk‘a (T) - T r2e 4 2r@cos am + 1

donde ky (1) = kao (1) ¥y

2
JEg (t) = Zexp (tcos W) cos [tsen T kﬁ] :
« o a o«

En conclusién encontramos que las soluciones para ambos casos son

s Para 0 < a<1
t
w(t) = coup (t)+/0 g (t — ) us (r) dr

con

ug () = /OOO e koo (r)dr, wus(t)=— /Ooo e ko1 (r)dr, (2.1.10)
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m Paral <a<?2
t
w(t) = couo () + crun (t) + /O g (t —7)us (7) dr,

con

o0 2 x
ug (t) = /0 e kao (r)dr + aetwsa oS {t sen Z] :

o0 2 P
uy (t) = /0 e ko (r)dr + aetwsa oS {t seng — ﬂ : (2.1.11)

o0 2 .
us (t) = _/o e ko1 (r)dr — &etwsa COS [t seng I ﬂ ’

yuo (07) =1,y (0%) = 0, uy (07) = 0,4 (07) =1, us (07) =0, uj (0%) = +oo.

,a=2a=1

N [=
>

7a:

W =

En la Figura 2.3 se grafica la solucién fundamental en los casos o« =

obtenidos desde la Eq.(2.1.10). En la Figura 2.4 se grafica la soluciéon fundamental en los

casos a = v/2,a = g,a = %, a = 2 obtenidos desde la Eq.(2.1.11).

1.0

0.8 |
— a=1/4
a=1/2
a=3/4

— a=1

0.6

0.4

021

é 4 6 é 1‘0
Figura 2.3: Recuperacién de la memoria del fenomeno de relajamiento para la soluciéon
fundamental ug (t) = e, (t) en 0 < a < 1.

2.2. Ecuacién de onda, difusién y de difusién-onda

La ecuacion de difusion-onda estudia dos fenémenos muy interesantes en la fisica-matemati-
ca, el primero recupera la memoria del fenémeno de difusién del calor cuando el parametro
fraccional esta en el intervalo (0, 1], y otro recupera la memoria del fenémeno de onda
desde el intervalo (1,2]. Vamos a usar el método clasico de separacién de variables para
obtener las soluciones de las ecuaciones de difusion y de onda que seran usadas en el Capi-

tulo 3, después con ayuda de la TL y las funciones de Green hacemos el estudio fraccional
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Eq(-t%)

05¢ — a=Sqrt[2]
a=7/4

\2“\_/‘ ‘ ‘ ‘ ‘ : t a=19/10
4 6 10 12 1

— a=2
-0.5f
-1.0f

Figura 2.4: Recuperaciéon de la memoria del fenémeno de oscilacion para la solucion fun-
damental ug (t) = e, (f) en 1 < a < 2.

de la ecuacién de difusion-onda. Para nuestras ecuaciones de difusion y de onda vamos

a considerar ecuaciones con dos variables independientes, que en su forma general estan

dadas por
0? 2 0? 0 0
A—: B C— D— EF— Fu=G
8$2u+ 8:B8yu+ 8y2u+ 0xu+ 0yu+ “
siendo u = wu (z,y), donde los coeficientes A, B, ..., F y el término no homogeneo G pue-

den eventualmente, ser funciones de las variables independientes x y/o y. Supongamos,
desde el inicio, que u (z,y) bien como los coeficientes, presentes en la ecuacién, son con-
tinuamente diferenciables y que los coeficientes A, B y C' no son simultaneamente nulos.
De esta ecuacion podemos pensar en la clasificacién cuanto al tipo. La clasificacion de
una ecuacion diferencial parcial cuanto al tipo es analoga al estudio de las cuadraticas,
esto es, tenemos una ecuacion del tipo hiperbdlico, parabdlico o eliptico.

Se introduce la siguiente notacion

A= B2 AC,

algunas veces llamado de discriminante asociado a la ecuacion diferencial, decimos que
una ecuacion es, en cierto punto (xo, o), del tipo hiperbélico, parabdlico o eliptico, si
tenemos para el discriminante, calculando en este punto, A > 0, A =0 0 A < 0, respec-
tivamente. Si esto es verdad para todos los puntos del dominio en consideracién, decimos
que la ecuacion es del tipo hiperbdlico, parabdlico o eliptico, respectivamente. Note que
en el caso de los coeficientes son funciones de las variables independientes x e/o y el
discriminante puede depender de estas variables y con eso mudar de signo. En este caso

decimos que la ecuacion es de tipo mixto.
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Las ecuaciones de difusién y de onda que son de tipo parabolico y hiperbdlico respecti-
vamente y la forma general de ella son obtenidas cuando se estudia la derivada en ¢ con

respecto de un parametro « en la ecuaciéon de difusién-onda, con a =1y a = 2.

2.2.1. Ecuacion de onda

Vamos, en esta seccion, presentar y resolver el clasico problema de la ecuacion de on-
da (o ecuacion de d’Alembert) unidimensional. Consideremos la ecuacion de d’Alembert

unidimensional

—u(z,t) — Clu (x,t) =0. (2.2.1)

Donde x es la variable espacial y ¢ la variable temporal ambas variables independientes,
u (z,t) representando el dislocamiento, la variable dependiente y ¢ una constante positiva

que es la velocidad de propagaciéon de la luz en el vacio.

En este punto vamos a estudiar el comportamiento de una cuerda de violin, cuya longitud
es ¢. Admitamos que u (0,t) = 0 = u (¢,t) para todo ¢, esto es, que la cuerda del violin
esta fija en los extremos. Como estamos admitiendo condiciones que dependen de la
geometria, estas son las llamadas condiciones de contorno que, en este caso son de tipo
Dirichlet (valores dados en la funcién ) homogéneas. Por otro lado, vamos imponer dos

condiciones mas, las que envuelvan la parte temporal, a saber,

0

u(@0)=f(2),  Zul@?)lo=g() (2.2.2)

la primera de ellas significa que el dislocamiento inicial es una funcién de la variable
espacial, como tambien es la segunda condicion, que representa la velocidad inicial. Visto
que ambas son dadas para un tiempo fijo, en este caso t = 0, decimos que estas son las
condiciones iniciales. Entonces nuestro problema es construido de una ecuacién diferencial
parcial con dos variables independientes x, t, dos condiciones de contorno y dos condiciones
iniciales.

En principio, como tenemos una ecuaciéon diferencial parcial de segundo orden, tanto en
la variable x, cuanto en la variable ¢, necesitamos de cuatro condiciones, o sea, podemos

pensar que después de la separabilidad, tenemos dos condiciones para cada una de las
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ecuaciones diferenciales ordinarias. Apliquemos el método de separacion de variables, es

decir buscamos soluciones de la forma
u(x,t)=R(x)T (t) = RT

donde R (x) e T (t) dependen solamente de las variables = y ¢, respectivamente. Introdu-
ciendo esta expresion en la ecuacion diferencial parcial, se divide por el producto RT y

reordenando, podemos escribirla de la siguiente forma

1 T// Rl/

2T R
donde el segundo miembro solo depende de la variable x. podemos igualar esta ultima
expresion a una constante a saber

lTl — Riﬂ = _)\2
T R
donde A\ es llamada, la constante de separacion. De esta ultima expresién podemos escribir
las dos condiciones diferenciales ordinarias, o sea
d2
—R(z)+ XNR(x) =0

dx?

d? 9 B

=T () +XT (1) =0.

Antes de seguir, es interesante notar que las dos ecuaciones diferenciales ordinarias tienen
un parametro constante. Tambien es de resaltar que si la ecuacion diferencial parcial no
fuera homogénea, la separaciéon no seria posible. Nosotros tenemos dos condiciones (de
contorno) que son homogéneas, después separables. Pasemos a separar las condiciones de

contorno, o sea,

w(0,8)=R(O)T{A) =0 = R(0)=0

w(l,t)=R(OT{H) =0 = R({)=0

para todo T (t). Podemos concluir que de la separabilidad de la ecuacién diferencial y
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de las condiciones de contorno, obtenemos un problema en una sola dimensién, esto es
conocido el problema de Sturm-Liouville. Debemos entonces resolver el siguiente problema
de Sturm-Liouville ,
dci’2R (z) + NR(2) =0

con condiciones R (0) =0 = R ({).

La soluciéon general de la ecuacién diferencial depende del pardametro A. En los casos en
que A\? < 0 no tenemos soluciones no triviales y por tanto no tenemos en cuenta estas dos
posibilidades. Aqui es posible notar el porque colocamos un signo negativo delante de la
constante de separacién. Si no hubieramos colocado el signo, los valores que descartamos

satisfacen A2 > 0. Para el tercer caso tenemos A\? > 0, podemos escribir la solucién general

de la ecuacion diferencial, asi

R(z) = Acos Az + Bsen Az

donde A y B son dos constantes arbitrarias. De la condicién R (0) = 0 concluimos que

A =0y de la otra condiciéon podemos escribir
Bsen M =0

que se satisface si B = 0 o si, sen Al = 0. En el primero de los casos tenemos solamente
soluciones triviales y no son las soluciones que estamos buscando. Entonces resolviendo

la ecuaciéon trigonométrica, obtenemos para la constante de separacion

km
A = —
S
con k£ = 1,2,... donde podemos escribir para la solucién del problema en la variable

espacial,

Ry, (z) = By sen (Tx)

donde B, son constantes.
Después la resolucion del problema en la variable espacial, donde determinamos los posi-

bles valores de la constante de separacion, con tales valores podemos resolver la ecuacion
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en la variable temporal, esto es la ecuacién
& kr)®
—T(t — | T(t)=
e+ () T o

cuya soluciéon general es dada por

Ty (t) = Cy cos <k:€7rt> + Dy sen (Tt)

donde C} e Dy son constantes.

Tenemos dos ecuaciones diferenciales ordinarias resueltas, entonces podemos escribir la
solucion de la ecuacion diferencial parcial como

km km km
ug (x,t) = [ak coS <€t> + by, sen <£t> sen <€x>

donde definimos las constantes ap = Cj - B, v by = Dy, - By. Visto que la ecuacion dife-

rencial parcial es lineal, usamos el principio de superposicién de soluciones, para escribir

la solucion, esto es,

_ g:l [ak cos (Tt) + by sen ("Z%)] sen (’“g%) (2.2.3)

donde las constantes a; e by son determinadas a partir de las condiciones iniciales. Tenemos

que la condicién para el deslocamiento inicial es f (), de donde podemos escrever
> k
0) = ) axsen (Wm> = f(x)
k=1 ¢

y de la condicién de la velocidad inicial ¢ (x), obtenemos

gtuxt limo= i%( )sen(lzrx):g(l’)

donde las funciones f (x) y g (z) son conocidas.
Para determinar explicitamente los coeficientes a; e by, llamados coeficientes de Fourier,

debemos conocer las condiciones para las funciones f (z) e g (z).



40

2.2.2. Ecuacion de difusion

Consideremos un alambre la longitud ¢ donde vamos a discutir la ecuaciéon del calor,

através de la ecuacion diferencial parcial
1
—u(z,t) = ——u(z,t) (2.2.4)

donde o es una constante positiva. Tenemos las siguientes condiciones de contorno u (0, t) =

0 =wu(¢,t), con condicién inicial, u (x,0) = f (z) y buscamos soluciones de la forma
u(x,t)=R(x)T (t) = RT

que podemos escribir de la siguiente forma

}i/ — lﬂ' — )2
R oT
donde \? es la constante de separacién. De la expresiéon arriba obtenemos las siguientes

ecuaciones diferenciales ordinarias, en la variable ¢

d
—T 0T (t) =
o (t)+NoT (t)=0

con soluciéon dada por

T(t)=Ae N

donde A es una constante de integracion, en cuanto que la ecuacién en la variable x es
dada por

d2

—R(z)+ XNR(x) =0

da?

usando las condiciones de contorno, vemos que la solucion es
km
Ry, () = By sen (633

donde By es constante. En conclusion obtenemos la solucion del problema utilizando el

principio de superpocisiéon de soluciones

w(z,t) = kf:l e G P (73&)
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donde ap = A - Bx debem ser determinados. Utilizando la condicién inicial multiplicando

nm

i :c), integrando en el intervalo 0 < x < /¢ y utilizando la

ambos miembros por sen(

ortogonalidad de las funciones trigonometricas tenemos

ap = i/ogf(x) sen <k?x> dx

donde podemos escribir la solucién de nuestro problema, asi

u(z,t) = zi {e‘{(’”/é)%t] /Of £ (€) sen (Tg) dg} sen <ka> .

k=1

En la siguiente seccion vamos a recuperar las soluciones de la ecuacion de difusion y onda
desde el estudio de la ecuaciéon de difusion-onda con el uso de la transformada de Laplace
y sus respectivas funciones de Green, teniendo en cuenta que el método de separacion de
variables nos consigue recuperar las soluciones de una EDF, si el parametro fraccional no
es entero. En el capitulo tres y cuatro usaremos las soluciones de la ecuacién de onda y del
calor bajo ciertas condiciones iniciales para compararla con las aproximaciones obtenidas

entre el VIM y el ADM.

2.2.3. Ecuacion de difusion-onda

En esta seccion vamos a encontrar las soluciones fundamentales al problema de Cauchy

y de los valores en la frontera para la ecuacion de evolucion dada por
DPu] = Duy,, 0< <1, D>0 (2.2.5)

donde z y t son variables de espacio-tiempo, y u = u (x,t; 3) es la solucién, que depende
del tiempo, t > 0. Se puede ver que en el caso f = % se recupera la ecuacion de calor y

cuando [ =1 se tiene la ecuacion de onda, o sea los respectivos casos de orden entero.

(a) Problema de Cauchy (PVI)

u (x,O*;ﬁ) =g(x), —c0o<z<00 (2.2.6)

u(Foo,t;8) =0, t>0 (2.2.7)
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(b) Problema de valores en la frontera (PVF)

u(z,0%8) =0, >0 (2.2.8)

u (O+,t; 6) =h(t), u(4o00,t;6)=0, t>0 (2.2.9)

Si 1/2 < f < 1, adicionamos en la Eq.(2.2.6) y en la Eq.(2.2.7), valores iniciales para
la derivada en el tiempo de la variable wu, (x, 0F; 6) Para asegurar la continuidad y la
dependencia de la solucién en nuestro parametro 0 < S < 1 también en la transicion de
B=(1/2)" a = (1/2)", vamos asumir que u, (CC,O+;5) =0

Para ambos problemas es conveniente usar la funcién de Green G. (z,t; ) e Gs (x,t;3)
quien representa las soluciones fundamentales cuando g (x) = §(x) e h(t) = 6 (1), res-
pectivamente donde 6 denota la distribucién delta de Dirac. Las soluciones de ambos

problemas son obtenidas por uso de la convolucion asi:

u(w,t;8) = /O:O Ge (& :8) g (x — £) dE, (2.2.10)

u(z,t;f) = /Ot Gs(x,7;8)h(t —7)dr (2.2.11)

donde se debe notar que

Ge (z,;8) = G (|2, ;) - (2.2.12)

Es decir la funcién de Green G, (z,t;3) es una funcién par en z. Usando la TL obte-
nemos las funciones G, (x, s; 3), G, (x, s; 3) y después obtenemos por inversién de la TL,
Ge(x,8;8) v Gs (2, 5; ). Supongamos que g () = ¢ (x) para el PVI y al aplicar la TL en
la Eq.(2.2.5)

e{.07" (6]} = £{DIG.,.} (2.2.13)

obtenemos

sG, — 65 (x)s* 1 =D [g_c} (2.2.14)

Tx
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aqui consideremos que d(z) es no singular en cero, después vamos a tomar dos casos, z > 0

y x < 0, y al imponer la condicién de la Eq.(2.2.7) se encuentra la solucion:

cle—(m/ﬁ)sﬁ + cze(x/ﬁ)sﬁ, sex >0

G.(v,58) = (2.2.15)

6367(56/\/5)5[3 + C46<x/\/5)8ﬁ, sex <0

claramente c; = ¢4 = 0 esto es para asegurar que la solucion exista si || — oco. En la
Eq.(2.2.14) con x = 0 la funcién G, (x, s; 3) no es continua en la primera derivada, luego

por propiedades de la funcion de Green tenemos

Ge (0+73§5) — G (0_75’;5) =c(s)—cu(s)=0=>c=0u

y derivando en ambos lados con respecto de z desde z = 0~ a x = 0T, tenemos:

S/B

(0_75’;5) = — [e1 + ¢4 VD

Integrando en la Eq.(2.2.14) respecto a x con limites en x = 0~ a z = 0%

o+

/O+ s G dx — /O+ §*P715 (x)dr = D {QC} dx

0— TT
261 /°+ §(x)de =D |G

xT

de donde
_SQﬁ_l _
D - [gc}xm
y
B §28-1
—la+c = - ,
[ 1 4] \/5 D

es decir

@32/3—1 N 1
- L= ——
D s ' 9oVDst — B

y encontramos que la TL de la funcién de Green para el PVI es

—2c; = =y

= 1 z_ )8 = )sB
- s [ ]
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de donde vemos que
|z

- 1 v D
Go=——=— ¢
2v/ Dsl=8

§
) , —oo <1z < o00. (2.2.16)

Para el PVF de la transformada de Laplace tenemos

G, - D[G.] =0 (2.2.17)

rx

y por el célculo andlogo al caso del PVI se encuentra que

T

Gs (z,; ) =:016_<j%)55—kcae(73>sﬁ, >0

claramente cuando x — oo, implica c; = 0 para garantizar que la solucién desaparece,

con h(x) = 4§ (z), G, (0+,t,ﬁ> =0(s) = e =1 se tiene

G, (2,5,03) = 6_(%)557 x> 0. (2.2.18)

Vamos a encontrar una relacién de reciprocidad entre las dos funciones de Green G, y G..

De la Eq.(2.2.18), se puede obtener

d - —x8s°1 f(%)sﬁ

% ouD ©

, x>0
y de la Eq.(2.2.16) vemos que

d - _
—G, = —2xpG., x>0,
ds

lo que implica por integraciéon la siguiente relacion de reciprocidad

_ t -
xG. (x,s,0) = %Qs (,s,8), x>0. (2.2.19)
Introduciendo la siguiente variable de similaridad asi

2]

VDt8’

0<p<1
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y aplicando la formula de inversién de la TL en la Eq.(2.2.19) para obtener

- lz| 1 / st—(ﬂ)sb’ ds
. t-B) = VD
|2|Ge (2, t; 3) 9v/D 2ri Bre S1-8

donde B, es el camino de Bromwich. Para ¢ = st y la variable de similaridad z tenemos

que
e ’ =4’ 178 = o’
t ’ t1=5
es decir
‘.’E’ a (Q)G— do
l’gc Jf,t, = VD )4
l21Ge (.4 6) Ami/D Jor € e

:m Bre ol-8’ >0, 0<p<1

llamado M (z; ) nuestra funcién auxiliar

1
M(z;ﬁ)zf/ e " do 0<p<1

omi JB ol=8’

donde B, representa el contorno de Bromwich. De esta ecuacion encontramos:

2[G. (. 8) = SM (2:8). (2.2.20)

La expresion M (z; 8) es continua desde z > 0, para todo z € C y en cierta representacién
integral. Para este objetivo se usa el contorno de Bromwich modificado de la Figura 2.2,
de donde obtenemos el contorno equivalente para z > 0 conocido como representacion de

Hankel y dado por

1 o—zof A0
M (2;8) = /‘e 5 0<A<L,

i

que se puede escribir
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y usando la reciprocidad de la funciéon gama en la integral de Hankel se observa que

I Ry P
I'(z) 2mi a0
de donde
= ()

M (z;8) == HZ:% Tk 0<B<1, (2.2.21)

recordando que la férmula de reflexién para la funcién gama

1 1
e = ;F (1 —2) sen(mz)

y sustituyendo en la Eq.(2.2.21), se encuentra que
n!

M (z8) := - i (-1)"T (B (n+1) sen (75 (n + 1)]) ;

(2.2.22)

se puede ver que el radio de convergencia de la Eq.(2.2.21) es definidoen 0 < f < 1y
nuestra funciéon acaba de ser entera en z. Por consiguiente, el cambio entre las series y la
integral en nuestro cdlculo es posible, asi la integral y la serie de M (z;3) es valida para

cada z € C. Ahora podemos escribir la Eq.(2.2.21) usando la funcién Wright y Mainardi,

> z" 1 —odo
M (z; A\p) = —:—/ KR — 2.2.2
(23 An) 7;) n!l'(An+p) 270 JHa ‘ ot ( 3)
donde para A > —1, ;> 0, tenemos
11 (0,0)
M (z;8) =W (=2,—8,1=08) = Hi}, |2

que ha sido escrita tambien en términos de la funcién H de Fox, notando que es posible

evaluar esta funcién para algunos valores de (3.
Teorema 2.2.1. Para = % Yy q > 2 con q un numero entero positivo, M (z; B) se puede
expresar como la suma de (¢ — 1) séries de poténcia de z.

Demostracion. Si § = % se sustituye en la Eq.(2.2.22) y obtenemos:

(oo s

q q
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(n+1)

, . 1) .
el término sen{ ("(; } desaparece cuando es entero, luego escribimos (n+1) =

gn+h, m=0,1,2,...,y h=0,1,2,...,q — 1, entonces tenemos una serie infinita en

n, truncada para g — 1 series infinitas em m. Ahora usando identidades

sen <7m + 7th> = cos (mn) sen <7;h> = (—1)" sen (”qh>

obtenemos
1 oo n+h—
() SR e () ()
T h=1n=0 q q ) (gn+h-—1)

introducimos el simbolo de Pochhammer

<h> _T(n+h/g)
q),  T(h/g

encontramos el resultado esperado
14 1 > h h 7h an+h71
M o+ Hh-1 () () sen () L
( ) ;1217;) q)\q/, q ) (gqn+h—1)!

Un ejemplo de este teorema se relaciona con la funcién de Green en la ecuaciéon de difusion
y que es la funciéon de Mainardi equivalente cuando ¢ = 2. Es decir al hacer ¢ =2y h =1

vemos que

recordando que I (%) = /7 y la féormula de Legendre con z =n + %

1
['(z)T (z + 2) =m0 (22), 2:#0,—1,-2,...

calculamos '
1\ Tr+1/2) =% (2n)
2) (12 7 = 22l
asl

1y 1 R (2n) 22 1T & ()" 1 2
M(%) =2 2 Y e i~ x 5) =&

n=0

y su grafico es la funcién de Gauss reconocida por ser la funcién de Green de la ecuacion
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de el calor, Figura 2.5.

®
~No

9

2 4

M

Figura 2.5: Funcién de Mainardi, con M (z;1/2) = ﬁe*%.

Vamos a mostrar que para cualquier 0 < 5 < 1, M (z; 3) se satisface

de-1 1 —1)¢ 1
_1M<z,>+( ) zM(z,)-O.
dz1 q q q

Teorema 2.2.2. Para 0 < < 1 la funcion M (z; B) satisface la ecuacion diferencial

fracional de orden v =1/8 —1,v > 1 dada por

JA/B)-1

M (58) + €M (28) = 0

Demostracién. Sea

1 .
M (z;0) : /Hae e

" 2mi

haciendo el cambio de la variable

_ 5 _ (B
o—=T=0"=dr = <01_6> do (2.2.24)
tenemos
1 1
M (2 ::7/ et g 2.2.9
BM (s16) = g [ e ar (2.2.25)

donde ¢z es el camino (en el 7-plano complejo) obtenido desde el camino de Hankel original

por la transformacién de la Eq.(2.2.24). De la Eq.(2.2.25) derivando con orden v = % -1



49

obtenemos (1/5) s
d\1/h)-1 -1
Mz = -

27”7([,2(1/6)_1

por otro lado de la Eq.(2.2.25) vemos

/ gzt _(1/8) =14 (2.2.26)
B e

2rifzM (z;8) = —/ eTl/ﬂi (e_”) dr

] dr

d

= |:6TI/B€_ZT +/ — (eTl/’B> e “Tdr
cB cg dT
luego
1 1
2mifzM (z; ) = 3 e P sy (2.2.27)

cp

por lo que de las ecuaciones Eq.(2.2.26) y Eq.(2.2.27) se tiene el resultado ]

Con g = %, q > 2, del anterior resultado obtenemos

da—1 1 1) 1
M|z -]+ (=1) M z;—]=0 (2.2.28)
dz1-1 q q

q

donde si g > 4, tenemos una ecuacién diferencial Hiper-Airy de orden ¢ — 1.
Podemos concluir que nuestra funcién auxiliar M (z; 5) encuentra las soluciones de la
Eq.(2.2.28) que satisface las k condiciones iniciales obtenidas de la Eq.(2.2.22) por
b (-1)"
M"(0;8) = I'B(h+1)]sen[nf(h+1)], h=0,1,...,k—1

™

donde k = {% - 1} (es decir k es el minimo entero positivo mayor o igual a 1/8 — 1).

En la ecuacion fraccional de difusion-onda, solo los valores positivos de z son de nuestro
interes. De hecho para z € R™ la funcién M (z; ) es mondtona decreciente en 0 < 5 < 1/2,
para 1/2 < 8 < 1 existe un crecimiento seguido de un decrecimiento, obtenido un valor
maximo en M (5) para un punto Z, (), entonces cuando § — 17, My () — oo e
Zy () — 1, en nuestro caso limite § = 1 se recupera la ecuaciéon de onda y tenemos que
M (z;1) =6 (2 — 1); que ayuda a recuperar la solucién de la ecuacion de onda por medio
de la relacion de reciprocidad de la Eq.(2.2.20) y de la solucién obtenida en terminos de

la funciéon de Green en la Eq.(2.2.11).
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Capitulo 3

Ecuaciones diferenciales fraccionales

no lineales

Las EDOF y EDPF permite estudiar fenémenos lineales y no lineales de fisica, biologia,
ingenieria y otras areas de la ciencia y sus aplicaciones. La potencia de las EDF radica en
que permite recuperar la mémoria de diversas situaciones fisicas. Fenomenos no lineales
asociados a la difusién andémala, a los procesos de evolucion, transporte, viscoelasticidad,
tienen modelos desde las EDPF no lineales que permiten explicar la memoria fisica de ellos.
En particular cuando el calculo fraccional es aplicado en la variable temporal, diversos
modelos ya fueron estudiados por los investigadores del area. Las ecuaciones KAV, Burgers,
de difusiéon anomala, Harry Dym [41] son ejemplos de estos fendmenos. Algunas soluciones
de estos modélos pueden ser encontrados de forma exacta o aproximada. En verdad por
la complejidad de estas ecuaciones los métodos de aproximaciéon de soluciones son mas
usados. Nuestro enfasis en este capitulo es estudiar, aplicar, comparar métodos como
simétrias de Lie, descomposiciéon de Adomian y de iteracién variacional para algunas

EDF lineales y no lineales.

3.1. Simetrias de Lie. Ecuaciones fraccionales de Bur-
gers y Korteweg-de Vries

Las simetrias son propiedades fundamentales encontradas en la naturaleza de los fenéme-
nos, diferentes leyes fundamentales tienen simetrias. Ecuaciones diferenciales ordinarias y

parciales son usadas como modélos de procesos cuyas soluciones pueden ser encontrados
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desde la teoria de grupos de Lie [42]. En las tltimas décadas el uso creciente de aplicacio-
nes de las ecuaciones diferenciales fraccionales en diferentes modelos abre la posibilidad
de ser aplicados los grupos de simetrias de Lie. De hecho Gazizov, Kasatkin, Lukashchuk
propone una formula de prolongacién para derivadas fraccionales [43], que es usada por
investigadores de EDPF no lineales [44]-[48]. En esta seccién vamos a usar esta teoria para
llevar las ecuaciones fraccionales de Korteweg-de Vries y de Burgers a EDOF no lineales,
en particular nuestro aporte a esta tematica se darad cuando se lleve la KAVF a una EDOF

no lineal.

3.1.1. Simétrias de una EDPF

Consideremos la EDPF de la forma
DY u(x,t)] = F(x,t, U, Uy, Ugg, Uggay - ), ¢ > 0, (3.1.1)

donde la derivada fraccional que vamos a usar es la derivada de RL ya que en se usara
el extension infinitesimal relacionado a esta derivada, sin perder de vista que es posible
usar la derivada de Caputo con su respectiva extensién infinitesimal. Vamos a suponer
que esta ecuacion es invariante bajo un parametro (€) de transformaciones continuas dado

por

f:t+67(:v,t,u)+0(82),

fzx—i—sf(x,t,u)—i—O(sQ), (3.1.2)

ou 0% 0 9

85“ %‘i‘gca—i‘()(&?),

ou  Ou 1 9

%—%+5C1 +0(8),

u  0*u 1 9

@ = +€C2 +0 €), (313)

=23 (
g?;;:gil;JrsC%JrO(aQ),
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donde 7, £ e i son infinitesimales y ¢}, (3 , (3 y ¢ son extensiones infinitesimales de orden
2,3 v «a respectivamente. La expresion explicita para (i, (3 e (3 son calculados al usar el

teorema de extensiones infinitesimales de la clédsica teorfa de grupos de Lie [49]. Es decir

Cll = Nz + (nu - g:c) Uy — TxUt — fu (ua:)2 — Ty Uz Ug, (314)
_guuu Tuuu Ut + ( - 251) Ugy — 27—9:”215 - 3£uu:pxuz

—TyUgg Ut — QTuuaztum )

G3 = Nzaz + (3ezu — Erra) Ua — Tawetls + 3 (Noww — Eaou) U (3.1.6)
—3Tagullatis + (Nuuu — 3Eouu) Us + 3 (Now — Eaa) Uaa
—3Taalat — 3Taalat — 3Towulote + 3 (Nuw — 3Eou) Uz
=BT Ut Uae — OTpu gt Uy — 3ToUset 4 (N — 3&e) Uawa
—Caaally — 68Ul Usy — 3TuulioUts — TuwuUsty — 3E, o,

_3Tuua¢xtut - BTuuuxa:uxut - 4€uu — TXTUy — TyUggzUt,

y se puede asociar el generador infinitesimal dado por

xorfyel 0

o (3.1.7)

donde el limite inferior de la integral en la derivada de RL Eq.(1.1.2) fija un invariante

bajo las transformaciones en la Eq.(3.1.2) y Eq.(3.1.3) dado por

7 (2, t,u) [1=0 = 0, (3.1.8)
con la extensién infinitesimal ¢¢ dado por la importante férmula de prolongamiento [43]

Ca = Di(n) + ED7 (ug) — D7 (§uz) + DF(Dy(m)u) — D (ru) + 7D (u). (3.1.9)
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Aqui el operador Dy es el operador de la derivada fraccional total al usar con la regla

generalizada de Leibniz [50] para la derivada fraccional de RL conocida por

- «Q —n n
Di(r0ao) = 3 (1) D sODa(0), o, (31.10)
n=0
donde (z) = % Recuerdese la regla de la cadena [50]

dmdtm Z Z <7a> ]i?n[(y(t))k_r]ddg;g). (3.1.11)

k=0r=0

de donde se puede obtener con f(t) = 1, una expresién mas explicita para la extensién

infinitesimal (¥, optima para usar en los calculos de las simetrias y que es dada por

0%n 0%u a%n,
0 _ _ _
Ca - dta + (nu OéDt(T)) dta U ata +/1’
< | [fa\I™n Q@ _
uo Dn+1 Da n
£z (2 Yo

- Z( ) DY "(uy). (3.1.12)

Vamos a suponer para el estudio de la invarianza de la Eq.(3.1.1) bajo las transformaciones

continuas con paramétro (€), que

0ot (z, 7 _
a(tf) F(7,%, 0, Uz, T, Tr, ..), 0 > 0, (3.1.13)

al sustituir las Eq.(3.1.2), Eq(3.1.3) en la Eq.(3.1.13), hacer la expansién para € = 0, y

organizar los calculos obtenemos

aF OF _OF _,0F 18F OF

O _ T — — N— — — =

conocida como ecuacién invariante de las EDPF. Ahora podemos resolver 7, e, explici-

tamente en la anterior ecuacion y aplicar la definicién de solucién invariante.

Definicién 3.1.1. [51] Una solucion u = ©O(x,t) se dice una solucion invariante de la
EDPF Eq.(3.1.1) si y solo si

(i) w=0O(z,t) es una superficie invariante, es decir XO = 0 implica
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(r3+¢2 +n2)e=0.

(it) w=0O(z,t) satiface la Eq.(3.1.1).

3.2. Ecuacion fraccional de Korteweg-de Vries e de
Burgers

En esta seccién vamos a demostrar que la ecuacién Korteweg-de Vries fraccional (KdVF)
puede llevarse a una EDOF no lineal que esta en terminos de los operadores fracionarios
de Erdélyi-Kober. Sahadevan e Bakkyaraj en [51], dejan para el lector la prueba de este
hecho y presentan la prueba de llevar la ecuacién de BF a una EDOF no lineal en ter-
minos de los mencionados operadores. La ecuaciéon KdVF e BF tienen diferentes estudios
desde las simétrias y las aplicaciones en teoria de viscoelasticidad, transporte, mecanica
cuantica, aerodindmica, fluidos [52]-[61]. En [62] es hecho el estudio de la BF perturbada

desde el andlisis de las simétrias de Lie para encontrar solu¢oes exatas de la misma.

3.2.1. Ecuacioén fraccional de Korteweg-de Vries

Vamos a considerar a KAVF dada por la siguiente ecuacion

DY u] = tgye + AuPu,, u=u(z,t), (3.2.1)

con u = u(x,t) y A constante, donde 0 < a < 1, p > 0. La derivada fraccional que se
usara es la de RL que en el tiempo modela la sub-dispersion, el término de la derivada
de orden tres representa la dispersion y el término no lineal que indica la conveccién. El
balance de estos fendémenos lleva a las llamadas ondas solitarias en el caso entero o = 1,
cuando la masa y la energia se conservan [63].

Al usar la definicion de derivada de RL y las transformaciones continuas de las Eq.(3.1.2),

(3.1.3), podemos obtener la ecuacién invariante como
(60— G — Aur¢! — Apnur~u,| =0, (3.2.2)

Sustituyendo las expresiones explicitas para ¢, (s, (s de las Eqs.(3.1.4,3.1.5,3.1.6) en la
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férmula de prolongacion (2, es decir en la Eq.(3.1.12) y al igualar las derivadas hasta las
poténcias de orden cero, obtenemos el siguiente sistema sobredeterminado de ecuaciones

lineales.

£u:€t:Tu:Tx:€xmz:nuu:O

«a 7 o «Q n+1 . o
(n)at (M) <n N 1>Dt (1) =0 para n=1,2,..

AuPE () — ApnuP ™' — 31ppu — € AUPT (1) = 0
3§ll(x) — Nauw =0
3¢ (x)—ar () =0

8?(”) - uaf(nu) — Nezz — AuPn, = 0.
Resolviendo este sistema de ecuaciones, obtenemos explicitamente los infinitesimales

3aot 2
E=apr+ay, 1= = 200 (3.2.3)
Q p

donde ag y a; son constantes arbitrarias. En este punto tenemos el operador infinitesimal

0 3apt 0  2apu O
X:(aol’—i-al)%‘f'joa— ; %

y la base para el algebra de Lie de la KAVF es

0 0 3o 2ud
(Xl—am’XQ—xaﬁaat‘pm)'

La variable de similaridad z y la transformacién de similaridad f(z) correspondientes al
operador infinitesimal X5 puede ser obtenido al resolver la ecuacion caracteristica

dv  adt  —pdu

T —g_ 2u

de donde se encuentra que

2« —

w=t% f(z), z=uat>. (3.2.4)

Ahora podemos usar esta transformaciones de similaridad en la KAVF y transformar esta

en una EDOF no lineal.
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—2« —a
Teorema 3.2.1. Las transformaciones de similaridad w =t f(2), z=xt3 reducen

la Eq.(3.2.1) KdVF en una EDOF no lineal de la forma

1-22¢_q 3
<P3 o f) (2) = ZJ;—l— fp f (3.2.5)

con el operador diferencial fraccional de Erdélyi-Kober dado por

(Pgag) m_ol (7’ +j- ;zgf> (KT“”” ag) (2), (3.2.6)

z2>0,0>0,aa>0,¢

a]+1, o £N

a, aeN

3
|

donde

(Kg’ag) (z) = F(la) /loo(u N 1)0*1u7(7+a)g < é) du o> 0,

g(z) a=0

(3.2.7)

es el operador integral de Erdélyi-Kober.

Demostracion. Sean—1 < a<n, n=1,2,3,.... Consideremos la derivada fraccional

de RL y las transformaciones de similaridad, entonces

8O‘u an 1 t n—a—1 _% _2?11
8ta_6?tnlf‘(n—a)/o<t_8) i f(xs )ds]

siv="% ds= Zdv, la ecuacién anterior puede escribirse como

0%u . on n_a_% 1 @ n—o—1 —(n—a—g—;‘-‘rl) 2a
at"_at"[t F(n—a)/1 (v—1) v f<ZU )dv]

al usar el operador integral fraccional de Erdélyi-Kober tenemos

Fu _ 0" [t" 5 (Ki £ af) (z)] .

ate ot

podemos simplificar esta expresion con z = at5 , ¢ € C'(0, 00) tal que
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y obtener

o" N 22 1—%—‘;‘,71—(1 o ot o n—a—2a 1—%—‘;‘,71—05
W{t P(KZ f) (Z)] = o1 at(t ”(Kz f))(z)

n— 2o 1-2% n—a
= G [t" R (a3 -52%) (Ks g f) <z>].

Al repetir este proceso (n — 1) veces tenemos

8n 2a 1-32 2a n_l 2a (6% d 1—22 o
Ry S T o =+ 1-=— ——z—¢ | [ Ky ™ :
W[ s ( : f) <z>] 3 H( 20 32dz¢>( : f) (=)

« j:()

Si usamos la definiciéon de operador diferencial fraccional de Erdélyi-Kober con

T—>1—2—°‘—ae(5:§tenemos

3p
8” a 73—a,nfa —a— 2o *Qfa*a,a
" {t (Ki 5 f) <z>] ok (Pi, 5 f) (=)

Teniendo en cuenta que si

uP :t’%apfp, Uy :t_%f’ (2) 5,

w|R

Upy = t_%f" (2)t7 3, Uppe = t_%f’” (2) t3

2a

jra-3 (Pf> (2) =775 (/" () + A S F(2)

[e3

podemos obtener

o 3

(Pé_g”’_a’af> (2) = C;Zf + Afpfg.
Puede verse que este resultado recupera la solucién de la clasica KdV cuando en la EDOF
se toma a = 1,p = 1. Para otros casos del parametro a métodos para la busqueda de
la solucién todavia esta en investigacion. Es conocido que el caso que A = 0 existen tres

soluciones linealmente independientes, teniendo en cuenta que nuestro resultado es un

caso particular de los resultados en [64]. Se puede obtener algunas soluciones exactas de
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esta EDOF con el método de la sub-equacién en el caso que p =1 [65].

3.2.2. Ecuacién fraccional de Burgers

Vamos a considerar la BF conocida por la siguiente ecuacion
DY u] = ugy + AuPu,, u=u(z,t), (3.2.8)

con 0 < a <1, Ae Ryp >0y con derivada fraccional de RL que en el tiempo
modela la sub-difusién. En el caso que @ = 1,p = 1 se recupera la clasica ecuacién de
Burgers, que puede ser resuelta con simetias de Lie al obtener sus cinco generadores para
su operador infinitesimal desde su respectivo sistema de ecuaciones invariantes [42]. El
estudio de los invariantes y simetrias de Lie de la BF es hecho en [51], a partir de dos
generadores para el operador infinitesimal de dicha ecuaciéon obtenido desde su sistema
de ecuaciones invariantes, que permiten encontrar las siguientes transformaciones de si-
milaridad u (z,t) = to f (2), con variable de semejanza z = 2t , que convierten la BF

en una EDOF no lineal.

Teorema 3.2.2. La transformacion u (z,t) = t% f(2), y la variable de semejanza, z =

—a ., . . . . . . .
xt2 reduce la BF a una ecuacion diferencial ordinaria no lineal de la siguiente forma

4t

dz?

con el operador diferencial fraccional de Erdélyi-Kober

Jj=0

(770) ()= TL (70 52 (577 70) @2 0.5 0

al+1, a¢ N
m = o] # donde
a, a€eN
1 OO a=1_—(r+a) 1 .
. ﬁ/ (v—=1)"""v g(zué)dv, a > 0;
(K5°9) (2)i={ "

es el operador integral fraccional de Erdélyi-Kober.
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El anterior teorema permite encontrar soluciones de la BF desde la EDOF no lineal cuando
A =0y p=1, generando dos soluciones linealmente independientes, en [64] es hecho un
amplio estudio y llevando las soluciones del caso 1 < a < 2 a las funciones H de Fox.
Cuando p =1y A # 0 la construccion de soluciones particulares de esta EDOF atin esta

en investigacion.

3.3. Meétodo de descomposiciéon de Adomian

El fisico de los Estados Unidos, George Adomian (1923-1996) creé el método de decom-
posicion de Adomian (ADM) en la década de 1980 [66], para resolver problemas fisicos e
biolégicos de diversas ecuaciones no lineales y estocéasticas que eran de dificil solucion. El
método es considerado semiandlitico y calcula una serie convergente para la soluciéon exac-
ta bajo ciertas condiciones analiticas [67], donde el operador no lineal es descompuesto
en una serie que tiene polinémios de Adomian. Lo interesante del método es que la serie
puede truncarse con pocos términos y obtener una aproximacion buena de la soluciéon de
la ecuacion diferencial en estudio. La extension del ADM para EDPF lineales y no lineales
es dado recientemente [68], [69] desde estudios de la ecuacién de difusiéon y KAVF. En esta
seccién vamos abordar el estudio del ADM para ciertas EDOF y EDPF| respectivamente

como en [70], [71].

3.3.1. Soluciéon de una EDOF con ADM

Consideramos el problema de valor inicial

DYy (x) + Ly () + Ny (z) =g (), a >0, (3.3.1)

y B (0)=cp, k=0,....m—1, m—1<a<m, (3.3.2)

donde L es un operador lineal, .Df* representa la derivada fraccional en el sentido de Capu-
to (ya que con esta definicion se puede usar la TL sin depender de la integral fraccional

que aparece cuando se usa la TL de RL), N es un operador no lineal y ¢ es una funcién
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continua. El método de decomposicion consiste en encontrar la soluciéon de forma

~ 3 . (3.3.3)

El operador no lineal Ny (x) es descompuesto de la siguennte forma

Ny (z) = iAn (Y0, Y15+ Un) 5 (3.3.4)

n=0

donde A,, son los polinémios de Adomian que tienen la forma

1 (]
A= dAn (Z)\ y) . (3.3.5)
A

=0

Para la funcién no lineal en los primeros polinémios de Adomian son dados por

AO = f (y()) )
Ay = [0 (v0) y1,
Ay = 1O (go) i+, 1 (o) v + 53/ (o) ot (336)

1 1
Ay = O <yo>y4+f<><yo>{yly3+,y§}+2,f<><yo>yly2+ L7 (o) ot

2!

Ay =Y (yo) ya + 1P (90) {y1a + v2ys} + @ (yo) {wivs +v1v3 }

+af @ (vo) i + 51./P (vo) i
Ahora para resolver el problema de valor inicial dado en la Eq.(3.3.1) y Eq.(3.3.2), usando
el operador integral de RL en ambos lados de la Eq.(3.3.1) y el hecho que

r (5 + 1) Prears

Jorf =
T Tla+8+))

obtenemos

m—1 [IZ’k N . )
yzkgocky+J g(z) — JLy (z) — J*Ny (z). (3.3.7)
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Al sustituir las Eqgs.(3.3.3,3.3.4) en la Eq.(3.3.7), se puede definir las componentes y,

recursivamente como

m—1 k

X
Yo=Y Ch oy +J% (x),
k=0 :

o o 3.3.8
y1 = —J"Lyo (z) — J* Ao, (3.38)
Yn = _JaLynfl (l’) - JaAnfla n > 2

y estos ayudan a determinar la solucién en série truncada asociada a la Eq.(3.3.3)
n—1
D, => y (3.3.9)
i=1

que da una soluciéon aproximada para el problema de valor inicial. Para demonstrar la

eficacia de el método vamos a considerar algunas ecuaciones diferenciales fraccionales.

Aplicaciéon en EDOF lineales

Sea el problema de valor inicial dado por la siguiente EDOF lineal
D+ f@y=g(@), y®(0)=cn k=01,....m—1, (3.3.10)

donde m—1 < a <m, g(x), f(x) son funciones continuas. Sustituyendo en la Eq.(3.3.8)

tenemos
yo = o (x) + I (x), (3:3.11)
donde
m—1 il')k
P(x)=> ko (3.3.12)
k=0
y

y=—=J [0+ )] = =J[fo] = J*[fI],

(3.3.13)
yo = —J* [fyn] = | fT[fo) + T [ £ (£ )]
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al definir el operador P por

POl =g [fJ“ IR IRA [.]]}H (33.14)

n—vecez

tenemos en general que
yo = (=1)" P [¢] + (=1)" Py [J%g], (3.3.15)

de donde podemos escribir la solucién como

o0

=> (-1)" P[]+ Z " PY[J%], (3.3.16)

con y. representando la solucién de la ecuaciéon homogénea y y, representa una solucion
particular. Un caso especial de la Eq.(3.3.10) es dado cuando f (z) = A = constante. En
este caso

P = A"J" [, (3.3.17)
por tanto, al usar el operador P en la integral de RL de una constante que y. tenemos

)TL m—1

k = kB, —\z® 3.3.18
chxz om+k~|—1) lg]ck,w ,k+1( $)a ( )

donde E, y41(-) es la funciéon de Mittag-LefHer de dos pardmetros definida en la Eq.(1.1.15).

La solucién particular y, tiene la siguiente forma

- n Ja(n - (_)‘)n x n a—
n=0 n=0

esta serie converge uniformemente entonces se puede intercambiar la suma por la integral

para obtener

Yy = / COE, L (M) g (¢ — ) dt, (3.3.20)
0

al hacer y = y. + y, obtenemos la solucién de este caso especial da Eq.(3.3.10).

Aplicaciéon en EDOF no lineales

Sea el problema de valor incial dado por
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Los polinémios de Adomian de el término no lineal f (y) = y?, son

Dyl=12+1l,m—-1l<a<m0<z<l, (3.3.21)
y™(0)=0, k=0,...,m—1 (3.3.22)
AO = ygu
Ay = 2yoy1,
Ay = 2yoy2 + i, (3.3.23)

As = 2y0y3 + 2912,

Ay = 2yoys + 2013 + Y5

Tenemos que N, = —y?, g () =1, L, = 0,c;, = 0, y al sustituir en la Eq.(3.3.8) obtenemos

?JO:JQ(Da

Yn = J (An—1>> n > 1;

Al resolver estas dos ultimas ecuaciones recursivamente, usando la integral de RL de una

potencia y los polinomios de Adomian del término no lineal encontramos que

con coeficientes dados por

5
¢6 _ Z Ckx(2k+1)o¢7

k=0

(3.3.24)

(3.3.25)
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El Cuadro 3.1, muestra la solucién para diferentes valores de «. El valor de o = 1 recupera
el caso entero es decir donde conocemos la solucién exacta (y = tanz). Es claro que la
precision puede ser mejorada através del calculo de mas términos de la solucion aproxi-
mada. Se puede ver que los primeros terminos de la Eq.(3.3.24) sugieren que podemos

escribir la solucién en série en la forma

Cuadro 3.1: Solucién aproximada de las Egs.(3.3.21), (3.3.22)

X a =05 a=1,0 a=15 a=25 a =35
0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0

0.1 0.391973 0.100335 0.0237904 0.00095153 0.000027186
0.2 0.890186  0.20271 0.06733  0.00538269 0.000307582
0.3 0.890186 0.309336  0.123896 0.014833 0.00127139
0.4 1.25417 0.422793 0.191362  0.0304499  0.00347989
0.5 1.80067 0.546302 0.268856  0.0531966 0.0075989
0.6 2.65494 0.684131 0.356238  0.0839245 0.0143842
0.7 3.99681 0.842245  0.45395 0.123412 0.0246718
0.8 6.07525 1.02937  0.563007 0.172391 0.0393708
0.9 9.22352 1.2588 0.685056 0.231574 0.0594582
1.0 13.8752 1.55137  0.822511 0.301676 0.0859749

y=> Cra@tie (3.3.26)
k=0

y sustituyendo en la Eq.(3.3.1) obtenemos la férmula general de el termo C.

3.3.2. Solucién de una EDPF con ADM

Consideremos la siguiente EDPF no lineal
Dfu(x,t) + N [u(z,t)] + L[u(z,t)] =g(x,t), t>0 (3.3.27)

donde L es un operador lineal, NV es un operador no lineal en z,t, y .Dy es la derivada de

Caputo de orden « sujeta a las condiciones iniciales

u® (z,0) = ¢ (x), (3.3.28)
k=0,1,2,....m—1, m—1 < a < m. Aplicando el operador J* en ambos lados de la
Eq.(3.3.27), obtenemos

m—1 aku tk
u(z,t) =Y s (x,0+) ot JY (x,t) — JY [Lu(x,t) + Nu (x,1)] (3.3.29)
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En semejanza a las EDOF el método de descomposicién de Adomian sugiere que la solu-

cién u (x,t) puede ser descompuesta en uma série infinita de componentes como

u(x,t) = ij:oun (x,1) (3.3.30)

con la funcién no lineal tomando la siguiente forma

Nu="> A, (3.3.31)
n=0
donde A,, son los polinémios de Adomian. Ahora sustituyendo las Eq.(3.3.30,3.3.31) en
ambos lados de la Eq.(3.3.29), tenemos

S, (2,) = T;‘ (2.0%) &5 + T (2.,1) (3.3.32)

—JY LY gun (z,8) + 2000 0 Al

A partir de esta ecuacion, las iteracciones son determinadas por la siguiente ecuacién

m—1 ak

tk
u (z,t) = Z th (x,OJr) o + J% (x,t),
k=0 :

(751 (Z',t) = —Ja (LUO + Ao) s
(3.3.33)

U2 (IL’,t) —Ja (LU1+A1),

Ups1 (2,t) = =T (Lu, + Ap) -

El polinémio de Adomian A, es calculado para el término no lineal facilmente por el
método de perturbacién de homotopia [72]. La férmula general para el polinémio de

Adomian es

1| d ks
A, =— |-——N k 3.34
"= o (’;)Auk) (3.3.34)

A=0

Finalmente la aproximacién de la solucion u (z,t) es

N—

on (7,8) = D un (2,1) (3.3.35)

=0

[y

3



donde la solucién exacta es dada por

]\}EHOO¢N (.%’,t) = U(Z’,t) :

Aplicaciéon en una EDPF
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(3.3.36)

Consideremos la ecuacion de difusion-onda en particular el caso que recupera la memoria

del fenémeno de difusion, es decir cuando 0 < o <1

Difu] =gz, t>0,2€R 0<a<l,

sujeto a la siguiente condicion inicial

u(z,0) = sen x.

Para resolver el problema con ADM, la relacién de recurrencia del método es

up (x,t) = u(x,0) = sen (z),

Uj+1 (l’,t) = J* (LQmuj (.I‘,t)) ) j Z 0

de aqui las primeras componentes de la descomposiciéon son

ug (z,t) = sen (x),

o
uy (x,t) = J* (Logup (z,1)) = T+l sen (z),
t2a
U9 (.T,t) =J° (L2$U1 (ZL’, t)) = m sen (I’) s
_t30¢
ug (z,t) = J* (Lagus (2,1)) = T Batl) sen (),
De la Eq.(3.3.35),(3.3.36) la solucién es
to t2a
u(z,t) = sen(z)— msen(m) + msen(m) +...
B 00 (_1)n o
= nz::O NCTESY sen (z)

(3.3.37)

(3.3.38)

(3.3.39)

(3.3.40)

(3.3.41)
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En la Seccién 3.3 vamos a comparar la aproximacion de la solucion de la ecuacion de

difusion con el método ADM y VIM.

Aplicaciéon en una EDPF no lineal

Consideremos la ecuacion diferencial parcial fraccional de Burgers dada por
D u] + euuy = vug,, t >0, 0 < a <1, (3.3.42)

sujeta a la condicién inicial

u(z,0) =g(x). (3.3.43)

Escribamos la Eq.(3.3.42)
Diu(z,t) = vl,u — euuy,, (3.3.44)

donde L, = %. Usando el operador J* em ambos lados de la Eq.(3.3.44) y usando la

condicién inicial tenemos
u(x,t) =u(x,0)+ J[vLu —ep (u)], (3.3.45)

con ¢ (u) = uu,. El método de descomposicion de Adomian asume para su solucién la

forma de una serie dada por

u(x,t) = i Up, (x,1) (3.3.46)
n=0
De la Eq.(3.3.45) tenemos el conjunto de relaciones recursivas dadas por:
uy =g (x), Upt1 = JY [vLu, —eA,], (3.3.47)
donde ¢ (u) = 0%y A, (uo, U1, . . ., uy,) son los polindémio de Adomian. Usando la relacién

recursiva podemos obtener los tres primeros términos de la descomposiciéon asi

tOL

w=u(@0) =g(@), w=J" Lo Aol = [og" —g9] gy
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tQOc

I'(2a+1)’
(3.3.48)

uy = J* [vLyu; —eAy] = [2529g’2 + 2¢%g" — devg'g” — 2evgg”" + v2g(4)}

La solucion en forma de série es dada por

ta
u(x,t) =g (x)+ [vg" — ggg’} m+ [25Qgg’2 +e2g*g" — devg g — 2evgg” + 'UQg(‘l)}
t2a
X ——+.... (3.3.49
oD T 3349

Para verificar la validez de estos cédlculos en la siguiente seccion vamos a comparar la
aproximaciéon de la ecuacion de Burgers con ADM y VIM graficamente, considerando el

caso € = 1 y la siguiente condicién inicial

w(w,0) = g(x) = LEOFlO=wem) o (3.3.50)

1+ exp(y)

con y = £ (2 — X), los pardmetros p1, o, A y v son costantes arbitrarias. La solucién exacta

para el caso entero a = 1 [73], es dada por

_ pto+(o—p)erp(()
ule,f) = 1+ exp(C)

, (3.3.51)

donde ¢ = £ (z — ot — A).

3.4. Método de iteraciéon variacional

El VIM fue creado por Ji-Huan He en 1998 un anio después de haber obtenido su doctorado
en aerodinamica con célculo de variaciones y completamente desarrollado por el mismo
en los anos 2006-2007 [74]-[77]. Este método es bien reconocido para resolver problemas
no lineales entre diversos investigadores de EDP, EDPF [78]-[83]. El método esta basado
en convertir el problema de resolver una ecuacion diferencial en un problema de iteracion
variacional, donde la solucién exacta se puede conseguir si la iteracion tiende a infinito.
En esta secciéon vamos introducir el método de iteracion variacional para aproximar la
solucion de la ecuacion diferencial fracionaria lineales y no lineales con derivada de Caputo

en la variable tiempo. En el siguiente capitulo vamos a estudiar los multiplicadores de
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Lagrange asociados al VIM y lo usaremos para aproximar soluciones de casos particulares
de la ecuacién de fraccional de Burgers y estableceremos los criterios de convergencia
del método. En las siguientes secciones de este capitulo mostraremos como el VIM es un
método eficiente para resolver ciertas ecuaciones diferenciales lineales y no lineales, para
esto vamos iniciar el capitulo con algunos conceptos béasicos que se necesitan en el método,
como el de multiplicadores de Lagrange generalizados y de la teoria del calculo variacional
para pasar a presentar diversos ejemplos que se recopilaron en la literatura de este tema,

pero que fueron desglosados para ser presentados en esta tesis.

3.4.1. Multiplicadores de Lagrange generalizados

Sabemos que los multiplicadores de Lagrange son muy utilizados en el calculo vectorial, la
optimizacién y el calculo variacional; con el fin de entender este concepto lo ilustraremos

con un sencillo ejemplo

f(x)=0, z €R, f(x) € C.. (3.4.1)

Si x, es una raiz aproximada de esta ecuacién, entonces f(x,) # 0. Para mejorar la

precisién, podemos suponer que una ecuacion que llamaremos de correciéon es dada por
Tpni1 = T + Af (T5), (3.4.2)

donde A es el multiplicador general de Lagrange, que puden ser identificado de forma
6ptima al derivar la Eq.(3.4.2) con respecto de la variable z,, y aplicar la teoria de maximos

y minimos en una variable real asi

d,,
Cntl _ (3.4.3)

dx,,

lo que nos lleva a la conocida férmula de iteraciéon de Newton

(3.4.4)

Tpy1 = Tp — f’(lL‘ )
n

Existem alternativas para la construcion de la ecuacién de correcién, por ejemplo

Tpt1 = T+ Mg (2) [ (2), (3.4.5)



70

donde ¢ (z,,) é una funcdo auxiliar. Despues de derivar a ambos lados con respecto de la
variable z,, en ambos lados de la Eq.(3.4.5) y usando la teoria de méximos y minimos,

encontramos la formula de iteracion

_ g (zn) f ()
g (@) f'(20) + g () f (20)

(3.4.6)

Tpy1 = Tn

Si remplazamos la Eq.(3.4.1) por una ecuacion diferencial, es posible obtener una ecuacién
de correcién analoga que para este caso se llama funcional de correcién variacional como

lo vamos a ver en la siguiente seccion.

3.4.2. La ecuacion de Euler-Lagrange

Los multiplicadores de Lagrange pueden ser calculados en el VIM si es usada la ecuacion
de Euler-Lagrange para la variaciéon primera de un funcional. Vamos estudiar aqui la

variacion primera de un funcional basados en el trabajo del profesor Santander [84].

Definicién 3.4.1. Sea V' un cierto conjunto de funciones, que supondremos con estructura
de espacio de Banach de dimension infinita sobre los reales. Un funcional real F es una
aplicacion F : D (F) — R, que a cada funcién f del dominio D (F) le asocia un valor
real. El dominio de F, D (F) es un cierto subconjunto de un espacio V, en el que F (f) estd

definido. Diremos que F es un funcional lineal si para cada par de funciones f,g € D (F),

se verifica F (Nf + pg) = AF (f) + nF (9); YA\, € R.

Definicién 3.4.2. Diremos que un funcional F es diferenciable en la funcion f € D (F)
si existe un funcional lineal denotado 6F; : M — R tal que en un cierto entorno de f en

D (F) (asociado a un cierto entorno de 0 en M) se tiene:

F(f+h)=F(f)=0F;(h) +E(fn)[h]

donde € (f,h) — 0 cuando ||h|| — 0.

Aqui la norma de la funcion h hace referencia a la norma del espacio de Banach de las
funciones. Geométricamente, podemos imaginar el funcional lineal afin dado en un cierto
entorno de la funcion f por f+h — F(f)+ 6F;(h) como el funcional tangente al
funcional F en la funcion f. El funcional lineal 0F; : M — R se denomina variacion

primera del funcional F en la funcion f; el uso de un término especifico pretende que el
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lenguaje transmita que estamos discutiendo funcionales y no funciones de varias variables.

Definicién 3.4.3. Diremos que el funcional F tiene um minimo absoluto en la funcion
f € D(F) si para cualquier funcion g € D (F) se verifica F (g) > F (f). Diremos que el
funcional F tiene un minimo relativo en la funcion f € D (F) si para cualquier funcion

g € D(F) en un cierto entorno de f se verifica F (g) > F (f).

Teorema 3.4.4. Sea F un funcional diferenciable. Una condicion necesaria para que
tenga un mdzimo o un minimo relativo en f € D(F) es que §F; = 0, es decir, que la

variacion primera de F en f se anule.

Variacion primera y ecuacion de Euler-Lagrange
Vamos ahora a calcular la variacion primera del funcional definido en C' [a, b], es decir el
espacio de funciones continuas de [a,b] en R que admiten derivada primera continua en

todo el intervalo [a, b], con dominio y definicién dado por

D(F)={reClabl/f)=Af0) =B}, F()=[ ®(nf@).7 @)dr

donde A, B son constantes fijas y la funcién @ (z,y,z) : R®> — R admite derivadas
parciales continuas de primer orden. Se va a demostrar que este funcional siempre es
diferenciable y vamos a calcular su variacién primera. Comencemos dando una expresion
auxiliar importante. Para ello tomaremos un punto (z,y, z) de R3. Puesto que ® (., 2)
es continua y admite derivadas parciales continuas en todo R?, es diferenciable en todos
los puntos. Existird entonces un entorno de (x,y, z), tal que si (z1,y1, 21) pertenece a este

entorno se verifica:

87(13
ox

0P
CEEEs

0P

(yl—y)Jrg

(21— 2)

S (z1,y1,21) — P (x,y,2) =

xT

+el| (z1 —zy1 —y, 21— 2) || (3.4.7)

donde las derivadas parciales estdn evaluadas en el punto (z,y,2) y € es una funcién
dependiente de (x,y, z; x1, 41, 21) ¥y que tiende a cero cuando (x1,y1,21) — (2,9, 2).

La norma || (x; — z,y1 — y, 21 — 2) || se refiere a la norma canénica del espacio R?, esto

es || (x1 —z, 00 —y,21— 2) || = \/(q:l — )’ + (11 — y)* + (21 — 2)°. Vamos ahora a usar la

Eq.(3.4.7) para evaluar la diferencia entre el valor del funcional en la funcién f y en otra
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funcion f 4+ h en un cierto entorno de f asi

F(f+h)=F(f)=
[Ho @@ @), f @4 @) -0 (nf @), @)} de

Sustituyendo la Eq.(3.4.7) en esta formula para h en dicho entorno, tenemos

Figem-Fn= [ {56+ Gon @}t

[ et + (1 (@) de,

en donde las derivadas de ® estdn evaluadas ambas en el punto (x, f (x), f'(x)) en el

término de la derecha

e(@)=e (o, f(@)+h(@), [ (@) + 1 (@), f(2), [ (2))

tiende a cero cuando h — 0. Notese que para f, h fijas, podemos considerar ¢ como una

funcién de z. Denotemos ahora:

ooty = [{ 5+ Gpnban, €07 =€) )+ 0 @)

En cuanto a ¢y (h), es un funcional lineal que esta bien definido porque la integral que
lo define existe ya que el integrando es una funcién continua de x en el intervalo [a, b]. Si
demostramos que cuando h — 0 el término restante C (f, h) tiende a 0 mas rapidamente
que la norma de h, entonces, identificando la descomposicién en la definicion de funcio-
nal diferenciable, habremos demostrado que el funcional F es diferenciable, y de paso
obtenemos una expresién para la variacion primera de F en f. Escribamos el término
extra C'(f, h) en la forma C (f,h) = E (f, h)||h||. Debemos probar que E (f,h) tiende a

0 cuando h — 0. Para ver que esto es cierto, escribamos

2 / V h,)
Elf:h) = Hmr Mw/ i fa = et |mu o

dado que ||h|| es una constante. Observemos ahora que para todo valor de x en el intervalo




73

[a, b] se tiene

Wt (WY <l h@) |+ W @) | < s [h@) ][+ s |[H ()= ]
xE|a, z€la,b
puesto que por ser A () una funcién real, se tiene que k% + (R')* =| h(z) |> + | B/ (z) |2,
y asi
(1l + )" = b P+ | B[220l = B2+ [ P= 0 (1)
VR + (W)

il
Como el médulo de una integral es menor o igual que la integral del modulo, se tiene que

/ e (z) | ———7—- + () dx</ e (z) |dx

||h||

De aqui se deriva que en todo el intervalo [a, ], el cociente es menor que 1.

h2

B = | o P

Esta expresion es la integral en el intervalo cerrado [a, b] de una funcién de x que tiende
a cero cuando h — 0, luego resulta que F (f,h) — 0 cuando h — 0, como queriamos
demostrar. Asi pues, queda probado que F es diferenciable y que su variaciéon primera en

f viene dada por el término ¢y (h), es decir

0> 0o
5F; (h) = /{fh aflh}dx

donde las derivadas parciales se evalian en el punto (z, f (z), f'(x)). Vamos ahora a
transformar esta expresién, haciendo uso del recurso de eliminar la derivada A’ mediante
una integracion por partes

b OP 0P

i i
o= af,ha

d(?(ID bd@@

dx@f’ B dx@f’

Sustituyendo en la expresion para la variacién primera del funcional F se obtiene:

5F; () = /: {gjf - Zg?} h(z)de (3.4.8)

La variacién primera de F debe ser idénticamente nula, lo que significa que si en la funciéon

f el funcional F es minimo o maximo, debe satisfacerse la condicién

b (90 d 9D
5ff(h):/a {af—dxaf/}h(x)dxzo,
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de donde obtenemos la ecuacién de Euler-Lagrange dada por

d0® 0% _
dzof ~ df

0.
3.4.3. Restricciéon variacional
Consideremos la siguiente ecuaciéon 2% — 3z + 2 = 0 y escribamos esta como

T-v—-3r+2=0, (3.4.9)

donde vamos a llamar a ¥ la variable de restriccion y el valor de Z es asumido como un

valor inicial. Resolviendo para = tenemos que

2

= 3.4.10
Ty (3.4.10)
y podemos escribir la Eq.(3.4.10), como una ecuacién de iteraccion asi
2
Tn+1 3_ 1, ( )

Este método es muy eficiente para obtener buenas aproximaciones segin el Cuadro 3.2

que compara nuestra Eq.(3.4.10) con la formula de iteracién de Newton. En el método de

Cuadro 3.2: Aproximacion de la Eq.(3.4.10) y la iteracién de Newton.

Iteracién Tpt1 = 3_2% Formula de iteracion de Newton
0 0.5 0.5
1 0.8 0.875
2 0.909 0.987
3 0.956 0.999
4 0.978 1.000
5 0.989 1.000
6 0.994 1.000
7 0.997 1.000
8 0.998 1.000
9 0.999 1.000

iteracion variacional, escogemos um valor inicial con un posible parametro desconocido.

Veamos la eficacia de elegir un parametro libre en este ejemplo cuando z¢y = 0,5 4 b, de
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aqui tenemos que

2 2 2
X = = =
"T3-05-b 25-b 25 (1- %)
_ 1 2 (3.4.12)
=0,8 (1—2755> +o(1?)

=0,8+0,32b+0 (52) .

para identificar el valor de b escribimos xq = z1 lo que implica 0,8 + 0,32b = 0,5 + b, de

ahi tenemos b = 0,4412 y como raiz aproximada a z; = 0,9412.

3.4.4. VIM en EDO

El método de iteracién variacional fue creado para resolver una amplia clase de problemas
no lineales con una buena aproximaciéon y rapida convergencia. Consideremos la siguiente

ecuacion diferencial no lineal
Lu(t)] +N[u(®)] = g(t). (3.4.13)

donde L es un operador linear, N es un operador no lineal y g () es una funcién continua.

Vamos a suponer el funcional de correcion variacional para esta ecuacién es dado por
t
Upt1 () = up (t) + [ AN{Lu, (s) + N, (s) — g (s)} ds, (3.4.14)
to

donde A es un multiplicador de Lagrange a ser encontrado, u,, es la n — esima aproxima-
cién tal que si 4, es la restriccién variacional entonces du,, = 0. Para problemas lineales
la solucion exacta puede ser encontrada en una sola iteraciéon puesto que el multiplicador

de Lagrange puede ser calculado en forma exacta.

VIM en EDO lineales
Consideremos el siguiente ejemplo para una ecuacién diferencial lineal de primer orden
dada por

W4at)u=>b(t), u(0)=c (3.4.15)



76

escribiendo el funcional de correcién variacional para esta ecuacion

st (1) = up (¢ +/ {+a<) ()—b(s)}ds (3.4.16)

y tomando como restriccién variacional a u, se tiene que du, (0) = 0, luego

du,

Opyy () = duy, (t +5/ {~|— (s)u (s)—b(s)}ds
— Sy (1) + Adun (1) — ASutOT /0 Cnds

_{W+W}

+5/ ) My, (8) ds =0,

(3.4.17)

de donde obtenemos que
Otni1 () = Suy, () + Aouy, (1) |s= —i—/ [— +a( /\] duy, (s)ds =0, (3.4.18)

asi tenemos que la ecuacion de Euler-Lagrange que ayuda a calcular el multiplicador de

Lagrange como
OA(t, s)
s

+a(s)A(t,s) =0 (3.4.19)

de donde al hacer ¢t = s en la Eq.(3.4.18) se obtiene el siguiente resultado

Mpi1 (t) = (L+ A (t,1)) du, (1) =0 (3.4.20)

Usando la Eq.(3.4.19) obtenemos
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que al resolver esta ecuacién usando separacion de variables d&

O (t, s)
A(s)
In[A(t, )] = (/a(s) ds) +e(h)

A (t, S) _ e{f a(s)ds+c(t)}

=a(s)0s

—A(t,s) = _e{fa(S)ds+c(t)}

Y

si s =t entonces

MNEE) = —1
1 = _e{f a(s)ds+c(t)}

Mg (/a(s)ds)—l—c(t)—/a(s)ds:c(t)

de esta forma se llega a que

Mt s) = —eap {/0 o (€)de — /Ota (©) d§} | (3.4.21)

Remplazando en la Eq.(3.4.18) la expresion para el funcional de correcién variacional

conocido el multiplicador de Lagrange A(t, s) es

i (6) = un (£) —/Otexp{/osa@df—/Ja(f)d&} {‘Z“;’wa(s)un (s) —b(s)}ds.
(3.4.22)
Teniendo en cuenta que la solucién de una ecuacion diferencial ordinaria lineal se puede
expresar como la superposicién de la soluciéon particular con la solucién homogénea, nos

resta calcular la solucion homogénea de la ecuacion diferencial dada. Para esto hagamos

u/

u’—i—a(t)u:():>a:—a(t) :lnu:c/ot—a(ﬁ)dfju(t):ce_fot“(f)dgjc:u(O)

de donde ug = ¢ exp{— Jya () d£} e

um(t):cemp{—/ota(g)df}—/Otb<s>exp{/osa<§>ds—/Ota@)dg}ds

zcexp{—/ota(é)df} —exp{—/ota@df}/Otb<s>exp{/osa<s>d5}ds.

(3.4.23)



VIM vy el oscilador lineal

Consideremos ahora el oscilador lineal con un término forzado
u’ +wu(t) = f (u,u',u")
su funcional de correcion variacional puede escribirse de la siguiente forma

s () = (1) + [ M )+ P (5) = F (s ) } s

Usando la variacién respecto a u,, sabemos que du,, (0) =0

pi1 () = Ouy, (¢ +6/ (s) +w un(s)—f(s)}ds.
= duy, (t) + A (s) dul, (5) |s=t —g;\éun (8) |s=¢

_|_/ {22)2\ w2\ )}5un (s)ds
ZQ—Q»M$HH+MQMHQBt

+/{+w )}MM@®=0

por lo tanto tenemos el siguiente sistema de ecuaciones

2

52 (t,s) +wA(t,s) = 0

Att) = 0
1—N(tt) = 0

De la Eq.(3.4.27) podemos concluir que
A(t,s) = Ci(t) cos ws + Ca(t) sen ws
de la Eq.(3.4.28) obtenemos que

0 =C] cos wt+ Csysen wt

78

(3.4.24)

(3.4.25)

(3.4.26)

(3.4.27)
(3.4.28)

(3.4.29)

(3.4.30)

(3.4.31)
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y por tanto
Cy  senwt

i = —t t 4.32
Cy coswt an w (3.4.32)

recordando que la formula de angulo-fase se puede escribir

A(t,s) = Asen (ws+ ¢), tang = gl (3.4.33)

2

Es decir tenemos, tan ¢ = —tanwt = ¢ = —wt asi tenemos que
A(t,s) = Asen (ws — wt) = Asen [w (s —t)] (3.4.34)

d
como d—)\(t, s) = Awcos [w (s — t)] ¥ con la Eq. 3.4.29, obtenemos lo siguiente

s
DN = Aweosw(t—1) = 1= A=~ (3.4.35)
T (1) = Awcosw = = A.
de la anterior ecuacién y de la Eq.(3.4.33)
1
A(t,s) = —senw(s—t)]. (3.4.36)

w

Sustituyendo este resultado en la Eq.(3.4.25) encontramos la siguiente férmula de iteraciéon

variacional

1

Upi1 (1) = up () + " /Ot sen [w (s —t)] {uﬁ (5) + w?u, (s) — f (un, uy,, u”)} ds. (3.4.37)

VIM y la EDO no lineal del péndulo
Cuando se desprecia la friccion, la ecuacién diferencial que regula la oscilacion libre del

péndulo matematico esta dado por
u” 4 w?senu = 0, (3.4.38)

con la condicién inicial u (0) = A y «' (0) = 0. En esta ecuaciéon u designa el dngulo
de desviacién de la posicién de equilibrio vertical, w? = %, donde ¢ es la aceleracion

gravitacional, [ la longitud del péndulo. Este sistema parece ser simple, si hacemos sen u ~
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u, esto convertiria el problema no lineal en lineal.
u” + w?u =0, (3.4.39)

que para una pequena oscilacién del péndulo es un modelo que lo describiria satisfacto-
riamente. Para obtener una solucién aproximada mas precisa en el caso de oscilacion de

mayor valor angular, vamos a suponer que sen u ~ u — u®/6 para obtener
" 2 1 2,3
u’ + wu — gUu = 0, (3.4.40)

para darle un tratamiento mas general, escribamos esta ecuaciéon como

u” + wiu+eu® =0, (3.4.41)
donde € = —w?/6. Si llamamos a la frecuencia angular del sistema Q, podemos escribir la
ecuaciéon asi

u' + QPu+ F (u) =0, (3.4.42)

donde F (u) = w?sen u — Q?u. El funcional de correcién variacional puede escribirse de

la siguiente forma

Ups1 (1) = uyp () + /Ot A {u;; (5) + Q%u, (s) + Fn} ds, (3.4.43)

y la variacion primera de este funcional es

upy () = Ouy, () + (5/; A {uﬁ (5) + Q%u, (s) + Fn} ds = 0. (3.4.44)

de donde las tres integrales del integrando de la anterior ecuacién se calculan asi, la

primera integral como

t s t
0= (5/ Aup (s)ds =9 [)\ (t,s)u, (s)} ; — 6/ N ds (3.4.45)
0 s 0

=t

=3[\ (ts)u, ()]

—9 [)\’ (t,s) un (8)]522 + 5/; N'u ds

Ss=

t 9%\
“5Un (s)ds,

— OA(t,8) U, (8) ozt — SN (£, 8) tn (5) [omt + 6 /0 o
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t
la segunda integral queda igual 592 / A(t,s)un (s)ds = 0 y la tercera integral es dada
0

por

5/; A(t,5) Fods = 6A (1, 5) Vot ﬁnds] - 5/; N (t,€) de Vot Fnds] dE=0  (3.4.46)

t o t .
— O\ (L, s) /0 Fods — OM (L, €) /0 Fods = 0.

De las anteriores tres integrales obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones

;;A(t,s)nLQQ)\(t,s) =0 (3.4.47)
MEt) = 0 (3.4.48)
1-X(tt) = 0 (3.4.49)

de la primera ecuacién tenemos que A (t,s) = Cy(t) cos Qs + Cy(t) sen Qs, de la segunda,

ecuacion vemos que

4 sen Qt
0 = Cjcos Q4+ Cysen Ot = G = oos

= —tan
recordando que la férmula de angulo-fase se puede escribir de la siguiente forma
C
A(t,s) = Asen (Qs + ¢), tang = o
2

es decir que encontramos que tan ¢ = —tan 0t = ¢ = —Qt y podemos escribir
A(t,s) = Asen (s — Q) = Asen [Q2 (s — t)] (3.4.50)

derivando esta ecuacion con respecto de s y con la tercera ecuacion del sistema encontra-

mos que
d 1
%A (t,t) =AQcos [Q(t—t)]=1= A= 9 (3.4.51)
es decir A(t, s) la podemos escribir como
1
A(t,s) = =sen [Q(s —1)] (3.4.52)

Q
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osea que el funcional de iteracion variacional puede escribirse como
1 gt
Upy1 = Uy (1) + 5/ sen [Q (s —t)] {u;; (5) + w?sen [uy, (s)] } ds. (3.4.53)
0
Nosotros vamos a comenzar nuestro funcional de iteracién con ug (t) = A cos Qt de donde
1 rt
uy (t) = AcosQt + ) / senf) (s —t) {—A§22 cos Qs + w? sen (A cos Qs)} ds.
0

El segundo miembro de la anterior ecuacion no es igual a cero para todo valor de €2, mas

, T
podemos asegurar que si T = 0l entonces

/OT sen [Q (s —t)] {—AQ2 cos Qs + w? sen (A cos Qs)} ds =0 (3.4.54)
usando la identidad trigonométrica de resta de angulos par el seno vemos que
/oT (sen{s cos Ot — senQt cos Qs) {—A§22 cos s + w? sen (A cos Qs)} ds=0 (3.4.55)
/OT (—AQZ> senf2s cos it cos 2sds + /OT (AQQ) senQt cos? Qs ds

T
+w? / sen{)s cos 2t sen (A cos (2s) ds
0

T
—w? / (senQt cos 2s) (sen (AcosQs))ds =0
0

luego
— AQ? cos Ot /OT senf)s cos s ds (3.4.56)
+ AQ? senQt /OT cos® Qs ds (3.4.57)
+ w? cos Ot /OT sen{2s sen (A cos Q2s) ds (3.4.58)
— w?sen{t /OT cos s sen (Acos{ls)ds =0 (3.4.59)

Teniendo en cuenta la simetria con respecto del origen de las integrales impares y las

Eqs.(3.4.57,3.4.59), las integrales de [0,7] son equivalente a las integrales de [—Z,%] vy



observando que (cos Qs sen (Acos€s)) < 1 obtenemos que

T
/ cos Qs sen (A coss)ds = 0,
0
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y el mismo argumento es valido para la integral dada en la Eq(3.4.59). De las Eqs.(3.4.56,3.4.57

3.4.58,3.4.59) de donde llegamos a que

w? [ senQs sen (A cos Qs) ds 2w (A)

0% =
JiT AsenQs cos Qs ds A

donde J; (A) es la funcion de Bessel de orden uno de primera espécie

1 1 1
Jl(A):QA——A3+—A5+...,

16 384
de aqui el periodo esta dado por
T 27 _ 27 ‘
wy 2 (4) /4 w\/l - ;AQ 4 13;2144 b

3.4.5. VIM en EDOF

Consideremos la siguiente ecuacion diferencial ordinaria fraccional

21/2

Dl/zu:m(qul), w(0)=0,0<z<1

el funcional de correcién variacional es

(u, + 1)2

1/2 1/2 !/

}

(3.4.60)

(3.4.61)

(3.4.62)

(3.4.63)

(3.4.64)

donde J'/% es la integral fraccional de orden % que se obtiene de la Eq.(1.1.1). Vamos

a aproximar el funcional de correcién con el objetivo de calcular sus multiplicadores de

Lagrange por
du, — z1/?

U1 (2) = () +/Ot)\{dx i (it 1)2}da:

(3.4.65)
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de donde la variaciéon primera de esta aproximacion del funcional es

du,  x'/?
St () = Sup(z) + 0 / { — 25 (i + 1) } dz (3.4.66)
y la restriccién en la variacion es i, por tanto i, =0y

1/2
s (1) = (@) 4 5 / {dun il/z}dx ~ 0. (3.4.67)

Haciendo integracion por partes encontramos el siguiente sistema de ecuaciones

OA (1)
=0, 14+ A7)|r=t =0
or + A7) =t
el multiplicador puede identificarse como A = —1 y al sustituir en el funcional de correcion

variacional obtenemos el funcional de iteracion variacional
U1 (2) = up(x) — J2 {Dl/zu — ";1—/2 (u+ 1)2} . (3.4.68)
T

Suponiendo uy = 0 y sustituyendo en el funcional de iteracién variacional tenemos

1
w(z) = J1/2{ ”2}: F<2+l> Loy L TG/ 1

— 1/2 -
ml/2 1 >m_7r1/2( )_7T1/2 re) = 2

\/_F< +5 1

5]

D2 <1m> _ 1 r(+1) (1) L(172) L(172)
2
F<1+1—

(3.4.69)

1
U2:2 J1/2

donde

l\J
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1/2 1
SV N R R
=7 {7?1/2 <4x —i—:x—l—l)

1/2 /1 2
Vo R
[

1 1
_ 71/2 52 23/2
1 1 1
V2 (2] b 12 (43/2) 1 /2 ()2
L) ey Ly
1 I'(7/2) 4 1 T'(5/2) 24 1 T'(3/2)
= — x — x
4y T (4) v T(3) v T(2)
1
Recordando que I'(n+ 1) =nl e I'(z) = =T (x 4+ 1) tenemos que
x
5 2.(5 5.(95 7 53 15
Fl-)==I'({=+1 Il |=T|z]=z-Vr=—
(2) 5 <2+ )’ 2 (2) (2) 24ﬁ Sﬁ
y se puede escribir que
15 3 1
ug(z) = @x + 8:c +5e (3.4.70)
aproximacién que se puede comparar con la solucién exacta [85]
u(x) = o+ -a* 4+ 0(z°). (3.4.71)

2 8

0.8+

0.6

o
[><
[N)

0.4

N X N X< N Ix
+ +

o
® % o
[N)
-
o
>
w

0.2

I I I I I
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 3.1: Aproximaciones del VIM para Eq.(3.4.63).

En las Figura 3.1, podemos ver que la aproximacion de la solucién para la Eq.(3.4.63) con
el VIM comparado con la soluciéon exacta es buena en ese intervalo de x y se puede notar
que si aumentamos las iteraciones del VIM la aproximacion tiende a acercarse mas a la

solucién exacta.
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3.4.6. VIM en EDPF

Se dan aqui los principios del método de iteracién variacional [25], [86], [87] y su aplica-
bilidad para ecuaciénes diferenciales parciales fraccionales. Vamos extender la aplicacion

del método de iteracion variacional para resolver una ecuacién diferencial fraccional asi

DY [u(z,t)] = R[z]u(z,t) + q(z,t), t>0,2€R, (3.4.72)

donde R [z] es el operador diferencial en x sujeto a las condiciones iniciales y de frontera

u(z,0) = f(x), 0<a<lu(z,t)—=0,|z] = a,t>0, (3.4.73)

u(z,0) = f(a), 0(20) —g(z), l<a<2u(zt)—0lz|—a t>0 (3.474)

donde f(z), g(x) y q(z,t) son funciones continuas y m — 1 < a < m, .DY es la derivada
fraccional de Caputo de orden «. Siguiendo el planteamiento del método de iteracion va-

riacional construimos el funcional de correcién variacional la ecuacién para la Eq.(3.4.72)

uk-l—l(x?t) = uk(x’ t) + Jz? P‘ (cD?uk(xvt) - R [l‘] ak‘(xvt> - q(l‘, t))} ) (3475)

o lo mismo

U1 (x, t) = ug(z, t) + 11(15) /Ot (t—71)" " A7) (CDfuk(x, 7) — R[z] g (z, 7) — q(z, T) |dT,

(3.4.76)
donde Jtﬁ es el operador de integracion fraccional de Riemann-Liouville de orden f = o —
[a], con respecto a la variable ¢ y A el multiplicador de Lagrange que se pueden identificar
de manera 6ptima a través de la teoria variacional. Para identificar aproximadamente
el multiplicador de Lagrange algunas aproximaciones deben hacerse. La aproximacién al

funcional de correcién variacional Eq.(3.4.76) puede ser expresado como sigue

t
wen(e,) = wet) + [ M0 50

A(T) <8muk(m, 7) — Rx]) ug(z, 7) — q(z, 7')>] dr. (3.4.77)
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Tomando como restriccion en la variacion i por tanto ot = 0, y tenemos como variacion

primera a

m

dugi1(z,t) = dug(x,t) + (5/(: A(T) (atmuk(az, 7) —q(x, 7')) dr, (3.4.78)

de donde por integracion por partes como en el caso del VIM para EDO, obtenemos los

siguientes multipicadores de Lagrange

A=—1,param=1,

A=T—1t, param=2.

Por tanto, para m = 1(0 < a < 1) sustituyendo A = —1 en el funcional de correcién

variacional Eq.(3.4.76) tenemos el siguiente funcional de iteracién variacional
U1 (2, t) = ug(z,t) — I [Dffug(x,t) — R [x] ug(z,t) — q(z,t)] . (3.4.79)

Para m = 2(1 < o < 2) sustituyendo en el funcional de correcién variacional Eq.(3.4.76)

tenemos el siguiente funcional de iteracion variacional

U1 (2, 1) = ug(x, t>+I‘(al—1) /Ot(t—T)a_2(T—t) <aa;uk(ac, 7)— R [z] u(x, 7)—q(z, T))dT,

de donde,

U1 (x, t) = ug(z, t) — (;(_a)l /Ot(t — )t <§;uk(a€, 7) — R[x] ug(z, 7) — q(z, 7')) dr,
(3.4.80)

es decir obtenemos la siguiente féormula de iteracion
U1 (x,t) = ug(z,t) — (o — 1) J [Dffug(x, t) — R [x] ug(z, t) — q(z,t)] . (3.4.81)

La aproximacion inicial ug puede escogerse libremente teniendo en cuenta que tiene que
satisfacer las condiciones iniciales y de contorno en la EDPF. Sin embargo el exito del
método depende de la seleccién apropiada del u,. Finalmente la solucién exacta de la

EDPF se puede calcular como u(z,t) = limy_,o ug(x, t).
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VIM por ADM y memodria del fenémeno de difusiéon
Vamos a usar el VIM en la ecuacion de difusién, Eq.(3.3.37) y a comparar las aproxima-
ciones con las hechas en el ADM. Al usar la Eq.(3.4.79) tenemos funcional de iteracién

variacional como

(z,0) + J° Ou (3.4.82)
Up+1 = Up(T 4.
donde tomando uy = sen(z) encontramos las siguientes aproximaciones
(0,0) = sen(@),  wet) = sen(e) (1
up(z,t) = sen(x uy(x,t) = sen(x =y
0\ ) 14y F(Oz + 1) ;
(a1) = sena) (1 o
us(x,t) = sen(x —
2 Ta+1) T(2a+1))’
(0,8) = sen(e) (1 4 " . (3.4.83)
us(x,t) = sen(x — — 4.
A F(a+1) T@2a+1) TBa+1))’

Notemos que las aproximaciones son para una ecuacion lineal y por esto el valor es exacto
para un « conocido cuando n — oo en ambos métodos. También se puede ver que ambos
métodos son poderosos y eficientes al calcular las aproximaciones de las soluciones de una
EDPF lineal y que en este caso sus aproximaciones son iguales, si en la Eq.(3.3.41) se toma,
la iteracién uz, comparada con la Eq.(3.4.6). En el Cuadro 3.3 se muestran el resultado

del ADM, Eq.(3.3.41) y el VIM, Eq.(3.4.6) tomando los cuatro primeros terminos de la

Cuadro 3.3: Comparacién del VIM y ADM en el fenémeno de difusion.

a = 0,50 a=0,75 a=1,0
t T ADM=VIM ADM=VIM ADM=VIM Exacta
0.25  0.14640842 0.17120511 0.19264006  0.19267840
0.50  0.28371388 0.33176551 0.37330270  0.37337698
0.25 0.75  0.40337938 0.47169834 0.53075518  0.53086080
1.00  0.49796471 0.58230325 0.65520788  0.65533826
0.25  0.10790621 0.13273945 0.14947323  0.15005809
0.50  0.20910333 0.25722580 0.28965293  0.29078629
0.50 0.75  0.29729942 0.36571910 0.41182342  0.41343481
1.00  0.36701087 0.45147375 0.50838872  0.51037795
0.25  0.07031034 0.10053521 0.11403776  0.11686536
0.50  0.13624913 0.19481962 0.22098521  0.22646459
0.75 0.75  0.19371660 0.27699110 0.31419287  0.32198335
1.00  0.23913971 0.34194061 0.38786553  0.39748275

iteraccion en los dos métodos para diferentes valores de « y la solucién exacta cuando
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a = 1. En el cuadro al comparar los dos métodos y la solucién exacta u(x,t) = e *sen(z)
cuando o = 1 [71], se puede observar que el tamano de la diferencia de los valores au-
menta a medida de que ¢,z crecen, es decir el error absoluto crece; de hecho en [71] son
presentados dos ejemplos, uno para una ecuacion de onda no homogénea y otra para una
EDPF no lineal de advencion donde el error del VIM y el valor exacto en o = 1, crece

cuando x,t crecen.

VIM por ADM y memodria del fenémeno de onda

Estudiemos ahora el VIM en comparacién con el ADM para la ecuacion de difusion-onda
en particular en la recuperacion de la memoéria del fenémeno de onda, es decir cuando
1< a<2. Sea

DYul =gy, t>0,2€eR 1 <a<2, (3.4.84)

sujeto a la siguiente condiciones iniciales

u(z,0) = senx, w(x,0)=0. (3.4.85)

Aplicando el ADM a esta ecuacion tenemos la siguiente relacién de recurrencia del método

up(z,t) = senz, U1 = JY(Logug(z, t)), (3.4.86)

de donde econtramos las siguientes aproximaciones e incluso la solucién exacta del pro-

blema para todo 1 < a < 2,

ta
uy(z,t) = JY(Loguo(z,t)) = J*(—senx) = — senm
t2a
t) = Ja L - 71‘; S —
uy(,t) (Loguq(z,t)) Fa 1 1) senz
_t30c
: t - Ja L T ’t e —
uz(z, 1) (Logua(z,t)) T(B3a+ 1) senx
e tQOt t3a
u(z,t) = senz + senx + —

Fatl) TRa+l) T@atl)

es decir
u(z,t) = i m sen(z) = sen(z)E,(—t%) (3.4.87)
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donde E,(—t%) es la funcién de Mittag-Leffer.

Usando el VIM obtenemos el siguiente funcional de iteracion variacional

82uK

0x?

Uky1 = uk(:c, 0) + Je (3488)

de donde encontramos las respectivas aproximaciones e incluso la solucion exacta como

up(z,t) = senx

(67

uy(x,t) = senz — (@ — l)m senx
s t2a
us(x,t) = senx (1 — (a — 1)m + (o — 1)F(2a—|—1)>
t) = 1 ) g = -
ug(z,t) = senz |1+ (o — 1) <F(a+1) + T2at+1) F(ga—i-l))

de donde se puede ver que

u(z,t) = sen(x) (3.4.89)

Al tomar a = 2 y usar la solucién de la ecuacién de onda, Eq.(2.2.3) con ¢ = 1 tenemos

que
u(z,t) = sen(nz)(b, cos(nt))
n=1
donde
1
b, = 2/ sen(x) sen(nmz)dx
0
0, si n#l/w
3 si n=1/m
luego
u(z,t) = senx cost. (3.4.90)

Es claro que la aproximaciones del VIM y ADM en a = 2 son iguales comparando las
Eqgs.(3.4.87,3.4.89), por tanto la Figura 3.4 representa la grafica de la aproximacién de la
solucién par el VIM y ADM. Las Figuras 3.2,3.3, muestran la aproximaciéon de la solucién
de la Eq.(3.3.37), usando el VIM(« = 1,5), ADM(a = 1,5), que observando detenidamente

los respectivos graficos se percibe que son diferentes y que el VIM esta convergiendo mas
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rapidamente a la solucién exacta (o = 2) que el ADM. En contraste con la Figura 3.4 del

VIM-ADM(« = 2) y la Figura 3.5 de la solucion exacta (a = 2), que son casi iguales.

Figura 3.2: VIM para la Eq.(3.3.37) con a = 1,5.

Figura 3.3: ADM para la Eq.(3.3.37), con o = 1,5.

Figura 3.4: ADM y VIM para la Eq.(3.3.37), con a = 2.



Figura 3.5: Solucién exacta para la Eq.(3.3.37), con a = 2.

92
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Capitulo 4

Aproximaciones para la BF y

convergencia del VIM en EDPF

En este capitulo vamos a presentar ejemplos que se construyeron en esta tesis para mos-
trar la eficiacia del método de iteracion variacional en la aproximacién de solucién de la
ecuacion diferencial fraccional no lineal de Burgers. La BF ha sido estudiado por diversos
investigadores [88]-[102]. En particular vamos a establecer un lema que calcula los multi-
plicadores de Lagrange de la ecuacion de Burgers fraccional, con sus respectivos corolarios
que recubren lo encontrado en la literatura conocida para esta ecuacién. Por otra parte
vamos aportar tres teoremas asociados a la convergencia del método de iteracién variacio-
nal, uno de ellos prueba que la aproximacion del método converge, el otro que converge a
la solucion exacta y el ultimo da limitantes al error maximo calculado en el n-ésimo paso

del método.

4.1. VIM para EDPF no lineales

En las siguientes secciones se estudia el VIM para algunas ecuaciones diferenciales frac-
cionales, para eso necesitamos una formulaciondel VIM mas general. Vamos a escribir la

forma general de una ecuacion diferencial fraccional como

D u] + Rlu] + N [u] = f(¢), (4.1.1)
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donde D¢ [u] es la derivada de Caputo, R[u] es el término lineal, N[u] es el término no
linear y f(t) es la funcién asociada con el término no homogeneo. Odibat y Momami [87]

aplicaron el VIM en la ecuacion y sugirié una férmula de iteracion variacional

Upt1 = Uy + /Ot A(t, 7) (Dfun, + Rlu] + Nfu| — f(7))dr, 0<t

At,7)=—1 0<a<l (4.1.2)

AMt,T)=7—1, 1<a<2.

A(t, T) es conocida como los multiplicadores de Lagrange asociados con la férmula de ite-
racion variacional. Nuestro siguiente paso es calcular de forma general los multiplicadores

de Lagrange al VIM para la BF.

4.2. Multiplicadores de Lagrange de la BF

En esta seccién, presentaremos el VIM aplicado a la ecuacién de Burgers [103]
D [u] = ugy + AvPuy, u=u(x,t) (4.2.1)

0
con D = e 0<a<l l<a<2,AeRyp>0.El funcional de correciéon variacional

para esta ecuacion es

1t o 0? 0
_ - _ ~\8-1 - SR V-v) S v
U1 (x, t) = ug(z, t) + T /0 (t—7)""A(t) (atauk 52 Uk Auk@muk> dr, (4.2.2)

donde 6 = a+1—mym—1< a < m. Dicho funcional puede ser aproximado para

Calcular IOS mulliplicadores de Lagrange usando la Siguiente eXpreSién
u T = Up\T + u u u u T. L.

Si utilizamos la integracion por partes y recordando que de la variacion primera en el
funcional correccién variacional dé que duy = 0, tenemos los siguientes tres casos:

(a) para m = 1 tenemos que 0 < a < 1 y el funcional de correccién variacional puede ser
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aproximado de la siguiente manera

t 0 9* _ L, 0 _
Sugr1(z,t) = dug(x,t) + (5/0 A(t) ((%uk ~ gk Auiamuk> dr.

Por lo tanto, tenemos el siguiente sistema

1+ A(7)=0
(4.2.4)
N (1) =0,
cuya solucién es A\(7) = —1. A continuacién, se obtiene la funcién de correccion variacio-
nal (teniendo en cuenta que = «)
1 t a1 [ O 0? 0

(b) Para m = 2 tenemos 1 < a < 2 el funcional de correccién variacional puede ser

aproximado por la siguiente manera

t 0? 0?* _ 5, 0 _
dupr1(z,t) = dug(x,t) + 5/0 A(t) (Wuk ~ gt~ Auiaxuk> dr.

Por lo tanto, tenemos el siguiente sistema

N'(1) =0,
AMT)rey = 0, (4.2.6)
1= N(7);=t =0,

cuya solucién se puede escribir como A(7) = 7 — ¢, param =2y 1 < a < 2, de donde

obtenemos el funcional de correcciéon variacional con g = «a — 1

a—1 (0" 02 0
Uk+1(f17, t) = U,k(&?,t> — F(Og)/o (t - 7_)(1 ! (atau;g — @U}C — A'Ll/zaxll/k> dr. (427)

(¢) Multiplicadores de Lagrange cuando 0 < ¢ y 0 < «. En este caso proponemos un

lema, para recubrir los resultados de a) y b) y presentar ejemplos.

Lema 4.2.1. Si el funcional de correccion variacional de la Eq.(4.2.1) es dada por la
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integral de Riemann
t
Unp1 = Uy + /O At 7) D (1) — (n)es — Afin)? ()] dr, (4.2.8)

con0<t0<ay (U, A(tn)?(Uy,), restricciones del funcional de correcién variacional,

entonces el multiplicador de Lagrange es

(-0 -0t

A(t, ) = T(a)

Demostracion. En primer lugar, escribamos el funcional de correcion variacional para

la integral de RL de la Eq.(4.2.1) y tomemos la TL a ambos lados de la nueva ecuacién
Llunt1] = Llun + FARL(E, 7)(Dfun — (Un)ze — A(tn) (Un)s)] (4.2.9)
donde Mg (t,7) son los multiplicadores de Lagrange de este funcional. Consideremos

1 ¢
I$ AR (t, 7)Dfu, = ] / (t— T)O‘_l)\(t, 7)Dfuy, (7)dr. (4.2.10)
0

I'(a)

suponiendo que Ay (t,7) = A\(t—7), la anterior ecuacion es la convolucion de las funciones

(4.2.11)

y Dfuy,(t). Los términos (uy)z. v A(u,)P(u,), se consideran restricciones variaciona-
les del funcional de correcién variacional Eq.(4.2.9), lo que implica que §(4y)ze = 0y

dA(1p)P(ty), = 0 de donde obtenemos
5$[un+1] = 59%[11%] + 53['?)\RL(CD?UH - (an)xoc - A(an)p(an)x)L

= 5L un] + 0[L]a(5))s* L [un(s)]] — 5’:2: dF(0F) 1,

= (1 4+ ZLJa(s)]s)0Lun], (4.2.12)

que junto con el uso de la ecuaciéon de Euler-Lagrange vemos que

1+ Za(s)]s* =0,
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resultando

PLla(s)] = —— (4.2.13)

s’

y usando la transformada de Laplace inversa a ambos lados de esta ecuacion obtenemos

toc—l

[(a)

a(t) = — (4.2.14)

Comparando las Eq.(4.2.11) y Eq.(4.2.14) tenemos que Agr(t,7) = —1 y podemos escribir
Upt1 = Up — 17 [DFUn — (Un)ea — A(Un)P (Un)e],

B bt —T1)> _ -
et =t = [ S o D — () = A ) ()],

Up+1 = Un + /ot (_l)aI(j(—CY_) t)ai [CD?(un) - (an>m" - A(an)p(an)m] dr.

Finalmente, usando la Eq.(4.2.10) obtenemos la siguiente expresion general

()=t
M)

A(t, ) = (4.2.15)

En los siguientes dos corolarios, recuperamos los resultados de a), b) y se discuten ejem-

plos.

Corolario 4.2.2. En la Eq.(4.2.15) si @ = 1 tenemos A(t,7) = —1 y si @ = 2 tenemos
At,T) =71 —1t.

Demostracién. Por sustitucién directa a = 1 (o = 2) en la Eq.(4.2.15).
Ejemplo 1: BF con 0 < a < 1 usando la condicién inicial u(z,0) = g(z). El problema a

considerar es

N ou  O*u
CDtU—FU%—@:O, t>0, O<Oé§1,
(4.2.16)
u(z,0) =g(z), 0<z<1
Usando el Corolario (4.2.2) tenemos A(t,7) = —1 y sustituyendo en el funcional de co-

rreccién variacional de la BF obtenemos

[0}

ote

a

un+1(l‘7t) = un(x7t) - lt Up — un(un)x - (Un)acac )
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que puede ser escrito como

s (1, 8) = tn(2,1) — F(la) J (= 1) DU + tn(tn)e — (wn)ealdr.  (4.2.17)

Usando esta ultima ecuacion obtenemos las siguientes aproximaciones

uy = u(x,0) = g(x),

tOL
Uy = g(ZE) - [gg, _g/,]r(a+ 1)7
N2 2.1 3 ! " 4 t2a
uy = uy + (29(9')* + 99" — 299" — 4g'g" + ¢ ))7F(1+2a)

I'(1+2a)
I2(1+ o) I'(1 + 3a)

—(99' = 9"V + 99" — 9] (4.2.18)

calculo similares se utilizan para obtener otras aproximaciones. Para cerrar la seccion

demostramos otro colorario.

_ 1\« —t a—1
Corolario 4.2.3. Con \(t,7) = (=D =) y el funcional de correccion variacional

[(a)

Un+1(2, 1) = un(z,t) + F(lﬁ) /Ot(t — )P T) [ DY = (Un)ze — Alun)P(un),]dr (4.2.19)

con B =a—[a] y [a] la parte entera de o, entonces el funcional de correccion variacional

para 0 < a <1yl <a<?2, estan dados por

Upt1 = Up — 17D — (Un) gz — A(un)? (Un) 2], (4.2.20)

Upt1 = Uy — (@ — DIF[Dfuy — (Un) e — A(un)P (Un)z]- (4.2.21)
respectivamente

Demostracién. Por el Corolario (4.2.2), tenemos que A(t,7) = —1 para 0 < o < 1 por
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lo que si f = «, implica

1 t o—1f ma »
e (2,6) = wn(2,1) = s /0 (t — 7Y LD%Uy — A(un)? (tn)e — (n)aaldr,  (4.2.22)
que es lo mismo que
Unt1(z,t) =y — 18 [Dffuy — (Un) 2w — An)P ()] (4.2.23)

Ahora para 1 < a < 2si f = a — 1, por el Corolario (4.2.2), tenemos A(t,7) =7 —ty

usando la relacion

1 (a—1)

I'a—1) I'(a) ’

en

e (2.8) =t + gy [ (8= 7 = DD — () — Al ()b
se tiene que
Upt1(z,t) =y — (0 — DIF Dy — (Un)ze — Aun)P ()] (4.2.24)

4.3. Solucion aproximada para BF

En esta seccién vamos a considerar ejemplos de la ecuacién fraccional de Burger, algunos
de ellos con 0 < a < 1 y otros con 1 < a < 2, con sus respectivas condiciones iniciales.
Aqui u es el flujo de la velocidad, el coeficiente de viscosidad es igual a —1, y sin perdida de
generalidad tenemos A = —1y p = 1 en la Eq.(4.2.1). Note que el coeficiente de viscosidad
corresponde a la segunda derivada en la ecuacion. Para esos ejemplos, consideremos la
aproximacién de la solucioén de la siguiente forma u(z,t) &~ us(x,t) con

u = lim (uy,). (4.3.1)

n—00

La aproximacion inicial uy se pueden elegir libremente si se satisface la condicion de

contorno y condiciones iniciales del problema. En este caso tomamos ug(x,t) = u(z,0).
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Mencionamos que el efecto de la derivada fraccionaria es recuperar la memoria de los
fenémenos fisicos para 0 < o« < 1, 1 < v < 2 [104], [105]. En particular, con las condiciones
iniciales apropiadas, cuando A =0, « =1y o = 2 en la Eq.(4.2.1), recuperamos el efecto
de la memoria asociada con la ecuacién del calor y la ecuacion de onda, respectivamente.
También, con o« = 1 en la Eq.(4.2.1) obtenemos la clasica ecuacién fraccional de Burgers.

Ejemplo 2. Consideremos el siguiente problema

ou  0%u
DY ———=5=0, t>0, O0<a<l,
R “ (4.3.2)

u(z,0) = g(z) = sen(mz), 0<x <1

Usando la Eq.(4.2.22) con A(t,7) = —1 obtenemos

up(z,t) = sen(nx),

ui(x,t) = sen(mx) — wsen(mx)[cos(nz) + (W)2]F(Oétj—1)7
2 t*
unat) = sen) = msen(ra)fos(a) + (7] |

?sen* () + 27 sen(7x) cos(7x)

+[27? sen(mz) cos?(mw) —
t2a

T(1+ 20)

4473 cos(mx) sen(nz) + 7t sen* (7x)] l

X (—m sen(mz)) {cos(m;) + (7‘()2} (7% cos(mz) — 7 sen®(1x) — m* sen(7w)]

(1 + 2a)t3
% [FQ(l T a1+ 304)] ‘

En la Figura 4.1 tenemos que o = 0,2 y en la Figura 4.2 a = 1 dilucida las aproximaciones

de u(x,t).
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Figura 4.2: u(x,0) = sen(nz), con o = 1.

Figura 4.3: u(z,0) =

14 e’
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-5000
~1d%00
-15000

Figura 4.4: u(x,0) =

14 e®’

ea:

14 e®

Ejemplo 3. Tomemos el Ejemplo 2 con la condicién inicial dada u(z,0) = g(x) =

Usando la Eq.(4.2.22) con A(t,7) = —1 obtenemos

ez

1+ e’

w(@ 1) = 1 -G:ew - (%21;)3:)) (I‘(atj— 1))’

er 202 — e e® — 17e%* + 263 — 4% 2
UQ(LL‘,'LL) = z z\3 + z\5
l+e (1+e*)? ) |T(a+1) (1+e7) I'(1+ 2a)

—9e%* — 683 — 113e* + 174€” + 559¢5" + 446e™ + 586> + 414e%” 4 162e!0% + 27¢M*
(14 €%)5(1 4 3e*)3

up(z,t) =

L(1+2a)
I?(1+a)0(1+3a)]’

En este caso los graficos de la Figura (4.3), con o = 0,2 y la Figura (4.4), con o = 1,

dilucidan las aproximaciones de u(z, ).

Ejemplo 4: Consideremos el problema

N ou  0%u
CDt’U,—I-U%—@:O, t>0, 1<O[§2,
u(z,0) = sen(mx), u(z,0) =0, 0<z<1.

En este caso, usando la Eq.(4.2.24) con A(t,7) = 7 — t tenemos

up(z,t) = sen(mx),
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ui(z,t) = sen(mz) — a(a — 1)[rsen(rz) cos(rz) — 7° sen(w)] [F(Of—il)],

us(x,t) = sen(mz) — a(a — 1)[rsen(rz) cos(rz) — 7° sen(w)] [P(Oét—il)]

+a(a = 1)[sen(ma) (2n* cos*(rz) — 7 sen’ () + 67° cos(ma) + ' sen’ (ma)] lmt:m)]

—a(a—1)[r sen(rz)][cos(mz)+7?][x? cos(mz)—7* sen® (7x) —7* sen(7 )] lFQ(

(1 + 2a)t3 ]
14+ a)l(1+3a)|

La gréfica de la Figura (4.5), con a = 1,2 y la Figura (4.6), con o« = 2 se puede observar

la evolucion de la aproximacion de u(z,t).

Figura 4.6: u(z,0) = sen(nz), ut(x,0) =0, con o = 2.

4.4. VIM por ADM en la BF

Vamos a comparar el VIM con el ADM [106] al aproximar las soluciones de la BF. Consi-

deremos la ecuacién diferencial parcial fraccional de Burgers, en dos intervalos diferentes
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de su variable z asi

N ou  0*u
CDtU—FU%—@:O, t>0, 0<a<l,
2e” )
u(z,0) = , 0<z<1, 6 O0<z<5.
1+4+e”

Primero recordemos la aproximacion a la solucién del ADM como en la Eq.(3.3.49)

2% a t2a
1) = _ / " 2 N2 20" L Ad d" 4+ 2a40" (4)
u(w,t) o [gg +91F(a+1)+[9(9) +9°9" +49'g" + 299" + g TG 1)
donde u(x,0) = g(z) y
, 2e”
I~ ey
"no__ _261(_1 + 696)
(T 4er)3
3 _ 2€a:<1 _ 4690 + e2x) (441)
J (14 e) ’
g = —2e%(—1+ 11e* — 11> + €37)

(14 e%)>
por otra parte usaremos la segunda aproximacién del VIM, Eq.(4.5.15), dada por

o 2

9 N2 2 1 ) 3 Ad q" (4)
r(a+1)+<g(9) +979" +299° +49'9" + g )F(1+2a)

us(z,t) = g — [gg' + g”]

L(1+2a) 3
(1+a) I'(1+3a)’

—(99' +9") ((g’)2 +99" + 9(3)>

y tambien usaremos la solucién exacta cuando o = 1 dada por la Eq.(3.3.51)

2exp(z —t)

ul(, ) = 1+ exp(x —t)

Podemos observar que tanto el ADM y VIM, Figura 4.7, y Figura 4.8, respectivamente,
da una aproximaciéon muy cercana a la soluciéon exacta, Figura 4.9, cuando 0 < = < 1.
Un comparacién mas precisa de lo que esta pasando con los dos métodos se puede ver en
el Cuadro 4.1, donde se puede ver que el VIM, converge de forma mas rapida y precisa a

la solucién exacta.



Cuadro 4.1: Comparacién del VIM y ADM en la BF.

x t ADM VIM Exacta
0.1 0.1 0.999959 0.999963 1.00000
0.1 0.5 0.797468 0.797986 0.802625
0.1 0.9 0.59099 0.59401 0.620051
0.5 0.1 1.19734 1.19736 1.19738
0.5 0.5 0.995526 0.99778 1.00000
0.5 0.9 0.775291 0.788438 0.802625
0.9 0.1 1.37993 1.37996 1.37995
0.9 0.5 1.19472 1.19769 1.19738
0.9 0.9 0.981771 0.999089 1.00000

1.0

0.0

Figura 4.7: ADM para la BF, con o = 1,0.

1.0

0.0

Figura 4.8: VIM para la BF, con a = 1,0.

Figura 4.9: Solucién exacta BF, con oo = 1,0.

105
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Sin embargo si observamos las Figuras cuando 0 < x < 5 el comportamiento del VIM,
Figura 4.10 en comparacién con el ADM, Figura 4.12, da aproximaciones mas cercanas a

la solucion exacta, Figura 4.11

Figura 4.12: ADM para la BF, con 0 <z <5,0<t <5, a=1,0.

4.5. VIM y convergencia en EDPF

Consideremos la siguiente ecuacion diferencial fraccional no lineal

Dfu] + Rlu] + N[u] = f(t), m—-1<a<m, meN (4.5.1)
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donde R [u] es un término lineal, N[u| es un término no lineal, f(¢) es una funcién analitica
y D¢[u] es la derivada fraccional de Caputo de orden «. Las condiciones iniciales para

esta ecuacién son

u™(z,0) = g, (1), k=0,1,....m—1

y vamos a considerar los multiplicadores de Lagrange del funcional de correciéon variacional

de la Eq.(4.5.1) dado por
t
Upt1 = Up + /0 A(t, 7) [ oDfun, + Rluy,] + Nu,] — f(7)|dr, (4.5.2)

donde los términos R[u,| y N[u,]| son términos con variacion restringida y el multiplicador

de Lagrange puede identificarse segun el Lema 1 como

(1)t
I'(a) '

A(t, ) = (4.5.3)

Al sustituir estos multiplicadores en el funcional de correciéon variacional obtenemos la

siguiente formula de iteracion:

i (2,) = o 1) + | t (E:); (7 — t)o! ( D%+ Rlun] + Nun] f(7)> dr, (4.5.4)

de donde podemos definir los operadores E,[u] con m — 1 < a < m asi

Bl = [ t (é__”:)! (r — £)o- [ D%, + Rlun] + Nluy] — f(T)l dr. (4.5.5)

Teniendo en cuenta que u(z,t) = lim u, entonces
n—,oo

im w, = uo + i(En[u]) (4.5.6)

n=0

la aproximacion inicial uy puede ser escogida libremente si esta satisface la condicion
inicial y las de contorno. Considerar los valores u(™(0) = g,(z,t), n =0,1,...,m — 1,y

vamos a suponer que g es de la forma

uo(t) = mf enl) (4.5.7)

donde ¢,, son constantes dependientes de x.
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Teorema 4.5.1. Sea el operador E, definido de un espacio de Hilbert H en el mismo.

Decimos que la solucion

u(z,t) = ug + 5_30 [En(x,t)] (4.5.8)

converge si existe v con 0 <y <1 tal que:
[ Ensa[u]ll < ][ Enfull (4.5.9)

para todo n € NU {0} .

Demostracién. Definamos una secuencia {s,} . asi, so = uy, Ey = 0; s1 = uy =
up + E1; so = ug = ur + Ea; Spy1 = Unpr = uwo+ By + .o+ By + By + By y
mostraremos que {s,} -, es una secuencia de Cauchy en el espacio de Hilbert H. Para

este proposito consideremos
”Sn—i-l - SnH - ||En+1H = HUO +Ei...+E 0+ Byt En+1H

<Allup+Er+ ...+ Bl < Vlluo+ Er+ ...+ Eo |l < oo <" uo-

Si para todo n,j € N, n > j de donde tenemos
llsn = Sill = llsn — Sn—1 + Sn—1 — Sp—2 + ... + 841 — S|

< llsn = snall + llsna = snall + -+ llsj11 = 5l

< Y"uoll + 7" ol + - 7 luo|

n—j—1 n—1

) 1— )
= 3 ol = ===l
n=0 -7
con 0 <y < 1, entonces lim |s, — s;|| = 0 por lo tanto {s,}, -, es una secuencia de
o0

),

Cauchy en el espacio de Hilbert H lo que a su vez implica que la solucion
u(x,t) =up+ Y Bz, 1) (4.5.10)
n=0

es convergente.

Teorema 4.5.2. Si la solucion u(x,t) = uo + »_ [En(z,t)] converge, entonces esta es
n=0
una solucion ezxacta del problema no lineal dado por la Eq.(4.5.1).
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Demostracién. Sea u(z,t) = ug+ »_ Fj(z,t) = lim wu; tenemos por defincién de serie
=0 j—o0
convergente que
Jim o+ Bj(z,1)] = 0= Jim ;= —uq, (4.5.11)

por definicion de la serie telescopica que

i{ Ej1 — }:En+1_EO

Jj=0

y tambien que

i_oj[m— Ej| = lim E; — By = —uq

J—00

donde se uso la Eq.(4.5.11). Aplicando el operador .Df con o« > 0 a ambos lados de la

anterior sumatoria tenemos
Z D |Eji1 — Bj| = =D fuo] = 0. (4.5.12)

Por otra parte de la definicion del operador E,, se consigue que

DB - B =0; [ Sl o

X [oDfujn + Nluja] + Rlujia] = f(7) = Dfu; + Nlwy] + Rlw;] — f(7)] dr,
donde D' es el operador inverso a izquierda del operador integral de RL y
DY Ej1 — Ej| = [Dfujr1 + Nuja] + Rlujia] — Dfuj + Nuj| + Ruy]
y haciendo la expansién de esta sumatoria vemos que

Z D [Ej1 — Bj] = D¢ fur] + Nfua] + Rlua] — Df [uo] + Nlug] + Rluo]

+ D7 fus] + Nfug] + Rlug] — D [us] + Nua] + Rlua] +
+ oDf [un] + Nlun] + Rlun] — Df [un—1] + N{un-1] + Rlun—1]

= D [un] + Nlun] + Rlun] — f(7).
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donde f(71) = Df[uo] + Nug| + R[uo| que se puede escribir asi

J

>0 By ~ 5] = tim D] + M| + Bl - 1(7)
= .Df l.lim uj] + N [llim uj] + l,lim uj] — f(7)

J—>00 J—>00 J—00

y usando la definicién de solucién del problema no lineal con el VIM, vemos que

D g+ Ej| + N |ug+ > Ej| + R |ug+ > E;| — f(r)=0
5=0 7=0 7=0
lo que implica que u(z,t) = ug + Z E; es la soluciéon exacta del problema no lineal dado
j=0
en la Eq.(4.5.1).
Teorema 4.5.3. Sea u(t) = lim,, o, u, = ug+ Z E, la serie que converge a la solucion
j=0

J
u(z,t). Sila serie truncada »_ E, es usada como una aprozimacion a la solucién u(z,t)
n=0
del problema, tenemos que el error mdzimo e;(z,t) es estimado como

1
ej(@,t) < 7= 7" uoll (4.5.13)
—

Demostracion. Del Teorema 4.5.1, podemos escribir que

n—i

1 —~"

T

I = 55l <

para n > j. Ahora como n — oo entonces s, — u(x,t) — sg, luego

n—i

1—~"

9

J
U(ZL’,t) — Ug — ZETL

n=0

<

ademés si 0 < v < 1 tenemos (1 — 4" 7) < 1, por lo tanto la desigualdad anterior se

convierte en

J
U(.CC,t) — U — ZEn

n=0

1
< ——— AT |yl
<o 7l
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Aplicacién de los teoremas de Convergencia
En resumen a los Teoremas 4.5.1,4.5.2, hablan que la férmula de iteracién variacional con-
verge hacia la solucién exacta, bajo la hipdtesis de que tiene que existir v con 0 < v < 1
tal que

[Ena[u]ll < Al[Enfulll, Vn e NU{0}.

En otras palabras, si definimos Vi € NU {0} los pardmetros

[[wiga |
, uall #0
A=<l (4.5.14)

0, flull =0

entonces la solucién en serie es la ug + Yoo, En(x,t) converge a la solucién exacta u(z, t)
cuando 0 < \; < 1,¥i € N U {0}. Por otra parte del Teorema 4.5.3, se tiene que el

truncamiento para el maximo error absoluto se puede estimar por
[uz,t) = uo — ZE w0 < 7= M luoll

donde A = méx{\;,;i =0,1,...,5}.

Convergencia del VIM en el fénomeno de onda.
De la comparaciéon del ADM y VIM en la recuperacion del fenémeno de onda, encontramos
que la solucién aproximada dada por VIM es

1)itio<

u;i(z,t) = senz + (a — 1) senxzm

Vamos a estudiar la convergencia de esta soluciéon aproximada para 0 <t < 1. Usando la

Eq.(4.5.14) vemos que

i+1 (_1)ntna

i+1 (_1)ntna
senz + (o — 1) senx Z ﬁ
o

HH (=12 Fra s 1)

)\i — n%1
1)ntna 2 (_1)ntna
—1) - 1 D P -
senz + (a senxz et 1) H + (a )ngl NCTESY
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) o117

t(i+1)a
i+1)a+1)

<1

— )

_ 4o I'(ioe+ 1)
| Tla+a+1)

— ; tia
HM<‘1’ Fia 1 1) H

cuando por ejemplo, i > 10y 0,5 < a < 1. Si consideremos 0 < t < a y o > 0, podemos

mostrar que el VIM converge a la solucion exacta para todo a > 0 si

- a
1+ 1

<1, wpara 1> a.

B (4)!
Ai = Ht(w 01

Convergencia del VIM para la BF.
Del Ejemplo 1, calculamos las aproximaciones dadas por el VIM parala BF 0 <a <1y

encontramos que se tiene que

Ug = u(x,()) = g({E),

ta
uy = 9(37) - [99/ - g"]m7
2, 2 3 4 >
us = up + (29(9")* + *g" — 299® — 4¢'g" + ¢! ))m

I(1+2a)
I'?(1+a)I'(1 + 3a)

—(99' = 94 + 99" — g (4.5.15)

Vamos a estudiar la convergencia de este método para la BF teniendo en cuenta la condi-

cion inicial usada en la comparacién del VIM y ADM para la BF. Usando la Eq.(4.5.14)

VEMOoSs que
o t2a
| Hg — 99" + g”]m + (29(9")* + 9" + 299"¥ + 44'g" + g“))w'
Ay — —
* 7 uol] [l

y teniendo en cuenta que ¢” < 0, ¢ < 0 en esta comparacién, puede verse que

«@ t2a
> / 7 2 N2 2 1 202 (3) 4d a" (4)
g_[gg+g]F(a+1)+(9(9) +9°9" + 2929 +49'g" + g F@at 1)
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llgl

gl
analogamente con el anterior calculo observamos que

de donde tenemos que )y < = 1. Teniendo en cuenta las aproximaciones u; y us

_ Jlua 1

bl T H

A
! T(1+ 2a) 3

I'(1+ o)I(1 + 3a)

—(99" + 9")((¢)?) + 99" + g®

esto confirma que el VIM converge para la solucion exacta de BF para 0 < a < 1y en

0<t<l.
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Conclusiones y perspectivas

Las EDOF y EDPF son una generalizacién en forma y solucién de las EDO y EDP en
el sentido que estas ultimas y sus soluciones son casos particulares de las primeras. El
desarrollo historico de estas se hizo paralelamente junto con el desarrollo de las ecuacio-
nes diferenciales de orden entero, pero en avances mas lentos, debido a la complejidad de
las herramientas usadas para desarrollar la teoria de dichas ecuaciones que abordara la
solucion de ellas, mas sin embargo se destaca que matematicos de la talla de L’Hopital,
Leibniz, Riemman, Abel, Heaviside, Erdélyi, Kober, Liouville entre otros se interesaran en
darle sentido al calculo fraccional usado en las EDOF y EDPF en sus inicios. Ya en el siglo
XX aparecen aplicaciones ajustadas a la realidad cientifica del momento y investigado-
res como Mainardi, Gorenflo, Podlubny, Gazizov, Caputo, Odibat, Momami, Srivastava,
Tenreiro, Trujillo, Wang, Ortigueira, Delfin,entre otros se han dedicado a resolver diversos
tipos de EDOF y EDP que se ajustan a modelos de viscoelasticidad, difusién, onda, de
ondas viajeras, de advenccion, etc. En Brasil el profesor Edmundo Capelas de Oliveira,
ha orientado diversas tesis relacionadas al estudio de las EDOF y EDPF| siendo esta
la primera tésis de doctorado que orienta y trabaja alrededor de las EDOF y EDPF no
lineales. No se encontro un registro historico en la WEB de tésis en Portugués o Espanol

que tegan como objetivo principal estudiar las EDOF o EDPF no lineales.

Diferentes métodos se pueden usar para estudiar las EDOF y EDPF, entre estos tenemos,
la transformada de Laplace, la teoria de funciones de Green, en general la teoria de
transformadas, la teoria de grupos de Lie, la funcién de Mittag-LefHer, las funciones H
de Fox, las funciones hipergeométricas, splines, los métodos semianaliticos como ADM,
VIM, homotopia, técnica de transformacion diferencial, teoria fractal, etc. En diferentes
contextos de la tésis se uso la teoria de transformada de Laplace, de funciones de Green,
las funciones de Mittag-Leffler, funcion H de Fox, las EDO y EDP, la teoria de simétrias

de Lie, los métodos semiandliticos de ADM y VIM, enfatizando en estas ultimas teorias
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que envuelven aspectos no lineales de las EDPF'.

Nuestras EDOF y EDPF fueron estudiadas usando en casi todo la tesis la derivada frac-
cional de Caputo en el tiempo, ya que con esta definicion se puede usar la TL sin depender
de la integral fraccional que aparece cuando se usa la TL de RL , mas sin embargo tam-
bien fue usada la derivada de RL cuando se uso simétrias de Lie para llevar una EDPF

no lineal a una EDOF no lineal.

En particular el método de la transformada de Laplace es muy poderoso para resolver
EDOF y EDP lineales, relacionadas con modelos de relajacion-oscilacion, de difusién-onda.
Modelos que permiten recuperar las clasicas casos y sus soluciones de decrecimiento, osci-
lamiento y de calor, onda respectivamente y que muestran como la teoria de trasformadas
y de funciones de Green se pueden generalizar al caso fraccional. Encontramos tambien
que la teoria de simétrias de Lie puede generalizarse al caso fraccional definiendo el in-
finitesimal extendido fraccional para encontrar las respectivas simétrias de una EDPF,
este hecho permitio abordar la solucién de EDPF no lineales, mas se percibio que la
contribucion tedrica es significativa cuando la EDPF se puede llevar por simétrias a una
EDOF expresada en término de los operadores de Erdélyi-Kober; pero cuando se buscan
soluciones exactas desde esta tultima ecuaciéon, la manipulacion de dichos operadores se
hace compleja y por tanto no en todos las EDPF se pueden encontrar soluciones exactas.
Es de aqui que se piensa en usar otros métodos que permitan a lo menos, aproximar las
soluciones con cierta precision y entonces pasamos a estudiar el ADM y VIM métodos
muy potentes que permiten abordar este estudio para EDO, EDP, EDOF y EDPF. Vimos
que el ADM es eficiente y preciso, mas en EDOF y EDPF no lineales depende de los po-
linomios de Adomian, que son costosos de calcular numéricamente y dificiles de calcular
teoricamente, por esto se prefirio concentrarse en estudiar el VIM, método que combina la
clasica teoria del calculo variacional, con las EDO, EDP, EDOF y EDPF, siendo bastan-
te eficiente y practico para la aproximacién de sus soluciones, sin depender mas que del
calculo de los multiplicadores de Lagrange del funcional de correcién variacional asociado

a la EDPF.

En este punto podemos hablar de los aportes que se hicieron desde esta tésis cuando
usamos estos diferentes métodos. El primero es el trabajo monografico de recuperar, dis-
cutir y desglosar diversos ejemplos por medio de calculos explicitos, figuras y cuadros

numéricos, el segundo es la creacion de otros ejemplos donde se aborda la aproximacion
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de soluciones de EDPF como se hizo en las aproximaciones de la solucién de la BF, en
la recuperacion de la memoria del fenomeno de difusiéon, onda y en la comparacion del
VIM con el ADM para la BF, en estos tres, las condiciones iniciales fueron impuestas para
comparar las aproximaciones del VIM y ADM con el caso entero, encontrando que el VIM
converge mas rapidamente y con menos costo computacional a las soluciones exactas que
el ADM. En cuanto a los aportes tedricos de la tesis, podemos mencionar inicialmente
la demostracién de aquel Teorema 3.2.1 que lleva la EDPF no lineal Korteweg-de Vries
a una EDOF no lineal que usa los operadores de Erdélyi-Kober, el establecimiento de
un lema y dos corolarios para calcular los multiplicadores de Lagrange de la BF con sus
respectivas aplicaciones en el capitulo cinco, proporcionamos también dos teoremas que
da las condiciones necesarias para la convergencia del VIM a la solucion exacta y otro
teorema mas para el respectivo error maximo que se puede encontrar cuando el VIM se

detiene en el n-esima iteracion, aplicamos estos teoremas en dos ejemplos.

Finalmente vamos a mencionar posibles rutas de estudio de las EDPF. En primer lugar
un estudio riguroso de la precision de las aproximaciones del VIM y el ADM cuando las
variables x y ¢ crecen en un intervalo determinado hasta acercarse a su valor entero. Otro
trabajo es estudiar los métodos numéricos que permitan resolver una EDOF no lineal que
contengan los operadores de Edérlyi-Kober. Encontramos que la convergencia del VIM
depende de las condiciones iniciales, seria importante comparar la precision, eficiencia
del VIM entre diferentes formas de tomar las condiciones iniciales. Se puede estudiar
otros métodos semiandliticos como homotopia, de subecuaciones para comparar con el
VIM y ADM, en busqueda de eficacia e eficiencia computacional en las aproximaciones
de soluciones de EDOF y EDPF no lineales. Debemos mencionar que se pueden hacer
posibles estudios de tipo matematico y numérico [107] o de tipo variacional [108] que
no han sido muy estudiados en EDPF y que tienen un amplio espectro de trabajo por
ejemplo el estudio de existencia y unicidad de las soluciones de diversas EDPF y el uso
de herramientas numéricas conocidas como los elementos finitios, las diferencias divididas

para aproximar soluciones de EDPF.
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